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PRILOG DINAMICKOJ ANALIZI VISESLOJNIH
ANIZOTROPNIH PLOCA

Razmatraujem nelinearne ploCe viSeg reda istaknute su velike prednosti ovakve analize za viSeslojne
anizotropne strukture t.ipa ploCe. ReSenja pomeranja ukazuju na prednosti analize viSeg reda, jer do-
bijena pomeranja opisuju kretanje ploc¢e kao deformabilnog tela. Nelinearnim kinematskim relacijarna
odredjene su deformacije i na osnovu linearnih konstitutivnih veza naponi. Naponi sa uvedenim ”me-
djuslojevima™ otvaraju moguénost potpunijeg poznavanja naponskog stanja u viSeslojnom laminatu.
Posmatrano je slobodno oscilovanje ploce i kretanje ploCe pod dejstvom transverzalne harmonijske pri-
nude. Za uspostavljen rezim oscilovanja odredjene su sve karakteristike neophodne za dimenzionisanje
struktura ovog tipa.

Konstrukcija viSeslojnih anizotropnih struktura zahteva analiziranje velikog broja projektnih promen-
ljivin. Broj uslova, sa stanoviSta teorije elasticnosti, iz kojili se odredjuju promenljive u klasicnom
projektovanju, nije dovoljan. Nacin da se problem ogranici je formiranje dodatnih uslova. Uvodje-
njem metoda optimalnog projektovanja za zahtev minimalne mase izvedene su konstrukcije laminata
sa uslovima maksimalne nosivosti i nezavisno sa uslovima koji ogranicavaju dinamicke karakteristike.
R.eSavanjem problema ovim metodama, dobijene su optimalne projektne veli¢ine laminata.

Klju€ne reci : viSeslojna anizotropna ploca. nelinearna teorija ploca viseg reda, "medjuslojevi”
u laminatu, slobodno oscilovanje viSeslojne ploCe, prinudno oscilovanje viSeslojne ploce, projektne
promenljive, optimalno projektovanje viSeslojne strukture



MULTILAYERED ANISOTROPIC PLATE DYNAMIC ANALYSES

Noniinear higher order theory of piate are accepted to describe the advantage of this theory for multi-
layered anisotropic structures. Displacement Solutions, as for three-dimensional body, are determinate
via higher order theory. With nonlinear kinematics relations the strains are solved and the stresses
with linear constitutive relations. Stacking sequence with iuterface has spacial purpose in delamina-
tion identification, because it gives more informations abont stress field in laminate. free vibrations
and forced transversal st.eady state oscillations without damping for annular piate are presented with
displacements, strains and stresses which are prescribed as function of time. Amplitude stresses are

very important for structure failure improvements.

Multilayered anisotropic structure design requires the analysis of many design variables. Number
of classica! contributions for the failure hypothesis in the theory of elasticity aren t sufficient. lhe
problem is how to form some more contributions. 1he optimal design method is included for required
minimum mass with restrains for both failure criteria and for some dynamic behaviours. The Solutions

with these methods are optimal design values for tliat laminate.

Key words : multilayered anisotropic piate, nonlinear higher order piate theory, iuterface in
laminate, undamped free vibration of multilayered piate, transversa! forced vibration of multilayered

piate, design variables, optimal multilayered strueture design
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1. UvOoD

U projektovanju lakih konstrukcija, posebno vazcluhoplovnili struktura, delormabilno
telo obiika ploCe zauzinia posebno mesto. Jedan je od osnovnili teorijskili modela Siioko
primeujen u savi'emenoj inZenjerskoj praksi. Razmatranje elemenata lakih stiuktiua od
anizotropnog materijala pod transverzalnim dinamickim optereéenjem u savremenim

istrazivanjima zahteva povratak osnovnim modelima i njikovom reSavanju.

Prva reSenja vezana za ovu oblast su razmatranje savijanja ploCe i javljaju se u pr-
voj polovini proSlog veka. Pomeranje prosto oslonjene Cetvorougaone plo¢e pod kon-
stantnim transverzalnim optereéenjem po celoj plocCi, pretpostavljeno je kao dvostruki
beskonaean red. Prezentirao gaje L. NAVIER 1820. godine. Savijanje kruzne ploCe pod

transverzalnim optereéenjem reSio je POISSON 1829. godine.

Upotreba varijacionog pristupa resavanju problema teorije ploCa moze se vezati za
drugu polovinu XIX veka. Formiranje jednacina kretanja i uoCavanje uslova na
granicama ploce u deformacionoj potencijalnoj energiji plo¢e javlja se u radovima
KIRCHHOFF-a 1877. godine. Njegovi savremenici lord KELVIN i P. G. TAIT objavljuju
1883. god. rad u kome razmatraju konkretne uslove na granicama analiziranjem sila,
momenata, pomeranja i rotacija. Ovakav pristup se moze smatrati poCetkom savremene
teorije ploCa, koja se do tada iskljuCivo tretirala u okvirima teoiije elasticnosti.

Pretpostavjanjem odredjenih veza pomeranja i deformacija, tj. kinematskili relacija,
postavljane su hipoteze i iz njih su razvijane razliCite teorije plo¢a. Ovoxn prob-
lemu poseban doprinos dao je von KARMAN 1910. god. On je predlagao relativno
poredjenje veli¢ina Clanova u kinematskim relacijama i poredjenje veliCina Clanova sa
nulom na osnovu geometrijskih pretpostavki o ponaSanju ploCe. Ovini nacinoin se
razdvaja teorija ploca na linearim i nelinearnu teoriju. JednacCine ravnoteze izotropne
pravougaone ploce sa velikim ugibima u ovom smislu izveo je IF HENCKY 1930. god.
iz potencijalne energije ploCe. Kinematske relacije nelinearne teorije u poredjenju sa
kinematskim relacijama linearne teorije obiCno se geometrijski interpretiraju poredje-
njem veliCine ugiba ploCe sa debljinom ploCe. Vrlo alirmisana hipoteza KIRCHHOFF-

LOVE, koja je zasnovana na analogiji sa teorijom savijanja grecla, razmatrana sa
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stanoviSta vou KARMAN-a, pripada nelinearnoj teoriji ploCa i danas je Siroko primenjena

u proraCunima tankozidnih struktura.

U ovom perioclu nije razmatran uticaj detormacija transverzalnog smicanja, a to se
moze objasniti upotrebom izoti'opuih niaterijala u koiistrukcijaina toga doba. Upotieba
viSeslojnih niaterijala za noseée elemente struktura sledecili generacija uslovila je uvo-
djenje smicu€ili unutradnjili sila u razmatranje u periodu 1945.-1950. godine. U tom
periodu transverzalno smicanje ploCe razmatra se analogno ponaSanju poprec¢nog pre-
seka greda uvodjenjem faktora neravnoinernog strecliing”-a po poprecnom preseku i
ova teorija poznata je kao teorija prvog reda. E. REISSNER 1945. god. uvodi ovaj laktor
k= a MINDLIN 1951. god. k = ~. Treba. naglasiti da reSenja ovili plo€a prvog reda
nisu zadovoljavala uslove na granicama graniénili povrSi plo¢e. Ovo nije bila posebna

prepreka da se reSenja ove teorije prvog reda i do danas koristc u iiizenjciskoj piinu ni.

U poslednje dve decenije u istrazivaiijima struktura posebau akcenat je na piiiiieiii
anizotropnih niaterijala. Posebno se insistira na zahtevima visoke nosivosti uz Sto vecu
uStedu u masi strukture. Zbog toga se pojavljuje dodatni specifican zadatak projek-
tovanja materijala od osnovnili anizotropnih tehnoloskih celina. ldeja projektovanja
takvih struktura uzrokovala je dalji razvoj teorije ploCa. Pretpostavlja se da su reSenja.
lJomeratija pronienljiva po debljini ploCe i traZi se ujihova $to taCnija raspodela u celoj
ploCi. Problemi u kojima su pomeranja ovako pretpostavljena, pripadaju teoriji ploca
viSeg reda. AvualitiCka reSenja teorije viSeg reda u linearnoj teoriji ploca prikazana su
radoviuia J.N. REDDY-ja u periodu oko 1984. godine, odakle je i razvijen "uovi konacni
eleinent” sa uklju€enim transverzahiim smicanjem. U svojoj poCetnoj postavci olor-
mljen je sa osrednjenim silania po debljini jrloCe, $to se svodilo na postavku teorije pivog
reda. Ubrzo se razvija i teorija viSeg reda lielinearne ploce i A BHIMARADDI objavljuje
svoju doktorsku tezu u kojoj reSava. ovakvu prosto oslonjenu plo¢u sa opterecenjem u
ravni ploCe. Sve ove teorije razvijene su u oblasti IIOOK-ovog ponaSanja materijala., ili

sa lineamini konstitutivnim relacijama.

Analiza kretanja iodredjivanje diuamiekili karakteris! ika ploCe datiraju sa kraja proslog
veka, tj. pojavom “THE THEORY OF SOUND AND VIBRATION“ 1877. godine od lord
REYLEIGH-ja. InaCe, pojam sopstvene frekvencije i modova oscilovanja poznat je iz
antickog doba, ali matematic¢ki model se formira tek u periodu "energetskog“ pristupa

razmatranju kretanja, YT RITZ reSava 1909. godine oscilovanje linearne izotropne
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plo¢e sa slobodnim ivicama, a tek 1950. gocl. D. YOUNG proSiruje ovo resenje i na
druge uslove oslanjanja. Ovde treba istaé¢i da \V. RITZ zasniva svoje reSenje na primeni
varijacionih metoda, ali kao aproksimacije reSenja. Varijacione metocle su do tada.
koriSéene za izvodjenje jednacina problema, a od tada se razvijaju posebni matematicki
koncepti kao 5to su linearna nezavisnost. ortogonalnost, linearne i bilinearne lorme
fuukcija. B.G. GALERKIN 1933. god. generalizuje RITZ-ov metod uvodjenjem teZinskih

I'unkcija. Od tada ove metode ulaze u sva reSenja problema teorije plo¢a i ljuski.

Odredjivanje sopstvenih frekvencija anizotropnih viSeslojnih ploa moze se vezati za
sedamdesete godine. Moraju se istaCi radovi sa The Ohio State University, J.M.
WHITNEY i AW. LEISSA u okviru Air Force Materials Laboratory, VVright-Patterson
AFB. Sopstvene frekvencije su dobijene za heterogene anizotropiie pravougaone ploCe u
okviru linearne teorije "tankih™ ploCa. Pod "tankom*® plo¢oin u smislu von KAHMAN-
a podrazumevaju se ploCe gde su veze pomeranje-deformacija po KIRCHHOFt- LO\ E

hipotezi.

Razmatranje prinudnog oscilovanja sistema sa jednim i viSe stepeni slobode vezano
je za dvadesete godine ovog veka. ReSenje oscilovanja izotropne plote, kao sistenia
sa beskonacno stepeni slobode. pod dejstvom prinude datira iz 1932. god. od

FLUGGE-a. Razmatrana je kruzna ukljeStena ploca. Razvojem lakih legura otvara se
velika moguénost za razvoj letelica. Cime ova oblast doZivljava nagli i obimau razvoj,
naroCito iza Il svetskog rata. Ovim istrazivanjima utemeljeua je nova naucna disci-
plina acrodaslicnost. Opterecenja su kontiiiualna, promenljiva po intenzitetu i po vre-
menu, pa se dalje formiraju posebni modeli i njiliova reSenja. Razvojem numerickili
metoda, posebno metode konaCnih elemenata i njene primene u clinamickim analizama,
u poslednje vreme, istraZzivanja se vraca ju osnovnim modelima. Razlog je usavrSavanje

osnovnih “elemenata® i trazenje reSenja sa sklopovima ”super-elemenata.”.

1 ovom raclu analizirana je viSeslojna anizotropna plo¢a nelinearnom teorijom viSeg
reda pod dejstvom transverzalne harmonijske prinude. Razmatranje je podeljeno po
glavama, tako da se odredjene tematske celiae tretiraju u svakoj od njih. U diugoj
glavi prikazan je opsSti metod formiranja jcdnacCina kretanja Cvrstog tela, kao tela sa
beskonacno stepeni slobode. Koris¢en je HAMILTON -ov princip idat je na€in uvodjeiija
konstitutivnih relacija i granicnih uslova u potencijalnu energiju Cvrstog tela. Razma-

tranje je u ovom radu ograni¢eno na tela sa linearnim vezama napon - delormacija, pa



j i funkcija napona koris¢ena u ovoj glavi linearna. Uvedeui uslovi ua granicama pii
tretiranju cvrstog tela poStovani su u daljem radu bez posebuog naglasavanja, tako Sto
je razmatranje ograni€eno na vezaiia tela. 1z iznetog postupka sledi i obini primene
varijacionog racuna i sve potrebne matematicke translormacije koje se u daljem ladu
koriste.

U trecoj glavi formirane su jednacine kretanja ploCe sa potpuno odredjenim giani¢nim
uslovima. zadrzavajuci se na Dekartovom koordinatnom sistemu. U Cetvrtoj glavi izve-
dena su analitiCka reSenja. tj. pomeranja plo¢e pod transverzalnim optere¢enjem i
problem je tretiran kao petoparametarski. Testiran je uticaj pojedinih kiutosti ploce
na reSenja i tako dobijena reSenja poredjena su sa ve¢ poznatim. loied toga, laz-
matrana su i nepotpuna reSenja ploCe, tj. troparametarski problem. Dobijeno je i
analiticko reSenje za simetricno slozen laminat, a reSenja su poredjena sa reSenjima iz
metode konacCnih elemenata. U petoj glavi izvedene su sopstvene frekvencije i takodje
poredjene sa poznatim reSenjima prosto oslonjenih ploCa. U Sestoj glavi tretiia.no je
oscilovanje pod dejstvom liarmonijske prinude. Za odredjeni intenzitet i liek\enciju
prinudnog dejstva, dobijene su deformacije i naponi u ploCi. Na primeru je ilustrovana
promena deiormacija i napona u jednoj tacki ploCe na izabranom intervalli za usvo-
jen rezim oscilovanja. U sedmoj gla\i. uvodjenjem uslova ekstremuma prikazana je
moguenost konstrukcije o\e ploce, tj. odredjivanje usvojenih projektnih promenlji-
vih. Postavljena su ograni¢enja maksimalne nosivosti, nadjena reSenja i ogranicenja

dinamickih karakteristika i nadjena reSenja.
Na kraju rada dati su literatura i prilog sa razvijenim programima.

Ovom prilikom Zelim da zahvalim svojim najblizim kolegama Vazduhoplovnotehnickog
instituta, u Zarkovu na velikoj podrci. pomoci i razumevanju. Posebnu zahvalnost na
stru¢noj podrsci i korisnim savetima dugujem mentoru Z. Bojani¢u, docentu MaSinskog
fakultetu u Beogradu, moje matiene Skole.
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2. JEDNACINE KRETANJA DEFORMABILNOG TELA

Posmatrajmo deformabilno telo proizvoljaog oblika zapremine | ograniceno kontuinom
povrSi S. Neka je telo pocl dejstvom spoljnili sila, koje se u opStem slucaju mogu podeliti
na one koje deluju po jedinici zapremine tela V i na one koje deluju po konturi S i taj
deo povrsi i’ oznaCimo S2- Pored toga. smatraCe se da se svi procesi odvijaju bez
gubitaka, ili da su adijabatski, Cime je razmatranje ograniCeno na probleme idealnih
sistema.

JediiaCiue kretanja deformabilnog tela odrediée se prinienom Hamiltonovog piincipa

za neprekidne sisteme. 3

&1 Ldi = 0,
b
gtle je L LagranZzova fuukcija, koja je jednaka razlici kiuetiCke i totaliie poteiu ijaliie
energije tela, tj.
L=~N- Il

Totalna poteiicijalna energija tela 1l je zbir deformacione energije V i potencijalne
energije spoljnih sila U\. Hamiltonov princip se moze sada prikazati u obliku
" .
J B[A' - (U + Ui}t = 0. (2.D
a
Deformaciona energija iziazena tunkcijoin gustine delormacione energije A je

U=jA@u*)dY za /=1 .3 2.2)

gde su uj pomeranja pri delormaciji tela i » komponente pomeranja (tt, t5 te), a V

zapremina elasticnog tela. Funkcija gustine deformacione energije A je
£,
A=) misijsi 2 ij=1-6
0

ako su <ijj i Sij koniponente tenzora napona i tenzora delormacija. Ogranicavajuéi raz-
matranje na elasticno telo za koje je deformaciona energija jednaka komplementarnoj

deformacionoj energiji. funkcija gustine deformacione energije moze se prikazati kao



a pri uvodjenju konstitutivnih relacija, ova funkcija bi¢e potpunije diskutovana.
Potencijalna energija spoljnih sila koje deluju na telo je
Ui za i=1.3 (2.3)
V Si
gile su fi komponente zapreiiiinskih sila, a /, Komponente povrsinskih sila na domenu
$2, po jedinici povrsine tela.

KinetiCka energija defonnabilnog tela je

Tl _]i/\/,' za i=1,...3 (2.4)

gde je g specificna masa tvrdog tela.
Iz Hamiltonovog principa sledi da od mogucih trajektorija delica defonnabilnog tela
po kojima on moZe da ide iz polozaja il do aktuelna je ona za koju je ispunjen

uslov ekstremuma (2.1). Moguca varirana trajektorija delica prikazana je na (sl. 2.1).

i ui

sl. 2.1

Trajektorija materijalnog delica je promenljiva i moZe se prikazati kao funkcija polozaja

N o(tj. y, rzaj =123 )ivreinenat

u = m(xj,t). 125!
Komponente variranili pomeranja za i —1.2,3 su
udi) = ui(t) + 6ui(t) (26>

.8.



pii Ceinu se varirana trajektorija razlikuje od aktuelne a intervalli [/1 osim u
poCetnom trenutku /1 i krajnjem 12. Prema tome, uvedene varijacije tnn zadovoljavaju

uslove

i) tui(xidi) = 2) =0 za svako x- i
i) diii = 0 za svako t na domenu SI,

pii Ceniu se podrazumeva da u poCetnom trenutku /1 pomeranja ii- ne postoje, pa su i
u* = ai u posmatranom intervalu. UocCava se da su domeni Si i 62 poddomeni domenu

S i to takvi da je zadovoljen identitet
Si =S- S2.

Uslovi i) na. domenu Si su geometrijski grani¢ni uslovi, a uslovi koji su uvedeni u (2.3)
na domenu S2 su mehanicki granicni uslovi.
Variranjem energija odredjenih izrazima (2.2),(2.3),(2.4) , Hamiltonov princip se moze

prikazati na sledeéi nacin

Gii d

. : 2
cing; mtid + d( I, BU)(\ (2.7)

Da bi se iz uslova (2.7) odredile jednacCine kretanja. potrebno je uvest.i konstitutivne

relatije i kinematske relacije. Konstitutivne relacije naponi - defonnacije su

oi = CUD’ (2.8)

gde su Cij elastiCne konstante, ili drugacCijom notacijom npr.

axx = ClI5;rr + C'l2-ify + ( 13- ( + (15 + ( 1GAry
(y = d'12°rr + C2syy + CW.-.- + C2ANY- + eee

(T~=("\zSrr + t + e

(Try = CI6?,.r + C28Syy + CW.*) + ('46-y; + + C/Sry

i kinematske relacije deformacije-pomeranja su

e =/(«;) za. /[=1...3 j=1 (2.9)



Zamenom uslova (2.8) i (2.9) u (2.7), Hamiltonov princip za deformabilno telo i uvedene

uslove i) i ii) moZe se prikazati u konac¢noni obliku

\]2[\] | (TijfeijdV - \]fibuidv - \]USuidS\dt =0. (2.10).
i v

Giupisanjem ¢lanova izraza (2.10) uz 6«, i njihovim izjednaCavanjem sa nulom uz uslove
na ,s'i, formirane su jednacCine kietanja defomiabilnog tela. Ovako formirane jednaciue
kretanja izvedeue su za probleme kod kojili su sva pomeraiija takva da opisuju kietanjc

posniatranog tela usled elastiCnog deformisanja.
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3. JEDNACINE KRETANJA PLOCE

U prethodnom poglavlju prikazan je postupak odrecljivanja jednacina kretanja Cvistog
tela zapremine V ograni€enog konturnom povrSi S. Da bi se preSlo 1la analizu ani-
zotropne viSeslojne ploCe, uvesce se odredjene pretpostavke iogranic¢enja. Ova diskusija

bi¢e podeljena po slede¢im poglavljima:

w1l Gcomctrija plocc
5.2 Nelineavna tcorija ploCa viseg reda
3.3 Konsliiutivne relacije - sloji¢.sloj.laminai

3.f Jednacine kretanja.

3.1 Geometrija ploct

Oometrija ploce. kao ¢vrstog tela. odredjena je sredujom ravni i?, konturnom ivicom
G ravni R i gornjom i donjom povrSi G:c=h/2iD :z=-h/2 (sl.3.1.1). Ogranicavajuci

se na analizu

V=Rx f<h/2 h/2) !

t.ankih ploc¢a proizvoljne debljine /2, razmatranje ¢e se vezati za srednju ravan R.



3.2 Nelincarna teorija ploca viscg reda

U pretlioclnoj glavi 2. uvedena su pomeranja ili u,v,w iizdiskutovano je uvodjenje

kinematskih relacija radi izvodjenja jednacina kretanja Cvrstog tela. Kinematski uslovi

za tankii plo€u izveSce se iz opStili relacija delonnacija i pomeranja. Smatrajuti cla su

deformacije sanio male veli¢ine u smislu konstitutivnih relacija, komponente cletorma-

cijasu f
du  Ir.du, dv,* dw
M= +j«i> +<s>

W +ii0,+0 ,+0 7]
oW Ir,dl~ dc
'dz dz

dv dw dudu dvdv dwdw
'y'~dz+dy+dydz+dydz+dydz

du N dw hdu du dvdv dwdw
dz = dx ' dxdz dxdz dx dz

du dv dudu dvadv dw dw
Y _ gy dx dxdy dxdy dxdy

(3.2.1)

Na osnovu geometrijskih karakteristika, koje su uvedene u poglavlju 3.L mogu se us-

posta.viti odrecljeiie relacije izmedju veliCina pojedinih Clanova u izrazima (3.2.1). Sma-

traée se cla su

dw du dv
dx dx"dx
dw dv du
dy dy"dy
dw dw dw
dz << dx'dy

pa su i proizvodi relativno malih relicina zanemarljivi

dudu dvdv dw dw
dy dz "dy dz ' dy dz

dudu dvdv dw dw
dx dz "dx dz ’ dx dz

dudu dvdv dw dw
dx dy'dx dy"' dx dy

t iz [6] i [8] razmatranje von Karnian

- 12 -
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Ako se u izraze (3.2.1) uveclu relacije (3.2.2), veze deformacija i pomeranja mogu se

prikazati

du 1,0w,
=to + 2{te)

I,c)u

sz N + 2(Oy

Ov dw

€y: = 7h + dy

du  Ow
B %
du Ov
Oy ~ Ox

Ove cleformacije nisu dobijene aproksimacijom pomocu redova, ve¢ analizom uzajamnili

(3.2.3)

veliCina nagiba i rotacija za uvedene geometrijske karakteristike, pri prelasku sa analize
cvrstog tela na telo oblika plo¢e. Na osnovu toga sledi da ¢e ova analiza biti nelineaina.
Opredeljujuci se za analizu ploCa viSeg reda [37]. u izraze za pretpostavljena pomeranja
uvode se i Clanovi koji zavise od ;, pa se pomeranja u opStem sluCaju mogu predstaviti

kao funkcije

dwp
u(x,y, z, /) = uo(x,y,t) + £u\(x,y,t) dx
d
ey, ) = VO(x, Y1) + AI(X, Y, t) —2 (‘;Vy (3.2.4)

w(X, Y, z,t) = wo(x, y,i)

gdeje €==(I-]j&>-

Uvodjenjem nezavisnih funkcija «o.wi.ro. *i i «o analiza se svodi xra petodimenzioni
problem, gde ¢e se veliCine koje eksplicitno zavise od r javljati kao parametarske u
izrazima za pomeranja i cleformacije. Ako se izrazi (3.2.4) uvedu u (3.2.3), konacni oblik
kinematskih relacija je

duo dui d2wp 1,0wnq.
7)7 +77)7 ~: b2 2 dx

dvo _ 0~tto I,d»o ~

- (3.2.5)
£yy ~ ~dy + Sdy ~ —dy2 210y’

V=07 gdeje r =n

S, = »i
d»o éb'o . Ciwi di'i , a'o Owqg Owgqg
~r/ Hy + ~dx Oy + dx *dxdy  Ox dy '

- 13 -



S obzirom da su komponente deformacija izvedene iz pretpostavljenih fuukcija pomera-
nja, treba liaglasiti da su samim tim zadovoljeni i uslovi kompatibilnosti deformacija. U
daljem radii koristiCe se oznake za pisanje deformacija ey, pri ¢emu se podrazumeva da
su to komponente vektora detonnacije s ri”yy*£ry i odiedjene su iziazima (3.2.0).

3.3 Konslitutivne relacije - sloji¢.sloj.laminal

U prethodnom poglavlju 3.2 uspostavljene su relacije izmedju pomeranja i deformacija
za proizvoljnu plocu. ElastiCne karakteristike. pomocu kojih se uspostavljaju lelacije
izmedju napona i deformacija. ili konstitutivne relacije, izdiskutovace se uvodjenjem
odredjenih pretpostavki. Smatrace se da posmatrana ploca sledi Hukov zakon, Sto
podrazumeva da su komponente napona linearne lunkcije komponenata deformacija.
Pored toga, ploCa se smatra diskretno liomogenom, sastavljenom od slojeva razlicitih
elasticnili osobina. Slojevi su formirani slaganjem sloji¢a istih elasti¢nili osobina (sl.
3.3.1). Usvojice se da su sloji¢i ortotropni, $to znaCi da kroz svaku tacku sloji¢a prolaze

tri medjusobno normalne ravni elasticne simetrije.

- 14 -



U teoriji kompozitnih niaterijala sloji¢i sa ovakviin kaiakteristikama nazivaju se unidi-

rekcioni.
Na osnovu uvedenih pretpostavki matrica elasticnih konstanti za sloji¢ u kooiclinatnoin

sistemu (1,2) sa (sl. 3.3.2) svocli se na

/Qu Qur U u

0
0l
Qur Q12 o0 0 0 u
u 0 0 0
Qa4 0 0
Qr,s 0
V fiis/

ali se u konstitutivnim relacijama < = QijZj, zbog £-; - 0. moze razdvojiti. \eze liapon

- deformacija u koordinatnom sistemu (1,2) za jedan sloji¢ su

ili  T>—01r1 75 (3.3.2)

Clanovi matrice elasti¢nih konstanti izraZeni inZenjerskim konstantama mogu se

prikazati kao
El

QU = _jnonat Q44 —(+2B3

n —
Q2Z — 1 _ invn\ Q5 = 13
PInEn ; ,
Qi ~ *12
Q12— _\vn\

- 15 -



11z dopunske veze F-jvn = Eiu2l. UocCava se da se za delinisanje ortotropnog slojiea
mora poznavati Sest inZenjerskili konstanti. U sluCaju da je sloji¢ izotiopan, matiica

elasticnih konstanti je ista kao i za ortotropan, a Clanovi matrice elasticnih konstanti

su p
Qn = =
E
Qll=Qn Oss = G 21 + V)
Qix= \~~,i Oss = G

i potrebno je poznavati dve inZenjerske konstante.

sl. 3.3.3

Poi-ed ovili elasticnih karakteristika slojiea i njegove debljine t, ostale unutrasnje karak-
teristike pripadaju mikromehani¢kim osobinama. U ovoj analizi koriste se sanio uve-

dene makromehanicke osobine.
Sve usvojene elasticne karakteristike odredjene su u koordinatnom sistemu (1.2) i treba

ili prevesti u koordinatni sistem ploce (x.y) (sl. 3.3.2). Nakon transformacija konstitu-

tivnili relacija iz sistema (1.2) u sistem (x.y). izrazi (3.3.2) mogu se prikazati kao

G = Qijzj
1



gcle se Qij moze razdvojiti na Qjj i Qjj. Transformacija Qjj u Qjj data je u [10], a veza
izmedju Qf. i Qf. je

1 Q))cos20+ (2esin20 QMcos Osnifl —Q5;, ros Gsili Ov
~ "~ Qa4 cos 0siu 0 —Q55cos 0sili 0 Qa4 sin" 0+ <"55c0s20 )

dok za izotropne slojice vazi QtJ - Qij. PoSto su do sada potpuno odredjene sve karak-
teristike sloji¢a, nioZe se pristupiti njihovom slaganju u slojeve. Broj sloji¢éa u jednom

sloju je a(ifc), pri ¢emu je k redni broj sloja (sl. 3.3.1).

U jednom sloju ugao orijentacije svih sloji¢a je isti 0{k). Slojevi razli€itih orijentacija
slazu se u laminat ukupne debljine h. kao na (sl. 3.3.3 a) ). Na (sl. 3.3.3 b) ) prikazano
je proizvoljno sla.gallje slojeva, ali sa postavljenim izotropnim ’medjusiojeviina.” sa Qa4
i Qr5, dovoljno tankim da ne utiCu na veliCinu elasticnih konstanti laminata.

Savremena istrazivauja loma koinpozitnih materijala ukazuju da se posebna paznja u

projektovanju koinpozitnih struktura mora posvetiti analizi interlaminarnih napoiia.

laminata. Elasti¢ne i lomne karakteristike jednog slojica za definisane mikromehaiiicke
osobine, smatraju se poznatim. U laminatu se verifikuje nosivost slojica, uklju¢ujuci i
napone transverzalnog smicanja. Medjutim, uoCavanje pojave loma izmedju slojeva u
eksperimentima [31,32,35] ukazuje da proracun laminata sa slaganjem kao na sl.(3.3-3.
a) ) ne obuhvata razmatranje ove pojave. Zbog toga, uveden je 'niedjusloj “ sa poseb-
nim elasticnim karakteristikama. Iz radova [31,35] zakljuCuje se da to mogu biti osobine
smole, ali i da zavise od uglova orijentacije sloja prethodnika Qk —1) i sloja sledbenika
Ok). Uticaj ovili osobina izdiskutovaee se u poglavlju 7.1

Konstitutivna relacija za proizvoljno slozeni laminat je

la,,.\ C12 0 u Cle,\  (Zrr\
Vyy ( ??z c22 u 0 Cia eyy
]K/- - 0 0 (44 Uass 0
<T* 0 0 U4s  US5 0 £Exz
efy! \c 16 'C-26 0 0 uise / VvV EXy}

Ovako dobijene relacije koristi¢e se za izvocljenje jednaCina kretanja, a veze izmedju

elasti¢nili konstanti slojica i laminata odredice se tokom izvodjenja jednacina kretanja.
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3.1 Jednacine kretanja

Hamiltonov princip za ¢vrsto telo prikazan je izrazom (2.10). Da bi se odredile jednacine
kretanja ploce iz ovog principa. koristiée se izvedene relacije u poglavljima 3.2 3.3. U
(3.2.4) uvedene su funkcije pomeranja, koje ¢e na variranoj trajektoriji biti

«0 = «0 + 6»0

t< = ui + 6lli

(0= (o+ fiv0 (3.4.0)
M = i + 60

ho= ub+ (o

pri cemu uvedene varijaeije zadovoljavaju uslove i) i ii) iz 2.. Varijacije deformacija

(3.2.5) su

TP d dudo chto d

Ojm ax ‘ax dr ax ax.
4, d 0, dw0, diib 0"
Seyy = — 610+ ~cy 9ybwe
(34.2)
Ct>ui
b ld o d dio dod
ey =gy OHSTTA - gy ar g dffT

d . 9 d dtio  dtio 0_
O = R kT
S obzirom da se u ovom radu razmatra plo¢a na koju deluje sarno transveizalno

optereéenje po celoj povrsini, relacija (2.1) se moze prikazati kao
12 r
j [ J + Q~j~~ui)dY Jdt = o (3.4.3)
nv
gde su 6iii komponente uvedenih varijacija pomeranja (3.4.1), a dej komponente vari-
ranili deformacija (3.4.2).
Uvodjenje varijacija pomeranja. i variranih deformacija u (3.4.3) prikazaee se po delovima

radi boljeg uvida u postupak izvodjenja

3.3. a) Variranje potencijalne energije

3. {b) Variranje kineticke energije
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S.la) Uvodjenjem relacija (3.3.3) i (3.4.2) u deo (3.4.3) koji predstavlja totaluu

potencijahiu energiju dolazi se do t
\]((Trr&e.r.r + Ayyryy + AyUry: -tT*t$£** -bry6ery)d\ (3.4.5)
v

i ovaj iztaz ¢e se grupisali na sledeéi nacin

(3.4.6)
[iZ 1 s+ 2 1"+ 1" 1r
Y

gde se podrazumeva da vazi sinhrono variranje.

Cyj(Syyfiuo +SSyyfi"l - ~yyuU ~) + - «'0+ £yy* ~ Uo)+
C'i6(Ery6uo + + U9+
Cl6(f«#«0+ ZS,,6V! - ZSrrH )+ =%7?*w0+ 72" W 0)+
CvsUyyivo+ AyyN'i ~ AyyUN) + +£ «r”N Uug+
+ Nry”Ml- MO+ YN * « D) 1+
CI2(fr.r*cO+ - GESF(N «0+ ?rr ««)+
C2(fyy"(o +e?yy"Ci - A+ 6WO+ Sy 6WI)+
Cn6(e,y6vo + & r96vl - + -T8f$<0+ fryrfr«'o)+

Ci6(EW*vo+ N« M'1l - je«r* (M) + -~ A “0+e" MM« D)+
CnG(Syy6uo + &yy6ui ~ 1,0+ *W0) +
Cee(?*l *Q + tryblii - -SxyH") + + E£*yl»two) ]~

U rr Oun o
-{ Cu(Muo+ AN i+ (N + dx ax *Rr%e75a)lto)+

C,Z(A))O+<(Awi+(:A +Lé¥’€.hv¥h+

ak .
Ci«k("wWo+€N«i+ (--N + dxy(y‘f+£ry")ul 0) +

: . . dS.rr dyn

Ci6(VHOHRSIAI+(:n  + O &

2fiul Owo
C26(%‘#«0+€A«|+(_S/\ + % dX +

dt (
Cee(n«o0 +¢ + (- + uyxydéJX°+ £ry V¥« (>)-
(C45Ey- + CS5EME ~ul+

| za liuearne ploce u [11] i [19]
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92frr d»" 0“tth
dy2 * gy t>f>yo * wem 9ya

(mi(n 6w0+Er o+ (-9 PN oy B Ao+

By - W

O+€N«>1+(r %’on + LT ag)‘/n + EJ"f Jﬁ&y YA0) +
CHi(~6!-0+ CA*> +(* %ﬁi} + ﬂ%¥y itn ngf}\g/")Au’o)+
_ e In - )
CB(IAD+E A+ (Gt A a + O T )
CHMEY- + CLHEEEP! v

)AU>0) +

Sledec¢i uobicajen postupak u teoriji ploca, potrebno je definisati unutrasnje sile i mo-

lliente u smislu gornjeg izraza. Unutrasnje sile su

h/2 h/2 h/2
= | arrfl5, Ayy = | aynz i Aby = / <ryz (3.4.7)
2 -h/2 -h/2

Prikazimo (3.2.5) tako da Clanovi uz ; i/(-) budu razdvojeni lipr.
4:3
Crr =T ri A YCrn —A 57 %3 (3.4.8)

Uvodjenjem (3.3.3) i (3.2.5) na nacin (3.4.8) i podrazunievajuci da su deformacije u lami-

natu neprekidne, unutrasnje sile su npr.
/i/2

A\}'I-j- - Arydl
-h/2
-1 'K
=viciJ &%
k=1 " Jtk~1

i inegraljenjem po ¢ prema (sl. 3.3.3)

_ L/ 02y % o 1=
Arr —A AL -y K- 1)+ 2 1 % TU~ 5+1 3/j2
k=1 \-'val/

mogu se prikazati za /= 1.2,6

AVr = Ai(*) + Bu(*x)- -j*Du(*2)

Nyy = Anj(*) + Boi(*1)—IJT,Dii{*n) (3.4.9)

N-ry

did(*) + Ai(*1) - 73Aii(*2)-
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UnutraSuji momenti uveSée se kao npr.

e = il
I
/2 4 .3

i 4P

f 2 W4 ]
=/ Xirrd: - Epuwns
J-HR -

= Mrr~Kr

i istim postupkom kao pri izvodjenju (3.4.7) mogu se predstaviti slecle¢im izrazima f

Alrr =Bii(+) + E(L) ) Fli(-2)
4
Myy -Bo,:(*) + - ME>(*2)

MXy =Bei{*) + Eed*i) ,‘fg£ 34 +2)
4ly- =(.444 _4 Ea4)%i + (M5 —747£45)«!
A/f; =(d4 —"T£45)7 + (455 r£ 55)
Al = AETI(R) + AELI(F) - A-[EL4%2) (3.4.10)
Alv="D 2-*)+ pE«(n)-pC/2,4%2)
A1y =jr, [Em>(*) + 1) - Ajé'i5,(*2)
4/"r =(B\j - jADu)(*) + (Eu —*EUuH*i) - (~FU- ~G«)(*a)
My =(B2i- A1£>2,)(*) + (£2i- ’6£2i)(*l)-(’\4£2i-’\6162i)(*2)
My = (FI6i - A D fis)(*) + (£8 - J"Fei){*i) - (A4£ 5; - Alg£.;,)(+2)
gde su s obzirom na (3.4.8)

w1
/  Ar A 2dr \ / an

(*) = dp | (*i)= l (*2) =

PR
i T gy
llvedene velic¢ine d (> fly, Aj, £,j- £]j 1Gij su krutosti laminata i definisaCe se na osnovu
diskusije u poglavlju 4.4 isa (sl. 3.3.1) i (s1.3.3.3).

Ly

0 = pes (e . ) bi YTt —3tD)  Dij - A2Qij(zk  -me)
k= =1 *=1
n d
Eu = £<28& (=* - ;3+i) Fj=2Z<5t(4-=me+) c, = tf%) (4-4«) (3-411)
A=1 A=l A=l

f 1 [37] su drugacije odredjeni ovi momenti



Uvocljenjem relacija (3.4.9) i (3.4.10) u izraz (3.4.6) i uzimaju¢i u obzir geometrijski

uslov sa (sl. 3.1.1) V =R x (—#»/2./i/2). tieCi €lau relacije (3.4.6) moZe se predstaviti

5 [ON,, .
«d
/.« dx
+ A<’o[d2lyrj +
dM™ dMm* .
i ill.r-)+
+6ui[ v t oy )
dM?; cim"
+A«’i[—0y‘]]-+ o A+ (3.4.12)
ffMrg  d-M"
+6ul c)x° Oxdy ) d\2
Gty ~Ar OAY dwi ony  9AT +
flc  dx dy dy Oy dx
d~wn d~u'o d~u'o
A At o+ +
gde su Clanovi uz i ~  clefinisani uslovima na granici S2 iz glave 2. Uslovi na

granici .S, odredice se iz piva dva Clana izraza (3.4.6). Opredeljujuéi se za pravougaonu
ploCu, zadrzava se koordinatni sistem (x,y) i liakou uvodjenja relacija (3.4.9) i (3.4.10)

(Arrr) +

T . ESU+
L 6 dyIN'ry

. - Ar ()--
(R & TATD

< (Alrr - al;.,.) + —4/j.y )|>d +
— . - Alyy)le(Ci+
< W iy (Myy
rd Oal, dAl.ry dMyy OM ry A0
+ [dx 1 &r ) E>y( oy
fhin dtCn d . Owo
rVg- N He e ALY) F Oua d—A-'UJ
dj ij o4 OX

mogu se definisati i transverzalne sile

threr o dALjy . O» dwroCL
Qr gy 2—F Y- rNrr + ,&J
P.U )
Ol\c/lli//y 3 2 “* + Ol59‘[}hyy + A'I]/-
pa su uslovi na granici duz stranica pravougaone ploce za x=0,aiy=0,6

ir
* = 0,a :A>,.nO;Nry,ro;M"r, «1; A"y, ti; (2,, MO; Mxr,

y=0,6 :Nxy,«0;Ayy, i'0; Ay, i'i;Al'y. «i; Gy.«-0; Alyy, .

(3.4.13)

- 22



3J Db Uvodjenjem varijacija pomeranja u,v,w u deo (3.4.3) koji se odaosi na

kinetiCku energiju, varirana kineticka eneigija moze se prikazati kao

di@ fnt + d\{_Gv + —"-6w]diclV—
dildi di (3.4.14)
d3u. d3t

pri ¢emu je prvi integral u gonijem izrazu = 0 na granicama fi i 2, §to sledi direktno
iz Hamiltonovog principa. Ako se relacije (3.2.4) prikazu u razdvojenom obliku po ; !
f(z) idiferenciraju po vremenu bhice

d-u d-u0 d2«! d3u0 4:3 d-u!
W ~ dt- + ~ di3 dxdt3 3h- dt2

d2t _d~vo d-ti d3«o 4:3 d2t'i(3.4.15)
dr- ~ di3 +' dr- dydtl 3/i2 d/2

d2u’  d2t(o

~dW = d/2

i ako se uvedu u relacije (3.4.14) uzimajuci u obzir (3.4.1), varirana kineticka eneigija je
potpuno odredjena preko varijacija pomeranja. Sve varijacije su sinhrone, a posebno

¢e se prodiskutovati i ¢lanovi na kojima sn uvedene granice npi.

rfa
A vdvdt
/, df2 dc Jrodr d/2 d.rdt- /f, v dxdt-
gde se podrazumeva da vaZe relacije na osnovu osobina veza
= 0« 2> _ o i y=os M o (3.4.16)

df2 di2

Integracijom po r, uvode se specificne mase za diskretno anizotropne laminate

L 1v- 7 (3.4.17
1=1

Iz razmatranja u glavi 2. o uslovima i) i ii) i uslovu u t, varirana kineticka eneigija

moze se prikazati po razdvojeuim varijacijama komponenata glavnih koordinata, Uvo-

djenjem (3.4.17) u (3.4.14) sledi
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K rpl‘{ﬁ' P - toar2 188w

1 n2iin 4 d2(i a3 16 d2«i
- £ p< )y +(ft' A )(l F 8xdi2) + (H4P6~ P P5>g4d. ™ Ul+

+[pi-AF + /2( W2 flydf2' £ P« A * +

d3«o, 16
+[(P2'AP4)A9+(F3-/T25)(/a\/5]- 0% /\)+(/,4Ph

fdr7 d2B, , r, Q3M) _Ep5h ) o+
+te [ft" + Ps(* 2 dxdi2' h2 di'21

dr_dro L fl2d A3V, Lo oapg
+ dj;[P2i ~ + P3( dt-  dydi ) hf’rdtlﬂh

+ Pi~p-]bu'o}dxdy.
(3.4.18)

Grupisanjem c¢lanova varirane potencijalne energije 3.) a) i varirane kinetkke energije
b) uz 6«0, «Bi, *i-0, «n i «B0 iz relacija (3.4.12) i (3.4.18) i izjednaCavanjem tili ¢lanova
sa nuloni, jednacine kretanja viSeslojne anizotropne ploce su

d;Vv, , dAVy _ p d2»0 d2»1 _ ,PlIn L P

60:  T4r 4 d¢  1di- 2 di2 drdz  h2i4 d2
dAqy/ + dA', =PI d2r0 d2ii d3«0 "
tfto: *PAyi dgdr; P dr-t
e dy dfz 9aiss (3.4.19)
o dMjx  dMA o .o d2«! N
faRR g MR =2 hyn T (P8 > S ge dxdi2?
13 4 d2».
* (ipn IPn) dt2 or
s dMt dMmy, \42(0 4,p,, d2ri
i L dyW -My. = (P2 HJ’ gt + (P3-- T8 4 dydd?
N d2ti
+ ("P« Ik p~ o £
d2M, | ,doMsy | A 0
" - , eHIM. + 2 AN rr+ 28 N py + +p(x.y,i)
6uo : dr dxdy dy dx i dzy ’AW
d3ico 4 dvVv ax  d™ro djbu _ d3us
dx ~d/2 + 3 dt2 frdf*> h2 >dp ]+ dy Ps di2 + 3(di2 dydi2
4p™°M,prwo
IPAPP]+PLd/2 -
Dobijene jednacine kretanja (3.4.19) izvedene su za viSeslojnu anizotropnu plocu, ili kao

za Cvrsto telo sa pet parametara kretanja. Kretanje ploCe potpuno je odredjeno ovim

jednacinama, uz uslove (3.4.13) i (3.4.16) na ivicama plote.



4, PROSTO OSLONJENA PRAVOUGAONA PLOCA OPTERECENA KONSTANT-

NIM TRANSVERZALNIM PRITISKOM

ReSavanje jednacCina kretanja (3.4.19) pripacla problemima reSavanja sistema parcijalnih
diferencijalnih jediiaCina. U problemima teorije ploCa reSenja se traze numericnim
metodama. Najrasprostranjenija je metoda. konacnih elemenata, koja je i dobila ime
po reSavanju problema Cvrstih tela diskretizacijom na elemente, a danas je i potprino
usvojena n inzenjerskoj primeni.

U ovom radu, s obzirom na razmatranje nelinearne plo€e viSeg reda, reserija ¢e se naci
"analitickim metodama*“ i bice poredjena sa reSenjima klasi¢ne ploCe, da bi se utvrdile
prednosti ove ploCe i njene osobine. Pod "analitickim metodama“ podrazumeva se
postupak u kome se pretpostavljaju tunkcije reSenja u obliku beskonaénih iedova, pa
se reSavaujem odredjenih koeficijenata nalaze pomeranja. Ovakav piistup odgovara
pristupu reSavanju konaenim elementima metodom pomeranja, uz ukljuc¢ivanje inter-

polacionih polinoma [11,19].

{.1 ReSenja jednalina krelanja - POMERANJA

U ovoj gla.vi razmatranje je ogranieno na trazenje reSenja za plocu pod transverzalmm
konstantnim pritiskom p =/wm- Ograni¢avajuci se na simetricne laminate, iz lelacija
(3.4.11) sledi da sn Bjj.Dij = U pa se izrazi (3.4.9) 1(3.4.1U) mogu prikazati

Mr, = Ei,(*i) - ~Fu(*?)

K= Au(*) 4
Myy —E>i(%\)- JI'F2(*2)
'rj —Adit*) 4/rr = Efjl( 1)_~ * KON
o'V -'ir nepromenjeni

iU"r = (Ei-- “En)(*i) - ("Eii ~ 1"Gu)(*2)
Myy = (En - ) - (j~F2i- 2 (4.1.2)

M"'y = (Em - “Fm)(*i)~("~r,Fe,i - ~Gm)(*a)-
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Postupak “analiticCkog“ reSavanja prvo ¢e se ograniciti
viSestojne laminate,
(3.4.11), tj.

na specijalno ortotropne
§to podrazumeva dalje pojednostavljenje izraza u relacijama
416,j426,E 1« ,£26,Fi6,F 26,Gie,6'ae = 0. Medjutim, zbog pokuSaja nalazenja

“analitickog“ reSenja i za opSte simetricne laminate ovo razmatranje ¢e se podeliti na

4.1.1 Laminnt - specijalno ortotropan

4.1.2 Laminat - simetrican.

4.1.1 Laminat - specijalno ortotropan

Jednacine kretanja (3.4.19) mogu se piikazati uvodjenjem (4.1.1) i (4.1.2) uz konstitutivne

relacije za specijaluu ortotropiju, u ovom obliku

6u0

fiio

£«0

d2u, . d2uo d2(o dwodhro dwo d2wp
An + W 66 M~y( 12 dx dx>An+ dx y2

4+ O ‘ﬁf P (a+ 466)=

n~iin d2wn , d2in , Ouo d2wo . . , , du'od2wo
1720,, +4»+~" + g+ « 7 N + e+ A
chi'o d2ivo
+ -—- E;r A2 - 9
oy CON-
i 8 16 4
+ + £B- 2836+ jAkee) " *1U-455 - - vI(™M8 -
d3u°,p  *F \ BW (£12 —~£12 + 2(fee — HE66)) —0
dx3 (En  h2Fn dxd2y
(M2- pEI2 + jrO’I2+ £66 - ~£66 + E®
+ " jG 66) + (E22 - ~E22 + 2)- al(.445 WY2£45) rUl(d44 27 447
~AFy <S>- P+ E - - 97 E2- =U
(4.1.1.1)
a*% (£ii P Fu) + §~ (2(Fs6 /M FB)+ £12 /EFI2) + dx2dy(EI2
d3c\ criQ@ d4»p
—£12 + 2(£66-  £66)) + (£22 y2£22) gygq 4 dezd (12 + 26r3
dluo
£22 P —6
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Ako se reSenja sistema (3.4.19) pretpostave u obliku t
i/0 = aJ cosnsin/i+ 02/' sin 20 + «3/ ”sin 20 cos 2/4
m = 04/ sin o cos/i -f «5/" sin '24 + (ief~ cos 2u sin 2/4
0= a-fcososin/4+ fls/“sin 20 + «9/"' sin 2a cos 2/4 (4.1.1.2)
[ = al0/ sino cos/A+ «n/2sin 2/4+ «12/" sin 2a cos 2/4
«0 =/ sino sin/4

gcle su o = ~ i 4= iip igde su n i 6 duzine stranica ploCe, a m,n = 1,2,3,-
reSenje sistema se svodi na odredjivanje nepoznatih koeficijenata «!.....012 Pored toga.,
smatrace se da pretpostavljena pomeranja zadovoljavaju uslove (3.4.13). Uslovi (3.4.16)
se nece razmatrati n ovoin poglavlju, jer su >«0 uvedeni samo kao f(x,y).
Ako se preko relacije (4.1.1.2) izraze deformacije (3.2.5) i sa (4.1.2) i (4.1.3) uveclu u (4.1.1.1)
dolazi se do sistema algebarskih jednacCina giupisanjem uz 6u0,6v0,6uu 611 1 6w0, pa. po
svakom od ovih i uz trigonometrijske ¢lanove cos 0 sin /4,sin 20 ,sin 0 COS /4,sin 2/4, sin" 0,C0S2 /4
itd. Koeficijenti «i,...,0i21i/ odredice se iz sistema jednadna clobijenih giupisanjem uz
N0, ®eoA»i 1 6t

Ako se uveclu sledec¢a oznaCavanja za pojedine ¢lanove u sistemu algebarskih jednacina

(En - “"Fu) = Qll
(E12- jAF12)= Q12
g (4.1.1.3)
(£22 —j"Fm)= Q2
g
(Eiis ~ 86) = Qb
An + 458" —Al _
AU+ (42 + 243))<] —I!
sS40 + 45))—AA
—t [(-4i2+ 24,3) + A2%*] = 42
465+ .422s' = A3
Q11 + 033" -f Qizs') —4 41

W(Qi-) + 20nr, + Q22s~) —4 42

reSenja tako formiranog sistema su:

| iz [38]
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«! =«4 = 0
1 7T Mo 2
S -
“1b a(."‘h_i B
ir 412 i )
O mprazs2 )
06 =(V2A'i - ViA's)/(A'3A'i - A2) (4.1.1.4)
B =4i/Ai —(A2/A B
«8 =«11 = 0
aio =(1 42A AT —1i IAA2)/(AA3A AT —AA’j)
07=111/AA1- (AA2/AA1)010
Iz relacija dobijenih grupisanjem uz Swo odrecljuje se i koeficijent, tj. amplituda f u
smislu jednaeina (4.1.1.1)

3
fAL(QnNn + (Q12+ 2Q66)®2)07 + ((Q12 + 2Q66)* + <B522«3)«in-

- -(En+2(EV2 + 2E66)s-+ EQsi)]+p/{sm asinid) = 0.

Radi jednostavnijeg pisanja uvode se i relacije

1= Qu + (QI2+ 2Q66)s2 V2= (QI2+ 2Q66)« + Q223 la = En + 2(EU + 2Eee)*J + £ 22*4
VF = a—\B—a-\\ —«icbh2-

U gornjim izrazima « i 6su stranice ploCe, a s = a/b je odnos stranica plo¢e. Oslaujajuci
se na Navijeovo reSenje [2], koiistaiitlli transverzalni pritisak ce se uvesti kao

= p0sino sm/i gae je po — A~

gde je <0 intenzitet transverzalnog pritiska. pa se funkcije pomeranja (4.1.1.2) mogu

prikazati slede¢im relacijama

w0 = 02/ 2sin20 + a3/ 2sin2a cos 2/4

€0 = «S/2sin 2/4 + «fi/ 2 cos 2n sin 2/4

1(5«3
- ; i 4.1.1.5
«! = «7/ cosa sin /4 gde je eV E <o ( )
'l = «in/sin a cos /4

ico = / sina sin /4

Sada su svi nepoznati koeficijeuti odredjeni i svili pet iunkcija pomeranja su poznate

veliCine. Analiza Ce se sprovesti zadrZzavajuci se na prvim ¢lanovima beskonacnog reda



Da bi se stekao uvitl u ponaSanje ovakve ploCe, izvrSice se testiranje veli¢ina pomeranja
» I wna plo¢i dimenzija 200 x 100, specijalno ortotropnoj i razlicitog slaganja.
Uporediée se velieine pomeranja dobijene ovom analizom NTVR ( nelinearna teorija

viSeg reda), pomeranja dobijena za «o, o = 0, pomeranja dobijena za «0.v0,«i>t’i = 0
pomeranja dobijena (dement ima tipa tanka ljuska , Sto je prikazano na slici 4.1.1.1a)ib).

Testiranje je uradjeno programom u Prilogu P.I.

* OTUR
y
O U0,ut=0 o
z
A u8yv0,ul,vi=0 srednjo rauan
O MKE m tanka ljuska p loce
a) slaganje (98,0,98,0,90) td slaganje (0,98,0,90,0)

sl. 4.1.1.1
Pomeranja su prikazana u karakteristicnim taCkama, tako da se moze zakljuciti da se
pomeranja u i v rnogu dobiti samo NTVR i njenom prvom aproksimacijom, tj. kada
su n<eo = 0. Poklapanje ili razlike u veliCini pomeranja w dobijene NiVR i tankom
ljuskom” su posledica slaganja. ali pomeranja dobijena zanemarivanjem uo, to, tivek

daju manja pomeranja w. Zbog toga se ovakvi modeli ploCa i nazivaju tanka plora .

Velieine pomeranja poredjene su samo za srednju ravan.
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Pored prikazanih porecljenja, prikazace se i poredjenje veliéma ponierauja il okviru
neUuearne analize viseg reda u zavisnosti ocl pojediaih krutosti. Na slici -4.1.1.2 a)i 1).
za lazlicito slaganje specijalno ortotropnog laminata. biée izvrieno poredjenje Veli¢ina
pomeranja. da bi se odredio udeo pojedinih krutosti u ovoj metodi. Korisceli je isti
primer kao i na (sl. 4.1.1.1). Testovi su uradjeni programom iz Priloga P.l.

Il v w

O A o O A o O A o
665 65 7E5 03B 0% 040 1363 136 139
| B4 2E4 224 078 078 08 1363 1363 139l
|454 464 484 120 -1 -1%6 1363 136 139
| 554 554 j 554 14 4 147 1363 1363 1391
leE4 684 64 -1& A6 -168 1363 136 139
TE4 TE4 7E4 2B 20 210 136 B BA
F4 E4iE4 246 246 25 1368 B 1A

tacka 32 ploce

st. 4.1,1.2 a)

u \Y w

O A (o) a A 0 a A (0]
lE4 |E4 1E4 4017 4017 4015 616 616 66l
JE5 2E5 2E5 -00L -001 -0CG6 616 616 66l
5E5 5E5 6E5 00 020 024 616 616 66l
9E5 9E5 1E4 030 0D 03B 616 616 66l
"TE4 184 LE4 040 040 W43 616 616 66l
15E4 284 264 060 06 082 616 616 66l
3E4 3E4 3E4 O 07/ 08 610 616 66l



tacka 32 ploce

sl. 4.1.1.2 b)

Pregledom veli¢ina pomeranja po debljiui plo¢e u taéki 32. moze se zakljuciti da su
rezultati dobijeni sa svim ¢lanovima krutosti NTVR i rezulatati dobijeni bez ¢lauuva

bez uoCeae razlike. Pomeranja dobijena za GU,FU = 0su veca. bez obzira na slaganje
laminata. Prema tome. reSenja dobijena na ovaj nacin mogu se smatrati kvalitativno

zadovoljavaju¢im. a o veliC¢inama tili reSenja moZe se diskutovati.

U.2 Lamiuat - siinetri¢an

Na osnovu poredjenja veli€ina pomeranja sa sl.(4.1.1.2). pomeranja dobijena zauemari-
vanjem krutosti G,j i Fu su bliska onima sa udelom svih krutosti. Zbog toga. moze se
potraziti i reSenje za opSte simetricne laminate.

Iz jednacina kretanja (3.4.19). relacija (3.4.11) i uz uslov da su krutosti zane-

marene. jednaéine kretanja simetriénog laminata su

do: Bmaps o rspT8 0 R0

- (t r{/¥ -
cwn()~-wo_ dito 0. uo .d.u-od UQ,
iy zjfd WG s
dw,,d-u-,, , , duod-u'o,, euo\2«0 4
dy d.r2 </l dt/-
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B g AU T Clist dogr o Aw s ATY deat Ty *An + B d22r

* & MA dx dxdy +*')'f$dx*£yz?**

dwo d2wo du'p d-U'o are o dir0 C
T w N A” + dydxdy§26 Ty i2= b
Ol 5 (E*«. - s<n)+ 2E«+ 0 £ + S *e>+ 17 E, 4

A “UmEii - "M-(Eia + Eaa)-
+MN% (EI2+ 255+ a7 D dxs dxd2§/ )

d3awo 3Ei6 d3ivo 6 = 0
d2xdy dys
68 “|(ANB5 - ABE) + NI+ 2£16+ ay2"6&6+ /2E4% "B+ 9 EI6+
2ri lir  ®wafp 43U ol png
+ drdyeiz + £nfly+ W~ ~dA En dxd-y
d3KO ddwo .
d-xd SEN dy3 Fle =0
sp  doui g, E12+ 269+ "B oyLfie +
' d”En +*dx2d1y ¥ ok
d3vi d3v\ " dati [AE , +
dXZd (E*12 + 2£(3g) + dXdVZEZg_F c|y34:‘2 ”
daWu c)4LIO d4u\

(22 + 4£66) + 4(?43(1 rEia + 4 g £2] + p—0

/\
dxzd xdy3EZG+ ~d¥

Koristeci isti postupak reSavanja ovog sistema parcijalnih cliferencijalnih jednacina kao
i u prethodnoj tacCki 4.1.1. nepoznati koeficijenti <u....«12 mogu se pnkazati lelacijama
(4114), Uz ve¢ uvedeue pretpostavke da se Fy i (uj uiogu zanemariti, relacije (4.1.1.3)

se pojednostavljuju

EW\W —P\l E\2 —P\2 Ew —P2 Eq—Pee

E\ —QU Eyt—Q\2 FE)? —Q2 FE¥ —Qg*

| za funkcije pomeranja vaze izvedene relacije (4.1.1.5), tako da se mogu dobiti i pome-
lanja za simetri€ne laminate. Radi u™i*la u dobijena. reSenja ovom metodom, prikazace
se dobijena pomeranja za dva razliCito sloZena laminata i poredie se sa. reSenjima do-

bijenim elementom "tanka ljuska“ za usvojenu plocu sa (sl. 4.1.1.1) i prikazaée se na

(sl. 4.1.2.1).
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pomeranja-31

[m]
7.E-4
7.E-4
7.E-4
7.E-4
7 E-4
7.E-4
7.E-4

f.E4
f.E4
8E4
6E4
fied
6E4
@4

pomeranja-33

A 0 * O A 0 *
0.84 4.E-4 1E-4 114 112.25
0.50 2E-4 -i.E-4 11.4 12.25
0.18 1E-4 -4.E-4 ii4; 12.25
0.00 7E-5 -5.E-4 114 12.25
-0.1'3 |.E-5 -7.E-4 11.4i12.25
-0.50 -LE-4 -l.E-3 11.4i12.25
-0.84 E-4 -LE-3,11.4 1225
s-0-$—
A pomeronje u
g o O pomeranje u
O pomeranje w
ao *  pomreronje 1K€
ho Y
ao
co
-a- &
tacko 3
sl. 4.1.2.1 a)
poreranja-3L poreranja-33
A o * | A o =~
1M - - HfiE4 3E4 28 2U
0xB - -8E4 8B4 2423 20
033 - - 000 0013 2423 20
00 - - Qa2 -00fi 2423 20
033 - - 0013 0019 2123 20
08B - 0016 04 21.23 20
160 - 0018 0030 2123 20
0]
0
- - 0
0
(o]
tacko 3 tacka 3
sl. 1.1.2.1 b)
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Prikazana pomeranja za razliCita slaganja ne mogu se porediti sa lanalitickim
resenjima®“. Zato je prikazano poredjenje sa reSenjima koja su dobijena elementom
"tanka ljuska“. Ovaj element reSava pomeranje srednje ravni, pa se zato mogu pore-
diti sarno veliCine pomeranja w. Prema prikazanim testovima, leSenja dobijena ovim
natinom daju pomeranja w. koja su manja i ne zavise od slaganja. Prema tome, dobi-

jeno reSenje NTVR sa uvedenim pretpostavkama mozZe se smatrati prihvatljivim.

4-2 Dfformacije i naponi u laminatu

Na osnovu dobijenih pomeranja u poglavlju 4.1, iz relacija (3.2.3) odredjuju se delor-
macije. Pomeranja su odredjena iz beskona¢nog reda, zadrzavajuci se na prvom c¢lanii.
Deformacije su isto beskonacni redovi i mogu se prikazati

*

1
= (2anf- - + 2a3f~- cos 2/4)cos2q + (-*a7 + -/-)- sinasin/4+ c08" a
a a a’a z
Ay =2(«Y 2-t-«s/2cos2tt)J + + - /2(")2sin2a cos2/]
Cr, =2(-« I - ««/IN )+ «T /I + N o Kk x

(4.2.2)
eTt =£*«7/ cosa sin /4

sy. =s*«io/ sin 0 cos/4

0.32 1.33 -0.22

sl. 421
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a u ovoj analizi uzece se u obzir samo prvi €laii, tj. m,n = 1L Za piikazane test primere
u poglavlju 41 na (sl. 4.1.1.1) i (sl. 4.1.2.1) u izabranim tafkama na ploci, prikazace
se i deformacije dobijene ovom analizoin, na osnovu realizovanog programa u Prilogu
P.2. Deformacije sii piikazane po debljini ploCe na (sl. 4.2.1).

Deformacije su neprekidne po debljini plo€e, a prikazane su samo na osnovu dobijenili
podataka u taekama na mestu dodira slojeva, gornjoj povrsSi i donjoj povrsi ploce.
Pomocu 1lill taeaka izvrdena je aproksimacija promene delormacija krivama drugog i
treeg reda. Na taj nacCin nioguce je prikazati stvarne promene deformacija po debljini

laminata h neprekidnim krivama.

Da bi se odredili liaponi prema relacijama (3.3.3). a na osnovu veza (3.4.7) i (3.4.1U), nece
se vrSiti sumiranje kao za (3.4.11), vec se pristupa odredjivanju napona u svakom sloju
pojedinacno. Ovakav postupak je uobiCajen u teoriji viSeslojnih plo¢a [16,5,10.14]. Za

ploCu ovog tipa naponi u jednom sloju k su

ay J - [€fc(*) + ~AfQa(*i)- g QIk(*2),
a-y/l k

(Qal Q \ (& (4.2.2)
VQ&s QB5) V-¥

gde su (*).(*i) i (*2) odredjeni izrazima (3.4.8). Na (sl. 3.3.3) prikazana su slaganja lami-
nata bez "medjuslojeva® i sa "medjuslojevima®“. Za odredjivanje napona u laminatu,

s obzirom na ova dva tipa slaganja, razmatranje ée se podeliti lla

421 Laminat - bez "medjuslojeva “

4.2.2 Lamina! - sa “medjuslojevima

4.2.1 Laminat . bez "meiljuslojeva -

Za prikazana slaganja na. (sl. 4.1.1 a)) u tacki 33 i 31 odredjeni su naponi u laminatu
prema izrazima (4.2.2) po slojevima i ovo je rea.lizova.no programom u Prilogu P.3.
Naponi su odredjeni u taekama :k i -jt+i ua mestu dodira suseclnih slojeva i pravom je
interpolirana promena u jednom sloju. U taeki dodira dva susedna sloja postoji napon
za sloj k i sloj k+ 1 Dobijeni naponi po debljini laminata u svakom sloju prikazani su
na (sl. 4.2.2).
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Napoui su prikazani u karakteristicnim tatkama x,y plo¢e. TacCke su izabraue tako cla

su date najvecCe vreduosti liapona i lijiliova promeiia po debljini h

tacka 33 tacko 22 tacko 31
0
0

|
90
0
s laganje . )
signayy s igma_xy 5igma_yz
sl. 4.2.2

4.2.2 Laminat - sa - inedjuslojevima-

Na (sl. 3.3.3 b) prikazano je slaganje sa "medjuslojem™. Debljina "medjusloja" je At gde
je A<< 1 iu poredjenju sa debljinom sloji¢a t je At << t . Da bi se odredili napoui
u "medjusioju”, moraju se poznavati inZenjerske konstante "medjusloja“. Usvojice se
da su njegove karakteristike izotropne, Sto je prodiskutovano u poglavlju 3.3. Uvedene
su inzenjerske konstante Ei2/E -4, G/Giz = 2, E11/E22 —10i Gi12/G13 —2 i G13 —G23?®to

isto vazi i za primer na (sl. 4.2.2).

Uz ove karakteristike, preostaje da se analizira veliCina A Posmatrajuci veli€ine Kiu-
tosti laniinata 4(j, Eih Fy i Gy bez "medjusiojeva“ i poredeci ili sa velicmama krutosti
sa "medjusiojeviina®, ne bi trebalo da postoje razlike. Na ovaj nacin eliminiSe se
uticaj krutosti "medjusloja" na krutost laminata i vodeci se ovim kriterijumom, nu-
merickim testiranjem usvojen je A= 0.0l (Prilog P.3). Na ovaj naCin direktno se utiCe na
ponaSanje laminata na dodirnim povrSima dva susedna sloja. Uvodeci "medjusioj" sa

odredjenim osobinama i smatrajuci da je "medjusioj“ povrs beskonatno male debljme



At, laniinat se liioze realnije liiodelirati i taCuije cliiiieiizionisati.
Veli€ine napona odredjuju se na gornjoj i clonjoj povrsi sloja i "medjusloja*4 pa se

linearnom aproksimacijom prikazuju veliCine napona po debljini sloja i medjusloja .

tacka 33 tacko 22 tocka 31

90

s laganje } } ;
sigma_yy 3 igmo_xy signa_yz

sl. 4.2.3

Naponi dobijeni ovim postupkom, sa uvedenim “medjuslojevima a za vec korisCene
test priinere na (sl.4.1.1.1), piikazani su- na (sl. 4.2.3) za tacku 33 i 31. Pri dimenzi-
onisanju viseslojnih struktura potrebno je proveravati naponsko stanje u svakoj tacki.
Provera napona u slojevima se vrSi po odredjenim liipotezama loma [9], ali takav
pristup  zadovoljava sa stanoviSta anizotropnosti materijala. ViSeslojni materijali
zahtevaju i dopunske provere, radi odredjivanja uticaja slaganja. lzlozenim pristupom,
a u skladu sa istrazivanjima u oblasti mehanike loma [35], mogu se izvrSiti i piovere

naponskog stanja izmedju slojeva.
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5. SLOBODNO OSCILOVANIJE PROSTO OSLONJENE PRAVOUGAONE PLOCE

Jednacine kretanja viSeslojne anizotropne ploce (3.4.19), uz uslove na granicania (3.4.13)
i (3.4.16), mogu se analizirati u smislu odnosa veliCina izvocla funkcija pomeiaiija, us-
vajajuci da su

dua d2ai  d2eo  d~iT __ d-wp

~Ww' ~Ww' W di2’ dt2

i cla se ¢lanovi

d3ico d3ivo  d4wo d4uo (5.11)
dxdC-' dyOi2' Oxndt2' dy-df
mogu zanemariti. U [26] je dat pregled sopstvenili frekveucijaza izotropne pravougaone
ploCe, razli¢itog tipa. Prikazane su publikovane vrednosti sopstvenili frekvencija od
1921.god. do 1987.godine, koje su odredjene uzimanjem u obzir ovili ¢lauova (5.1.1). U
dosadasnjim dinaniiCkim analizama anizotropnih ploCa linearnom teorijom, zanemaieui
su Clanovi (5.1.1). Ovo se poStovalo i pii trazenju sopstvenili frekvencija razmatrane

nelinearne ploCe viSeg reda. Jednacine kretanja su na osnovu uvedenili pretpostavki

=D m +

dr dy
. ANry  dryy
fiom —°F dy
o dvr, d-K, -0 (5.1.2)
6ui -~ dy Al,.
@r: MU d%y o, =
dy
_ d2Mrr 4 d M ry d.?wgg, p dlwo
Wo: oo PLan

Pretpostavljajuci reSenja funkcija ponieranja kao i (4.1.1.2), pod uslovom da je anipli-

tuda /(.r,y,1) ponieranja «, za slucaj liarinonijskog oscilovanja data izrazom
[ = uf"0.

gde su m.n=1,.. brojevi polutalasa po pravcima x i y ploCe, mogu se ochediti i nepoz-
nati koeficijenti funkcija ponieranja. VeliCine ovili koeficijenata, s obzirom na leSenja
izvedena u glavi 4., prikazane su izrazima (4.1.1.5) za specijalno ortotropne i simetriéne

laminate.
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U razmatranju sloboclnog oscilovanja ¢vrstih tela uopSte, cilj je oclrecljivanje sop-
stvenih frekvencija. Iz pretpostavljenih reSenja sledi da je broj sopstvenik frekvencija
beskonacan, za uvedene m i n. Uvedeue veliine Vi, t2, M i\ F u glavi 4. su sada

Vi= Quin34- (Q12+ 2Q6s)« mn*

I-, = (Q12 4- 2Q<>c,)siu2n 4- Q223 »3

(5.t.3)
3= Eum44 2(£i2 + 2F66).rm3ir -f E~s4n4
VF = ;\B—a-\ 1 —«iot 2-
Sopstvene frekvencije razmatrane viSeslojne plocCe su
i funkcije su veliCiua w, n —1,2,.... kvekvencije ovakve ploCe nianje su od fiekveiicija

dobijenih teorijom klasi¢nih plocCa, Sto se moze uociti iz relacija (5.1.3) na osnovu veliCine
VF. Ovakav zakljuCak je veoma vazan, pre svega za razmatranje nosivosti u prisustvu
prinude. Prinudno oscilovanje biee razmatrano posebno u glavi 6.. gde ¢e se dalje
analizirati nalaZzeuje dinamickog laktora pojacanja na osnovu ovde odredjene najnize

sopstvene frekvencije.

Da bi se stekao uvicl u veli¢ine ovako dobijenih sopstvenih frekvencija ploCe, bice
prikazane dobijene uporedne veliCine za razliCite oblike ploCe, slaganje, debljine slo-

jeva i broj slojeva. t

Poredjenje veliCina sopstvenih frekvencija izvrSiée se za sledeCe primere programom iz
Priloga P.4.:

5.a - kvaclratna plo€a istog slaganja NTVR (nelinearna teorija viSeg reda) i
Kirchhoff-ova ploca (sl. 5.1.a)

5b - pravougaona ploca istog slaganja NI VR i Kirchhoff-ova ploca (sl. o.l.b)

5.c - pravougaona ploca razliCitog slaganja N1V H (sl. 5.1.c)

5.d - pravougaona ploca istog slaganja razliCitih debljina slojeva (sl. o.l.c)

5.e - pravougaona ploca istog slaganja razli¢itog broja slojeva (sl. o.l.e),

pri remu su sopstvene frekvencije date po modovima, od prvog do petnaestog, za

odgovarajuce brojeve polutalasa m, n duz x iy ose.
f iz [10],[15],[20].[21],[22],[23] i [24]
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sl. 5.1.a)

sl. 5.1.b)
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Na osnovu prikazanih uporednih veli¢ina frekvencija sa sl. 5.1.a) za kvadratau i sl.
5.1.b) za pravougaonu plocu uocava se da su lrekvencije dobijene NT\ R niZe od onili
koje su dobijene klasicnom teorijom. za iste oblike oscilovanja i dobijene iste odgo-
varajuce niodove. Na sl. 5.1.c) prikazane su dobijene sopstvene frekvencije za isti broj
slojeva. iste debljine ploCe, ali za razliCito slaganje. Dobijeni su razlidti oblici oscilo-
vanja i veliCine sopstvenih frekvencija. Na sl. 5.1.d) prikazane su sopstvene frevencije
ploCe iste debljine. istog broja slojeva. istih uglova orijentacije. ali razlidtih debljina
slojeva. Oblici oscilovanja se razlikuju i treba uoditi razliku u rastu velidna sopstvenih
frekvencija. Na sl. 5.1.e) prikazane su velidne frekvencija za plodi iste debljine. ra-
zlidtog broja slojeva, a moze se red istog slaganja, s obzirom da je laminat simetlican.
Oblici oscilovanja u prva cCetiri moda. se ne razlikuju. a i velidne frekvencija su dosta
bliske.

Svi ovi zakljuCci su veoma bitni u dinamickoj analizi. s obzirom na \eliki bioj paia-
metara koji uti¢u na veli¢ine sopstvenih frekvencija, $to je pokazano ovim primerima.
Pored toga, analiza pojave "buckling”-a ploca direktno se moZe vezati za ove karak-
teristike. pa ¢e se i vreclnosti kritiénih sila za ploéu NTVR znatno razlikovati od omh

koje se dobijaju klasiChom teorijom.
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C. PRINUDNO OSCILOVANIJE PROSTO OSLONJENE PRAVOUGAONE PLOCE

Jeclnaeine kretanja viSeslojne anizotropne ploce (3.4.19) izveclene su iz Hamiltonovog
principa, poclrazumevajuci da je plo¢a pod dejstvoin sila koje imaju potencijal. U ovoj
glavi razmatraee se reSenje funkcija pomeranja «0, «i, 10, 4 i w u prisustvu konzerva-
tivne harmonijske prinude / koja se moze prikazati

p(x,y, t) = pQXx, y)e'ul. (6.1)

1 analizi prinudnog oscilovanja posmatra se prelazni proces i proces uspostavljenog
rezima priinidnog oscilovanja. Pretpostavljajuéi da je najniza sopstvena Irekvencija wo
posmatrane ploce veéa ocl frevencije prinude w, ali da frekvencija prinude nije mala

veliCina, tj. f

ko MW i «w > ul ali nije Lo >> A

partikularno reSenje funkcija pomeranja (4.1.1.5) se moze pretpostaviti u istom obliku,
ali tako da je amplituda funkcija pomeranja

fR(x.y,t) = fmn{*"y)eid’

pri ¢emu funkcija wo(x,y) zaclovoljava jednacine sloboclnog oscilovanja (5.1.2). Opre-
deljujuci se za oscilovanje u oblasti uspostavljenog rezima prinudnog oscilovanja

"steacly state*, jeclnaeine prinudnog oscilovanja su

dN. dNr
6u0 m dx + dy
fiio m O(':'Xxy -
6ui : ax T V\gyy - Mr- = (6.1
6vi t)'\)/l;y d':;lyyy My: =0
fiw : di'::l K oiﬁ;y dy’ + p(x,yJ) = Pi d(;;NZO

f razmatranje prelaznog i ustaljenog rezima [15]



Sledeci postupak u [3], gdc jc izveel<?n laktor dinamickog pojacanja za izotiopnu klasiciiu
ploCu, i u [43], gde je to uradjeno za anizotiopnu klasi¢nu plocu, relacije izmedju
amplituda prinude i amplitude funkcija pomeranja za nelinearnu ploCu viSeg reda mogu

se prikazati
@ ®
/nm (.*>y) =" *d,,,,) Klm PO(X|y) = n P>nn\Nmn
m,n m,n
pa je

Am, = P,nn/(QN;,...(1-1)) gdeje »i»=1
wmn
OgianiCavaju¢i se na simetricne oblike oscilovanja, Sto je prirodno pretpostaviti za

uvedenu prinudu i uspostavljcn rezim oscilovaiija, amplituda fp moze sc piikazati

W

uz ogranicenje m,n = 1,3,5,...

sl. 6.1 Deformacije £xx, eyy i sxy
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Slecle¢i postupak reSavanja u glavi 4. oclredjuju se funkcije pomeranja u zavisnosti ocl

pa dalje deformacije i naponi.

Ovaj postupak je realizovan programom u Prilogu P.5 i na usvojenom primeru laminata
slozenog prema (sl. 5.1.a)), za dimenzije pravougaone ploCe iz prethodnih primera i
pod dejstvom prinude p0 = 1i frekvencije u = 20U, prikazaiie su promene deforinacija
na (sl. 6.1) za tacku ploCe (x,y) 33 sa (sl. 4.1.1.1) i z=hj2

Naponi za istu tacku prikazani su na (sl. 6.2).

Proniene deformacija i napona u prikazanom intervalli promenljive t su za period
oscilovanja koji odgovara frekvenciji prinude tv, Sto sledi iz iznete analize ustaljenog
rezima oscilovanja. Deformacije i naponi za viSeslojne plocCe su viSedimenzione mat-
rice i prikazivanje rezultata predstavlja poseban problem. Zbog toga je uobicajeno
ove veli¢ine prikazivati graficki, uz pomo¢ podataka odredjenili u izabranim tackama.
Prikazane krive, koje predstavljaju harmonijske promene deformacija i napona, clo-
bijene su linearnom aproksimacijom izmedju tacaka izabranog koraka t na intervalli

jednog perioda.

U strukturama. koje se tretiraju u okviru aeroelasti¢nosti, veliki praktiéni problemi se
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javljaju i pri odredjivanju karakteristika primule. ObicCiio se paraiiietii piiuude pio-
cenjuju iz eksperimenata ili empirijskim putem, ograniCavanjem 1la moguce oblasti
veli€ina prinude. Pored aerodiiiainickih opterecenja, lla letelicama se javljaju i drugi
tipovi promenljivih optereéenja, koji ua pojedinim zonama deluju u kombinaciji sa
aei'odiuainickim opterecenjima. Takve zone je veonia teSko dimenzionisati bez dopun-
skili dinamickih aualiza, Struktuie u tim zonama obi¢no pripadaju tipu tankozidnih
stiuktura, pa je neophodno poznavauje naponskog stanja i pri dejstvu promenljivog

optereéenja, s obziiom lla ujihove kriterijume dimenzionisanja.

Najvece (amplitudne) veli€ine pomeranja, deformacija i napona. su vece od ouili za
staticko optereéenje. Zavisno od veliCine faktora dinamikog pojacaiija uvecavaju se
pomeranja, a slede i promene deformacija i liapoiia. Poznavaiijem kaiakteiistika pii-
uude, ovim naciuom se omogucéava tacan uvid u naponsko stanje. Posebna paZnja se

mora posvetiti analizi amplitudnili veliCiua, naroCito u pritisnutim zonama.
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7. DIMENZIONISAN.1E PROSTO OSLONJENE PLOCE

I’ prethodnom glavama 4.. 5. i 6. prezentirane su karakteristike ploCe dobijene neli-
nearnom teorijom viseg reda (NTVR). PriloZzeni su mnogi primeri iz kojih se uoeava
kompleksnost problema projektovanja viSeslojnih anizotropnih ploca. U ovoj glavi
formirace se veza izmedju dobijenih karakteristika ovom metodom i karakteristika no-
sivosti analiziraujem uvedenih konstitutivnih relacija. Pored toga, prisustvo prinude u
konstrukcijama sa promenljivim opterecenjima, namece razmi$ljanje o mogucnosti dos-
tizanja odredjenih dinamickih karakteristika plo¢e pogodnim dimenzionisanjem. Pri
postavljanju zahteva maksimaliie nosivosti koristice se lomni napon, pri ¢emu posebnu
paznju treba posvetiti maksimalnoj nosivosti na clelaminaciju.

Sve lomne karakteristike materijala uopSte, rezultat su velikog broja eksperiinenata. Za
odredjivanje lonniih karakteristika. anizotropnih materijala, eksperimenti su bazirani na
uniaksijalnom stanju napona. Tako izmerene karakteristike, uz pomoc¢ hipoteza loma,
koriste se za. proveni maksimaliie nosivosti za siaki sloj posebno.

U savremenim istrazivanjima mehanike loma velika paznja se poklanja delaminaciji.
U [30,31,32,33] iznet.i su mehanizmi ovakvog loma, pri Ceniu je uofeno da se ona,
kod viSeslojnih laminata, prvo javlja izmedju slojeva. Pored toga, zavisi od polozaja
medjusloja po koordinati ; laminata ( sl. 3.3.3 ), od orijentacije susednili sloje\-a Q- i
(+i i od mehanicCkili karakteristika ' medjusloja'l

Nelinearna teorija viseg reda daje moguénost razmatranja. napona transverzalnog smi-
canja po debljini laminata. u svakom sloju. Time je jedan deo ovog problema reSen.
Medjutim, uticaj slaganja s obzirom na flj i O<+i ovakvim analizama se ne moZe pokazati.
Zbog toga, u glavi 3. uveden je izotropan "medjusloj”, tako da se u njemu poznaje re-
alno st.anje napona, koji se direktno poredi sa lomnim naponom delaminacije. Naponi
transverzalnog smicanja najveci su po ivicama ploCe, pa ¢e se na tim mestima uvoditi
i ogranicenja u smislu maksimalnog napona delaminacije.

Dimenzionisanjem viSeslojne anizotropne ploce, za usvojene dimenzije stranica a i b pod
odredjenim transverzalnim optereCenjem, smatraCe se odredjivanje potrebnog broja.
slojeva a, brojeva slojiéa u jednom sloju «i- i orijentacije slojeva 0j-

D postupku klasicnog dimenzionisanja pretpostave se ove veliCine, pa se vrsi njiliova

provera, ili se uspostavljanjem odredjenih relacija na osnovu prakticnog iskustva nalaze
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odgovarajuéa reSenja. U projektovanju novili viSeslojnili konstiukcija, mampuliSe se
velikim brojem promenljivih. Zbog toga je uobicajeno da se odredjen broj promenljivih
eliminiSe a priori i broj promenljivih svede lla razuiimu liieru.

Jedau od nacCina da se dimenzioniSe ovakva ploCa je da se postave odredjeni uslovi
ekstremalnosti, pa da reSenja. tako postavljenog problema budu trazene projektne

promenljive.
71 Formiranje Lagranzove funkcije sa ograniCenjima nosivosti
Ukupna debljina viSeslojne anizotropne ploCe moze se prikazati kao

h = NI (7.1.1)

pri cemu je t debljina sloji¢a i predstavlja tehnoloSku konstantu , a

A = X> (7.1.2)
Al
za n ukupan broj slojeva u laminatu i broj slojiéa u jednom sloju. Zahtev koji ée se
ovde postaviti je
(N = T,0QK (7.1.3)
A=l min

i predstavlja zahtev minimalne mase ploCe [42,43].
Potrebno je formirati i uslove pod kojima ¢e se minimizirati (7.1.3). Pretpostavljajuci
da u svakom sloju postoji ravansko stanje napona, a prema onome Cime se raspolaze

iz poglavlja 4.2, tj. naponima <r,,, <fy, <Oy, 9y. i <rt, uslovi se mogu prikazati kao

0
[ ~r &rr&y, a - AT |
'Xs Xip % A
" ea -1 - 0 (7.1.4)
suA y, ;iS lomui liaponi u sloju h dobijeni za x, y pravce laminata, € i,p su

indeksi koji oznaCavaju da je lomna nosivost od i istezanja, odnosno p pritiska. Pored

ovili uslova formira.ce se i uslovi
< a1 a7

ili 1 = 0 (7.15
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koji ogranicavaju najvete napone transverzalnog smicanja. Opredeljujuc¢i se za
ograniCenja maksimalne nosivosti, razmatrace se stanje napona po slojevima ki me-
cljuslojevinia®“ k< a to bi trebalo sprovesti za svaku tacku (x,y) ploCe. Medjutim,
naponi transverzalnog smicanja najveci su na ivicama ploce (sl. 4.2.2), pa Ce se uslovi
ograniCenja maksimalnog transverzalnog smicanja i postaviti samo za ivice ploce.

Konstatovano je da su veliCine koje treba odrediti u ovom postupku n, ak i 6k. Ali,
problem ¢e se postaviti tako da ¢e se usvojiti da projektne promenljive budu Qt i 0k, a
da se reSavarije sprovodi za razlic¢ito n i dopunskim uporedjivanjem clolazi se do reSenja.

Lagranzova funkcija za neki n broj slojeva moZze se preclstaviti na slecle¢i nacin

c, = n + V. aa”™ - 1) + J2
j=1 JI*=1
za 1 =12..a i j*=12..«/2 gde je a= n (7.1.6)

§to znacCi da se moze diktirati ispunjenje uslova (7.1.4) i (7.1.5) na jednom, dva ili vise
slojeva j istovremeno i u "medjuslojevima* j*. pri Cemu je uzeto u obzir razmatranje
samo simetrienih laminata, tako da na r = 0, tj. u ravni simetrije laminata, ne postoji
"medjusloj *.

Uslovi ekstremuma Lagranzove funkcije su

dCn . dCn
S - 0,
daj : 00j
koji sa uveclenim ograniCenjima
4 - 0 UNK 0 (7.2.7)

formiraju dovoljan broj algebarskih jednacCina za odredjivanje reSenja projektnih pro-
menljivih o( i Ok. Ove jednacCine su nelinearne i resavanje ovakvog sistema predstavlja
veliki problem [41]. Postupak trazenja optimalnih vrednosti projektnih promenljivih
moze se sprovesti i numerickim metodama, zadovoljavanjem uslova (7.1.6) u predvi-
djenom konacnom rasponu projektnih promenljivih. S obzirom da su veliine < i Ok
celobrojne, ovakvo trazenje ekstremuma i jeste reSenje nelinearnog sistema (7.1.7).

Na osnovu prikazane tnetode, prezeutirace se reSenja projektnih promenljivih ak i Ok za
plocu istih dimenzija a i 6, tako $to ¢e se u jednom primeru usvojiti n =4, a u clrugoin
n = 8, a zahtevace se cla do loma ne dodje ni u jednom sloju j =n. ReSenja su dobijena

programom iz Priloga P.G.
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Za odredjivanje reSeiija projektnih promenljivih realne ploCe dimenzija a= 2W, 6 = 100
usvojene su sledece karakteristike slojica debljine t = 0.1 : Ei/En = 10, 631 = G32,
G12 = 2G3i. OpterecCenje je 0= 051iu = 10. Karakteristike "medjusloja“ su E = 500,
G = 100. Karakteristike nosivosti u sistemu glavnih osa materijala su Xi/XP = 1.08,
Yi/Vp= 117 i 8= lor, ali tako da se T(Ok) liienja zavisno od 9% i Ok+l i mauji je Sto je
veca razlika (9k - 9k+I).

11. a) VeliCine <+ i Ok za j = u = 4 prikazane su slede¢om tabelom

slatjanje 090, 00, .15, 1530, 1560, 060, 4545 4545
' 1 3 0 1 1 1 1 1
a0 u 0 3 2 B B 12 il
«3 un 10 3 » 13 13 122 un
a4 1 3 0 1 1 1 1 1
Mnin 2 28 % % ¢ ) 5 2

11 b) VeliCine ak i % za j = n =8 prikazane su sledecom tabelom

1530, 1560/, 3060/, 45-45,

8
&
&

!ﬁl—\n—\mmmml—\l—\‘Q
=
oL

slaganje 0,90/,
<l 1

o2 4

«3 3

(4 5

£5 5

<6 3

«7 4

48 1
Unin V3]

Bovoomomummon
Berroobssem
wpmwmmwon—\
%memmmwp
Brrpoooooe
Bervoooo e

Iz prikazanih rezultata dobijeuo je nmi,, = 24 i debljina. ploCe je 246 ReSenje se pojavljuje
za razliCita slaganja i dalja analiza je lieophodna. Ona se mozZe sprovesti pregledom
rezervnili faktora slojeva i postavljenih ograuicenja. MoZe se dozvoliti proracunski lom
liekiin slojevima, pa se celokupna analiza ponavlja sa izmenjenim karakteristikama
krutosti celog laminata. Ova ideja je tretirana u [32], ali za laminate sa ve¢im brojem

slojeva, bez uticaja promene Kkrutosti.
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7.2 Formiranje LagranZove funkcije sa ogranictnjima dinamickih karakterisiika

Postavljen zalitev (7.1.3) minimizirace se za uslov
usn < S ili w>n —2 < 0 (7.2.1)

gde je wn najniZza soptvena frekvencija, ili frekvencija. prvog mocla oscilovanja. Uslov
da sopstvene frekvencije za dva susedna moda oscilovanja nisu bliske veliCine, moze se

prikazati

> R ili R > u (7.2.2)
Wraod=i+ Whodssj + |

Ovakvi uslovi su cesti u praksi i postavljaju se za strukture pod dejstvom prinude, a
razdvajaju sopstvene frekvencije, pri cenni se pretpostavlja da se frekvencija spoljnih
opterecCenja poznaju. U razmatranje ¢e se uzeti gornji uslovi kao uslovi tipa jednakosti.

Lagranzova funkcija za neki n broj slojeva moZe se predstaviti na sledeci nacin

C. = N+\Wult-n) +M Umd - -R). (7-2.3)

Uslovi ekstremuina Lagranzove funkcije su

9C CEi
73 4 0,
daj 0 do)
koji sa uvedenim ogranicenjima tipa jednakosti
WILfi = 0 i umorf=i- - R = 0 (7.2.4)
mod=i+l

formiraju clovoljan broj algebarskih jednacina za odredjivanje reSenja projektnili pro-
menljivih ak i Ot. Ove jednacCine su nelinearne i reSavanje ovakvog sistema diskuto-
va.no je u [43]. Postupak trazenja optimalnih vreclnosti projektnili promenljivih nioze
se sprovesti i numerickim metodama, zaclovoljavanjem uslova (7.2.4) u predvidjenom
konacnom rasponu projektnili promenljivih. U ovom slucaju postoji nioguénost uvo-
djenja. uslova tipa nejednakosti uz odgovarajuci smer trazenja reSenja. Kao ilustracija
ove metode bi¢e prikazano reSenje projektnili promenljivih g* i Gk za razliCite brojeve

slojeva simetricnog laminata, lzneti postupak realizovan je programom u Prilogu P.6.

Na istom primeru kao i u tackama 7.1.a) i J.1.b) za n = 4 sloja i n = 8 slojeva, reSenja

Ce se prikazati tabelama. Karakteristike ploCe su iste kao i za. testove u 7.1. a traZeni

uslovi U 0 > 190. i W,noo=lMhod=2 > 2.0.
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7.2. n) Veli¢ine ok i &k za n =4 sloja

slayanje 080, 00 3015 1530, 1560, 3080, 4545, 4545,
ol 3 9 7 8 4 3 3 3
Oo 5 7 u 5 5 5 5 5
<8 5 7 u 5 5 5 5 5
o4 3 9 i 8 4 3 3 3
A~miti B Y L L3 3 9 C9) 9
7.2. b) VeliCine ak i Ok za n = 8 slojeva
slayanje 0,80/, 90,0/, 30,15/, 15,30/, 15,60/, 30,60/,  45,-45/, -45,45/,
- 4 4 3 3
az2 3 5 5 5
n3 5 5 5 5
04 5 5 5 5
<5 5 5 5 5
ne 5 5 5 5
07 3 5 5 5
08 4 4 3 3
H-min 34 38 36 36

Iz prikazanih reSenja se vicli da za odredjene kombinacije uglova orijentacije Ok slojeva
u razmatranom intervalli 0~ nema reSenja za postavljene uslove. Ovo znaéi i da se
odredjene osobine ne mogu dosti¢i usvajanjem veli€ina jedne vrste, a promenom veliina

druge vrste.

Ovakve analize pripadaju problemima optimalnog projektovanja i ovde je razmatran
zalitev minimalne mase. Medjntim, primenom meloda optimizacije ne moraju se sanio
donositi zakljuc¢ci o dostignutoj masi ili ispunjenom postavljenom zahtevu, veé one
mogu posluziti za odredjivanje pojedinih osobina. S obzirom da su kod viSeslojnih
materijala karakteristike krutosti zavisne od velikog broja veliCina, mnoge osobine se
unapred ne mogu predvideti. Zbog toga je pogodno koristiti metode optimizacije u
samom projektovanju ovili materijala. nametanjem uslova koje zahteva eksploatacija

te strukture.
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8. ZAKLJUCAK

Razvoj teorije plo¢a uslovljen je razvojem i primenom viSeslojnih anizotropnihmateri-
jala za noseée elemente strukture, posebno u savremenim vazduhoplovnim strukturama.
Prednost ovih materijala oglecla se u mogucénosti dostizanja. traZzenih osobina, visoke
aosivosti i "dobrili" diaamiCkih karakteristika. Dragim recCinra, postoji mogucaost
konstrukcije Zeljeaog materijala. U savrenieaim vazduhoplovnim konstrukcijama takvi
materijali se posebao primeajuja za projektovaaje zoaa sa promealjivim optereCeajima,
gde spadaju uzgoaske povrSine i aopSte opstrujavaae povrSiae (spoljaSnje i unutrasnje
obloge uvodaika, naroCito sekcije kombiaovaaili opterecCeaja gde se javljaju i razliciti
promenljivi unutraSnji nadpritisci, apr. zoae iategralnih rezervoara itd.).

Primamljiva upotreba ovakvih materijala donela je i maoge teSkoCe projektaatu.
KlasiCai metodi provera aosivosti zasaovaai aa osobiaama izotropaih materijala aisu
davali zadovoljavajuée rezultate. Cesto sa u strukturama uoCavaae aeregularaosti, a
oae se aisu mogle otkloaiti pogodaijim koastruktivaim reSeajima, jer se aisu mogli
predvideti mehaaizmi pojave tih aeregularaosti. Zbog toga, pristupilo se trazeaju
aovili teorijskih modela ploCa, da bi se opisalo Sto realaije napoasko staaje u svakoj
tacki |)loCe. Broj pozaatih reSeaja u klasi¢aoj teoriji za plo€e od izotropnog materijala
je ogranicea na odredjeau klasu problema. Trazenje reSeaja za anizotropnu viSeslojau
ploC¢u nelinearnom teorijom viSeg reda je veliki korak u razvoju teorije plo¢a. Uvo-
djeaje varijacioaili metoda u postupak reSavanja otvara aove mogucaosti, pa se ovim
pristupom i dolazi do reSeaja u savremeaim aaalizama ploCa prvog i viSeg reda. Di-
meazioaisaaje struktura pod dejstvoai promealjivih optereceaja zaliteva posmatraaje
kretaaja ploCe kao deformabilaog tela, tj. razmatraaje aiodela deformabilaih tela u
podrucju elastodiaamike.

U dragoj glavi razmatraao je deibraiabilao telo za koje sa odredjeai graaicai uslovi u
smislu spoljaih sila i za koje su postavljena ograaiCeaja pomeraaja. JedaacCiae kretaaja
sa izvedeae primeaom llamiltoa-ovog priacipa. OgraaiCeaja pomeraaja su uvedeaa
kao geometrijski uslovi. PoStovaaje uvedeaih pocCetaih uslova svodi razmatraaje aa
kretanje vezaaog deformabilaog tela. Pored toga, razmatraaje je ograaiCeao aa tela
koja pri deformisanju poStuju generalisaai Hukov zakoa, tj. na tela za koja vaze linearne

konstitutivne relacije.
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Il tre¢oj glavi aualiza je geometrijski ograniCeua aa telo oblika ploCe. Uveclena su
pretpostaviljena reSenja pomeranja u vidu kombinacije pet funkcija pomeranja i lla taj
nacin problem kretanja tela sa beskonaeno stepeni slobocle razmatran je kao petopara-
metarski problem. lvinematske relacije su zadrZzane lielinearne. Konstitutivne relacije
su formirane 1la osnovu elementarne telinoloSke celine sloji¢a, a njihovim proizvoljnim
slaganjem formirane su konstitutivne relacije viSeslojuog anizotropnog materijala ploce
- laminata, Sprovedene su i neophodne ravanske traiisfonnacije iz koorclinatnog sis-
t.eina sloji¢a u koordinatni sistem laminata, Postupak slaganja je izveden lla dva nacina,
uobicajenim redjanjem slojica istog ugla orijentacije u slojeve i slojeva u laminat, ali
tako Sto je za drugi nacin uveden beskonacno tanak ’mecljusloj’ izotropnih karak-
teristika izmeclju slojeva. Ovako postavljen medjusloj’ daje mogucnost odredjiva-
nja napona transverzalnog smicanja u dodimim povrSima. slojeva. Uvodjenjem Kiue-
matskih i konstitutivnih relacija i variranjem potencijalne i KinetiCke energije plocCe,
izvedene su jednaciiie kretaiija. Pored toga, lonnirani su i svi potrebni uslovi aa giaai-

cama i ivicania ploCe, zadrzavajuci se u Dekartovom koordiaataom sistemu.

Il Cetvrtoj glavi pristupilo se trazeaju reSeaja jedaaCiaa kretaaja. ReSeaje je trazeno
za pravougaoau prosto osloajeau plo¢n optereCeau koastaataiai traasverzalaim pri-
tiskom. Razmatraaje se ograuiCava saaio aa simetricne laminate, Cime se uvocle izvesaa
uproSceaja jedaacCiaa kretaaja, Prvo se pristupa traZeaju reSeaja za. specijalao orto-
tropae lamiaate. Fuakcije pomeraaja se pretpostavljaju u obliku liaeamih kombiaacija
dvostrukih beskonacnili redova, ReSeaja se nalaze odredjivanjem dvaaaest nezavisaih
koeficijeaata i amplitude. Da bi se moglo suditi o kvalitetu ovako dobijeaih reSeaja
izvrSeai sa odredjeai testovi. Fonairaa je prograai kojim se sraunavaju pomeraaja
u odredjeaim taCkama ploCe za zadato opterecenje, slagaaje i debljiau slojiéa. Po-
meraaja su raCuaata za izvedeaa reSeaja aeliaearaom teorijom viSeg reda (N 1VR),
za reSenja gde su pomeranja aproksimirana sa tri fuakcije pomeraaja i za plocu koja
aema "strechixigOvako dobijeaa reSeaja pomeraaja poredjena su sa reSeajima dolxi-
jeaim koaaCaim elemeatima tipa "tanka ljuska”. Poredjeaja su prikazaaa u izabraaim
taCkama u sredajoj ravni ploCe. Koastatovaao je da su pomeraaja w dobijeaa NTVR
blizu reSeaja MKE. S obzirom da su testovi radjeai aa "taakim™ ploCama, aisu uoCene
zaatae razlike izmeclju pomeraaja NTVR i pomeraaja koja su dobijeaa kacla je reSeaje
pretpostavljeao sa tri fuakcije pomeraaja, Pomeraaja ui vdobijeaa su NTVR injenom
prvom aproksimacijom, ali se aa osaovu ovili testova ae mogu cliskutovati dobijeae

vredaosti ovili pomeranja,
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Nelinearnom teorijom viSeg reda ukljucem su i dodatm koeficijenti kiutosti ploce. Posto
su to veliCine viSeg retla. ocl onili u klasi¢noj teoriji, istim programom je ispitau i udeo
pojedinih krutosti na. dobijena reSenja. ponieranja. Ovim testovima je konstatovano da
se reSenja dobijena zanemarivanjem krutosti Gp ne razlikuju od kompletnih reSenja.
Pored toga, uoceno je i da se reSenja dobijena. zanemarivanjem krutosti G,j i f)j, bez
obzira na izvesna odstupanja, takodje mogu smatrati prihvatljivim. Na osno\u ovog
zakljucka otvorena je moguénost za traZzenje "analitiCkog’ resenja i za simetri¢ne lami-
nate. Na osnovu izvedenih reSenja formirau je program kojim su odredjena pomeranja
za simetricne laminate. Dobijena pomeranja w u izabranim tatkama ploCe poredjena
su sa pomeranjima dobijenini elenrentom tanka ljiska i zakljuCeno je da se ovako
dobijena reSenja mogu smatrati zadovoljavajuéim. U ovoj glavi su odredjene i de-
formacije poStovanjem kineniatskili veza, a sraCunate veliCine defoimacija, iz lealizo-
vanog programa, prikazane su za konkretan laminat. Odredjivanje liapona tietiiano
je lla dva liaCina, tj. za slaganje laminata bez medjuslojeva’ i sa medjuslojevima .
Ukljuéivanje "niedjuslojeva™ otvara moguénost odredjivanja napona u njima, Sto je
od posebnog znaCaja u razmatranju uaponskog stanja laminata po ivicama struktuia

oblika ploce.

U petoj gla.vi razmatrano je slobodno oscilovanje prosto oslonjene ploCe. Il'oimiiane
su jednatine kretanja iz opStih jednacina kretanja. Pretpostavljena su harmonijska
reSenja i odredjene su sopstvene frekvencije. Programskim testiranjem odredjene su
frekvencije za laininat iste debljine, ali sa razli¢itim parametrima slaganja. Testovi su
uradjeni za specijalno ortotropan laminat. UocCeno je da se najniza sopstvena frekven-
cija razlikuje od najnize frekvencije dobijene klasiCuom teorijom i da je uvek manja.
Ovakav zakljuCak je veoma bitan za analizu kretanja u prisustvu prinude i posebno za

analizu pojave 'buckling ’-a prosto oslonjenih viSeslojnih ploca.

tj Sestoj glavi razmatrano je kretanje prosto oslonjene ploCe u prisustvu harmonijske
prinude. Formirane su jednacine kretanja ploe koja je pod dejstvom transveizalnog
opterecenja. Razmatrano je stanje uspostavljenog rezima oscilovanja ili steacly state

Ogranicavanjem na odredjenu oblast mogucih veli€ina faktora dinamickog pojacanja,
nadjena su reSenja pomeranja.. 1z ovako odredjenih pomeranja odredjene su deformacije
i naponi. Programskom realizacijom ovog postupka sracunate su deformacije i naponi
u laminatu. Zbog obimnosti podataka iz ove analize, promene cleformacija i napona
po vremenu prikazane su za jeclnu taCku laminata. Dobijene amplituclne viednosti

deformacija i napona su vece od onili pri statickom optereéenju.



U seclmoj glavi pristupilo se konstrukciji viSeslojne anizotropne ploee primenom uslova
ekstremalnosti. Zahtevana je minimalna masa plo€e pod uslovom da su dimenzije ploee
poznate. Tako je problem sveden na zahtev miiiimalne debljiue ploee. Uslovi su za
ovaj problem ekstremalnosti postavljeni u smislu ograniCavanja maksimalnili napona
i u smislu ograniCavanja dinamickih karakteristika ploee. Problemi sa ovako postav-
ljenim uslovima odvojeno su posmatrani. ReSenja su odredjena liumerickim putem i
za odredjene uvedene uslove prikazana su u radii tabelama. Zbog velikog broja pro-
jektnili promenljili koje se mogu tretirati u ovoj analizi, trazenje reSenja. je ograniCeno
na odredjivanje samo broja slojiéa u jednom sloju, tj. u svim slojevima laminata.
Uslovi kojima. su uvedena dinamiCka ogranicenja u reSavanju problema ekstremalnosti
nisu dali reSenja za izabrane uglove orijentacije. Ovakvim testovima je pokazano da se
pri konstrukciji anizotropnih viSeslojnih ploca neke karakteristike ne mogu dostici pos-
matranjem samo veliina jedne vrste, ve¢ da se problem mora reSavati kompleksnijim
aiializama. Jedan od nacina je i uvocljenje uslova ekstremalnosti, kao dodatnili uslova,

pri konstrukciji viSeslojnili anizotropnih nosaca.

U analizi realnih struktura. nelinearnom teorijom viSeg reda moraju se dobro poznavati
uslovi pod kojima su izvedena reSenja u ovom raclu. Modeliranje realnih laminata u
nosaCe tipa ploCe. naroc¢ito opstili simetricnih laminata, zahteva ispitivanja kojima se

mora ustanoviti da li se izvedena reSenja mogu primeniti i sa kakvim ograniCenjima.

U dinamickoj analizi istrazivanja se mogu nastaviti razmatranjem prelaznog rezima
oscilovanja u istim podruejima oclnosa frekvencije prinucle i sopstvene frekvencije. Raz-
matranje ovog stanja. u fazi climenzionisanja u okolini loma moze uvesti odredjena
ogranicenja, jer se do stanja uspostavljenog rezima oscilovanja mogu javiti i veéa ani-

plitudna optereéenja.

KoriS¢enje uslova ekstremalnosti u konstrukciji viSeslojnih nosaca predstavlja pose-
ban doprinos u smislu uvodjenja dodatnili relacija, neoplioclnih za odredjivanje velikog
broja projektnih promenljivih. Usloi i u ovakvim metoclama mogu se postaviti prema
projektnim karakteristikama, ali tako da se u cilju dostizanja postavljenog zahteva
mogu dozvoliti i neki otkazi u strukturi. Pored toga, uslovi kojima se ograniCavaju
dinamicke karakteristike obi¢no nisu saglasne sa postavljenim zahtevom, tako da je i

pri resavanju ovaki ih problema ispravno ukljuCivati metode optimalnog projektovanja.
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PRILOG P.1l

PROGRAM pomeranja

VAX FORTRAN V5.5-98

[ definisanje REAL, PARAMETAR,CHARACTER itd.
c S - odnos stranica ploca
c a - duza stranica ploce
c b - kraca stranica ploce
c T - debljina slojica (tehnolosa const.)
c NN - ukupan broj slojica u lamiatu
c ALFA(K) - broj slojica u K - tom sloju
c TETA(K) - ugao izmedu sistema (x,y) i (l,2)j-sloja
c Aij - clanovi matrice istezuce krutosti
c Eij,Fij,Gij - clanovi matrice savojne krutosti
c Qij - clanovi matrice Qij sloja u (1,2)]
c QQ11L(K) - clanovi matrice Qij nad = f(teta(k))
c Q11PR - clanovi matrice Qij - interface
c ucitavanje podataka
c E1,E2 - moduli elasticnosti slojica u (1,2)
c Q12,G23,G31 - moduli smicanja slojica u (1,2)
c NI112,NI23,NI31 - Poasonovi koeficijenti slojica u (1,2)
c EEE,NI - moduo elasticnosti "medjusloja” i P.koef.
c G12PR,G23PR,G31PR - moduli klizanja "medjusloja"
[ GGK,GK - interval tl,t2 i korak
READ(1,'(15)")N
READ(1," (5E15.5) )E1,E2,G12,NI112,NI21
READ(1,' (2E15.5)"' )G31,G23
READ(1, ' (5E15.5) ' )EEE NI ,G12PR,G23PR,G3tPR
READ(1,'(5E15.5)")T ,AVEL,BVEL,QO,0
READ(1,'(5E15.5)")shear,xi,xp,yi,yp
READ(1,'(E15.5)" )delm
DO 1=1,N
READd, ' (215,E15.5) ') ALFA(1),TETA(I1)
TETA(I) = (4.*DATAN(1.D0)/180 . )*TETA(I )
ENDDO
READ(*," (F10.0)' )GCK
READ(*," (F10.0)' )&K
MVIM=GCK/GK
c odredivanje clanova Qij
NI =1. - NI12*NI21
Qll =EI / NI
Q12 = (NI12 * E2)/NI
Q2 =E2/ NI
Q66 = G12
Q4 =G23
Q55 = G31
c odredjivanje clanova Qij - "medjusloj" Qijpr
DO K=1,2
DO 1=1,6
DO J=1,6
Q (1,3 ,K)=0.
ENDDO
ENDDO
Q(1,1,1) =EEE / (1. - NII‘NII)
Q(1,2,1) = NII*EEE / (1. - NII*NII)
Q(2,1,1) =Q(,2,1)
Q(2,2,1) =Q(1,1,1)

Q(4,4,2) = G23PR
Q(5,5,2) = G31PR
Q(6,6,1) = GI2PR
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[

odredjivanje koeficijenata krutosti u sistemu (X,y)

Do

P.1

K«1,N
S - SIN (TETA(K))
C = 00s (TETA(K))
SS = S5
CC = CC
SSSS=SS' SS
CCCC=0C*CC
SC = s*C
SCCC= S*cc*C
CSSS= C*ss*s
SCsc=ss*cc
DO 1=1,6
Do J-1,6
QQ(I1,J,K) =0.
QQQ(1,J,K)=0.
ENDDO
ENDDO

QQ(1,1,K) = QLI*COCC +2.*(Q12+2.*Q66)*SCSC + Q22*SSSS
QQ(1,2,K) « (Q11+Q22-4.*Q66)*SCSC + Q12*(SSSS+CCCC)
QQ(2,2,K) = QI1*SSSS + 2.*(Q12+2.*Q66)" SCSC + QP2*CCCC
<Q11-Q12-2.*Q66)*SCCCHQL2-Q22+2.*Q66)*CSSS
(Q11-Q12-2.*QB6)*CSSS-+(Q12-Q22+2.*Q66)*SCCC
(Q11+Q22-2.*012-2 .*Q66)*SCSC+066*(SSSS+CCCC)

QQ(1,6,K)
QQ(2,6,K)
Q0(6,6,K)
Q(2,1,K)=Q0(1,2 ,K)
QQ(6,1,K)=0Q(l,6,K)
00(6,2,K)=00(2,6,K)

QQO(4,4,K) = Q44*CC + Q55*SS
QOQ(4,5,K) = (Q44 - Q55) *C
000(5,5,K) = Q44*SS + Q55*CC
Q0Q(5.4.K) - QQQ(1.2,K)
ENDDO
DO K=1,N
DO 1=1,6
DO J=1,6
IF (QO(1,J,K)
IF (Q(1,J,K) .LT. 1.) QU ,J,K)=0.
ENDDO
ENDDO
odredjivanje debljine laminata h
DO K=1,N
NN =\N + ALFA(K)
ENDDO
H = NN*T
dimenzije clanova matrice krutosti
ECON = 2.*(1./3.)*T**3.
FCON = 2.*(1./15.)*T**5,
GOON = 2.*(1-/63. )*T**7.

ACONST =2.*T

koordinate polozaja slojeva u laminatu za slaganje a) i b)

a) bez "medjuslojeva"

DO K=1,N
ZZ(K)=NN/2.

IF(K .GT. 1) THEN

DO J=I1,K/2

ZZ(K)=ZZ(K)+ALFA(J)
ENDDO

ENDIF
DO J=1,N4

Z(N+)=2Z(N-3)

ENDDO

LT. 1)) QQ(,J,K)=0.
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c b) sa "medjuslojevima"
DO K=1,N
ZZ(K)= -NN/2.

IF( K .GT. 1) THEN
DO J=I,K/2
ZZ(K) = ZZ(K) + ALFA®J)
ENDDO

ZZ (K)=ZZ (K)+HAVBDA*IMOD(K, 2)
ENDIF
ENDDO
DO J=1,N-1
ZZ(N+J)— ZZ(N-J)

ENDDO
DO L=I,6

KK=2*K-1

AA(LM,IF=AA(L,M,1)+ACONST*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)-ZZ(KK-+1) )

AA(LM,2)=AA(L,M,2)+ACONST*Q=<2<2(L,M,K)*(ZZ(KK)-ZZ(KK+I) )
EE(L,M,1)-EE(L,M,[)+ECON*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**3-ZZ(KK+1)**3)
EE(L,M,2)-EE(L,M,2)+ECON*QQQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**3-ZZ(KK+1)**3)

FF(L,M)-FF(L,M)-+FCON*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**5--ZZ (KK+)**5)
GG(L,M)«GG(L,M)+GCON*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**7-ZZ(KK+)**7)

ENDDO

DO K=2,N-1,2
AA(LM,=AA(L,M,I)+ACONST* Q(L,M,1)*(ZZ(K)-ZZ(K+1))
AA(LM,2)=AA(L,M,2)+ACONST* (XL, M, 2)*(ZZ(K)-ZZ (K+1))
EE(L,M,))=EE(L,M,)+ECON*Q(L,M,I)*(ZZ(K)**3-ZZ(K+I)**3)
EE(L,M,2)=EE(L,M,2)+ECON*Q(L,M,2)*(ZZ(K)**3-ZZ(K+I)**3)
FE(L,M)=FF(L,M)+ FCON*Q(L,M,1)*(ZZ(K)**5-ZZ(K+I)*' 5)
GG(L,M)=GG(L,M)+ GCON*Q(L,M,1)*(ZZ(K)**7-ZZ(K+1)**7)

ENDDO

ENDDO
ENDDO

c uskladjivanj« dimenzija koeficijenata krutosti
DO L=I,6

DO Mx»l,6

FFD(L,M) -

(8./H/«<)*FF(L,H)

GGD(L,M) 1= (16./(H**4) )*GG(L,M)
EED(L,M,2)= (4./(H*H))*EE(L,M,2)

ENDDO
c velicine iz jsdnacina ravnoteze
Eli - EE(1,1,1)
E12 = EE(1,2,1)
E22 = EE(2,2,1)
E66 = EE(6,6,1)
PIl =Eli - FFD(1,1) + GGD(1,1) 4. Gij=0
P12 = E12 - FFD(1,2) + GGD(1,2) 5. Fij=0 i Gij=0

I
!
! za i, “1,2,6
i

P22 = E22 - FFD(2,2) + GGD(2,2)
P66 = E66 - FFD(6,6) + GGD(6,6)
PQ11 = Eli - FFD(1,1) slucajevi 4. i 5.
PQ12 = E12 - FFD(1,2) 1 za testiranje udela
PQ22 = E22 - FFD(2,2) ! krutosti u
= E66 - FFD(6,6) 1 pomeranjima
c koeficijenti resenja pomeranja a2,a5,a3, a6

A2CONST = (1./16.)*(3.14/AVEL)
ASCONST = (1./16.)*(3.14/BVEL)
S = avel/bvel
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(]

P.1

AVEL/3-14

AAL2 = AA(L,2,1 + AA(2,6,1)

AA(1,1,1) + AA(1,6,1)
AA(X,2,1> + AA(L,6,1)

AA22 = AA(2,2,1) + AA(2,6,1)

EAM4 = AP*(AA(4,4,2)-EED(4,4,2))
EAMMA5 = AP*(AA(4,5,2)-EED(4,5,2))
EA55 = AP*(AA(5,5,2)-EED(5,5,2))
E16 » EE(1,6,1)

E26 - EE(2,6,1)

PA  AA12/AA11

PB = AA126/AA22

AAA2 = A2CONST * (S*S*PA - 1.)
AAA5 = ASCONST * ((1./S/S)*PB - 1.)

AXI = AA(L,1,1)+AA(L,6,1)+S*S*(AA(6,6,1)+AA(2,6,1))
AX2 = S*(AA(1.2,1)+AA(6,6,1)+2.*AA(2,6,1))

AX3 = S*(AA(1,2,1)+AA(6,6,1)+2.*AA(L,6,1))

AX4 = AA(6,6,1)+AA(L,6,1)+S*S*(AA(2,2,1)+AA<2,6,1) )

AYL = A2CONST*(AA(LI)+AA(I,6,1)+S*S*(AA(I,2,1)+2.*AA(6,6,1)+3.%AA(2,6,1) ))
AY2 = ASCONST* (S*S*(AA( 2,2,1 )+AA(2,6,1) )+AA(L,2,1 )+2.%AA( 2,6,1 )+3. *AA(L,6,1))

AAAG = (AY2*AX1-AX3*AY1)/(AX4A*AX1-AX3*AX2)
AAA3 = (AYL1/AX1)—~AX2/AX1)*AAA6
AXX1 = EA55+P11+S*S*P66+2.*S*E16
AXX2 * EAA5+S*(P12+P66)+E16+S*S*E26
AXX3 - EAA4+PB6+S*S*P22+2. *S*E26
AYY1 = (1./AP1)*(PQ11+S*S*(PQ12+2.*PQ66))+(1./AP2)*(S*S*E26+3.*E16)
AYY2 = (1./AP2)*(PQ12+2.*PQ66+S*S*PQ22).+(1 ./AP1)*(E16+3 . *S*S*E26 )
AAALD0 = (AYY2*AXX1-AYY1I*AXX2)/(AXX3*AXXL-AXX2*AXX2)
AAA7 = (AYYL/AXX1)—~(AXX2/AXX1)*AAALO
Koeficijent amplitude w —f —

VI = PQLl + S*S*(PQ12+2. *PQ66)

V2 = S*(PQI2+2. *PQ66) + PQR2*S*S*S

V3 - E11+42.*(E12+2.*E66)*S*S+E22*(S**4)
VF = (I./API)*V3 - AMATHVL - AAALO™V2

FCONST
PML -

» (16.*AVEL**3)/(3.14**5)

(FCONST/VF)*Q0
Amplita f pod dajstvom promanljivog optaracanja za OLAM odradjano u prilog - P.5

Funkcije pomeranja uo,vo,ul,vl,wo

X(X) Y(h)

ulaz - koordinate tacaka ploce

DO 1=1,3
DO J=1,3

X = AVEL*X1(l )
Y = BVEL*Y1(J)
AL = X/AP1

BE = Y/AP2

SAL = SIN(AL)
SBE = SIN(BE)
CAL = COS(AL)
CBE = COS(BE)

SAL2 = SIN(2.*AL)
CAL2 = 00S(2.*AL)
SBE2 = SIN(2.*BE)
CBE2 = COS(2.*BE)

U0l = PWMW*(AAA2*SAL2+AAA3*SAL 2*CBE2)
V01 = PWW*(AAAS*SBE2+AAAG*CAL2*SBE2)

Ul11(l,J) = PAW*AAA7*CAL*SBE
V11(l,J) = PW*AAAL0*SAL*CBE

strana 4
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c 1.
c 2.

c 3.

c I1zlaz

P.l
WOX = (FWO/AP1)*CAL*SBE
WOY = (FWO/AP2)*SAL*CBE
UOIX = 2.*(RAMAV/APL)*CAL2 *(AAA2+AAA3 *CBE2)
U11X <=-AAA7*(FW/AP1)*SAL*SBE
vraxx - —(PWAPL/APL) *SA *SBE
VO1Y - 2.*(FWW/AP2)*CBE2*(AAA5+AAAG*CAL2)
VILY - -AAA10*(FW/AP2)*SAL*SBE
WOYY = -(FW/AP2/AP2)*SAL*SBE
UOIlY - —2.*AAA3* (FWW/AP2)*SAL2*SBE2
V01X = - 2.*AAAG6*(FWW/AP1)*SAL2*SBE2
U1lY " AAA7*(FW/AP2)*CAL*CBE
V11X - AAAL0* (FW/AP1)*CAL*CBE
VIOXY = (FW/AP1/AP2)*CAL*CBE
P S = (HHPZZ*ZZ(K) T T
DKSI(K) = SKSI*ZZ(K)*T/3.)
Pomeranja
U0 = UO1+ZZ(K)*T* (UII(1,J Y WOX*COS(0*TT))—DKSI(K)*UII(1 ,J)
VO = VO1+ZZ(K)*T*(VII(1,J)-WOY*COS(0*TT))-DKSI(K)*V11i(l ,J)
WO 1 PW*SAL*SBE
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENNDO
Pomeranja za U01,V01*0

Pomeranja za U01,v01,U11,V11«0

uo,vo,Wo
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PROGRAM deformacije

- iz PROGRAMa pomeranja koriste se sve izracunate
i zadrzavaju se u istim petljama

velicine

EXXO(1 ,J) UOXX+(1.72. ) WOX*WOX*COS(2.*0*TT)

EXX01(l,J)  ULIXWOXX
EXX02(1,J)  U11X

EYYO(1,J) VOLY+(1./2 ) *WOYWOY*COS(
EYYOL(l,J)  VIIY-WOYY
EYY02{1,J) Vil

2.%0*TT)

EXYO(1,3)  UOLY+VOXX+HWOXWOY*COS (2. *0*TT)

EXYO1(l ,J) UXXY+HVXXX—2 . MWOXY
EXYO2{l ,J) UXXY4+HVXXX

DO K=X,2*N-X
Deformacija exx

BXXX = Z(K)*T*E00X(1,J

EXX2 = -DKSI(K)*EXX02(l,J)

EXX(1,J ,K,MM_X) - EXXO{l ,J )+HBEXX+HEXX2
Deformacija eyy

EYY1 - ZZ(K)*T*EYYOX(l,J)

EYY2 - -DKSI(K)*EYYO02(l,J)

EYY(1,J,K,MM_X) - EYYO(l,J )+EYY1+EYY2

Deformacija exy

EXYl = ZZ(K)*T*EXYOX(l,J)
EXY2 = -DKSI(K)*EXY02(l,J)
EXY(1,3,K,MM_X) = EXYO(I,J)+EXYX+EXY2

Deformacija exz,eyz
ZSKSIK) = X. - SKSI

: = ZSKSI(K)*
Rarn - SIS

XzXaz

Prikazivanje deformacija u vidu liste sracunatih velicina

je nepregiedno, pa se uvodi grafika.
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PROGRAM naponi

c - iz PROGRAMa deformacije koriste se vec sracunate velicine
c transforraacije matrice deformacija
DO 1=1,6
DO M=1,3
DO MI-1,3
EO(1,I,M,M1) =0. lepsilon!*)
EO01(1,1,M,M1)»0. lepsilon(*1)
EO2(1,1,M,M1)=0. lepsilon)*2)
EOT(1,1,M,M1)=0.
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO M=I,3
DO MI=I,3
EO (1,1 ,M,M1 )=EXX0 (M,M1)
EO(1,2 ,M,M1)=EYYO (M,M1)
EO(1,6 ,M,M1)=EXYO(M,M1)
EO01(1,1,M,M1)=EXX01(M,M1)
EOI (1,2 ,M,M1 )=EYYO1 (M,M1)
EOI (1,6 ,M,M1 )=EXYO1 (M,M1)
E02(1,1,M,M1)»EXX02(M,M1)
E02 (1,2 ,M,M1 )=EYYO02 (M,M1)
EO02 (1,6 ,M,M1 )=EXY02 (M,M1)
EOT(1,4,M,M1)=V11(M,M1)
EOT(1,5,M,M1)=UU(M,M1)
ENDDO
ENDDO
c Naponi u k_tom sloju
DO M=1,3
DO MI=I1,3
DO J=I1,6
DO K=I,2*N-2
DO L=I1,2
SIGMAO(MM_1,J,K,L,M,M1)=0.
SIGMA1(MM_1,J,K,L,M,M1)=0.
SIGMA2(KM_1,J,K,L,M,M1)=0.
SIGMAT(MM_1,J,K,L,M,M1)=0.
SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1) =0.
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO M=1,3
DO MI=1,3
DO K=1,N—,2
DO L=1,2
DO J=I1,6
DO 1=1,6
KK=K+H-—
KKK=(K+1)/2
SIGMAO(MM_1,J,K,L,M,M1)=SIGMAO(MM_1,J,K,L,M,M1) +
* QQ(J,1,KKK)*EO(1,1,M,M1)
SIGMAL(MM_1,J,K,L,M,M1)=SIGMA1(MM_1,J,K,L,M,M1) +
* ZZ(KK)*T*QQ(J,1,KKK)*E01(1,1,M,M1)
SIGMA2 (MM_1,J ,K,L ,M,M1)=SIGMA2 (MM _1,J ,K,L ,M,MI)
* -DKSI(KK)*QQ(J,1,KKK)*E02(1,1,M,M1)
SIGMAT(MM_L,J,K,L,M,m)=SIGMAT(MM_L,J,K,L,M,m) +
* ZSKSI)KK) *QQ(J, 1 ,KKK) *EOT(1,1,M,MI)
ENDDO
SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1) =SIGMA(MM _1,J, K, L,M,MD)+ SIGMAO (MM _1,J, ,L,M,M1)+
* SIGMA1(MM_1,J,K,L,M,M1)+SIGHA2(MM_1,J, ,L,M,M1)
ENDDO
ENDDO
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DO K=N,2*N-2,2

DO L=1,2
DO J=1,6
DO 1=1,6
KK=K+D-1
KKK»(K+2)/2

SIGMAO (MM_1,J,K,L,M,M1)»SIGMAO (MM 1,J ,K,L,M,M1)+
QQI,1,KKK)*EO(1,I,M,M1)

SIGMAL (MM 1, ,K,L,M,M1)»SIGMAL (MMJL,J ,K,L,M,MI)+
ZZ(KK)*T*QQ(J,I,KKK)*E01(1,1,M,M1)

SIGMA2 (MM_1,J,K,L,M,M1)»SIGMA2(MM_1,J,K,L,M,M1)
-DKSI(KK)*QQ(J,I,KKK)*E02(1,I,M,M1)

SIGMAT(MM_1,J,K,L,M,M1)=SIGMAT(MM_1,J,K,L .M ,M1)+
ZSKSI(KK)*QQQ(J,I,KKK)*EOT (1,I,M,M1)

ENDDO

SIGMAMM_1,J,K,L,M,M1) =SIGMA(MM_1,J ,K,L,M,M1 (+SIGMAO (MM_1,J , K, L,M,M1 )+
SIGMAL (MM_1,J,K,L,M,M1)+SIGMA2 (MM 1,J,K,L,M,M1)

ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO K=2,N-1,2
DO L=1,2
DO J=1,6
DO 1=1,6
KK-K+L-1
SIGMAO (MM 1,J,K,L,M,M1)=SIGMAO0 (MM_1,J,K,L,M,M1)+
* Q(J,I,1)*E0(L1,I,M,M1)
SIGMA1 (MM_1,J,K,L,M ,M1)«SIGMA1 (MM_1,]J,K,L,M,M 1)+
* ZZ(KK)*T*Q(J,1,1)*E01(1,I,M,M1)
SIGMM(MM_1,J,K,L,M,M1)=SIGMA2 (MM_1,J,K,L,M,M 1)
* -DKSI(KK)*Q(J,I,1)*E02(1,X,M,M1)
SIGMAT (MM_1,J ,K,L,M,M 1)=SIGMAT (MM_1,] ,K,L,M,MI)+
‘ ZSKSI(KK)*Q(J,1,2)*EOT (1,I,M,M1)
ENDDO
SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1) =SIGMA(MM_1,J ,K,L,M,M1)+SIGMAO (MM_1,J ,K,L,M,M1)+
* SIGMA1 (MM_1,J,K,L,M,M1)+SIGMA2 (MH_1,J,K,L,M,M1)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO K=N+I,2*N-2,2
DO L=1,2
DO J=1,6
DO 1=1,6
KK=K+L-1
SIGMAO (MM_1,J,K,L,M,M1)=SIGMAO0 (MM_1,J,K,L,M,M 1)+
* Q (J,1,1)*E0(1,X,M,M1)
SIGMA1 (MM 1,J,K,L,M,M1)=SIGMA1 (MM_1,J,K,L,M,M 1)+
* ZZ(KK)*T*Q(J,1,1)*E01(1,I,M,M1)
SIGMA2 (MM 1,],K,L,M ,M1)=SIGMA2 (MM_1,J,K,L,M,M1)
* -DKSI(KK)*Q(J,I,1)*E02(1,I,M,M1)
SIGMAT(MM_1,J,K,L,M,M 1)=SIGMAT(MM_1,J ,K,L,M,M1)+
* ZSKSI(KK)*Q@J ,1 ,2)*EOT(1,1,M,M1)
ENDDO
SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1) =SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1J+SIGMAO (MM_1,J,K,L,M,M 1)+
* SIGHAI(MM_1,J,K,L,M,M)+SIGMA2(m _1,J,K,L,M ,M 1)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
lzlaz

Prikazivanje napona u listi je nepregledno, pa se rezultati prikazuju za tacku
ploce (x,y) po z-koordinati laminata graficki.

sinum
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o o oo

c

UVODJENJE "MEDJUSLOJA" da bi se eliminisao utical "medjusloja", testirano bu velicine

clanova matr. krutosti sa i bez "medjusloja".

porediti velicine Aij,Eij,Fij i Gij

a)

b)

—————— bez "medjuslojeva”
DO K=1,N
ZZ (K)*=—NN/2 .
IF(K .GT. 1) THEN
DO J=1,K/2
ZZ(K)=ZZ(K)+ALFA(QJ)
ENDDO
ENDIF
DO J=1,N-1
ZZ(N+J)=-ZZ(N-J)
ENDDO
—————— sa "medjuslojevima" ------
DO K=1,N
ZZ(K)= -NN/2.
IF( K .GT. 1) THEN
DO J=1,K/2
ZZ(K) - ZZ(K) + ALFA(QJ)

ENDDO
2Z(K)«ZZ(K)+LAMBDA*IMOD(K, 2)
ENDIF
ENDDO
DO J=1,N-1
ZZ(N+3)=-ZZ(N-J)
ENDDO
DO L=16
DO M=1,6
AA(L,M,1)=0.
AA(L,M,2)=0.
EE(L,M,1)=0.
EE(L,M,2)=0. ,
GG(L,M)=0.
FF(L,M)=0.
DO K=I,N/2
KK=2*K—1

AA(L,M,I)<AA(L,M,1)+ACONST*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)-ZZ(KK+I) )
AA(L,M,2)-AA(L,M,2)+ACONST*QQQ(L,M,K)*(ZZ(KK)-ZZ(KK+I))
EE(L,M,I)-EE(L,M,I)+ECON*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**3-ZZ(KK+1)**3)
EE(L,M,2)-EE(L,M,2)+ECON*QQQ(L,M,K)*(ZZ(KK)*»3-ZZ (KK +1)**3)
FF(L,M)-FF(L,M)+FCON*QQ(L,M,K)*(ZZ(KK)**5-ZZ (KK +l)**5)
GG(L,M)«GG(L,M)+GCON*QQ(L,M, K)* (ZZ(KK)**7—ZZ(KK+1)**7)

ENDDO

DO K=2,N-1,2
AA(L,M,1)=AA(L,M, [)+ACONST* Q(L,M, 1)*(2Z(K)-ZZ (K+1))
AA(L,M,2)=AA(L,M,2)+ACONST* Q(L,M, 2)*(ZZ (K)-ZZ (K +1))
EE(L,M,I)=EE(L,M,)+ECON*Q(L,M,1)*(ZZ(K)**3-ZZ (K +1)**3)
EE(L,M,2)=EE(L,M,2)+ECON*Q(L,M,2)*(ZZ(K)**3-ZZ (K+1)**3)
FF(L,M)=FF(L,M)+ FCON*Q(L,M,1)*(ZZ(K)**5-ZZ(K+1)**5)
GG(L,M)=GG(L,M)+ GCON»Q(L,M,1)*(ZZ(K)**7-ZZ (K+1)**7)

ENDDO

ENDDO
ENDDO

Uskladjivanje dimenzija koeficijenata krutosti

DO 1=1,6
DO »=1,6
FED(L,M) = (8./H/H)*FF(L,M)
GGD(L,M) = (16./(H**4))*GG(L,M)
EED(L,M,2)= (4./(H*H))*EE(L,M,2)
ENDDO
ENDDO

izlaz Aij, Eij,Fij,Gij
poredjenjem dobijenih velicina odredjeno je lambda=0.0It
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PROGRAM slob osc

c u P.l resene su amplitude na osnovu prvog clana m=l,n=l
c koeficijent amplitude w —f—
VI = PQLl + S*S*(PQ12+2.*PQ66)

V2 = S*(PQ12+2. *PQ66) + PQ22*S*S*S
V3 = E11+2.%(E12+2.*E6G)*S*S+E22%(S**4)

VF « (ILIAPI)*V3 - AAAT*VL - AAALO*V2
FCONST = (16.*AVEL**3)/(3.14%*5)
FWL m (FCONST/VF)*Q0

c resenja u potpunom obllku su
DO M=1,6
DO NI=I1,6
VR1(M,NL)«=0
VR2 (M,N1)=0
VR3(M,N1)=0
ENDDO
ENDDO
DO M=1,6
DO N1=1,6
VR1(M,N1) = PQII*M**3 + S*S*<PQ12+2.*PQ66)*M*N1*N1
VR2(M,N1) - S*(PQ12+2.*PQ66)*M*M*N1 + PQ22*S*S*S*N1**3
VR3 (M,N1) - EI*M**4+2 . * (E12+2.*E66) *S*S*M*M*N1*N1+E22*S*»4*N1**4
VRF * (1./AP1)*VR3(M,N1) - AAA7*VR1 (M,N1) - AAAL10*VR2(M,N1)
c frekvencija dobijena NTVR

OM2 = OMCONST*VRF
c frekvencija K. ploce

OM2K=OMCONST*VR3 (M,N1)

ORM(M,NI) = SQRT (OM2)
ORK(M,NI) = SQRT(OM2K)
ENDDO
ENDDO
c na osnovu odredjenih frekvencija odredjeni su modovi i izabrano je prvih petnaest.

c izlaz ORK (mod=*I,15)
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PROGRAM prinuda

c ulaz O - frekvencija prinude

02 = 0*0

CON = (4.*ATAN(1.)/AVEL)**3

RO m const. ! gustina laminata
OMOONST - CON/RO

OM2 - OMCONST*VF

OM - SQRT(OM2)

c faktor dinamickog pojacanja
OLAM = 1.—02/0M2)
c promenjiva vreme TT na intervalu tl,t2
mmm=ggk/ gk
DO MM_1=1,MVM
TT=GK* (MM_1-1)
PAO - FW1/0LAM
FW - FWO*(COS(0*TT))
PANS> FWO*FM3*COS(2.*0*TT)
c odredjivanj» pom»ranja pr»ma Programu - pom»ranja
c odredjivanj» deformacija pr»ma Programu - deformacije

c odredjivanj» napona prema Programu - naponi

c graficki izlaz EXXEYY,EXY,EYZ,EXZ i SIGMA , SIGMAT kao f(vreme)
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OO0 00O00O

O 00

PROGRAM nesa

ulaz - intarval ALFA(k), BETA(K)
shaar - maks. nosivost na smicanje

Xl - maks. nosivost u pravcu 1 istezanje
Xp - maks. nosivost u pravcu 1 pritisak
yi - maks. nosivost u pravcu 2 istezanje

- maks. nosivost u pravcu 2 pritisak
delm - referentna delaminacija

READ(1,' (5E15.5)' )SHEAR,XI,XP,YI,YP
READ(, ' (E15.5)" )DELM
DO 1=1,N

READU, '(215,E15.5) ') n_ALFAI (1 ),n_ALFA2 (1), TETA(I)
WRITE(*, ’ (215.E15.5) ' )n_ALFAI (1 ),n_ALFA2 (1 ), TETACI )

TETA(I) = (4.*DATAN(L.D0)/180.)*TETA(I)

ENDDO
odredjivanja krutosti slojeva i "medjuslojeva"
ukupan broj slojica u laminatu - NN

NNMIN="VELIKO"
DO 11=N_ALFA1<1) ,N_ALFA2(1)
ALFA(1)=I1
DO 12=N_ALFA1 (2) ,N_ALFA2 (2)
ALFA(2)=I12
DO 13=N_ALFAI (3),N_ALFA2 (3)
ALFA(3)=I3
DO 14=N_ALFA1 (4),N_ALFA2 (4)
ALFA{4)=14
ALFA(5)=14
ALFA(6)=I13
ALFA(7)=I12
ALFA(8)=I1
NN =0
DO K=1,N
NN =N\N + ALFA(K)
ENDDO
H » NN*T

u (xy)

odredjivanja istezucih i savojnih krutosti laminata

v 1
resenje pomeranja dinamicka
odredjivanja deformacija ogranicenja
odredjivanje napona

IF( M1 .EQ. 1) THEN

DO J=1,6
SLOJT=SIGMAT (MM_1,J] ,K,L,M,M )
IF( SLOJT .NE. 0.) THEN

IF (SLOJT .GT. SHEAR) GO TO 105

RFS (J ,K,L,M,M1)=SHEAR/SLOJT
ENDIF
IF( J .EQ. 1 .OR. J .EQ. 2 .OR.

J .EQ. 6) THEN

IF (J .EQ. 1 ) XSIGMA=SIGMAMM_1,J,K,L,M,M1)
IF (J .EQ. 2 ) YSIGMA=SIGMA(MM_I,J,K,L,M,MI)
IF (J .EQ. 6 ) XYSIGMA=SIGMA(MM_1,J,K,L,M ,M1)

ENDIF
ENDDO
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c

[

[

C

Naponi za (1,2) u

XSIGMAPR=XSIGMA*COS(TETA(K) ) *COS (TETA( K) )+YSIGMA*SIN(TETA( K) )*SIN(TETA(K) )+
XYSIGMA*2.*SIN(TETA(K) )*COS(XETA(K) )

YSI<3MAPR-XSIGMA*SIN(TETA(K) )»SIN (TETA( K) )+YSIGMA*COS (TETA( K) )*00s (TETA(K) )-
XYSIGMA*2.*SIN(TETA(K) ) O0S (TETA(K))

XYSIGMAPR— XSIGMA*SIN(TETA(K) )* COS (TETA( K) )+YSIGMA*SIN(TETA(K) )* COS(TETA(K) )+

XYSIGMA* {0OS (TETA(K) )* COS (TETA(K) )-SIN(TETA(K) )*SIN<TETA(K) ))
XYSIGMAPR=ABS (XYSIGMAPR)

*
*

*

rff

rfs

rff

svakom sloju i "medjusloju”

X=XP

IF (XSIGMAPR .GT. 0.) X=XI
Y=Yp

IF (YSIGMAPR .GT. 0.) Y=VI
X_1=XSIGMAPR*XSIGMAPR
Y_1=YSIGMAPR*YSIGMAPR
SXY=XSIGMAPR*YSIGMAPR
RI=X_1/(X* 2)

R2=SXY/(X* 2)

R3=Y_1/(Y* 2)

RA= (XYSIGMAPR/SHEAR)“ 2
RFF(K,L,M,M1)” R1-R2+R3+R4
IF (RFF(K,L,M,M1) .GT. 1.02) THEN

GO TO 105
ENDIF
izabrano
ENDDO
ENDDO
DO K=N, 2*N-2,2
DO 0=1,2
KK=K+H—1
Do J=i,6
SLOJT=SIGMAT (MM_1,J ,K,L ,M,MI)
IF{ SLOJT .NE. 0.) THEN
IF (SLOJT .GT. SHEAR) GO TO 105
RFS (J ,K,L ,M,M1)-SHEAR/SLOJT
izabrano
ENDIF
IF( J .EQ. 1 .OR. J .EQ. 2 .OR. J .EQ. 6) THEN
IF (3 .EQ. 1 ) XSIGMA*SIGMA(MM_1,J,K,L,M,M1)
IF (J .EQ. 2 ) YSIGMA=SIGMA(MM 1,J,K,L,M,M1)
IF (0 .EQ. 6 ) XYSIGMA-SIGMA(MM_I,J,K,L,M,m)
ENDIF
ENDDO

XSIGMAPR=XSIGMA*COS (TETA(K) )* COS (TETA(K) )+YSIGMA*SIN(TETA(K) )*
SIN(TETA(K))+XYSIGMA*2. *SIN(TETA(K)) *COS(TETA(K))
YSIGMAPR=XSIGMA*SIN(TETA(K) )*SIN(TETA( K) )+YSIGMA*COS (TETA( K) )* CCS (TETA(K) )-
XYSIGMA*2 . *SIN(TETA(K))* COS(TETA(K))
XYSIGMAPR=-XSIGMA*SIN(TETA(K) ) COS (TETA( K) )+YSIGMA*SIN(TETA(K) )* 008 (TETA(K) )+
XYSIGMA* (COS (TETA(K) )»00S (TETA(K) }-SIN(TETA(K) )*SIN(TETA(K) ))
XYSIGMAPR=ABS (XYSIGMAPR)

izabrano
ENDDO
ENDDO

X=XP

IF (XSIGMAPR .GT. 0.) X=XI

Y=Yp

IF (YSIGMAPR .GT. 0.) Y=VI

X_1=XSIGMAPR*XSIGMAPR

Y_1=YSI GMAPR*YSI GMAPR

SXY»XSIGMAPR*YSIGMAPR

R1=X_1/(X* 2)

R2=SXY/(X* 2)

R3=Y_1/(Y* 2)

RA=(XYSIGMAPR/SHEAR)" 2

RFF(K,L,M,M1)= R1-R24+R3+R4

IF (RFF(K,L,M,M1) -GT. 1.02) THEN
@0 TO 105

ENDIF
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Do

K=2,N-1,2
DO L=I,2
DO J=1,6

IF (M .EQ. 3 .AND. Ml .EQ. 1) .OR.
(M .EQ. 1 .AND. MI .EQ. 3) ) THEN

KK-(K+2)/2

IF
IF
IF
IF
IF

(ABS(TETA(KK-I)-TETA(KK)) .
(ABS(TETA(KK-1)-TETA(KK)) .
(ABS(TETA(KK-1)-TETA(KK))
(ABS (TETA(KK-1)-TETA (KK)) .
(ABS (TETA(KK-1)-TETA(KK)) .

MSLOJ=SIGMAT (MM_1,J ,K,L ,M,MI)
IF (MSLOJ .GT. SHEARL) GO TO 105
RFMS (J,K, L ,M,MI1)=MSLOJ/SHEARI

END

IF

c rfms izabrano

ENDDO
ENDDO

ENDDO

DO

K=N+1,2 »N-2,2
DO L=1,2
Do J-1,6

GE.
LT.
LT.
LT.
LT.

1.5708) SHEARI*=THM
1.5708) SHEAR1=1.05*DELM
1.0472) SHEAR1=1.2*DELM
0.5236) SHEAR1=1.5*DELM
0.2618) SHEARI—=2.*DELM

IF (M .EQ. 3 .AND. MI .EQ. 1) .OR.

(M .EQ. 1 .AND. MI

KK—(K+2)/2

IF
IF
IF
IF
IF

(ABS(TETA(KK)-TETA(KK+1)) .
(ABS(TETA(KK)-TETA(KK+1))
(ABS (TETA (KK)-TETA (KK+1) ) .
(ABS(TETA(KK)-TETA(KK+1) ) .
(ABS(TETA(KK)-TETA(KK-+1))

MSLOJ=SIGMAT(MM_1,J ,K,L ,M,MI)
IF (MSLOJ .GT. SHEARI) GO TO 105
RFMS (J ,K, L ,M,M1)=MSLOJ/SHEAR1

ENDIF

C rfms izabrano

ENDDO
ENDDO

ENDDO

ENDDO
ENDDO

IFC NN .LT. NNMIN) THEN
NNMIN=NN
DO I_ANA7=1,N
ALFAMIN (I_ANA7)=ALFA(I_ANAT7)

GE.
LT.
LT.
LT.
.LT.

EQ. 3) ) THEN

1.5708) SHEARI=DELM
1.5708) SHEAR1=1.05*DELM
1.0472) SHEARI=I.2*DELM
0.5236 ) SHEAR1=1.5*DELM
0.2618) SHEAR1=2.*DELM

ENDDO
DO M=1,3
0O MI=I,3
DO K=1, 2*N-2
DO L=I,2
RFFMIN(K,L,M,M1)«RFF(K,L,M,M1)
Do J=1,6
RFSMIN(J,K,L,M,M1)=RFS(J,K,L,M,M1)
RFMSMIN(J,K,L,M,M1)=RFMS(J,K,L,M,M1)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDIF
ENDIF
ENDDO
105 CONTINUE
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO

c izlaz - dobijene vrednosti alfamin(i_ana7)
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[ Bopstven» fr»kv«ncij« m,n -1,2,3,4 <
DO M=lI,6
DO NI=I,6
VR1(M,N1)=0.
VR2(M,NI)=0.
VR3(M,N1)=0.
ENDDO
ENDDO
DO M=I,6
DO NI=I,6
VR2(M,N1) - S*(PQ12+2.*PQ66)*M*M*NI + PQ22*S*S*S*(NI**3)
VR3 (M,N1) - EH*M**4+2. *(EI2+2. *E66) *S*S*M*M*N1*N1+E22*(S**4 )*(N1**4)
TOF - (1./AP1)*VR3(M,N1) - AAA7*TO1(M,N1) - AAALO*VE2(M,N1)
OV2 - OMCONST*VRF

c OVRK—OMOONSTAVES (M,N 1)
ORM(M,NI) = SQRT (O\R)
ORM

IF(M .GT. 1 .OR. N .GT. 1) THEN
IF( ORM(M,NI) .GT. ORM3) ORM3=ORM(M,NI)
ENDIF
ENDDO

ENDDO
OPSI = ORM3/ORML
IF(ORVL .GT. 190.) THEN
IF(OPSI .GT. 2.0) THEN
IFC NN .LT. NNMIN) THEN
NNMIN=NN

DO I_ANA7»1,N

ALFAMIN (I_ANA7 )-ALFA (I_ANA7)
ENDDO
OPSIMIN-OPSI
ENDIF

ENDIF
ENDIF
CONTINUE

ENDDO
ENDDO

ENDDO

ENDDO
c izlaz - dobijene vrednosti alfamin(i_ana7)



Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

UsjaBroyjem aa je aoKTOpcka aucepTraumja nog HacnoBoMm

Mpunor AMHaMUYKO] aHANKU3N BULLIECTOjHUX aHU3OTPOMHUX Mrioya

e O pe3ynTaT CONCTBEHOr UCTPaXUBaYKor paaa,
e O Aa HMCaM KpLumo/na ayTopcka npasa U KOPUCTUO MHTENEKTyarnHy CBOjUHY ApYrux
nuua.

Motnuc

lew  Geurdy

Y Beorpagy, 3§.03.2015.




Mpunor 2.

MU3jaBa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuorteky ,CBeTozap MapkoBuh“ pa y [Aurutansu
peno3uTopujyM YHuBep3uTeTa y Beorpagy yHece Mojy AOKTOpPCKY AucepTauujy nopg
HacroBOM:

Mpurnor AMHaMWYKOj aHanM3n BULLECNOJHUX aHU3OTPOMHMX Nnoya
KOja je Moje ayTopcKo Aeno.

CarnacaH/Ha cam fAa enekTpoHcka Bepsuja Moje Aucepraumje Byae AOCTyNHa y OTBOPEHOM
npucTtyny.

Mojy AokTopcky AucepTauujy noxparweHy y [urutanHu penosutopujym YHusepauteTta y
Beorpagy mory na kopucTte cBu Koju nowTyjy oapeabe cagpxaHe y ogabpaHoMm Tuny nuueHue
KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyuuo/na.

1. AytopcTtBO
- 2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLUjanHo
@wopcmo — HekomepuumjanHo — 6e3 npepaae
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLWjanHo — 4eNnUTK NoA UCTUM YCNoBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTopcTBO — AEenuTu Noj UCTUM yCrioBuMa

(Monumo aa 3aokpyxuTte camo jeaHy oA LECT NoHyheHux nuueHuu. KpaTtak onuc nuueHum gart
je Ha cnepehoj cTpaHuum.)

MoTnuc

o fysud, 3

Y Beorpagy, 36.03.2015.



