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O P-temMeHMMAa HEKUX cTadaJjia

Caskerak

OBa mokKTOpCEKa aucepranuja m3ydaBa P-TeMeHa U P-CKyIIOBe
HEKMX HECUHTyJIAPHUX AIMKJINYHUX MATPUIlA U TaKOhe HeKUX CUH-
ryJIapHUX alIWKJINYHUX MaTpuna. PaHuje je moka3aHo ma cBaka
CUHT'yJapHA alWKJINYHA MaTpUlla pelna n UMa HajBuie n — 2 P-
TeMeHa. Takobe je moka3zaHO Ha OBO He Ba)KU 33 HECUHTYJIAPHE
aIUKINYHE MaTpPUIle, U TO KOHCTPYKINjOM TaKBUX MaTpUIa YUjU
npuapyskeau rpad T uma n — 1 uau n P-temena (oBe MaTpuna
U JMOCTKY MAKCUMAJIHY BeJWYUHY P-cKyma Mely anukaImvHuM
HECUHTYJIADHUM MaTpuiama uuju je rpad 7).

Y oBOj Te3m je marta knacuduranuja crabaJsa 3a KOje TOCTOjU
HECUHTyJapHa MaTpula uyuje je cBako teMe P-teme. Ilocebno,
MIOKa3aHOo je na oBa crabiia Mopajy uMMaTu mapaH Opoj TeMeHa.
O06a pesyarara majy OAroBOP HA OTBOPEHO MUTAME KOje Cy MOC-
taBuan [.-J. Kim m B.L. Shader. Ha kpajy, u3Bpmena je m Kiacu-
¢uranmja crabasa ca OrpaHUYEHUM P-CKyIIOM.

Takobe je morasano ma cy ABOCTpPyke 3Be3me DS, ca n TeMeHa
npuMep crabalia TAaKBUX J1a CBakKa HECUMHI'YJIapHA MaTpuna A ymjn
je rpa¢ DS, uma HajBume n —2 P-temena. OBaj npumep obe30e-
bDyje mo3uTuBaH OATOBOP HA jOII jeIHO MUTAHE KOje Cy HeIaBHO
orBopuan Kim u Shader.

Henasno je m3Bpmena kiacuduranuja cradajaa 3a Koje CBaKa
OPUAPY:KEHA AIUKINYHA MATPUILA UMa PA3JIUYATE COICTBEHE
BPENHOCTU KaJa CYy IUjarOHAJHU €JeMEHTU PA3JIUYUYUTU. Y OBOM

pany marta je aHAJW3a MAKCHUMAJHOT Opoja pa3auuyuTux Iujar-



OHAJIHUX eJIeMeHaTa " HBUXOB IMOJO0yKa] KOJU je HEeOUmXOodaH mOa
cavyyBa TPasKeHY BUIIECTPYKOCT.

Bumectpykoct comctBenux BpemHocTu P-OmHapHUX cTabaja
je aHaJau3upaHa y HEKUM paHujuM pamnosuMma. OBaj pam Ty aHa-
n3y HacTaBba NOpomupyjyhm mo3HaTe pesyarare Ha IUAPY
damunujy crabaJsa, Tako3BaHe IMIUPOKE ABOCTPYKE IIyTEeBe, CTa-
Obsa kKOoja umHe mBa myTa moBe3aHa Tpehwm. Jlata cy u Heka
YBOIHA pa3MaTpama rpa(oBa-OKOBa Y Be3U Ca MAKCUMAaJHOM BU-

IMECTPYKOCTU COIICTBECHMUX BPEAHOCTU.

Hayuna obmact: Martematuka

Yxka mayuna obJsact: Anrebpa

Kobyune peum: rpad, anmkiandHa MaTpuiia, COICTBEHA BpeI-
HOCT, BUIIECTPYKOCT, OyImJe 3Be3me, P-teme, P-ckym, crabia,

IOBOCTPYKE 3Be3me

YK 6poj: 512.643.5:519.172.1(043.3)
AMS rjmacudpuranumja: 15A18, 15A48, 05C50



About P-vertices of some trees

Abstract

This thesis concerns P-vertices and P-set of non-singular acyclic matrices
A and also singular acyclic matrices. It was shown that each singular matrix
of order n has at most n — 2 P-vertices. Also, it is shown that this does not
hold for non-singular acyclic matrices by constructing non-singular acyclic
matrices whose graphs are 7" having n — 1 ( or n) P-vertices. These matrices
also achieve maximum size of P-set over non-singular acyclic matrices whose
graphs are T

In this thesis, there is classification of the trees for which there is non-
singular matrix where each vertex is P-vertex. In particular, it is shown
that such trees have an even number of vertices. Both results provide answer
to questions proposed by I.-J. Kim and B. L. Shader. In the end, related
classifications on non-singular trees with the size of a P-set bounded are
addressed.

Also, it is shown that double star DS, with n vertices, is an example
of a tree such that, for each non-singular matrix A whose graph is DS,, the
number of P-vertices of A is less than n—2. This example provides a positive
answer to a question proposed recently by Kim and Shader.

A recent classification of those trees for which each of associated acyclic
matrices has distinct eigenvalues whenever the diagonal entries are distinct
was established. Here is analyze of maximum number of distinct diagonal
entries, and corresponding location, in order to preserve that multiplicity
characterization.

Recently, the multiplicities of eigenvalues of ®-binary tree was analyzed.

This paper carry this discussion forward extending their results to larger



family of trees, namely, the wide double path, a tree consisting of two paths
that are joined by another path.
Some introductory considerations for dumbbell graphs are mentioned re-

garding the maximum multiplicity of the eigenvalues.

Scientific area: Mathematics

Scientific field: Algebra

Keywords: graph, acyclic matrix, eigenvalue, multiplicity, P-vertex, P-set,

tree, double star.

UDC number: 512.643.5:519.172.1(043.3)
AMS Subject Classifications: 15A18, 15A48, 051150



Canpsxaj

0 YsBon 1
1 Bpoj P-remena myTa, 3Be37e U IUKJIA 6
2 CrabJisa ca MmakcuMaJIHUM OpojeM P-teMeHa 14

3 Maxkcumasmu Opoj P-TeMeHa HEeCUHTYJIAPHUX

OBOCTPYKMX 3Be30U U BeJIMUMHA P-CKyna 3Be3ou 25

4 Pa3zawmuwure concTBeHE BPETHOCTU paMUJIINje alKIINY-

HUX MaTpuIia 31

5 Heypebenu HuU3 BUIIEeCTPYKOCTU

MIMPOKUX NBOCTPYKUX IIyTEBA 39

6 CuHryJjsapHe allUKJINYHE MaTPUIlEe MaKCUMAJIHOT Opoja

P-temena 53



0 VYsog

CormncTBene BpeqHOCTU MarTpula (M HBUXOBA BUIMIECTPYKOCT)
HaJl pa3HUM IIPCTEHUMA j€ jelHa O]l BaXKHUX TeMa KojuMa ce ODaBu
nuHeapHa aJjaredbpa. IIpuctyn pemaBamy Tor mpobiema je Ouo
4yucTo ajaredbapcky cBe OO0 Apyre MOJIOBMHE HMPONLIOr Beka. Tama
IoUMlk€ Nla Ce Kao opybhe y mpoydaBawkmy MaTpUIa KOPUCTU U
Teopuja rpagosa.

ITponsBosmHO] MaTpumu A = (a;;) MOXKe Ce IPUAPYKUTHU I'pad
Ha BUIIE pa3anuntux Haumba. [Ipumeheno je na ce meke ocobune
OBUX NPUIAPYREHUX T'padoBa MOTY HTPOUUTATH KAO CIEKTPAJHE
ocobOmHe MaTpuila o Kojux nmoruvy. Herkana cy mayuyaBama OBUX
rpagoBa MHOI'O JakKIIa OJ ajredapCKuxX IocMaTrpama MaTpUIa.

Tako je Hacrasma anredapcka Teopuja rpadoBa Kao Be3a M3-
Meby anrebpe u Teopuje rpadoBa. AnrebapckKu amapaT ce MOKe
KOPUCTUTU Y moOUjamy ejeranTHuUX U u3HeHabhyjyhux pesyi-
taTa Teopuje rpadosa. Ha npumep, kapakrepursanyja JIMHI]CKAX
rpagoBa oMoy CONCTBEHNX BPeTHOCTY MPUAPYRKEHNX MaTPUIA.

Ca pasBojem pauyHapcTBa ajrebapcka Tteopuja rpadoBa je
mocTaJjia joInl 3aHuMJbUBHja. Besa u3melhy komMOuHaTOpuke u
pauyHapcTBa je Besza usHeDy rpada m marpune. Crabna cy oc-
HOBHU KOMOWHATOPHMU ODjEKTU a MaTpPUIE YUjU CY NPUIAPYKEHU
rpagoBu crabya cy BajKHa U y padyyHapcTBy. Tako je m3yua-
Bame CIEKTPAJIHUX OCOOMHA OBUX MaTPHUIA MOCTAJJIO 3aHUMJILUBO
3a MUPYy aKaAEeMCKY 3ajeTHUILY.

EBO 1 HEKMX OCHOBHUX TOjMOBA.

Ilon mojmoM rpada y pamy Hoapa3yMeBaMO HEODjeHTHCAH I'pad



0e3 mersmu. JIBa mmcjyurHa ckyma Ttemena U um V U uBUIE KOje
crnajajy Teme u3 U ca TremeHoM u3 V uumne ounaptutau rpad. Aro
je cBako TeMe m3 U mOBe3aHO MBUIIOM Ca CBAKMM TEMEHOM m3 V,
TO je KomuleTaH OunaprtuTHM rpad. Kommieranm rpad je rpad y
KOMe Cy CBaKa IBa TeMeHa CyceIHa.

IIyT je BpcTa rpada koju ynne temesa {1,...,n} u nuBurne i,i+1,
i=1,...,n—1. Crabno je rpad y KOMe Cy CBaka [ABa TEeMEHAa
IIoBe3aHa TaYyHO jeOHUM IIyTeM. Y HUja OUCjYHKTHUX cTabaJtia
je rpa¢ xoju ce 3o0Be mywma. lluka je rpa¢ kKoju uuHe TeMeHa
{1,...,n} muBune i,i+1lwu 1,n,,i=1,...,n—1. 3Be3na je crabio
unje je jemHo teme ( meHTap) cycemHo ca cBuM octanuM. Crernen
TeMeHa je Opoj TeMeHa rpada cycemnHux ToM teMmeny. lumjamerap
noBe3aHor rpada je HajBehe pacrojame uamebhy nBa Temena.

Y oBOoM pany ce rpadoBU IPUIAPYXKY]Y MaTpuiaMa Ha ciaenehn
HAUNH.

Hexra je A = (a;j) peallHa CUMEeTPUYHA MATPUIA JUMEH3H]E NXN.
I'pad G(A) marpune A = (a;;) ce cactoju on TeMeHa {1,2,...,n} u
ckymna mBuna je {ij | i # j, a;; # 0}.

Ca mpyre crpane, 3a gatu rpad G nedpuHuUle ce CUMETPUIHA
Mmarpuna A(G) = (a;;) unju je rpa¢dp G(A) ynpaso rpa¢ G.

Ha npumep rpady G xoju je myT ca n TeMeHa 1 KOMe je 1 TOYeTHO

a n Kpajlke TeMe OAroBapa TPUAWATOHAJJHA MaTPUIA

ajp a2 0 0 e 0 0

12 Q92 (G923 0 ... 0 0

A(G) - 0 Q93 Q33 Q34 ... 0 O
0O 0 0 0 ... ape1n Qnn

Axo je rpad G 3Be3na rpad umju je neHrap teme 1, oarsapajyha



MaTpUIA je

aip Giz2 a3 Qi4 ... Qin
aia Qo O o ... 0
A(G) = a3 0 a3z 0 ... O
ags 0 0 agg ... O
ai, O 0 0 Ann

Axo je rpa¢ G nuKJI ca n TeMeHa, OHIA je

aijlr ai2 0 0 ce 0 Q1n

a2 A22 G923 0 R 0 0
A(G) = 0 g3 Q33 Q34 ... 0 0

ai, O 0 0 ... QGuin Gnn

O3HauuMoO ca

S(G)={Aec R | A= AT G(A) =G}

CKYTI CBUX CUMETPUYHUX MaTPUIA pPera n Koje OAroBapajy UCTOM
rpady G ca n TeMeHa.

Axko je G crabiso, marpuna A(G) je amukauuna. Dbpucamem
TeMeHa v cTeneHa k u3 crabma G mobuja ce k moarpadgosa Koju
cy cBU cTab/a 1 KOju ce 30By rpane crabina Gy TeMeHY v.

Hexka je \ peasman 6poj. Asnrebapcka BUMIECTPYOCT A KAO COII-
CTBEHE BPEIHOCTHU MaTpure A ce o3HaudaBa ca ma(N).

'nmaBua mommarpuma om A kKoja ce mobuja OpucameM BpCTa U
KOJIOHA WHIOEKCA {iy,...,i;} ce o3madaBa ca A(iy,...,i;). AKO je

k = 1, rmaBHa mommaTtpuna ce o3dnauvaBa ca A(i). To je exkBuBa-



JIEHTHO Opucamy TeMeHa i 13 rpada G.

Caenu Cauchy interlacing TeopeMa.

Teopema 0.1. Heka je A XepMurcka MaTpuna TAMEH3UjE N X n U
Heka je B raaBHa momMarpuma on A mumensuje n—1xn—1. Ako
cy A < A1 < ..o < Ay < )\ comcTBeHE BpenHoCTU matpune A u
o < pno1 < ... < pz < g COIICTBEHE BPEMNHOCTM MaTpuile B, oHga

je

[Ipumena oBe TeopeMe Ha CUMETPUYHE peaJjiHE MaTpPUIEe naje

HejenHakoCT [12]
mA()\) —-1< mAl()\) < mA()\) + 1.

Iaxne Bayku jemua on ciaenehux jenHaKOCTH:

(1) mAl:mA()\)—l
(2) ma, = ma(A)
(3) may, :mA()\)+1

Iepmunnuja 0.2. unekc ¢ matpune A ce 30Be Fliedler-oBo Teme

Marpuiie A 3a COICTBEHY BPEIHOCT A aKO M CaMO aKoO je

ma(@) = ma(A).

Axo je A =0, i ce 30Be F-TemMme.



llepmunnuja 0.3. Vnnekc i matpune A ce 30Be Parter-oBO TeMe

MaTpuiie A 3a COINCTBEHY BPETHOCT A aKO W CaMO aKo je

MA@y = mA(A) + 1.

Axo je A =0, i ce 30Be P-Teme.
OBa TeMeHa ce MOMUEY jOII Kao A-mo3uTuBHA TeMeHa [9, 10].

lepmuunuja 0.4. Vunekc i maTtpune A koju je F-teme a Huje
P-teMme ce 30Be HEyTpaJHO TeMe. A WHIOEKC i KOju HuUje F-Teme

ce 30BE JOI-E€ TeMe.

Hera je S mempasuu moackyn on ckymna {1,...,n}. Omnnma je

mas (V) < ma(X) + 1],

Iedmuanmuja 0.5. Heka je S Henpaszum moickyn ckyna {1,...,n}.
Cryn S ce 30Be Parter-oB CKym marpuiie A 3a A aKO U CaMO aKoO
je magsy(A) = ma(X) +15].

Axo je A =0, ouma je S P-ckym matpuie A.

Ca P,(A) ce o3nauaBa 6poj P-temena mare marpuie A. Maxk-
cuMaJiHa BeawumHa P-ckyna martpune A ce o3maudaBa ca Pg(A).
Parter-oBa Temena cy mobwmiaa Ha3uB mo Saymour V. Parter jep cy
MOTUBUCAHU HEIOBUM KCTpaKUBamUMa [22], KOje Cy HACTABUJIN
M.Fiedler [4], Gerry M. Wiener [23]. Anu Taj nojam je yBeo C.R. John-
son [14, 15, 16]. W y womTercty matching monuuoma (Koju cy 3a
crabisa kapakrepuctuynu monmHomm), C.D. Godsil [10, 11] yBOmM

nmojam P-TeMeHA.



1 Bpoj P-remena nyra, 3Be31e 1 mukia

Hera je marpuna A u3 S(T'), rme je T crabio ca n TeMmeHA.
Bpoj P-temeHa n x n amukanyHe maTpuile A je orpaHudes.
Teopema 1.1. [15] Heka je A cunrynapHa aimukInvHA MaTPUIA

numensuja n x n u3 S(T). Onna je P,(A) <n-—2.

3a HeCUHT'yJapHe MaTpuIle MOCTOju Apyra mporeHa. Ilpema

pesyarary [18] Basku cieneha Teopema:

Teopema 1.2. Hera je A HecuHTyJapHA AIUKINYHA MaTPUIA V-

Mensuja n x n u3 S(7). Onna je P,(A) <n.

[TocraBma ce murame MOCTOjama HECUHTYIapHE MaTpuie A m3
S(T) makcumamnor 6poja P-temena, Tj. P,(A) = n. Ilokazano je

na 3a MyT ca MapHUM OpOojeM TeMeHa OBa MAaTPUIA TOCTOjU.

Teopema 1.3. [18] Heka je T myT ca n temerna. Onna:

(1) Axo je n mapuo, mocroju Hecunrynsapua marpuna A uz S(T)
TakBa na je P,(A) =n.

(2) Ako je n memapHo, mocToju HecuHrynapua Mmarpuna A u3 S(7T)

TakBa na je P,(A)=n—1.

[MraBume P,(A) je ,Henpexkumao” y ciaemehem cMuciy.
Teopema 1.4. [1] Heka je T myT ca napaum Gpojem temena. Omna
{P,(A) |det A#£0, A S(T)} ={0,1,...,n}.

Axko je T myT ca HemapHUM OpOjeM TeMeHa, OHIA je

{P,(A) | det A£0;A € S(T)}={0,1,...,n— 1},



Hexka je

a; by
by ax by
BLQ) = by a; by ) (1)

nxn

MaTpuila Koja oarosapa myty 1 ca n temeHa. To je Tpmmujaro-

HaJIHA CUMeTpuYHa Marpuna. [IpermocraBumo na je

OBy MaTpuIily MOKEMO UIEHTU(PUKOBATHU Ca HEHOM AUjarOHAJIOM

(ai,...,a,). Aro je n mapHo, OHIA je

A = (1,-1,...,1,-1).

n

OBa martpuna uma uHepImjy (6pOj MO3UTUBHUX, HETATUBHUX U
n
2

HyJIa COIICTBEeHUX Bpensoctn) (%,%2.0). IIpumernmo na u3 [1] Bawn

3 3
(CORNY 5 S B L ==
det A" = Uz ( 2> + Un ( 2) ,

rae cy Uy(z),., nonmuaoMu YebOumesa.
[Ipema [5], ako 3aMEHMMO HEKe eJEeMEHTEe OUjaroHaJie HyJaMa

UHEPIja OCTaje WCTa, Tj. [n(A%")) = (5,5,0). 3aro je oBa Mma-

TpUulla YBEK HECHUHI'YJIapPHAa.

[Tomro je maepmmja O6MI0 Koje TaaBHE MaTpuue min (3, 5=, 0)

unn (%52, %,0), nobuja ce PZ,(A;”)) = 0.

(")1 =(0,-1,...,1,—1). HbeHn jenquam ryIaBHM MUHOD jen-

n—

" (2). 3aro, P,(A™))=1. Axro je A™, =(0,-1,...,1,0),

n

Hexka je A

—~

Hak 0 je A
H,€HU I1aBHU 0 MUHODU CY Ailn_)g(2) u Afl"_)Z(n— 1), ma je P,,(Agln_)Z) = 2.
HacraBumo oBaj mporiec 3amemyjyhu y ASL_)Q mpBa 3 eJeMeHTa IU-
jaronase (koju cy 1) ca myna, u (n — 2)-tu eaement (koju je —1)

nobujene marpume ca 0.



Axo je n/2 mapHo, mocse n/2 + 2 KOpaka, JOOMjaMO HECUHIY-

JIAapHY TPUAN)jarOHAJNHY MaTPUILY

Ag;)Qfl: (97_17()’---7_170’9’1’0""’1’(2)'

n/2 n/2

PA™ y=241.
( n/2—1> 2 +

Axo je n/2 mapnHo, mocse n/2 + 1 xkopaka HoOMjaMO HECHHIY-

JIApHY TPUAN)jarOHAJHY MaTPUILY

Al =(0,-1,0,...,-1,1,0,...,1,0).

n/2 n72

Y oba cayuaja ajropuraM ce HACTaBJ/ba 3aMeHOM —1 u 1 Hy-

jJjaMa Kao MPeTXOTHO, U Ha Kpajy moOujaMo MaTpPUILy

rae je P, (AMY) =n.

Iakie,
PV(A,(Cn)):n—k, k=nn-—1,...,1,0.

IIpumep 1.5. 3a n =38:

k AP P (AY)
8 (1,-1,1,—-1,1,-1,1,-1) 0
7 (o,—1,1,—1,1,—1,1,—1) 1
61| (0,-1,1,-1,1,—1,1,0) 2
51 (0,-1,0,—1,1,—1,1,0) 3
4 (o,—1,0,—1,1,0,1,0) 4
3 (0,—-1,0,0,1,0,1,0) 5
2 (0,—-1,0,0,0,0,1,0) 6
1 (0,0,0,0,0,0,1,0) 7
0 (0,0,0,0,0,0,0,0) 8




IIpumep 1.6. Za n = 10:

I A,(:O) PI/(AI(:O))
10 (1,-1,1,-1,1,-1,1,—-1,1 — 1) 0
9| (0,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1 — 1) 1
8 || (0,-1,1,-1,1,—1,1,—1,1,0) 2
71l (0,-1,0,-1,1,—1,1,—-1,1,0) 3
6 | (0,—-1,0,—1,1,—1,1,0,1,0) 4
51 (0,-1,0,—1,0,—1,1,0,1,0) 5
4 (0,—1,0,—1,0,0,1,0,1,0) 6
3 (0,—-1,0,0,0,0,1,0,1,0) 7
2 (0,-1,0,0,0,0,0,0,1,0) 8
1 (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0) 9
0 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 10
Y caydajy ma je n HemapHO, 3a k=1,...,(n—1)/2, nedunumemo

MaTpUILY

B =(0,...,0,1,1,0,...,0).
2k

Omnga det B (20—1) #£0, 3a £ = 1,..., k, a OCTAIN MEHODHU Cy HYJIA.

3aTuM aepUHAIIEMO

3a k= (n+1)/2,...,n. Ouna, det B (n+1-20) =0,3a ¢ =1,... ,n—k,

a OCTajJl MUHOPU Cy HyJAa.

Omnna
P,,(B,gn)):n—k k=1,2,...,n.
[omro In(B™) = (4, 251,0), 3a cBako k € {1,...,n}, nobujamo

nIpuMepe MaTpUIlla TPaKeHUX OCOOUHA.



IIpumep 1.7. 3a n="7:

k B P(B{")

11 (1,1,0,0,0,0,0

( ) 6
(0,0,1,1,0,0,0) 5
(0,0,0,0,1,1,0) 4
(1,0,0,0,0,0,0) 3
( ) 2
( ) 1
( ) 0

1,0,1,0,0,0,0
1,0,0,0,1,0,0
1,0,0,0,0,0,1

2
3
4
5
6
7

Axo je crabmno T 3Be3na S, ca n TemeHa, marpuna u3 S(S,) je

00JIuKAa
ap by by - bpy
by 45
bn—l Gp,
3a cBako k € {1,...,n}, nepuHUITIEMO
ag:bg_lzl, 3a éZkZ—i-l,...,n,
ag:bg,1:2, 3a gZQ,...,k,
u
ap=ay+---+a,—1,
Onna mobujamMo MaTpuie S,i") TakBe Oa je 3a L =k+1,...,n,

det S™(0) = 0.
Ocranu MUHOPU OBe MeTEePMUHAHTE CY Pa3JUUUTHU OJ HyJIe, Ia je
PSS =n—k.
Tomro In(S™) = (n—1,1,0), 3a cBako k € {1,...,n}, nobujamo:

10



Teopema 1.8. [1] Heka je T 3Be3na ca HemapHuM OpojeM TeMmeHa

n. Omga 3a cBako k € {0,1,.

je P,(A) = k.

..,n—1} mocroju A u3 S(T), TaxkBa na

Axo je T nmka ca n teMeHa, n mapan 0poj, marpuna u3 S(7T)

je obauka

by=--=by=1,
ag—1 =1, n Qg = a,
3a =1,2,...,|n/2]. Aro je i HEmApPHO, OHIA
a 1
1 11
1 a 1
det C(i) = det 1 =aUp-2)2 (
1
1 11
1 a
Nuaue
1 1
1 a1
11 1
det C'(7) = det 1 = Un-2)/2 (
1
1 a1
11

a— 2
2

a—2

)

11



Iaxrne, 3a cBako n Moxke ce m3abpartu a Tarko na je detC(i) =0, a

det C' # 0, ma je P,(C) =n.

IIpumep 1.9. Heka je n = 12 u a = 3.
det C(i) =0, 3a cBe i € {1,...,12}.

Onma detC = —4 # 0

Y caydajy ma je n HemapHO HOCMaTpajMo MaTpuly pena 2k,

00IUKAa

UIn,
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Hetepymunranta marpuna (4) wau (5) je (—)*(1 —a?).

IlerepmunanTa Marpuie ukaa [7] pexa n

a 1 1
1 a 1
1 a 1
@ — 1 0 7 (6)
1
1 01
1 10

je
2+3a—a® ako n=40+1
det C@) =
2—-3a+a®, ako n=40—1
Axo je n = 40 + 1, onga detC" # 0 u P,(CY) = n; wunaue,

n=4—1,detCY £0mu P,(CY) =n.

Teopema 1.10. [1] Heka je C, muka pena n. Ouma mocToju HECUH-

ryjsapaa Marpuna n3 S(C,) TakBa na je meH O0poj P-teMeHa n.

OTBOpeEHO je jorn murame ,HelIpeKuaHoCcTr 0Opoja

P-teMeHa 1UKIA.
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2 Crabsaa ca MaKCIMAaJIHUM Gpojem P-temena

Y mpeTxomHOM TOrJaBJby Cy OETAJLHO MpoydeHu OpojeBu P-
TeMeHa mocebHUX BpcTa crabaJja: myTeBa u 3Be3au. OTBOPEHO
nurame koje cy mocrasuau 1.J Kim u B.L Shader[20] je:

IMurame 2.1. Ao je n > 3 HenapHo, ma ju moctoju ctabiao T can
TeMeHa 3a KOje mocToju HecuHrysnapHa marpuna A u3 S(T) TakBa

na je P,(A)=n?

Moske ce mpuMeTuTu na Ou TOTBPIAH OATOBOP HA OBO MUTAHE
UMIUIATIIPAO MOCTOjame cTabia ca mapHUM OpOjeM TeMeHa 3a
KOj€e MOCTOju HecuHTyJapHa Marpuna A TakBa na je P,(A) =n—2.
Hpyru wmHTepecanTaH mpoOJieM je KapaKTepusaluja CBUX CTa-
Daja maTe BeJIMUYMHE 38 KOje MOCTOjU HECWHTYJIApHA MaTPUIA Ca

MaKCUMAaJHUM OpojeM P-TemeHa.

IMTurame 2.2. [20] KnacuduroBatu cBa crabsa ca n TeMeHa 3a
KOje mocToju HecuHrynapaa marpuna A € S(T') TrakBa na je P,(A) =

n.

Oprosop Ha nurtawme 2.1 je merarmBan. Moryha je rmacu-
¢uranuja crabasa npema yciaoBuMma nurawma 2.2. Hapasno, mu-

XOB pen Mopa OUTU mapaH.

Teopema 2.3. [20] Hera je T myT ca n TeMeHa 3a n > 2 U HEKA je
A mecunrynapana marpuna u3 S(T) obaura (1). Onna
(1) Axo je P,(A) =n, onna je asg-12,-1=03a k=1,2,...,[2]

(2) 3a n mapuo, P,(A) =n ako u camo ako a;; = 0.

14



Hexka je mata n X n TpuaujaroHajHa MaTpPUIA

aq bl

rae Cy HEO3HAUEHW ejeMeHTH Hyse. AKOo je A HecuHryJsapHa a
P,(A) =n, orma ay-1 =0 3a cee 1 =1,2,...,[5]. Tarkobe je mosmaro
na je 3a n mapuo P,(A) =n ako u caMO ako je TJIaBHA IUjaroHaJja

marpure A myna [20]. Orma 3a ¢cBakO mMapHO n MaTPUIA

nMa MaKcuMaJaH Opoj P-teMeHa.

Axo je T cTabiio, UMaMO CJIMYAH KPUTEPU]yM.

Jepuammuja 2.4. Teme v crabna T ce 30Be NpPUBE3AK AKO je

CyCeqHO CaMO JeTHOM TeMEHY.

Teopema 2.5. Heka je T ctabio ca n TeMeHa O KOjux je Oap
jeIHO CyCemHO ca ABa MpUBe3akK-TeMeHa. AKO je A HeCHHryJIapHa
matpuna u3 S(7T'), ogna je P,(A) < n.

Ioxkaz: MoskeMo mpermocTtaBuTu, 0e3 TyOUTKA OMIMITOCTU, 1A j€
S ={1,...,k} ckyn Temena crabma T Koja Cy CyCemHA TEMEHY
k+ 1. IlpermocraBumo ma je P,(A) =n. Onna je det A({) = 0, 3a

¢=1,...,k+ 1. IlomTo je A HeCUHryJIapHa MaTpUIa, OHIA
0#det A= —af qaz - appdet A(1,... k+1).

15



Onna, u3
0=det A(k+1) = anass---ary det A(1, k),
nobujamo aj; = 0. Amaum
0#det A= —a3, qa11a33 - appdet AL, k+1),
mTo je Hemoryhe. [lakne P,(A) <n. O

Ha npuwmep, jacuo je ma 3a 3Be3ne S, Baxku P,(A) < n 3a cBe
HecuHrysapae A u3 S(S,).

Crabmo T koje ce cacToju U3 IMyTa U 3Be3Me KOje Cy CIojeHe
IIPDEKO TeMeHa IIpUBe3Ka 30Be ce MeTaa. JacHo je ma cy m OBO
crtabia TakBa ma He TMOCTOje HecuHTrynaapHe marpune u3 S(T) ca

MaKCUMAaJHUM OpojeM P-TeMeHa.

Teopema 2.6. [1] Heka je T’ myTt npusesak y crabay T. Ilper-
nocraBuMo na je {1,...,k} ckyn Temena T'. Axo je A = (a;)
HecuHTrynapua marpuna mu3 S(7T) takBa na je P,(A) = n, oHma

A2p—1,20—1 = O, 3a (= 1, RN I_k’/2J .
Moske ce mokasaTu u BUIIeE.

Teopema 2.7. Heka je {1,...,k} ckyn Ttemena myta npuBe3ra 7"
nator crabma T ca n TeMeHa KOjU je OBe3aH ca TeMeHOM k + 1.
Axro je A = (a;;) HecmHrynapua Matpuna m3 S(7) TaxBa na je
P,(A) =n, ouna je a; =03ai=1,2,... k.

Ioka3: Dbe3 rybmema OonmToCTU, MOKEMO MPETIOCTABUTU 1A j€

k teme myTa T’ cycemuo menTpy k+ 1. Axko je k = 1, momro

0 # det A = —af, det A(1,2)

0= detA(Q) = Qi1 det A(l, 2),
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nobujamo ap; = 0.

Axko je k =2,

0 = det A(1) = agy det A(1,2) — a3; det A(1,2,3)

0 = det A(3) = —a?,det A(1,2,3).

3aTo je ayp = 0.
[IpernocraBuMO 1a je ay; = ---ag2 =0 3a 2i < k.

Onna det A(1,2i) #0 n
0 =det A(2i + 1) = det A(1,2¢) det A(2¢ + 2,n).
Ilakne det A(2i +2,n) =0. Cana
0#det A=

= det A(1, 2 + 1) det A(2i + 2,n) — a3, 540 det A(1, 24) det A(2i + 3,n)
= —a3;1 9i9 det A(1,2i) det A(2i + 3, n).

3ato je 0 # det A(2i + 3,n). Tarobe
0 =det A(2i +2) = det A(1,2i 4 1) det A(2i + 3, n).

3akmyuyjemo na je det A(1,2i + 1) =0, ma caenu asii192.+1 = 0.

[TpernocraBumo na je 2i+2 < k. Onna det A(1,2i +2) #0, n
0 = det A(2i + 3) = det A(1,2i + 2) det A(2i + 4, n).
3ato je det A(2i +4,n) =0. Taxkobe
0=det A(2i +2,n) =

= A2;+2,2i+2 det A(2l + 3, ’I’L) — a§i+272i+3 det A(Q’L + 4, n)
= (2;+42,2i+2 det A(2Z + 3, n)

CJIG,HI/I o je A2i+22i+2 = 0. O
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[MTocnenuna oBe TeopeMe je ma TEKUHA CBAKOr IIPUBE3AK
remena( BpenHocT omroBapajyher ememenTa MaTpuile) HECUHTY-

JlapHe MATpUIle ca MAKCUMAJHUM OpojeM P-TeMeHa YBEK HyJa.

Ilocnemuna 2.8. Heka je T ctabmo ca n Temena m V ckyn
npuBe3ak TeMeHa. Ako je A = (a;;) HECUHIyJapHa MaTpuna U3

S(T) rakxBa ma je P,(A) =n, omna je a; =0 3a cBe i € V.

3a matu 6poj k, o3HaumMo ca k = k ako je k mapaH, OIHOCHO
k=Fk—1 arko je k Hemapas.
Cnenehu pesynrar je Baskan 3a onmc crabaJja ca MaKCUMAJHUM

Opojem P-tTeMeHa.

Ilocnemuma 2.9. Heka je {1,...,k} ckyn TemeHa myTa IpUBE3Ka
P, maror crabsa T ca n Ttemena u k > 2. Oupma moCTOju HECHUH-
rynapHa mMarpuna A = (a;;) n3 S(T') TakBa na je P,(A) =n ako u
caMO ako mocToju HecwHrynapua matpuna A’ = (a;;) y S(T'\ %)
TakBa na je P,(A) =n — k.

Iloka3: IIpermocraBumo na je A = (a;;) HeCHUHTyJIapHA MaTPUIA
u3 S(T) raxkBa na je P,(A) = n. Ilpema Teopemu 2.7, mopa Outum
a,; =03acBei=1,.. ., k. VI3 Teopeme 2.7 ce 3Ha na je det A(1,2) #
0. 13

0 = det A(i) = —a3, det A(1,2,14),

crnemu na je det A(1,2,i) =0 3a cBe i = 3,...,n, na je A(l,2) HecuH-
rynapaa marpuna n3 S(T\ {1,2}) rakBa na je P,(A(1,2)) =n — 2.
OBaj aaropuraM ce MOKe HACTABUTU IOK ce He mpoby cBux k
temena nyta P,. Ha kpajy ce mobuja tpakena matpuria A Koja
je y S(T'\ P;) u 3a my Basu P,(A) =n— k.

O6parHO, IpermocTaBrMoO 1a je T cTabiao pena n 1 A HecHHTY-

napua Matpuna y S(T) raksa ma je P,(A') =n. Ako je n IpuBe3ak
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TeMe ctabaa T, Heka je T crabio mobujeHO momaBameM myTa Py

(merose Kpajme TAuke) Ha TeMe n.

[TpermocraBumo na je k mapuo. Ako je J, marpuma obJIUKa

Jk

HECUHT'yJapHa, jep je KOHIPYEHTHa ca

A D...D

k)2

A marpuna A(f) KOHTpyeHTHa ca

All) & ®...P ;

k/2

3a ¢ =1,...,n. llltaBume A(n + () je KOHTDYE€HTHa ca
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3al=13,....k—1u ca

k/2

3a l=2,4,.... k. Hakne, A je maTpuna 3a kojy Baxku P,(A) =n+k.

OsBa mociemuna 2.9. maje BaskaH aJIrOPUTAM 38 PENIaBAH€
IOCTaBJ/BEHUX NUTAKA. DbpucameM TIpUBE3aK IIyTeBa MIapHEe
noyskuHEe maTo ctabiio T ce MOo:Ke YIPOCTUTU U OHAA Ce IMUTAHE
MaKCUMAaJIHOT Opoja P-TeMeHa pelnaBa 3a TO IPOCTHje cTabdJo.

EBo 1 onrosopa Ha nurame 2.1.

Teopema 2.10. Ako je T crabiio ca n TeMeHa u A HECUHTyJIapHA

matpuna n3 S(T') raxkBa na je P,(A) =n, onma je n mapHO.

Ioxka3z: IlpermocraBuMmo na mocToju Marpuna A Koja UCIHyHaBa
ycisoBe Teopeme. Hexka je T’ ctabi0 HacTalo OpucameM IPUBE3aK

nyTeBa mapue my:kune. OHOa je HOBOmOOUjeHO cTabIO:

Cayuaj 1. T" je myT. AKO je n HEmapHO M OBaj IyT je HEMAapPHOT
Opoja TeMeHa, a u3 TeopeMe 1.3. 3akbydyjeMO Oa OHU HE MOTY
uMaTh MakcuMaJiaH Opoj P-rtemena. AKO je n mapHO, TO je

Moryhe.

Cnyuaj 2. T' je ctabio ca BuIllle O jeTHOT TEMEHA KOj€ je CyCeIHO
neuTpy. Omma mpema teopeMu 2.5. 0BO cTabJIO HE MOKE WMATU

MakcuMaJian 0poj P-temena. O
Komauno, eBo u oarosopa Ha nurame 2.2.

Teopema 2.11. Heka je T crabio ca n temena u Heka je T’ crabio

Koje ce nmobuja m3 T mocie Opucama IPUBE3AK IMyTEBa Y CMUCIY
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nocaemuie 2.9. Ovna nocroju Hecuuryaapua marpuna A uz S(7)
takBa na je P,(A) = n ako m camo ako je T’ myT maprHor Opoja

TEeMEHA.

Jacuo je u3 treopeme 2.10. ma ctadio ca MakCUMaJHUM OpoOjeM

P-temeHa Mopa mMaTu mapaH OpoOj TEMEHA.

IIpumep 2.12. T} (Cauka 2.1) je mpumep crabiaa ca 11 Temena
u 1] je crabio HacCTalo U3 Hera OpUcameM MIPUBE3aK IIyTEBA.
T] (Cauka 2.2) je myT ca Tpu TeMeHa, 3HauUM 3a 1) HE IMOCTOjU
HeCUHTyJapHa Marpuna ca 11 P-temena. To je 6uigo jacHO u

360r Tora mToO je T HemapHOT pena.

Cuauga 2.1: Crabao T
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Cuura 2.2: Crabno T

IIpumep 2.13. T; (Caura 2.3) je crabio ca 12 TeMeHa, ayuu MO3HA-
TUM aJropur™moM nobujamo crabiao Ty (Cnuka 2.4) 3a Koje mpema
TeopeMm 2.5. He MOCTOJU HECUMHTYyJapHa MaTpula ca MaKCUMaJl-

HUM OpojeM P-TeMeHa.

Cuuxka 2.3: Crabno T
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Cuura 2.4: Crabno T,

IIpumep 2.14. T3 (Cauka 2.5) je mpumep crabisa ca 10 Temena
3a KOje IOCTOoju HecHHIyjnapHa Marpuna ca 10 P-temena. llo3sna-
tuM ajgropurmoM nobujamo myt T; (Cauka 2.6) ca 6 remena. To
je myT mapHOr pena ma 3a Hera MOCTOjU HECUHTYJAapHA MaTpla

MaKCUMAaJHOT Opoja P-TeMeHa.

Ciuuxka 2.5: Crabno T
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Cuura 2.6: Crabno Tj
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3 Makcumanau 6poj P-temena mecunrymapamux

NBOCTPYKUX 3B€30M M BEJIMUMHA P -CKyna 3Be3Im

Jomr jemHo oTBOpEHO muTame Koje cy nocraBuiau [.J.Kim u B.M.
Shader [20] je:
IInrame 3.1. lla smu mocToju crabso T ca n TeMeHa TAaKBO Ia 34

cBaky HecuHrynapry marpuny A u3 S(T) Baxu P,(A) <n— 27

OnarosBop Ha OBO mHUTame je MOTBpHaH. lakBa crabia cy

TaKO3BaHE€ ABOCTPYKE 3BE3/€.

llepumuunuja 3.2. /[BocTpyka 3Be3na je cTabilo KOje UWHE IBE

IVIC]YHKTHE 3Be3le Urja Cy IMeHTpaJiHa TeMeHa IIOBe3aHa MBUIIOM.

Heka je DS, mBocTpyka 3Be3ma ca n temena. Ako xohemo na
Ipenu3npaMo BEJIUYUHY 3Be30a MOXKEMO je O3HAUUTHU Ca
Sk kys k1 + ko = n. llocebHo, 3Be3ma je cmenmujasHU CIIyd4aj

OBOCTPYKe 3Be3ae Skp.

Caura 3.1: IBoctpyra 3Be3ma DS; = S34

[TocmaTpajmo 3a n > 4 MaTpuiry
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1 1
A, = 1 1 n—5 1 ;
1 011
1 10
1 00

rzue je ropwu 60k pena n—3. To je marpuna gymnie 3Be3ne S,-_3.,.
[IpBo mpumerumo na je det A, = 1. Ca apyre crpane, det A, (¢) =0
3acBe fe{l,....,n}\{n—3,n—-1}n

det A,(n —1) = —det A,(n — 3) =1,
Tj.
P,(A)=n-2.
Cama MOkeMO OArOBOPUTH Ha IuTame 3.1.

Teopema 3.3. 3a cBaky HecuHrymnapay Marpuy A m3 S(S,-3n),

n > 4 BaKU

P,(A) <n-2.

Hoxraz: I[IpernocraBumo na je n— 1< P,(A) <n. DBe3 ryburka
OIIIITOCTH, MOKEMO IPETIOCTABUTU Oa Cy TeMeHa 1, 2 mu n —3 P-
temena. Meby P-teMmeHmMa je m jemaH meHTap, IPETIOCTABUMO

na je to n— 3. Onna

0 = det A(TL — 3) = 110929 . .. an,gm,QA(l, e, — 3)

0#det A= —a}, gam...ap2n 2det A(1,...,n —3).
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3aTo je

ay; = 0.
[TomTo je u det A(2) =0, duhe
det A = —a;n_gallagg e lp_gp—adet A(1,...,n—3) =0
IITO je TPOTUBPEYHO UMIKeHUIM na je A HecmHryimapHa. O

[IpumeTuMo ma 3a n =3 U MaTPUILY

011
A=111 0 [,
100

Baskmu P,(A) < 1. I'pad marpumne A je 3Be3na ca TpU TEeMeHA.

Ocramno je jom nurame O BeIUUUHU P-CKYyIOBA.

IMTurame 3.4. Onucatu kaacy crabasa T TakBUX Ma 3a CBaKY

HecuHrysapay Marpuny u3 S(7T) Baku Pg(A) < 1.

[TonceTrumo ce na 3a 3Be3ny S, matpuna A n3 §(S,) nma 06K

11 Q12 a1z A4 ... Qin

12 A922 0 0 e 0

a 0 a o ... 0
A(G) _ 13 33

a14 0 0 Qg4 ... 0

am 0 0 0 ... am

[Toncernmo ce Hajupe, HEKUX MO3HATUX TeopeMma [20].

Teopema 3.5. [20] Heka je A cumerpuuna marpuna. Ownpa je
CBAKM HEIPa3HM HOICKYHI on P-ckyma marpune A m cam P-cKym.

[TocebHoO, cBako Teme u3 P-ckyna je P-teme martpuie A.
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Teopema 3.6. [18] Hera je T 3Be3na a A uz S(T). Ounna:
(1) Ako je n > 2 m TOCTOjU TAYHO jenaH UHIEKC i € {2,...,n} TakaB
na je a; =0, oHma je A HeCUHTYJIapHA.

(2) Ako je n >3, A mecunrynapHa u Teme 1 je P-teme, OHIA

P,(A) <2 u Pg(A) = 1.

Tepbeme 3.7. Ako n > 3 u A mecmnrymapua m3 S(S,), oHma
Ps(A) < 1.

Ioka3: IlpernocraBuMo cympoTHO, Aa moctoju P-ckym P ca aBa
eremMeHTa u3 {2,...,n}. De3 rybmuTka ONIMTOCTU MOKEMO IPET-
nocraButu ga je P = {n —1,n}. Onma je my, ,, (0) = 2. IIpema
Kommjesoj Teopemu mobujamo my, ,_,,(0) > 1. IlomTo je maTpuna
A(l,n — 1,n) KOHI'DYEHTHa ca [an] @ -+ @ [ap-2,-2], TOCTOjU Oap
jeman nanexc k u3 {2,...,n — 2} takaB na je arr = 0. AKO je apy
jeoIVH! eJleMeHT Ha IJIaBHO] AMjaroHaju Marpune A(n) xoju je
Hysa, npeMma Teopemu 3.6. ciaenu na je A(n) mecunrynapaa. OBo
je CympOTHO TMPETNOCTABIM Aa je n P-TeMe. 3HaUM, MOCTOJU jOIII
Hero TeMe (€ {2,...,n}\ {k} TaxkBO ma je a;y =0. Ornma cy KomxoOHE
k u { nuHEapHO 3aBUCHE IITO je CYIMPOTHO MPETIOCTaBIu na je A

HecuHryJgapHa. U

21 11 1 111
, 1100 1100
IIpumep 3.8. Heka je A = u Ay =
1 010 1 010
1 0 01 10 01
Onna je Ps(A;) =1 a Ps(As) = 0.

Nuaue, 3Be3ne cy jeamHa kjgaca crabdaJjia KOoja MMa HajBUIIE
jemHo TeMe kKoje je cremena Beher on jeman. IIpermocraBumo na

je T crabiso ca Bume TeMeHa cremeHa Beher on jeman. Omnmpa
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nMaMo Oap OBa TeMeHa i U j, KOjU Cy CyCeIHW HEeKUM IPUBE3aK
temeruMa k u (. Tana je apy = ajy = 0 y marpumm A u3z S(T) n

cBaku OJsok marpune A(i, j, k,l) je HecuHrynapas, na je Pg(A) > 2.

Teopema 3.9. 3a n > 3, jemuHa crtabJsa ca n TeMeHa 3a KoOje
3a cBaky HecuHryiaapry marpuny A m3 S(T) Bawu Ps(A) < 1 cy

3Be3ne S,.

IIpumep 3.10. MaTtpuna

0100000
1010000
0101000
Ai=10010100
0001011
0000110
0000100

je marpuna crabaa T (Cnura 3.2)

Cauka 3.2: Crabmao T

Matrpumna A je HecuarynapHa u (0 je COICTBEHA BPEIHOCT BUIIEC-

Tyroctu 3 marpune A(2,4,5). Harne, {2,4,5} je P-ckyn MaTpure
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A. Wuauge, 0BO je MakcuUMaJIiHA BeJUYMHA P-CKyTma.

JacHo je ma Bakm

P4 < [5]-

Onna ce mocraBiba ciaenehe nmurame:

IMTurame 3.11. Hahu crabao T TakBO ma 3a CBaKy HECUHTYJIAPHY

maTpuny A uz S(T) Baskm 1 < Ps(A) < [3].

Y cTBapu He TMOCTOje OBakBa crabnaa. 3a mato crabio T moc-
MaTpajMo marpuny D + A+ I, rae je D mujaroHaJiHA MaTPUIA
YUju Cy €JeMEeHTU Ha AUjaroHaJu CTeIleHu OAroBapajyher reMeHa
crabisa, [ jemuHUYHA MaTpuUla 1 A cTaHgapaHa IPUAPY-KEHA Ma-
Tpuna crabna T. D+ A+1 je cuMeTpuyHa U CBU €JIEMEHTU HA IOU-
jaronasu cy mo3uTuBHHU, 11a npema [12] cBe concTBeHe BpeaHOCTH
MaTpuile cy peasiHe u nosutuBHe. Omnatne mobujamo cienehe

TBpbheme:

Tepbeme 3.12. 3a cBako cTrabiao T MOCTOjU HECUHTYyJIAPHA Ma-

tpuna A u3 S(T') taxkBa na je Ps(A) = 0.
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4 Pasauumnre COINCTBEHE BPETHOCTH bamunauje

ANMMRJIINYHUX MaTpUIa

[-J.Kim un B.L.Shader [19] cy u3Bpmman kaacupuranujy cra-
DOajia 3a KOje CBaka MPUAPYKEHA MaTPUIA UMa PA3JIUIUTE COII-
CTBEHE BPEIHOCTU Kada CY BPEIHOCTU HA AWjarOHAJU PA3JIUUNTE.
[TonceTumo ce Hekmx mo3HATUX pe3ynaraTta. lIpBu pesyiarar je
no3uaTa Parter-Wiener-oBa Teopema [16].

Teopema 4.1. Heka je A upenynubuiana anmuKINIHA MATPUILA, U
HEKa je A COICTBEHa BPEIHOCT MaTpulle A 3a KOjy Bakn maq)(A) =
2. Ompma mocroju Pater-oBO Teme i o A TakKBO Ha je A\ COICTBEHA

BPEIHOCT HajMakhe TPU PA3IUYNTA AUPEKTHUX cyMaHaa ox A(i).

[-J.Kim u B.L Shader [20] cy omucamau CTpyKTYpy ALUKINYHE
MaTpure y 3aBucHocTu on Parter-oBux u Fiedler-oBux Ttemena.
Omnm cy rakobhe mocmaTpasiu noAackyn on S(G) CBUX CUMETPUYHUX
MaTpulla Koje oarosapajy uctoMm rpady G u Koje mmajy pasiiu-

YUTE COICTBCHE BPETHOCTH.
SD(G) ={A = (ay) € S(G) | aw # au, 38 k#(}.

Omnucanu cy m knacy crabana T TakBUX Oa CBaka MATPUIA U3

SD(G) mMa caMO IPOCTE COICTBEHE BPETHOCTU.

Teopema 4.2. [21] Herka je T crabiso koje auje nmyt. Onna cBaka
Marpuna nu3 SD(T) mMa pa3iImuure COICTBEHE BPETHOCTU aKO U
caMO aKO CBAKO TeMe CTeleHa bap Tpu mMa 0ap jeaHy rpaHy Koja

HUje IPUBE3aK TEMeE.
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[Ipumenom Teopeme 4.1. ce moka3syje ma je yCJIOB MOBOJbAH a

npumenoM cienehe geme 4.3. na je u morpebamn.

Jlema 4.3. [19] Heka je T crabmao. Omnpma mocTOju CHUHTYJapHA

Mmatpuna y SD(T) 6e3 Hya ejleMeHATa Ha TJIaBHOj IUjarOHAJIU.

Jepuaumuja 4.4. Yonmrena 3Be3na je crabiio Koje ce cacToju
OJ BUIle IIyTE€Ba KOJU MMAa]y jeOHY 3a]JeIHUYKY Kpajlby TauKy.
YomnmTena IBOCTPYKa 3Be3na je cTabio Koje ce mobuja aKoO I€H-

TpaJiHa TeMeHa MBEjy 3BE31M MOBEKEMO ITYTEM.

M myr m 3Be3ma cy cmenujaliHA CIIydyajeBU YOIIITEHE MIBO-
cTpyke 3Be3ne. AKO Cy nOBe 3Be3le BEJIUYUHE Ny U Ny U TOYT je
BeJUYUHE p, OHIA NeMO YOUIITEHY ABOCTPYKY 3BE3I4y O3HAUABATU

ca SP

ning*

3uaunm S} . je 3Be3ma ca ny +ny — 1 TemeHna a Sj, myT
ny:xuHe p. SP . wmMa ny + ns — 2 + p TeMeHa.

nin2

[Tocnemuna Teopeme 4.2. je:

IMocaemuma 4.5. Heka je T crabmo. Ownga cBaka MaTpuia u3
SD(T) mMa pa3juuuTe COICTBEHE BPETHOCTU aKO M CaMO aKO je

T yonmTeHa ABOCTPYKA 3Be3Ia.

Y [13] cy omumcamm cBu rpadoBu G TaKBM Ia CBaka peajHa
cCUMeTpUYHa MaTpula Koja mMma rpa¢ G HemMa COICTBEHUX Bpe-
HOCTH BUIIeCTPyKocTH Behe ox 2.

Hexka je G rpa¢p m mera A = A(G) € S(G). Osmaunhemo ca
©(A(G), ) kapakTepuctuuan nosuaom marpure A,[10, 11, 7]. Eso

HEKMUX pe3yiaTaTa O KapPaKTCPUCTUYHUM IIOJIMHOMMMA.

TeBpbeme 4.6. Heka cy i u j nBa cycenmna temena crabmna T TaxkBa
na ¢(A(T \ i),z) u ¢(A(T \ ij),z) Hemajy 3ajemuunury uHysry. Onzaa
O(A(T),x) m ¢(A(T \ i), x) Takohe HEMA]Y 3aje THUUKY HYJIY.
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Kopucrehu KomujeBy Teopemy u nmperxonnHo TBpheme Moke-
MO 3aKbYyUUTU Ha Cy comctBere Bpennoctu on A(T) (m A(T \ 7))

cBe mpocre. Muayknujom mosnazumo mo ciaemeher pesyiarara:

TeBpbeme 4.7. Heka je T je crabmo mobujeHo cmajameMm ctabiia
H u myTa TPEKO jemHOT TPUBE3aK TeMeHa, Ha npumep i. AKo
o(A(H),x) m ¢(A(H \ i), x) HEMajy 3ajeTHUYKUX HYyJa, OHIA Cy CBE

conctBene Bpennoctu A(T) mpocrte.

Jlema 4.8. [8] Hera je P myT KOju He CAIP:KU HUjEAHY WUBUILY

nuksaa y rpady G. Onna
ma\p)(0) = ma)(0) — 1.

OBaj pesynarar mMa IyHO 3aHMMJbMBUX IIOCJeOUINa. JemHa O

BUX je caeneha mema:

Jlema 4.9. [6] Hera je P nyt y crabay T u A(T) € S(T). Axo je

¢ concTBena BpemuocT Martpune A(7T), oHma
ma\py(0) = ma)(0) — 1.

[ITosmaT je pesyaTaT KOju Kaske Oa Cy COIICTBEHE BPEIHOCTU
UpenynuOUIHEe TPUAUjATOHAJJHE MATPUIE PEaJHE U PA3TUYUTE.
OBo ce MOke 3akpyunTy IpuMeHoM TBphema 4.6 u TBphema 4.7.
Y oBOM morJiaB/hy heMo MmOKa3aTu pPe3yJTe KOju ce OMHOCE Ha

yOImTeHe OBOCTPYKe 3Be3ne. [lounmMo ca 3Be3nmama.

Jlema 4.10. Heka je T 3Be3sma m Teme 1 je nentpaJauo. IIper-
noctaBuMO na Marpuna A = (a;;) u3 € S(T) uma paszauuure elle-
MEHTe Ha TJIaBHOj OUjaroHaJiM, OCUM ejeMeHTa ai;;. OHOa a;, 3a
1 > 2, HICY COICTBEHE BpegHOCTU MaTpuue A.

Ioka3: IlpermocTtaBuMO CympoTHO, Ia je a;, 3a HEKO i > 2 COII-
crtBena Bpemnoct Mmatpuiie A. Omnpa je marpuna A — a;l cuH-

rynapHa. Amu, i-Ta Bpcra oBe marpure je (a;,0,...,0) na 6u To
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3HA4YUJIO na je a;; = 0, mTo je cynpoTHOo unmenury na je A € S(7T).

a

Tepbeme 4.11. Heka je T 3Be3na u teme 1 je nenrpasauo. Ilper-
noctaBuMo na je matpua A € S(T) TakBa na ce eJeMeHTH a;;, i > 2,
He MojaBsyjy Buie on mnsa nyTa. OHOa Cy CBe COICTBEHE BPEI-
HOCTU MaTpuie A mpocre.

Iloxa3: Hera je A = (a;;) € S(T) m IPETHOCTABUMO 1A j€ Gy = iy, s
rae je 1l < iy <ipy <nuk=2..35 Axko je s >3, ouma je a;;
COTICTBEHA BPETHOCT A BUIIECTYKOCTH HajMmame 2. AKO je s = 2,
oHHIa je a;; concrBeHa Bpemuoct 3a A ( [8]). Ilomro a;; Huje
conctBena BpenaocT marpune A(T\{1l,i1,j2}), u3 neme 4.8. craemm
na je a;;, OpOCTa COICTBeHa BpemHocT A. AKO Cy CBU HeueH-
TPaJIHX eJIEeHETW Ha AWjaroHaJW Pa3JUYUTH, OHNA a; HUje COII-
cTBeHa BpenHocT A, 3a i > 2, mro ciaenu u3 jgeme 4.9. Komauwmo

MaKCUMAaJIHa BUMIECTPYKOCT COICTBEHUX BpemHocTu on A je 1. O

[Ipumerumo na Hema moceOHUX 3aXTeBa y Be3W ca ap. Y
clyda]y TOHaBJ/baHa HENEHTPAJHUX OUjarOHAJHUX eJieMeHaTa
BUIIIE OJT IBa IYyTa Ta BPETHOCT €JIEMEHTA j€ COIICTBEHA BPEIHOCT

BUIIecTpykocTu Behe on 1.

Canma hemo BumeTrw mTa ce AemaBa y CJIydajy COICTBEHUX

BPEOHOCTU YyOUIITEHUX IBOCTPYKUX 3Be3aU SP

ning*

TeBpbeme 4.12. Herka je A cumerpumuyna MarTpuna 4dmju je rpad
YONIITEHA ABOCTPYKA 3Be3la U HEIEHTPAJHU €JEMEHTU Ca Ou-
jaromaJsie obe 3Be3me marpurie A cy pasauuntu. Onpa cy cse
COIICTBEHE BPETHOCTU O1 A mpocTe.

Ilokas: Heka je A € §(S2,) u p > 1, n Hexka je P myT Koju

nin2z
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cmaja IleHTpe aBe 3Be3ne, penmmo, 1 u n; +p — 1. Heka je Vp =
{2,...,n,m +p,...,n+p+ng—2}. 3Ba V(SE,, \ P), unmamo
SA(SE,, \P),z) = [] (z — a) -
kEVp

N3 neme 4.8., ako je # comcTtBeHna BpemHocT om A, oHIa

Mz, \P)(0) = magsp 1 (0) — 1.

Omnna, jenuae Moryhe cOmnCTBeHE BPEAHOCTU Ca MOTyhoMm
BUIIECTPYKOCTU BehoM on 1 ¢y agk, 32 k € Vp.

[IpernocTaBuMO ma mocToje MBa MPUBE3aK TEMEHAa, PEnuMo, ki
U ky, y IIBE PA3JIMUNTE 3Be31€, TAKBU N J€ gk, = Opok,- HEKA
je Q myT Koju cnaja TemeHa k; u ky, u Hera je Vg = Vp \ {k1, b},
Ilobujamo

P(A(S,,\ @) x) = [] (@ — awm) -

kGVQ

3ato ay,, HUje Hymna ¢(A(SE .\ Q),z), T.j.,

maest Q) (@rk) = 0.

To 3mauu na

MAsE, ) (k) < 1

Nctn mocrynak ce mpuMeHU y Ciaydajy Kala HENEHTPAJHU €JI-
€MEHT ay, JeIHEe 3Be3le HUje jeTHAK HUjeTHOM eJIEMEHTY OpyTre
3Be3ne. Y TOM cCJydYajy mocMarpamMo myT () kKoju cmaja k ca

IpuBe3aK TeMEHOM apyTre 3Be3ne. [

[IpumeTrumo ma y ciaydajy Kana Cy ABa OUjarOHAJHA €JIeMEHTa

UCTe 3Be3le jeqHaKa, TBpheme He BaKu.

IIpumep 4.13. [MocmarpajMo yOHmTeHy IBOCTPYKY 3BE3Iy Si

(Caumka 4.1) :
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Cnura 4.1: I'pad Si, (wmm S3)).

N matpury

1111000
1100000
101 000O0
A=11001 100
0001110
0000121
000O0O0T1 2

EnemernTtn (2,2) u (3,3) cy 1, mTO je U CONCTBEHa BPENHOCT
BUIIECTPYKOCTU 2 MaTpuie A, U TeMeHa 2 M 3 OpUNanajy HCTO]

3BE30U.

3a maro crabmo T, meka je SDP(T) ckyn cBux martpurna A €
S(T) umjn je rpad 7, TakBUX Oa Cy OWjarOHAJIHU HENEHTPAJHU
eJleMeHTU 00e 3Be3le Pa3aIuduTH.

Ioxrazanu cmo na ako je A € SDP(SP , ), CBe COICTBEHE BpE-

nina
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Hoctu A cy mpocte. U obpatHO je Tauno, T.j., ako A € SDP(T),
3a Heko ctabmuo T, omma T'= St , .

Iloka3s je uctu kao u reopeme 1.2. [20]. Jenuna paznuka moxke

OUTU y KOHCTPYKIUjU MaTpuie D.

Jlema 4.14. Heka je T merpuBujasuo cradmso. OHga mocToju CUH-
rysnapHa marpuna y SDP(T) ca cBUM HeHyJa eJeMeHTHMa Ha IU-

jaroHaJmn.

Teopema 4.15. Heka je T crabmao. Omnma cBaka MaTpuia us
SDP(T) uma pa3jnuynuTe COICTBEHE BPEIHOCTU aKO M CaMO aKO

je T yommTeHa OTBOCTPYKa 3BE3A.

IIpumep 4.16. [locmaTpajMo MaTpuIly

N

I
ja) ] ] [N} [N} [\ [\
o @] ] (a] (@] — [\)
] @] [a] o w ] \)
] (\) \) \) (] e} \)
(@) (] — [\ (@) @] @]
N} e~ e} \) (@) ] ]
=~ \) e} e} (@) ] ]

yuju rpad je G
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Cnuka 4.5: I'pad G

(G HUje yommTeHa OBOCTPYKA 3BE3/1a U TEMEHAa 2 U 3 MPUIanajy
ncroj 3Be3mu. BEiaementu (2,2) m (3,3) cy pasaumyuuTtm, aaum 2 je

COIICTBEHA BPETHOCT BUIIECTPYKOCTU 2.
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5 Heypebhenn Hu3 BumecTpyKOCTH

OIMPOKMUX IBOCTPYKHUX IIyTEBa

OBo moraaB/be UMa 3a TEMY aHAJIU3y BUIIECTPYKOCTU COICTBEHUX
BPEIHOCTU HEKUX KJjaca cTabaJa.

[Toncerumo ce npso ciaeneher tBphema [6]:

Teopema 5.1.
ma@\p)(0) 2 mag(0) =1

rae je G ouio koju rpad a P myT KOju He CaOp:KU WBUILY IUKIA
u3 G.

[TomTo cTabna He canp:ke IMWKJIE, HEjeTHAKCT BaKU Ca CBE
IIyTeBe, IITO T'eHEePUIle Pe3yaTaT 3a AlUKINJYHE CUMETPUYHE Ma-
TpUILE.

OBa HejeIHAKOCT MOKe MaTU TOPHY I'PAHUILY BUIIECTPYKOCTHU
COIICTBEHE BpeMHOCTU rpada. 3a JOBbYy I'PAHUILY MOXKEMO KOPUC-

tutu caenehy memy (oma je yommreme tBphema u3 [2]).

Jlema 5.2. Heka cy Hy,...,H, rpadoBu u vy,...,v; TeMeHa KOja
HUCY TeMeHa oBUX rpadoBa. KorcTpynmmmo rpad H nonaBamem
UBUIla KOJe cIajajy HEKO TeMe v; Ca TEeMEHOM HeKOor rpada H;.

Axo je

B CT
¢ D
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OJIOK MaTpuiia rie je

matpune A; cy uz S(H;) 3a i =1,...,k, D je peasHa aujaroHaJHa
Mmarpuna u C' uma t kosona. Ouga

k

ma(A) =) ma () —t.

i=1
Hoka3: Heka je F maTpuia 4dmje KOJOHE dmHE 0a3y MmIpocTopa
COIICTBEHUX BEKTOpa MaTpuile B 3a comcTBeHy BpemaocT A\. Ma-
tpuna F mma ¢ myu()\) xomona u BF = A\F. Hampasumo Ma-
Tpunly E momaBameM ¢t BpcTa Ha BpX Mmartpuie F. Komone ma-
Tpurie F cy auHeapuo He3aBucHe. [lorkaszahemo ma je ompebena
AuHeapHA KOMOUMHAIMja KOJIOHA MaTpulle F COTICTBEHN BEKTOP Ma-
Tpurie A 3a comcraBeHy BpemHocT A. IIpBo, mocmarpajmo xo-
MoreH cucteM jemaaumua (CF)X = 0. Marpuna cucrema mma t
BpCTa 1 Zle ma,(\) KOJIOHA, Ia MPOCTOD pelmema MMa JUMEH3-
njy HajMame r = ZlemAi()\) —t. Axo je r < 0, mema je TauHa.
3aro mpermoctaBuMo na je r > 0. Heka cy Xi,..., X, aureapHo

He3aBUCHU BeKTOpU perema. OHaa

B C7 F BF AD
A(EX;) = X = X = X =
C D 0 CF CF
ADX; ADX; D
CFX; 0 0

To 3maum ma je FX; cOICTBEHN BEKTOP MaTpuile A 3a CONCTBEHY
BpenuocT A. Tpeba jomr morazatm ma cy EX; nuHEapHO HeE3aB-

ucuu. [IpermocraBuMo ma mocToje HeHyJa cKajgapu a;, 1 <i <7r
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TakBu na ».._, a;EX; = 0. Omnna je E() ., a;X;) = 0 mTo je KOH-
TPaUKINja Ca UUHEHUIOM Ja Cy KOJOHe MaTpuie E JTuHeapHO

He3aBucHe. Konaumo,

n X, cy r InHEeapHO HE3aBUCHUX COICTBEHUX BEKTODA MaTpUIE

A3za . O

OBa HejemHakocT je cmenmjaJsan ciaydaj RomujeBe Hejen-
HAKOCTU 3a OJIOK XEePMUTCKE MaTpUIE.
Jlema 5.2. maje aaropuram 3a KOHCTPYKIU]Y MaTPUIA OIpe-

bennx rpagoBa rme ce moCTm:Re MaKCUMaJia BUIIECTPYKOCT.

IIpumep 5.3.

Heka je mar rpad 7 (Cuura 5.1)

—_
[\
w
N
D

Cnura 5.1: Crabao T

Ako mocMmarpamo IyT Koju cmaja temeHa 1 u 4, kopucrehu Parter-
OBY HEjeIHAKOCT mo0ujaMo ma je 3a CBAKy COICTBEHY BPEHOCT A

matpune A € S(T), ma(A\) <2 [8]. U3 meme 5.1. ako je A; marpuna
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ynju je rpa¢ OyT KOju craja TeMeHa 1 1 2 u A, MaTpuna 4duju je

rpa¢ IoUKJI KOJU cllaja TeMeHa 4, 5, 6 u 7, uMaMo ga je
mA()\) > mAl()\) +mA2()\) —1>142—-1=2.

3aTo, ako xoheMo ma koHctpyumemo marpuny y S(7) kKoja uma
COICTBEHY BPEIHOCT Ha HPHUMED /2, MaKCHMEJHe BUMECTPYKO-

CTH, MOYKEMO Y3€TH Ia je

1 1
A1:
1 -1
%
0 1 0 -1
1 01 0
Ay =
0 1 0 1
-1 01 O
Onpa cBaka Marpuna obnuka [3]
-110 0 00 O
1 1T« 0 00 0
0 « x x 00 0
A= 0 0% 0 1 -1
0 00 1 01 O
0 00 O 10 1
0 00 -1 01 O

nMa /2 Kao COIICTBEHY BPEIHOCT U TO HajBehe moryhe BumecTpy-
KOCTH 2.
Y ommreM cinydajy, HeKa jeG,,, I'pad KOju ce cacTOju U3 IIyTa

ca m TeMeHa W IUKJIa ca n TeMeHa KOJU Cy MOBE3aHU KPajHOM
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TaYKOM IyTa (TO Cy TaKO3BaHU IMyHOrJaBuu rpagosum). Ako je A
concTBeHa BpenuocT marpune A m3 S(G,,) aau HUje COICTBEHA

Bpenuoct marpuue A(C,), oHma je A mpocrTa.

Jepuuunmja 5.4. 'pad G je rpad-okos (dummbell) ako ce cacToju
on mBa mukjga C; u Cy, Koju cy noBe3anu mytem P. Os3mauaBahemo

ra ca D (Cnuxa 5.2).

01 02

O O

Cnuka 5.2: I'padp D

[IpernocraBuhemo na je myr nyskuue 6ap 2. (CBa TBpbhema
Baske u 3a octatie). OBu rpadoBu Cy HDOCTA UCTPAKUBAHUA Y
panoBuMa [24, 25]. OBo je moarIaca TAKO3BAHUX OUIUKIUIHUX
rpagoBa. To cy nmoBeszanu rpadoBu KoI KOjux je Opoj uBUIA jen-
Hak OpOj TeMeHa IJAYC jeIaH.

Hahuhemo ropmy rpanuily BUIMIECTPYKOCTU COICTBEHUX BPEI-

HOCTU OBUX I'padoBa.

TBpbeme 5.5. Herka je D rpa¢-oxoB. Hajseha sumectpykoct
COIICTBEHe BpenqHocTu rpaga D je 3.
Iora3: Herka je P myT Koju canpsku mBume oba Iurga rpada

D. Owmnpa je D\ P yuuja nBa maucjyHkTHa myrta. W3 Parterove
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HejeTHAKOCTU 100ujaMo
mam)(A) < mapyp)(A) +1 <241

3a CBaKy COIICTBEHY BpeIHOCT A. O

Tepbeme 5.6. Heka je D rpad-okoB u P nyT Koju ceye 00a IUKIA
C, u Cy y TeMeHuMa v; ¥ vy pemnoM. AKO je A\ CONCTBEHa BPEIHOCT
marpuie A € §S(D) BUMIECTPYKOCTU 3, OHIA je A COICTBEHA BPE-
HocT Marpuna A(C \ v;) u A(Cy \ va).

Hoxka3z: M3 Parter-oBe Heje THAKOCTU 100OMjaMO: aKO mA(D))(/\) =3,
ouna map\py)(A) >3 —1=2. Ilomro je D\ P = (C;\v)U(Cy\v2) 1
Ci\v; 1 Cy\ vy cy 00a myTeBu, A MOpa OUTU COICTBEHA BPETHOCT

MmaTtpuna A(Cy \v1) m A(Cy \ vg). O

ITocnemumna 5.7. Heka je D rpad-oxkoB u Heka je P = vjvg---1y
nyT Koju ceue nukie C; u Cy y TeMeHuMa vy 1 vy, peaoMm. Ako je A
concTBeHa BpemHocT marpuine A € S(D) BumecTpykocTy 3, OHIA
je A concrBena BpennocT mMarpuna A(C;) m A(Ch).

Hoxka3z: Ilocmarpajmo nyt P =wv,---v,. Onrga je
mA(D\p/()\) 2 2.
ITomTo je D\ P' = CyU(Cy\ v) B macy\v,) = 1, OBZA je myc,) > 1.0

[IpumeTMo nma MOkeMO MOOUTH pPe3yJaTaT ONIMTHUjU Om O.7.
Hero A\ moxe OuTu; comcTBeHa BpemHOCT rpada IyHOIJIaBIa IO-
OujeHor, HA MPUMED, MOBE3UBAHEM MY Ta vy --- vy U MUK Cy Y vy,

Cnenehu pesynrar je mocienuna Parter-oBe Heje1HAKOCTH.

TBpbeme 5.8. Hexka je mar rpad D m Heka myT P ceue mukie C)

u Cy y TeMeHuMa v; U vy peaoM. AKO je A\ COICTBEeHa BPEIHOCT
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matpune A € S(D), anum HUje CONCTBEHA BPETHOCT HUjETHE O
marpuna A(C)\v) n A(Cy\vy) nnn vujenue ox A(Cy) m A(Cy), oHma

je ma()\) =1, TO jecT A je mpocTa CONCTBEHA BPETHOCT.

Jlema 5.2. maje ajmropmram 3a KOHCTPYKIN]Y MaTpPUIa OIPEI-
JeHuX rpa¢oBa ca COICTBEHUM BPEIHOCTUMA MaKCUMaJIHE BUIIEC-
Tpykoctu. Heka je A; TpumujaroHaJiHa MaTpuila myTa ca ki
TeMeHa, \ H-eHa CONCTBEeHA BPeMHOCT (Taj ajJropuraM je OmucaH y
[26]). Kopucrehu ce anropurmom roju je onucasn y [3] moryhe je
KOHCTpymUcaTu martpune A, m A3z Koje oAroBapajy IMKJIUMA pena

ko m k3 1 mMajy UCTy CONCTBeHY BpenuHocT A. Hera je

B CT
A= € S(H)
cC 0
OJOK MaTpuiia, rae je
Ay
B= A,

C = (z,y), vme je x BekTOp ca 1 Ha MecTy 1 1 MecTy k;+1, a ocTaso
HyJaMa, a Yy BEKTOp ca 1 Ha MecTtuMa k; 1 ky + ko + 1 m ocTamao
myiaama. Owmpga je A\ comcTBeHa BpemHOCT A BUIIECTPYKOCTH 3.

Saucra
mA()\) > mAl()\) +mA2()\) +m,43()\) —2>214242-2=3.

Iepununuja 5.9. bunapuo cradio je cTabio TAKBO 1a je CTeleH

CBAKOT HETrOBOI' TeMEHA HA]BUIIE TPWU.

Hepmuunuja 5.10. [luporu nBocTpyk:u myT je cTtabdio Koje ce
cacToju on net myrteBa P,P,,P;,P, m P; m nmBa TeMeHa u U v TaKO
oa cy Kpajme Tauke nyrteBa P,P, m Ps; crojeHe ca u a apyra

Kpajlma Tauka nyTa Ps u KpajeBu P3 u P, criojeHu ca v.
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Cnura 5.3: Ilupoku nBOCTPYKU YT

OBa crabmna (Cunmra 5.3) ce Mory mocMarparu Kao ABa IIyTa
cnojeHa TpehwmMm. 3aTo ce 30BYy HIMPOKU ABOCTPYKU IIyTEBWU.

[IyteBe Pi,P»,P;,P;, hemMo 3BaTu HOrama oBOI cTabJia.

llepuuunnuja 5.11. ¢-6urapHO cTADIIO je MUPOKN JBOCTPYKU YT
KO KOra je myT Ps jeIHO TeMe U Hajmayske Hore (IIyTeBU) Cy Be3aHe

3a pa3JnM4uYnuTeE u 1 v.

OBo je mocebHa kKjaaca OmHAPHUX cTabaja, U 38 HBUX Cy UCIU-

TaHe HEKE CIICKTPaJHE ocobune.

Teopema 5.12. Hera je T mumporm nsoctpyku nyTt u A u3 S(7).
Onpa je mMakcuMaJjiHa BUIIECTPYKOCT COICTBEHE BPEITHOCTU Ma-
Tpume A Tpu.

Ioxka3: Teopema 5.1 ce moke mpumeHuTu Ha nyT P : P — u
—P; — v — P3. RomniemenT oBor nyta y 1T Cy ABa AUC]yHKTHA

nyTa, na je mpp(A) < 2. Orpa je mag) < 3.0

Teopema 5.13. Hera je 7' mupoxu nBoctpykm nyT m A u3 S(7). A
je COICTBEHA BPEMHOCT MaTpulle A MaKCUMAaJIHE BUIIECTPYKOCTHU
aKO U caMO aKO Je A\ COICTBeHa BPETHOCT CBAaKOT myTa P, ..., Ps.

Ioxra3: Heka je A; = A(P) 3a i = 1,...,5. IlpernocraBumo na
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je ma(\) = 3. Axo mocmarpamo nyt P—u—Ps—uv—P; y T, u3

TeopeMe 5.1. caenu
ma,(A) +ma,(N\) >3—-1=2.

Ilakne mobujamo ma ma,(A) = ma,(N) = 1. AHaJOrHO Cce MOKaKYyje
na je ma, () = ma,(N) = 1. Ocrano je jom na morakeMo Oa je
ma,(\) = 1. 3amcra, myt Ps ce MOxke mobutm OpuUcameM IyTeBa

Pi—u—PFP, n Ps—u—P;. [lpumenom HejemuakocTtu 5.1. mobujamo
1>ma,(A) >mz—1>ma(X) —2=1,

rae je A= A(H) u H yommreHa 3Be31a Ca HEHTPOM u U KPAIMA
P17 P2 n P5.
ObparHo, ako je ma,(A\)=13ai=1,...,5, onna

3>ma(d) =Y ma () —2=3,

=1

u3 Teopeme 5.2. u Teopeme 5.12. O
Hexka je ¢; 6poj Temena nyra P, 3a i=1,...,5.

Ilocnemumna 5.14. Bpoj n3 concTBEHUX BPETHOCTU

BUIIECTPYKOCTU 3 IMUPOKOT ABOCTPYKOL IIyTa j€ HAa]BUIIE
min{fl, cee ,65}.

$-buHapHO CcTabIIO je moceDaH mpUMEp MUPOKUX TBOCTPYKUX

nyTeBa, ma Tako mobujamo ciaemehwu pesynrar ([21]).

Ilocnemuma 5.15. Heka je T ®-dummapuo cradbio m A uz S(7T).
Omnpa HEMa COMCTBEHUX BPETHOCTU BUIIECTPYKOCTU 4 WU BUIIE

1 OpOj n3 CONCTBEHUX BPENHOCT BUIIECTPYKOCTHU 3 je HajBuIe 1.
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Y [21] je morazano: ako A € 0(A) u m4(\) = 3, oHga je mujaro-
HaJHU eJIeMeHT MaTtpuie A KOju oaroBapa TeMeHY KOje IMOBe3yje
HOTe Oarmr .

Cana hemo mcnuTaTu CONCTBEHE BPEAHOCTU BUIIECTPYKOCTH 2.

I[IpBu pe3ynratr je mocaemuna jgeme 5.2 m Teopeme 5.13.

Jlema 5.16. Heka je T muporu nBoctpyku nyT u A uz S(T). Axo
je A COICTBEHA BPEMHOCT MAaTpUIle TAaYHO jemHor myTta Pj, i =

1,...,5, orma je ma(A) = 2.

Ca ny hemo o3HauuT;t 6POj CONCTBEHUX BPEAHOCTU BUIIECTPY-

KOCTU 2 naTe MaTpuie A.

Teopema 5.17. Heka je W mmpoku ABOCTPYKU TYT U
r=min{l;+{;| 1=1,2, j =3,4}.

Omnna je

Ny < r — 2ns.

Ioxa3z: VI3 Teopeme 5.13 , ako cy Ay,..., \,, COIICTBEHE BPETHOCTU
BUIIECTPYKOCTU 3, OHE MOpAajy OUTU COICTBEHE BPEIHOCTU Ma-
tpuna A(P,) n A(P,). Kopucrehu nemy 5.16. mobujamo TpaskeHy

rpaxuiy. O
[IpumeTnmo ma je Teopema 5.13. mHOTO ommTuja. Ha mpumep:

Jlema 5.18. Hexka je S yommrena 3Be3na u3 S(5). Ouma je ma(A) =

2 aKO ” CaMO aKO je A\ COICTBEHa BPETHOCT CBAKOT KpPakKa.

Teopema 5.19. Heka je T muporu ngocTpyku m oyt u A u3 S(7).
Onna je ma(\) =2 ako 1 caMO akoO je A MPOCTa COICTBEHA BPEI-

HOCT nyrteBa P, P, v youmTeHe 3Be34e Ca LEHTPOM v U KpaluMma
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Ps;, P, m P; mau npocTa COUCTBEHA BPEOHOCT IIyTeBa Ps, Py m yon-
IITEeHe 3Be3e ca IEeHTPOM u U Kpanuma P, P, u Ps.

IHoxa3z: IlpernmocraBumo na je ma(\) = 2. M3 Teopeme 5.1., 3a
ceaku myT Py T, m(ampy(A) > 1. 3aTo, ako A HHje COICTBEHA
BPemHOCT o1 P, 0MHOCHO P, OHOa MOpa OUTU COIICTBEHA BPEAHOCT
on P; m P,. IlTraBume, ako ca S 03HAYMMO yOIINTEHY 3BE31IYy CAa
EeHTPOM u U KpaumMma Pi, Py, Ps, orna je mu(S) > 1. pyru cayuaj

ce MCTO MOKa3yje. O

OcraJtio je murame Opoja n; MPOCTUX COICTBEHUX BPETHOCTU

on Ae S(W). Ilomro
n:n1—|—2n2+3n3:€1+...—|—€5—|—2,
nobujamo
ny <n.
JemnakocT ce mocTmxe Kanga koucrpyumemo A(P),...,A(Ps), ca pa-
3JIMYUTUAM COICTBEHUM Bpennoctuma. Ca apyre crpane

n1Z€1+€2+€3+€4+€5—|—2—2n2—3n3

Z€1+€2+€3+€4+€5+2—27’+7’L3
> | = lo| + |ls — Ly| + 05 + 2.

N3 oBe HejemHakocTu 3akibydyjeMo na cBaka Matpuna uiz S(W)
(W je muporu IBOCTPYKU IyT) MOpa mMmaTtu 6ap f5 + 2 IpoCTUx

COIICTBCHHUX BPEOHOCTMU.

Iepumuunuja 5.20. Hexka cy m; > ---+ > my BUMIECTPYKOCTHU pa-
3JIMYUTUX COICTBEHNX BPEIHOCTU CUMETPUYHE MaTpuile A auMeH-
3uje nxn u my+...my =n. Orna vu3 (mq,...,my) 30BEMO HEYpe-

jenu Hn3 Bumectpykoctu. Heypebhenn Hn3 Bumectpykoctu rpada
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G je ckyn HeypebheHMX HM30Ba BUIMIECTPYKOCTU CBUX MATPUIA Y

S.

Y nmajbeM TEKCTy 3a MIUPOKe OBOCTPYKe IyTeBe, Oe3 ryomTka

OIIMITOCTHU, MOKEMO MPETIOCTABUTU Ha {1 > o 1 {3 > {4.

Teopema 5.21. Heka je W mmpoku OBOCTPYKU IIYyT ca n TeMeEHA,
uly >l uly >/, Ouna ce ckyn HeypebheHnx HU30Ba BUIIECTPY-

KocTu on W cacToju on HM30Ba OOJIMKA

(3,...,3,2,...,2,1,....1)
—— —— N——

n3 n2 ni
rae je 0 < ng < min{ly, by, U5}, 0 < ng < lo+Ly—2n3 1 ny = n—2ns—3ns.
IHoxka3: JacHo je u3 mpeTxOomHOr na je Hu3 Oalr oBOr OOJIUMKA.
O6parHo, HEKa je S| OMHOCHO S, YOIIITEHa 3Be31a Ca IeH-
TPOM u, OJOHOCHO v, M Kpamuma Li, Ly, Ly, omHOCHO L3, Ly, Ls. 3a
k=0,...,min{ly, 0y, U5}, 3aTum p = 0,... o —k mw q = 0,...,0; — k,

nmocMaTpajmo ¢, + U5 — k + p+ 1 paznauuuTux peasHux OpojeBa

By Boamti—q, 01, - 00—ty 05 4ptqr1

KOju ce mpemyuhy ca {; + {5 — k + p pa3audyuTux peasHux OpojeBa

)\17 SRR )‘5570517 s Ay gy —p—t 15 - -y Qly—k

u l3+ U5 — k+ g+ 1 pa3auuuTux peaJHUX OpojeBa

A1y e oy Opy—f—py 15 -+ - 5 bg—Lo+Ll5+pt+q+1

KOju ce mpemynuhy ca 3+ (5 — k+ ¢ pa3auyuTux peajHuX OpojeBa

A17 R )‘Zsaﬂh B 75@3—k76€4—q—]€+17 SR 76€4—k

I[Tocmarpajmo marpuny A € S(W) TakBy na je
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O'(A(L5)) = {)\1, SN 7)\]g, )\k+17 ey )\55}

U(A(Ll)> - {)\17 s 7)‘k7 Ay ee oy Oy —k—py Ay —k—pt-1y - - - 7a€1—k}

O-(A(LZ)> — {)\17 s 7)\k‘7 aq, ... 7a£2—k—p7 &fg—k‘—p-i-la o 7&Z2—k‘}
)

Ao N0 Ay Qs e Qs B oo Btsteas O Otstrstsrpiass}
o(A(L3)) = { My, M 1y - ooy Bra—biegs Bta—bi—gtts - - - Ba—i }

G(A(L1)) = {0 M By Brammas Bramimqts - -+ Bra—ie}

o(A(S2)) =

{Ala Al? R )\kv Aka 617 s 76@4—/6—;77 A1y Opg—f—qy K15 - - - 7,U/€3—E2+Z5+p+q+1}

[Tocrojame marpuna A(L;), i =1,...,5 je mokaszano y [26] u moc-
TOjalme MaTpula yommreHux 3Be3na A(S;), ¢ = 1,2 je moka3aHo y
[17].
JacHo je nma je Heypebhenu HU3 BUIIECTPYKOCTU MaTpuiie A HU3
(3,...,3,2,...,2,1,...,1),

—— Y~ ——
t3 to t1

rae je t3:k’, t2:€2+£4—2k’—q—pHt1:(£1—£2)+(€3—£4)+£5+
2+k+2(p+q). llpumernvmo na je 0 <k+2(p+q) <2(ly+44). O

[Ipumerumo ma 3a 1 = l5 < ly, 0y < {1,{3 MOKEMO IOOUTU pe3y-
nararte 3a P-Oumnapra ctabisna. Teopema Moxke OUTU TpPpUMEHEHA
3a f5 = 0.

CrabJo je MUHUMAJHO aKO IOCTOje MaTPUIla TaKBa Oa je 0poj
Pa3IUYNTUX COICTBEHUX BPEAHOCTU jEeTHAK AUjaMeTpy cTabia
nayc jenan. VI3 teopeme 5.21. cienu ma cy MIUPOKU ABOCTPYKU
IIyTeBU MUHUMAJHU 3a fl9, 0y < (1,03 < (5. Ilmjamerap crabia
je {1+ 03+ 05+ 1. Dpoj pa3auumTuX CONCTBEHUX BPEIHOCTU je
U+ 03+ 05+2 aro je tg = 0t = lo+ 0y Mty = (U — lo) + (05— L4) + U5+ 2.

Y 0oBOM OIeJbKY j€ maTO pelleme 3a MHBEP3HU MPOoOJIeM COIl-

CTBEHUX BPENHOCTU MINPOKUX MBOCTPYKUX IIyTEBa YOHIITaBajyhu
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pesynrare u3 yxe pamunuje ¢-Ounapaux cradbana. OBakas npu-
CTYI je ApYyravuju U HyIUd OMIITHje pe3yiTare ca KpahuMm mokas-
uMa.

[Ipuponuo yommrTewme MUPOKUX ABOCTPYKUX IIyTeBa je Kana
“MaMO BUIIE O]l ABE HOT'e Be3aHe 3a TeMeHa u 1 v. TakBa crabia
ce MOT'y 3BATU HMIMPOKE YOIIITEeHE NBOCTPYKE 3Be3Ie.

[Ipobaeml. Omnmc meypelheHOr HM3a BUMECTPYKOCTU 34 IIIU-
pOKe yOIIIITeHe OBOCTPYKe 3Be3ne. Texu mpobiaeM je onmmc OBUX
HN30Ba 3a OmWHapHa cTabJa.

[Ipobaem2. Onuc meypebhenor HuM3a BUIIECTPYKOCTU 3a OMHA-
pHa cTabia.

Pesynraru u3 oBor morsmaB/ba MOTYy HOCHIY:KUTUA U 32 OATOBOP
Ha MATAHKE:

[Ipobmem3. KakBu cy HeypeheHU HU30BU BUIMIECTPYKOCTU CTa-

Dajla Koja MMajy T€MEeHa BUIIECTPYKOCTU HajBUIIE 3.
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6 CunrynapHe auuKINYHEe MATPHIlE MAaKCHIMAJIHOT Opoja

P -T€éMEHa

OBo mormnas/me je mocBeheHO CHHIYyJIapHUM alUKJINIHUAM Ma-
TpulaMa 1 BUXOBUM Opojem P-temena. llo3marto je ma je Taj
Opoj orpaHUYeEH, U TO :

Teopema 6.1. [15] Hera je T crabio ca n TemeHa 1 A CUHIyJIapHA

matpuna n3 S(T). Ongna je P,(A) <n—2.

EBo moTrpebuOr m 10BOJLHOT YCJIOBa A HEKO TeMe CUHTYJIapHe

MaTpuiie Oyae F-teme.

Teopema 6.2. [18] Hera je A cunrymapha n X n CMETPUYHA Ma-
tpuna u i € {1,...,n}. Onma je i F-TemMe aKO U CaMO aKO CBaKuU

BeKTOD X TakaB na je AX =0 mma i-Ty KOpIOVHATY jefHAKY HYJIN.

[Tomro je P-teme u F-teme, Baxku: Ako je i P-teme, oHma je
i-Ta KOOpAMHATA BEKTOPaA KOra Marpuna A MOHUmMTaBa jeaHaka
HYJIN.

[TocTaBma ce mUTame CHUHTYJIAPHUX MATPUIA MAKCUMAJHOT
6poja P-temena. ¥ [20] je mat mpumep crabaJsa ca HEOAPHUM

6pojem n temena. To cy crabma T obauka (Cnura 6.1)
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Cauka 6.1: Ctabdbno T

Cuarynapuaa marpuna A u3 S(T) je obnuka

A: )
0 01 1 11
1 100
0
1 00

rie je A,_s HECUHI'yJapHa MaTpUlla IIyTa ca n—3 TeMeHa U MaKCU-
MaJiHOT Opoja P-temena. To je marpuia onmcaHa y MOTJIABILY 1.
JacHo je ma je A cuHTyJapHaA MaTpula 1 ga cy temena 1,2,... n—3
P-temena. U3 pesynrara pana [20] ciemu u na je n —2 P-teme.

ITomTo je P,(A) <n—2, cnemu na je P,(A) =n—2.
n—1

2

Tarxobe je morkazano u ma je Ps(A) =
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OTBOpeHo nuTame Koje je mocraBsmeno y [20] ruacu:

IMTurame 6.3. Ako je n > 4 mapan Opoj, Oa JU MOCTOju CTABJIO
T ca n TeMeHa 3a KOje mocrtoju cuHryiaapHa Mmarpuna A 3 S(7T)

takBa na je P,(A) =n—27

Onarosop je HeraTuBaH.

[TonceTuMo ce HEKMX TO3HATUX UUHEHUIA Y BE3U Ca CTPYK-
TYypPOM CHHIyJIApHUX Marpuna A uwmju je rpa¢ crabmo 7. Hexa
je V cryn temena crabma T. Axo je U momckym om V, ca T(U)
hemo ozmauaBatm nmoarpad oxn 7' umja cy temena y U. Ckynm V
ce moxe mognenutu Ha Vi, Vo m V3. V3 je CKyn TeMeHa KOja HUCY
F-temena. Om je mempasan. V5 cy F-TeMeHa Koja Cy CyCcemHa ca
HeKuM TemMeHOM m3 V3 m V) cy F-TeMeHa KOja HUCY CycemHa HU Ca
jemHUM TeMeHOM u3 Vi.

Be3 rybuTtka ommTocTn MOKE Ceé IPETIOCTABUTHU I je CUHTY-

napana marpuna A n3 S(T) obnuka

All A12 0
A — ATQ AQQ A23
0 | AL | As3

Y maseMm TekcTy hemo mpermocTaBUTU 1a je A CUHTyJIapaHa
MaTpuia Koja uMma oBaj o0iuk. EBO Hekux pe3yiaTaTta KOjU ONU-

Cy]y CTPYKTYPY OBUX MaTpPUIA.

Teopema 6.4. [18] Heka je A cunrynapua marpuna u3 S(T), rme
je T mero crabiso. Oumaje cBako teme u3 V, je P-teme. Taxobe,

CBaka BpcTa on Ay; mMa Oap ABa HEHYJa eJeMEeHTA.

[IpumeTrumo nma cBaku esieMeHT u3 Vo, MOopa OUTU cycemaH ca

Oap mBa ejgemeHnTa u3 Vj.
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ITocmenuua 6.5. [18] Heka je A upenyumbuina, CUHryJIapaHa,
AlMKJIMYHA MaTpUIa JaTor obuamka. llpermoctaBumo ma je Vi

venpasan. Ouna je A, HeCHHTryJIapaHa MaTPUIA.

Temena u3 Vi cy F-temena, aju Mory outu u P-temena. AKo
je Vi jemHounmaH CKym, TO Teme HuUje P-teme. Ako V, mma BuIie
TeMeHa, cieneha Teopema naje moTpedbaH M MOBOJbAH YCJIOB 1A
ou teme u3 V; oumno P-teme. Ilo3naro je ma je momckym P-ckyma

P-crym, ma je m cBaku ejieMeHT P-ckyma u caMm P-Tewme.

Teopema 6.6. [18] Heka je A upenyumubuisa, CUHIyIapaHa, alyK-
IUYHA MaTpuna naror obnauka. IIpermocraBumo na je |Vi| > 2, n
Heka je v Treme u3 V;. Onma je v P-Teme ako u caMo ako je Ajp(v)

CUHI'yJIapHA.

Hexka je T crabiso ca n mapauM OpojeM TeMeHa 3a KOje IMOCTOju
cunrynapaa Marpuna n3 S(7) raxkBa na je P,(A) =n —2. Ilomto
je A cunrynapua, V3 # (. Ilocroje nBe moryhuocTu:

Cayuaj 1. Cryn V3 uma jeman exement. Onga je m V) jemHodsan
ckyn. CBu eemeHnT u3 V, Cy CyCeIHU €JIEMEHTY KOju Huje F-TeMme.
He ymamyjyhu ommrocT, MOskeMO MPETIOCTABUTU Aa MaTpuia A

uMa ODJIUK:

a1l Q2 0 Ce 0 0
aip az 0 ... 0 1
A= 0 0 ass 0 1
0 0 0 - Ap—1n-1 1
0 1 1 1 Anom

Csa Temena ocum n-tor cy F-rtemena. Auwu, u3 Tteopeme 6.2
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TO je HeMoryhe.

Cnyuaj 2. 3naum V3 uMma nBa esemeHTa. lIpema Teopemu 6.4.
cBako TeMe u3 V, je cycemHo ca oba eaxementa u3 Vi. Ilomro je
T crabno, Vo, uma camo jenan eixeMent. 3Hauu crabiao T (Cauka

6.2) je obauka

n—3 T1

Cmauka 6.2: Ctadbno T

rae je Ty crabiso ca n — 3 TeMmeHa.

Cunrynapraa marpumna ca n — 2 P-TeMmeHa je o0JuKa

1
A=
0 01 1 11
1
1

rae je As; mumensuje 2x2, a marpuna A, _; mumensuje (n—3)x(n—3).
N3 Teopeme 6.6. m mociemure 6.5. caenm na je A, 3 HECUHTY-

nmapua u A, 3(i), 3ai=1,...,n—3 cuaryiapana. 3Hauu A, 3 MOpa
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OuTU HecHHrYyJapHA MaTpuia crabsa 71; Koje mMma HemapaH OpOj
(n — 3) TeMeHa, ca MaKCUMaJHUM OpojeM P-teMeHa. Y IOIJIABILY
2 je mOKa3aHO Ja TaKBa MaTpUIla HE MMOCTOjU.

300r TOra BaXKN:

Teopema 6.7. Axo je n > 4 mapau 6poj, He nmocroju crabiao T ca
n TeMeHa 3a Koje mocToju cuHrynapHa marpuna A m3 S(7T) TakBa

na je P,(A)=n—2.
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Mpunor 1.

MU3jaBa 0 ayTopCTBY

MoTnucaHun-a _mp AnekcaHgpa Epuh

Opoj nHaekca

UsjaBrbyjem

[ia je JOoKTopcKa AucepTaumja nof HacnoBoMm

O P-temeHuMa Hekux ctabana

e pe3ynTaTt COMCTBEHOr NCTpaXuBa4kor pana,

e [a NpeanoxeHa guceprauuja y LenMHN HU Y fenoBumMa Huje Guna npeproxeHa
3a pgobujarbe GUNO Koje AunnoMe npema CTYAWCKUM nporpamuma Apyrux
BMCOKOLLIKOSICKMX YCTaHOBa,

e [la Cy pe3ynTaTh KOPEeKTHO HaBeAEHN U

e [a HMWCaM KpLUMO/fia ayTopcka MnpaBa W KOPWUCTUO WHTENEKTyarnHy CBOjUHY
ApYyrux nuua.

Motnuc pokropaHaa

4 S NG gM/WL |

v

Y Beorpagy, _2A . AA - 20 |2




Mpwunor 2.

N3jaBa 0 NICTOBETHOCTMU WITaMMaHe U eNleKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Wme n npesnmve aytopa __mp Anekcangpa Epuh

bpoj nHaekca

CTyaujcku nporpam

Hacnos paga _O P-temeHuma Hekux ctabana

MeHTOp ap AnekcaHgap JIMNKoBCKW, pefoBHU npodecop

MoTtnucanw/a  mp AnekcaHgpa Epuh

MsjaBrbyjem ga je wTamnaHa Beps3uja MOr AOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO)
BEp3mju Kojy cam npegao/na 3a objaBremBawe Ha noptany AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[o3BorbaBam ga ce objaBe Moju NMYHM MNOfaum BesaHu 3a fobujawe akagemckor
3Baka [OKTOpa Hayka, Kao LITO Cy MMe M npesunmMe, roanHa n Mecto pohewa u gaTym
onbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaun mory ce o06jaBUTM Ha MPEeXHUM CTpaHuuama gurutanHe
OnbnuoTeke, y eNeKTpoOHCKOM KaTtanory 1y nybnvkauujama YHusepauteTa y beorpagy.

MoTnuc pokTopaHaa
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Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhekwy

Osnawhyjem YHusepsutetcky Gubnmoteky ,CeeTosap Mapkosuh* ga y OurutanHu
penosuTopujyMm YHusepsuteTa y Beorpagy yHece mojy mokTopcky AncepTauujy nog
HacroBom:

O P-temeHnma Hekux ctabana

Koja je Moje ayTopcKo Aero.

AvcepTauujy ca cBum npunosrma npeaao/na cam y enekTpOHCKOM chopMaTy MorogHoMm
3a TpajHO apxuBmpame.

Mojy AoKTOpcKy AucepTauujy noxpakweHy y QurutanHu penosutopujym YHusepauTteTa
y beorpagy mory fa kopucte cBuM koju NowTyjy oapente cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyymo/na.

1. AyTopcTtBo
(@AyTopCTBo - HeKomepuujarHo
3. AyTopcTBO — HEKOMepLUmjanHo — 6e3 npepase
4. AyTopCTBO — HEKOMEpLWjaniHO — AeNUTY No4 UCTUM YCIoBUMA
5. AytopctBo — 6e3 npepage
6. AyTopcTBO — AENWUTU NoA UCTUM YyCroBUMa

(Monumo pa 3aokpyxute camo jefHy of LecT MOHyREeHMX NULEHLM, KpaTak onuc
nuueHun part je Ha nonefuHn nucra).

MoTnuc gokTopaHaa

A%V{g W/”L
T
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1. AytopcTBo - [lo3BOrbapaTte yMHOXaBake, AUCTpUbYUMjy # JaBHO caonuitaBare
JAena, 1 npepage, ako ce Hasefe vme ayTopa Ha Hauud oppeheH of crpase aytopa
nUnv fasaola nuLeHue, Yak v y komepuujanHe cepxe. Oso je HajcnobopHuja of CBUX
TALIEHLIA.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [losBorbaBate yMHOXaBabe, AUCTPUBYLM)Y 1 jaBHo
caonwitaBare [ena, 1 npepape, ako ce Hasefe vMe aytopa Ha HauuH oapehen of
cTpaHe ayTopa unu faaola nuueHue. OBa nuUeHLUa He [03BOSbaBa KomepuujanHy
ynotpeby pena.

3. AyTopcTBO - HekomepuuwjanHo — ©Ges npepage. [lossorbasBare yMHOXa@Bare,
AVCTPUBYLMjy 1 jaBHO caonwTasarse fena, 6es npomexa, npeobrmkoBaka wUnn
ynotpeBe aena y CBOM Jery, ako Ce HaBeAe vMme aytopa Ha HaduH oppefeH of
cTpaHe ayTopa wunu fasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbaBa KomepLpjanty
yrnotpeby gena. Y ofHoOCy Ha cBe ocTane NuueHLe, OBOM IULEHLIOM ce orpaHunyasa
Hajsehn obum npasa kopuilhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HekoMmepuujanHo — [enuTu nog wuctum ycriosuma. [lossorbasare
yMHOXaBare, AUCTPUBYLMy 1 jaBHO caonwiTaBare [ena, u npepage, ako ce Hasene
yve aytopa Ha HauuH oapeNeH of cTpaHe ayTopa wiy [asaola SMLeHUe 1 ako ce
npepaga AncTpuByupa nog MCTOM WM CrvdHoM nuueHuom. OBa nuleHua He
[0380rbaBa Komepuujandy ynotpeby nena v npepaga.

5. AyTopctBo — 6e3 npepage. [Jossorbaate ymHOXaparse, AUCTPUOyLmly u jaBHO
caonwTasare fena, 6es npomeHa, npeobnukosarba unv ynorpebe genay ceom geny,
aKko ce HaBeJe vMe ayTopa Ha HauduH oapehed of cTpaHe aytopa wuiv [dasaoua
rmuueHue. Osa nuLeHLa [103B0rbasa komepumjanty ynotpely aena.

6. AyTOpCTBO - [fenuTtvu non wctum ycrnosuma. [losBorbapate yMHOXaBawe,
avictpubyLmjy 1 jaBHo caoniuTaBare fena, v npepajge, ako ce HaBeje vMe ayTtopa Ha
HaunH oppeReH on cTpaHe ayTopa wWnv Aasaoua ruuUeHle u ako ce npepaga
avcTpubyupa nog WCTOM uiM cnvdHoM  nnudeHuom. OBa nuueHua [o3Borbasa
komepumjanHy ynotpeby gena u npepaga. CnvdHa je cogTBepckuM NuleHuama,
OLHOCHO NULIeHLamMa OTBOPEHOr KoAa.






