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O P -temenima nekih stabala

Sa�etak

Ova doktorska disertacija izuqava P -temena i P -skupove

nekih nesingularnih acikliqnih matrica i tako�e nekih sin-

gularnih acikliqnih matrica. Ranije je pokazano da svaka

singularna acikliqna matrica reda n ima najvixe n − 2 P -

temena. Tako�e je pokazano da ovo ne va�i za nesingularne

acikliqne matrice, i to konstrukcijom takvih matrica qiji

pridru�eni graf T ima n − 1 ili n P -temena (ove matrica

i dosti�u maksimalnu veliqinu P -skupa me�u acikliqnim

nesingularnim matricama qiji je graf T).

U ovoj tezi je data klasifikacija stabala za koje postoji

nesingularna matrica qije je svako teme P -teme. Posebno,

pokazano je da ova stabla moraju imati paran broj temena.

Oba rezultata daju odgovor na otvoreno pitaǌe koje su pos-

tavili I.-J. Kim i B.L. Shader. Na kraju, izvrxena je i klasi-

fikacija stabala sa ograniqenim P -skupom.

Tako�e je pokazano da su dvostruke zvezde DSn sa n temena

primer stabala takvih da svaka nesingularna matrica A qiji

je graf DSn ima najvixe n− 2 P -temena. Ovaj primer obezbe-

�uje pozitivan odgovor na jox jedno pitaǌe koje su nedavno

otvorili Kim i Shader.

Nedavno je izvrxena klasifikacija stabala za koje svaka

pridru�ena acikliqna matrica ima razliqite sopstvene

vrednosti kada su dijagonalni elementi razliqiti. U ovom

radu data je analiza maksimalnog broja razliqitih dijag-



onalnih elemenata i ǌihov polo�aj koji je neophodan da

saquva tra�enu vixestrukost.

Vixestrukost sopstvenih vrednosti Φ-binarnih stabala

je analizirana u nekim ranijim radovima. Ovaj rad tu anal-

izu nastavǉa proxiruju�i poznate rezultate na xiru

familiju stabala, takozvane xiroke dvostruke puteve, sta-

bla koja qine dva puta povezana tre�im. Data su i neka

uvodna razmatraǌa grafova-okova u vezi sa maksimalnom vi-

xestrukosti sopstvenih vrednosti.

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Algebra

Kǉuqne reqi: graf, acikliqna matrica, sopstvena vred-

nost, vixestrukost, duple zvezde, P -teme, P -skup, stabla,

dvostruke zvezde
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About P -vertices of some trees

Abstract

This thesis concerns P -vertices and P -set of non-singular acyclic matrices

A and also singular acyclic matrices. It was shown that each singular matrix

of order n has at most n− 2 P -vertices. Also, it is shown that this does not

hold for non-singular acyclic matrices by constructing non-singular acyclic

matrices whose graphs are T having n− 1 ( or n) P -vertices. These matrices

also achieve maximum size of P -set over non-singular acyclic matrices whose

graphs are T .

In this thesis, there is classification of the trees for which there is non-

singular matrix where each vertex is P -vertex. In particular, it is shown

that such trees have an even number of vertices. Both results provide answer

to questions proposed by I.-J. Kim and B. L. Shader. In the end, related

classifications on non-singular trees with the size of a P -set bounded are

addressed.

Also, it is shown that double star DSn with n vertices, is an example

of a tree such that, for each non-singular matrix A whose graph is DSn the

number of P -vertices of A is less than n−2. This example provides a positive

answer to a question proposed recently by Kim and Shader.

A recent classification of those trees for which each of associated acyclic

matrices has distinct eigenvalues whenever the diagonal entries are distinct

was established. Here is analyze of maximum number of distinct diagonal

entries, and corresponding location, in order to preserve that multiplicity

characterization.

Recently, the multiplicities of eigenvalues of Φ-binary tree was analyzed.

This paper carry this discussion forward extending their results to larger



family of trees, namely, the wide double path, a tree consisting of two paths

that are joined by another path.

Some introductory considerations for dumbbell graphs are mentioned re-

garding the maximum multiplicity of the eigenvalues.

Scientific area: Mathematics

Scientific field: Algebra

Keywords: graph, acyclic matrix, eigenvalue, multiplicity, P -vertex, P -set,

tree, double star.

UDC number: 512.643.5:519.172.1(043.3)

AMS Subject Classifications: 15A18, 15A48, 05C50



Sadr�aj

0 Uvod 1

1 Broj P -temena puta, zvezde i cikla 6

2 Stabla sa maksimalnim brojem P -temena 14

3 Maksimalni broj P -temena nesingularnih

dvostrukih zvezdi i veliqina P -skupa zvezdi 25

4 Razliqite sopstvene vrednosti familije acikliq-

nih matrica 31

5 Neure�eni niz vixestrukosti

xirokih dvostrukih puteva 39

6 Singularne acikliqne matrice maksimalnog broja

P -temena 53

0



0 Uvod

Sopstvene vrednosti matrica (i ǌihova vixestrukost)

nad raznim prstenima je jedna od va�nih tema kojima se bavi

linearna algebra. Pristup rexavaǌu tog problema je bio

qisto algebarski sve do druge polovine proxlog veka. Tada

poqiǌe da se kao oru�e u prouqavaǌu matrica koristi i

teorija grafova.

Proizvoǉnoj matrici A = (aij) mo�e se pridru�iti graf

na vixe razliqitih naqina. Prime�eno je da se neke osobine

ovih pridru�enih grafova mogu proqitati kao spektralne

osobine matrica od kojih potiqu. Nekada su izuqavaǌa ovih

grafova mnogo lakxa od algebarskih posmatraǌa matrica.

Tako je nastala algebarska teorija grafova kao veza iz-

me�u algebre i teorije grafova. Algebarski aparat se mo�e

koristiti u dobijaǌu elegantnih i iznena�uju�ih rezul-

tata teorije grafova. Na primer, karakterizacija linijskih

grafova pomo�u sopstvenih vrednosti pridru�enih matrica.

Sa razvojem raqunarstva algebarska teorija grafova je

postala jox zanimǉivija. Veza izme�u kombinatorike i

raqunarstva je veza izne�u grafa i matrice. Stabla su os-

novni kombinatorni objekti a matrice qiji su pridru�eni

grafovi stabla su va�na i u raqunarstvu. Tako je izuqa-

vaǌe spektralnih osobina ovih matrica postalo zanimǉivo

za xiru akademsku zajednicu.

Evo i nekih osnovnih pojmova.

Pod pojmom grafa u radu podrazumevamo neorjentisan graf
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bez petǉi. Dva disjunkna skupa temena U i V i ivice koje

spajaju teme iz U sa temenom iz V qine bipartitni graf. Ako

je svako teme iz U povezano ivicom sa svakim temenom iz V ,

to je komletan bipartitni graf. Kompletan graf je graf u

kome su svaka dva temena susedna.

Put je vrsta grafa koji qine temena {1, . . . , n} i ivice i, i+1,

i = 1, . . . , n − 1. Stablo je graf u kome su svaka dva temena

povezana taqno jednim putem. Unija disjunktnih stabala

je graf koji se zove xuma. Cikl je graf koji qine temena

{1, . . . , n} i ivice i, i+1 i 1, n, , i = 1, . . . , n−1. Zvezda je stablo

qije je jedno teme ( centar) susedno sa svim ostalim. Stepen

temena je broj temena grafa susednih tom temenu. Dijametar

povezanog grafa je najve�e rastojaǌe izme�u dva temena.

U ovom radu se grafovi pridru�uju matricama na slede�i

naqin.

Neka je A = (aij) realna simetriqna matrica dimenzije n×n.

Graf G(A) matrice A = (aij) se sastoji od temena {1, 2, . . . , n} i
skupa ivica je {ij | i 6= j, aij 6= 0}.

Sa druge strane, za dati graf G definixe se simetriqna

matrica A(G) = (aij) qiji je graf G(A) upravo graf G.

Na primer grafu G koji je put sa n temena i kome je 1 poqetno

a n krajǌe teme odgovara tridiagonalna matrica

A(G) =




a11 a12 0 0 . . . 0 0

a12 a22 a23 0 . . . 0 0

0 a23 a33 a34 . . . 0 0
...

0 0 0 0 . . . an−1n ann




.

Ako je graf G zvezda graf qiji je centar teme 1, odgvaraju�a
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matrica je

A(G) =




a11 a12 a13 a14 . . . a1n

a12 a22 0 0 . . . 0

a13 0 a33 0 . . . 0

a14 0 0 a44 . . . 0
...

a1n 0 0 0 . . . ann




.

Ako je graf G cikl sa n temena, onda je

A(G) =




a11 a12 0 0 . . . 0 a1n

a12 a22 a23 0 . . . 0 0

0 a23 a33 a34 . . . 0 0
...

a1n 0 0 0 . . . an−1n ann




.

Oznaqimo sa

S(G) = {A ∈ Rn×n | A = AT , G(A) = G}

skup svih simetriqnih matrica reda n koje odgovaraju istom

grafu G sa n temena.

Ako je G stablo, matrica A(G) je acikliqna. Brisaǌem

temena v stepena k iz stabla G dobija se k podgrafova koji

su svi stabla i koji se zovu grane stabla G u temenu v.

Neka je λ realan broj. Algebarska vixestruost λ kao sop-

stvene vrednosti matrice A se oznaqava sa mA(λ).

Glavna podmatrica od A koja se dobija brisaǌem vrsta i

kolona indeksa {i1, . . . , ik} se oznaqava sa A(i1, . . . , ik). Ako je

k = 1, glavna podmatrica se oznaqava sa A(i). To je ekviva-
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lentno brisaǌu temena i iz grafa G.

Sledi Cauchy interlacing teorema.

Teorema 0.1. Neka je A Hermitska matrica dimenzije n× n i

neka je B glavna podmatrica od A dimenzije n− 1× n− 1. Ako

su λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ2 ≤ λ1 sopstvene vrednosti matrice A i

µn ≤ µn−1 ≤ . . . ≤ µ3 ≤ µ2 sopstvene vrednosti matrice B, onda

je

λn ≤ µn ≤ λn−1 ≤ µn−1 ≤ . . . ≤ λ2 ≤ µ2 ≤ λ1.

Primena ove teoreme na simetriqne realne matrice daje

nejednakost [12]

mA(λ)− 1 ≤ mAi
(λ) ≤ mA(λ) + 1.

Dakle va�i jedna od slede�ih jednakosti:

(1) mAi
= mA(λ)− 1

(2) mAi
= mA(λ)

(3) mAi
= mA(λ) + 1

Definicija 0.2. Indeks i matrice A se zove Fiedler-ovo teme

matrice A za sopstvenu vrednost λ ako i samo ako je

mA((i) ≥ mA(λ).

Ako je λ = 0, i se zove F -teme.
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Definicija 0.3. Indeks i matrice A se zove Parter-ovo teme

matrice A za sopstvenu vrednost λ ako i samo ako je

mA(i) = mA(λ) + 1.

Ako je λ = 0, i se zove P -teme.

Ova temena se pomiǌu jox kao λ-pozitivna temena [9, 10].

Definicija 0.4. Indeks i matrice A koji je F -teme a nije

P -teme se zove neutralno teme. A indeks i koji nije F -teme

se zove doǌe teme.

Neka je S neprazni podskup od skupa {1, . . . , n}. Onda je

mA(S)(λ) ≤ mA(λ) + |S|.

Definicija 0.5. Neka je S neprazni podskup skupa {1, . . . , n}.
Skup S se zove Parter-ov skup matrice A za λ ako i samo ako

je mA(S)(λ) = mA(λ) + |S|.
Ako je λ = 0, onda je S P -skup matrice A.

Sa Pν(A) se oznaqava broj P -temena date matrice A. Mak-

simalna veliqina P -skupa matrice A se oznaqava sa PS(A).

Parter-ova temena su dobila naziv po Saymour V. Parter jer su

motivisani ǌegovim istra�ivaǌima [22], koje su nastavili

M.Fiedler [4], Gerry M. Wiener [23]. Ali taj pojam je uveo C.R. John-

son [14, 15, 16]. I u kontekstu matching polinoma (koji su za

stabla karakteristiqni polinomi), C.D. Godsil [10, 11] uvodi

pojam P -temena.
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1 Broj P -temena puta, zvezde i cikla

Neka je matrica A iz S(T ), gde je T stablo sa n temena.

Broj P -temena n× n acikliqne matrice A je ograniqen.

Teorema 1.1. [15] Neka je A singularna acikliqna matrica

dimenzija n× n iz S(T ). Onda je Pν(A) ≤ n− 2.

Za nesingularne matrice postoji druga procena. Prema

rezultatu [18] va�i slede�a teorema:

Teorema 1.2. Neka je A nesingularna acikliqna matrica di-

menzija n× n iz S(T ). Onda je Pν(A) ≤ n.

Postavǉa se pitaǌe postojaǌa nesingularne matrice A iz

S(T ) maksimalnog broja P -temena, tj. Pν(A) = n. Pokazano je

da za put sa parnim brojem temena ova matrica postoji.

Teorema 1.3. [18] Neka je T put sa n temena. Onda:

(1) Ako je n parno, postoji nesingularna matrica A iz S(T )

takva da je Pν(A) = n.

(2) Ako je n neparno, postoji nesingularna matrica A iz S(T )

takva da je Pν(A) = n− 1.

Xtavixe Pν(A) je ,,neprekidno” u slede�em smislu.

Teorema 1.4. [1] Neka je T put sa parnim brojem temena. Onda

{Pν(A) | det A 6= 0, A ∈ S(T )} = {0, 1, . . . , n}.

Ako je T put sa neparnim brojem temena, onda je

{Pν(A) | det A 6= 0 ; A ∈ S(T )} = {0, 1, . . . , n− 1}.
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Neka je

B(2)
n =




a1 b1

b1 a2 b2

b2 a1 b1

b1
. . . . . .
. . .




n×n

, (1)

matrica koja odgovara putu T sa n temena. To je tridijago-

nalna simetriqna matrica. Pretpostavimo da je

b1 = · · · = bn = 1.

Ovu matricu mo�emo identifikovati sa ǌenom dijagonalom

(a1, . . . , an). Ako je n parno, onda je

A(n)
n = (1,−1, . . . , 1,−1).

Ova matrica ima inerciju (broj pozitivnih, negativnih i

nula sopstvenih vrednosti) (n
2
, n

2
, 0). Primetimo da iz [1] va�i

det A(n)
n = Un

2

(
−3

2

)
+ Un−2

2

(
−3

2

)
,

gde su Uk(x)k≥1 polinomi Qebixeva.

Prema [5], ako zamenimo neke elemente dijagonale nulama

inercija ostaje ista, tj. In(A
(n)
n ) = (n

2
, n

2
, 0). Zato je ova ma-

trica uvek nesingularna.

Poxto je inercija bilo koje glavne matrice ili (n
2
, n−2

2
, 0)

ili (n−2
2

, n
2
, 0), dobija se Pν(A

(n)
n ) = 0.

Neka je A
(n)
n−1 = (0,−1, . . . , 1,−1). ǋen jedini glavni minor jed-

nak 0 je A
(n)
n−1(2). Zato, Pν(A

(n)
n−1) = 1. Ako je A

(n)
n−2 = (0,−1, . . . , 1, 0),

ǌeni glavni 0 minori su A
(n)
n−2(2) i A

(n)
n−2(n−1), pa je Pν(A

(n)
n−2) = 2.

Nastavimo ovaj proces zameǌuju�i u A
(n)
n−2 prva 3 elementa di-

jagonale (koji su 1) sa nula, i (n− 2)-ti element (koji je −1)

dobijene matrice sa 0.
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Ako je n/2 parno, posle n/2 + 2 koraka, dobijamo nesingu-

larnu tridijagonalnu matricu

A
(n)
n/2−1 = (0,−1, 0, . . . ,−1, 0︸ ︷︷ ︸

n/2

, 0, 1, 0, . . . , 1, 0︸ ︷︷ ︸
n/2

) .

Pν(A
(n)
n/2−1) =

n

2
+ 1 .

Ako je n/2 parno, posle n/2 + 1 koraka dobijamo nesingu-

larnu tridijagonalnu matricu

A
(n)
n/2 = (0,−1, 0, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

n/2

, 1, 0, . . . , 1, 0︸ ︷︷ ︸
n/2

) .

U oba sluqaja algoritam se nastavǉa zamenom −1 i 1 nu-

lama kao prethodno, i na kraju dobijamo matricu

A
(n)
0 = (0, . . . , 0),

gde je Pν(A
(n)
0 ) = n.

Dakle,

Pν(A
(n)
k ) = n− k, k = n, n− 1, . . . , 1, 0 .

Primer 1.5. Za n = 8:

k A
(8)
k Pν(A

(8)
k )

8 (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1) 0

7 (0,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1) 1

6 (0,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 0) 2

5 (0,−1, 0,−1, 1,−1, 1, 0) 3

4 (0,−1, 0,−1, 1, 0, 1, 0) 4

3 (0,−1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) 5

2 (0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0) 6

1 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) 7

0 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 8
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Primer 1.6. Za n = 10:

k A
(10)
k Pν(A

(10)
k )

10 (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1− 1) 0

9 (0,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1− 1) 1

8 (0,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 0) 2

7 (0,−1, 0,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 0) 3

6 (0,−1, 0,−1, 1,−1, 1, 0, 1, 0) 4

5 (0,−1, 0,−1, 0,−1, 1, 0, 1, 0) 5

4 (0,−1, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) 6

3 (0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0) 7

2 (0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) 8

1 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) 9

0 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 10

U sluqaju da je n neparno, za k = 1, . . . , (n−1)/2, definixemo

matricu

B
(n)
k = (0, . . . , 0, 1, 1︸ ︷︷ ︸

2k

, 0, . . . , 0) .

Onda det B
(n)
k (2`−1) 6= 0, za ` = 1, . . . , k, a ostali minori su nula.

Zatim definixemo

B
(n)
k = (1, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

2k−n

, 0, . . . , 0) ,

za k = (n+1)/2, . . . , n. Onda, det B
(n)
k (n+1−2`) = 0, za ` = 1, . . . , n−k,

a ostali minori su nula.

Onda

Pν(B
(n)
k ) = n− k k = 1, 2, . . . , n .

Poxto In(B
(n)
k ) = (n+1

2
, n−1

2
, 0), za svako k ∈ {1, . . . , n}, dobijamo

primere matrica tra�enih osobina.
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Primer 1.7. Za n = 7:

k B
(7)
k Pν(B

(7)
k )

1 (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) 6

2 (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0) 5

3 (0, 0, 0, 0, 1, 1, 0) 4

4 (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 3

5 (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0) 2

6 (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0) 1

7 (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 0

Ako je stablo T zvezda Sn sa n temena, matrica iz S(Sn) je

oblika

D =




a1 b1 b2 · · · bn−1

b1 a2

b2 a3

... . . .

bn−1 an




. (2)

Za svako k ∈ {1, . . . , n}, definixemo

a` = b`−1 = 1 , za ` = k + 1, . . . , n ,

a` = b`−1 = 2 , za ` = 2, . . . , k ,

i

a1 = a2 + · · ·+ an − 1 ,

Onda dobijamo matrice S
(n)
k takve da je za ` = k + 1, . . . , n,

det S
(n)
k (`) = 0 .

Ostali minori ove determinante su razliqiti od nule, pa je

Pν(S
(n)
k ) = n− k .

Poxto In(S
(n)
k ) = (n− 1, 1, 0), za svako k ∈ {1, . . . , n}, dobijamo:
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Teorema 1.8. [1] Neka je T zvezda sa neparnim brojem temena

n. Onda za svako k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} postoji A iz S(T ), takva da

je Pν(A) = k.

Ako je T cikl sa n temena, n paran broj, matrica iz S(T )

je oblika

C =




a1 b1 bn

b1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn bn−1 an




. (3)

Pretpostavimo da je

b1 = · · · = bn = 1 ,

a2`−1 = 1 , i a2` = a ,

za ` = 1, 2, . . . , bn/2c . Ako je i neparno, onda

det C(i) = det




a 1

1 1 1

1 a 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 1 1

1 a




= aU(n−2)/2

(
a− 2

2

)
.

Inaqe

det C(i) = det




1 1

1 a 1

1 1 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 a 1

1 1




= U(n−2)/2

(
a− 2

2

)
.
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Dakle, za svako n mo�e se izabrati a tako da je det C(i) = 0, a

det C 6= 0, pa je Pν(C) = n.

Primer 1.9. Neka je n = 12 i a = 3. Onda det C = −4 6= 0 i

det C(i) = 0, za sve i ∈ {1, . . . , 12}.

U sluqaju da je n neparno posmatrajmo matricu reda 2k,

oblika




0 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 0 1

1 a 1

1 a 1

1 a 1

1 0 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 0




(4)

ili, 


0 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 0 1

1 a 1

1 a 1

1 0 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 0




. (5)
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Determinanta matrica (4) ili (5) je (−)k(1− a2).

Determinanta matrice cikla [7] reda n

C(a) =




a 1 1

1 a 1

1 a 1

1 0
. . .

. . . . . . 1

1 0 1

1 1 0




, (6)

je

det C(a) =





2 + 3a− a3, ako n = 4` + 1

2− 3a + a3, ako n = 4`− 1
.

Ako je n = 4` + 1, onda det C(1) 6= 0 i Pν(C
(1)) = n; inaqe,

n = 4`− 1, det C(−1) 6= 0 i Pν(C
(−1)) = n.

Teorema 1.10. [1] Neka je Cn cikl reda n. Onda postoji nesin-

gularna matrica iz S(Cn) takva da je ǌen broj P -temena n.

Otvoreno je jox pitaǌe ,,neprekidnosti” broja

P -temena cikla.
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2 Stabla sa maksimalnim brojem P -temena

U prethodnom poglavǉu su detaǉno prouqeni brojevi P -

temena posebnih vrsta stabala: puteva i zvezdi. Otvoreno

pitaǌe koje su postavili I.J Kim i B.L Shader[20] je:

Pitaǌe 2.1. Ako je n ≥ 3 neparno, da li postoji stablo T sa n

temena za koje postoji nesingularna matrica A iz S(T ) takva

da je Pν(A) = n?

Mo�e se primetiti da bi potvrdan odgovor na ovo pitaǌe

implicirao postojaǌe stabla sa parnim brojem temena za

koje postoji nesingularna matrica A takva da je Pν(A) = n−2.

Drugi interesantan problem je karakterizacija svih sta-

bala date veliqine za koje postoji nesingularna matrica sa

maksimalnim brojem P -temena.

Pitaǌe 2.2. [20] Klasifikovati sva stabla sa n temena za

koje postoji nesingularna matrica A ∈ S(T ) takva da je Pν(A) =

n.

Odgovor na pitaǌe 2.1 je negativan. Mogu�a je klasi-

fikacija stabala prema uslovima pitaǌa 2.2. Naravno, ǌi-

hov red mora biti paran.

Teorema 2.3. [20] Neka je T put sa n temena za n ≥ 2 i neka je

A nesingularana matrica iz S(T ) oblika (1). Onda

(1) Ako je Pν(A) = n, onda je a2k−1,2k−1 = 0 za k = 1, 2, . . . , [n
2
].

(2) Za n parno, Pν(A) = n ako i samo ako ai,i = 0.
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Neka je data n× n tridijagonalna matrica

B =




a1 b1

b1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an




, (7)

gde su neoznaqeni elementi nule. Ako je A nesingularna a

Pν(A) = n, onda a2i−1 = 0 za sve 1 = 1, 2, . . . , [n
2
]. Tako�e je poznato

da je za n parno Pν(A) = n ako i samo ako je glavna dijagonala

matrice A nula [20]. Onda za svako parno n matrica

Jn =




0 1

1
. . . . . .
. . . . . .

1 0




, (8)

ima maksimalan broj P -temena.

Ako je T stablo, imamo sliqan kriterijum.

Definicija 2.4. Teme v stabla T se zove privezak ako je

susedno samo jednom temenu.

Teorema 2.5. Neka je T stablo sa n temena od kojih je bar

jedno susedno sa dva privezak-temena. Ako je A nesingularna

matrica iz S(T ), onda je Pν(A) < n.

Dokaz: Mo�emo pretpostaviti, bez gubitka opxtosti, da je

S = {1, . . . , k} skup temena stabla T koja su susedna temenu

k + 1. Pretpostavimo da je Pν(A) = n. Onda je det A(`) = 0, za

` = 1, . . . , k + 1. Poxto je A nesingularna matrica, onda

0 6= det A = −a2
1,k+1a2,2 · · · ak,k det A(1, . . . , k + 1) .
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Onda, iz

0 = det A(k + 1) = a11a2,2 · · · ak,k det A(1, k) ,

dobijamo a11 = 0. Ali

0 6= det A = −a2
2,k+1a1,1a3,3 · · · ak,k det A(1, . . . , k + 1) ,

xto je nemogu�e. Dakle Pν(A) < n. 2

Na primer, jasno je da za zvezde Sn va�i Pν(A) < n za sve

nesingularne A iz S(Sn).

Stablo T koje se sastoji iz puta i zvezde koje su spojene

preko temena privezka zove se metla. Jasno je da su i ovo

stabla takva da ne postoje nesingularne matrice iz S(T ) sa

maksimalnim brojem P -temena.

Teorema 2.6. [1] Neka je T ′ put privezak u stablu T . Pret-

postavimo da je {1, . . . , k} skup temena T ′. Ako je A = (aij)

nesingularna matrica iz S(T ) takva da je Pν(A) = n, onda

a2`−1,2`−1 = 0, za ` = 1, . . . , bk/2c.

Mo�e se dokazati i vixe.

Teorema 2.7. Neka je {1, . . . , k} skup temena puta privezka T ′

datog stabla T sa n temena koji je povezan sa temenom k + 1.

Ako je A = (aij) nesingularna matrica iz S(T ) takva da je

Pν(A) = n, onda je aii = 0 za i = 1, 2, . . . , k.

Dokaz: Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je

k teme puta T ′ susedno centru k + 1. Ako je k = 1, poxto

0 6= det A = −a2
12 det A(1, 2)

i

0 = det A(2) = a11 det A(1, 2),
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dobijamo a11 = 0.

Ako je k = 2,

0 = det A(1) = a22 det A(1, 2)− a2
23 det A(1, 2, 3)

i

0 = det A(3) = −a2
12 det A(1, 2, 3).

Zato je a22 = 0.

Pretpostavimo da je a11 = · · · a2i,2i = 0 za 2i < k.

Onda det A(1, 2i) 6= 0 i

0 = det A(2i + 1) = det A(1, 2i) det A(2i + 2, n).

Dakle det A(2i + 2, n) = 0. Sada

0 6= det A =

= det A(1, 2i + 1) det A(2i + 2, n)− a2
2i+1,2i+2 det A(1, 2i) det A(2i + 3, n) =

= −a2
2i+1,2i+2 det A(1, 2i) det A(2i + 3, n).

Zato je 0 6= det A(2i + 3, n). Tako�e

0 = det A(2i + 2) = det A(1, 2i + 1) det A(2i + 3, n).

Zakǉuqujemo da je det A(1, 2i + 1) = 0, pa sledi a2i+1,2i+1 = 0.

Pretpostavimo da je 2i + 2 ≤ k. Onda det A(1, 2i + 2) 6= 0, i

0 = det A(2i + 3) = det A(1, 2i + 2) det A(2i + 4, n).

Zato je det A(2i + 4, n) = 0. Tako�e

0 = det A(2i + 2, n) =

= a2i+2,2i+2 det A(2i + 3, n)− a2
2i+2,2i+3 det A(2i + 4, n)

= a2i+2,2i+2 det A(2i + 3, n)

Sledi da je a2i+2,2i+2 = 0. 2
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Posledica ove teoreme je da te�ina svakog privezak

temena( vrednost odgovaraju�eg elementa matrice) nesingu-

larne matrice sa maksimalnim brojem P -temena uvek nula.

Posledica 2.8. Neka je T stablo sa n temena i Ṽ skup

privezak temena. Ako je A = (aij) nesingularna matrica iz

S(T ) takva da je Pν(A) = n, onda je aii = 0 za sve i ∈ Ṽ .

Za dati broj k, oznaqimo sa k̃ = k ako je k paran, odnosno

k̃ = k − 1 ako je k neparan.

Slede�i rezultat je va�an za opis stabala sa maksimalnim

brojem P -temena.

Posledica 2.9. Neka je {1, . . . , k} skup temena puta privezka

Pk datog stabla T sa n temena i k ≥ 2. Onda postoji nesin-

gularna matrica A = (aij) iz S(T ) takva da je Pν(A) = n ako i

samo ako postoji nesingularna matrica A′ = (a′ij) u S(T \ Pk̃)

takva da je Pν(A
′) = n− k̃.

Dokaz: Pretpostavimo da je A = (aij) nesingularna matrica

iz S(T ) takva da je Pν(A) = n. Prema teoremi 2.7, mora biti

ai,i = 0 za sve i = 1, . . . , k̃. Iz teoreme 2.7 se zna da je det A(1, 2) 6=
0. Iz

0 = det A(i) = −a2
12 det A(1, 2, i),

sledi da je det A(1, 2, i) = 0 za sve i = 3, . . . , n, pa je A(1, 2) nesin-

gularna matrica iz S(T \ {1, 2}) takva da je Pν(A(1, 2)) = n − 2.

Ovaj algoritam se mo�e nastaviti dok se ne pro�u svih k̃

temena puta Pk. Na kraju se dobija tra�ena matrica A′ koja

je u S(T \ Pk̃) i za ǌu va�i Pν(A
′) = n− k̃.

Obratno, pretpostavimo da je T̃ stablo reda n i Ã nesingu-

larna matrica u S(T̃ ) takva da je Pν(A
′) = n. Ako je n privezak
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teme stabla T̃ , neka je T stablo dobijeno dodavaǌem puta Pk

(ǌegove krajǌe taqke) na teme n.

Pretpostavimo da je k parno. Ako je Jk matrica oblika

Jk =




0 1

1
. . . . . .
. . . . . .

1 0




, (9)

pridru�ena putu Pk onda je matrica

A =




Ã
1

1
Jk




nesingularna, jer je kongruentna sa

Ã⊕

 0 1

1 0


⊕ . . .⊕


 0 1

1 0




︸ ︷︷ ︸
k/2

A matrica A(`) kongruentna sa

Ã(`)⊕

 0 1

1 0


⊕ . . .⊕


 0 1

1 0




︸ ︷︷ ︸
k/2

,

za ` = 1, . . . , n. Xtavixe A(n + `) je kongruentna sa

Ã⊕

 0 1

1 0


⊕ . . .⊕


 0 1

1 0




︸ ︷︷ ︸
(k−2)/2

⊕0,
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za ` = 1, 3, . . . , k − 1 i sa

Ã(n)⊕

 0 1

1 0


⊕ . . .⊕


 0 1

1 0




︸ ︷︷ ︸
k/2

,

za ` = 2, 4, . . . , k. Dakle, A je matrica za koju va�i Pν(A) = n+k.

2

Ova posledica 2.9. daje va�an algoritam za rexavaǌe

postavǉenih pitaǌa. Brisaǌem privezak puteva parne

du�ine dato stablo T se mo�e uprostiti i onda se pitaǌe

maksimalnog broja P -temena rexava za to prostije stablo.

Evo i odgovora na pitaǌe 2.1.

Teorema 2.10. Ako je T stablo sa n temena i A nesingularna

matrica iz S(T ) takva da je Pν(A) = n, onda je n parno.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji matrica A koja ispuǌava

uslove teoreme. Neka je T ′ stablo nastalo brisaǌem privezak

puteva parne du�ine. Onda je novodobijeno stablo:

Sluqaj 1. T ′ je put. Ako je n neparno i ovaj put je neparnog

broja temena, a iz teoreme 1.3. zakǉuqujemo da oni ne mogu

imati maksimalan broj P -temena. Ako je n parno, to je

mogu�e.

Sluqaj 2. T ′ je stablo sa vixe od jednog temena koje je susedno

centru. Onda prema teoremi 2.5. ovo stablo ne mo�e imati

maksimalan broj P -temena. 2

Konaqno, evo i odgovora na pitaǌe 2.2.

Teorema 2.11. Neka je T stablo sa n temena i neka je T ′ stablo

koje se dobija iz T posle brisaǌa privezak puteva u smislu
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posledice 2.9. Onda postoji nesingularna matrica A iz S(T )

takva da je Pν(A) = n ako i samo ako je T ′ put parnog broja

temena.

Jasno je iz teoreme 2.10. da stablo sa maksimalnim brojem

P -temena mora imati paran broj temena.

Primer 2.12. T1 (Slika 2.1) je primer stabla sa 11 temena

i T ′
1 je stablo nastalo iz ǌega brisaǌem privezak puteva.

T ′
1 (Slika 2.2) je put sa tri temena, znaqi za T1 ne postoji

nesingularna matrica sa 11 P -temena. To je bilo jasno i

zbog toga xto je T neparnog reda.

u u u u u u u u

u

u

u

Slika 2.1: Stablo T1
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u

u

u

Slika 2.2: Stablo T ′
1

Primer 2.13. T2 (Slika 2.3) je stablo sa 12 temena, ali pozna-

tim algoritmom dobijamo stablo T ′
2 (Slika 2.4) za koje prema

teoremi 2.5. ne postoji nesingularna matrica sa maksimal-

nim brojem P -temena.

u u u u u u u uu

u

u

u u

Slika 2.3: Stablo T2
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u u u u u uu

u u

Slika 2.4: Stablo T ′
2

Primer 2.14. T3 (Slika 2.5) je primer stabla sa 10 temena

za koje postoji nesingularna matrica sa 10 P -temena. Pozna-

tim algoritmom dobijamo put T ′
3 (Slika 2.6) sa 6 temena. To

je put parnog reda pa za ǌega postoji nesingularna matrca

maksimalnog broja P -temena.

u u u u u u u

u u

u

Slika 2.5: Stablo T3
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u u u u u

u

Slika 2.6: Stablo T ′
3
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3 Maksimalni broj P -temena nesingularnih

dvostrukih zvezdi i veliqina P -skupa zvezdi

Jox jedno otvoreno pitaǌe koje su postavili I.J.Kim i B.M.

Shader [20] je:

Pitaǌe 3.1. Da li postoji stablo T sa n temena takvo da za

svaku nesingularnu matricu A iz S(T ) va�i Pν(A) ≤ n− 2?

Odgovor na ovo pitaǌe je potvrdan. Takva stabla su

takozvane dvostruke zvezde.

Definicija 3.2. Dvostruka zvezda je stablo koje qine dve

disjunktne zvezde qija su centralna temena povezana ivicom.

Neka je DSn dvostruka zvezda sa n temena. Ako ho�emo da

preciziramo veliqinu zvezda mo�emo je oznaqiti sa

Sk1,k2, k1 + k2 = n. Posebno, zvezda je specijalni sluqaj

dvostruke zvezde Sk,0.

@
@

@@

¡
¡

¡¡
¡

¡
¡¡

@
@

@@

r

r

r r rr

r

r

Slika 3.1: Dvostruka zvezda DS7 = S3,4

Posmatrajmo za n ≥ 4 matricu
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An =




1 1
. . .

1 1

1 . . . 1 n− 5 1

1 0 1 1

1 1 0

1 0 0




,

gde je gorǌi blok reda n−3. To je matrica duple zvezde Sn−3,n.

Prvo primetimo da je det An = 1. Sa druge strane, det An(`) = 0

za sve ` ∈ {1, . . . , n} \ {n− 3, n− 1} i

det An(n− 1) = − det An(n− 3) = 1,

tj.

Pν(A) = n− 2.

Sada mo�emo odgovoriti na pitaǌe 3.1.

Teorema 3.3. Za svaku nesingularnu matrcu A iz S(Sn−3,n),

n ≥ 4 va�i

Pν(A) ≤ n− 2.

Dokaz: Pretpostavimo da je n− 1 ≤ Pν(A) ≤ n. Bez gubitka

opxtosti, mo�emo pretpostaviti da su temena 1, 2 i n− 3 P -

temena. Me�u P -temenima je i jedan centar, pretpostavimo

da je to n− 3. Onda

0 = det A(n− 3) = a11a22 . . . an−2,n−2A(1, . . . , n− 3)

i

0 6= det A = −a2
1,n−3a22 . . . an−2,n−2 det A(1, . . . , n− 3).

26



Zato je

a11 = 0.

Poxto je i det A(2) = 0, bi�e

det A = −a2
2,n−3a11a33 · · · an−2,n−2 det A(1, . . . , n− 3) = 0

xto je protivreqno qiǌenici da je A nesingularna. 2

Primetimo da za n = 3 i matricu

A =




0 1 1

1 1 0

1 0 0


 ,

va�i Pν(A) ≤ 1. Graf matrice A je zvezda sa tri temena.

Ostalo je jox pitaǌe o veliqini P -skupova.

Pitaǌe 3.4. Opisati klasu stabala T takvih da za svaku

nesingularnu matricu iz S(T ) va�i PS(A) ≤ 1.

Podsetimo se da za zvezdu Sn, matrica A iz S(Sn) ima oblik

A(G) =




a11 a12 a13 a14 . . . a1n

a12 a22 0 0 . . . 0

a13 0 a33 0 . . . 0

a14 0 0 a44 . . . 0
...

a1n 0 0 0 . . . ann




.

Podsetimo se najpre, nekih poznatih teorema [20].

Teorema 3.5. [20] Neka je A simetriqna matrica. Onda je

svaki neprazni podskup od P -skupa matrice A i sam P -skup.

Posebno, svako teme iz P -skupa je P -teme matrice A.
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Teorema 3.6. [18] Neka je T zvezda a A iz S(T ). Onda:

(1) Ako je n ≥ 2 i postoji taqno jedan indeks i ∈ {2, . . . , n} takav
da je aii = 0, onda je A nesingularna.

(2) Ako je n ≥ 3, A nesingularna i teme 1 je P -teme, onda

Pν(A) ≤ 2 i PS(A) = 1.

Tvr�eǌe 3.7. Ako n ≥ 3 i A nesingularna iz S(Sn), onda

PS(A) ≤ 1.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da postoji P -skup P sa dva

elementa iz {2, . . . , n}. Bez gubitka opxtosti mo�emo pret-

postaviti da je P = {n − 1, n}. Onda je mAn−1,n(0) = 2. Prema

Koxijevoj teoremi dobijamo mA1,n−1,n(0) ≥ 1. Poxto je matrica

A(1, n − 1, n) kongruentna sa [a22] ⊕ · · · ⊕ [an−2,n−2], postoji bar

jedan indeks k iz {2, . . . , n − 2} takav da je ak,k = 0. Ako je ak,k

jedini element na glavnoj dijagonali matrice A(n) koji je

nula, prema teoremi 3.6. sledi da je A(n) nesingularna. Ovo

je suprotno pretpostavci da je n P -teme. Znaqi, postoji jox

neko teme ` ∈ {2, . . . , n} \ {k} takvo da je a`,` = 0. Onda su kolone

k i ` linearno zavisne xto je suprotno pretpostavci da je A

nesingularna. 2

Primer 3.8. Neka je A1 =




2 1 1 1

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1




i A2 =




1 1 1 1

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1




.

Onda je PS(A1) = 1 a PS(A2) = 0.

Inaqe, zvezde su jedina klasa stabala koja ima najvixe

jedno teme koje je stepena ve�eg od jedan. Pretpostavimo da

je T stablo sa vixe temena stepena ve�eg od jedan. Onda
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imamo bar dva temena i i j, koji su susedni nekim privezak

temenima k i `. Tada je ak,k = a`,` = 0 u matrici A iz S(T ) i

svaki blok matrice A(i, j, k, l) je nesingularan, pa je PS(A) ≥ 2.

Teorema 3.9. Za n ≥ 3, jedina stabla sa n temena za koje

za svaku nesingularnu matricu A iz S(T ) va�i PS(A) ≤ 1 su

zvezde Sn.

Primer 3.10. Matrica

A1 =




0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0 0




je matrica stabla T (Slika 3.2)

u u u u u u

u

Slika 3.2: Stablo T

Matrica A je nesingularna i 0 je sopstvena vrednost vixes-

tukosti 3 matrice A(2, 4, 5). Dakle, {2, 4, 5} je P -skup matrice
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A. Inaqe, ovo je maksimalna veliqina P -skupa.

Jasno je da va�i

PS(A) ≤
[n

2

]
.

Onda se postavǉa slede�e pitaǌe:

Pitaǌe 3.11. Na�i stablo T takvo da za svaku nesingularnu

matricu A iz S(T ) va�i 1 < PS(A) < [n
2
].

U stvari ne postoje ovakva stabla. Za dato stablo T pos-

matrajmo matricu D + A + I, gde je D dijagonalna matrica

qiji su elementi na dijagonali stepeni odgovaraju�eg temena

stabla, I jediniqna matrica i A standardna pridru�ena ma-

trica stabla T . D+A+I je simetriqna i svi elementi na di-

jagonali su pozitivni, pa prema [12] sve sopstvene vrednosti

matrice su realne i pozitivne. Odatle dobijamo slede�e

tvr�eǌe:

Tvr�eǌe 3.12. Za svako stablo T postoji nesingularna ma-

trica A iz S(T ) takva da je PS(A) = 0.
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4 Razliqite sopstvene vrednosti familije

acikliqnih matrica

I.-J.Kim i B.L.Shader [19] su izvrxili klasifikaciju sta-

bala za koje svaka pridru�ena matrica ima razliqite sop-

stvene vrednosti kada su vrednosti na dijagonali razliqite.

Podsetimo se nekih poznatih rezultata. Prvi rezultat je

poznata Parter-Wiener-ova teorema [16].

Teorema 4.1. Neka je A ireducibilna acikliqna matrica, i

neka je λ sopstvena vrednost matrice A za koju va�i mA(G)(λ) >
2. Onda postoji Pater-ovo teme i od A takvo da je λ sopstvena

vrednost najmaǌe tri razliqita direktnih sumanda od A(i).

I.-J.Kim i B.L Shader [20] su opisali strukturu acikliqne

matrice u zavisnosti od Parter-ovih i Fiedler-ovih temena.

Oni su tako�e posmatrali podskup od S(G) svih simetriqnih

matrica koje odgovaraju istom grafu G i koje imaju razli-

qite sopstvene vrednosti.

SD(G) = {A = (aij) ∈ S(G) | akk 6= a`` , za k 6= `}.

Opisali su i klasu stabala T takvih da svaka matrica iz

SD(G) ima samo proste sopstvene vrednosti.

Teorema 4.2. [21] Neka je T stablo koje nije put. Onda svaka

matrica iz SD(T ) ima razliqite sopstvene vrednosti ako i

samo ako svako teme stepena bar tri ima bar jednu granu koja

nije privezak teme.
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Primenom teoreme 4.1. se pokazuje da je uslov dovoǉan a

primenom slede�e leme 4.3. da je i potreban.

Lema 4.3. [19] Neka je T stablo. Onda postoji singularna

matrica u SD(T ) bez nula elemenata na glavnoj dijagonali.

Definicija 4.4. Uopxtena zvezda je stablo koje se sastoji

od vixe puteva koji imaju jednu zajedniqku krajǌu taqku.

Uopxtena dvostruka zvezda je stablo koje se dobija ako cen-

tralna temena dveju zvezdi pove�emo putem.

I put i zvezda su specijalni sluqajevi uopxtene dvo-

struke zvezde. Ako su dve zvezde veliqine n1 i n2 i put je

veliqine p, onda �emo uopxtenu dvostruku zvezdu oznaqavati

sa Sp
n1n2

. Znaqi S1
n1n2

je zvezda sa n1 + n2 − 1 temena a Sp
00 put

du�ine p. Sp
n1n2

ima n1 + n2 − 2 + p temena.

Posledica teoreme 4.2. je:

Posledica 4.5. Neka je T stablo. Onda svaka matrica iz

SD(T ) ima razliqite sopstvene vrednosti ako i samo ako je

T uopxtena dvostruka zvezda.

U [13] su opisani svi grafovi G takvi da svaka realna

simetriqna matrica koja ima graf G nema sopstvenih vred-

nosti vixestrukosti ve�e od 2.

Neka je G graf i neka A = A(G) ∈ S(G). Oznaqi�emo sa

ϕ(A(G), x) karakteristiqan polinom matrice A,[10, 11, 7]. Evo

nekih rezultata o karakteristiqnim polinomima.

Tvr�eǌe 4.6. Neka su i i j dva susedna temena stabla T takva

da φ(A(T \ i), x) i φ(A(T \ ij), x) nemaju zajedniqku nulu. Onda

φ(A(T ), x) i φ(A(T \ i), x) tako�e nemaju zajedniqku nulu.
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Koriste�i Koxijevu teoremu i prethodno tvr�eǌe mo�e-

mo zakǉuqiti da su sopstvene vrednosti od A(T ) (i A(T \ i))

sve proste. Indukcijom dolazimo do slede�eg rezultata:

Tvr�eǌe 4.7. Neka je T je stablo dobijeno spajaǌem stabla

H i puta preko jednog privezak temena, na primer i. Ako

φ(A(H), x) i φ(A(H \ i), x) nemaju zajedniqkih nula, onda su sve

sopstvene vrednosti A(T ) proste.

Lema 4.8. [8] Neka je P put koji ne sadr�i nijednu ivicu

cikla u grafu G. Onda

mA(G\P )(θ) > mA(G)(θ)− 1 .

Ovaj rezultat ima puno zanimǉivih posledica. Jedna od

ǌih je slede�a lema:

Lema 4.9. [6] Neka je P put u stablu T i A(T ) ∈ S(T ). Ako je

θ sopstvena vrednost matrice A(T ), onda

mA(T\P )(θ) > mA(T )(θ)− 1 .

Poznat je rezultat koji ka�e da su sopstvene vrednosti

ireducibilne tridijagonalne matrice realne i razliqite.

Ovo se mo�e zakǉuqiti primenom tvr�eǌa 4.6 i tvr�eǌa 4.7.

U ovom poglavǉu �emo dokazati rezulte koji se odnose na

uopxtene dvostruke zvezde. Poqnimo sa zvezdama.

Lema 4.10. Neka je T zvezda i teme 1 je centralno. Pret-

postavimo da matrica A = (aij) iz ∈ S(T ) ima razliqite ele-

mente na glavnoj dijagonali, osim elementa a11. Onda aii, za

i ≥ 2, nisu sopstvene vrednosti matrice A.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da je aii, za neko i ≥ 2 sop-

stvena vrednost matrice A. Onda je matrica A − aiiI sin-

gularna. Ali, i-ta vrsta ove matrice je (a1i, 0, . . . , 0) pa bi to
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znaqilo da je a1i = 0, xto je suprotno qiǌenici da je A ∈ S(T ).

2

Tvr�eǌe 4.11. Neka je T zvezda i teme 1 je centralno. Pret-

postavimo da je matrca A ∈ S(T ) takva da se elementi aii, i ≥ 2,

ne pojavǉuju vixe od dva puta. Onda su sve sopstvene vred-

nosti matrice A proste.

Dokaz: Neka je A = (aij) ∈ S(T ) i pretpostavimo da je ai1i1 = aikik,

gde je 1 < i1 < ik 6 n i k = 2, . . . , s. Ako je s > 3, onda je ai1i1

sopstvena vrednost A vixestukosti najmaǌe 2. Ako je s = 2,

onda je ai1i1 sopstvena vrednost za A ( [8]). Poxto ai1i1 nije

sopstvena vrednost matrice A(T \{1, i1, j2}), iz leme 4.8. sledi
da je ai1i1 prosta sopstvena vrednost A. Ako su svi necen-

tralni eleneti na dijagonali razliqiti, onda aii nije sop-

stvena vrednost A, za i > 2, xto sledi iz leme 4.9. Konaqno

maksimalna vixestrukost sopstvenih vrednosti od A je 1. 2

Primetimo da nema posebnih zahteva u vezi sa a11. U

sluqaju ponavǉaǌa necentralnih dijagonalnih elemenata

vixe od dva puta ta vrednost elementa je sopstvena vrednost

vixestrukosti ve�e od 1.

Sada �emo videti xta se dexava u sluqaju sopstvenih

vrednosti uopxtenih dvostrukih zvezdi Sp
n1n2

.

Tvr�eǌe 4.12. Neka je A simetriqna matrica qiji je graf

uopxtena dvostruka zvezda i necentralni elementi sa di-

jagonale obe zvezde matrice A su razliqiti. Onda su sve

sopstvene vrednosti od A proste.

Dokaz: Neka je A ∈ S(Sp
n1n2

) i p > 1, i neka je P put koji
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spaja centre dve zvezde, recimo, 1 i n1 + p − 1. Neka je VP̄ =

{2, . . . , n1, n1 + p, . . . , n1 + p + n2 − 2}. Za V (Sp
n1n2

\ P ), imamo

φ(A(Sp
n1n2

\ P ), x) =
∏

k∈VP̄

(x− akk) .

Iz leme 4.8., ako je θ sopstvena vrednost od A, onda

mA(Sp
n1n2

\P )(θ) > mA(Sp
n1n2

)(θ)− 1 .

Onda, jedine mogu�e sopstvene vrednosti sa mogu�om

vixestrukosti ve�om od 1 su akk, za k ∈ VP̄ .

Pretpostavimo da postoje dva privezak temena, recimo, k1

i k2, u dve razliqite zvezde, takvi da je ak1k1 = ak2k2. Neka

je Q put koji spaja temena k1 i k2, i neka je VQ̄ = VP̄ \ {k1, k2}.
Dobijamo

ϕ(A(Sp
n1n2

\Q), x) =
∏

k∈VQ̄

(x− akk) .

Zato ak1k1 nije nula φ(A(Sp
n1n2

\Q), x), t.j.,

mA(Sp
n1n2

\Q)(ak1k1) = 0 .

To znaqi da

mA(Sp
n1n2

)(ak1k1) 6 1 .

Isti postupak se primeni u sluqaju kada necentralni el-

ement akk jedne zvezde nije jednak nijednom elementu druge

zvezde. U tom sluqaju posmatramo put Q koji spaja k sa

privezak temenom druge zvezde. 2

Primetimo da u sluqaju kada su dva dijagonalna elementa

iste zvezde jednaka, tvr�eǌe ne va�i.

Primer 4.13. Posmatrajmo uopxtenu dvostruku zvezdu S4
32

(Slika 4.1) :
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Slika 4.1: Graf S4
32 (ili S5

31).

I matricu

A =




1 1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 0 1 2




.

Elementi (2, 2) i (3, 3) su 1, xto je i sopstvena vrednost

vixestrukosti 2 matrice A, i temena 2 i 3 pripadaju istoj

zvezdi.

Za dato stablo T , neka je SDP(T ) skup svih matrica A ∈
S(T ) qiji je graf T , takvih da su dijagonalni necentralni

elementi obe zvezde razliqiti.

Dokazali smo da ako je A ∈ SDP(Sp
n1n2

), sve sopstvene vred-
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nosti A su proste. I obratno je taqno, t.j., ako A ∈ SDP(T ),

za neko stablo T , onda T = Sp
n1n2

.

Dokaz je isti kao i teoreme 1.2. [20]. Jedina razlika mo�e

biti u konstrukciji matrice D.

Lema 4.14. Neka je T netrivijalno stablo. Onda postoji sin-

gularna matrica u SDP(T ) sa svim nenula elementima na di-

jagonali.

Teorema 4.15. Neka je T stablo. Onda svaka matrica iz

SDP(T ) ima razliqite sopstvene vrednosti ako i samo ako

je T uopxtena dvostruka zvezda.

Primer 4.16. Posmatrajmo matricu

A =




2 2 2 2 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0

2 0 3 0 0 0 0

2 0 0 2 2 2 0

0 0 0 2 1 0 0

0 0 0 2 0 4 2

0 0 0 0 0 2 4




qiji graf je G
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u u u u u

u u3

7

5

62 1 4

Slika 4.5: Graf G

G nije uopxtena dvostruka zvezda i temena 2 i 3 pripadaju

istoj zvezdi. Elementi (2, 2) i (3, 3) su razliqiti, ali 2 je

sopstvena vrednost vixestrukosti 2.
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5 Neure�eni niz vixestrukosti

xirokih dvostrukih puteva

Ovo poglavǉe ima za temu analizu vixestrukosti sopstvenih

vrednosti nekih klasa stabala.

Podsetimo se prvo slede�eg tvr�eǌa [6]:

Teorema 5.1.

mA(G\P )(θ) ≥ mA(G)(θ)− 1

gde je G bilo koji graf a P put koji ne sadr�i ivicu cikla

iz G.

Poxto stabla ne sadr�e cikle, nejednakst va�i sa sve

puteve, xto generixe rezultat za acikliqne simetriqne ma-

trice.

Ova nejednakost mo�e dati gorǌu granicu vixestrukosti

sopstvene vrednosti grafa. Za doǌu granicu mo�emo koris-

titi slede�u lemu (ona je uopxteǌe tvr�eǌa iz [2]).

Lema 5.2. Neka su H1, . . . , Hk grafovi i v1, . . . , vt temena koja

nisu temena ovih grafova. Konstruiximo graf H dodavaǌem

ivica koje spajaju neko teme vi sa temenom nekog grafa Hj.

Ako je

A =


 B CT

C D


 ∈ S(H)
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blok matrica gde je

B =




A1 0
. . .

0 Ak


 ,

matrice Ai su iz S(Hi) za i = 1, . . . , k, D je realna dijagonalna

matrica i C ima t kolona. Onda

mA(λ) ≥
k∑

i=1

mAi
(λ)− t.

Dokaz: Neka je F matrica qije kolone qine bazu prostora

sopstvenih vektora matrice B za sopstvenu vrednost λ. Ma-

trica F ima
∑k

i=1 mAi
(λ) kolona i BF = λF . Napravimo ma-

tricu E dodavaǌem t vrsta na vrh matrice F . Kolone ma-

trice E su linearno nezavisne. Pokaza�emo da je odre�ena

linearna kombinacija kolona matrice E sopstveni vektor ma-

trice A za sopstavenu vrednost λ. Prvo, posmatrajmo ho-

mogen sistem jednaqina (CF )X = 0. Matrica sistema ima t

vrsta i
∑k

i=1 mAi
(λ) kolona, pa prostor rexeǌa ima dimenz-

iju najmaǌe r =
∑k

i=1 mAi
(λ) − t. Ako je r ≤ 0, lema je taqna.

Zato pretpostavimo da je r > 0. Neka su X1, . . . , Xr linearno

nezavisni vektori rexeǌa. Onda

A(EXi) =


 B CT

C D





 F

0


 Xi =


 BF

CF


 Xi =


 λD

CF


 Xi =

=


 λDXi

CFXi


 =


 λDXi

0


 = λ


 D

0


 Xi = λ(EXi).

To znaqi da je EXi sopstveni vektor matrice A za sopstvenu

vrednost λ. Treba jox pokazati da su EXi linearno nezav-

isni. Pretpostavimo da postoje nenula skalari ai, 1 ≤ i ≤ r
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takvi da
∑r

i=1 aiEXi = 0. Onda je E(
∑r

i=1 aiXi) = 0 xto je kon-

tradikcija sa qiǌenicom da su kolone matrice E linearno

nezavisne. Konaqno,

r =
r∑

i=1

mAi
(λ)− t

i EXi su r linearno nezavisnih sopstvenih vektora matrice

A za λ. 2

Ova nejednakost je specijalan sluqaj Koxijeve nejed-

nakosti za blok Hermitske matrice.

Lema 5.2. daje algoritam za konstrukciju matrica odre-

�enih grafova gde se posti�e maksimala vixestrukost.

Primer 5.3.

Neka je dat graf T (Slika 5.1)
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Slika 5.1: Stablo T

Ako posmatramo put koji spaja temena 1 i 4, koriste�i Parter-

ovu nejednakost dobijamo da je za svaku sopstvenu vrenost λ

matrice A ∈ S(T ), mA(λ) ≤ 2 [8]. Iz leme 5.1. ako je A1 matrica
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qiji je graf put koji spaja temena 1 i 2 i A2 matrica qiji je

graf cikl koji spaja temena 4, 5, 6 i 7, imamo da je

mA(λ) ≥ mA1(λ) + mA2(λ)− 1 ≥ 1 + 2− 1 = 2.

Zato, ako ho�emo da konstruixemo matricu u S(T ) koja ima

sopstvenu vrednost na primer
√

2, maksimelne vixestruko-

sti, mo�emo uzeti da je

A1 =


 1 1

1 −1




i

A2 =




0 1 0 −1

1 0 1 0

0 1 0 1

−1 0 1 0




.

Onda svaka matrica oblika [3]

A =




−1 1 0 0 0 0 0

1 1 ∗ 0 0 0 0

0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0

0 0 ∗ 0 1 −1

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 −1 0 1 0




ima
√

2 kao sopstvenu vrednost i to najve�e mogu�e vixestru-

kosti 2.

U opxtem sluqaju, neka jeGm,n graf koji se sastoji iz puta

sa m temena i cikla sa n temena koji su povezani krajǌom
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taqkom puta (to su takozvani punoglavci grafovi). Ako je λ

sopstvena vrednost matrice A iz S(Gm,n) ali nije sopstvena

vrednost matrice A(Cn), onda je λ prosta.

Definicija 5.4. Graf G je graf-okov (dummbell) ako se sastoji

od dva cikla C1 i C2 koji su povezani putem P . Oznaqava�emo

ga sa D (Slika 5.2).

u
&%

'$

&%

'$
u

P

C1 C2

Slika 5.2: Graf D

Pretpostavi�emo da je put du�ine bar 2. (Sva tvr�eǌa

va�e i za ostale). Ovi grafovi su dosta istra�ivani u

radovima [24, 25]. Ovo je podklasa takozvanih bicikliqnih

grafova. To su povezani grafovi kod kojih je broj ivica jed-

nak broj temena plus jedan.

Na�i�emo gorǌu granicu vixestrukosti sopstvenih vred-

nosti ovih grafova.

Tvr�eǌe 5.5. Neka je D graf-okov. Najve�a vixestrukost

sopstvene vrednosti grafa D je 3.

Dokaz: Neka je P put koji sadr�i ivice oba cikla grafa

D. Onda je D \ P unija dva disjunktna puta. Iz Parterove
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nejednakosti dobijamo

mA(D)(λ) ≤ mA(D\P )(λ) + 1 ≤ 2 + 1

za svaku sopstvenu vrednost λ. 2

Tvr�eǌe 5.6. Neka je D graf-okov i P put koji seqe oba cikla

C1 i C2 u temenima v1 i v2 redom. Ako je λ sopstvena vrednost

matrice A ∈ S(D) vixestrukosti 3, onda je λ sopstvena vred-

nost matrica A(C1 \ v1) i A(C2 \ v2).

Dokaz: Iz Parter-ove nejednakosti dobijamo: ako mA(D))(λ) = 3,

onda mA(D\P ))(λ) ≥ 3− 1 = 2. Poxto je D \ P = (C1 \ v1) ∪ (C2 \ v2) i

C1 \ v1 i C2 \ v2 su oba putevi, λ mora biti sopstvena vrednost

matrica A(C1 \ v1) i A(C2 \ v2). 2

Posledica 5.7. Neka je D graf-okov i neka je P = v1v2 · · · v`

put koji seqe cikle C1 i C2 u temenima v1 i v` redom. Ako je λ

sopstvena vrednost matrice A ∈ S(D) vixestrukosti 3, onda

je λ sopstvena vrednost matrica A(C1) i A(C2).

Dokaz: Posmatrajmo put P ′ = v2 · · · v`. Onda je

mA(D\P ′(λ) ≥ 2.

Poxto je D \P ′ = C1 ∪ (C2 \ v`) i mA(C2\v`) = 1, onda je mA(C1) ≥ 1.2

Primetimo da mo�emo dobiti rezultat opxtiji od 5.7.

Neko λ mo�e biti sopstvena vrednost grafa punoglavca do-

bijenog, na primer, povezivaǌem puta v2 · · · v` i cikla C2 u v`.

Slede�i rezultat je posledica Parter-ove nejednakosti.

Tvr�eǌe 5.8. Neka je dat graf D i neka put P seqe cikle C1

i C2 u temenima v1 i v` redom. Ako je λ sopstvena vrednost
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matrice A ∈ S(D), ali nije sopstvena vrednost nijedne od

matrica A(C1 \v1) i A(C2 \v2) ili nijedne od A(C1) i A(C2), onda

je mA(λ) = 1, to jest λ je prosta sopstvena vrednost.

Lema 5.2. daje algoritam za konstrukciju matrica odred-

jenih grafova sa sopstvenim vrednostima maksimalne vixes-

trukosti. Neka je A1 tridijagonalna matrica puta sa k1

temena, λ ǌena sopstvena vrednost (taj algoritam je opisan u

[26]). Koriste�i se algoritmom koji je opisan u [3] mogu�e je

konstruisati matrice A2 i A3 koje odgovaraju ciklima reda

k2 i k3 i imaju istu sopstvenu vrednost λ. Neka je

A =


 B CT

C 0


 ∈ S(H)

blok matrica, gde je

B =




A1

A2

A3


 .

C = (x, y), gde je x vektor sa 1 na mestu 1 i mestu k1+1, a ostalo

nulama, a y vektor sa 1 na mestima k1 i k1 + k2 + 1 i ostalo

nulama. Onda je λ sopstvena vrednost A vixestrukosti 3.

Zaista

mA(λ) ≥ mA1(λ) + mA2(λ) + mA3(λ)− 2 ≥ 1 + 2 + 2− 2 = 3.

Definicija 5.9. Binarno stablo je stablo takvo da je stepen

svakog ǌegovog temena najvixe tri.

Definicija 5.10. Xiroki dvostruki put je stablo koje se

sastoji od pet puteva P1,P2,P3,P4 i P5 i dva temena u i v tako

da su krajǌe taqke puteva P1,P2 i P5 spojene sa u a druga

krajǌa taqka puta P5 i krajevi P3 i P4 spojeni sa v.
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Slika 5.3: Xiroki dvostruki put

Ova stabla (Slika 5.3) se mogu posmatrati kao dva puta

spojena tre�im. Zato se zovu xiroki dvostruki putevi.

Puteve P1,P2,P3,P4 �emo zvati nogama ovog stabla.

Definicija 5.11. Φ-binarno stablo je xiroki dvostruki put

kod koga je put P5 jedno teme i najdu�e noge (putevi) su vezane

za razliqite u i v.

Ovo je posebna klasa binarnih stabala, i za ǌih su ispi-

tane neke spektralne osobine.

Teorema 5.12. Neka je T xiroki dvostruki put i A iz S(T ).

Onda je maksimalna vixestrukost sopstvene vrednosti ma-

trice A tri.

Dokaz: Teorema 5.1 se mo�e primeniti na put P : P1 — u

—P5 — v — P3. Komplement ovog puta u T su dva disjunktna

puta, pa je mT\P (λ) ≤ 2. Onda je mA(T ) ≤ 3.2

Teorema 5.13. Neka je T xiroki dvostruki put i A iz S(T ). λ

je sopstvena vrednost matrice A maksimalne vixestrukosti

ako i samo ako je λ sopstvena vrednost svakog puta P1, . . . , P5.

Dokaz: Neka je Ai = A(Pi) za i = 1, . . . , 5. Pretpostavimo da
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je mA(λ) = 3. Ako posmatramo put P1—u—P5—v—P3 u T , iz

teoreme 5.1. sledi

mA2(λ) + mA4(λ) ≥ 3− 1 = 2.

Dakle dobijamo da mA2(λ) = mA4(λ) = 1. Analogno se poka�uje

da je mA1(λ) = mA3(λ) = 1. Ostalo je jox da poka�emo da je

mA5(λ) = 1. Zaista, put P5 se mo�e dobiti brisaǌem puteva

P1—u—P2 i P3—u—P4. Primenom nejednakosti 5.1. dobijamo

1 ≥ mA5(λ) ≥ mÃ − 1 ≥ mA(λ)− 2 = 1,

gde je Ã = A(H) i H uopxtena zvezda sa centrom u i kracima

P1, P2 i P5.

Obratno, ako je mAi
(λ) = 1 za i = 1, . . . , 5, onda

3 ≥ mA(λ) ≥
5∑

i=1

mAi
(λ)− 2 = 3,

iz teoreme 5.2. i teoreme 5.12. 2

Neka je `i broj temena puta Pi za i = 1, . . . , 5.

Posledica 5.14. Broj n3 sopstvenih vrednosti

vixestrukosti 3 xirokog dvostrukog puta je najvixe

min{`1, . . . , `5}.

Φ-binarno stablo je poseban primer xirokih dvostrukih

puteva, pa tako dobijamo slede�i rezultat ([21]).

Posledica 5.15. Neka je T Φ-binarno stablo i A iz S(T ).

Onda nema sopstvenih vrednosti vixestrukosti 4 ili vixe

i broj n3 sopstvenih vrednost vixestrukosti 3 je najvixe 1.
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U [21] je dokazano: ako λ ∈ σ(A) i mA(λ) = 3, onda je dijago-

nalni element matrice A koji odgovara temenu koje povezuje

noge bax λ.

Sada �emo ispitati sopstvene vrednosti vixestrukosti 2.

Prvi rezultat je posledica leme 5.2 i teoreme 5.13.

Lema 5.16. Neka je T xiroki dvostruki put i A iz S(T ). Ako

je λ sopstvena vrednost matrice taqno jednog puta Pi, i =

1, . . . , 5, onda je mA(λ) = 2.

Sa n2 �emo oznaqiti broj sopstvenih vrednosti vixestru-

kosti 2 date matrice A.

Teorema 5.17. Neka je W xiroki dvostruki put i

r = min{`i + `j | i = 1, 2, j = 3, 4}.

Onda je

n2 ≤ r − 2n3.

Dokaz: Iz teoreme 5.13 , ako su λ1, . . . , λn3 sopstvene vrednosti

vixestrukosti 3, one moraju biti sopstvene vrednosti ma-

trica A(P2) i A(P4). Koriste�i lemu 5.16. dobijamo tra�enu

granicu. 2

Primetimo da je teorema 5.13. mnogo opxtija. Na primer:

Lema 5.18. Neka je S uopxtena zvezda iz S(S). Onda je mA(λ) =

2 ako i samo ako je λ sopstvena vrednost svakog kraka.

Teorema 5.19. Neka je T xiroki dvostruki i put i A iz S(T ).

Onda je mA(λ) = 2 ako i samo ako je λ prosta sopstvena vred-

nost puteva P1, P2 i uopxtene zvezde sa centrom v i kracima
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P3, P4 i P5 ili prosta sopstvena vrednost puteva P3, P4 i uop-

xtene zvezde sa centrom u i kracima P1, P2 i P5.

Dokaz: Pretpostavimo da je mA(λ) = 2. Iz teoreme 5.1., za

svaki put P u T , m(A(T\P )(λ) ≥ 1. Zato, ako λ nije sopstvena

vrednost od P1 odnosno P2, onda mora biti sopstvena vrednost

od P3 i P4. Xtavixe, ako sa S oznaqimo uopxtenu zvezdu sa

centrom u i kracima P1, P2, P5, onda je mA(S) ≥ 1. Drugi sluqaj

se isto pokazuje. 2

Ostalo je pitaǌe broja n1 prostih sopstvenih vrednosti

od A ∈ S(W ). Poxto

n = n1 + 2n2 + 3n3 = `1 + . . . + `5 + 2,

dobijamo

n1 ≤ n.

Jednakost se posti�e kada konstruixemo A(P1),. . .,A(P5), sa ra-

zliqitim sopstvenim vrednostima. Sa druge strane

n1 ≥ `1 + `2 + `3 + `4 + `5 + 2− 2n2 − 3n3

≥ `1 + `2 + `3 + `4 + `5 + 2− 2r + n3

≥ |`1 − `2|+ |`3 − `4|+ `5 + 2.

Iz ove nejednakosti zakǉuqujemo da svaka matrica iz S(W )

(W je xiroki dvostruki put) mora imati bar `5 + 2 prostih

sopstvenih vrednosti.

Definicija 5.20. Neka su m1 ≥ · · ·+ ≥ mk vixestrukosti ra-

zliqitih sopstvenih vrednosti simetriqne matrice A dimen-

zije n×n i m1 + . . . mk = n. Onda niz (m1, . . . ,mk) zovemo neured-

jeni niz vixestrukosti. Neure�eni niz vixestrukosti grafa
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G je skup neure�enih nizova vixestrukosti svih matrica u

S.

U daǉem tekstu za xiroke dvostruke puteve, bez gubitka

opxtosti, mo�emo pretpostaviti da `1 ≥ `2 i `3 ≥ `4.

Teorema 5.21. Neka je W xiroki dvostruki put sa n temena,

i `1 ≥ `2 i `3 ≥ `4. Onda se skup neure�enih nizova vixestru-

kosti od W sastoji od nizova oblika

(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n3

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

)

gde je 0 ≤ n3 ≤ min{`2, `4, `5}, 0 ≤ n2 ≤ `2+`4−2n3 i n1 = n−2n2−3n3.

Dokaz: Jasno je iz prethodnog da je niz bax ovog oblika.

Obratno, neka je S1 odnosno S2 uopxtena zvezda sa cen-

trom u, odnosno v, i kracima L1, L2, L5, odnosno L3, L4, L5. Za

k = 0, . . . , min{`2, `4, `5}, zatim p = 0, . . . , `2 − k i q = 0, . . . , `4 − k,

posmatrajmo `1 + `5 − k + p + 1 razliqitih realnih brojeva

β1, . . . , β`4−k−q, θ1, . . . , θ`1−`4+`5+p+q+1

koji se prepli�u sa `1 + `5− k + p razliqitih realnih brojeva

λ1, . . . , λ`5 , α1, . . . , α`1−k, α̃`2−p−k+1, . . . , α̃`2−k

i `3 + `5 − k + q + 1 razliqitih realnih brojeva

α1, . . . , α`2−k−p, µ1, . . . , µ`3−`2+`5+p+q+1

koji se prepli�u sa `3 + `5− k + q razliqitih realnih brojeva

λ1, . . . , λ`5 , β1, . . . , β`3−k, β̃`4−q−k+1, . . . , β̃`4−k

Posmatrajmo matricu A ∈ S(W ) takvu da je
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σ(A(L5)) = {λ1, . . . , λk, λk+1, . . . , λ`5}
σ(A(L1)) = {λ1, . . . , λk, α1, . . . , α`2−k−p, α`2−k−p+1, . . . , α`1−k}
σ(A(L2)) = {λ1, . . . , λk, α1, . . . , α`2−k−p, α̃`2−k−p+1, . . . , α̃`2−k}
σ(A(S1)) =

{λ1, λ1, . . . , λk, λk, α1, . . . , α`2−k−p, β1, . . . , β`4−k−q, θ1, . . . , θ`1−`4+`5+p+q+1}
σ(A(L3)) = {λ1, . . . , λk, β1, . . . , β`4−k−q, β`4−k−q+1, . . . , β`3−k}
σ(A(L4)) = {λ1, . . . , λk, β1, . . . , β`4−k−q, β̃`4−k−q+1, . . . , β̃`4−k}
σ(A(S2)) =

{λ1, λ1, . . . , λk, λk, β1, . . . , β`4−k−p, α1, . . . , α`2−k−q, µ1, . . . , µ`3−`2+`5+p+q+1}

Postojaǌe matrica A(Li), i = 1, . . . , 5 je pokazano u [26] i pos-

tojaǌe matrica uopxtenih zvezda A(Si), i = 1, 2 je pokazano u

[17].

Jasno je da je neure�eni niz vixestrukosti matrice A niz

(3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
t3

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t1

),

gde je t3 = k, t2 = `2 + `4 − 2k − q − p i t1 = (`1 − `2) + (`3 − `4) + `5 +

2 + k + 2(p + q). Primetimo da je 0 ≤ k + 2(p + q) ≤ 2(`2 + `4). 2

Primetimo da za 1 = `5 ≤ `2, `4 ≤ `1, `3 mo�emo dobiti rezu-

latate za Φ-binarna stabla. Teorema mo�e biti primeǌena

za `5 = 0.

Stablo je minimalno ako postoje matrica takva da je broj

razliqitih sopstvenih vrednosti jednak dijametru stabla

plus jedan. Iz teoreme 5.21. sledi da su xiroki dvostruki

putevi minimalni za `2, `4 ≤ `1, `3 ≤ `5. Dijametar stabla

je `1 + `3 + `5 + 1. Broj razliqitih sopstvenih vrednosti je

`1 + `3 + `5 +2 ako je t3 = 0,t2 = `2 + `4 i t1 = (`1− `2)+ (`3− `4)+ `5 +2.

U ovom odeǉku je dato rexeǌe za inverzni problem sop-

stvenih vrednosti xirokih dvostrukih puteva uopxtavaju�i
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rezultate iz u�e familije Φ-binarnih stabala. Ovakav pri-

stup je drugaqiji i nudi opxtije rezultate sa kra�im dokaz-

ima.

Prirodno uopxteǌe xirokih dvostrukih puteva je kada

imamo vixe od dve noge vezane za temena u i v. Takva stabla

se mogu zvati xiroke uopxtene dvostruke zvezde.

Problem1. Opis neure�enog niza vixestrukosti za xi-

roke uopxtene dvostruke zvezde. Te�i problem je opis ovih

nizova za binarna stabla.

Problem2. Opis neure�enog niza vixestrukosti za bina-

rna stabla.

Rezultati iz ovog poglavǉa mogu poslu�iti i za odgovor

na pitaǌe:

Problem3. Kakvi su neure�eni nizovi vixestrukosti sta-

bala koja imaju temena vixestrukosti najvixe 3.
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6 Singularne acikliqne matrice maksimalnog broja

P -temena

Ovo poglavǉe je posve�eno singularnim acikliqnim ma-

tricama i ǌihovim brojem P -temena. Poznato je da je taj

broj ograniqen, i to :

Teorema 6.1. [15] Neka je T stablo sa n temena i A singularna

matrica iz S(T ). Onda je Pν(A) ≤ n− 2.

Evo potrebnog i dovoǉnog uslova da neko teme singularne

matrice bude F -teme.

Teorema 6.2. [18] Neka je A singularna n × n smetriqna ma-

trica i i ∈ {1, . . . , n}. Onda je i F -teme ako i samo ako svaki

vektor X takav da je AX = 0 ima i-tu kordinatu jednaku nuli.

Poxto je P -teme i F -teme, va�i: Ako je i P -teme, onda je

i-ta koordinata vektora koga matrica A ponixtava jednaka

nuli.

Postavǉa se pitaǌe singularnih matrica maksimalnog

broja P -temena. U [20] je dat primer stabala sa neparnim

brojem n temena. To su stabla T oblika (Slika 6.1)
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Slika 6.1: Stablo T

Singularna matrica A iz S(T ) je oblika

A =




An−3

0

0

1

0

0 0 1 1 1 1

0
1

1

0 0

0 0




,

gde je An−3 nesingularna matrica puta sa n−3 temena i maksi-

malnog broja P -temena. To je matrica opisana u poglavǉu 1.

Jasno je da je A singularna matrica i da su temena 1, 2, . . . , n−3

P -temena. Iz rezultata rada [20] sledi i da je n− 2 P -teme.

Poxto je Pµ(A) ≤ n− 2, sledi da je Pµ(A) = n− 2.

Tako�e je pokazano i da je PS(A) =
n− 1

2
.
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Otvoreno pitaǌe koje je postavǉeno u [20] glasi:

Pitaǌe 6.3. Ako je n ≥ 4 paran broj, da li postoji stablo

T sa n temena za koje postoji singularna matrica A iz S(T )

takva da je Pν(A) = n− 2?

Odgovor je negativan.

Podsetimo se nekih poznatih qiǌenica u vezi sa struk-

turom singularnih matrica A qiji je graf stablo T . Neka

je V skup temena stabla T . Ako je U podskup od V , sa T (U)

�emo oznaqavati podgraf od T qija su temena u U . Skup V

se mo�e podeliti na V1, V2 i V3. V3 je skup temena koja nisu

F -temena. On je neprazan. V2 su F -temena koja su susedna sa

nekim temenom iz V3 i V1 su F -temena koja nisu susedna ni sa

jednim temenom iz V3.

Bez gubitka opxtosti mo�e se pretpostaviti da je singu-

larana matrica A iz S(T ) oblika

A =




A11 A12 0

AT
12 A22 A23

0 AT
23 A33


 .

U daǉem tekstu �emo pretpostaviti da je A singularana

matrica koja ima ovaj oblik. Evo nekih rezultata koji opi-

suju strukturu ovih matrica.

Teorema 6.4. [18] Neka je A singularna matrica iz S(T ), gde

je T neko stablo. Ondaje svako teme iz V2 je P -teme. Tako�e,

svaka vrsta od A23 ima bar dva nenula elementa.

Primetimo da svaki element iz V2 mora biti susedan sa

bar dva elementa iz V3.
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Posledica 6.5. [18] Neka je A ireducibilna, singularana,

acikliqna matrica datog oblika. Pretpostavimo da je V1

neprazan. Onda je A11 nesingularana matrica.

Temena iz V1 su F -temena, ali mogu biti i P -temena. Ako

je V1 jednoqlan skup, to teme nije P -teme. Ako V1 ima vixe

temena, slede�a teorema daje potreban i dovoǉan uslov da

bi teme iz V1 bilo P -teme. Poznato je da je podskup P -skupa

P -skup, pa je i svaki element P -skupa i sam P -teme.

Teorema 6.6. [18] Neka je A ireducibilna, singularana, acik-

liqna matrica datog oblika. Pretpostavimo da je |V1| ≥ 2, i

neka je v teme iz V1. Onda je v P -teme ako i samo ako je A11(v)

singularna.

Neka je T stablo sa n parnim brojem temena za koje postoji

singularna matrica iz S(T ) takva da je Pν(A) = n − 2. Poxto

je A singularna, V3 6= ∅. Postoje dve mogu�nosti:

Sluqaj 1. Skup V3 ima jedan element. Onda je i V1 jednoqlan

skup. Svi element iz V2 su susedni elementu koji nije F -teme.

Ne umaǌuju�i opxtost, mo�emo pretpostaviti da matrica A

ima oblik:

A =




a11 a12 0 . . . 0 0

a12 a22 0 . . . 0 1

0 0 a33 . . . 0 1
...

0 0 0 . . . an−1,n−1 1

0 1 1 . . . 1 an,n




Sva temena osim n-tog su F -temena. Ali, iz teoreme 6.2
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to je nemogu�e.

Sluqaj 2. Znaqi V3 ima dva elementa. Prema teoremi 6.4.

svako teme iz V2 je susedno sa oba elementa iz V3. Poxto je

T stablo, V2 ima samo jedan element. Znaqi stablo T (Slika

6.2) je oblika

@
@

@
@@

¡
¡

¡
¡¡

t

t

t t t

& %

' $
n

n− 2

n− 1

n− 3 T1

Slika 6.2: Stablo T

gde je T1 stablo sa n− 3 temena.

Singularna matrica sa n− 2 P -temena je oblika

A =




An−3

0

0

1

0

0 0 1 1 1 1

0
1

1
A33




gde je A33 dimenzije 2×2, a matrica An−3 dimenzije (n−3)×(n−3).

Iz teoreme 6.6. i posledice 6.5. sledi da je An−3 nesingu-

larna i An−3(i), za i = 1, . . . , n−3 singularana. Znaqi An−3 mora
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biti nesingularna matrica stabla T1 koje ima neparan broj

(n− 3) temena, sa maksimalnim brojem P -temena. U poglavǉu

2 je pokazano da takva matrica ne postoji.

Zbog toga va�i:

Teorema 6.7. Ako je n ≥ 4 paran broj, ne postoji stablo T sa

n temena za koje postoji singularna matrica A iz S(T ) takva

da je Pν(A) = n− 2.
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