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AHAJIN3A TIIPCTEHA 1 MO IIYJIA
IMPMAPY RNBAILEM I'PA®OBA

CAYKETAK

OsBa moKTOpCKa aucepTraluja npoyvaBa pa3InduTe OCOOUHE KOMY TATUBHUX
IpCcTeHa U MOAyJa aarebapcko KOMOWMHATOPHUM MeTomama. AKO ce rpad Ha
oaroBapajyhu Hauws npuapyxu npcreny R unu R-monyny M, onma ucnutu-
BameM HEeTrOBUX OCOOMHA MOJIA3MMO N0 KOPUCHUX MHpopMamnuja o R u M.

Y oBoj te3u oxpeben je pamujyc ToTasHOr rpada KOMYyTATUBHOI IPCTEHA
R y canyuajy kanma je taj rpad moBe3an. Tunnuyna pamwupema Kao HITO CY
IPCTeH MOJUHOMA, IPCTEeH (OpMaJHUX pPenoBa, mieanusanuja R-momyna M
n upcren marpuna M, (R) rakobe cy ucnuranu. Y craHOBIbEHE Cy Bese udmebhy
TOTAJHOT rpada moJa3HOT IpcTeHa R 1 ToTadHuX rpadoBa OBUX PAIINPEHA.

epunrcameM TOTAIHOT Tpada MOAYIa OATO je jeTHO YOUIITEHe TOTAJIHOT
rpada KOMyTaTUBHOT npcTeHa. Vcnuranme cy m moka3aHe HeTOBe Pa3INYIUTE
ocobuHE. Y CTAHOBJLEHE CYy Be3e ca TOTAJHUM IpadoM NPCTEHa Kao U HEke
Be3e ca rpadoM menmTesba HYJIE.

Y unmy 60/ber pasyMeBama YUCTUX IPCTEHA, yBeneH je uuctu rpad CI'(R)
KOMYTaTUBHOT TpcTeHa ca jemumHunoM R. Ilera/mHO Ccy mcCHOUTaHE HETrOBE
ocobuue. JlamuM mCTpaKUBam-EM YUCTUX TI'padoBa NOOWjeHU Cy T0NaTHU
pe3yJsTaTy Be3aHW 3a ApPYyre KJace KOMYyTaTUBHUX MPCTEHA.

Jeman on mpenmera oBe Te3e je U MCTpakMBame ocobmHa oarosapajyher
muanjckor rpaga L(TT(R)) Torammor rpaga TI'(R). Ilara je kommieTHa
KJIacCU(PUKANNMja CBUX KOMYTATUBHUX IPCTEHA YUjU CY JUHU)CKA IPaPOBUA TO-
TajJHOr rpada mIaHapHM nian TopownaaHu. [loka3zaHo je ma 3a meo OpPOj
g > 0 mocTtoju caMO KOHAYHO MHOI'O KOMYTATHMBHUX IPCTEeHA TAKBUX Oa je
A(L(TT(R))) = g.

Y oBoj Te3m cy taxkobe kiacuUKOBAHU CBU TOPOUTATHU T'Pa(oOBU KOjU
cy rpa¢oBu Ipeceka nieaja KOMyTaTUBHOr npcreHa R. /[lato je m jenHo

nobospmiame nocrojehnx pesynrara o mIAHAPHOCTUA OBUX I'padoBa.
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THE ANALYSIS OF THE RINGS AND MODULES
USING ASSOCIATED GRAPHS

ABSTRACT

This dissertation examines various properties of commutative rings and modules
using algebraic combinatorial methods. If the graph is properly associated to a ring
R or to an R-module M, then examination of its properties gives useful information
about the ring R or R-module M.

This thesis discusses the determination of the radius of the total graph of a
commutative ring R in the case when this graph is connected. Typical extensions
such as polynomial rings, formal power series, idealization of the R-module M and
relations between the total graph of the ring R and its extensions are also dealt
with.

The total graph of a module, a generalization of the total graph of a ring is
presented. Various properties are proved and some relations to the total graph of a
ring as well as to the zero-divisor graph are established.

To gain a better understanding of clean rings and their relatives, the clean graph
CI'(R) of a commutative ring with identity is introduced and its various proper-
ties established. Further investigation of clean graphs leads to additional results
concerning other classes of commutative rings.

One of the topics of this thesis is the investigation of the properties of the cor-
responding line graph L(TI'(R)) of the total graph TI'(R). The classification of
all commutative rings whose line graphs of the total graph are planar or toroidal
is given. It is shown that for every integer g > 0 there are only finitely many
commutative rings such that v(L(TT'(R))) = g.

Also, in this thesis all toroidal graphs which are intersection graphs of ideals
of a commutative ring R are classified. An improvement over the previous results

concerning the planarity of these graphs is presented.
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ITPEII'OBOP

Ersucrennuja npaBux meaureshba HyJe OOMYHO NMPOY3POKyje mpobiieme y
pany ca KOMyTaTUBHMM mOpcreHuMa. Mana mMmajy MyJITUNIUKATUBHO CBO-
jCTBO, BUXOBU 30MPOBU HE MOTY CE€ KOHTPOJIMCATU U 3aTBOPEHOCT cabupama
y ONIIITEM CJIyYajy HUje UCIyEmeHa. Tako, jemaH BeoMa BasKaH MOACKYI Y
IPCTEHY HeMa ajredbapcky CTPYKTYpy, He Mopa OUTM HU MOTOPCTEH, a HU
uneaa. HberoB moackyn HMJINMOTEHTHUX eJeMEHATAa je MUaeaJl, Ia ce HeIPaBUJI-
HOCTM y NPCTEHUMa W3a3BaHE HUJIMOTEHTUMa Mory u3behu mocmarpamem
oaroeapajyhmx peaykoBaHUX mpcTeHa. Y KOMYTATWUBHO] aJjredpu y 3HAUA-
JHO] Mepm 3aCTyIJhbeH je pal ca JOMeHMMa, KOMYTATWBHUM IPCTEeHUMa 0e3
npaBux meaurespa Hyse. OHM Cy HAPABHO MHOIO MOTOMHUJU 33 W3yYaBame,
aju mpobJieMU M3a3BAHU MOCTOjalmeM MPABUX OeJIUTesha HyJe y NPCTEeHy He
Mory ce yBek m3behm. Ha mpumep, cama nedpumHunmja jeqHosHauvHe (GarTop-
nsanuje, jenHe ol (QYHIAMEHTAJHUX OCOOMHA KOMYTATUBHUX IIPCTEHA, IIO-
opa3yMeBa Ia OH HeMa MpaBuUX aejimTesba Hyse. [locToje HapaBHO MHOTA yOII-
IMTelmha U Malke U BUIIe YCIENIHN MOKYIIaju a ce IojaM jeJHO3HaudHe (ak-
TOpU3alje TPOMUPU U HA KOMYyTaTUBHE MIPCTEHE KOju HUCY moMeHu. Muoru
suamenuTu aarebpuctu (momyt Amumepcona, ['mamepa, Kannanckor, Harare
U IPYTUX) OIPOyYaBaJM Cy Ca PA3HUX ACHEKaTa MOHAIIAHE AeJIUTesha HyJe Yy
KOMYTATUBHVM IPCTEHNMAa U NPOOJIEeMaTUKy y Be3U Ca HUMA.

Iybima ananuza geauTesba HyJle Y KOMYTATUBHUAM IPCTEHUMA, HAPOYUTO Y
Herepunum, nara je y [32]. Ox BaskHUjUX pe3yaTaTa 0 CTPYKTYPU AEIUATEIHA

HyJle MCTAKHUMO MO3HATWU pe3yiarar u3 oBe kwure ([32, teopema 2]): Cryn



neauTe/ba HyJe KOMYyTAaTWBHOI MPCTEHA je yHUja MpocTuX mueadta. JIlocra
pesyarara 0 0BOj mpobiemarunu Mosxke ce Hahim y MoHorpaduju [29]. 3naua-
jaH mompuHOC 0BOj Temu nao je u H.['amecan mokazaBmm na je IPCTEH ca
KOHAUHO MHOTO mesuTesha Hyse koHaual ([24, teopema 1]). Ocobune u ytu-
1aj meawTesha HyJde Ha OCOOWHE MPCTEHAa U AaJhe CY, KA0 W Y HIPOIILIOM BEKY,
aTpaKTUBAH TPOOJIEM 3a MHOTEe MaTeMaTUdape.

[Tocnenmux mecerak roaWHA OOIIJIO je M0 MPOMEHE MPUCTyMIa y Mpoyda-
Bamy CTPYKTyDe neiuTesba Hyse y npcreEuMa. Ca yncTo aarebapCcKor mpuc-
Tyna mpesia3u ce Ha ajrebapcko KOMOWMHATOPHE MeTOJe W IMOBe3yjy ce naBe
pa3iuunTe OUCIUIIINHE: KOMYTATWBHa ajreOpa um teopuja rpadosa. [lwo-
HUPCKU Paj y MOBe3uWBamy mpcreHa u rpadosa npunana Beky [13] u mac-
tao je 1988. romuue. Wnak, mpaBu 3aMax y OBOj O0JIACTU TOYUHE O
1999. romuue panom [8] Aunepcona u JluBunrcrona. AyTopu KOMYTATUBHOM
npcreny R npunpysxyjy epad deaumema wyse I'(R), Tako mTO 3a TEMeHA
rpada y3mMajy cBe IpaBe genuTesbe Hyse y R. Temena z um y cycemsa cy
y I'(R) akko je zy = 0. Ounm msmeby ocramor noka3syjy na je (Heoueru-
Bano) I'(R) yBek momesan, u Bume, diam(I'(R)) < 3 [8, Tteopema 2.3]. Be-
JUKO m3HeHaDeme TpeAcTaB/hba YWHEHUIA OA ACJIUTEHU HYJIe WMAjy BPJIIO
cremmpuuHy rpadoOBCKY CTPYKTYpPY Mako HeMmajy jacHy aarebapcky. Crora
0Baj paj MPUBJIAYN BEJIUKY HaKikHy W MHOTM ayTOPU HACTABJBA]y Oa CJee
OBaj MPUCTYN Yy MpOyYaBawmy AEIUTEeha HYJIEe y KOMYTATUBHUM IPCTEHUMA.
Cpakako, Beh Ha OCHOBY IOMEHyTe TeOpeMe BUAVMMO I3 mMa ajredapcke Ko-
puctu on yBobema oBor rpada. IlocraBmajy ce 3aTo m npyra 3aHNMJIEUBA
nurama y Besu ca ['(R). Ha mpummep: Kana je o kommimeran? Y kKojum
claydJajeBUMa je IJIaHApaH, a y KojuM Topoumatan ! Kaksa je cTpykTrypa
rpada meauTespa HyJle IPCTEHA MOJMHOMA U MPCTEeHA (OPMAaJIHUX PenoBa HAL
R? 3a xoje mpcrere je diam(I'(R)) < 27 Y kakBoj Cy Be3u OBU IOjMOBU
u3 Teopuje rpadoBa ca aaredbapckuM CBojcTBUMa mpcTeHa R7 Y pamoBuma
[8, 9, 11, 12, 35, 45, 46] ucrpaskyjy ce pasue ocobune rpada ['(R) u majy ce
OJrOBOPU Ha HEKa OJ OBUX muTama. Y pamuy [6] oBu pamoBu cy cucreMaru-

30BaHU U AT je IMperJyiel MVIaBHUX pe3yiarara Be3aHux 3a rpa¢ I'(R).



Hapasuo, rpa¢ ce mMoxke OPUAPYEKUTU NPCTEHY WM HEKOj IPYroj ajre-
DapCKOj CTPYKTypM Ha pa3He HAUYWHE Yy 3aBUCHOCTU O TOTa KOje OCcOOmHe
npoyvaBamo. Kopuct om Tora moske butu mMama wuiau Beha, Tj. He MOKEMO
YBEK OUEKMBATU MOBPATHY MHMOPMAIMjY O MPCTEHY MAKO 3HAMO CTPYKTYDPY
BeMy IOpuIpy:keHor rpaga. Yecto ce memaBa ga HeM30MOP(OHU IPCTEHU
rMajy nzomopdue npuapyskene rpadose. Takas je cayuaj u ca rpadpom ['(R).
Y mupy epuracHUjer pelaBama OBOT U CIWYHUX mpobiieMa, HOJIa3u Ce M0
pPa3HUX yommTema OBOT rpada, a yBome ce u HoBu rpadoBu. Aunepcon u bBa-
nasu y pany [7] mepunuunry momannu epad xomymamueroe npcmena T(I(R)).
3a TeMeHa y3uMajy cBe esneMeHTa npcreHa R. Temena x u y cy cycemHa aKKO
je x +y menuresm Hyne y R. Oako nedunumcan rpa¢ ¢paBopusyje aJuTHUBHA
CBOjJCTBa OeJUTehba HYJEe Y OMHOCY Ha MYJITHUIINKATUBHA, KOjUMa je oaTa
npenuaoct y I'(R). Crpyrrypa rpada T(I'(R)) npupoxnHo 3aBucy oJ Tora na
I IenauTebU HyJle dopMupajy unead y R mam To HHje ciydaj, TakKo Oa ce
OBJIe TIOjaBJ/bYjy 3aHUMJbUBE Be3e ca ajgrebapckum ocobuHama npcrerna R. O
oBOM rpagy Omhe mocta peum y OBOj AUCEPTAIUjU.

BekoBa mmeja morkaszaja ce KOPUCHOM M Yy peIIaBamy Pa3IUIUTUX TPOO-
jJeMa y TeOPHUju KOMYTaTUBHUX IPCTEHA KOJjU HE MOPAajy MMATHU Be3e CaMo Ca
nmenurespuMa Hysne. Y [21] ayropu remepasuiny OBy uAejy paayd NpodvaBarba
pakTopmM3almje y DOMEHUMa U NeUHULLY upedyyubuare oususop zpafdose, y
osnanu [rr(R). Kopucrehu oBe rpagose oHr KapakTepuIny pa3He KiIace JOM-
€Ha, YKYyUJyjyhu u moMeHe ca jeqHO3HAYHOM (aKTOPU3AI]OM.

Kako cTpykTypa KOMyTaTHMBHUX IIPCTEHA 3aBUCU IIPE CBera Ol HUXOBUX
uneasa, IPUPOTHO je neduHMcATU U rpadoBe OaszmpaHe Ha uieagmMa. ¥
pany [50], ayropu mepunumy xomarcumanar zpad ysumajyhu 3a remena cse
enemente npcresa [R. Temena x u y cy cycemna akko Rx + Ry = R. Bume
0 KOMaKCUMAaJIHUM TI'pagoBuma yuranan Moske wahwu y [37]. Y pany [18] ay-
Topu nepuHMLy 2pad npeceka udeanra G(R), TAKO WTO 3a TEMEHA y3UMajy CBe
Herpusujasnne uneasne y R. Temena (umeanu) [ u J cycemna cy y G(R) arko
je INJ # 0. Y oBoMm pamy 6aBuheMO Cce M HEKMM MUTAHUMA BE3aHUM 3a

oBaj rpa¢. HapaBHO, 0BO cy camo Heke oI MOIryhHOCTH 3a NPUAPYKUBAHE



rpada rkomyraTtuBHOM mpcrTeHy. CaMYHO ce MOKe TOCTYIUTU U Y HEKOMY-
TaTUBHUM TIpCcTeHuMa (Bumetu, Ha nupumep [47]). BamHTepecoBaHM YMTAIAIL
MOKe y auTepaTypu Hahm jom mocra rpadoBa acoOnWpPaHUX IPCTEHUMA, AN
U OIpYyTuUM ajrebapCcKrM CTPYKTypaMa: CeMUrpylnaMa, rpyrnaMa, mapIiiyjaiHo
ypebenum ckymoBuma, UTI.

Y 0BOj mmcepTanuju M3ydaBajy ce OCOOMHE MPCTEHA U MOIYJa aHAJU30M
BUMa IPUAPY:ReHuX rpadosa. [IpBoburHa naeja 6uiaa je npoydyaBame CTPYK-
Type neauTesba HyJIe y KOMYTATWBHUM IPCTEHMMAa Ca YUCTO aJjredbapckor
cramoBumTa. Beh mpBu mopman mperisen nocrojehe sureparype u caBpe-
MEHUX pe3yJaTaTa y OBOj obiyiacTu AOBEO HAC je OO aJjredapcKo — KOMOU-
HATOPHOT TPUCTYIa O0BOj mpobisemarurii. MoTuBamujy 3a pasMaTrpame OBOT
npobaema ayTop OBOT paja U HEeroB MEHTOD MPOHAIIIN CY Yy TOPe IMUTUPAHUM
paznoBrMa. BpemeHoM cy ce moueTHa MHTEPECOBama 3a IpadoBe IPUAPYKEHE
IPCTEHNMA Ca MeJUTebUMa HyJie IPOIMUPUIA U HA HEKe APYyTre Kiace IPCTEeHa,
Kao U Ha JIMHUjCKe rpadoBe u rpadoBe npeceka uneasaa. fbuma je u noceehen
Behu meo oBor paja.

Y yBOOHOj ryaBW OBOT pana YKPATKO Cy M3JIO0KEHU OCHOBHU TOjMOBU U
TEPMUHOJIOTHja U3 Teopuje rpadoBa U TeopUje KOMYyTATUBHUX OpcreHa. Ty
cy Takobe matu mckaszu nocrojehux TBphema u Teopema Koje KacHUje y pamy
kopuctumo. OBe Teopeme HaBOAMMO 0e3 mOKa3a, ca pedepeHnama rae ce OHU
mory Hahu. Ocrase riase caap:ke OpUTUHAJHE Pe3yJITaTe.

Ilpyra ruasa Gasupa ce Ha pany [40] m nmocsehena je mpoyuasamy TO-
raasor rpada T(I'(R)) n meroBux acomupanux noarpadosa, 3a KOMyTaTUBAH
npcrer R. Cneunmjanuo, osme ce oapebyje pamujyc 3a T(I'(R)) m pasma-
Tpajy ce mosezanoct u qujamerap 3a T(I'(R[X])), T(T(R[[X]])), T(T'(R(+)M))
n T(I'(Mn(R))).

Y rpehoj raasu koja ce ocnama Ha pan [43], npe3eHTOBaHA je jenHA T'eH-
epamusanuja rpada T(I'(R)). 3a R-momyn M HaJ KOMYTATUBHUM IPCTEHOM
R mepuuummenmo momannu zpad modyaa T(I'(M)). Ynory nmenuressa Hyne y
T(T'(M)) npeysumajy Top3uonu emementu Moxyia M. Vcmocrasma ce nma je

CTPYKTypa OBOr rpada y Tecuoj Be3u ca crpykrypom T(I'(R)).



[HenTpamao mMecTO OBOr paja je YeTBpTa IjaBa y KOjOj Cy W3JIOKEHU
pesyaratu u3 paga [15]. Morusucanu nepuaunmrjom wucmoz npcmena nepuH-
nmemo wucmu 2pad CI'(R). 3a CKyn TeMeHa y3MMaMO CBE €JIeMEHTe KOMYTa-
tuBHOr npcreHa R. Temena x m y cy cycemHa akko je X + y WHBePTUOUIIAH
UIU UAEMIOTeHTaH. Pa3zMarpaMo TunmyHA NUTAma KAO MITO Cy TOBE3aHOCT,
obuM m mmjaMeTrap OBOI' rpada ¥ BUXOBY aJuarebapcky HMHTepIpeTanujy y
nocmarpanoM npcreny. Mana je yBobheme oBor rpaga MOTHUBUCAHO KIaCOM
YUCTUX MPCTEHA, UCIIOCTABJbA CE N1a je IheroBa CTPYKTypa y TECHO] BE3U U ca
APYTUM KJacaMa MPCTeHa, Kao IMTO CYy, Ha IpUMeD, Hoaynep(OeKTHN KOMYTa-
TUBHM IIPCTEHU. Y OBOj IJIABU JajeMO M OArOBOp Ha mnurame kazxa je CI'(R)
mJIaHapaH a Kalda TOPOUWAaJaH, 3a KOHAYaH mpcTeH K.

[Iera rmaBa je KOMOMHATOPHOT KapakTepa. Y OBOj TJIABU U3JIOKEHU CY
raaBHU pesynartatu u3 pana [41]. 3a komyrarusam npcren R, pa3smarpa ce
muanjcku rpad L(T(I'(R))) roramuor rpaga T(I'(R)). IlpoyuaBajy ce Heke
HBEeroBe OCOOMHE ca MOCEDHMM AKIEeHTOM Ha NUTame yTamama OBOr rpada.
Nameby ocramnor, nokasyjemo na 3a ¢puxcupas mneo 6poj g > 0 mocroju caMo
KOHAYHO MHOI'O KOMyTaTuBHUX npcreHa R taksux na je L(T(I'(R))) poma g.

[[Tecta rmaBa 0aBu ce mUTAHmEM TOPOMIATIHOCTU I'pada Ipeceka mueasa
G(R) u 6a3upana je Ha pany [42]. ¥ mamoj mepu obpabyje ce u nurame mia-
HapHOCTU. ['7aBHU pe3yiTar ImecTe riase je KIacuPUKaANrja CBUX TOPOUIAII-

HUX I'padoBa KOju cy IpadoBU IPeCceKa Uaeaia HEKOT KOMYTATUBHOT IIPCTEHA.

3a HeceOwuHY moMON mpu mM3paau OBe OUCEPTAIMje 3aXBaJbyjeM Ceé MOM
MmenTopy 3opany Ilerposuhy. 3axBamyjyhu merosum mpumenbama HEKU O
IOKa3a Cy 3HATHO Kpahu 1 eJleraHTHUjU a TJIaBHU PE3YyJITAaTU jaCHUje MPEe3eH-
ToBaHu. Hberose maeje u cyrecruje, Kao0 U CTPIJbEHE y pPamy ca MHOM, IO-

MOIJIe CYy Oa OBa AUCEPTalja yTJela CBETJOCT MaHa.

Beorpan,
OxrobGap 2012. Sopan ITyyarosuh



I'VIABA 1

YBO1

Y oBoj rnaBu naheMo KpaTak nperiiel OCHOBHUX IIOJMOBa U Ae(pUHULII]A 13
Teopuje rpaoBa U TeOpHje KOMYTATUBHUX IPCTEHA Koje y AaJbeM palny Ko-
puctuMmo. Y mo3naheMo ce ca TEPMUHOJOTUjOM U HABENINEMO HEKOJUKO IMO3-
HaTUX TeopeMma u TBphewma norpebHuUX 3a Ham pan. ['enepasine pedepenie 3a
TEOPUjy KOMYTATUBHUX MPCTEHA CY CTAHAAPIHU YIIOCHUIM KOMYTATUBHE aJI-
re6pe [10] u [32]. IIITo ce Tuue Teopuje rpadosa, caeauieMoO TEPMUHOIOTU]Y
n3 [22] u [52]. YKOIMKO HEKM OX IOjMOBa HUje Ne(GUHUCAH WU Cy mOTpebHA

merajbHUja Objammbema, YnTagall ux Moske npoHahm y oBuM Kmurama.

1.1 OcHOBHHM IIOjMOBM M TE€PMWHOJIOTHja

1.1.1 IlojmoBmM M3 Teopuje KOMyTaTUBHUX IPCTEHA

YKOJNMKO ce He HAarjacu Apyrauuje, npcreH R y oBoM pamy Ouhe yBek
KOMyTaTuBaH npcreH ca jemmuunom m R* = R\ {0}. Exnement a € R je
deaumen nyae axo je ab = 0 3a merko b € R*. Ca Z(R) o3HaYaBaMO CKyI
nmeauresba Hysne npcreHa R u ca Z(R)* = Z(R)\{0} ckyn npasux deaumena

nyae. Reg(R) je ckyn peeyaaprux enemenara npcrena R, Reg(R) = R\Z(R) n



Nil(R) je mmeas meroBux HUINOTEHTHUX ejemeHara. CKymoBe MHBEPTHOMII-
HUX U UIEMIOTEHTHUX ejieMeHaTa npcreHa R o3mauyaBamo pemnom ca U(R) u
Id(R). 3a npcren moauHoMa, GOPMAIHUX PEAOBA U UAeaIu3anujy R-Momyna

M wopuctumo cranmapase osHake R[X], R[[X]] u R(+)M. Wnean npcrena

R remepucan enxemeHnTuUMa Ii,...,T; o3HadaBahemo ca (ry,...,7;), wiam ca
(x1,...,TF) QKO NpBa O3HAKA MOKe NOBECTU IO 3abyHe MM 3aKOMIIMKOBATU
3aImc.

3HayajaH neo OBOT paja ociiama ce Ha APTUHOBE MPCTEHEe, CIENUjaJHO U
Ha KoHauHe npcrene. OBO je HAJBUINE U3PAKEHO Y NEJIOBUMA IIE UCIUTY)EMO
PO HEKOr rpada TPUAPYKEHOr NpCTeHy. VICTakHUMO OBHIE jeqHy KOPUCHY

TEOpPEMYy O CTPYKTypPU APTUHOBUX HPCTEHA.

Teopema 1. [10, Tteopema 8.7|Apmunoe npcmen R usomopdan je komawrom

oupexmuom npouszsody Ry X --- x R, Apmunosux aoxasnuxr npcmena R;.

IlocToje HEKa pa3MUMOMIAKEHA PA3HUX ayTopa y ACOUHUNU]U JTOKAJIHOT
npcrera. Mwu hemo oBme ciaemmrtu Tepmunosorujy u3 [32]; roMmyraruBaH
IPCTEH Ca JeOWHCTBEHUM MAKCUMAJHUM UIEaJIOM je K8a3UAOKAAAH; TTPCTEH
je aokasan axo je Herepmu kBasmsiorasan. ADPTUHOBU JOKAJHU TPCTEHU
UMAajy PEeJaTUBHO MPOCTY CTPYKTYPY, Ma Ce ropma AeKOMIo3uiuja ApTu-
HOBOT NIPCTEHA MOKa3yje KOPUCHOM Ipu cBOohewmy omapeheHOr KOMIIMKOBAHU-
jer mpobimema Ha HWwEM HuUBO. (CHenujasHo, OBO BaKUM U 3a CBE KOHAUHE
npcrere. Huje Temko BuneTm na 3a KOHAYHE JIOKAJHE IPCTEHE BaxKu cienehe

KOPUCHO TBpheme.

Tepbemwe 2. [2, npumenba 1.1]Hexa je R konauwan A0kasan npcmen ca MaKcU-
maanum uoeanom M. Tada nocmoju npocm 6poj p u nozumueny yesu 6pojesuy

t, 1,k maxeu Oa je char(R) = p', |M| = p', |R| = p* u char(R/M) = p.

HpCTeH R KOjPI HI/Ije JOMEH 1M MMa KOHa4YHO MHOI'O JeJuTeJba HYJIEe MOpa

Outu KoHauaH. 3a Takas npcren R Baxku |R| < |Z(R)[>. Wcraxmumo oBYy

TeopeMy Yy OPUTMHAJHO] BEP3UjU.



Teopema 3. [24, Tteopema 1]Komymamusean npcmen R ca n (n > 1) npasux

deaumena wyse mopa bumu Konaxar u e cadpacu suwe 00 (n+1)% esemenama.

Beoma mpakruune pesynrare y Be3W KOHAUYHUX MPCTEHA OaJau cy Kop-
6ac u Bumujamc. Onu cy rmracupumroBaIyd IO HA M30MOpPPU3aM CBE KOHAUHE
KOMyTaTUBHE IIPCTeHe N0 pena p°, 3a mpocT 6poj p. OBa aHaausa je BeoMa
neTaJjhbHA A T€ pe3yiaTrare HehieMo oBle eKCHaunuTHO HaBoauTu. [lo moTpebu
hemo ce mo3sumBaTu Ha mMojeauHe mejioBe TUX panoBa. llemokymnHe pesynarare

ynrasarn Moxke Hahu y pamosuma [19, 20].

1.1.2 IlojMmoBm m3 Teopuje rpacdoBa

ITox mojmom 2pag y oBOM pamy yBeK IIOAPA3yMeBaMO IPOCT HEOPU)jCHTUCAH
rpa¢ 6e3 mermu. 'pad G je ypeben nmap (V, E), raoe je E C [V]? u [V]? je ckyn
CBUX 2-eJeMeHTHUX noackymnosa ox V. Aro cy G u G’ rpadosu, ouna je G’
noarpa¢ rpada G ako je V' CV u G' C G. Ako G’ canpxu cse usune vy € F
3a z,y € V' (uBuny {z,y} osmauaBamo ca xy), raskemo na je G' undykosanu
noodepag on G. Kopucrumo o3raxy G[V'] 3a unmyroBanu moarpad reHepucaH
ca V'. Axo je F C [V]?, ouna je G — F := (V,E\ F). I'pagosu G u H cy
n3omMop¢HU ako nocroju oujeknuja f: V(G) — V(H) takBa na cy temMeHa T u
y cycemnna y G akko cy remena f(z) u f(y) cycemna y H.

Cmenen Temena x, y o3namu deg(x), je 6poj remena y G cyceIHUX TEMEHY
r u §(G) = min{deg(v) | v € V(G)} je munumanan cmenen rpadpa G. Axo
cBa Ttemena rpada G ummajy crenen k = §(G), rpadp G je k-peeyaapan. IlBa
remeHa x 1 y y G cy nosesana ako nocrtoju nyT y G umja je mouerHa Tauka T
u kpajmba y. AKo cy cBaka aBa TeMmeHa u3 (G moBesaHa, KaxkeMo na je rpad G
nosesan. Pacmojawe d(x,y) Temena z,y € G je ny:xuHa Hajkpahier myrta ox x
0 Yy aKo cy TeMeHa T U y mose3aHa (d(z,y) = 0o aKO TakaB MyT HE MOCTOjU).

Lujamemap rpada G je
diam(G) = sup{d(z,y) | z,y € V(G)}.
Excuyenmpuyumem TemeHa T je pacTojame OO HeMYy Hajyda/beHUjer TeMeHa,
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e(r) = max{d(z,y) | v € V(G)}. Axo je diam(G) roHayan, 3aHUMJbUBO je
BUIETU KOJIMKU je HajMamu ekcineHTpunurer TeMeHa y (. Temena y G Haj-
Mamer eKCIeHTpuimrera oopasyjy uewmap rpada G. Iledbunume ce padujyc
rpapa G rao r(G) = min{e(z) | x € V(G)}. Ha raj maunn pamujyc rpaga
je HajMamU eKCHEeHTPULUTET, NOK je OujaMeTap IMOBe3aHOT rpada jeaHak Ha-
jBeheM ekcueHTpUIUTETY HEKOI TeMeHa. 3a moBe3aHe rpadose aujamerpa d

u pamujyca r Baxku r < d < 2r. [Quxa (xonwmypa) C,, nyxwube n 'y G je myT
Ty—— T2+~ Tp— T,

raoe je x; # x; ®Kama je i # j un > 3. Obum rpada G, y ozmamnu gr(G),
nedunHmUIre ce Kao my:kuHa Hajkpahe rkoutype y G ako G caap:ku KOHTYDPY; ¥
cynporaoM gr(G) = oo. IloBesan rpad 6e3 kouTypa je cmabao. Konrypa koja
IpoJia3y KPO3 CBaKO TeMe rpada TadHo jemHoM je Xamuamowosa xowmypa.
I'padp G je XaMuUITOHOB akKo Canp:Ru XaMUIJITOHOBY KOHTYDY. RoHTypa koja
mposa3u CBaky uBUIly rpada tavHo jemroMm je Ojaeposa wonmypa. I'pad G
je Ojmepor ako canp:xu OjaepoBy routypy. Ilo3maro je ma je moBesan He-
opujentucat rpa¢d ca 6ap jemnom mBunoMm OjepoB akKKO Cy My CBa TeMeHa
MapHOT CTENeHA.

Axo je E(G) = [V]?, ouma je G xomnaeman tpad. Axo je cxyn V(G)
IUCjyHKTHA yHUja ckynoBa A m B rakBux ma je |A| = m, |B| = n, u Tako
Ia Cy [OBa TeMEHa CyCeqHa AKKO OHAa MPUMANAjy Pa3JIUUYUTUM CKYIOBUMA,
ouma je rpad G xKomnaeman bunapmuman Tpad. 3a KOMIJIETHE U KOMIJIETHO
bunaprutHe rpagdose KopucTuMo o3Hake K" u K,,, pemoMm. Y OBOM pazy
[OMyWITAMO Ia HEKM on m u n Oyme Oeckonauan rapamuasa. CmoenujasaHo,
K, je 3ee3da rpad.

[Monckyn S C V(G) je kauka ako je MHIYKOBAHW HOArpad reHepucaH ca
S rommueran. Kauka 6poj rpada G, y osmamu cl(G), je majsehu meo 6poj
r > 1 rakaB na je K" C GG. Axo je K" C (G 3a cBaku 1meo 6poj r > 1, onna
je cl(G) = co. Xpomamexu b6poj rpada G, y oznamu x(G), je MuHrMaIaH 6PO]
0oja morpebuux 3a 60jeme TeMmena u3 (G TAKO [a HUKOja OBA CyCeIHA TEMEHA

Hucy obojena ucrom GojoMm. YBek mapasuo Baxku cl(G) < x(G).



Heka je n memerarusan meo 6poj u S, opujeHTabuina moBpi pona n. Pod
rpada G, y osmamu v(G), je HajMame n Tako ga ce G Moke yTOmUTU Yy S,.
Axo ce G yrama y moBpi Sy, kKommounente ox S — G 30BEMO 0044CMUMAG.
Tpuareysayujo OBpmu Sy je yTamame y KOMe CBe ODJacTH MMajy T'DaHUILY
KOja Ce caCTOju OJ TAYHO 3 MBHUIlE. 3a KOHauvaH mose3aH rpa¢ G pona g ca n

temena u m uBuna Basku OjmeposBa Gopmyia
n—m+ f=2-2g, (1.1.1)

rae je f 6poj obnactu mobujerux (MuUHUMAJIHUM) yTanawmeMm (G y HOBpII poaa
g.

Aro ce rpadp G MOke TpenCTABUTA Yy PABHA TAKO & MY Ce€ WBUIE HE
cery, ouma je G poma 0 uau naakapan; aKO Ce€ MCTO TO MOXKE YPaIATU HA
Topycy, G je poma 1 unu mopoudanan. Axo je H monrpad rpada G, orna je
A(H) < +(G).

Kako je mmamaprOCT jemna on GyHmZamMeHTAJIHUX OcobmHA Tpada, mT00pOo
je 3HaTH KOoju TpadoBuU Cy IIaHapHU a Koju Hucy. llosmara teopema Kypa-

TOBCKOT Jaje MPOCTY KapaKTepu3alu]y OBUX IpadoBa.

Teopema 4. [33|'pag je naanapar axxo e cadpacu nomnodeay 00 K° uau Ks 3.

3a ucnuruBame poaa HEKOr rpada JecTo je MOTOMHO MOCMATPATHA HerOBe
KOMIUICTHE MJIM KOMILUIETHO OumapTuTHe moarpadose. VcTakHUMO OBIE TMO3-
HATE pe3ysaTaTe O poxy OBUX rpadoBa Ha Koje NeMo ce KacHUje MO3UBATH.
Osuaunmo ca [z]| mHajMamu neo 6poj koju je sehwm muwm jemmax om z. Baxu

cnenehe tBpheme.

Tepbeme 5. [48, 49]

Y(K") = [(n — Bi;n — 4)—‘ , axo jen > 3. (1.1.2)
[ (m—=2)(n-2) .
Y(EKmn) = 1 , axo je m,n > 2. (1.1.3)



[Ipema mperxomuom TBphewy K" je mnanapan 3a n < 4 u TopoumajgaH 3a
5<n <7 I'paposu K3, (3a 3 <n <6)u Ky, cy roponganuau. Kopucrehnu
jemnakoct 1.1.1 1 HeKe KOMOUHATOPHE UACHTUTETE MOYKE CE MMOKA3aTU J1a BayKU

cnenehe tepbeme ([54, Teopema 2.1]).

Tepbeme 6. Hexa je G npocm zpad can memena, 20e jen > 3. Hexa jey(G) =g

u 6(G) munumanan cmenen epada G. Tada je

12g — 12
5(G) <6+ 42

n

20e JedHaKocm 84U GKKO Ymaname npedcmasnot mpuaHzysayujy nospull.

ITocnemumia 7. Hexa je G npocm epad can (n > 3) memena.

1) Axo je v(G) = 0, onda je 6(G) < 5, mj. nocmoju meme T, makxeo 0a je
deg(z) < 5.

2) Axo je v(G) = 1, onda je §(G) < 6, mj. nocmoju meme x, maxso da je
deg(x) < 6. IImasuwe, §(G) = 6 axxo je G mpuaneysayuja mopyca Koja je

6-pezyrapHa.



I'VIABA 2

TOTAJIHU I'PA® KOMYTATUBHOTI

ITPCTEHA

Y 0BOj riaBu JaTV Cy HEKU HOBM PE3YJITATH Yy BE3UW Ca TOTAJHUM I'padoM
KOMyTaTUBHOr mpcreHa. Hajmpe ce muckyryje ompebuBame pamujyca To-
TAJHOT rpada KOMyTaTWBHOI NIPCTEeHa ca jemmHurioM R kana je oaj rpad
noBe3aH. /lame ce pazMaTpajy HEKa TUIMYHA PAIIIPERHa, Kao MITO Cy: IPCTEH
IIOJIMHOMA, IPCTEH popMaHUX penoBa Han R, nneanunsamuja R-monyna M n
npcren Marpuna M, (R). [locmarpajy ce Bese ToTanHux rpadoBa IPCTEHA U

TOTAJHUX I'PaoOBa HEMOBUX pPallUpena.

2.1 HedumHummja ToTrastHOT rpada

Heka je R KOMyTaTMBaH IPCTEH ca jeAWHUNOM U Heka je Z(R) ckyn me-
rosux mpeaurena Hyie. Tomaswu epad T(I'(R)) mepunume ce Ha cnemehwu

V(T(T(R))):=R, E(T((R))):={{ri,r2}:m+r€ Z(R)},

rae V(T(T'(R))) (E(T(I'(R)))) o3uauaBa ckyn temena (uBuna) rpada T(I'(R)).



I'pa¢ T(I'(R)) medpurucan je y panmy [7]. Y oBome pamy pamau Jakmer
samuca ymecro T(I'(R)) ropuctuhemo osznary TT'(R).

Kapaxrrepuctuke TT'(R) npuponso 3aBuce ox Tora na au je Z(R) nmeasn
y R unu He, ma ce y 3aBUCHOCTH OJ TOTa HErOBE OCOOMHE YBEK OIBOjEHO
“CIuUTyjy. 3a OpPCTeHe y KOjuMa AejuTesbu Hysne He obpasyjy mmean TT'(R)
UMa CJOKEHY CTPYKTYPY KOja je ca anre0apCKOT TJIEOUIITa 3aHUMJBUBA 38
npoyuaBame. Toramuu rpa¢p TI'(R) yBek canp:ku MHIyKOBaHE MOArpadoBe
Reg(I'(R)), Z(I'(R)) u Nil(I'(R)) ca Temernnma pemom y Reg(R), Z(R) n Nil(R).
OBu noarpa¢$oBy DocTa TOBOPE O HETOBOj CTPYKTYPHU.

Kana je Z(R) ummean y R, crpykrypa TI'(R) je pesaruBHO mpocra u
MOKe ce mpenu3Ho onucaru. V3 medpununuje Henmocpenuo ciaemu na je TT'(R)
Tada HEIOBe3aH U Ja IpelcTaBlba AUCJYHKTHY YHU]Y KOMILJIETHOT IoArpada
Z(I'(R)) m monrpada Reg(R). ¥ tom cayuajy jemuso je Reg(R) 3annmibus 3a
npoydaBame. Hberosa cTpykTypa nmornyHo je onucana treopeMoM 8. Teopeme

9 u 10 cy meHe OUPEKTHE TOCJIETUIE.

Teopema 8. [7, teopema 2.2|Hexa je R xomymamusan npcmen maxas 0a je
Z(R) udean y R, u nexa je |Z(R)| =« u |R/Z(R)| = (8 (donywmeno je da a u 3
6yoy u beCKOHAUNY KaAPOUHAAU).

1) Axo 2 € Z(R), onoa je Reg(R) yrnuja f — 1 ducjynxmnur K.

2) Axo 2 ¢ Z(R), onoda je Reg(R) ynuja (8 —1)/2 oucjynrmnuz K, .

Osode napasho eancu 3 —1= (6 —1)/2 = 3, 3a beckonanwan kapouras 3.

Teopema 9. [7, teopema 2.4]|Hexa je R xomymamusan npcmen maxas 0a je
Z(R) uoean y R. Tada
1) Reg(R) je xomnaeman axko R/Z(R) = Zs unu R = Zs.
2) Reg(R) je nosesan axko R/Z(R) = Zy usu R/Z(R) = Zs.
3) Reg(R) (daxae u Z(I'(R)) u TT(R)) je momaaro nenosesan axko je R
domen u char(R) = 2.



Teopema 10. [7, Teopema 2.5|Heka je R xomymamusan npcmen maxas 0a je
Z(R) udean y R. Tada

1) diam(Reg(R)) = 0,1,2 uau oco.

Cneyujaano, diam(Reg(R)) < 2 axo je Reg(R) nosesan.

2) gr(Reg(R)) = 3,4 uau co.

Cneyujaano, gr(Reg(R)) < 4 axo Reg(R) cadpacu xornmypy.

Kana nenmuremnu Hyse He ynHe uneas cTpykrypa roranauor rpada TT(R) ne
MOJK€ Ce TaKO IHPEIU3HO OMMCATU Kao y npBoM ciaydajy. [loarpadosu Z(I'(R))
u Reg(I'(R)) y oBOM cayudajy HUCY OUCjYHKTHU, jep moctoje x,y € Z(R) raksu
na v +y ¢ Z(R). Temena —x € Z(R) u v +y € Reg(R) rana cy cycensa.

[Tpumernmo ma oBre Mopa na Baku |Z(R)| > 3. VlcTakHIMO HEKOIUKO OUTHUX

pesyarara o crpykrypu TT(R) kana Z(R) nuje nupeadr.

Teopema 11. [7, reopema 3.3|Hexa je R xomymamusan npcmen maxas da Z(R)
nuje udean y R. Taoda je TT'(R) nosesan axko je (Z(R)) = R (mj. R=(z1,...,2y)
30 weke zi,...,z, € Z(R)). Chneuyujaano, axo je R xomauan xomymamuean

npecmen u Z(R) nuje udean y R, onda je TT'(R) nosesan.

Teopema 12. [7, Treopema 3.4]Hexra je R xomymamusan npcmen maxae da Z(R)
wuge udean y R u (Z(R)) = R (mj. TT'(R) je nosesan). Heka je n > 2 najmamnu
npupodan 6poj maxas da je R = (z1,...,2,) 3a nexe z1,...,2z, € Z(R). Tada
je diam(TT(R)) = n. Cneyujaaro, axo je R xonauwan xomymamuean npcmen u

Z(R) nuje udean y R, onoda je diam(TT'(R)) = 2.

IMocnemuma 13. [7, nocaenuna 3.5]Heka je R xomymamuean npcmen makae
oa Z(R) wuje udean y R u npemnocmasumo da je TT'(R) nosesan. Tada

1) diam(TT'(R)) = d(0, 1).

2) Axo je diam(TT'(R)) = n, onoda je diam(Reg(I'(R))) > n — 2.



2.2 Panujyc TorasiHOTr rpada

2.2.1 Z(R) je umeann 'y R

Kako je Z(R) yBer yHuja npoctux mupeasa npcrena R [32, teopema 2], y
cayyajy na je Z(R) mmean, on Mopa 6utu npoct. Ilpumerumo na je y Tom

ciayuajy nanykoanu noarpad Z(I'(R)) kommieran; makie,
r(Z(I'(R))) = diam(Z(I'(R))) = 1.

Mebyrum, Tana je Toramau rpag TI'(R) memosesan jep teme z € Z(R) uuje
cycemuo uu ca jemuuM y € Reg(R) (y cymporuom, x +y € Z(R) moBomu mo
koHTpaaukuje y = r+y—x € Z(R)). Kako je TT'(R) menoBe3an HemMa cMUCIA
TOBOPUTH O HETOBOM PAAU]yCy, ajId MOKEMO Pa3MOTPUTHU panujyc moarpada
perynapuux esnemenara. Crpykrypa Reg(I'(R)) ommcana je y teopemu 8.
[Tpema teopemu 9, Reg(I'(R)) je mosesan akko je R/Z(R) = Zy nmm R/Z(R) =
L.

Y npsoMm cayuajy Reg(I'(R)) je kommieran rpap K¢, rue je a = |Z(R)|, na je

r(Reg(I'(R))) = diam(Reg(I'(R))) = 1.
Y mpyrom cayuajy Reg(I'(R)) je xommneran Gunapruras rpad K, ,, oa je

r(Reg(I'(R))) = diam(Reg(I'(R))) = 2.

2.2.2 Z(R) HUje mnmean 'y R

Ako je R romyrarumBaH mpcTeH TakaB na Z(R) muje mmean y R u ako
je TT'(R) moBesan, onpebuBame merosor paaujyca mocraje ciaosxkenuje. AkKo
neauTesbu HyJle He 00pa3yjy maeas, oHaa Cce 3a CBaKU MPUPOAaH OPOj n MOKe

KoHCTpyucatu upcrer R, takas na je diam(TI(R,)) = n [7, npumep 3.8].
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Kako cama mocToje mpcTeHU 4Uuju TOTAJNHU T'pa(oOBU MMajy MPOU3BOJHLHO Be-
JIVKUA AjaMeTap, TPUPOMTHO je MOCTABUTHU MUTAKE IITa Ce AellaBa ca Paaunjy-
coM ToTagHor rpada. Oarosop je momaiio HeoueknBaH, Bugehemo na je paau-
jyc yBek jemnak mujameTpy. Kao MoTuBaImja MOTY HaM HMOCHIY:KUTU KOHAUHU
KOMYTATUBHU IIPCTeHn Kol kojux Z(R) uuje mmeas. IIpema teopemu 12, ako

je R komauvan n Z(R) uuje unean y R, ouna je diam(TT'(R)) = 2.

Teopema 14. Heka je R Konauan KOMYymMamuear npcmen ca jeQunuyom y Kome
Z(R) nuje udean. Tada je r(TT'(R)) = 2.

Joxas: Kako je d = diam(TT'(R)) = 2, 6uhe r = r(TT'(R)) < 2, na je 10BOJBHO
nokasatu nma je r # 1. IlpermocraBumo cymporHo, Heka je r = 1. Tama
nocroju x € R TakBo ma je e(x) =1, Tj. = je cycemHo cBakoM TeMmeHy rpada.
Omasne je z € Z(R) (z je cycemuo ca 0). Taunmje v € Z(R)*, jep 6u y
cynpotaoMm 1 6uao cycenuo ca 0, tj. R 6u omma Omo HyJIa MPCTEH.

Hame, kako Z(R) uuje npean, nocroje a,b € Z(R) raksu na a+b € Reg(R).
[Tpu Tome Basku ma je = # a; y CynpoTHOM, kako je e(x) = 1, teme x Guio
6u cyceqHO M TeMeHy b, mTO KOBOAM N0 KOHTpamuknuje  +b=a+b e Z(R).
Canuno, x # b. Tanma je ouursmemuo u x # a + b, jep cy Reg(R) u Z(R)
IVC]YHKTHU CKYIIOBU.

Teme ¢ = —x + a + b we npunana ckyny {a,b,0} u cycenno je ca x. Baxu
x+c€ Z(R), ommocuo t —x+a+b=a+0b€ Z(R), mro je y CympOTHOCTU Ca
npernocraBgoM na a + b € Reg(R). OBum cy ucnurane cBe mMoryhnocTu, ma

pamujyc mopa outu 2. [

Hamomena 15. [Iperxonne Tteopema je mociemuiia TeopeMe 16, aaum je meH

NOKa3 OBIEe MaT KaO0 MOTUBAIMja 3a ONIITUJU CIYUaj.

Heka je R rkomyTaTuBaH IpPCTEH ca jequHUIOM y koMme Z(R) Huje mmeas.
[Ipema teopemu 11, TT'(R) je moBesan akko je R aIuTUBHO T€HEPUCAH CBOjUM
neauresuma Hysne. Hakae (Z(R)) = R, 1j. R= (z1,...,2,) 38 HEKE 21,..., 2, €
Z(R). Ilpema Teopemu 12 u nociaemunu 13, diam(TT'(R)) = n = d(0, 1) 3a mun-

uMaJsiaH O0poj TakBuX remeparopa. JlorakuMmo cana na je mom TUM yCJIOBUMA
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paaujyc TOTaJHOr rpada jeqHAK HerOBOM IUjaMETpPYy.

Teopema 16. Hexa je R xwomymamuear npcmen ca jedunuyom maxas 0a Z(R)
Huje udean y R u wexa je n > 2 wajmamwu npupodan b6poj maxas da je R =

(21,...,2n), 30 HeKe z1,...,2, € Z(R). Tada je r(TT(R)) = n.

Jokas: 3 matux ycaosa diam(TT'(R)) = n, na je csakako r = r(TT'(R)) < n.
IloBomHO je caMo moka3aTu na HejemHakocT r < n — 1 Huje moryha.

Heka je r <n —1. Tanma nmocroju x € R Takas na je e(z) <n—1, tj. 3a
cBako y € R, d(z,y) < n—1. Cuenujauso, d(z,1+z) <n—1wnd(z,1—z) <n-—1.
Hexka je:

T8 — 8y — -+ —8p_g— 1+ (=1)"a,

oyt pyssuae k —1 < n—1y TI'(R). Tako mobujamo k — 1 memuresma HyIe

T4 81,8 +82, ..., Sp_g+Sko, Sko+ 1+ (=1)*"1z, 3a Koje Bawu:
(T + 51,8 452, ..., Sh_3+ Sp_2, sp_a+ 1+ (=1 12) C (Z(R)) = R.
Kako 1 € (x+s;1, 81+ 82, ..., Sp_3+Sk_2, Sk_o+ 1+ (=1)*"1z), mopa na Basu:
(T + 51,8 +52, ..., 83+ 82, sp_a+ 1+ (=D ') =R,

[Ipcren R ce makyie aguTUBHO MO:Ke reHepucaTu ca k — 1 meauTesba HyJIE MITO

MIPOTUBPEYN MPETHOCTABIM O MUHUMAJHOM OpOjy reHepartopa. []

2.3 Toranau rpa¢ HeKnxX pamupema IIPCTEHA

2.3.1 IlIpcreH mosmHOMA

Heka je R romyrartuBan npcred u R[X]| npcren nmomunoma. Ilpumerumo

HajlIpe Ia 3a OeJUTeJbe HyJle YBEK BaKU

Z(R) € Z(R[X]) € Z(R)[X].
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I pyra naknrysuja Moxke Onrtu npasa, Hup. 243z € Z(Zg)[ X\ Z(Ze[X]). Jacro
je ma je m mpBa umHKJy3uja npaBa. Ilo3dmara Tteopema Mexk Koja mormyno
onucyje menuresbe Hyse npcreHa monmaoMma: f(x) € Z(R[X]) akko mocroju
r € R* rakaB ma je rf(x) = 0. Ilakae, ocuM mTO KOeDUIMjEHTU MODPA]y
buTy menuTeU HyJe, TOTPEOHO je W ma maeas TeHePpUCAH HUMa UMa He-
HyJa aHyJaTop. Y CKJIamLy ca TUM KaxkeMo na je R Mex Kojee npcmen akko
3a cBaky koHayHO reHepucanu nnead | C Z(R) Baxu Ann(l) # 0. Ilobpo je
o3HaTO ma je upcreH noiumaoMma R[X| yBek Mek Kojes.

Crpykrypa toraauor rpada npcrena nomuuoma TT(R[X]) 3asucuhe on
rora na au je Z(R[X]) unean y R[X]. IIpema [35, teopema 3.3] Z(R[X]) je
unean y R[X] akko je R Mek Kojes npcren y kome je Z(R) unean. Kopucrehu
OBaj Pe3yJITAT MOKEMO OIMUCATUA CTPYKTYPY TOTAJHOT rpada NPCTeHa MOJU-
wmoma. [locmarpamo aBa cirydaja.

1) Z(R[X]) je mmean y R[X].

Ounrsnenso je ouma moarpa¢ memuresma Hyne Z(I'(R[X])) kommneran. Tana
Bazku Z(R[X]) = Z(R)[X], na je

RIX]/Z(R|X]) = RIX]/Z(R)[X] = (R/Z(R)) [X].
Ca mecHe cTpaHe je IPCTEH IOJUHOMA KOJU HEe MOsKe OUTH m3oMOpdaH HU ca
Zs vm ca Zsz. Ilpema Teopemu 9, Reg(I'(R[X])) nuje noseszan. M3 mperxonue

aHaJIMU3€e MOXKE Ce OKapPaKTePUCATU CTPYKTYpPa TOTAJHOTL rpa@da IpCcTeHa MOIU-

HOMAa Yy KOjUMa NeJINTEeJbU HyJle YMHE MAeall.

Teopema 17. Hexa je R womymamusarn Mex Kojes npcmen makae da je Z(R)
udean y R. Taoda je TI'(R[X]) nenosesan. Unoykosanu nodzpad Z(I'(R[X])) je

komnaeman, 0ok je Reg(I'(R[X])) nenosesan.

Hamomena 18. Kako je R[z] yBexk Mexk Kojes npcren u R[X,Y] = R[X]|[Y],
To ce y3 mpernocraBke na je R Mek KojeB u nma je Z(R) mmean y R, us

nperxonsor Henocpenuo nobuja na je Reg(I'(R[X,Y])) menoseszas.

2) Z(R[X]) uuje unean y R[X].
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Jlema 19. Hexa je R womymamuean npcmen makae da Z(R) wuje udean y R.

Tada eancu:

(Z(R[X])) = RIX] axxo (Z(R))=R.

Jloxas: Heka je (Z(R[X])) = R[X]. Tana nocroje nomuaomu f1(X),..., fr(X) €
Z(R[X]) rmakBu na je R[X]| = (fi(X),...,[u(X)) u fi(X)+ -+ fu(X) = 1.
OnaBne je 21+ -+ 2, =1, Tme ¢y 21,...,2, KOHCTAHTHU KOE()UIUjEHTU OBUX
nosnuoMa. Kako je Z(R[X]) € Z(R)[X], cBu koepuuujeHTH OBUX IOJIUHOMA
cy menuremu uysne. Jlakme, z1,...,z, € Z(R). Omnasme je R = (Z(R)) =
(z1,...,2n). Ipyru cmep mokasza je ouurienaH. []

Kombunyjyhu memy 19 u teopeme 11, 12 u 16 nobujamo cienehu pesyi-

TaT.

Teopema 20. Heka je R xomymamuean npcmen maxas da Z(R) nuje udean y R.
Taoa je TT'(R[X]) nosesan axko je TI'(R) noseszan, mj. nocmoje z1, . .., z, € Z(R)
makxeu da je R = (Z(R)) = (21,...,2,). Axo je n munumasar 6poj maxeux

zenepamopa, onoa je

diam(TT(R[X])) = r(TT(R[X])) = n..

2.3.2 Ilpcren ¢popmasHUX penoBa

Nako cpomuy mo KOHCTPYKIMjU, IPCTEHN MOJMHOMA M (OPMAJIHUX PENOBa
nopen OPOJHUX 3aje THUYKUX OCOOUHA MMajy U HEKe KOje UX OUTHO PA3IUKY]y.
TakaB je ciyuaj m ca nenuressuMma Hyslde — TeopeMa Mek Koja He mopa na
Basku y npcreny R[[X]]. Y pany [23], Punnc je nmpesenToBao (popMasHU
pen ca MHBEPTUOUIHUM KOe(pUIMjeHTOM KOjU je mpaBu meiautess Hyse. OBuMm
IpUMePOM IIOKAa3aHO je Oa 3a Pa3JiuKy O IPCTeHa NMOJWHOMAa OBJe HE MOopa
na Baku Z(R[[X]]) € Z(R)[[X]]. Hapasmo, e Bakum HuU 0BpaTHO. Y 3DOK
OBOME Cy HUJINIOTEHTHUW ejeMeHTU. Hamme, 3a pemykoBan npcreH IR, y panmy

[25] mokazano je ma f(X) € Z(R[[X]]) akko mocroju z € Z(R)* Takas na je
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2f(X) = 0. IIpobmemarurom onpebusama mujamerpa rpagosa ['(R[X]) n
I'(R[[X]]) 6aBe ce pamosu [11] n [35]. AyTopu Ccy y HOTIYHOCTH OKapakTep-
ncaau diam(I'(R[X])) 3a nponsBosman npcrer R u diam(I'(R[[X]])) 3a pexyko-
BaH npcren R. 3a mepemykoBaHe mpcreHe mpobJseMm oapebuBama mujamerpa
HUj€ PEIIEeH.

Ilamme pa3maTpaMo penykoBaH NpcTeH R m aHaau3upamMo oaronapajyhwum
roranuau rpad TT(R[[X]]). IIpBo nurame Koje ce IPUPOAHO MOCTABIHA je Kala
je Z(R|[[X]]) nmean y R[[X]]. Ipermocrasumo 3aro na je Z(R) unean y R.
Tana Baxku Z(R[[X]]) C Z(R)[[X]]. Osme he Baskutu jemHakoct akko je R
npebpojueo Mex Kojes, Tj. cBaku npebpojuso remepucanu unean I C Z(R)
rMa HeHysa aHymnarop. Tako mosasuMo no pesynrara koju hemo mckasaru

y obuuky cienehe seme.

Jlema 21. Hexa je R pedykosan, npebpojuso Mex Kojee npcmen makxas oa
je Z(R) uoean y R. Tada je Z(R[X]]) woean y R[[X]] u eamcu Z(R[[X]]) =
Z(R)[[X]].

[Ton oBuM ycmoBuMma je
RI[X]]/Z(R[[X]]) = RI[X]]/Z(R)[[X]] = (R/Z(R)) [[X]].

Ilecra ctpana Huje n3oMop(pHA HU ca Z, HU ca Zs, Ta ce MOXe POPMYIUCATU

TeopeMa CIUYHA OHOj KOJ IOJMHOMA.

Teopema 22. Hexa je R pedyxosan, mpebpojuso Mex Kojee npcmen makae
da je Z(R) udean y R. Tada TT(R[[X]]) nuje nosesan, undykosaru nodepagd
Z(T'(R[[X]])) je komnaemar u Reg(T'(R[[X]])) je nenosesan.

Ha mornyHO mcTm HAUMH KaOo U KOJX MOJIMHOMA MOKa3yje ce ma 3a PemyKo-

BaHU IpcTeH R y koMme Z(R) Huje mueas, BaKu
(Z(R[[X]])) = R[[X]] axxo (Z(R)) = R.
Tarko mobujamo crenehy Teopemy.
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Teopema 23. Hexa je R pedyrosan xomymamusan npcmen maxas 0a Z(R) nuje
udean y R. Taoda je TT'(R[[X]]) nosesan axko je TT'(R) noeesan, mj. nocmoje
21,y 2n € Z(R) maxsu da je R = (Z(R)) = (z1,...,2n). Axo je n > 2 munu-

MaAak OPOJ MAKBUT 2eHePaMOPa, 0HAG je

diam (TT(R[[X]])) = r(TT(R[[X]])) = n.

2.3.3 W neanm3amnuja

Texanka uaeaausanuje MOIyJIa BEOMa je BaskHa TPU KOHCTPYKIUjU PA3HUX
npcTeHa ca geauTesuMa Hyne. Heka je R komyrtaruBan npcter u M R-momyr.

Omnepamnuje va R X M nepununmenmo ca:
(ri,ma) + (12, ma) = (ry + 1o, My + Ma),

(r1,my)(re,ma) = (r17re, rime + romy) .

Ilobujenn KOMyTaTUBAH IPCTEH 30BEMO U0easu3ayujom mooyara M wad R, y 03-
vanu R(+)M. OBoMm koucTpykumjom R-momysn M MOKEMO BUIETU KAO UIEAT
0(+)M upcrena R(+)M. Karo je (0,m1)(0,mq) = (0,0), To je oBaj mmeau
HUIATIOTEHTaH uHaekca 2. [Ipumerumo takobe na umentuduryjyhu m € M ca
(0,m) € R(+)M, cBe ememenTe MOIyJa BUAMMO KAO NEJIUTEILE HyJE Yy WIE-
amuszanuju. Pa3Hu acmekTy uaeaju3anuje JeTaJbHO CY UCIUTAHA U ONUCAHU
y [5], mok ce ocobunama rpada I'(R(+)M) Gase pamosu [9] u [12]. Ilpen-
MeT Hamer pasmarpama je toraaau rpad TT(R(+)M). Ipema [29, Teopema

25.3], menuresmyn Hyle y UOeANU3ALAJU CY:
Z(R(+)M) ={(r,m)|re Z(R)UZ(M), m € M}.

OcHoBHa muTama kKojuMa ce 6aBuMo cy ocobune rorasuor rpada TT'(R(+)M),
merosux noarpadosa Z(I'(R(+)M)) u Reg(I'(R(+)M)) u muxose Bese ca oaro-
Bapajyhum nmonasuum rpagom TT'(R) m morpadosuma Z(I'(R)) u Reg(I'(R)).
Onu ce Mory Mame WJIM BUIIE pa3jaukoBaTy mon oapebhenum ycioBuma. Kao

MOTHUBAIIU]Y MOTJIEAajMO HEKOJIUKO IIPUMEPA.
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IIpumep 24. Uneanuzauuja R(+)R, roe je R komyraruBan npcres u M = R
jeman R-momy.

Ilorkazahemo na ocobuse ToTaIHOT rpada IPCTEHA U HerOBe U Aealn3aluje
0OCTajy UCTe.

Heka je Z(R) moean y R. Kao mro je Beh mosmaro, TT'(R) je menmosesas,

Z(I'(R)) je xommueran nok je Reg(I'(R)) moBesan akko je R/Z(R) = Z, nun
R/Z(R) = Zs. Kako je Z(R) mmean y R, ouurnemuo je u Z(R(+)R) =
Z(R)(+)R umean y R(+)R. Harxne TT(R(+)R) je menosesan u Z(I'(R(+)R))

je rommyeran. Rako je
(R(+)R)/(Z(R(+)R)) = (R(+)R)/(Z(R)(+)R) = R/Z(R)(+)0 = R/Z(R),

noarpa¢ Reg(I'(R(+)R)) 6uhe mosesan akko je Reg(I'(R)) mosesamn.
Hexka Z(R) uuje unean y R. Tana au Z(R(+)R) = Z(R)(+)R Huje nnean

y R(+)R. Omasne je TI'(R(+)R) mosesan arko je TI'(R) moBesan m Basku
diam(TT(R(+)M)) = diam(TT'(R)). /lorka3 ce moske m3ectu nopenehwn myr

x—8— - —8,—y y T (R), ca myresuma

(SL‘, O) _ (517 tl) T (Snv tn) _ (y, O)a (:U, a) _ (517 0) T (Sm O) T (y7 b)
y TI'(R(+)R). 3a u3Bobeme Bumetu noka3 [7, reopema 3.16].

Ipumep 25. Uneanusammja Z[X]/(X?)(+)Z0.

[Torazahemo na ce osme ocobune rpagosa TT'(R) u TI'(R(+)M) 3nauajuo
pa3nuryjy. I[IpBu je HemoBe3aH NOK je APYTU MOBE3aH.

Heka je R =Z[X]/(X?)={a+bx|a,be Z}, rue je x onrosapajyha rmaca
u M = Zyy. Jlako je nposeputu na je M R-Momys akoO MHOKEHE€ 1€ (pUHUIIEMO

ca (a + bx)m := am. Cryn menurema nyne Z(R) = {ax | a € Z} je (rnaBun)

17



nnean y R, omakne je TI'(R) memosesan u Z(I'(R)) rommieran. Takobe je
R/Z(R) =2 Z, na Reg(I'(R)) uuje mose3aH.

C mpyre crpane Z(M) = PUQ, rne cy P =27+ (x) u Q = 5Z+ (r) npoctn
nneanu. Z(M) muje nnean y R. Ilpumerumo na je osae Z(R) C Z(M). Jlako

Ce MOKEe BUOCTHU Oa OHOa HU CKYII OCJIMTEJba HYJIe

Huje nmean y R(+)M. ¥Ysumnmo, Ha mpumep z; = (2,0), 29 = (5,0). Tana
21,20 € Z(R(+)M), amu z;+ 29 = (7,0) € Reg(R(+)M). Hame, karo je (3,5)z +
(—1,0)22 = (1,0), Baskn ma je (Z(R)) = (21,22) = R(+)M, na je TI'(R(+)M)
nosesas u diam(TI(R(+)M)) = 2. Hoarpad Z(I'(R(+)M) raxobe je mosesan
mujamerpa 2. Ilomrpa¢d Reg(I'(R(+)M) je rommmeran, jep he 3a (s;,mq),
(s2,ma) € Reg(I'(R(+)M) Bazkuru $; + Sy € P, OMHOCHO (S1 + S9,m1 + Mmy) €
Z(I'(R(+)M)).

[IpeTxomHU MpUMEpPU HAC MOTWBUILY A& BUAMMO IMOJ KOJUM yCJIOBUMA C€
ocobuHe ToTasHOT rpada npcrena R mpeHoce Ha TOTAIHU Ipad Uaeatusanuje
R(+)M. KRaxo oumrnenno ysek Baxu Z(R)(+)M C Z(R(+)M), npBa nurama
KOja ce TOCTaBJhbajy CYy YCJIOBUW TOJ KOjUMa BAaYKM jeTHAKOCT, KaO U YCJIOBU
oM KOjuMa je Taj CKyN maeati. & MOOKa3uMa KOPUCTUMO OIIITU PEe3YyJITAT
o mueasnMma y umueanusanuju [5, teopema 3.1]: 3a mmeas [ npcrena R u
nomvmonyn N R-monmyna M, I(+)N je unean y R(+)M axko je IM C N. Ilpu
tome je (R(+)M)/(I(+)N) = (R/I)(+)(M/N). Baxnu creneha Teopema.
Teopema 26. Heka je R xomymamusan npcmen u M nexu R-mo0ya makas da
je Z(M) C Z(R). Tada cy caedehu ycaosu eKeusaneHmnu:

1) Z(R(+)M) je udean y R(+)M.

2) Z(R) je uoean y R.

IIpu mome sancu Z(R)(+)M = Z(R(+)M).
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Joxas: Heka je majupe Z(R) mnean y R. Kaxo je Z(M) C Z(R), 6uhe un
Z(R)UZ(M) = Z(R), na je Z(R(+)M) = Z(R)(+)M. Ckyn ca mecre crpase
cazma je umeaJ npema [5, reopema 3.1].

Hera je cama Z(R(+)M) unean y R(+)M, n Hera cy 21,22 € Z(R). Tana
(21,0),(22,0) € Z(R(+)M) na je m (21 + 22,0) € Z(R(+)M). Onasne je 21+ 23 €
Z(R)UZ(M) = Z(R). Cnuuno, ako jer € Ru z € Z(R), ouna je (r,0) € R(+)M

n (2,0) € Z(R(+)M). Bwuhe marne (r,0)(z,0) = (rz,0) € Z(R(+)M), na je u
rz€ Z(R)UZ(M) = Z(R). []

Teopema 27. Hexka je R xomymamusan npcmen maxas 0a je Z(R) udear y R u
nexa je M R-modya sa xoju je Z(M) C Z(R). Taoda je TT'(R(+)M) nenosesan,
Z(I'(R(+)M)) je komnaeman, dox je Reg(I'(R(+)M)) nosesan axko je Reg(I'(R))
nosesan.

Jlokas: VI3 nperxonre Teopeme u |7, Treopema 2.1], nobujamo na je TT'(R(+)M)

HenosesaH u Z(I'(R(+)M)) kommneran. lame,
(R(+)M)/(Z(R(+)M)) = (R(+)M)/(Z(R)(+)M) = R/Z(R)(+)0 = R/Z(R).

Opnasze je Reg(I'(R(+)M)) nosesan akko je Reg(I'(R)) mosesas. ]

Cayuaj kana Z(R) auje unean y R ucnuran je y [7]. Ayropu cy mokazanu
na rtaxa us nosesanoctu TT'(R) camenn mosesanoct rpada TT'(R(+)M) u na
je diam(TI(R(+)M)) < diam(TT'(R)) ([7, reopema 3.17]). Ilox momaruuM
ycnoBoM Z(R)(+)M = Z(R(+)M) Basku u Bume: TI'(R(4)M) je moBesan akko
je TT'(R) mose3an u tazna je diam(TI(R(+)M)) = diam(TT'(R)) ([7, Teopema
3.16]).

2.3.4 Matpune

Mana oBne m3ma3mMoO U3 OKBUPa KOMyTaTUBHE ajredbpe, BPEIHO je WCIU-

TaTy ¥ TOTaJHU rpad npcereHa marpuna M, (R) Ha KOMYyTATUBHIM IPCTEHOM
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R. TI'padoBu menmresma HyjJde y HEKOMYTATWBHOM IIDCTEHY MOTY ce Ie(uWH-
rcaTy Ha pa3He HauUMHe aju yobuuajena nedununuja npunana Redmondu [47].
3a rpadoBe IpCTeHA MATPUIA HA,[ KOMYTATUBHUM IPCTeHUMA Buaetu [14].

Hera je R mpcren. Z,(R) = {z € R | za = 0, 3a Hero a € R*} je ckryn
aeBux genuresna Hyie, Zp(R) = {x € R | bx =0, 3a Hero b € R*} ckyn mecHux
nenurena Hysne u Z(R) = {x € R | xy = 0 unu yx = 03a #Hero y € R*} cryn
meaurena Hyse y R. Pemvonn medpunume ycMmepeHnu u HeycMepeHU rpad,
y osmamm I'(R), T'(R) penom. Temena o6a rpada cy y Z(R)*, ¢ Tum mTo
jex — y y I'(R) akxo je 2y = 0, mok je x—y y ['(R) akxo zy = 0 mm
yr = 0. IIpema [47, Teopema 2.3], rpa¢d I'(R) je mosesan arkko Z;(R) =
Zp(R) u tama je diam(I'(R)) < 3, nok je ['(R) yBer nmosesan u diam(I'(R)) <
3, ([47, reopema 3.2]). IHedunucahemo roranuun (meycmepenn) rpad TT'(R)
HEKOMYTATUBHOT NPCTeHA R Ha MCTU HAYWH Ka0 U Y KOMYTATUBHOM CIIyYajy:
TEeMEHa Cy CBU eJeMEeHTU npcreHa R u msa Temena x,y € R Ccy cycemHa akko
je x+y € Z(R). Jlako ce moske mokasatu ma y ciaydajy kazna je Z(R) nmean
3a OBaKO Ne(UHMCAHN TOTAJHU I'pad Bake PE3yJNTATH AHAJOTHU OHUMA Y
KOMYTATUBHUM IIPCTEHUMA.

Heka je cama R komyrarusan npcred, n > 2 u M,(R) npcren KBagpaTHUX
marpuna Han R. Ilosmaro je ma y oBom mpcreny Baxku A € Z(M,(R)) akko
det(A) € Z(R) [16, Teopema 9.1], na je Z,(M,(R)) = Zp(M,(R)) = Z(M,(R)).
OsBaj ckyn HapasHO Huje mupean y M,(R).

Herka cy A, B € M,(R) upousBossae marpure. Tana he mocrojatu ma-
rpuna C' € M,(R) rakBa na je A—C—DB nyr y TI'(M,(R)). 3aucra, 3a
A=1[Ap,...,ALl, B =[Bp,...,B}), éupamo C = [-A|;,—B»,0,...,0]. 3a
oBako omabpany marpuny C Baxu (A+C);; =0, (C+ B)jp =0. Onasze je
A+C,C+ B e Z(M,(R)). Ha Taj naunn nokaszana je ciaenelia reopema.

Teopema 28. Hexka je R xomymamusan npcmen. Tada je TT(M,(R)) nosesan u

diam(TT(M,(R))) = 2.
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I'VIABA 3

TOTAJIHU I'PA® MOIIYJIA

Osa ruaBa 6aBu ce yommremeMm ToTaiHor rpada nperena TT'(R). Aro ce Ha
camyad HaunH ne¢uauimme Tortasasu rpag TI(M) mpoussossuor R-monyma M
noka3ahemo na je oH HeroBa NPUPOITHA FEHEPAJIU3ANL]A.

Heka je R komyTaTuBaH IPCTEH Ca je IMHUIIOM, V3 CTaHIapaHE o3HaKe R* =
R\{0} u Z(R)* = Z(R)\{0}. Heka je M mpoussosman R-momymn, M* = M\{0}
u

T(M)={meM | rm=0,3a uneko r € R"}

HOJCKYIl H,eTOBUX TOP3UOHUX esneMmeHaTa. lepurumemo momannu 2pag moo-

yaa TT(M) va caenehun vauun:
V(TT(M)) := M, E(TT(M)) := {{m1,ma} : my +my € T(M)},

rae V(') (E(T")) osnauaBajy temena (uBuue) rpaga I
3a M = R, tj. kaga npcren R mocmarpamo kao R-monyn, T(M) = Z(R),

na nobujamo roranuu rpad npcrena TT'(R) mepunucan y [7].

3.1 T(M) je momvomysn momysna M

Crpykrypa Toransor rpada TI(M) Moke ce IPENU3HO ONUCATH Y CJIyda-

jeBMMa y KOjUMa TOP3UOHUM eJIEMEHTU 4YmHe moamonyi. llounummo majumpe o



kpajuoctu T'(M) =M wn T(M) = {0}.

Teopema 29. Tomaanu epa¢ TT'(M) je xomnaeman arko je T(M) = M.

Jokas: Axro je T(M) = M, omma 3a cBaka mBa TeMeHa my,my € M Baxku
my + me € T(M). Iakne, ona cy cycemna y TI'(M). C mpyre crpane, ako
je TI'(M) rommueran, onma je cBako Teme rpada cycenuo ca 0. Onmasme je

m=m+0 &€ T(M), onakye cieau TpasKEHU PE3yJITAT. [

Hamnomena 30. Y cuos nperxonne Teopeme T (M) = M curypHo je 3a10BOJbeH

ako je Ann(M) # 0. Unycrpyjmo oBo caenehum npumepuma.

IIpumep 31. Heka je R = Z, X Zy, u M = 7Z,, R-monyn ca omepamnujoMm
nepurmrcanom ca (a,b)-m :=am. Tana je Ann(M) # (0,0) jep (0,b) € Ann(M),

3a cBaKO b € Z,,. Haxue, TT'(M) je xommieras.

IIpumep 32. Caka rkonauna Abesoa rpyna M je top3uonu Z-momyi. Ako
je cunemujanuo, R = Z nw M = Z,, R-vMonyn ca yobuyajeHO nepUHUCAHUM
MHOkemeM, ouna je TI'(M) = K™. To 3uaum na ce CBU KOHAYHU KOMIIJIIETHU

rpadoBU MOT'y peajn30BaT! KaO0 TOTAJHU I'paoBU MOILYIA.

[Tornenajmo kama ce, 3a pasnuky ox cayuaja kana je TT'(M) rkommeran,
nobuja apyra KpajHOCT — BeroBa ToTastHa HemoBeszaHocT. Axo je T'(M) = {0},
OHZIa Cy TEMEHA M U My CyCEeTHA AKKO je Mg = —my. AkO je mpu Tom M # 0,
TT'(M) je mHemoBe3an rpag u BHEroBe jequHe UBUIE Cy OHE KOje Clajajy TeMeHa

Teopema 33. Hexa je R xomymamusan npcmen u wexa je M R-modys. Tada je

TI (M) momanano nenoseszan axko char(R) =2 u M je bez mopasuje.

Aoxaz: Axro je TT'(M) roramno HemoBe3aH, oHma () HUje CyCeIHO HUjeTHOM

remeny, Tj. 04+ m = m ¢ T(M) 3a cBako m € M*. IHakne T(M) = {0}, Tj.
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M je 6e3 topsuje. Ilame, kako je m + (—m) = 0, U3 TOTAJHE HEIOBE3AHOCTU
rpada ciaenu ma je m = —m, 1j. 2m = 0 3a cBako m € M. Kako je T(M) =
{0}, mopa ma Bakwm 2 = 0, omHocHo char(R) = 2. OOparHa UMIIMKALAja je

OYUTJIETHA. ]

JIema 34. Hexa je R xomymamuear npcmen, T(M) nodmodya R-modysa M u
x € M\T(M). Taoda samcu: 2x € T(M) axxo 2 € Z(R).

Jloxaz: Hera je majupe 2 € Z(R), 1j. mocroju r € R* takBo ma je 2r = 0.
Tana 2z € T(M) 3a cBako x, jep je r(2x) = (2r)x = 0.

Hase, ueka je 2z € T(M). Karo x ¢ T(M), mmamo na je z # 0 u 3a cBako
r€ R: re =0=r=0. Kako 2z € T(M), nocroju a € R* 3a koje je a(2zx) = 0.
Opnasze je (2a)r = 0. Karo = ¢ T'(M), mopa ouru 2a =0, 1j. 2 € Z(R). [l

Teopema 35. Hexa je R xomymamusean npcmen u M R-modys maxae da je
T (M) mwezos npasu noomodya. Tada je TT'(M) nenosesan.

Joxas: Axro je T(M) = {0}, ouna teme 0 o4ursieqHo HUje CyCeTHO HUjETHOM
remeny. Axo T(M) # {0}, omma cy moarpadosu ca temenuma u3z 1T'(M) u
M\ T(M) mucjymxrHu. 3awucra, ako om x € T(M) my € M \ T(M) Gnnn
cycemuu, ouna x+y € T(M). Bynyhu na je T(M) noamomysn, oBO KOBOIU 10O
kouTpamuknuje y € T'(M). ]

Omnuc crpyrrype rpada TT(M) rkana je T(M) npaBu moaMoILys CIUYaH je
onucy crpykrype rpada TI'(R) rana je Z(R) mmean y R. W3sumehemo 3ato
[OKAa3 Yy KPATKUM I[pTaMa.

[Tocmarpamo komuunmuku moxysn M/T(M). Heka sawu |T(M)| = a n
|M/T(M)| = B, roe momymramo na « u (3 6yny n OeCKOHAYHM KapIMHAIIN.
Herka cy z,y € M \ T(M) raxsu na je v + T(M) # y + T(M). Enementn
x4+ mq, T+ my ucror xKocera r + 1T (M) cycenuu cy axko 2x € T(M) (omHOCHO
2 € Z(R) nupema nemu 34). Tana x+my u y+my HUCY cycensu. Y CYyIpPOTHOM,
mobujamo v —y =z +y—2y € T(M), omarne v +T(M) =y + T(M). Kaxro je
CBaKM KOCET KapIWHAJIHOCTU «, nobujamo na je TI'(M) nucjymrrHa yuuja (3

KOMILJIETHUX I'padoBa K.
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Axo 2 ¢ Z(R), onnma eneMeHTH T + My, T+ mg kocera x + 1T (M) ounrienso
HUCy cycenuu. EiemenTtu x+my, y+mso pA3INUUTAX KOCETA CYyCENHU CY AKKO
x+y € T(M), ommocuo y + T(M) = —x + T(M). IHobujamo na je moarpad
nuaykoBan Temernma u3 M\ T(M) mucjyukraa yuuja (5 —1)/2 (= (5, ako je
( GeckoHaUaH) MUCjYHKTHUX KOMIIETHO OumaprurHEX rpadoBa K,,. Baswun

nakje ciaemeha Teopema.

Teopema 36. Hexa je R womymamusan npcmen u M R-modya maxae da je
T (M) npasu noomodya. Hexa je |T(M)| =« u |M/T(M)|=p.

1) Axo 2 € Z(R), onda je TT'(M) ynuja B Oucjynxmnuzs xomnaemnuz epadosa
Ke.

2) Axo 2 ¢ Z(R), onda je TT'(M) ynuja g QUCJYRKMHUL KOMNAEMHO dunap-

mummnuz epagoea K, , u jednoz xomnaemnoz epada K.

IIpumep 37. ¥Y3mumo R-monyn M = R&® R.
1) Ako je R = Z4, ouna je TT'(M) yuuja 4 mucjynxraa K*.
2) Axo je R = Zg, ouna je TT'(M) nucjyHkTHa yHUja je AHOT KOMIUIETHOT T'pada

K 1 4 xomniaeTrHa GUmapTUTHA K.

Teopeme 29 u 36 majy koMmmieras onuc cTpykrype Toranasor rpada TT(M)
kana je T (M) nommonyn. Ilpuponuo ce mocrasmajy nurama kana je T'(M)
noaMomy s Momyna M m 'y KakBoj je TO Be3u ca ciaydajeM kazna je Z(R) mmead
y R. Kana je Z(R) = {0}, 1j. ako je R momen, T'(M) je HapaBHO 1IOIMOIYI.

Hokazahiemo na je T(M) moaMomysa m y HEMTO ONIITUjEM CIIyYajy.
Teopema 38. Hekxa je R xomymamusan npcmen. Axo je Z(R) = (z) enasnu
udean u z € Nil(R), onoda je T(M) nodmodyas modyaa M.

Jokas: Hera je Z(R) = (z) u npernocrasumo ga T(M) Huje m0AMOLY I MOLYIA
M. Tana nocroje my,mg € T(M) TakBu na my +mo ¢ T(M). Hera 3a 1,15 €

R* Bazkm rimy = romy = 0. Kako je ouma rire(my +mso) =0 u my +mqy ¢ T(M),
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Mopa na Basku 11y = 0, omHOCHO 11,79 € Z(R). Karo je z € Nil(R), moxemo

k

OPEeTIOCTABUTHU 1a je r; = az" u ry = bz™ 3a Here a,b ¢ Z(R). He ymamyjyhu

OMITOCT, IpermocTaBuMo na je k > m. Tana 3a emxement br;y € R* Baxku
bri(my+msy) = 0, mTO je y CyIPOTHOCTH Ca MPETIOCTABKOM [ €JIEMEHT 1M +My

HUj€ TOP3UOH. [

Hanowmena 39. Ilox npernocraBrama nperxogae Teopeme cienu na je Z(R) =
Nil(R). Heka je R upcrer nomumaoma Z[X]. Aro mepuHMAIIEMO HECTAHIADIHO
mHO%ewme v R ca p(X) * ¢(X) = p(0)q(0), orna Z(R) = Nil(R) = (X). Taxro cy
ncnymeHn ycaoBu Teopeme 38. OBo je Takobe mcmymeHO y mpcTeHuUMA Zpn
3a cBaku n > 2 u npoct 6poj p. OBxe je Z(R) = Nil(R) = (p).

Kana nmemuressu myse obpalyjy mumeasa koju uuje raasuu, 1T(M) He Mopa

6uty mommomys, yak nako je Z(R) = Nil(R). Waycrpyjmo To caenehum

IIPUMEPOM.

IIpumep 40. Hexka je R mokanan npcren Z4[X]/(2X, X?). Jlako ce mpoBepasa
na je osme Z(R) = Nil(R) = (2,x), rme je x omrosapajyha wmaca. Heka je
M =R/2R® R/xR n ueka cy m; = (1+2R,zR),mys = (2R,1+2R) € M. Tana

my,me € T(M), jep je 2my = xmo =0, mok my +ms = (1+2R, 1+ zR) ¢ T'(M).

3.2 T(M) auje momvonys momyma M

[Touumemo oBaj oebaAK je THUM MHTEPECAHTHUM PE3YJITATOM KOjU MMOBE3Yje

TOTaJIHN rpaq) MOAYyJIa Ca rpaanM JeJnresba HYJIE.

Teopema 41. Hexa je R xomymamusan npcmen maxae da je diam(I'(R)) = 3.

Taoa T(R & R) wuje noomodya R-modysra R @ R.

Joxas: Kako je diam(I'(R)) = 3 mocroje ri,1 € Z(R)* 3a xoje je d(ry,73) = 3.

Heka je 11 —s—t—ry myt y ['(R). Exementun m; = (r1,0) u my = (0,73)
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npunaznajy T (R @ R) jep je smy = tmg =0, mox my +mg = (r1,79) € T(M). Y
cynporHoM, ako (ri,re) € T(M) nocroju r € Z(R)* 3a xoju je rry = rry = 0;
0BO moBoau no koHTpamuknuje d(r,ry) < 2. []

Hera je M R-momyn. Y mpeTXOOHOM TOTJIABJY BUACIM CMO 1a CJIydaj
kana je Z(R) mmean y R moke, anu He Mopa ma uMmmiunupa na je 1T'(M)
nommonyn y M. Wcro Basku m ako Z(R) uuje mmean y R. Ha mpumep, ako
M = Z¢ mocmarpamo kao Zg-mony i, ouna jacao 1T'(M)(= Z(R)) auje moamomy
y M (Z(R) uuje nnean y R). C npyre crpane, ako M = Zg mocMarpamo Kao
Monya Han R = Zg X Zg, ca MHOkewmeM (a,b)-m = am, ouna Z(R) Huje nnead,
amu T(M) jecre mommonymn, jep je Ann(M) = {(0,r) | r € Zg}. Kao mro
Beh 3mamo, y cayuajy kana Z(R) uuje unean y R, TI'(R) je moBe3an akrko je
(Z(R)) = R. Axo je npcrer R aIUTUBHO T€HEPUCAH CBOJUM JeIUTEILUMA HYJIE,
nose3zanoct rpada TT'(R) mmahe cymruuCKy yiory y moBe3aHocTu rpada
TI'(M). Pazmarpamo 3aT0 y OBOM IIOTJIABIBY CJIyda]j Kala TOP3UOHU €JI€MEHTH

He yuHe noaMmonys R-monyna M HUTH nenuTessy HyJle YmHe unean y IR.

Jlema 42. Hexa je R womymamusan npcmen u M R-mo0ya. Axo je jedunuya
npcmena R cyma n deaumena nyase, onda je ceaxu eaemenm mooysa M cyma
Hajeuwe N MOPIUOHUL EACMENATA.

Aoxas: Ounrsenso, akxo je a € Z(R) u v € M, ouna je ax € T(M), na 3a

cBako m € M Bayku:
l=z1+-+2z, = m=zm+---+z,m. [

Jlemy 42 MokeMo npedopMyIUCATA Y HEMITO MeHePaJHIjOj POPMU: aKo je
R renepucan (auTUBHO) CBOjUM NEJIUTEJbUMA HyJle, OHIA je CBaKU R-MOIyJ

T'€eHepucCaH CBOjI/IM TOP3UOHMM €JIEMCHTHUMA.

Teopema 43. Hexa je R xomymamusan npcmen u nexa je M R-modya maxae
0a T (M) nuje noomoodya. Tada je TT'(M) noeesan axxo je M zewepucan ceojum

mop3uoHuUM ENEMEHRTNIUMA.
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Joxaz: Ioraskumo ma u3 nosezanoctu rpada TT'(M) cnemu ma je momyn M
reHepucaH TOP3UOHUM ejgeMeHTuMa. [Ipermocrasumo na to Huje Tauno. Tana
noctoju m € M Koju HeMa penpe3eHTalujy ooJauka m = mqy + - --+m,, TOae Cy
m; € T(M). Hapasuo m # 0, jep 0 € T(M). Hokazahiemo ma tana He moCTOju
oyt on 0 mo m y TI'(M). Aro je 0—sy—s9— -+ —s,—m uyt y TI'(M),
OHZA Cy S1, S1 + S2,..., Sk—1 + Sk, Sk + M, TOP3UOHU €JIEMEHTH M M Ce TaJa

MOKe MPEeJICTABATH KAO:
m = (sp +m) — (sp_1 +sp) + -+ (=D sy +85) + (=1)Fs;.

OBO je y KOHTPaAAUKIMjU Ca MPETIOCTABKOM Ma 1M HUje CyMa TOP3UOHUX €JI-
emenara. OOparHa UMIIMKANAja MOMKE C€ MOKA3aTU Ha CIUYAH HAUUH KAO U

TeopeMa 11, ma hemo moka3 m30CTaBUTH. ]

Teopema 44. Hexa je R xwomymamuean npcmen u M R-modya. Axo je TT'(R)

nosesan, onda je nogezan u TT(M).

/oxaz: Heka je TT'(R) mose3an u mera je m € M. Ilorazahemo ma mocroju

oyt on 0 mo m y TI'(M). Hera je:
0—ry—rog— - —1rp—1 (3.2.1)

nyt on 0 no 1 y TT'(R). Tanma cy r,r1+7e,...,rx+1 € Z(R). Kako 3ar € Z(R)

um € M Baxu rm € T(M), ,muHO)ReHEM” myTa 3.2.1 ca m mobujamo ma je:
O—rim—rom— -+ —rpm—m (3.2.2)

oyt ox 0 mo m y TI'(M). Kako ce cBaka nBa temeHa MOry cuojutu mpeko 0,
TI'(M) je noBe3as. []

Hamomena 45. [IpumermMmo na mpemMa TpeTXOOHOM HOKa3y Basku ciaeneha
ocobuna: ako je d(0,1) =n y TI'(R), onma je d(0,m) <n y TI'(M), 3a cBako

me M.
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Teopema 46. Axo je ceaxu eaemenm modyasa M cyma Hajsuuse n mop3uoHUT
eaemenama, onda je diam(TT'(M)) < n. Axo je n najmamwu maxas 6poj, onoa je
diam(TT'(M)) = n.
Jloxasz: IlokaskuMO HAjUpe 1a je MO JaTHUM yCJIOBUMAa PacTOjarhe IPO3BOJLHOT
emementa m no 0 majsume n. Heka je m = my + -+ + m,, tae m; € T(M).
Tanma 3a a; = (—1)"™(my + - +my),
O—ar—ay— -+ —an,

je myt on 0 mo m my:xuue ny TT'(M). Hera z,y € M. Iloka3yjemo na je oHzma
d(z,y) < n. Hora3 nzsomumo ropucrtehu myrese (A) on 0 no x —y u (B) oxn
0 mo = +y. Heka cy To myreBu:

(A) T—y—s8—8— 810,

(B) .Z'—i-y—tl—tQ—"'—tn,l—O.

I[Ipema mperxomHOM, Oy:KWHA TUX IIyTeBa je HajBUIIe n. Y 3aBUCHOCTU O
s 3 !/ /
TOra na Jii je n mapaH wiau Henapas, nobujamo myrese (A') nnm (B') ox z mo

Yy LIy:KUHE N.
A)  r—(—y)—(saty — - —(sn1—y)—v,

(B)  x—(ti+y) —(ta—y)— (a1 —y)—y.
Heka je cama n majMamu TakaB Opoj U HEKa je m = my + --- + m, Hajkpahe
IpenCTaB/baE eJIEMEHTa M Kao cyMme Top3umonux. lokasxkumo na je d(0,m) =
n. Ilpema nperxomnuom je d(0,m) < n. IIpermocraBumo 3ato ma je d(0,m) =
k < n u mera je 0—s1—s3— -+ —spg_1—m uyt y TI'(M). Kopucrehn
UCTU apryMEHT Kao M y HOKa3y Teopeme 61, moma3zmMo M0 KOHTPAAWKIUjE —
pemnpe3eHTaIje eJeMeHTa m Kao cyme k < n top3uoHux esemenara. OBum

je TeopeMa ITOKa3aHA. []

IMocnemuma 47. Hexa je R womymamuean npcmen maxae da Z(R) nuje udean
y R, (Z(R)) = R u nexa je M R-modya. Axo je diam(TT'(R)) = n, onda je

diam(TT(M)) < n. Cneyujaano, axo je R xonawan, onda je diam(TT'(M)) < 2.
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Zloxasz: IlupexTHOo ciaenu komouuayjyhu gsemy 42 u teopemy 46. [locedbuo, ako
je R KoHauaH KOMyTATUBaH IPCTeH y KoMe Z(R) Huje umeas, oHma je mpema

reopemu 12, diam(TT'(R)) = 2. []

Kao mTo je Beh peueno, 3a cBaxko n > 2 MOKe ce KOHCTPYUCATU KOMYTaTU-
BaH npcreH R,, y kome Z(R,) Huje nnean, takas na je diam(TI'(R,)) =n. To
suaun na u TT'(M) moxke nmaTu nujamerap n 3a CBako n, ako R, mocmaTpamo
Kao R,-momy.

Hexka je TT'(M) nosesan u (Z(R)) = R. 13 cneneher npumepa Bumumo na

onga diam(TT'(M)) me mopa 3aBucutu o1 6poja remeparopa u3 Z(R).

ITpumep 48. Heka je R komyTaTuBaH OPCTEH U HEKA CYy 21,22 € Z(R) Taxksu
na je z;+ 2z, =1. Herka je M = R/z1R® R/2R.

Ako je z120 # 0, omma z1z5 € Ann(M), omakne je M TOp3uOHM MOIYII.
Hakne diam(TT'(M)) = 1.

Axko je z120 = 0, oHIA ce MHOMKEHmEM JeTHAKOCTU z; + 2o = 1 ca z; mobuja
2?2 = z1. OmaBme z; Mopa 6utu uaemnorenTan. Heka cy m; = (1 + 2,R,0) n
my = (0,1 + 23R) enementn u3 T(M). Horasyjemo ma rama my +me ¢ T(M).
Ako jer(1+21R,1+2R) =0, ouna r € z;RNzR, Tj. = z1a = 29b. Muoxkemem
nocjenme jeJHAKOCTU ca zj, Aobuja ce zia = 0. Kako je z; mmemmoreHTaH,

Bazku r = z1a = 0. akmne T (M) Huje moamomysn monyna M, na npema TeopeMu

46, mopa na Baxu diam(TI(M)) = 2.
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I'VIABA 4

UNCTU I'PA®

Y oBoj rnasu, R je komyTaruBaH npcreH ca jemuaunoM, U(R) ckym me-
ropux mHBepTUOMIHUX esneMeHara, Id(R) CKyn HEroBUX MIEMIOTCHTHUX €Jie-
MeHaTa, Z(R) CKyI BeroBux geiauresba HyJse. 360r jeHOCTABHOCTU yBOIUMO
osmary UI(R) = U(R)UId(R). 3a cBaku npupoman 6poj n, U,(R) o3nauasa
CKYIl OHUX eJIeMeHaTa IpcTeHa R KOju ce MOr'y IPeACTaBUTU y OOJUKY CyMe
k < n mBeprubunnux esemenara, mok U'(R) o3mauaBa cBe enemenre n3 R

KOJU Ce MOy HPEeICTABUTU Kao KoHauHe cyme mHBepTubuianux, tj. U'(R) =

[e.9]

o, U,(R). Ilpcrenu remepucany CBOJUM WHBEPTUOMIIHUM €JIEMEHTUMA IIPE -

MeT Cy MHOTMX HCTpakuBama. R je dobap, mnu npema Padaemy ([44]),
S-npecmen, ako je R = U'(R). Ilpcren je mpema Bamocy ([51]) n-dobap,
niau npema Xenpukceny ([27]), (S,n)-npemen, ako je R = U,(R). Ilpema
Hurkoucony ([38]) mpcren je wucm ako je CBaKU HEroB eJIeMeHT 30up MHBEPT-
nbunaHOr u uaeMnoreHTHor. Xwao um Tour y [56] remepasuury oBe IpCTEHE
yBomehu mojaM n-vucmur m X-4ucmux IpCTeHa Y KOjUMa je PeIOM CBAKU eJI-
€MeHT 30Mp MAEMIOTEHTHOr U 1 MHBEPTUOMIIHUX, OJHOCHO MAEMIOTEHTHOD U
KOHAYHO MHOIO MHBepTUOMIHUX. Kiaca n-4ymcTuxX OpCTeHa CAAPMKUA UKUCTe
u n-nobpe MpCTeHe, MoK KiIaca L-YUCTUX MPCTEHA CAIp/KU CBE MPETXOIHO

omucane kiaace. WMameby ocranor, Xwao u ToHr mokasyjy ma je rpyunHu



upcrer ZgG, rae je G MUKIMYHA Ipyma peaa 3, 2-UUCT 3a CBAKU IPOCT
6poj p # 2. Kako cy Xaum u Hukoncon panuje y [26] moraszanu ma rpymnHu
npcred Z;yG HUje YuCT, MMaMO IPCTEH Koju je 2-umcT ajuu Huje uuct. C
npyre crpane, Kamumno u Jy cy y [17] mokaszanu ma CBaku 4uCT OPCTEH y
KOMe je 2 mHBepTubOMIaH Mopa Outu u 2-nodap, makie u 2-yuct. Onx ocraaux
pe3yiTata U3 oBe 00JIACTU MOMEHUMO jOII Pe3yaTaT XEHPUKCEHa, KOju je Yy

[27] mokazao na je M, (R) 3-nob6ap 3a mpoussosman npcted R u 3a cBako n > 2.

['nmaBHA mMneja y 0BOj ryiaBu je na KOMYyTaTUBHOM IPCTEHY Ca j€TUHUIIOM
OPpUAPYRUMO TI'pad Ha HAUYMH Koju he oMoryhmrm Oosme pa3ymeBame CBO-
jcTaBa rope mOMEHYyTHX KJlaca IpCTeHa. Jaap:kaheMo ce oBme HA KOMY-
TATUBHOM CJy4Yajy Mala ce UCTU rpad Moke nedUHUCATH U 338 HEKOMYTa-
tuBHe npcrere. llepunumemo wucmu epad CI'(R) xomyraruBeOr mpcreHa R

Ha ciaenehu mauun:
V(CT(R)):= R, E(CT(R)):={{r1,r2}:m +mr € U(R)},

rae V(') (E(I")) osnauaBa ckyn temena (uBuna) rpaga I

Besa ca yuctum npcreHmMa je mako BuisbmBa. Heka je R yueT mpcereH.
Tana je CI'(R) nosesan u diam(CI'(R)) < 4. Hamme, ako cy z,y € R, ouna je
T =uj+ ey, y=us+ ey, 3a HEKE Uy, uz € U(R), e1,e9 € Id(R). Tana je

r=u+e — (—u)) —0— (—uz) —us +ex=y

oyt on x mo y y CI'(R), omakie ciaenu tBpheme. OBne 3ampaBo BasKu TaYHU)U

pesynrar, mokazahemo ma je diam(CI'(R)) = 2 3a cBaku umctu npcreH R.

Y neny 4.1 6aBUMO ce NUTaBLUMa Be3aHWM 3a CTPYKTYDPY OBOI rpada.
Ucnuryjemo nox xojum ycaosuma je CI'(R) koMmieran u na ju MOe OUTH
koMIietan Oumaprtutan. [lokazyjemo ma je CI'(R) crabmo akko je R = Zo,
Kao U Ja je meroB obum 3, 4 uau co. ['nmaBHU pesynraTtu Hajlasze ce y Ay
4.2. Iokasyjemo na je CT'(R) moBe3an akko je R aIuTUBHO T€HEPUCAH CBOjUM
UAEMIIOTEHTHUM ¥ WHBEPTUOUIHUM ejieMeHTHUMa. Hajga3umMo m mOKa3yjeMo

kpurepujym kana je diam(CI'(R)) koHAUAH U CHIENUjAJHO, Kaga je jemHak 2.
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N3meby ocramor, mokaszyjeMo mga CBM KOMYTATWUBHU MOJYHEePPEKTHU U YUCTU
IPCTEHN MMajy MOBe3aH uucTu rpad mujamerpa 2. Y npeny 4.3 6aBuMO ce
mnurameMm pona rpada CI'(R), ranma je R rkomauan mpcren. Jlokasyjemo na
je uuctuy rpad niaHapaH akko je R m3omopdan jemHom on npcreHa: [Fy, Fs,
Fy, Zs nnn Fy[X]/(X?), ka0 u ma je Topoumasian akko je R mszomopdan jes-
woMm on mpcrena: Fs, Fr, Zg, Fo| X]/(X?), Fo| X, Y]/(X,Y)? Z4X]/(2X, X?),
Z4X]/(2X,X?% = 2), Fy x F3, Fy x Zy, Fy x Fy uam Fy x Fy[X]/(X?).

4.1 O crpykrypu rpada CI'(R)

I'naBue Temkohe npu onucy crpykrype rpada CI'(R) noTtuuy onx HEIpaBUII-
HOCTU 30Upa UAEMIOTEHTHUX U WHBEPTUOMIHUX eJeMeHaTa. Yak 1 3aXTeB Oa
UI(R), nan merosu nonckynosu U(R) wmawm Id(R), Gyay 3arBopenu 3a 30up
KCIOCTaB/ba Ce Kao npejak. Vmak, y HEKMM CIEIUjaJHUM cilydajeBuma (Ha
npuMep ako je mpcreH R kBasuiorasan), crpykrypa rpada CI'(R) moxke ce

nperu3nauje onucaru. [loraenajmo majupe rana je CI'(R) koMmieTas.

Teopema 49. CI'(R) je xomnaeman axko je R nome uau Bysos npcmen.

Zoxaz: Ilpernocrasumo na je CI'(R) kommieran u mga R Huje HU mOJbEe HU
Bynos npcren. Bawu: R = U(R)UId(R) (CI'(R) je roMmieras, ma je CBakKo
teme cycenuo ca 0), Id(R) # R (R uuje Bynos npcren) u R\ {0} # U(R)
(R muje nome). Omasme Bummmo na nocroje x € U(R) \ Id(R) u y € Id(R) \
(U(R)U{0}). Axo je zy € U(R), onna je y € U(R), kourpamuknuja. Jlakme
ry € Id(R), ma je (zy)* = zy. Kaxko je z € U(R) u y € Id(R), Basku zy = y.
Opnasne y(1 —x) =0, m kaxo y # 0, 1 —x ¢ U(R), mopa na Basku 1 —x € Id(R).
Tama x =1— (1 —xz) € Id(R), mro je y KOHTpaaukuuju ca n3bopoM esieMeHTa
x.

OObOpaTHa UMIIUKANU]a je TPUBUjAJTHA. [

Tepbemwe 50. Hexa je R xomymamusan npcmen. Axo je char(R) # 2, onda

CI'(R) nuje komnaeman bunapmuman epad u nuje cmab.ao.
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Jokas: Ouuraenso, jep CI'(R) canpsxwu tpoyrao: (—1)—0—1—(—1). []

Teopema 49 mokasyje na je 3a nmpcreH R KapakTepucTuke 2, KOjU HUje
nose, CI'(R) kommumeran akko je R Bynos mpcren. C apyre crpase, ako je
char(R) = 2, CI'(R) moxke (anu He MOpa) OWTH KOMIUIETAH Ounapruras rpag.

NUanycrpyjemo to crnenehum npumepuma.

Ipumep 51. R = Zy[X,,..., X,,]/ (X3, ..., X?). Oszmauumo ca z; omrosapajyhe

KJace enemMeHara X;, u Heka je x% = x{'---xin

o € {0,1}. Jlako ce mosxe

IOKa3aT! 14 je MOJMHOM
f=ap+ Z anx®, ag, ao € {0,1},
ae{0,1}"
nHBepTUOMIAH akko je ag = 1. IIpcren R je kapakTepucTure 2 U HETOBU je-
nuan nnemnorentu cy 0 u 1. Jlako ce mposepasa na 3a f,g € R: f+g € U(R)
AKKO je TA4yHO jemaH Ol WUX WHBepTUOWIaH. 3akmydyjemo na je CI'(R) =
Kon on; mBa mena mapTunuje o0pas3yjy MHBEDTUOMIHU M HEUMHBEPTUOMIIHU eJI-

€MECHTH.

Hanmomena 52. [IpumetnMo na oBae MOKEMO MOCMAaTPATU U MPCTEH
S =Ty X1, Xo,...|/(X],X3,...).
Tana je CI'(S) Geckonauan koMmmiieTan ounaprutad rpag K, ..

IIpumep 53. Heka je R = Zy x Zy[X|/(X?). R je npcTeH KapakTepUCTUKE 2
xox xora je Id(R) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m U(R) = {(1,1),(1, 1+ )} (=
je xknaca on X). CT(R) nuje xommueran (22 = 0 # ), a HUje HU KOMIJIETAH

6unaprturan jep canpsxku tpoyrao (0,z)— (1,2) — (0,1 + z)— (0, ).

Teopema 54. CI'(R) je cmabao axko je R = Zs.
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Jokas: Axo je char(R) # 2, CI'(R) canp:xu tpoyrao: 0—1—(—1)—0.
IIpernocraBumo 3aro ma je char(R) = 2 u ma je CI'(R) crabno. Axo cy
r,y € R cycemuu, ouna cy 1+ z, 1+ y Takobe cycemnu. Kako je x cycemro
cal+x uy cycenno ca 14y, nodbujamo mmkn 1 +x—x—y—1+y—1+=x.
OBo je memoryhe, ma mopa ma Baxku y = 1 + x. Ilakae, x je cycemHo ca y
akko je y = 1 +x. Kako je CI'(R) moBesan, 3akmyuyjemo na R cagp:ku camo
Owm 1. ]

Teopema 55. Hexa je R xomymamuean npcmen.

1) Axo je char(R) # 2, onda je gr(CI'(R)) = 3.

2) Axo je char(R) = 2, onda je gr(CI'(R)) = 3,4 uau co.
Loxas:

1) mamo mperxomuo momenyTy kKoHTypy 0—1—(—1)—0.

2) Heka nmajupe UI(R) = {0,1}. ¥ rTom cayuajy jemmue mBuue CI'(R) cy
UBUIle KOje cIajajy TeMeHa a 1 a+ 1, 3a a € R. I'pad maxne Hema KOHTYDA,
na je gr(CI'(R)) = oo.

Axo je |UL(R)| > 3, mocroju a € UI(R) \ {0,1}. Tana mmamo KoOHType
0—1—14+a—a—0wmm0—1—a—0,y cayuajy na 1+a € U(R). Onasne
je gr(CT'(R)) = 4 num gr(CT'(R)) = 3. [l

IIpumep 56. Kao unycrpanujy HaBogumo cienehe nmpumepe:
1) gr(CT(R)) = 3, ako je R = Zy X Zo;
2) gr(CT(R)) = 4, axo je R = Z,[X]/(X2);
3) gr(CT'(R)) = o0, ako je R = Z,[X].

4.2 TIlosesamoct u mujamerap rpada CI'(R)

[Iurame kKOje Hac HajBUINE 3aHWMAa Y OBOM IeJy je NUTame IMOBE3aHOCTU
rpada CI'(R) u pauyname merosor mujamerpa. Mana nenyje HeodekuBaHO,

nobuja ce na je rpad CI'(R) komaunor npcrena R yBek moBe3aH, mujaMerpa

34



HajBume 2. Konx npcreHa koju Hucy koHauynu moryhuoctu cy Behe. Ilormena-
jMO Ka0O MOTHMBAIIA]y HAJUPOCTHUjU TPUMEp, IPCTEH Ieaux OpojeBa. Z je Y-
YUCT ¥ HUje N-YUCT HU 3a jemHo n. Moxkemo pehu m ma je 7Z mobap mpcren
koju Huje u n-mobap. Osmme je UL(Z) = {—1,0,1}. Iakme, jenuHa TemeHa
cycenna teMeny m € Z cy —m,l —m u —1 —m. Pacrojame nBa TemeHa
d(m,n) 6uhe makne jemmaro ||m| — |n|| mau ||m| — |n|| + 1. Tako je CI'(Z)

(Cxn.1) moBe3an 1 HeMa KOHAYAH AUjaMeTap.

-3

Cnuka 1. CT'(Z)

Iokazxumo cama Teopemy o nosesanoctu rpada CI'(R) 3a nponsBoman Ko-

MyTaTUBaH nIpcTeH R. Y TOM 1muiby yBOIuMO nojaM (k, m)-4ncTux egeMeHaTa.

Hepuannuja 57. Heka je m nosurusan neo 6poj. Exement x € R je (k,m)-

YUCT aKo je & =e;+ - -+ eg+ U + -+ Uy, 0ae cy e; € Id(R) u u; € U(R).

Ha raj mauywmn uncru enementu cy (1,1)-umcrtu, n-uncru cy (1,n)-uncry,
mok cy n-mobpu (0,n)-umcrtu. Kanma to He moBomu mo 3abyse (k,m)-umcr
eneMmeHT x 3anucuBaliemo y obuuky © =y ., z;, rae ¢y x; € UI(R) un = k+m.

Hexka je:

E.(R) = {in . x; € UI(R), k:gn}, E(R) = GEH(R).

[Ipcren R je E,-upcten 3a Hero n ako je R = E,(R); nupcren R je E-upcren
ako je R = F(R). Ha raj mayun E-npcTeHM Cy ynpaBoO OHU IPCTEHU KOjU
Cy aIUTUBHO TE€HEPUCAHU CBOjUM HUIAEMIOTEHTUMA U WHBEPTUOUIHUM eJie-
MmeHTuMa. lIpcren meaux OpojeBa Z je mpumep FE-npcreHa koju Huje [, -

MIPCTEH HU 3a jeoHO N; makje, Kiaca F,-IpcTeHa je mpaBa MOAKJIAcCa KJace
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E-npcrena. OBu mojMoBu y OJIUCKO] Cy Be3u Ca MUTAHEM MOBE3aHOCTU U M-
rameM koHaynor mujamerpa CI'(R). Hawmme CI'(R) 6unhe mosesan akko je R
E-npcrer nok he meroB mujamerap OuTu KoHavyaH akko R je F,-mpcTeH, 3a
HEKO 7.

Ila ©6u oBO moka3zaju Ouhe HaAM TOTPEOHO HEKOJIUKO JeMa. ¥ TOKA3UMa
OBUX JIEeMa KOPUCTUMO UMILEHUNY [Oa CY I/IHBepTI/I6I/IIIHI/I " MOEMIIOTEHTHU €JI-
eMeHTH ynctu. 1o je jacHo 3a mHBepTUOUMIHE enemenTe, mok he 3a e € Id(R)
Bazkutu € = (2¢ — 1) + (1 —e¢), rue je 2e—1 € U(R). OBo npencraBibame UaeM-
OTEHTA je jeIHO3HAUHO, Tj. ako je e = u+ f, 3a meke u € U(R) u f € Id(R),

oHma je u=2e¢—1u f=1—e. 3a noka3 suneru [4, nema 6.

Jlema 58. Heka je R womymamuean npcmen u x = y .- e;, 20e cy e; € Id(R).

Tada nocmoju nym 00 x do 0 y CT'(R).

Loxas: Iyt om x mo 0 mobujamo kopucTtehm mo3HATY OCOOUHY UAEMIIOTEHATA:

e € R je nnemnorenTan akko je 1 — e mmemnorenTaHn. JemaH myT je:

o () (05 (£ ()

o — (I+ep) —(—em)—1—0.

IIpumernmo xa je d (D7 €;,0) < 2m — 1. []

Jlema 59. Hexa je R xomymamuean npcmen u x,y € R. Axo je d(x +y,0) =r,

onoa je d(z,y) <r+ 1.

Jokas: Hera je (x+y) — s — So — -+ — 8,1 — 0 myT mnyskunue r y CI'(R).
Tana je
r—(y+s1) — (yts) — - — ((=)"y+s0) — ()Y — (=1)"y,

rakobhe myt y CI'(R). Omasne je d(z,y) < r ako je r mapau u d(z,y) < r+1,

aKO je T HemapaH. []
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JIema 60. Hexa je R xomymamusan npcmen u neka je x € R maxas da d(x,0) =

n y CI'(R). Tada nocmoje k u m maxeu da je x (k,m)-wucm. Ilpeyusnuje, maoa

je:
k+m 3n
= iy 20 . € U(R k < |—=].
x ;x 20e ¢y x (R) w —l—m_{Z}
Joxasz: Heka je 0 — s — $9 — -+ — 8,1 — x uyt gayskuae n y CI'(R).
Tana sy, $1 + S2, ..., Sp_1 + « npunanajy UI(R). Cam eseMmeHT T MOke ce

MIPEeNCTABUTU Y ODJIUKY:
T = (37 + Sn—l) - (Sn—l + Sn—z) + .+ (_1)71—151‘

OBo mebhyTuMm Huje TpaskeHa pempe3eHTallrja, jep y Caydajy maa je S;_1 + S;

MIEMIIOTEHTAH, TO HEe MOpa O6uTy u eseMeHT —(s;_1 + s;). TakBux cabupaka
) n

UMa HajBUIIE [5]  CBaKM OJ HBUX MOKE Ce 3aMEHUTU Ca ABa cabupka kKe-

JbeHor obimka craBmajyhnm —(s;_1 +s;) =1 — (5,1 + s;) + (—1). []

Teopema 61. Hexa je R xomymamuearn npcmen. Tada je CI'(R) noeesan axko

je R E-npcmen.

Zloxaz: llpernmocraBumo Hajupe je R E-npcTeH, Tj. [na ce CBAaKd €JEMEHT
npcreHa R Moxke mpencTaButu y obauky cyme enemenara u3 UI(R) u Heka cy

x,y € R. Illpema gemu 59, NOBOJLHO je MOKA3aTU 1a MOCTOJU IIYyT ON T + Y IO

0. Heka je x+y (m,n)-yucr, onHOCHO T+7Yy = Zuﬁ—Zej , roe cy u; € U(R),
i=1 j=1
e; € Id(R). Tama y CI'(R) mocroju caenehwu myr:

x+y=2ui+26]~— <—Zui—26]~) — <Zui+Zej> — -
i=1 j=1 i=2 i=3 j=1

j=1

m m
e (u n Ze]) Y
j=1 j=1
Ako je n mapan, oHIa TpUMEHOM JieMe 58 0Baj My T MOKEMO MpOIy:RuTu 10 0.

m

Axo je n Hemapas, oBaj myT Takobhe moskeMmo npomyskutu 10 0 jep je — ijl €

cycemmo ca ) i €.
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[IpernocraBumo cana na je CI'(R) moBe3an u Heka je z # 0 mpom3BOJbaH
eamement npcrena R. Kako je rpa¢ mosesan, nocroju nmyt ox z 1o 0y CI'(R) u
HEKa je Oy:KWHa TOT myTa jemHaka n. IIpema semu 60, mocToje k u m TakBu na
je x (k,m)-umct. Ilakae, mpou3BobaH eJeMEHT npcTeHa R je 36up KOHAYHO

MHOT'O MHBEPTUOMJIHUX U UIACMIOTEHTHAX eJeMeHnara, Tj. R je E-npcren. [

Teopema 62. Hexa je R xomymamuean npcmen. Tada je diam(CI'(R)) xonauan

axxo R je E,-npcmen 3a nexo n.

Jokaz: Ilpernocrasumo na je diam(CI'(R)) = d, u Hera je 0 # x € R. Tana je
d(z,0) < d. Ipema semu 60, z = >  x;, rae cy z; € UI(R) nun < [%d]

Heka je cama R E,-upcten, 3a Heko n. Hapasuo, Tana je R u E-mpcreH,
na je CI'(R) moBesan mpema mperxomuoj Teopemu. Heka z,y € R. Kako
je R E,-npcren, enement = + y je (k,m)-uymct 3a Heke k u M TakBe na je
k+m < n. Ilpema memu 58 m mpema mokazy teopeme 61, my:kuHa myTa
on r+y = Z?Zl e;j + > u; no 0 je majsume 2k + m. Ilpema semn 59,
d(z,y) <2k +m+ 1, onakne je diam(CI'(R)) konauas. [l

IMocnemuna 63. Hexa je R xomymamuean npecmen u R[X| npemen noaurnoma.

Tada je CT(R[X]) nenosesan.

Joxas: Enement X ounriie1HO ce He MOKe IPENCTABUTHU Y OOJIMKY CyMe UIeM-
noreHara u naBepTubMIHUX enemenara uz R[X|. Tepbheme nenocpenno cuenu

npuMeHoM teopeme 61. [

Teopema 64. Hexa je R xomymamusan npcmen. Tada: diam(CI(R[[X]])) je

konauan axko je diam(CI'(R)) xonauan.

Jokas: Hera je diam(CI'(R)) = n < oo, m Heka ¢y f = ap+ > 00, X" 1
g = co+ > 6X € R[X]]. Ilokazahemo ma mocroju myt om f mo gy
CT(R[[X]]) myxume me Behie ox 2n + 2. Kako je CI'(R) moBe3aH, OCTOjU HEKU
oyt ag — by — by— -+ — b,y — 0 omag mo 0 y CI'(R). ITomohy osor myra

1 Kopuctehu ymmeHuniyy na je GopMajHU pea MHBEPTUOMIAH aKKO je TakaB
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HEroB KOHCTAHTHU YJaH, HajJa3uMo nyT on f mo 1 my:kuue HajBume n + 1y

CU(R[[X])):
@+ S— (b —8) — (ba+5) — -+ — (byy + (=1)"'S) — (=1)"S — 1,

rae je S =57 a;X". Avojecy—dy —dy— -+ — dp — 0 myT 01 ¢ O 0
y CI'(R), Ha nctu Haune HasasuMo oyt ox g o 1y CI'(R[[X]]), omakie cnenu

rBpheme. OOpaTHAa UMIIMKAIAja j€ TPUBUjAJHA. []

Teopema 65. Heka je R womymamusan npecmen makas da je diam(CI'(R)) = n.
Axo je S zomomopPra cauka npecmena R, onda je diam(CI'(S)) < n.

Joxasz: OuurienHo, jep XoMOMOpP(U3aM MHBEPTUOUIHE eJeMEHTE CIIUKA Y

I/IHBepTI/I6I/IJIHe a NOAEMIIOTCHTHE Y MAEMIIOTEHTHE. D

Hamomena 66. O6parHo He MOpa na Baku. Kao KOHTpampuMmep MOKEMO

y3eru npcren nonuaoma R[X|, rme je R E,-npcreH.

Teopema 67. Hexa je R xeasunoxanan npcmen u x,y € R. Tada nocmoju z € R
maxae da je v+ z € { 0,1} u z +y € U(R).
Zloxasz: Heka je M makcuMmaJsHU mMOeasl KBa3WJIOKAJHOT npcTeHa R u x,y € R.
Ncnurajmo cBe moryhnocTu.

1) z,ye M: z=1—u.

QzeM,y¢ M (mmmx ¢ M, ye M): z=—zx.

3) x¢ M, y¢ M: OBre nmamo ABa ciydaja.

31) y—a ¢ M: z= —u;

32) y—xz€M: z=1—1zx. []

IMocaemuma 68. Hexa je R = Ry X -+ X R,, npou380o0d K8a3uA0KAGAHUT NPCMENA
vxr = (r1,...,%), ¥y = (Y1,.-.,Yn) € R. Tada nocmoju z = (z1,...,2,) € R
maxae da je x+ z € Id(R) u z+vy € U(R). Apyeum peuuma, CI'(R) je nosesan u
diam(CT'(R)) = 2.
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Zoxaz: HuperTHa mocienuna teopeme 67. [

Teopema 67 m wena mocienuna 68 najy HaM MOTYNHOCT 3a OIUC YuUC-
TOr rpada IMpPOKe Kjaace MOJIynepP(heKTHUX HIpPCTeHA. KOMYyTATUBHU NOJIY-
nep(eKTHN TPCTEHN CY TAYHO OHU IPCTEHU KOjU Cy M30MOP(GHU ITUPEKTHUM
IPOM3BOANMA KBAa3WJIOKAJHUX npcrena (34, reopema 23.11]. Kaacu monynep-
(EeKTHUX TPCTEHA CIEeNUjaTHO npunanajy ApPTUHOBU, NaKIe W CBU KOHAYHU
npcreHu. Kon cBux mux, ynucTu rpad je Dakje IoBe3aH U MMa JujaMeTrap 2.

WNcraxkaumo oBo y obiuky ciaenehe teopeme.

Teopema 69. Hexa je R noaynepgpexman xomymamusan npcmen. Tada je CI'(R)
nosesan u diam(CI'(R)) = 2. Cneuyujaarno, 060 saxncu 3a Apmunose, dakae U 3G
c8e KoHauHe npcmene.

[lonynepdekTHr M YMCTU NPCTEHW UMajy 3aHUMJ/bUBY Be3y. KRamwuiao u
Jy [17, teopema 9], mamu cy cuaenehy kapakrepuzanujy mogynepdheKTHUX
IpCTeHA: INPCTEH je HMoJynepeKTaH aKKO je YMCT M HeMa OEeCKOHaJaH CKYI
opTorosaiaHux uaemnoresara. To 3maun na je diam(CI'(R)) = 2, ako je R uucr
IPCTEH ca KOHAYHO MHOro maemnoreHara. OBaj pesyarar moske ce mehyrum

IPOIMUPUTHU HA CBE UMCTE, KA0 U Ha cBe 2- 1oOpe npcrene. /la 6u To mokasaJu,

norpebua HaMm je ciaeneha smema.
Jlema 70. Hexa je R xomymamusan npcmen Koju 3600806084 YCA08:
() (Vx € R)(Jy € UI(R)) = +y € UL(R).

Taoa je CT(R) noseszan u diam(CT'(R)) < 2.

Joxas: Hera cy z,z € Ru x # z. Ilokasyjemo ma je d(x,z) < 2. Ycaos (v)

BayKU U 3a = — z; nakie nocroju y € UI(R) Takas ma je
(x—2)—y—0

oyt y CI'(R). Tana je:
r—(y—2) —z

TPaKeH! IIyT. ]
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Hamomena 71. Y nemu 70 Basku m obparro. Ako je diam(CI'(R)) < 2, onna
je jacmo ma y mpcreny R Basku yciuos (7y). Haume 3a x € R je d(z,0) < 2, na

Mopa nocrojatu y € UI(R) Takas ma je x +y € UI(R).

Teopema 72. Hexa je R xomymamuean npcmen. Tada je diam(CI'(R)) < 2 axo

je R wucm uau 2-0obap npcmen.

Jlokas: Camo Tpeba IPOBEPUTH N je UCIYHEH yCIoB (7).

Axo je Ruucr u x € R, ouna x = e+ u, rae je e € Id(R) u u € U(R). Axo
omabepeMo eJIEMEHT Y = —u, BUAUMO A je yCJOB (7) 3a10BOJHEH.

Cnuyno, ako je R 2-mobap u z € R, mmamMo na je x = u + v, rae Ccy

u,v € U(R). Tana Gupamo y = —u. []

[To3naro je ma kiIaca KOMYTATUBHUX UMCTUX IIPCTEHA CAAPKU IIPCTEHE NU-
Men3uje 0, KBa3uJIOKaJHE IPCTeHe, Kao u cBe koMmyTaTtuBHe PorH Hojmanose
perymnapHe npcrteHe. Takobe 3HaMO na cy XOMOMOpQHE CIVKe U OUPEKTHU
IPOM3BOAY YMCTUX IIPCTEHA YMCTU IPCTEHU, KA0 U Ja je IPCTEeH POPMATHUX
penoBa R[[X]] uuct akko je R umcr. [lorasu oBux TBphema mory ce mahwu
y [4]. Buoumo na Benuka kiaca KOMyTATUBHUX NPCTEHA MMa IIOBE3aH UYUCTU

rpad mujamerpa HajBume 2. Ocraje orBOpeH mpobiem:

La au nocmoju komymamusar E,-npcmen R maxas da je diam(CT'(R)) > 27

41



4.3 Pon umcrTor rpada

Ncnurahemo Hajupe nmmamaprHocT ynctor rpada. Jlokazahemo na je 3a
KOHAUAaH KOMyTaTUBaH OpCcTeH ca jemuaunoMm R rpad CI'(R) mmaHapaH akko
je |R| < 4. Y morasy ropuctuMo Teopemy 1 u Teopemy 4. Ila Om ynpocTunn

O3HavYaBame MoHekan hemo nmucatu R = Ry X--- X R, ymecto R= Ry X--- X R,,.

Teopema 73. Heka je R xonauan Komymamuear npcmen ca jeQUHULOM U HEKA

je |R| > 5. Tada CT'(R) nuje naanapan.

Jloxas: Kao mro cmo Hamomenynu, R = Ry X--- X R,, roe je cBaku R; KOHaUaH
JIOKAJIaH MPCTEH.

1) n > 3: Younmo y rpady CI'(R) monckyn temena A = {ay,as, a3}, rae
je a; = (1,1,0,0,...,0), as = (0,1,1,0,...,0) u a3 = (1,1,1,0,... ,0). Bupamo
noackyn temena B = {by, by, b3} Ha crenehu mauwms:
by = (0,0,0,0,...,0), bp = (—1,0,0,0,...,0) u bg = (0,—1,0,0,...,0). Temena
n3 B cycenmna cy cBakoMm TeMeny u3 A, ako je char(R;) = 2. Axo char(R;) # 2,
TeMme by He MOpa OUTHU CyCemHO Ca Gy, HOK OCTaJjia TeMeHa OCTajy cycemHa. Y
TOM CJIydYajy MMamo myT by —c—ag, rae je ¢ = (1,0,0,0,...,0), ma mobujamo
jemny nornogeny on Kss. [lakne K33 unu Heka HeroBa IOTHOJeNa CaIpHKaHA
je y CI'(R), na npema Tteopemn KyparoBckor oH HUje miIaHapa.

2) R = Ry x Ry. OBme nmamo Bume moryhuocTtu.

2.1) R = Ry X Ry, vue je char(Ry) # 2 u char(Ry) # 2. M3Gopom mnox-
ckynosa A = {(0,0),(—1,0),(0,—1)} u B = {(0,1),(1,0),(1,1)} Buwmumo ma je
K35 canpxan y CI'(R).

2.2) R = Ry X Ry, r1e je jeman on npcreHa, Ha npuMep R;, KapakTepucTuke
2, nok npyru muje. Tewmena (0,0), (0,1), (1,0) u (1,1) unze KAUKY. YOoUuUMO
teme (1,—1). OBo teme cycemuo je temennma (0,0), (0,1) u (1,1), mox mo
remena (1,0) mocroju myr (1,—1)—(1,2)—(0,—1)—(1,0). Ha raj Hauwun
nobujamo notnoneny rpada K° canpsany y CI'(R), ma o Huje miaHapaH.

2.3) R = Ry X Ry, rme cy oba mpcreHa kapakrepuctuke 2. 360r yciosa

|R| > 5 6ap jenan on wux, Ha npuMep Ry nma Bume ox 2 eseMmenta. Heka je M
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MakcuMasan unean y Ry. Axko je M = {0}, onna je Ry mome KapakTepUCTUKE
2. Heka je a € Ry \ {0,1}. IToxmckynosu temena A = {(0,0),(0,1),(0,a)} n
B ={(1,1),(1,a),(1,0)} majy mam na je Kj3 canpxan y CI'(R). Heka je 3ato
M #{0} uxe M, z#0. Enement 1+ z je uaseprubunan y Ry, ma je (1,14
x) nuBeprubuaan y R. Ilokaszyjemo ma ouma CT'(R) camp:xu kao moarpad
notnoneny on K° (Cn.2). Hajupe, temena (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) jacuo
upHe kauKy. Tewme (1,14 x) cycemuo je ca (0,0) m mmamo crenehe myrese:
(1,14z)—(1,2) —(0,1), (1,14+z) — (0, 14+2) — (1,0), (1,14+z) — (0,z) — (1, 1).

3) n = 1: R je koHauUaH JIOKAJAH NMPCTEH Ca MAKCUMAJHUM upeasom M.
[Ipema Teopemu 3, KOHAYAH KOMYTATUBAH MPCTEH C& N TIPABUX IEIUTEIHA
mysne mma Hajsume (n + 1)? ememenara, 1j. |R| < |Z(R)]*. Iakne, mocroje
my,mg € M, m; # 0 u my # 0 (y cynporaom |R| < 4). Iloxckymosu A =
{1,1=my,1 —may} u B ={0,my,me} majy am na je K33 C CI'(R). [l

(L,1+2)

(0,0) (0,1)
Cauka 2

Jlema 74. Hexa cy Ry u Ry xomymamuenu npcmenu. Axo je K, C CI'(Ry),

onda je K, ,, C CI'(R; X Ry).

Joxas: Hera je K., y CI'(Ry) onpeben ckynosuma temena Vi = {ai,...,an}
n Vo ={by,...,b,}. Tana je K,,,, y CI'(Ry x Ry) onpeben ckymoBuma rtemeHa
W1 == {(al, ].), ceey ((lm, 1)} n W2 == {(bl, O), ceey (bn, O)} D
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Jlema 75. Hexa je R x6a3uaokanah KOMYmMamueaH npcmen ca MaKCUMAAHUM
udeanom M. Taoda je y CI(R) ceaxu eaemenm uz R\ M cycedan ceaxom ene-
menwmy uz M. Eaemenmu my, mo uz M cycednu cy axxo je my + mg = 0.

Loxasz: OBo je ouurnenso jep cy 0 u 1 jeiuH MAEMIOTEHTH y KBA3UIOKAIHOM

npcreny R. [

Jlema 76. Heka je R xonauan A0KaAQGH KOMYMAMUBAH NPCMEN COG MAKCUMAAHUM
udeanom M. Axo je |M| > 5, onda je v(CT'(R)) > 2. Oso maxohe sanmcu u y
cayuagy [M| >3 uw|U(R)| > 7.

Loxas: Moxemo Hahu 6ap 5 pazauINTHUX UHBEPTUOMIIHUX eJeMeHaTa, jep 3a
cBako a € M Baxku 1 —a € U(R). CBaku on BUX je mpeMa IPETXOIHO] JIEeMU
cycenan cBakoM temeny u3 M. Omasne je K;5 C CI'(R), na je v(CT'(R)) > 2,

npema tBpbhemy 5. Cummuno, y apyrom ciayuajy Baxku Kz; C CI'(R), na je
v(CT'(R)) > 2. [

Jlema 77. Hexa je R xomymamusan npcmen. Awxo je |UL(R)| > 8, omda je

V(CT(R)) = 2.

Jloxas: Heka cy uy,. .., us paszauunra remena u3 UI(R). CBako Teme x cycemaHo
je omma TemeHuMma u; — T, ¢ = 1,...,8. Y HajropeM caydYajy HEKU OI U;, HIIP.
uy jemuak je 0 m 2x = 0. Onga je x cyceman ca us — &,...,ug — . Y CBAKOM
cayuajy je mariae deg(z) > 7. Tepbeme ciaenn npumenom mocienuie 7. []

Heka je R koHauaH KOMyTaTUBAH IPCTEH ca jequHUNOM 1 R = R; X - X R,

BEroBa pemnpe3eHTanuja, rae cy R; KOHAUHU JIOKAQJHU MPCTEHU.

Teopema 78. Hexa je R xoHauwan KOMYMamuear npcmen ca jeounurom. Axo je

R=R; x---x R, un >3, onoda je vy(CI'(R)) > 2.

Loxasz: HoBomHuo je mokaszartu 3a caydaj n = 3. Jlokas je mehyTtum nuperrHa

nocaenuna jgeme 77, jep npcren R = R; X Ry X R3 nma 6ap 8 mmeMmmoreHara.

[]
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IloBosmHO je makJie pazmoTputu ciaydajeBe n =1 u n = 2. Heka je majupe
n = 1, tj. R je KOHauaH JIOKaJaH IPCTEH Ca MaKCUMAaJHUM wunaeajom M.
[losmaro je ma je y Tom ciayuajy |R| = p*, 3a mexu mpoct p u mosutusan k,

kao u na |M| memn |R| (tBpbeme 2).

Teopema 79. Hexa je R xonauwaw aokasan xomymamusar npcmen. Tada je
Y(CT'(R)) = 1 akko je R usomoppar jeonom 00 caedehur npecmena: Fs, Fr, Zg,
Fo| X]/(X3), Fo[ X, Y]/(X,Y)?, Z4[X]/(2X, X?) usu Z4[X]/(2X, X? — 2).

Jlokxas: Hera je majupe k = 1 (y rope cnomenyrtoj Horammju), tj. |R| = p.
Tana je R = TF,. 3ap>7, vy(CI'(R)) > 2 npema nemu 77, mok cy CI'(Fy) n
CT(F3) ounraenno maamapau. Kako je CTI'(F3) = K® u CTI'(F7;) = K7 To cy n
jeouHM 4yucTU rpadoBU pola 1 y OBOM ciaydajy.

Heka je cana k =2, tj. |R| = p?. IIpema [19], jenune moryhnoctu 3a R cy
¥

b2, Fp[X]/(X?) wimm Z,2. Iokasxkumo na ducté rpadoBU OBUX IPCTEHA HUCY
ropongaaun. Ako je R=F, up > 2, ouna v(CI'(R)) > 2 npema nemu 77. 3a
R = Fq2, v(CT'(R)) = 0. Axo je R =F,[X]/(X?), onna je [M|=p, ma3ap>5
npema snemu 76, y(CT'(R)) > 2. Kawo je CI'(Fo[X]/(X?)) nnamapan, ocraje
jemuno ciyuaj R = F3[X]/(X?). JemnocTaBHOM HPOBEPOM BUAUMO Ma j€ OBJIE
J(CT'(R)) = 6, kao u ma je deg(X) = 7. IIpema mocmemumm 7, CI'(R) muje
poma 1. Cuyuaj R = Z,» cinyaH je IpeTXOQHOM; HauMme u oBre je [M|=p u
CI'(Zy2) je nnanapan. Octaje jemuno caydaj R = Zs:. Osne je 6(CI'(R)) =6
u deg(3) = 7. Iarne, meby JOKaJHUM TpPCTEHUMA KapIMHAJTHOCTHA p°, HEMa
OHUX KOJU UMajy TOpOMAaJlaH YUCTU Ipad.

Pasmorpumo ciayuaj k = 3, |R| = p3. Kaxo je CI'(Fy) = K8, on je pona
2. Ywucrm rpa¢oBu ocranux KOHAYHUX mosba Fys, 3a p > 3, ounrmeqHo Hucy
pona 1 mpema nemu 77. Ilame, ako R Huje mosme, onna M mma Gap p exeme-
mata. Ako je p > 3, omma Oyayhw na mma MOBOJLHO MHBEPTUOMIIHUX €JeMe-
Hata, Y(C'(R)) > 2, npema gemu 76. Ocraje makie na pasMOTPUMO CIIydYaj
|R| = 23, rme R nuje mosme. Ilpema [19, cTrpana 687] moryhuoctu cy: Zos,
Fo| X]/(X3), Fo[ X, Y]/(X,Y)?, Z4[X]/(2X, X?) unm Z4[X]/(2X, X? —2). Iupex-

THOM IIPOBEPOM BUIVMO Ja Cy UMCTU I'Pa¢OBU IPBa TPU IPCTEHA U30MOPQYHU
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ca K,4, makie TopomJalHM, KaO M Ja Cy YHACTUA rpadoBU IpeocTasa IBa
npcreHa u3oMophuu u ma ce mory yromutu y topyc (Cum.3). IHakme, cBu cy
pona 1.

Y cayuajy |R| = p*, k > 4 naxo ce Bumam ma Hema TOPOMIATHUX Tpadosa.

(0, 0) (0, X) (1, X) (0,0)

(0,1) 1, 1) (0,1)

4+ X 14X
(1,0 O SIERUID Y

(0,0) (0, X) 1, X) (0,0)

Cn.3. CI'(Z4[X]/(2X, X?)) Cn.4. CI'(Fq x Fo[X]/(X?))

Teopema 80. Hexa je R = Ry X Ry npous3god KoHAYHUT AOKAAHUL KOMYMA-
mueHuxr npcmena ca jedunurom. Hexa b6ap jedarn 00 npcmena Ry, Ry uma suwe

00 4 eaemenma. Taoda je v(CT'(Ry x Ry)) > 2.

Lokas: IIpernocrasumo na je |Ra| > 5.

Axo je Ry mome u 1, a, b, ¢ BeroBu pa3IMuyuTy UHBEPTUOUIHN €JIEMEHTH,
ouma CI'(R) campsu K5 xao moarpa¢, ma je y(CI'(R)) > 2. To ce moxe
BUIETHU HIP. ako youumo noxackymnose temena Vi = {(1,1),(1,a), (1,b),(1,¢)} u
V2 ={(0,0),(0,1),(0,a),(0,0),(0,¢)}.

Axo R, muje mose, oHnma je |Ry| = p" u |M| > p. Hera je majuope |p| > 5
u meka cy 0, a, b, ¢, d paznmuuuru enxemernTu u3d M. 3a u3bop MOIACKYIOBa
Vi={0,a,b,c} u Vo ={1,1—a,1—b,1—c,1—d} mobujamo na je K5 C CI'(R2).
[Ipema memu 74, 6uhe u Ky5 C CI'(R; X Ry), ma je 7(CI'(R)) > 2. Ocrajy Ham
HaKjae jJeIuHO CIydajeBU p =2 U p = 3.

Heka je p = 3, |Ry] = 3" u |[M| > 3. Osgme je HOBOBHO PasMOTPUTHU
muHuMasnan ciaydaj, M = {0,a,—a}. Hera je V; = {(0,0),(0,a),(0,—a)} u
Vo={(1,1+a),(1,1—-a),(1,-1—a),(1,a—1),(1,1),(1,-1),(1,0)}. Csa remena
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ckyna Vs cycenna cy remenuma ckyma Vi, ocum temena (1,0) koje Huje cycemso
ca (0,a) u (0,—a). Teme (1,0) cmojeno je ca (0,a) npeko remena (0,1 —a), nok
je ca (0,—a) cmojeno mpero (0,1 + a). Taro mobujamo na je mormomesa o
K37 canpsxana y CI'(R), ma oH y OBOM ciydajy He MO:ke Outum poxa 1.

Ocraje nam cayuaj |Ry| = 2". Ouuraenno 7(CI'(Ry X Ry)) > 2,3an > 4. 3a
n = 3, moryhuoctu 3a Ry npema [19], cy: Zgs, Fo[X]/(X?), Fo[X,Y]/(X,Y)?,
Z4X]/(2X,X?) unu Z4[X]/(2X,X? — 2). Y cBum cayuajeBuma je |M| = 4.
Heka je 3ato M = {0,a,b,a + b}.

Axo char(R;) # 2, uszbopom temena Vi = {(0,a),(0,b),(0,a +0b)} u Vo =
{(-1,1—a),(-1,1-0),(1,1—a),(1,1-0),(1,1),(-1,1),(1,1 —a—b)}, mobujamo
na je K37 CCI'(Ry X Ry).

Axo je char(R,) =2, oupamo V; = {(1,1—a),(1,1-0),(1,1 —a—0),(1,1)} u
Vo ={(0,0),(0,a),(0,b),(0,a+0b),(0,1)} (Cun.5). CBa Temena ckyna Vs cycemnna
cy remenuma u3 Vi, ocum remena (0,1). Teme (0,1) mosesano je mebyrum
ca ocrasuM TeMenuMa u3 Vi Ha cuaenehu mauwmn: ca temenom (1,1 — a) mpeko
(1,a); ca (1,1 —b) mpero (1,b); ca (1,1 —a—b) upexo (1,a+b); ca (1,1) opeko
(1,0). Ha raj mauns mobujamo nmormoxmeny on Ky canpskany y CI'(R), ma je
u oBrae Y(CI'(R; X Ry)) > 2. [

(1,1 - a) (1,1 b) (1,1) (1,1—a—b)

0,0) (0,a) (0,b) (0,0 +b) (0,1)

Ciauka 5
Teopema 81. Hekxa je R = Ry X Ry, 20e cy Ry u Ry xonauHu A0KAAHU KOMY-
mamusnu npcmenu ca jedunuyom. Tada je y(CI'(R)) =1 axxo je R uzomoppan

jeonom 00 caedehur npemena: Fy x Fy, Fy X Zy, Fy x Fy uau Fy X Fy[X]/(X?).

Loxas: Ilpema Teopemu 80 TOBOBHO je mocMaTpaTu yucTe rpadose ciaenehux
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npcrera: Fo X Fy, Fy x Fy, Fy x Zy, Fy x Fy, Fy x Fo[X]/(X?), Fy x F3, F3 x Fy,
F3xZy, F3xFo[X|/(X?), FyxZy, FyxFy, FyxFo[X]/(X?), Zyx Ly, ZyxFo[X]/(X?)
umu Fo[ X|/(X?) x Fo[X]/(X?).

Axo je R jemam om npctena Fy x Fy, Fy X Zy, Fy x Fy unu Fy x Fo[X]/(X?),
ouma je v(CI'(R)) > 2 npema snemu 77, jep ce OUPEKTHOM ITPOBEPOM BUIU 1A
je y ceakoMm ox osux upcrena |UI(R)| =9.

Axo je R jeman on npcrena Fy x Fs, F3 x Zy, F3 x Fo[X]/(X?), Zy X Zy unn
Zy x Fy[X]/(X?), onma je v(CT(R)) > 2 npema mocaemnunu 7, jep y CBAKOM
oxn oBux mpcreHa Baxku O(CI'(R)) = 6 u cBakm ox muXx nMa 6ap jemHo TeMe
crenena 7. Y Fy x F3 u F3 x Zy je mnp. deg(0,1) = 7; y Fs x Fy[X]/(X?),
deg(l,x) =T7; y Zy X Zs, deg(0,3) = 7; mok je y Zy x Fo[X]/(X?) deg(1,0) =T.

3a npcren R = Fy[X]/(X?) x Fo[X]/(X?) Takobe je 6(CT(R)) = 6, anu oBxe
cako Teme nMa crenel 6. IIpema mociaemuum 7, v(CT'(R)) = 1 akko je CT'(R)
l-cremeToH 6-perysapHe TpuUaHryJallje TOpyca. Y OBOM CJAyYa]y HEMaMO
TpaskeHy Tpuanryganujy: Ha npumep temena (0,x) u (1,1) cy cycenna, anu
MBUIA KOja UX CHaja HUje cTpaHula Hujeqaor rpoyria jep y CI'(R) e mocroju

TeMe CcycemHo ca oba.

(0,0) (0, 1) (1,0) (0, 0) (0,1 (1,3) (1,1)  (0,3) (0,1)
p ° - A

(1,1) (0,a) (1,1) (0,0) ¢ ¢(0,0)

[
! ! (1,2)
|

(0,14 a)

|
(1,a) (L, 1+a) (1,a) (1,0)4 p(1,0)

(0,2)

(070) oD ) 0,0) 0 (18 oD (008 0
Crnura 6. CI(Fg x Fy) Cnura 7. CI'(Fy x Zy)

360r kaparHanHocTu ckyna TeMena, ¥(CT(FyxFy)) = 0 u y(CT(FoxF3)) = 1.
Komnauno, unctu rpadosu nperera Fy x Fy[X]/(X?), Fy x Fy u Fy x Zy Mory ce

yrormuTtu y topyc (cauke 4, 6 u 7). []

48



I'VIABA 5

JINMHNJCEKN I'PA® TOTAJIHOI' TPA®A

Y reopuju rpadosa rpady G npuapyskyje ce meros auaujcku rpad L(G),
Tako mTo ce 3a remena rpada L(G) ysumajy cBe uBune rpagda G. IlBa Temena
y L(G) cy cycemna akko omrosapajyhe umsuie y G umajy 3ajeqHUUKO TeMe.
Tako nedurucan rpad omoryhasa Ham na ocodure rpada I' koje 3aBuce camo
O]l HerOBUX MBUIA pa3MaTparaMo kao ocobune rpada L(G) rkoje 3aBuce on
wmerosux teMmena. (OBa ocoOuHa BeoMa je KOpPHUCHA 3a pa3He mpobieme y
reopuju rpagposa. Ha mpumep, 3a rpad G = (V, E), ynapewe (matching) y
(GG je mOACKYI CKyIla WBUIlA TaKaB [a HUKOje ABE WBUIE HEMAjy 3ajeTHUIKO
TeMe. Ymapemy OAroBapa He3aBUCAH CKyIN (IOACKYI CKyla TeMeHa TaKBUX
na HUKOja mBa Hucy cycemna) y L(G). Jemny om Hajcrapujux v HajBasKHU-
jux Teopema O JuHUjCKUM TpadoBuMa moka3ao je Buram (1932). Oun je y
[53] morazao ma ce mosesan rpa¢ G MOKe MOTIIYHO PEKOHCTPYUCATU U3 He-
rogor sunmjckor rpada L(G), ocum y cayuajy L(G) = K. ¥ pany [30],
ayTopu UCTpaskyjy yramnama auaujckor rpada L(I'(R)) u knacudukyjy mo za
u3oMop(u3aM CBe KOHaUYHe KOMYyTaTUBHE IPCTEHE UMjU Cy JUHUJCKU I'padoBU
rpadoBa nenuTesba HyJe IMJIaHAPDHU WIW TOPOUIAJTIHU.

MoTuBucaHyu OBUM pe3yJsiTaTUMa U MO3HAjyNu CTPYKTYpPY TOTAJHOT rpada
TI'(R), npupoaHO je HOCTABUTH MUTAKE CTPYKTYPE HEroBOT JIMHU]CKOT Tpada

u nctpakutu Beze mehy muma. OBae hemo uctpakuTu HEKe 01 0OCOOMHA OBOT



rpada. Ilorkazahemo rama je OjmepoB u komuKM je meros obum. ['maBHU
pe3yaTaTy Be3aHM cy 3a npobieMm yTamama JuHUjckor rpada. lahemo, mo
Ha M30MOp@u3aM, JUCTY CBUX KOHAUYHUX KOMYTATUBHUX IIPCTEHA 3a Koje je
JVHU]CKU rpad TOTAJHOr rpada MIaHApPAH WX TOPOUJAJIAH. 3AHUMJIBUBO j€
a ce JUCTAa KOHAUHUX HPCTEHA 3a Koje je Toranuu rpad nnanapan ([36]),
IIOKJIalla ca JUCTOM KOHAYHUX IPCTEHA 32 KOJU je acOUpaHU JMHU)CKA Irpad
mIaHapaH, MOK 3a TopouznaigHe To He Baxku. Jlokazahemo takobe ma 3a matu
eo 6poj g > 0, mocToju caMO KOHAYHO MHOI'O KJIaca M30MOP(YHUX KOHAUHUX

OpPCTEHA YUju JUHUjCKU rpad (ToTamaHor rpada) nmMa pox ¢.

5.1 Crpyxrypa u ocobune rpada L(TI'(R))

Heka je R komyTaTuBan npcrel ca jequannoM, TT'(R) meros Toraaau rpad
u L(TT(R)) weros nmuaujcku rpad. Ako 3a enemente x,y € R Basku x +y €
Z(R), ouna je {z,y} teme rpadpa L(TT'(R)). 3a 0BO TemMe KOPUCTUMO O3HAKY
[z,y]. W3 medpumuuuumje rpada TI'(R) memocpeqHo ciemu na CTEIEH CBAKOT
TeMeHa 3aBUCHU OJ Opoja meiauresba HyJe, Kao U o1 Tora na ju je 2 € Z(R).

Jlako ce moxke nokasaru ([36, smema 1.1]) ma Basu cuenehie TBpheme.

Jlema 82. Hexa je R xonauaH KOMYMAMUBAH NPCMEH Ca jeOUHULOM U HEKA je

x meme zpaga TT'(R). Tada je

|Z(R)|—1 axo2e€ Z(R) uau z € Z(R),

deg(z) =
|Z(R)| uHae.
Teopema 83.
3 axoje |Z(R)|>3 u RZZs X Lo,
gr(L(TT'(R))) = 4 axo je R = 7o X Zo,

oo ako je |Z(R)| <2.
Loxas:
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1. |Z(R)| = 1: Axo R Hema npaBux Jenuresba HyJse Moryha cy nBa ciydaja.
Axo char(R) = 2, onna je L(TT(R))= 0, jep je TT'(R) ToTaaHo HEIOBE3aH.
Axo char(R) # 2, ouna je TT'(R) mucjymkrna yuuja |R|/2 rpadosa K? u
nzosnoBanor temena 0. Tanma je L(TT'(R)) roramso Hemosesan rpad ca

|R|/2 temena. Haxime, gr(L(TI'(R))) = co.

2. |Z(R)| = 2: Tlosuato je ([8]) ma moctoje camo aBa HEM3OMODPQHA KOMY-
TATUBHA MPCTEHA Ca jeTHUM TPABUM fejuTesseM Hyie: Z, u Zo[X]/(X?).
Onu umajy m3omMopdHe TOoTadHe rpadoBe — IUCjYHKTHE YHUjE TBA KOM-
mietHa rpada K?. Onasne sumumo na je L(TT(R)) yauja qsa uzonobaHa

remera, na je u opue gr(L(TT'(R))) = oo.

3. |Z(R)| > 3:

3.1) Hera je Z(R) unean u x,y € Z*(R), x # y. Ouna TI'(R) canpxn
tpoyrao 0—x—y—0. Ognasze je [0,z] — [z, y] — [y, 0] — [0, 2] Tpoyrao
y L(TT(R)), =i. ar(L(TT(R))) = 3.

3.2) Heka Z(R) uuje unean y R. Ownga mocroje z,y € Z*(R) TakBu na
x +y € Reg(R). Axo je mpu Ttom |Z(R)| > 3, 1j. ako mocroju z €
Z*(R) pazmuuur on = u y, ouga y TT'(R) nocroju 3Be3na nmoarpad K 3
(reme 0 cycemuo je Temenmma z, y u z). KRarxo je L(K;3) = C5, To
je [0,2]—10,y] — [0, 2] — [0, z] Tpoyrao y L(TT'(R)) n gr(L(TT'(R))) = 3.
Ocraje camo na wmcnuramo ciayuaj |Z(R)| = 3. Ilpema [8] mocroje Tpu
HeM30MOp(HA KOMYTATUBHA MIPCTEHA ca TPU AeiuTesma myae: Zs[z|/(z?),
Zg u Zs X Zo. IlpBa mBa npcrena ormanajy, jep je Z(R) mmeamn, mok je
TI(Zy x Zy) = Cy. Kaxro je L(Cy) = Cy, 1o je gr(L(TI(Zy x Zy))) = 4. [

Heka je R rkoHauaH KOMyTaTWBaH NpPCTeH ca jeamHunoMmM. Aro je R = Zo,
ouna je L(TT'(R)) = 0. Axo je R = F, nome ca ¢ > 3 enemeHara, oHIa je
L(TT'(R)) roranuo memoBesan rpad ca (¢ — 1)/2 temena. Y toMm caydajy je
deg([u,v]) = 0 3a cBako teme [u,v] u3 L(TT'(R)), na je 6(L(TT(R))) = 0. Ha 6u
n30erau TpUBHUjaJIHE CIyUajeBe Haaa/be heMo 0OMYHO MpeTnocTaBbat ga R

HUje mosbe, Tj. na je |Z(R)| > 2.
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Teopema 84. Hexa je R xonavwarn komymamusar npcmen xkoju Huje nome. Tada
je L(TT(R)) peeyaapan axxo 2 € Z(R). Cmenen pezysaprocmu mada je jeOHak

2|1Z(R)| — 4. Axo ca |V| u |E| osnavumo 6poj memena u usuya L(TT(R)), onda

je:
[RI(Z(R)| = 1)
2 )

7 = BIOZ0 = D121 =)

VI=

Jloxas: Hera je majupe 2 € Z(R). Tana je upema semu 82, TT'(R) perynapan
rpa¢ crenena |Z(R)|—1 ca |R|(|Z(R)|—1)/2 uBuna. Heka je [u,v] nponsBosmHO

TeMe JuHUjCKOr rpada. Tana je
deg([u, v]) = deg(u) + deg(v) — 2 = 2|Z(R)| — 4,

OZaKye Clequ TPaKeHO TBpDheme.
Heka canma 2 ¢ Z(R). Kako R muje nose, nocroju x € Z(R), © # 0. Takobe

u3 npernocTaBku je 1 # —1. Tana
deg([0,2]) = 2|Z(R)| — 4 # deg([1, —1]) = 2[Z(R)| - 2,
na L(TT'(R)) muje perynapas. [l

Teopema 85. Hexa je R xonauwar xomymamusar npcmern xoju Huje nosve. Tada
Je
J(L(TT(R))) = 2|Z(R)| — 4.

Jokas: Hexra je [u,v] reme rpada L(TT'(R)). IIpema memm 82, deg([u,v]) je
2|Z(R)| —2, 2|Z(R)| — 3 nuu 2|Z(R)| — 4. HoBossHO je mokaszaru ma 6ap jemHo
reme rpada L(TI'(R)) nma cremen 2|Z(R)| — 4. Moskemo Ha npumep y3eru
reme [0,z], roe © € Z*(R). [

Ucnurahemo cama ycaose mon kojuma je L(TT'(R)) Ojmepos. Moskemo
ce OrpaHUYUTU HA CJHyda] Kaaa je R KoHayaH NPCTEH KOjU HUje JIOKAJIAH
(ako je R Gecromauan mema cMmuciaa tpaxkutu OjIepoBy KOHTYDPY, a ako je
R xomauan u nokasaH, ouna je Z(R) = M meroB MakCUMaJaH UIeaJ, Ha je

TI'(R) menosesan). Moske ce maksie mpermoctaButu 1a je R = Ry X -+ X R,
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rae cy R; koHauHU JMOKaJHU npcTeHu U n > 2. Kao mro Beh 3Hamo, 3a TakaB

npcrer R Basu diam(TT'(R)) = 2.

Teopema 86. Hexa je R konauwan KomMymamueaMm npcmer Koju Huje A0KAAAH.

Tada je L(TT'(R)) Ojaepos axxo 2 € Z(R).

Jloxasz: IlpermocraBumo ma R 3amoBosbaBa ycioBe Tteopeme u na 2 € Z(R).
Tana npema semn 82, cBako teme rpada TT'(R) uma crenmen |Z(R)| — 1, Tj.
TI'(R) je perynapan crenena |Z(R)| — 1. Heka je [z,y] npousBomHO Teme

muanjckor rpada L(TT(R)). Tana je
deg([z, y]) = deg(x) + deg(y) —2 = 2[Z(R)| — 4

napas, na je L(TI'(R)) Ojnepos.

Heka canma 2 ¢ Z(R). Ilpema marum ycaoBuMma Z(R) Huje mmeal, ma moc-
roje x,y € Z(R) taksu ma x +y ¢ Z(R). Tanma cy temena —z € Z(R) n
x4y € Reg(R) cycemna y TI'(R). Ilpema nemu 82, deg(—z) = |Z(R)| — 1 n
deg(x +y) = |Z(R)|. Younmo teme [—z,x + y| y murnjcrom rpady L(TI(R)).
Tana je

deg([—z,z + y]) = deg(—x) + deg(z +y) — 2 =2|Z(R)| — 3.

Jluanjcku rpad L(TT(R)) canpsxu teme HemaprOor cremeHa na Huje Ojrepos.

[]

Hamomena 87. Yciuos 2 € Z(R) mosxke ce 3aMmeHuTH yciaoBoM R = Ry X--- X R,
u 2 je menurtess HyJde y Oap jemom R;, Tj. 6ap jeman on muUX uMma Zs Kao

II0Jb€ OCTaTaka.

5.2 Yranmama L(TI'(R))

[Ipy ucnutmBamy pona HEKOr rpada OUTHY YJIOTY WMMA]y HErOoBU KOM-

IVIETHN U KOMIJIETHO OmnapturtHy noarpagosu. OBo cmo Beh Buzmenu xox
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UCIUTUBAKa POJa YUCTOr rpada a mcrto he BakwuTU M 3a POM JIUHU)CKOT

rpada. [loncerumo ce ma nmpema jemnaxkoctuma 1.1.2 m 1.1.3 Basku:

v(K") = 0, san=1,2,3,4,

v(K") = 1, 3an=25,6,7,

Y(K") > 2, 3an>8§,
Y(Km1) = v(Km2) =0, 3a cBaro m,
Y(Km3) = v(Kya) =1, 323 <m <6,
Y(Kmn) > 2, unaue.

Pox rpadosa L(K") u L(K,,,) pasmarpan je y pany [30]. Mana 3a mu-
XOB POJ HEMAMO EeKCIIUIUTHY ¢Gopmyny (kao y TBpbhemy 5), mare cy Heke
KOPUCHE TIpOoIleHe U onapeheH je BmUXOB POM Y HEKUM CHEIUjaJTHUM CJayda]je-
BuMma. Ayrtopu cy usmeby ocrasnor mokazamu na je y(L(Ky,)) >2,3an>5mn
Y(L(Ks,)) > 2, 3a n > 4. OBre mehemo merassno HaBomuTHU CBe mporere, Beh

hemo ce mo morpebu mo3BaTH HA HEKE ON TUX MOCTOjehux pesynarara.
JIema 88. Hexa je R xomauwan xomymamuear npcmen makae da je |Z(R)| > 5.
Taoa je v(L(TT(R))) > 1.
Zoxas: Ilpema mocaemnunu 7 u TeopeMu 85, BayKu
J(L(TT(R))) =2|Z(R)| — 4 > 6.
OnaBae ciaenu TPasKEeHU Pe3yJITarT. []

[Tpema semu 88, npu ucnurusamwy miranapaoctu rpada L(TT(R)) mosxkemo
ce OrPAHMYNTHU Ha NPCTEeHe ca MaJjuM Opojem menmuressa Hyle. Mcecmmrahemo

Hajmpe HeJOKaJaH Caydaj.

Teopema 89. Hexa je R xonauan womymamuear npcmer Koju Huje AO0KAAGH.

Taoa je L(TT'(R)) naanapan axxo je R = Zy X Lo uau R = Zy X Zs.

Zloxaz: Moxemo npernocraButl fa je R = Ry X Ry X -+ X R,, rne je n > 2,

cBaku R; je noranan npcred u |[Ry| < |Ry| < -+ < |R,|.
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1) n>3: Tana je |Z(R)| > 7, ma L(TI'(R)) He Moske Outu mimanapas nmpemMa
aemu 88 (MuHUMAIAH TakaB Zg X Ly X Lo uMa 7 meauresba HyJe).

2) R¥ Ry X Ry m 3a 6ap jeman on wux, Ha npumep 3a R, Baxku |Ry| > 5.
Tana v(L(TT'(R))) > 1 npema nemu 88, jep (0,a1),...,(0,a5) € Z(R), a; € Rs.

3) R¥ Ry X Ry u |Ry|,|R2| < 4. Ucnurajmo cse moryhuocTH.

3.1) R=7Zy X Zy. Tana je L(TT'(R)) = C4y ouurienHo mniaHapas.

3.2) R=7Zy x Z3=Zs. Tanma je L(TT'(R)) rakobe nnanapan (cauke 8 u 9).

4 5 p [17 2]

2, 4]
1 1 [07 2}
[0, 3]
0,4]
2 [1,3]

[4, 5] [3, 5]

0 3 (1, 5]

Cnura 8. TT(Zg x Z3) Cnura 9. L(TT(Z2 x Zs))

3.3) |Ri| = 2, |Rs| = 4. Moryhuoctu cy: Zy Xy, Zo x Ly u Zy X L[ X|/(X?).
Cnyuaj Zo x Fy, mocebno je pazmorpen y Tteopemu 92, rme je moka3aHO 1a
L(TT(Zy x Fy)) muje un Topommanas. Jlako je mpoBepuTu ma ocraJa IBa
npcreHa mMajy 6 menurespa HyJe, Na HU HBUXOBU JUHUJCKA TI'pa(oOBU HUCY
nJaHapHU OpeMa JjgeMn 88.

3.4) R=7Z3 x Zs. Oge je |Z(R)| =5, na L(TI'(R)) Huje nianapan mpema
jeMu 88.

3.5) Y mpeocrasunm ciydajeBuma oumriento je |Z(R)| > 7, ma L(TT'(R))

HUje IJaHapaH npema JjeMu 88. [

Ilame pazmarpamo sokasan caydaj. Heka je R koHaUyaH JOKaJaH MPCTEH
ca MakcumaJsHuM nneasom M # {0}. Tana je Z(R) = M, na nenuressu HyJIe
dopmupajy mnean. lakae TT'(R) je HemoBesaH m CTPpYKTypa My je IO3HATA
nmpeMa TeopeMu 8:

1) Axo 2 € Z(R), onna je TI'(R) mucjynxrma yuuja |R/M| xomaja KM,
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2) Axo 2 ¢ Z(R), ouna je TI'(R) mucjyHKTHa yHHja KOMILIETHOD rpada
KMy (|JR/M| —1)/2 xomnneTno 6unaptutaux rpadosa K| |-

Ocum oBe Teopeme y MOKa3y KOPUCTUMO U TO3HATe pesynarare: AKo je
R KoHaYaH JOKaJaH MPCTEH ca MaKCUMaJHUM umeasom M, omma je |R| = pF
u M| | |R| (tepbeme 2). KopucTuMo JucTy KOHAUHUX OPCTEHA IO pena p’

([19, 20]) u Teopemy 3.

Teopema 90. Hexa je R xoHauan A0KAAGH KOMYMAMUBAH NPCMEN CG JEOUNHU-
yom koju wuje nowme. Taoda je L(TT(R)) naanapan axxo je R uszomopdan jeo-
nom 00 caedehur npcmena: Ly, Zo|X]/(X?), ZLs, Z2|X]/(X?), Zo[X,Y]/(X,Y)?,
Z4|X]/(2X, X?), Z4]X]/(2X, X2 = 2), Fy[X]/(X?) unu Zy[X]/(X? + X +1).

Joxas: Heka je |R| = pF. IlpuMmeTuMo Hajupe na je IOBOJFHO Pa3MOTPUTU
cayuajese p € {2,3}. Hawmwme, aro je p > 5, onma ¢ ob3upom ma R Huje
nome u ma |M| | p*, mopa na Baszu |Z(R)| = |M| > 5. Ilpema nemu 88,
YL(TT(R)) > 1.

1) k = 2. Moryhnoctu cy: F,[X]/(X?) u Z,:.

Axo je R = Fy[X]/(X?) unu R = Zy2, onna je L(TT(R)) Tpusmjanno nia-
napan (uma 2 temena). Axko je R = F3[X]/(X?) nwmu R = Zs2, onna 2 ¢ Z(R),
na je TT(R) = K*UK33. Moske ce nokasatu (Bunernu [30]) na je y(L(K33)) = 1,
IIa OBU JIMHU]CKU I'Pa(OBU HUCY IJIAHAPHU.

2) k=3. Axro je p=3 (1j. |R| =27), ouna 2 ¢ Z(R); onaBze je K33 C
TI'(R). Harme L(TT(R)) Huje miraHapas ma je JOBOJGHO Pa3MOTPUTH CIIyYaj
p=2. Kako R muje nome moryhnoctu cy: Zos, Zo[X|/(X?), Zo[X,Y]/(X,Y)?,
Z4|X]/(2X, X?) nnn Z4[X]/(2X, X?—2). Jlako je BUmETH Na CBU IPCTEHU UMAjy
u3oMopdHE ToTaJHe rpadoBe, MICjyHKTHE VHHUje mBa KOMILIeTHa rpada K.
Kako je v(L(K*)) = 0 (Moske ce BUIETU TUPEKTHUM IPTAKLEM y DABHU), CJIEIU
na cy onromapajyhu JuHUjCKM rpadoBU IJIaHADHU.

3) k = 4. Tlocmarpamo cama JnokajdHe mpcreHe pena p’.  IoBomHO je
pasMOTpUTH Caydaj p = 2, U3 UCTOr pasiora kao u 3a k = 3. akue |R| =

16 m |[M| | 16. Cayuaj |M| = 1 ornana jep R muje mosme. Cuyuaj |M| =

96



2 ornama jep moBomu mo kKoHTpamukmuije, 16 = |R| < |Z(R)]? = |[M]* = 4.
Cayuaj |M| = 8 oTnazma jep oHZa MMa MpEBUIIE NeJIUTeha HyJe, Ia IpeMa
aemu 88, nuHujcku rpad Huje miaanapad. Ocraje gakie camo ciaydaj |M| =
4. Iloctojm Tayno 21 HeM3OMOPQPHUX JIOKAJHUX KOMYTATUBHUX IPCTEHA Ca
jemmaunoMm pena 16 ([20]). Ox cBux mux camo 2 3a10BosbaBajy yciaos | M| = 4:
Fu[X]/(X?) u Z4[X]/(X? + X +1). Onu umajy uzoMoppHe TOTasiHe rpadobe
— nucjyHkTHe yHUje 4 koMmmierHa rpada K?. Kaxo je L(K*) mmamapan, xao
U y OPEeTXOJHOM CJIydajy HOJIa3UMO N0 3aKJbydKa Ja je 3a OBa JBa IPCTEHA
L(TT'(R)) nnanapas.

4) k > 5. U oBue ce MOEMO OTPaHWYMATH Ha ciaydaj p = 2, |R| = 2F.
Cayuaj |M| = 4 rana mmje moryh, jep je |R| < |M|?. Y cBum ocramum
caydajeBUMa WMa MPEBUIIE AeJuTesha HyJde, Ia npeMa JeMu 88 OHU HUCY

IJIAHADHU. []

Jluema KonauHuT KomymamueHus npemena ca jeounuyom 3a koje je L(TI(R))

naaHapawn:

Zig X Lo, Do X i3, Ly, ZQ[X]/(XQ), Zg, ZQ[X]/(X?’), ZQ[X,Y]/(X,Y)Q,
ZJX)/(2X,X?), ZyX]/@2X,X2—2), FiX]/(X?), ZiX]/(X?+X +1).

JIlema 91. Hexa je R xonavan xomymamuean npcmen. Baxcu:

|Z(R)| >5 = ~v(L(TT(R))) > 1.

Joxas: Ilpuvenom Tteopeme 85, Bumumo na je 6(L(TT(R))) = 2|Z(R)| — 4 > 6.
Tana je npema tBpbewy 6, v(L(TT'(R))) > 1. ]

Teopema 92. Hexa je R xoHauwan KoMymamueak npcmer ca jeQUuHUYOM KOJu

wuge aokanan. Tada je v(L(TT'(R))) # 1.

Loxaz: Ilpema semu 91 mOBOJBHO je OrpaHUYUTHU Ce HA pa3jarame R = R; X
Ry, rme je |Ry| < |Ry|. Iloka3 M3BOIMMO MUCKYCUjOM KapAUHAJIHOCTHU IMPCTEHA
R,.

1) |Re| > 5. Tana je |Z(R)| > 6, ma je y(L(TI'(R))) > 1 npema gemu 91.
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2) |Ry| = 4. OBme nmamo 2 moryhuocTn.

2.1) |Z(R2)| = 2. Tanma |Z(R)| =6, na je v(L(TT'(R))) > 1 upema msemu 91.

2.2) |Z(Ry)] = 1. Tana je Ry = Fy. PaszmarpamMo MuHUMAJAH CIydYaj
R = Zy x Fy. Vmamo ma je 6(TI'(R)) = 4, na je §(L(TT'(R))) = 6. Ilpumesn-
jyjyhu tBpbeme 6 Bummmo ma je y(L(TT(R))) = 1 akrko je taj rpad pery-
JapHa TpuaHryjgamuja Topyca. lokaxkumo na oBaj rpa¢ He ocTBapyje Tpu-
aErygamujy Ttopyca. Heka je R = Zy x Fy, Fy = Zo[X|/(X?+ X +1) u z
omrosapajyha kmaca. Tana je Z(R) = {vy,ve,v3,v4,v5} 1 Reg(R) = {vg, v7,vs},
rae je v; = (0,0), va = (0,2), v3 = (0,2 + 1), vg = (0,1), v5 = (1,0), vg = (1, 2),
vr=(l,z+1) mvs = (1,1).

I'pad TT'(R) je perynapan rpad crenena 4 ca 8 remena u 16 uBuna, na je
L(TT'(R)) perynapan crenena 6 ca 16 temena u 48 usnna (nuHMjcKy rpad per-
yJIapHOr rpaga CTEeleHa I ca n TeMeHa je Takobhe perymnapan crenesa 2r—2 ca
nr/2 remena u nr(r—1)/2 neuna). Panu nakmer 3ammuca 03HAYNMO TeMe [v;, V)]
rpada L(TI'(R)) ca w; ;. I'pap L(TT(Zy x Fy)) nma 16 Temena: wy o, w3, w7,
w18, W23, W25, W27, W34, W37, Wi5, Wa6, W48, W56, W58, W7 U Weg,8- Temena
w; j 1wy cy cycenra akko {i,7} N{k,l} # 0, na je 6poj usuna 48. Ilo Gpojy
reMeHa, usuna n mpocHu (Ojreposa teopema), L(TT(Zy x Fy)) rpuanrynnme
Topyc. Cako Teme rpaga makie MOpa OUTH HEHTAp HEKOT WEeCTOyria (cre-
nen csux Temena je 6). Kako cy Temena paBHOmpaBHa, HOKa3yjeMO Aa Tako

HEIITO Huje Moryhe, Ha IpuMep 3a TeMe Wi .

VAV
VAV

Crnuka 10. a) 0) B)

IIpernocraBuMo na je w;p HEeHTap Hekor mecrtoyriaa. Ha meMmy onzpa
Mopajy OuTtm pacmopebena Temena w;g3, w7, Wig, W3, Was U way. Iloc-

MaTpaMO TeMeHa Wy 5 U Wy 7 Ha mectoyriay. Moryhwu cy cremehn ciayuajesu:
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a) Temena wy s 1 wy7 cy cycenua Ha ToM mecroyriy (cauka 10a). Tpn-
aHT'yJaIlja ce najbe He MOyKe NPOIMUPUTUA jep jeaIUHO TeMe M3 CKyIla CBUX
TeMeHa CyCeTHO HBUMa je TeMe W3 KOje Mopa OMTU Ha MIEeCTOYTJIY.

6) Akro ux paszaBaja jeIHO TeMe TO MOXKe OUTU caMo TeMe wq 3 (cauka 100).
Kako wy 3 HUje CycemHO HU ca Wy 5 & HUA Ca Ws 7, OHO MOPa OMTY AHTUIIOTAIHO
ca we3. OHma TeMe w;g HEMaA MeCTa Ha IIECTOYTILY.

B) AKO Cy TeMeHa wy 5 U Wy 7 aHTUHONANHA (cauka 10B), OHIa 3a TeMe w3
HEMa MECTa Ha IMeCTOYTJLY.

3) |R2| = 3. OBme nmamo 2 moryhnocTn.

3.1) |Ry| =2. Onma R = Zy x Z3, na je y(L(TT'(R))) = 0 upema Teopemu
89.

3.2) |[Ri| =3. Onna je R=Z3 xZs u |Z(R)| =5. Onasze je §(TT'(R)) =4
n J(L(TT'(R))) = 6. Axo je yramame moryhe, omma npema tBphemy 6 cBa
reMeHa Mopajy mmaru cremed 6. Oso muje tauno, Huop. deg([(0,1),(2,2)]) = 7.

Kako je L(TI(Zy x Zs)) nnanapan mOKa3 je OBUM 3aBPIIEH. [l

Ocraje ma ce ucnuTa JIOKAJaH CIyYaj.

Teopema 93. Heka je R wxowauwam saokanan npemed koju wuje nome. Tada je

Y(L(TT(R))) =1 axko je R = Zy uau R = Z3[X]/(X?).

Joxas: Hera je M = Z(R) makcumasnan uneas npcresa R. Ilpema memwm 91,
MOBOJLHO je orpanmunTu ce Ha cayuaj |[M| < 5. Hajuope hemo mokaszaru ma
ce OBJe MOXKe MCKbYUUTH U ciydaj |M| = 5.

Hexka je |M|=|Z(R)| =5 u « € Reg(R). Tana, deg(x) =5 upema semu 82.
Mopa nocrojatu y € Reg(R) rakaB na je z cyceman ca y y TI'(R), omHOCHO
x+y € Z(R) (y cynporHoMm 6u teme x 6umo cycemuo ca 0). Msuma z—y
cuaja nsa temena crenexa 5y TI'(R), na reme [z,y] n3 L(TT'(R)) nma crenen
8. Kaxko je mebhyrum 6(TI'(R)) = 4, To je 6(L(TT'(R))) = 6. IIpema tBphemy 6,
y caydajy Topommaianoctu cBa teMena rpada L(TI'(R)) mopajy umartu cremen
6, mro Huje cayuaj jep je deg([x,y]) = 8.

Heka je |R| = p*. Pasmarpamo camo caydajese p =2 u p = 3.
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1) |R| = p*. Moryhuocru cy Fj, Z,[X]|/(X?) u Z,.. Kako R Huje nome
U KaKo Cy JUHUjCKU TpadoBu 3a Zo|X]|/(X?) u Zy mmanapHU, OCTajy camo
moryhuoctu Z3[X]/(X?) u Zs:. Jlako ce Bumu na 06a NpCTEHA MMAjy TOTAJHE
rpadose mzomoppue ca K3 U Kz3. Karo je v(L(K33)) = 1, To cy muxosu
JIMHU]CKU I'Pa(OBU TOPOUIATIHUA KAaO YHUja TOPOUAAJHOT U IJIAaHAPHOT rpada.

2) |R| = p*. IIpema [19] moryhroctu cy Fys, F,[X]/(X?), Z,2[X]/(pX, X?),
Fo[ X, Y]/(X,Y)?, Zyp un Z,2[X]/(pX, X? — ep), rze € vuje xBagpar y F;. Kaxo
je F,s mome u kaxo cy npema teopemu 90 smmHmjcku rpadosu 3a Zo[X|/(X?),
Z4X]/(2X,X?), Fo| X, Y]/(X,Y)?, Zos m Z4[X]/(2X, X? — 2) nananapuu, ocTajy
mam F3[X]/(X3), Zo[X]/(3X, X?), F3[X,Y]/(X,Y)?, Zoyy u Zo[X]/(3X, X2 — 3).
Jlako je Bumeru ma je rox mux |M| = |Z(R)| = 9, na upema aemu 91 oBxe
HeMa JIMHU]CKUX I'padoBa pona 1.

3) |R| =p".

3.1) p=3u |Rl =381, ma |[M| € {1,3,9,27}. Cuyuaj |M| = 1 ormazna
jep R muje mome, mok cayuaj |M| = 3 ornana jep je ouma |R| < 9. Ocranu
CIIyYajeBU OTIANa]y jep WMa MpPEeBUINe NeUTeha HyJIe.

3.2) p=2wu |R| =16, ma |[M| € {1,2,4,8}. CuanmysHoM aHAIM30M OCTaje
HaMm camo ciayuaj |[M| = 4, omrocuo npcrenn Fy[X]/(X?) u Zy[X]/(X*+ X +1).
BuxoBu nuaMjcku rpadoBu cy niaaHapHu npema teopemu 90.

4) |R| = p*, k > 5. One jacHo HeMa TOPOMIAJTHUX JWHWUjCKAX rpadoBa

jep je [M| =|Z(R)| = 8. 0

Jlucma xKonawHur Komymamuerur npcmena ca jedunuyom 3a xoje je L(TL(R))

MoPoOUOAUAAH:

Lo, Z3]X]/(X?).

Teopema 94. Hexa je g > 0 wyeo 6poj. Tada nocmoju camo KOHAYHO MHOZ0

HeuzomopPrux xomymamuerux npemena R maxeuzr da je v(L(TI(R))) = g.

Loxas: Ilorkazamu cmo na 3a g = 0 mocroju camo 11 TakBuX mpcTeHa, TOK 3a

g = 1 mocroje camo 2 takBa npcteHa. lIpermocraBumo ma je g > 2. Ilpema
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teopemu 85, HejemuakocT u3 tBphewma 6 3a rpap L(TT(R)) cBoau ce Ha:

129 — 12
2Z(R)| -4 <6+ L=,

Kako je
n=|V(L(TT(R)))| = %!R\(IZ(R)\ - 1),

3aMEHOM y MPEeTXOMHY HejeTHAKOCT M00ujaMo
[RI(1Z(R)| = 1)(1Z(R)| = 5) < 129 — 12.
Opnasne, 3a |Z(R)| > 6 Baxkn
|R| <3g — 3.

C npyre crpane, xako je |R| < |Z(R)|?, uma camMo KOHAYHO MHOTO CJydajeBa

rakBux na je |Z(R)| < 6. OBum je mokas 3aBpIIeH. []

Hanomena 95. RKopuctehu ucre aprymMente Kao y IpeTXOmTHOM TOKa3y, 3aH-
rmipuBoO je mcrahum ma 3a |Z(R)| > 6 He HmOCTOjU HPCTEHW YUjU JIMHU)CKU

rpa¢oBu uMajy pon 2 uam 3.
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I'VIABA 6

I'PA® IIPECERKA NJEAJIA

Heka je R komyrartusan npcres ca jequaunom u G(R) meros rpad mpeceka
uneanga. Y OBOj TJIaBU JajeMO KIaCU(PUKAIN]Y CBUX TOPOUIAJTHUX I'padoBa
KOju cy rpadoBu mpeceka mueana. lakobe majemo jemHo moOoJpIiame moC-
Tojehux pesynarara O ImIaHAPHOCTU OBUX I'padoBa.

Heka je R xoMyTaTuBaH OPCTEH Ca jeAMHUNOM W Heka je [*(R) ckyn me-
rOBUX HETPUBHjasHUX uueasa. Ipad npecexa udeara G(R) mepunuime ce Ha

cienehy Haumu:
V(G(R)) :==I"(R), E(G(R)):={{li,Iz}: L NI # 0},

rae V(G(R)) (E(G(R))) o3nauaBa ckyn TtemeHa (uBumna) rpada G(R). OsBaj
rpa¢ nepunucan je y pany [18], 3a mekomyraruBan npcreH R u dammanjy
JIeBUX HETPUBUjAJHUX uaeasa y R. Ayropu cy maau moTrpebHE W TOBOJLHE
yCJIOBE 3a IMMOBE3aHOCT OBOT rpada. 3a KOMyTaTUBaH IPCTEH Ca jeIuHULIOM R,
G(R) 6uhe menosesan akko je R mupekran nmpousBon asa nosa ([18, mocimen-
nia 2.8]). Ocobune oBor rpaga takobe cy mcnurusase y [3]. Y oBoMm pany
Kapakrepuiny ce cBu npcrenu R 3a koje je cl(G(R)) ronauan u mokasyje ce
na n3 cl(G(R)) < oo caemun x(G(R)) < oo. Tarobe ce morasyje na Baku
diam(G(R)) <2 y cayuajy xazna je G(R) mosesas.

Y pany [31], ayropu cy orapakTepucaJyM OHE IIaHApDHE rpadoBe KOju



Mory Out; rpadoBu Tpeceka muaeasa 3a HEKe KoMmyTaruBHe mpcrene. (OBa
KJIacuprKanja HUje maTa y HOTIYHOCTHU, jep ce HOoKa3dyje Oa ce MOIy IOjaB-
UTHU 3Be3na rpa¢oBu, 0e3 geTassa O TOME KOjU Ol BUX MOry OuTm rpadoBu
npeceka uneana. lonmyamhemo oBy knacudukanujy y teopemu 97.

Kako crpykrypa mmeana ompaskaBa oCOOMHE NPCTEHA MPUPOIHO je HAC-
TABUTHU NaJba UCTPAKUBaEKa OBOT rpada. Y 0BOj riaBy 0ABUMO Ce yIJIaBHOM
OUTAKEM BEeroBe TOPOUIATHOCTY (U y MameM obumy mianapuoctu). Hum je
a MOTIIYHO ONMIIEMO OHE TOPOUIaJIHE rpadoBe KOjU MOTY OUTH rpadoBU Ipe-
ceka maeaja 3a HEKe KOMYTaTUBHE IPCTeHe ca jenuHuIoM. ['maBHU pesynrat

nat je y teopemu 110 rme je mpe3eHTOBAHO pellewme OBOT IpobieMa.

6.1 O nmamapuoctu rpada G(R)

Tepbeme 96. Axo G(R) uma xonavwan pod, onda je R Apmunoe npcmen. Axo
nocmampamo R wao jedan R-modya, onoa je [(R) <5 axo je G(R) naanapar u

I(R) <8 axo je G(R) mopoudanan.

Jokas: OBo je ouursemuo. Aro R me 6m 6mo Aptunos, onma 6u G(R)
cagp:xao K" rao moarpa¢ (3a cako n). Kako je R rtama Herepun, on uma
KOHAUHY OY:KUHY Kao R-MOmyJs U Ta Ay:KMHA MMa HaBeleHE TOPHE I'PDAHUIE.

[]

Moskemo ce makiie KoHmenTpucaru Ha AprtuHoBe npcrere. [Ipema Teopemu 1
R=Ry x--- xR, (6.1.1)

rae cy R; moramau ApPTUHOBM MPCTEHU ca MaKCUMAJHUM umeasjuma M;. Y
[31], ayropu cy ommcanu miaaHapHe rpadoBe KOju MOry OuTu rpadoBU mpe-
CeKa mpaeaJsia 3a HeKe KoMyTaTuBHe mpcreHe. Meby muma, mojaBmyjy ce
u 3Be3na rpadosu. Kako Huje maTa moTmyHa aHaJIM3a O KOJUM Ce 3Be3Ja

rpadoBumMa panu, nahemo je oBme.
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Teopema 97. Hexa je R nokanan KomMymamuear npcmen ca MakcuMaiHUM Uoe-
anom M = {(x,y). Axo je G(R) naanapan, owda je M?* = 0 u G(R) je uau
beckonavan 3eesda zpad uau je uzomoppar ca Ky iy, 30 Hexu npocm 6poj p u

nosumuean ueo 6poj k.

Jloxas: TlpernocraBumo ma je x? # (0. Jlako je IpoBepuUTH Oa Cy y TOM
cnyuajy uneamu (z), (z%), (z%,y), (z*,x+y) u M paznuuutu u na CBU cagpke
2?. Hakne, K° je moarpad y G(R). Victu 3akmydak nobuja ce axo je y? # 0.
V3 nmpernocraske na je G(R) mnamapan, mopa outu r? = y> = 0. Axo je

2 = y? =0, nobujamo zy € (x +y). Tama umeanu (x), (y),

xy # 0 a rako je r
(zy), (x+y), (x,y) dopmupajy K° ymyrap G(R).

Omnasne Mopa ma Basu 22 = y?> = oy = 0, tj. M? = 0. Ilakme, cBaku
exemenTt y M je obnura ax + By, rae je o, € U(R)U{0} (ca U(R) o3nauenn
cy naBepTuOuIHU esementu y R). Huje Temko onucaTu CTpyKTypy uieasa y
takBoM npcrteny. Ceu npasu mpeanu pasauuuty ox M Mopajy Gutu riasHWU,
obnuka (x), (y) nan (xr + ay), rae je € U(R). OBu mueanu cy odmriienHo
MUHUMAJIHA W TPUBUJATHO ce cery. Y MuamMasnoM ciaydajy U(R) = {1},
IIOCTOje TPU TaKBa MIeaJa.

Iokaxumo na je (r + ay) = (x + fy) ako u camo ako o — 3 € M.

Hajupe, ako je a—( € M, ouna je z+ay = z+(a—F+0)y = x+0y. C opyre
crpane, ako je (r+ ay) = (r + fy), ouga x + ay = a(x + By) 3a Hero a € R, na
(1—a)z € (y) u (af —a)y € (xr). Kako M Huje remepucan jeqHUM €JIEMEHTOM,
Mopa na Baku 1 —a € M uafl—a € M. Hakne, f—a=F(1—a)+af—a € M.

M3 oBe amajmse M3BOMM Ce 3aKbYYaK Ma 34 TakaB mpcTeH R Mopa na
Basku |[*(R)| = |R/M|+2 (jeman MakcuMaaH Uoeas U CBU PA3IMYUTU [IIABHU
upeasu Koje CMO mperxonHo nmomenynu). Ako je R/M GeckoHauHO TOJbE,
oHma MMa OeCKOHauyHO MHOrO muaeada. CBU MOeasu KOjU HUCY MaKCUMAJHU
cycemuu cy camo ca M (cBu cy munumasiuu), na je G(R) 3Be3ma rpad. Ako
HoJbe Huje GeCKOHAYHO, OHMa Mopa uMmaTu pF + 2 TemeHa (3a HeKM mpocT GPOj

p U no3uTuBaH neo 6poj k), ma je G(R) = K pryq. [
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Hamomena 98. Cge oBe rpadoBe MoskeM0O no6uTu m3dopoM moma F'y npcreny
F[X,Y]/(X,Y)?. Kako je cBaku 3Be3na rpad IaHapaH, IPETXOMHA TeOPEMa
takobhe moka3yje kKoju 3Be3na rpadoBu MOry O6mTy rpadoBHU Ipeceka naeasa
(3Be3ma rpagoBu mOjaBibyjy Ce caMo y ciaydajy Kama je R JorajJaH IpCTeH

UMj MAKCUMAJAH UIeas MMa TAYHO IBA TeHepaTopa).

6.2 Topounmamaoct rpada G(R)

[Tounmemo oBO morsaBsbe mpencTaBbameM rpada ') koju ce mMoke yTo-
nutu y Topyc (Cauka 11 Ha kpajy). OBaj rpad je o CymITUHCKE BAYKHOCTU 34
HAILLy OUCKYCUjy jep cy cBu Topomnanuu rpadosu G(R) moarpagosu rpada
I'. Ilpumermmo ma [' macrtaje onx KommiaeTHOr rpada K7 nomaBameM HEKUX

TEMEHa 1 MBUIlA.

Tepbeme 99. Axo y npouseody (6.1.1) saxmcu n > 3, onda je v(G(R)) # 1.

Jloxas: Tpeba camo mcnuraTu ciaydaj kKana je n = 3 u 0ap jeman on R; Huje
nosme (Bumeru [31]).

[IpernocraBumo ma je Ry JoKajgaH MPCTEH Ca MaKCUMAJHUM umeaaom My #
0. Uneanu I; = Ry x0x0, Iy = Ri X Ry x0, Is =Ry x0x R3, I, = M; X Ry X R3,
Is = M; X Ry x0, I = My x0x Rsg, Ir = My x0x0wu Ig =0x Ry X Ry unOyKyjy
noarpa¢ y G(R). Crenenu on Iy u I7 cy 6, crenen Ig je 5, MOk ocrajia TeMeHa
nMmajy crener 7 (y oBoMm moarpady). 3akmpydyjemo na je e = 26. Ako Ou ce
oBaj moArpag Morao yTONUTH y TOpyc, ouno ou f = 18, anm omma mobujamo

KOHTPAIUKIN]y jep Mopa ma Bayku 2e¢ > 3f. []

Tepbeme 100. I[Ipemnocmasumo da je R = Ry X Ry, 20e cy Ry, Ry aoxanrnu
npcmenu. Tada je v(G(R)) = 1 y mauno jednom 00 caedehuz cayuajesa:
1) Jedan 00 npcmena je 2aa8HOUOEANCKU QOMEH CA MAKCUMANHUM UOEAAOM

M maxeum 0a je M* =0 a Opyeu npcmen je nowe;
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2) Ry u Ry cy enasroudeanckuy 0OMeHU K00 KOJUT CY KEAOPAMU MAKCUMAAHUL

udeana jeoHaxu Hyau.

Zoxaz: Aro cy Ry u Ry, moma, onna je G(R) rpad ca nBa Temena 6e3 uBuia,
na je v(G(R) = 0.

Hoxrasxkumo caenehe: ako R, HUje moJbe, OHIA je TIIaBHOUIEAJCKUA MTOMEH.
[IpernocraBumo na makcumasau nneas M Huje rnaBau. Heka jex € Myny €
M\ (z). Ilormenajmo nmease Ry x 0, M;x0, (x)x0, (y)x0, (x+y) x0, My X Ra,
(x) X Ra, (y) X Ry, (x +y) X Ry m 0 X Ry. IlpouemuBameM HUXOBUX CTEIEHA
(ma mpumep, crenen ox (r) X 0 je Hajmame 4), nobujamMo ma y MUHUMAJIHOM
caydajy umamo noarpad ox G(R) ca 10 remena un 31 uBunom. Ako 6u ce oBaj
noarpad Morao yTOIUTH y TOpyc, mobunu 6m f = 21. OBo je KOHTpaIUKIN]ja
jep mMopa ma Basku 2e > 3f.

3ato je Ry nokanan ApPTUHOB IPCTEH Ca MAKCUMAJHUM upeasom M, = (x),
x # 0. Hakmxe

I'(Ry) = {{z") [1 <k <71},

rme je r HajMamu npupomaH 6poj 3a koju je " = 0. Y 3aBUCHOCTH O 7" U O
npcreHa Ry MMaMO HEKOJIMKO CJiIydajeBa.

1. r=2u Ry je mome. 3uamo na je rana G(R) nnanapan (Bumeru [31]).

2.r=3wmr =4 u Ry je mome. 3a r =3, rpa¢d npecera uneana G(R)
nzomopdan je ca I'[1,2,3,4,5 a], nok je 3a r = 4 G(R) uszomopdan ca
I'[1,2,3,4,5,6,7,d], na je pona 1.

3. r > 5. Tanma je y(G(R)) > 1. OBo je ounrsenHo, jep y TOM CiIydajy
() x 0, Ry x 0, (x?) x 0, (x3) x 0, (z*) x 0, (z) X Ry, (2%) x Ry m (x3) X Ry
najy K&.

4. Ry m Ry cy norasHu ca MakcuMasiHuMm upeanuma My = (x), My = (y),
taksuM na je 2 = y?> = 0. Tazna je rpad npecera uneana G(R) uzomop-

bam ca I'[1,2,3,4,5,6,7] — {36,37,46,47} u v(G(R)) = 1.
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5. Ry n Ry cy moramam ca MakcuMmaJsHuM uneanuma My, = (z), My = (y),
takBuM na je x° # 0 uau y? # 0. Tana je v(G(R)) > 1. Haume, axo je
2?2 #0, ouma (x) X0, () X (y), (x) X Ry, Ry x0, Ry x (y), (x?) x 0, (x?) x (y)
u (2?) X Ry majy K®. Cnuuno 3a y* # 0. ]

Ocraje ma pasmMoTpumMo ciaydaj JOkKaJHOr ApPTUHOBOr mpcreHa R ca Mak-
cumasauM uneasom M # 0. Kako je M komauyHo rermepucas auckyrToBahemo

0 MUHUMAJIHOM Opojy remeparopa (n).

Tepbemwe 101. Axo je n > 3, onda je v(G(R)) > 1.

Joxas: IloBoswHO je pasmorpuru MuHuMataH ciaydaj M = (z,y,z). Wneann
() (@ +y+2), (@), (52), 0 2), (9,20, (By+2), (go+2) 7 (50 +y) cy
pazauuntu. PauyHameM BUXOBUX (MUHUMAJJIHUX) CTENEHA nqobujaMo rpad ca
9 temena u 29 mBuna. Ako 6u ce MOrao yTouuTu y TOpyc mobmmnm ou f = 20,

anu To HUje moryhe jep je 3f = 60 > 58 = 2e. [

Haname hemo uvecto moparu ma mpoBepaBaMoO Ha JU Cy W3BECHU UIE-
anu jenmnaku. J[la Om ympocTuam m CKpaTWUIM IPOBepy, nokazahemo jenman
pe3yaTaT Koju HaM OoMOTyhaBa ga yTBPAUMO Ia jeé MaKCUMaJIaH WUOeaJ pa-
3JUYUAT OJ OCTAJUX MAeasia KOju ce KacHuje jaBipajy y muckycuju. OBo je
MIO3HATU PE3yJiTaT, ajdu heMo naTu AOKa3 300r KOMIIETHOCTHU u3aarama. Vc-
TAKHUMO HajIpe jeqHO MO3HATO TBpheme Koje je mocienuna jgeme Hakajame
(momcehamo na je mpermocraBka ycioBa na je npcren Herepun yribydena

IPETIOCTABKOM Ja je JIOKAJAH).

Tepbemwe 102. Hexa je (R, M) aokanan npcmen. Axo je I udean y R maxae da
je I+ M? =M, onoda je I = M.

IMocnemuma 103. Hexa je (R, M) aokasan xomymamusan npcmen. Axo je n
Munumanar 6poj zenepamopa 3a M u axo je {x1,...,x,} buro xoju zenepuwyhu
cxyn 3a M, mada nujedan 00 esemenama x; ne npunada M?.

Jloxas: Axo ma mpumep z,, € M?, oHZa TPUMEHMMO IPETXOTHO TBpheme Ha

umean I = (xq,...,2, 1). [

67



Hamomena 104. OBo y cymTunru oarosapa uumenurm na M /M? nma nuven-

3Ujy N KA0 BEKTOPCKU mpocTop Ham R/M.

[Topen Tora, IprMeTUMO Ia y JIOKAJHOM NPCTEHY R ca MaKCUMAJIHUAM HIe-
asom M, 3a cBako a,b € R\ {0} Bazku: (a) = (b) akko a = rb 3a Hero r € U(R).
Haume aro (a) = (b), ouna a = rb u b = sa, 3a ueke r,s € R. Iakue, a = rsa
u (1 —rs)a=0. Kako je a #0, cnemn na 1 —rs € M, na rs € U(R).

Capna ce KOHIEHTpUIIEMO Ha cJiydaj Kkana M Huje TiaBHU, aju je TeHep-
rcaH ca nBa eneMeHTa. Kako decto pamumo ca mosseMm R/M, o3maunhemo ra
ca I

[Ipe ceera, ako je M? = 0, rpad G(R) je mnanapan (Bumeru [31], nmm

Teopemy 97), Ta HajgaJbe mpeTmocTaBbaMo Aa je M? # (.

JIema 105. Axo je nowe F (= R/M) beckonaurno, mada zpad G(R) Hema Konavwan

poo.

Jloxas: 36or ycnosa 3a M, uvmamo na je mumensuja 3a M/M? xao Bek-
TOpCKOr mpoctopa Ham F jemmaka 2. OBaj BEKTOPCKM TPOCTOP je yHUja
CBOjUX jeqHOAVMEH3UOHAJIHUX MOTIPOCTOPA (M CBAaKa IBA O HBUX Yy MPECEKY
rMajy caMo Hysa BekTop). Kako je mosme F' 6eCKOHAUHO, TOCTOjU HECKOHAYHO
MHOTO TAKBUX MOTIIPOCTOPA (BEKTOPCKU MPOCTOP HAL OECKOHAYHUM MOJbEM HE
MOsKe OUTHU YHUja KOHAYHO MHOTO mpaBux nornpocropa). CBaku jeaHoauMen-
3uonu nornpoctop Wy M/M? je obauka [/M? 3a nekn unean [ koju canp:xu
M?*(# 0). 36or Tora mocToju GECKOHAYHO MHOTO DAa3IUYMTUX uneana y R
koju canp:ke M?(# 0), ma ce HETPUBUjATHO CEKy. 3aKbydyjeMo na 3a CBAKO
n, G(R) caap:xu koMmiuieras noarpad ca n remena. Jlakie, OH He MOKEe UMATHU

KOHAYaH POJI. []

HaﬂaJLe, OpeTnocTraB/baMO Oda je F' xomauno noJe.

Jlema 106. Axo je R aokasan npcmen ca marxcumansrnum udeasom M ca dea

eenepamopa u G(R) je mopoudanan, onda je M? 2naemu udean.
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Jloxas: Tlpernoctasumo cynpotro, Heka M?%(# 0) muje riasau. Ilakme moc-
Toje Heru esementu u,v € M? taku nma u ¢ (v) mu v ¢ (u). Jacmo je ma
cy mmeama (u), (v), {(u+ v) u M? pazmuuuru. 3mamo ma je M/M? yuuja
jennomamensuonux nornpoctopa. Kako je |M/M?| = |F|?, zakmyunnu cmo
na uma |F| + 1 jemnomuvensuonux mormpoctopa y M/M?, nakie majmame 3
takBa. Jlo6ujamo Tpu uneana I, I, u I3 koju caapxe M?(#0). Tako umamo
ocam umeana: M, Iy, I, Iy, M?, (u), (v), (u+v). IIpBux mer umeata uMmajy
creneH 7 IOK MOCJenma Tpu uMajy crenes (Hajmame) 5. [Tocmarpajyhu mon-
rpad y G(R) nHOAyKOBAaH TUM MIeauMa, 3akbydyjeMo ma je e > 25. Ilakie,

2e —3f =2¢—3e+24 =24 —¢e <0, mro je memoryhe. [

Teopema 107. Hexa je R aoxanan npcmen ca maxcumanrrum udearom M ca dsa
eenepamopa u nexa je G(R) mopoudanan. Tada je M3 = 0 u moz2y ce odabpamu
eenepamopu u,v 3a M maxo da je M? = (uv), 20e je u> = v* = 0, uau M? = (u?),

20e je uv = 0.

Jloxas: Heka je M = (x,y). Ilpema nperxomnoj semu, 3amMo 1a je M? riasau
unean. Iakae, M? = (ax® + bxy + cy?). Karo je M? # M?, Gap jenan on
a,b,c mopa Outu maBeprubuiaan. Heka je ma upumep a € U(R). Mowxke ce
OpeTnocTaBuTu Aa je a = 1, na mobujamo M? = (22 + bxy + cy?). Omnasne,
2? = a(2? + bry + cy?). Axo je a € U(R), nobujamo M? = (2?). ¥ cynpoTtHOM,
l1—a € UR)uz*=(1-a) albry + cy?*). 3Baro je M? = (dzy + ey?), 3a
Heke d,e. HacraBmamo wHa uctu vHaumHa. DBap jeman on d,e je muHBepTHUOUIAH.
[Ipernocrasumo na je d € U(R) u y3amumo d = 1. Ha Taj mauun, M? =
(xy + ey?). Iobujamo zy = [(ry + ey?), 3a mexo 3. Axo je 3 € U(R), ouna je
M? = (zy), a axo je 8 € M, onma je M? = (y?).

Jlokaszamm cMo ma je jemas on a2, xy,y* remeparop 3a M?2.

1) M? = (z?). Onga je xy = ax?, 3a Hero a € R. Iaxne, x(y—az) = 0. Axo
onabepeMo reHeparope u =T 1 v =y — ax 3a M, mobujamo ma je M? = (u?)

2

n uw = 0. Bawwm v? = ru?, 3a meko r € R. Karo je uv = 0, mobujamo

v3 = w? = u?v = 0.
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[Ipernocrasumo na je u® # 0. Wmeamu: (u), (u?), (u3), (u,v), (u+ v),
(u?+v), (u?,v), (u®,v) canpxe u® # 0 jep je uv = 0. Tpeba camo TPOBEPUTH A2
cy mebhycobuo paznuuuru jep he uz rora caenuru na G(R) Huje Topoumaaan
oyayhn ga canpxu K® xao moarpad.

3HaMO Oa je MakcuMaJaH uieaJ pas3juduT on ocTanux. Takxobe, kako
v & (u), npBa TpU MOeaIa pasiuKyjy ce onx octaaux. Ilopen oBux, Tpeba jour

npoBeputu cienehe ciay4yajese.

1. Ako je (u+v) C (u*,v), cnema ma je u+ v =r(u®>+v) 3a mexko r € R, na
je u(1 —ru) = (r — 1)v. Kako je 1 — ru naBeptubumnan nobujamo u € (v),

mTo je meMoryhe.

2. Axo je (u?,v) C (u*+v), onna je u® = r(u®+v) 3a mexo r € R. Muosxkehn

3

ca u u Kopuctehu ocobuny uv = 0, gobujamo u® = rud. Kaxo je u® # 0,

ciemn na je 1 —r € M tj. r € U(R), na je v € (u).

3. Axo je (u*,v) C (u?,v), omna je u* = ru® + sv 3a mewe r, s € R. Muoskehnu
ca u mobujamo u® = ru?, ma je u*(1 —ru) = 0. Kaxko je 1 —ru € U(R),

nobujamo u’ = 0.

Haxme M? = 0 u remepatopu 3a M Mory ce onabpaTu Ha KeJLCHI HAUNH.

2 = axy n y* = bry 3a Heke a,b € R. Axo je

2) M? = (xy). Osne Baxu x
bap jemaum onm a,b maBepTUOUIAH, MOKEMO OmabpaTu HOBE reHepaTope U = &,
v=u1x—ay (mwm v =2z—by), Tako ma je M? = (u*) u wv = 0. Ha Taj nauun
OoBaj cayuaj CBOOM ce Ha mperxomuu. IlpermocraBumo 3aTo ma cy a,b € M.
Haxne 2%, y*> € M3. Anum raxo je M3 = (23 2%y, xy? y3), 3akmyuyjemo na je
M3 C M*, jep cy My cBu remeparopu u3z M*. Ompasge je M3 = M*. IIpema

nemn Hakxajame M? =0 u 22 = y* = 0. ]

Teopema 108. Hexa je R aokanan npemen u M = (x,y), 20e cy T,y Munu-
mannu zewepamopu. Tada, Y(G(R)) = 1 axo u camo axo je M? zaasnu udean
u |R/M| < 4. I'pad G(R) mada je usomopdan jednom 00 zpagosa K°, K6, K7,
I'[1,2,3,4,5,a,b], T'[1,2,3,4,5,6,a,b,c| uau T — {3d}.
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Zloxasz: Ilpema mpeTxomHUM pe3yJTaTuMa MAOBOJLHO je Pa3MOTPUTHU cjaeneha
msa ciayuaja: M? = (zy) # 0, rae je 22 = y> = 0 u M? = (2?) # 0, rme je
zy = 0.

M? = (zy), 2?2 = y* = 0. OnumumMo CTPYKTYypy NpaBUX UAeaja y MPCTEHY
R.

[Tornenajmo majupe raasHe unease. Ako je I = (ax + by) 3a Heke a,b € R,

oHIAa, aKo je a,b € M, mmamo na je I = (ry) nom [ = 0. IIpernocraBumo 3aTo
na 6ap jeman ox a,b vuje y M, na npumep ueka je a € U(R). Tana (ax+by) =
(x + ay). Aro je a € M, nobujamo (x + ay) = (x + cxy) = (x(1 + cy)) = (z).

Iakme mobuja ce ma cy riaaBHU umeasu ciemehn:
(xy), (y), (v + ay), 3a wHero o € U(R) U {0}.

[Toraskumo na je (x + ay) = (v + [fy) ako u camo ako o — (3 € M.

a—p e M. Hakne, o — = cx + dy 3a Hekre c¢,d € R. Jlako ce mpoBepaBa na
je x+ay = (z+Py)(1+cy), na (z+ay) = (z+ Fy).

(x+ay) = (z+ Py). Orma je r+ay =r(z+Py), na (1—r)xr = (rf—a)y. Kako

Cy T ¥ Yy MUHUMAaJHU reHeparopu 3a M, mopa ma Baxku 1 —r,rf —a € M.
Tama o« — = (-1)(rf—a)—0(1—1)€ M.

Hexka je I nunean xoju uuje raasuau. OH Mopa cagp:raTtu Oap jedaH eJIeMeHT
obnuka = + ay, rae je a € U(R) U {0} (y cymporHoMm, cBaku enemeHT u3 [ je
obuuka ay 3a Heko a € R, omakiue ciaemu na je I = (y) wnm [ = (zy)). Karo I
HUje ruaBHU, yamuMo ar+by € I\ (z+ay). Tana je (x+ay, ax+by) = (x+ay, cy)
3a mHeko ¢ € R. Kaxo je zy € (x + ay) (xy = y(z + ay)), Mmopa mocrojatu
c € U(R) rakaB na (x + ay,cy) = (x,y) = M. Onasne jenunu nnean y R xoju
HUj€e TJIaBHU j€ MaKCUMAJIHU UIeal.

Ilaksne cBu nmpaBu maeau npcreHa R cy:

{,9), (y), (xy), (& +ay) (e € U(R)U{0}).

Csu oBu mneanu caapxke zy(# 0) u nma ux 3 + |[R/M|. Axo je |R/M| > 5,
ouna G(R) muje topompnasan. [lakiae mopa ma Bawu |[R/M| < 4 u G(R) je

komIieTaH rpad ca 3 + |R/M| temena.
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M? = (z%), 2y = 0,y? = az?, 3a wero a € U(R). Osaj cayuaj He pasnukyje

ce on mperxonnor. /lobujamo ma cy cBu mpaBu upeasu y R:

(z,y), (y), (2%), (z+ay) (a € UR)U{0}).

Kao u panuje (z+ay) = (x+ [y) ako u camo ako a — 3 € M. CBu oBu nneanu
campske 12 # 0 1 3aKbYydUaK je MCTH Kao U y IPETXOTHOM CIydajy.

M? = (z%),2y =0,y> =0. Osme je mano npyraumja curyamuja. Hauwme,

ocuMm uneana (z,y), (r?), (r+ay), 3a a € U(R)U{0}, umamo u uneane (2% y) u
(y+82?), 3a 8 € U(R)U{0}. Basnu (y+32%) = (y+vyx?) ako u camo ako 3—y € M
(zampaso y + (22 = y + y2? ako u camo ako 3 — v € M). OBu HOBU UmeaIH
uMajy HeTpuBmjadHe mpeceke ca M u (z%,y), TOK ocTanum maeandu caapike
2?2 # 0. CauyHOM aHAJU30M Ka0 M y HPEeTXOMHMM CIydajeBuMa To6ujamo

Tpa:KeHO TBpDheme. ]

Tepbeme 109. Heka je R aokanan npemen ca maxcumanrum uoearom M = (x).

Taoda, v(G(R)) =1 axxo G(R) je usomopparn ca K°, K¢ uau K'.

Jlokas: R je TMaBHOMIEAJICKA JTOMEH U CBU H-ETOBU Umeasu cy obmuka (zF),
3a k > 1. Karo je G(R) topounanan, Mopa ma Basxku x° = ( omakjie ciaeau
TpasKeHU pe3yJITar. [

Cymupajmo mperxonuHo nobujene pesyinarare y obaury ciaemehe Teopeme.

Teopema 110. Hexa je R womymamuean npcmen ca jedunu,om. Tada eancu

Y(G(R)) =1 axo u camo axo je G(R) usomopdanr jedrom 00 caedehur zpagosa:
K° K° K", TJl1,2,3,4,5,a], T[1,2,3,4,5 6,7 —{36,37,46,47},

[1,2,3,4,5,6,7,d), T[1,2,3,4,5,a,b], I[1,2,3,4,5,6,a,b,c, T —{3d}.
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I'VNIABA 7

S3ARJbYUAKR

Y oBoj rnaBu mahemo Heke 3aBpmue Hamomene. Cymmpahemo riasme
pe3yarare OBe AUCEpTaluje W CUCTEMATU30BaTU OHO mTO je ypabeno. Kako
npobiemMaTuKa TPUIAPYKUBama rpadoBa NPCTEHMMA U MOLYJIUMAa OCTABJbA
MHOTO OTBODEHUX U 33aHMMJbUBUX MUTAMmA, OBAE NeMO CIIOMEHYTU U HEKE O

TUX OTpobJieMa KOju MOr'y OWUTU MHTEPECAHTHU 33 aJjbad NCTPAKUBADA.

['nmaBHM pe3ynTaTu U OTBOPEHA MUTaKHa TJIaBe 2

Y rmaBu 2 onpeben je pamujyc ToragHor rpada. 3a KOMyTATUBAH IPCTEH
R mncnmraHm cy mOBe3aHOCT M aujaMeTap IpPCTeHa MOJIWHOMA, IPCTeHa (op-
MaJIHUX peIoBa, MAeaJu3allije U MPCTeHa Marpuia Ham K.

JemHo o OTBOpEHUWX MUTAMma Y BE3UW Ca OBOM MPOOJIEMATUKOM j& MUTAHe
onpebuBama nybme Bese uzameby Toramuor rpada TI'(R) u rpada meauressa
wysne ['(R). lpyra 3aHuUM/bMBA U jOUI YBEK HEUCTPAKEHA TeMa Cy TOTAJHU
rpadoBU IPYIHUX MPCTEHA.

Nnaxk, mo ayrTopoBoMm yoebhemy, Haj3aHUMJIBbUBUja OTBOPEHA MUTAKA BE3aHA
Cy 3a peryjapHe ejJeMeHTe KOMYyTATUBHOI mpcreHa R takBor ma Z(R) muje
nnean y R. Axo je Reg(I'(R)) nosesan, ouma je TT'(R) mosesan ([7, Teo-
pema 3.1]). Ilpummep romyrarmsror mpcreda R = Q[X|(+)(Q(X)/Q[X]) ([7,



npumep 3.2]) mokasyje na obpaTHO He MOpa na Baskd. Y OBOM IPUMEDY
je diam(TT'(R)) = 2 n diam(Reg(I'(R))) = co. Ilocmemuna 13 maje caenehy
npoueny: ako je diam(TT'(R)) = n, orna je diam(Reg(I'(R))) > n — 2.

[IpBoO muTame Koje Tpeba MOCTABUTHU OBJIE j€ a JIU CE MOKE NEeCUTHU CIydaj
m = diam(Reg(I'(R))) > diam(TI'(R)) = n?

Onarosop je BepoBarHO HeraruBaH. Ako Huje, onma Tpeba Hahu mpumep
trakBOr npcreHa R (koju cBakako Huje Herepun).

[IITto ce pamujyca tuue, mokazamau cmo ga je r(TT(R)) = diam(TT'(R))
ako je TT'(R) mose3an. Moske ce mocraButu nurame onpebusama pamujyca
r(Reg(I'(R))) rana je Reg(I'(R)) mose3as.

Axo je diam(TT'(R)) = n, kopucrehu momaruy npermocrasky na je R He-

Trepun, nobuja ce caeneha mejemuarocrt ([1, mocaemuuna 1]):
n — 2 < diam(Reg(I'(R))) < n.

Y Be3u ca moCiaenmOM HejeTHAKOMINY MOTY Cce TOCTABUTU HEKA 3aHUMJbUBA
nutama. [IpBo, na mu ce ycnos na je R Herepun moske ocnadbutu? Kopucuo
6u 6uno u mahu npumepe rae je diam(Reg(I'(R))) € {n —2,n — 1,n}. ¥ Be3n

ca pamujycoM mocraBuhemo ciaenehy xumoresy:

Hexa je R xomymamuearn Hemepun npecmen. Axo je TT'(R) nosesan, xonaurnoz

oujamempa, onda je r(Reg(I'(R))) = diam(Reg(I'(R))).

1)



['maBHM pe3ynTaTu U OTBOpPEHA NUTaHa TJaBe 3

Y o0Boj runaBu yBenes je toranuu rpad TT'(M) R-momyma M mam xowmy-
TaTuBHUM npcreHoM R. OH mpencraBba TeHepasn3alujy TOTAJHOD Tr'pada
npcrena TT(R). Wcnurana je merosa CTpyKTypa u Heke on ocobuna. Uc-
TpaskeHo je kako ce Bese uamebhy rpadosa TT'(M) u TT'(R) pedaerryjy Ha Bese
KOMYyTATUBHOT npcrteHa R um moxyna M Hanm mum. Teopema 38 m3 oBe riase
mpeacTaBba q00ap IprUMep KaKO UCIUTUBAKE CBOjCTaBa HEKOT rpada MOyKe
IOBECTH IO YUCTO aJredapCKUX MUTAlka, KAO IITO je IUTame Kald TOP3UOHU
eJIeMeHTU MoayJaa (GOpPMUPA]y HOAMOIYJI.

Y Be3u ca TUM HMCTAKHMMO JaJbe MOryhHOCTH 3a pan ca rpadoBruMa Koju
cy npuapyskeau monynuma. Heka je R npcren ca jequannom (R e Mopa 6urtn
komyTaruBal) u M nesu R-monyn. Topswmona noarpyna T(M) nedunume ce
ca

T(M)={x € M | Anng(x) canp:xu peryiapHu €JIeMeHT}.

OBpme mon peryJjapHUM eJIeMEeHTOM r € R mompa3yMeBaMoO €JeMeHT KOju HUje
neauresb Hyse (HU JIeBM HU NECHU). 3aHUMJBUBO je BUAETU WITA Cce nobuja
akro ce neduHmIUja rpada 6a3zupa Ha 0BOj meduHUINMjU. ['IaBHK UL je HAP-
ABHO NOOUTU IITO BUIIE MHPOPMALK]a O CTPYKTYpU TOp3uoHe noarpymne T'(M)
U BEeHUM Be3daMa ca npcreHoM R. JloOujame HOBUX KOPUCHUX MH(pOpPMAIL]ja

onpaBaaJio 6m yBobheme TakBOT rpada.

['maBHM pe3ynraTtu U OTBOpEHA NUTama riase 4

Beh cmo panuje mamomenymnu na je riaaBa 4 IEeHTPaJJHO MECTO OBE IUC-
epramuje. Ca muibem OoJber cariegaBaba KIACE YUCTUX IPCTEHA, Y OBOj
raasu geuaucad je ynctu rpad CI'(R). IlerassHO je ncnuTaHa HEroBa CTPYK-
Typa U AATU Cy YCJOBU MO KOjUMa je OH IMMOBEe3aH, KA0 U yCJIOBU IO KOJUMa, je
HBEeroB qujameTrap koHadaH. Vicnurane cy Be3e 4ucTOr rpaga Kako ca YUCTUM

IIpCTEHMMAa, TaKO U ca APYT'MM Kjacama npcreHa. V3meby ocranor mokazano
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je ma je diam(CI'(R)) < 2 ako je R guct nau 2-nobap npcred. Jlo Ha m30MOp-
¢uszam cy oxpebenu cBu KOHAUHM KOMyTaTUBHU npcrerun 3a koje je CI'(R)
mIaHapaH Uid TopoupasaH. ['7aBHO OTBOpeHO murame Beh je moCTaBJ/LEHO

IpU aHAJU3U AVjaMeTpa, aju heMo ra OBle MOHOBUTH:

La au nocmoju komymamusar E,-npcmen R maxae da je diam(CI'(R)) > 27

Haxkamoct Mu oBOe HMCMO yCHEaW na KOHCTPYHWIIEMO TAaKaB MPCTEH HUTU
na OMOBPTHEMO HeroBO mocrtojame. Ocum OBOr, MOCTOje W Apyra MUTAma Yy
BE3M Ca YMCTHUM IpadoM Koja MOTYy OWUTH 3aHMMJbUBA 38 NAJba UCTPAKUBAILA.
JemHo on TakBUX ImuUTama MOXke OUTH onpebuBame paaujyca dmcTor rpada.
BaJLa,JIO 6I/I HCINTAaTU M IITa Ce OelllaBa YKOJMKO Ha IIOTIIYHO MCTW Ha4UH
nepuaumemo rpad CI'(R) 3a mekomyrarusBan upcren R. Ilocebmy maskmy
oBme Ou Tpebasio oOpaTuTU Ha NPCTEHE MaTpUlla Yuja OoraTa CTPYKTypa

naje mocTa MPOoCTOpa 3a AaJbU Pa.

['maBHM pe3ynTatu m OTBOpEHA MUTaKHA TIaBe D

I'naBa 5 6aBu ce nunumjckuMm rpadom L(TT(R)) roramsor rpada romyra-
TUBHOT NIPCTEHA. [ JIaBHM pe3yJiTaTu OBe IyiaBe TU4Yy ce npobieMa yTamnama
muaUjckor rpada. Kommiuerno cy (mo Ha m3omopduzam) KIaCUYUKOBAHU CBU
KOMYTATUBHU [IPCTEHU TAKBU 14 Cy HUXOBU JIUHI)CKYA IPaGOBY INIAHADHY UK
ropoumaaau. OcuMm TOra, MOKa3aHO je na 3a ¢ > (0 mocTtoju caMo KOHAUHO
MHOIO KoMyTaTuBHUX npcresa taksux xa je 7(L(TI'(R))) = g.

[Ipuponuo je Kao jemHy om maeja 3a Aabi pald, MOCTABUTU MUTAE Oa JIU
ce canunu pesynraru mory mobutu 3a L(CI'(R)), rme je CI'(R) umctu rpag

KOMYTATUBHOT IPCTEHA NEPUHUCAH Y IPETXOIHOj I'JIaBuU’!
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['maBHM pe3ynTaTu U OTBOpPEHA NUTama ryiase 6

Y rnaBu 6 M310:XKE€HA je KOMIIETHA KJIACU(PUKAIMja TOPOUIATHIX IpadoBa
KOju Ccy rpadoBU mpeceka maeasaa HEeKOrI KOMYTATUBHOI IMpPCTeHA. AHAIN30M
3Be3na rpadoBa HaTo je m jemnHo moboJspmame nmoctojehux pesyarara o miia-
HapHOCTU rpada mpeceka unaeaja. JenHa ol 3aHUMJIbUBUX TEMA j€ YOUIITEHE
OBUX pe3yiTara IocMarpameM rpada Ipeceka MIOAMOAYIa maTor R-Momyna

M. OsBaxo me¢puuucan rpa¢ Beh je mocrao TemMa HEKUX UCTPaKABAIbA.
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Buorpaduja ayropa

3opan [lynanosuh je poben 16.06.1968. romune y 3ajeuapy. lunmomwmpao
je ma Maremaruurkom darynrery y Beorpany (cmep Teopujcka maremaTuka
u npumene) y jyay 1995. rogure. Maructpupao je y meuem6py 2002. ro-
nuae, Takobhe Ha Martematuukom ¢akynarery y DBeorpamy, cmep Anrebpa,
onOpaHMBIIM paJ IOJ HacloBOM ,llpcreHu ca jemHosHauHOM (aKTOpU3AIU-

jom”. Opnx 1995. romuHe pamm Kao ACUCTEHT HA KaTeApU 348 MaTEeMaTUKY,

¢n3ukry m HanupTHy reomerpujy ['pabeBuncror ¢arynrera y Deorpamy.



Mpwnor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

MNotnucaHun-a _mp 3opaH [NyuaHosuh

6poj nHaekca

UsjaBrbyjem
Aa je OOKTopCKa AncepTaumja nog Hacnosom

AHANNSA NMPCTEHA 1 MOAYTA NPUAPYXWUBAHEM TPA®OBA

e pe3yntat CONnCTBEHOr UCTpaXnBadkor paaa,

e [a npeanoxeHa auceprtaumja y LENUHM HU Yy AenoBuma Huje buna npegnoxeHa
3a pobujame 6uno koje AunnoMe npema CTyAMjCKUM MnporpaMmuma gpyrux
BMCOKOLLIKONICKMX YCTaHOBa,

e [a Cy pe3ynTtaTy KOPEKTHO HAaBEAEHU U

e [a HWCaM KpLUMO/Na ayTopcka npaBa U KOPUCTUO MHTENEKTyarnHy CBOjUHY
APYruxX nuua.

MoTnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, 21 4A- 4ol




Mpwnor 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTYU WITAMMNaHe N eNieKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Wme n npesnme aytopa _ mp 3opaH [yuaHosuh

bpoj nHaekca

Cryaumjckn nporpam

Hacnos paga _ AHAJIN3A MPCTEHA M MOAYNA NMPUOPYXXUBAHEM TrPA®OBA

MeHTOp Aap 3opaH lMeTtposuh, BaHpeaHu npodecop

Motnncann/a  mp 3opaH lNyuaHosuh

WsjaBrbyjem Oa je wTamnaHa Bepanja MOr AOKTOPCKOr pada WCTOBETHA eneKTPOHCKO)]
BEP3UjU KOjy camM npepdao/na 3a objaBrbMBake Ha nopTtany AurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y Beorpany.

HossorbaBam fa ce objaBe MOjU NMMYHM Mofauy Be3aHW 3a Oo6Wjare akagemcKor
3Bama AOKTOpa Hayka, kao LWTO Cy uMe W npesnumMe, roaMHa u Mecto pohera v gatym
onbpaHe paga.

OBM nWYHM nogaum Mory ce 06jaBUTU Ha MPEXHUM CTpaHuuama auruTanHe
BubnunoTeke, y eneKTpoHCKOM KaTarnory 1y nybnvkauvjama YHueepauteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagy, A4 4. 2012 -




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwherwy

Osnawhyjem YHusep3auteTcky 6ubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh® ga y [urutanHu
penosutopujym YHuep3uteTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKy AucepTauujy nop
HacrnoBomMm:

AHANMN3A NMPCTEHA W MOAYNA NPUOPY>XXUBAHEM TPAGOBA

KOja je Moje ayTOpCKO Aeno.

AvcepTaumjy ca cBMM NpunosvMma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopmMaTy rnorogHom
3a TpajHO apxuBupame.

Mojy OOKTOpCKY AucepTaumjy noxpaweHy y AurutanHu penosutopujym YHuBepsuTeTa
y Beorpagy mory ga kopucte CBM KOju nowiTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatneHe 3ajeaHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ognyyuno/na.

1. AytopcTBO
@AyTopCTBO - HEKOMepumjanHo
3. AyTopcTBO — HEKOMepUuumjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLMjanHo — AeNUTU Nog UCTUM yCrioBuma
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AEnnTW NoA UCTUM yCrioBnMa

(Monumo pa 3aokpykuTe camo jedHy of LWecCT MOoHyReHuMX nuueHuw, Kpatak onuc
nuueHumn garT je Ha nonehuHun nucra).

MoTnuc gokTropaHaa

Y Beorpaay, JA. M. 207




1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUOYLUjY M jaBHO CaonluTaBare
Aena, v npepaze, ako ce HaBede VMe ayTopa Ha HauvH ogpefheH o cTpaHe ayTopa
unu fasaoua nuueHue, Yak u y komepuujanHe cspxe. OBo je HajcnobogHuja of cBux
NULEHLN.

2. AYyTOpCTBO — HekomepumjanHo. [lo3BorbaBaTte yMHOXaBare, AUCTPUBYLMjY U jaBHO
caonwiTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH oapeheH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbaBa KoMepUWjanHy
ynoTtpeby gena.

3. AytopcTBO - HekomepuujanHo — Ge3 npepage. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBak-e,
AUCTPUBYLMjy W jaBHO caonwTaBawe fAena, 6e3 npomeHa, npeobrnukoBarba Wnu
ynotpebe fOena y cBOM feny, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha HauuH ompeheH opf
CTpaHe ayTopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbaBa KomepuujanHy
ynotpeby Aena. Y ofgHocy Ha CBe ocTare nuueHLe, OBOM NULEHLIOM Ce orpaHuyasa
Hajsehu obum npasa kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HEKomepuujanHo — AenuTW MoA UCTUM ycrosBuma. [lo3BorbaBaTe
yMHOXaBake, ANCTpubyLmjy 1 jaBHO caoniTaBare aena, U npepage, ako ce Haseae
“Me ayTopa Ha HauvH oapeheH of CTpaHe ayTopa WnM Aasaola NULEHLE M ako ce
npepaga aAucTpubyMpa noa MCTOM MW CRMYHOM nuueHuoMm. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa koMepuujanHy ynotpeby aena v npepaaa.

5. AytopcTBo — 6e3 npepape. [Jo3BorbaBaTe ymMHOXaBawe, AMCTPUBYLM)Y U jaBHO
caonwrasatse Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukosara Unu ynotpebe aena y cBom aeny,
ako Ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH oA cTpaHe aytopa unu Aasaoua
nuueHue. OBa nyueHua Ao3BorbaBa komepuujanHy ynotpeby gena.

6. AytopctBO - [JenuTu nog WCTUM ycnosuma. [lo3BorbaeaTe YMHOXaBahe,
AncTpubyumjy 1 jaBHO caonwiTaBakwe [ena, U npepaje, ako ce Haseae MMe ayTtopa Ha
HauuH ofpeheH of cTpaHe ayTopa wnv [faBaola NUUEHLEe W ako ce npepasa
avcTpubympa nog UCTOM MM CNMYHOM  NvueHuoM. OBa nuvueHua [[o03BoSfbaBa
komepuujanHy ynotpeby gena u npepaga. CrnuuHa je codTBEPCKUM nuMLeHuama,
OZIHOCHO I1LEeHLIaMa OTBOPEHOr Koja.




