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Pramenovi krivih tre ¢eg i cetvrtog reda dobijeni preslikavanjem
pramenova konika

Izvod

KoriS¢enjem principa relativistke geometrije, inverzija kao kvadratna
transformaciju u ravni upodena je sa njenim prostornim iztenjem u vidu dva
stereografska projektovanja, sa "ravni" na sfesa sfere na istu "ravan” (iz antipodnog
centra projiciranja). Dato je klasio i relativisttko tumaenje. Analizirani su takie
razliciti tipovi simetrija konike, konformna (osna i ceaha) i nekonformna.
Harmonijskom simetrijom, kao potpuno bijektivnom kionformnom centralnom
inverzijom, prikazana je transformacija svih Segbvia pramenova konika i njihovih
specifénosti u pramenove krivin téeg i cetvrtog reda i njihove preslikane
specifenosti, i obrnuto. Osnovna transformacija je invjeszpri ¢emu je ona tuni@na
na dva néna: kao kvadratna transformacija u k& projektivnoj geometriji i kao
Cista simetrija u relativistkoj geometriji, sa stalnim powanjem paralela iznae dva
geometrijska sistema i njihovim magnostima eksplikacije i generalizacije.

Prikazan je i pramen krivibetvrtog reda dobijen inverzijom pramena kvadrika
se&enog pomoéu "ravni" u pramen ekvivalentnih povrgetvrtog reda senog tom
istom “"ravni". Prepoznavanjem ekvivalentnosti irnjer sa klasinom osnom
simetrijom (nekonformna simetrija) ukazano je naograntene mogtnosti za
preslikavanje krivih i povrsi i dobijanje novih dké koji ¢e biti od koristi i u teoriji
geometrije kao i u arhitektonskoj praksi. Istrafijau oblasti proSirenih simetrija nude
neiscrpan prostor za dalja otkaio ravanskim i prostornim oblicima. Na osnovu ntade
preslikavanja, kreirana je Lisp rutina poéookoje je u okviru Auto-CAD-a izvrseno
kompjutersko crtanje pramenova konika, pramenouwahkB. i 4. reda i generisanje i

prikazivanje prostornih modela povrsi.

Kljucne redi: relativistcka geometrija, inverzija, osna simetrija, pramenvik 3. i

4. reda, pramen povrSi 3. i 4. reda



The pencils of curves of the third and fourth orderobtained by
mapping the pencils of conics

Abstract

The principle of relativistic geometry is used tongare the inversion as a
quadratic transformation in the plane with its gdgpresentation in the form of two
stereographic projections: from a ‘plane’ onto lzesp and from the sphere bamhkto
the same “plane’ (from the antipodal centre ofgmtapn). Both the classical and the
relativistic interpretations are presented. Différdypes of conic symmetry are
analysed, conformal (axial and point symmetry) amoih-conformal. Harmonic
symmetry, which is a completely bijective and confal central inversion, is used to
present the transformation of all types of penofisonics and their specific features
into the pencils of curves of th&and 4" order and their mapped specific features and
vice versa. The basic transformation is inversidmctv is interpreted in two ways: as a
quadratic transformation in the classical projeceometry and as a pure symmetry in
the relativistic geometry, with constant comparisdrthe two geometric systems and
their opportunities for explications and generdimas.

A pencil of curves of theorder obtained by inverting the pencil of quadhit
by a “plane’ into a pencil of equivalent surfackthe 4" order cut by the same “plane’
is further presented. The recognition of the edeivee of inversion with the classical
axial symmetry (non-conformal symmetry) has createonerous possibilities for
mapping curves and surfaces and obtaining new farsh can be of great use both in
the theory of geometry and in the practice of dedhure. The research in the field of
expanded symmetry will greatly widen the scopeunfifer discoveries about the plane
and surface forms. The projection model was usecrdate the Lisp routine and the
AutoCAD software was used for the purposes of cdepdrawing the pencils of
conics, pencils of curves of thé®aand 4" order and generating and presenting the

spatial models of the surfaces.

Key wordsrelativistic geometry, inversion, symmetry, peémcicurves of the

3" and 4" order, pencil of surfaces of th& and 4" order
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Spisak skratenica

DRH dvograni rotacioni hiperboloid

EE
EE
EH
EP
HE
HEx
HH
HP
IRE
JRH
L
PC
PE
PH
PE
PP
PsH
RK
RP
SRE

elipticko-elipticki pramen konika
elipticki pramen krugova
elipticko-hiperboltki pramen konika
eliptéko-paraboléki pramen konika
hiperboltko-elipticki pramen konika
hiperboltki pramen krugova
hiperboltko-hiperboltki pramen konika
hiperboléko-paraboléki pramen konika
izduzeni rotacioni elipsoid

jednograni rotacioni hiperboloid

lopta

parabofiki cilindar

parabotiko-elipticki pramen konika
paraboliko-hiperboltki pramen konika
paraboléki pramen krugova

parabotiko parabolkiki pramen konika
Paraboltko (3)-hiperboléki pramen konika
rotacioni konus

rotacioni paraboloid

spljosteni rotacioni elipsoid



Spisak koriséenih oznaka

1,2,3,4 temeljne tke pramena konika

1,2,3,4temeljne tke prostorne krive IV reda 1. vrste u polarnoj ravn

a, b  projicirajée izvodnice jednogranog hiperboloida, poluprei elipse
C centar lopte

E centar elipse

k.i.  konjugovano imaginarne dke

PP, prodor pasante kroz komplementarnu kvadriku
r poluprenik

s, t, p sekanta, tangenta, pasanta kvadrike
S$;S, prodor prave kroz kvadriku

Se najmanji krug elipttkog pramena

Sh krug na koga su upravni svi krugovi hiperltebg pramena krugova
T dodir tangente

Tp teme parabole

X, Y, z ose koordinatnog sistema

T broj pi

n red krive

A i A pridruzeni par téaka

S,V  centar inverzije

s i § apsoluta (krug inverzije)

S antipod

aia pridruzeni par krugova

011 g2 geodezijski krugovi na sferi

kik krugovi pridruzeni inverzijom

eie elipse pridruzene inverzijom

pip parabole pridruzene inverzijom

hih hiperbole pridruzene inverzijom

21 nedoglednica ravni 1

() ugao preseka asimptota hiperbole

ae= a4= g ose simetrijeelipse, parabole i hiperbole

ag=ap=ay preslikanese simetrij@lipse, parabole i hiperbole
Os oskulatorni krug u t&i S

1, 2, 3 i 4 inverzijom preslikane temeljnediee pramena konika
a ugao samopreseka asimptota hiperbole i dyegna krive 4.reda
T,iT, T31 T4 temena konike

tit tangenta konike i njoj simetna tangenta



mim spojnica temeljnih taaka konike i njoj simet&na spojnica preslikanih daka
Up nedoglednica ravni 2

Ose oskulatorni krug u t&i S elipse

Osh oskulatorni krug u t&i S hiperbole

Csi Cs centri simetrije elipse

b i b uzajamno simetthe ose

Saim raspadnute konike pramena

as, (n =1,2,3,4) asimptote hiperbole

pn (n=1,2,3,4) polarne prave

Vn (n =1,2,3,4) vrhovi konusa

p krugovi kvadrike u horizontalnim ravnima
E preslikani krugovi povrsi 4. ili 3. reda
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1 uvod

1.1 Predmet istrazivanja

Uvodenjem novih pojmova prave (krug) i ravni (sferasfawljeni su temelji
relativistcke geometrije. Relativistkom geometrijom se pokazuje da su elipsa,
parabola i hiperbola krive drugog, ¢eg ili cetvrtog reda u zavisnosti od polozaja
posmatrda prema krivoj. Inverzija, kao kvadratna transfocijgapostaje klagha osna
simetrija (nekonformna simetrija) ako jednuka iz harmonijskog dvojnog odnosa
poSaljemo u antipod. Ukazano je na neogieame moganosti za preslikavanje krivih i
povrSi nekonformnom simetrijom i dobijanje novihlikh koji ¢e biti od koristi kako u
geometrijskoj teoriji tako i u arhitektonskoj praks

Inverzija kao kvadratna transformaciju u ravni gdena je sa njenim
prostornim izvdenjem u vidu dva stereografska projiciranja, sartana sferu i sa
sfere na istu "ravan” (iz antipodnog centra praogigja). Dato je klagho i relativisttko
tumaenje.

Predmet analize take su bili raziti tipovi simetrija konike, konformna (osna
I centralna) kao i transformacije pramenova konikghovih specifénosti u pramenove
krivih treCeg icetvrtog reda i njihove (preslikane) spetifsti. Osnovna transformacija
implementirana u ovom istrazivanju je inverzijatim Sto je ona tumi@na na dva
naina: kao kvadratna transformacija u k&) projektivnoj geometriji, i, kacista
simetrija u relativistiko] geometriji, sa stalnim powanjem paralela izni# dva
geometrijska sistema i njihovim magnostima eksplikacije i generalizacije.

Prikazan je i pramen krivibetvrtog reda dobijen inverzijom pramena kvadrika
se&enog sa "ravni" u pramen ekvivalentnih powsivrtog reda seenog tom istom
"ravni". Ispitan je i pramen krivilketvrtog reda dobijen "ravnim" presekom pramena
povrsi ¢etvrtog reda koji je harmonijski ekvivalentan pramekvadrika kroz krivu
cetvrtog reda prve vrste raspadnutu u dve konike.

Relativisttka geometrija, u najkéem, nastala je dokazivanjem da se, uz
dosledno uvazavanje principa kontinuiranosti, grdmperbole zajedno sa svojim

asimptotskim tangentama zaista seku u beskwsdi. A kako se asimptote seku i u



srediStu hiperbole, proizilazi da se ove prave sd@ka puta, pa stoga one mogu biti
samo krugovi na sferi nesagledivih dimenzija (ke@ nikakvom elacijom ne moze
pretvoriti u klastnu ravan). Ovom spoznajomda su "prave" i" ravni" u stvari krugovi
i sfere koji prolaze kroz antipodnuc¢ka arbitrarnog posmatta - u geometriju je
uveden princip relativhosti (prave" jednog posmatrau za druge posmateaobini
krugovi!). Ovakve "prave" se udaljavanjem od posatat smanjuju i na kraju se
sazimaju u infinitezimalne antipodne "prave" (tjukice kroz antipodnu t&ku). Da bi
relativisticka geometrija kao nova teorija ostala u sebi nepedna, ona mora da uz
neke opsSte principe sledi jedino svoje pojmovezul@te, a bez obzira na pojmove i
rezultate prethodnih geometrijskih sistema. No @as# promenom fundamentalnog
pojma prave linije menjaju ztanja i svih ostalih geometrijskih termina, neizbeia
stalno upordivanje na relaciji staronovo; tako je npr. inverzija kao kvadratna
transformacija postaléista simetrija (u odnosu na krug ili sferu, genewalili na"
pravu” i ravan”, u gradhom, klastnom sl&aju). Iz toga je odmah usledio odlyuéi
rezultat nove geometrije, a to je spoznaja da sedede krive ili povrSi, razéitih
oblika i razltitih redova, koje su bile disparatne u ne-relativi®] geometriji, sada
odjednom vide tek kao raziii vidovi jedne te iste krive ili povrsSi¢{me se

priblizavamo ostvarenju sna o ma@gosti apsolutne klasifikacije krivih i povrsi).

1.2 Ciljistrazivanja

Primarni cilj istrazivanja bio je da se znanja armpenovima krivih drugog reda
(konika) proSire i na srodne pramenove kriviktége i cetvrtog reda, ali tako da se pri
tome, korigenjem principa i rezultata relativisiie geometrije, izvrSi opSta sinteza, to
jest preéiscavanje i redukcija ukupnog korpusa tih znanja ndnge obuhvatniju i
koherentniju celinu, pristugaiju i teorettarima i praktéarima, i profesorimadacima.
Drugim r&ima, upordivanjem starih i novih saznanja pokazano je kojipoetthodnih
rezultata ostaju da vaze i u novoj geometriji, lsgii na kakav r&&n modifikuju, a koji
se potpuno odbacuju. Generisanje krivih 4. i 3iSihvredova izvedeno je iz njihove
simetrije, sa krivim prvenstveno drugog reda-komka Krive 3. i 4. reda razvrstane u
su u harmonijske grupe prema njihovim unikatnindneaelnim) krivim sa kojima su

uzajamno simeténe.



Cilj rada bio je i da se prezentujecmmadobijanja pramenova kvadrika i njihovih
harmonijskih ekvivalenata i da se izdvoje povi§oje bi zbog atraktivnosti oblika nasSle

primenu u tehrdkoj praksi).

1.3 Zadaci istrazivanja

Prvi zadatak bio je da se razli pramenovi krugova homologijom preslikaju u
odgovarajde pramenove konika, pa da se ovi pramenovi korikgedno sa drugim
pramenovima konika (koji su ¥eili obradeni u magistarskom radu " Prostorna geneza
pramenova konika" (DjukanaviVasiljevic) G.,2000)), preslikaju u pramenove krivih
treceg icetvrtog reda (preslikane su i tri singularne koni&spadnute u odgovaragi
parove "pravih®).

Drugi zadatak je da se gréii prikaz transformacija (i homologije i inverzije)
koji je isti u oba geometrijska sistema, interpeeklasénim pojmovima (koji uklj@uju
beskonanost) i relativisitkim pojmovima (koji uklj@duju posmatré&a i njegovu
antipodnu taku), jer se najbitnije razlike iznda dva sistema kriju upravo u tim
"beskonano dalekim" odnosno "antipodnim” podjima, koja su podjednako van
vidokruga posmatt@. Od sustinskog je ztaa, takde, da se ne-cirkularnost konike,
cirkularnost ekvivalentne krive iteg reda i bicirkularnost ekvivalentne krivetvrtog
reda u projektivnoj geometriji uporedi sa potpunopajamnom simetrijom ovih krivih
(bile one na "ravni" ili na sferi) u relativigkoj geometriji, u kojoj su stoga sve one
istog, cetvrtog reda.

Inverzija kao kvadratna transformacija u ravni @lena je sa njenim
prostornim izvdenjem u vidu dva stereografska projiciranja, sartana sferu i sa
sfere na istu "ravan" (iz antipodnog centra pragicja); dato je klagno i relativistéko
tumaenje.

Analizirani su razliti tipovi simetrija konike, konformne (osne i cesha) i
nekonformne (centralno-osna, tj. polaritet), kamihove transformacije u odgovaragi
harmonijske simetrije kod ekvivalentnih krivih ¢egy i cetvrtog reda. Dat je primer
kako se specina konstrukcija jedne krive simetrijama prenosinjene ekvivalente.

Primerima je ilustrovano preslikavanje kruga krevin temenoj i u regularnoj da



krivih, posebno kada se krug krivine transformisgsimptotu ili u stacionarnu odnosno
prevojnu tangentu krive.

Razmotrena je homologija (perspektivha kolineacig}sferi.

Povezani su "ravni” i sferni preseci kvadrike savirim" ili sfernim presekom
ekvivalentnih povrsi viSeg reda.

Uspostavljena je veza izmhe preseka dve kvadrike (pramen kvadrika) i preseka

dve njima ekvivalentne povrsi (pramen ekvivalentodvrsi viSeg reda).

1.4 Polazne hipoteze

Budwi da su inverzija, stereografska projekcija i kanfoa simetrija u
relativistickoj geometriji sinonimi, bezbrojne uzajamno simete (“inverzne") krive u
“ravni” ili na sferi¢ine grupu harmonijski ekvivalentnih krivih, koje s&zlikuju samo
po obliku, dok sve drugo Sto ima jedna kriva (oseetrije, centri simetrije, temena
krive, fokusi, singularne tke) imaju u simettinom vidu i sve ostale krive. Zbog
konformnosti "inverzije" sve su krive u jednoj grugicne u malom. Svaki r&
konstrukcije ili neka specifna fizicka (npr. opttka) osobina jedne krive prenosi se
simetrijom, u posebno modifikovanom obliku, i naabsclanove grupe.

Klasi¢ni red pojedinane krive jednak je zajedtkom maksimalnom redu svih
krivih u grupi umanjenom za broj prolaza krive kqpasmatréevu antipodnu t&ku (tj.
za strukost antipodnediee te krive). Zato elementarnu grupu harmonijskiiekientnih
linija drugog redacine "prave" i krugovi, dok svaka hiperbola ili edgy kao kriva
unikatnog oblika, obrazuje svoju grupu karaktensaantipodnom singularnom
dvostrukom takom u kojoj se tangente konike, tj. njene realnerihginarne asimptote,
seku pod uglom koji je invarijantan za celu gruf@ve parabole ulaze u jednu istu
grupu, jer su im asimptote poklopljene sa osom lgdeau dvostruku tangentu u
antipodnom Siljku parabole. (Krug i "prava" bi segh tretirati i kao specijalni stiaj
elipse ukupnogetvrtog reda, sa antipodnom kruznonsktam, tj. sa parom izotropnih
asimptota, tako da je kl&sii red kruga drugi, a "prave" prvi, jer ona trigarblazi kroz
antipod, jednom realno i dvaput imaginarno.)

Posto je "inverzija" konformna transformacija, hamjski i drugi dvojni odnosi

dva para segmenata, na istom "pravolinijskom" itivédinijskom zraku ostaju



invarijantni. Prema tome, sve Sto vazi za konikeat®da vazi i za pramenove konika,
pa dalje i za pramenove ekvivalentnih krivincerg icetvrtog reda, kako u "ravni" tako i
na sferi, bas kao Sto vazi i za pramenove krugova.

Dok klastna inverzija kao kvadratna transformacija nije atpuno bijektivha
(tri prave se preslikavaju u tridiee, i obrnuto), niti je potpuno konformna jer svgzili
razvezuje singularne dke, relativisttka inverzija je, kaocista simetrija, potpuno i
bijektivna i konformna, tako da ona obedbge ne samo neuporedivo jednostavnije
preslikavanje nego predstavlja i potpuno konzistenti graficki preciznu
transformaciju. Na osnovu toga nije teSko predvidist e se svako upodesanije
izmedu klastne i relativisttke geometrije redovno zavrSavati u korist ove druge

Nekonformna simetrija u odnosu na krug, kao invaratika relativistike
homologije, omogéava da se proces formiranja i rasformiranja simgitiatataka, koji
se u homologiji (projiciranjem nedoglednice u aatipu kruznu t&ku) zavrSavao u
"beskoné&no” dalekom antipodu, sada izvodi neposredno pr@cha posmatréa. Za
razliku od inverzije kao konformne simetrije, kajeenja samo oblik krive i niSta viSe,
nekonformna simetrija moze (ali i ne mora) da mgusovo sve Sto je u vezi sa brojem
I vrstom singularnih t&aka.

Mogwe je povezati "ravne" i sferne preseke kvadriké'ragnim" ili sfernim
presekom ekvivalentnih povrSi viSeg reda i uspostaxezu izmelu preseka dve
kvadrike (pramen kvadrika) i preseka dve njima we&l@ntne povrSi (pramen

ekvivalentnih povrsi viSeg reda).

1.5 Metodologija

U radu su kori&ne metode sinteéke i projektivne geometrije, algebarske
geometrije, diferencijalne, analikie i kompjuterske geometrije kao i metode vizuelnog
programiranja (Visual-Lisp).

U podruju relativistcke geometrije koriste se iskéivo konstruktivne metode
klasine sintetke projektivne geometrije (jer, kao S5to je ¢veeteno, zbog
invarijantnosti nasih grafkih prikaza one vaze i u novoj geometriji), i reladticki

pojmovi "prave" i "ravni” i iz njih vé neprotivr&no izvedeni rezultati. Pri tome nije od



sustinskog zn@ja da li se gradki prikazi rade klaginim priborom ili se koristite neki
od kompjuterskih programa.

1.6 Nauéna opravdanost

Graficko izvadenje i transformacija pramenova konika u pramenkrreih
treceg i cetvrtog reda, pomiw klastne inverzije kao ravne i prostorne kvadratne
transformacije, moglo bi i samo da bude ¢rau opravdana tema jedne doktorske
disertacije. Kada se ovom preslikavanju doda i egoo preslikavanje tih pramenova

relativistckom inverzijom, kao potpuno bijektivnom i konformmoharmonijskom

.....

apsolutne klasifikacije krivih i povrsi, n&oia opravdanost rada postaje joS sagledivija.

Realizovana tema doktorske disertacije "Pramenovitktreceg i ¢etvrtog reda
dobijeni preslikavanjem pramenova konika" je &rau zasnovana, jer sazetaiemo,
predvida da se teorijska i konstruktivho-geometrijska sarm o krivim drugog reda i
njihovim pramenovima, prenesu, prostom harmonijsissmetrijom, na krive tréeg i
cetvrtog reda i njihove pramenove. Ovako proSirenan@a o krivim viSih redova
predstavlju evidentan nawni doprinos, koji je, uz to, zbog jednoobrazne geneobrade
mnoStva geometrijski definisanih krivih i njihove irektne povezanosti sa
odgovarajdim povrSima, od Kkoristi ne samo teotetima geometrije nego i
prakticarima, arhitektama.

Vazan doprinos nauci predstavlja otkri da je inverzija ekvivalentna sa
klasknom osnom simetrijom (nekonformna simetrija). U uage ukazano na
neograntene moguanosti za preslikavanje krivih i povrsi i dobijamp@vih oblika koji
¢e biti od Koristi i u teoriji geometrije kao i uharektonskoj praksi. Ukazano je dée
istraZzivanja u oblasti proSirenih simetrija bitiis@pan prostor za dalja otka o
ravanskim i prostornim oblicima.

Ovaj rad naslanja se na istrazivanja profesora reafzovnikovta, koji je
rodon&elnik relativisttke geometrije, a u svojoj knjizi "Harmonija sfe(@'999) dao je
osnove nove teorije. Ovo je deo govora profesoranikovica sa promocije pomenute
knjige koja je odrzana 7. decembra 1999. godine atidl Srpskoj u Novom Sadu:
"Inicijalnu ideju za zasnivanje relativiske geometrije predstavljalo je ot&e (1974)



da projektivni komplement (tj. realni prestavnikaginarnih tdaka) kruga seenog
pramenom pravih vrh8 — leptirasta kriva 4. reda sa samopresekd, kadaS ode u
beskonanost prelazi u pravouglu hiperbolu — krivu 2. redakon kontinuiteta nam
tada nalaze zaklpak da se prave linije-asimptote hiperbole (tangemtenjenoj
samopresmoj ta’ki S,)- seku dva puta (a da se onda paralelne praverujodi
beskonanosti). Ovaj zakljdak je zahtevao definitivno odbacivanje kg,
linearnog, pojma prave linije i definisanje "prayeo svakog kruga koji prolazi kroz
najudaljeniju tdku od posmatr&, a to je na "ravni" (kao sferi) njegova antipodna
tatka. Zbog ekvivalentnosti ¢aka sfere, svaki posmatrana svoju antipodnu &&u i
svoj sistem "pravih" linijja (koje su za ostale pasrate obtni krugovi), ¢ime se u
geometriju automatski uvodi princip relativnosti.”

Profesor Lazar Dovniko¥iu svojim radovima daje osnove nove relativigti
geometrije i u okviru nje reSava mnoge do sadaSee probleme iz teorije krivih i
povrsSi. Ovo su neki od profesorovih radova kojbsge relativistkom geometrijom:
-The Relativistic Geometry of Harmonic Equivalentsekyo, 1994. U ovom radu se
objasSnjava sustina relativiskie geometrije i zbogega je bila neophodna zamena starih
geometrijskih pojmova i udenje novih.

-The Realization of the Continuity Principle in tRelativistic Pencils of Circles and
Spheres Novi Sad, 1998. Rad govori o principu kontinwatekoji je objasnjen na
primeru pramenova krugova i sfera u relatigighj geometriji. Prema principu
kontinuiteta svaka t&a ravni preslikana harmonijskom simetrijom imajavsliku, pa
tako i taka centra kruga inverzije ima svoju sliku u antipod¢ime je zadovoljen
princip kontinuiteta.

-The Relativistic Geometry as the Legendary R&@dd' to the Whole of Geometry
Kiev, 2002. Profesor Dovnikoije u ovom radu relativistku geometriju nazvao
legendarnim kraljevskim putem u celinu geometijge, se uvdenjem novih pojmova
"prave" i "ravni" pruza moginost za objasnjenje neresSenih, i kroz vekove ¢@eanih
problema geometrije.

-Perspektivna kolineacija u relativiskoj geometrijj Podgorica, 2002. Rad tutia
perspektivnu kolineaciju u skladu sa relatiiktm geometrijom i shvatanjem
beskonane take kao antipodne t&e posmatréa



-A Pencil of Qudrics and Multitude of Pencils otidpics Harmonic Equivalents
through a Fourth Order Space Cutv@redavanje po pozivu, Beograd, 2004. Na
predavanju je prikazan pramen kvadrika kroz izalbrdmivu 4. reda i njegov
harmonijski ekvivalent.
-Relativistic Homology as a Way of Tying or UngyiSingular Points Journal for
Geometry and Graphics, Vienna, 2004. Rad govoriemtivistckom tumaenju
perspektivhe kolineacije i objaSnjava kako se denpe t&ke krivin svezuju i
razvezuju.
-Relativisteki proSirene simetrije kao susStina projektivne kéenpentarnosti krivih i
povrSi, 2008., Predavanje po pozivu, Vrgha Banja. Na predavanju je potoo
relativistcke geometrije, kori®njem proSirenih simetrija objaSnjena sustina
projektivne komplementarnosti krivih i povrsi.
-Geometrijska sinteza principa relativnosti sa pipima kvantne teorije 2008.,
Predavanje po pozivu, Vrrigka Banja. Na predavanju su objasnjeni pravci isteaya
— razvrstavanje krivih i povrsi u bezbrojna mnoatzajamno simet¢nih oblika.
-Kvantno-relativisttka geometrija kao nova néaoa paradigmaPredavanje po pozivu,
Beograd, 2010. Rad objaSnjava razliku idmédlasinog i relativisttkog reda krivih.
Dato je i objaSnjenje za svezivanje i razvezivasjagularnih taaka krivih u
relativistickoj geometriji.
-Geometrijska kvantno-relativigka struktura univerzumaredavanje po pozivu, Novi
Sad, 2012. Profesor Dovnikovic u ovom radu, krozogm primera, objasSnjava tri
najvaznije simetrije u relativistkoj geometriji.

Ova disertacija nastavlja i proSiruje zépta istrazivanja u toj oblasti i samim

tim pruza nesumnjiv doprinos pomenutoj teoriji.



2 Pregled dosadasnjih istrazivanja u
oVvOj oblasti

2.1 Uopsteno o krivim linijama

2.1.1 O istorijatu prou ¢avanja krivih linija

Osnova na kojoj se razvila nauka o krivim linijajeau teorijske postavke iz
matematike, zadaci geometrijskog karaktera, zadagodrija mehanike i fizike,
prirodnih nauka i tehnike. Geometrijska i melaai svojstva krivih linija udljiva su u
razlicitim mehanizmima, detaljima maSina, @eainskim konstrukcijama, u optici
slikarstvu, arhitekturi, u teoriji i praksi geomgtkih konstrukcija, u crtanju i td. Krive
linije susréemo i u svakodnevnom Zzivotu, a neke od njih se mogpoznati i kao
geometrijske krive. Praavanje krivih linija povezuje teoriju matematikelsakretnim
primerima iz prakse i sa iskustvom.

Iz egipatskih papirusa vidi se kako su prastaricnei pokuSavali da izmere
povrSine podréja koje su ogradene krugom i linijjom. Egifani su se joS od 17. do
20.veka pre nove ere bavili kvadraturom kruga itigbhdobru aproksimaciju broja ili
3,1604. Tek pojavom matematike kao naukeéeps se razvijati i nauka o linijjama,
dostigavsi visoko savrSenstvo u radovimekdr matematiara.

Greki nawnici stvorili su teoriju konusnih preseka. Oni stegeke konusa
definisali kao preseke sa ravnima koje su upraangvodnice konusa. U zavisnosti od
toga da li je ugao pri vrhu konusa, ostar, prawup oni su dobijali preseke po elipsi,
paraboli ili hiperboli.

Platon {[IAdtov; 427.-347. p.n.e) je drzao predavanja iz materaatik
astronomije i vlastite teorije "ideja". Kao i pi@@jci s juga ltalijeglanovi Akademije
su verovali kako se u prdavanju matematike nalazi kfuukupnog razumevanja
kosmosa (sveta). Matematika razotkriva sve prastind harmonije koje upravljaju
prirodnim i ljudskim svetom.

Legenda kaze da je iznad ulaza u Akademiju pis&leka ne ulazi onaj ko ne

zna geometriju."



Arhimed Apywndng, 287.-212. p.n.e) je resio problem kvadrature saden
parabole. Upomujué¢i figure, koje su upisane u elipsu i kruznicu, koje preinik
jednak velikoj osi elipse, on je odredio i povrSelipse.

Prvu metodiku obradu konusnih preseka dao je Apolonije iz B (262.-
190. p.n.e.). Njegovo delo "Konike" kldep je delo gtke matematike. Apolonije je
sistematizovao sva dotadasSnja znanja i dao je ink@mskama kakva se i danas
upotrebljavaju.

Stari Grci nisu otkrili samo konusne preseke. Ralstau mnoge i do danas
aktuelne geometrijske probleme kao Sto su: trigekagla, udvostréenje kocke i
razmatrali su kvadraturu kruga i ta znanja koristil za izvdenje krivih. Tako su se
pojavile Arhimedova spirala, cikloida, Dinostratokgiadratisa. Ravni preseci torusa
dobili su ime po starogkom geometru Perseju (Perseus, c. 150. p.n.e.)

U srednjem veku mnoga dotadasSnja znanja bila ssmuaé i zaboravljena.

U 17. veku dolazi do razvoja analike geometrije i tako se nauka ponovo
vratila na teoriju o krivim linjama. Godine 1630bjavijena je Dekartova (René
Descartes, 1596.-1650.) knjiga "Geometrija". Metaddkoordinata, a ponto
jedn&ina, Dekart je predstavljaodee, prave, ravni, krive i povrSi. Otke ove metode
imalo je veliki zn&aj za razvoj geometrije i teorije o krivim linijjam#@ilo koja
napisana jedrina predstavljala je neku novu krivu liniju.

Posle otkida metode koordinata, kao njena prirodna posledicgavila se
nawna metoda pod nazivom infinitezimalnicwm. Zahvaljujdi tome, tj. otkréu
diferencijalnog i integralnog &ana p&@eo je prelaz od specijalnih i originalnihdma
pri istrazivanju krivih do protavanja krivin opStom metodom.

Mnogobrojni problemi mehanike 17. i 18. veka dowelido otkrta novih krivih
linija. Veliki doprinos iz&avanju krivih linija dali su matematri Dekart (Descartes),
Lajbnic (Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 46.-1716.), i Hajgens (Christiaan
Huygens, 1629.-1695.), a tal®@ i br&a Bernuli (Johann Bernoulli, 1667.-1748.,
Jacques Bernoulli, 1654.-1705 ), otkriv@juisve novije i novije oblike i njihova
svojstva.

O tome koliko je bio aktuelan problem istrazivakjavin sved@i i naziv prvog
udzbenika za analizu koga je napisao Lopital (Guithe Frangois Antoine, Marquis de

I'HOpital, 1661.-1704.) "Analiza infinitezimalniteli¢ina za razumevanje krivih".
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Nisu samo praktne potrebe ljudi - zahtevi industrije, konstruigsamasina i
mehanizama, izgradnja brana i pregrada wbum tokovima, podrzavale stalno i veliko
zanimanje tih natnika za istrazZivanje krivih, \ei ta "radost posmatranja forme" koja,
po re&ima Klajna (Felix Christian Klein, 1849.-1925.), rkéteriSe istinskog
geometrtara.

Procvat analitke metode u prawavanju krivin tokom vremena izazvao je
reakciju nekih natnika. Kao objekat polemike pojavijivala se jedima koja
predstavlja krivu, préemu se niSta nije znalo o obliku krive i atimau njenog nastanka.
To je dovelo do povratka na sintéti metodu i to je unelo novi smer u ptavanju
krivin linija. Ovde su prva dostigga povezana s imenima Dezarga (Girard
Desargues,1591.-1661.) i Paskala (Bldksescal, 1623.-1662.). Dezarg je, istraZuju
projektivna svojstva figura i upotrebivsi svoj pajanvolucije, obogatio teoriju krivih 2.
reda novim otkdima. Paskal otkriva svoju poznatu teoremu o odriesiorke t&aka
konike, po kojoj za svaki Sestougao, upisan u k@lvueda, seciSta suprotnih stranica
leze na jednom pravcu. Delair (Philligee la Hire, 1640-1718) dolazi do vaZnog
zakljwka da je direktrisa krive 2. reda polara njenogufak

Nove metode istrazivanja svojstava krivih 2. redpasno se razvijaju u 19.
veku. BrianSon (Charles Julien Brianchon, 1783-)&®kazuje teoremu koja je dualna
Paskalovoj teoremi i iziava projektivha svojstva hiperbole. Ponsele (Je@mte¥
Poncelet, 1783.-1864.) istrazuje krive 2. reda pangvoje metode projektivnih odnosa
(projektiviteta). Stajner (JakoBteiner, 1796-1863) istrazuje projektivna svojstiva
krivih na osnovu pojma dvorazmere i posmatra ih fxawzvode tvorevina 1. stepena.

Kritika analitcke metode za istrazivanje oblika i svojstava kriola je
zasnovana, kako je &ereeno, na tome da pri koédnju te metode nije prisutan
vizuelan izgled krive i &zavaju geometrijske konstrukcije. Ovi pogledi doge, s
druge strane strane, do izgradnje tzv. algebarskengtrije. Protavane su invarijante
algebarskih formi. Posebne zasluge u pawanju algebarskih krivih pripisuju se
Plikeru (JuliusPlucker, 1801.-1868.).

Sa razvojem kompjuterskih softvera koji su zasnovgmavo na algebarskom
pristupu u tretiranju krivih, a koji su u stanju g@auze i automatski diplej grafika
funkcije koju obrduju (MAPLE, Mathematica, Geogebra, itd.) oba aspekgrafika i

analitika, bivaju objedinjeni i pomireni.
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Druga grupa naimika prowavala je prirodnu jedgau krive linijje. Ta
jedna&ina funkcionalno povezuje polugrak zakrivljenosti krive i duzinu njenog luka,

tj. one elemente koji su organski povezani sa samamdom istraZivane krive.

2.1.2 Nag¢ini nastanka krivih linija

Osnovna podela ravnih krivih linija je na angke (izrazene su jedti@mom) i
empirijske (nemaju ili im ne znamo jedirau: to su krive stanja u meteorologiji, nivo
linije terena i skno). Prodavanje karakteristika oblika krive i njenih svojsa
sredstvima diferencijalne geometrije moéguje samo onda kada je kriva data u
analitctkom obliku, tj. jednainom. Meiutim, u mnogim zadacima teorijskog i, néto,
prakténog karaktera, potrebno je, pre nego Sténpmo sa istrazivanjem jedhiae
krive, sastaviti tu jedrignu na osnovu raspolozivih podataka, koji u svaksnkaju
odreluju tu krivu i izrazeni su u getnim uslovima.

Podsetimo se sedam najpoznatijiitina nastanka krivih linija (Savelov A.A., 1979):

1. Krive nastaju presekom neke povrsSi ravnima. Toujdstoriji, krivih
linija, bio jedan od prvih nana generisanja krivih. Konike se dobijaju
ravnim presekom konusa, Persejeve krive se dobiajia torus semo
ravnima itd.

2. Krive se definiSu kao geometrijsko mest@aia koje zadovoljavaju
odreiene uslove. Ovaj k@ nastanka krivin su primenjivali joS
starogtki matematiari. Tako je npr. Euklid praiavao konusne preseke
kao geometrijsko mestodaka za koje je zbir udaljenosti od datekei
datog pravca konstantan. Kao geometrijsko mesiakéadefinisao je i
Diokle (Awoxifg, 240.-180.p.n.e. ) svoju cisoidu. Na istEimai Nikomed
(250.-150.p.n.e.) je definisao konhoidu. Linijepkapr. Dekartovi ovali,
Kasinijevi (Giovanni Domenico Cassini,1625.-1712yali, Paskalov
puz, strofoida, verziera titav niz drugih krivih, definiSu se kao
geometrijska mestadaka.

3. Kiriva je odretena kao putanja &ke koja se kré&e po nekom odienom
zakonu. Ovo je takozvani kinem&i natin nastanka krivih. Gki
matematiari su ga odtino poznavali. Téka se krée po Arhimedovoj

spirali ako se njen poteg, pri jednolikom obrtaoko pola S, uveava
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aritmetickom progresijom g=ag¢). Sve cikloide su putanje dee ¢vrsto
povezane sa kruznicom koji se kotrlja bez klizgmpadrugooj kruznici.
Bernulijeva lemniskata moZe biti odiena kao trajektorija srediStades
kraka zglobnog ukrStenog paralelograma kod kogasuprotni krak
ucvrsten. Hipocikloida koju opisuje ¢&a kruznicek polupre&nika r,
koja se bez klizanja kotrlja po unutrasnjoj stiamiznicek; polupre&nika
3r, poznata je kao Stajnerova kriva (Jakob Steing9611863, jedan od
osnivaa projektivne geometrije). Kinemaki se definiSu rozete, klizne
linije i mnoge druge linije. Kinematki natin zadavanja krive Dekart je
postavio kao osnovu za odreanje krivin metodom koordinata.

4. lzvodenje linija povezivanjem projektivno pridruzenitelenata. Ovaj
nain je relativno skorijeg datuma i u potpunosti seoyava u
projektivnoj geometriji. Projektivno se pridruzujiya niza téaka ili dva
pramena pravih. Senjem pridruzenih pravih dva projektivha pramena
dobija se skup taka kojecine krivu 2. reda (koniku)- Sl. 1. Spajanjem
tataka dva projektivna niza dobija se skup pravih d&arata) koje
omotavaju krivu 2. razreda (koniku)- Sl. 2. Prostoigledano, to je u
prvom sliaju projekcija presme krive dva hiperbatka paraboloida sa
paralelnim projicirajdim izvodnicama i jednom, zajedikiom
direktrisnom ravni, a u drugom - projekcija kontuhgperboltke

kvadrike.

Sl. 1 S€enje pridruZenih pravih dva projektivna pramena
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Specijalan  sléaj projektivnog pridruzivanja je perspektivho
pridruzivanje, koje se ostvaruje projiciranjem dwewanska sistema iz
opSteg sredista. Pridruzene&ka pri tome leZze na istom projekcijskom
zraku, a pridruzeni pravci leZze u jednoj projicikagj ravni. Ovaj sldaj
se time svodi na homotetiju. Sve konike koje prelagtim parom
beskrajno dalekih taka nazivamo sinim ili homotet&nim konikama.
Metodom projiciranja mogu se dobiti mnoge kriveijénkoje secesto
susréu. Na ovaj nan mozemo dobiti i cikloidu kao paralelnu projekcij
cilindricne zavojnice na ravan koja je paralelna sa njen@omo
Arhimedova spirala moZze se odrediti kao ortogonahwgekcija konusne

zavojnice na ravan koja je upravna na njenu osu.

Sl. 2 Spajanje t&aka dva projektivha niza

. Kriva se definiSe zadavanjem diferencijalnih svayst Neposredno
zadavanje prema petnim uslovima, odnosno proizaSavsi iz tih uslova,
odnos mau infinitezimalnim elementima krive izrazava septwdetku u
obliku neke diferencijalne jedtime. Uzastopno integraljenje te
jedn&ine dovodi do okine jedndine trazene krive. Takav &ia
odrelivanja jednaine krive karakterisian je za mnogobrojne grane
geometrije, mehanike, fizike, tehnike. Na primenv& eksponencijalne
funkcije moze biti definisana kao linija za kojubsangenta za svedke
ima istu vrednost. Traktrisa je okarakterisana kamsogu duzine
tangente. Radioidalna spirala definisana je kaajalirza koju je

poluprenik zakrivljenosti obrnuto proporcionalan duzinku
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6. Kriva je definisana kao rezultat nekog geometrigskwmeslikavanja e
poznate krive. Ovaj ran formiranja krive posebno je koristan. On
predstavlja neiscrpno sredstvo za odredivanje néviih. A takode
omoguiava odrdivanje svojstava nove krive uz pomevojstava krive

koju preslikavamo. Osnovne geometrijske transforaaci:

afina transformacija
» projektivna inverzija
» Kkvadratna transformacija
« korelativna transformacija
* tangencijalna transformacija.

7. Kriva se odmah zadaje u analkom obliku i predstavlja grafik neke
funkcije. To je najlodiniji natin za analiziranje krive. Dekartova metoda
kojom se odréuje odnos izméu krive i njene jednane daje
neograntene mogtnosti. Neke veoma poznate krive su prvo zadate
jedn&inama, pa su onda ispitivane njihove osobine incrta grafici
funkcija. To su trigonometrijske, eksponencijallogaritamske funkcije

i mnoge druge.

2.1.3 O podeli krivih linija

Najopstija podela krivih je na ravne i prostorne.

Osnovna podela ravnih krivih je na anékg (izraZzene su jedtimom) i
empirijske (nemaju ili im ne znamo jediau; krive stanja u meteorologiji , profili
terena i sl.). Analitike krive se dele na algebarske (f(x,y)=0 je polinoitog stepena,
prava je s& u n tgaka i tada je n-tog reda) i transcendentne (j@daaim nije
polinom-nemaju red, prava ih mozetisa bezbroj téaaka). Algebarske krive se dele
prema njihovom redu, razredu i rodu.

Red - broj preseka sa pravom.

Razred - broj tangenata krive krozka.

Rod - razlika izmedju maksimalno magg i stvarnog broja dvostrukihceka
krive.

Prostorna kriva odredjena je presekom dve povr$ialiicki, odredjena je
njihovim dvema jednanama 1(x,y,z)=0 i #%(X,y,z)=0. Eliminacijom jedne od
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koordinata dobija se projekcija na koordinatnu ravhkugih dveju. Prostorne krive
imaju red i razred.

Red-broj téaka u jednoj ravni (broj preseka sa ravni).

Razred-broj oskulatornih ravni kroz jedndka van krive.

O problemu Kklasifikacije krivin govorio je prof. kar Dovnikové u svom
predavanju po pozivu: "Kvantno-relativista geometrija kao nova né&a paradigma”,
(Dovnikovi¢ L., Mongeometrija, Beograd 2010).

Najvaznije pri istrazivanju krivih, kao i pri is#ta&vanju drugih matematkih
objekata, je razmotriti pitanje njihove klasifikpei Klasifikovati krivu zndi, u stvari,
otkriti njenu bitnu osobinu kojom se ona, svrstavagrupu ostalih krivin sa istom
osobinom. Postoje brojne osobine krivih linija tadkem se one mogu pri razvrstavanju
naci u vise klasifikacionih grupa. Podele krivih moda se izvode prema njihovom redu
I klasi, prema rodu odnosno prema broju i vrstigsiariteta, prema prirodi njihovih
beskonano dalekih taaka, prema projektivnoj ili afinoj srodnosti krivilprema
moguenosti simetrije njihovih téaka, prema nanima izvadenja krivih itd. Kada se
ovome dodaju i one najopstije podele krivih: nanev prostorne, te na algebarske i
transcendentne, tezina problema Kklasifikacije pest@igledna. U relativistikoj
geometriji razvrstavanjem krivih u harmonijske geuptvaraju se novi pravci u
klasifikovanju krivih.

"Veé¢ samacinjenica da relativisticka "prava”™ moze daee krive "razlgitin”
redova u istom broju taka, umnogome relativizuje kldau fundamentalnu podelu
krivih prema njihovom redu.

Druga dokazan&injenica, da su i mnoge kl&sio asimetidine krive u stvari

simetréne (u odnosu na njihovéruzne ose simetrije), oslobala nas jo$ jedne

klasifikacionepregrade

Treca "oslobdajuca” ¢injenica sledi iz sustinske jednakosti "ravni” érsd. Kako
obe povrsi zatvaraju prostor, ukida se i razlikaedu" ravnih" i prostornih krivih, jer
Su sada, u stvarnosti, sve krive prostorne.” ( Daxn¢ L. ,1999).

U relativistickoj geometriji krive se razvrstavaju u harmonijgiape. Sve krive

koje pripadaju istoj grupi su simeine melusobno i simettine su polaznoj

rodona&elnoj krivoj i mogu biti razkitog reda. Simetrija u "ravni" moze se izvoditi

prostorno. Kako se pri tome bas sve Sto ima jediva kzomorfno prenosi na drugu,
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postaje izvesno dée upravo razvrstavanje krivih u harmonijske grupedptavljati
trazeni put ka njihovoj sveobuhvatnoj klasifikacijDok pojedindne krive iz
najklastnije grupe konusnih preseka (elipsa, parabolaarbipla) imaju zajednki red,

a razlikuju se po mnogéemu drugome, pojeditae krive iz jedne relativistke grupe
uzajamno harmonijski simetnih krivih razlikuju se samo po obliku, a sve ostath je
zajednéko. Klasifikacija krivih u harmonijske grupe imalikel vrednost. Ako za neku
krivu ustanovimo da pripada odienoj grupi, 0 nhjogcemo, po zakonu simetrije, odmah
znati i sve ono $to ¥eznamo 0 hama najpoznatijefianu te grupe.

Konike su cirkularne krive jer se mogu dobiti ugeku parova krugova. Tlee
elipse odrdene su presekom para pridruzenih krugova sa cemtifiokusima elipse i
zbirom poluprénika jednakim velikoj osi elipse. Kod hiperbole santri krugova
takade u njenim fokusima, ali je sada razlika polypika jednaka realnoj osi hiperbole.
U relativistickoj geometriji, konika je krivaetvrtog reda, jer joj se "doda" dvostruka
tatka koja je u antipodu, posto se elipsa dobija fasesfere i eliptikog cilindra koji
sferu dodiruje u antipodu. Dakle dolazi do "raspageostorne krive 4. reda na
prostornu krivu i izolovanu dvostrukuctau u kojoj se presme kvadrike dodiruju.
Samo ako je izolovana dvostrukaka u antipodu, posmatrae tu krivu videti kao
koniku. Pomeri li se posmatrai neku drugu t&ku na sferi, or€e presénu krivu videti
kao krivu 4. reda sa izolovanom dvostrukortktan. Krug se dobija presekom sfere i
horizontalne "ravni”, koja je u relativiskoj geometriji takde sfera. Iz ovoga se
zakljwuje da krug takdée ima dvostruku tku, ali je to kruZzna tka u kojoj se dve
sfere dodiruju (to su t&e iste u "ravni" i na sferi).

Na Sl. 3 se vrSi pregrupisavanje krivih prema Kiasm i redu u relativistkoj
geometriji. SI. 3 preuzeta je iz rada "Kvantno-tielaticka geometrija kao nova néna
paradigma", (Dovnikowi L., 2010). U relativistikoj geometriji "prava” i krug su krive
drugog reda jer je "prava" u stvari krug koji pml&roz posmatrgev antipod. Ako
klasicna kriva drugog reda ima dve asimptote, ona dva prdlazi kroz antipod i ima u

njemu dvostruku t&ku, tako da je ona u relativiskioj geometrijicetvrtog reda.
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Klasiéni red krivih ny Relativisti&ki red krivih n,=n,+mg"

W
divergenina

kubna parabola

- Folium %
(Mingerev
oval)y

Sl. 3 Klasini i relativisti ki red krivih

Krive treteg reda imaju jedan prolaz kroz antipod i zato @rdeda jedan red,
dok krive klasinog cetvrtog reda (jednodelne i dvodelne) takve i ostKjuve koje se
izuzimaju iz ovog pravila su ozéene crvenom bojom. To su Njutnova divergentna
kubna parabola (ona je kl&asbg 3. reda, ali ima jednu izolovanu dvostrukéktai
jednom prolazi kroz antipod te joj se u relativiktj geometriji red pow&a za tri) i

folium (Mingerov (Karl Menger, 1902.-198p.oval, klasénog cetvrtog reda, ali pri
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inverziji prelazi u krivu 6. reda). Dakle, pri ph&gvanju one prelaze u krive Sestog
reda. Bitno je naglasiti da su posle pregrupisavaye krive parnog reda.

ObjaSnjenje p&inje sa preslikavanjem prave, kao krive regd. Prava se moze
preslikati u samu sebe ukoliko se centar harmomighnetrije nalazi na samoj pravoj,
jer je prava u tom stiaju zrak preslikavanja. Ukoliko je centar harmdiejsimetrije
van prave, prava se preslikava u krivu r@&a odnosno krug. Daljom harmonijskom
simetrijom kruga, odnosno krive reda, gde je centar preslikavanja na krugu, dobija se
prava, odnosno kriva redmn/2 Ukoliko je centar harmonijske simetrije van kruga
van krive red&n, kriva se preslikvaa u krivu istog reda, odnosnagk To zndi da se
harmonijskom simetrijom red preslikane krive mozaksimalno udvostiiti.

Ravnu racionalnu krivu redaiz jednog polja t&aka, kvadratne transformacije
preslikavaju u ravnu racionalnu krivu re@la. Relativisttka geometrija harmonijskih
ekvivalenata, osnovne elemente projektivnog prastamenjuje pojmom kruga i sfere
uvodei pojam relativnosti pri sagledavanju oblika. Azalii spoznaja prostorne sustine
perspektivne kvadratne transformacije ukazuje edaprove transformacije u centralnu
inverziju na sferi kao harmonijsku simetriju. Ovgektivha transformacija se izvodi
polaritetom, koji parove taka pridruzuje involutorno i harmonijski (pa se gltoga
moze zvati i harmonijskom simetrijom) u odnosu msadutu, odrzavaji pri tome
invarijantnost preslikanih uglova. Naime, ravnavrredan u zavisnosti od polozaja
centra harmonijske simetrije (centar moZze biti nadi ili van nje), moze se u drugom

polju preslikati u krivu reda, 2n-1 ili 2n.
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3 Osnovni principi relativisti ¢ke
geometrije harmonijskin ekvivalenata
- harmonijske simetrije

3.1 Osnovni pojmovi relativistiéke geometrije

U ovom poglavlju hie date osnovne teorijske postavke i metodoloSktygpiza
analizu i prodavanje krivih linija postupcima relativiske geometrije. (Dovniko¥i
L.,2002).

Osnovni pojmovi prave i ravni zamenjuju se krugosfierom, pricemu veléina
sfere ne utie na opStost radivanja. Uvodi se pojam posmatea (odatle i naziv
relativisticka geometrija), a sagledavanje i tumaje geometrijskih elemenata zavisi od
poloZaja posmatta.

Projektivna geometrija je uvela nove pojmove, kbk@remostilacinjenicu da
se euklidskom geometrijom ne mogu objasniti beskomedaleki elementi. Tako je
postoj€éa geometrija dopunjena fiktivnim pojmovima beskéma dalekih elemenata:
tacke, prave i ravni. (Dve paralelne prave se sekueskbnéano dalekoj téki. Dve
paralelne ravni imaju zajedtiu pravu u beskoraosti). JoS od vremena Zenona pojam
beskon&nog je Gordijewvor matematike. Uutenjem projektivne geometrije trebalo je
suprotstaviti se neprikosnovenim autoritetima EdgliNjutna i Kanta. Kant je tvrdio da
je euklidska geometrija jedini tia kako naS um moZe da shvata i tdmarostorne
odnose. Kakve su bile prve reakcije na uvodjenjejetivne prave govori jedna
anegdota u knjizi E.T. Belaeliki matematiari. Kada je jednom uvazenom sinjaku
za geometriju midi kolega stidljivo rekao da se paralelne prave agastu
beskonanosti, strgnjak je stao kao ukopan, a zatim naglasSairegguaku re rekao da
"svaki ¢ovek koji tvrdi da se paralele sastaju u beskpasti ili bilo gde drugde
jednostavno nema zdrav razum". On je bio u praausy paralelne prave ekvidistante, i
kao takve se ne mogu nikada i nigde sresti. Za ri@ncepciju paralelizma bila je
neophodna nova definicija prave koja se negde mateane da se starom pojmu prave

dodeli beskonéna t&ka za koju se ne zna gde je i koju niko nije modaovidi. Tako
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da je projektivna prava u stvari hibridni pojam taasod euklidske prave sa pridodatom
beskonano dalekom t&kom.

U relativistékoj geometriji (Dovnikout, 1999), kao prirodnom nastavku
deskriptivne projektivhe geometrije, pojam pravitij§ zamenjuje se pojmokrugova
kroz antipodnu t&ku posmatréa (na sfernoj ravni) a pojam rawsfieramakroz tu istu
tacku. Beskona&no daleka t&a projektivne euklidske prave i beskoéna daleka prava
projektivne euklidske ravni stapaju se u kimaantipodnu kruznu t&ku koja je na toj
"sfernoj ravni" najudaljenija od mesta posmeédra

Svaka taka "sferne ravni" je ekvivalentna, odnosno svi pasaii Su
ravnopravni i svaki od njih ima svoju antipodnukia i svoje krugove koji prolaze kroz
njegov antipod tako da ih on vidi kao "prave". Saam krugovi koji prolaze i kroz
tacku posmatréa i kroz antipod su geodezici sfere. Prema tomeezivanje "prave"” sa
pojmom geodezijske linije je pogresno. Ono Stoggerinog posmatta "prava linija",
za drugog je krugsto tako, ukoliko posmattaostaje na istom mestu na sferi, dok krivu
harmonijskom simetrijom preslikavamo, posmatia sve te krive videti kao uzajamno
harmonijski simettine krive sa ekvivalentnim geometrijskim i konstiukim
elementima. Sve ove krive koje su &k u malom" obrazuju grupu harmonijski
simetrinih krivih.

Da li ¢e za nekog posmatia krug sfere biti olsan krug ili "prava" ne zavisi od
veli¢ine kruga, vé od njihovog uzajamnog polozaja. Ukoliko geodeZére ne prolazi
kroz antipod posmatéa, posmatra ¢e ga videti jednostavno — kao krug, dé i
najmanji krug sfere, ukoliko prolazi kroz antiparh odgovarajteg posmatr&a biti
"prava".

Ako analiziramo dva posmatia S i S;, a njihove antipode ozdiano saS; i
S,. Svaki posmatkaima svoj parabotki snop krugova kroz antipod. Zajedké
"prave ‘¢e ¢initi elipticki pramen krugova kros:i S..

Posto tri téke odreluju krug, zajedriika "prava" za tri posmatta bice krug
koji prolazi kroz njihova tri antipoda (DovnikavL., 1994).

Ako posmatramo klagnu centralnu inverziju kao kvadratnu transformaaiju
projektivnoj geometriji, zakljiujemo da se centar inverzije u svim pravcima pkash
u pridruzenu té&ku beskonéno daleke prave. Moze se zakijuda je u toj geometriji

naruSena bijektivnost preslikavanja. U relativisti geometriji centar inverzije
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preslikava se u jednu dieu, a to je antipod. Kla&na osna simetrija je sada samo
specijalni slgaj ove simetrije u odnosu na kruznu osu, gamu je transformacijska

veza dveju simetrija opet jedna harmonijska sitfjgetri

3.2 Kvadratna transformacija

"Kvadratna transformacija je najjednostavnija tfanmsacija u grupi nelinearnih
transformacija, kod koje se red strukture (kriveyni, kongruencije, ...) moze najvisSe
udvostruiti. U okviru kvadratnih transformacija posebno meegauzima biracionalna
kvadratna transformacija (Godeaux, 1927.) kod lsgerod krive ne menja i koja je
dvosmerno racionalna - biracionalna. Konstruktivnanaliticka analiza biracionalne
kvadratne transformacije je izloZzena u radovimao@utSkala A., 1986; Mihajlovi
Levi V., 1990; Stuk R., 1997). Planimetrijski konstruktivno-sintédi pristup
analitickoj obradi biracionalnih kvadratnih transformadigi je dat u radu :

" Konstruktivno i analittko odredivanje nekih klasa racionalnih kubika pmome opSte
inverzije kao kvadratne transformacije” (Mihajléuievi V.,1990), za razliku odisto
algebarskog pristupa, omagayva neposredniju analizu elemenata preslikavapgk, lu
zavisnosti od slozenosti objekata preslikavanjaskaktivno-sintetika obrada zahteva
relativno dugotrajan konstruktivni postupak, kamtuitivnhu sposobnost za prethodno
raspordivanje elemenata preslikavanja u odnosu na objdait se preslikava.
Prostorne restitucije, kao nacrtnegeometrijske interpretacije planimetrijskih
preslikavanja, zasnovao je (Dovnikéwi., 1990) u radu " Uniform mechanisms for
rational plane curves". Pokazano je da poznato &fakbvo-ovo (Colin Maclaurin,
1698.-1746.) preslikavanje zapravo predstavljazwa dva projiciranja pravolinijskim
zracima sa ravni na posebno odabranu hipetholkvadriku i obrnuto, i to - prvo iz
ravni formalnog preslikavanja na kvadriku iz jednmentra projiciranja na kvadrici, a
zatim nazad na istu ravan, iz pridruzenog centmgigianja sa iste kvadrike. Jedna
druga biracionalna kvadratna transformacija ravhrivin sa kruznom apsolutom
uvodenjem jednogranog rotacionog hiperboloida kao ppemaliticki je obraiena u
doktorskoj disertaciji "Obrada ravnih krivih zas@aoa na prostornoj interpretaciji

biracionalne kvadratne transformacije” (Stulic F97).
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Prostorna restitucija kvadratnih transformacija, raaliku od cisto ravanske
analitcke i konstruktivno-sintetke obrade kvadratnih transformacija, daje jasniji
prikaz preslikavanja i najjednostavniju projektivgeometrijsku obradu, a analki

postupak projiciranja se svodi na parametarskegigade” (Stavré M.,2002).

3.2.1 Opstainverzija

Inverzija u euklidskoj geometriji predstavlja ragln kvadratnu transformaciju.
UopsSteno, inverzija se zasniva na polaritetu kani&pecijalan skaj je centralna
inverzija gde je pol inverzije centar kruga u odnoa koji se vrSi preslikavanje. Postoje
tri tipa centralne inverzije:

1. Hiperbolicka
2. Paraboléka
3. Elipticka

Kada se ravanskom inverzijom preslikajékia, svaka t&ka ravni ima samo
jednu sliku, méutim pol inverzije se u svim pravcima preslikavarazli¢itu tacku
beskonano daleke prave euklidske ravni. Odnosno, za swakk preslikavanja
drugaiji od prethodnog, pol inverzije ima drugu slikuinie je naruSena bijektivnost
preslikavanja.

U projektivno-euklidskom prostoru, gde se centaresfinverzije preslikava u
razlicitim pravcima u raztiite tatke fiktivne beskonéno daleke ravni, takie je

narusSena bijektivnost preslikavanja.

3.2.2 Inverzija kao harmonijska simetrija
Preslikavanje t&aka centralnom inverzijom je veoma jednostavnongasno je
na polaritetu t&aka P i P u odnosu na krug inverzije s. Inverzija je kvadaat
transformacija recipiih radijus vektora inverzije. Koordinate preslikartaéaka&
i?/ dobijaju se poméu sled€ih jedn&ina:

Sl. 4 ilustruje jedné&ne.
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Sl. 4 Reciprani radijus vektori inverzije

3.2.3 Inverzija na ravni kao inverzija na sferi

Na Sl. 5 prikazana je inverzna slika nekoliko krago pravih u ravni, a na Sl. 6
ta ista slika preslikana je na sferu obrnutom signa&skom projekcijom. Analizom te
preslikane slike doSlo se do zakka da stereografski preslikana slika predstavlja
inverznu sliku zadatih geometrijskih oblika u odm@s pol - i sferu inverzijes,.

U ravanskoj slici poméu inverzije za krug i pol inverzijeS, krug a kroz taku
A se preslikava u sebi koncegan kruga kroz pridruzenu t&ku A- SI. 5. Prava kroz
C se preslikava u krug kroz cteu C i S. Prave gi g2 se kao zraci inverzije
preslikavaju same u sebe. Tdkose i svi krugovi eliptkog pramena krugova kroz
tatke A i A, kao ravnopravni zraci inverzije, preslikavaju sansebe. Ovi su krugovi
upravni na apsolutsl Prethodna analiza odnosi se na euklidsku ravni.

Pridruzeni par téaka A i A obrazuje sa parom présgh tataka bilo kojeg zraka
inverzije sa apsolutons) harmonijskucetvorku t&aka, jer jes harmonijska simetrala
svih zrakova inverzije.

Kada se kruga smanjuje, njegov harmonijski ekvivalent krﬁgse povéava.
Kada se kruga sazme u t&u S u projektivnoj geometriji kazemo da se on lgras u
niz tataka na beskortao dalekoj pravoj projektivne ravni.

Medutim kada ravnu sliku stereografski projektujemosheru (bez obzira na

veli¢inu sfere), apsoluta se projektuje u krug, patetni krug ozn&en plavom bojom

(a) i preslikani krug ozngen crvenom bojomg() u odgovarajtie krugove na sferi.
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Kada nacrtamo tangentni konus, koji sferu dodipgeapsolutis, vrh tog konusal{ je

centar sferne inverzije, a sfera inverzijeje Sl. 6

ravan a

Sl. 5 Inverzija na ravni

Sl. 6 Inverzija na sferi kao prostorna inverzija
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Slika iz ravni a postupkom obrnutim od stereografskog projektovanja
preslikava se na sferfl, sa centrom projektovanja ucka S, a zatim se centar
projektovanja pomera udu I, odakle se kru@ projektuje u kru@, atakaSu S.
Dakle taka S preslikava se u antipodnuitau Szrakoml -S§koji spaja ove t&ke, kao
I svim "pravolinijskim" zracima koji prolaze kroekantu sfere kroz pol S'i antip(fsi.

Krug a se née vise beskorimo poveéavati kada se krug smanjuje. On se

poveava samo do velikog kruga sfere, a posle toga smjsie dok se ne sazme u

tacku S. Ortogonalne praves i g2 . koje su u ravni, preslikavaju u "prave"-velike
krugove sfere. Dok se pravaKroz tatku C preslikava takde u "pravu" koja prolazi
kroz antipod. | ovde se jasno vidi da "prave" neraqo biti veliki krugovi sfere tj.
geodezici. Da bi neki posmatrrug na sferi video kao "pravu", taj krug moralpmiti
kroz antipod. Posto je u projektivnoj ravni pravparalelna sa pravogy na sferi te dve
pravece imati dodir u antipodu. Dakle, dve "prave" kojeparalelne, nisu ekvidistante.
To je susStina relativistke geometrije. Da Itemo neki krug videti kao pravu zavisi
iskljucivo od polozaja posmatita i od toga da li ta prava prolazi kroz njegov podi. 1z

ovog primera se vidi i pravilo da se dve "pravekisa dve take. "Prava’c se sée sa

geodezikonyg; u tatki C i naravno u antipodL?S. Dakle, relativisttka geometrija bi se
mogla nazvati euklidsko-neeuklidskom. Bitno je r&gi dace se preslikavanja u ovom
radu vrSiti u projektivnoj ravni, alice se dobijene slike turtidi relativistickom
geometrijom.

Pri obrnutom stereografskom preslikavanju sa ramai sferu, krugi, se
dvostruko prekriva u duzA A. Naravno, mi ga tako vidimo kao duz u frontalnoj
projekciji jer je u zranom polozaju. Krugiz se u ovoj projekciji vidi kao elipsa.
Krugovi eliptickog pramena krozA i A, sada kao zraci inverzije na povrsini sf@re
tacku A preslikavaju uA i obrnuto. Elipteki pramen krugova krozA i A se moze
tumatiti kao presek lopte sa pramenom ravni kroz seksfete, tako da sedee A i A

preslikavaju ovim zamisljenim zrakom kro& i A. Ovaj zrak i prolazi kroz vrh

rotacionog konusa koji dodiruje sferu po apsolliscke apsolute se preslikavaju same

u sebe, a ostalediee se preslikavaju udke na suprotnoj strani u odnosu na apsolutu.
Pol inverzije je uvek iznad "ravni” (sfef i njegovim zracima se &ke "ravni"

unutar apsolute preslikavaju ucka "ravni" van apsolute. Pdl nikada ne moze da
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stigne na "ravan" ma koliko ona bila "ravna". Preggnacipu kontinuiteta sferée ostati
sfera ma koliko je mi povavali. PoSto nema ravni, sledi da nema ni ravanslezzije.
Ravanska inverzija moze samo da bude preslikavame u samu sebe i zbog toga sve
Sto je reéeno za inverziju na obmoj sferi, vazi i za sferu nesagledivih dimenzijsa
koliko ona bila velika (Dovnikowi L.,1990).

3.3 Kirive 4. i 3. reda dobijene harmonijskom simetrijom

3.3.1 Kirive elipti ¢kog tipa
Elipsa je kao "ravna" kriva u stvari kriva na relab velikoj sferi i dobijena je

presekom te sfere i eligkog cilindra koji tu sferu dodiruje u antipodu pcsnaa -S.
Ako se posmattapomeri iz téke S u neku drugu t&ku na sferi, on viSe e tu krivu
videti kao elipsu, ve kao krivu 4. ili 3. reda (Sl. 7 — levo). Na tojcsldat je primer
uzajamne simetrije elipse i krive 4. reda za cemaerzije S i krug inverzijes.
Preslikana kriva ima jednu pravolinijsku i jednwknu osu harmonijske simetrije, dok
je na Sl. 7 — desno prikazana inverzijom dobijenaakkoja ima jednu pravolinijsku i

jednu kruznu osu harmonijske simetrije.

Sl. 7 Elipsa i njen harmonijski ekvivalent za raznepoloZaje posmatr&a S
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U zavisnosti od polozaja posmataa odnosno za raélte polozaje centra
inverzije S, dobijaju se razne krive 4. i 3. reda. Krive alipbg tipa, dobijene
transformacijom elipse, su prikazane na stedeslikama :

Sl. 22 Uzajamna harmonijska simetrija elipse iz ig&mena konika i krive 4. reda sa
dve kruzne ose harmonijske simetrije

Sl. 26 Uzajamna harmonijska simetrija elipse iga@grive 4. reda

Sl. 31 Uzajamna harmonijska simetrija elipse i &8/ reda

Sl. 36- Elipsa iz HH pramena konika i njen harmskiigkvivalent kriva 4. reda

Sl. 40 Za izabrani centar inverzije S elipsa iz giamena konika i njen harmonijski
ekvivalent kriva 4. reda

Sl. 44 Elipsa iz HH pramena konika i njen harmdaigkvivalent kriva 3. reda

Sl. 50 Preslikana elipsa iz HE pramena konika ulkd. reda oblika jajeta za izabrani
centar harmonijske inverzije S

Sl. 54 Preslikana elipsa iz HE pramena konika wukr8. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S udki elipse

Sl. 59 Uzajamna simetrija elipse i krivedeg reda

Sl. 62 Asimetriina kriva 4. reda.

3.3.2 Kirive hiperboli ¢kog tipa
Preséna kriva sfere i eliptkog cilindra koji sferu dodiruje i istovremenocee

na obe strane od dodirneka koja je istovremeno antipodn&ka - S, stereografski se
projicira, iz te dvostruke t&e na tangencijalnu "ravan" ucta S posmatraa, u
hiperbolu. Menjanjem mesta posmatana sferi, odnosno menjanjem njemu
antipodnog centra stereografskog projiciranja,sta prostorna kriva projiciée se u
najrazltitije oblike uzajamno harmonijski simetnih "ravnih" krivih. Svaka od ovih
krivih moze se, dakle, dobiti iz bilo koje drugeyerznim preslikavanjem u "ravni".

Na SlI. 8 centar harmonijske simetrije nalazi serealnoj osi hiperbole i

dobijena kriva 4. reda ima jednu kruznu i jednuwpfiijsku osu harmonijske simetrije.
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Sl. 8 Uzajamna harmonijska simetrija hiperbole i kiive 4. reda za centar inverzije dat
na realnoj osi hiperbole

Krive hiperboltkog tipa, dobijene transformacijom hiperbole, sikggane na
sled€im slikama :
Sl. 21 Uzajamna harmonijska simetrija hiperbol&E pramena konika i krive 3. reda
sa dve kruzne ose harmonijske simetrije
Sl. 25 Uzajamna harmonijska simetrija pravougleetbple i Bernulijeve lemniskate
Sl. 32 Uzajamna harmonijska simetrija pravouglestbple i strofoide
Sl. 37 Hiperbola iz HH pramena konika i njen harijskm ekvivalent, kriva 4.reda
Sl. 41 Za izabrani centar inverzije S hiperbol&lld pramena konika i njen harmonijski
ekvivalent kriva 4. reda
Sl. 45 Uzajamna harmonijska simetrija hiperbolélkz pramena konika i krive 3. reda
sa dve kruzne ose simetrije
Sl. 51 Preslikana hiperbola iz HE pramena konikiariuu 4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S
Sl. 55 Preslikana hiperbola iz HE pramena konikiariuu 4. reda za izabrani centar

harmonijske inverzije S udki elipse.

3.3.3 Kirive paraboli ¢kog tipa

Parabola je kriva koja se moze dobiti presekomtiékpg cilindra i sfere. Taj
cilindar dodiruje i s&e sferu u antipodu posmatea(Sl. 29). Kada se dve asimptote
hiperbole poklope, odnosno kada se dve tangentee kui oskulatornim “"ravnima"
poklope u jednu dvostruku oskulatornu "ravan”, spresé€na taka krive prelazi u
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Sillak prostorne krive. Ova oskulatorna "ravan" tgda jedina simetralna ravan
paraboltke grupe krivih. Druga ravan simetrije (analognownima simetrije kod
eliptickih i hiperbolikih krivih) je saZzeta u singularnuctau krive - Siljak, gde su sazeta
i dva centra simetrije krive (nastaje singularnaedrija). Kako parabola predstavlja
granenu krivu izmetu mnoStva elipsi i hiperbola, tako i grupa krivia garabolikom
tatkom - Sillkom, predstavlja grafmu grupu izmedu mnostva krivih sa izolovanom i

samopresmom tackom.

Sl. 9 Centar harmonijske simetrije je na osi parabte i kriva 4. reda ima pravolinijsku
osu harmonijske simetrije

Krive parabolékog tipa, dobijene transformacijom parabole, sikkgrane na
sled€im slikama :
Sl. 23 Uzajamna harmonijska simetrija parabolekzpEamena konika i krive 4. reda sa
jednom osom simetrije
Sl. 27 Uporedjenje dobijene jajaste krive 4. reg@agstom Sego krivom
Sl. 33 Uzajamna harmonijska simetrija parabolevikB. reda
Sl. 38 Parabola iz HH pramena konika i njen haris&nekvivalent, kriva 4.reda sa
Siljkom
Sl. 42 Za izabrani centar inverzije S parabola it ptamena konika i njen harmonijski
ekvivalent kriva 4. reda
Sl. 46 Parabola iz pramena konika i njen harmongkkivalent kriva 3. reda
Sl. 56 Preslikana parabola iz HE pramena konikaiwuk4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S utki elipse
Sl. 60 Uzajamna simetrija parabole iz asindetvg pramena konika i Dioklove cisoide

Sl. 63 Uzajamna simetrija parabole iz asintewg pramena konika i krive 4. reda.
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4 pPramenovi krivih 4. i 3. reda dobijeni
kao harmonijski ekvivalenti pramena
konika (nastalih projekcijom ravnog
preseka konusa kroz sekantu,
tangentu | pasantu konusa)

4.1 Osnovni tipovi pramenova konika

U ovom poglavlju harmonijskom simetrijom (inverziy preslikani su
pramenovi konika u pramenove krivih deg i ¢etvrtog reda. Analizirani su ravni
pramenovi konika koji su projekcija ravnih presdkanusa. Pramenja presénog
pramena ravni je pasanta, sekanta ili je tangesada.

Pramen konika odden je sacetiri tacke koje se nazivaju temeljnim
tatkamapramena konika. Biranjem proizvoljne petgkeéau ravni odréena je jedna
konika toga pramena. Dakle pramen konika pokriva &tke svoje ravni. Odtetiri
temeljne téke pramena dve po dve mogu biti realne ili konjugay imaginarne. U
ovom poglavlju razmotreni su pramenovi konika keg dobijaju ravnim senjem
konusa, koji je postavljen tako da mu je jedna Wom izvodnica (u frontalnoj ravni
simetrije) u projicirajdgem polozZaju, a sistem njegovih kruznih presekagwjsn je
paralelno horizontalnoj ravni. Prametgapramena ravni u opSem &hju moZze biti
prava u proizvoljnom polozaju. Radi pojednostayhem prodavanju pramenova
konika (Sto ne remeti opStost rdstanja) usvaja se prameggupravna na frontalnicu i
usvaja se frontalno simeina kvadrika. Zbog toga se u pré&sen ravnima i u prvoj
projekciji dobijaju pramenovi koaksijalnih konika.

Sl. 10 prikazuje raztite pramenove koaksijalnih konika u zavisnosti oste i
raspored&etiri temeljne téke pramena, pa su prema tome dati i nazivi prangnov

1. Hiperbolicko-hiperbolEki (HH) - konike se seku tetiri realne i razliite
tacke (Sl. 10-a),
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. Hiperbolicko-parabolkéki (HP) - konike se seku u dve realne i réipd
tatke | dve realne i poklopliene dee (SI. 10-b), parabcko-
hiperboliki (PH) je slika u ogledalu-simetna slika HP pramena u
odnosu na vertilalnu osu kroz poklopljene temetat&e 3=4.

. Paraboltko-parabolktki (PP) - konike se seku &etiri tacke realne i
poklopljene (SI. 10—c), ili (PP) u dve po dve realn poklopljene
tacke(SI. 10-d),

. Hiperbolicko-elipticki (HE) - konike se seku u dve realne i réitd i dve
konjugovano imaginarne dke (Sl. 10—e), dok je eligtko-hiperbolEki
(EH) pramen simet¢ha slika HE pramena u odnosu na vertikalnu osu
kroz realne i razdvojene temeljneka 1 i 2.

. Paraboltko-elipticki (PE) - konike se seku u dve realne i poklopljene
dve konjugovano imaginarnecie (Sl. 10—f), njemu simetian pramen

je elipticko paraboliki (EP) u odnosu na vertikalnu osu kroz realne i
poklopljene temeljne tke 1=2.

. Elipticko-elipticki EE - konike se "seku" u dva para konjugovano

imaginarnih taaka (Sl. 10—g).

a) HH b) HP

FIN N 2N

X
e : —————— et

"
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\ : \\/
&H_“-/}//S/Ak.i. \i/ 1,2,3.4ki.
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SI. 10 Pramenovi konika
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4.2 Harmonijski ekvivalenti dobijenih pramenova konika

Kos konus sa kruznom osnovom (Sl. 11) postavijetaj@® da mu je jedna
izvodnica u zrénom polozaju (V) u odnosu na prvu ortogonalnu gkaja. Ocigledno
je da sve konike prostornog pramena morafii®eu izvodnicu, tj. u prvoj ortogonalnoj
projekciji ¢e se videti kao pramen koji prividno prolazi vrhéaonusa. Dakle dve tke
pramena konika be realne i poklopliene, a druge dveika zavise od poloZaja
pramenjée tj. da li je ona tangenta (Sl. 11), pasantal3).ili sekanta (Sl. 13), konusa.
U ovom poglavlju preslikavani su paraliéio-parabokki, paraboléko-elipticki i
paraboléko-hiperboléki pramen konika. Pokazano je da je harmonijskaefima
potpuno bijektivha transformacija pa se pramenilkriveceg i cetvrtog reda se& u

istom broju tdaka kao i pramen konik@®(kanovt (Vasiljevi¢c )G. ,2004).

4.2.1 Preslikavanje parabolicko-paraboli¢kog pramen konika u pramen
krivih ¢etvrtog i treé¢eg rech

Parabolkiko-parabolkki pramen konika koji je dobijen ortogonalnom
projekcijom pramena konika na konusu i njegovinsfikavanjem nastao pramen krivih
3. 1 4. reda prikazan je na Sl. 11. Prameénjé) pramena ravnj dodiruje konus. Pol
inverzije ) izabran je u zajedékom temenu svih konika. Posto kroz pol svaka konika
prolazi samo jedanput, u klasbj geometriji red preslikanih krivih smanjuje sa z
jedan. Dakle, pramen konika je harmonijskom inyeraipreslikan u pramen krivih 3.
reda.

Kod paraboltko-parabokkog pramena konika sveéetiri temeljne take su
konsekutivne pa je to siaj hiperoskulacije (sve konike u prvoj projekcinaju isti
centar krivine u temenoj &ki). Centar krivine normalnog preseka konusa kesmgyentu
(t) je ta’ka C. Prema teoremi Menijea (Jean Baptiste Meushié&4d.-1793):

Centar krivine bilo kojeg kosog preseka povrsi nksa, kroz tangentut)(
konusa, ortogonalna je projekcija centra krivingnmalnog preseka konusa, kroz istu
tangentut), na ravan kosog preseka. Zbog pravog ugla, clrtine svih preseka kroz
Istu tangentu leze na Talesovoj kruznici.

Harmonijskom inverzijom krug (k) preslikan je u &u" (k) koja u stvari na
velikoj sferi predstavlja krug koji prolazi kroz tpod. Posto se centri krivina u

zajedntkom temenu svih konika poklapaju (isti je centar @ymonijski ekvivalent
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pramena konika, to jest pramen krivinéeg reda, imée zajedniku asimptotu k) (sve
krive imate hiperoskulaciju u antipodu).
Pri preslikavanju elipse (e) temenaka T, se preslika u antipod, acte T, T3,

T4 u harmonijski ekvivalentne &ke T, Tzi Ta.

Sl. 11 Harmonijski ekvivalent PP pramena konika
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Pravolinijske ose simetrije - ose ad $e preslikavaju u jednu "pravolinijsku”
osu simetrije &) i jednu kruznu osu simetrije{).

U klasiinoj geometriji elipsa ima jedan centar simetrig @k u relativisikoj
ima dva: preslikani €i drugi u antipodu. Pravolinijski zraci se preaMaju u kruzne
zrake harmonijske simetrije. Izolovana dvostrukékaai jedne (e) i druge krivee(,
poSto je imaju obe krive, u odnosu na koju krivaranda bude i osno i centralno
simetrina, a to zné da mora da lezi na obe ose simetrije, to jesgdngm od centara
krive (za elipsu u antipodnom centruy=G, a za krivu tréeg reda u &S.

Posto je pol inverzije u temenu hiperbole, realsa biperbolece kao zrak
inverzije da se preslika u samu sebe, tako da elubikriva tréeg reda ima jednu
"pravolinijsku” i jednu kruznu osu simetrijeb) preko koje se invertuje sama u sebe.
Jedna grana hiperbole preslikava se u petlju, gadwostatak krive 3. reda (strofoide).
Tatke S i S povezane su dvema granama krive. Pol inverzijmkede i u temenu
parabole. Dobijena harmonijski simétra kriva je Dioklova cisoida. Dvostrukacka
parabole se nalazi u antipodnojkaposmatraa, dok se kod invertovane krive koja je
3. reda, preslika u Siljak prve vrste dkaS. Zajedntka oskulatorna kruZnica u temenoj

tacki se preslikava u zajedikiu asimptotu svih krivih 3. red& Eas).

4.2.2 Paraboli¢ko-elipti¢ki pramen konika

Paraboliko-elipticki pramen konika sa dve poklopliene realne i dve
konjugovano imaginarne dke prikazan je na Sl. 12. Centar harmonijske sifgetr
(inverzije) izabran je u zajedikom temenu $) svih konika pramena. Harmonijskom
simetrijom je dobijen pramen krivih 3. reda kojedesliruju u antipodu.

Preslikan je krug (k) u asimptottk (svih inverzijom dobijenih krivih 3. reda iz
pramena), elipsa;au krivu (e1), parabola u Dioklovu cisoidu i hiperbola u stiidfn
Tacke na apsoluti ostaju na svom mestu pa je najlgkssti preslikavanje konike u
odgovarajdu krivu 3. reda pomiu njihovog "ukrStanja" na apsoluti.

Parabola p(Sl. 12-gore) se projicira u pravy koja zajedno sa tangentom (koja
je paralelna sajp) u tatkama 1,2 predstavlja raspadnutu koniku pramenaaRuase
preslikava u krug, a zajedikia tangenta se kao zrak inverzije preslikava u.sbh&le

tangenta u tkama 1,2 i krug f,) predstavljaju raspadnutu krivu 3. reda.
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A A SN

Sl. 12 Pramen krivih 3. reda koji je harmonijski ekvivalent PE pramena konika

Poznatim postupkom odtene su t&ke P i P, koje su realni predstavnici

konjugovano imaginarnih ¢&aka u kojima prava prodire konus.
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4.2.3 Paraboli¢ko-hiperboli¢ki pramen konika

Kada je pramenjs p sekanta konusa i prodire konus tkiama S i S, dobija se
paraboléko-hiperboltki pramen konika Sto prikazuje Sl. 13. Pamen kormika cetiri
realne temeljne tke od kojih su dve poklopliene u zajethom temenu konika.
Pramen krivih tréeg reda ima dve realne i razdvojengkea(S:i S;) i dve zajednike i

poklopljene antipodu.

Sl. 13 Pramen krivih 3. reda koji je harmonijski ekvivalent PH pramena konika
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Elipsa je izabrana tako da se temert&dal; | T, poklapaju sa S S,. Nacrtan je i krug
p, kao deo raspadnute krive 3. reda¢\d@jasnjenim postupkom, koji prikazuje Sl. 11,

preslikani su krug, elipsa, parabola i hiperbotadgovarajde krive 3. reda.

4.2.4 Pramen krivih 4. reda koji se dobija preslikavanjemPE pramena
konika

Kada se za preslikavanje pramena konika sa Slpdl2harmonijske inverzije
pomeri po zajedikoj simetrali pramena konika dobija se pramen krisgtvrtog reda
koji je prikazan na Sl. 14. Zajedkpo teme pramena konika (1,2) preslika se u
zajednéko teme krivih 4. reda. Dve konjugovano imaginar@de pramena takie se
preslikaju u dve konjugovano imaginarn€ki& pramena krivih 4. reda. Raspadnuta
konika pramena kojtine paralelne prave i m preslikava se u dva kruga.

Centar inverzijeS izabran je u centru C kruga (k) tako da se onlipeesl
koncentréan krug. l1zabrane su dve elipse (Sl. 14 gore, ¢ z& preslikavanje; one se
preslikavaju u kriv&etvrtog reda koje imaju izolovanu dvostrukakia u S. Elipsa e se
sa preslikanom elipsom ukrSta na apsoluti, dok Igm® e dodiruje sa preslikanom
krivom. Parabola se preslikava u krivetvrtog reda sa Siljkom udia S jer se Siljak iz

tacke §preslikao u téku S. Hiperbola se preslikava u krivdetvrtog reda sa
samopressmom t&kom u S. Naravno, i ovde secka iz antipoda "vratila iz
beskonanosti", tako da sada mozemo da zalipo kakva je priroda tke hiperbole
koja je u antipodu kao i kod preslikavanja elipggrabole. Hiperbola ima u antipodu
samopresmu tatku, elipsa ima izolovanu dvostrukuCkal, dok parabola, kao granica

izmediu mnostva hiperbola i elipsi, ima Siljak u antipodu
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Sl. 14 Pramen krivih 4. reda dobijen preslikavanjemPE pramena konika

39



5 Transformacija pramenova krugova u
pramenove konika, a ovih u
pramenove krivin 4. 1 3. reda

5.1 Transformacija elipti &kog pramena krugova

U ovom poglavlju elipticki pramenovi krugova preslikavaju se homologijom
(perspektivnom kolineacijom) u odgovarégupramenove konika, pa se ovi pramenovi
konika harmonijskom inverzijom (simetrijorpyeslikavaju u pramenove krivih teg i
cetvrtog reda (pri preslikavanju obavezno se preaglik singularne konike raspadnute u
odgovarajde parove pravih).

Elipticki pramen krugova (na ravni 1) je perspektivnomiredcijom za pol §
preslikan u pramen hiperbola (na ravni 2), z&aglda svi krugovi iz pramena seku
nedoglednicu. U drugom slaju perspektivhom kolineacijom za pal @eslikana su tri
kruga od kojih jedan ge nedoglednicu (preslikava se u hiperbolu), dregdgdiruje
(preslikava se u parabolu), adr@ee s€e nedoglednicu realno (preslikava se u elipsu)
Metodama sintetke i analittke geometrije, kori&njem recipronih radijus vektora
inverzije, perspektivnom kolineacijom dobijeni pramkonika je preslikavan u pramen
krivin 4. i 3. reda, ali su stari tai preslikavanja tumgeni principima nove
relativistcke geometrije, ukljtuju¢i antipodnu taku posmatréa. Bukanovi
(Vasiljevi¢ )G. ,2006).

5.1.1 Paraboli¢ko-paraboli¢ki pramen hiperbola i njegov harmonijski
ekvivalent

Elipticki pramen krugova (to su elipse na ravni (1) kageusprvoj projekciji
sagledavaju kao krugovi) koji se projicira u (2)petki pramen hiperbola sa dva
pramena paralelnih asimptota prikazan je na Sl.PrBslikana su tri kruga, koji su
oznaeni brojevima 1, 2 i 3, u hiperbole koje su aree sa ) hy i hs. Nedoglednica v
realno sée sve krugove pramena pa se tako homologijom awydui preslikaju u

hiperbole. Inverzijom se dva pramena paralelnimpsota preslikaju u dva parabiia
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pramena oskulatornih krugova, a pramen hiperbolpreslika u pramen krivih 4. i 3.
redacije se grane seku (u polu) pod istim uglegnali sa razkitim oskulatornim

krugovima wvoru. Centar harmonijske inverzije nalazi se nén@gaosi svih hiperbola.

Sl. 15 Paraboltko-paraboli¢ki pramen hiperbola i njegov harmonijski ekvivalent

Pri inverziji hiperbole h dobija se kriva tréeg reda (strofoida)-¢r zato Sto se

centar inverzije nalazi u &k hiperbole (ovde u temenoj) ( Dovnika@viL.1998).
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Hiperbole h i hs inverzijom se preslikaju u krivéetvrtog reda koje imaju jednu kruznu
I jednu pravolinijsku osu harmonijske simetrije.

Pramen hiperbola je parabtio-parabolkéki (homoteténe hiperbole) jer ima
dve po dve zajedtke tatke 1=2, i 3=4 u beskonaosti, odnosnaetiri poklopljene
tatke u antipodu. Pramen krivih 4. i 3. reda itediri realne i poklopljene tke u S
(dva puta prolaze krive kroz S i imaju isti ugd@reseka dveju grana).

Raspadnutu koniku pramena predstavljaju dve "pr&egd se seku u S (SA i
SB). One se kao zraci preslikavanja preslikajuhese

Tacke na apsoluti ostaju na svom mestu pa je najlgkaéti preslikavanje
konike u odgovarajtu krivu 4. ili 3. reda poméu njihovog "ukrStanja” na apsoluti.

5.1.2 Elipti ¢ko-paraboli¢ki pramen konika i njegov harmonijski ekvivalent

Elipticki pramen krugova koji je postavljen prema nedogieidv, tako da se
homologijom preslikava u pramen konika koji saddipsu (krug 1 ne se
nedoglednicu), parabolu (krug 2 dodiruje nedogledghi hiperbolu (krug 3 se
nedoglednicu) prikazan je na Sl. 16. Pramen kri&ihreda i 3. reda sadrzi krive
eliptickog hiperboltkog i parabolikog tipa. Pramen konika je elipkio-parabokki jer
ima 2 realne i razdvojenectee u (A i B) i 2 beskonme, tj. 2 poklopljene tke u
antipodu, dok pramen krivih 4. reda i 3. reda imege&lne i poklopliene thke u Si 2
realne i razdvojene Ai B.

Raspadnutu koniku pramena predstavljaju dve "pr&ogd se seku u S S

SB). One se kao zraci preslikavanja preslikaju u sebe
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Sl. 16 Harmonijski ekvivalent elipticko-paraboli¢kog pramena konika

5.1.3 Pramen krivih 3. reda kao harmonijski ekvivalent eipti ¢ko-
paraboli¢kog pramena konika

Elipticki pramen krugova postavljen je u odnosu na nedimgte v tako da se
krug 1 preslika u hiperbolu, krug 2 u parabolu (daé nedoglednicu) i krug 3 u elipsu
i kao rezultat perspektivne kolineacije dobija $iptieko-parabolkki pramen konika.
Pramen konika je eliptko-paraboléki jer ima dve realne i razdvojene i dve realne i
poklopljene beskortae take (2 t&ke se poklapaju u antipodu).

Pol inverzije postavljen je u temeljnoika pramena konika (S=A tako da se
inverzijom elipttko-parabokkog pramena konika dobija pramen krivihéeg reda.
Jedna regularna fundamentalnéepramena invertuje u antipod Sl. 17. Pramen lkrivi
3. reda imaetiri zajedntke tatke od kojih se tri poklapaju u SzAdve temeljne t&ke

se iz antipoda inverzijom preslikaju u Setvrta je u B.

43



Sl. 17 Pramen krivih 3. reda kao harmonijski ekvivdent elipti¢ko-paraboli¢ckog
pramena konika

Preslikavanjem elipse, dobija se kriva 3. reda\salkduzne ose simetrijeg i
ag. MoZe se zapaziti da se na kruznoj astap=an (koja je zajedrika za sve krive 3.
reda) nalaze preslikana temena konika (2 temenmsegli2 temena hiperbole i 1
preslikano teme parabole). Oskulatorni krugovidkit&=A elipse, parabole i hiperbole
preslikavaju se u asimptote odgovat#ju krivih 3. reda. Tangente, normale i
oskulatorni krugovi u ki S=Adobijeni su poznatim konstruktivnim postupcima iz

projektivhe geometrije.

44



Raspadnuta konika pramena koju predstavljaju daeekoje se seku wSSS
i S;B,) preslikava se u raspadnutu krivu 3. reda kijie prava S8i krug (k) u koji se

preslikala prava ;.

5.2 Transformacija hiperboli ¢kog pramena krugova

U ovom poglavlju predmet istrazivanja bili su harmonijski ekvivalent
pramenova konika koji se dobijaju perspektivnom idedcijom hiperbotkih
pramenova krugova. Posto krugovi iz hipertiadig pramena, nemaju realnih
zajednékih preseénih tataka, tako ni konike koje su dobijene njihovim pileslanjem
nete imati realnih zajedokih presénih tataka, pace se dobiti eliptiko-elipticki
pramen konika.

Hiperbolicki pramen krugova (k k» i ks) koji je homologijom preslikan u
elipticko-elipticki pramen konika prikazan je na Sl. 18. Pramen é&vagje postavljen
prema nedoglednici;vtako da se homologijom preslikava u pramen koRiasadrZi
hiperbolu (krug 1 see nedoglednicu), parabolu (krug 2 dodiruje nedaglad, elipsu
(krug 3 ne s& nedoglednicu). Pramen krivih 4. reda sadrzi kinperboltkog,
parabolékog i eliptickog tipa.

Elipsa se preslika u krivu 4.redégokoja ima jednu kruznu i jednu pravolinijsku

osu autosimetrije. Oseaa = a, kao zraci koji prolaze kroz centar S, preslikaveg

same u sebe. Tako da i kriva hiperbtlodig tipa (ﬁl) ima jednu kruznu i jednu
pravolinijsku osu autosimetrije. Oskulatorni krugokiperbole preslikavaju se u
oskulatorne krugove krive 4. reda, a asimptotarbigle u oskulatorne krugovecuvoru.

Kriva 4. reda parabaikog tipa (p-) ima samo pravolinijsku osu autosimetrije dok je

druga osa simetrije saZzeta u antipodu.

Dva zajednika para téaka ovog EE pramena konika su konjugovano
imaginarni. Realni predstavnici tih k.. ¢&ka su té&ke u kojima se seku
komplementarne konike (SI. 19). Nacrtana je kompletarna elipsa za dobijenu

hiperbolu h i komplementarna parabola za parabglu p
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Sl. 18 Harmonijski ekvivalent EE pramena konika koj se dobija kada se centar
harmonijske simetrije postavi na osu simetrije

Raspadnutu koniku prameiae dve k.i. prave koje su spojnice dva para k.i.
tacaka. Realni predstavnici tih pravih su paraleln@vprkroz dva para fundamentalnih

tataka konjugovanog pramena konika.
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Sl. 19 Komplementarni pramen EE pramenu konika je HH pramen konika

Pramen krivih 4. i 3. reda dobija se kada je ceBtpostavljen u t&ku konike-
hiperbole h, Sto je prikazano na Sl. 20.

Hiperbola (Sl. 21)sa osamag aby preslikana je harmonijskom simetrijom (S,s)
u krivu 3.reda sa kruznim osama simetrg i by preko kojih se kriva invertuje u
samu sebe. Posto hiperbola ima dve ose simerijga, tako i preslikana kriva 3.reda
ima dve kruzne ose simetrijy i by. Asimptote hiperbole kao oskulatorne "prave" u
antipodnom¢voru hiperbole, preslikavaju se u oskulatorne kuggo ¢voru krive 3.
reda. Oskulatorni krug hiperbole; Preslikava se u asimptotu krive degy reda. Centar
ovog kruga odréen je preko centra hiperbole.C

Tangente ucvoru krive 3. reda paralelne su asimptotama higerbbgao
samopreseka je invarijanta harmonijske simetrijgetbole sa krivom 3. reda. Ove

tangente su zraci inverzije i preslikavaju se samsebe. Hiperbolu dodiruju i seku u

¢voru S bas kao 3to krivu 3.reda dodiruju i sekévoru S.
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Sl. 20 EE pramen konika i njegov harmonijski ekvivdent-EE pramen krivih 4. i 3.
reda

Sl. 21 Uzajamna harmonijska simetrija hiperbole izEE pramena konika i krive 3. reda
sa dve kruZzne ose harmonijske simetrije

Preslikavanje elipse iz eligio-eliptickog pramena konika izdvojeno je iz
celokupnog pramena i prikazano je na Sl. 22. Centagrzije S je van elipse pa se

harmonijskom simetrijom, dobija kriva 4. reda-pgesstia kriva. Zbog nepravilnog
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oblika krive moglo bi se pomisliti da se radi omastricnoj krivoj. Medutim ona je
harmonijski simettina sa zadatom elipsom kao i sa svim krivim linijakege su toj
elipsi harmonijski simetthe. Ovaj "oval'-pasuljasta kriva, ima i dve kruzne ose
autosimetrije &g i bg) i takade je centralno simetfan u odnosu nade C,i C,=S.
Tatka S je izolovana tka krive 4.reda, a tka Sje izolovana antipodna dka elipse.

U temenim takama elipse 1, 2, 3, i 4 ucrtani su oskulatornigini O, O,, O3z i Oa.

Ovi krugovi su preslikani u oskulatorne krugovevkré. reda u tkamal, 2, 3 i 4.

Sl. 22 Uzajamna harmonijska simetrija elipse iz EEpbramena konika i krive 4. reda sa
dve kruzne ose harmonijske simetrije

Preslikavanje samo parabole iz eltgd-eliptickog pramena konika prikazano je
na Sl. 23. Homologijom se krug 2 koji dodiruje ngldalnicu preslikava u parabolu.
Centar inverzije S je van parabole pa se harmamipskimetrijom, dobija kriva 4. reda
sa jednom singularnomdieom, Siljkom prve vrste u t&i S. Dobijena kriva ima jednu
osu harmonijske simetrijap. Druga osa simetrije sazeta je tkia Silika krive u kojoj

su stisnuta i tri temena krive, Sto Znda kriva 4.reda ima samo jedno teme. Parabola je
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grancna kriva izmédu mnoStva hiperbola i elipsi, tako je i grupa Knivd.reda sa
parabolékom tatkom granica izméu hiperbolekih i parabolékih krivih 4. reda. Dok se
hiperbole razlikuju prema uglu samopresékge kod hiperbole ugao samopreseka
asimptota, a kod elipse - to je ugao izilmenjenih konjugovano imaginarnih asimptota
(ugao preseka dijagonala tangentnog pravougaonikedl parabole, asimptote su
poklopljene sa osom, i ugao samopreseka je jedodk W antipodu, u Siljiku se dve
grane krive dodiruju, sve su parabolecrsfi, odnosno sve su paralk&B krive sa
Sillkkom metusobno harmonijski simetrne. Iz jedne parabgke krive sve se ostale

mogu dobiti (mogu da se izvedu iz nje).

Sl. 23 Uzajamna harmonijska simetrija parabole iz EE pramena konika i krive 4. reda
sa jednom osom simetrije

Inverzija je u relativistikoj geometriji potpuno bijektivna transformacija pa

pramen krivih 4. i 3. reda & u istom broju t&aka kao i pramen konika.

5.3 Transformacija paraboli ¢kog pramena krugova

Predmet istazivanja u ovom poglavlju bili su patai%® pramenovi krugova,
homologijom iz njih dobijeni pramenovi konika i hgvi harmonijski ekvivalenti-
pramenovi krivih 4. i 3. reda.

Perspektivna kolineacija (homologija) je centrapmojiciranje na dve ravni (1) i

(2). Parabotiki pramen krugova sa ravni (1) se iz cer@narojicira u pramen konika na
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ravni 2. Zraci projiciranja koji prolaze krozéte datog kruga obrazuju konus sa vrhom
u srediStu projiciranja. Presek ovog konusa i r@va konika.

Koja konikace se dobiti perspektivnom kolineacijom zavisi odogaja kruga
prema nedoglednici,y 5to je objaSnjeno u prethodnom poglavlju. Akogkdodiruje
nedoglednicu dobija se parabola, ako jeéesdobija se hiperbola i ako je necse
dobijena kriva je elipsa. Ovo se lako moze pratitirugoj projekciji gde su ravni 1i2 u
zraénom polozaju-upravne na frontalnicu Sl. 24.

Inverzijom, ravni 1 i 2 se pretvaraju u sfere, a pvave u krugove koji prolaze
kroz zajednicki antipod za ove dve sfere. Nedogtainy ("prava’ na "ravni "2)
projicira se na 1, u oba smera, u par antipodnitavip"-u; koje su u "ravni "1, i
obratno, nedoglednica projicira se sa 1 na 2 u par antipodnih praygih v

Parabolkiki pramen krugova homologijom se preslikava u paligko-elipticki
(PE) pramen konika, dalje se ovi pramenovi inverzijpmeslikavaju u pramenove
krivih 4.1 3. reda.

5.3.1 Uzajamna simetrija paraboli¢ko-elipti¢kog pramena konika i
paraboli¢ko- eliptickog pramena krivih 4. reda.

Perspektivnom kolineacijom preslikan je n&mMerug, koji s€e nedoglednicuv
(u ta¢kama M i N) u hiperbolu Sto je prikazano na Sl.(@dsno). Sltiaj je izabran tako
da se dobija pravougla hiperbola sa uglom samokaessimptota od 90 stepeni. To je
na Sl. 24 i ozngeno. Pod tim istim uglom se seku i tangente u saesamoj taki
krive 4. reda-Bernulijevoj lemniskati. Ove tangersie¢ zraci preslikavanja i one se
preslikaju same u sebe i ovde se poklapaju saikmesh asimptotama jer je centar
inverzije V postavljen u centar pravougle hiperb®eeslikavanje samo hiperbole, koja

je izdvojena iz pramena, prikazano je na Sl. 25.
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Sl. 24 Uzajamna simetrija parabolgko-eliptiékog pramena konika i parabolicko-
elipti¢kog pramena krivih 4. reda
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Sl. 25 Uzajamna harmonijska simetrija pravougle higrbole i Bernulijeve lemniskate
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Date su jednane pravougle hiperbole i Bernulijeve lemniskateai¢Bkorn E.,
1986). S obzirom da je polugrak kruga inverzije jednak poluosama hiperbole (RFr

koordinatni pdetak (x,y) je u centru inverzije V, jedtine glase:

pravougla hiperbola - Bernulijeva lemniskata
r=a=b x*-y*-r’=0 - r’(x*-y?)-(x*+y)=0

Sl. 26 Uzajamna harmonijska simetrija elipse i jajate krive 4. reda

Najmanji krug se perspektivnom kolineacijom presli& u elipsu. Uzajamna
harmonijska simetrija elipse i jajaste krive 4. aedrikazana je na SR6. Kriva
ozn&ena crvenom bojom ima jednu pravolinijsku i jednwzkau osu harmonijske
simetrije. Uporedjivanjem jajastih krivih koje subradene u magistarskom radu
(Petrovt M., 2010 ) i dobijene krive 4. reda, doslo se do&eg zakljgka: da je kriva
ozna&ena crvenom bojom na 6 najslénija Sego krivoj. Ova kriva je prodana, u
pomenutom magistarskom radu, u grupi jajastih hkrikoje su nastale nekom
transformacijom. Stinost najbolje ilustruje SR7 gde je preklopljena dobijena jajasta
kriva 4. reda (ozrnine crvenom bojom) preko Sego krive(cmree crnom bojom).
Sego kriva je dobijena od krive ozmeame zelenom bojom Transformacijom Torsten

Silkea:
x> +y*=¢e*? ~ X+ y*+0.02= &7
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Sl. 27 Uporedjenje dobijene jajaste krive 4. redaajajastom Sego krivom

Projiciranje kruga ku parabolu p dve ortogonalne projekcije prikazano je na
Sl. 28. Nedoglednics; kao tangenta kruga stisne se,kao Siljak parabole. Staj je
izabran tako da krug;koude krug oskulacije u temenu parabole. Inverzijdns, )

“ravni " u samu sebe, parabola se preslika u "kaglsa Siljkom. To je kriva 4. reda sa

jednom pravolinijskom osom harmonijske simetr:i;'ezap. Zajedntka osa parabole i
"kapljice" je njihova zajediika tangenta u Siljku. U prvoj ortogonalnoj projgkna Sl.
28 prikazana je inverzna stereografsku projekciprapole i "kapljice” na sferu
sagledivih dimenzija. To je prostorna inverzijayrhanijska simetrija, ravni i sfere u
onosu na sferu.sSferna parabola, prostorna kriva 4. reda, preled u deo elipse koja
je u oskulaciji sa konturnim krugom sfere. "Kamjicse prekrila u deo konike StV
sfere u samu sebe. "Sferna konika" i "sferna pdadbsu povezane prostornom
inverzijom (V, §). "To pokazuje da je inverzija potpuna harmonijskaetrija(dosledno
bijektivha i komforna). U klaghoj projektivhoj geometriji ovde se javlja paradoks
projicirajuwti konus "kapljice" 4. reda ge sferu (2. reda) po krivoj 8. reda koja se
dvostruko prekriva ne u krivu 4. reda nego opetouniku 2. reda!"( Dovnikovic L.,
2002. Podgorica).
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Sl. 28 Projiciranje kruga u parabolu i harmonijska inverzija parabole u "kapljicu"

Na Sl. 29 uradjen je prostorni 3D model sfere sagledivih ehmija i eliptickog
cilindra koji oskulira sferu u tacki A. Parabola debija presekom sfere i eliptickog

cilindra.

Sl. 29 Prostorni model sfere sagledivih dimenzijaelipti¢kog cilindra

3d modeli su rdeni na osnovu postupaka iz radova (J&vhi et al., 2008) i (JadiM. et
al., 2011).
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5.3.2 Preslikavanje pramena konika u pramen krivih 3. red, kada je
centar inverzije izabran u zajednikoj temenoj ta¢ki svih konika

Preslikavanjem «enacrtanog, parbalko-eliptickog pramena konika, pri izboru
centra inverzije u zajedtkoj temenoj taki, dobija se pramen krivih 3. reda. Sve krive
imaju paralelne asimptote. Oskulatorni krugovi keniu temenuS se preslikaju u

asimptote krivih 3.reda Sl. 30.

Sl. 30 Centar inverzije je izabran u zajedntkoj temenoj tacki svih konika

Priroda perspektivne kolineacije navodi na zaldjudace klaséne krive 2. reda
uvek imati dvostruku t&ku u antipodu, krive 3. reda trostruku itd. Prirddadvostruke
tatke najbolje se vidi iz polozaja njene nedoglednicanosu na kolinearno pridruzenu
krivu. Kod singularnih t&ka hiperbolikog tipa, inverzijom krive se najbolje dolazi do

zakljwka o tipu dvostruke tke.
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Sl. 31 Uzajamna harmonijska simetrija elipse i krive 3. reda

Sl. 32 Uzajamna harmonijska simetrija pravougle higrbole i strofoide
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Ako se koordinatni pfetak za ose x i y postavi u centdr onda su
konika i kriva 3. reda date slefim jedn&inama (SI. 32):

pravougla hiperbola - strofoida
r=a=b  (x+r)?-y*-r?=0 - X2 [(r+2x)/(r=2x)|-y*)=0

Sl. 33 Uzajamna harmonijska simetrija parabole i kive 3. reda

Perspektivnom kolineacijom singularnecka se vezuju na jednoj krivoj, a
razvezuju na drugoj uvek u antipodu, dakle van giagdokruga. To je razlog zasto ih
ranije nismo mogli zapaziti, iako je inverzija pakala da se konike uvek preslikavaju
u krive sa dvostrukom &&om. To se objasSnjavalo inverzijom kao kvadratnom
transformacijom, Sto ona u stvari nije (u relativisoj geometriji). Krive 2. reda u
relativistickoj geometriji su 4. reda (dodata im je singulamheostruka téka u
antipodu), tako da one posle inverzije ostaju istetyrtog reda. Dakle, to je razlog
zasto inverzija nije kvadratna transformacija @atiglstickoj geometriji.

Inverzija je potpuno bijektivha transformacija pa@amen krivin 4. i 3. reda
se&e u istom broju aka kao i pramen konika. Preslikavanje konika uekB. i 4. reda
na sloZenim slikama sa mnoStvom linija, najboljenseze pratiti poméu njihovog
"ukrstanja" na apsoluti (krugu inverzijesy. Da bi se olakSalo istrazivanje, izdvajane su
konike iz pramena i prikazano je odvojeno presléd@ge samo te konike u krivu 4. ili 3.

reda.
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© Pramenovi krivih 4. i 3. reda dobijeni
kao harmonijski ekvivalenti pramena
konika (nastali projekcijom ravnog
preseka jednogranog hiperboloida
kroz sekantu I pasantu hiperboloida)

6.1 Dobijanje HH pramena konika

Postavimo pramen ravni kroz pravkeja je sekanta jednogranog hiperboloida,
Ciji je jedan sistem kruznih preseka paralelan sazbotalnicom. Ovaj hiperboloid je
postavljen tako da su mu dve paralelne izvodnzsifprotnih sistema) u projicirajem
polozaju. Sve konike u prasem ravnima moraju pko kroz ove izvodnice (a i b) Sto je
prikazano na Sl. 34. U prvoj projekciji to su dwalne i razdvojene temeljnecka
pramena konikas S,;. Druge dve t&ke su $i S, na sekanti konike (takie su realne i
razdvojene). Dakle dobija se hiprhido-hiperboltki (HH) pramen konika.

Hiperbolicko-parabokki (HP) pramen konika dobija se kada pramen grebe
ravni postavimo kroz tangentu jednogranog hipeibaloU prvoj projekciji sve konike
moraju praéi kroz projekciju dodirne ke tangente (dve realne i poklopljenéke) i
projekciju izvodnica a i b (dve realne i razdvojeaske).

Ako je pramenjda pasanta jednogranog hiperboloida projekcijom girels
konika ovog pramena ravni na horizontalnicu, dolsg@ hiperbotiko-elipticki(HE)
pramen konika (dve realne i razdvojene i dve kooyago imaginarne t&e).

Ako je pramenjda beskonéno daleka prava horizontalnice (jednograni
hiperboloid séemo pramenom paralelnih ravni) tada se u prvojghmji dobija HE
("elipticki" pramen krugova) i komplementarni pramen pravibugiperbola (EH) na
dvogranom hiperboloidu kao komplementu jednograragerboloida za zrake

projiciranja upravne na frontalnicu.
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Sl. 34 HH pramen konika nastao séenjem kroz sekantu jednogranog hiperboloida
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Hiperbolicko—hiperboléki (HH) pramen konika i njegov harmonijski
ekvivalent-pramen krivih 4. reda prikazani susiasds. Centar harmonijske inverzif@
izabran je na osi simetrije svih konika pramenarugkinverzije s poklapa se sa
pres€nim krugom jednogranog hiperboloida i horizontalaeni kroz sekantu:s

U daljem radu preslikavanje elemengta se vrSiti direktno na relativigkoj
ravni - sferi, relativno velikih dimenzija, mada lngna sfere ne we na opStost
rasudivanja. Ceo prostor se zamislja kao skup sferadiibl dimenzija, ali poSto se mi
nalazimo na Zemaljskoj kugli koja je relativno k&liu odnosu na posmatea nas um
najbolje prihvata geometrijska tutemja kao euklidsko-projektivha, stogéemo
ovakvo preslikavanje aproksimirati planimetrijskinpreslikavanjem, gde je
konstruktivnha obrada elemenata najjednostavnijagritpi harmonijskih ekvivalenata
elipse (kao i ostalih konika), koja ima jednu silagou dvostruku t&ku, nalazi se
oo oblika krivih 4. i 3. reda a samo jedan oblik kri2ereda - ta konkretna konika( pri
¢emu se izolovana dvostukaka konike nalazi u antipodu posmaaa Na primerima
koji slede bte prikazani samo neki od mnoStva oblika koji seijd@b harmonijskom
simetrijom elipse, hiperbole i parabole.

U ovom poglavlju preslikani su pramenovi konika &dgze u ravnimdija je
pramenj&a sekanta jednogranog hiperboloida.

Izdvojena je elipsa iz HH pramena i preslikana jednodelnu krivu 4. reda sa
izolovanom dvostrukom t&om koja ima jednu kruznu i jednu pravolinijsku osu
harmonijske simetrije - SB6. Sve téke krugak se preslikavaju same u sebe, jer se on
poklapa sa apsolutom.

Na Sl. 37 prikazana je hiperbola i njen harmonijski ekvivdl&riva 4.reda sa

samopresmom ta&kom i sa dve ose simetrije (pravolinijska, i kruzna by).

Asimptote hiperbole se preslikavaju u dva krlﬁ_gaiasz.
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Sl. 36 Elipsa iz HH pramena konika i njen harmonijki ekvivalent kriva 4. reda
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Sl. 38 Parabola iz HH pramena konika i njen harmoniski ekvivalent, kriva 4.reda sa
Siljkom

Hiperbola ima dve asimptote, tj. po relatid&bm tuma&enju ima
samopresmu tatku u antipodu. Kada se dve asimptote hiperbole qpekl odnosno
kada se dve tangente krive u oskulatornim "ravnirpaklope u jednu dvostruku
oskulatornu "ravan”, samopreésa taka krive prelazi u Siljak prostorne krive. Dok
elipticke i parabolike grupe krivih imaju dve ravni simetrije paraldké krive imaju
samo jednu.Ova oskulatorna "ravan” je tada jedimetsalna ravan paraboke grupe

krivih. Druga ravan simetrije (analogno ravnima eirje kod eliptékih i hiperbolikih
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krivin) je sazeta u singularnuctau krive - Siljak, gde su sazeta i dva centra diijeet
krive (dobija se singularna simetrija). Kako padaharedstavlja gratnu krivu izmeiu
mnoStva elipsa i hiperbola, tako i grupa krivih garabolékom tatkom - Siljkom,
predstavlja gradnu grupu izmedu mnoStva krivih sa izolovanom i sprasgnom
tatkom. Na Sl. 38 prikazana je parabola iz HH pramena konika i npanmonijski
ekvivalent, kriva 4. reda sa Sillkom i jednom privigskom osom harmonijske
simetrije a,.

"Raspadnutu” koniku pramenane dve paralelne prave kroz temeljn€ka
pramena konika. "Prave" se preslikavaju u krugoyepeolaze kroz centar inverzije S i
u parovima kroz preslikanedte: krug ki kroz (§1, §2) i krug ko kroz (§3i §4).
Preslikane "raspadnute” konike pramena nacrtamaSu 35.

Ako centar inverzije izaberemo na imaginarnoj dpetbole dobija se pramen

krivih 4. reda koji je prikazan nal. 39.
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Sl. 39 HH pramen krivih 4. reda nastao u sldaju kada je centar S inverzije izabran je
na b osi hiperbole
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Svaka temeljna tka pramena konika (S & , S 1 S;) ima svoju sliku él

S;, Ssi §4). Kako sve konike HH pramena prolaze ke@tiri temeljne take, tako i
pramen krivincéetvrtog reda prolazi krozetiri preslikane temeljne &ke. Za svaku
preslikanu koniku posebno je data preslikana kdiveeda i to je prikazano na slikama
Sl. 40 SI. 41i SI. 42

Za crtanje pramenova konika, kao i njihovih harmskiln ekvivalenata korien
je program AutoCAD. Visual LISP je upotrebljen zagnje programa za crtanje konika

I zatim za preslikavanje krivih drugog reda u krizereda.

Sl. 40 Za izabrani centar inverzije S elipsa iz HHpramena konika i njen harmonijski
ekvivalent kriva 4. reda

Sl. 41 Za izabrani centar inverzije S hiperbola iZHH pramena konika i njen
harmonijski ekvivalent kriva 4. reda
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Sl. 42 Za izabrani centar inverzije S parabola iz H pramena konika i njen
harmonijski ekvivalent kriva 4. reda

Inverzija je u relativistikoj geometriji potpuno bijektivna transformacija pa

pramen krivih 4. reda ge u istom broju &aka kao i pramen konika.

Sl. 43 Centar inverzije S je u temeljnoj t&ki HH pramena konika (prikazan je i
njegov harmonijski ekvivalent pramen krivih 3. reda)
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Ako se centar inverzij& izabere u t&i Sz pramena konika, dobija se njegov
harmonijski ekvivalent pramen krivin 3. re8a4-43. Posto je jedna t&a svake konike
poslata u antipod red preslikane krive se smagit.z

NaSl. 44 izdvojena je elipsa iz pramena konika i prikazgnkako se preslikava
u krivu 3.reda sa dve kruzne ose harmonijske sijaetrsa jednom izolovanom
dvostrukom takom. Centar oskulatornog kruga elipse: O taki S odrelen je preko

srediSta konike i on se preslikava u asimptotuekBweda.

Sl. 44 Elipsa iz HH pramena konika i njen harmonijki ekvivalent kriva 3. reda
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Sl. 45 Uzajamna harmonijska simetrija hiperbole izHH pramena konika i krive 3.
reda sa dve kruzne ose simetrije

Sl. 46 Parabola iz pramena konika i njen harmonijskekvivalent kriva 3. reda

Uzajamna harmonijska simetrija hiperbole iz HH peaia konika i krive 3. reda
sa dve kruzne ose simetrije prikazana jeShd5 . Centar oskulatornog kruga hiperbole
Osh U tatki S odreten je preko sredista konike i on se preslikavaimpt®tu krive 3.

reda. Dobijena kriva ima dve kruzne ose harmonifsikeetrije i preko njih se kriva
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invertuje u samu sebe. Osei b se seku u paru centara kroz koje prolaze zraci
centralne simetrije krive 3. reda. Asimptote himdeb kao oskulatorne "prave” u
antipodnom¢voru hiperbole , preslikavaju se u oskulatorne kkgyu cvoru krive 3.
reda. Tangente tvoru S krive 3. reda imaju isti ugao samopreseka kaoimpgt®te
hiperbole tj. paralelne su asimptotama hiperbongente wvoru su zraci inverzije i

one se preslikavaju same u sebe tako da hiperfaluuju | seku u njenom antipodnom

cvoru S kao $to krivu 3. reda dodiruju i seku u njendoru S.
Na Sl. 46 prikazana je uzajamna harmonijska simetrija pdealzoHH pramena
konika i krive 3. reda sa jednom kruznom osom #iiee Osa parabole (koja je ujedno

I njena asimptota, to jest dvostruka oskulatorrrava" u antipodnom Siljku) preslika se

, Inverzijom(S, s), u kruznu osu koja je ujedno i dvostruki oskulatorni krug u il
kose asimeténe krive.

Ako se centar inverzij& postavi u istoj t&ki pramena konika, a krug inverzije
izabere da prolazi kroz joS jednu temeljnéktaHH pramena konika ¢pdobija se jos
jedan pramen krivih 3 reda (SlI. 47).

Hiperbolicko-hiperboltki pramen konika se & u dva para realnih i
razdvojenih temeljnih taka, a posto je inverzija potpuno bijektivna transfacija, Sto
je ranije vé receno, u svim sléajevima koji su obrdeni u ovom poglavlju vidi se da se
i pramen krivih 3. i 4. reda &e takale u paru realnih i razdvojenih temeljniltd&a. U
projektivno-euklidskom prostoru, pol inverzije ukéidskom centru sfere inverzije se
invertuje u razllitim pravcima u raziiite tatke fiktivne beskonéno daleke ravni¢ime
je naruSena bijektivnost preslikavanja.

Ukoliko se u klaginu centralnu inverziju uvedu relativigti pojmovi prave i
ravni (krug i sfera) dobija se transformacija narisf harmonijska simetrija. Svecte
sa "sferne ravni" se invertuju u ekvivalentné&tana sferi, dok se ¢ka pola inverzije
invertuje u svim pravcima u jednu kama antipodnu t&ku posmatréa. Na ovaj nén
se u potpunosti uspostavlja bijektivnost i konfoost) to jest topoloski izomorfizam

inverzije, pa ongostaje harmonijska simetrija.
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Sl. 47 Centar inverzije S=3je u temeljnoj tacki HH pramena, a krug inverzije prolazi
kroz temeljnu tacku S,

6.2 Transformacija hiperboli ¢ko-elipti ¢kog pramena konika u
pramen krivih 4. i 3. reda

Ponovo je razmatran slaj jednograng hiperboloida koji je postavljen taleosu
mu dve paralelne izvodnice (iz suprotnih sistem@yrajiciraju’em polozaju. Pramen
presénih ravni postavljen je kroz pasantpsjednogranog hiperboloida. Sve konike u
pres€nim ravnima moraju pko kroz ove izvodnice (a i b). U prvoj projekciji 8u dve
realne i razdvojene temeljneck& pramena konika;3 S,. Druge dve temeljne &ke
pramena konika su konjugovano imaginarne, a njilheaini predstavnici su na pasanti
konike —ps Sto ¢e u daljem radu biti prikazano. Dakle, dobija sgehbolicko-elipticki
(HE) pramen konika koji je prikazan na. Sl. 48.

Ako se centar inverzije izabere na osi simetriji $onika iz pramena, onda se
dobija pramen krivih 4. reda - Sl. 49.

U daljem radu posebno su izdvojene sve konike amgna i prikazani su
njihovi harmonijski ekvivalenti (Sl. 50, SI. 51 1.$2).
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Sl. 48 HE pramen konika koji nastaje ravnim séenjem jednogranog hiperboloida kroz
njegovu pasantu

Sl. 49 HE pramen konika i njegov harmonijski ekvivdent, pramen krivih 4. reda
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Sl. 50 Preslikana elipsa iz HE pramena konika u knuu 4. reda oblika jajeta za izabrani
centar harmonijske inverzije S

Preslikavanje elipse iz HE pramena konika u krivurdda oblika jajeta

prikazano je na Sl. 50. Dobijena kriva ima jednuzku “b.i jednu pravolinijsku Qe
osu harmonijske simetrije i izolovanuwka uS. Uzajamna simetrija hiperbole i krive 4.
reda sa samoprasem ta&kom u centru inverzij& prikazana je na Sl. 51. Parabola iz

HE pramena konika preslikana je u krivu 4. redaakiaja Siljak uS i ima jednu osu

pravolinijske simetrije {:1,), a to je prikazano na Sl. 52.

Sl. 51 Preslikana hiperbola iz HE pramena konika wkrivu 4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S
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Sl. 52 Preslikana parabola iz HE pramena konika u kvu 4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S

Kada je centar inverzije izabran wka$S elipse preslikavanjem se dobija HE
pramen krivih 4. 1 3. reda i to je prikazano na53. Elipsa se preslikava u krivu 3. reda
sa dve kruzne ose harmonijske simetrijée—i b. - Sl. 54. Oskulatorni krug elipse u

tacki S se preslikava u pravu - asimptotu krive 3ared

Sl. 53 HE pramen konika i njegov harmonijski ekvivdent, pramen krivih 4. reda za
centar inverzije u tacki elipse
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Sl. 54 Preslikana elipsa iz HE pramena konika u kxiu 3. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S u tacki elipse

Uzajamna harmonijska simetrija hiperbol® iz HE pramena konika i krive 4.
reda prikazana je na Sl. 55. Dobijena kriva ima kiwZne ose harmonijske simetrije ili
a. i b. Pokazano je da je ugao samopreseka asimptotabbipejednak uglu
samopreseka dveju grana krive 4. reda, koje prdtezetaku S. Taj ugao je na Sl. 55

ozna&en saqa .

Sl. 55 Preslikana hiperbola iz HE pramena konika wkrivu 4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S u tacki elipse
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Sl. 56 Preslikana parabola iz HE pramena konika u Kvu 4. reda za izabrani centar
harmonijske inverzije S u takki elipse

Na Sl. 56 preslikana je parabola iz HE pramenakeonikrivu 4. reda koja ima

Siljak koji je iz take B preslikan u t&ku S. Harmonijska simetrija nam u stvari daje
dokaz da parabola ima Siljak u antipodu. | otrivamnono Sto nije u vidokrugu

posmatraa.
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! Inverzija nesimetri¢nih pramenova
konika u pramenove krivih 4. | 3. reda

7.1 Preslikavanje pramena konika koji ima ¢éetiri realne ta¢ke od
kojih su tri poklopljene- P3H pramen konika

U ovom poglavlju inverzijom (harmonijskom simetnjyp preslikavan je
pramen oskulatornih konika koji im&etiri realne take, od kojih su tri poklopljene
(prikazan je na SI57) u pramen krivih 4. i 3. reda. Pri preslikavarpueslikana je i
singularna konika raspadnuta u odgova@jparove pravih

U proizvoljnoj taki elipse su konstruisane tangenta i normala, amza
poznatim konstruktivnim postupkom na normali aldme centar oskulatorne kruznice
(pomcaiu fokusa konike i pomi srediSta konike). Elipsa i njen oskulatorni krug
odretuju citav pramen konika. Ove dve konike imaju dva zaj&id konsekutivna
elementa zajedtka (tri konsekutivne tke) i u dodiru su drugog reda. Ovo jedslu
oskulacije, jer tri konsekutivnedie odreluju zajedniku kruznicu krivine u regularnoj
zajednékoj tacki dveju krivih. Pramen konika dopunjen je paralmolkoja prolazi kroz
temeljnu t&ku 4 i ima oskulaciju sa ostalim konikama dkiau kojoj se tri temeljne
tacke poklapaju (1=2=3).

Za razne polozaje posmatea dobijaju se raaliti pramenovi krivih 4. i 3. reda
koji svi imaju oskulaciju u tackB i seku se u jo$ jednojdia bas kao i polazni pramen
konika koji ima oskulaciju u tacl8 i se&e se u jos jednoj t&i.

Pokazano kako je i "asimaetna” kriva 3. reda sa izolovanom dvostrukom
tackom, iz BH pramena krivih 4. i 3. reda u stvari harmonijsknetrina sa polaznom

elipsom koja spada u grupu simeétiih krivih.
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Sl. 57 Asimetriéni pramen konika

7.1.1 Centar inverzije izabran je u tacki oskulacije svih konika iz P3H
pramena

Uzmemo li krug inverzije sa centrom wka(S) elipse dobijamo harmonijski
ekvivalent asimettihog pramena konika - pramen krivih 4. i 3. reda $8). Elipsa se

preslikava u asimetiinu krivu 3. reda (SK9). Svacetiri temena elipseTq, T,, Tz i Ty)

preslik&e se u temena u kotreosti dobijene krive 3. reda, a antipodnékﬁaé bice
obicna taka krive 3. reda. Asimptota krive 3. reda sadarjerpZzena oskulatornom
krugu u obénoj tacki (S) elipse. Svi mogéi krugovi koji dodiruju elipsu u ki S (tj.
imaju sa elipsom zajediku tangentu u tki S) obrazovée paraboliki pramen
krugova.

Krugovi ovog pramena preslikavaju se u pramen paral "pravih” koje
dodiruju krivu 3. reda u antipodnojcta S (pramen paralelnih tangenata krive). U

ovom pramenu paralelnih tangenata nalazi se i aeimp@se) krive 3. reda; ona je
pridruzena oskulatornom krugusQu ta&ki S elipse. Kako oskulatorni krug {® u
obicnoj taki (S) elipse dodiruje i s elipsu, tj. ima sa njom tri zajedke
konsekutivne t&ke (1,2,3), tako i asimptotéSe kao oskulatorna "prava”, ima sa krivom
3. reda tri zajediike konsekutivne tke u antipodu.

Izdvojicemo elipsu iz pramena konika i objasmo kako se preslikava ( Sl.

59). "Pravolinijske" ose simetrij@. i be elipse (seku se u paru centara iC§)
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preslikavaju se u kruzne ose simetrﬁ% i be krive 3. reda (seku se u paru njenih

centaraC i S).

,-/I . S -
Sl. 59 Uzajamna simetrija elipse i krive tréeg reda

Temena elipse preslikavaju se u temena krive 3, radoskulatorni krugovi u

temenima elipse u oskulatorne krugove u temenimee I3. reda. Medutim, tangenta u
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temenu jedne krive (koja kao "prava" prolazi krotigod §) preslikava se u dodirni
krug u temenu druge krive (koji prolazi kr82, i obratno.
Elipsa, mora da $e svoje ose u temenimét@ma pod pravim uglom, a takei|

kriva 3. reda. Harmonijska simetrija je konformneegikavanje, ugao izmedu zraka
inverzijeS -Ty T tangente elipse u temeifiy, jednak je uglu izmedu tog istog zraka

(preslikava se u samog sebe) i tangente kriveda uetementl 1. Pri tome, tangenta se,
naravno, ne preslikava u tangentu, nego je ovaadtaggenta u stvari tangenta
dodirnog kruga u koji se preslikava prva tangenta)uOvi jednaki uglovi su obelezeni
na SI.59 (u ovom sltaju to je ugao od 107 stepeni). Dakle, pri ovomsikavanju
velicina ugla ostaje invarijantna, ali se menja njegaMgentacija (konformno
preslikavanje druge vrste).

Krug Qs je samo jedan krugu parabolikom pramenu krugova koji dodiruju
elipsu u taki S. Krugovi koji dodiruju elipsu sa unutrasnje straseku elipsu joS u
jednom paru t&aka koji moze biti realan, imaginaran ili poklopljedok oni sa druge
strane zajediike tangente seku elipsu jos samo u paru konjugowaaginarnih taaka.

Od dodirnih krugova elipse koji je seku joS u jeadnparu realnih taaka i onih
koji je seku jo$ u paru imaginarninctka, nalaze se dva kruga koji elipsu joS jednom
dodiruju. Jedan dodiruje elipsu iznutra, u sindeirn tackamaA i S u odnosu nae, a

drugi spolja, u simettnim tackamaB i S u odnosu n&. Zato, ovim krugovima
simetrisne "prave” takde dva puta dodiruju krivu 3. reda (tkama A i S, odnosno u

Bi §). To su njene dvostruke tangente (bitangente).

Tacke A i B na elipsi simettine su preko osai b, sa t&kom S. Isto tako su i
tackeA i B na krivoj 3. reda simetfine, preko os@.i b satégkom S u antipodu,

Sto zn&i da su tackeA i B sredista krugova. i b., kao harmonijskih simetrala krive
3. reda.

Elipticki pramen krugova kroA i S (to su zraci simetrije elipse upravni na
simetralua) konformno se preslikava u pramen "pravih" krdzi S. Taj pramen
predstavlja zrake simetrije krive 3. reda koji suravni na simetralia, odnosno oni su

prenici kruga a..
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Na Sl. 60 prikazana je uzajamna simetrija paralmlasimetrénog pramena
konika i Dioklove cisoide. Kriva 3. reda ima jedmuavolinijsku osu harmonijske

simetrije. Oskulatorni krug u temenu parabole kash se u asimptotu krive 3. reda.

Sl. 60 Uzajamna simetrija parabole iz asimetkinog pramena konika i Dioklove cisoide

Degenerisane konike pramena su dve prave kojelaes6, tako da se kao
zraci inverzije preslikavaju same u sebe (videspoaed temeljnih taka na Sl. 57).
Prva prava je tangenta pramena konika u tengribruga prava je spojnica temeljnih

tacaka u S (1,2,3) i temeljnedtee 4 asimettinog pramena konika.

7.2 Centar inverzije izabran je u tagki na osi parabole iz BH
pramena

Asimetricni pramen krivin 4. reda nastao inverzijom asindetsg pramena
konika, prikazan je na Sl. 61. Preslikane su ejipasabola i naravno oskulatorni krug u
dodirnoj t&ki pramena konika.

,ZAsimetrena" kriva 4. reda, harmonijski simetna elipsi, prikazana je na Sl.
62. Harmonijskom simetrijom u odnosu na ksugje se sredist& ne nalazi na elipsi,
elipsa se preslika u krivu 4. reda. Elipsa se r&sl krivu 4. reda, kojadi na konturu

pasulja (pasuljasta kriva) i za koju bi se, u Klasm smislu, reklo da je asimeina.
Ona je simettina isto kao i elipsa, ali u odnosu na svoje kruisea. i b preko kojih

se preslikava u samu sebe. Kriva je tikocentralno simettha u odnosu nadke C,
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i C,=S,kao &to je i elipsa u odnosu naid, = S (S je antipodna izolovana dka

elipse, &Sje izolovana téka krive 4.reda).

Sl. 61 Asimetriéni pramen krivih 4.reda nastao inverzijom asimetriénog pramena
konika
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Sl. 62 Asimetriéna kriva 4. reda

Oskulatorni krugovi u temenima elipse i pridruzeskulatorni krugovi u temenima
krive 4. reda prikazani su na Sl. 62. Tangentametas jedne krive preslikava se u

dodirni krug u pridruzenom temenu druge krive.

Sl. 63 Uzajamna simetrija parabole iz asimetdnog pramena konika i krive 4. reda

82



Uzajamna simetrija parabole iz asim&iog pramena konika i krive 4. reda
prikazana je na SlI. 63. Dobijena kriva ima jednavptinijsku osu harmonijske
simetrije. Siljak iz antipoda se preslikava dkiaS. Raspadnutu konuku prametiae

pravat - tangenta svih konika pramena u S i pragaojnica temeljnih taaka pramena.

Ove dve prave se preslikaju u krugave m. Tangenta je dodirni krug u pridruzenom
temenu svih krivih 4. reda iz pramena.

Pojam relativizma u relativistkoj geometriji vezan je za ravnopravnost svih
posmatrda i njihovih antipodnih taka. Za jednog posmatia koji se nalazi na
povrsSini velike sfere, od svih mogta krugova na toj sferi, on kao "prave" vidi samo
krugove koji prolaze kroz njegov antipod. To &nda drugi posmatta koji ima svoju
antipodnu taku, ima druge svoje "prave" koje prolaze kroz tegavu antipodnu t&ku.
Kako svaki posmattana "sfernoj ravni" ima svoju antipodnukal, jedna ista krivée
za razltite posmatrée izgledati raztiito. Isto tako, ukoliko posmattaostaje na istom
mestu na sferi, dok krivu harmonijskom simetrijoneglikavamo, posmattace sve te
krive videti kao uzajamno harmonijski simétre krive sa ekvivalentnim geometrijskim
I konstruktivnim elementima. Sve ove krive koje"slicne u malom" obrazuju grupu
harmonijski simettinih krivih.

Tako da je "asimettna” pasuljasta kriva 4. reda, harmonijski sintetui elipsi, i

za koju bi se, u klashom smislu, reklo da je asimeina, takodje simeftha. Ona je
simetrina isto kao i elipsa, ali u odnosu na svoje krudse a. i b. preko kojih se
preslikava u samu sebe. Kriva je tdkd centralno simettha u odnosu na ke C.i

C, =S, kao &to je i elipsa u odnosu [ai C, = S (§ je antipodna izolovana dka

elipse, &Sje izolovana t&a krive 4. reda).
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8 Pramenovi krivih 4. reda dobijeni
"ravnim " se¢enjem pramena povrsi
cetvrtog reda koji je ekvivalentan
pramenu kvadrika kroz krivu 4. reda
1. vrste

8.1 O pramenovima povrsi drugog reda kroz prostornu krivu 4. reda
1. vrste

Prostorna kriva 4. reda 1. vrste dobija se preselem povrSi 2. reda i ona
odreluje ¢itav pramen povrsi 2. reda (kao Sto prava dobijgmesekom ravni oddelje
¢itav pramen ravni). Prostornu krivu zato nazivaremeljna (fundamentalna) kriva
pramena kvadrika ili "pramenja" pramena kvadrika.

Medu kvadrikama pramena nalaze &tiri konusa od kojih tri mogu biti i
cilindri. Uvek su dva realna konusa, Sto &nda se prostorna kriva moze dobiti
presekom dve parabdke kvadrike, konusa odnosno cilindra, tj. presekom
najjednostavnijin povrsi 2. reda (Dovnikowl., 1977).

Prowavanje pramenova konika (i njihovih harmonijskihvieklenata) kao
ravnih preseka pramenova kvadrikadeao je na prostornoj krivoj 4. reda 1. vrste koja
ima frontalnu ravan simetrije. Poznato je da vrhistiri konusa predstavljaju temena
autoplolarnog tetraedra pramena kvadrika. Sammka femenu ovog tetraedra polarna
ravan je ista za sve kvadrike pramena. Za nekuwzyohno izabranu t&ku, polarna
ravan je razliita za svaku kvadriku pramena. Kod pramena kvads&kaavni simetrije
koja sadrzi ose kvadrika jedan vrh autopolarnogéelra je u beskotaosti.

Zajedntka polarna ravan ge pramen kvadrika po pramenu njihovih konturnih
konika (za pravac projektovanja iz pridruzenog pddaji je odreien sacetiri tacke u
kojima ta ravan s® prostornu krivu 4. reda 1. vrste. Tri para naspia stranica
potpunog ¢etvorotemenika (odienog sa tecetiri tatke) predstavljaju konturne

izvodnice tri konusa. VrRgetvrtog konusa je u pridruzenom poli&etvrtom temenu
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tetraedra. U implicitnom obliku, pramen povrsi kpiolazi kroz presewu krivu 4. reda

prve vrste koja je nastala preskom dve date podi&Eien je jednéinama:
Fl(x,y,z)zo i Fz(x,y,z)zo

piSe se u obliku:
F(x v, 2)+ AF,(x, y,2) = 0.

Sama kriva 4. reda 1. vrste dobija se presekom3p@vr i F,), pa je odrdena
obema jedn&nama:

F(x, y,2)=0

Fz(x, Y, z) =0.

Eliminacijom jedne od koordinata, dobija se projgkcna odgovarajtu

projekcijsku ravan.

8.2 Prostorna kriva 4. reda prve vrste sa samopres@om tackom (sa
dve ravni simetrije) i njen harmonijski ekvivalent

U ovom poglavlju je protavan harmonijski ekvivalent pramena kvadrika koji
je prikazan na Sl. 64. Dati su harmonijski ekvivdilea cetiri grupe povrsi. Takide su
uradeni i njihovi prostorni modeli, kao i prostorni (3dnodel pramena kvadrika i
pramena ekvivalentnih kvadrika. Odes je ravan presek pramena kvadrika i presek
ekvivalentnih povrsi sa sferom koja je harmonigkvivalent zadate pre&se ravni

Kada je pol autopolarnog tetraedra pramena kvadrikitivnoj ( beskonano
dalekoj) t&ki prostora, njegova polarna ravan je zajékaisimetralna ravan pramena
kvadrika na koju se prostorna kriva 4. reda 1.ev(gtrojektovana iz fiktivnog pola,
dakle izvodnicama cilindra kao svojim bisekantaha)struko prekriva u koniku.

Postoji sedam vrsta i mogh rasporeda zé&etiri temeljne téke pramena konika
(u zajedntkoj polarnoj ravni). U ovom poglavlju istrazivana prostorna kriva koja
prolazi kroz dve poklopliene (1=2) i dve razdvojeteeneljne take ( 3 i 4), Sto je
prikazano na Sl. 64. Kroz ovu krivu 4 reda 1. vigtelazi beskonao mnogo kvadrika
od kojih su dva konusa realna i poklopljena (dwdstkonusV;=V,), a druga dva\ i

V,4) su realna i raztita. Zajednéki autopolarni tetraedar je degenerisan u zajgani
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dirnu ravan kvadrika. Prostorna kriva je sa samsgmmm dvostrukom t&kom u vrhu
konusaVi;=V; (dodir 1. reda).

Kroz prostornu krivu 4. reda 1. vrste prolazi beskoo mnogo kvadrika. U
ovom slitaju koji je dat na Sl. 64 iz svake grupe kvadrikazavisnosti od poloZaja ose
kvadrike z pravca) izdvojena je po jedna kvadrikaacrtane su njihove konture u
zajednékoj simetralnoj ravni. Strelicama su obelezene igewru kojima biranjem
vertikalne ose, dobijamo odgovar&jukvadriku. U pramenu kvadrika su:

1) jedan parabadiki cilindar (osa x pravca) PC

2) beskona&no jednogranih rotacionih hiperboloida (osa z psayc> ¢, ) JRH

3) dvostruki rotacioni konus (osa z pravca) RK

4) beskon&no jednogranih rotacionih hiperboloida (osa z paayc< ¢, ) JRH

5) rotacioni cilindar (osa z pravca) RC

6) beskona&no izduzenih rotacionih elipsoida (osa z pravcg)IR

7) jedna lopta L

8) beskona&no spljoStenih rotacionih elipsoida (osa z pravca) SRE

Podela je navedena prema magistarskom madkgnovt (Vasiljevi¢) G.,2000).

U ovom pramena kvadrika kroz prostornu krivu 4.ar@adve vrste podebljanom
linjom su nacrtana lopta i rotacioni cilindar- as@ravca koji se dodiruju u jednogta
(Sl. 64).

"U MonZovim projekcijama povrsi 2. reda su predgene svojim konturama,
koje su prave linije ili konike. Harmonijskom simgm konturnih elemenata povrsi,
dobijaju se harmonijski ekvivalentni elementi, kppedstavljaju konture povrsi 3. i 4.
reda. U zavisnosti od vrste konture na rodeirzoj povrSi podela se moze izvrsiti na
harmonijski ekvivalentne grupe:

1. konusa - u kojoj se nalaze povrsi 2, 3. i 4ared

2. cilindra - u kojoj se nalaze povrsi 2, 3. idda ;

3. elipsoida - u kojoj se nalaze povrsi 2, 3.1etla;

4. hiperboloida - u kojoj se nalaze povrsi 2, 8. ieda;

5. paraboloida - u kojoj se nalaze povrsi 2, 3.redla;

6. torusa - u kojoj se nalaze povrsi 4.reda. "

Podela je usvojena prema doktorskom radu (St&wrj2002).
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Sl. 64 Pramen kvadrika kroz prostornu krivu 4. redal. vrste

Prema osnovnim principima relatividte geometrije prava je ekvivalentna
krugu, ravan sferi, konike su ekvivalentne krivim id 3. reda u "ravni", dok su
kvadrike ekvivalentne odgovargjm povrSima 3. i 4. reda. Senjem harmonijski
ekvivalentnih povrSi sa harmonijski ekvivalentnirferama dobijaju se harmonijski
ekvivalentne presee krive.

Na Sl. 65 prikazan je pramen kvadrika kroz prosidkrivu 4. reda prve vrste i
njegov harmonijski ekvivalent - pramen povrsi 4.ireda. Prostorna kriva 4. reda 1.
vrste €;) koja je ozn&ena ljubtasom bojom (levo na Sl. 65) preslikava se u

harmonijski ekvivalentnu kriva, koja je ozn&ena istom bojom (desno na Sl. 65). Zbog
slozenosti samog konstruktivnog postupka, ¢ posebno izdvojeno objasSnjenje
nastanka ekvivalentne povrsi za svaku karakteénigtkvadriku
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Sl. 65 Pramen kvadrika kroz prostornu krivu 4. redal. vrste i njemu ekvivalentan
pramen povrsi 4. i 3.reda

8.3 Pojedinagne kvadrike iz pramena kroz prostornu krivu 4. reda 1.
vrste i njihovi harmonijski ekvivalenti

U ovom poglavlju izabrano je pet povrsi iz praméwadrika kroz prostornu
krivu 4. reda 1. vrste, koji je dat na Sl. 64 ikadano je njihovo preslikavanje u povrsi
4.1 3. reda.

Prvo je preslikan konus koji je rotacioni (Sl. 66)ije konturne izvodnice
prolaze kroz temeljne &¢&e pramena konika u simetralnoj ravni svih konika={/,).
Konus u relativistikoj geometriji ima dva vrha od kojih je jedan uipotu. Konture
konusa su dve "prave", a poSto je prava ekvivakertrugu, konture ekvivalentnih
povrSi u harmonijskoj grupi konusa, u zavisnostipmloZaja §, s), bice dva kruga,
krug i "prava " ili dve "prave", koji se seku u dveha te povrsi 4. , 3. ili 2. reda.( "reda”
u klastnom smislu).

Rotacioni konus se invertuje u povrs 4. reda sanam osom i generatrisama

koje se mausobno seku dva puta (L=2 i u S). Krugovi koji su u horizontalnim

ravnima upravnim na kruZznu osu rotacione kvadnieslikavaju se u krugove koji su
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ravnima upravnim na kruznu osu ekvivalentne kvaarikonus je definisan krugom u
H-ravni (B) i vrhom V; . Prostorna harmonijska simetrija konusa se veskgisferes i
centra harmonijske simetrif. Pri preslikavanju inverzijom koriste se dve prdude i
dy). (konture konusa u frontalnoj ravni simetrjj@saa koja se nalazi u F-ravni i
krugovi u H-ravnima (). Na Sl. 66, konus, iz pramena kvadrika, je pkasliu povrs 4.
reda. Rotacioni konus ima sistem krugova u H raenjrazn&eni su crvenom bojom i u

zra&&nom su polozaju (na primer3)), koji se preslikava u sistem krugova povrSieda
(oznaseni su crvenom bojomf), u zr&nom su poloZaju i vide se kao duZi koje su
konkurentne jednoj t&i (K), koja je ozndena na osi simetrije). Dve prave koje su
konturne izvodniced; i dy) konusa preslikaju se u dva kruge_h(i. az) koji prolaze
kroz tatku V2= Si kroz preslikanu temeljnu ¢&u pramena konikd/1. Vrh konusavy,

koji se nalazi na krugu harmonijske simetrije, pkasse u pridruzeni vrh povr§'71.

Ose konusa ( zpravca) ic ( osac u frontalnoj ravni simetrije je u ztaom polozaju jer

je y pravca) preslikaju se u kruzne ose koje prolazd&ataa S iVi , dok se
pravolinijska osa b kao zrak simetrije preslika aamsebe.

Na osnovu prethodno izloZenog moZzemo z&kljwa ¢e povrs 4. reda, koja se
dobija harmonijskom simetrijom konuga=2, 2 x n =4, za generatrisu i direktrisu
imati kruznice u medusobno upravnim ravnima, jegnavolinijsku i dve kruzne ose

harmonijske simetrije i dve singularnéka.
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Sl. 66 Konus i njegov harmonijski ekvivalent-povr$4. reda

Na Sl. 67 urden je prostorni model konusa i harmonijski ekvivahe povrsi 4.

reda (vretenasta ciklida) koéEnjem dva sistema kruznih preseka.

Sl. 67 Konus i njegov harmonijski ekvivalent — vre¢nasta ciklida (3d model)

Kada se dva vrha konusa poklope u antipodu, nasifijedar. Na Sl|. 68
prikazan je rotacioni cilindar i njegov harmonijsikkvivalent - Dipenova ciklida.

Rotacioni cilindar se preslikava u svoj ekvivaleatkruznom osom i generatrisama koje
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se meusobno dodiruju u S. Izvodnica cilindra se harmskam simetrijom preslikava
u pravu ili krug. Dve izvodnice, koje se nalazestoj ravni, preslikaju se u dva kruga

¢iji je ugao samopreseka jednak nuli. Sve izvodmiaamonijski invertovane povrge

se dodirivati u singularnoj - samododirnajkia( K).

Sl. 68 Harmonijski ekvivalent cilindra-Dipenova ciklida

Rotacioni cilindar (SI. 68) se invertuje u povrgedla sa kruznom osom i
generatrisama koje se thesobno dodiruju uS. U F-ravni se vrsi preslikavanje
konturnih izvodnica {1 i i ) u dva kruga koji se dodiruju u singularnoj tagk{ugao
samopreseka jednak je nuli). Svaka izvodnica rotem konusa sa centrom
harmonijske simetrije obrazuje novu ravan u kojej wSi preslikavanje po dve
izvodnice. Kao rezultat inverzije, dobijaju se kougkoji prolaze singularnom ¢&gom
(S ) i obrazuju prvi sistem kruznih preseka povrSirdda ( vide se u 3d prikazu).
Preslikavanje kruznih preseka cilindra, koji suaypri na osta, vrsi se na isti nan kao
kod rotacionog konusa, tako da se dobijaju kruzméseci inverzne povrSi koji su
upravni na F-ravan ( u zmaom su polozaju) i kruznu osu povesi

Na Sl. 69 prikazan je prostorni model povrSi 4.arggbd nazivom Dipenova
ciklida koja je harmonijski ekvivalent cilindra. Melovanje je stino kao kod

vretenaste ciklide udgno u AutoCAD-u kori&njem dva sistema kruznih preseka.
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Poznato je da je harmonijski ekvivalent lopte tikdopta i to je prikazano na
Sl. 70. Pokazano je kako se krug logigreslikava u krug,? preslikane lopte.

Kroz opisani pramen povrsi 4. reda osim gkaifi povrSi prolazi i jedna povrs
3. reda koja je ekvivalent troosnom elipsoidu, @aadg na Sl. 71. Posto je centar
inverzije izabran u temenu konturne elipse u zajgan) simetralnoj ravni, ona se
preslika u krivu 3. redaija je asimptota ozré@na na crtezu. Oskulatorni krug @kaS
elipse preslika se u asimptotu.

Na Sl. 73 modelovan je pramen konika i harmonijgkvivalentan pramen
povrSi 4 reda i ozi@na je ljubtastom bojom kriva koja je ekvivalentna prostornoj

krivi 4. reda 1. vrste.

Sl. 69 Cilindar i Dipenova ciklida - 3d model
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Sl. 70 Lopta iz pramena prostorne krive 4. reda i jen harmonijski ekvivalent takode
lopta

as

- —— -

Sl. 71 Rotacioni elipsoid i njegov harmonijski ekwalent-povrs 3. reda
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Parabolkki cilindar se preslika u svoj ekvivalent, tako S konturna parabola
cilindra preslika u odnosu na centar i sferu inyerg, s) u konturnu krivu povrsi 4,
reda. Sto je prikazano na Sl. 72. lzvodnice paigkod cilindra koje su u
projicirajuem polozaju prolaze kroz antipod, preslikaju se rugkve (takde u
projicirajucem polozaju)¢iji su prenici od S do konturne linije. Ovde se mora
napomenuti da iako se kriva 4. reda prve vrstg i(kontura parabotkog cilindra u
simetralnoj ravni svih kvadrika prekrivaju u propgkna simetralnu ravan, harmonijski
ekvivalent krive 4. reda prve vrste degese u istoj simetralnoj ravni prekrivati sa

harmonijskim ekvivalentom parabdiiog cilindra. To se vidi na Sl. 65 gde je

harmonijski ekvivalent parabdkog cilindra -EC, ozn&en crnom bojom, a harmonijski

ekvivalent krive 4. reda 1. vrstecr, ozn@en ljubkcastom bojom.

Sl. 72 Parabolgki cilindar i njegov harmonijski ekvivalent povrs 4. reda sa Siljkom
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Sl. 73 Pramen konika i harmonijski ekvivalentan pranen povrsi 4 reda - 3d model

Kroz krivu ci, osim ekvivalentnog pramena rotacionih kvadrikeolaei i
pramen ekvivalentnih kvadrika koje su harmonijskviealentne svim kvadrikama iz
pramena kroz prostornu krivu 4, reda prve vrste.

Zakljucak: Sve sfere u prostoru mogu biti sfere inverzgekrivu 4. reda 1. vrste
I njoj harmonijski ekvivalentnu krivu. Kroz bilo ko od ovih prostornih krivih 4, reda
prolazi jedinstven pramen kvadrika, dok kroz ekiewénu krivu, s obzirom da bilo koja
sfera moze biti sfera inverzije, prolazi beskoma mnogo ¢°) pramenova povrsi 4.
reda, kojima odgovaraju svi ostali pramenovi kviearkoji su razkiti od polaznog
jedinstvenog pramena ( Dovnik@ui., 2004.).

8.4 Ravan presek pramena kvadrika kroz prostornu krivu 4. reda 1.
vrste i njegov harmonijski ekvivalent

Za se&enje pramena kvadrika izabrana je hiperoskulatoawman svih kvadrika -

T. Harmonijski ekvivalent ove ravni za pol S i sfenverzije s je sferd . Posmatrane

su kvadrike: konus, cilindar i lopta. Harmonijskiveralentna kriva presmoj elipsi je

prostorna kriva koja se dobija presekom sféré povrsi koja je harmonijski ekvivalent
rotacionog konusa (Sl. 79 gkanovi( Vasiljevié) G., 2002).
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Sl. 74 Pramen konika u presé&noj ravni T i njemu ekvivalentan pramen sfernih konika
na preslikanoj "ravni* T

Sl. 75 Harmonijski ekvivalent elipse ( g) - elipti¢ka kriva na povrsi 4.reda (ék)
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Sl. 76 Harmonijski ekvivalent elipse (g) - elipti¢ka kriva na Dipenovoj ciklidi (ék)
Harmonijski ekvivalent elipse (g koja se dobija presekom ravni T i konusa, je

kriva na povrsi 4. reda koja je na Sl. 75 aarma Saey.
Harmonijski ekvivalent elipse () koja se dobija presekom ravni T i cilindra, je

kriva na Dipenovoj ciklidi koja je na Sl. 76 ozes@a sae..

Presekom lopte i ravni dobija se kraig je harmonijski ekvivalent opet krug,

jer predstavlja presek dve sfere ( sfere inveizijevni"'l_').

Moze se zakljtiti da je harmonijski ekvivalent pramena konikae&gg dobijaju
u oskulatornoj ravni pramena kvadrika @&kia3, harmonijski ekvivalentan pramenu
krivin 4. reda koji takde ima hiperoskulaciju u ¢&i 3. Sfera inverzije prolazi kroz

tacku 3, tako da ta tka posle inverznog preslikavanja ostaje na svonumes
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9 ProsSirenje pojma simetrije | pravci za
dalja istrazivanja

9.1 Tri najvaznije simetrije

Tri najvaznije simetrije prema (DovnikavL., 2012):

1. Relativisttka inverzija (konformna), koja je koé&na u prethodnim
poglavljima br. 4. 6 i u poglavlju br. 8.,

2. Relativisttka harmonijska homologija (nekonformna), koja j&otke
primenjivana u radu u poglavljima br.5 i br.9.

3. Supersimetrija tj. invertovana harmonijska homgginekonformna)
koja je predmet ovog poglavlja.,

U ovom delu rada prepoznavanjem ekvivalentnostielinje sa klaginom
osnom simetrijom (nekonformna simetrija) ukazanmgeneogratene mogtnosti za
preslikavanje krivih i povrsi i dobijanje novih oké koji ¢e biti od koristi i u teoriji
geometrije kao i u arhitektonskoj praksi. Istrahijgau oblasti proSirenih simetrijade
neiscrpan prostor za dalja otlaio ravanskim i prostornim oblicima. Prednost iitor
simetrije su da jednu krivu mozemo preslikavati gm@uta i sve dobijene krivedai
uzajamno simettne, a pruzée bogatstvo zeljenih oblika.

U relativistikoj geometriji prvo je trebalo @o do jedinstvenog pojma prave
linije, Sto je fakttki uradeno razdvajanjem pojma relatividte “"prave linije" (kao kruga
kroz antipodnu t&ku posmatréa) od pojma geodezijske linije (kao najeg rastojanja
izmedu dve téke na bilo kojoj povrSi, merenog duz niti zategnpitetoj povrsi). Posto
je i "ravan" sfera, kroz dve dke na "ravni" prolazi pramen krugova od kojih jensa
jedan veliki krug — geodezik, i njega kao "pravu liniju” videti samo oni posmatra
¢ije su stajne t&ke, pa time i njihove antipodnectee, na tom velikom krugu, doke
svaki od ostalih posmatfa videti kao "pravu liniju" samo onaj ne-geodezijskig koji
prolazi kroz njegovu antipodnuctau, tako date i pomenuti jedini geodezik za njih biti

obican krug.
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Kroz stajnu téku posmatréa na "ravni" prolazi pramen njegovih "pravih"
geodezika i svaka od tih "pravih" odtge pramen sebi paralelnih "pravih" koje nisu
geodezici jer se, udaljavanjem od geodezika nasbiane, njihov prnik smanjuje,
tako da su sve antipodne "prave" jednog posratra kao od njega najudaljenije
"prave” u svim pravcima — infinitezimalni krugovoj kao i sve ostale " prave" u toj
"ravni”, prolaze kroz geometrijsku antipodnuwka posmatréa. Tako dolazimo do
neobtnog zakljdka da — za razliku od projektivne ravni koja imamsajednu
beskonano daleku pravu za sve posmatra- relativistika “"ravan” ima beskokao
mnogo infinitezimalnih antipodnih "pravih " za swak(od«?) posmatraa ponaosob.
Medutim, ma koliko bilatudna, ovainjenica predstavlja Kkl koji nam otvara put ka
stvaranju jednostavnog mehanizma za konstrukajekionstrukciju singularnih taka
krivih, pa zatim i povrsi.

Homologija ili kako je drugéje zovemo perspektivna kolineacija prikazana je
na Sl. 77. Koeficijent homologije moze biti bilo jkbroj dok je kod inverzije on -1.
Ako posmatramo sliku u gornjem desnom uglu i pds®a uS. Sve crvene i zelene
linije za njega su " prave"”, a to su u stvari knigooz njegov antipod.

Najmanja dva kruZa su u stvari u samom antipodu. | ovo vazi za soglgzike
kroz stajnu té&ku posmatréa. Dakle posmattaza bilo koji pravac kretanja ima svoje
beskon&no daleke prave u antipodu, dok je u klasj geometriji postojala samo jedna
beskonano daleka prava za sve posmédra

Na Sl. 77 se vidi kako se homologijom stvore siagu téke. Preslikavanjem
ravni (1) u ravan (2). Ako krug koji preslikavamodiruje nedoglednicu;=v,, once se
preslikati u parabolu, ako je&eu hiperbolu i ako je dodiruje u parabolu. Homgkog
je centralo osno simetna. Poklopliene su nedogledniecg=v, tatno na sredini
vertikalnog rastojanja od S do obeju ravni 1 i @.j@ prikazano polukrugom na slici.

Pravilo za preslikavanje daka je prikazano na Sl. 78. Krozka S i P(x,y) se
postavi prava (napisane su jetina prave i kruga (kroz nekudteu P(x,y)) i odredi se
prese€na taka sa krugons. Zatim se rastojanje oddtee P do kruZzne osg prebaci na

drugu stranu u pravcu prema centru simetrije S.
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Sl. 78 Preslikavanje t&ke P osnom simetrijom za centar Si osu s
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Ovo su jedn&ne za koordinate preslikaneéiatl\(el_D (?( ,9), ako je taka koja se

preslikava P(x,y):

%= 4rx? - Arxy

X2+y2 X2+y2

Kada se jedna iz harmonijsketvorke tgéaka poSalje u antipod onda njoj
invertovana té&ka ddai na ivicu kruga. Bilo koja t&ka toga kruga moze biti centar
simetrije. Pravolinijski zraci se preslikaju u koyg i ovi kruzni zraci su ravnopravni sa
njima. Na Sl. 77 inverzijom osase preslika u krug, a nedoglednica u dupl@ keug .
Prateno je preslikavanje taka N i M i pokazano je koja se rastojanja prermbéstke
koju preslikavamo do ose simetrigei od oses (od te ta&ke na osi) na drugu stranu

zrakom prem& to isto rastojanje.

9.2 lzuzetne mognosti nekonformne simetrije

Nekonformna simetrija u odnosu na krug, kao invaratika relativistike
homologije, omogéava nam da proces formiranja i rasformiranja siaguh t&aka,
koji se u homologiji (projiciranjem nedoglednicantipodnu kruznu tku) zavrSavao u
"beskon&no” dalekom antipodu, sada izvodimo neposredno @feda posmatréa. Za
razliku od inverzije kao konformne simetrije, kajeenja samo oblik krive i niSta viSe,
nekonformna simetrija moze (ali i ne mora) da megu#ovo sve Sto je u vezi sa brojem
i vrstom singularnih t&aka (Dovnikové L., 2010).

Klasicne konstrukcije konika, kao i krivin 3. i 4. redarojektivnim
pridruzivanjem pramenova krugova i pravih, té&oupiuju na zakljgak da su sve
tako dobijene krive cirkularne, jer njima pripadagve zajedrtke take parova

pridruzenih elemenata (krug-krug, "prava"-"pravii"’krug-"prava"), a to su njihov par
pres€nih tataka i njihova zajedtika cirkularna dvostruka &&a u antipodu. Posto je
jedna presina tacka svih parova " pravih" u antipodwigledno je to singularna tka
svih konika.

Sve te razliite klastne konstrukcije "razditih” krivin sada se mogu zameniti
jednom konformnom simetrijom (inverzijom), kojom smd jedne konike moze
proizvesti celokupno mnostvo njenih konformno elal@ntnih oblika s&njeno od

cirkularnih krivih 4. i (klasinog) 3. reda, bas kao Sto se i od jednog kruga moze
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proizvesti celokupno mnostvo svih ostalih njemu feomno ekvivalentnih krugova i
"pravih” na "ravni". S druge strane, mnostvo cigdaih krivih 4. i 3. reda u direktnim
je nekonformnim simetrijama (to jest invertovanirarmonijskim homologijama) sa
mnoStvom krugova i "pravih”, pemu su krugovi simetthi sa krivim 4. reda, a
"prave” sa krivim klasinog 3.reda, dok zajedika cirkularna dvostruka tka ostaje
nepromenjena u fiksnom antipodnom centru svih oekonformnih simetrija.

Posle svega tenog evidentno je da je polozaj cirkularnetk&a kruga
neodréen, jer se krug moZe invertovati u samog sebe wsdnna bezbrojne polove
inverzije, koji su pridruzeni antipodnoj dvostruk@jtatki kruga-konike, Sto zréada bi
svaka C-téka "ravni" ili sfere sa krugom kao klgsom krivom 2. reda mogla
predstavljati krivu 4.reda.

Ta neodrdenost poloZaja cirkularne dee se prenosi i na krive viSih redova
dobijene lancem ovih simetrija. Tako bi, na primgrkularna kriva 4. reda, dobijena
inverzijom konike imala C-t&ku poklopljenu sa svojom singularnom E, P ili kikam,
dok bi ista kriva dobijena preslikavanjem kruga av@ormnom simetrijom imala C-
tacku u antipodu, dakle odvojenu od te singularg&daU stvari, nevolje sa cirkularnim
tackama dolaze odinjenice da su to povrSinskecke "ravni" i sfere, tako da —
inverzijom ovih povrSi u same sebe, ili jedne ugiry- pridruzeni parovi cirkularnih
tataka samo zamene mesta, bez vidljivih tragova ngh®eobe. PoSto su, pri
inverzijama, sve C-tke u polovima inverzije pridruzene antipodnoj Ckia koja se
opet nekonformnom simetrijom uvek preslika u sanmalbes sve krive dobijene
konformnim i nekonformnim simetrijama koje u antijpoimaju samo tu dvostruku
tacku nazivdgemo cirkularnim krivim linijjama, ali im tu izolovandvostruku téku (kao
svaiju i ni¢iju) necemo urgunavati u totalni red krive (totalni red = kl&si red +
strukost antipodne &ke), jer bi u tom sléaju redove svih krivih morali uéati za dva
(tako da bi "prave" i krugovi bili krive 4.reda,take konike i njihovi ekvivalenti 6. reda,
I tako dalje, Sto bi napravilo nel@giu prazninu na samom ¢etku niza parnih brojeva).

Da u novoj geometriji sve algebarske krive moraiil ii|arnog totalnog reda,
sledi iz ¢injenice da sve krive klagiog neparnog reda uvek imaju barem jednu realnu
granu koja prolazi kroz antipodnuckal "ravni”, jer se lanac nekonformno simétih
krivih neparnog reda dobija upravo polézed "prave"¢ija jedina antipodna tka uz

S ostaje fiksna za sve krive u tom lancu. Svakasreparnog reda, kada ne prolazi
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kroz pol inverzije, invertuje se u krivu parnog aekioja ne prolazi kroz antipod, Sto
zn&i da je njen totalni red jednak klaspm. To nam pokazuje da "prave" ne seku krivu
viSeg reda u istom brojudaka (koji je jednak njenom klasiom redu), tj. da Bezu-ova

teorema u relativistkoj geometriji ne vazi.

ds,

Sl. 79 Uzajamna simetrija hiperbole i krive 8. reda

Hiperbola 1 (ozn&ena je plavom bojom) je nekonformnom simetrijom
preslikana u krivu2 (oznaena je crvenom bojom), Sto je prikazano na Sl. U9.
relativistickoj geometriji hiperbola je 4. reda (2¥2dok je dobijena kriva 8. reda
(6+2%) sa 4-strukom tkom u S. Dvostruka taka u antipodnom centru simetrije je
zajednéka za obe krive, 1 zato su im pripad&guasimptote paralelne. Posdtpsee |
dodiruje hiperbolu, 4-struka dka je sastavljena od Héliee (vora) i P-t&ke (Siljka).
Totalni redovi dveju krivih povezani su relacijom=nn, — mys+ s, 5to zndi da se red
polazne krive smanjuje za strukost njene (evend@)aistke uS (koja se razvezuje, ili,
ako je jednostruka, samo izmeStaSz a uvéava za strukost novostvoren€ka u S
Posto su "prava” i krug ekvivalentne krive 2. rediae seku koniku i njoj ekvivalente

krive 4. reda u istom broju daka, dakle 4, Sto zniada je strukost novostvorenetka
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uvek jednaka redu polazne krive umanjenom za Qagjilm prolaza kros (jer te t&ke
ne westvuju u stvaranju nove singularné€ki®), to jest s = m — Myg, i1z ¢ega sledi
takode da je p= 2(m— myg), odnosno p=%2 m, + mys. Za obrnutu transformaciju vazi
ista ravnoteza, - Ms= M, — Mpg, tj. M = M, — Mps + ys. OpSti zakljgak je da se
jednom nekonformnom simetrijom (tj. invertovanommaogijom) red polazne krive
moZe najviSe udvosttiti, odnosno prepoloviti (kada je 10, tj. mps=n;), a moze

ostati i nepromenjen (kada je %2 n=mys=Y%2 np).

Sl. 80 Uzajamna simetrija hiperbole i krivih 8 i 12reda (relativisti¢ki red)

Kriva 1' sadvorom uS", tj. kriva 8.reda sa, invertovana je u kritisagvorom u
poluS, koja je zatim nekonformnom simetrijom S) transformisana u krivu 12. reda
sa 6-strukom t&kom u'S 5to je prikazano na Sl. 80etvorostruku t&ku Sy, zajedno sa
tatkama 5 i 6;, nedogledni krugs, steZze u 6-struku ¢&u u S, pri cemu tangente u
Silikku S; ostaju tangente i u SiljkB, tangente @voru S; prelaze u poklopljene tangente
u samododirnoj ki S, dok t&ke 5 i 6, daju¢vor u S. Dvostruka taka S krive 1

rasformirana je u obne ta&ke 7 i 8, na krivoj2.
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Ista krival preslikana je u krivu 16. reda sa 8-strukoikten S sastavljenom
od Siljka (sas=t29), dvacévora (od 3,4 i 5,6) i jedne izolovane dvostrukgkea(od para
k.i. tataka) Sto je dato na Sl. 81. Singularn&k&aS,; i D; preslikaju se u isto takve
singularne t&ke S, i D, sa promenjenim uglom izrde tangenata u pridruZenim
¢vorovima, dok Siljak U5, prelazi u Siljak uS, (normalans; "preslika" se u normalas,
jer se centaDs;dodirnog kruga dvostruke tangent&upreslika, centralnom simetrijom
u odnosu nds, u centarOs; dodirnog kruga dvostruke tangentesuposto oba kruga

prolaze i kroz).

Sl. 81 Kriva 16 reda koja je simetréna polaznoj hiperboli

Nekonformnom simetrijom preslikan je HH pramen kanu HH pramen krivih
i to je prikazano na Sl. 82. Po kl&asom tumaenju invertovani pramen krivih sastoji se
od krivih 4. reda, dok su po relatividkom tuma&enju, postujdi prethodno objasnjenje,
to krive 8 reda.

Pramen krivih osmog reda nastao preslikavanjem kipna konika dat je na

Sl. 83. Dobijeni pramen krivin ge se u istom broju temeljnihdaka kao i polazni
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pramen konika, a to su dve realne i razdvojertéetal i 2) i dve konjugovano

imaginarne.

Sl. 82 Nekonformnom simetrijom preslikan HH pramenkonika i dobijen HH pramen
krivih

Is

I
f
i

\

4

1
y
\
N
N,

Sl. 83 Nekonformnom simetrijom preslikan HE pramenkonika u HE pramen krivih
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10 Kreiranje Visual LISP programa
za crtanje krivih i povrsi
harmonijskom simetrijom

Programski paket AutoCAD je najpopularniji i najzgsdjeniji graficki paket u
svetu i kod nas i predstavlja jednu vrstu neziaog standarda na PCétmarima. M@
AutoCAD-a je u njegovoj opStosti i otvorenosti aekituri, tako da se uspesSno
primenjuje u mnogim namim i tehn&kim oblastima. To se ostvaruje programskim
jezikom Visual LISP, koji je podesan za rad sa AAA@®-ovom bazom podataka.

Postoji viSe razloga zasSto je upravo LISP izabran pzrvi AutoCAD-ov
aplikativni interfejs:

-LISP je veoma pogodan za rad sa skupovima hetettogdjekata u grupama
razlicitih veli¢ina, koji se koriste u CAD sistemima kao Sto je dTAD,;

- LISP interpreter je izuzetno pogodan za nestmmetuinterakcije koje
karakteriSu proces dizajniranja;

- LISP spada u najlakSe programske jezike - kakou#nje, tako i za
usavrSavanje;

- LISP je jezik izabran za istrazivanje i razvoptaéke inteligencije i ekspertnih
sistema;

- LISP ima veoma jednostavnu sintaksu, a LISP pmeter je lak za
interpretiranje i sasvim je mali.

"U poreadenju sa drugim programskim jezicima Visual LISP gwava lakSe
baratanje simbolima. Za razliku od programskihlja#oji zahtevaju deklarisanje, LISP
dopusta jednostavnu upotrebu simbola, na t&jnngto im samo dodeljuje imena. Kod
drugih programskih jezika, kao Sto je na primer 8¢ promenljive i funkcije u
programu moraju se deklarisati pre nego 5to sereipettj. mora im se unapred odrediti
tip. Kod programskog jezika LISP to nije &4j, niSta se ne mora deklarisati pre
upotrebe. " (JadiM. 1994.
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10.1 Programi u programskom paketu Visual LISP

Za crtanje pramenova konika, kao i njihovih harnskiln ekvivalenata kori&n
je program AutoCAD. Visual LISP je iskoésn za pisanje programa za crtanje konika i
zatim za preslikavanje krivih drugog reda u krive 3. reda.

Prvo je napisan program PARABOLA i program HIPERBOza crtanje krivih
2. reda, pricemu se dobijaju polilinije koje se mogu dalje pileslati. Za elipsu je
upotrebljena komanda ELLIPSE koja crta splajn. Rot@ taj splajn preveden u
poliliniju kako bi se dalje koristio u programu barmonijsku inverziju. Za pisanje
programa kori&na je literatura-(Omura G., 2008) i (Benton B120

defun C:PARABOLA (/ ParametarParabole MinX MaxX &ktX Y)
(setvar "PLINETYPE" 0)
(initget (+ 1 2 4))

(setq ParametarParabole (getreal "\nParametabgia??...: "))

(setg MinX (getreal "\nMinimalna vrednost po Xras.<0>: "))
(if (null MinX) (setg MinX 0))
(setg MaxX (getreal "\nMaximalna vrednost po X20s<150>: "))
(if (null MaxX) (setq MaxX 150))
(setqg korak (getreal "\nKorak po X-0si?...<53: ")
(if (null korak) (setq korak 5))
(command "_.PLINE")
(setg X MinX)
(while (<= MinX X MaxX)
(setq Y (sqrt (* 2 ParametarParabole X)))
(command "_none" (list X Y))
(setqg X (+ X korak))

)

(command "™ " ")

(command "_.MIRROR" (entlast) ™ "_none" "0,0"rone" "1,0" " _No")
)

(defun C:HIPERBOLA (/ ParametarA ParametarB MinXx{¥&korak X Y)
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(setvar "PLINETYPE" 0)
(initget (+ 1 2 4))
(setq ParametarA (getreal "\nParametar a?...: "))
(initget (+ 1 2 4))
(setq ParametarB (getreal "\nParametar b?...: "))
(setg MinX (getreal "\nMinimalna vrednost po Xras<a>: "))
(if (null MinX) (setq MinX ParametarA))
(if (< MinX ParametarA)
(progn
(alert "Minimalno X mora biti vece od a")
(exit)
)
)

(setg MaxX (getreal "\nMaximalna vrednost po X20s<150>: "))
(if (null MaxX) (setq MaxX 150))
(setqg korak (getreal "\nKorak po X-0si?...<53: ")
(if (null korak) (setq korak 5))
(command "_.PLINE")
(setg X MinX)
(while (<= MinX X MaxX)
(setq Y (* ParametarB (sqrt (1- (expt (/ X FaetarA) 2.0)))))
(command "_none" (list X Y))
(setg X (+ X korak))

)

(Command """""""" )

(command "_.MIRROR" (entlast) " "_none" "0,0"one" "1,0" "_No")
)

Za harmonijsko preslikavanje konika, upotrebom pexnih radijus vektora

inverzije, korig€en je program pod nazivom VPL. Dat je listing zajgwogram.

(defun C:vpl (/ S P radijus ab c d xx yy y1 x111y1

109



(setvar "PLINETYPE" 0)
(setq ptlist '())
(initget 1)
(setg S (getpoint "\nKoordinate tacke S?)).: "
(initget (+ 1 2 4))
(setq radijus (getdist "\nRadijus kruga?)).: "
(setq pl (car (entsel "\nlzaberi polilinijujkcse preslikava...")))
(command "_.PLINE")
(setq vertex (entnext pl))
(while (= (cdr (assoc 0 (entget vertex))) "VHEX")
(setq P (cdr (assoc 10 (entget vertex))))
(setq P (trans P 0 1))
(setq a (car s))
(setq b (cadr s))
(setqg c (car p))
(setq d (cadr p))
(setq xx (- a c))
(setqyy (- b d))
(setq x1 (/ (* (expt radijus 2) xx)
(+ (expt xx 2) (expt yy 2))

)
(setq y1 (/ (* (expt radijus 2) yy)

(+ (expt xx 2) (expt yy 2))

)

(setq x11 (- a x1))

(setq y11 (- b y1))

(setq ti (list x11 y11))
(command "_none" Ti)
(setq ptlist (cons Ti ptist))

(setq vertex (entnext vertex))
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)

(command "Open")

(princ)
)
Za preslikavanje pramenova krivih 4. i 3. reda mg&omnom, supersimetrijom
kori&en je prograntiji je listing dat u daljem tekstu.
(defun C:vps (/ S P radijusab cd xx yy x1 yl y11)
(setvar "PLINETYPE" 0)
(setq ptlist '())
(initget 1)
(setg S (getpoint "\nKoordinate tacke S?)).: "
(initget (+ 1 2 4))
(setq radijus (getdist "\nRadijus kruga?)).: "
(setq pl (car (entsel "\nlzaberi polilinijujkcse preslikava...")))
(command "_.PLINE")
(setq vertex (entnext pl))
(while (= (cdr (assoc 0 (entget vertex))) "VHEX")
(setq P (cdr (assoc 10 (entget vertex))))
(setq P (trans P 0 1))
(setq a (car S))
(setq b (cadr s))
(setq c (car p))
(setq d (cadr p))
(setg xx (+ ac))
(setqyy (+ b d))
(setq x1 (- (/ (* radijus 4 (expt xx 2))
(+ (expt xx 2) (expt yy 2))) xx

)

(setq y1 (- (/ (* radijus 4 yy xx)
(+ (expt xx 2) (expt yy 2))) yy
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)
(setqg x11 (+ a x1))
(setq y11 (+ b y1))
(setq ti (list x11 y11))
(command "_none" Ti)
(setq ptlist (cons Ti ptist))
(setq vertex (entnext vertex))
)
(command "Open")
(princ)
)
Za crtanje povrsi 4. reda koja je harmonijski elalent rotacionog konusa
napisan je prograiji je listing dat u daljem tekstu:

;DEFINISANJE CENTRA | KRUGA INVERZIJE
(setq lay "krugi")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ™)
(command "layer" "c" "green" lay™)

(command "layer" "It" "divide" lay™")

)

(command "layer" "s" "krugi" ")

(command "pdmode" 34 )

(command "ltscale" 2)

(setg S (getpoint "\nOdaberi centar inverzije:")
(setg ¢ (command "point" s))

(command "circle" s 20)

(setq lokt (polar s -12 1))

(command "text" lokt "1.3" "™'S")

(setq loktl (polar s -12 21))
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(command "text" loktl "1.3" "™ "s")
;DEFINISANJE VRHA KONUSA KOJI SE PRESLIKAVA
;ISCRTAVANJE TACAKA PRESLIKAVANJA
(setq vrh (getpoint "\nUnesi vrh konusa (Y pravkoji se preslikava:"))
(setq osax (car vrh)
sy (cadr s)
vrh (list osax sy)
)
(setq lokt (polar vrh 0 1))
(command "text" lokt "1.3" """V")
(setq lay "osak")
(if (= (tblsearch "layer” lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ™)
(command "layer" "c" "MAGENTA" lay™")

(command "layer" "It" "dashdot" lay™)

)
)

(command "layer" "s" "OSAK" ")
(command "line" vrh "@50<90™""
“line" vrh "@50<270""")
(setq p vrh)
(setq ugaoko (getstring "\nUnesi ugao nagibadmica prema osi konusa:"))
(setq ugaokon (atof ugaoko))

(setqg ugaokon (* pi (/ ugaokon 180.0)

)
)
(setq lay "kon")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ")

(command "layer" "c" "blue" lay"")

)
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(command "layer" "s" "kon" ")
(setq uikl (- (/ pi 2) ugaokon)
uik2 (+ uikl pi)
uik3 (+ (/ pi 2) ugaokon)
uik4 (+ uik3 pi)
ikl (polar vrh uikl 50)
ik2 (polar vrh uik2 50)
ik3 (polar vrh uik3 50)
ik4 (polar vrh uik4 50)
)
(command "line" vrh ik1™
“line" vrh ik2""
"line" vrh ik3""
"line" vrh ik4™"
)
; PRESLIKAVANJE TACKE P
(vtacka)
; KONSTRUKCIJA POVRSI-OSA POVRSI JE Y PRAVCA
(setq lay "osa")
(if (= (tblsearch "layer” lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ™)
(command "layer" "c" "MAGENTA" lay™")
(command "layer" "It" "dashdot" lay™)

)
)

(command "layer" "s" "OSA" ")
(command "circle" "2p" s ti")
(setq loktl (polar ti pi 2.5))
(command "text" loktl "1.3" ""Vs")
;(command "point" ti ")
(setq rose (/ (distance ti s) 2))
(setg ugao (angle ti s))
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; ODREDJIVANJE CENTRA KRUZNE OSE-CEN
(setq cen (polar ti ugao rose))
; (command "point" cen ")
; DEFINISANJE LERA INVERZNE POVRSI
(setq lay "inv-k")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)

(progn (command "layer" "n" lay ")

(command "layer" "c" "green" lay™)

)
)

(command "layer" "s" "inv-k" ")
; DEFINISANJE KONTURNIH KRUGOVA
; 90 STEPENI U RADIJANIMA
(setq devr (* pi 0.5))
(setg ul (- devr ugaokon))
(setg ulnor (+ ul devr))
(setg u2nor ugaokon)
(setg wl (polar s ulnor 20))
(setg w2 (polar ti u2nor 20))
(setq ckil (inters s wl ti w2 nil))
(command "circle” ckil s™)
; (setq kil entlast))
(setq polup (distance ckil s))
(setq cki2 (polar s (* -1 ulnor) polup))
(command "circle” cki2 s™)
; DEFINISANJE SISTEMA KRUZNICA
(setqz5)
(while (< z 90)
(setg z1 (* pi (/ z 180.0)
)

)
(setg NT (polar cen z1 20))
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(setq xcen (car cen)
ycen (cadr cen)
ux (car NT)
uy (cadr NT)
)
(setq koly (- uy ycen)
kolx (- ux xcen)
)
(if (or (= 0 koly) (= 0 kolx)) (setq kol 0)
(setq kol (/ (- uy ycen)

(- ux xcen)

)
;DEFINISANJE PRESECNE TACNIH TACAKA KRUGA | PRAVE

;KRUG CENTRA CKI1 | PRAVA NT NT1
(setqg x1 (car ckil)
yl (cadr ckil)
A (- (* kol xcen) ycen)
F (+ (* -1 (expt polup 2))
(*2Ayl)
(* +1 (expt yl 2))
(* +1 (expt A 2))
(* +1 (expt x1 2))
)
G (+ 1 (expt kol 2))
)
(setq E (+ (*-2 x1)
(* -2 kol A)
(* -2 kol y1)
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(setq lay "sistem1")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ")

(command "layer" "c" "red" lay"")

)
)

(command "layer" "s" "sistem1" ")
(setq x111 (/ (+ (* -1 e) (sqrt (- (expt e 2)(g f)
)

(*209)

)
(setqg x222 (/ (- (* -1 e) (sqrt (- (expt e(2¥ g 1)
)

(*29)

)
(setq y111 (- (* kol x111) A)
y222 (- (* kol x222) A)
m1 (list x111 y111)
m2 (list x222 y222)
)
; (command "point" m1"")
; (command "point" m2™"")
;PRONALAZENJE DRUGE DVE TACKE PRESEKA PRAVE SA DRAOM
KONTURNOM I1ZVODNICOM
' KRUG CENTRA CKI2 | PRAVA NT NT1
(setqg x1 (car cki2)
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y1 (cadr cki2)
A (- (* kol xcen) ycen)
F (+ (* -1 (expt polup 2))
(* 2 Ayl)
(* +1 (expt y1 2))
(* +1 (expt A 2))
(* +1 (expt x1 2))
)
G (+ 1 (expt kol 2))

)
(setq E (+ (* -2 x1)
(* -2 kol A)
(* -2 kol y1)
)
)

(setq lay "sistem1")

(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ")
(command "layer" "c" "red" lay™)

)
)

(command "layer" "s" "sistem1" ")
(setq x333 (/ (+ (* -1 e) (sqrt (- (expt e 2(g f)

)
)
)
(*209)
)
)
(setq x444 (/ (- (*-1e) (sqrt (- (expte(2B gf)
)
)
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(*29)

)
(setq y333 (- (* kol x333) A)
y444 (- (* kol x444) A)
m3 (list x333 y333)
m4 (list x444 y444)
)
; (command "point" m3")
; (command "point" m4"™)
;CRTANJE SISTEMA KRUGOVA | ROTACIJA
; (command "circle” "2p" m1 m3)
(setq rpolup (/ (distance m1 m3) 2))
(setqg k1 (polar m3 (angle m3 m1) rpolup))
(setg z11 (polar k1 (+ z1 (/ pi 2)) 20))
(command "ucs" "za" k1 z11)
(command "circle" "0,0,0" rpolup)
(command "ucs" "W")
(setq rpolup (/ (distance m2 m4) 2))
(setg k1 (polar m2 (angle m2 m4) rpolup))
(setq z11 (polar k1 (+ z1 (/ pi 2)) 20))
(command "ucs" "za" k1 z11)
(command "circle” "0,0,0" rpolup)

(command "ucs" "W")

(setq z (+ z 5))

)

(setq z 90.001)

(while (< z 180)

(setq z1 (* pi (/ z 180.0)
)
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)
(setg NT (polar cen z1 20))

(setg xcen (car cen)
ycen (cadr cen)
ux (car NT)
uy (cadr NT)
)
(setq koly (- uy ycen)
kolx (- ux xcen)
)
(if (or (= O koly) (= 0 kolx)) (setq kol 0)
(setq kol (/ (- uy ycen)

(- ux xcen)

)
;DEFINISANJE PRESECNE TACNIH TACAKA KRUGA | PRAVE

' KRUG CENTRA CKI1 I PRAVA NT NT1
(setqg x1 (car ckil)
yl (cadr ckil)
A (- (* kol xcen) ycen)
F (+ (* -1 (expt polup 2))
(*2Ayl)
(* +1 (expt yl 2))
(* +1 (expt A 2))
(* +1 (expt x1 2))
)
G (+ 1 (expt kol 2))
)
(setq E (+ (*-2 x1)
(* -2 kol A)
(* -2 kol y1)
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)

(setq lay "sistem1")

(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command “layer" "n" lay ")
(command "layer" "c" "red" lay"")

)
)

(command "layer" "s" "sistem1" ")

(setqg x111 (/ (+ (*-1 e) (sqrt (- (expt e 2(g 1)

)
)
)
(*29)
)
)
(setqg x222 (/ (- (*-1 e) (sqrt (- (expte(2B g )
)
)
)
(*209)
)
)

(setq y111 (- (* kol x111) A)
y222 (- (* kol x222) A)
m1 (list x111 y111)
m2 (list x222 y222)

)

; (command "point" m1"")

; (command "point" m2"")
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;PRONALAZENJE DRUGE DVE TACKE PRESEKA PRAVE SA DRAOM
KONTURNOM I1ZVODNICOM
;KRUG CENTRA CKI2 | PRAVA NT NT1
(setqg x1 (car cki2)
yl (cadr cki2)
A (- (* kol xcen) ycen)
F (+ (* -1 (expt polup 2))
(*2Ayl)
(* +1 (expt yl 2))
(* +1 (expt A 2))
(* +1 (expt x1 2))
)
G (+ 1 (expt kol 2))
)
(setq E (+ (*-2 x1)
(* -2 kol A)
(* -2 kol y1)
)
)
(setq lay "sistem1")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer" "n" lay ™)
(command "layer" "c" "red" lay™)

)
)

(command "layer" "s" "sistem1" ")

(setq x333 (/ (+ (* -1 e) (sqrt (- (expt e 2(g 1)
)
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(*29)

)
(setq x444 (/ (- (*-1 e) (sqgrt (- (expt e(2¥ g 1)

)

(*209)

)
(setq y333 (- (* kol x333) A)
ya444 (- (* kol x444) A)
m3 (list x333 y333)
m4 (list x444 y444)
)
; (command "point" m3"")
; (command "point" m4™"™)
;CRTANJE SISTEMA KRUGOVA | ROTACIJA
; (command "circle” "2p" m1 m3)
(setq rpolup (/ (distance m1 m3) 2))
(setqg k1 (polar m3 (angle m3 m1) rpolup))
(setq z11 (polar k1 (+ z1 (/ pi 2)) 20))
(command "ucs" "za" k1 z11)
(command "circle” "0,0,0" rpolup)
(command "ucs" "W")
(setq rpolup (/ (distance m2 m4) 2))
(setq k1 (polar m2 (angle m2 m4) rpolup))
(setg z11 (polar k1 (+ z1 (/ pi 2)) 20))
(command "ucs" "za" k1 z11)
(command "circle" "0,0,0" rpolup)
(command "ucs" "W")
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(setq z (+ z 5))
)
;DEFINISANJE DRUGOG SISTEMA IZVODNICA
(setq j 10.0)
(while (<= 360.0)
(setqjl (* pi (/) 180.0))
sinj1 (* rpolup (sin j1))
cosjl (* rpolup (cos j1))
m4prim (polar k1 (angle k1 m4) cosjl)
m4x (car m4prim)
m4y (cadr m4prim)
Ss s
ras (distance ti ss)
JJ (list m4x m4y sinj1)
tim4pri (distance ti m4prim)
utim4pr (angle ti m4prim)
rastoj (sqrt (+ (expt sinj1 2) (expt tim4pr)R)
d4 (polar m4prim (* pi (/ 270 180.0)) 10)
d44 (inters ti ss m4prim d4 nil)
rastl (distance m4prim d44)
rast2 (sqgrt (+ (expt sinjl 2) (expt rastl 2)))
rast3 (distance ti d44)
jli (polar d44 (* pi (/ 90 180.0)) rast2)
konu (angle ti jjj)
)
(setq lay "sistem2")
(if (= (tblsearch "layer" lay) nil)
(progn (command "layer” "n" lay ")

(command "layer" "c" "blu" lay"")

)
)

(Command lllayerll "S" IISiStemZII llll)
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; (command "point” m4prim™)
; (command "point™ JJ™)
(command "ucs" "3point" ti ss JJ)
(setq ox 0)
(setq oy 0)
(setg oz 0)
(setqg oo (list ox oy 0z2))
(setq Sras (polar oo 0 ras))
; (command "point" sras"")
(setg m4pot (polar oo konu rastoj))
; (command "point” m4pot™)

(command "circle" "3p" 0o Sras m4pot)

(command "ucs" ")
(Command nlayer" "S" "O" lm)
(setq j (+]10.0))

)

(command "regen™)

(princ)

Ovaj program mora bitiditan u AutoCAD-ov fajl u isto vreme sa podprogrampod
nazivom presltacka (preslikavalka kori€enjem formula za reciptoe radijus-vektore
inverzije). Listing toga podprograma je sléde
(defun presltacka ()
(setq a (car s))
(setq b (cadr s))

(setq c (car p))
(setq d (cadr p))

(setq xx (- ac))
(setqyy (- b d))
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(setq x1 (/ (* (expt 20.0 2) xx)
(+ (expt xx 2) (expt yy 2))
)
)
(setq y1 (/ (* (expt 20.0 2) yy)
(+ (expt xx 2) (expt yy 2))
)

)
(setq x11 (- a x1))

(setq y11 (- b y1))

(setq ti (list x11 y11))
;:(command "point" ti"")

(setq ptlist (cons ti ptist))

(princ)
)
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11 Moguénosti za primenu Krivih |
povrsSi viseg reda dobijenih inverzijom u
arhitektonskoj praksi

11.1 O primeni krivih i povrsSi u arhitektonskoj praksi

Danas se, Sirom sveta, timovi arhitekata nadmes pronalazenju Sto
atraktivnijih formi buddih objekata koji pored svoje funkcionalnosti morajia
zadovolje i estetsku komponentu. Mnogi arhitektormdlekti predstavljaju umettka
dela i svojom lepotom i oblikom reprezentuju ne ea@utore, vé su i znak
prepoznavanja gradova i drzava u kojima se nal@adi projektovani objekti mogli da
se realizuju, geometrijski oblici (krive i povrSpored toga Sto moraju imati jasno
definisanu geometriju, moraju zadovoljiti i niz lgiruktivnih uslova. Principi
konstruisanja i oblikovanja ih kvalifikuju za odienu namenu i pri tome zadaju njihovu
upotrebnu vrednost. Najéeproblem konstruktorima predstavlja definisanjeha@izma
za formiranje oblika povrsi i njihovih obrisa k@redstavljaju krive razitih redova.

Sl. 84 Feniks M@unarodni Media Centar-konstrukcija
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Arhitektura govori konstrukcijom, konstrukcija jezk arhitekture, ona je
"maternji jezik arhitekture "govorio je Ogist Pere.

FET

Sl. 85 Feniks M@unarodni Media Centar-pogled iz aviona

Na osnovu radova (ObradéviM. et al., 2011), (Petro¥i M. et al., 2011)
uporeiena je geometrija krivih i povrSi dobijenih invgarn, sa vé izvedenim
objektima i mogtnost za primenu tih oblika u arhitektonskoj praksi.

Ako govorimo o upotrebi povrsi viSeg reda u arhitek kao prvi primer za
povrS 4. reda (dat je na Sl. 84 i Sl. 85) navodieniks Metunarodni Media Centar u
Kini (grad Peking)ija izgradnja je u toku. Sa ukupnim privredenimitirzastom Kine
I eksplozivnom urbanizacijom, poslednjih godinaldgé do burnog razvoja dizajna u
arhitekturi. Ovaj objekat ostavlja svoj trag naambm pejzazu Pekinga. Fotografije su

preuzete sa sajtattp://www.coolhunting.com/desigrOvo je povrS koja je nastala po

ugledu na Mebijusovu traku (August Ferdinand Mopiu&0.-1868.) koja je 3. reda ali
su arhitekte zadrzale samo obris ove trake, jeolgekat ne moze izvesti kao traka.
Projekat je napravljen po vajarskom obliku poznakao "Mobius Strip”. Objekat je
izveden u konstruktivnom sistemu diagrid. O ovorerau c¢e biti reti neSto kasnije u

iIstom poglavlju. Glavni pravci rebara konstrukcga prorgunom dobijene izolinije
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optimalnog nagiba koji odgovara diagrid konstrukciParametarski projektovane
zgrade su danas postale uelpene, razne geometrijske forme su izvodljive, agdd

se, kao novi sistem, pojavljuje kao najpogodnijizzeodenje ovakvih objekata.

11.2 Konstruktivni sistemi koji se koriste u arhitektonskoj praksi za
povrSi dobijene harmonijskom simetrijom

Razvoj nauke i tehnologije omoga je da se u grevinskoj i arhitektonskoj
praksi koriste sloZenije geometrijske forme. Pregsy za ovaj tehnoloski skok treba
zahvaliti pojavi grdevinskih materijala koji su omogii savijanje, kao Sto j&eli¢ni
lim koji se koristi za zidna platna i krovnhe polate na objektima koji su za svoju
formu iskoristili slozene cilindroide. Veliku prednicu donela je sve ¥a upotreba
armiranog betona sa prednaprezanjem. To je otilogzvodenje dvostruko izvodnih
povrsSi velikih raspona. Sem ovih materijala i lamaglo drvo dozvoljava savijanje i
primenjivo je za vitoperne pravoizvodne povrSi.dltga masa i ogano impregnirano
platno su joS neki materijali koji se koriste z&ogaste i pneumatske konstrukcije. | od
ovih materijala se mogu oblikovati i jednostavredaZzene geometrijske povrsi. (Krasi
S.,2012)

Linearni konstruktivni elementi budag konstruktivnog sistema koji se koriste
u arhitektonskoj i grdevinskoj praksi oblikovani su prema geometriji Knidrugog,
treceq, cetvrtog ili viSeg reda. Da bi smo povrSinski modelio neko geometrijsko telo
u programskom paketu AutoCAD mozZe se primeniti tikkanetoda:

1. Dodavanje debljine ivicama 2D figure (preko osobiimgckness)

2. Komandom loft (izdizanjem nivoa - pogodna za free¥f povrsi)

3. Komandom sweep (zadata putanja / trajaktorija kjatevodne krive)

4. Koris¢enjem mreznih poligona (Mesh) koji se baziraju natanju
izvodnice — generatrise date povrsi, naimadreien tipom same povrsi,
a ono moze biti: rotaciono, translatorno, ravnoraernograntéeno
vodiljama. Objekat Mesh autoCAD ne tretira kao Sovu starijim
verzilama, vé kao mrezni poligon. Novije verzije, od 2010. imaju
mogunost prevdenja u surface.

5. Komandom revolve (zadata osa rotacije) dobija s&crona povrs.
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lako ove komande sluze i za zapreminsko modeloyaiijea se dobijaju i krive povrsi,
ukoliko ne zatvorimo krivu - izvodnicu, ili ako pestoga primenimo komandu
EXPLODE, kada seéitavo telo razlaze na povrsi koje ga ogtanviaju.

Za oblikovanje objekata mogu da se iskoriste i dgbovrsicijim se uklapanjem
dobija celina. To su kompleksni konstruktivni skbep Na ovaj ndin mogu se dobiti
slobodne forme, ali u praktiom pogledu joS uvek ih donekle ograia tehnologija i
materijal za grdenje objekata, mada u novije vreme sa pojavom naovwdtterijala i
novih konstruktivnih sistema koji se koriste u &kturi i gralevinarstvu, ogradenja
Su sve manja. Sve viSe objekata se projektuje bodimoj formi (freeform), a mnogi
(izgradeni i projektovani-kojicekaju na izvdenje) objekti plene svojim nesvakidasnjim
oblikom i lepotom .

Povrsi koje su dobijene harmonijskom simetrijomtgjasse iz sistema kruznih
preseka koji definiSu povrS (jedan, dva ili tri),kauzni preseci su jednostavni za
primenu (Sl. 67 i SI. 69). Na osnovu mnogobrojteréiture o konstruktivnim sistemima
(Konstruktivni sistemi, Nervi, 1963; Siegel, 1966)daljem tekstu daje se pregled
konstruktivnih sistema na kojima je ma@guprimeniti harmonijski generisane krive i
pOVrSi.

Konstruktivni sistem ljuske ima trodimenzionalnu (krutu) no&e strukturu,
koja prihvata opteienje primarno silama u ravni (ravhomerno raspodgtepo
debljini ljuske), ali i savijanjem samo u zoni agknja i veze sa drugim elementima.
Debljine ljuske su manje od 1/50 do1/100 raspounanjima se javljaju samo direktni,
zatezanje i pritisak (membranski), naponi, bez muatee savijanja (koji se mogu
zanemariti) ali samo ako je ljuska ravhomerno atsra i oslonjena, odnosno
membranski uravnotezena. Da bi se postiglo pribliBmmbransko stanje napona u
ljusci pri izboru povrSi ili njenih delova morajle sizeti u obzir zahtevi membranske
teorije.

Pogodnim izborom geometrije, sa malim debljinamaskie mogu biti izuzetno
racionalni elementi kad je o utroSku materijal& fezahvaljuj€i svom obliku i
armiranju uprkos neznatnoj debljini imaju velikusnmst. U opStem staju, ljuske
mogu biti formirane od raznih povrsi koje karak$eriGauss-ova mera krivine, proizvod

krivina glavnih pravac& (SI. 86):
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-Elipticke povrsi - imaju pozitivnu Gauss-ovu krivinu, og8no, centri oba polu-
precnika glavnih krivina su sa iste strane povrsi. Quske ne mogu menjati svoj oblik
bez istezanja srednje povrsi, zh@ga su vrlo krute K>0.

-Hiperbolicke povrsi - imaju negativnu Gauss-ovu krivinu, osimm, centri polupkaika
glavnih krivina su na raziitim stranama povrsi K<0.

-Parabolkke povrsi - imaju nultu Gauss-ovu krivinu. Jedan pmupre&nika glavne

krivine im je beskon&o velik -K=0.

Sl. 86 Gauss-ova mera krivine, proizvod krivina glanih pravaca K

Sl. 86 je preuzeta sa sajtdtp://www.scribd.com/doc/60031339/Bet-konstr-1@dle

Kada je u pitanju konstruktivni sistem ljuske p@av prednapregnutog betona
kod armiranobetonskih konstrukcija omégno je savladavanje velikih raspona, kakvi
se sa upotrebom aimog betona nisu mogli ni zamisliti. U ovom poglavéjnaliziran je
vedi broj primera iz savremene arhitektonske praks&adzano na mogmosti dalje
primene. Posebna paZnja je usmerena na dvostrlkivigme povrsi koje su nastale
harmonijskom simetrijom, sa pozitivnom Gausovonvikikm iz harmonijske grupe
cilindara i sa negativnom Gausovom krivinom iz hanijske grupe paraboloida
(Bobenko A., Pinkall U., 1996), (Bracken P, 201Dkostruko zakrivljene povrSi sa
pozitivnom Gausovom krivinom nastale harmonijskamerzijom rotacionog konusa-
vretenasta ciklida (Sl. 67) i rotacionog cilindrggBnova ciklida (Sl. 69) su pogodne za
konstruktivni sistem ljuske..

Visec¢e konstrukcije su obeSene &vrste oslonce na visokimdeama, kod kojih

su glavni nos@ elementi zategnuti. Noéeelementi imaju male dimenzije | a@&e su
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to celicni kablovi visoke zateznevrstate. Ovaj konstruktivni sklop se rage
primenjuje u krovnoj zoni. ldeja obrnute kupole f@fisosS od vremena Inka i od doba
stare Kine. PovrS koja je prikazana na SlI. 72, kgaharmonijski ekvivalent
parabolékog cilindra, moze se primeniti za vige konstrukcije sa dva sistema
prednapregnuto Spanovanih kablova.

Harmonijskom simetrijom rotacionog cilindra kada ¢entar inverzijeS
postavljen na konturnoj izvodnici cilindra, a polemik sfere inverzijes jednak je
preéniku kruznog preseka cilindra, dobija se povrSe&tlar koja je pogodna za vige
konstrukcije (Sl. 87). Ova slika je preuzeta izaadHarmonijska sinteza i konstruktivha
obrada povrsi viSih redova ( Staviv., 2002).
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Sl. 87 Harmonijski ekvivalent rotacionog cilindra —povrs 3 reda
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Pneumatske konstrukcije- Osnovni princip funkcionisanja pneumatskih hala
objekata, uopsSte uzev, je svod formiran od membranepodrzan ili napregnut
odrelenim nadpritiskom u unutrasnjosti objekta. Za pnatske konstrukcij€esto se
kaze da su noSene vazduhom. Ove konstrukcije gpadajgrupu prirodnih
konstruktivnih sistema i rasprostranjene su u zgip/obotanici, kod¢oveka misino
tkivo i koza su zategnuti pritiskom i poduptirstim skeletom.

Pneumatske konstrukcije su posebna oblast u doredstiine arhitekture. Po
mnogo ¢emu specifini i genijalni ovi objekti su u nekim svojim primama prosto
nezamenljivi. Prvi primeri ovakvih struktura su gejavili u aeronautici, u vidu
dirizabla ili letetih balona. lako ovi objekti nisu bas zaziveli, ®/ojovo otelotvorenje
su nasli u vidu grdevinskih objekata, sa punom ekspanzijom tokom B@tidina 20.
veka. lako osporavane zbog nekih svojih osobingektippneumatske konstrukcije su i

dalje nenadmasni po pitanju brzine montaze i deaz@nkao i same cene objekata.

N

=

Sl. 88 Povrs4. reda harmonijski ekvivalent rotaciong konusa

Za pneumatske konstrukcije moZze se iskoristiti powa sa dva sistema kruznih
preseka koji su ozgani crvenom i plavom bojom. Prikazane su tri projgkpovrsi i
dat je aksonometrijski izgled. Za PovrS crtanje @ovrsi u AutoCAD-u napisan je
Visual LISP program i njegov listing je dat u 10gfavlju ovog rada. Ova povrS mogla
bi da se iskoristi za projektovanje objekta sa dieetrine jedinice, na primer dve

izlozbene hale. Osnovna konstruktivna karaktemstikve povrSi je dvostruka
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zakrivljenost sa pozitivnom Gausovom krivinom (jasi dvostruko zakrivljene povrsi
se nalaze sa iste strane tangentne ravni). Ovas @atovoljava uslov upisivanja niza
lopti unutar nje, tako da povrs$ tangira povrSinptioOvako harmonijski generisana
povrS zadovoljava oba uslova - kruzni sistemi peadmju meridijane pojedinih
upisanih lopti. (Stavéi M.,2002).

11.3 Primena povrsi viSeg reda dobijenih harmonijskom ginetrijom u
pejzaznoj arhitekturi i ure denju ambijentalnih celina

"Cloud Gate" je javna skulptura indijsko-britanskagpetnika Anish Kapoor-a.
Skulptura se nalazi u Milenijum parku(ikagu u drZavi llinois, SAD. Izgena je
izmeiu 2004. i 2006. godine i skulptura je nazvana "Bimbog oblika pasulja.
Sastavljena je od 168 zavarenih gaood nedtajuceg ¢elika, a njen visoko polirani
eksterijer nema vidljivih Savova. Skulptura je plapna kod turista zbog svojih
jedinstvenih reflektujéh svojstava.

U ovom radu je obiena pasuljasta kriva, prikazana je na Sl. 22, ajace
harmonijskom simetrijom elipse uz odgovatajpiolozaj centra i kruga inverzije.

Fotografije naSl. 89, Sl. 90, Sl. 91 i Sl. 92 sayzete sa sajta:

http://www.anishkapoor.com/484/Studio.hthgredstavljaju primere povrsi koje se

mogu dobiti harmonijskom simetrijom.

Sl. 89 Povrséetvrtog reda Cloud Gate projektovana u studiju Anih Kapoor-a,
izvedena uCikagu u SAD
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Na fotografiji skulpture "Cloud Gate" crvenom bojoj@ ozn@&ena kontura
povrsi - pasuljasta kriva 4. reda koja se mozetd&bo harmonijski ekvivalent elipse
(SlI. 90).

Na slikama SI. 91 i Sl. 92 prikazane su skulptgteg autora koje takie mogu

krasiti park ili neku drugu ambientalnu celinu.

Sl. 90 Na fotografiji skulpture Cloud Gate crvenombojom je oznaena pasuljasta
kriva 4. reda koja se dobija kao harmonijski ekvivdent elipse

Sl. 91 Povrs je napravljena u studiju Anish Kapoor
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Sl. 92 Povrs je harmonijski ekvivalent rotacionog idindra, ura dena u studiju Anish
Kapoor

11.4 Izvodenje objekata modelovanih prema geometriji krivih ipovrSi
3.14.reda

Postoji neraskidiva veza izmahe arhitekture, prirode i nauke. Znanja iz anéite
geometrije i njihova primena na prirodne forme hitakturi dozvoljavaju da se kreiraju
ne samo prelepe zgrade po izgledd wme imaju i zn&jne kvalitete pacvrstadi,
krutosti i stabilnosti. To najbolje pokazuju ovakwbjekti kao Sto je Crescent Moon
Tower, uobliku polumesecaizgraien u Dubaiju - neki ga i nazivaju Horn (rog) kagi |
prikazan na Sl. 93. - fotografija je preuzeta da@Shambina S. et al., 2012). Na Sl. 94
prikazana je modelovana povrS u AutoCAD-u koja jebiptna harmonijskom
simetrijom obrtnog paraboloida, koja isto kao obfek Horn ima oblik polumeseca i
dva sistema kruznih preseka.

136



Sl. 94 Povrs$ 4. reda dobijena kao harmonijski ekviglent rotacionog paraboloida

Rotacioni paraboloid, koji ima osu pravca, invertuje se u povrs 4. reda sa
kruznom osom i kruznim generatrisama i to je daaoSh 95. Prostorna harmonijska
simetrija paraboloida se vrSi preko sfarecentra harmonijske simetrife Krugovi koji
su u horizontalnim ravnima, upravnim na kruZnu ocstiacione kvadrike (oz®ani su
plavom bojom i u zrénom su polozaju (na primers), preslikavaju se u krugovq?@),
koji su u ravnima upravnim na kruznu osu ekvivalenkvadrike i u projekciji u
frontalnoj ravni simetrije su u zZ¥aom polozaju i konkurentni su dd K. Pri
preslikavanju inverzijom koristi se kontura parabdé u frontalnoj ravni simetrijeosa
a koja se nalazi u F-ravni i krugovi u H-ravnimagf). Osa konusa ( z pravca)

preslikava se u kruznu osu koje prolazkam S.
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Sl. 95 Preslikavanje rotacionog paraboloida u povré. reda oblika polumeseca

Razlkitim izborom sferes i centra harmonijske simetrij& mogu se dobiti
povrSi atraktivnih oblika koje su pogodne za idenje baS zbog sistema kruznih
preseka koji se dobijaju opisanim preslikavanjera.iZ/aienje objekta modelovanog
na ovaj nain, u npr. dijagrid sistemu, bilo bi potrebno prénaptimalne pravce
izolinija, koje bi predstavljale pravce ndége rebara dijagrid konstruktivnhog sistema,

kako bi njegova nosivost bila optimalna.
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Sl. 96 Prostorni model rotacionog paraboloida i inertovane povrsi 4. reda oblika
polumeseca

11.5 Diagrid konstruktivni sistem

O primeni raznih povrsSi u arhitekturi ne moze s&gir, a da se ne pomene
diagrid, jer se diagrid, kao Sto je dveeceno ranije u ovom poglavlju, pokazao kao
najoptimalniji novi konstruktivni sistem za izvodje slobodnih, parametarski
projektovanih formi. To je takav konstruktivni @gt da se njegova dijagonalna mreza
ponaSa kao tkanje ili pletivo i zato moze da "ofgwnajrazlititije geometrijske forme
bilo da su one dobijene harmonijskom simetrijonmdineki drugi n&n.

Diagrid je konstruktivni sistem koji je Siroko ké&ten za nedavno izgtane
visoke zgrade odelika i njegacine trouglaste strukture sa grednim dijagonalnim
podrSkama. Ovaj sistem ima izuzetnu strukturnu asfilost i predstavlja estetski
potencijal koji obezh#uje jedinstvenu geometrijsku konfiguraciju sisterda.efikasnu
raspodelu tereta mi@ svim ¢lanovima jedne strukture, ne postoji strukturnitesis
superiorniji od Diagrida. Ova inovacija u struktdozvoljava izgradnju velikih objekata
u formama za koje smo ranije mislili da nisu méguUpotrebljava se jedinica koja se
ponavlja icine¢i mrezu omogtiava bezbroj strukturnin mogmnosti, a maksimalizuje
efikasnost n&e&e kori€enih ¢eli¢nih ¢lanova. Upotreba ovog sistema zahtevanjma

konstrukcionogelika, cime se smanjuje tezina i cena zgrada,a u isto venmaava
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prenos zn&ajnih vertikalnih opter&nja. Melutim, sama mreza nije dovoljna da izdrzi
horizontalna optetenja, tako da treba dodati sistem prstenova d&lispréjanja.
Diagrid se moze Koristiti za niz geometrijskih dlii predstavlja veliki potencijal za
budwnost arhitekture. To se moZze videti na Sl. 97 kmapreuzeta sa sajta

http://plusmood.com/2008/11/capital-gate-rmjm-ate@tts/ Za ovaj objekat je

upotrebljen —Tekle- strukturni softver koji se latriza modelovanje nekih od nagie
svetskih skoro izgreenih kultnih objekata. Ovaj softver koristi trodinmonalno
modeliranje. Trodimenzionalne koordinate za svakemBonentu diagrid mreze
izratunavaju se pontm pomenutog softvera koji osigurava besprekornagiraciju i
montazu okvira i prateh greda(Moon K.2009).

Sl. 97 Kapitalna kapija arhitektonskog biroa RMJM u Abu Dabiju, Ujedinjeni
Arapski Emirati

Dijagonalne strukture je otkrio ruski inZenjer Vilar Shukhov. On je pionir
nove analitke metode u razlitim oblastima. Shukhov je ostavio trajancae u
pocetku konstruktivizmma Sovjetske Rusije, a kao wdezenjer i matematar tokom
kasnog 18. i ranog 19. veka stvorio je hiperbolbihnku ljusku zatezne strukture
izuzetne prefinjenosti i elegancije.

U svom radu (Chao H. 2010) ispituje nosivost didgtrukture u zavisnosti od

ugla izmedju dijagonala i ta nosivot varira do 30%.
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U svetu je sve @ broj visokih zgrada (Ali, M. M. and Moon K. 20Q7koje
dominiraju pejzazem u kome su napravljene. Upravwantoguéava i diagrid sistem, kao
I sve brzi razvoj grdevinske opreme, mehanizacije i materijala. Efikastrakturne
sisteme u seizrkim zonama takde bi trebalo dodatno istraziti.

Prednosti Diagrid sistema u odnosu na Klaesi sisteme su da ima veliki
kapacitet za prihvatanje optéemja, struktura ljuske omogava velike otvore na
objektima i koristi se 20% manj&elika nego kod izgradnje tradicionalnéelicnnih
konstrukcija. Moze se zakliti da bi diagrid sistem bio veoma pogodan za povrs
dobijene inverzijom, jer one sadrze dva sistema@rupreseka i od delova ovih povrsSi
moze se napraviti mreza raznih oblika i slobodoiimi.

Sl. 98 Prototip objekta-Frank Gery

Slede€ih nekoliko primera najbolje odslikavaju koliko opularna primena
krivih i povrsi razltitih oblika i formi u svetu. Frank Gerguveni arhitekta napravio je
prototip objekta koji oblikom podga na pticu raSirenih krila koja sk na vodu.
Objekat bi bio pogodan za muzej na vodi ili luku.9B je preuzeta sa sajta:

http://travelwithfrankgehry.blogspot.com/2009/0Ygs-museum-by-asgg.html

Sl. 99 The Chengdu Contemporary Art Centre (CCAC)-Zaha Hadid Architects
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Primeri na slikama Sl 99 i SI. 100 preuzete su sajta:

http://urbanlabglobalcities.blogspot.com/2011/0dplove-civic-center-design-study-

by.html i dela sucuvene Zahe Hadid. Objekti dominiraju kako svojimukturnim

osobinama, tako i lepotom i vanvremenskim dizajn&oriste se oblici iz prirode kako
bi se Sto bolje uklopili u okolinu. Tekla struktursoftver omogdava izradu raznih
oblika u poprénim presecima objekata i konturi objekta kao Stavitjava bogatstvo

formi, koje svakako mogu biti i delovi povrSi odemih u ovom radu.

Sl. 100 Elk Grove Civic Center Zaha- Hadid Archite¢s-pogled odozgo
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12 zakiju ¢ak

Razlkiti pramenovi krugova homologijom preslikni su u godarajiée
pramenove konika, pa su ovi pramenovi konika, zajeda drugim pramenovima
konika preslikani u pramenove krivih ¢éeg i cetvrtog reda (preslikane su i tri
singularne konike raspadnute u odgovar@jparove "pravih®).

Klasi¢ni red pojedinéne krive jednak je zajedtkom maksimalnom redu svih
krivih u grupi umanjenom za broj prolaza krive kqpasmatrdevu antipodnu tku (tj.
za strukost antipodnedke te krive). Zato elementarnu grupu harmonijskiiekientnih
linija drugog redatine "prave" i krugovi, dok svaka hiperbola ili edgg kao unikatni
oblik, obrazuje svoju grupu karakterisanu antipadrsingularnom dvostrukomdeom
u kojoj se tangente konike, tj. njene realne ilagmarne asimptote, seku pod uglom
koji je invarijantan za celu grupu. Zato sve patahdaze u jednu istu grupu, jer su im
asimptote poklopljene sa osom parabole u dvosttakgentu u antipodnom Siljku
parabole. (Krug i "prava” bi se mogli tretirati ad specijalni sltaj elipse ukupnog
cetvrtog reda, sa antipodnom kruznorsktam, tj. sa parom izotropnih asimptota, tako
da je klasini red kruga drugi, a "prave" prvi, jer ona trigublazi kroz antipod, jednom
realno i dvaput imaginarno.)

Graficki prikaz transformacija (i homologije i inverzijejoji je na crtezu isti u
oba geometrijska sistema, interpretiran je Kigish pojmovima (koji uklj@uju
beskonanost) i relativisitkim pojmovima (koji uklj@duju posmatré&a i njegovu
antipodnu taku), jer se najbitnije razlike iznda dva sistema kriju upravo u tim
"beskonano dalekim” odnosno "antipodnim” podjma, koja su podjednako van
vidokruga posmatia. Od sustinskog je ztaa, takde, da je ne-cirkularnost konike,
cirkularnost ekvivalentne krive iteg reda i bicirkularnost ekvivalentne krivetvrtog
reda u projektivnoj geometriji upatena sa potpunom uzajamnom simetrijom ovih
krivih (bile one na "ravni" ili na sferi) u relaistickoj geometriji, u kojoj su stoga sve
one istog,éetvrtog reda. Dok klagna inverzija kao kvadratna transformacija nije ni
potpuno bijektivna (tri prave se preslikaju u tacke, i obrnuto), niti je potpuno

konformna jer svezuje ili razvezuje singularngg relativistéka inverzija je, ka@ista
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simetrija, potpuno i bijektivna i konformna, takca dona obezhkikije ne samo
neuporedivo jednostavnije preslikavanje nego peatist i potpuno konzistentnu i
graficki preciznu transformaciju. Na osnovu toga nijektepredvideti date se svako
uporetivanje izmelu klastne i relativisttke geometrije redovno zavrSavati u korist ove
druge.

Inverzija kao kvadratna transformacija u ravni @lena je sa njenim
prostornim izvdenjem u vidu dva stereografska projiciranja, sartrana sferu i sa
sfere na istu “"ravan" (iz antipodnog centra pragicja); dato je i klagho i
relativisticko tumaenje.

U radu je dokazano da se réitk klastne konstrukcije "razéitih" krivih mogu
zameniti jednom konformnom simetrijom (inverzijorkipjom se od jedne konike moze
proizvesti celokupno mnostvo njenih konformno elal@ntnih oblika s&njeno od
cirkularnih krivih 4. i (klastnog) 3.reda, bas kao Sto se i od jednog kruga moze
proizvesti celokupno mnostvo svih ostalih njemu feomno ekvivalentnih krugova i
“pravih” na "ravni". S druge strane, mnostvo claknih krivih 4. i 3. reda u direktnim
je nekonformnim simetrijama (to jest invertovanirarmonijskim homologijama) sa
mnosStvom krugova i "pravih", pdemu su krugovi simettni sa krivim 4. reda, a
"prave” sa krivim klasinog 3.reda, dok zajedika cirkularna dvostruka tka ostaje
nepromenjena u fiksnom antipodnom centru svih oekonformnih simetrija.

Analizirani su takde razltiti tipovi simetrija konike, konformne (osne i
centralna) i nekonformne (centralno-osna, tj. ptEgr kao i njihove transformacije u
odgovarajde harmonijske simetrije kod ekvivalentnih kriviledeg i cetvrtog reda. Dat
je primer kako se spedaifia konstrukcija jedne krive simetrijama prenosi mane
ekvivalente. Primerima je ilustrovano preslikawakjuga krivine u temenoj i u ainioj
tacki krivih, posebno kada se krug krivine transforeni$ asimptotu ili u stacionarnu
odnosno prevojnu tangentu krive.

Razmotrena je homologija (perspektivna kolineasigyferi.

Povezani su "ravni” i sferni preseci kvadrike savirim" ili sfernim presekom
ekvivalentnih povrsi viSeg reda.

Uspostavljena je veza izihe preseka dve kvadrike (pramen kvadrika) i preseka

dve njima ekvivalentne povrsi (pramen ekvivalentoavrsi viSeg reda).
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Prepoznavanjem ekvivalentnosti inverzije sa Klasm osnom simetrijom
(nekomformna simetrija) ukazano je na neodrame mogdnosti za preslikavanje
krivih i povrsi i dobijanje novih oblika koje biti od koristi i u teoriji geometrije kao i
u arhitektonskoj praksi. Istrazivanja u oblasti§wrenih simetrija kiie neiscrpan prostor
za dalja otkida o ravanskim i prostornim oblicima krivih &g, cetvrtog i viSeg reda.

Analizom veeg broja primera iz savremene arhitektonske prakagano je na
velike moguénosti primene krivih i povrsi téeg, ¢etvrtog i viSeg reda. Posebna paznja
je usmerena na dvostruko zakrivljene povrsi kojeastale harmonijskom simetrijom,
sa pozitivnom Gausovom krivinom iz harmonijske gruglindara i sa negativnom
Gausovom krivinom iz harmonijske grupe paraboloidstaknut zn#&aj dvostruko
zakrivljene povrsi sa pozitivnom Gausovom krivinoastale harmonijskom inverzijom
rotacionog konusa — vretenasta ciklida i rotaciocitigdra - Dipenova ciklida.

Izdvojeno je posmatran savremeni diagrid konstvmktsistem i zakljgeno je
da bi on bio veoma pogodan za povrsSi dobijene mjen, jer one sadrze dva sistema
kruznih preseka i od delova ovih povrSi moZe seraap mreza raznih oblika i
slobodnih formi.
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udruzenja za geometriju i grafiku. Aktivho se slaagleskim jezikom.

Vlada tehnikom - AutoCAD 2D i 3D Drafting - crtanjeravni i prostoru.

Majka je troje dece.

151



Spisak radova

1.

bukanovt (Vasiljevic) G. (2000): Prostorna geneza pramenova koriika
magistarski rad, Arhitektonski fakultet, Beograd.

bukanovi (Vasiljevic) G. (2000): "Pramen konika kao projekcija preseka
kvadrike i pramena ravi\i Zbornik radova XX konferencije moNGeometrija
2000, Graevinsko-arhitektonski fakultet,Nis , (118-137) ISB8-80295-50-7
bukanovi (Vasiljevie) G. (2000): Pramenovi krugova kao stereografske
projekcije pramenova krugova na sferi i njihova gmrna restitucija na
kvadrikama i povrSima viSseg reda" Zbornik radova XX konferencije
moNGeometrija 2000, Gdavinsko- arhitektonski fakultet, NiS , (138-152),
ISBN 86-80295-50-7

bukanovi (Vasiljevic) G., Maks¢ J. (2002): Dvanaest perspektivho
kolinearnih veza konika u jednom pramé&ndbornik radova XXI konferencije
moNGeometrija, Podgorica , (57-65), ISBN 86-8029665

Maksi¢ J., bukanovt (Vasiljevic) G. (2002): Zajedntki elementi razhitih
perspektivnih slika dobijeni za isti poloZzapne ta’ke i para likoravni pri
kretanju objektd, Zbornik radova XXI konferencije moNGeometrijagdRjorica,
(67-76) ISBN 86-80295-59-0

bukanovi (Vasiljevic) G., Maksé J.,Jové B. (2002): Method of 2% order
plane curves mapping in general collinear plaheBroceedings of 10ICGG,
Kiev, Ukraine,(190-192)

bukanovt (Vasiljevic) G., Maks¢ J. (2002): "Pencil of conics as different
plane intersections of pencil of of quadrics", Rredings of 18 ICGG, Kiev,
Ukraine, (177-181)

bukanovi (Vasiljevic) G. (2004): Pramenovi krivih tréeg i cetvrtog reda
dobijeni kao harmonijski ekvivalenti pramenova ka\j Zbornik radova XXII
konferencije moNGeometrija, Arhitektonski fakultéeograd, (90-95), ISBN
86-7395-169-0

bukanovi (Vasiljevic) G. (2006): Transformacija eliptkih pramenova

krugova u pramenove konika, a ovih u pramenoveitkrivetvrtog i treeg

152



redd’, Zbornik radova XXIIl konferencije moNGeometrij&akultet tehnikih
nauka, Novi Sad, (307-312) ISBN 86-7892-007-6

10. Maksi J.pukanovt (Vasiljevi¢) G., Jove B. (2006): Primena novih metoda
u nastavi Nacrtne geometrije usiknih sa Bolonjskom konvencijom i njihov
zna‘aj za razvoj prostorne vizualizacijeZbornik radova XXIII konferencije
moNGeometrija, Fakultet tehikih nauka, Novi Sad, (286-292), ISBN 86-7892-
007-6

11. Jant M., bukanov¢ G., Grujovt D. (2008): Modeling of Elements in Landscape
Projectiorf’, Proceedings of*lInternational Scientific Conference moNGeometrija
2008, (95-103), Vrnjgka Banja, ISBN 978- 86-80295-83-1.

12. Jant M., bukanovt G., Grujovt D. (2008):'Usage of engineering graphics in
landscape projectioh Proceedings of *1 International Scientific Conference
moNGeometrija 2008, (87-94),Vrijeka Banja, septembar 25-27.2008. ISBN
978- 86-80295-83-1

13. Mati¢ V., bukanovi G.(2009): "Bio-fixing erosion control materials
Proceedings of International Conferenck AND CONSERVATION" -
LANDCON 09-05, May 26-30.2009, Tara Mountain/Serbia

14. bukanovi G., Mati V. (2010): "Graphic transformation of hyperboliengils of
circles into pencils of conics and these into penof curves of the 3rd or 4th
order", Proceedings of @nternational Scientific Conference moNGeometrijd@,
Beograd, jun 24-27, (81-89).

15. bukanovt G., Stavré¢ M., (2010): "Visualisation and animation of geometric
topic’, Proceedings of " International Scientific Conference moNGeometrija
2010, Beograd, jun 24-27.2010 (90-104)

16. Jant M., bukanové G., Grujovt D., Matic V. (2011): "Contemporary
furniture design', Proceedings of first Serbian Forestry Cong2€d,1 Belgrade,
Faculty of Forestry, (1404-1413)

17. Mati¢ V., bukanovt G.(2012) "Modern phytoengineering materials for
protection of soil and wat&r International Conference "Land Conservation”-
LANDCON 1209, 2012

18. Bbukanovi G., Jant M., Mati¢ V.(2012): 'Graphic transformation of parabolic

pencils of circles into pencils of conics and thiede pencils of curves of the 3rd or

153



4th ordet, Proceedings of "3International Scientific Conference moNGeometrija
2012., Novi Sad,(297-306)

19. bukanovt G., Jané M., Mati¢ V.(2012): 'Pencils of curves of the 3rd and 4th
order obtained as harmonic equivalents of HH penoil conics (obtained by the
projection of the flat intersection of one-sheeggerboloid through its
secant), Proceedings of"3International Scientific Conference moNGeometrija
2012., Novi Sad,(307-318)

20. bukanovt G., Jant M.,(2012): 'Graphic transformation of "asymmetrical’
pencils of conics into pencils of curves of the dild 3rd ordet, Proceedings of
3"“International Scientific Conference moNGeometrifs 2., Novi Sad,(353-
360)

Radovi u ¢asopisu na SCI listi
1. Mati¢ V., bukanovi G.(2009) "APPLICATION OF EROSION-
CONTROL MATERIALS AND SPONTANEOUS VEGETATION IN
THE PROTECTION OF RESERVOIRS IN SOUTHERN AND
EASTERN SERBIA", Arch. Biol. Sci, Belgrade, Vol 61 (3) 2009, 475-482,
2009, DOI:10.2298/ABS0903475M,ISSN0354-4664,
http://www.doiserbia.nb.rs/img/doi/0354-4664/2009/864-46640903475M.pdf

Radovi u ¢asopisu
1. Jant M., bukanov¢ G., Grujovt D. (2011):Modeling of a Divider in the
Torrents ICEGD 2011- "Sustainable Eco Design”, IASI, RommamHE 4+
International Conference on Engineering Graphics@esign,BULETINUL
INSTITUTULUI POLITEHNIC DIN IASI Publicat de Universitatea
Tehnia ,Gheorghe Asachi” din k Tomul LVII (LXI), Fasc. 6, 2011 Se@a
CONSTRUCII DE MASINI, pp 263-270.
Stru¢ni radovi
1. Maksic J., bukanovt (Vasiljevic) G.(2006): Mogu‘nosti iskorigenja
drvnog otpada kao materijala u edukacijfanikd’, Casopis Prerada drveta
januar-mart 2006,str.53-57, ISSN 1451-401X

154



2. Maksi¢ J.,bukanovt (Vasiljevic) G., Jové B.(2006): Makst J., bukanovt
(Vasiljevi¢) G.(2006): Moguénosti iskorigenja drvnog otpada kao sirovine
pri proizvodnji drvne galanterije Casopis Prerada drveta jul-decembar
2006,str.52-54 , ISSN 1451-401X

Ucege na projektima

-"Razvoj novih proizvoda u cilju boljeg koé&nja drvne sirovine i unaptenja
izvoza prerade drveta Srbije", finansirad strane Ministarstva za prosvetu i nauku
Republike Srbije u okviru Nacionalnog programa etBhnologija i agroindustrija, broj
BTN 361005, 2005-2008, nosilac projekta Sumarskulfat Univerziteta u Beogradu,
Rukovodilac projekta je prof. dr Zdravko Popéavi

-"Novi bioekoloski materijali za zaStitu zemljiStavzoda”, finansiranod strane
Ministarstva za prosvetu i nauku Republike Srbijgkuiru Nacionalnog programa, broj
TR-37002, 2011-2014, nosilac projekta Sumarski fakuJniverziteta u Beogradu.
Rukovodilac projekta je prof. dr \aslava Mat.

155



Mpwnor 1.

WUsjasa o ayTopcTBy

Motnucanun-a _ opgana [1. hykaHosuh

6poj ynuca

UajaBrbyjem
[a je JoKTopCKa AvcepTauuja nog HacnoBom
MpameHoeu kpuBux Tpeher 1 yeTBpTor pega gobujeHn
NPeCNUKaBakem NpameHoBa KOHWKA

e  pesynTaT CONCTBEHOr UCTPAXMBAYKOr paja,

e [a npefnoXeHa guceprauuja y LienuHu HY y Aenosuma Huje Buna npegnoxeHa
3a pobujae 6UNo Koje Aunnome npema CTYAWCKMM nNporpamumMa apyrux
BUCOKOLLKOMNCKKX YCTaHOBA,

® [a Cy pe3yntaTu KOPeKTHO HaBegeHu n

* [a HMCaM Kplmo/na ayTopcka npaeBa W KOPUCTWO WHTENeKTyanHy CBOjuHY
ApYyrvx nuua.

MoTnuc gokTopaHaa

Y beorpagy, 07.05.2012.roa.

Jul
%nffaua_ ZC{I{GU((‘(%
< -

156



Mpunor 2.

W3jaBa 0 ICTOBETHOCTMU WITaMMNaHe U eNleKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npeaume aytopa _[opgaHa [1. HykaHoeuh

Bpoj ynuca

CTynujcku nporpam

Hacnoe papa _NpameHoBun kpuBux Tpeher n YeTBpTOr peaa nobujeHn
npecnvkaesakeM NpameHoBa KoHWKa

MeHTOp

MoTnucaHu loppana [. BykaHosuh

n3jaBrbyjeM fAa je wraMnaHa Bepavja Mor JOKTOPCKOr pajia WCTOBETHA EneKTPOHCKOj
BEp3vju Kojy cam npegao/na 3a ofjaerbvBakke Ha nopTany [lurutanHor
peno3uTopujyma YHuBep3uteta y Beorpany.

[ossorbaBam fa ce objaBe Moju NMYHM nopauM BesaHW 3a Aobujare akagemckor
3Batba [OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMe W Nnpe3ume, roAnHa U Mecto pofietba U gaTym
onbpaHe paga.

OBn nuyHM nopauu mory ce o6jaBUTM Ha MpeXHUM CTpaHuuaMa aurutanHe
6ubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory v y nyénukauwjama YHueepauteta y Beorpagy.

MoTnuc pnokTopaHaa

Y beorpagy, 07.05.2012.roa.

%’Ag{ CLAD. ﬁjf oL © &Lﬁ:
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Mpunor 3.

Usjasa o kopuwhemrwy

Oenawhyjem YHuBepsuteTcky Gubnuoteky ,Ceetosap MapkoBuh* ga y OurutanHu
peno3uTopujym YHuBepauTeTa y Beorpagy yHece Mojy AOKTOpCKy Auceprauujy nog
HaCMOBOM:

ﬂgameuoaw kpusux Tpeher u YeTBpTOor pena AobujeHn

npecnukaeakemM nNpameHoBa KOHWKa

KOja je Moje ayTopcKo aeno.

Ouceptaumjy ca CBUM NpUNoauma npeaao/na caMm y enekTpoHCKoMm chopmarty norogHom
3a TpajHO apxvuBupame.

Mojy aokTopcky AavcepTauujy noxpaweHy y [OurutanHu penosuTopujyMm YHuBepauTeTa
y beorpany mory fa kopucTe CBW KOju NowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ognyuvo/na.

1. AyTopcTBo
@Awopcmo - HeKoMepLUMjanHo
3. AyTopcTBO — HEKoMepuurjanHo — 6es npepape
4. AyTOpCTBO — HeKoMepUUjariHo — AenUTA Noa UCTUM YCroBUMa
5. Aytopcteo — 6e3 npepape
6. AyTopcTBO — AEMUTUA NOA UCTUM YCNOBUMA

(Monumo pa 3ao0KpyXwTe camMo jefHy oA LecT MoHyfeHux nuueHuwW, Kpatak onuc
nuyeHun aar je Ha nonefjuHu nucra).

MNMoTnuc gokTopaHaa

Y Beorpagy, _ 07.05.2012.roa.

‘\()c;!acmuo %f‘ccc@f‘:ﬁ
J [ [ =
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