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Ispravan zakljucak o postavljenim pretpostavkama u vezi proucavane pojave Moze se dobiti samo putem
naucno obavljene analize odgovarajucih statistickih podataka. Taj naucni postupak verifikovanja
hipoteze naziva se statisticki test. U zavisnosti da li se testiraju hipoteze o parametrima u raspodeli
obelezja ili se testira raspodela u celini, koriste se neparametarski ili parametarski testovi. U radu su
prikazane teorijske osnove statistickih testova i ilustrovani su primeri iz geodezije, pri cemu je za svaki

primer izabran odgovarajuci test.

Kao znacajniji parametarski testovi, prikazani su test kolicnika verodostojnosti, Nojman — Pirsonova
lema i Bootstrap metoda, a kao neparametarski testovi prikazani su Pirsonov test i test Kolmogorova.
Kljuéne redi: parametarski testovi, neparametarski testovi, Test kolicnika verodostojnosti, Nojman-
Pirsonova lema, Pirsonov x? test, Test Kolmogorova

1. UvVOD

Statistika (gr¢ki: statos — ureden, fiksiran) je danas
sastavni deo naucnih, obrazovnih, privrednih i drugih
institucija. Matematicka statistika je pruZzila svoje
korene u skoro svakoj ljudskoj delatnosti, a moze se
re¢i da na evropskom tlu datira jo§ od IV veka p.n.e
kada je Aristotel vrsio ,,popis“ stanovnistva. Statistika
je prvobitno proucavala masovne pojave u ljudskom
drustvu kroz prikupljanje, uporedivanje i tumacenje
podataka o stanovni$tvu, imovini.

Jedan od osnovnih zadataka matematicke statistike
jeste statistiCka provera hipoteza. Ovoj problematici
pripadaju zadaci kao Sto su uporedenje razlicitih me-
toda po tacnosti i ekonomicnosti, uporedenje konstru-
ktivnih osobina instrumenata i pribora i sl. o obele-
Zjima koja ispitujemo - ocenjujemo (npr. ta¢nost me-
renja ili kvalitet instrumenata) ispravne zakljucke mo-
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zemo donositi samo na osnovu nau¢no postavljene
analize statistickih podataka [1].

Pod statistickim istraZivanjem podrazumevamo
skup matematicko-statisti¢kih i drugih postupaka koji
se primenjuju u nekoj statistickoj analizi. Predmet
statistickog istrazivanja su masovne pojave koje su po
prirodi varijabilne, pa ih stoga treba posmatrati na ve-
likom broju elemenata populacije i na oshovu tih
posmatranja doneti odredene zakljucke. Postupak te-
stiranja u statistickom zakljuc¢ivanju nam omogucava
da proverimo pretpostavku.

Provera hipoteza Cesto se svodi na uporedivanje
empirijskih karakteristika, kojima ocenjujemo parame-
tar neke raspodele. Uopsteno, pod statistickim hi-
potezama podrazumevamo razne pretpostavke o za-
konu raspodela posmatranih slu¢ajnih veli¢ina.

Postoje dve grupe pretpostavki. Jedna grupa se
odnosi na vrednost parametara funkcije raspodele
posmatranog obelezja za koje znamo tip raspodele
(npr. o¢ekivanu vrednost i varijansu, ukoliko je raspo-
dela obeleZja normalna), a druga grupa su hipoteze o
tipu raspodele (normalna, eksponencijalna ili neka
druga raspodela).
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Parametarski testovi predstavljaju testiranje hipo-
teza o parametrima raspodele obelezja za koje je ona
unapred poznata.

Neparametarski testovi predstavljaju testiranje ras-
podele u celini, pa je hipoteza da je raspodela obelezja
X jednaka nekoj konkretnoj raspodeli.

2. METODE TESTIRANJA

Za testiranje statistickih hipoteza postoje razlicite
metode. U ovom radu su u vezi parametarskih testova
prikazane slede¢e metode:

e Intuitivna metoda,

o Test koli¢nika verodostojnosti,

e Nojman - Pirsonova lema i

e Bootstrap metoda,
Od neparametarskih testova opisani su:

e Testovi zasnovani na karakterizacijama,

e Metoda poredenja sa histogramom i

o Metoda poredenja sa empirijskom funkcijom ra-
spodele.

2.1. Parametarski testovi

2.1.1. Intuitivha metoda

Intuitivni pristup pri konstruisanju testa znaci da se
za konkretnu situaciju, bez dokazivanja, uzima ,,lo-
gi¢ni“ izbor test-statistike i kriti¢ne oblasti. Intuitivni
izbor nekada moze biti potvrden teorijskim izvode-
njem, kao pri testiranju matematickog ocekivanja kod
normalne raspodele N(m, 0%). Za test-statistiku se, u
tom slucaju, intuitivno, uzima srednja vrednost uzorka
X,, jer se matematicko ocekivanje ocenjuje UpO-
redivanjem sa srednjom vredno$¢u. Primenom testa
koli¢nika verodostojnosti potvrduje se korektnost
ocene sredine iz uzorka.

Testiranje hipoteza o matematickom o¢ekivanju za
obeleZja koje nemaju normalnu raspodelu ostvaruje se
saglasno grani¢noj teoremi’.

Problem glasi: Testirati hipotezu Hy(m = m,) 0
matemati¢kom ocekivanju obeleZja X protiv alternati-
vne hipoteze Hy(m # m,) koje ima normalnu ras-
podelu N(m, 62), ako je disperzija c? poznata.

Ako je nulta hipoteza Ho(m = my) tacna, stati-
stika Z = @\/ﬁ ima normalnu raspodelu, u oznaci

N(0,1). Alternativna hipoteza moze imati sledece
oblike: H{(m # mgy), H;(m <mgy), H;(m > m,),
kao i H;(m = m,) u varijantama m; <mgy i m; >
myg.

'Neka je dat niz X;, X5, ... niz slu¢ajnih veli¢ina i neka slu¢ajna

veli¢ina X ima N (0,1) rasodelu.

¥ _E(%) Z

B Z, x ,h — oo, tada se kaZe da za niz
VD (Xn)

X1, X5, ... vaZi centralna granicna teorema.

Ako vazi
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Postupak testiranja podrazumeva da se najpre, za
dati prag znacajnosti a, odrede granice kriti¢ne oblasti
iz uslova

Py {1Xn —mol 2 e} = a @)

Na taj nacin je obuhvaceno sve §to je nepovoljno
za nultu hipotezu, a ide u prilog alternativnoj hipotezi.

Ukoliko se izvrsi transformacija izraza u uslovu
(1) u zagradi mnozenjem sa \/77_1 dobija se:
Py {1Xn —mo| = e} =

|Xn —m0|

= Py, {—x/ﬁ > f\/ﬁ} =
g g

=P{lZ| zc} = a, )
gdec = Zx/ﬁ predstavlja kriti¢nu vrednost.
Iz tablica za normalnu raspodelu rac¢una se kriticna

vrednost kao ¢ = F~! (1 - g) gde F predstavlja fun-

kciju raspodele slucajne veli¢ine sa normalnom normi-
ranom raspodelom N (0,1). Slede¢i korak je raGunanje
€.

Ako je x,, realizovana vrednost statistike X,, i ako
je |x, —mg| = €, nulta hipoteza se odbacuje,

Kriticna oblast ovog testa je oblika W, =
(—oco,mg — €] U [mg + €,4 ), pa se, ako X, € W,
nulta hipoteza odbacuje, odnosno alternativna hipoteza
prihvata (za x,, € W,).

U formulama u vezi statisti¢kih testova povezuju
se: kriti¢na oblast W, test-statistika (ovde je to srednja
vrednost uzorka), prag znacajnosti o (verovatnoca gre-
Ske prve vrste), verovatnoca greske druge vrste 8, nulta
i alteranativna hipoteza:

PHO (Xn EW,) =a (3)
PH1 (Xn gW,) =p 4)

Mo¢ testa je 1-B i predstavlja verovatnocu do-
noSenja pravilne odluke — prihvatanje H; kada je ona
tacna.

2.1.2. Test kolicnika verodostojnosti

Ideja testa koli¢nika verodostojnosti pri testiranju
nulte hipoteze Hy(m = m,) protiv alternativne hipo-
teze H,(m # m,) zasnovana je na metodi maksimalne
verodostojnosti (MMV) koja je jedna od op$tih metoda
za odredivanje, u odredenom smislu optimalne, sta-
tistike kojom se ocenjuje nepoznati parametar u ras-
podeli obelezja. Ukoliko je nepoznati parametar mate-
maticko ocekivanje ili disperzija raspodele obelezja,
onda je ,,prirodno® uzeti srednju vrednost uzorka, od-
nosno disperziju kao ocenu parametra. Tu ,,prirodnost*
¢esto potvrduje i MMV. Ako je parametar koji treba
oceniti neka druga veli¢ina u raspodeli obelezja, onda
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MMV dovodi do statistike kojom se taj parametar
moze ocenjivati [2].

Neka je 71 ocena parametra m dobijena po MMV.
Tada je vrednost funkcije verodostojnost L u toj tacki
maksimalna. Stoga koli¢nik funkcija verodostojnosti

A= Ly (%,m,) (5)

Lp(%m)’

za svaki uzorak X obima n zadovoljava uslov A < 1.

Zakljucuje se da Sto je A blize 1, to je mq Vise
saglasna oceni m (dobijena po MMV), a §to je A
manje, to je m, manje saglasna sa m.

Hipoteza H,, se odbacuje u slucaju da je A < c, pri
¢emu je Py (A <c¢) = a.

U testu koli¢nika verodostojnosti ukoliko je hipo-
teza H, korektna, pokazuje se da je —2InA — x?
(konvergencija u raspodeli ka hi-kvadrat raspodeli sa
jednim stepenom slobode) pri vazenju uslova
regularnosti:

e m=m'=f(x,m)=* f(x,m),
f (x, m) raspodela obelezja x;

o oblast definisanja za f ne zavisi od m;

e m, je unutra$nja tacka skupa © (parametarski pro-
stor);

o [ flmdx = f(x,m)dx;

e f(x,m) tri puta diferencijabilna m i f'"
ogranicena funkcija u nekoj okolini m:
2
X —
( Ji—m()) = (N(0,1))% = x2, (6)

koji su ispunjeni kod normalne raspodele.

Kod Normalne raspodele, raspodela koli¢nika ve-
rodostojnosti se pokorava y? raspodeli, a kod drugih
raspodela koristi se aproksimacija y? raspodelom, kao
Sto je gore navedeno.

H, se odbacuje ako je —2InA vece od tabli¢ne
vrednosti x# za dati prag znacajnosti a.

2.1.3. Nojman-Pirsonova lema

Ovo je zapravo teorema koja govori o moguénosti
dobijanja najmoc¢nijeg testa ukoliko je parametarski
prostor?> @ dvoglan, tj. ako je ® = {my, m;}, pa su
ovde nulta i alternativna hipoteza proste hipoteze, tj.
Ho(m = my) i Hi(m = my).

Po definiciji, test sa pragom znaajnosti « je
najmoc¢niji ako za njegovu kriti€nu oblast Wy vazi da
za svaku drugu kritiénu oblast W7 veli€ine o’ manje ili
jednake a

Py, (T, € W) = Py, (T, € Wy). (M

2Skup svih moguéih vrednosti parametra @ predstavlja
parametarski prostor
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Nojman-Pirsonova lema tvrdi da postoji najmoéniji
test ¢ija kriticna oblast sadrzi sve tacke uzorackog
prostora x° tako da je:

Ly (£,m,)

Ln(f,mo) 2 C(a)! (8)
gde je L, funkcija verodostojnosti, a c(a) dobija se
iz uslova:

Py, (T, € Wp) < a. C)]

Nojman-Pirsonova lema je primenljiva i analogno
se koristi u slu¢aju hipoteze o raspodeli obelezja, samo
ako su moguce dve raspodele za obeleZje X, tj. da je
dvoclan skup moguénosti. Ovo proizilazi iz dokaza
Nojman-Pirsonove leme u kome se vrednosti parame-
tara ne pominju, nego je jedino vazno da su i nulta i
alternativna hipoteza proste.

2.1.4. Bootstrap metoda

Bootstrap je racunarska metoda za testiranje hipo-
teza kojom se na osnovu raspoloZivih podataka iz je-
dnog reprezentativnog uzorka kreira veliki broj novih
uzoraka, koji su istog obima kao i izvorni uzorak,
sluc¢ajnim biranjem sa vra¢anjem iz skupa raspolozivih
podataka.

Lako je videti da svaki element ima jednaku vero-
vatno¢u da ude u uzorak, pa da se stoga neki elementi
mogu pojaviti vise puta, a neki nijednom.

Pretpostavimo u nastavku da se testira matemati-
¢ko ofekivanje, ali se postupak takode analogno pri-
menjuje i na testiranje hipoteze o bilo kom parametru
raspodele posmatranog obelezja.

Neka je X = (X,,X5, ..., X,) uzorak obelezja X
odredene raspodele, a m, predstavlja matemati¢ko
ocekivanje obelezja.

Treba testirati nultu hipotezu Hy: m = my, protiv
alternativne hipoteze H;: m > m,.

Pri testiranju nulte hipoteze, umesto na realizovani
uzorak X = (xy, ..., Xy), postupak se primenjuje na
skup Z = (zy, ..., z,), gde je

zi=x;—X+my, i=12,...,n (10)

Ovde je x predstavlja srednju vrednost uzorka za
polazni uzorak. Zatim se na osnovu datog, reprezen-
tativnog uzorka, generiSe k uzoraka istog obima kao
reprezentativni uzorak i za svaki od njih se racuna
srednja vrednost uzorka za podatke dobijene po
formuli (10).

Broj tako dobijenih uzorackih sredina koje su vece
od x, deli se sa k i poredi sa pragom znac¢ajnosti a. Ako
je manji od o, nulta hipoteza se odbacuje.

3x- uzoracki prostor, odnosno skup moguéih vrednosti uzoraka
S
X
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2.2. Neparametarski testovi

Hipoteza o raspodeli obelezja (koje se ne odnose
na parametre, ve¢ na samu raspodelu obelezja) se na-
zivaju neparametarske hipoteze, a odgovarajuci testovi
su testovi saglasnosti ili neparametarski testovi.

2.2.1. Testovi zashovani na karakterizacijama

Testovi za testiranje hipoteza oblika H,(Fx(x) =
Fy(x)) koji su zasnovani na karakterizacijama ras-
podela su specificni po tome §to se odnose na samo
jednu odredenu raspodelu.

Karakterizacioni problemi mogu se opisati na sle-
de¢i nacin:

Neka slu¢ajna veli¢ina X ima funkciju raspodele F,
s tim da ima neko odredeno svojstvo I. Karakterizacija
predstavlja drugi smer tvrdenja, tj. ako slucajna veli-
¢ina X ima svojstvo I, tada mora imati raspodelu F.

Svojstvo I koje karakteriSe raspodelu moze biti
razli¢itih oblika. Navodimo karakterizaciju normalne
raspodele:

Teorema:

Obelezje X ima normalnu raspodelu ako i samo
ako su srednja vrednost uzorka X, i uzoracka
disperzija* S2 nezavisne statistike.

2.2.2. Pirsonov y? — test

Pirsonov x? - test primenjuje se za obeleZja sa
diskretnim i za obelezja sa neprekidnim raspodelama,
dosta se koristi u praksi i pripada neparametraskim
testovim.

Testirati na saglasnost znac¢i utvrditi da li je
raspodela slucajne promenljive, kojoj odredeni uzorak
X1, X5, --., Xy, Pripada, saglasna pretpostavljenoj raspo-
deli verovatnoca F(x) slucajne promenljive.

Nulta hipoteza H, je hipoteza da obelezje X ima
jednu potpuno odredenu (poznatu) raspodelu f(x), sa
funkcijom raspodele F(x), i testira se protiv alter-
nativne hipoteze H; da X nema tu raspodelu.

Skup vrednosti koje su dobijene u uzorku se podeli
na k disjunktnih skupova koji treba da obuhvataju sve
moguce vrednosti obeleZja prema nultoj hipotezi.

Neka je n; - broj rezultata opazanja koji se nalaze
uintervaluj (j = 1,2, ..., k), pri ¢emu je

np+n,+--+n,=n (12)
i neka je n; teorijski broj rezultata opaZanja u intervalu
j(j=1,2,..,k)

Teorijski broj opazanja u j-tom intervalu: n; = n -
p; » gde je pj verovatnoca da ¢e obelezje imati vrednost
u intervalu j, ukoliko vazi nulta hipoteza.

Test-statistika:

X = ?:13’]‘2 ~ X% | Hy, (12)
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2 _ (n;‘_n'p}')z
-
gde je ¢ broj parametara raspodele koja je ocenjena na
osnovu uzorka.
Ako je realizovana vrednost test-statistike manja
od tabli¢ne vrednosti kvantila za zadatu verovatnocu i
broj stepeni slobode:

, s=k—c—1, (13)

XE<Xias (14)

prihvata se H,.

2.7. Test Kolmogorova

Test Kolmogorova je jedan od neparametarskih
testova (slobodan, nezavisan od raspodele obelezja) 1
primenjuje se za obelezja koja imaju neprekidne
raspodele. Nulta hipoteza H, 0zna¢ava da je raspodela
posmatranog obelezja X jednaka nekoj raspodeli
Fy(x), pri ¢emu u izrazu za tu raspodelu svi parametri
moraju biti specifikovani, a alternativna hipoteza znaci
da je raspodela razli¢ita od raspodele Fy(x). Test
Kolmogorova je jedan od testova koji su zasnovani na
centralnoj grani¢noj teoremi matematicke statistike, po
kojoj empirijska funkcija raspodele uzorka uniformno
konvergira ka raspodeli obelezja, kad se obim uzorka
neograniceno uvecava.

U testu Kolmogorova najpre, na osnovu datog
uzorka, ra¢una se empirijska funkcija raspodele:

0, za x <xq

E,(x) = k, za X <X < Xpyq (15)

n
1, zZax > X,

1 ona ¢e se uporediti sa pretpostavljenom, poznatom
teorijskom raspodelom F,(x).

Ako E,(x) predstavlja empirijsku funkciju ras-
podele, a F,(x) predstavlja raspodelu pri Hy, u svakoj
tacki skoka F,, (x) potrebno je posmatrati vrednosti i sa
leve i sa desne strane, kao $to je prikazano na slici 1,
gde su vrednosti sa leve strane prikazane sa crvenom
bojom, dok su vrednosti sa desne strane prikazane
Zutom bojom.

Slika 1 - Empirijska funkcija raspodele F,(x) i raspo-
dela Fy(x) pri Hy

“Neka je (X4, ..., Xp,) prost slu¢ajni uzorak obima n za
posmatrano obelezje X. Ukoliko matemati¢ko ocekivanje nije
poznato, tada je uzoracka disperzija statistika S2 =

1 —
n ‘Lﬂ:l(Xi - Xn)z-

TEHNIKA — NASE GRADEVINARSTVO 75 (2021) 2
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Na taj nacin formira se 2n razlika po apsolutnoj
vrednosti i nakon toga trazi se maksimalna od tih
vrednosti, koja ¢e predstavljati realizovanu vrednost
test statistike:

Dy, = sup |F,(x) — Fo(x)] (16)

Kolmogorov je pokazao da za neprekidne funkcije
Fo grani¢na raspodela za Dn NE zavisi od Fo, pa se
dobijena raspodela naziva njemu u ¢ast — raspodela
Kolmogorova:

, : A
lim P{yn-D, < 2} = ,ILL’?OP{DH <\/_z}
K(l) = 210602—00(_1)]{ e—2k212'
za svako A > 0.

Konvergencija je brza i aproksimacija zadovolja-
vajuca ve¢ zan = 20.

Naravno, K(1) = 0 za svako A < 0.

Sa K (1) odredena je tzv. raspodela Kolmogorova.

Nulta hipoteza glasi - H, : F(x) = Fy(x), dok al-
ternativna glasi - H; : F(x) # Fy(x).

Neka je d, = max |E,(x) — Fy(x)| realizovana
vrednost statistike Kolmogorova. Jasno je da velike
vrednosti d,, govore u prilog nesaglasnosti raspodele
E,(x) sa F,. Zato je kriti¢na oblast odredena uslovom
D, = c.Dakle, W = [¢,1) = [dpq, 1). Broj d, 4 koji
je granica kritine oblasti nalazi se iz odgovarajucih
tablica za usvojeni prag znacajnosti a i broj stepeni
slobode koji je jednak broju elemenata uzorka (od n =
1 do 100).

Ako je d, > d, 4, tada se hipoteza H, odbacuje
(za dati prag znacajnosti i za dati uzorak).

(17)

3. PRIMERI STATISTICKIH TESTOVA U
GEODETSKIM PROBLEMIMA

U parametarskim testovima, test-statistiku formira
parametar koji se ocenjuje. To je prikazano na primeru
testiranja hipoteze o matematickom ocekivanju obe-
lezja X sa normalnom raspodelom N(m, c?), ako je
disperzija o poznata.

Primer 3.1:

Duzina baze za kalibraciju daljinomera iznosi
800.008 m. Iz serije od 30 merenja sa daljinomerom,
dobijena je srednja vrednost koja iznosi 800.016 m sa
standardnim odstupanjem od 0.003 m.

Testirati hipotezu Hy(m = 800.008 m) protiv
alternativne hipoteze H,(m # 800.008 m), koriste¢i
prag znacajnosti ¢ = 0.05.

Resenje:

Kod parametarskih testova test-statistika formira
se na osnovu statistike kojom se parameter ocenjuje. U
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prikazanom primeru za test-statistiku, intuitivno, uzi-
ma se X, jer se matematicko ocekivanje ocenjuje
srednjom vrednos$c¢u uzorka.

Test-statistika Z = @\/ﬁ ima normalnu
raspodelu u oznaci N(0,1) i jednaka je:

X, —m,
n 0 /n=1461.

Iz uslova P{|Z| = ¢} = 0.05, dobija se da je
— a _ 0.05 _
c=F1(1—E)=F1(1— )=F1(o.975),

2
obzirom da se radi o dvostranom testu % = 0.025. 1z
tablice za normalnu raspodelu, sledi da je ¢ = 1.96
(Slika 2.).

5 1.9 m,

Slika 2 - Kriticna oblast za Hy(m = 800.008 m)
protiv H;(m # 800.008 m) iz tablica za
normalnu raspodelu

Gde je e:

9 0.001
E=——=0U. m
Vn

Kako je:
|%,, — m,| = 0.008m > 0.001m = ¢.
W = (—oo,my— ] U [mgy + €, +0)
= (—o0, 800.007 m] U [800.009 m, +0).

Zakljucak:

Srednja vrednost X3, = 800.016 m dobijenaiz 30
serija merenja, statisticki je razli¢ita od najverovatnije
vrednosti koja iznosi my = 800.008 m i na osnovu
Cega se nulta hipoteza odbacuje, za dati prag
znacajnosti & = 0.05.

Primer 3.2:

Primeniti Nojman-Pirsonovu lemu na testiranje
hipoteze da je E(X) =5 protiv alternativne da je
E(X) =1 sa pragom znacajnosti @ = 0.01, ako je
uzorak obiman = 100, araspodelaza X~N(m, 16) i
parametarski prostor dvoélan @ = {1, 5}.

Resenje:
Uocava se da se u ovom tipu testa ne daju podaci.

Primenjuje se Nojman-Pirsonova lema koja pri-
pada grupi parametarskih testova i govori 0 mogu-
¢nosti dobijanja najmoc¢nijeg testa ukoliko parame-
tarski prostor sadrzi taéno dva ¢lana, odnosno ako su
moguce samo dve vrednosti parametra.
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Karakteristi¢no za ovu metodu je to da su i nulta i
alternativna hipoteza proste hipoteze.

(x-m)?

Raspodela za X: N(m, 16) je 4\/%6_ 2,
x € R,me{1,5}.
Funkcija verodostojnosti je:

2
100 —<xj_m)

. 1 \100
Ligo(X,m) = (_4\/E) j=1€ 32

(18)

.7-5 = (xl, ...,xloo).
U kriti¢noj oblasti treba da bude:

Lygo(¥,m;) L1go(#,1)

= .
- C((X), t]. L100(¥,5)

> c(a) (19)

L100(E,m0)

Dobija se:

100 1 2
1 100 ——-(x-—l)
(—) j=1€Xp 32 J

100 1 2
1 P VI
(4 m) 1229 exp 32 (579)

100
1
= exp <3—2 (2400 - 82 x}-)) > c(a)
j=1

1y100
= e 12=1% > ¢!

> c(a)

100 100

1
_szj > = Zx,- >c",

j=1 Jj=1

pa je ovo oblik za kriti¢nu oblast (u kome se pojavljuje
n-X,, a X, sluzi kao ocena za E(X), pa rezultat
potvrduje intuiciju i po pitanju test-statistike i po
pitanju oblika kriti¢ne oblasti.

Kriti¢ne vrednosti za X, SU male vrednosti, pa je
prihvatljivije da je m; = 1 za E(X), nego my = 5.

PHO(}?l()O < C*) = 0.01.

Primenjujudi tablice za Normalnu raspodelu, do-
bija se: ¢* = 4.068.

Zakljucak: AKo je X100 < 4.068, odbacuje se nulta
hipoteza H, pri datom pragu znac¢ajnosti .

Primer 3.3: [5]: U jednoj poligonskoj mrezi izme-
reno je 615 duZzina.

Tabela 1. Duzine u poligonskoj mrezi

(k3rupa 2uiine ﬁ;c:.{:_:nja s:sg?éit n-x% | .sz
nj Xj

1 15-25 |9 2 18 36

2 25-35 | 46 3 138 414

3 35-45 | 119 4 476 1904

4 45-55 | 218 5 1090 5450

5 55-65 | 151 6 906 5436

6 6.5-75 | 59 7 413 2891

7 75-85 | 13 8 104 832
615 3145 16963
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Na osnovu podataka merenja proveriti da li se
slu¢ajna promenljiva ponasa po zakonu normalne ras-
podele. Za nivo znacajnosti usvojiti = 0.05.

Resenje:

x2-test odnosi se na sve raspodele (i diskretne i
neprekidne), 1 kod njega se uporeduju empirijske i
teorijske (hipoteticke) frekvencije.

U y2-testu se vrsi grupisanje podataka i jedino je
vazno koliko podataka ima po pojedinim intervalima,
a ne i koji su podaci. U ovom primeru, koristi se y?2-
test jer su duzine date u intervalima.

Potrebno je testirati nultu hipotezu

Hy: f(x) = N(m,a?) (20)
gde je alternativna hipoteza
Hy: f(x) # N(m,a?) (21)

Srednja vrednost, varijansa i standardna devijacija
osnovnog skupa su, redom: m = 5.1, SZ = 1.47 i
S7 = 1.2. Stoga ¢e, po nultoj hipotezi raspodela za X

biti:

1 _(=5.1)?
—— e 2122
1.2-2m

za —oo < x < +oo. Kori§¢enjem tablica za normalnu
raspodelu racunamo teorijske verovatnoce i dobijamo:

P(X < 2.5) = 0.0150

P(2.5 < X <3.5) = 0.0768
P(35 <X <45)=0.2168
P(45 < X <5.5) = 0.3208
P(5.5 < X < 6.5) = 0.2497
P(65 < X <7.5) = 0.0983
P(X > 7.5) = 0.0228.

N(m,c?) =

’

Koriste¢i te verovatnoc¢e racunamo ocekivane fre-
kvencije po intervalima, a zatim i realizaciju test-sta-
tistike i dobijamo y? = 3.904.

U ovom slucaju je k = 7 i ¢ = 2, jer su dva para-
metra osnovnog skupa, tako da je broj stepena slobode
7-2-1=4.

Ovoj vrednosti za a = 0.05 iz tablice za y?
raspodelu odgovara kriti¢na vrednost:

Xf,0_05 = 9.488

Zakljucak:

Kako je y? = 3.904 < 9.488, prihvata se H, , po-
daci imaju normalnu raspodelu odnosno ne protivurece
pretpostavci o pripadnosti populaciji sa normalnom
raspodelom.

Primer 3.4. [5]: Na osnovu datog uzorka od 20
merenja Cije su vrednosti date u tabeli, primenom testa
Kolmogorova, sa pragom znacajnosti & = 0.05 testirati
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hipotezu da uzorak pripada normalnoj raspodeli
N(0,1).

0.464 0.137 0.2455 | -0.323 -0.068

0.906 -0.513 -0.525 | 0.595 0.881

-0.482 1.678 -0.057 -1.229 -0.486

-1.787 -0.261 1.237 1.046 -0.508
Resenje:

Test Kolmogorova primenjuje se samo za nepre-
kidne raspodele sa svim specificiranim parametrima.
Kod testa Kolmogorova uporeduju se empirijska i teo-
rijska funkcija raspodele.

Formiranjem varijacionog niza z1<z<...<zn, ({j.
uredivanjem podataka iz uzorka u neopadajuéi niz) od-
reduje se empirijska funkcija raspodele.

Emprijska funkcija raspodele:

0, z < —1.787

1

—,—1. < —1.

20 1.787 < z < —1.229
Fyo(2) =1 2

—-1.229 < z< -0.525

S
1, 2455 <z

Potrebno je izraCunati sve razlike |F,o(z;) —
Fo(z)| 1 |F20(2i-1) — Fo(z;)|, pri tome je Fpo(zo) =
0. Najveca od svih vrednosti ¢e biti realizovana vre-
dnost d, test-statistike D, i u primeru je jednaka:

dzo = max |F20(Zi_1) - FO(ZL)l = 01998

Broj elemenata uzorka je n=20 i pri pragu zna-
¢ajnosti a = 0.05 tome odgovara kriti¢na vrednost

d20:0_05 = 0294

Kako je u ovom slucaju dyo < d3g.9,05 00nosno
0.1998 < 0.294, prihvata se nulta hipoteza da obe-
leZje X ima normalnu normiranu raspodelu, na osnovu
dobijenog uzorka i za dati prag znacajnosti.

4. ZAKLJUCAK

U ovom radu opisano je nekoliko statistickih
testova sa primerima njihove primene u geodeziji. Kod
intuitivne metode vrsi se izbor X,, kod testiranja ma-
tematiCkog oCekivanja, jer se matematicko oc¢ekivanje
ocenjuje srednjom vredno§¢u uzorka i na osnovu toga
pripada parametarskim testovima.

Test kolicnika verodostojnosti takode pripada
grupi parametarskih testova i zasnovan je na primeni
metode maksimalne verodostojnosti za ocenjivanje
parametra. Nojman-Pirsonova lema govori o
moguénosti dobijanja najmocénijeg testa ukoliko
parametarski prostor sadrZi taéno dva ¢lana i to da su i
nulta i alternativna hipoteza proste hipoteze.
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Specifi¢nost testa zasnovanog na karakterizaciji je
u tome da se odnosi na samo jednu odredenu raspodelu
i neku njenu karakterizacionu osobinu. Po tome se
razlikuju od neparametarskih testova Pirsonovog y?2-
test i testa Kolmogorova koji su primenljivi na sve
raspodele i kod kojih je izraz za test-statistiku uvek isti,
sa raspodelom koja ne zavisi od raspodele pretpo-
stavljene nultom hipotezom.

Pirsonov y2-test i test Kolmogorova odnose se na
istu problematiku - testiranje hipoteze o raspodeli
obelezja X. y?-test odnosi se na sve raspodele (i
diskretne i neprekidne), a test Kolmogorova samo za
neprekidne raspodele sa svim specifikovanim para-
metrima. y2-test je slobodan od raspodele i u y2-testu
mogu figurisati raspodele u kojima ima nepoznatih
parametara.

Kod y2-testa se uporeduju empirijske i teorijske
(hipoteticke) frekvencije, a kod testa Kolmogorova
empirijska i teorijska funkcija raspodele. U y2-testu se
vrsi grupisanje podataka i samo je vazno koliko ih ima
po pojedinim intervalima, a ne i koji su. Time se gubi
veliki deo informacija koje sadrzi uzork.

Zbog vaznosti donoSenja pravilne odluke 0 pri-
hvatanju hipoteze koja se testira treba, ukoliko je mo-
guce pronaci ,,najmoc¢niji test i primeniti ga u konkre-
tnoj situaciji.
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SUMMARY
STATISTICAL TESTS AND THEIR APPLICATION IN GEODESY

The correct conclusion about the assumptions concerning some phenomena can be obtained only
through scientific analysis of statistical data. The scientific procedure of verifying a hypothesis using
measurement results is called a statistical test. Depending on whether the hypotheses about the
parameters in the feature distribution are tested or the distribution as a whole is tested, a parametric or
non-parametric test is selected. The most significant representatives of parametric tests are the
Probability Ratio Test, the Neumann - Pearson Lemma and the Bootstrap method, while the Pearson y?
test and the Kolmogorov test are presented as representatives of nonparametric tests.

The paper presents the theoretical basis of some methods used in construction of statistical tests with
given examples in geodesy.

Key words: Parametric tests, Nonparametric tests, Likelihood ratio test, Neumann-Pearson lemma,
Pearson y* test, Kolmogorov test
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