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SAMOREFERENCIJA I TEORIJA POJMOVA

REZIME

Ova doktorska disertacija bavi se samoreferencijom kao formalnim svojstvom intenzionalnog
znacenja jezickih izraza, pre svega predikata. Formalna svojstva intenzionalnog znacenja predikata
trebalo bi da budu predmet nove logicke teorije koju je zamislio i u kratkim crtama opisao
jedan od najznacajnijih logi¢ara i matematicara proslog veka, ali i uopste - Kurt Gedel (Kurt
Godel). Posto je koristio termin pojam za svojstva ili relacije koje ¢ine intenzionalno znacenje
predikata, Gedel je tu teoriju nazvao teorija pojmova. Brojne, ali kratke i Cesto zagonetne,
Gedelove napomene svedoce o njegovom ocekivanju da ta teorija postane za logiku centralna.

Osobina pojmova koja dobija poseban znacaj u kontekstu zasnivanja formalne teorije koja se
njima bavi jeste upravo njihova samoreferencija, tj. moguénost primene pojma na samog sebe,
kao i ucestvovanja pojma u gradenju sopstvenog znacenja. Glavni zadatak ovog rada je bolje
razumevanje uloge ta dva oblika samoreferencije u zasnivanju i razvoju teorije pojmova. Vide¢emo
da ona moze biti trostruka. Pre svega, samoreferencija u odnosu na odredeni objekat moguca
je upravo zahvaljujuéi intenzionalnom znacenju tog objekta. Ona tako ukazuje na formalne
karakteristike intenzionalnog znacenja na kojima se zasniva njena mogucénost i koje ga sustinski
razlikuju od ekstenzionalnog znacenja. Osim toga, samoreferencija moze imati i znacajnu ulogu
u definisanju pojmova i dokazivanju njihovih svojstava. Kona¢no, odredene instance pojmovne
samoreferencije vode paradoksima koji mogu ¢initi teoriju u kojoj su formulisani protivre¢nom.
Resavanje tih paradoksa bi trebalo da omoguéi postavljanje osnova teorije pojmova.

Ova disertacija podeljena je u Cetiri dela. U uvodnom delu razjasni¢emo osnovne termine koje
¢emo koristiti u disertaciji. Takode ¢emo u kratkim crtama opisati istoriju samoreferencije i
uticaj koji je imala na razvoj matematike. Taj uticaj je u najvecoj meri ostvaren preko njene
uloge u formulisanju paradoksa unutar matematickih teorija. Potreba da se ti paradoksi izbegnu
dovela je do promene u razumevanju osnovnih matematickih pojmova, kojom je samoreferencija
stavljena izvan polja matematickih istrazivanja.

U drugom delu rada sres¢emo se sa drugacijim gledanjem na samoreferenciju i njene poten-
cijalno paradoksalne posledice. U tom delu bavimo se teorijama u kojima je samoreferencija
postala standardno metodolosko sredstvo, a njene paradoksalne posledice osnova za dolazenje
do vaznih, tipi¢no negativnih, rezultata. Vide¢emo da razli¢iti oblici samoreferencije koji se u
tim oblastima javljaju imaju zajednicko jezgro koje objasnjava njihovu ulogu u dolazenju do tih
rezultata ali i u formulisanju paradoksa.

Tre¢i deo rada predstavlja pokusaj da se priblizimo razumevanju odnosa samoreferencije i
intenzionalnog znacenja objekta u odnosu na koji se ona javlja. Time bi trebalo da se priblizimo
i razumevanju formalnih osobina pojmova. U ovom delu rada takode ¢emo detaljnije opisati
paradokse kojima pojmovna samoreferencija vodi. Brani¢emo reSenje tih paradoksa koje se
zasniva na ograni¢avanju smislene primenljivosti pojma i redefinisanju komplementa pojma.
Pokusacemo da pokazemo da to reSenje, ako je formulisano u okviru intuicionisticke logike,
predstavlja solidnu osnovu teorije pojmova.
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Zakljucni deo rada sumira rezultate istrazivanja i objasnjava Gedelovu filozofsku poziciju i
njenu vezu sa teorijom pojmova.

KLJUCNE RECI: Kurt Gedel, samoreferencija, intenzionalno znacenje, pojam, teorija pojmova
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SELF-REFERENCE AND THE THEORY OF CONCEPTS

ABSTRACT

This doctoral dissertation is a study of self-reference as a formal property that characterizes
the intensional meaning of some linguistic expressions, such as predicates. Formal properties
of intensional meanings of predicates are supposed to be the subject matter of a new logical
theory that is envisioned and briefly described by one of the most important logicians and
mathematicians of the last century, and in general - Kurt Godel. Since he used the term concept
to denote the properties or relations that form the intensional meaning of predicates, Godel
termed such a theory the theory of concepts. His numerous, but short and often enigmatic,
remarks show that he expected this theory to become central to logic.

A property of concepts that assumes a special importance in the context of establishing a
formal theory that studies them, is just their self-reference, i.e. the possibility of an application
of a concept to itself, or of its containment in its own meaning. Better understanding of the
role that both kinds of self-reference have in establishing and developing the theory of concepts
will be the main goal of this work. We will see that this role can be threefold. First of all, the
possibility of self-reference with respect to some object depends on its intensional meaning. It
can thus expose some formal properties of intensional meaning on which it rests and which
crucially distinguish it from the extensional meaning. Besides that, the self-reference can have a
significant methodological use in the future theory, where it can participate in the definitions of
concepts and in the proofs of their properties. Finally, some instances of self-reference lead to
paradoxes, that can make the theory in which they are formulated inconsistent. An appropriate
solution to these paradoxes should set the ground for the theory of concepts.

This dissertation is divided into four parts. In the first part we explain the terms we will be
using throughout the work. We also briefly describe the history of self-reference and the influence
it had on the development of mathematics. This influence is accomplished mainly through the
role that self-reference had in the formulation of paradoxes inside mathematical theories. The
need to avoid these paradoxes has led to a change in the way some basic mathematical notions
are understood, which put the considerations of self-reference outside the field of mathematical
investigation.

In the second part we see quite a different attitude towards the self-reference and its con-
sequences, that became a standardly used tool in particular areas of logic. The apparently
paradoxical consequences of self-reference are inside these theories transformed into some impor-
tant, mostly negative, results. We will see that different forms of self-reference that appear in
these areas share a common core which explains their role in achieving these results, but also in
deriving different paradoxes.

The third part is an attempt at approaching the question of the connection between the
self-reference with respect to some entity and its intensional understanding. This should bring us
closer to understanding the formal properties of concepts that embody this intensional meaning.
This part also tries to trace an adequate solution to the intensional paradoxes, guided by the
remarks Godel made on the subject. We argue in favor of one particular solution accomplished by
restricting the meaningful applicability of concepts, and redefining the notion of a complement
of some concept. We will try to show that, if developed inside intuitionistic logic, this solution
makes for a solid basis of the future theory.



In the final part we review the results of the investigation and describe Godel’s philosophical
position which explains his interest in the theory of concepts.

KEYWORDS: Kurt Godel, self-reference, intensional meaning, concept, theory of concepts
SCIENTIFIC FIELD: Philosophy

SCIENTIFIC SUBFIELD: Philosophy of logic
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UvoOoD

Glavni deo ovog rada predstavlja istrazivanje samoreferencije i njenih posledica, pre svega iz
perspektive njihove uloge u razumevanju formalnih karakteristika intenzionalnog znacenja. Pod
ovim terminom podrazumevamo znacenje koje, bar prvenstveno, nije skupovno-teorijsko. Tu
drugu vrstu znacenja zvac¢emo ekstenzionalno znacenje. Semantika formalnih jezika logickih i
matematickih teorija nastala na skupovno-teorijskoj osnovi, kao osnovnu relaciju u odredivanju
znacenja lingvistickih objekata, kao Sto su predikati i drugi logicki i matematicki simboli
(veznici, funkcije, relacije), uzima relaciju denotacije u kojoj oni stoje prema skupovima i
drugim skupovno-teorijskim objektima. Takva je standardna semantika klasi¢ne logike, kao i
razli¢itih matematickih teorija koje su na njoj zasnovane. U ovom radu ¢emo, sa druge strane,
pokusati da utvrdimo kakvo bi dodatno razumevanje jezickih mehanizama mogao da donese
alternativni pristup koji uzima u obzir i intenzionalne aspekte znacenja. Time ni u kom slucaju
ne pokusavamo da odbacimo ekstenzionalni pristup ili da umanjimo njegov znacaj. Standardna
skupovno-teorijska semantika koja proizilazi iz radova Tarskog (Alfred Tarski) i drugih, pokazala
se izuzetno uspesnom. Ona je u velikoj meri doprinela razjasnjenju osnova logike, a posebno
razvoju jedne njene grane - teorije modela. Osim toga, ta semantika imala je veliki uticaj i na
filozofiju, posebno u drugoj polovini proslog veka. Medutim, njena prekomerna upotreba dovela
je do zanemarivanja alternativnih pristupa znacenju i do ignorisanja ¢injenice da je intenzionalno
znacenje i dalje prisutno i relevantno, kako u obi¢nom jeziku, tako i u formalnim jezicima logike
i matematike. Neki aspekti intenzionalnog znacenja logickih i matematickih simbola sadrzani su,
na primer, u nac¢inu konstruisanja objekata koje oni denotiraju, u strukturi tih objekata ili u
strukturi koju oni zajedno ¢ine. Ti aspekti mogu imati odredeni matematicki i logicki znacaj, o
¢emu, kao §to ¢emo videti, svedoci i sama istorija matematike.

matematike u velikoj meri unapredio nase razumevanje skupova koji u toj semantici predstavljaju
znacenje predikata, tj. njihovu ekstenziju. Nasuprot tome, nase razumevanje objekata koji
bi trebalo da imaju analognu ulogu u kontekstu intenzionalnog znacenja predikata i drugih
lingvistickih izraza i dalje je prilicno nerazvijeno. Te objekte zvac¢emo, pratec¢i Gedela, pojmovima.
Pod pojmovima bismo tako podrazumevali svojstva ili relacije koje ¢ine intenzionalno znacenje
predikata. Trenutno ne postoji teorija koja bi obezbedila solidnu osnovu za razumevanje njihovih
formalnih osobina, kojima bi i odredene osobine lingvistickih objekata mogle biti objasnjene.
Napredovanje u tom razumevanju trebalo bi da bude omoguéeno budu¢om teorijom pojymouva,
koja bi predstavljala intenzionalni pandan teorije skupova. Tu buduéu teoriju Gedel je zamislio
kao teoriju koja se bavi formalnim osobinama pojmova i relacija u kojima oni stoje, medu kojima
je osnovna relacija primene pojma (ili njoj inverzna relacija potpadanja pod pojam). Vazno
je naglasiti da zamisao o toj teoriji nije podredena nikakvom posebnom stanovistu u pogledu
prirode i ontoloskog statusa pojmova. Svojstva pojmova kojima bi se ta teorija bavila ne zavise
od toga da li su pojmovi zavisni od jezika ili od nasih lingvistickih navika i mentalnih sposobnosti,
ili su nasuprot tome, nezavisno postoje¢i. Buduca teorija bi trebalo da pruzi bolje razumevanje
onih formalnih osobina pojmova koje su sugerisane odredenim lingvistickim fenomenima, a
ne bilo kakvom metafizickom teorijom. Dakle, jedino $to bi bilo pretpostavljeno o pojmovima
jeste da su, za razliku od skupova ¢ije se osobine ¢ine u potpunosti nezavisnim od jezika na
kojem su opisane, pojmovi usko vezani za jezik. Iz tog razloga bi i odredeni lingvisticki fenomeni
i mehanizmi mogli imati vaznu ulogu u razumevanju pojmova i potencijalno otkriti njihove
osobine. To bi se posebno ticalo onih osobina predikata i drugih lingvistickih objekata cije
razumevanje izmice njihovoj skupovno-teorijskoj interpretaciji.



UvoD

Jedna od takvih osobina karakteriSe one predikate, formule i funkcijske simbole koji se
primenjuju na sebe ili ¢ije definicije referiraju na njih same. Ta osobina lingvistickih objekata,
koju ¢emo zvati njihovom samoreferencijom, ispoljava se kako u obi¢nom jeziku, tako i u
formalnim jezicima odredenih matematickih i logickih teorija. Brojni znacajni rezultati koji
su omoguceni njenom upotrebom svedoce o sveopstoj prisutnosti i metodoloskoj vrednosti
samoreferencije. Neke od tih rezultata predstaviéemo u ovom radu. Objasnjenje i opravdanje
samoreferencije u njihovoj osnovi nalazi se, kako ¢emo pokusati da pokazemo, u intenzionalnom
razumevanju objekata u odnosu na koje se ona javlja. Iz toga bi sledilo da je samoreferencija
koja karakteriSe te objekte zasnovana na samoreferenciji koja se ti¢e pojmova koji ¢ine njihovo
intenzionalno znacenje.

Istrazivanje odnosa izmedu samoreferencije i intenzionalnog znacenja moglo bi da ukaze
na znacaj koji samoreferencija, u vidu primene pojma na samog sebe i ucestvovanja pojma u
gradenju sopstvenog znacenja, ima za razumevanje formalnih osobina pojmova i zasnivanje teorije
koja se njima bavi. Moguc¢nost te pojmouvne samoreferencije tice se oba aspekta buduce teorije -
njene semantike, kao i sintakse njenog jezika. Ona se, sa semanticke strane, tice nameravanog
znacenja njenih terama, koje predstavljaju pojmovi, kao i relacije njihove primene, ¢ije bi
razumevanje bilo medu glavnim ciljevima te teorije. Moguénost primene pojma na samog sebe,
pored toga, odreduje i sintakticku osobinu koja toj relaciji treba da bude pripisana u buducoj
teoriji. Jedna od glavnih karakteristika teorije pojmova, koja bi je razlikovala od drugih logic¢kih
i semantickih teorija, bilo bi upravo to $to ona ne bi zazirala od pojmovne samoreferencije.
Naprotiv, ona bi je koristila za razjasnjenje nekih vaznih formalnih osobina pojmova. Te osobine
mogle bi ¢initi osnovu razlike izmedu pojmova i njima analognih ekstenzionalnih objekata, tj.
skupova onako kako ih razumemo u kontekstu teorije ZFC. U odnosu na te ekstenzionalne objekte,
mogucénost samoreferencije se ne javlja. Formalizacijom svojstava pojmova koji omogucavaju
njihovu samoreferenciju, jedan vazan mehanizam primene i definisanja predikata dobio bi
semanticko opravdanje. Istovremeno bi i teorija pojmova u samoreferenciji dobila jedno snazno
metodologko sredstvo.

Sa druge strane, u kontekstu zasnivanja formalne teorije u kojoj bi samoreferencija trebalo
da bude prisutna, neophodno je razmotriti i njene potencijalno negativne posledice u obliku
paradoksa kojima ona vodi, a koji mogu tu teoriju uciniti protivrecnom. Nacin na koji je
izvodenje kontradikcija izbegnuto u oblastima koje ¢emo razmotriti, a paradoksalne posledice
samoreferencije koja se u njima javlja transformisane u vazne negativne rezultate, sugerisace
nacin na koji isto moze da se postigne i u vezi sa pojmovnom samoreferencijom. To bi moglo
da usmeri nasu potragu za adekvatnim reSenjem intenzionalnih paradoksa koja bi trebalo da
dovede do postavljanja osnove teorije pojmova.

U pokusaju da utvrdimo koja vrsta reSenja intenzionalnih paradoksa moze voditi zasnivanju
teorije pojmova, prati¢emo i Gedelove napomene, posebno one sadrzane u nedavno objavljenim
delovima njegovog Nachlass-a koji ¢ine neke od Max Phil svezaka. Mislimo, pre svega, na Maz
Phil IX (Godel, 2020a), Max Phil X (Goédel, 2017b), Max Phil XI (Godel, 2020b) i Max Phil
XII (Godel, 2021). Gedel je ostavio znacajnu pisanu zaostavstinu koju ¢ine rukopisi, napomene
i tekstovi koje nije objavio za zZivota. Deo tog materijala posthumno je objavljen u tre¢em tomu
Gedelovih sabranih dela (Goédel, 1995). Tamo objavljeni materijal ne uklju¢uje Max Phil sveske
koje sadrze beleske i napomene koje je Gedel pisao za sebe o razli¢itim filozofskim, matematickim,
lingvistickim, teoloskim i drugim temama. Postoji ukupno petnaest takvih svezaka (Gedel ih je
napisao Sesnaest ali je jedna izgubljena). Datumi koji se u njima mogu naci svedoce da su pisane
u periodu izmedu 1934. i 1955. godine. Maz Phil sveske su u vlasnistvu Univerziteta u Prinstonu,
odnosno, njegovog Institute for Advanced Study i ¢uvaju se u njegovoj biblioteci na odeljku
Department of Rare Books and Special Collections. Gedelove napomene u ovim sveskama pisane
su stenografskim pismom Gabelsberger, sto ih je ucinilo tesko pristupacnim. Odredeni delovi
tih zapisa transkribovani su zahvaljujuéi grupi koja radi na istrazivackom projektu Kurt Gédel



1.1 ODGOVOR JE U NASLOVU OVOG POGLAVLJA

Philosopher: From Logic to Cosmology pod rukovodstvom Gabrijele Kroko (Gabriella Crocco).
Mi ¢éemo se u radu oslanjati na nemacke verzije ¢etiri pomenute sveske iz Max Phil ciklusa,
koje su nastale kao rezultat rada na ovom projektu i tako postale jedine Max Phil sveske ¢iji
su transkripti u celini objavljeni. Osim na njih, oslanja¢emo se na jos jedan nedavno prireden
i objavljen deo Gedelovog Nachlass-a koji ¢ine beleske za njegov kurs iz elementarne logike
odrzan 1939. godine na Univerzitetu Notr Dejm (Gddel, 2017a). Kako je najveéi deo Gedelovih
napomena o teoriji pojmova sakupljen i objavljen od strane njegovog intelektualnog biografa -
Hao Vanga (Hao Wang), znacajan izvor materijala za nasu temu predstavljace i njegova dela,
medu kojima posebno (Wang, 1996)!. Kroz rad ¢emo nastojati da adekvatno prikazemo Gedelova
gledista u vezi sa pojmovima i njihovom samoreferencijom, ¢iji nagovestaji se mogu nac¢i na tim
razli¢itim mestima, kao i u njegovim objavljenim delima. PokuSa¢emo da njegove napomene iz
tih raznorodnih izvora medusobno povezemo u jedno koherentno stanoviste koje bi moglo da
usmeri nasu potragu za teorijom pojmova. Pojmovi, njihove osobine i teorija koja bi se njima
bavila, dugo su bili predmet Gedelovog razmisljanja - od najmanje kraja tridesetih, pa sve do
kraja njegovog Zivota (1978). S obzirom na to, prirodno je ocekivati da se njegovo misljenje
o tim pitanjima menjalo. Ipak, sudeé¢i po tome $ta je Gedel o njima govorio Vangu i kako ih
je on sam u retrospektivi video i interpretirao, njegova gledista o toj temi su tokom celog tog
vremenskog perioda ostala sustinski ista. Iako je teorija pojmova u njegovim delima ostala na
programatskom nivou, ¢ini se da Gedel ipak ni u kom periodu nije gajio sumnje u pogledu
mogucénosti njenog zasnivanja i znacaja koji bi ono imalo za logiku i matematiku.

Pre nego $to predemo na formalnije teme, razmotricemo par primera koji bi trebalo da
ilustruju $ta je to samoreferencija, nacin na koji ona funkcionise, kao i neocekivane posledice
koje njena upotreba moze da proizvede.

1.1 ODGOVOR JE U NASLOVU OVOG POGLAVLIJA

Kako sam naslov sugeriSe, samoreferencija se sastoji u referiranju nekog objekta na samog sebe.?
Posto postoje razlicite vrste objekata koje imaju referencijalnu funkciju, kao i razli¢iti nacini na
koje ta funkcija moze biti ostvarena, samoreferencija se takode moze javiti u razli¢itim oblicima.
Ona moze biti sadrzana u referiranju neke reci, izraza ili reCenice na samu sebe, u slici koja
prikazuje samu sebe ili pri¢i koja se pojavljuje u sopstvenom zapletu, itd. U primerima kao $to
su: ‘ova fraza’, 'Sta je tacan odgovor na ovo pitanje?’, ’Ova reCenica ima pet rec¢i’, ', Formira
istinitu recenicu kada se nadoveze na svoj citat” formira istinitu recenicu kada se nadoveze na
svoj citat’, samoreferencija se postize referiranjem nekog izraza - fraze ili reCenice na samu sebe.
Cilj te samoreferencije moze biti konstruisanje recenice koja tvrdi nesto o samoj sebi, kao sto
je slucaj u poslednja dva primera. To se postize pripisivanjem odredenog predikata izrazu koji
referira na samu recenicu koja je rezultat te predikacije. Ako je ta recenica istinita, onda se kaze
da se dati predikat primenjuje na nju, odnosno da ona ima svojstvo koje taj predikat izrazava.

Predikat koji izrazava odredeno svojstvo ili pojam moze i sam posedovati to svojstvo, kao Sto
je slucaj sa predikatima ’srpski’ koji je i sam srpska rec, ili 'kratak’ koji je i sam kratka rec¢. Ta
vrsta samoreferencije sastoji se u primeni svojstva, pojma ili funkcije na izraz koji oznacava ili
opisuje samo to svojstvo, pojam ili funkciju. Ako u potpunosti iskorac¢imo van jezika, nailazimo

Ova knjiga sadrzi zapise stavova i misljenja koja je Gedel delio sa Vangom u njihovim mnogobrojnim diskusijama,
zajedno sa Vangovim komentarima kojima su oni stavljeni u odgovarajué¢i kontekst. I sam logi¢ar i matematicar,
Vang je bio Gedelov blizak prijatelj i sagovornik, posebno u poznim godinama Gedelovog Zivota. Njemu dugujemo
znacajna saznanja o Gedelovom Zivotu i delu koja u velikoj meri prosiruju ona do kojih moZemo doé¢i na osnovu
Gedelovih objavljenih radova.

Naslov je inspirisan delima Rejmonda Smalijana (Raymond Smullyan) poput Kako se zove ova knjiga? (u
originalu: What is the name of this book?) ili Ovoj knjizi nije potreban naslov (u originalu: This book needs no
title).
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na primere samoreferencije koji se ticu primene pojma ili funkcije ne na njihova imena ili opise,
nego na njih same. Na primer, pojam pojma, koji je i sam pojam, primenjuje se na samog sebe.
Sli¢no je slucaj sa identickom funkcijom koja se moze primeniti na svaki objekat, uklju¢ujuéi
i samu sebe, da bi kao vrednost dala sam taj objekat. To su primeri vrste samoreferencije
koja bi se prikladnije mogla nazvati samoprimenljivoséu ili samoprimenom (funkcije, pojma,
predikata ili neceg slicnog). Druga vrsta samoreferencije, koja je naveliko koris¢ena u logickim
i matematickim oblastima kojima ¢emo se ovde baviti, tice se karakterizacije nekog entiteta
koja na neki nacin referira na sam taj entitet ili na samu sebe. Primer takve karakterizacije je
standardna definicija sabiranja prema kojoj je zbir dva pozitivna broja jednak nasledniku zbira
prvog i prethodnika drugog broja. Tu vrstu samoreferencije zvacemo samokarakterizacija.

Kako ¢e biti naglaseno kasnije u radu, samoreferencija se pokazala kao veoma korisno sredstvo,
pre svega u odgovarajué¢im kontekstima, kao Sto su oni koje pruzaju logika i matematika. Ipak, to
sredstvo je neophodno pazljivo koristiti. Naime, paradigmatski primeri upotrebe samoreferencije
su oni koji stoje u osnovama razli¢itih paradoksa - naizgled korektnog rasudivanja koje pociva
na ubedljivim premisama ali vodi neprihvatljivim zaklju¢cima. U vecini slu¢ajeva paradoksi se
svode na dedukovanje kontradikcije iz odredenih pretpostavki. Jedan od najpoznatijih paradoksa
je takozvani PARADOKS LAZLJIVCA koji se tice recenice ’Ova recenica je lazna’. Ta recenica
bi po pretpostavci trebalo da bude ili istinita ili lazna. Medutim, ako uzmemo u obzir uslove
za njenu istinitost i laznost vide¢emo da ne moze biti nijedno od ta dva. Ako je istinita, onda
je ono §to tvrdi slucaj, Sto znadi da je lazna. Sa druge strane, ako je lazna, onda tvrdi nesto
Sto jeste slucaj, Sto znaci da je istinita. Pretpostavka da je data recenica istinita ili lazna tako
vodi kontradiktornom zaklju¢ku da mora biti i jedno i drugo. Time smo naizgled prinudeni
da odbacimo pretpostavku da recenica u osnovi PARADOKSA LAZLJIVCA uopS$te ima istinosnu
vrednost.

Posebnu grupu paradoksa, koji takode imaju veze sa samoreferencijalnim jezickim izrazima,
¢ine paradoksi koji se ticu pojma definicije. Najjednostavniji od njih je takozvani BERIJEV
PARADOKS koji se ti¢e formulacija poput sledece: 'Najmanji prirodni broj koji ne moze biti
definisan sa manje od 15 reci’. Ovaj izraz naizgled uspeva da izdvoji jedinstveni prirodni broj sa
datom osobinom i time ga ipak definiSe koriste¢i manje od 15 re¢i. Definicija do koje se na taj
nacin dolazi je samoreferencijalna u smislu da referira na sve definicije koje sadrze manje od
15 reci, medu kojima je i ona sama. Ona istovremeno pruza primer samokarakterizacije datog
broja koji je opisan pomocu totaliteta (svih brojeva koji su definisani sa manje od 15 reci)
kojem i on sam pripada. Paradoksi te vrste (kao $to je i poznati RISAROV PARADOKS) tipi¢no se
javljaju u kontekstu istrazivanja o kontinuumu i sa njim povezanih pitanja definabilnosti. Posto
se ticu definicija kao jezickih izraza, takvi paradoksi se nazivaju semantickim ili linguvistickim
paradoksima.

Medu dobro poznatim paradoksima iz iste grupe je i GRELING-NELSONOV PARADOKS koji
se ti¢e moguénosti primene predikata na samog sebe. Predikati koji se ne primenjuju na sebe,
tj. koji nemaju njima izrazeno svojstvo, zovu se heteroloski predikati. Takvi su, na primer,
predikati 'engleski’, ’ljudski’, 'plavi’, posto ti predikati nisu redom niti engleski, niti ljudski, niti
plavi. Paradoks nastaje pri pokusaju da utvrdimo da li se predikat 'heteroloski’ primenjuje na
sebe ili ne. Ako je prvo slucaj, tj. ako se predikat "heterologki’ primenjuje na sebe, onda on
ima svojstvo koje izrazava, Sto znac¢i da se ne primenjuje na sebe. Sa druge strane, ako se ne
primenjuje na sebe, samim tim je to jedan heteroloski predikat Sto znac¢i da ima svojstvo koje
izrazava, pa se tako ipak primenjuje na samog sebe. Posto je opet sluc¢aj da obe pretpostavke
vode kontradikeiji, primorani smo da zaklju¢imo da nijedna od njih ne moze vaziti. Jedan od
najpoznatijih paradoksa u matematici - RASELOV PARADOKS, moZe se posmatrati kao verzija
prethodno opisanog paradoksa u kojem su predikati interpretirani kao skupovi koji ¢ine njihove
ekstenzije. Paradoks se tice ekstenzije predikata ’heteroloski’ koju bi trebalo da ¢ini skup svih
skupova koji nisu sopstveni elementi. Ako je taj skup sopstveni element, onda on poseduje
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svojstvo koje karakteriSe sve njegove elemente Sto znac¢i da ipak nije sopstveni element. Sa druge
strane, ako taj skup nije sopstveni element, onda samim tim poseduje svojstvo na osnovu kojeg
su njegovi elementi izabrani, pa je zato i on sam sopstveni element. Kako bi formulacija ovog
paradoksa bila izbegnuta unutar aksiomatske teorije skupova, uvedena su odredena ogranicenja
koja se ti¢u formiranja skupova. Ta ogranicenja ticu se aksiome neogranicene komprehenzije
prema kojoj skup moze biti formiran kao ekstenzija proizvoljnog predikata. Vide¢emo nesto
kasnije u radu da bi uvedena ogranic¢enja trebalo da budu opravdana ekstenzionalnom prirodom
skupova koja ih ¢ini nezavisnim od predikata pomoc¢u kojih su navodno definisani.

Medutim, slican paradoks preti svetu intenzionalnih objekata, u ¢ijoj prirodi se ne moze
naci opravdanje za sli¢na ogranic¢enja kojima bi taj paradoks bio izbegnut. On se takode moze
posmatrati kao verzija GRELING-NELSONOVOG PARADOKSA, u kojoj su umesto skupovima,
predikati interpretirani pojmovima koje izrazavaju. U toj intenzionalnoj verziji, paradoks se tice
pojma neprimenljivosti na samog sebe. Obe pretpostavke, da se dati pojam primenjuje kao i da
se ne primenjuje na samog sebe, vode kontradikciji na potpuno analogan nacin kao u slucaju
RASELOVOG PARADOKSA, §to pokazuje da nijedna od njih ne moze biti ta¢na.

Odredene samoreferencijalne konstrukcije, sli¢cne onima o kojima je do sada bilo reéi, impliciraju
neka proizvoljna tvrdenja umesto kontradikcija. Na primer, Smalijan pokuSava da dokaze da
Deda Mraz postoji tako sto formulise sledeé¢e tvrdenje: "Ako se ne varam, Deda Mraz postoji’
(Smullyan, 1978, pp. 202-203). Pretpostavimo da se Smalijan ne vara. Onda implikacija koju on
tvrdi jeste istinita, i iz nje i pretpostavke da se ne vara, koja je njen antecedens, eliminacijom
implikacije zakljucujemo da Deda Mraz postoji. Time smo zapravo dokazali da je implikacija
koju Smalijan tvrdi zaista istinita, jer se pokazalo da njen konsekvens sledi iz njenog antecedensa.
Dakle, Smalijan se zapravo ne vara, iz ¢ega, ponovnom primenom navedenog argumenta, mozemo
zakljuciti da Deda Mraz zaista postoji. Ovaj argument ne zavisi od konkretne recenice koju
dokazuje, pa bi isto tako mogao biti koriséen u prilog bilo koje druge rec¢enice koja bi imala
ulogu konsekvensa u samoreferencijalnom tvrdenju od kojeg se polazi. Drugim rec¢ima, argument
je zasnovan na konstrukciji re¢enice A koja je ekvivalentna recenici "Ako je A istinito, onda B’,
pri ¢emu B moze biti proizvoljna rec¢enica. Njegovim uopstenjem moze se pokazati da je svaka
takva recenica A dokaziva, §to kao posledicu ima dokazivost proizvoljnog konsekvensa implikacije
kojoj je ta recenica ekvivalentna. Rasudivanje koje vodi tom paradoksalnom zakljucku poznato
je pod imenom KARIJEV PARADOKS.

Smalijan daje i druge primere koris¢enja samoreferencije u dokazu proizvoljnih tvrdenja. Jedan
od njih tice se recenice 'Ova recenica je lazna i Deda Mraz ne postoji’ (Smullyan, 1978, p. 203).
Pretpostavimo da je data recenica istinita. Tada bi i njen prvi konjunkt morao biti istinit, Sto
ne bi bilo slucaj jer bi on tada pogresno tvrdio da je rec¢enica lazna. Dakle, poSto ne moze biti
istinita, data recenica bi trebalo da bude lazna. Razlog zbog kog je laZzna ne moze biti taj sto je
njen prvi konjunkt lazan jer ako je recenica lazna, on tvrdi istinu. Zato jedino moze biti slucaj
da je reCenica lazna zbog toga Sto je njen drugi konjunkt lazan, tj. zbog toga Sto je lazno da
Deda Mraz ne postoji. Na taj nac¢in smo ponovo dosli do dokaza da Deda Mraz postoji, samo
na osnovu pretpostavke da je samoreferencijalna recenica od koje smo posli istinita ili lazna.

Posto u svakom od navedenih paradoksalnih argumenata neka samoreferencijalna konstrukcija
igra kljuénu ulogu, pokusaji da se takvi argumenti izbegnu uglavnom su fokusirani na preispiti-
vanje legitimnosti tih konstrukcija ili na¢ina na koji o njima rasudujemo. Argument kojim bi
trebalo izbeci paradokse je Cesto taj da su pojmovi u osnovi samoreferencijalnih konstrukcija koje
se u njima koriste neprikladno upotrebljeni. Neki od spomenutih primera samoreferencije ticu
se matematickih pojmova kao Sto su pojam skupa, funkcije ili broja. Videéemo da moguénost
samoreferencije u odnosu na te pojmove sustinski zavisi od nacina na koji se oni razumeju.
Naime, ¢ini se da samo odredeni intenzionalni nac¢in razumevanja tih pojmova moze opravdati
moguénost samoreferencije u pogledu njima oznacenih objekata. Razumevanje tih pojmova i
nacin na koji se oni koriste menjali su se tokom istorije matematike, delimi¢no pod uticajem
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paradoksa kojima je odredeni na¢in njihovog razumevanja vodio. U nastavku ovog dela rada
razmotri¢emo neke od tih promena i videti kako su one uticale na moguénost formulisanja
matematicki relevantnih instanci samoreferencije.

1.2 EKSTENZIONALNI ZAOKRET U MATEMATICI

Pitanje znacenja matematickog jezika jedno je od centralnih pitanja u filozofiji matematike. Ono
je usko povezano sa pitanjem prirode matematickog znanja i ontoloskog statusa matematickih
objekata, u vezi sa kojima postoje razli¢ite, suprotstavljene teorije. Ali i bez ulazenja u filozofsku
raspravu, moguce je utvrditi izvesne ¢injenice o tome kako matematicari razumeju znacenje
matematickih simbola koje koriste u svom radu. Ono $to ¢e nas prvenstveno zanimati jeste
kako su se uloga i znacaj intenzionalnog i ekstenzionalnog znacenja matematickih pojmova
preplitale i menjale kroz istoriju matematike. Prema uobicajenoj interpretaciji, uzimanje u
obzir intenzionalnih aspekata matematickog jezika najbolje se vidi u znacaju koji se pripisuje
definicijama i karakterizaciji matematickih objekata u jeziku (cf. Feferman, 1985; Halbach &
Visser, 2014). To se ¢esto dovodi u vezu sa konstruktivistickom pozicijom u filozofiji matematike,
jer se pretpostavlja da se definicije matematickih objekata ti¢u nacina na koji oni mogu biti
konstruisani ili izracunati od strane ¢oveka. Kasnije u radu vide¢emo da je Gedelovo stanoviste
po pitanju intenzionalnog znacenja matematickog jezika i njegove uloge u matematici, koje
je bar delom motivisalo njegovo insistiranje na potrebi za teorijom pojmova, bilo radikalno
drugacije. Prema njegovom stanovistu, intenzionalno znacenje matematickog jezika, sadrzano u
matematickim pojmovima, ima ulogu ne samo u njihovom konstruisanju i izracunavanju, nego
prvenstveno u razumevanju sveta matematickih objekata. Pri kraju rada vrati¢emo se ovoj
temi i nesto detaljnije razmotriti Gedelovo stanoviste u filozofiji matematike, odnosno, njegov
pogmouvni realizam. Ono ¢ime ¢emo se do tada baviti ne zavisi od te Gedelove pozicije.

Pre sredine devetnaestog veka, nekim od najbitnijih matematickih objekata, kao sto su funkcije
i skupovi, bilo je uobi¢ajeno pripisati odredenu intenzionalnu dimenziju izrazenu u jeziku. Ta
intenzionalna dimenzija ticala se nac¢ina na koji su matematicki objekti konstruisani ili pravila
njihove primene. Na primer, bilo je uobicajeno pretpostaviti da je pravilo na osnovu kojeg
se neka funkcija izrac¢unava sustinski deo te funkcije. Uz funkciju je tako nuzno isla i njena
definicija formulisana pomoc¢u matematickih operacija koje omogué¢avaju njeno izracunavanje.
Prema Devlinovoj rekonstrukeiji (Keith Devlin), takvo razumevanje funkcija bilo je uslovljeno
interesima matematic¢ara koji su bili fokusirani na njihovo koriséenje u ra¢unanju (Devlin, 2003).

Promena u razumevanju pojma funkcije u matematici desila se sredinom devetnaestog veka,
kada je interes matematicara sa ra¢unanja pomoc¢u neke funkcije preusmeren na razumevanje
toga Sta funkcija zapravo radi. Taj zaokret, koji su inicirali neki poznati matematicari kao sto
su Dirihle (Peter Gustav Lejeune Dirichlet), Riman (Bernhard Riemann) i Dedekind (Richard
Dedekind), pokazao se izuzetno plodotvornim, pre svega u analizi gde je omoguéio uspesno
ispitivanje neprekidnih i diferencijabilnih funkcija (Devlin, 2003). Ono §to je postalo posebno
bitno jeste koju vrednost neka funkcija pripisuje svojim argumentima i kakav je medusobni
odnos njenih argumenata i vrednosti, jer se smatralo da od toga zavise njena relevantna svojstva.
Samim tim, viSe nije bilo klju¢no da nac¢in na koji vrednost funkcije zavisi od njenog argumenta
bude izrazen nekom formulom koja bi pokazivala kako se ta vrednost moze izra¢unati. To je
rezultiralo nezavisnoséu funkcije od njene definicije ili nacina izra¢unavanja. Funkcija je umesto
toga izjednacena sa skupom uredenih parova njenih argumenata i vrednosti, koji se naziva
grafom funkcije.

Trend definisanja matematickih pojmova pomoc¢u pojma skupa pojavio se i u drugim oblastima
matematike. Tako je, na primer, u priblizno istom periodu Gaus (Carl Friedrich Gauss) inicirao
novi pristup matematickim strukturama, koji je potom razvijen od strane Dedekinda, a u kom
je struktura shvac¢ena kao skup na kojem su definisane operacije sa odgovaraju¢im svojstvima
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(Devlin, 2003). Nesto kasnije, Frege (Gottlob Frege) je ponudio definiciju prirodnih brojeva,
prema kojoj prirodni brojevi predstavljaju svojstva skupova odredena njihovom kardinalnoscu.
Ta definicija moze se shvatiti kao da izjednacava prirodne brojeve sa skupovima koji predstavljaju
ekstenziju pomenutog svojstva skupa: broj n bi tako bio izjednacen sa skupom svih skupova
koji imaju n elemenata. Pritom se pretpostavlja da dva skupa imaju isti broj elemenata ako i
samo ako izmedu njih postoji bijekcija, sto datu definiciju ¢ini necirkularnom.

U ovom kontekstu, znacenje pojma skupa postaje posebno bitno. Bas kao u slucaju funkcija,
skupovi su u pocetku bili tretirani kao delimi¢no intenzionalni objekti - pod skupom se po-
drazumevala kolekcija nekih objekata zajedno sa kriterijumom koji ti objekti treba da zadovolje
da bi pripadali toj kolekciji. Kriterijum bi pritom bio da elementi datog skupa imaju odredeno
svojstvo ili stoje u odredenoj relaciji, tj. da potpadaju pod odredeni pojam. Drugim rec¢ima,
skupovi su bili tretirani kao ekstenzije pojmova pomocu kojih su definisani. Tako je pitanje
pripadnosti nekom skupu bilo usko povezano sa pitanjem potpadanja pod odgovarajuéi pojam.
Kako su pojmovi i u njima sadrzana svojstva izrazeni pomoc¢u predikata ili formula odredenog for-
malnog jezika, veza izmedu pripadnosti skupu i posedovanja odgovarajuéeg svojstva formulisana
je pomocu aksiome komprehenzije:

JVy (y € z <> P (y)) .

Tom aksiomom se za proizvoljan predikat P koji izrazava odredeno svojstvo tvrdi da postoji
skup svih i samo takvih objekata koji poseduju to svojstvo. Ovaj princip je u potpunosti usvojen
od strane Fregea, koji je, takode, smatrao da predikati i formule matematickog jezika izrazavaju
objektivno intenzionalno znacenje (smisao ili Sinn u njegovoj terminologiji)3.

Intenzionalno razumevanje skupova prisutno je i kod Bolcana (Bernard Bolzano), Kantorovog
pretece u istrazivanju skupova i beskona¢nosti. Prema Bolcanovom stanovistu, dva skupa su
jednaka samo ako je njihov nac¢in odredivanja ili gradenja isti (Bolzano, 2014, p. 98). Osniva¢
teorije skupova, Kantor (Georg Cantor), u pocetku je zauzimao sli¢no stanoviste o vezi izmedu
pojmova i skupova, ali je bio oprezniji od Fregea po pitanju aksiome komprehenzije ¢iju je
primenu ograni¢io na odredeni nacin. Naime, Kantor je pretpostavljao da samo pojmovi definisani
za objekte prethodno specifikovanog domena mogu odrediti skup kao svoju ekstenziju u tom
domenu (Tait, 2000, p. 272). Njegovo shvatanje skupova je kasnije izmenjeno, verovatno pod
uticajem paradoksa koji su i pored tako ogranicene komprehenzije pretili u kontekstu njegove
teorije transfinitnih brojeva. U novoj karakterizaciji koju je Kantor koristio, skup nije odreden
kao ekstenzija pojma, nego kao ,bilo koji totalitet o kojem se moZe misliti kao o jednom” (Tait,
2000, pp. 280-281). Paradoksi su imali jo§ izraZeniji uticaj na druge logi¢are i matematicare
koji je u krajnjoj liniji doveo do napustanja takozvane naivne teorije skupova u ¢ijoj osnovi je
bio opisani pojam skupa, i do prihvatanja u potpunosti ekstenzionalnog pojma skupa. U tom
novom shvatanju, skupovi su izjednaceni sa kolekcijama objekata koje su u potpunosti nezavisne
od svojstava tih objekata, relacija u kojima oni stoje ili struktura koju ¢ine.

Pre nego $to detaljnije razmotrimo kako je do te promene doslo i kakvu su ulogu paradoksi u
tome imali, primetimo jos i da otprilike u isto vreme vidimo zacetke moderne logike. Tome je u
najvec¢oj meri doprineo Frege (a zatim i Hilbert i Bernajs (Paul Bernays)), koji je nastojao da
formira solidnu logicku osnovu iz koje bi, po njegovom misljenju, celokupna aritmetika trebalo
da bude izvodiva. Moderna logika, ¢iji je razvoj time zapocet, obezbedila je adekvatno okruzenje
unutar kojeg tvrdenja i dokazi ekstenzionalnih matematickih teorija, kakva ée i teorija skupova
postati, mogu na adekvatan nacin biti formulisani i sistematizovani.

To Fregeovo glediste posebno dolazi do izraZaja u njegovoj prepisci sa Hilbertom (David Hilbert) i Tomeom
(Johannes Thomae) i kritici njihovog formalisti¢kog stanovista koje se najjasnije ispoljava u njihovom videnju
definicija matematickih objekata (vidi, na primer, Resnik, 1974).
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1.2.1  Skupovno-teorijski paradoksi

Paradoksi koji se ti¢u skupova i drugih skupovno-teorijskih pojmova imali su naizgled veliki uticaj
na razvoj matematike. Osim RASELOVOM PARADOKSU, takva uloga pripisana je i paradoksima
koji nose imena Kantora i Burali-Fortija (Cesare Burali-Forti). KANTOROV PARADOKS tice se
pojma kardinalnog broja skupa i nastaje u kontekstu razmatranja kardinalnog broja totaliteta
svih skupova (ili svih kardinalnih brojeva). Ako je taj totalitet i sam skup, onda je njegova
kardinalnost vec¢a od kardinalnosti bilo kog drugog skupa. Medutim, na osnovu Kantorove teoreme
znamo da bi kardinalnost partitivnog skupa tog skupa bila strogo vec¢a od njegove kardinalnosti.
Skup svih skupova tako ipak ne bi imao najvecu kardinalnost, $to protivrec¢i prethodno re¢enom.
Slican paradoks, koji se ovog puta tice ordinala, je BURALI-FORTIJEV PARADOKS. Taj paradoks
nastaje pri razmatranju totaliteta svih ordinala koji je, pod pretpostavkom da su svaka dva
ordinala uporediva na osnovu njihovog standardnog uredenja, dobro ureden. Iz toga sledi da bi,
da je skup, i sam taj totalitet bio jedan ordinal. Kao takav, on bi morao biti element samog
sebe, iz ¢ega sledi da bi bio striktno manji od samog sebe.

Prema usvojenom videnju istorije matematike, ti i njima sli¢ni paradoksi, pre svega RASELOV
PARADOKS koji se ti¢e bazi¢nog mehanizma primene predikata i relacije pripadnosti skupu kojom
se ona interpretira, imali su neposredan i znacajan uticaj na matematicku zajednicu. Paradoksi
su navodno pokazali da su osnovni logicki i matematicki pojmovi protivre¢ni Sto je ozbiljno
uzdrmalo osnove matematike i zahtevalo radikalnu reviziju njenih pojmova. Sa druge strane,
novije istorijske rekonstrukcije pokazuju da uticaj paradoksa ipak nije bio tako dramatic¢an, bar
ne u krugu matematicara, koji njima nisu bili iznenadeni (Peckhaus, 2004; Moore & Garciadiego,
1981).

[zvodenje kontradikcija iz odredenih pretpostavki deo je uobic¢ajene prakse matematicara koja
omogucava dokazivanje tvrdenja metodom svodenja na apsurd. Upravo u tom kontekstu su se
kontradikcije u osnovi Kantorovog i Burali-Fortijevog paradoksa prvi put i pojavile. Njihovo
izvodenje nije za cilj imalo da se pokaze protivre¢nost osnovnih pojmova teorije skupova, nego
da se dode do indirektnog dokaza odredenih Cinjenica koje se ticu skupova, kardinala ili ordinala.
Kantor je tako na osnovu kontradikcije koja je u osnovi njegovog paradoksa dosao do zakljucka
da totalitet svih skupova (ili svih kardinalnih brojeva) nije skup, nego inkonzistentna kolekcija
(inconsistent multiplicity), $to bi odgovaralo pravoj klasi u modernoj terminologiji. Na osnovu
argumenta slicnog Burali-Fortijevom, Kantor je dosao do istog zakljucka s obzirom na totalitet
svih ordinala. Opsti zakljuc¢ak na koji ta dva argumenta ukazuju bio bi, po njegovom misljenju,
da je neophodno razlikovati kolekcije koje se mogu konzistentno smatrati jedinstvom - to bi bili
skupovi, i inkonzistentne kolekcije definisane pomocéu odredenih pojmova, koje su suvise velike
da bi bile skupovi. Pripisivanje takvih osobina nekoj inkonzistentnoj kolekciji koje samo skupovi
mogu imati (kao §to su kardinalni i ordinalni broj), moze voditi kontradikcijama. Ovaj Kantorov
stav prema paradoksima odrazava i stav Bolcana koji je takozvane paradokse koji prete analizi
beskonacnosti smatrao bezopasnim. Na primer, umesto da ga smatra problemom koji ukazuje
na neispravnost naseg pojma beskonac¢nosti, Bolcano je rezultat da je svaki beskonac¢ni skup u
bijekciji sa nekim svojim pravim podskupom usvojio kao rezultat koji otkriva karakteristi¢no
svojstvo beskona¢nih skupova (Bolzano, 2014, pp. 95-97). Sli¢an pogled na paradokse delio je
sa njima i Burali-Forti. On je kontradikciju do koje je dosao video kao dokaz da pretpostavka
da su svaka dva ordinala uporediva ne moze biti ispravna (iako, kako se ispostavilo, nije bio u
pravu). Dakle, kontradikcije u osnovi Kantorovog i Burali-Fortijevog paradoksa bile su poznate
i koriS¢ene u matematickim argumentima i pre nego $to su, navodno, postale ozbiljan problem
za teoriju skupova.

Da otkri¢e pomenutih i njima slicnih paradoksa nije izazvalo nikakvu katastrofu u mate-
matickom svetu pokazuje i ¢injenica da je verzija RASELOVOG PARADOKSA bila poznata u
Getingenu pod nazivom CERMELOV PARADOKS dugo pre nego $to je Rasel objavio svoje otkrice,
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bez da je to imalo ikakav znacajan uticaj na rad matematicara u teoriji skupova. Verzija
KANTOROVOG PARADOKSA je takode u to vreme bila formulisana od strane Hilberta. Hilbert je
opisao svoju verziju kao ¢isto matematicki paradoks posto se u njegovom izvodenju ne javljaju
pojmovi transfinitne teorije skupova, nego samo dva principa formiranja skupova koji se koriste
u svakodnevnoj matematickoj praksi: unija skupova i formiranje skupa svih funkcija na nekom
skupu. Skupovi su definisani kao kolekcije koje se dobijaju iterativnom primenom te dve operacije
pocevsi od skupa prirodnih brojeva. Neka je U unija svih tako izgradenih skupova. Na osnovu
pretpostavljene definicije skupa, i samo U je skup. Tada je i totalitet svih unarnih funkcija
definisanih na U takode skup koji se standardno oznacava sa UY. Kao takav, on bi trebalo da
bude podskup unije svih skupova, tj. trebalo bi da vazi UV C U. Medutim, kako je Hilbert
pokazao, ta pretpostavka omogucava definisanje unarne funkcije na skupu U koja, na osnovu
njene definicije, ne pripada skupu UY. Naime, ako vazi UY C U, onda postoji funkcija iz skupa
UY u skup U koja svakoj funkciji iz prvog skupa pripisuje tacno jedan element drugog skupa
i to razlicite elemente razli¢itim funkcijama (takva funkcija zove se injekcija). Svaka funkcija
iz skupa UY moze tada biti indeksirana elementom skupa U koji joj je pripisan na taj nacin.
Definigimo funkciju f na skupu U tako da za svaku funkciju f, iz skupa UY, vazi f (z) # f. (2).
Pretpostavimo da je tako definisana funkcija f element skupa UV i da je samim tim indeksirana
nekim elementom a skupa U. Tada ¢e za svaki element x skupa U, vaziti f, () # f. (x). Posto
je a element skupa U, mozemo ga supstituisati mesto x, ¢ime dobijamo da je f, (a) # f, (a).
Posto smo na taj nacin dedukovali kontradikciju, prinudeni smo na zakljucak da funkcija f ipak
ne pripada totalitetu svih funkcija na skupu U. Kljuc¢ni korak u izvodenju ovog paradoksa jeste
definisanje funkcije f na nacin koji garantuje da ¢e se ona razlikovati od svake funkcije u datom
skupu. Ono $to omogucéava takvu definiciju jeste u ovom slucaju metoda dijagonalizacije koja
se, kao sto ¢emo videti, koristi u formulisanju brojnih drugih paradoksa, ali i u dolazenju do
bitnih logic¢kih i matematickih rezultata.

Neogranicena aksioma komprehenzije, koja se obi¢no smatra glavnim uzro¢nikom skupovno-
teorijskih paradoksa, ne koristi se u izvodenju ovog paradoksa. Ipak, slican rezultat se u ovom
slucaju postize operacijom unije i njenom primenom na totalitet svih skupova, kojom bi skup
U trebalo da bude formiran. Definicija skupa U je samoreferencijalna zato sto referira na sve
skupove ukljucujuéi i skup U kao i svaki drugi skup koji je formiran pomocu njega (Peckhaus &
Kahle, 2002).

Iako je uspeo da dedukuje kontradikciju koriste¢i samo osnovne skupovno-teorijske operacije,
Hilbert nije smatrao da to pokazuje neodrzivost standardne matematicke prakse. Razlog zbog
kog Hilbertov i Cermelov paradoks nisu smatrani ozbiljnim problemom medu matematicarima
iz Getingena, i nisu ¢ak odmah ni objavljeni, jeste taj sto je njihova uloga bila da pokazu da je
neka konkretna pretpostavka koja se tice skupova ili nacina na koji se o njima rasuduje pogresna.
Paradoksi su shvaceni kao poteskoc¢a koju treba prevazi¢i razvojem discipline i promenom
pristupa njenom predmetu, a ne kao nesto sto pokazuje da je sama disciplina osudena na propast.
Hilbert je bio narocito eksplicitan u svom stavu da paradoksi nisu nesto od ¢ega treba zazirati,
nego nesto Sto treba ocekivati u razvoju svake mlade discipline, kakva je teorija skupova bila u
to vreme (cf. Peckhaus & Kahle, 2002, p. 9).

Ono sto moze pretvoriti navedene paradokse i kontradikcije u ozbiljan problem za osnove
matematike jeste odbijanje da se odbaci ijedna pretpostavka koja se ti¢e usvojenog pojma skupa
i pravila rasudivanja o njemu. Umesto toga moze se tvrditi da paradoksi otkrivaju neizbeznu
protivrecnost sadrzanu u pojmu skupa koja onemogucava zasnivanje konzistentne teorije kojoj bi
taj pojam bio u osnovi. Medu istori¢arima matematike postoji saglasnost da je osoba odgovorna za
takav preokret u shvatanju paradoksa Rasel (Bertrand Russell). Raselov stav prema paradoksima
je najverovatnije bio uslovljen njegovim filozofskim obrazovanjem i nac¢inom na koji su takozvane
antinomije percipirane u odredenoj filozofskoj tradiciji, pre svega od strane Kanta i Hegela
(Moore & Garciadiego, 1981). Takav stav, prema kom paradoksi pokazuju protivre¢nost pojmova
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korisé¢enih u njihovom izvodenju, umesto preispitivanju odredenih pretpostavki o naivnom pojmu
skupa, vodio je kompletnoj reviziji tog pojma.

Kao sto je ve¢ naglaseno, pojam skupa u osnovi paradoksa predstavlja odredenu mesavinu
intenzionalnog i ekstenzionalnog pojma. Ta karakteristika pretpostavljenog pojma skupa im-
plicira da bi uslov pripadnosti nekom skupu trebalo da bude odreden na osnovu intuitivnog
razumevanja toga da li nesto potpada pod pojam kojim je taj skup definisan ili ne. Razumevanje
relacije potpadanja pod pojam, ili primene pojma, pokazuje se medutim dosta slozenijim (is-
pravno razumevanje te relacije bi¢e jedan od glavnih zadataka za buduc¢u teoriju pojmova).
Moguca reakcija na pojavu skupovno-teorijskih paradoksa bi tako mogao biti zahtev za boljim
razumevanjem te relacije i njenog odnosa prema relaciji pripadnosti skupu. Ovaj pristup je
zastupao i sam Hilbert koji je smatrao da se do reSenja paradoksa moze doé¢i preispitivanjem
pretpostavki o naivnoj koncepciji skupa, pre svega o svojstvima ili pojmovima koji su u nju
ukljuceni (Peckhaus & Kahle, 2002, p. 2). Hilbert se dakle zalagao za zadrzavanje originalne
koncepcije skupa i otkrivanje pogresnih pretpostavki o njoj za koje je mislio da poticu od
tradicionalne logike i vode paradoksima. Ta pozicija medutim nije preovladala, i umesto toga,
reSenje paradoksa tipi¢no je trazeno u reviziji pojma skupa i njegovoj zameni nekim manje
problemati¢nim pojmom. U nastavku ¢emo ukratko predstaviti glavne teorije kojima je vodila
potraga za takvim reSenjem paradoksa. Vide¢emo da svi potencijalni odgovori na paradokse
zauzimaju odredeno stanoviste po pitanju legitimnosti samoreferencije iz perspektive nove
koncepcije skupa koju oni pretpostavljaju.

Jedna moguca revizija pojma skupa sastojala bi se u eliminaciji svih njegovih intenzionalnih
aspekata i razumevanju skupova kao pukih kolekcija objekata, u ¢ijem gradenju svojstva tih
objekata i relacije u kojima oni stoje ne igraju nikakvu znacajnu ulogu. Takvo videnje skupova
je u osnovi takozvane iterativne koncepcije skupa za koju se moze uzeti da je formalizovana
u danas najsire prihvaéenoj i primenljivoj teoriji skupova - Cermelo-Frenkel teoriji skupova
(Zermelo-Fraenkel set theory, skraceno ZF ili ZFC ako ukljucuje aksiomu izbora). Prema
toj koncepciji, skupovi su izgradeni ,0odozdo-nagore”, primenom skupovnih operacija na veé
izgradene skupove ili druge objekte. Iterativnom primenom tih operacija gradi se hijerarhija
skupova u kojoj svaki skup moze sadrzati samo one skupove koji su izgradeni pre njega. Dakle,
da bi neki skup pripadao toj hijerarhiji, svi njegovi elementi moraju se javiti na nekom nizem
nivou hijerarhije. Takvo shvatanje gradenja skupova implicira odredena njihova svojstva. Tako
nijedan skup izgraden na opisan nacin ne moze biti element samog sebe, niti moze sadrzati kao
elemente skupove u ¢ijem gradenju on ucestvuje, jer ti skupovi ne mogu postojati pre nego sto
je on sam izgraden. Samim tim, odbacena je i moguc¢nost postojanja skupova svih kardinala
ili ordinala, jer bi ti skupovi morali da sadrze same sebe kao i sve kardinale i ordinale koji
bi bili izgradeni pomoc¢u njih. Skup koji bi trebalo da sadrzi sve skupove koji nisu sopstveni
elementi, i koji bi prema ovoj koncepciji bio univerzalni skup, ne moze postojati iz istog razloga.
Unija svih skupova u ovoj hijerarhiji rezultirala bi novim skupom, §to bi onemogucéilo njeno
koriséenje u izvodenju HILBERTOVOG PARADOKSA. Ispostavlja se, dakle, da se u osnovi svakog
skupovno-teorijskog paradoksa nalazi pretpostavka o postojanju nekog skupa koji bi trebalo da
sadrzi samog sebe i koji prema novoj koncepciji skupa ne postoji. Na taj nacin izbegnuto je
izvodenje skupovno-teorijskih paradoksa u ovoj teoriji.

Teorija ZFC' pokazala se veoma uspesnom u matematickom smislu, §to pokazuju i njeni brojni,
znacajni rezultati. Osim toga, reSenje paradoksa koje ona nudi, a koje se zasniva na poricanju
mogucénosti da neki skup bude sopstveni element, u potpunosti je opravdano iterativnom
koncepcijom skupa koju ta teorija pretpostavlja.

Sli¢no resenje paradoksa nudi i teorija tipova koja je formulisana od strane Rasela, a zatim
modifikovana i koris¢ena od strane drugih logic¢ara, medu kojima su najpoznatiji Cer¢ (Alonzo
Church) i Gedel. U Gedelovoj verziji te teorije, klase (tj. totaliteti objekata koji formiraju
ekstenziju nekog pojma) podeljene su u tipove prema vrsti objekata koje sadrze (Godel, 1931).

10



1.2 EKSTENZIONALNI ZAOKRET U MATEMATICI

Objekti prvog tipa su individue, tj. objekti koji sami nemaju elemente. Drugi tip sastoji se
od klasa koje kao elemente sadrze individue, treéi tip od klasa koje sadrze klase individua, itd.
Klasa bilo kog tipa ¢e kao elemente sadrzati iskljucivo objekte nekog nizeg tipa. Tako ona ne
moze sadrzati samu sebe, ili neku drugu klasu istog ili viseg tipa (kao Sto je bilo koja klasa
koja nju sadrzi). Hijerarhija tipova ukljucena je u jezik teorije tipova time $to su imenima
klasa pridruzene oznake, poput indeksa, koje pokazuju njihov tip. Samo ona tvrdenja koja
zadovoljavaju tipska ograni¢enja smatrana su smislenim formulama te teorije. Iz tog razloga,
paradoksi koji se ti¢u skupova ili klasa u ovoj formalizaciji, ne mogu biti formulisani unutar
teorije tipova, ¢ime su i kontradikcije kojima oni potencijalno vode izbegnute.

Rasel se time ipak nije zadovoljio, veé¢ je pokusao da modifikuje teoriju kako bi je ucinio
adekvatnom za reSavanje ne samo skupovno-teorijskih, veé¢ i semantickih paradoksa, kao sto
su oni koji se ti¢u problema definabilnosti. U to vreme, njegovo stanoviste je bilo da je za
izvodenje paradoksa odgovorna upotreba takozvanih impredikativnih definicija - definicija koje
referiraju na totalitet kojem pripada i sam objekat koji je njima definisan (Russell, 1907).
U tom tekstu, Rasel takve definicije zove nepredikativnim (non-predicative), ali se do danas
zadrzao samo termin koji smo prvi naveli. Najpoznatiji zastupnik tog stanovista bio je Poenkare
(Henri Poincaré). U skladu sa njim, kako bi izbegao paradokse, Rasel je formulisao princip
cirkularnosti (vicious circle principle) prema kojem totalitet koji bi sadrzao objekte koji se
mogu definisati samo referiranjem na taj isti totalitet, ne moze postojati. Ukljucivanje tog
principa u teoriju trebalo bi da blokira izvodenje ne samo skupovno-teorijskih, nego i semantickih
paradoksa. Rasel je to postigao uvodenjem paralelne hijerarhije redova u svoju teoriju tipova.
Svakoj klasi u hijerarhiji je pored tipa pripisan i red koji zavisi od tipa objekata preko kojih
definicija te klase kvantifikuje. Ako definicija klase ne referira ni na kakav totalitet, ta klasa
je nultog reda; ako kvantifikuje samo preko individua, onda je prvog reda; ako kvantifikuje
preko klasa individua, onda je drugog reda, itd. Klasa ne moze pripadati domenu kvantifikacije
sopstvene definicije, jer njena definicija moze kvantifikovati samo preko klasa nizeg reda. Ova
teorija, koja se naziva razgranatom teorijom tipova (ramified theory of types), iskljucuje ne samo
mogucnost samopripadanja ili samoprimene, veé¢ i drugih vrsta samoreferencije koje se javljaju
u karakterizaciji objekata koja sadrzi (indirektnu) referenciju na njega samog.

Postignuto resenje semantickih paradoksa nalikuje njihovom standardnom resenju uvodenjem
hijerarhije jezika opisane od strane Tarskog. Prema tom reSenju, za odredene osobine re¢enica
jednog jezika vazi da se one ne mogu opisati, niti se o njima moze nesto tvrditi, unutar istog
tog jezika. Takva osobina bi, na primer, bila njihova istinosna vrednost. Tvrdenja o istinosnoj
vrednosti neke recenice moguce je formulisati samo unutar jezika viseg nivoa. Ovu ideju moguce
je prilagoditi tako da se odnosi i na moguénost referiranja na definicije formulisane unutar jednoj
jezika koja bi zahtevala upotrebu sredstava koja pripadaju jeziku viseg nivoa (to bi se moglo
opravdati ¢injenicom da je definicija nekih objekata opis koji je istinit za sve i samo te objekte).

Zabrana impredikativnih definicija ¢ini razgranatu teoriju tipova neodgovaraju¢om osnovom
matematike, kako je naglaseno pre svega od strane Peana (Giuseppe Peano) i Cermela (Ernst
Zermelo) (cf. Cantini, 2009, p. 18; 22). Razlog je to $to su impredikativne definicije u upotrebi
sirom matematike i predstavljaju neizostavni deo mnogih njenih oblasti. Kako bi kompenzovao
taj nedostatak svoje teorije, Rasel je uveo aksiomu reducibilnosti (axiom of reducibility) koja
bi trebalo da opravda koris¢enje impredikativnih definicija time $to ¢e garantovati da je svaka
takva definicija ekstenzionalno ekvivalentna nekoj predikativnoj definiciji (tj. definiciji istih
objekata koja kvantifikuje samo preko objekata nizeg reda). Rezultat je bio prekomplikovan i
neintuitivan sistem. Originalna prosta teorija tipova bez redova pokazala se kao mnogo uspesnija
i primenljivija. Ta teorija, koja je ovde formulisana tako da se odnosi na klase, moze se umesto
toga odnositi na pojmove ili na iskazne funkcije, o ¢emu ¢e vise reci biti kasnije u radu.

U ovom kontekstu treba pomenuti jo$ jednu teoriju, nesto manje znacajnu od prethodne dve.
To je teorija Nove osnove (New Foundation, krace NF') koju je formulisao Kvajn (W. V. O.
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Quine). Ta teorija se moze shvatiti kao pokusaj ponovnog uvodenja varijante naivne koncepcije
skupa s obzirom na to da ona pretpostavlja donekle ograni¢enu verziju aksiome komprehenzije.
U instancama aksiome komprehenzije koja je pretpostavljena u toj teoriji, mogu se javiti
samo takozvane stratifikovane formule. Formula je stratifikovana ako se njenim slobodnim
promenljivima mogu pripisati tipovi koji je ¢ine smislenom iz perspektive teorije tipova. Time
je implicirano da skupovi mogu biti definisani samo odredenim formulama i njima izrazenim
svojstvima. Tako je samoreferencija u vidu pripadnosti skupa samom sebi dozvoljena u ovoj teoriji,
paradoksi su ipak izbegnuti, posto su definicije skupova koje se javljaju u njihovom izvodenju
tipi¢no nestratifikovane. Ipak, pretpostavljeno ogranic¢enje komprehenzije ¢ini se nemotivisanim.
Pored toga, Kvajnova teorija ima i ozbiljne matematicke nedostatke (vidi: Fraenkel et al., 1973,
pp. 161-167).

Dakle, najuspesnije teorije nastale kao reakcija na skupovno-teorijske paradokse, ZFC' i
prosta teorija tipova, izbegavaju paradokse tako sto odbacuju moguénosti samoreferencije u
vidu pripadnosti skupa samom sebi. To se opravdava novom koncepcijom skupa koju one
pretpostavljaju, a prema kojoj skup nije izgraden pomocu nekog svojstva koje postaje njegov
intenzionalni deo. Umesto toga, gradenje skupova zapocinje primenom skupovnih operacija na
neke osnovne, proste objekte koji sami nemaju elemente, i nastavlja se njihovom primenom na
skupove koji su na taj nacin prethodno izgradeni. Takvo shvatanje gradenja skupova opravdava
takozvanu aksiomu zasnivanja (axiom of foundation) teorije ZFC, prema kojoj svaki neprazan
skup ima neki element sa kojim je disjunktan. Ta aksioma onemogucava da skup sadrzi kao
element sebe ili neki drugi skup ¢iji je on sam element. Nemoguénost samoreferencije u vezi
skupova ima za posledicu nemoguénost samoreferencije u vezi funkcija i struktura koje su
definisane kao skupovi odredene vrste. Ekstenzionalno shvacena funkcija ne moze se primenjivati
na sebe, posto skup koji ¢ini tu funkciju ne moze biti element sopstvenog domena. Sli¢no tome,
struktura koju ¢ini neki skup sa odredenim operacijama definisanim na njemu, ne moze biti
sopstveni element. Takvim skupovima se ne mogu predstaviti ni odredeni procesi ili lingvisticki
entiteti koje odlikuje samoreferencija, kao Sto su izracunavanja koja sadrze petlju ili cirkularni
iskazi.

Odbacivanje ideje o induktivnom gradenju skupova koja je u osnovi teorije ZFC' i teorije
tipova, vodi odbacivanju aksiome zasnivanja ili njoj ekvivalentne aksiome. Tako nastaju neke
alternativne teorije skupova (takozvane Non-well-founded set theories). Umesto te aksiome, ove
teorije usvajaju neku verziju aksiome antizasnivanja (anti-foundation axiom) koja implicira
postojanje skupova koji su sopstveni elementi (za pregled tih teorija, vidi: Aczel, 1988).

Razumevanje skupova kao ekstenzija pojmova takode vodi odbacivanju aksiome zasnivanja i
prihvatanju njihove samoreferencije. Ako je neki skup definisan tako da sadrzi sve objekte sa
odredenim svojstvom, i on sam ima to svojstvo, onda taj skup treba da sadrzi i samog sebe.
Pojam svojstva i posedovanja svojstva ili potpadanja pod pojam se tako pokazuju sustinskim
za razmatranja koja vode samoreferenciji, a time i paradoksima, u naivnoj teoriji skupova.
Ako u¢inimo skupove nezavisnim od svojstava njihovih elemenata ili pravila na osnovu kojih
su izgradeni, paradoksi u vezi sa njima se vise ne javljaju. Sa druge strane, razdvajanjem
skupova od svojstava i pojmova, otvoren je prostor za nezavisno istrazivanje tih intenzionalnih
entiteta kojima prete analogni paradoksi, poput paradoksa pojma neprimenljivosti na sebe. Te
intenzionalne verzije skupovno-teorijskih paradoksa i dalje nisu reSene na odgovarajuc¢i nacin.

1.3 POVRATAK INTENZIONALNOSTI

Gedel je ocekivao adekvatno resenje intenzionalnih paradoksa od buduée teorije pojmova. Ona bi
trebalo da rasvetli pogresne pretpostavke o pojmovima koje su dovele do formulisanja paradoksa
u vezi sa njima. Ta teorija zamisljena je kao logicka teorija koja se bavi formalnim svojstvima
pojmova koja otkrivaju njihovu intenzionalnu prirodu. Kakva je ta¢no priroda pojmova i relacije
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primene pojma je nesto o ¢emu imamo odredeno intuitivno razumevanje. To razumevanje je,
medutim, ograni¢eno i neprecizno, sto se pokazuje i u naSem nepoznavanju ispravnog resenja
intenzionalnih paradoksa. Teorija pojmova bi trebalo da rasvetli ta i srodna pitanja tako Sto ¢e
unaprediti naSe razumevanje pojmova i uciniti ga preciznijim. Iako je u viSe navrata naglasavao
znacaj teorije pojmova za buducu logiku (neke od referenci su: Godel, 1944; Wang, 1996, poglavlje
8), Gedel ipak nije puno otkrio o tome kako bi ta teorija trebalo da izgleda. Ipak, na osnovu
njegovih malobrojnih i kratkih opisa te teorije, moze se zakljuciti da se Gedel nadao teoriji
koja bi precizno opisala principe gradenja slozenih pojmova od jednostavnijih pomocu logickih
veznika, i utvrdila neophodna ogranic¢enja koja se ti¢u primene tih principa. Ta ogranic¢enja bi
trebalo da vode i reSenju paradoksa koje bi pokazalo da su oni posledica neispravnog korisé¢enja
principa formiranja pojmova. Ideja zasnivanja ove teorije se tako moze shvatiti kao sledenje
Hilbertovog predloga da se resenje paradoksa naivne teorije skupova trazi u preispitivanju nacina
formiranja pojmova u njihovoj osnovi. Posto od na¢ina na koji je neki pojam formiran treba
da zavisi i to da li ¢e on biti (smisleno) primenljiv na neki objekat, principi gradenja pojmova
bi trebalo da imaju posledice i po razumevanje relacije primene ili smislene primenljivosti
pojma. Ispravno razumevanje formalnih osobina te relacije i njenih razlika u odnosu na relaciju
pripadnosti skupu bi trebalo da bude jedan od glavnih zadataka buduce teorije pojmova.

1.3.1 Resavanje intenzionalnih paradoksa

Pronalazenje adekvatnog resSenja intenzionalnih paradoksa bi trebalo da unapredi nase
razumevanje pojmova i usmeri dalji razvoj teorije koja se njima bavi. ReSavanje paradoksa koji se
ticu pojmova po ugledu na skupovne paradokse, tj. zabranom pojmovne samoreferencije, bilo bi
nemotivisano. Razlog je to $to se u prirodi pojma ne moze naci nista sto bi onemogucilo njegovu
primenu na sebe ili njegovo definisanje koris¢enjem njega samog ili pojmova u ¢ijem znacenju on
na neki nacin ucestvuje (cf. Wang, 1996, 8.6.20; 8.6.21)%. Upravo ta ¢injenica bi mogla biti razlog
zbog kog je potraga za reSenjem skupovno-teorijskih paradoksa brzo preusmerena na potragu
za alternativnim pojmom skupa. Novi ekstenzionalni pojam skupa, time $to zabranjuje samo-
referenciju u vezi sa skupovima, onemogucava izvodenje paradoksa koji po¢ivaju na pretpostavci
o mogucnosti te samoreferencije. Brzo je primeé¢eno da to resenje ne moze biti adekvatno sve
dok je pojam skupa shvacen tako da sadrzi svojstva i pojmove s obzirom na koje mogucénost
samoreferencije ne moze biti tako lako odbacena. Gedelovu potragu za reSenjem intenzionalnih
paradoksa mozemo videti kao povratak poc¢etnom problemu pronalazenja adekvatnog resenja
paradoksa koji nastaju u vezi sa izvornim pojmom skupa. Adekvatno resenje tih paradoksa
trebalo bi da bude fokusirano na iznalazenje nacina na koji pojmovna samoreferencija moze biti
formalizovana u buducoj teoriji, a da je pritom dedukovanje kontradikcija iz odredenih njenih
instanci sprec¢eno. Ono $to moze usmeriti potragu za takvim reSenjem bili bi, dakle, primeri
formalnih teorija koje se bave objektima u vezi sa kojima se javlja neka vrsta samoreferencije koja
omogucava izvodenje paradoksalnih posledica, ali koje u tim teorijama ne vode kontradikcijama.
Kao sto ¢emo videti u narednom delu rada, postoje logicke teorije u kojima je samoreferencija
nasiroko prisutna i koriséena za definisanje njihovih objekata i dokazivanje razlicitih rezultata.
Upotreba samoreferencije se u tim teorijama pokazala ne samo bezopasnom, ve¢ i izuzetno
korisnom u metodoloskom smislu.

To se prvenstveno odnosi na teoriju izracunljivosti, oblast logike koja se bavi funkcijama
izra¢unljivim pomoc¢u odredenog algoritma. Glavne metode te teorije koriste neku vrstu samoref-
erencije koja se tice funkcija i u velikoj su meri motivisane paradoksima i konstrukcijama u
njihovoj osnovi. Sli¢na logicka sredstva za koja se moze reé¢i da su izvedena iz paradoksa, tj. iz
nacina rasudivanja koje njima vodi, javljaju se u jos jednoj oblasti logike gde najistaknutiju pri-

4 Na Gedelove napomene dokumentovane u Vangovoj knjizi referira¢emo pomocu brojeva koji su im tamo pripisani.
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menu imaju u dokazu Gedelovih teorema o nepotpunosti (za kompletniji pregled uloge paradoksa
unutar logike vidi: Cantini, 2009). Gedelove teoreme pripadaju teoriji dokaza - logickoj oblasti
koja se bavi dokazima formulisanim unutar nekog formalnog sistema. Moze se re¢i da je u ovim
oblastima preovladao matematicki pristup paradoksima koji je rezultirao njihovim pretvaranjem
u vazne metode definisanja objekata i dokazivanja njihovih svojstava. Ono §to je presudilo u
prilog takvom pristupu moze biti ¢injenica da su intenzionalni aspekti odredenih objekata, na
kojima se zasniva moguénost njihove samoreferencije, kljucni za predmet kojim se te oblasti
bave. Iz tog razloga, ti intenzionalni aspekti i osobine objekata koje se na njima zasnivaju ne
mogu biti ignorisani.

U nastavku ¢emo predstaviti neke od nacina na koji se samoreferencija i ekvivalenti paradoksa
kojima ona vodi koriste za dokazivanje fundamentalnih rezultata ovih teorija, koji su ve¢inom
negativne prirode. Time bi trebalo da postane jasno da samoreferencija moze biti izuzetno
znacajno i primenljivo metodolosko sredstvo, Sto bi i sa pragmatickog stanovista trebalo da
motivise napore da se ona ukljuc¢i u buduc¢u teoriju pojmova. Istovremeno ¢e i na¢in na koji su
kontradikcije kojima samoreferencija vodi izbegnute u tim teorijama sugerisati na¢in na koji se
one mogu izbeé¢i i u buducoj teoriji pojmova.
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SAMOREFERENCIJA U LOGICI

Samoreferencija se u logici, kao i u matematici uopste, moze javiti u vidu primene nekog
logickog ili matematickog objekta (funkcije ili neceg drugog) na sebe ili sopstvenu definiciju,
u vidu sadrzavanja nekog objekta (npr. strukture, klase ili pojma) u samom sebi, ili u vidu
definicije nekog objekta koja referira na sam taj objekat ili totalitet kojem i on pripada.
Samoreferencija u svim tim oblicima ima vrlo znac¢ajnu metodolosku funkciju. Ona je u osnovi
razli¢itih nacina konstruisanja ili definisanja logickih i matematickih objekata, kao i dokazivanja
razli¢itih tvrdenja o njima ili njihovim formalizacijama. Zahvaljujuci toj raznolikoj primeni,
samoreferencija se pokazala kao veoma korisno logicko sredstvo. Posledice njene upotrebe
nisu, medutim, uvek pozitivne. Zapravo, jedna od najznacajnijih uloga samoreferencije jeste
prepoznavanje i dokazivanje specificnih ograni¢enja odredenih formalnih teorija u kojima se ona
javlja. Videéemo da je ta uloga samoreferencije u potpunosti analogna njenoj ulozi u izvodenju
paradoksa.

U proslom poglavlju videli smo da su paradoksi u velikoj meri motivisali zasnivanje nekih
znacajnih formalnih teorija, kao Sto su ZFC' i teorija tipova. Zapravo, jedan od ciljeva formalizacije
matematickih teorija bilo je upravo otkrivanje izvora relevantnih paradoksa. Formalizacija je u
isto vreme omogucila analizu paradoksa koja je otkrila njihovu najopasniju posledicu - ¢injenicu
da oni mogu uciniti teoriju u kojoj su formulisani protivrecnom. Time se pokazalo da je
suocavanje sa paradoksima i njihovo resavanje posebno vazno u kontekstu zasnivanja formalne
teorije koja, ako je protivre¢na, u potpunosti gubi svoju funkciju i znacaj. Samoreferencija koja
je u osnovi paradoksa se unutar formalne teorije mora, dakle, pazljivo koristiti kako bi njena
metodoloska vrednost bila iskoriséena, dok je istovremeno izbegnuta opasnost od protivrecnosti
stvorena njenom upotrebom:.

Sa druge strane, zahvaljujuéi njenoj formalnoj prirodi, logika pruza preciznu analizu samo-
referencije koja se u njoj javlja, $to omogucava bolje razumevanje toga kako ona funkcionise,
kao i uslova neophodnih da bi se ona uopste mogla formulisati. Razlikova¢emo dva glavna
oblika u kojima se samoreferencija javlja u logici: kao funkcionalna samoreferencija i kao lingui-
sticka samoreferencija. Svaka od te dve vrste samoreferencije odgovara na neki na¢in pojmouvnoj
samoreferenciji. To potice od bliske veze koja postoji izmedu nekog pojma i odgovarajuce
iskazne funkcije koja definise njegovu ekstenziju, kao i izmedu pojma i formule ili predikata
pomocu kojeg je on izrazen u jeziku. Zapravo, kako ¢emo pokusati da pokazemo, upravo je
veza funkcija i formula sa pojmovima, odnosno ¢injenica da one imaju neko intenzionalno
znacenje sadrzano u tim pojmovima, ono $to motivise njihovu samoreferenciju. Iz tog razloga
bi pojmovna samoreferencija, koja bi trebalo da bude analizirana u buducoj teoriji pojmova,
mogla da predstavlja zajednicki osnov i opravdanje druge dve vrste samoreferencije.

U nastavku ¢emo predstaviti i analizirati, redom, funkcionalnu i lingvisticku samoreferenciju
kao i njihovu primenu i posledice kojima ona u logici vodi. Posle toga ¢emo predstaviti i jedan
rezultat koji moze da se razume kao da daje njihovu objedinjenu analizu (vidi odeljak 2.3). On ¢e
nam omoguéiti da izdvojimo zajednicke formalne karakteristike te dve vrste samoreferencije koje,
kako ¢emo videti, one dele i sa onim tipom samoreferencije koji je u osnovi paradoksa opisanih
na pocetku ovog rada. Razlog zbog kog instance samoreferencije u logickim teorijama ne vode
posledicama sliénim onima koje su u osnovi paradoksa, a koje bi ucinile te teorije protivrecnim,
sugerisace nacin na koji bi takve posledice mogle biti izbegnute i u teoriji koja koristi pojmovnu
samoreferenciju. Drugim rec¢ima, naSa potraga za adekvatnim reSenjem intenzionalnih paradoksa
bi¢e usmerena nac¢inom na koji je protivre¢nost izbegnuta u oblastima u kojima se funkcionalna
i lingvisticka samoreferencija javljaju kao vazna metodoloska sredstva. Takvo resenje nece
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zahtevati odricanje od metodoloski korisnih aspekata samoreferencije, ve¢ bi trebalo da omoguéi
njihovu konzistentnu primenu. Vide¢emo na primeru teorija koje ¢emo razmatrati, da bi ta
primena mogla imati veliki znacaj i za buducu teoriju pojmova.

2.1 FUNKCIONALNA SAMOREFERENCIJA

Funkcionalna samoreferencija se pre svega javlja u teoriji izracunljivosti. To je oblast logike
¢iji je jedan od ciljeva, koji je motivisao njeno zasnivanje, formalizacija pojma izracunljive
funkcije. Ta formalizacija trebalo je da posluzi tome da se intuitivni pojam izrac¢unljivosti ucini
matematicki preciznim, kako bi se u njegovom istrazivanju mogla koristiti matematicka sredstva.
U tom smislu, formalizacija bi trebalo da pruzi analizu pojma izrac¢unljive funkcije i sa njim
povezanih pojmova.

Priroda te oblasti i njenog zadatka zahteva uzimanje u obzir intenzionalnih aspekata funkcije
sadrzanih u pravilima koja ¢ine algoritam pomocu kojeg vrednost te funkcije za odredeni
argument moze biti izracunata. Samim tim, ekstenzionalni pristup koji funkciju poistoveéuje
sa njenim grafom nije u potpunosti usvojen u ovoj oblasti. Pored grafa funkcije, i algoritam
pomocu kojeg je taj graf definisan takode je smatran njenim bitnim delom.

U ovom kontekstu, samoreferencija se moze javiti u obliku funkcije koja se primenjuje na sebe
ili u ¢ijoj definiciji se javlja ona sama, tj. ¢iji algoritam poziva samog sebe u procesu izra¢unavanja.
Te vrste samoreferencije u osnovi su nekih od najznacajnijih metoda konstruisanja ili definisanja
funkcija, ¢iji su najistaknutiji primeri rekurzija i dijagonalizacija. Poslednja metoda je u toj
meri prisutna u ovoj teoriji da se ona nekad naziva i ,teorija dijagonalizacije” (“the theory of
diagonalization”, cf. Rogers, 1987, p. 31).

U nastavku ¢e biti predstavljena odredena formalizacija pojma izracunljive funkcije. To je
samo jedna od velikog broja medusobno ekvivalentnih formalizacija istog pojma. Ona ¢e nam
obezbediti formalnu osnovu i sredstva za analizu razlicitih oblika samoreferencije koji se javljaju
u metodama i rezultatima te i drugih formalnih teorija koje se bave izrac¢unljivim funkcijama.
Pre toga, da¢emo kratak neformalni opis predmeta i glavnih problema teorije izra¢unljivosti.

2.1.1  Algoritmi 1 izracunljive funkcije

Pod uticajem skupovno-teorijske orijentacije a pre svega zarad preciznosti, u matematici se
pojam funkcije ¢esto koristi u ekstenzionalnom smislu. To podrazumeva da se pod funkcijom
ne misli na pravilo po kojem se svakom elementu domena funkcije pridruzuje neki element
njenog kodomena, veé¢ na skup uredenih parova objekata koji na taj nacin nastaje (potencijalno
zajedno sa skupovima kojima ti objekti pripadaju - domenom i kodomenom funkcije). Clanovi
tih uredenih parova interpretirani su kao argument: funkcije - objekti na koje se ta funkcija
primenjuje, i kao njene vrednosti za date argumente dobijene kao jedinstveni rezultat te primene.
Da bi neki skup uredenih parova bio tako shvacena funkcija, ne mora biti jasno kako je on
napravljen. Moze takode biti slucaj da ne postoji nikakva pravilnost koja bi objasnila pripadnost
bas odredenih uredenih parova tom skupu. Ako je takva funkcija beskona¢ni skup, onda je
posledica nedostatka te pravilnosti nepostojanje kona¢ne procedure kojom bi njena vrednost za
odredeni argument mogla biti izra¢unata. Takva funkcija ¢e biti neizracunljiva (uncomputable).
Sa druge strane, funkcija za ¢ije gradenje postoji konac¢na efektivna procedura ili algoritam,
zvace se izracunljiva funkcija (computable function). Tako ¢e izra¢unljiva biti svaka kona¢na
funkcija, kao i ona beskonac¢na funkcija ¢iji su elementi odredeni u skladu sa nekim pravilom.
Ta pravila mogu biti formulisana u obliku instrukcija koje formiraju algoritam za izracunavanje
te funkcije. Kada odgovarajuéi algoritam dobije kao ulaz (input) neki argument funkcije, izvode
se odredene operacije prema u njemu sadrzanim instrukcijama i kao izlaz (output) algoritma
dobija se vrednost te funkcije za dati argument. Jedan algoritam moze ¢initi samo konacno
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mnogo instrukcija i one moraju biti precizne i dovoljno jednostavne kako bi mogle da se slede
mehanicki. Instrukcije treba da odrede izra¢unavanje funkcije korak po korak i tako da rezultat
svakog koraka u izracunavanju bude predvidiv. Ti, i mozda neki dodatni, uslovi moraju da
budu zadovoljeni kako bi izra¢unavanje funkcije pomocu odredenog algoritma bilo efektivno (cf.
Enderton, 1977, p. 529).

Funkcije kojima se teorija izracunljivosti prvenstveno bavi su one koje se primenjuju na
prirodne brojeve ili njihove n-torke i kao vrednosti daju takode prirodne brojeve.! Time ova
teorija ne gubi na opstosti jer su druge funkcije predstavljive funkcijama na prirodnim brojevima
zahvaljujué¢i tome sto su njihovi nenumericki argumenti i vrednosti predstavljivi tim brojevima
pomocu neke procedure kodiranja. Na njih se zato takode odnose pojmovi teorije izracunljivosti,
kao i tvrdenja o funkcijama do kojih ona dolazi. Skup argumenata funkcije za koje ona daje
neku vrednost naziva se njenim domenom, a skup njenih vrednosti njenom slikom. Kaze se da
je funkcija definisana za objekte iz njenog domena, a da je nedefinisana za objekte van tog
domena. Ako N stoji za skup prirodnih brojeva, a N¥ je Dekartov proizvod N x N x ... x N sa k
faktora (za k > 1), onda su funkcije koje nas zanimaju one ¢iji je domen neki podskup skupa N,
a slika neki podskup skupa N. Nadalje ¢emo ¢esto govoriti o funkcijama jednog argumenta kada
ono $to je za njih re¢eno moze lako da se uopsti tako da vazi i za druge funkcije. Ako je domen
funkcije ceo skup N*, kaze se da je ta funkcija totalna na tom skupu, dok ako je njen domen
neki podskup skupa N¥, onda je funkcija parcijalna na skupu N¥. Skup parcijalnih funkcija tako
ukljucuje i totalne funkcije kao one parcijalne funkcije koje su definisane na celom skupu.

Kada je neki ulaz dat algoritmu, zapocinje izra¢unavanje koje se u nekom trenutku zavrsava i
daje odredeni izlaz, ili se neodredeno produzava bez davanja bilo kakvog izlaza (to se desava, na
primer, kada izracunavanje sadrzi neku beskona¢nu petlju). Ako se izra¢unavanje prema nekom
algoritmu zavrsava i daje izlaz za svaki element datog skupa, onda taj algoritam odreduje jednu
totalnu funkciju na tom skupu. Ako se za neki element skupa izra¢unavanje ne zavrsava i ne daje
izlaz, onda algoritam odreduje neku parcijalnu funkciju na tom skupu koja nije definisana za taj
element. Za parcijalne funkcije f i g, jednakost f (z1,...,x,) = g (21, ...,%,) je interpretirana kao
tvrdenje da ako je jedna od te dve funkcije definisana za argumente z, ..., z,, onda je i druga
definisana za te argumente i njihove vrednosti se slazu.

Posebnu vrstu funkcija predstavljaju one ¢iji je kodomen skup {0, 1}. Vrednosti takvih funkcija,
koje se nazivaju iskaznim funkcijama, interpretirane su kao istinosne vrednosti - istina i laz.
Svaka iskazna funkcija je karakteristicna funkcija skupa koji ¢ine ta¢no oni brojevi ili njihove
n-torke za koje funkcija daje vrednost 0 koja stoji za istinu (obi¢aj da se 0 interpretira kao
istina, a 1 kao laz ne slaze se sa onim u logici, ali je u ovoj oblasti ¢vrsto ustanovljen). Nesto
formalnije receno, funkcija cy4 je karakteristi¢na funkcija skupa A ako vazi: c4 (x) = 0 ako x € A,
ica(x)=1ako z ¢ A. Ako je karakteristi¢na funkcija skupa A izrac¢unljiva, onda se za skup A
kaze da je odluciv ili izracunljiv, Sto znaci da postoji efektivna procedura koja za svaki objekat
odlucuje da li je on u skupu ili ne. Ta procedura sastoji se u izracunavanju vrednosti funkcije
ca za taj objekat i utvrdivanju toga da li je rezultat izracunavanja 0, u kom slucaju objekat
pripada datom skupu ili 1, u kom slu¢aju mu ne pripada.

Postoji i jedno slabije svojstvo skupova koje se ti¢e njihove izracunljivosti. To svojstvo imaju
oni skupovi za koje postoji efektivna procedura pomocu koje je moguce za svaki element skupa
proveriti da je on u skupu, ali koja ne moze u opstem slucaju rec¢i za objekte van skupa da
nisu njegovi elementi. Skupovi sa tim svojstvom bice tacno oni koji predstavljaju sliku neke
izracunljive funkcije. Takvi skupovi zovu se semi-odlucivi kao i efektivno nabrojivi skupovi.
Izracunljiva funkcija ¢ija je slika odredeni skup moze sluziti za nabrajanje elemenata tog skupa
kojim se pravi njihova lista. Za svaki element takvog skupa moguce je tada utvrditi da on jeste u
skupu pronalazenjem tog elementa na datoj listi. Tom procedurom nije mogucée u opstem slucaju

Nadalje, kada govorimo o brojevima kao argumentima i vrednostima izrac¢unljivih funkcija, pod tim mislimo na
prirodne brojeve.
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utvrditi da neki objekat nije u skupu jer ako je lista beskona¢na, procedura trazenja objekta
koji se u njoj ne nalazi se nikada nece zavrsiti. Posto je svaka relacija na skupu N neki skup
brojeva ili njihovih uredenih n-torki, pojam odlucivosti ili semi-odlucivosti se u istom znacenju
primenjuje i na relacije. Isti pojam se moze primeniti i na predikate, pri ¢emu bi neki predikat
bio odluciv ili semi-odlu¢iv ako i samo ako je takva relacija koju on oznacava. Napomenimo joS
da su semi-odlucivi skupovi zatvoreni za primenu unije, preseka i Dekartovog proizvoda, dok su
odlucivi skupovi osim toga zatvoreni i za primenu komplementacije.

Vezu izmedu dva svojstva skupa opisuje teorema koja tvrdi da je neki skup odluciv ako i
samo ako su i on i njegov komplement semi-odlucivi skupovi (vidi, na primer, Rogers, 1987,
p. 58). Veoma znacajan rezultat teorije izrac¢unljivosti koji ima vaZne posledice, nekima od
kojih ¢emo se ovde baviti, jeste da postoje semi-odlucivi skupovi koji nisu odlucivi. Pitanje
odlucivosti nekog skupa ili relacije blisko je povezano sa pitanjem resivosti nekog problema
odlucivosti (decision problem). Takav problem tice se pitanja o tome da li neki objekat poseduje
odredeno svojstvo (tj. pripada nekom skupu) ili stoji u odredenoj relaciji sa drugim objektima.
Ako su skup ili relacija o kojima je re¢ odluéivi, onda je problem koji se njih tice resiv (solvable);
inace je meresiv (unsolvable). Na primer, problem koji se ti¢e toga da li je neki broj prost je
resiv posto je skup prostih brojeva odluciv. To sledi iz ¢injenice da postoje algoritmi (takozvani
primality tests) pomocu kojih se za svaki broj moze utvrditi da li je on prost ili ne. Kako u
tom slucaju, tako i uopste, za problem koji se ti¢e pripadnosti nekom skupu mozemo dokazati
da je resiv pronalazenjem algoritma koji izrac¢unava taj skup. Sa druge strane, kako bismo
utvrdili da je neki problem neresiv, trebalo bi da pokazemo da takav algoritam ne postoji, tj. da
karakteristicna funkcija datog skupa ne moze biti izracunljiva. To je, u opStem sluc¢aju, dosta
teZze postici.

Ono $to, medutim, unapred znamo jeste da vec¢ina funkcija zapravo nije izracunljiva. To sledi
iz toga Sto postoji neprebrojivo mnogo funkcija, a samo prebrojivo mnogo konac¢nih instrukcija
koje mogu formirati algoritme za njihovo izracunavanje. Skup totalnih unarnih funkcija na
skupu N; ¢ija je kardinalnost Card (N )Card(N), veé je reda veli¢ine kontinuuma, dok skup svih
algoritama moze biti najvise reda veli¢ine skupa prirodnih brojeva. Neke karakteristi¢ne funkcije
skupova prirodnih brojeva takode ¢e biti neizra¢unljive (zapravo neprebrojivo mnogo njih, jer
toliko ima i takvih funkcija: 2¢974M))  &to znaci da ¢e problemi odluivosti koji se ti¢u svih tih
skupova biti neresivi.

Razli¢iti problemi su ¢esto medusobno uporedivi, i svodivi jedni na druge. To da se problem
P, svodi na problem P, znaci da reSenje problema P, omogucava resenje problema P;. Samim
tim, ako je P neresiv problem, P, mora takode biti neresiv. Ako se problem P; svodi na
problem P, ali ne i obrnuto, onda kazemo da je P, problem viSeg stepena neresivosti. Ako se
svaki od dva problema svodi na drugi, onda su istog stepena neresivosti. Neresivost mnogih
problema odluc¢ivosti tako sledi iz neresivosti halting problema koji ¢emo uskoro predstaviti. Ta
¢injenica motivisala je jedno od pitanja koje je iniciralo istrazivanje o neresivim problemima i
njihovom medusobnom odnosu: da li svi neresivi problemi na neki nac¢in odslikavaju neresivost
halting problema (vidi, na primer: Post, 1944). Ono $to je posebno zanimljivo u vezi sa tim
problemom iz naSe perspektive, jeste da u dokazu njegove neresivosti glavnu ulogu ima jedna
vrsta samoreferencije.

lako ve¢ znamo da mnoge funkcije nisu izracunljive, kako bismo mogli da takve funkcije
izdvojimo i da ih razlikujemo od izrac¢unljivih funkcija, proces izrac¢unavanja i instrukcije koje
¢ine algoritam prema kojem se ono izvodi moraju biti precizno odredeni. To se postize razli¢itim
formalizacijama pojma izra¢unljive funkcije koje rezultiraju matematickim modelima intuitivnog
pojma izracunljivosti.
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2.1.2  Formalizacija pojma izracunljive funkcije

Da bi formalno ispitivanje izrac¢unljivih funkcija bilo moguce, potreban je precizan matematicki
pojam koji odgovara intuitivnom pojmu algoritma, kao i odgovaraju¢i matematicki model
izracunavanja koji nam omogucava da precizno razlikujemo funkcije izra¢unljive pomoc¢u nekog
algoritma od onih za koje takav algoritam ne postoji. Posto to mozZe da se postigne na razlicite
nacine, kao rezultat dobijamo razli¢ite formalne modele izrac¢unljivosti. Neki od njih opisuju
izracunavanje kao proces koji se odvija na apstraktnoj masini pra¢enjem odredenih jednostavnih
instrukcija za manipulisanje simbolima koji predstavljaju ulaz algoritma. Izracunljive funkcije
su u toj formalizaciji predstavljene onim funkcijama za koje postoji masina koja ih izracunava.
Najznacajnije formalizacije te vrste su Tjuringove masine (Turing machines) i Postove masine
(Post machines). U drugim formalizacijama, izra¢unljive funkcije su one koje mogu biti definisane
unutar odredenog formalnog sistema, kao $to je Cercov A-racun. Algoritmi za izracunavanje
neke funkcije mogu, osim toga, biti predstavljeni i jednakostima odredene vrste koje pokazuju
kako se vrednost te funkcije za date argumente moze dobiti od vrednosti nekih jednostavnijih
funkcija za iste argumente, ili od vrednosti iste funkcije za argumente koji na neki nacin prethode
tim argumentima. Tako definisane funkcije, koje odgovaraju izracunljivim funkcijama u ovoj
formalizaciji, nazivaju se parcijalno rekurzivnim funkcijama.

Jedan od najznacajnijih rezultata teorije izracunljivosti jeste dokaz da su sve navedene
formalizacije intuitivnog pojma izracunljive funkcije medusobno ekvivalentne. To znac¢i da njima
ponudeni kriterijumi izrac¢unljivosti odreduju istu klasu aritmetickih funkcija kao izrac¢unljivih.
Na koji god od ponudenih nacina pokuSamo da preciziramo taj intuitivni pojam, iste funkcije
¢e ispasti izracunljive. Osim toga, takode vazi i da se za reprezentaciju proizvoljne izra¢unljive
funkcije u jednom modelu izracunljivosti moze efektivno naéi reprezentacija iste funkcije u
bilo kom od njemu ekvivalentnih modela izrac¢unljivosti. Zato se za te modele kaze da su
algoritmick: ekvivalentni. Ovi rezultati govore u prilog tome da navedene formalizacije nisu
proizvoljne, ve¢ da zaista uspevaju da odslikaju neki deo prirode izrac¢unljivih funkcija. To
predstavlja znac¢ajno svedoc¢anstvo u prilog Ceré-T juringovoj tezi prema kojoj su te formalizacije
formalni ekvivalent intuitivhom pojmu izrac¢unljivosti. Prema toj tezi, svaka funkcija koja je
intuitivno izracunljiva takode je izracunljiva na osnovu neke od ekvivalentnih formalizacija pojma
izracunljive funkcije. U nastavku ¢emo detaljnije opisani jednu od pomenutih formalizacija -
teoriju parcijalno rekurzivnih funkcija.

2.1.2.1  Parcijalno rekurzivne funkcije

U ovoj formalizaciji, izrac¢unljive funkcije predstavljene su takozvanim rekurzivnim funkcijama
zadatim jednakostima koje opisuju nacin izracunavanja njihovih vrednosti za odredene argu-
mente koriséenjem njihovih drugih vrednosti ili vrednosti drugih, jednostavnijih funkcija. U
karakterizaciji tih funkcija, rekurzivne definicije imaju centralnu ulogu. Rekurzivna definicija
opisuje nac¢in na koji se vrednost funkcije za neki argument moze odrediti na osnovu vrednosti
iste funkcije za argumente koji mu na neki nacin prethode. Takve definicije se, dakle, mogu
odnositi samo na funkcije ¢iji su argumenti uredeni na nacin koji omogucava da neki od tih
argumenata prethode drugima. Drugim rec¢ima, argumenti takve funkcije moraju pripadati skupu
na kojem je definisano neko dobro uredenje. Skup A je dobro ureden relacijom R ako i samo
ako je R neko striktno linearno uredenje? na skupu A i svaki neprazan podskup skupa A ima
R-najmanji ili R-minimalan element (odnosno, element koji je u relaciji R prema svakom drugom
elementu istog podskupa, dok nijedan element tog podskupa nije u toj relaciji prema njemu).
Elementi skupa A su linearno uredeni pocevsi od R-najmanjeg elementa, tako da elementi koji

Relacija je striktno uredenje ne nekom skupu ako je irefleksivna i tranzitivna; takva relacija je linearno uredenje
ako za svaka dva elementa tog skupa vazi da je ili prvi u toj relaciji sa drugim ili drugi u toj relaciji sa prvim.
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su u relaciji R prema drugim elementima skupa prethode tim elementima u uredenju. Skup
prirodnih brojeva je dobro ureden relacijom < u njenoj standardnoj interpretaciji, zahvaljujuci
¢emu su i rekurzivne definicije funkcija na tom skupu moguce.

Pojam rekurzivne funkcije kao formalnog ekvivalenta pojma izracunljive funkcije predlozen je
od strane Gedela (Godel, 1934), koji je pratio sugestiju Herbranda (Jacques Herbrand), dok je
svoj najrazvijeniji oblik dobio zahvaljujuéi Kliniju (Stephen Cole Kleene). U toj formalizaciji,
definicije izracunljivih funkcija date su u obliku jednakosti koje sluze kao algoritmi za njihovo
izra¢unavanje. U Klinijevoj formulaciji (Kleene, 1936) sve definicije rekurzivnih funkcija dobijene
su od nekih osnovnih definicija koje odreduju inicijalne rekurzivne funkcije, primenom odredenih
metoda gradenja novih rekurzivnih funkcija od veé postojec¢ih. Obicno se inicijalnim ili osnovnim
rekurzivnim funkcijama smatraju sledec¢e funkcije:

e Nula funkcija Z: unarna funkcija koja za svaki argument daje vrednost 0, tj. za svako z
vazi Z (z) = 0;

e Funkcija sledbenika S: unarna funkcija koja za svaki argument daje njegovog sledbenika
kao vrednost, tj. za svako x vazi S (z) =z + 1;

o [unkcije projekcije pi: za svako n > 11 k takvo da 1 < k < n, postoji funkcija p} koja,
kada se primeni na niz od n brojeva, daje broj koji je na k-toj poziciji u tom nizu kao
vrednost, tj. za sve brojeve 1, ..., T, vazi p} (z1, ..., T,) = Tj.

Poslednja klauzula odreduje beskona¢no mnogo rekurzivnih funkcija dobijenih supstitucijom
konkretnih prirodnih brojeva mesto n i k.

Osim inicijalnih funkcija, rekurzivne funkcije su i sve one koje se od njih mogu dobiti primenom
slede¢ih metoda:

e Kompozicija: ako je f neka n-arna funkcija, a gy, ..., g, su sve m-arne funkcije, onda
se pomocu njih moze definisati nova m-arna funkcija h takva da: h(xi,..,x,) =

f (gl (xla >wm) y -0 On (:Ela "'7xm));

e Rekurzija: ako je f neka m-arna funkcija i g neka (n 4 2)-arna funkcija, onda se pomocu
njih moze definisati nova (n + 1)-arna funkcija h takva da:
h(0,21,...;x,) = f(z1,...,; )
h(y+ 1,21, ..,20) = gy, h (Y, Z1, ooy Tp) , T1y ooey Tp).

Definicija neke funkcije rekurzijom pokazuje kako se njena vrednost za odredeni argument
moze odrediti pomoc¢u njene vrednosti za prethodnika tog argumenta (na koji ta¢no nacin,
zavisi od funkcije g). Funkcija h definisana pomocu rekurzije se ponovo javlja (recurs) unutar
sopstvene definicije, odakle i potice naziv tih funkcija. Proces izracunavanja vrednosti funkcije h
za neki argument sastoji se od izra¢unavanja njene vrednosti za sve manje argumente pocevsi od
najmanjeg i primenjujuéi funkciju g na prethodno dobijenu vrednost, sve dok se time ne dode
do datog argumenta. Vrednost funkcije h za najmanji argument mora biti nezavisno odredena
prvom klauzulom definicije, kako bi proces izracunavanja uopste mogao da zapocne. Algoritam za
izracunavanje funkcije definisane rekurzijom poziva samog sebe u procesu izrac¢unavanja, Sto ga
¢ini samoreferencijalnim. Pored navedene vrste rekurzije, koja se naziva i primitivnom rekurzijom,
postoje i druge vrste rekurzije koje sadrze istu vrstu samoreferencije. To su rekurzija po nizu
vrednosti (course of values recursion) kojom se vrednost funkcije za dati argument odreduje
pomocu njenih vrednosti za vise argumenata koji mu prethode ili ¢ak sve takve argumente;
dvostruka rekurzija (double recursion) koja sadrzi rekurziju po dva argumenta istovremeno, i
slicno. Svaka funkcija definisana pomocu tih metoda moze se dobiti pomocu primitivne rekurzije
i ostalih metoda teorije rekurzivnih funkcija.
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Funkcije koje se mogu konstruisati od inicijalnih rekurzivnih funkcija primenom navedenih
metoda zovu se primitivno rekurzivne funkcije. Sve primitivno rekurzivne funkcije su totalne. To
sledi iz ¢injenice da su inicijalne funkcije totalne i da operacije kompozicije i rekurzije kojima
su ostale primitivno rekurzivne funkcije definisane ¢uvaju to svojstvo. Gotovo sve intuitivno
izracunljive funkcije jesu primitivno rekurzivne. Medutim, poznati su i odredeni izuzeci kao $to
je Akermanova funkcija (Ackermann function), prvobitno definisana dvostrukom rekurzijom,
kojoj ne odgovara nijedna primitivno rekurzivna funkcija. Ti izuzeci pokazuju da primitivno
rekurzivne funkcije ne predstavljaju sasvim odgovarajucu formalizaciju izra¢unljivih funkcija,
i da bi, kako bi ona postala odgovarajuc¢a, ta formalizacija morala da bude prosirena nekim
dodatnim nac¢inom definisanja funkcija. Najcesce se to postize uvodenjem metode minimizacije
¢ijom se primenom grade funkcije koje prosiruju klasu primitivno rekurzivnih funkcija i koje,
takode, nisu nuzno totalne.

e Minimizacija: ako je f neka (n + 1)-arna funkcija, onda nova n-arna funkcija A moze biti
definisana na slede¢i nacin:

(
najmanje y za koje vazi

f (:Cl, "'7xn7y) == 0 i
za svako y' <y,

X1, ..., Tp,Y') je definisano i
h(z1,...,xn) = py [f (21, ..., 20, y) = 0] = < f y) ]

razlic¢ito od 0,

ako postoji takvo y;

| nedefinisano, inace.

Nova metoda definisanja rekurzivnih funkcija koristi takozvani operator minimizacije - .
Procedura izracunavanja funkcije h definisane minimizacijom sastoji se od izra¢unavanja vre-
dnosti f (21, ..., 2,,0), f(21,...,zn, 1), f (21, ..., 2, 2) itd., koje se, u slucaju da je svaka od njih
izracunljiva, nastavlja sve dok se ne stigne do broja y za koji vazi f (x1,...,z,,y) = 0. Kada se
stigne do prvog takvog y, izra¢unavanje funkcije h se zavrsava i daje to y kao njenu vrednost.
Funkcija h nece biti definisana za brojeve x1, ..., x, ako takvo y ne postoji ili ako je za neko
vy <wy, f(x1,...,2,,y") nedefinisano.

U slucaju da je funkcija f koja se koristi u definiciji funkcije A minimizacijom karakteristi¢na
funkcija neke relacije R, definiciju funkcije A ¢emo pisati na sledeé¢i nacin:

(
najmanje y za koje vazi

R(zy,...,z,,y), ako takvo y postoji;
h(zy,....xn) = pyR (z1, ..., Tp,y) = (21 )

 nedefinisano, inace

gde R (z1,...,x,,y) piSemo umesto (xy, ..., x,,y) € R.

Sve funkcije koje se mogu dobiti od inicijalnih rekurzivnih funkcija primenom kompozicije,
rekurzije i minimizacije nazivaju se parcijalno rekurzivnim, p-rekurzivnim ili prosto rekurzivnim
funkcijama. Osim za funkcije, za skupove i relacije se takode moze reéi da su primitivno ili parci-
jalno rekurzivni pod ¢ime se podrazumeva da su takve njihove karakteristicne funkcije. Rekurzivni
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skupovi i relacije bi trebalo da predstavljaju formalni ekvivalent odlucivih ili izracunljivih skupova
i relacija. Problemi odlucivosti koji se njih ti¢u bice rekurzivno resivi. Skupovi i relacije koji
predstavljaju sliku neke rekurzivne funkcije, a koji se nazivaju rekurzivno nabrojivim skupovima
i relacijama, predstavljaju, sa druge strane, formalizaciju semi-odlucivih skupova i relacija.

Metode konstruisanja rekurzivnih funkcija mogu se takode predstaviti kao funkcionali, odnosno,
kao funkcije drugog reda koje se primenjuju na rekurzivne funkcije i kao rezultat daju novu
rekurzivnu funkciju. U toj prezentaciji, inicijalne funkcije bili bi nularni funkcionali S, Z and
py koji su i sami rekurzivne funkcije. Kompozicija bi bila (n + 1)-arni funkcional koji, kada se
primeni na n-arnu funkciju f i n-torku m-arnih funkcija g¢i,...,g,, daje novu m-arnu funkciju
C™ (f,q1, -, gn)- Rekurzija bi bila binarni funkcional R" koji kada se primeni na n-arnu funkeciju
f ina (n+ 2)-arnu funkciju g, daje novu (n + 1)-arnu funkciju R" (f, g). Kona¢no, minimizacija
bi bila unarni funkcional M™ koji kada se primeni na (n + 1)-arnu funkciju f daje novu n-arnu
funkciju M™ (f). Klasa rekurzivnih funkcija definisana je tada kao najmanja klasa koja sadrzi
inicijalne funkcije i koja je zatvorena za primenu funkcionala C7,, R™ i M". Drugim re¢ima,
funkcija f takva da je f = F (f1,..., fa), gde su f1,..., f, neke rekurzivne funkcije, je rekurzivna
ako i samo ako je I’ rekurzivni funkcional, sto znac¢i da ga je moguce definisati pomocu inicijalnih
funkcija S, Z, p} i funkcionala C}', R™ i M". Vrednost funkcije definisane pomoc¢u n-arnog
funkcionala F' za argumente xy,...,x; oznac¢avacemo sa F' (f1, ..., fu; T1, ..., Tk).

Terminoloska napomena: Nadalje ¢emo koristiti mala slova grékog alfabeta kao $to su ¢, ¥ i
x da ozna¢imo proizvoljnu rekurzivnu funkciju, dok ¢emo za funkcije koje nisu nuzno rekurzivne
nastaviti da koristimo slova f, g i h.

2.1.2.2  Formalna teorija rekurzivnih funkcija

Definicije rekurzivnih funkcija sluze kao algoritmi za izrac¢unavanje tih funkcija: one odreduju,
korak po korak, proces izra¢unavanja vrednosti definisane funkcije za date argumente. Nacin
na koji su rekurzivne funkcije definisane i nacin na koji njihova definicija odreduje proceduru
njihovog izra¢unavanja mogu biti predstavljeni unutar formalne teorije (Kleene, 1936). Jezik te
formalne teorije bi od nelogickih simbola sadrzao numerale i konstante za inicijalne funkcije.
Njeni termi bili bi interpretirani kao imena za prirodne brojeve, dok bi jednakosti izmedu tih
terama Cinile njene atomske formule. Ta teorija bi takode trebalo da sadrzi pravila na osnovu
kojih neka jednakost sledi iz drugih, ¢ijom primenom na pretpostavljene jednakosti bi bila
gradena izvodenja.

Definicija neke m-arne rekurzivne funkcije h moze se predstaviti kao niz funkcija koje nastaju
u procesu njenog gradenja pocevsi od inicijalnih funkcija primenom kompozicije, rekurzije i
minimizacije na veé izgradene funkcije (cf. Kleene, 1971, p. 221). Funkcije iz tog niza mogu
biti zadate njihovim rekurzivnim definicijama, tj. jednakostima koje pokazuju kako se njihove
vrednosti za proizvoljne argumente mogu izracunati. Te jednakosti ¢e ¢initi jednakosni sistem E
koji definiSe funkciju h i sadrzi instrukcije za njeno izracunavanje. Taj jednakosni sistem moze
biti predstavljen unutar formalne teorije prevodenjem jednakosti koje ga ¢ine na formalni jezik.
Izrac¢unavanje vrednosti funkcije h za argumente nq, ..., n,, odredeno njenom definicijom bilo
bi tada predstavljivo unutar iste teorije nekim nizom jednakosti koje formiraju izvodenje. To
izvodenje se zavrsava jednakoséu oblika h (ny, ..., n,,) = k, gde su ny, ..., ny,, i k numerali koji
oznacavaju prirodne brojeve ni,...,nm,, k, a h je funkcijski simbol kojim se funkcija h oznacava?.
Ono pocinje jednakostima iz E koje definisu funkciju h, a svaka naredna jednakost dobijena je
od prethodnih na neki od slede¢a dva nacina:

1. instancijacijom neke jednakosti, tj. supstitucijom odredenih numerala mesto njenih slo-
bodnih promenljivih;

3 Podebljana slova stoje za simbole nekog formalnog sistema, dok slova u kurzivu stoje za njima oznacene objekte.
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2. zamenom nekog javljanja terma u datoj jednakosti njemu jednakim termom (pod uslovom
da je njihova jednakost prethodno dokazana).

Funkcija h : N™ — N je rekurzivna prema ovoj formalnoj teoriji ako i samo ako postoji
neki jednakosni sistem te teorije koji je definiSe, odnosno, iz kog je jednakost h (ny,...,n,) =k
izvodiva pomoc¢u navedenih pravila ako i samo ako vazi h (nq, ..., n,,) = k. Ako je teorija potpuna
u odnosu na klasu rekurzivnih funkcija, onda za svaku rekurzivnu funkciju postoji takav niz
jednakosti koji je definiSe unutar te teorije.

2.1.2.3 Kodiranje jezika formalne teorije rekurzivnih funkcija

Gedel je pokazao da jezik svake formalne teorije moze biti predstavljen nekim skupom prirodnih
brojeva pomoc¢u metode koja se naziva kodiranjem ili gedelizacijom. Kodiranje jezika neke
teorije sastoji se u kodiranju njenih sintakti¢kih objekata - simbola, nizova simbola koji ¢ine
terme i formule, i nizova formula koji ¢ine izvodenja. To se postize ustanovljavanjem precizne
korespondencije izmedu tih sintaktickih objekata i odredenih prirodnih brojeva. Na taj nacin
je svakom sintaktickom objektu datog sistema pripisan jedinstveni prirodni broj i to razlic¢iti
prirodni brojevi razli¢itim sintaktickim objektima. Broj pripisan sintaktickom objektu naziva
se njegovim kédom ili Gedelovim brojem. Kodiranje moze biti izvedeno na razli¢ite nacine sve
dok je funkcija u njegovoj osnovi, ona koja odreduje korespondenciju izmedu jezika i prirodnih
brojeva, izra¢unljiva. To zna¢i da mora postojati algoritam za izra¢unavanje koda proizvoljnog
izraza ili izvodenja u sistemu, kao i algoritam koji za svaki prirodan broj moze odluciti da li je
on kodd nekog sintaktickog objekta tog sistema, i ako jeste, kog.

Kao $to smo ve¢ rekli, algoritam koji odgovara nekoj rekurzivnoj funkciji zadat je unutar
formalne teorije nekim sistemom jednakosti koje predstavljaju formule te teorije. Izracunavanje
vrednosti funkcije na osnovu tog algoritma predstavljeno je nekim izvodenjem koje zapocinje
jednakostima iz tog sistema, a zavrSava se jednakoSéu koja pokazuje vrednost funkcije za
date argumente. Iz toga sledi da kodiranjem formula i izvodenja datog formalnog sistema
istovremeno dobijamo i na¢in na koji mozemo kodirati algoritme rekurzivnih funkcija i njihovo
izraCunavanje predstavljeno u tom sistemu. Kodiranje algoritama i izracunavanja funkcija
otvara vrata mnogim znacajnim rezultatima teorije rekurzija. Sli¢no se moze postiéi i u drugim
formalizacijama izracunljivih funkcija, Sto ¢ini te rezultate nezavisnim od pretpostavljene
formalizacije izrac¢unljivosti. Neki od najznacajnijih rezultata koji se neposredno ti¢u moguénosti
samoreferencije u vezi rekurzivnih funkcija bic¢e predstavljeni u nastavku.

2.1.2.4  Klinijeve teoreme o normalnoj formi ¢ o enumeraciji

Iz prethodno recenog sledi da svaka rekurzivna funkcija moze biti definisana unutar odgovarajucée
teorije rekurzivnih funkcija nekim jednakosnim sistemom koji omoguéava njeno izra¢unavanje
(tj. izvodenje jednakosti iz tog sistema koje daju njene vrednosti za odgovarajuce argumente).
Kodiranje jednakosti i izvodenja datog formalnog sistema omogucava formulisanje tog tvrdenja u
obliku teoreme kojom se tvrdi postojanje normalne forme rekurzivnih funkcija. Da bi tu teoremu
formulisao, Klini je uveo poseban metamatematicki predikat 7" takav da T (e, x1, ..., T, y) vazi
ako i samo ako je y kdd izvodenja koje zapocinje jednakosnim sistemom kodiranim brojem e,
za brojeve xq, ..., x,. Predikat T" moze biti interpretiran kao ternarna relacija izmedu algoritma
rekurzivne funkcije, nekog niza brojeva i procesa izrac¢unavanja vrednosti te funkcije za date
brojeve. Posto bi svaku rekurzivnu funkciju trebalo da bude moguée definisati unutar odgovara-
juce formalne teorije, takode bi trebalo da vazi da za svaku rekurzivnu funkciju postoji kod
njene definicije u toj teoriji koja odreduje izracunavanje njene vrednosti za date argumente.
Drugim re¢ima, za svaku n-arnu rekurzivnu funkciju ¢, trebalo bi da postoji neko e tako da
T (e, x1,...,Tn,y) vaZi za sve i samo one brojeve z1, ..., z, za koje je funkcija ¢ definisana.
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[zra¢unavanje funkcije odredeno njenom rekurzivnom definicijom nije nuzno jedinstveno. Ra-
zli¢ita izraCunavanja iste funkcije bila bi predstavljena unutar formalne teorije izvodenjima koja
pocinju istim jednakosnim sistemom i zavrSavaju se istom jednakos¢u dok se proces izvodenja
te jednakosti iz datog sistema razlikuje (na primer, po redosledu primene pravila izvodenja).
Razli¢ita izvodenja imace razli¢ite kodove. Ako Zelimo da izaberemo jedan od njih, mozemo to
uciniti primenom operatora minimizacije. Na taj na¢in bio bi formiran term pyT (e, 1, ..., Ty, y)
koji oznac¢ava najmanji kod izra¢unavanja odredenog definicijom funkcije za brojeve 1, ..., x,,.

Da bi neka rekurzivna funkcija bila adekvatno predstavljena unutar formalne teorije, nije
dovoljno da postoji neko izra¢unavanje njene vrednosti za sve brojeve za koje je definisana. Osim
toga, potrebno je i da to izracunavanje bude korektno u smislu da daje sve i samo vrednosti
te funkcije za date argumente. Kako bi formalno izrazio taj uslov, Klini je uveo funkciju u
koja, kada joj je dat kod nekog konacnog izracunavanja, vraca njegov rezultat. Taj rezultat
izracunavanja trebalo bi da predstavlja vrednost funkcije za date argumente.

Pomoc¢u uvedenih sredstava mozemo formulisati Klinijevu TEOREMU O NORMALNOJ FORMI
koja, moze se re¢i, u formalnim terminima objasnjava Sta znaci biti rekurzivna funkcija. Teorema
tvrdi da za svaku n-arnu rekurzivnu funkciju ¢, postoji broj e, takav da:

o (21, . xn) = u(pyT (e,21, ..., Tn,y))

za svako z1,...,x, (Kleene, 1936). Ova teorema u sustini tvrdi da svaka rekurzivna funkcija
poseduje rekurzivnu definiciju unutar odgovarajuée formalne teorije koja sluzi kao algoritam
za njeno izraCunavanje. Kaze se da kod te definicije, broj e, rekurzivno definise funkciju .
Rekurzivna funkcija moze imati beskona¢no mnogo rekurzivnih definicija posto svaka od njih
moze biti modifikovana na nac¢in koji ne utic¢e na njene vrednosti. Na primer, svaka od njih moze
biti proSirena kompozicijom sa identickom funkcijom ili instrukcijom prema kojoj dobijenoj
vrednosti treba dodati a zatim oduzeti isti broj, i na sli¢ne nacine.

Posto su relacija oznacena predikatom 7' i funkcija u rekurzivne, u (uyT (e, x1, ..., Tn, y)) Ce
takode biti rekurzivna funkcija sa n + 1 argumenata. Ta funkcija se obi¢no oznacava simbolom
®,,. Ako preformuliSemo TEOREMU O NORMALNOJ FORMI Koristeci taj simbol, dobi¢emo da se
njom tvrdi da za svaku n-arnu rekurzivnu funkciju ¢, postoji broj e, takav da:

¥ (1‘1, 7$n) = gpn (6,3:1, ,xn)

za svako x1, ..., x,. Pomocu koda algoritma neke rekurzivne funkcije i njenih argumenata, &,
izracunava vrednost te funkcije za date argumente. PoSto na taj nac¢in moze biti koriSéena za
izrac¢unavanje proizvoljne rekurzivne funkcije, funkcija @,, se naziva univerzalnom funkcijom
(ona odgovara univerzalnoj Tjuringovoj masini). Primenom univerzalne funkcije na brojeve
0,1,2,3, ... supstituisane mesto e, moze se formirati lista rekurzivnih funkcija ¢iji su algoritmi
kodirani tim brojevima. Naime, &@,, (0, x1, ..., x,,) Ce stajati za rekurzivnu funkciju ¢iji je algoritam
kodiran brojem 0; ®,, (1, x4, ..., z,,) za rekurzivnu funkciju ¢iji je algoritam kodiran brojem 1; i
sli¢no za ostale prirodne brojeve. Na taj na¢in, TEOREMA O NORMALNOJ FORMI implicira i
Klinijevu TEOREMU O ENUMERACIJI koja tvrdi postojanje funkcije koja pobrojava sve rekurzivne
funkcije.

Brojevi koje rekurzivne funkcije dobijaju u tom pobrojavanju mogu se koristiti kao indeksi
funkcijskih simbola koji oznacavaju te funkcije. Tako bi funkcija ¢ koriséena u formulaciji
teoreme, koja bi se javila na e-tom mestu u listi funkcija, dobila indeks e, pa bismo je umesto
sa ¢ oznacavali sa @,.
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2.1.2.5  Operacije na indeksima rekurzivnih funkcija

Indeksi rekurzivnih funkcija dobijeni na gore opisan nac¢in pokazuju njihov konstruktivni karakter
samim tim $to kodiraju nacin na koji se one mogu izra¢unati. Iz tog razloga bi efektivne operacije
na tim funkcijama trebalo da budu predstavljive operacijama na njihovim indeksima (Enderton,
1977, p. 561). Takode bi trebalo da je moguée naci indeks funkcije dobijene kao rezultat primene
tih operacija, na osnovu indekasa funkcija na koje se te operacije primenjuju. Jedna vazna teorema
kojom se tvrdi takva moguc¢nost u slucaju odredene operacije na rekurzivnim funkcijama je
takozvana S-M-N TEOREMA ili TEOREMA O PARAMETRIZACLII. Ako je neka (m+n)-arna funkcija
v rekurzivna, onda ¢e takva biti i svaka n-arna funkcija dobijena fiksiranjem m argumenata
funkcije ¢, tj. njihovim tretiranjem kao parametara. S-M-N TEOREMA tvrdi da za svaka dva
prirodna broja m i n, postoji rekurzivna funkcija S, koja primenom na indeks (m + n)-arne
funkcije ¢ i nekih m brojeva, daje kao vrednost indeks funkcije dobijene supstitucijom tih
brojeva na odredena mesta u funkciji ¢. Drugim re¢ima, ako e rekurzivno definise (m + n)-
arnu funkciju ¢ (y1, ..., Ym, 1, .., Tn ), onda S (e, p1, ..., pm) rekurzivno definise n-arnu funkeciju
@ (D1y ooy Py Ty ooy Tiy) -

Ova teorema je blisko povezana sa problemom supstitucije terama mesto slobodnih
promenljivih u nekoj formuli, odnosno sa funkcijom koja predstavlja tu supstituciju. Bliska veza
izmedu te dve vrste supstitucije i njihove uloge u formulisanju razli¢itih oblika samoreferencije
bi¢e detaljnije istrazena kasnije u radu.

Indeksiranje rekurzivnih funkcija brojevima omogucava predstavljanje funkcija koje se primen-
juju na druge funkcije onim funkcijama koje se primenjuju na njihove indekse. To omogucava
formulisanje jedne vrste samoreferencije unutar teorije rekurzija - one koja se sastoji u pri-
meni funkcije na samu sebe, odnosno, na sopstveni indeks. Ova vrsta samoreferencije u osnovi
je jedne od najznacajnijih metoda konstruisanja funkcija koja ima veoma Siroku upotrebu i
omogucava dolazenje do nekih znacajnih rezultata. Ta metoda, poznata kao dijagonalizacija,
bice predstavljena u nastavku zajedno sa njenim najznacajnijim primenama.

2.1.3 Dijagonalizacija

Metoda dijagonalizacije (takode poznata kao dijagonalni argument) koristi se u razli¢ite svrhe
Sirom teorije izracunljivosti, i omogucava dolazenje do nekih njenih vaznih rezultata. Njena
upotreba, medutim, nije ograni¢ena na tu teoriju. Zapravo, ta metoda je najpre koris¢ena u
nekim drugim oblastima matematike u kojima je takode donela znacajne rezultate.

Dijagonalizaciju je kao metodu dokazivanja uveo Kantor koji ju je koristio u dokazu da je
skup realnih brojeva neprebrojiv, odnosno, da je strogo ve¢i (u smislu kardinalnosti) od skupa
prirodnih brojeva. Kantor je to dokazao svodenjem na apsurd pretpostavke da je skup realnih
bojeva prebrojiv. Pretpostavimo da jeste. Tada sve njegove elemente mozemo da pobrojimo kao
r1,72,73, ... tako da se svaki realan broj javi u toj listi kao neko r,,, gde je n prirodan broj veéi
od 0. Pretpostavimo da je za svaki broj r, u listi, njegov decimalni zapis fiksiran. Sluzeci se
tom beskonac¢nom listom definisa¢emo realan broj r oblika 0.d;dads... na slede¢i nacin: uzeé¢emo
da je njegova n-ta decimala d,, jednaka 1, osim ako je n-ta decimala broja r, u listi bag 1. U
tom slucaju, neka je decimala d,, jednaka 7. Za svaki broj n, n-ta decimala tako definisanog
broja r razlikovace se od n-te decimale broja r,, u listi. To zna¢i da ¢ée realan broj r biti razli¢it
od svakog broja iz date liste. To protivre¢i pretpostavci da su u datoj listi pobrojani svi realni
brojevi. Dakle, ipak ne mogu svi realni brojevi biti pobrojani, sto znac¢i da je skup realnih
brojeva ipak neprebrojiv.

Decimale koje su na n-tom mestu n-tih realnih brojeva u listi, formiraju dijagonalu matrice
koju ta lista pravi, pa otud i naziv ove metode. Metoda dijagonalizacije se u ovom slucaju sastoji
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u definisanju novog realnog broja modifikacijom te dijagonale, koja garantuje da tako definisani
broj nece biti jednak nijednom broju u toj listi.

Blisko povezan sa ovim Kantorovim dokazom je i RISAROV PARADOKS koji se umesto realnih
brojeva tice njihovih definicija. Skup definicija realnih brojeva na srpskom (ili bilo kom drugom)
jeziku je prebrojiv buduéi da moze postojati samo prebrojivo mnogo kombinacija simbola tog
jezika koje ¢ine takve definicije. Razlog je to $to je alfabet tog jezika prebrojiv i $to je, u opStem
slucéaju, skup svih reci na prebrojivom alfabetu takode prebrojiv. Sve te definicije mogu se zato
pobrojati tako da ¢ine listu definicija realnih brojeva. Tada dijagonalizacijom mozemo definisati
realan broj za koji vazi da se njegova n-ta decimala razlikuje za jedan od n-te decimale broja
definisanog n-tom definicijom u datoj listi. Dobijena definicija jeste definicija realnog broja na
srpskom jeziku pa bi zato i sama trebalo da pripada datoj listi. Medutim, pretpostavka da se
ona javlja na bilo kom mestu te liste vodi protivrecnosti.

U oblasti teorije skupova, Kantor je koristio verziju istog argumenta kako bi dokazao teoremu
(poznatu kao KANTOROVA TEOREMA) prema kojoj za svaki skup vazi da je kardinalnost njegovog
partitivnog skupa strogo ve¢a od njegove kardinalnosti. Drugim re¢ima, Kantor je pokazao da
za proizvoljan skup S vazi da ne postoji surjekcija iz tog skupa u njegov partitivni skup P (),
tj. funkcija ¢ija je slika jednaka skupu P (.5). Da bismo to videli, uzmimo proizvoljnu funkciju
f:8 — P(S)iposmatrajmo sledeéi podskup skupa S: T'={x € S:x ¢ f(x)}. Neki element
x skupa S pripadace skupu 7" ako i samo ako ne pripada skupu f (z). Pretpostavimo da za neko
t € Svazi f(t) =T. Tada ¢e vaziti da je t € T ako i samo ako t ¢ f (t), odnosno, ako i samo
ako t ¢ T, §to je kontradikcija. Dakle, skup 7" ne moze biti jedna od vrednosti funkcije f, pa
ta funkcija nije surjekcija. Ovaj Kantorov dokaz, tj. nacin na koji je dijagonalizacija u njemu
koris¢ena za definiciju skupa 7', inspirisao je Raselovu formulaciju njegovog paradoksa, kao i
druge paradokse poput Cermelovog i Hilbertovog.

U nastavku ovog dela rada vide¢emo kako je metoda dijagonalizacije prilagodena predmetu
teorije izracunljivosti i, umesto za formulisanje paradoksa, koris¢ena za dokazivanje nekih od
njenih najznacajnijih rezultata.

Indeksiranje rekurzivnih funkcija omogué¢ava uniforman nacin njihovog izlistavanja prema
indeksima. Na primer, lista unarnih rekurzivnih funkcija moze biti zadata kao prva kolona
slede¢e matrice:

0 1 2
wo 0(0) ¢o(1) ¢o(2)
1 p1(0) @i (1) @1 (2)
2 p2(0) @2(1) ©2(2)

U ovoj matrici, pored unarnih rekurzivnih funkcija, prikazana je i njihova primena na
proizvoljne brojeve. Sli¢na matrica moze biti konstruisana za neki podskup skupa rekurzivnih
funkcija koji ¢ine funkcije sa odredenim svojstvom. Dijagonalu te matrice ¢ini¢e primena tih
funkcija na brojeve koji su jednaki njihovim indeksima. Tu dijagonalu mozemo koristiti, na
nacin slican onom u gore navedenim primerima, kako bismo definisali funkciju iste vrste koja se
razlikuje od svih funkcija u datoj listi na osnovu njene vrednosti za bar jedan argument. Time
bismo pokazali da data lista ne sadrzi sve funkcije te vrste. U tome se ukratko sastoji metoda
dijagonalizacije unutar teorije rekurzija. U nastavku ¢emo videti neke od njenih primena.

2.1.3.1 Dokaz postojanja rekurzivnih funkcija koje nisu totalne

Jedna od primena dijagonalizacije unutar teorije izracunljivosti ima za cilj dokaz neadekvatnosti
svake formalizacije izracunljivih funkcija prema kojoj su samo totalne funkcije izracunljive. Medu
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njima je i ona koja izracunljive funkcije poistoveé¢uje sa primitivno rekurzivnim funkcijama, za
koju se pokazalo da je neadekvatna ve¢ na osnovu postojanja konkretnih primera intuitivno
izra¢unljivih funkcija koje nisu primitivno rekurzivne. Dijagonalizacija pruza jo$ jedan dokaz
te neadekvatnosti, odnosno preterane iskljucivosti formalizacije koja se ograni¢ava na pojam
primitivne rekurzivnosti.

Sve primitivno rekurzivne funkcije mogu formirati listu napravljenu na osnovu njihovih
indekasa. Uzmimo da gore navedena matrica sadrzi listu upravo takvih unarnih funkcija
©o, 1, P2, ... Tada dijagonalizacijom mozemo definisati funkciju g, za koju vazi da za svako x,
g (x) = ¢, () + 1. Pretpostavimo da se funkcija ¢ javlja negde u datoj listi, tj. da je primitivno
rekurzivna. U tom sluc¢aju, postoji broj xg takav da g = ¢,,. Ali tada bi vazilo da:

Pao ({L‘()) =4 (3170) = Pxg (1‘0) +1

sto je kontradikcija. Dakle, funkcija g ne moze biti jednaka nijednoj funkciji koja se javlja u
datoj listi, Sto zna¢i da nije primitivno rekurzivna. Medutim, ako su sve primitivno rekurzivne
funkcije izracunljive, tada ¢e i funkcija g biti izrac¢unljiva. To sledi zato $to njenu vrednost za
svaki argument mozemo dobiti kompozicijom funkcije sledbenika i odgovarajuce funkcije iz date
liste. Na osnovu toga mozemo zakljuciti da skup primitivno rekurzivnih funkcija nije potpun
jer ne sadrzi sve izracunljive funkcije. Dodavanje gore definisane funkcije g tom skupu nece ga
uciniti potpunim jer i na tako proSireni skup funkcija mozemo primeniti dijagonalizaciju i time
pokazati njegovu nepotpunost u odnosu na skup izrac¢unljivih funkcija. Slican argument moze se
primeniti i na svaki drugi skup totalnih izrac¢unljivih funkcija, Sto znaci da nijedan od njih nece
sadrzati sve izracunljive funkcije.

Sa druge strane, dijagonalni argument ne vodi istom zakljucku kada je primenjen na skup svih
parcijalno rekurzivnih funkcija. Lista svih unarnih parcijalno rekurzivnih funkcija: g, 11, ¥s,...
takode moze biti formirana na osnovu indekasa tih funkcija. Na tu listu onda mozemo primeniti
metodu dijagonalizacije kako bismo definisali funkciju h, takvu da h () = ¢, () + 1. U ovom
slucaju, medutim, ne mozemo pokazati da tako definisana funkcija ne pripada datoj listi.
Pretpostavimo da joj pripada, tj. da postoji neki broj x, takav da h = 1,,. Tada ¢e vaziti:

Vo (20) = h (20) = Yy (20) + 1

Sto, medutim, nije kontradikcija ako funkcija 1., nije definisana za argument zy. Ta moguénost
u ovom slucaju nije iskljucena jer nismo pretpostavili da su sve funkcije u datoj listi totalne.
Dakle, jedino $§to mozemo zakljuciti na osnovu navedenog argumenta je da funkcija h, ako je
rekurzivna, ne moze biti totalna jer, kao $to smo videli, ne moze biti definisana za sopstveni
indeks.

Ova funkcija, takode, ne moze imati totalno rekurzivno zatvorenje. Drugim re¢ima, ne moze
postojati totalna rekurzivna funkcija koja prosiruje funkciju h, tj. ¢ije se vrednosti slazu sa
vrednostima funkcije h za sve argumente za koje je h definisana. Pretpostavimo da postoji
takvo totalno rekurzivno zatvorenje funkcije h. Neka to bude funkcija v,,. Posto je funkcija 1,
totalna, 1., (x1) je definisano, pa isto vazi i za h (z1) koje je po definiciji jednako ., (z1) + 1.
Posto je funkcija h definisana za xq, vrednost njenog zatvorenja za taj argument mora se slagati
sa njenom vredno$¢u, odnosno, mora vaziti da ., (1) = h (z1). Medutim, tada ¢e na osnovu
tranzitivnosti da vazi i ¢, (z1) = ¢4, (x1) + 1, Sto je opet kontradikcija.

Tako nas primena dijagonalnog argumenta primorava na zakljuc¢ak da funkcije koje nisu
totalne moraju biti pripustene medu rekurzivne funkcije kako bi formalizacija izrac¢unljivih
funkcija kao rekurzivnih bila adekvatna. Osim toga, ovaj argument takode pokazuje da skup
totalnih rekurzivnih funkcija ne moze biti rekurzivan. Zapravo, taj skup ne moze biti ¢ak ni
rekurzivno nabrojiv jer bismo u tom sluc¢aju mogli da izlistamo njegove elemente i da primenom
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dijagonalnog argumenta definiSemo totalnu rekurzivnu funkciju koja ne pripada tom skupu.
Drugim rec¢ima, problem totalnosti rekurzivnih funkcija ne moze biti rekurzivno resiv.

Ovaj rezultat primene dijagonalizacije ilustruje ulogu te metode u dokazivanju rekurzivne
neresivosti razlic¢itih problema teorije izracunljivosti. Najznacajnija takva primena dijago-
nalizacije jeste u dokazu rekurzivne neresivosti halting problema koji ¢emo predstaviti u nastavku
(taj problem bi na srpskom bilo pravilnije nazvati problemom zaustavljanja, ali se originalan
naziv toliko ustalio da je postao gotovo tehnicki termin, pa ¢emo ga tako i ovde koristiti).

2.1.3.2 Neresivost halting problema

Halting problem tice se pitanja da li je neka rekurzivna funkcija definisana za odredeni argument,
odnosno, da li se izra¢unavanje te funkcije za dati argument zavrSava (halts) i daje odredenu
vrednost. Mozemo reé¢i da se halting problem tic¢e izracunljivosti relacije HP koja oznacava
relaciju {(z,v) : ¢, (y) je definisano}. Karakteristi¢na funkcija te relacije bila bi definisana na
slede¢i nacin:

0, ako je ¢, (y) definisano
f(zy) = )
1, ako je ¢, (y) nedefinisano.

Halting problem ¢e biti rekurzivno resiv ako i samo ako je funkcija f rekurzivna. Medutim,
argument koji ¢emo predstaviti pokazuje da ta funkcija ne moze biti rekurzivna.

Pretpostavimo da jeste. Onda bi takva bila i funkcija g definisana pomoc¢u funkcije f na
slede¢i nacin:

0, ako f(z,x) =1
g(x) =
nedefinisano, ako f(z,x) = 0.

Ako je funkcija g rekurzivna, onda je ona rekurzivno definisana nekim brojem x(, pa je
samim tim jednaka funkciji ¢,,. Na osnovu definicija funkcija f i g vazi da je ¢, (zo) definisano
ako i samo ako je f (zg,z9) = 0, dok je f (zo,z9) = 0 ako i samo ako je g (z() nedefinisano.
Na osnovu tranzitivnosti ekvivalencije sledi da je ¢, (zo) definisano ako i samo ako je g ()
nedefinisano. Medutim, funkcija g je po pretpostavci jednaka funkciji ¢,,, Sto znaci da je ista
funkcija definisana za argument xy ako i samo ako nije definisana za taj argument. Dakle, na
osnovu toga Sto suprotna pretpostavka vodi kontradikciji, mozemo zakljuciti da funkcija g, pa
samim tim i funkcija f, ne mogu biti rekurzivne. Iz toga sledi da halting problem nije rekurzivno
resiv (cf. Rogers, 1987, pp. 24-25).

Konstrukcija funkcije g prati osnovnu ideju metode dijagonalizacije. Naime, njena definicija
garantuje da ce se ta funkcija razlikovati od funkcije ¢,, za svako x, i to na osnovu rezultata
njihove primene na isto to z: jedna od njih ¢e biti definisana za taj argument ako i samo ako
druga nije. Upotreba dijagonalizacije u definiciji funkcije g tako omogucéava dokaz rekurzivne
neresivosti halting problema.

Isti argument moze se koristiti za dokaz rekurzivne neresivosti jednog specijalnog slucaja
prethodnog problema koji se ti¢e pitanja da li je neka rekurzivna funkcija definisana za broj
koji predstavlja njen indeks. Drugim rec¢ima, istim argumentom se pokazuje i da funkcija h
definisana na sledeci nacin:
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h(z) = 0, ako je ¢, (x) definisano

1, ako je ¢, (z) nedefinisano

nije rekurzivna. To sledi iz ¢injenice da se tako definisana funkcija h moze koristiti umesto f u
gore datoj definiciji funkcije g, koja bi zato morala biti rekurzivna ako je i h takva. Bududéi da
je funkcija h karakteristicna funkcija skupa K:

K ={z: y,;(z) je definisano}

sledi da taj skup takode nije rekurzivan.

Uslov za pripadnost navedenom skupu mozemo izraziti i koriste¢i Klinijev predikat T". Naime,
skupu K bi trebalo da pripadaju svi indeksi funkcija za koje vazi da postoji neko kona¢no
izra¢unavanje njihovih vrednosti za njihove sopstvene indekse kao argumente. Dakle, skup K bi
zapravo predstavljao ekstenziju predikata JyT (z,x,y), dok bi funkcija h sluzila za odredivanje
te ekstenzije. Iz navedenog rezultata tako sledi da predikat JyT (z,x,y) i relacija oznacena
njime nisu rekurzivni.

Sa druge strane, skup K jeste rekurzivno nabrojiv pomoc¢u funkcije koja prihvata svako x za
koje ¢, () daje neku vrednost. Iz toga $to je K rekurzivno nabrojiv ali ne i rekurzivan skup,
sledi da njegov komplement nije rekurzivno nabrojiv. Komplement skupa K je skup K definisan
na sledeé¢i nacin:

K = {x : ¢, (r) nije definisano} .

Taj skup sadrzi sve i samo indekse onih rekurzivnih funkcija koje nisu definisane za svoje
indekse. On takode moze biti definisan pomoc¢u Klinijevog predikata 7', tj. tako da stoji za
ekstenziju predikata Vy—T (x,z,y) koji tvrdi da ne postoji kona¢no izracunavanje vrednosti
funkcije indeksirane brojem z za isto to x. Skup K podsec¢a na Raselov skup svih skupova
koji nisu sopstveni elementi, a dokaz da on nije rekurzivno nabrojiv podsec¢a na izvodenje
RASELOVOG PARADOKSA. Naime, pretpostavimo da skup K jeste rekurzivno nabrojiv nekom
rekurzivnom funkcijom ¢,,. Tada ¢e vaziti da je p,, (zo) definisano i jednako 0 ako i samo ako
zo € K, dok ¢e ovo poslednje vaZiti ako i samo ako ¢, (7o) nije definisano. Drugim re¢ima,
vazi¢e da zy € K ako i samo ako x5 ¢ K. Kako smo iz pretpostavke da postoji funkcija koja
rekurzivno nabraja elemente skupa K na taj nac¢in izveli kontradikciju, mozemo zakljuéiti da
takva funkcija ipak ne moze postojati.

Navedeni primeri pokazuju da samoreferencija u vidu primene funkcije na sopstveni indeks
moze imati znacajnu ulogu u dokazivanju rekurzivne neresivosti odredenih problema. Ta uloga
ove vrste samoreferencije ostvarena je njenim koriS¢enjem u metodi dijagonalizacije. Jedna druga
vrsta samoreferencije koju ¢emo predstaviti u nastavku sastoji se u karakterizaciji funkcije koja
sadrzi referenciju na samu sebe ili na njom karakterisanu funkciju. Videéemo da je u nekim
slucajevima mogucnost te vrste samoreferencije, odnosno njeno opravdanje, takode rezultat
primene dijagonalnog argumenta. Ta vrsta samoreferencije predmet je dva veoma znacajna
Klinijeva rezultata - njegove prve i druge teoreme rekurzije.
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2.1.4  Prova teorema rekurzije

Klinijeva PRVA TEOREMA REKURZIJE tiCe se karakteristi¢nog svojstva rekurzivnih funkcija
da njihove definicije mogu sadrzati referenciju na same te funkcije koje definisu. Ako je ¢
promenljiva koja stoji za neku n-arnu parcijalno rekurzivnu funkciju, onda ta teorema tvrdi da:

e za svaki (n + 1)-arni parcijalno rekurzivni funkcional F, jednacina ( (z1,...,x,) =
F (¢; x4, ...,x,) ima najmanje parcijalno rekurzivno resenje .

Ovaj rezultat pruza opravdavanje definicija koje su samoreferencijalne u smislu da referiraju na
funkciju koju definisu, time Sto garantuje postojanje rekurzivnih funkcija koje zadovoljavaju
takvu definiciju. Vrednost tako definisane funkcije za odredene argumente zavisi od njenih drugih
vrednosti na nacin koji je odreden funkcionalom F'. Jedna od osnovnih metoda definisanja
rekurzivnih funkcija - rekurzija, predstavlja primer upravo takve vrste definicije. Definicija
neke funkcije pomoéu rekurzije pokazuje kako vrednost te funkcije za neki broj zavisi od njene
vrednosti za prethodnika tog broja. Prema PRVOJ TEOREMI REKURZIJE ta medusobna zavisnost
vrednosti iste funkcije za razli¢ite argumente moze biti i druge vrste, sve dok je ona opisiva
prethodno utvrdenim metodama teorije izrazenim pomocu nekog rekurzivnog funkcionala.

Za dokaz teoreme, ograniCene na unarne rekurzivne funkcije (koji se lako moze prilagoditi
funkcijama sa viSe argumenata), posmatrajmo niz unarnih rekurzivnih funkcija g, ©1, 2, --.
takvih da je ¢y u potpunosti nedefinisana funkcija, dok za svako n > 0, vazi da p,1 () =
F (pn; x). Svaka od funkcija ¢, bi¢e prosirenje funkcije ¢, (vidi: Kleene, 1971, p. 339). Taj niz
funkcija imace zato najmanju gornju granicu u vidu funkcije ¢ koja je definisana za sve i samo
one argumente za koje je neka od funkcija u nizu definisana i ima istu vrednost kao ta funkcija i
sva njena proSirenja. Tada ¢e vaziti da za svako x, ¢ (x) = F (¢;x). Pored toga, vazice i da je
funkcija ¢ najmanja parcijalno rekurzivna funkcija koja ima to svojstvo (za detalje dokaza vidi:
Kleene, 1971, pp. 348-349). Funkcija ¢ do koje smo dogli na taj nacin je najmanja rekurzivna
funkcija koja ne moze biti prosirena primenom funkcionala F'.

Ova teorema ima ulogu teoreme o fiksnoj tacki za rekurzivne funkcionale, posto se njom
tvrdi postojanje njihovih fiksnih tacaka, tj. funkcija koje ostaju nepromenjene nakon njihove
primene. Nacin na koji se ta teorema dokazuje, odnosno nacin na koji se konstruise fiksna tacka
funkcionala - iteracijom njegove primene pocevsi od odredene rekurzivne funkcije, je vrlo tipican
za teoreme te vrste (to ¢emo nesto kasnije videti i na drugim primerima).

Dozvoljavanje samoreferencijalnih definicija unutar formalne teorije moze se ¢initi prob-
lemati¢nim jer pomocu njih funkcije sa naizgled protivre¢nim osobinama mogu biti definisane.
Na primer, instanca PRVE TEOREME REKURZIJE tvrdi da postoji rekurzivna funkcija ¢, takva
da ¢ (x) = S(p(x)). lako je data definicija funkcije naizgled paradoksalna, ipak se u teoriji
rekurzija moze nac¢i funkcija koja ima njom opisano svojstvo, ali ¢ije postojanje ne vodi kon-
tradikciji. Jedina takva funkcija bi¢e zapravo ona koja nije nigde definisana. Tako je ponovo, kao
u prethodno izlozenim primenama dijagonalizacije, protivrec¢nost uzrokovana primenom neke
samoreferencijalne metode izbegnuta prepoznavanjem parcijalnosti rekurzivnih funkcija.

Jos jedan nacin na koji karakterizacija neke funkcije moze biti samoreferencijalna jeste da
sadrzi referenciju ne na definisanu funkciju veé¢ na kdd njene rekurzivne definicije. Takve definicije
opravdane su drugim Klinijevim rezultatom koji ¢e biti izlozen u sledeé¢em odeljku.

2.1.5  Druga teorema rekurzije

Zahvaljujuéi kodiranju rekurzivnih definicija funkcija prirodnim brojevima, kojima su te funkcije
indeksirane, jo$ jedna vrsta njihove samoreferencijalne karakterizacije postaje moguca - ona koja
sadrzi referenciju na indeks njom opisane funkcije. DRUGA TEOREMA REKURZIJE garantuje da
rekurzivne funkcije opisane na taj nacin postoje. U jednoj od njenih formulacija ona tvrdi da:
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e za svaku (n + 1)-arnu parcijalno rekurzivnu funkciju ¢ (z, z1, ..., z,,), postoji broj e koji
rekurzivno definise n-arnu funkciju ¢ (e, x1, ..., ).

Dokaz ove teoreme koristi S-M-N TEOREMU za odredivanje takvog broja e. Posto su funkcija v i
funkcije S]", za svaka dva prirodna broja m i n, parcijalno rekurzivne, njihovom kompozicijom
dobijamo novu parcijalno rekurzivnu funkciju:

be (Srlz, (y7y) » L1, 7xn) .

Neka je ona rekurzivno definisana brojem a. Onda je traZeni broj e jednak S} (a,a). Naime, to
e rekurzivno definise funkciju

Y (S}L (a,a),z1, ,xn) ,

odnosno, funkciju ¥ (e, z1, ..., x,).

Tako dokaz ove teoreme pokazuje da za svaku rekurzivnu funkciju v, broj e koji rekurzivno
definise ¢ (e, x1, ..., x,) moze efektivno da se nade na osnovu kdda te funkcije. Ovaj rezultat moze
biti formulisan i u obliku jednakosti, odnosno tako da tvrdi da za svaku parcijalno rekurzivnu
funkciju ¥ (z, x1, ..., z,,), postoji broj e, takav da: ¢, (z1, ..., x,) = ¥ (e, x1, ..., x,) (Kleene, 1971,
pp. 352-353).

Ako posmatramo funkciju ¥ kao transformaciju algoritama rekurzivnih funkcija predstavljenih
njihovim kodovima, onda ova teorema tvrdi da mora postojati neki algoritam koji i nakon
takve transformacije i dalje izracunava istu funkciju. To znacenje teoreme postaje eksplicitnije
u njenoj drugoj formulaciji u kojoj ona tvrdi da za svaku funkciju ¢ postoji broj e takav da
Ve = Py(e)- Gore opisana konstrukcija koda e takvog algoritma li¢i na dijagonalnu konstrukeiju.
Dijagonala matrice koja se u njoj koristi sastoji se od primena funkcija na sopstvene indekse.
Funkcije dobijene tom primenom predstavljene su u ovom slucaju njihovim indeksima koji su
oblika S! (y,y). Funkcija ¢ koja se primenjuje na te indekse, moZe se razumeti kao funkcija
kojom se modifikuje ta dijagonala. Medutim, za razliku od do sada predstavljenih rezultata
primene dijagonalnog argumenta, u ovom slucaju se ispostavlja da tako modifikovana dijagonala
matrice i sama opisuje neku funkciju koja se nalazi u toj matrici, gde je indeksirana brojem a.
Posto je to slucaj, funkcija ¢ se primenjuje i na kod njene dijagonalizacije S} (a,a), ali time ne
uspeva da ga modifikuje tako da on vise ne definise istu funkciju. Naime, kako se ispostavlja,
dobijena funkcija i sama je rekurzivno definisana brojem S (a, a).

Dakle, DRUGA TEOREMA REKURZIJE pokazuje da se u karakterizaciji neke rekurzivne funkcije
moze koristiti kdd njene rekurzivne definicije. Uloga tog koda u definiciji zavisi¢e od funkcije
. Ta funkcija moze biti i univerzalna funkcija @,, koja kada se primeni na kod neke funkcije
izracunava tu funkciju. Iz toga bi sledilo da se pored koda rekurzivne funkcije, i sama ta funkcija
moze koristiti u njenoj karakterizaciji. Ta ¢injenica moze biti formulisana kao korolar navedene
teoreme. Njime bi se tvrdilo da za svaki rekurzivni funkcional F ({;z, 21, ..., x,), moZze biti
nadena parcijalno rekurzivna funkcija ¢ sa indeksom e, takva da:

e (21, ey n) = F (e €, 21, .y Ty,)

vazi za sve brojeve xq, ..., z,. Za razliku od PRVE TEOREME REKURZIJE koja tvrdi nesto vrlo
sli¢no, definicija funkcije ¢, ovde moze zavisiti ne samo od same te funkcije vec¢ i od kdda njenog
algoritma. Jo$ jedna razlika u odnosu na prvu teoremu jeste to $to ova teorema ne garantuje da
je parcijalno rekurzivna funkcija dobijena na navedeni nacin - kao fiksna tacka funkcionala F' -
najmanja takva parcijalno rekurzivna funkcija (Kleene, 1971, p. 353).

Mogli bismo re¢i da DRUGA TEOREMA REKURZIJE izrazava samoreferencijalno svojstvo
indekasa rekurzivnih funkcija koji predstavljaju kodove njihovih rekurzivnih definicija. Neki
od tih kodova kodiraju definicije koje su dobijene od njih samih. Ova teorema je tako cesto
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koris¢ena za opravdanje samoreferencijalnih definicija. Postoje i druge znac¢ajne primene te
teoreme od kojih ¢emo neke pomenuti u nastavku.

2.1.5.1 Neke primene druge teoreme rekurzije

Jedna od najznacajnijih upravo spomenutih primena DRUGE TEOREME REKURZIJE jeste ona
koja omogucava dokaz RAJSOVE TEOREME. Prema toj teoremi, za svaki neprazan pravi podskup
skupa unarnih rekurzivnih funkcija, vazi da skup njihovih indekasa nije rekurzivan. Drugim
recima, problem odlucivosti koji se tice proizvoljnog netrivijalnog svojstva unarnih rekurzivnih
funkcija (tj. svojstva koji barem jedna ali ne i svaka takva funkcija ima) je rekurzivno neresiv.
Postoje razliciti dokazi ove teoreme. Jedan od njih zasniva se na ¢injenici da se halting problem
moze svesti na bilo koji problem te vrste, iz ¢ega sledi da bi resivost svakog takvog problema
implicirala i resivost halting problema.

Drugi nac¢in dokazivanja ove teoreme jeste koris¢enjem DRUGE TEOREME REKURZIJE. Neka
je A skup svih unarnih rekurzivnih funkcija sa odredenim netrivijalnim svojstvom, dok je A
skup indekasa tih funkcija. Posto je pretpostavljeno svojstvo netrivijalno, trebalo bi da postoji
indeks funkcije koja je u datom skupu, neka to bude a, kao i indeks funkcije koja je van tog
skupa, neka to bude b. Definisimo funkciju h na sledeéi nacin:

a, akox ¢ A
b, ako x € A.

h(x) =

Na osnovu ove definicije jasno je da za svako x vazi da je ono u skupu A ako i samo ako h ()
nije u A. Zahvaljuju¢i DRUGOJ TEOREMI REKURZIJE znamo da ako je h rekurzivna funkcija,
onda postoji broj n, za koji vazi ¢, = @pn). Pokazacemo da za takvo n ne moZze vaziti ni da je
u skupu A ni da je van tog skupa.

Kako bismo to videli, pretpostavimo da n jeste u A. To znaci da su funkcija ¢,, i njoj identi¢na
funkcija @p(ny u A. Iz toga medutim sledi da je h (n) zajedno sa n u A, $to ne moze biti slucaj
na osnovu definicije funkcije h. Pretpostavimo onda da je n van skupa A. Tada su obe funkcije
©n 1 Qn(n) van skupa A, sto znaci da ni h (n) ni n nisu u skupu A, 8to ponovo protivreci definiciji
funkcije h. Kako smo na taj nacin dosli do kontradikcije, mozemo zakljuciti da funkcija h
ipak nije rekurzivna, zbog ¢ega na nju ne mozemo primeniti DRUGU TEOREMU REKURZIJE.
Iz toga sledi da karakteristi¢na funkcija skupa A takode ne moze biti rekurzivna, jer bi inace
funkcija h bila rekurzivna. Posto je A skup indekasa unarnih rekurzivnih funkcija sa proizvoljnim
netrivijalnim svojstvom, na osnovu ovog argumenta sledi da ¢e problem odlucivosti za svako
takvo svojstvo unarnih rekurzivnih funkcija biti rekurzivno neresiv (cf. Yanofsky, 2003, p. 381).

DRUGA TEOREMA REKURZIJE tako ima vaznu ulogu u dokazivanju jednog veoma opsteg
rezultata - neresivosti problema koji se ti¢u netrivijalnih svojstava unarnih rekurzivnih funkcija.
Neki od primera takvih problema su oni koji se ti¢u pitanja da li je funkcija totalna (za koji smo
ve¢ drugim sredstvima pokazali da nije resiv), pitanja da li je funkcija prazna ili ima kona¢ni
domen, da li izracunava sledbenika ili prethodnika nekog broja, itd.

Jos jedna primena DRUGE TEOREME REKURZIJE koju ¢emo pomenuti tice se samoreproduku-
juce funkcije - funkcije koja za svaki argument kao vrednost daje sopstveni indeks. Koristeé¢i datu
teoremu mozemo pokazati da takva rekurzivna funkcija postoji, odnosno, da postoji funkcija ¢,
takva da za svako z, ¢, (r) = n. Kako bismo to videli, uzmimo da je funkcija f prva projekcija,
tj. da za svako z iy, vazi da je f(y,x) = y. Na osnovu S-M-N TEOREME znamo da postoji
efektivan nacin za pronalazenje kdda funkcije dobijene od prve projekcije fiksiranjem njenog
prvog argumenta. [z toga sledi da postoji rekurzivna funkcija S, takva da:
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ws) () = f(y,z) =y

(ako je e indeks rekurzivne funkcije koja odgovara funkciji f, onda S (y) = S7 (e,y)). Osim toga
na osnovu DRUGE TEOREME REKURZIJE znamo da postoji neko n za koje vazi ¢, = @s@m). 1z
toga sledi da

on () = Ysm) (@) = f(n,2) =n.

Funkcija ¢,, dobijena na ovaj na¢in primenom DRUGE TEOREME REKURZIJE je samoreproduku-
juca funkcija koju smo trazili (cf. Yanofsky, 2003, p. 381).

Obe Klinijeve teoreme rekurzije govore nesto o prirodi rekurzivnih funkcija, a to je da
se one na razli¢ite naCine mogu pojaviti u sopstvenim definicijama. Navedene primene tih
teorema, kao i mnoge druge, pokazuju vrednost i primenljivost samoreferencijalnih definicija
koje uc¢estvuju u dokazima bitnih tvrdenja teorije rekurzija. Bas kao samoreferencijalna primena
funkcija koris¢ena u metodi dijagonalizacije, i samoreferencijalne definicije funkcija su na taj
nacin pretvorene u veoma snazne metode teorije izrac¢unljivosti. To je rezultat jednog posebnog
pristupa samoreferenciji i njenim posledicama u ovoj oblasti. Naime, naizgled paradoksalni
rezultati kojima neke njihove instance vode u odredenim okolnostima, kao sto je postojanje fiksne
tacke funkcije sledbenika ili postojanje funkcija sa naizgled protivreénim osobinama, ne uzimaju
se kao rezultati koji pokazuju da samoreferencijalne metode nisu odgovarajuce, ili da teorija
koja ih koristi nije korektna. Umesto toga, oni su koriS¢eni za izvodenje odredenih negativnih
rezultata koji karakterisu rekurzivne funkcije ili teoriju koja se njima bavi. Zahvaljujuci tome,
pokazalo se da ukljuc¢ivanje samoreferencije u teoriju, u obliku formalizacije funkcija koje se
primenjuju na sebe ili uc¢estvuju na neki na¢in u sopstvenoj definiciji, umesto da predstavlja
pretnju po njenu konzistentnost, moze biti metodoloski veoma zahvalno.

Analogni samoreferencijalni fenomeni, sa sli¢nim primenama i posledicama, javljaju se i u
metamatematici - oblasti matematike koja se bavi samim matematickim teorijama. U toj oblasti,
samoreferencija se javlja u vidu lingvisticke samoreferencije, kojom é¢emo se baviti u slede¢em
poglavlju.

2.2 LINGVISTICKA SAMOREFERENCIJA

Vrsta samoreferencije kojom é¢emo se baviti u ovom poglavlju sastoji se u referenciji nekog
lingvistickog objekta koji ima funkciju tvrdenja na samog sebe. Takav objekat interpretiran je kao
da tvrdi nesto o sebi, odnosno pripisuje samom sebi neko svojstvo ili relaciju u kojoj stoji prema
nekim drugim objektima. Ovde ¢emo se baviti lingvistickom samoreferencijom koja se javlja u
jezicima odredenih formalnih sistema i koja kao takva ima poseban metamatematicki znacaj. Kao
i u slucaju funkcionalne samoreferencije, neke instance lingvisticke samoreferencije takode imaju
vazne posledice za teoriju u kojoj se javljaju. Najpoznatije od njih su GEDELOVE TEOREME O
NEPOTPUNOSTI koje predstavljaju neke od najznacajnijih rezultata logike i matematike uopste.
Omogucavanjem tih rezultata, koji su u velikoj meri uticali na projekat formalizacije matematike,
lingvisticka samoreferencija je zapravo i dobila logicki i matematicki znacaj. Ti rezultati na vrlo
precizan nacin odgovaraju nekima od gore navedenih negativnih rezultata teorije izrac¢unljivosti.
Njihova sli¢nost i medusoban odnos bice ispitani nesto kasnije.

Kako bi formula koja tvrdi nesto o samoj sebi mogla biti formulisana u nekom formalnom
sistemu, odredena svojstva i relacije izmedu formula i drugih objekata tog formalnog sistema
moraju da budu opisiva unutar njega samog. Da to vazi za bar neka sintakticka i metateorijska
svojstva dovoljno jakih formalnih teorija sledi iz odredenih rezultata koje ¢emo ovde predstaviti.
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Posto se u njihovoj standardnoj formulaciji ti rezultati ticu formalnih sistema za aritmetiku i
njihovih prosirenja, upravo su ti sistemi, i lingvisticka samoreferencija koja se u njima javlja, oni
kojima ¢emo se ovde baviti. Vide¢emo da mogucénost da svojstva nekog aritmetickog formalnog
sistema budu opisana unutar njega samog zavisi od prirode tih svojstava koja se ti¢e njihove
izracunljivosti. Odgovarajuca priroda tih svojstava formalnog sistema bice klju¢na za postizanje
njegove svrhe. Kako bismo to razjasnili, po¢e¢emo ovo poglavlje kratkim opisom formalnog
sistema za aritmetiku i ciljeva njene formalizacije.

2.2.1  Formalna aritmetika

Pod formalnom aritmetikom najéesée se podrazumeva Peanova aritmetika (skra¢eno PA). To
je teorija zasnovana na logici prvog reda sa jednakosc¢u, ¢ijem jeziku je pridodata individualna
konstanta 0, kao i operacijski simboli S, 4 i -. Zatvoreni termi tog formalnog sistema predstavljaju
imena prirodnih brojeva, a njegove formule tvrdenja o svojstvima prirodnih brojeva kao i
aritmetickih operacija na njima. Nelogicke aksiome teorije PA su sledece:

PAl) Vx(Sx #0)
PA2) VxVy (Sx =Sy - x=1Y)

PA3) Vx (x+ 0 =x)

PA5) ¥x(x-0=0)
PA6
PAT) (A(0) AVx (A (x) = A(Sx))) — VxA (x), gde A (x) stoji za proizvoljnu formulu ove

eorije ¢ija je x jedina slobodna promenljiva.

(PAL)
(PA2)
(PA3)
(PA4) VxVy (x+Sy =S (x+Yy))
(PAS)
(PAG)
(PAT)
t

Standardni model teorije PA ¢ini skup prirodnih brojeva sa nulom kao istaknutim elementom, na
kojem su definisane standardne aritmeticke operacije - operacija sledbenika, sabiranje i mnozenje.
Nadalje, kada budemo govorili o re¢enicama PA i drugih formalnih aritmetickih teorija kao o
istinitim ili laznim, pod time ¢emo misliti na njihovu istinitost ili laznost u ovom modelu.

Aksiome na kojima se zasnivaju navedene aksiome Peanove aritmetike mogu se, osim kod
Duzepe Peana (Giuseppe Peano), naci i kod Dedekinda u njegovom delu Sta su i cemu sluZe
brojevi? (u originalu: Was sind und was sollen die Zahlen?). 1z tog razloga bi adekvatniji
naziv te teorije bio Dedekind-Peanova aritmetika. Medu njima su i aksiome koje odgovaraju
aksiomama (PAl) - (PA6) i izrazavaju definiSuce karakteristike odgovarajucih aritmetickih
operacija. Primetimo da su definicije sabiranja i mnoZenja sadrzane u tim aksiomama zapravo
rekurzivne definicije. Osim §to je uveo rekurzivne definicije aritmetickih operacija, Dedekind je
pokusao i da opravda njihovo koriséenje u aritmetici dokazom postojanja jedinstvenih funkcija na
skupu prirodnih brojeva koje su opisane tim definicijama (Miiller-Stach, 2017). Skup prirodnih
brojeva N, Dedekind definise kao najmanji skup koji sadrzi broj 0 i koji je zatvoren za primenu
operacije sledbenika. Njegova TEOREMA REKURZIJE tvrdi da ako je T' skup ¢iji je jedan od
elemenata t i ako postoji na njemu definisana unarna funkcija h, onda postoji i jedinstvena
funkcija f : N — T, definisana na slede¢i nacin:
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Definicija funkcija na koju se ova teorema odnosi predstavlja poseban sluc¢aj definicije rekurz-
ijom. Ovde smo se njom posluzili da bismo definisali jednu unarnu funkciju. Opstije verzije
teoreme, koje se ticu funkcija sa viSe argumenata, mogu se takode naéi kod Dedekinda. One
prirodno vode formulaciji primitivne rekurzije u njenom modernom obliku. Dedekindovi rezultati
tako, osim §to imaju ulogu u aksiomatizaciji aritmetike pomocu rekurzivnih definicija aritmetickih
operacija, takode opravdavaju koris¢enje takvih definicija u aritmetici.

Jedan od ciljeva formalne aritmeticke teorije, kao Sto je PA, jeste sistematizacija aritmetickog
znanja. Potpuna sistematizacija bila bi postignuta kada bi takav formalni sistem bio naden koji
bi sadrzao aksiome iz kojih su svi i samo istiniti iskazi o prirodnim brojevima i aritmetickim
operacijama izvodivi pomoc¢u pravila izvodenja. To bi znacilo da su svi i samo istiniti aritmeticki
iskazi dokazivi unutar takve formalne teorije. Aritmeticki iskazi su u formalnoj teoriji predstavljeni
njenim recenicama, tj. formulama koje ne sadrze slobodne promenljive. Dokaz odredenog
aritmetickog iskaza u formalnoj teoriji predstavlja neki konaé¢ni niz formula (ili drvo formula
u zavisnosti od formalizacije) koji se zavrSava reCenicom koja izrazava taj iskaz, a pocinje
instancama aksioma te teorije. Svaka formula u tom nizu, osim aksioma, izvedena je iz formula
koje joj prethode pomoc¢u nekog od pretpostavljenih pravila izvodenja (za takvu formulu reci
¢emo da je neposredna posledica formula iz kojih je izvedena).

Tom formalizacijom, pojam dokaza u aritmetici postaje izuzetno jasan i precizan. Dokaz je
time pretvoren u formalnu relaciju izmedu odredene recenice i nekog niza formula koji se njom
zavrsava. To svojstvo ove relacije ¢ini pitanje o tome da li je nesto dokaz odredene recenice unutar
formalne teorije nedvosmislenim. Time se otvara i mogucénost postojanja efektivne procedure
kojom bi se moglo utvrditi da li neka recenica stoji u relaciji dokaza sa nekim nizom formula
koji se njom zavrsava. Ta procedura bi se sastojala u proveri toga da li su formule kojima taj
niz pocinje instance aksioma date teorije i da li su sve ostale formule istog niza neposredne
posledice nekih formula koje im prethode. Ako je provera toga da li je neka formula aksioma
ili neposredna posledica odredenih formula efektivna, onda bi takva bila i provera toga da li
je nesto dokaz odredene formule. Time bi bio ostvaren jedan od glavnih ciljeva formalizacije
aritmetike koji se sastoji u razjasnjenju pojma dokaza aritmetickog iskaza njegovim svodenjem
na odlucivu relaciju izmedu recenice koja taj iskaz izrazava i niza formula koji predstavlja njen
dokaz.

Medutim, da li takva formalizacija aritmetickog dokaza omogucé¢ava dokazivanje svih i samo
istinitih recenica formulisanih na jeziku aritmeticke formalne teorije kao $to je PA? Drugim
reCima, moze li se takvom formalizacijom posti¢i potpuna sistematizacija aritmetickog znanja?
Gedelovi rezultati o nepotpunosti daju negativan odgovor na to pitanje. Iz tih rezultata sledi da
¢e za svaku konzistentnu formalnu teoriju koja sadrzi aritmetiku i pruza odlu¢ivu formalizaciju
relacije dokaza, postojati neka njena recenica koja ¢ée biti istinita ali nedokaziva u toj teoriji.
Glavno sredstvo koje je Gedel koristio u dokazu tog rezultata je odredena vrsta lingvisticke
samoreferencije. Razmotrimo recenicu, po pretpostavci formulisanu unutar PA, koja za sebe
tvrdi da je nedokaziva u PA. Takva reCenica bice istinita ako i samo ako je nedokaziva u PA.
Pretpostavimo da je ona dokaziva u PA. Tada na osnovu navedene ekvivalencije sledi da je
ona lazna. Medutim, u valjanim formalnim teorijama, kao Sto je PA, nijedna lazna recenica
nije dokaziva. Zato moramo zakljuciti da ta recenica ipak nije dokaziva u PA, i da je samim
tim istinita. To je ¢ini primerom istinite recenice teorije PA koja nije dokaziva u toj teoriji.
Na osnovu toga mozemo zakljuciti da PA ne pruza potpunu formalizaciju aritmetike. Ovaj
argument nije usmeren iskljucivo na PA, veé¢ se tic¢e i svih drugih formalnih teorija koje dele
relevantna svojstva sa PA, a koja ¢emo u nastavku detaljnije opisati. Za sve takve teorije moze
se na isti nac¢in pokazati da su nepotpune. U tome se u veoma grubim crtama sastoji ideja u
osnovi Gedelovog rezultata. U nastavku éemo nesto formalnije opisati tu ideju i izloziti rezultate
koji omogucavaju njenu formalizaciju.
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Ono $to pre svega treba razjasniti jeste u kom smislu se tvrdenje o nekom sintaktickom svojstvu
formalne teorije, kao $to je dokazivost u njoj, moze shvatiti kao aritmeticko tvrdenje i biti
formulisano unutar aritmeticke formalne teorije? Ako je to objasnjeno, onda jo$ treba pokazati i
da aritmeticka recenica koja na osnovu ustanovljene interpretacije samoj sebi pripisuje neko
sintakticko svojstvo koje dobija unutar formalnog sistema moze biti formulisana u istom tom
sistemu. U nastavku ¢emo videti kako je Gedel uspeo da formalno opravda sve te pretpostavke
njegovog rezultata.

2.2.2  Kodiranje jezika formalne aritmetike

Kako bi tvrdenja o sintaktickim svojstvima i relacijama izmedu objekata neke formalne teorije
bilo moguée formulisati kao tvrdenja koja se odnose na prirodne brojeve, sintakticki objekti
¢ija nas svojstva zanimaju - formule i nizovi formula, treba da budu kodirani tim prirodnim
brojevima. Kako je ve¢ objasnjeno u kontekstu formalne teorije rekurzivnih funkcija, kodiranje
jezika neke formalne teorije sastoji se u uspostavljanju izrac¢unljive relacije izmedu simbola te
teorije, njenih formula i nizova formula sa jedne strane, i prirodnih brojeva sa druge strane. Kao
rezultat, svakom sintaktickom objektu date teorije pridruzen je njegov jedinstveni kod ili Gedelov
broj (Gedelov broj formule A oznacavacemo sa [A]). Na toj korespondenciji izmedu sintaktickih
objekata neke formalne teorije i prirodnih brojeva, zasnovana je i korespondencija izmedu
svojstava i relacija izmedu tih sintaktickih objekata, koje éemo zvati sintaktickim svojstvima
i relacijama, i aritmetickih svojstava i relacija izmedu njihovih kédova. Primeri sintaktickih
svojstava i relacija su biti formula, imati oblik negacije, biti aksioma datog formalnog sistema, biti
dokaz neke formule u tom formalnom sistemu, i slicno. Nekom sintaktickom svojstvu odgovara
aritmeticko svojstvo ako i samo ako to aritmeticko svojstvo imaju svi i samo oni brojevi koji
su kodovi objekata sa datim sintaktickim svojstvom. Sli¢no tome, sintaktickoj relaciji izmedu
odredenih objekata odgovarac¢e ona aritmeticka relacija u kojoj stoje svi i samo koédovi tih
sintaktickih objekata. Tako ¢e, na primer, svojstvu biti formula neke formalne teorije odgovarati
aritmeticko svojstvo koje ¢ini skup tac¢no onih prirodnih brojeva koji su kodovi formula te
teorije. Tvrdenja koja se ticu sintakse neke formalne teorije mogu tada biti formulisana kao
aritmeticka tvrdenja koja se ticu kodova sintaktickih objekata te teorije. Na taj nacin sintakticka
svojstva i relacije koje karakterisu neku formalnu aritmeticku teoriju postaju blisko povezana sa
predmetom kojim se sama ta teorija bavi.

Ali da li u toj teoriji mogu biti formulisana bas ona aritmeticka tvrdenja koja su interpretirana
tako da govore o njenoj sintaksi? Posto termi te teorije referiraju na prirodne brojeve, za njih
se moze uzeti da time posredno referiraju i na sintakticke objekte iste teorije, ¢iji su ti brojevi
kodovi. Medutim, i dalje nije jasno da se unutar iste teorije mogu konstruisati i formule koje
pripisuju kddovima tih objekata bas ona aritmeticka svojstva i relacije koja odgovaraju na
opisan nacin sintaktickim svojstvima i relacijama. Da bi to opravdao, Gedel je ponudio sledeci
rezultat koji pokazuje da to jeste mogucée pod odredenim uslovima.

2.2.3 Predstavljive relacije

Za mogucénost formulisanja aritmetickih tvrdenja koja na opisani nac¢in odgovaraju tvrdenjima
o sintakti¢kim relacijama unutar aritmeticke formalne teorije, klju¢na je priroda tih relacija*.
Naime, kako je Gedel pokazao, ako je neka relacija rekurzivna, onda je ona predstavljiva (repre-
sentable ili strongly representable) unutar teorije PA i njenih progirenja.® Da je neka rekurzivna

Radi jednostavnijeg izlaganja u nastavku ¢emo o svojstvima povremeno govoriti kao o unarnim relacijama.

To ¢e vaziti ne samo za PA nego i za svaku drugu konzistentnu, rekurzivno aksiomatsku teoriju izrazenu u jeziku
aritmetike koja $iri Robinsonovu aritmetiku @. Teorija @ je fragment teorije PA koji ne sadrZi aksiomu (PAT).
Umesto te aksiome, u teoriji @ imamo slede¢u aksiomu: Vz (x =0V Jy 2 = S (y)) koja je dokaziva u PA.
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n-arna relacija R predstavljiva u teoriji PA zna¢i da postoji neka formula te teorije A (x1, ..., Xn)
za koju vazi da je A (xq,...,X,) dokazivo ako vazi R (z1,...,x,), dok je = A (X1, ..., X,) dokazivo
ako R (x1,...,x,) ne vazi. Takode, svaka totalna rekurzivna n-arna funkcija f (z1, ..., z,) pred-
stavljiva je u PA formulom B (x1, ...,X,,y) koja je dokaziva ako vazi f (z1,...,2,) =y, a ¢ija je
negacija dokaziva ako vazi f (z1,...,7,) # v.

Relacije koje su rekurzivno nabrojive bice, sa druge strane, slabo predstavljive (weakly repre-
sentable) u datoj teoriji. Neka n-arna relacija R’ je slabo predstavljiva formulom A’ (xy, ..., Xy)
u slu¢aju da je ova formula dokaziva ako i samo ako vazi R’ (z1, ..., ;).

Odnos izmedu predstavljivosti i slabe predstavljivosti neke relacije u teoriji T zavisi od osobina
te teorije. Ako je teorija T konzistentna, onda formula koja predstavlja neku relaciju u T takode
slabo predstavlja tu relaciju u 7. Sa druge strane, ako je teorija 7' potpuna, onda formula koja
slabo predstavlja neku relaciju u 7, takode i predstavlja tu relaciju u 7.

Odredeni skupovi, relacije i funkcije koji se kao posledica aritmetizacije javljaju u istrazivanju
sintakse odgovarajuce aritmeticke formalne teorije jesu rekurzivni, pa su prema navedenom
rezultatu i predstavljivi u toj teoriji. Takav je, na primer, skup kodova svih formula teorije koji
stoji za svojstvo biti formula te teorije. Posto je taj skup rekurzivan, formule te teorije bice
nabrojive na osnovu njihovih Gedelovih brojeva i, osim toga, postojace efektivna procedura
za odredivanje toga da li je neki broj kod neke formule ili ne. Standardno se zahteva da skup
(kodova) aksioma formalne teorije i njena pravila izvodenja takode budu efektivno zadati. Inace,
uloga formalne teorije da rasvetli relaciju dokaza i ucini je odlu¢ivom ne bi bila ostvariva. Ako
ne mozemo efektivno da odredimo da li su formule koje se javljaju u nekom nizu formula
aksiome ili da li su one neposredne posledice nekih drugih formula istog niza, onda ne mozemo
ni efektivno odrediti da li je taj niz formula dokaz recenice kojom se zavrsava. Da bi to bilo
moguce, skup kddova aksioma date teorije treba da bude rekurzivan, i pored toga, svakom pravilu
izvodenja treba da odgovara neka rekurzivna operacija na skupu kédova formula te teorije. Ako
je ovo poslednje sluc¢aj onda ¢e i relacija neposredne posledice u datoj teoriji biti rekurzivna.
Zahvaljujuéi tome biée rekurzivna i relacija dokaza u istoj aritmetickoj formalnoj teoriji, koja
¢e samim tim biti i predstavljiva u toj teoriji. Na osnovu toga Sto je relacija dokaza u takvoj
teoriji rekurzivna, znamo da ¢e svojstvo dokazivosti u njoj biti rekurzivno nabrojivo. Naime,
formula je dokaziva u nekoj teoriji ako i samo ako postoji njen dokaz u toj teoriji. Procedura
utvrdivanja toga da li je ona dokaziva sastojala bi se tada u potrazi za njenim dokazom, koja ¢e
se, ako formula jeste dokaziva, u nekom trenutku zavrsiti njegovim pronalaskom.

Svojstva i relacije pomenute u prethodnom odeljku su sloZzene pa u dokazu njihove rekurzivnosti,
odnosno, predstavljivosti u datoj teoriji, ucestvuje i predstavljivost mnogih drugih svojstava
i relacija. To su svojstva biti simbol, formula ili niz formula datog sistema ili imati odredenu
logicku formu, zatim relacija u kojoj neka formula, term i rezultat supstitucije tog terma mesto
slobodne promenljive u toj formuli stoje itd. Gedel je pokazao da za svako od navedenih svojstava
i relacija postoji primitivno rekurzivna funkcija koja ih izracunava. Na osnovu toga znamo da
¢e za svako od njih postojati i formula koja ih predstavlja u datoj teoriji (cf. Godel, 1931, pp.
163-170). Pomocu tih formula mogu biti konstruisane i formule koje predstavljaju neka slozenija
svojstva i relacije kao Sto je relacija dokaza.

Formula koja predstavlja relaciju dokaza u teoriji PA, i koja se obi¢no oznacava sa Prf (x,y),
dokaziva je u toj teoriji ako je y kdod dokaza formule kodirane sa x, dok je njena negacija dokaziva
ako z 1 y ne stoje u toj relaciji (za konstrukciju te formule vidi: Gédel, 1931, p. 170). Formula
koja slabo predstavlja dokazivost u PA bi tada, na osnovu njenog znacenja, trebalo da bude
dobijena egzistencijalnom generalizacijom ove formule. To je dakle formula JyPrf (x,y) koju
¢emo krace oznacavati sa Prov (x). Ta formula dokaziva je u teoriji PA ako i samo ako je = kod
formule koja je dokaziva u toj teoriji.

Formula Prov (x) do koje smo dosli na opisan nacin predstavlja egzistencijalnu generalizaciju
formule koja ne sadrzi neogranicene kvantifikatore (vidi: Godel, 1931, p. 170). Takva formula
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pripada posebnom nivou klasifikacije formula prema njihovoj slozenosti, koji je deo takozvane ar-
itmeticke hijerarhije skupova definisanih tim formulama (tu hijerarhiju uveli su Klini i Mostovski
(Andrzej Mostowski)). Ta klasifikacija odnosi se na formule u preneksnoj normalnoj formi (ili
njima ekvivalentne) u kojima se svi neograni¢eni kvantifikatori nalaze na pocetku formule.
Slozenost formule odreduje broj smenjivanja blokova univerzalnog i blokova egzistencijalnog
kvantifikatora u njenom kvantifikatorskom prefiksu. Ako je neka formula ekvivalentna formuli u
kojoj se nijedan neograniceni kvantifikator ne javlja, onda je ona najnizeg stepena slozenosti
koji se oznacava sa A (takode sa Xy i Ily). Formula je X,,, za n > 0, ako po¢inje nekim blokom
egzistencijalnih kvantifikatora koji je pracen I, ;- formulom. Sa druge strane formula je I1,,, za
n > 0, ako pocinje blokom univerzalnih kvantifikatora prac¢enih X, ;- formulom.

Formula Prov (x) je prema toj klasifikaciji X'j-formula, posto pocinje egzistencijalnim kvan-
tifikatorom primenjenim na formulu u kojoj se ne javlja nijedan neograniceni kvantifikator (pa
je ta formula izmedu ostalog i ITp-formula). Formule te sloZenosti zauzimaju posebno mesto u
kontekstu ispitivanja odnosa izmedu teorije izracunljivosti i logike. Naime, kako se ispostavlja,
svaka rekurzivno nabrojiva relacija je slabo predstavljiva nekom X';-formulom odgovarajuce
aritmeticke teorije. Svaka formula koja slabo predstavlja neku rekurzivno nabrojivu relaciju
bic¢e zapravo egzistencijalna generalizacija Ag-formule koja predstavlja odgovarajuc¢u rekurzivnu
relaciju. Teorija PA je Yi-potpuna teorija Sto znaci da je svaka istinita Y -recenica formulisana
na njenom jeziku dokaziva u njoj. Iz tog njenog svojstva i njene valjanosti, sledi da su u njoj
dokazive sve i samo istinite X;-recenice. Upravo iz toga sledi da ¢e svaka rekurzivno nabro-
jiva relacija biti slabo predstavljiva u PA. Osim toga, ¢injenica da je ona Y;-potpuna teorija
bice takode dokaziva u PA. Drugim rec¢ima, za svaku X;-reCenicu A, vaZi¢e da je recenica
A — Prov ([A]) dokaziva u PA (Rautenberg, 2010, p. 277). Ova svojstva teorije PA kljuéna su
za primenu Gedelovih rezultata na tu teoriju.

Do sada smo ustanovili da postoje recenice aritmeticke formalne teorije kao sto je PA, koje
predstavljaju tvrdenja o svojstvima i relacijama izmedu sintaktickih objekata iste te teorije. Ali
da li postoje re¢enice koje mogu predstavljati takva tvrdenja o samoj sebi? Da takve recenice
mogu biti formulisane u odredenim teorijama koje sadrze aritmetiku posledica je rezultata koji
¢emo predstaviti u nastavku.

2.2.4  Lema o dijagonalizaciji

LEMA O DIJAGONALIZACIJI (DIAGONAL LEMMA) dokazuje postojanje samoreferencijalnih
reCenica unutar formalnih teorija o kojima je do sada bilo re¢i. Gedel navodi Karnapovu (Rudolf
Carnap) Logicku sintaksu jezika (1934) kao delo u kojem se taj opsti rezultat prvi put pominje
(Godel, 1934, p. 363). LEMA O DIJAGONALIZACLJI tvrdi da u tim formalnim teorijama, za
svaku formulu A (x), ¢ija je x jedina slobodna promenljiva, postoji recenica B koja je dokazivo
ekvivalentna rezultatu supstitucije koda recenice B mesto x u A. Drugim re¢ima, lema tvrdi da:

e za svaku formulu A (x), sa jednom slobodnom promenljivom x, postoji re¢enica B koja je
dokazivo ekvivalentna sa A ([B]).

Navedeno tvrdenje ne zahteva da B bude recenica koja zapravo kaze za sebe da ona poseduje
svojstvo predstavljeno formulom A (x). Jedino §to se tvrdi jeste materijalna ekvivalencija dve
reCenice, koja podrazumeva slaganje njihovih istinosnih vrednosti. Ipak, dokaz leme koji sadrzi
konstrukciju takve recenice B pokazuje da ona zaista moze biti samoreferencijalna.
Konstrukcija samoreferencijalne recenice koristi dijagonalizaciju koja u kontekstu formalnog
jezika predstavlja rezultat supstitucije kdda formule mesto njene slobodne promenljive. Op-
eracija supstitucije, buduéi da je rekurzivna, predstavljiva je u teoriji kao sto je PA formulom
Sub (x,y,z) koja je dokaziva ako je z kod rezultata supstitucije terma kodiranog sa y mesto
slobodne promenljive u formuli kodiranoj sa x, a ¢ija je negacija dokaziva ako ta relacija
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izmedu brojeva x, y i z ne vazi. Recenica dobijena dijagonalizacijom formule kodirane sa x
je formula kodirana sa y za koju je Sub (x,x,y) dokazivo. Umesto Sub (x,x,y) pisa¢emo
krace Diag (x,y), gde ta formula stoji za %y je kod dijagonalizacije formule kodirane sa z’.
Jedinstvenost dijagonalizacije neke formule, koja sledi iz jedinstvenosti njenog koda, dokaziva je
unutar iste teorije.

Dokaz leme sadrzi metodu konstruisanja razli¢itih samoreferencijalnih recenica. Za svaku
formulu A (x), mozemo da definiSemo formulu A’ (x) koja za formulu ¢iji je kod supstituisan
mesto z tvrdi da njena dijagonalizacija ima svojstvo predstavljeno formulom A (x). Takva
formula definisana je na sledeci nacin:

A’ (x) =det Ty (A (y) A Diag (x,y)).

Neka je recenica B dijagonalizacija formule A’ (x), odnosno, neka je B =ger A’ ([A’]). Tada
B tvrdi da dijagonalizacija formule A’ (x) ima svojstvo predstavljeno formulom A, odnosno, B
tvrdi da A ([A’([A’])]) vazi. Posto je jedinstvena dijagonalizacija formule A’ (x) sama recenica
B, sledi da B zapravo tvrdi za sebe da ima svojstvo predstavljeno formulom A (x), odnosno,
da A ([B]) vazi, $to ¢ini reCenicu B samoreferencijalnom. Za takvu recenicu B bi¢e dokazivo u
sistemu da je ekvivalentna recenici A ([B]).

Ovaj dokaz sadrzi metodu koja omogucava da za proizvoljno svojstvo predstavljivo u datoj
teoriji konstruiSemo recenicu koja za sebe tvrdi da ima to svojstvo. Takvu samoreferencijalnu
reCenicu moZemo razumeti kao fiksnu tacku nekog predikata (tj. formule sa jednom slobodnom
promenljivom) po$to se znacenje te recenice naizgled ne menja primenom tog predikata na
nju. LEMA O DIJAGONALIZACIJI tako ima ulogu teoreme o fiksnoj tacki koja tvrdi postojanje
fiksne tacke predikata ili formula neke formalne teorije. Na osnovu njenog dokaza ocigledno
je da je operacija supstitucije i njena predstavljivost u teoriji ono sto omogucava konstru-
isanje samoreferencijalnih rec¢enica u njoj. U nastavku ¢emo videti najvaznije posledice koje
samoreferencijalne recenice mogu imati u teoriji u kojoj se javljaju.

2.2.5 Gedelove teoreme o nepotpunosti

Cinjenica da dovoljno jaka formalna teorija sadrzi samoreferencijalne re¢enice moze se koristiti
za dokazivanje odredenih osobina te teorije. Videli smo u prvom delu rada da je jedna od
glavnih posledica primene razli¢itih instanci funkcionalne samoreferencije u logici i matematici
dokazivanje odredenih negativnih rezultata. Sli¢cnu primenu imace i lingvisticka samoreferencija,
pre svega na osnovu njene uloge u dokazu GEDELOVIH TEOREMA O NEPOTPUNOSTI. Ti i sli¢ni
negativni rezultati pokazuju principijelna ograni¢enja formalnih teorija u kojima se ta vrsta
samoreferencije javlja. U ostatku ovog poglavlja predstavicemo glavne takve rezultate i ispitati
njihovu vezu sa negativnim rezultatima teorije izracunljivosti.

2.2.5.1 Prva teorema o nepotpunosti

Gedelove teoreme tic¢u su gore opisanih formalnih teorija - onih koje sadrze aritmetiku (zbog ¢ega
su i rekurzivne funkcije i relacije predstavljive u njima) i za koje vazi da je relacija dokaza unutar
njih odluc¢iva. Kao $to smo videli, Gedel je pokazao da formalna teorija te vrste sadrzi formule
koje nesto tvrde o sintaktickim svojstvima iste te teorije, kao na primer, da ona dokazuje, ili
ne dokazuje, odredenu formulu. To se postize konstrukcijom formule Prov (x), i njene negacije
—Prov (x), na jeziku date teorije, mesto ¢ije promenljive se moze supstituisati kod formule iste
teorije. Na osnovu LEME O DIJAGONALIZACIJI znamo da postoji recenica te teorije, nazovimo je
G, koja je dokazivo ekvivalentna recenici =Prov (|G]). Ta recenica, koja se naziva Gedelovom
recenicom, i koja je konstruisana na nacin opisan u LEMI O DIJAGONALIZACILJI, kaze za sebe da
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je nedokaziva u teoriji kojoj pripada. Pitanje koje je Gedel postavio o ovoj recenici i koje ga je
dovelo do njegovih rezultata o nepotpunosti jeste da li su ta recenica ili njena negacija dokazive
unutar te teorije (za recenicu ¢ija je negacija dokaziva u nekoj teoriji, re¢i ¢emo takode da je ona
opovrgljiva u toj teoriji). Odgovor je da, ako teorija ima odredena vrlo poZzeljna svojstva, onda
nijedna od te dve recenice ne moze biti dokaziva u njoj. Ako je teorija konzistentna, Gedelova
reCenica u njoj nije dokaziva, a ako je osim toga i w- konzistentna, onda isto vazi i za njenu
negaciju.

Konzistentnost je svojstvo formalne teorije da ne postoji takva recenica za koju vazi da su i
ona i njena negacija dokazive u toj teoriji. Ako ne zadovoljava to svojstvo, formalna teorija ne
moze da ponudi sistematizaciju odredenog znanja, jer u inkonzistentnoj formalnoj teoriji sve
njene formule, kako istinite tako i lazne, postaju dokazive. Konzistentnost je tako minimalan
uslov koji bi svaka formalna teorija trebalo da zadovolji. Sa druge strane, w-konzistentnost
je jaCe svojstvo za koje je potrebno da ne postoji formula A (x) za koju vazi da je za svako
n, dokazivo A (n), i da je osim toga dokazivo jo§ i Ix—A (x). Valjanost formalne teorije, tj.
¢injenica da su sve njene teoreme istinite u njenom standardnom modelu, implicira njenu
w-konzistentnost. Zato, ako teorija nije w-konzistentna, onda je neka lazna recenica dokaziva
u njoj. Za dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI dovoljno je da za teoriju o kojoj je rec
vazi restrikcija w-konzistentnosti na Xj-formule (taj uslov naziva se 1-konzistentnost). Svojstvo
1-konzistentnosti ekvivalentno je svojstvu X;-valjanosti, odnosno, svojstvu da su sve dokazive
J21-recenice istinite.

Dokaz da ni Gedelova recenica G, dokazivo ekvivalentna recenici =Prov ([G]), ni njena ne-
gacija nisu dokazive u w-konzistentnoj formalnoj teoriji na ¢ijem jeziku su te recenice formulisane
je prilicno jednostavan. Da bismo to videli, pretpostavimo da je re¢enica G dokaziva. Posto
formula Prov (x) slabo predstavlja svojstvo dokazivosti u toj teoriji, tada ¢e i Prov ([G]) biti
dokazivo. Sa druge strane, posto je recenica G dokaziva, isto ¢e vaziti i za re¢enicu koja joj je
dokazivo ekvivalentna, $to znaci da ¢e re¢enica —Prov ([G]) takode biti dokaziva. Ona, medutim,
protivreci recenici za koju je veé re¢eno da je dokaziva u teoriji, Sto ¢ini teoriju u kojoj je G
dokazivo inkonzistentnom. Zato, ako je teorija konzistentna, re¢enica G ne moze biti dokaziva
u njoj. Pretpostavimo tada da je recenica =G dokaziva. Onda je dokaziva i njoj ekvivalentna
reCenica JyPrf ([G],y). Sa druge strane, posto je re¢enica =G dokaziva u datoj teoriji, re¢enica
G ne moze biti dokaziva u njoj, ako je ta teorija konzistentna. Posto ne postoji dokaz recenice G
u toj teoriji, za svaki broj n vazi¢e da on ne kodira dokaz recenice G. Iz toga sledi, na osnovu jake
predstavljivosti relacije dokaza, da je za svaki broj n, re¢enica —=Prf ([G],n) dokaziva. Posto u
w-konzistentnoj formalnoj teoriji ne moze vaziti da je za svaki broj n, re¢enica —Prf ([G],n)
dokaziva, dok je u isto vreme i recenica JyPrf (|G],y) dokaziva, =G ne moze biti dokazivo
u takvoj formalnoj teoriji. Dakle, u w-konzistentnoj formalnoj teoriji ni re¢enica G ni njena
negacija nece biti dokazive.

Na osnovu ovog dokaza, PRVA TEOREMA O NEPOTPUNOSTI tvrdi da u svakoj w-konzistentnoj
formalnoj teoriji koja sadrzi aritmetiku i ima rekurzivni skup aksioma i pravila izvodenja, postoji
reCenica za koju vazi da ni ona ni njena negacija nisu dokazive u toj teoriji. Za takvu recenicu
kaze se da je neodluciva u toj teoriji. Formalna teorija koja sadrzi neku neodlu¢ivu recenicu je
sintakticki nepotpuna. Dakle, ovom teoremom se tvrdi sintakticka nepotpunost w-konzistentnih,
rekurzivno aksiomatskih teorija koje sadrze aritmetiku (kao $to je teorija PA).

Posto neodluciva rec¢enica koriséena u dokazu sintakticke nepotpunosti aritmeticke teorije
kaze za sebe da je nedokaziva u toj teoriji, i zaista jeste nedokaziva u njoj, ona ¢e biti istinita.
Teorija o kojoj je re¢ ¢e zato biti i semanticki nepotpuna jer postoji istinita recenica koju ona
ne dokazuje.

Nepotpunost konzistentnih, rekurzivno aksiomatskih teorija dokazana ovom Gedelovom teore-
mom ne moze se prevazi¢i njihovim prosirenjem prethodno neodlucivim istinitim recenicama ili
nekim novim aksiomama i pravilima izvodenja iz kojih bi te recenice trebalo da slede. U svakom
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prosirenju takve formalne teorije, recenica koja tvrdi za sebe da nije dokaziva u novoj formalnoj
teoriji mo¢i ¢e ponovo da bude konstruisana, i ako je i nova teorija w-konzistentna, ponovo ¢e
biti neodluciva u njoj. Samim tim, ta reCenica ¢e biti istinita, pa ¢e i nova teorija biti semanticki
nepotpuna.

Navedeni dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI ¢esto se poredi sa dokazom Tarskog da
istinitost recenica odredenih formalnih teorija nije predstavljiva unutar istih tih teorija. Teorema
Tarskog moze se takode odnositi na aritmeticku formalnu teoriju za koju je joS pretpostavljeno
da je valjana i da postoji interpretacija koja svaku od njenih recenica ¢ini istinitom ili laznom.
Pretpostavimo da je istinitost recenica u teoriji sa datim osobinama predstavljiva njenim
predikatom T (x). Taj predikat bio bi tada dokaziv za ta¢no one numerale koji oznacavaju
kodove istinitih recenica te teorije, dok bi njegova negacija bila dokaziva za one numerale koji
oznacavaju kodove neistinitih recenica ili koji ne oznacavaju kddove recenica te teorije. Posto je
negacija ovog predikata, tj. predikat =T (x), takode deo teorije, LEMA O DIJAGONALIZACLJI
garantuje da on ima fiksnu tacku u toj teoriji. Ta fiksna tacka bi¢e rec¢enica, nazovimo je L,
koja je u datoj teoriji dokazivo ekvivalentna recenici =T ([L]). Pretpostavimo da je recenica L
istinita. Tada ¢e recenica T ([L]) biti dokaziva u teoriji. Ta dokaziva reCenica nece, medutim,
biti istinita jer ¢e istinita biti njena negacija =T ([L]) ekvivalentna recenici L. Posto bi to
protivrecilo pretpostavci o valjanosti date teorije, moramo zakljuc¢iti da recenica L ipak nije
istinita. Pretpostavimo tada da je L lazna recenica. Tada ¢e recenica —'T ([L]) biti dokaziva
u teoriji, pa ¢e i njoj ekvivalentna rec¢enica L takode biti dokaziva. Kako smo za tu rec¢enicu
pretpostavili da je lazna, njena dokazivost opet protivreci pretpostavci o valjanosti teorije kojoj
ona pripada. Dakle, ako je teorija o kojoj je re¢ valjana, njena recenica L koja predstavlja
fiksnu tacku predikata =T (x) ne moze biti ni istinita ni lazna. To, medutim, protivre¢i drugoj
pretpostavci o teoriji prema kojoj su u nekoj interpretaciji sve njene recenice istinite ili lazne.
Jedini nac¢in da izbegnemo tu protivrecnost, ako zelimo da zadrzimo pomenute pretpostavke, jeste
da odbacimo moguénost predstavljivosti istinitosti, a samim tim i neistinitosti, recenica takve
teorije unutar nje same. Posto istinitost njenih re¢enica nije predstavljiva u opisanoj aritmeticko]
teoriji, sledi i da skup istinitih recenica formulisanih na jeziku te teorije nije rekurzivan.

Ovaj argument Tarskog moze se posmatrati kao formalizacija argumenta u osnovi PARADOKSA
LAZLJIVCA, odnosno njegove verzije u kojoj je ’lazno’ zamenjeno sa 'neistinito’. Dokaz Gedelove
teoreme je, kao $to smo videli, zasnovan na slicnom argumentu u kojem je predikat istinitosti
zamenjen sa predikatom dokazivosti. Oba argumenta vode nekim negativnim rezultatima koji
tvrde postojanje odredenih ograni¢enja formalne teorije na koju se ti argumenti odnose. Dok
rezultat Tarskog otkriva ograni¢enja izrazZajne moci formalnih teorija odredene vrste, Gedelovi
rezultati pokazuju da je deduktivna snaga tih teorija ogranicena.

Gedelov dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI pokazuje da dovoljno jaka w-konzistentna
teorija ne moze za svaku recenicu formulisanu na njenom jeziku da dokaze ili opovrgne tvrdenje
da je ta recenica dokaziva u njoj. Neke recenice koje su instance formule koja slabo predstavlja
svojstvo dokazivosti u teoriji neé¢e biti odlucive u toj teoriji. Skup koji je slabo predstavljiv
neodlu¢ivom formulom unutar aritmeticke formalne teorije je rekurzivno nabrojiv, ali ne i
rekurzivan®. Dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI tako pokazuje da skup teorema w-
konzistentne formalne teorije koja sadrzi aritmetiku nije rekurzivan, posto formula koja ga
slabo predstavlja ne moze biti odluc¢iva u toj formalnoj teoriji. Navedena metamatematicka
razmatranja tako vode rezultatu koji se tice pitanja koje pripada teoriji izracunljivosti. Veza
izmedu metamatematickih rezultata i rezultata teorije izracunljivosti moze se uspostaviti i u
drugom smeru. Naime, vide¢emo da neodlucivost odredenih formula odgovarajuce formalne
teorije sledi iz rezultata teorije izracunljivost koji dokazuju rekurzivnu neresivost odredenih
problema. Pre toga, predstaviéemo jo$ jedan dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI koji

Za formulu sa slobodnim promenljivima reé¢i ¢emo da je neodlu¢iva ako je neka re¢enica dobijena supstitucijom
numerala mesto njenih slobodnih promenljivih neodluciva u toj teoriji.
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cee e

takode moze dovesti u vezu sa odgovarajuéim rezultatima teorije izracunljivosti.

2.2.5.2 Gedel-Roserova teorema

Gedelov dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI modifikovan je od strane Rosera (Barkley
Rosser) na nacin koji ¢ini tu teoremu primenljivom na veéi skup formalnih teorija (Rosser,
1936). Roserov dokaz ne koristi pretpostavku da je teorija o kojoj je re¢ w-konzistentna (ili
1-konzistentna), ve¢ samo slabiju pretpostavku da je ona prosto konzistentna. Kako bi omogucio
dokaz teoreme o nepotpunosti koji ne zavisi od pretpostavke o w-konzistentnosti teorije, Roser
je uveo novi predikat dokazivosti, oznac¢imo ga sa Prf® (x,y), koji je definisan na slede¢i nacin:

Prf® (x,y) =qef Prf (x,y) A =3z < yPrf (neg (x) , z)

gde Prf (x,y) stoji za Gedelov predikat dokaza, a neg (x) stoji za numericku operaciju koja
predstavlja veznik negacije (to je operacija koja kada se primeni na kod neke formule daje kao
rezultat kod negacije te formule). Formula Prf® (x,y) intuitivno kaze da je y kod dokaza formule
kodirane sa x, i da ne postoji kra¢i dokaz negacije te formule. Roserov predikat dokazivosti
Prov® (x) definisan je kao egzistencijalna generalizacija formule Prf® (x,y), odnosno kao
JyPrfR (x,y). Ako je teorija o kojoj je re¢ konzistentna, onda ¢e formula A biti dokaziva u
njoj ako i samo ako je Prov® ([A]) dokazivo. Iz toga sledi da ¢e u konzistentnom formalnom
sistemu, re¢enice Prov® ([A]) i Prov ([A]) biti ekvivalentne. Ipak, posto njihova ekvivalentnost
nije dokaziva u teoriji (jer njena konzistentnost, kao $to ¢emo videti, nije dokaziva u njoj) ta
dva predikata dokazivosti mogu imati razli¢ita dokazno-teorijska svojstva.

Na osnovu LEME O DIJAGONALIZACIJI znamo da negacija Roserovog predikata dokazivosti
ima fiksnu tacku, odnosno, da postoji recenica, nazovimo je R, za koju je dokazivo da
R + —-Prov® ([R]). Intuitivno, ta recenica kaZe za sebe da ako je dokaziva, onda postoji
kra¢i dokaz njene negacije. Ova recenica, koja se naziva Roserovom recenicom, koristi se u
dokazu nepotpunosti konzistentne, rekurzivno aksiomatske teorije koja sadrzi aritmetiku. U
takvoj teoriji nec¢e biti dokazive ni recenica R ni njena negacija.

Ekvivalentnost Gedelovog i Roserovog predikata dokazivosti omogucéava dokaz, analogan
Gedelovom dokazu za recenicu G, da je reenica R nedokaziva u konzistentnoj teoriji. Za
dokaz da njena negacija takode nije dokaziva, koristi se jedna neposredna posledica Roserove
definicije dokazivosti. Naime, ta defincija garantuje da za svaku formulu A, vazi da ako je
dokazivo Prov® ([A]) onda je dokazivo i =Prov® (neg[A]) (inace bi za dva prirodna broja
m i n, koji kodiranju dokaze formula A i —=A, trebalo da vazi da je svaki od njih manji od
drugog, $to je opovrgljivo u relevantnim teorijama). Ako je rec¢enica —R dokaziva, onda je
takode dokaziva i recenica Prov® (neg[R]). Na osnovu pomenute posledice Roserove definicije
predikata dokazivosti i zakona dvostruke negacije, sledi da je tada =Prov® ([R]) takode dokazivo.
Ali tada je dokazivo i R koje je ekvivalentno sa =Prov® ([R]). Dakle, —R. je dokazivo u dato]
teoriji samo ako su i R i =R dokazivi, Sto protivreci pretpostavci o konzistentnosti te teorije.
Za recenicu R tako vazi da ni ona ni njena negacija nisu dokazive u konzistentnoj, rekurzivno
aksiomatskoj teoriji koja sadrzi aritmetiku, Sto svaku takvu teoriju ¢ini nepotpunom.

Na taj nacin, koriste¢i nesto drugaciji predikat dokazivosti od onog koji je Gedel koristio,
Roser je uspeo da formuliSe recenicu koja ¢e biti neodluc¢iva u svakoj konzistentnoj teoriji na
¢ijem jeziku je izrazena. Na taj nacin je dokazana nepotpunost jos vece klase formalnih teorija.

2.2.5.3 Rekurzivno-teorijska verzija prve teoreme o nepotpunosti

Kako je usput ve¢ spomenuto, postoji bliska veza izmedu rezultata o neodlucivosti odredenih
formula, na kojima se zasniva teorema o nepotpunosti, i rezultata o neresivosti odredenih
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problema do kojih se dolazi u teoriji izracunljivosti. Ovde ¢emo nesto detaljnije ispitati tu
vezu. Ukratko, rekurzivno-teorijski pandan PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI je dokaz posto-
janja rekurzivno nabrojivih skupova koji nisu rekurzivni, zbog ¢ega je pitanje pripadnosti tim
skupovima rekurzivno neresivo.

Pojam predstavljivosti u PA (ili slicnoj aritmetickoj teoriji) nudi jedan alternativni formalni
model izrac¢unljivosti ekvivalentan onom predlozenom od strane teorije rekurzija (ta ekviva-
lentnost sledi iz samih uslova predstavljivosti relacija i funkcija). Rekurzivno nabrojivi skupovi
i relacije su slabo predstavljivi formulama teorije PA, dok su rekurzivni skupovi i relacije
predstavljivi njenim formulama koje su odlucive. Konkretno, rekurzivno nabrojiv skup S je
slabo predstavljiv formulom S (x) takvom da je za svaki prirodan broj n, S (n) dokazivo ako i
samo ako n € S. Sa druge strane, rekurzivan skup S’ predstavljiv je formulom S’ (x), takvom
da za svaki prirodan broj n vazi da ako n € S’; onda je recenica S’ (n) dokaziva, i ako n & S’,
onda je recenica =S’ (n) dokaziva. U ovoj formalizaciji, procedura kojom bi problem pripadnosti
nekog broja n skupu S trebalo da bude resen, predstavlja potragu za dokazom recenice S (n).
Ta potraga dace pozitivan odgovor ako se zavrSava pronalazenjem dokaza te recenice, dok c¢e
dati negativan odgovor ako se zavrSava pronalazenjem dokaza njene negacije. Da je prvo slucaj,
tj. da je recenica S (n) dokaziva u datoj teoriji moze se izraziti u istoj toj teoriji recenicom
Prov ([S(n)]). Skup S je rekurzivan ako i samo ako je za svako n, refenica S (n) odluciva,
odnosno, ako je za svako n, Prov ([S (n)]) ili Prov (neg|S (n)]) dokazivo. Dakle, ako S nije
rekurzivan skup, onda za neko n, recenica S (n) nece biti odluéiva.

Postojanje neodlucivih formula teorije PA tako sledi iz postojanja skupova koji su rekurzivno
nabrojivi ali ne i rekurzivni. Neodluc¢ive formule te teorije bi¢e one koje slabo predstavljaju takve
skupove. Konkretni primeri tih formula i njihovih neodlucivih instanci zavisi¢e od nerekurzivnog
skupa o kojem je rec.

U prvom delu ovog poglavlja sreli smo se sa nekim skupovima koji su rekurzivno nabrojivi ali
ne i rekurzivni. Jedan od njih bio je i skup

K ={z: ¢, (x) je definisano}

gde @, stoji za proizvoljnu rekurzivnu funkciju. Ako oznacimo sa W, skup svih brojeva x za koje
je funkcija ¢, definisana, skup K mozemo zapisati i kao skup {z : z € W, }. Na osnovu definicije
skupa K sledi da je neki broj n njegov element ako i samo ako vazi da je n € W,,. Posto je skup
W, slabo predstavljiv u sistemu formulom kodiranom brojem n, vazi¢e da je n € W,, ako i samo
ako je dijagonalizacija te formule dokaziva, odnosno, ako postoji neko a za koje vazi:

Prov (a) A Diag (n, a).

Uopstavanjem ovog slucaja dolazimo do toga da je skup K u ovoj formalizaciji predstavljen
formulom:

Jy (Prov (y) A Diag (x,y))

koja kaze da je dijagonalizacija formule kodirane brojem x dokaziva. Na osnovu opisane veze
izmedu dokazivosti formula i rekurzivnosti njima slabo predstavljenih skupova, sledi da ova
formula odgovara Klinijevom predikatu JyT" (z, x, y) koji tvrdi postojanje kona¢nog izra¢unavanja
dijagonalizacije funkcije kodirane brojem z. Iz toga Sto skup K, pa samim tim i Klinijev
predikat, nisu rekurzivni, sledi da ni formula Jy (Prov (y) A Diag (x,y)) kojom je taj skup
slabo predstavljiv u PA nije odluciva.

SluZeéi se argumentom kojim se pokazuje da komplement skupa K, tj. skup K, nije rekurzivno
nabrojiv, mozemo naci i konkretan primer recenice koja ¢e biti neodluciva u datoj teoriji. Kada
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bi formula Jy (Prov (y) A Diag (x,y)) bila odluéiva, onda bi skup K bio slabo predstavljiv
formulom:

Vy— (Prov (y) A Diag (x,y))

ekvivalentnom njenoj negaciji. Iz toga bi sledilo da je skup K rekurzivno nabrojiv. Ta formula kaze
da dijagonalizacija formule sa Gedelovim brojem x nije dokaziva. Posmatrajmo dijagonalizaciju
te formule. Ako je njen Gedelov broj m, onda je njena dijagonalizacija sledeé¢a recenica:

Vy— (Prov (y) A Diag (m,y)).

Ova recenica kaze za sebe da nije dokaziva. Ako formula ¢ija je ona instanca slabo predstavlja
skup K onda ta recenica takode kaze za sebe da je njen Gedelov broj u skupu K. Kada bi ona
bila odluciva, onda bi bilo odlucivo i pitanje da li je kdd funkcije koja rekurzivno nabraja skup
K element tog skupa, §to smo videli da vodi kontradikciji (slicnoj onoj u osnovi RASELOVOG
PARADOKSA). Iz toga sledi da je navedena recenica neodluc¢iva. Time smo dosli do zakljucka
da recenica koja tvrdi za sebe da nije dokaziva, pa tako predstavlja fiksnu tacku predikata
—Prov (x), nije odlu¢iva u formalnoj teoriji kao sto je PA. Tako smo na osnovu rezultata teorije
rekurzija da skup K nije rekurzivno nabrojiv dosli do Gedelovog rezultata o neodlucivosti fiksne
tacke predikata —Prov (x).

Formula Vy— (Prov (y) A Diag (x,y)) odgovara predikatu Yy—T (z,z,y), za koji je Klini
pokazao da ne moze biti formulisan u bilo kojoj potpunoj i konzistentnoj formalnoj teoriji
(Kleene, 1943). Dakle, konzistentna formalna teorija u kojoj ovaj predikat moze biti formulisan,
kao sto je PA, ne moze biti potpuna. Taj rezultat Klini je smatrao opstim oblikom teoreme o
nepotpunosti.

Klini je ponudio jos jedan rekurzivno-teorijski argument u prilog postojanju neodlucivih
formula konzistentne aritmeticke teorije (Kleene, 1936). Taj argument oslanja se na dokaz
neresivosti jednog drugog problema teorije rekurzija - problema koji se tice toga da li neki
jednakosni sistem formalne teorije rekurzivnih funkcija definiSe totalnu rekurzivnu funkciju. Za-
hvaljujuéi kodiranju tih jednakosnih sistema, ovaj problem moze biti formulisan i kao aritmeticki
problem. Naime, jednakosni sistem kodiran brojem e definise n-arnu totalnu rekurzivnu funkciju
ako i samo ako vazi da Vrx,..Vz,3yT (e, 21, ..., z,,y). Taj uslov, kao $to smo videli, moze biti
izrazen unutar aritmeticke teorije odgovaraju¢om formulom. Neke instance te formule morace
onda da budu neodlucive jer bi ina¢e ona mogla biti koris¢ena za odluc¢ivanje pitanja totalnosti
rekurzivnih funkcija. Skup svih totalnih rekurzivnih funkcija bi tada bio i rekurzivno nabrojiv,
pa bismo na njega mogli da primenimo dijagonalni argument kojim bismo pokazali da taj skup
ipak nije potpun (za detalje vidi: Kleene, 1936, pp. 738-742).

2.2.5.4  Rekurzivno-teorijska verzija Gedel-Roserove teoreme

Roserov dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI takode sledi iz dokaza neresivosti odredenog
problema teorije rekurzija. Taj problem tice se rekurzivne razdvojivosti parova disjunktnih
skupova prirodnih brojeva. Svakom paru disjunktnih skupova S i T" moze biti pripisana funkcija
g definisana na slede¢i nacin:

0, akon € S

g(n) = 1, akoneT

nedefinisano, inace.
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Taj par skupova bic¢e rekurzivno razdvojiv ako funkcija g ima totalno rekurzivno proSirenje. Ako
takvo proSirenje funkcije g ne postoji, onda je dati par skupova rekurzivno nerazdvojiv.

Sa druge strane, isti par skupova S i T bice razdvojiv u formalnom sistemu ako postoji formula
tog formalnog sistema A (x) takva da za svako n:

akon € S, A (n) je dokazivo;
akon € T, =A (n) je dokazivo.

Svaki par rekurzivno nabrojivih skupova biée razdvojiv u teoriji PA i slicnim teorijama.
To sledi iz ¢injenice da je svaki rekurzivno nabrojiv skup slabo predstavljiv nekom 2X}-
formulom te teorije. Ako je skup S slabo predstavljiv formulom 3IxAg (y,x), a skup 7" formu-
lom 3xBy (y,x), onda je par ta dva skupa razdvojiv u istom formalnom sistemu formulom
A (y) =der 3x (Ao (y,x) A =3z < xByg (v, 2)).

Na osnovu odredenih primera znamo da postoje parovi disjunktnih skupova koji nisu rekurzivno
razdvojivi. Iz toga sledi da je formula koja razdvaja takav par skupova u formalnom sistemu
neodluciva. Jer, kada bi ta formula bila odluc¢iva, mogli bismo da je koristimo za definisanje
totalne rekurzivne funkcije koja bi bila pripisana datom paru skupova, Sto bi protivrecilo njihovoj
rekurzivnoj nerazdvojivosti. Ovo je u kratkim crtama sadrzaj Klinijeve SIMETRICNE FORME
TEOREME O NEPOTPUNOSTI (Kleene, 1950; vidi takode: Beklemishev, 2010, pp. 10-11).

Za primer rekurzivno nerazdvojivog para skupova posmatrajmo skup brojeva x takvih da
¢, () = 0 1 skup brojeva z takvih da je ¢, (z) definisano i razli¢ito od 0. Tom paru skupova
mozemo pripisati funkciju f definisanu na sledeé¢i nacin:

L ako ¢, () =0
f(@) =140, ako je ¢, (x) definisano i ¢, (z) # 0

nedefinisano, inace.

Pretpostavimo da ova funkcija ima totalno rekurzivno prosirenje g. Funkcija ¢ bi tada bila
jednaka nekoj totalnoj rekurzivnoj funkciji ¢,,. Pretpostavimo da je ¢, (n) = 0. Posto je funkcija
g prosirenje funkcije f, njene vrednosti se slazu sa vrednostima funkcije f za sve argumente
za koje je funkcija f definisana, pa iz toga i date pretpostavke sledi da je g (n) = 1. Medutim,
tada bi moralo da bude slu¢aj da je ¢, (n) = 1, $to protivre¢i nasoj pretpostavci. Sa druge
strane, ako je ¢, (n) # 0, onda je g (n) = 0, odnosno, ¢, (n) = 0, $to je opet protivrecno. Dakle,
funkcija f (definisana, inace, pomocu dijagonalnog argumenta) ne moze imati totalno rekurzivno
prosirenje.

Ipak, posto su oba navedena skupa rekurzivno nabrojiva, ovaj par skupova bi¢e razdvojiv u
PA nekom formulom C (x), konstruisanom na gore opisan nacin. Koristec¢i tu formulu, mozemo
definisati funkciju F' koja je rekurzivno prosirenje funkcije f:

1, ako je C(x) dokazivo

F(z)=10, ako je =C (x) dokazivo
nedefinisano, inace.
Kada bi formula C (x) bila odluciva, odnosno, kada bi za svako n vazilo da je ili C (n) ili
—C (n) dokazivo, funkcija F bila bi totalna rekurzivna funkcija. Znamo da to ne moze biti

slucaj, jer bi tada funkcija F' rekurzivno razdvajala dati par skupova za koji smo videli da je
rekurzivno nerazdvojiv. Dakle, formula C (x) mora imati neke neodlucive instance. Na osnovu
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prethodnog argumenta znamo i da je jedna od tih instanci re¢enica koja je rezultat supstitucije
koda funkcije F' mesto z u C (x).

Kako bismo pokazali da neodluc¢ivost Roserovog predikata dokazivosti sledi iz ovog opsteg
rezultata, primetimo da kada bi par skupova dokazivih i opovrgljivih rec¢enica bio rekurzivno
razdvojiv, onda bi takav bio i par skupova iz navedenog primera. Naime, u tom sluc¢aju postojala
bi funkcija koja rekurzivno razdvaja skupove dokazivih i opovrgljivih re¢enica (uklju¢ujudi i
instance formule C (x)) i sluzeéi se tom funkcijom mogli bismo da definisemo totalno prosirenje
funkcije F'. To znaci da skup dokazivih i opovrgljivih recenica ne moze biti rekurzivno razdvojiv,
iz Cega neposredno sledi neodlucivost Roserovog predikata koji razdvaja taj par skupova u
formalnom sistemu.

Tako na osnovu rezultata teorije izracunljivosti o rekurzivnoj neresivosti problema koji se
ticu pripadnosti nekom skupu, ili o rekurzivnoj nerazdvojivosti nekih parova skupova, dolazimo
do toga da moraju postojati neodlucive recenice formalnih teorija u kojima su ti skupovi slabo
predstavljivi. Osim toga, na osnovu neresivosti nekih posebnih problema i nerazdvojivosti
posebnih parova skupova, moze se pokazati neodlucivost bas onih recenica koje su Gedel i
Roser koristili kako bi dokazali nepotpunost takvih formalnih teorija. Pored toga Sto, kako se
ispostavlja, rezultati o neresivosti problema i o neodlucivosti formula slede jedni iz drugih, do
njih se takode dolazi na slican nacin. Nakon $to predstavimo jos neke rezultate koji pokazuju
ogranic¢enja formalnih teorija, posveti¢emo se detaljnijem ispitivanju na¢ina na koji se dolazi
do tih negativnih rezultata teorije izracunljivosti i metamatematike, pre svega iz perspektive
samoreferencije koja u oba slu¢aja ima veoma bitnu ulogu.

2.2.5.5 Druga teorema o nepotpunosti

Gedelova DRUGA TEOREMA O NEPOTPUNOSTI pruza jo$ jedan primer neodlucive recenice na
jeziku konzistentne formalne teorije koja sadrzi aritmetiku. To je recenica koja tvrdi da je sama
ta teorija konzistentna. Zahvaljujuci gore opisanim sredstvima rekurzivno aksiomatskih teorija
koje sadrze aritmetiku, u njima ¢e biti mogucée formulisati recenicu koja predstavlja prirodnu
formalizaciju tog tvrdenja. Na primer, takva je recenica —3x (Prov (x) A Prov (neg x)) koja
kaze da ne postoji reCenica date teorije za koju vazi da su i ona i njena negacija dokazive, ili
reCenica “Prov ([L]) koja negira dokazivost apsurda u toj teoriji. Prema DRUGOJ TEOREMI O
NEPOTPUNOSTI, nijedna od tih recenica koje su ekvivalentne tvrdenju o konzistentnosti neke
konzistentne formalne teorije nece biti dokaziva u toj teoriji.

Dokaz ove teoreme sledi iz dokaza PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI. Preciznije, njen dokaz
sledi iz mogucénosti formalizacije dokaza prve teoreme unutar sistema na koji se ta teorema
odnosi. Gedel je u radu u kom je dokazao PRVU TEOREMU O NEPOTPUNOSTI takode tvrdio da
je takva formalizacija njenog dokaza moguca, i da je posledica toga upravo neodlucivost pitanja
konzistentnosti teorije unutar nje same. On, medutim, nije naveo detalje o toj formalizaciji.
Dokaz je kasnije razraden od strane drugih logi¢ara (Hilbert & Bernays, 1968). Jedino svojstvo
predikata dokazivosti koje je potrebno za dokaz PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI jeste da je
neka formula A dokaziva u datoj teoriji ako i samo ako je formula Prov ([A])dokaziva u njoj,
sto zna¢i da formula Prov (x) slabo predstavlja svojstvo dokazivosti u toj teoriji. Za dokaz
DRUGE TEOREME O NEPOTPUNOSTI, neka dodatna svojstva predikata dokazivosti moraju
biti pretpostavljena. Svojstva tog predikata koris¢ena u dokazu druge teoreme poznata su kao
Hilbert-Bernajsovi uslovi izvodivosti (Hilbert-Bernays Derivability conditions). Njih je kasnije
unapredio Leb (Martin L6b) i ti uslovi u njegovoj verziji postali su standardni. Osim njih, za
dokaz je potrebna i pretpostavka o gore pomenutom svojstvu teorije PA (i drugih makar jednako
jakih teorija) koje se takode tice predikata dokazivosti, a to je da je za svaku Xj-formulu A,
dokazivo u PA da A — Prov ([A]). Ako navedeni uslovi koji se ti¢u predikata dokazivosti vaze
u nekoj teoriji, onda u njoj moze biti dokazano da ako je ta teorija konzistentna, onda Gedelova
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reCenica nije dokaziva u njoj (ovo sumira prvi deo dokaza PRVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI).
Pretpostavimo sada da je konzistentnost teorije dokaziva u toj teoriji. Tada je, zahvaljujuci tome
i dokazivosti navedene implikacije, dokazivo i da Gedelova recenica nije dokaziva u njoj. Ali
posto Gedelova recenica kaze za sebe da nije dokaziva u toj teoriji, to bi znacilo da je Gedelova
reCenica zapravo dokaziva u njoj. Medutim, znamo da to ne moze biti slu¢aj u konzistentnoj
formalnoj teoriji. Time smo primorani na zakljucak da konzistentnost formalne teorije koja
sadrzi aritmetiku i koja jeste konzistentna ne moze biti dokaziva u istoj teoriji.

Na taj nac¢in DRUGA TEOREMA O NEPOTPUNOSTI pokazuje joS jedno ogranicenje formalnih
teorija za koje PRVA TEOREMA O NEPOTPUNOSTI vazi, a to je da one nisu dovoljno jake da bi
dokazale sopstvenu konzistentnost, ako zapravo jesu konzistentne. Dokaz njihove konzistentnosti
zahteva koriséenje nekih sredstva kojima date teorije ne raspolazu. Tako je, na primer, Gencen
(Gerhard Gentzen) dokazao konzistentnost od PA koris¢enjem transfinitne indukcije do ordinala
o (koji je karakteristican po tome $to predstavlja najmanju fiksnu tacku funkcije f koja za
svaki ordinal «, kao vrednost daje w®). Transfinitna indukcija do g prevazilazi snagu teorije PA
zbog Cega Gencenov dokaz njene konzistentnosti ne moze biti formalizovan u toj teoriji.

Recenica koja tvrdi konzistentnost teorije kojoj pripada je takode u izvesnom smislu samo-
referencijalna. Naime, ona referira na sve dokaze i recenice te teorije, pa indirektno referira i
na samu sebe. Tako opet nailazimo na upotrebu samoreferencije u dokazu nekog negativnog
rezultata. Ti rezultati pokazuju da iako dovoljno jake formalne teorije mogu opisivati sopstvena
sintakticka svojstva, postoji stroga granica u tome Sta se o tim svojstvima moze dokazati unutar
tih teorija.

Obe teoreme o nepotpunosti postavljaju neka ogranicenja teorija u kojima je lingvisticka
samoreferencija mogucéa. U narednom odeljku vide¢emo jos jedan primer upotrebe lingvisticke
samoreferencije sa jo$ jednim ogranicavajuéim rezultatom kao posledicom. Problem sa kojim
¢emo se susresti u ovom slucaju slican je onom koji vodi PRVOJ TEOREMI O NEPOTPUNOSTI.
Taj problem, poznat kao Henkinov problem (Leon Henkin), ti¢e se pitanja da li je reCenica koja
za sebe tvrdi da je dokaziva u teoriji u kojoj je formulisana dokaziva u njoj ili ne.

2.2.6  Lebova teorema

Teorema koja daje pozitivan odgovor na upravo postavljeno pitanje je LEBOVA TEOREMA.
Ta teorema tvrdi i nesto viSe, a to je da za proizvoljnu formulu A, ako je dokazivo u datoj
formalnoj teoriji da Prov ([A]) — A, onda je A takode dokazivo u njoj. Dokaz ove teoreme
koristi fiksnu tacku formule Prov (x) — A, odnosno, recenicu B koja je dokazivo ekvivalentna
reCenici Prov ([B]) — A. Leb konstruiSe tu fiksnu tacku koristeéi metodu iz dokaza LEME O
DIJAGONALIZACIJI, §to znaci da zapravo konstruiSe re¢enicu koja za sebe kaze da ako je ona
dokaziva, onda A. Razmatranja o toj fiksnoj tacki, konkretno formalizacija argumenta koji
pokazuje da ako je B dokazivo, onda je dokazivo i A, zajedno sa Lebovim uslovima vode dokazu
da ako je Prov ([A]) — A dokazivo u sistemu, onda je A takode dokazivo (za detalje dokaza
vidi: Loéb, 1955, p. 117). Pozitivan odgovor na Henkinov problem sledi neposredno iz ove teoreme.

Fiksna tacka koriséena u ovom dokazu veoma je sli¢na reCenici u osnovi KARIJEVOG
PARADOKSA, tj. reCenici B ekvivalentnoj recenici ’ako je B istinito, onda A’, gde je A proizvoljna
reCenica. Nije tesko pokazati da takva refenica B mora biti istinita (3to smo objasnili u uvodu).
Takode nije tesko videti da ako je ta recenica istinita, onda je A takode istinito. Time dolazimo
do paradoksalnog zakljucka da za svaku recenicu koja se javlja u datoj fiksnoj tacki na mestu
reCenice A mozemo pokazati da je istinita. Sa druge strane, LEBOVA TEOREMA ne omogucava
dokaz proizvoljne recenice A koja je deo fiksne tacke koja se koristi u njenom dokazu, veé¢ samo
takve za koju je Prov ([A]) — A takode dokazivo.
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Kako je Smorinski (Craig Smoryski) primetio, LEBOVA TEOREMA pokazuje dodatno ogranic¢enje
formalnih teorija u kojima je lingvisticka samoreferencija moguca (Smorynski, 1991, p. 119).
Naime, iz te teoreme sledi da nisu sve instance formule koja tvrdi valjanost teorije o kojoj je
re¢ dokazive u toj teoriji. Valjanost neke teorije, tj. ¢injenica da su sve formule dokazive u njoj
istinite, moZe biti izraZena formulom Prov ([C]) — C, gde C stoji za proizvoljnu formulu te
teorije. Prema LEBOVOJ TEOREMI, jedine instance te formule koje ¢e biti dokazive u datoj teoriji
su one koje se ticu formula zaista dokazivih u njoj. Te instance ée, medutim, biti trivijalno
dokazive jer njihovi dokazi slede iz dokaza tih formula samo na osnovu pravila za uvodenje
implikacije.

LEBOVA TEOREMA tako predstavlja jos jedan primer upotrebe LEME O DIJAGONALIZACIJI,
odnosno lingvisticke samoreferencije ¢iju moguénost ona dokazuje, za postavljanje jo$ jednog
ogranic¢enja formalnih teorija u kojoj se ona javlja.

Sve teoreme predstavljene u ovom delu rada ilustruju nacin koris¢enja lingvisticke samo-
referencije za dolazenje do odredenih, tipi¢no negativnih, metamatematickih rezultata. One
su po tome sli¢ne negativnim rezultatima teorije izrac¢unljivosti do kojih se dolazi koriséenjem
odredenih instanci funkcionalne samoreferencije. Veé¢ smo imali prilike da vidimo koliko su
rezultati te dve vrste zapravo slicni i medusobno zavisni. Poredenje tih rezultata takode pokazuje
da funkcionalna i lingvisticka samoreferencija u njihovoj osnovi dele mnoga svojstva, da se
javljaju u sliénim oblicima i imaju slicne primene. Ta ¢injenica motivise pitanje o postojanju
nekog zajednickog jezgra dve vrste samoreferencije koje bi objasnilo sli¢nost u na¢inu njihovog
javljanja i njihove primene. Tim pitanjem bavi¢emo se u slede¢em poglavlju. Osim toga, bilo bi
korisno ispitati i $ta je to Sto ¢ini samoreferenciju glavnim sredstvom za izvodenje paradoksa i
dokazivanje negativnih rezultata u odredenim oblastima logike i matematike. Postoji li neka
zajednicka forma tih negativnih posledica samoreferencijalnih metoda i definicija koja bi nam
pomogla da ih bolje razumemo? U nastavku ¢emo predstaviti odgovore na bar neka od tih
pitanja.

2.3 OPSTA VERZIJA TEOREME O FIKSNOJ TACKI

Posto smo razmotrili razli¢ite nacine na koje se samoreferencija javlja u logici (kao funkcionalna
i lingvisticka samoreferencija), u ovom delu rada ¢emo ih medusobno uporediti i izdvojiti neke
klju¢ne osobine teorija koje omogucavaju opisivanje tih razli¢itih samoreferencijalnih fenomena.
U tome ¢ée nam pomodi jedan opsti Smalijanov rezultat o fiksnoj tacki za koji se moze uzeti
da jednako dobro opisuje i funkcionalni i lingvisticki oblik samoreferencije. Zahvaljujuéi tome
vide¢emo da te dve vrste samoreferencije imaju puno toga zajednickog. Njihova zajednicka
struktura ¢e se takode pokazati reprezentativnom i u odnosu na razli¢ite instance samoreferencije
koje se javljaju u drugim oblastima matematike.

Kao sto smo videli, i funkcionalna i lingvisticka samoreferencija se mogu javiti u razli¢itim
oblicima, od kojih je jedan onaj u osnovi metode dijagonalizacije. Tu se samoreferencija javlja u
obliku primene funkcije na sopstveni indeks (tj. kod njene definicije) ili u obliku formule koja
referira na sopstveni Gedelov broj. Samoreferencija u obliku samoprimene funkcija i formula,
koja je u osnovi dijagonalizacije, omogucava i jednu drugu vrstu samoreferencije u vezi istih
objekata. Ta druga vrsta samoreferencije, opisana DRUGOM TEOREMOM REKURZIJE i LEMOM
O DIJAGONALIZACLJI, tice se funkcija i formula ¢ije definicije sadrze referenciju na njih same,
odnosno, na njima definisane funkcije i formule. Koliko su zapravo ta dva rezultata medusobno
sli¢cna, postaje narocito jasno ako se uzme u obzir ona verzija LEME O DIJAGONALIZACIJI koja
se odnosi na formule sa vise od jedne slobodne promenljive. U toj verziji, LEMA O DIJAGO-
NALIZACUII tvrdi da za svaku formulu A (y, x4, ..., x,), postoji formula B (x4, ..., x,), takva da je
sledeca ekvivalencija dokaziva: B (x1, ..., x,) <> A([B],x1, ..., x,). Lema u ovoj verziji predstavlja
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tvrdenje gotovo identi¢no onom sadrzanom u Klinijevoj DRUGOJ TEOREMI REKURZIJE prema
kojoj za svaku rekurzivnu funkciju v, postoji broj e (odnosno funkcija indeksirana tim brojem),
za koji vazi da @, (21, ..., x,) = ¥ (e, 21, ..., z,). Oba rezultata, a osim njih i PRVA TEOREMA
REKURZIJE, imaju oblik teoreme o fiksnoj tacki: njima se tvrdi postojanje fiksne tacke funkcija
ili funkcionala, kao i predikata (tj. formula sa slobodnim promenljivima). Znacaj fiksnih tacaka
za teoriju izracunljivosti pokazuje se i u drugim formalizacijama izracunljivih funkcija, kao na
primer u kombinatornoj logici i u A-rac¢unu. Posebno vaznu ulogu u tim formalizacijama ima
takozvani kombinator fiksne tacke i njemu odgovarajuéi A-term koji, kada se primeni na neku
funkciju, daje njenu fiksnu tacku. On time omogucava implementaciju rekurzije pomoc¢u koje je
ta funkcija definisana u teoriji rekurzija.

Zajednicka struktura u osnovi navedenih rezultata o fiksnoj tacki bic¢e analizirana u prvom
delu ovog poglavlja. Tu ¢e biti predstavljena jedna opSta teorema koja ¢e ukazati na osnovna
svojstva teorija koja omogucavaju dokaz odgovarajuceg oblika teoreme o fiksnoj tacki. Takode
¢e biti razjasnjena uloga dijagonalizacije u njenom dokazu, pa samim tim i u dokazima razlicitih
teorema te vrste kojima smo se dosad bavili.

Osim u dolazenju do rezultata o fiksnoj tacki, dijagonalizacija takode ima ulogu u dolazenju
do razli¢itih negativnih rezultata. Ona se tako koristi za konstruisanje neresivih problema i
neodlucivih formula, ili za dokazivanje da su oni takvi. Razmatranje rekurzivno-teorijskih verzija
teoreme o nepotpunosti pokazalo je da su te dve vrste rezultata veoma blisko povezane. U ovom
poglavlju blize ¢emo razmotriti njihove zajednicke karakteristike za koje ¢e se ispostaviti da ih
dele i sa paradoksima pomenutim na pocetku rada. Takode ¢emo pokusati da utvrdimo vezu
izmedu uloge dijagonalizacije u dokazivanju teorema o fiksnoj tacki i njene uloge u dolazenju do
negativnih rezultata teorije izracunljivosti i metamatematike.

2.3.1  Smalijanova teorema o fiksnoj tacki

U ovom odeljku bi¢e predstavljena jedna opSta teorema o fiksnoj tacki koja pokazuje da se
do fiksnih tacaka Cije je postojanje dokazano DRUGOM TEOREMOM REKURZIJE i LEMOM
O DIJAGONALIZACIJI dolazi pomocu iste konstrukcije. Ta konstrukcija opisana je u dokazu
Smalijanove teoreme (Smullyan, 1984). Teorema tvrdi postojanje fiksne tacke funkcije definisane
na proizvoljnom skupu objekata N, pod odredenim uslovima koje klasa funkcija X' kojoj ona
pripada, treba da zadovolji. Kako bi ta teorema bila primenljiva i u oblastima koje se bave
objektima razli¢itim od funkcija, pojam funkcionalne fiksne tacke donekle je uopsten. Naime,
fiksna tacka unarne funkcije na nekom skupu definisana je u odnosu na proizvoljnu relaciju
ekvivalencije na tom skupu = (umesto u odnosu na vazan primer takve relacije - identitet). Pod
fiksnom tackom funkcije f podrazumeva se njen argument n za koji vazi f (n) = n (teorema
moze biti uopstena tako da se odnosi i na funkcije sa vise argumenata). Smalijanova OPSTA
TEOREMA O FIKSNOJ TACKI tada tvrdi da svaka funkcija iz X ima fiksnu tacku u skupu N pod
uslovom da postoji binarna operacija F' iz 3 takva da:

1. za svaku unarnu funkciju f iz X', postoji neko a iz N takvo da za svako x, F' (a,z) = f (z);

2. za svaku unarnu funkciju f iz X, postoji funkcija f’ iz X' takva da za svako x, f'(x) =

f(F (2, 2)).

Na osnovu prvog uslova mozemo zakljuciti da funkcija F' ima ulogu sli¢nu ulozi univerzalne
funkcije u odnosu na klasu funkcija X: rezultat njene primene na kdd neke funkcije iz te klase i
neki argument, bic¢e ekvivalentan (na osnovu pretpostavljene relacije ekvivalencije) rezultatu
primene te funkcije na dati argument. Iz toga sledi da F'(x, x) stoji u relaciji ekvivalencije sa
rezultatom primene funkcije kodirane brojem x na isto to x, odnosno, sa dijagonalizacijom te
funkcije. Prema tome, drugi uslov zapravo zahteva da za svaku funkciju f iz X postoji u istoj
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klasi funkcija njen dijagonalizator - funkcija koja za svaki argument = daje vrednost ekvivalentnu
onoj koju f daje za njegovu dijagonalizaciju F (z, z).

Dokaz ove teoreme sadrzi konstrukeiju fiksne tacke za proizvoljnu funkciju iz Y. Kako bismo
dosli do fiksne tacke takve funkcije f, treba najpre da pronademo u X' funkciju f’ za koju vazi da
za svako x, ' (x) = f (F (z,x)). Na osnovu drugog od navedenih uslova znamo da takva funkcija
postoji. Na osnovu prvog uslova, sa druge strane, znamo da ¢e za isto to f’ postojati neko a
takvo da za svako x, F'(a,z) = [’ (z). Iz ove dve ekvivalencije na osnovu tranzitivnosti sledi
da za svako z, F'(a,z) = f (F (z,z)). Ako supstituiSemo a mesto = u poslednjoj ekvivalenciji,
dobi¢emo da F'(a,a) = f (F (a,a)), $to znaci da je F (a,a) fiksna tacka funkcije f. Fiksna tacka
proizvoljne funkcije f iz klase X’ dobijena ovom konstrukcijom jeste zapravo dijagonalizacija
njenog dijagonalizatora f’ (cf. Smullyan, 1984, pp. 287-288).

Istu ideju za konstruisanje fiksne tacke proizvoljne funkcije je izgleda imao i Kari (Haskell
Curry) kada je definisao njegov paradoksalni kombinator Y, koji predstavlja implementaciju
kombinatora fiksne tacke u A-ra¢unu, kao:

Kada je primenjen na proizvoljnu funkciju f, ovaj kombinator daje njenu fiksnu tacku:

Do ove fiksne tacke takode se dolazi konstruisanjem dijagonalizatora funkcije f, tj. funkcije
Az.f (zz), a zatim njenom dijagonalizacijom, tj. primenom na sebe.

OPSTA TEOREMA O FIKSNOJ TACKI moze biti interpretirana na razli¢ite nac¢ine, pa i tako
da se DRUGA TEOREMA REKURZIJE i LEMA O DIJAGONALIZACLJI dobiju kao njene instance
(Smullyan, 1984, pp. 288-289). Odredene interpretacije te opste teoreme omogucavaju nam da
pokazemo postojanje fiksnih tac¢aka izrac¢unljivih funkcija ili drugih objekata, kao $to su formule,
predikati, relacije i sli¢cno. Uslovi navedeni u datoj teoremi sadrze samo ono sto je neophodno
kako bi ona, ili neka njena verzija, bile dokazive u teoriji koja se bavi objektima, poput navedenih,
koje karakteriSe neka funkcija primene. Na primer, u svakom od tih slucajeva, pretpostavljeno je
neko kodiranje ili imenovanje datih objekata, kojim se uvode njihova jedinstvena imena. Najcesce
se to postize pomoc¢u prirodnih brojeva, ali mogucéi su i drugi nacini (kao $to je stavljanje pod
navodnike) sve dok su njima dobijena takva imena na koja su imenovani objekti primenljivi.

Prvi uslov naveden u teoremi zapravo znaci da teorija o kojoj je re¢ mora formalizovati operaciju
primene koja karakterise objekte kojima se ona bavi, odnosno, predstaviti je pomoéu tih objekata.
Ta operacija moze biti shva¢ena na razli¢ite nacine u zavisnosti od vrste objekata o kojima je
reC. U slucaju funkcija to bi bila njihova primena na argumente kojom bi trebalo da zapocne
neko izra¢unavanje; u slucaju formula ta operacija odgovarala bi operaciji supstitucije kojom se
mesto slobodne promenljive u formuli supstituise ime nekog objekta; u slucaju predikata to bi
bila njegova primena na ime kojom nastaje reCenica, itd. Takva formalizacija operacije primene
postignuta je u teoriji rekurzija pomoc¢u univerzalne funkcije @,, koja je takode rekurzivna.
Sa druge strane, u odgovaraju¢im formalnim teorijama, operacija supstitucije terama mesto
slobodnih promenljivih u nekoj formuli predstavljiva je pomoc¢u formule Sub (x,y,z). U svakom
od navedenih slucajeva, pretpostavljena formalizacija primene dopusta i primenu objekta o
kojem je re¢ na sebe, odnosno na sopstveni kod. Tu primenu zvac¢emo dijagonalizacija u Sirem
smislu. Koji ¢e tacno oblik ona imati zavisi od pretpostavljenog pojma primene (za metode
razli¢ite od dijagonalizacije koji se mogu koristiti u istu svrhu, kao sto je normalizacija, vidi:
Smullyan, 1957).

Drugi uslov naveden u teoremi zahteva postojanje dijagonalizatora objekata koji treba da
imaju fiksnu tacku. Pojam dijagonalizatora razlikuje se u odnosu na vrstu objekta i njegove
primene. Dijagonalizator funkcije je tako neka druga funkcija koja se primenjuje na kodove
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tacno onih funkcija na ¢iju se dijagonalizaciju prva funkcija primenjuje, i daje istu vrednost.
Postojanje dijagonalizatora neke rekurzivne funkcije posledica je moguénosti primene te funkcije
na kod dijagonalizacije proizvoljne (n + 1)-arne funkcije koji je dobijen pomocu funkcije St. Sa
druge strane, dijagonalizator neke formule bi¢e formula koja tvrdi da svojstvo izrazeno prvom
formulom vazi za dijagonalizacije formula. Zahvaljujuéi predstavljivosti operacije supstitucije u
dovoljno jakoj teoriji, u njoj ¢emo uvek moéi da definisemo takvu formulu. Dakle, u opstem
slucaju, dijagonalizator nekog objekta formalizuje njegovu primenu na dijagonalizacije drugih
objekata. Moguénost njegovog definisanja klju¢na je za dokaz OPSTE TEOREME O FIKSNOJ
TACKI, posto je fiksna tacka objekata do koje se dolazi u tom dokazu, kao $to smo videli,
dijagonalizacija njihovog dijagonalizatora (vidi takode: Smullyan, 1994, pp. 16-17).

Ova teorema tako pokazuje da je neka vrsta dijagonalizacije u vidu primene objekta na
sopstveni kod i neka vrsta kompozicije tih primena dovoljna kako bi bilo dokazano da ti objekti
(funkcije, formule, predikati i sli¢ni) imaju fiksnu tacku. Takvo okruZenje koje zadovoljava
navedene uslove formira jedan aplikativni sistem, Cije su opsSte osobine predmet, pre svega,
kombinatorne logike (vidi: Smullyan, 1994, p. 26).

2.3.1.1 Relaciona verzija Smalijanove teoreme

Smalijan je dokazao jo§ jednu verziju OPSTE TEOREME O FIKSNOJ TACKI koja se ovog puta
ti¢e binarnih relacija umesto funkcija i pokazuje uslove pod kojima ¢e svaka binarna relacija iz
odredene klase relacija imati fiksnu tacku (Smullyan, 1994). Ta teorema je uopstenje teoreme
koja dokazuje postojanje fiksnih tacaka funkcija na istom skupu, posto se te funkcije mogu
shvatiti i kao posebna vrsta binarnih relacija. Fiksna tacka binarne relacije R na nekom skupu je
element tog skupa i za koji R (i,7) vazi. Uzmimo da je X klasa svih binarnih relacija na nekom
skupu N. Relacija R iz te klase imace fiksnu tacku pod uslovom da u istoj klasi postoje relacija
R’ i funkcija d za koje vazi sledece:

1. za neki element a skupa N, vazi R' (d(a),a);
2. za sve elemente x i y iz N, ako R’ (z,y) onda R (z,d (y)).

Dokaz teoreme je izuzetno jednostavan. Da bismo pronasli fiksnu tacku proizvoljne relacije R iz
klase X, treba da nademo takav element skupa N, nazovimo ga a, za koji R’ (d (a),a) vazi. Na
osnovu prvog od navedenih uslova znamo da takav element postoji. Tada iz drugog uslova sledi
da R(d(a),d(a)) takode vazi, $to znaci da je d(a) fiksna tacka relacije R.

Ako funkcija d predstavlja uopstenje dijagonalizacije, onda je uloga relacije R’ u odnosu na
relaciju R sli¢na onoj koju dijagonalizator funkcije iz prethodne verzije teoreme ima u odnosu
na tu funkciju. Naime, neko z stajace u relaciji R’ prema nekom objektu y samo ako isto to x
stoji u relaciji R prema njegovoj dijagonalizaciji.

Ova teorema izostavlja sve detalje o prirodi i osobinama binarnih relacija o kojima je rec,
kao i objekata koji stoje u tim relacijama, a koji nisu relevantni za njen dokaz. Time dolaze
do izrazaja uslovi koji se ti¢u odnosa izmedu relacija i koji bi trebalo da garantuju postojanje
njihove fiksne tacke. Ova teorema tako predlaze neke jasne i opSte kriterijume na osnovu kojih
se moze utvrditi postojanje fiksne tacke neke relacije ili funkcije. Poznavanje tih kriterijuma
moglo bi u nekim sluc¢ajevima biti od velikog znacaja, posebno ako u vidu imamo ulogu koju
fiksne tacke relacija ili funkcija imaju u dokazu razli¢itih rezultata koji se ti¢u njih ili teorije
koja se njima bavi. Tako, na primer, odgovarajuce interpretacije date teoreme vode rezultatima
o fiksnoj tacki rekurzivnih funkcija i formula kojima smo se prethodno bavili (Smullyan, 1994,
pp. 25-38).

éinjenica da se glavne teoreme teorije izracunljivosti i metamatematike, kojima smo se bavili u
prethodnom delu rada, mogu dobiti kao instance OPSTE TEOREME O FIKSNOJ TACKI, predstavlja
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formalno opravdanje naseg tvrdenja da te teoreme imaju ulogu teorema o fiksnoj tacki u tim
oblastima. SveopSta prisutnost i Siroka upotreba teorema o fiksnoj tacki nije tipi¢na za te
teorije, ve¢ karakteriSe i mnoge druge matematicke oblasti i discipline. Kako bismo opravdali to
tvrdenje, u slede¢em odeljku éemo predstaviti neke od najznacajnijih teorema o fiksnoj tacki
koje pripadaju teorijama razli¢itim od onih kojima smo se dosad bavili, zajedno sa njihovim
glavnim posledicama.

2.3.2  Fiksne tacke u drugim oblastima matematike

Fiksne tacke javljaju se svuda u matematici, ¢esto sa vrlo znacajnim posledicama. Raznolikost
rezultata koji dokazuju njihovo postojanje i imaju veliki matematicki znacaj ilustrova¢emo
pomocu nekih od najpoznatijih primera iz oblasti razli¢itih od onih kojima smo se prethodno
bavili. Posto svi rezultati koji tvrde postojanje fiksnih tacaka sadrze neku vrstu samoreferencije,
to ¢e pruziti dodatno svedocanstvo o sveprisutnosti i znacaju samoreferencijalnih metoda Sirom
matematike.

Izucavanje fiksnih tacaka prvenstveno pripada topologiji, oblasti matematike koja se bavi
svojstvima geometrijskih objekata koja ostaju nepromenjena nakon odredenih vrsta deformacija
tih objekata - onih koje, slikovito govoreéi, ne ukljucuju ,kidanje” ili ,lepljenje”. Preciznije,
deformacije geometrijskih objekata kojima se topologija bavi su one u ¢ijoj osnovi je neka
neprekidna funkcija. U vrednostima neprekidne funkcije ne postoji nikakva nagla promena
ukoliko takve promene nema u njenim argumentima. Drugim re¢ima, dovoljno mala promena
u argumentu te funkcije rezultira proizvoljno malom promenom u njenoj vrednosti. Glavni
predmet istrazivanja u ovoj oblasti koje se ti¢e fiksnih tac¢aka jesu svojstva topoloskog prostora
koja omogucavaju da neprekidna deformacija geometrijskih objekata u tom prostoru ostavi neke
od njegovih tacaka netaknutim. Najpoznatija i najSire primenljiva teorema o fiksnoj tacki koja
pripada ovoj oblasti jeste BRAUEROVA TEOREMA O FIKSNOJ TACKI (L. E. J. Brouwer). Ta
teorema tvrdi da svaka neprekidna funkcija koja preslikava neki zatvoren, ogranic¢en i konveksan
podskup n-dimenzionalnog euklidskog prostora u sebe, ima fiksnu tacku.” Na primer, ta teorema
se moze primeniti na svaku neprekidnu funkciju koja preslikava neki zatvoreni interval u njega
samog iz Cega sledi da svaka takva funkcija ima fiksnu tacku. Dokaz ovog jednodimenzionalnog
sluc¢aja je prili¢no jednostavan. On se oslanja na ¢injenicu da graf takve funkcije sece graf
identicke ili dijagonalne funkcije na istom intervalu. Graf dijagonalne funkcije sastoji se od
tacaka koordinatne ravni oblika (z,z), dok je graf funkcije f napravljen od tacaka (x, f (x)).
Posto graf funkcije f sece graf dijagonalne funkcije, mora postojati neki broj xq, za koji vazi da
(0, z0) = (x0, f (x0)). Taj broj predstavlja fiksnu tacku funkcije f. Teorema takode implicira
postojanje fiksnih tacaka neprekidnih funkcija koje preslikavaju disk, kvadrat i druge geometrijske
objekte u njih same. éinjenica koja je posebno interesantna za topologiju jeste da svaka topoloska
transformacija ¢uva svojstvo podskupa euklidskog prostora koje garantuje da sve neprekidne
funkcije na njemu imaju fiksnu tac¢ku (za primene ove teoreme vidi na primer: Casti, 1996, pp.
45-84).

7 Podskup euklidskog prostora je zatvoren ako sadrzi sve grani¢ne tacke; ogranicen ako je sadrzan u kugli; i
konveksan ako mu pripada svaka tacka koja lezi izmedu neke dve njegove tacke.
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Slika 2.1: Ilustracija BRAUEROVE TEOREME O FIKSNOJ TACKI na intervalu [0, 1].

Blisko povezan sa Brauerovom teoremom je i BANAHOV PRINCIP KONTRAKCIONOG PRE-
SLIKAVANJA (BANACH’S CONTRACTION MAPPING PRINCIPLE). Taj princip predstavlja verziju
teoreme o fiksnoj tacki koja pripada teoriji metri¢kih prostora®. Banahov princip tice se funkcija
koje su striktne kontrakcije na nekom metrickom prostoru, §to znaci da je za svake dve tacke
tog prostora x; i xe, rastojanje izmedu tacaka f (z1) i f (x2) strogo manje od rastojanja izmedu
tacaka xq 1 x9. Teorema tvrdi da svaka striktna kontrakcija na kompletnom metrickom prostoru
ima jedinstvenu fiksnu tacku®. Dokaz teoreme sadrzi konstruktivni metod za pronalaZenje te
fiksne tacke. On pokazuje da svaki niz tacaka dobijen iterativhom primenom striktne kontrakcije,
pocevsi od neke proizvoljne tacke kompletnog metrickog prostora, konvergira njenoj fiksnoj tacki
(za dokaz teoreme, vidi: Shapiro, 2016, pp. 28-29).

8 Metricki prostor ¢ini neki skup zajedno sa funkcijom koja svakom paru elemenata tog skupa pripisuje njihovo

medusobno rastojanje.
9 Intuitivno, metricki prostor je kompletan ako sadrzi sve tacke tog prostora.
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Slika 2.2: Primer kontrakcionog preslikavanja f : X — X kojim se smanjuje rastojanje izmedu dve
tacke metrickog prostora X.

Od teorema o fiksnoj tacki van oblasti kojima smo se prvenstveno bavili u radu, pomenuéemo
jos samo jednu. To je TEOREMA KNASTERA I TARSKOG (KNASTER-TARSKI THEOREM) koja,
u jednoj od formulacija, tvrdi da svaka monotona funkcija na nekoj kolekciji skupova ima
fiksnu tacku. Neka funkcija f na kolekciji skupova parcijalno uredenih relacijom podskupa bice
monotona ako i samo ako za svaki par skupova iz te kolekcije A 1 B vazi da ako A C B, onda
f(A) C f(B). Neka je X proizvoljan skup, a P (X) njegov partitivni skup. Tada na osnovu
date teoreme, monotona funkcija f na skupu P (X) ima fiksnu tacku. Prema dokazu teoreme,
do fiksne tacke funkcije f mozemo doci konstruisanjem skupa e svih podskupova E skupa X za
koje vazi da je E C f (F). Unija svih elemenata skupa e bic¢e tada fiksna tacka funkcije f (cf.
Shapiro, 2016, p. 9). Primetimo da je dokaz ove teoreme veoma slican dokazu PRVE TEOREME
REKURZIJE. U oba slucaja, fiksna tacka monotone funkcije ili funkcionala moze da se nade kao
najmanja gornja granica rastuceg niza skupova ili funkcija, koji predstavljaju njihove argumente.
Tako dobijen skup ili funkcija ne moze se dalje progiriti primenom te funkcije ili funkcionala,
zbog Cega ¢e predstavljati njihovu fiksnu tacku.

Ova teorema o fiksnoj tacki ima neke vazne posledice, medu kojima je i BANAHOVA TEOREMA
O PRESLIKAVANJU (BANACH’S MAPPING THEOREM) koja tvrdi postojanje fiksne tacke odredene
monotone funkcije na partitivnom skupu nekog skupa. Konkretno, ta teorema tvrdi da ako
je f funkcija iz skupa X u skup Y, a ¢ funkcija iz skupa Y u skup X, onda postoji podskup
A skupa X za koji vazi A = X \ g(Y \ f(A)). Postojanje ove fiksne tacke moze se koristiti u
dokazu poznate KANTOR-SREDER-BERNSTAJNOVE TEOREME (CANTOR-SCHRODER-BERNSTEIN
THEOREM) koja tvrdi da ako postoji injekcija iz skupa X u skup Y i injekcija iz skupa Y u
skup X, onda postoji bijekcija izmedu ta dva skupa.

Konstrukcija sli¢na onoj koja omogucéava dokaz BANAHOVE TEOREME O PRESLIKAVANJU
koristi se i u dokazu jedne jednostavne leme koja za proizvoljne skupove A;, B i A tvrdi da ako
vazi A; € B C A i postoji bijekcija f izmedu skupova A; i A, onda postoji i bijekcija izmedu
skupova B i A. Do te bijekcije mozemo do¢i konstruisanjem niza podskupova skupa A = Aq i
skupa B = By, dobijenih iterativnom primenom funkcije f pocevsi od tih skupova, na skup koji
se dobija kao slika njene prethodne primene (A, je tako jednako f[A,], a B,41 je jednako
f[Bn]). Tada ¢e bijekcija izmedu skupova A i B biti konstruisana kao funkcija koja za element
x skupa A koji je u B daje kao vrednost to isto z, a za x koje nije u B daje kao vrednost f (z).
KANTOR-SREDER-BERNSTAJNOVA TEOREMA se takode moze dobiti kao jednostavna posledica
upravo pomenutog rezultata (vidi: Hrbacek & Jech, 1999, pp. 66-67).
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Slika 2.3: Ilustracija leme kori¢ene u dokazu KANTOR-SREDER-BERNSTAJNOVE TEOREME (iz Hrbacek
& Jech, 1999, p. 67).

U najopstijoj verziji, TEOREMA KNASTERA I TARSKOG tvrdi da skup fiksnih tacaka monotone
funkcije na kompletnoj mrezi (koju ¢ini parcijalno uredeni skup ¢iji svi podskupovi imaju
najmanju gornju granicu i najve¢u donju granicu) i sam predstavlja kompletnu mrezu. 1z toga
sledi da je taj skup neprazan, $to znaci da svaka takva funkcija ima fiksnu tacku, ali takode i da
za svaku od tih funkcija postoji njena najmanja i najveca fiksna tacka.

Teoreme koje dokazuju postojanje fiksnih tacaka odredenih funkcija mogu takode imati
znacajne posledice koje se ti¢u postojanja reSenja razlic¢itih vrsta jednacina ili sistema jednacina.
Na primer, nalazenje fiksne tacke funkcije f ekvivalentno je nalazenju resenja jednacine f (x)—x =
0. Sa druge strane, nalazenje resenja jednacine ¢ (x) = 0 isto je $to i nalazenje fiksne tacke
funkcije h za koju vazi g (z) = @ — h (x)(Casti, 1996, p. 63). Posledica teorema o fiksnoj tacki,
da definicije objekata na koje se one odnose mogu sadrzati referenciju na njih same, takode ima
upotrebu Sirom matematike, logike i teorijskog ra¢unarstva. To je posebno sluc¢aj sa jednom
vrstom takvih definicija - definicija rekurzijom. Te definicije koriste se u programiranju, za
definisanje osnovnih aritmetickih operacija, kao $to su sabiranje, mnozenje i stepenovanje, za
definisanje odredenih skupova kao §to je skup prirodnih brojeva, skup formula nekog formalnog
sistema ili njegovih teorema, itd.

Ali pored tih posledica koje omogucavaju razvoj ili ¢ak i samo zasnivanje matematickih i
logickih teorija, teoreme o fiksnoj tacki mogu imati i neke negativne posledice po formalne
teorije u kojima su dokazane. S tim u vezi, ve¢ smo videli da neki od najvaznijih rezultata koji
pokazuju ogranic¢enja odredenih logickih i matematickih teorija proizilaze upravo iz tih teorema,
odnosno iz ¢injenice da iz njih sledi postojanje fiksnih tacaka nekih funkcija ili formula, koje pod
odredenim uslovima vodi protivrec¢nosti. Sli¢ne fiksne tacke u osnovi su veéine paradoksa koje
smo pomenuli u radu. U slede¢em odeljku sumira¢emo te negativne posledice samoreferencije
na koje smo do sada naisli i pokusati da odredimo zajednicki oblik teorema o fiksnoj tacki ili
njihovih instanci koje vode takvim posledicama.

2.3.3 Negativne posledice teorema o fiksnoj tack:

Tvrdenje da svaka rekurzivna funkcija ili svaka formula aritmetickog formalnog sistema ima
fiksnu tacku ¢ini se problemati¢nim samo po sebi. Razlog je to sto postoje mnoge rekurzivne
funkcije za koje, prema njihovoj definiciji, treba da vazi da one menjaju svoje argumente na
nacin koji ne dozvoljava da ijedan od tih argumenata ostane isti i nakon njihove primene. Sli¢no
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tome, neka formula moze izrazavati svojstvo za koje se ¢ini da ne moze na konzistentan nacin
biti pripisano samoj toj formuli. Teoreme koje tvrde postojanje fiksnih tacaka takvih funkcija
i formula zaista imaju naizgled paradoksalne posledice. Tako jedna instanca PRVE TEOREME
REKURZIJE tvrdi da postoji rekurzivna funkcija ¢ za koju vazi da S (¢ (z)) = ¢ (). Jednako
iznenadujuca posledica LEME O DIJAGONALIZACIJI je da pod odredenim uslovima postoji
formula koja je ekvivalentna svojoj negaciji (na primer, pod uslovom da je istina predstavljiva u
nekoj formalnoj teoriji, mozemo zahvaljujuéi toj lemi da pokazemo da postoji recenica L za koju
¢e vaziti T ([L]) <» =T ([L])). Takve posledice teorema o fiksnoj tacki nisu neuobic¢ajene. Ali
umesto da proizvedu sumnju u pogledu valjanosti metoda koje su do njih dovele ili same teorije
koja se tim metodama sluzi, te posledice su shvacene kao pokazatelj da je neophodno uvesti neka
ogranicenja koja ¢e spreciti izvodenje kontradikcije iz njih. Naizgled paradoksalni rezultati tako
nisu shvaceni kao neprihvatljivi sve dok ne predstavljaju pretnju po konzistentnost teorije u kojoj
se javljaju. Rezultati analogni paradoksima javljaju se u matematici i na druge nacine osim kao
posledice teorema o fiksnoj tacki. Na primer, jedan vazan matematicki rezultat, BANAH-TARSKI
PARADOKS (BANACH-TARSKI PARADOX), sadrzi konstrukciju koja, iako nije protivrecna, jeste u
suStini paradoksalna. Instanca te teoreme tvrdi da skup tacaka neke lopte u trodimenzionalnom
prostoru moze biti podeljen u konac¢an broj podskupova od kojih se mogu sastaviti dve lopte
koje su obe po veli¢ini jednake originalnoj lopti. Korisnost tog i sli¢nih rezultata pokazuje da
priblizavanje paradoksima moze u matematici biti nagradeno neocekivanim i rasvetljuju¢im
otkri¢ima. O tome svedodi i ¢injenica da se za najjacu aksiomu velikih kardinala u teoriji
skupova uzima sledec¢a aksioma: 0 = 1. Potraga za sto jacom teorijom skupova predstavlja tako
potragu za aksiomama koje se $to viSe priblizavaju toj aksiomi ali u isto vreme ne ¢ine teoriju
protivre¢nom.

Da bi bilo moguée pribliziti se paradoksima u nekoj teoriji, neophodno je najpre ustanoviti
odredena ograni¢enja koja ¢e spreciti da se kao posledica u toj teoriji javi protivrec¢nost.
Ogranicavajuci rezultati koji spre¢avaju izvodenje kontradikcije iz odredenih instanci teorema o
fiksnoj tacki kojima smo se prethodno bavili, ticu se moguénosti potpune formalizacije neke teorije
ili moguénosti efektivnog nalazenja odgovora na odredena pitanja. Tarski koristi fiksnu tacku
predikata neistinitosti kako bi pokazao da istinitost recenica konzistentne i valjane aritmeticke
teorije ne moze biti predstavljiva u istoj teoriji, Sto za rezultat ima ograni¢avanje izrazajne
mocdi te teorije. Gedelovi rezultati, sa druge strane, pokazuju da je deduktivna moé jos vece
klase formalnih teorija ograni¢ena. Kao Sto smo videli, ti rezultati mogu se shvatiti kao verzije
negativnih rezultata teorije izrac¢unljivosti koji se ti¢u rekurzivne neresivosti odredenih problema.
To da negativni rezultati teorije izracunljivosti mogu imati posledice po metamatematicka
pitanja pokazuje se na jos jednom primeru. Taj primer tice se jo§ jedne vrste ogranicenja
formalnih teorija koja se sastoji u nepostojanju efektivne metode teorije za proveru valjanosti
njenih formula. Za takve teorije kaze se da su neodlucive. Ceré je pokazao da je logika prvog
reda neodluciva sluzeéi se rezultatom koji pokazuje da je problem koji se ti¢e pitanja da li su
dva izraza u A-racunu ekvivalentna rekurzivno neresiv. Nezavisno od njega, Tjuring je pokazao
da isto ogranicenje logike prvog reda sledi iz neresivosti halting problema (Fraenkel et al., 1973,
pp. 310-320).

Ne samo da su negativni rezultati teorije izracunljivosti i metamatematike medusobno blisko
povezani i zavisni jedni od drugih, rezultati obe oblasti su takode veoma sli¢ni paradoksima
i Cesto inspirisani njima. U osnovi rezultata koji namecu navedena ogranicenja nalaze se iste
konstrukcije koje se javljaju u osnovi paradoksa koje smo pominjali u radu. One se zapravo
sastoje u konstruisanju fiksnih tacaka takvih funkcija, pojmova ili predikata, koji intuitivno
nemaju fiksnu tacku. Te funkcije, pojmovi i predikati najc¢esée stoje za neko negativno svojstvo
(neistinitost, nedokazivost, nedefinljivost, i sli¢no) ili za samu negaciju. Fiksne tacke formule
P (x) — B, gde je B proizvoljna formula, koje se javljaju u KARIJEVOM PARADOKSU i LEBOVOJ
TEOREMI, mogu biti shvac¢ene kao uopstenje fiksne tacke negativnog svojstva =P (x), koja
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se dobija supstitucijom formule L mesto B (posto je =P (x) ekvivalentno sa P (x) — L). Do
takvih fiksnih tacaka dolazi se najc¢esce primenom dijagonalnog argumenta koji je takode
u osnovi Raselovog, Hilbertovog, Cermelovog, Risarovog, i mnogih drugih paradoksa, kao i
negativnih rezultata razli¢itih teorija. Svi na¢ini upotrebe dijagonalnog argumenta koje smo
pomenuli do sada imaju dakle iste posledice: oni eksplicitno ili implicitno pokazuju da pod
odredenim uslovima postoji fiksna tacka neke funkcije ili formule. Postojanje fiksne tacke takvih
funkcija i formula koje odgovaraju pomenutim negativnim svojstvima, u nekim slucajevima
vodi kontradikciji. To omogucava formulaciju paradoksa ili njihovih formalnih ekvivalenata.
Fiksne tacke o kojima je re¢ su najcesé¢e konstruisane na nacin opisan u OPSTOJ TEOREMI O
FIKSNOJ TACKI. Konstrukcija sadrzana u toj teoremi se tako moze shvatiti kao formalizacija i
uopstavanje dijagonalnog argumenta koji je u osnovi kako paradoksa tako i mnogih rezultata
teorije izracunljivosti i metamatematike. U tom smislu mozZe se re¢i da teoreme o fiksnoj
tacki predstavljaju ,,matematicki pismen nacin formulisanja veé¢ine paradoksalnih argumenata”
(Cantini, 2009, p. 112).

Poredenje paradoksa sa tvrdenjima koja vode ogranic¢avaju¢im rezultatima logickih i matem-
atickih teorija treba da sugerise da se paradoksi koji se mogu formulisati unutar neke teorije
ne moraju nuzno shvatiti kao pokazatelj da je ta teorija osudena na propast ili da njen dalji
razvoj zahteva temeljnu reviziju njenih osnovnih pojmova. Umesto toga oni mogu biti koris¢eni
za dolazenje do odredenih negativnih rezultata u toj teoriji na isti nacin na koji su formalni
ekvivalenti paradoksa koriséeni za definisanje neresivih problema i neodluc¢ivih formula. Na taj
nacin nesto korisno moze biti izvedeno iz paradoksa (cf. Thomson, 1962, pp. 118-119). Ta lekcija
kojoj nas udi istorija logike i matematike, moze motivisati i usmeriti novi pristup paradoksima
koji se ti¢u pojmova i njihovih ekstenzija. Sve primene samoreferencije predstavljene u ovom
radu svedoce o njenoj snazi i metodoloskoj vrednosti koja se ispoljava u teorijama u kojima se
samoreferencija koristi na konzistentan nacin. To bi trebalo da pokaze da reSenje pomenutih
paradoksa ne treba traziti u izbegavanju pojmovne samoreferencije u buducoj teoriji pojmova,
ve¢ u nekom nac¢inu na koji se paradoksi mogu transformisati u rezultate te teorije koji mogu
imati ulogu u rasvetljavanju prirode pojmova i njihovih formalnih svojstava. Slede¢i deo ovog
rada posveéen je upravo potrazi za takvim reSenjem intenzionalnih paradoksa. Ona ¢e biti
usmerena Gedelovim napomenama, kao i lekcijama naucenim prethodnim razmatranjem matem-
atickog pristupa paradoksima i samoreferenciji uopste. Jedan od razloga zbog kog nase prethodno
razmatranje moze biti relevantno za razumevanje pojmovne samoreferencije i intenzionalnih
paradoksa jeste ¢injenica da su razli¢ite vrste samoreferencije kojima smo se bavili omoguéene
intenzionalnim razumevanjem objekata u odnosu na koje se one javljaju. Ako je to slu¢aj, onda
bismo u samoreferenciji koja se ti¢e pojmova koji sadrze to intenzionalno znacenje mogli naéi i
opravdanje tih razli¢itih vrsta samoreferencije i nac¢ina na koji se one koriste.
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Jedan od ciljeva prethodnog razmatranja razli¢itih vrsta samoreferencije u logici i matematici
jeste istrazivanje veze izmedu intenzionalnog razumevanja objekata o kojima je re¢ - skupova,
funkcija i formula, i prepoznavanja moguénosti njihove samoreferencije. Pod intenzionalnim
razumevanjem nekog objekta mislimo na uzimanje u obzir njegovih intenzionalnih aspekata
sadrzanih, na primer, u pravilu po kojem je taj objekat formiran, u njegovoj strukturi ili strukturi
koju on pravi sa drugim objektima iste vrste. Instance funkcionalne i lingvisticke samoreferencije
kojima smo se bavili u ovom radu mogu se klasifikovati u instance njihove samoprimene, prisutne
u metodi dijagonalizacije, i njihove samokarakterizacije, opravdane razli¢itim teoremama o fiksnoj
tacki. U ovom delu rada pokusa¢emo da razjasnimo ulogu intenzionalnog znacenja objekata -
funkcija i formula, u motivisanju obe vrste samoreferencije. Time ¢emo se pribliziti nasoj glavnoj
temi, a to je samoprimena i samokarakterizacija pojmova u kojima je to intenzionalno znacenje
sadrzano.

Uprkos ekstenzionalnosti logike ¢iji je ona deo, teorija izracunljivosti ne usvaja u potpunosti
ekstenzionalno stanoviste u pogledu funkcija kojima se bavi. Nasuprot tome, svojstva funkcija
koja se u toj oblasti izucavaju sustinski zavise od odgovarajuéeg algoritma pomocéu kog su
one definisane u toj teoriji. Sama priroda istrazivanja u ovoj oblasti podrazumeva zauzimanje
takve perspektive u odnosu na funkcije, posto se ono tice njihove izra¢unljivosti, pa samim tim
i pravila po kojem se to izracunavanje izvodi. Posto su ta pravila izrazena u jeziku u obliku
definicija funkcija, intenzionalni pristup se u ovoj oblasti najbolje vidi u interesu za te definicije
i njihove kddove. Sli¢no tome, intenzionalni pristup u metamatematici, u kojoj je lingvisticka
samoreferencija najpre dobila znacaj, pokazuje se u tome Sto se istrazivanja u toj oblasti ticu
samih formula i njihovih kodova, a ne samo njihove skupovno-teorijske interpretacije.

Upravo je taj intenzionalni pristup ono $to omogucava formulaciju i kori¢enje samoreferencije
u teoriji izracunljivosti i metamatematici. Ne postoji razlog zbog kog se neka formula ne bi
mogla ,primeniti” na samu sebe tako da formira recenicu koja referira na tu formulu ili neku
njenu instancu. To bi posebno trebalo da bude sluc¢aj ako ta formula izrazava neko svojstvo
koje i ona sama poseduje. Njena samoprimenljivost bi tada odslikavala samoprimenljivost
odgovarajuceg pojma, koja bi bila opravdana na isti nac¢in. Jednako malo razloga ima za
odbacivanje mogucénosti da funkcija, na osnovu odgovarajuceg algoritma, bude definisana i
za samu sebe. Ipak, u potpunosti ekstenzionalno, tj. skupovno-teorijsko razumevanje funkcija
obeshrabruje svaku ideju o njihovoj samoprimeni. Domen ekstenzionalno shvaé¢ene funkcije ne
moze sadrzati samu tu funkciju jer ona ne moze biti formirana pre nego $to je taj domen formiran.
Sli¢no tome, sve dok recenice neke formalne teorije razumemo ekstenzionalno, tj. kao imena
istinosnih vrednosti, ideja o njihovoj samoreferenciji se ne moze ni javiti. Tek ako uzmemo u
obzir strukturu neke formule, mozemo je proglasiti samoreferencijalnom. Samoprimena funkcija
i formula je tako opravdana isklju¢ivo njihovim intenzionalnim razumevanjem.

U dokazima odredenih teorema o fiksnoj tacki, kao i njene opste verzije, samoprimena objekata
kao §to su funkcije i formule koristi se za opravdanje jedne druge vrste samoreferencije koja se
sastoji u samokarakterizaciji tih objekata, odnosno njihovoj karakterizaciji koja referira na iste te
objekte ili totalitet kojem i oni pripadaju. Ta vrsta rezultata je dobrodosla u teoriji koja se bavi
intenzionalnim objektima, kao §to su strukture, algoritmi i pojmovi. Cini se, naime, da u tom
kontekstu mogu postojati objekti koji na neki nacin sadrZe same sebe ili totalitet kojem i sami
pripadaju. Sa druge strane, u ekstenzionalnom svetu pojam sadrzavanja svodi se na sadrzavanje
elemenata nekog skupa u tom skupu. U tom kontekstu ne moze se govoriti o samoreferenciji
u smislu samosadrZavanja, posto neki skup, kao sto smo videli, ne moze sadrzati kao element
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samog sebe ili neki drugi skup ¢iji je on sam element. Razlog za to je nacin na koji su elementi
sadrzani u skupu, a koji je slican nacinu na koji su delovi nekog materijalnog objekta sadrzani
u njemu - kao nezavisno postojeéi i unapred formirani objekti. Slede¢a Gedelova napomena iz
Maz Phil IX mogla bi da se odnosi bas na tu ¢injenicu':

wKada se ekstenzionalno referira na sve moguce konstrukcije [unutar jedne kon-
strukcije|, onda se na njih referira kao na ,realizovane” (stvarne), a ne samo moguce
[jer one moraju biti jedna po jedna izdvojene i razmotrene, pa zato moraju prethodno
biti realizovane|, $to nasuprot tome, nije slu¢aj pri intenzionalnoj referenciji’? (Godel,
2020a, p. 45).

Ovde pomenuta intenzionalna referencija mogla bi da se odnosi na na¢in na koji neki pojam
referira na pojmove, svojstva i relacije koji ¢ine njegovo znacenje. Nacin na koji je slozeni pojam
izgraden od drugih pojmova i nacin na koji on sadrzi te pojmove, razli¢it je od nacina na koji
su elementi nekog skupa sadrzani u njemu. Pojmovi ne ucestvuju u znac¢enju drugog pojma
tako $to potpadaju pod taj pojam. Oni na jedan drugi nacin postaju deo strukture pojma i kao
takvi odreduju njegovo znacenje:

,Postoje dve vrste ujedinjavanja: 1. ¢isto spoljasnje formiranje skupa, 2. “struktu-
ralno™ stvari + pojmovi = ¢injenice, vise komponovanih pojmova = slozeni pojam.
U ovom nacinu ujedinjavanja nuzno je da bar jedna komponenta bude pojam [samo
to omogucava formiranje strukture pomocu vezivnog tkiva logicke forme| i da se
on u komponovanju javlja “kao pojam” (tj. predikativno). Pojam se moze javljati
takode ¢isto kao stvar na mestu subjekta. Jednostavni elementi, sa kojima ovaj
proces komponovanja pocinje, jesu jednostavne supstancije, predikati i relacije”®
(Godel, 2021, p. 100).

Da treba razlikovati nac¢in gradenja nekog pojma od toga kako su materijalni objekti (pa i
skupovi) izgradeni, govori i sledeca Gedelova napomena:

,Kada se kaze da je pojam crvene ruze struktura koja se sastoji od, na odredeni
nacin povezanih, pojmova crvenog i ruze, to zna¢i nesto potpuno razli¢ito od toga
da je kuc¢a nesto Sto se sastoji od zidova. Jer ne moze se reé¢i da pojmovi grade tu
celinu tako $to stoje u odredenom odnosu (koji je mogao i da ne postoji)™* (Gédel,
2021, p. 103).

Ono Sto omogucava gradenje nekog slozenog pojma od drugih pojmova jeste njihovo povezivanje
u jedinstvenu strukturu (koja je moguca zahvaljujuéi logickim pojmovima, kao $to su veznici).
Pojmovi nisu sadrzani u drugom pojmu kao nezavisno postojeci objekti sa unapred odredenim,

U glavnom tekstu dati su moji prevodi Gedelovih napomena iz Mazx Phil svezaka, dok su originalne napomene,
odnosno njihovi nemagcki transkripti, dati u fusnotama koje prate te prevode.

+Wenn ext<ensional> auf alle moglichen Konstruktionen [in einer Konstruktion| Bezug genommen wird, so
wird auf sie ,als realisiert* (wirklich), nicht als moglich Bezug genommen [denn sie miissen ja der Reihe nach
hergenommen und gepriift, daher vorher realisiert werden|, nicht dagegen bei intens<ionaler> Bezugnahme.”
»Es gibt 2 Arten der Zusammenfiigung: 1. die rein dusserliche der Mengenbildung, 2. die “strukturelle”: Dinge
+ Begriffe = Sachverhalte, mehrere Begriffe zusammengesetzt = komplizierter Begriff. Bei dieser Art der
Zusammenfiigung <ist es> wesentlich, dass zumindest ein Bestandteil ein Begriff ist [nur dies gestatt<et>
mittels des Kitts der logischen Form die Bildung von Struktur] und dass er in der Zusammensetzung “als Begriff”
(d. h. pradikativ) auftritt. Ein Begriff kann auch rein dinghaft als Subjekt auftreten. Die einfachen Elemente,
mit denen man diesen Prozess der Zusammensetzung beginnt, sind die einfachen Subst<anzen>, Pridikate und
Relationen.”

sWenn man sagt, dass der Begriff rote Rose eine Struktur ist, welche aus den Begriffen rot und Rose in einer
bestimmten Verbindung besteht, so bedeutet das etwas ganz Anderes, als dass ein Haus etwas ist, das aus den
Mauern besteht. Denn man kann nicht sagen, dass die Begriffe dadurch, dass sie in einer gewissen Beziehung
stehen (welche auch nicht bestehen kénnte), dieses Ganze bilden.”
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jedinstvenim, znac¢enjem. Znacenje koje oni imaju kao deo nekog pojma, odredeno je i drugim
pojmova sa kojima se pritom povezuju i strukturom koji na taj nacin ¢ine. Zbog toga je i nacin
na koji je neki totalitet pojmova sadrzan u strukturi ili pojmu razli¢it od ekstenzionalnog koji
pretpostavlja referenciju na svaki njegov pojedinacan element. To sugerise i slede¢a Gedelova
napomena: ,,...ne moze se govoriti ekstenzionalno o svim pojmovima jer bi tako opisana kom-
binacija bila neizvodljiva u principu”® (Godel, 2020a, p. 59). 'Svi’ je u ovom kontekstu pre
koriS¢éeno na intenzionalan nacin, tj. tako da predstavlja ,smisao drugog reda koji se odnosi
prema uobicajenom smislu na isti nacin na koji se taj smisao odnosi prema stvarima, naime,
tako da su one ,obuhvacene” njime i u¢injene pristupacnim misljenju”® (cf. Gédel, 2020a, p. 59).
Razlika u na¢inu na koji neki ekstenzionalni i intenzionalni objekat sadrze odredeni totalitet
omogucava da intenzionalni objekti, kao Sto su strukture i pojmovi, ali ne i ekstenzionalni, kao
deo tog totaliteta sadrze i same sebe:

JIznenadujuca ¢injenica da u oblasti smisla i strukture nesto moze biti sopstveni
pravi deo, postaje razumljiva na osnovu drugog sluc¢aja (naizgled manje apsurdnog),
koji moZe biti sadrzan kao deo na dva razli¢ita nacina (kada se isti simbol javlja vise
puta), §to na isti nacin nije moguée u materijalnom svetu”” (Gédel, 2020b, p. 18).

U Max Phil IX postoji vise Gedelovih napomena o strukturama koje sadrze same sebe, medu
kojima je sledeéa®:

,Postoje cak i konacne strukture koje sadrze prave delove ,pod koje” cela struktura
i sama potpada [u smislu da je ona posebna realizacija te strukture; svaka stvar bi
tako potpadala pod strukturu -], $to znaci da vazi t D a, a € t, pri ¢emu opisane
Lintenzije” znade: a ukljucuje totalitet (intenzionalno), naime ¢, ¢iji je ona sama deo”®
(Godel, 2020a, p. 88).

U Maz Phil X Gedel daje primer takve kona¢ne strukture: iskazni ra¢un sa jednom aksiomom
(Godel, 2017b, p. 8). Druge primere samosadrzavajuc¢ih struktura nije tesko naci: kolekcija svih
parcijalno uredenih skupova i sama ¢ini skup parcijalno ureden relacijom podstrukture; kolekcija
svih skupova na kojima je definisana neka asocijativna i komutativna binarna operacija i sama
¢ini takvu strukturu sa Dekartovim proizvodom kao takvom operacijom (modulo relacije bijekcije
izmedu skupova), itd. (cf. Feferman, 1984, p.76). Isto tako: ,Struktura nizova celih brojeva,
na primer, sadrzi sebe kao pravi deo i lako je videti da postoje takode strukture koje sadrze
beskona¢no mnogo razlicitih delova, od kojih svaki kao deo sadrzi celu strukturu” (Godel, 1944,
p. 130). Moguénost da i drugi intenzionalni objekti, kao $to su pojmovi i algoritmi, sadrze same
sebe moze se takode objasniti njihovim posedovanje strukture. Tako, na primer, u kontekstu
objasnjenja razloga zbog kog aksioma reducibilnosti ne bi morala da vazi za neke pojmove, Gedel
daje primer slozenih pojmova koji ,nisu nesto prosto, ve¢ i sami imaju strukturu pa tako mogu

,Daher kann man nicht ext<ensional> von allen Sinnen [in the footnote: D. h. alle Begriffe] sprechen, denn die
so beschriebene Kombination ist princ<ipiell> undurchfiihrbar.”

,..das alle wére also ein Sinn zweiter Stufe, welcher sich zum gewo6hnlichen Sinn ebenso verhélt wie dieser zu den
Dingen, dass sie ndmlich durch ihn ,erfasst”, dem Denken zugénglich gemacht werden.”

,Die merkwiirdige Tatsache, dass im Reich des Sinns und der Struktur etwas sein eigener echter Teil sein kann,
wird versténdlich durch <die> zweite (anscheinend weniger absurde), dass dasselbe auf 2 verschiedene Weisen
als Teil enthalten sein kann (wenn sich das gleiche Zeichen mehrere Male wiederholt), was ebenfalls im Reich der
Korper unmoglich ist.”

U citatima koji slede, Gedelov simbol ¢ transkribujemo kao €. Ipak, treba imati u vidu da Gedel mozda nije
uvek mislio na relaciju pripadnosti skupu, nego na relaciju pripadnosti pojmu, tj. njegovoj ekstenziji.

+Es gibt schon endliche Strukturen, die echte Teile enthalten, ,unter die* die ganze Struktur fallt [in dem Sinn,
dass sie eine spezielle Realisierung dieser Strukturen ist; jedes Ding wiirde dann unter die Struktur - fallen|, d. h.
also t D a, act, wobei die beschriebenen ,Begriffsinhalte bezeichnen: a involviert eine Totalitét (intens<ional>),
namlich ¢, von der es selbst ein Glied ist.”
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sukljucivaty” totalitet pojmova’® (Godel, 2020a, p. 67). Prema Gedelovim rec¢ima, formalni
sistem koji bi odgovarao ovom shvatanju pojmova sadrzao bi umesto aksiome reducibilnosti
pravilo supstitucije za iskazne funkcije koje bi se primenjivalo na promenljive proizvoljnog tipa,
kao i nekakve aksiome intenzionalnosti koje bi odgovarale pojmu svojstva (Godel, 1944, p. 130,
fusnota 28).

Mogucénost da odredeni objekti sadrze same sebe opravdava njihovo definisanje pomocu
impredikativnih definicija koje referiraju na totalitet kojem i sami definisani objekat pripada.
Impredikativne definicije su, po Gedelovom misljenju, neodgovarajuce ukoliko treba da sadrze
instrukcije za konstruisanje njima definisanih objekata. Ako ih, nasuprot tome, koristimo samo
da identifikujemo ili izdvojimo neki ve¢ postojeéi objekat, onda ,nema niceg imalo apsurdnog u
postojanju totaliteta koji sadrzi ¢lanove koji mogu biti opisani (tj. okarakterisani na jedinstven
nac¢in) samo referencijom na isti taj totalitet” (Godel, 1944., p. 128). Tako bismo, na primer,
neku od gore navedenih struktura opisali pomocéu referencije na totalitet struktura kojem i
ona sama pripada. Pojam, takode, mozemo definisati pomoc¢u nekog totaliteta pojmova ¢iji je i
on sam deo. Na osnovu toga i navedenih Gedelovih napomena moze se zakljuciti da je Gedel
smatrao samokarakterizaciju intenzionalnih objekata, kao Sto su pojmovi, neproblemati¢nom, a u
nekim slu¢ajevima i adekvatnim pokazateljem strukture tih objekata. Intenzionalno razumevanje
funkcija i formula bi tako omogucdilo filozofsko opravdanje koris¢enja njihovih samoreferencijalnih
karakterizacija koje su, u naSoj interpretaciji, posledica teorema o fiksnoj tacki. Ali u kojoj
meri se teoreme o fiksnoj tacki uopste ticu intenzionalnog znacenja objekata na koje se odnose i
njihovih definicija?

3.1 INTENZIONALNI ASPEKTI FIKSNIH TACAKA

Teoreme o fiksnoj tacki tvrde postojanje objekata koji stoje u odredenoj relaciji ekvivalencije
prema objektima koji su na neki nacin dobijeni od njih. Ta relacija ekvivalencije moze se razumeti
i na potpuno ekstenzionalan nacin - tako da se njom tvrdi identitet vrednosti dve funkcije od
kojih jedna koristi drugu funkciju ili njen indeks, ili identitet istinosnih vrednosti dve recenice
od kojih jedna referira na kdd druge. U tom smislu se za te teoreme ne moze re¢i da tvrde
postojanje samoreferencijalnih fenomena. Ono §to ih ¢ini tvrdenjima o samoreferenciji jeste
njihovo intenzionalno razumevanje prema kom instance tih teorema pruzaju definicije algoritama
za izraCunavanje date funkcije ili opis znacenja neke recenice. Upravo takvo razumevanje je
prvenstveno i motivisalo te rezultate i njihovu primenu, iako su oni kasnije postali nezavisni
od njega. U nastavku ¢emo u nesto vise detalja razmotriti ulogu intenzionalnog znacenja
u formulisanju i primeni lingvistickih fiksnih tacaka, pre svega onih koje se ti¢u predikata
dokazivosti.

Istrazivanje fiksnih tacaka predikata dokazivosti i njegove negacije podstaknuto je Gedelovim
dokazom teorema o nepotpunosti, kao i reSavanjem Henkinovog problema. Posto je, po definiciji,
fiksna tacka nekog predikata ili formule svaka recenica koja je dokazivo ekvivalentna onoj koja
joj pripisuje svojstvo izrazeno tim predikatom ili formulom, isti predikat dokazivosti moze
imati viSe razlic¢itih fiksnih tacaka. Takode, razli¢iti predikati i formule mogu biti uzeti da stoje
za predikat dokazivosti. Ipak, vide¢emo da medu njima moze biti znacajnih razlika. Fiksne
tacke koje su Henkin i Gedel koristili shva¢ene su intenzionalno - kao recenice koje za sebe
kazu da jesu, odnosno nisu, dokazive. Dakle, one treba da sadrze formulu koja zaista izrazava
svojstvo dokazivosti u nekom formalnom sistemu. Fiksna tacka te formule, osim toga, treba da
bude recenica koja nije samo ekstenzionalno ekvivalentna onoj koja tvrdi njenu dokazivost ili
nedokazivost u sistemu, ve¢ ima i isto znacenje. U slu¢aju Gedelove recenice to se vidi, sa jedne

,Iritt nicht bei ,objektiven* Begriffen wieder die Schwierigkeit des Reduzibilitdtsax<ioms> auf, wenn diese
1.) nicht etwas Einfaches sind, sondern selbst eine Struktur haben und daher eine Gesamtheit von Begriffen
Linvolvieren* kénnen.”
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strane, u nacinu na koji je on definisao predikat dokazivosti - kao egzistencijalnu generalizaciju
predikata dokaza u datoj teoriji koji pokazuje strukturu koju dokazi u njoj imaju, i sa druge
strane, u nac¢inu na koji je konstruisao fiksnu tacku negacije tog predikata, a koji tu recenicu
zaista ¢ini samoreferencijalnom. Naime, Gedelova recenica je oblika =Prov (t) gde se term t svodi
na numeral koji oznacava kod recenice =Prov (t). Henkinova formulacija njegovog problema
takode sugeriSe da se on odnosi na formulu koja zaista za sebe kaze da je dokaziva, tj. na formulu
kodiranu brojem ¢ koja izrazava iskaz da je formula kodirana brojem ¢ dokaziva u datom sistemu
(Smorynski, 1991, p. 113). Medutim, iako je interesovanje za fiksne tacke u metamatematickim
istrazivanjima u pocetku bilo motivisano njihovim intenzionalnim razumevanjem, vide¢emo da
je uskoro taj intenzionalni aspekat izgubljen iz vida.

U nekim sluc¢ajevima, kao u slucaju Gedelove teoreme, to ne utice na krajnji rezultat kojem
razmatranje relevantnih fiksnih tacaka vodi. Naime, videli smo da je jedino svojstvo predikata
dokazivosti koje se koristi u dokazu Gedelove prve teoreme njegova ,ekstenzionalna adekvatnost”,
tj. ¢injenica da je on dokaziv u teoriji za sve i samo one formule koje su zaista dokazive u toj
teoriji. To svojstvo predikata ili formula, poznato kao Krajselov uslov (Georg Kreisel) ili slaba
predstavljivost, smatra se minimalnim uslovom koji neki predikat ili formula treba da zadovolji
da bi na adekvatan nacin izrazavao svojstvo dokazivosti. Takode se ispostavilo da ulogu Gedelove
reCenice u dokazu moze imati bilo koja recenica koja je dokazivo ekvivalentna recenici koja tvrdi
njenu nedokazivost. To pokazuje da ekstenzionalizacija predikata nedokazivosti i njegove fiksne
tacke ne utice na konacan rezultat kojim se pokazuje njena neodlucivost.

U nekim drugim slu¢ajevima, intenzionalni aspekti fiksnih ta¢aka mogu biti klju¢ni za dolazenje
do odgovarajucih rezultata. Tako, na primer, izbor formule koja bi trebalo da stoji za svojstvo
dokazivosti, medu njoj ekvivalentnim formulama, moze odrediti njena svojstva. To se pokazuje
na primeru Henkinovog problema za koji je Krajsel pokazao da moze biti reSen na razlicite
nacine u zavisnosti od toga koja formula je uzeta kao ona koja izrazava svojstvo dokazivosti
(Smorynski, 1991, pp. 114-116). On sam je predlozio dve formule od kojih obe zadovoljavaju
njegov uslov, a za koje vazi da je fiksna tacka prve dokaziva, a fiksna tacka druge opovrgljiva.
Lebova teorema koja, formulisana pomocéu Gedelovog predikata dokazivosti, daje pozitivan
odgovor na isti problem, takode klju¢no zavisi od toga koji je predikat koriséen kao predikat
dokazivosti.

éinjenica da fiksne tacke razli¢itih formula, od kojih sve u ekstenzionalnom smislu jednako
dobro predstavljaju neko svojstvo, mogu imati razli¢ite osobine, pokazuje da se te osobine (kao
Sto je dokazivost u nekom formalnom sistemu) ti¢u nekih intenzionalnih aspekata formula. Ti
intenzionalni aspekti formula sadrzani su u njihovoj strukturi ili na¢inu na koji su one izgradene.
Zmacenje formule koja stoji za dokazivost postaje relevantno i u kontekstu dokaza DRUGE
TEOREME O NEPOTPUNOSTI. To zahteva formulisanje nekih dodatnih uslova koje formule treba
da zadovolje da bi izrazavale svojstvo dokazivosti. Najuspesnija analiza tih uslova data je u
obliku Lebovih uslova izvodivosti. Ti uslovi koriséeni su u dokazu njegove teoreme, kao i u dokazu
DRUGE TEOREME O NEPOTPUNOSTI. Ako - A stoji za ’A je dokazivo u datoj formalnoj teoriji’,
a Pr stoji za predikat te teorije koji bi trebalo da izrazava to svojstvo, Lebovi uslovi su sledeéi:

HFA
F Pr([A])

D2 + (Pr([A]) A Pr([A— B])) — Pr([B])

D1

D3 F Pr([A]) — Pr([Pr([A])]).

Umesto da podstaknu dalja istrazivanja o osobinama predikata koji izrazava svojstvo dokazivosti,
ovi uslovi postali su osnova za formulisanje aksiomatske teorije koja se bavi dokazivoséu. Kao
odgovarajuca osnova za takvu teoriju uzeta je modalna logika u kojoj je dokazivost predstavljena
operatorom koji karakterisu navedene aksiome i pravila. Logika dokazivosti je tako zasnovana
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kao sistem iskazne modalne logike (vidi: Boolos, 1993). Analiza fiksnih tacaka dokazivosti nadalje
se odvijala iskljucivo unutar te teorije.

Za analizu fiksnih tacaka kao $to su Gedelova, Lebova i Henkinova recenica, potrebno je
prosirenje navedenih aksioma formalizacijom dijagonalizacije ili neke njene posledice koja je
dovoljna za dokazivanje glavnih osobina tih fiksnih tacaka. Obi¢no se za najjacu posledicu
dijagonalizacije uzima LEBOVA TEOREMA koja se datoj teoriji dodaje u obliku sledeceg pravila:

= Pr([A]) = A
A '

U tako pro§irenoj teoriji, odredena vazna svojstva fiksnih tac¢aka konstruisanih pomocu predikata
dokazivosti postaju dokaziva. Jedno od njih je da svaka fiksna tacka moze biti eksplicitno
definisana, Sto ¢esto omogucava i dokaz njenog postojanja. Drugo vazno svojstvo je da su sve
fiksne tacke neke formule date teorije dokazivo ekvivalentne jedna drugoj. Iz toga sledi da u
toj teoriji nacin na koji je fiksna tacka konstruisana ne uti¢e na njene osobine, pa se sve fiksne
tacke istog predikata ili formule mogu smatrati jednakim. Najznacajniji rezultat postigao je
Solovej (Robert Solovay) koji je dokazao, pomocu dve teoreme o potpunosti, da data modalna
teorija pruza adekvatnu analizu dokazivosti u aritmetici. Prema tom rezultatu, neka formula je
dokaziva u logici dokazivosti ako i samo ako je formula koja predstavlja njen prevod na jezik
aritmetike dokaziva u odgovarajucoj aritmetickoj teoriji (Smorynski, 2002, pp. 471-476). Dalji
razvoj ove teorije bio je u velikoj meri usmeren ovim rezultatima i pokusajima da se oni uopste
i dokazu i za druge predikate kao sto je Roserov predikat. Ispostavilo se, medutim, da fiksna
tacka Roserovog predikata nije nuzno jedinstvena. Zavisnost njenih osobina od nacina njenog
konstruisanja ¢ini tu fiksnu tacku intenzionalnijom od Gedelove i Henkinove recenice.

Jedino svojstvo recenica nalik samoreferenciji koje se moze izuc¢avati u ovoj oblasti jeste to da
su one dokazivo ekvivalentne recenici koja im pripisuje odredeno svojstvo, gde je ta ekvivalencija
shvaéena kao slaganje istinosnih vrednosti. Pritom se nac¢in konstruisanja fiksne tacke koji bi
garantovao da ona zaista jeste samoreferencijalna, kao i nac¢in konstruisanja predikata koji bi
garantovao da on zaista izrazava odredeno svojstvo, ne uzimaju u obzir. Intenzionalne odlike
predikata dokazivosti tako postaju nevidljive u ovoj oblasti. Analiza dokazivosti i njenih fiksnih
tacaka je na taj nacin u potpunosti ekstenzionalizovana.

Intenzionalni aspekti fiksnih tacaka, sadrzani u znacenju formula ¢ije su to fiksne tacke
i u na¢inu njihovog konstruisanja, u nekim sluc¢ajevima ipak jesu relevantni. Na to ukazuje
razlika u osobinama fiksnih tacaka Krajselova dva predikata, kao i razli¢itih fiksnih tacaka
Roserovog predikata. Intenzionalno razumevanje fiksnih tacaka, kao samoreferencijalnih rec¢enica
koje sebi pripisuju svojstvo dokazivosti ili nedokazivosti u odredenoj teoriji, je i motivisalo
istrazivanje o fiksnim tackama u metamatematici, iako je ono kasnije postalo nezavisno od te
motivacije. Povratkom na intenzionalno znacenje i zahtevanjem da formula ¢ijom se fiksnom
tackom bavimo zaista izrazava neko svojstvo, kao i da njena fiksna tacka zaista sebi pripisuje to
svojstvo, priblizavamo se pitanju pojmova i njihove samoreferencije. Ako odredeni aritmeticki
predikat izrazava pojam dokazivosti u aritmetickoj teoriji, onda metamatematicki rezultati koji
se ti¢u njegovih fiksnih tacaka mogu nesto otkriti i o pojmovnoj samoreferenciji. Ti rezultati
mogu biti shvaceni kao da otkrivaju neizbezna ograni¢enja izrazavanja i analize odredenih
samoreferencijalnih pojmova unutar formalne teorije.

Pitanja o prirodi pojmovne samoreferencije koja odatle proizilaze su samo neka od onih koja
treba da budu rasvetljena u buducoj teoriji pojmova. Ali, kako bi to bilo moguée, prethodno
moraju biti reSeni problemi koji se ti¢u osnovnih pojmova te teorije i paradoksa uzrokovanih
njihovom samoreferencijom, a koji su usko povezani sa pomenutim ograni¢enjem njihove formalne
analize.

LT
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S obzirom na to da bi, kako je Gedel predvidao, teorija pojmova trebalo da postane centralni
deo logike, ona bi trebalo i da se bavi nekim fundamentalnim logickim pitanjima. Ta pitanja su
po Gedelovom misljenju:

,---ona koja se ticu osnovnih logickih pojmova, npr. €, pojam, iskaz, klasa, D,
relacija. Dakle, na primer: da li svakoj iskaznoj funkciji odgovara neki pojam, da li
postoje klase koje sadrze same sebe, da li je svaki pojam svuda definisan?”!! (Godel,
2020a, p. 62).

Tokom istorije logike dati su razli¢iti odgovori na ta pitanja, sa ciljem da se razjasni pojam pojma
i njegove ekstenzije (tj. odgovarajuce klase). ReSenja paradoksa koji se ti¢u pojmova traZena su u
negativnim odgovorima na svako od navedenih pitanja. Vide¢emo da je, po Gedelovom misljenju,
temeljnije razmatranje poslednjeg pitanja neophodno kako bi naSe razumevanje pojmova i
njihove primene bilo unapredeno i time otklonjene greske koje vode intenzionalnim paradoksima.
Sa druge strane, jedino su pozitivni odgovori na prva dva pitanja, prema kojima pojam moze biti
definisan proizvoljnom iskaznom funkcijom i primenljiv na sebe, u skladu sa prirodom pojmova.
U slucaju samoprimene pojma to se pokazuje i na brojnim primerima kao $to su: ,pojam pojma,
pojam primenljivosti na samo jednu stvar (ili jedan objekat), pojam razlikovanja od skupa svih
kona¢nih matematickih skupova, pojam pojma sa beskona¢nim domenom, itd” (Wang, 1996,
8.6.3).

Upravo bi ta pojmovna samoreferencija, tj. njena moguénost, mogla da otkrije neke osnovne
formalne osobine pojmova koje ih razlikuju od ekstenzionalnih objekata, kao Sto je njihovo
,heinduktivno gradenje”, pa bi tako imala i znac¢ajnu metodolosku funkciju u buduéoj teoriji. Ako
je suditi po teorijama razmatranim u ovom radu, koje se takode sluze samoreferencijom, njena
uloga u definisanju pojmova i dokazivanju njihovih svojstava bi takode mogla biti znacajna. Iz
tih razloga bi formalizacija pojmovne samoreferencije trebalo da bude neizostavni deo buduce
teorije.

Kao sto smo videli na pocetku ovog rada, glavnu prepreku toj formalizaciji predstavljaju
paradoksi kojima samoreferencija u odredenim slucajevima vodi i koji mogu da ucine teoriju
u kojoj je ona formalizovana protivrecnom. Gedel, medutim, nije smatrao da je tu prepreku
nemoguce prevazi¢i. Bas nasuprot, on je u njoj video znacajan podsticaj za razvoj i poboljsanje
naseg razumevanja pojmova i njihove primene.

yIntenzionalni paradoksi se mogu koristiti za dokaz postojanja pojmova. Oni
pokazuju da nismo slobodni da uvedemo bas svaki pojam, jer, po definiciji, da

smo zaista u potpunosti slobodni, oni [novi pojmovi| ne bi vodili protivrecnostima”
(Wang, 1996, 8.5.20).

Odgovarajuce reSenje intenzionalnih paradoksa bi, na prvom mestu, trebalo sugeriSe na¢in na koji
formiranje pojmova treba da bude regulisano i time u¢injeno manje proizvoljnim. Takav pristup
intenzionalnim paradoksima odgovarao bi onom koji se u teoriji izrac¢unljivosti i metamatematici
zauzima u odnosu na protivre¢nosti koje mogu da slede iz odredenih instanci funkcionalne i
lingvisticke samoreferencije. Otkrivene protivrec¢nosti nisu smatrane pokazateljem da je upotreba
tih oblika samoreferencije nelegitimna, nego su umesto toga koriséene za izvodenje znacajnih
negativnih rezultata. Opsti rezultat do kojeg se na taj nacin dolazi u teoriji izrac¢unljivosti je
da nije svaka izrac¢unljiva funkcija totalna, odnosno definisana za svaki objekat odredene vrste.
Takav zakljucak istice intenzionalni aspekat izracunljivih funkcija koji poti¢e od algoritama na

,--solche, welche die logischen Grundbegriffe betreffen, z. B. ¢, Begriff, Satz, Klasse, D, Relation. Also z. B.:
Gibt es zu jeder Aussagefunktion einen Begriff, gibt es Klassen, die sich selbst enthalten, ist jeder Begriff iiberall
definiert?”
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osnovu kojih se one izracunavaju, a koji mogu biti nedefinisani za odredene objekte (kao Sto je,
na primer, operacija deljenja sa nulom nedefinisana). Ako zauzmemo sli¢an stav i po pitanju
protivre¢nosti koje slede iz nekih instanci pojmovne samoreferencije, vide¢emo da one takode
mogu otkriti nesto o prirodi pojmova §to je zasnovano na njihovoj intenzionalnosti. Stavise,
uvid u prirodu pojmova do kojeg se na taj nacin dolazi usko je povezan sa rezultatima o prirodi
izracunljivih funkcija do kojih se dolazi na veoma slican nacin.

U nastavku ¢emo nesto detaljnije razmotriti intenzionalne paradokse, ¢ije bi reSavanje pred-
stavljalo poc¢etnu tacku u razvoju nasSeg razumevanja pojmova, i pokusati da utvrdimo kakav
uvid u prirodu pojmova oni mogu da pruze.

3.2.1 Analiza intenzionalnih paradoksa

U beleskama za kurs iz logike koji je 1939. godine odrzao na Univerzitetu Notr Dejm, Gedel daje
preciznu analizu paradoksa heteroloskih, ili kako ih on zove impredikabilnih predikata, koji je u
uvodu ovog rada predstavljen kao GRELING-NELSONOV PARADOKS (Godel, 2017a, pp. 106-115).
Na drugom mestu, Gedel referira na tu analizu kao na njegovu analizu intenzionalnog paradoksa
(Godel, 2020a, p. 48), sto sugerise da predikate o kojima je re¢ Gedel interpretira kao pojmove.
To ¢ini dati paradoks verzijom intenzionalnog paradoksa koji se ti¢e pojma neprimenljivosti na
sebe.

U Gedelovoj analizi, svi pojmovi koji se koriste u izvodenju paradoksa, kao i pretpostavke
koje se njih ticu, izdvojeni su i jasno specifikovani. Ti pojmovi su sledeéi:

1. pojam objekta - koji obuhvata sve ono Sto moze biti predmet misljenja,

2. pojam predikata ¢ije je susStinsko svojstvo da je dobro definisan - za svaki objekat je
odredeno da li se on primenjuje na njega ili ne,

3. pojam primene predikata - koja se za proizvoljan predikat P i objekat « oznacava sa P (z).
Paradoks onda sledi iz sledec¢ih pretpostavki o navedenim pojmovima:

PRVA je da ako je P predikat, a x proizvoljan objekat, onda je P (x) smisleni iskaz koji je istinit
ili lazan;

DRUGA je da ako je za svaki objekat x, P (z) iskaz koji je istinit ili lazan, onda je P predikat;
TRECA je da je za svaki objekat jedinstveno odredeno da li je on predikat ili ne;
CETVRTA je da je svaki predikat objekat.

Ako navedene pretpostavke vaze, onda mozemo definisati predikat 'impredikabilan’ (u smislu
predikata koji se ne primenjuje na sebe), ¢ija bi primena na bilo koji objekat trebalo da daje
recenicu koja je istinita ili lazna. Taj predikat bi takode trebalo da bude primenljiv i na sebe, jer
je prema poslednjoj pretpostavci i on jedan objekat. Medutim, re¢enica dobijena tom primenom
ne moze biti ni istinita ni lazna. Protivrecnost do koje smo na taj nacin dosli pokazuje da postoji
neka greska u razumevanju koris¢enih pojmova ili navedenih pretpostavki.

Jedna moguénost je da se neadekvatnim proglasi koris¢enje neogranic¢enog kvantifikatora,
odnosno pojma svega koji bi trebalo da se odnosi na totalitet svih objekata ili svih predikata.
Moze se tvrditi, kao u teoriji tipova, da takav univerzalni pojam (koji bi se primenjivao na
objekte razli¢itih tipova) ne postoji, pa da tako ni predikatu u ¢ijoj definiciji je on koriséen,
nijedan pojam ne moze odgovarati. Definicija predikata ’impredikabilan’ referira na totalitet
svih predikata, zbog ¢ega ne definise odgovarajuéi pojam.
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Gedelove beleske za kurs iz 1939. godine sugeriSu da je on u to vreme smatrao navedeno
reSenje ispravnim. Ipak, njegov kasniji rad (Godel, 1944) kao i sveska Maz Phil IX koju je pisao
tokom 1942. i 1943. godine pokazuju da je on zatim promenio misljenje (cf. Godel, 1944, p. 138;
Godel, 2020a, p. 48). Umesto navedenog, verovatnijim je smatrao reSenje prema kojem svaki
predikat definiSe neki pojam, ali nije svaki predikat, kao ni njime definisan pojam, primenljiv
na svaki objekat. Moguce je tako da neke primene pojma, odnosno predikata koji taj pojam
1zraZava, rezultiraju recenicama koje nisu ni istinite ni laZne. To bi znacilo da je u izvodenju
opisanog paradoksa, pojam predikata koji opravdava prvu pretpostavku neadekvatno koriséen.
Kako bi ovaj uvid doveo do resenja paradoksa, on bi trebalo da implicira da je upravo pojam
neprimenljivosti na sebe jedan od takvih pojmova koji nisu svuda definisani. Konkretno, trebalo
bi da vazi da taj pojam nije definisan za sebe zbog ¢ega se njegovom samoprimenom ne dobija
ni istinit ni lazan iskaz. Takvu primenu pojmova zvaéemo besmislenom primenom.

Pretpostavka da neki pojmovi nisu smisleno primenljivi na sve objekte je intuitivno oprav-
dana. Recenice ’Skup prirodnih brojeva je crven’, Zgrada Filozofskog fakulteta u Beogradu je
mnogobrojna’, 'Pojam kuée je paran’, izrazavaju naizgled ne samo neistinite, ve¢ i besmislene
primene pojma crvenog, mnogobrojnog i parnog. Shvatanje recenica koje izrazavaju besmislene
primene pojma kao smislenih ali laznih, najces¢e ne stvara nikakav problem. Ipak, prethodno
razmatranje sugerise da bi u posebnim okolnostima ono ¢ak moglo voditi paradoksima.

Dakle, moguce resenje paradoksa pojma neprimenljivosti na sebe je da taj pojam nije smisleno
primenljiv na sebe, zbog ¢ega ni tvrdenje da se on primenjuje na sebe ni njegova negacija
nisu istiniti. To reSenje ipak ne sprecava izvodenje modifikovanog paradoksa koji ne koristi
pretpostavku da je pojam neprimenljivosti na sebe smisleno primenljiv na sebe. Takav paradoks,
odnosno njegovo uopstenje koje se umesto na pojmove odnosi na funkcije, formulisao je takode
Gedel i nazvao ga CERCOVIM PARADOKSOM zbog toga $to se najjednostavnije moze predstaviti
u Ceréovom A-ratunu (Wang, 1996, 8.6.24 - 8.6.26). U nastavku ¢emo opisati taj paradoks kao i
interpretaciju koja ga ¢ini paradoksom koji se tice pojmova.

Za neku funkciju reé¢i éemo da je regularna ako je primenljiva na svaki objekat. Regularne
funkcije tako odgovaraju pojmovima koji su svuda definisani. Neka je funkcija d definisana na
sledeé¢i nacin:

d(F,z) = F(x), ako je F' regularna funkcija

0, inace.

Funkcija d bi za svaku datu funkciju trebalo da odluci da li je ona regularna, i ako jeste da je
primeni na dati argument, a ako nije da da 0 kao vrednost. Neka je funkcija E definisana na
nacin koji garantuje da za svako x, F (z) # x. Na primer, njena definicija moze biti sledeca:

0, akoxz#0
1, akox=0.

E(z) =

Tada moZemo definisati funkciju H za koju vazi da je za svako =, H (x) = FE (d (z, z)). Ako
je funkcija d regularna, onda je takva i funkcija H. U tom slucaju vazi¢e da je za svako z,
d(H,z)=H (z) = E (d(z,z)). Ako supstituisemo H mesto x u poslednjoj jednakosti, dobi¢emo
jednakost d (H, H) = E (d(H, H)). Argument d (H, H) bice tada fiksna tacka funkcije F, ¢ije
postojanje protivrec¢i definiciji te funkcije.

Konstrukcija fiksne tacke funkcije E na vrlo precizan na¢in odgovara konstrukciji koriséenoj
u dokazu OPSTE TEOREME O FIKSNOJ TACKI (s tom razlikom $to je kodiranje funkcija ovde
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izostavljeno). Kao i u drugim paradoksima, i ovde je ta konstrukcija koris¢ena za dolazenje do
fiksne tacke takve funkcije ¢ija definicija treba da isklju¢i mogucénost postojanja te fiksne tacke.

Ovaj paradoks se moze razumeti kao uopstenje i formalno izvodenje paradoksa pojma pojma
koji nije smisleno primenljiv na sebe. Funkcija d (z, x) moze biti shvacena tako da stoji za pojam
pogma koji je smisleno primenljiv na sebe, a funkcija E kao uopstenje negacije. U tom slucaju bi
za pojam pojma koji nije smisleno primenljiv na sebe stajala funkcija H. Primena tog pojma na
samog sebe vodila bi protivrec¢nosti na opisani nacin.

Cini se da je jedini nacin da se izbegne ovaj paradoks odbacivanje pretpostavke da je funkcija d
regularna, tj. da je svuda definisana. To bi znacilo da je moguce da ta funkcija nije definisana za
argument (H, H), §to bi izvedenu jednakost izmedu d (H, H) i E (d (H, H)) u¢inilo bezazlenom
(ona viSe ne bi protivrecila definiciji funkcije F). Iz toga sto funkcija d nije definisana za svaki
argument oblika (z,z), sledilo bi da postoji neka funkcija, kao s$to je H, za koju funkcija d ne
moze da odredi da li je definisana za samu sebe ili ne. Formulisan tako da se odnosi na pojmove
umesto funkcija, ovaj zakljucak implicira da ne moze uvek biti odredeno da li je neki pojam
smisleno primenljiv na odredeni objekat (kao Sto je on sam) ili ne.

Tako se ispostavlja da za izbegavanje intenzionalnih paradoksa nije dovoljno prihvatiti da neki
pojmovi, kao $to je pojam neprimenljivosti na sebe, nisu svuda definisani, pa su zato neke njihove
primene besmislene. Osim toga, moramo prihvatiti jos i da ne moze uvek biti odredeno da li je
primena pojma na neki objekat smislena ili ne. Na primer, moguce je da se ne moze odrediti da
li je recenica 'Pojam crvenog je smisleno primenljiv na skup prirodnih brojeva’ istinita ili lazna.
Kada bismo mogli da u svakom slucaju razlikujemo besmislenu primenu pojma od njegove
smislene primene, mogli bismo takode da umesto besmislenim proglasimo te primene laznim, $to
bi omogucilo ponovno javljanje paradoksa (nesto sli¢no je gore postignuto korié¢enjem funkcije
d). Cini se da je to motivisalo Gedelov zakljucak da pojam smislene primenljivosti ne moze
svuda biti definisan (cf. Godel, 2020a, p. 48). Prema Gedelovim re¢ima:

,Ocigledna primedba da svaki pojam moze biti proSiren na sve argumente defin-
isanjem drugog pojma koji daje lazne iskaze gde god je pocetni pojam bio besmislen,
moze se lako odbaciti isticanjem ¢injenice da pojam ’smisleno primenljiv’ ne mora
uvek biti smisleno primenljiv”’ (Godel, 1944, p. 137).

Dakle, ne samo da je mogucée da pojam primenljivosti pojma nije svuda definisan, nego bi isto
moglo da vazi i za pojam smislene primenljivosti pojma.

Ova vrsta resenja primenljiva je i na druge paradokse koji bi se mogli javiti u vezi sa pojmovima
i njihovom primenom, kao $to su intenzionalne verzije semantickih paradoksa. Gedel je verovao
da su u osnovi semantickih paradoksa koji referiraju na neki jezik, intenzionalni paradoksi koji
se ti¢u znacenja izrazenog u tom jeziku (Wang, 1996, pp. 271-272). U njima se, umesto na sebe,
pojam primenjuje na svoj opis ili na rezultat svoje primene na neki drugi objekat. Gedelove
napomene koje slede nakon njegove analize paradoksa impredikabilnih predikata u beleskama za
kurs na Notr Dejmu, sugerisu da je on nameravao da opiSe i intenzionalnu verziju PARADOKSA
LAZLJIVCA, koja bi se ticala pojma istine koji se primenjuje na iskaze. Nazalost, tekst se prekida
bas na tom mestu (Godel, 2017a, p. 115). U svakom slu¢aju, predloZeno reSenje intenzionalnih
paradoksa bilo bi primenljivo i na taj paradoks. Ono bi impliciralo da pojam istine koji se koristi
u njegovom izvodenju nije svuda definisan i da, konkretno, nije definisan za iskaz koji negira
sopstvenu istinitost.

Mozemo razmotriti i intenzionalnu verziju RISAROVOG PARADOKSA u njegovoj formulaciji
datoj u (Thomson, 1962, pp. 115-118). Tu je ovaj paradoks predstavljen kao verzija heterologkog
paradoksa koja se tice predikata koji se primenjuju na prirodne brojeve. Pretpostavimo da se svi
takvi predikati nalaze na jednoj listi i defini§imo predikat koji se primenjuje na sve i samo one
brojeve n za koje vazi da se n-ti predikat u listi ne primenjuje na njih. Tako definisan predikat i
sam se primenjuje na prirodne brojeve zbog ¢ega bi trebalo da pripada datoj listi predikata.
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Do paradoksa dolazimo razmatranjem toga da li se taj predikat primenjuje na sopstveni broj
u listi ili ne. Sli¢no kao u paradoksu heteroloskih predikata, obe opcije vodiée kontradikciji.
Standardno resenje ovog paradoksa sastoji se u odbacivanju date definicije kao nelegitimne na
osnovu toga Sto se ona odnosi na sve predikate prirodnih brojeva pa tako i na sam predikat koji
treba da je njom definisan. Alternativno reSenje, koje bi u veéoj meri odgovaralo intenzionalnoj
verziji paradoksa, bilo bi da iako datom definicijom jeste odreden pojam koji se primenjuje
na prirodne brojeve, taj pojam ne mora nuzno biti smisleno primenljiv i na broj koji njegova
definicija dobija u datoj listi. Moguc¢nost da se besmislena primena tog pojma na neke brojeve
proglasi laznom ponovo bi vodila reformulaciji paradoksa.

Dva opsta zakljucka o pojmovima i njihovoj primeni proizilaze iz prethodne diskusije: prvo,
da neki pojmovi nisu definisani za svaki objekat, zbog ¢ega neke njihove primene mogu biti
besmislene; i drugo, da ne moze uvek biti odredeno da li je pojam definisan za neki objekat,
odnosno, da li je smisleno primenljiv na njega. Ta situacija je jako slicna onoj koju smo zatekli
u teoriji izracunljivosti. Kako smo se prisetili na pocetku ovog poglavlja, primena dijagonalnog
argumenta vodila je zaklju¢ku da moraju postojati neke izrac¢unljive funkcije koje nisu totalne,
odnosno, ¢ija primena na neki objekat ne daje nikakvu vrednost kao rezultat. Takve funkcije ne
mogu uvek biti prosirene do totalne izracunljive funkcije dodeljivanjem proizvoljnih vrednosti
argumentima za koje one nisu definisane, jer bismo tako bili suoceni sa kontradikcijom. Osim
toga, takode je utvrdeno da problem koji se tice pitanja da li je neka funkcija totalna ne moze
biti odluciv. Da jeste, mogli bismo da rekonstruiSemo originalni dijagonalni argument i da
njegovom primenom pokazemo da postoji totalna izrac¢unljiva funkcija koja ne pripada listi svih
totalnih izrac¢unljivih funkcija napravljenoj pomocu funkcije koja navodno odlucuje to pitanje
(vidi odeljak 2.1.3.1). Tako se ispostavlja da rezultati o pojmovima koji se mogu izvesti iz
intenzionalnih paradoksa predstavljaju pandan rezultatima koji se ti¢u izracunljivih funkcija, a
pomocu kojih su kontradikcije koje slede iz nekih instanci funkcionalne samoreferencije izbegnute.

Za te rezultate moze se uzeti da otkrivaju karakteristike koje se ti¢u intenzionalnosti objekata
o kojima je re¢ - algoritama i pojmova. Paradoksi koji se ticu tih objekata mogu se shvatiti
kao posledica ekstenzionalnog pristupa koji se pokazuje u fokusiranju na ekstenzije pojmova i
kriterijume za njihovu primenu sa jedne strane, i sa druge strane, na funkcije koje su izracunljive
pomoc¢u nekog algoritma umesto na same te algoritme. Takav pristup namecée pretpostavku da
ti intenzionalni objekti nuzno odreduju neki ekstenzionalni objekat - skup koji ¢ini ekstenziju
pojma, i graf funkcije definisane pomocu algoritma. Ispostavlja se, medutim, da ta pretpostavka
omogucava formulisanje paradoksa. Kako bismo izbegli te paradokse, izgleda da moramo
prihvatiti da su dati intenzionalni objekti parcijalni u smislu da nisu definisani za svaki objekat,
zbog Cega ne odreduju uvek neki skup objekata kao njihovu ekstenziju ili odgovarajuéu funkciju.
Ta parcijalnost intenzionalnih objekata pokazuje u isto vreme da su oni u velikoj meri nezavisni
od ekstenzionalnih objekata koje mogu odredivati. Neki algoritam funkcioniSe na osnovu njegove
relacije u odnosu na druge algoritme i operacija pomoc¢u kojih je konstruisan, nezavisno od toga
koji skup uredenih parova odreduje i da li uopste odreduje takav skup. Sli¢cno tome, ekstenzija i
domen definicije nekog pojma nisu a priori odredeni. Razumevanje pojma ne zahteva poznavanje
svakog objekta na koji je taj pojam (smisleno) primenljiv. Kako je Hilbert naglasavao, pojam je
pre fiksiran u mrezi sa drugim pojmovima nego na osnovu kriterijuma njegove primene (Cantini,
2009, p. 8). Za razliku od skupova koji su u potpunosti odredeni svojim elementima, bez kojih ne
mogu ni postojati, pojmovi ne zavise od objekata na koje se primenjuju. Ta ¢injenica mogla bi
da odredi i njihove karakteristi¢ne formalne osobine. Na prvom mestu, ona objasnjava moguénost
njihove samoprimene i samokarakterizacije i istovremeno omogucéava resenje paradoksa koji su
posledica te samoreferencije.

Kako bismo dalje sledili ideju o resenju paradoksa koji se ticu pojmova prepoznavanjem
mogucénosti njihove besmislene primene, moramo pokazati da je moguce zasnovati konzistentnu
formalnu teoriju u kojoj su paradoksi izbegnuti na taj nacin. Ta teorija bi trebalo da precizira koje
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primene pojmova treba da budu proglasene besmislenim, i na kojoj osnovi. Analiza parcijalnosti
pojmova koja bi trebalo da dovede do reSenja intenzionalnih paradoksa mogla bi tako da
predstavlja po¢etnu tacku u razvoju buduce teorije pojmova. Sli¢ne ideje o reSenju paradoksa
naivne teorije skupova ograni¢enjem smislene primenljivosti pojmova kojima su ti skupovi
definisani, ve¢ su predlagane. Medutim, ti predlozi najces¢e nisu bili dovoljno razradeni i, osim
toga, oni ipak nisu pruzali adekvatan pogled na prirodu pojmova. Do kraja ovog poglavlja
predstavi¢emo ukratko neke od tih predloga i pokusati da objasnimo zbog ¢ega su oni neuspesni.
U poglavlju nakon toga baviéemo se nekim adekvatnijim resenjima paradoksa koja su u skladu
sa ovde predstavljenim idejama, ali su izneta u kontekstu formalne teorije.

3.3 PARADOKSI KAO SINGULARNE TACKE PRIMENE POJMA

Ideja da su intenzionalni paradoksi zasnovani na instancama besmislenih primena pojmova sledi
i iz Raselovog stanovista prema kojem pojmovi imaju ograni¢eni domen smislenosti (range of
significance). Prema tom stanovistu, svaki pojam je smisleno primenljiv samo na objekte iz
odredene klase objekata. Ideja o ograni¢enom domenu smislenosti u osnovi je Raselove teorije
tipova, koja se odnosi na pojmove ili iskazne funkcije. Pojmovi, podeljeni po tipovima prema
njihovom domenu smislenosti, formiraju hijerarhiju pojmova pocevsi od onih koji se primenjuju
na objekte koji sami nisu pojmovi i koji pripadaju prvom tipu, preko pojmova pojmova prvog
tipa koji pripadaju drugom tipu, pojmova pojmova drugog tipa koji pripadaju tre¢em tipu, i tako
dalje. Nijedan od pojmova u ovoj hijerarhiji ne moze biti smisleno primenljiv na sebe niti na bilo
koji drugi pojam koji se smisleno primenjuje na njega. Iz toga sledi da su u osnovama paradoksa
neke nedozvoljene, samoreferencijalne primene pojmova opisane besmislenim re¢enicama, cije
razumevanje kao smislenih vodi kontradikeciji.

Tako ova teorija nudi reSenje intenzionalnih paradoksa (bar onih koji se ti¢u samoprimene
pojma), cena tog resenja je znacajno odstupanje od uobic¢ajenih na¢ina upotrebe jezika i intuicija
koje se ticu pojmova. Ta teorija umnozava pojmove koji su intuitivno jedinstveni, kao sto je
pojam pojma, tako da postoji po jedan takav pojam na svakom nivou hijerarhije. Nijedan od
njih ne moze pritom biti smisleno primenjen na sebe ili na druge pojmove istog ili viseg tipa. Ta
tipska ograni¢enja uvedena su u jezik teorije u vidu pravila gradenja njenih formula. Posledica
toga jeste da se mnoge intuitivno smislene, pa i istinite primene pojmova ne mogu formulisati
u toj teoriji. Tako se, na primer, u njoj ne moze reéi da se pojam poyma i pojam apstraktnog
primenjuju na sebe, ili jedan na drugog. Ono $to, osim toga, ograniCava izrazajnu moc¢ teorije
jeste i zabrana referiranja na objekte razli¢itih tipova unutar istog iskaza, ¢ime je onemoguéeno
formulisanje univerzalnih tvrdenja o njima. U toj teoriji ne mozemo formulisati tvrdenje o tome
da su svi pojmovi jednaki samima sebi ili da nijedan pojam nije fizicka stvar, pa ¢ak ni ona
koja su u osnovi same te teorije, kao na primer, da se svaki pojam primenjuje na objekte nizeg
tipa ili da tvrdenja koja referiraju na sve pojmove nisu smislena. Tako sama pretpostavka da
teorija tipova vaZi ¢ini principe na kojima je ona zasnovana besmislenim (cf. Godel, 1944, p.
138). Sli¢na kritika zbog neslaganja sa obi¢nim jezikom moze se uputiti i reSenju semantickih
paradoksa uvodenjem jezickih nivoa koje nudi Tarski. Opisivanje svojstava jezika odredenog
nivoa (kao 8to je istinitost njegovih recenica) moguce je prema toj teoriji samo na jeziku nekog
viSeg nivoa. Time se takode ograniCava izrazajna moc¢ jezika i uvode odredene distinkcije u jezik
koje intuitivno ne postoje.

Kao alternativu, Gedel je sugerisao da se ideja o ograni¢enom domenu smislenosti moze slediti
i bez tako drasticnog odstupanja od uobicajenog nacina koriS¢enja pojmova i jezika uopste.
Adekvatnije reSenje paradoksa, koje bi bilo bliZe istini, jeste ono koje ve¢inu primena pojma
prihvata kao smislene, i na taj nacin se u najve¢oj mogucoj meri slaze sa obi¢nim jezikom. ReSenje
intenzionalnih paradoksa ne zahteva, po Gedelovom misljenju, zna¢ajnu izmenu uobicajenog
nacina koris¢enja pojmova. Umesto toga:
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~Mozda se ¢ak ispostavi da je moguce pretpostaviti da je svaki pojam smislen
svuda osim za odredene ’'singularne tacke’ ili 'granicne tacke’, tako da bi paradoksi
izgledali kao nesto analogno deljenju sa nulom” (Godel, 1944, p. 138).

Umesto uvodenja ¢itavog arsenala teorije tipova, Gedel je smatrao da reSenje intenzionalnih
paradoksa zahteva izuzimanje samo odredenih objekata iz domena smislene primenljivosti
pojmova. U tom smislu, njegovo predlozeno resenje moze se uporediti sa Fregeovim predlogom
za reSenje RASELOVOG PARADOKSA koje se sastoji u odbacivanju moguénosti primene predikata
ili formula na skupove (tj. ekstenzije pojmova) koji su njima definisani. Aksioma komprehenzije
i princip ekstenzionalnosti ograni¢eni su u skladu sa tim. Ipak, i tako ogranicena, aksioma
komprehenzije vodi kontradikcijama (vidi: Quine, 1955, za jedan od dokaza). Osim toga, kako je
Gedel primetio, to ne moze biti jedino ograni¢enje primene predikata (Godel, 2017a, p. 113).
Izuzimanje datog predikata, odnosno njime definisanog pojma ili skupa, iz domena njegove
smislene primenljivosti, povlaci i druge izuzetke za sobom. Da bismo to videli, uzmimo za primer
predikat ) definisan pomocu predikata P na sledeci nacin: za svako =, Q () =45 P () A R ().
Ako P nije smisleno primenljiv na sebe, onda ni () ne moze biti smisleno primenljiv na njega jer
Q (P) =P (P) A R(P) (isto vazi i za druge nacine gradenja predikata).

Da bi resenje paradoksa zabranom jedino samoreferencijalnih primena pojma bilo prihvatljivo,
morale bi da budu uvedene neke restrikcije koje se ti¢u definicija pojmova i kojima bi situacije
kao malopre pomenuta bile izbegnute. Te restrikcije bi istovremeno trebalo da ucine Fregeovo
reSenje konzistentnim. Takvim reSenjem bavio se, izmedu ostalih, i Hintika (Jakko Hintikka,
1956; 1957). On je dosao do zakljucka da se do reSenja RASELOVOG PARADOKSA zasnovanog
na Fregeovom predlogu moze doé¢i samo ako se pretpostavi odredena jaka verzija principa
cirkularnosti (Hintikka, 1957). Naime, Hintika je pokazao da je moguce izvesti kontradikciju u
skladu sa uobic¢ajenom formulacijom principa cirkularnosti prema kojoj definicija nekog predikata
ne moze referirati na totalitet kojem i taj predikat pripada (Hintikka, 1957). Jedini izlaz iz te
situacije je, po njegovom misljenju, uvodenje jace verzije principa cirkularnosti koja zabranjuje
definisanje predikata referiranjem na totalitet kojem taj predikat, ili bilo koji drugi koji se javlja
u njegovoj definiciji, pripadaju. To bi u navedenom primeru iskljucilo moguénost da P pripada
totalitetu objekata za koje je predikat () definisan jer je P koriS¢eno u definiciji tog predikata.
Hintika je smatrao da se slucajevi koje njegov princip cirkularnosti iskljucuje mogu smatrati
Gedelovim ’singularnim tackama’ posto nisu deo neke previse restriktivne teorije poput teorije
redova (Hintikka, 1956, p. 241).

Njegovo reSenje ipak nije u skladu sa Gedelovim shvatanjem pojmova i njihovih definicija.
Kao $to je veé receno, ¢ini se da je opravdano Gedelu pripisati stanoviste prema kojem bi
impredikativne definicije pojmova bile neizostavni deo teorije pojmova, ukoliko ona treba da
rasvetli strukturu pojma koji moze da se javi kao deo sopstvenog znacenja. Takode, i sam
Fregeov predlog za reSenje paradoksa na koji se Hintika oslanja nije u skladu sa Gedelovom
idejom da bi samoprimena pojma trebalo da bude dozvoljena u svim sluc¢ajevima osim kada
vodi kontradikeiji.

Kao $to smo videli na pocetku ovog rada, razvoj teorije skupova koji je zatim usledio, vodio
je razdvajanju skupova od svojstava i pojmova ¢iju ekstenziju bi oni, po pocetnoj pretpostavci,
trebalo da predstavljaju. Pokusaji nalazenja izvora paradoksa u pojmovima izrazenim formulama
koje se javljaju u aksiomi komprehenzije nisu dalje sledeni. Umesto toga, teorija o skupovima
kao ekstenzijama pojmova zamenjena je teorijom koja pretpostavlja u potpunosti ekstenzionalan
pojam skupa za koji neograni¢ena aksioma komprehenzije ne vazi.

Povratkom na intenzionalni pojam skupa, vracamo se i pitanju o tome zasto neograni¢ena
aksioma komprehenzije ne vazi za ekstenzije pojmova (tj. za klase). Cini se da je Gedelova ideja
da ta aksioma u njenoj klasi¢noj interpretaciji ne vazi ne zbog toga $to predikati i formule koje
se u njoj javljaju ne uspevaju da definisu odgovarajuéi pojam, veé zbog toga $to njima definisan
pojam ne mora biti smisleno primenljiv na svaki objekat koji pripada domenu na koji ta aksioma
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referira. U tom slucaju bi resenje paradoksa koje ée pokazati koji oblik aksiome komprehenzije
jeste adekvatan za pojmove, trebalo da omogudéi teorija koja ¢e se baviti njihovom smislenom
primenljivoSéu.

3.4 FORMALIZACIJA SMISLENE PRIMENLJIVOSTI POJMA

Prvi korak ka zasnivanju teorije pojmova bio bi napravljen dolaskom do boljeg razumevanja
relacije primene pojma ¢ime bi bili izbegnuti paradoksi koji su, po pretpostavci, uslovljeni
pogresnim razumevanjem te relacije. To sugeriSe i slede¢a Gedelova napomena:

,Krajnji uzrok paradoksa lezi tome $to mi ne vidimo $ta je zaista €-relacija (u
pojmovnom svetu), nego vidimo njenu zamenu u onome $to smo mi sami konstruisali.
Jednako malo vidimo $ta pojam “pojam” zapravo jeste’!? (Godel, 2020a, p. 48).

Iz prethodne rasprave sledi da bi osnovna greska u razumevanju relacije primene pojma mogla
biti u tome $to ne vidimo da su neke primene pojmova besmislene. To znaci da odgovarajuce
reSenje paradoksa koje bi istovremeno unapredilo razumevanje pojmova i postavilo osnove teoriji
koja se njima bavi treba da prepozna besmislenost odredenih primena pojmova. Odatle bi bila
izvedena i odgovarajuca ogranic¢enja osnovnih principa te teorije koji se ticu primene pojma.
Potreba za prepoznavanjem besmislenih primena pojma unutar teorije moze biti deo razloga
zbog kog teorija tipova ne pruza odgovarajuc¢u osnovu za analizu pojmova i njihove primene.
Naime, opisi primena pojma koje su besmislene prema toj teoriji, tj. koje nisu u skladu sa
tipskim ogranic¢enjima, nisu smatrani dobro formiranim formulama te teorije. Iz tog razloga,
principi koji ograni¢avaju smislenu primenljivost pojmova ne mogu ni biti formulisani unutar
nje. Sa druge strane, nepostojanje sli¢nih ograni¢enja u buducoj teoriji vodilo bi tome da neke
njene recenice izrazavaju besmislene primene pojmova. Takve recenice bi takode bile besmislene,
Sto pre svega znaci da nisu ni istinite ni lazne. Osobine besmislenih re¢enica koje ih razlikuju
od drugih vrsta recenica koje takode nemaju istinosnu vrednost trebalo bi da se pokazu u
kontekstu, na primer u njihovoj interakciji sa drugim formulama ili u statusu koji dobijaju u
okviru nekih osnovnih principa teorije koji se ti¢u znac¢enja njenih recenica (kao sto je aksioma
komprehenzije).

Jedna od osnovnih vrsta tvrdenja u vezi sa primenom pojma, koju mozemo formulisati unutar
teorije koja se njom bavi, jeste ona koja povezuje opise primena pojmova sa recenicama koje
nastaju primenom odgovarajuceg predikata. Ta veza poti¢e od toga sto, kao $to smo rekli
na pocetku ovog rada, pojmovi predstavljaju intenzionalno znacenje predikata. Kao nuzan i
dovoljan uslov da se pojam c¢ primenjuje na neki objekat zahtevali bismo tada da se odgovarajuci
predikat C' primenjuje na ime tog objekta. To bi moglo biti izrazeno formulom oblika cnx < Cz,
gde bi n stajalo za relaciju primene pojma. Instanca te formule bila bi, na primer, recenica koja
kaze da se pojam beskonacnog primenjuje na skup prirodnih brojeva ako i samo ako je skup N
beskonacan. Medutim, ako su neke primene odredenog pojma besmislene, onda bi neke recenice
o primeni tog pojma formulisane unutar teorije trebalo da predstavljaju opise tih besmislenih
primena, pa tako ne bi mogle biti ni istinite ni lazne. Ako, sa druge strane, svaka primena
predikata u toj teoriji daje recenicu koja je istinita ili lazna, onda nijedna od tako dobijenih
reCenica ne moze biti ekvivalentna onoj koja tvrdi besmislenu primenu pojma. Na primer, pod
pretpostavkom da pojam crvenog nije smisleno primenljiv na skup prirodnih brojeva, to da se
taj pojam primenjuje na skup prirodnih brojeva ako i samo ako je skup N crven, ne moze da
vazi sve dok je poslednja recenica shvacena kao istinita ili lazna.

sLetzter Grund fiir Antin<omien> ist, dass wir nicht sehen, was die e-Relation eigentlich ist [im Reich der
Begriffe], sondern wir sehen einen Ersatz in dem, was wir konstruiert haben. Ebensowenig sehen wir, was der
Begriff “Begriff” ist.”
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Recenice koje bi odgovarale besmislenim primenama pojma bile bi one izgradene primenom
predikata na ime za koje taj predikat nije definisan, zbog ¢ega ne bi bile ni istinite ni lazne.
Predikati koji nisu definisani za sve objekte domena nazivaju se parcijalnim predikatima. Cini
se, na osnovu recenog, da bi upravo pripustanje takvih predikata u buducu teoriju trebalo da
omogudi formulisanje veze izmedu primene pojma i primene njemu odgovarajuceg predikata.

3.4.1 Uklucivanje parcijalnih predikata u teoriju

Kako bismo prepoznali moguénost besmislenih primena pojma i na taj nacin uspeli da izbegnemo
paradokse u buducoj teoriji, neke predikate te teorije (kao §to je i sam predikat koji stoji
za primenu pojma) moramo razumeti kao parcijalne, odnosno, kao predikate ¢ija primena na
odredena imena ne daje nuzno recenice koje su istinite ili lazne. Pripustanje parcijalnih predikata
u teoriju zahteva njeno prilagodavanje moguénosti da neke njene rec¢enice izgradene pomocu tih
predikata nisu smislene. Postoje dva nac¢ina na koje teorija moze biti prilagodena toj mogucénosti:

1. ona moze biti zasnovana na nekoj logici koja, za razliku od klasi¢ne, dvovrednosne logike,
omogucava interpretaciju njenih recenica kao besmislenih, odnosno, ni istinitih ni laznih;

2. ili klasi¢na logicka osnova teorije moze biti prosirena na nacin koji omogucava karakteri-
zaciju recenica kao smislenih ili besmislenih unutar te teorije.

Prva opcija implicira da bi besmislenost nekih primena pojmova trebalo da se pokaze i u
samom jeziku teorije koja se njima bavi, dok druga opcija pretpostavlja zauzimanje odredene
,metaperspektive” u odnosu na recenice koje opisuju te besmislene primene.

U nastavku ¢emo predstaviti neke znacajne teorije koje su u skladu sa jednom ili drugom
od navedenih opcija. Ono sto ¢emo pritom pokusati da utvrdimo jeste koju od njih treba da
sledimo kako bismo uspeli da zasnujemo teoriju koja u najve¢oj mogucéoj meri odgovara teoriji
kakvu je Gedel zamislio. Jedno od glavnih pitanja koje u vezi sa tim treba razmotriti jeste koja
od navedenih opcija omogucava kori§¢enje aksiome komprehenzije JyVa (ynz <> A (x)) u onom
obliku u kom ona najvise odgovara pojmovima, tj. u kom predikat m moze najprirodnije biti
interpretiran tako da stoji za relaciju primene pojma. Kako bismo zadovoljili Gedelov zahtev da
svaki predikat definiSe neki pojam, nikakva opsta ogranicenja u vezi sa tim koja formula moze
da stoji na mestu formule A u aksiomi ne bi bila dozvoljena. Takode, ono sto bi odgovaralo
intuitivnom razumevanju pojmova prema kojem ne postoje nikakva a priori ograni¢enja njihove
primene, bilo bi odsustvo bilo kakvih opstih ograni¢enja univerzalnog kvantifikatora koji se javlja
u aksiomi. Jedina opravdana ogranic¢enja bila bi ona koja se ti¢u takozvanih ’singularnih tacaka’
i koje namece potreba za izbegavanjem paradoksa. Zadovoljavanje ta dva zahteva u buducoj
teoriji pojmova bi trebalo da garantuje njenu saglasnost sa prirodnim jezikom i intuitivnim
razumevanjem pojmova.

Teorije koje ¢e ovde biti predstavljene nisu eksplicitno predlozene kao teorije koje se ticu
pojmova i relacije primene pojma. Medutim, nijednu od njih takode ne karakteriSe primena
principa ekstenzionalnosti, $to ostavlja moguénost njihove intenzionalne interpretacije. Pod tim
principom mislimo na aksiomu Vx (z € a <+ x € b) — a = b, kao i bilo koju drugu aksiomu ili
pravilo koje implicira da su dva entiteta koja sadrze iste elemente (tj. primenjuju se na iste
objekte) jednaka. U nastavku ¢emo ukratko opisati te teorije i razmotriti koja od njih moze
najbolje biti prilagodena tako da formira osnovu buduce teorije pojmova.

3.5 PARCIJALNI PREDIKATI U TROVREDNOSNOJ LOGICI

Predikati su u klasi¢noj logici interpretirani ekstenzionalno, odnosno, tako da stoje za skupove
koji ¢ine njihovu ekstenziju. Posto svaki element domena pripada ili skupu kojim je odredeni
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predikat interpretiran ili njegovom komplementu kojim je interpretirana negacija tog predikata,
svaka recenica klasi¢ne logike formirana primenom predikata na neko ime bice istinita ili lazna.
U skladu sa tim interpretirani su i n-arni klasi¢ni veznici koji se primenjuju na te recenice: kao
totalne operacije na n-arnom Dekartovom proizvodu skupa dve istinosne vrednosti. Klasi¢na
logika se iz tog razloga moze ¢initi neodgovaraju¢om za razmatranje parcijalnih predikata.
Umesto nje, neka alternativna logicka teorija bi mogla biti predloZena, koja uzima u obzir
mogucénost da recenice formulisane na njenom jeziku nisu ni istinite ni lazne. Takva logicka
teorija pripadala bi takozvanim wisevrednosnim logikama u kojima recenici moze biti pripisana i
neka druga vrednost osim istine i lazi.

Visevrednosne logike medusobno se razlikuju po broju dodatnih vrednosti koje pretpostavljaju
i po na¢inu na koji reinterpretiraju veznike kako bi ih prilagodile njima. One su razvijene u
razli¢ite svrhe. Jedna od njih, koja je najbliza nasem predmetu istrazivanja, jeste opis logickih
osobina neodlucivih predikata. Kao sto smo videli, neki od najznacajnijih rezultata teorije
izracunljivosti su negativni rezultati koji tvrde rekurzivnu neresivost odredenih problema koji se
ticu pripadnosti nekom skupu. Ti problemi ti¢u se takvih skupova za koje ne postoji rekurzivna
funkcija koja za svaki objekat moze da odluci da li je on u tom skupu ili ne. Za bar neke objekte
takva funkcija nece dati odgovor. Umesto da parcijalno odreduje neki skup, ta funkcija moze
biti shva¢ena kao da odreduje neki parcijalni predikat. Istinosna vrednost recenice formirane
pomocu tog predikata moze tako biti neizrac¢unljiva pomocu te funkcije. Kako bi prilagodio
logiku teorije toj moguénosti, Klini ju je zasnovao na sistemu trovrednosne logike u kojoj treca
vrednost ne predstavlja dodatnu istinosnu vrednost, ve¢ nedostatak istinosne vrednosti. U skladu
sa kontekstom u kom je ta teorija razvijena, tre¢a vrednost moze se razumeti kao neodredeno na
osnovu datog izra¢unavanja. Klini je predlozio dve moguénosti za takvu interpretaciju logickih
veznika koja uzima u obzir postojanje formula bez odredene istinosne vrednosti (Kleene, 1971,
pp. 332-340). U oba slucaja, veznici odgovaraju klasi¢nim veznicima kada su primenjeni na
reCenice sa istinosnom vrednoscéu, ali se njihovo ponaSanje u prisustvu neodredenih formula
razlikuje.

Prema prvoj interpretaciji, ako ijedna od formula na koje je veznik primenjen nema istinosnu
vrednost, onda formula koja tom primenom nastaje takode nema istinosnu vrednost. Na toj
interpretaciji zasnovana je Klinijeva slaba trovrednosna logika (weak three-valued logic). Prema
drugoj, formula izgradena od neke formule bez istinosne vrednosti, i dalje moze imati istinosnu
vrednost, ako ona moze biti odredena u skladu sa klasi¢nim istinosnim tablicama na osnovu
istinosne vrednosti njenih ostalih potformula.

Na primer, recenica P (a) V @ (a) je istinita ¢im je nekoj od recenica P (a) ili @ (a) pripisana
ta istinosna vrednost, nezavisno od istinosne vrednosti druge recenice ili ¢injenice da ona uopste
moze biti odredena. Sli¢no tome, re¢enica P (a) AQ (a) je lazna ¢im je neki od njenih konjunkata
lazan, dok je =P (a) neodredena samo ako je i P (a) takva. Implikacija P (a) — @ (a) je definisana
kao =P (a) V @ (a) a ekvivalencija P (a) <> @ (a) kao (P (a) — Q (a)) A (Q (a) — P (a)). Na
ovoj interpretaciji veznika zasnovana je Klinijeva jaka trovrednosna logika (strong three-valued
logic).

Te dve razli¢ite interpretacije veznika mogu biti opravdane razli¢itim vrstama izracunavanja
istinosne vrednosti neke slozene formule (Feferman, 1984, p. 88). Jaka interpretacija odgovara
paralelnom izrac¢unavanju, u kojem se vrednosti potformula neke formule izra¢unavaju istovre-
meno, dok slaba interpretacija odgovara sekvencijalnom izra¢unavanju u kojem se vrednosti tih
potformula izra¢unavaju jedna za drugom.

Postoji jo$ jedan nac¢in na koji slaba interpretacija veznika moze biti opravdana. Problemi
odlucivanja u vezi nekog predikata mogli bi u nekim sluc¢ajevima biti posledica ¢injenice da taj
predikat nije smisleno primenljiv na dati objekat. To bi bio dobar razlog da se izracunavanje
istinosne vrednosti recenice formirane tom primenom, koje bi trebalo da se zasniva na znacenju
tog predikata, ne zavrsava dolazenjem do odredene istinosne vrednosti. U ovom kontekstu, treca
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vrednost bila bi interpretirana kao besmislenost. Ako je neka recenica besmislena, onda bi i svaka
druga recenica izgradena pomoc¢u nje primenom veznika trebalo takode da bude besmislena, $to
bi bilo u skladu sa slabom interpretacijom veznika.

Jos§ jedna vazna trovrednosna logika predloZena je od strane LukaSievica (Jan Lukasiewicz,
1970, pp. 87-89). Ona se razlikuje od Klinijeve jake trovrednosne logike samo u interpretaciji
implikacije i ekvivalencije. Na osnovu njene definicije u Klinijevoj logici, sledi da ¢e implikacija
Ciji antecedens i konsekvens nemaju istinosnu vrednost, i sama biti bez istinosne vrednosti.
Takode, ako nijedna formula u ekvivalenciji nema istinosnu vrednost, onda je nece imati ni ta
ekvivalencija. Nasuprot tome, u Lukasievicevom sistemu ¢e implikacija i ekvivalencija biti istinite
ako nijedna od formula od kojih su one izgradene nije ni istinita ni lazna. Za ta dva veznika
koristi¢emo razli¢ite simbole: D za Lukasievicevu implikaciju, i = za njegovu ekvivalenciju.
Tre¢a vrednost formula u LukaSievicevom sistemu interpretirana je kao moguce. Jedna od njenih
primena bila bi formalizacija rasudivanja o budué¢im dogadajima opisanim re¢enicama koje u
datom trenutku nisu ni istinite ni lazne.

Svaki od pomenutih logickih sistema koriSéen je na neki nacin u cilju postizanja alternativnog
reSenja skupovno-teorijskih i semantickih paradoksa koje se ne zasniva na uvodenju tipova ili
nivoa jezika. Trovrednosna logika ¢ini se odgovaraju¢om formalnom osnovom koja omogucéava
razmatranje primena predikata koje nisu ni istinite ni lazne. Ona eksplicitno prepoznaje neke
primene kao takve, pripusta ih u jezik i reinterpretira veznike kako bi ih prilagodila njima. To
naizgled omogucava da u teoriji zasnovanoj na takvoj logickoj osnovi svaka primena pojma ipak
bude u korelaciji sa odgovarajuéom primenom predikata, jer bi nacin na koji je ta korelacija
formulisana bio drugaciji od klasi¢nog. Naime, ekvivalencija koja bi bila koris¢ena za formulisanje
te korelacije, a samim tim i za formulisanje aksiome komprehenzije, uzimala bi u obzir i recenice
koje nemaju istinosnu vrednost jer izrazavaju neku besmislenu primenu pojma ili primenu
predikata na ime za koje taj predikat nije definisan. To bi potencijalno omogucéilo konzistentno
koriS¢enje neogranic¢ene aksiome komprehenzije. Vazno pitanje koje tada treba razmotriti jeste
koja od mavedenih trovrednosnih logika, ako ijedna, nudi takvu interpretaciju ekvivalencije koja
bi odgovarala njenoj ulozi u aksiomi komprehenzije?

3.5.1 Interpretacija implikacije i ekvivalencije

Problemom interpretacije implikacije i ekvivalencije u kontekstu trovrednosne logike bavi se Vang
u (Wang, 1961), gde formuliSe rac¢un parcijalnih predikata zasnovan na odredenom trovrednosnom
logickom sistemu. Na drugom mestu, komentarisuéi Gedelove ideje o teoriji pojmova, Vang
pominje taj racun kao logicku teoriju koja bi mogla da obezbedi sredstva za bavljenje smislenom
primenljivo$¢u, a time i reSenje intenzionalnih paradoksa (Wang, 1987, p. 310). Taj racun
zasnovan je na jakoj trovrednosnoj interpretaciji svih veznika osim implikacije i ekvivalencije.
Razlog zbog kog Vang smatra Klinijevu jaku interpretaciju ovih veznika neodgovarajuc¢om je taj
Sto ona ¢ini neke osnovne logicke zakone kao sto je A — A, nevaljanim. Osim toga, aksioma
komprehenzije ne bi mogla da bude formulisana koris¢enjem ekvivalencije definisane pomocu te
implikacije jer takva ekvivalencija ne bi bila istinita za sve valuacije formula koje povezuje. Ako i
za jednu valuaciju neka od tih formula nema istinosnu vrednost, ekvivalencija takode nece imati
istinosnu vrednost. Alternativa koja se sastoji u usvajanju LukaSievic¢eve interpretacije prema
kojoj bi implikacija bila istinita u slu¢aju da njen antecedens i konsekvens nemaju istinosnu
vrednost, ne predstavlja znacajno bolju opciju. U toj interpretaciji bi, na primer, A D —A bilo
istinito i kada A nema istinosnu vrednost. Po Vangovom misljenju, to pokazuje da razumevanje
implikacije u trovrednosnoj logici kao funkcije vrednosti njenog antecedensa i konsekvensa
nije odgovaraju¢e. NaSa intuicija ostavlja nas bez pomoéi u odabiru odgovarajuée funkcije
izmedu razli¢itih opcija od kojih nijedna nije bez naizgled neprihvatljivih posledica. Umesto
ovih nepouzdanih nac¢ina razumevanja implikacije, Vang predlaze interpretaciju prema kojoj
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implikacija stoji za relaciju semanticke posledice. Tako shva¢ena implikacija bice istinita samo
ako svaka interpretacija koja ¢ini njen antecedens istinitim, ¢ini takvim i njen konsekvens. Zbog
prisustva dodatne vrednosti, dovoljan uslov za istinitost ove implikacije je nesto strozi: osim
navedenog, potrebno je joS i da u svakoj interpretaciji u kojoj antecedens ne dobija istinosnu
vrednost, konsekvens nije lazan. Tako shvac¢ena implikacija je veznik na visem nivou u odnosu na
druge veznike u sistemu, i moze biti koriséena za opisivanje odnosa izmedu istinosnih vrednosti
formula izgradenih pomocu njih.

Kako je naznaceno u samom tekstu (Wang, 1961, p. 283), nastavak rada je bio planiran,
koji bi sadrzao opis teorije skupova zasnovane na rac¢unu parcijalnih predikata, ali nikada nije
objavljen. U tom cilju, Vang bi morao da definiSe ekvivalenciju koja bi sluzila za formulisanje
neke verzije aksiome komprehenzije. Ta ekvivalencija bi verovatno bila shva¢ena na slican nacin
kao implikacija, tj. tako da izrazava simetri¢nu verziju relacije semanticke posledice. Upravu
tu relaciju izmedu formula, koju oznacava sa -, koristi Skot za opisivanje odnosa izmedu
pripadnosti skupu (interpretiranom A-apstrakcijom) i instance odgovarajuce formule (Dana
Scott, 1975):

y € Ar.AFH AL,

Veznik - moze biti shvaéen kao da tvrdi jednaku snagu formula koje povezuje, odnosno
jednakost njihovih semantickih posledica. S obzirom na to da recenice koje izrazavaju neku
primenu pojma i primenu odgovarajué¢eg predikata mogu biti shvac¢ene kao da imaju isto znacenje,
to bi zapravo mogao biti odgovarajuci opis njihovog odnosa.

Najve¢im nedostatkom opisane interpretacije implikacije i ekvivalencije smatrana je ¢injenica
da se tako shvaceni veznici ne mogu iterirati (cf. Feferman, 1984, p. 94). Konkretno, oni ne bi
mogli da budu sadrzani u formuli koja se javlja u aksiomi komprehenzije.

Potreba za takvom interpretacijom ekvivalencije u kojoj bi ona bila istinita i kada su formule
koje povezuje bez klasi¢ne istinosne vrednosti, je verovatno ono $to je navelo Fefermana (Solomon
Feferman) i Aksela (Peter Aczel) da izaberu LukaSievi¢evu trovrednosnu logiku kao osnovu
za njihovo razmatranje reSenja skupovno-teorijskih paradoksa bez uvodenja tipova (Feferman,
1984, pp. 87-93). Pokazalo se da je aksioma komprehenzije formulisana pomoc¢u Lukasieviceve
ekvivalencije konzistentna u ovoj teoriji, ali samo ako je ograni¢ena na formule u kojima se ne
javljaju implikacija i ekvivalencija (jedini nemonotoni veznici ove logike)!?

Tako se isto ogranic¢enje u odnosu na ta dva veznika javlja i ovde kao i u formulaciji aksiome
komprehenzije pomoc¢u Vangove i Skotove implikacije i ekvivalencije. Posebno mesto koje je na
taj nacin pripisano ovim veznicima moglo bi, medutim, odgovarati ulozi koju bi oni imali u
buducoj teoriji pojmova. U kontekstu teorije pojmova, implikacija i ekvivalencija bi prvenstveno
mogle biti koriséene za formulisanje osnovnih principa koji se ti¢u primene pojmova i relacija
u kojima oni stoje. U tom smislu bi se njihova uloga razlikovala od uloge drugih veznika
(konjunkcije, disjunkcije i negacije) koji bi bili koriséeni u opisu gradenja pojmova. U prilog
takvoj interpretaciji moze se tvrditi da je jedino veznike koji ucestvuju u gradenju pojmova
neophodno razumeti u trovrednosnom smislu i dozvoliti njihovo javljanje u formulama koje
mogu biti supstituisane u aksiomi komprehenzije. Posto implikacija i ekvivalencija naizgled ne
ucestvuju u gradenju pojmova, ti zahtevi se tada njih ne bi ticali.

Resenje paradoksa tako moze biti postignuto u teoriji zasnovanoj na trovrednosnoj logici
ali samo ako je implikaciji i ekvivalenciji pripisan poseban status u odnosu na druge veznike,

Intuitivno, veznik je monoton ako se ne moze desiti da formula napravljena pomocéu njega ,jizgubi” istinosnu
vrednost kada neka od njenih potformula ,postane” istinita ili laZzna. LukaSevi¢eva implikacija nije monotona jer
je formula A D B istinita ako su obe formule A i B bez istinosne vrednosti, ali ako je A istinito dok B nema
istinosnu vrednost, ili ako A nema istinosnu vrednost a B je laZno, ta implikacija nece imati istinosnu vrednost.
Sli¢no tome, A = B je istinito ako su i A i B bez istinosne vrednosti, ali nema istinosnu vrednost ako je samo
jedna od te dve formule istinita ili laZna.
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koji moze biti opravdan s obzirom na posebnu ulogu koje one mogu imati u teoriji pojmova.
Paradoksi su izbegnuti zahvaljuju¢i moguénosti da recenice koje tvrde primenu odredenog pojma
ili njemu odgovarajuceg predikata, a koje bi u dvovrednosnoj logici vodile kontradikcijama, budu
proglasene besmislenim.

Feferman je ipak bio protiv zasnivanja teorije bez tipova na bilo kojoj trovrednosnoj logici.
Razlog za to je ¢injenica da neki logicki zakoni koji se koriste u svakodnevnoj matematickoj praksi
ne vaze u tim logickim sistemima (posebno ako implikacija nije modifikovana na odredeni naéin).
Veé¢ smo spomenuli da formula A — A nije valjana u Klinijevom sistemu. Isto vazi i za zakon
univerzalne instancijacije, tj. za formulu Vo F (x) — F (a). Sa druge strane, u LukaSievi¢evo]
logici ne vazi modus ponens (A A (A D B)) D B, kao ni slaba redukcija (A D =A) D —A. Zakon
iskljucenja tre¢eg AV—A ne vazi ni u jednom od ta dva sistema, $to je u tom kontekstu i o¢ekivano,
ali isto vazi i za zakon kontradikcije = (A A —=A) (nezavisno od interpretacije implikacije). Po
Fefermanovom misljenju, to pokazuje da ,nista nalik uobic¢ajenom rasudivanju ne moze biti
izvedeno u bilo kojem od tih logickih sistema” (Feferman, 1984, p. 95). Umesto analize parcijalnih
predikata unutar neke trovrednosne logike, Feferman predlaze njihovo ukljuc¢ivanje u klasi¢nu
logiku. Nacin na koji je klasi¢na logika modifikovana tako da dozvoli i potencijalno besmislene
primene predikata je, kao §to ¢emo videti, inspirisan nac¢inom na koji su parcijalni predikati i
njihova veza sa pojmovima tretirani unutar trovrednosnih logika.

Pre nego sto se okrenemo klasi¢nim teorijama, ukratko ¢emo se osvrnuti na jedan hibridan
pristup koji se, koriséenjem klasi¢nih principa rasudivanja, bavi paradoksalnim re¢enicama kao
reCenicama formulisanim u kontekstu trovrednosne logike. U toj teoriji, predlozenoj od strane
Boé¢vara (Dmitry Anatol’evich Bochvar), paradoksalne recenice su interpretirane kao besmislene,
ali je logika koja se njima bavi klasi¢na, dvovrednosna logika.

3.5.2 Bocvarov racun iskaza

Prema Bocvaru, Klinijeva slaba trovrednosna logika predstavlja odgovarajuce okruzenje u kojem
besmislene primene predikata (tj. iskaznih funkcija) mogu biti izrazene. Njegov cilj je da formalno
dokaze besmislenost takvih recenica koje se, po njegovom shvatanju, javljaju i u osnovama
paradoksa. Sa tim ciljem on formulise takozvani racun iskaza (statement calculus). Taj ra¢un bi
trebalo da sadrzi recenice koje izrazavaju primenu odredenih predikata, ali i one pomocu kojih
su takve reCenice opisane kao istinite, lazne ili besmislene (Bochvar, 1981).

U skladu sa tim, Boc¢var razlikuje dve vrste iskaza koje naziva unutrasnjim i spoljasnjim
iskazima 1 zajedno sa njima dva sistema veznika i kvantifikatora. Unutrasnji iskazi su formule
koje opisuju objekte koji pripadaju odredenom domenu. Tim iskazima bi trebalo da pripadaju i
oni pomocu kojih su formulisani semanticki i skupovno-teorijski paradoksi. Logika unutrasnjih
iskaza je Klinijeva slaba trovrednosna logika. Sa druge strane, spoljasnji iskazi su interpretirani
kao da se odnose na druge iskaze istog racuna. Osnovnu vrstu spoljasnjih iskaza ¢ine oni koji
opisuju unutrasnje iskaze kao istinite ili lazne. Ti iskazi su formirani primenom spoljasnjih
veznika na proizvoljni iskaz A ¢ime su formirani iskazi F A, koji se ¢ita kao A je istinito, i
~ A, koji se ¢ita kao A je lazno'*. Navedeni spoljagnji veznici nazivaju se spoljasnjim tvrdenjem
(assertion) i poricanjem (denial). Ostali spoljasnji veznici odgovaraju unutrasnjim veznicima
ali primenjenim na spoljasnje iskaze. Pomoc¢u njih moze biti definisan i veznik koji stoji za
besmislenost iskaza kao:

VA=~ (FAV ~ A).

Kako bi bila konzistentna sa ostatkom rada, nasa upotreba simbola za veznike se u nekoj meri razlikuje od
Boévarove.
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Svi spoljasnji iskazi, ukljucujuéi one koji se odnose na besmislene unutrasnje iskaze, shvaceni
su kao smisleni. Taj pristup sledi intuiciju da ako je A besmislen iskaz, onda su oba iskaza A
je istinito i A je lazno smislena i lazna, dok je iskaz A je besmisleno smislen i istinit. Logika
spoljasnjih iskaza je klasi¢na logika, Ssto omogucava primenu klasi¢nih principa pri rasudivanju
o unutrasnjim iskazima od kojih su neki besmisleni. Razlikovanjem logike koja se odnosi na
dva sistema iskaza, Bo¢var uvodi u svoju teoriju razliku izmedu objekt-jezika, koji ¢ini sistem
unutrasnjih iskaza, i metajezika, koji ¢ini sistem spoljasnjih iskaza. Medu formulama objekt
jezika ne postoje tautologije i kontradikcije, jer je svaka od njih interpretirana kao besmislena za
svaku valuaciju koja ¢ini besmislenom neku od njenih potformula. Medu spoljasnjim formulama,
sa druge strane, tautologije i kontradikcije postoje. Posebno zanimljive medu njima su one koje
sadrze veznik | i koje mogu biti koriséene u dokazu besmislenosti odredenih unutrasnjih iskaza.

Na ovom racunu iskaza zasnovan je racun iskaznih funkcija ili predikata bez tipova unutar
kojeg su paradoksi analizirani i razreseni dokazom besmislenosti iskaza koji su u njihovoj osnovi.
Kako bi paradoksi bili formalizovani u ovom ra¢unu, domen individualnih promenljivih shvac¢en
je kao da ukljucuje unutrasnje funkcije i iskaze. To omogucava opisivanje samoprimenljivih
funkcija i samoreferencijalnih rec¢enica objekt-jezika. Spoljasnje funkcije i iskazi su, sa druge
strane, iskljuceni iz tog domena. Tu se, na vrlo bitan nacin, ispoljava pomenuta razlika izmedu
objekt i metajezika, Sto ¢e doci do izrazaja prilikom razmatranja paradoksa.

Time je obezbedena formalna osnova za analizu paradoksa kao $to su Raselov i Greling-
Nelsonov paradoks. Ekvivalencije koje su u osnovama tih paradoksa, kao sto je ona koja tvrdi
da se Raselova funkcija, izrazena predikatom neprimenljivosti na sebe, primenjuje na sebe ako i
samo ako se ne primenjuje na sebe, nisu izvodive u unutrasnjem rac¢unu zahvaljujuc¢i njegovoj
trovrednosnoj interpretaciji. Sa druge strane, pandan toj ekvivalenciji moze biti formulisan
u spoljasnjem racunu. Kao deo spoljasnjeg racuna, ta ekvivalencija zapravo predstavlja opis
paradoksalne posledice kojoj primena Raselove funkcije na samu sebe vodi u okviru dvovrednosne
logike. Ona tvrdi da bi rezultat primene te funkcije na samu sebe imao istu istinosnu vrednost
kao njegova negacija. Taj iskaz je oblika A < —A'. On medutim nije kontradikcija. Jedino
Sto sledi iz njega jeste to da iskaz koji tvrdi da se Raselova funkcija primenjuje na sebe nije ni
istinit ni lazan. Argument koji vodi do tog zakljucka moze biti formalizovan unutar iste teorije
pomocu aksiome (A < —A) <] A, koja implicira da ako bi neki unutrasnji iskaz trebalo da ima
istu istinosnu vrednost kao i njegova negacija, onda je on besmislen. Pomoé¢u druge aksiome
I A < —A, moZze se pokazati da je i negacija takvog iskaza takode besmislena. Sa druge
strane, spoljasnji iskaz koji tvrdi da je samoprimena Raselove funkcije besmislena je smislen
i istinit. Njegova istinitost dokazana je prethodnim argumentom. Na slican nacin se dokazuje
besmislenost iskaza koji su u osnovi drugih paradoksa. Kao $to smo videli u prethodnom delu
rada, to ¢e takode biti iskazi ekvivalentni sopstvenim negacijama, pa ¢e njihova besmislenost
biti dokaziva pomocu istih aksioma.

Razlikovanjem objekt i metajezika i pripustanjem unutrasnjih, ali ne i spoljasnjih funkcija i
iskaza unutar domena individualnih promenljivih, Bo¢var izbegava opasnost od odredenih verzija
paradoksa koje bi ina¢e mogle biti formulisane unutar njegove teorije. Jedan takav paradoks
ticao bi se iskazne funkcije koja se primenjuje na sve i samo one funkcije za koje je lazno da se
one primenjuju na same sebe. Ta funkcija bi se primenjivala na sebe ako i samo ako bi bilo lazno
da se primenjuje na sebe. Na osnovu toga bila bi izvodiva formula oblika A <~ A koja jeste
je izbegnut zahvaljujuc¢i tome $to opisana funkcija, posto je spoljasnja, ne moze biti sopstveni
argument. [z istog razloga ni paradoks pojma poyma koji nije smisleno primenljiv na sebe ne
moze biti formulisan unutar Boc¢varove teorije. Spoljasnja funkcija koja bi stajala za pojam

Veznik < stoji za spoljasnju ekvivalenciju kojom se tvrdi identitet istinosnih vrednosti dva iskaza. Vidi fusnotu
11.
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pojma koji nije smisleno primenljiv na sebe ne moze da bude argument iste te funkcije. Na taj
nacin blokirano je izvodenje kontradikcije u obliku iskaza A <] A.

Bocvarov izbor da sve iskaze o smislenosti i besmislenosti drugih iskaza smatra istinitim ili
laznim, moze biti objasnjen njegovim ciljem da zasnuje teoriju koja ukljucuje resenje paradoksa
dokazom besmislenosti iskaza u njihovoj osnovi, ali bez slabljenja njene logike. Boc¢var je uspeo
da pokaze da se klasi¢ne tautologije mogu utopiti u tautologije njegovog spoljasnjeg racuna, pa
time i da je slabljenje logike zaista izbegnuto (Bochvar, 1981, pp. 95-97). Njegov ra¢un bi tako,
Sto se logicke snage tice, mogao da obezbedi solidnu osnovu teorije pojmova.

Ipak, Boc¢varovo razlikovanje dva nivoa jezika - jednog u kojem je formalizovana primena
iskaznih funkcija, i drugog u kojem je ona opisana, moze predstavljati problem u vezi sa
formalizacijom odgovarajuce aksiome komprehenzije u njegovoj teoriji. Ta aksioma, ¢ini se, ne
moze biti formulisana kao unutrasnji iskaz jer bi besmislenost proizvoljne primene neke funkcije
ucinilo i nju besmislenom. Sa druge strane, kada bi bila formulisana kao spoljasnji iskaz, vodila bi
istim paradoksima kojima vodi klasi¢na formulacija te aksiome (kao §to su paradoksi spomenuti
u prethodnom odeljku).

Zapravo, Cini se da konzistentna formulacija aksiome komprehenzije u teoriji koja se zasniva
na klasi¢noj logici zahteva meSanje dva jezicka nivoa koja su strogo razdvojena u ovoj teoriji.
To mesanje dva nivoa bilo bi omoguc¢eno uvodenjem pojmova u objekt-jezik koji omogucavaju
adekvatnu karakterizaciju onih primena predikata koje treba da odgovaraju smislenim prime-
nama pojmova. Intuicija je da bismo na taj nac¢in mogli da dodemo do konzistentne aksiome
komprehenzije koja bi povezivala tvrdenja o primenama pojma sa odgovaraju¢im primenama
predikata koje su smislene i istinite. U nastavku é¢emo videti da je formulisanje i konzistentno
koris¢enje takve aksiome komprehenzije moguée u odgovaraju¢im prosirenjima klasi¢ne logike.

3.6 PARCIJALNI PREDIKATI U PROSIRENJIMA KLASICNE LOGIKE

Parcijalnost predikata teorije zasnovane na nekoj trovrednosnoj logici posledica je njene inter-
pretacije prema kojoj neke recenice nastale primenom tih predikata na odredena imena nisu
ni istinite ni lazne. Sve recenice klasi¢ne logike su, sa druge strane, interpretirane kao istinite
ili lazne, pa je potrebno naci neki drugi nacin za ukljucivanje parcijalnih predikata u teoriju
zasnovanu na toj logici, i objasniti u ¢emu bi se njihova parcijalnost u tom kontekstu sadrzala.
Drugim re¢ima, potrebno je naé¢i nacin za razlikovanje takvih primena predikata koje bi trebalo
da su ekvivalentne opisima smislenih primena odgovarajuceg pojma, od onih kojima nikakva
smislena primena pojma ne odgovara. Primene predikata te druge vrste predstavljale bi opise
besmislenih primena pojma.

To bi se moglo posti¢i uvodenjem nekog pojma istine u jezik klasi¢ne logike, koji se ne bi u
potpunosti slagao sa pojmom istine teorije zasnovane na toj logici u modelu. Razlika bi bila
u tome $to bi prvi pojam istine bio parcijalan u smislu da pomocu njega ne bismo mogli da
unutar teorije opiSemo svaku primenu predikata kao istinitu ili laznu. Za smislene primene
pojmova bi tada stajale samo takve recenice koje u teoriji mogu biti opisane kao istinite ili lazne.
Parcijalnost pojma istine bi tako omogucila prepoznavanje parcijalnosti drugih predikata date
teorije koja bi se sastojala u tome §to njihovom primenom nije nuzno dobijena recenica koja je
istinita ili lazna na osnovu pojma istine koji ta teorija koristi.

Ovaj pristup slaze se sa Bo¢varovim u zauzimanju metaperspektive u odnosu na recenice
koje bi trebalo da odgovaraju primeni pojma, i u kori¢enju pojma istine i smislenosti (zajedno
sa njihovim suprotnostima) za karakterizaciju tih recenica. Jedna bitna razlika jeste ta $to su
ti pojmovi ovde parcijalni. U nastavku ¢emo ukratko opisati dve teorije koje se mogu shvatiti
kao formalizacija ovog pristupa istrazivanju smislene primenljivosti. Ideja u njihovoj osnovi
vodi teoriji sa slicnim rezultatima koja se, medutim, ne sluzi nikakvim neklasi¢nim sredstvima.
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Pokusa¢emo da pokazemo do kraja ovog poglavlja da bi odredene osobine te teorije mogle bas
nju ¢initi adekvatnom osnovnom buduce teorije pojmova.

3.6.1 Parcijalni predikat istinitost:

Prva teorija koju ¢emo razmotriti predstavlja prosirenje klasi¢ne logike parcijalnim predikatom
istinitosti i aksiomama koje ga karakterisu. Predikat koji stoji za smislenost (odnosno za
posedovanje istinosne vrednosti), bio bi definisan pomo¢u tog predikata i takode bi bio parcijalan.
Parcijalnost ovih predikata ne bi zavisila od njihove interpretacije, posto je ona klasicna, ve¢ od
postojanja takvih rec¢enica teorije formiranih njihovom primenom koje bi bile neodlucive u toj
teoriji. U tom smislu bi i Gedelov predikat dokazivosti, tj. njegova negacija, mogao biti nazvan
parcijalnim predikatom formalnih teorija kojima pripada na osnovu toga $to postoje, kao Sto
znamo, neodluc¢ive recenice tih teorija koje su formirane pomocu njega.

Sli¢no tome, iako ¢e sve recenice formirane pomocu predikata istinitosti biti istinite ili lazne
u modelu, aksiome koje karakterisu taj predikat ne¢e nam nuzno dozvoliti da to dokazemo za
svaku takvu recenicu. To znadi, iz perspektive semantike te teorije, da bi se moglo desiti da
neka recenica, iako istinita u njenom modelu, ne pripada skupu recenica kojim je interpretiran
predikat istinitosti te teorije.

To je ideja u osnovi Kripkeovog ,Nacrta teorije istine” (Kripke, 1975). Ona sledi intuiciju,
suprotnu Boc¢varovoj, da su re¢enice kojima se tvrdi istinitost ili laznost neke besmislene recenice
takode besmislene. Primena predikata istinitosti na besmislenu recenicu bi tako rezultirala
reCenicom koja nije ni istinita ni lazna, zbog ¢ega bi i taj predikat bio parcijalan. Kripke
je u navedenom radu opisao model teorije koja sadrzi takav parcijalni predikat istinitosti,
dok je Feferman predlozio njenu aksiomatizaciju u predavanjima odrzanim tokom 1979. godine
(Feferman, 2011). Cilj te teorije je izbegavanje semantickih paradoksa koji se ti¢u pojma istinitosti
bez uvodenja jezickih nivoa ili bilo kakvog umnozavanja pojma istine koje bi onemogucéilo
njegovu samoreferencijalnu primenu. Kripke je pokazao da razumevanje predikata istinitosti kao
parcijalnog predikata omogucava zasnivanje konzistentne teorije u kojoj bi njegova primena na
recenice u kojima se isti taj predikat javlja bila dozvoljena.

Teorija je formulisana kao proSirenje aritmetike predikatom istinitosti i aksiomama koje
ga opisuju. Logika predlozene teorije je klasi¢na, ali je njen predikat istinitosti, zva¢emo ga
T, neklasican. Umesto klasicnog, Kripke predlaze trovrednosni model predikata T. U tom
modelu, predikat 7" interpretiran je parom disjunktnih skupova (S, S3) gde je S; neki skup
reCenica istinitih u modelu koje ¢ine ekstenziju tog predikata, dok je S skup laznih recenica koje
predstavljaju njegovu antiekstenziju. Antiekstenziju predikata T' zva¢emo i ekstenzijom predikata
F koji stoji za laznost definisanu kao istinitost negacije date recenice. Unija ta dva skupa ne
iscrpljuje nuzno skup svih recenica teorije kojoj predikat 1" pripada. Recenice koje ne pripadaju
toj uniju su one za koje taj predikat nije definisan. Drugim rec¢ima, interpretacija predikata F' se
nec¢e nuzno slagati sa interpretacijom predikata =7, u ¢emu se i sastoji neklasi¢nost predikata 7T'.

Kripke je pokazao da za ovako interpretiran predikat istinitosti moze vaziti T-shema Tarskog
prema kojoj je re¢enica A istinita ako i samo ako je T ([A]) istinito. Drugim recima, Kripke je
pokazao da e teorija koja sadrzi takav predikat istinitosti biti konzistentna. Za njegov dokaz
kljuéna je odredena teorema o fiksnoj tacki (zapravo transfinitna verzija teoreme ¢ije su instance
PRVA TEOREMA REKURZIJE i TEOREMA KNASTERA I TARSKOG). Ono §to omogucava primenu
te teoreme u ovom kontekstu jeste Kripkeova induktivna definicija predikata istinitosti, tj. njegov
opis nacina na koji je istinosna vrednost pripisana recenicama aritmetike prosirene predikatima
T i F (Kripke, 1975, pp. 702-705; Burgess, 2013, pp. 165-170).

Ideja je da istinosna vrednost recenica koje tvrde istinitost ili laznost drugih recenica iste
teorije moze biti odredena tek nakon $to je tim recenicama pripisana istinosna vrednost. Iz tog
razloga, Kripke opisuje interpretaciju recenica teorije koja sadrzi predikat 7' kao proces koji
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se odvija u fazama. Najpre je istinosna vrednost na standardan nacin pripisana aritmetickim
recenicama koje ne sadrze predikate 7' i1 F' i reCenicama izgradenim od njih pomocu logickih
veznika. U toj fazi, predikat T" je u potpunosti neinterpretiran. Rec¢enicama koje sadrze predikate
T i F istinosna vrednost pripisana je u narednim fazama prema sledeé¢im pravilima: ako je A
istinito, onda je i T ([A]) istinito, dok je F ([A]) laZno; i ako je A lazno, onda je T ([A]) lazno,
a F ([A]) istinito. U prvoj od tih faza istinosna vrednost pripisana je re¢enicama koje tvrde
istinitost ili laznost aritmetickih recenica i rec¢enicama izgradenim od njih pomoc¢u veznika. Na
taj nacin, predikat 7" dobija odredenu interpretaciju (51, S3). U drugoj fazi, istinosna vrednost
pripisana je i reCenicama koje tvrde istinitost ili laznost recenica interpretiranih u prvoj fazi i
reCenicama formiranim od njih pomocu veznika. Na taj nacin postignuta je nova interpretacija
predikata 7" u obliku para skupova (57,5%). Ovaj proces se nastavlja na isti nacin tako da
su u svakoj sledecoj fazi interpretirane one recenice koje tvrde istinitost ili laznost recenica
interpretiranih u prethodnoj fazi. Time je i interpretacija predikata T" proSirena svim recenicama
koje su prethodno interpretirane kao istinite ili lazne. Prelazak sa jedne na drugu interpretaciju
predikata 7" moZe biti predstavljen funkcijom ¢, koja paru skupova (S, Sz) pripisuje par skupova
(51, 5%). Posto bi tako dobijeni skupovi S} i S} trebalo da prosiruju interpretaciju predikata T
svim onim re¢enicama kojima je u prethodnoj fazi interpretacije pripisana istinosna vrednost,
trebalo bi da vazi da je S; C S] 15, C S5 To znaci da se primenom funkcije ¢ ¢uvaju veé
ustanovljene istine i lazi i potencijalno im se dodaju neke nove. To svojstvo ¢ini funkciju ¢
monotonom.

Na opisan nacin, tj. postepenim prosirivanjem interpretacije predikata 7', gradi se hijerarhija
nivoa koji slede jedan za drugim. Nivoi te hijerarhije mogu biti indeksirani ordinalnim brojevima.
Konacni nivoi ¢ije je gradenje do sada opisano, bili bi indeksirani kona¢nim ordinalima: pocetni
nivo u kojem je predikat 7" neinterpretiran bio bi indeksiran ordinalom 0, a dalji nivoi redom
ordinalima 1,2, 3, ...

Nijedan od do sada opisanih nivoa hijerarhije ne moze, medutim, sadrzati istinitu recenicu
koja bi proglasila sve recenice te hijerarhije istinitim. Kako bi objasnio istinitost te i sli¢nih
univerzalnih recenica, Kripke uvodi transfinitni nivo koji sledi nakon svih konac¢nih nivoa
hijerarhije. Taj nivo indeksiran je prvim grani¢nim ordinalom w koji dolazi nakon svih kona¢nih
ordinala. Na tom prvom transfinitnom nivou hijerarhije, interpretacija predikata 7" dobijena
je unijom svih interpretacija koje su tom predikatu pripisane na konac¢nim nivoima. Recenice
koje tvrde istinitost ili laznost svih recenica kona¢nih nivoa hijerarhije mogu biti interpretirane
kao istinite ili lazne na ovom transfinitnom nivou jer je svakoj od tih recenica ve¢ pripisana
istinosna vrednost na nekom nizem nivou.

Kako bismo one recenice koje dobijaju istinosnu vrednost na prvom transfinitnom nivou
proglasili istinitim ili laZnim, moramo da se popnemo na sledec¢i nivo koji bi bio indeksiran
sledbenikom prvog grani¢nog ordinala - w 4+ 1. Gradenje hijerarhije nastavili bismo nivoima
indeksiranim ordinalima w + 2, w + 3, itd., koristeéi za njihovo gradenje funkciju ¢ na nacin
na koji smo je koristili u gradenju konac¢nih nivoa. Nakon svih tih nivoa, dolazimo do sledeceg
grani¢nog nivoa indeksiranog grani¢nim ordinalom w + w, koji je napravljen na isti nac¢in kao
i prvi transfinitni nivo - unijom prethodno dobijenih interpretacija predikata 7. Gradenje
hijerarhije se nastavlja formiranjem nivoa koji slede jedan za drugim koris¢enjem funkcije ¢, a
grani¢nih nivoa uniranjem svih interpretacija dobijenih na prethodnim nivoima hijerarhije.

Navedeni Kripkeov opis induktivnog gradenja interpretacije predikata 71" obezbeduje odgo-
varajuce uslove za primenu teoreme iz koje sledi da funkcija ¢ koriséena u tom gradenju ima
fiksnu tacku. Moguénost primene te teoreme sustinski zavisi od monotonosti funkcije ¢, odnosno
¢injenice da se njenom primenom prosiruje interpretacija predikata 7. Ta teorema garantuje
da ¢emo iteracijom funkcije ¢ dovoljan broj puta, i uniranjem njenih vrednosti na grani¢nim
nivoima, u nekom trenutku doé¢i do fiksne tacke te funkcije, odnosno, do interpretacije predikata
T koju ¢ini par skupova (Sy,, So,) za koji vazi: ¢ ((So,, So,)) = (So,,S0,)- 1z toga sledi da ce
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postojati neki nivo opisane hijerarhije na kom neée biti mogucée doéi do novih istina primenom
predikata T". To ¢e biti nivo na kojem je T ([A]) istinito ako i samo ako je A istinito, odnosno,
na kojem vazi T-shema. Teorema o fiksnoj tacki koja omogucava ovaj rezultat takode garantuje
da ¢e fiksna tacka dostignuta na opisani nacin biti najmanja fiksna tacka funkcije ¢, Sto znaci
da ¢e sve druge fiksne tacke kompatibilne sa njom pruzati Siru interpretaciju predikata 7.

Intuitivan razlog zbog kog je fiksna tacka funkcije ¢ dobijena na opisan nacin minimalna
je taj Sto proces koji do nje vodi ne ukljucuje pripisivanje istinosne vrednosti recenicama
formiranim pomoc¢u 7' i F' na proizvoljan na¢in, odnosno na nacin koji se ne moze podvesti pod
navedena pravila. Recenice kojima u tom procesu nije pripisana istinosna vrednost nazivaju se
nezasnovanim (ungrounded) refenicama. Za te recenice se ispostavlja da se istinosna vrednost
recenica od kojih njihova istinosna vrednost zavisi, ne moze nezavisno odrediti. Takva ¢e biti
svaka recenica koja samoj sebi pripisuje neki od predikata 7" i F' ili, u opStem slucaju, svaka
recenica koja je deo nekog beskonacnog niza rec¢enica takvih da istinosna vrednost svake recenice
u tom nizu zavisi od istinosne vrednosti sledece recenice. Nekim nezasnovanim recenicama, kao
Sto je ’Ova recCenica je istinita’ moze na konzistentan nacin biti pripisana proizvoljna istinosna
vrednost. Time bismo progirili minimalnu fiksnu tacku koja predstavlja interpretaciju predikata
T. Sa druge strane, paradoksalnim rec¢enicama, kao $to je ona koja za sebe kaze da je lazna
ili neistinita, nijedna istinosna vrednost ne moze biti pripisana. Da jeste, iz toga bi sledila
kontradikcija samo na osnovu pretpostavljenih pravila interpretacije. lako vidimo da takve
reCenice nece biti ni istinite ni lazne u minimalnoj ili bilo kojoj drugoj fiksnoj tacki, re¢enica
koja to tvrdi takode nece biti istinita (niti lazna) u toj fiksnoj tacki. To je takode posledica
parcijalnosti predikata T

Sto se tice aksiomatizacije opisane teorije, do nje se dolazi prosirenjem formalnog jezika
aritmetike predikatima 7" 1 F' (pri ¢emu je F' definisano na sledeéi nacin: F' ([A]) =45 T ([-A4])),
zajedno sa aksiomama koje ih opisuju. Te aksiome daju rekurzivnu definiciju predikata T
i F', odnosno, uslove za njihovu primenu koji odgovaraju kumulativhom gradenju njihove
interpretacije. Medu njima bi bile sledeé¢e aksiome:

[T ([A])]) ako i samo ako T ([A]), i F ([T ([A])]) ako i samo ako F' ([A]);

[[1;]\)/ B]) ako i samo ako T ([A]) ili T'([B]), i F'([AV B]) ako i samo ako F'([4]) i

Ako su aksiome pazljivo odabrane, tako da odgovaraju Kripkeovom modelsko-teorijskom opisu
teorije, dobijena aksiomatska teorija bi trebalo da bude konzistentna. Predikat za smislenost,
ukoliko stoji za posedovanje istinosne vrednosti, moze biti definisan na sledeé¢i nacin:

o T'(
e T ([=A]) ako i samo ako F' ([A]), i F'([-A]) ako i samo ako T" ([A]);
o T'(

£

S (z) =gey T (x) V F (2).

Parcijalnost predikata istinitosti i njegova razlika u odnosu na istinu u modelu implicira da
iako za svaku recenicu A, zakon iskljucenja trec¢eg A V —A jeste istinit u modelu teorije,

T ([A]) V F ([A]), odnosno, S ([A])

u toj teoriji ne mora vaziti, kao $to na primer ne vazi za re¢enicu koja za sebe kaze da je lazna.
Za sve recCenice za koje to vazi, takode ¢e vaziti da su one istinite prema teoriji ako i samo ako
su istinite u njenom modelu, odnosno, vazié¢e da:

S([A]) = (T'([A]) < A).
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Shema Tarskog tako moze biti konzistentno instancirana svakom recenicom teorije koja je
dokazano istinita ili lazna, uklju¢ujuéi i one recenice koje i same sadrze predikat 7.

U literaturi se mogu naci razlicite verzije aksiomatske teorije istine. Ono Sto ¢ini tu teoriju
privlacnom jeste to Sto ona uspeva da se konzistentno bavi pojmom istinitosti ne poric¢uci
njegovu jedinstvenost i samoreferencijalnu primenljivost, koja u nekim slu¢ajevima omogucava
formulisanje paradoksa. Aksiomatske teorije izbegavaju te paradokse na taj nacin sto izdvajaju
neke nesumnjive karakteristike pojma istine i uzimaju ih za njegove definisuce karakteristike. Te
karakteristike pojma istine tipi¢no ga ¢ine parcijalnim pojmom, tj. pojmom koji nije primenljiv
na svaku rec¢enicu ili njenu negaciju. Time se postize reSavanje paradoksa koje ne zahteva zamenu
intuitivnog pojma istine nekim drugim, manje intuitivnim pojmom, ili razli¢itim pojmovima
istine primenljivim na razli¢ite recenice. Na taj nacin, ove teorije postizu za pojam istine upravo
ono $to nastojimo da postignemo za pojam pojma: da izbegnemo paradokse koji se ti¢u tog
pojma a da ga pritom ne izmenimo u velikoj meri, time $to bismo, na primer, zabranili njegovu
samoreferencijalnu primenu.

Jedna odlika klasi¢ne teorije koja aksiomatizuje parcijalni predikat istinitosti moze se, medutim,
smatrati problemati¢nom. To je ¢injenica da istina u modelu te teorije ne odgovara istini opisanoj
predikatom istinitosti koji ona koristi. U modelsko-teorijskom smislu, svi predikati Kripkeove
teorije su totalni - oni su interpretirani skupovima kojima neki objekat iz domena ili pripada
ili ne pripada. Isto vazi i za predikat istinitosti: za svaku reenicu teorije vazi¢e da ona (tj.
njen kod) pripada skupu kojim je taj predikat interpretiran ili njegovom komplementu, iako ta
¢injenica ne mora nuzno biti prepoznata u teoriji. Takva interpretacija moze se kritikovati sa
stanovista da ako je pojam istinitosti zaista parcijalan, onda bi njegova parcijalnost trebalo da
se pokaze i u modelu.

U cilju izbegavanja ovog razilazenja dva pojma istine, Rajnhard predlaze reinterpretaciju
Kripkeove teorije kojom bi parcijalnost predikata istinitosti i smislenosti trebalo da bude vernije
predstavljena (William N. Reinhardt, 1986). Ideja je da recenice teorije ne treba da budu
interpretirane kao istinite samo na osnovu njihove dokazivosti u toj teoriji. Umesto toga, da bi
bile interpretirane kao istinite ili uopste smislene, njihova istinitost ili smislenost treba takode
da budu dokazive. Ti strozi uslovi interpretacije ¢ine istinitost u modelu kompatibilnom sa
istinitos¢u prema teoriji. Parcijalnost istinitosti bi na taj nacin trebalo da bude predstavljiva u
modelu teorije koji, u standardnoj interpretaciji, sve njene predikate predstavlja kao klasi¢ne.
Iz toga sledi da mogu postojati recenice dokazive u teoriji koje nisu interpretirane kao istinite
ili uopste smislene (sve one za koje u teoriji nije dokazivo da su takve). Rajnhard predlaze
formalisticku interpretaciju takvih rec¢enica prema kojoj bi one bile samo sredstva za dolazenje do
istina u datoj teoriji. Ta formalisticka interpretacija je po duhu sli¢na Hilbertovoj interpretaciji
infinitarnih iskaza i metoda u matematici prema kojoj oni nisu iskazi koji opisuju matematicke
¢injenice, ali mogu olaksati dolazenje do takvih iskaza i njihovo dokazivanje (Reinhardt, 1986,
pp. 224-225). Jedna vrsta recenica koje bi imale taj status su i one koje tvrde da neka recenica
nije ni istinita ni lazna. Iako u teoriji mozemo dokazati re¢enicu koja to tvrdi, na primer, o
nekoj paradoksalnoj recenici, istinitost te recenice nece biti dokaziva u teoriji.

Parcijalni predikat istinitosti opisan ovom aksiomatskom teorijom moze biti koris¢en u analizi
smislene primenljivosti pojma. Kako je veé¢ re¢eno, jedan nacin da se omoguéi analiza smislene
primenljivosti u klasi¢noj teoriji ¢iji su predikati interpretirani kao totalni jeste da se tvrdenja o
smislenim primenama odgovarajuceg pojma pridruze samo takvim primenama predikata koje
mogu biti opisane u teoriji kao istinite ili lazne. Sledec¢e ekvivalencije bi tada izrazavale vezu
izmedu primene nekog pojma i istinitosti ili laznosti odgovarajuce recenice: pojam ¢ primenjuje
se na z ako i samo ako T ([C' (z)]) vazi, gde je C predikat koji izrazava pojam c; isti pojam
se ne primenjuje na z (ali jeste smisleno primenljiv na z) ako i samo ako F' ([C (x)]) vazi; dok
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je pojam ¢ smisleno primenljiv na z ako i samo ako vazi ili T ([C (z)]) ili F ([C (z)]), u kom
slucaju ¢e 1 S ([C (z)]) vaziti. Aksioma komprehenzije moze tada biti izrazena formulom:

vy (S ([C (y)]) = (zny < C(y)))

(cf. Reinhardt, 1986, p. 231). Kao §to za neku re¢enicu teorije koja nije istinita ne vazi nuzno
da je lazna, tako ni za objekat koji ne potpada pod neki pojam nece nuzno vaziti da potpada
pod komplement tog pojma. Komplement nekog pojma bio bi pojam koji se primenjuje na neki
objekat ako i samo ako se pojam ¢iji je on komplement ne primenjuje na taj objekat, ali jeste
smisleno primenljiv na njega. Recenice koje nisu smislene ne opisuju niti primenu nekog pojma
niti primenu njegovog komplementa. Umesto toga, one mogu biti shvac¢ene kao da referiraju na
objekat na koji dati pojam nije smisleno primenljiv.

Glavni parcijalni predikati ove teorije - predikat istinitosti i smislenosti, kada su primenjeni
na neku recenicu izgradenu pomoc¢u odredenog predikata, mogu se shvatiti tako da tvrde, redom,
da se pojam izrazen tim predikatom primenjuje na neki objekat ¢ime se formira istinit iskaz,
i da se taj pojam smisleno primenjuje na neki objekat pa je iskaz formiran tom primenom
smislen (istinit ili lazan). Tvrdenje da se neki pojam primenjuje na odredeni objekat bilo bi
tada ekvivalentno tvrdenju da je formula koja izrazava taj pojam istinita za ime tog objekta,
dok bi tvrdenje da se neki pojam smisleno primenjuje na objekat bilo ekvivalentno tvrdenju
da je odgovarajuca formula istinita ili lazna za njegovo ime. Parcijalnost predikata istinitosti
i smislenosti recenica bi tada odgovarala rezultatu Gedelove analize intenzionalnih paradoksa
prema kojoj pojam primene pojma i pojam smislene primenljivosti pojma nisu svuda definisani,
odnosno, smisleno primenljivi.

Analiza smislene primenljivosti do koje se na taj nacin dolazi isti¢e blisku vezu izmedu pojma
istine i poyma primene pojma, koja izgleda omogucava koriséenje prvog pojma u analizi drugog.
Njihova veza je jos izraZzenija u Fefermanovoj teoriji koju ¢emo slede¢u predstaviti, a u kojoj su
dva predikata koja stoje za te pojmove shvac¢ena kao posebne instance iste predikatske sheme
koja izrazava zadovoljivost neke formule uredenom n-torkom terama (za n > 0). Ponovo ¢e se
ispostaviti da razumevanje ovog predikata kao parcijalnog omogucava konzistentno koriséenje
neogranicenih principa koji se ti¢u istinitosti i primene pojma.

3.6.2  Parcijalni predikat zadovoljivosti

Prema Fefermanu, glavni cilj zasnivanja teorije bez tipova koja se bavi relacijom pripadnosti
klasi (tj. potpadanja pod pojam) jeste da se obezbedi okruzenje, adekvatnije od ZF'C' i od teorije
tipova, za analizu nekih intenzionalnih objekata, kao sto je kategorija svih grupa, kategorija
svih kategorija, kategorija svih funktora izmedu neke dve kategorije, itd. (Feferman, 1984, p.
79). Adekvatna teorija koja se bavi tim objektima treba da dozvoli njihovu pripadnosti samima
sebi u sluc¢aju da ti objekti imaju istu strukturu kao i njihovi elementi. Zbog toga je bitno da
ona ne sadrzi tipove, niti eksplicitno - kao teorija tipova, niti implicitno - kao ZFC.

Feferman formuliSe teoriju koja predstavlja proSirenje klasi¢ne logike parcijalnim predikatima
T,,, za m > 0, ¢ije posebne instance predstavljaju predikat istinitosti i pripadnosti klasi
(Feferman, 1984). Razumevanje tih predikata kao parcijalnih trebalo bi da omogudéi konzistentno
koris¢enje neogranic¢enih principa koji karakterisu te predikate - T'-sheme i aksiome komprehenzije.
Zahvaljujué¢i tome bi i samoreferencijalna primena tih predikata takode bila formalizovana u to]
teorijil®.

Parcijalni predikat je u ovoj teoriji izjednacen sa parom predikata koji odreduju njegovu
ekstenziju i antiekstenziju. Objekti za koje nijedan predikat iz tog para nije istinit su oni za
koje taj parcijalni predikat nije definisan. Uniforman nacin konstruisanja predikata koji stoje za

16 Za pregled teorija zasnovanih na sli¢nim idejama vidi (Cantini, 1996).
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ekstenziju i antiekstenziju nekog parcijalnog predikata omoguéen je uvodenjem veznika neklasicne
ekvivalencije. Ta ekvivalencija bi trebalo da bude intenzionalna u smislu da nije odredena samo
na osnovu istinosnih vrednosti rec¢enica koje povezuje. Intenzionalnost te ekvivalencije se pokazuje
u ¢injenici da se njena istinitost ne ¢uva nuzno supstitucijom formula koje u njoj stoje njima
ekstenzionalno ekvivalentnim formulama.

Klasi¢na osnova teorije je, u skladu sa tom idejom, proSirena simbolom za intenzionalnu
ekvivalenciju = i aksiomama koje je karakterisu (Feferman, 1984, pp. 96-101). KoriS¢éenjem te
ekvivalencije unutar iste teorije mogu biti formulisana tvrdenja o tome da je neka njena formula
A istinita ili da je lazna, i to pomocu, redom, formula A =t 1 A = f, gde je t neka istinita, a f
neka lazna recenica teorije. Svojstvo formule A da je odredena (determinate) definisano je na
sledeé¢i nacin:

D ([A]) =aes (A=) V(A=)

Medu aksiomama koje karakterisu veznik = je i sledeci par aksioma koje odreduju pod kojim
uslovima formula izgradena pomoc¢u tog veznika moze biti proglasena istinitom ili laznom unutar
teorije:

(1) ((‘AEB)Et)H(AEB)

(A= B)=[) < (DA AD(B])) A~ (A= B)).

Navedeni par aksioma sugeriSe da intenzionalna ekvivalencija moze biti shvacena kao
Lukasieviceva ekvivalencija koja je istinita ako i samo ako recenice koje povezuje imaju istu
vrednost, ukljucujuéi i slucaj kada nijedna nije ni istinita ni lazna. Umesto tog para aksioma
moze se takode pretpostaviti i onaj koji bi vise odgovarao Klinijevoj ekvivalenciji koja je istinita
samo ako su obe recenice koje povezuje istinite ili obe lazne:

(11) ((A =B)=t) < (D(A)AND([B])) AN (A= B))

1

(A=B)=f) < (D(A)AD(B) A= (A= B)).

Aksiome koje karakterisu intenzionalnu ekvivalenciju ostavljaju moguénost da neka recenica A
bude neodredena, odnosno, da za nju ne vazi ni A =t¢, ni A= f. Par predikata koji odreduje
ekstenziju i antiekstenziju nekog parcijalnog predikata P (x) moze tada biti definisan pomocu,
redom, predikata P () =t i predikata P (x) = f. PoSto se moze desiti da za neko z nijedan od
ta dva predikata ne vazi, predikat P (x) ne¢e nuzno biti definisan za sve objekte datog domena.

Pretpostavljeno je da postoji uniforman nac¢in na koji se imena formula i njihovih apstrakata
(klasa i relacija) mogu dobiti od tih formula. Ako formula A sadrzi zq,..., T, y1, ...y, kao
slobodne promenljive, onda je vezivanjem njenih promenljivih x4, ..., z,, 1 tretiranjem yq, ..., ¥,
kao parametara, formirano odredeno ime. Ako je m = 0, ime dobijeno na taj nacin bi¢e Gedelov
broj te formule zajedno sa njenim slobodnim promenljivima: ([A],y1,...,y,). Ako je m = 1,
dobija se ime klase ili pojma {z: A(x,y1,...,yn)}, & ako je m > 1, dobija se ime m-arne
relacije A (Z1, ..., T, Y1, -, Yn) gde Ty, za 1 < i < m, oznacava vezanu promenljivu. Principi koji
karakterisu tako dobijena imena, predstavljaju instance sheme aksioma formulisane pomocu
(m + 1)-arnog predikata T,,, takvog da se T}, (x1, ..., Ty, 2) moZe ¢itati kao: uredena m-torka
terama (x1, ..., T, ) zadovoljava z. Opsta shema aksioma tic¢e se primene tog predikata na neko
ime formirano na gore opisan na¢in koje se javlja na mestu promenljive z:

Ton (T4 ooy Ty AUy oy Uy Y1y ooy Yn)) = A(T1y ooy Ty Y1y - Yn) -

T-shema i aksioma komprehenzije su sledeé¢e instance ove sheme:
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zA m=0: To ([A] ,y1, s Un) = A(Y1, ---Yn)
zA m=1: T (z,{u: A(u,y1,.-.Yn)}) = A(x,y1,...Yn).

Formulisanjem aksioma pomocu intenzionalne umesto klasi¢ne, ekstenzionalne ekvivalencije,
ostavlja se moguc¢nost da T,,-predikati koji se u njima javljaju budu parcijalni. U slucaju
predikata pripadnosti klasi vazi da ako je A (z,y1,...y,) karakterisano u teoriji kao istinito,
odnosno, ako vazi A (z,y1,...y,) = t, onda se uzima da x pripada klasi {u: A (u,y1,...yn)},
dok ako vazi A (x,y1,...y,) = f, onda se uzima da x ne pripada istoj klasi. U ostalim sluca-
jevima, kada nijedna od dve ekvivalencije ne vazi za A (Sto moze biti slu¢aj posebno ako i
samo A sadrzi neki T,,-predikat), ne moze biti odredeno da li z pripada datoj klasi ili ne.
U tom slucaju, 77 (z, {u : A (u,y1,...yn)}) nece biti intenzionalno ekvivalentno ni recenici ¢ ni
reCenici f (inace bi isto vazilo i za A posto je data ekvivalencija tranzitivna). Drugim re¢ima,
Ty (x,{u: A(u,y1,...yn)}) necée u tom slucaju biti odredeno. To implicira da za neku klasu c,
moze postojati objekat z, za koji ne vazi ni T} (x,¢) = ¢, ni T3 (z,¢) = f. Za taj objekat bi
vazilo da ne pripada ni klasi ¢ ni njenom komplementu. Drugim rec¢ima, vazilo bi da pojam ¢iju
ekstenziju predstavlja ta klasa nije smisleno primenljiv na taj objekat.

Aksel i Feferman su pokazali da je teorija koja koristi datu aksiomu komprehenzije konzerva-
tivno prosirenje osnovne teorije ¢ija je konzistentnost pretpostavljena (cf. Feferman, 1984, pp.
97-98). Primenom sheme 77 na klasu R svih klasa koje nisu sopstveni elementi, ekvivalencija u
osnovi RASELOVOG PARADOKSA dobija se u slede¢em obliku: 7 (R, R) = =1 (R, R). Pravila
ove teorije ne dopustaju nam da iz bilo koje od formula koje stoje u intenzionalnoj ekvivalenciji
izvedemo drugu formulu, zbog ¢ega standardno izvodenje kontradikcije iz te ekvivalencije nije
moguce. Ta ekvivalencija tako ne vodi protivrecnosti, iako pokazuje da postoji fiksna tacka
negacije u odnosu na intenzionalnu ekvivalenciju. Zajedno sa ostalim aksiomama koje karakterisu
veznik =, ona vodi zakljucku da recenica 77 (R, R) nije odredena. Zakljucak ¢e biti isti koji god
od parova aksioma (I) ili (IT) da izaberemo. Jedina razlika je u tome §to ako je to par aksioma pod
(I), dobijena ekvivalencija smatra se istinitom, odnosno, intenzionalno ekvivalentnom recenici ¢,
Sto nece biti slucaj ako je taj par aksioma zamenjen parom aksioma pod (II).

Uslovi za pripadnost nekoj klasi, odnosno za primenu nekog pojma, formulisani u ovoj teoriji,
veoma su slicni onim uslovima do kojih se dolazi pomoc¢u parcijalnog predikata istinitosti
(samo pisemo 7' ([A]) umesto A = ¢; F ([A]) umesto A = f; 1 S ([A]) umesto D ([4])). Ta dva
pristupa predstavljaju odgovor na isti zahtev: naéi nacin za razlikovanje recenica koje mogu
biti konzistentno smatrane istinitim it laZnim u prisustvu neogranicene aksiome komprehenzije,
od onih ¢ija karakterizacija kao istinitih ili laznih u tom kontekstu vodi kontradikciji. Jedino su
one supstitucione instance formule C' (z) koje mogu biti opisane u teoriji kao istinite ili lazne,
shvaéene tako da odgovaraju primeni pojma ¢, odnosno, supstitucionim instancama formule
cnzx. One koje ne mogu biti tako opisane u teoriji mogu se shvatiti kao da izrazavaju besmislenu
primenu pojma c. Kao $to smo videli, u oba slucaja je klasi¢na osnova teorije prosirena odredenim
sredstvima koja bi trebalo da omogucée takvu karakterizaciju: predikatom istinitosti koji ne bi bio
pripisan svakoj formuli ili njenoj negaciji, ili intenzionalnom ekvivalencijom koja ne bi povezivala
svaku formulu sa istinitom ili laznom recenicom teorije. Aksiome koje opisuju parcijalni predikat
istinitosti i intenzionalnu ekvivalenciju garantuju da nijedna recenica neée biti dovedena u vezu
sa tvrdenjem o primeni pojma ako bi to vodilo kontradikciji.

Ta sredstva, medutim, ne bi bila potrebna ako bi postojao neki drugi nacin da identifikujemo
one instance neke formule koje ne mogu biti konzistentno smatrane istinitim ili laznim u prisustvu
neograni¢ene komprehenzije i 7T-sheme, i onemogucé¢imo instanciranje tih principa samo tim
instancama formula. Na taj nacin bismo mogli da dodemo do istih rezultata bez uvodenja bilo
kakvih neklasi¢nih elemenata u raspravu. Istovremeno moze biti rasvetljeno i koje to recenice
postaju problematic¢ne u kontekstu neograni¢ene komprehenzije. U nastavku ¢emo videti jedan
od nacina na koje to moze biti postignuto.
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3.6.3 Parcijalnost i pozitivne formule

Parcijalnost predikata istinitosti i pripadnosti klasi (tj. potpadanja pod pojam) pokazuje se u
tome $to nije svaka recenica klasi¢ne teorije shvaéena kao da odreduje njihovu istinitu ili laznu
primenu. Prethodno opisane teorije nude nacin na koji tako shvacena parcijalnost predikata
moze biti prepoznata u klasi¢noj teoriji. Prepoznavanje parcijalnosti tih predikata omogucava
izbegavanje paradoksa kojima vode neke recenice u kojima se ti predikati ili njihove negacije
javljaju. Na osnovu poznatih paradoksa znamo da su takve recenice one koje negiraju primenu
odredenog pojma (kao Sto je pojam istine), ali ne mogu biti shvacene kao da time turde primenu
njemu komplementarnog pojma (kao Sto je pojam lazi). Kada bismo nasli nac¢in da izbegnemo
instanciranje bazi¢nih principa upravo takvim recenicama, mogli bismo da izbegnemo paradokse
ne izlazeci van okvira klasi¢ne logike.

Na taj nacin se moze opravdati sledeca verzija Fefermanove teorije predikata 7T, (Feferman,
1984, pp. 101-105). U toj teoriji, predikat T}, zamenjen je parom disjunktnih predikata (T}, T},)
koji stoje za njegovu ekstenziju i antiekstenziju. Svaki predikat iz tog para karakterise posebna
aksioma koja izrazava uslove za njegovu primenu na ime formule ili njenog apstrakta (koji stoji
za odgovarajucu klasu ili relaciju) i odgovarajuéi broj imena. Zbog parcijalnosti predikata T, ,
uslovi za njegovu primenu ne mogu, kao Sto je standardno, biti zadati pomoci neke formule A,
dok su uslovi za primenu njegovog komplementa, predikata 7,, zadati pomoéu njene negacije
—A. Razlog je to sto ¢e u klasi¢noj logici uvek jedna od te dve formule biti istinita. Feferman
predlaZze da, umesto toga, uslovi za primenu predikata T}, i T}, budu zadati pomoé¢u pozitivnih
aproksimacija instanci formule A i njene negacije. U pozitivnoj formuli, negacija se javlja samo
ispred njenih atomskih potformula na jeziku osnovne teorije, koja je najceSée aritmetika. Za
svaku formulu i njenu negaciju, formule koje predstavljaju njihove pozitivne aproksimacije mogu
biti nadene pomocu nekih dobro poznatih logic¢kih zakona (kao $to su De Morganovi zakoni,
zakon dvostruke negacije, i sli¢ni). U tom procesu, negacije predikata T, i T,, zamenjene su,
redom, predikatima T, i T),.

Uzmimo za primer formulu = (Px V =Qx) A—=T} (z,{y : By}). Ako su P i ) predikati osnovne
teorije, onda je njena pozitivna aproksimacija formula (=Pxz A Qz) A Ty (x,{y : By}), dok je
pozitivna aproksimacija njene negacije formula (Px VvV =Qz) V T} (z,{y : By}).

Pozitivna aproksimacija formule A1, ey Ty Y1y ooy Yn) oznacava se sa
AT (21, oo, Ty Y1, -, Yn), dok se pozitivha aproksimacija njene negacije oznacava sa
A7 (21, ooty Ty Y1y -5 Yn ). Sheme aksioma koje karakterisu parcijalne predikate 7, formulisane
pomocu klasi¢ne ekvivalencije, su sledece:

ZA Tt T (1, ooy Ty A (U1 ooy Uy Y1y ooy Yn)) 6 AT (T4, oo, T Y1y ooy Yn)
ZA Tt T (1, ooy Ty A (T oy Ty Y1 oy Yn)) > AT (X1, oy Ty Y1y vy Y-

T-shema i aksioma komprehenzije dobijaju se kao posebne instance ovih aksioma:

ZA m = 0: 7:0 ([A] Y1 ’yn) & AT (yh yn)

To ([A], Y1, 0 Yn) < A7 (Y15 ---Yn)

Ty (x,{u: A(u, 11, ...yn)}) < AT (2,91, ...yn)

ZA m=1: _
Ty (z,{u: A(u,y1,...9n)}) < A (2,91, .. Yn) -

Nije nuzno da se neka formula smatra ekvivalentnom svojoj pozitivnoj aproksimaciji. Razlog

za to jeste zamena predikata —7), predikatom 7, ili predikata —7}, predikatom 7}, u procesu

dolazenja do te pozitivne aproksimacije. To je, dakle, slu¢aj samo ako neki od negiranih T,,

predikata koji se javljaju u formuli ne odgovara predikatu sa kojim je zamenjen. U tom slucaju,
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izvorna formula nije shva¢ena kao da implicira svoju pozitivnu aproksimaciju. Dakle, rec¢enice
koje nisu ekvivalentne svojim pozitivnim aproksimacijama, i koje zbog toga ne mogu biti
korié¢ene za instanciranje shema aksioma, jesu one koje negiraju primenu predikata 7}, ili T},
ali time ne tvrde primenu, redom, predikata 7, i predikata T},. Intuitivno, takve re¢enice bi
stajale za primenu 7;, predikata na objekte za koje oni nisu definisani.

Za m = 1, dve aksiome daju uslove za pripadnost klasi koja odgovara formuli A, i njenom
komplementu (koji je definisan pomocu formule A~, a ne formule —A). Pripadnost klasi i njenom
komplementu zavisi¢e tako od istinitosti odredenih pozitivnih formula teorije. Posto formule
A* 1 A” nisu nuzno ekvivalentne formulama A i —A, moze se desiti da nijedna od njih ne bude
istinita za odredenu supstituciju nekog terma mesto njihovih slobodnih promenljivih. Objekat
oznacen tim termom nece, prema tome, pripadati ni datoj klasi ni njenom komplementu.

Formulacija uslova za istinitost i pripadnost klasi pomoc¢u pozitivnih formula blokira izvodenje
kontradikcije. Naime, posto te formule ne sadrze negacije recenica koje tvrde istinitost ili
pripadnost klasi, aksiome koje karakterisu te predikate neée omoguciti izvodenje ekvivalen-
cija koje opisuju fiksnu tacku negacije. Umesto toga, bic¢e izvodiva samo ekvivalencija oblika
Ty (R, R) < Ty (R, R) koja ne vodi kontradikciji. Ta ekvivalencija uspeva da na konzistentan
nadin izrazi nasu intuiciju da postoji klasa za koju vazi da je tvrdenje da ona pripada samoj
sebi ekvivalentno tvrdenju da ona pripada sopstvenom komplementu (takva klasa bila bi ek-
stenzija pojma neprimenljivosti na sebe). Slicno tome, §to se tiCe recenice u osnovi PARADOKSA
LAZLJIVCA, jedino ée nekontradiktorna ekvivalencija Ty ([L]) <+ Ty ([L]) biti izvodiva, koja tvrdi
da je ta recenica istinita ako i samo ako je lazna. Tako bi opet intuicija da je data recenica u
jednom smislu istinita, a u drugom lazna, bila prepoznata, bez da to vodi protivre¢nosti. Sledeca
Gedelova napomena govori u prilog tome da bi ta intuicija mogla biti ispravna:

, U osnovi paradoksa lazljivca moze biti ¢injenica da relacija mapiranja jezika (prema
strukturalnoj jednakosti) nije uvek jednozna¢na, iako uglavnom jeste. Verovanje o
jednoznacnosti zbog toga $to pred ofima imamo samo “tipi¢ne” sluc¢ajeve (ili mozda
slu¢ajeve koji nisu tako “netipi¢ni” kao kod paradoksa (tj. pri formiranju svedoc¢anstva
za jednoznacnost previdamo odredene po sebi malo verovatne i posebne moguénosti)).
To bi tako bila jedna vrsta dvostruke istine: ista recenica je u jednom smislu istinita
i u jednom drugom laZna, dakle jedna samo jezikom uslovljena dvostruka istina’!”
(Godel, 2021, p. 80).

Fefermanova teorija u ovoj verziji odgovara onoj koju je predlozio Gilmor kao teoriju takozvanih
parcijalnih skupova 1 njima odgovarajuce relacije pripadnosti (Paul Gilmore, 1967). Ta teorija
zasnovana je na logici prvog reda proSirenoj sa dva predikata: € - koji stoji za pripadnost
nekom skupu, i ¢ - koji stoji za pripadnost njegovom komplementu. Uslovi za njihovu primenu
formulisani su pomoc¢u shema aksioma koje su instancirane jedino pozitivnim formulama.
Parcijalni skup i njegov komplement definisani su nekim parom pozitivnih formula koje se mogu
dobiti kao pozitivne aproksimacije neke formule i njene negacije. Uslov da neki objekat pripada
datom skupu jeste da za njega vazi prva od tih formula i negacija druge, dok je uslov da objekat
pripada komplementu tog skupa taj da za njega vazi druga formula i negacija prve. Komplement
nekog skupa tako nije definisan u odnosu na ceo univerzum, $to ostavlja moguénost da postoje
objekti koji ne pripadaju ni nekom skupu ni njegovom komplementu.

,Der Antinomie des Liigners konnte der Sachverhalt zu Grunde liegen, dass die Abbildungsrelation der Sprache
(vermoge Strukturgleichung) nicht eindeutig ist, obwohl sie im Allgemeinen eindeutig ist. Das Glauben an die
Eindeutigkeit weil wir bloss “typische” Fille vor Augen haben (oder vielleicht Fille, die nicht so “untypisch” sind
wie bei der Antin<omien> (d. h. wir tibersehen bei der Erzeugung der Evidenz der Eindeutigkeit gewisse an
sich unwahrscheinliche und spezielle Moglichkeiten)). Das wire also eine Art doppelte Wahrheit: ein Satz ist in
einem Sinn wahr und in einem anderen falsch, also eine nur sprachlich bedingte doppelte Wahrheit.”
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Gilmor je dokazao konzistentnost ove teorije konstruisanjem njenog modela na nac¢in veoma
slican Kripkeovoj konstrukeiji modela teorije parcijalnog predikata istinitosti (glavnu ulogu i
ovde ima odredena teorema o fiksnoj tacki). Ono §to omogucava taj dokaz jeste formulisanje
aksioma koje karakterisu predikat pripadnosti skupu i njegovom komplementu iskljucivo pomocu
pozitivnih formula. Gilmor je takode pokazao da bi dodavanje bilo koje aksiome ili pravila
koje implicira ekstenzionalnost parcijalnih skupova ucinilo njegovu teoriju inkonzistentnom.
Zahvaljujuéi tome, ti parcijalni skupovi mogu biti shvaceni i kao intenzionalni objekti, odnosno,
kao ekstenzije svojstava ili pojmova.

To sugerise da bi teorija predlozena od strane Gilmora i Fefermana, koju ¢emo zvati Gilmor-
Fefermanova teorija, mogla biti koriséena za formalizaciju relacije primene pojma. U toj inter-
pretaciji ove teorije, svaka njena formula bila bi shva¢ena kao da definiSe pojam koji se primenjuje
na objekte za koje vazi njena pozitivna aproksimacija, a ¢iji se komplement primenjuje na
objekte za koje vazi pozitivna aproksimacija njene negacije. Time je ostavljena moguénost da
neki pojam ne bude svuda smisleno primenljiv, jer moze postojati objekat za koji ne vazi ni
pozitivna aproksimacija formule kojom je taj pojam definisan, ni pozitivna aproksimacija njene
negacije. Neka recenica date teorije bi¢e shvac¢ena kao da tvrdi smislenu primenu pojma samo
ako je ekvivalentna svojoj pozitivnoj aproksimaciji. Da li je to sluc¢aj ne mora uvek biti odredeno.
To znaci da, u opstem slucaju, nije moguce odrediti da li neka recenica te teorije tvrdi smislenu
primenu pojma ili ne. To bi u ovom kontekstu odgovaralo Gedelovoj ideji da pojam smislene
primenljivost: nije uvek smisleno primenljiv.

Gilmor-Fefermanova teorija takode sugeriSe i vrstu formula koje stoje za pojmove koji nisu
svuda definisani, tj. ¢ije instance ne opisuju nuzno smislenu primenu pojma. To su formule koje
sadrze odredene negacije primene pojma, a koje se ne svode uvek na formule u kojima se te
negacije ne javljaju. Upravo ova odlika te teorije moze je ¢initi adekvatnom osnovom za analizu
primene i smislene primenljivosti pojma koja bi vodila zasnivanju teorije pojmova. To tvrdenje
pokusac¢emo da opravdamo tako $to ¢emo nesto detaljnije razmotriti pitanja kojima teorija
pojmova treba da se bavi, i koja mogu sugerisati pozeljne osobine njene osnove. Time ¢emo
se baviti u ostatku ovog rada. Pre toga, da¢emo kratak pregled resenja paradoksa omoguéena
prethodno predstavljenim teorijama i razloge zbog kojih verujemo da takva vrsta resenja
odgovara intenzionalnim paradoksima.

3.6.4 ,Matematicko” resenje intenzionalnih paradoksa

Svaka od predstavljenih teorija omogucava reSenje intenzionalnih paradoksa koje je u matem-
atickom duhu, odnosno, na nacin ilustrovan primerima iz metamatematike i teorije izracunljivosti
(kao i sa par primera iz teorije skupova). Zajednicka ideja jeste da naizgled paradoksalni zakljuéci,
koji se najcesce svode na dokaze postojanja fiksne tacke negacije, ne treba da budu odbaceni
kao neprihvatljivi ili kao rezultati koji pokazuju neodrzivost odredenih, tipi¢no samoreferenci-
jalnih, metoda dokazivanja. Umesto toga, oni bi trebalo da budu usvojeni kao rezultati koji
otkrivaju nesto o objektima o kojima je re¢. Da bi ti rezultati mogli da budu ukljuceni u
teoriju koja se tim objektima bavi, mora biti naden nacin da se izbegne njihova najopasnija
posledica - kontradikcija kojoj oni pod odredenim uslovima vode. Nacin na koji je to postignuto
u pomenutim oblastima je takode uniforman. U teoriji izracunljivosti kontradikcije su izbegnute
prepoznavanjem mogucnosti da izracunljiva funkcija koja ne potvrduje pripadnost nekog objekta
datom skupu, ne negira nuzno tu pripadnost. Sli¢no tome, recenica koja nije dokaziva u nekoj
teoriji ne mora nuzno biti opovrgljiva u njoj. Ta mogucénost blokira izvodenje kontradikcije iz
Gedelove recenice koja bi bila sli¢na onoj u osnovi PARADOKSA LAZLJIVCA. Prilagodavanje
takvog reSenja intenzionalnim paradoksima podrazumeva prihvatanje mogucénosti da pojam
nije smisleno primenljiv na neki objekat u smislu da se ne moze konzistentno tvrditi ni da se
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primenjuje ni da se ne primenjuje na taj objekat. Svaka od teorija koje su predstavljene u ovom
poglavlju nudi takvu vrstu reSenja. One zadovoljavaju Gedelov zahtev da sluc¢ajevi besmislenih
primena pojma budu shvaéeni kao granic¢ni slucajevi, i ne namecu nikakva opsta ogranicenja
kojima bi brojne primene pojmova bile proglasene besmislenim. Ono $to je posebno bitno jeste
da one dozvoljavaju smislenu samoprimenu pojma. Samo odredene primene pojmova ¢iji opisi
ne mogu biti konzistentno smatrani istinitim ili laznim proglasene su besmislenim.

To je, medutim, dovoljno da onemoguéi uniformno povezivanje tvrdenja o primeni pojma sa
primenom odgovarajucéeg predikata unutar teorije zasnovane na klasi¢noj logici, jer je svaka
primena klasi¢nog predikata interpretirana kao istinita ili lazna. Iz tog razloga, nijedna od njih
ne moze biti pridruzena tvrdenjima o besmislenoj primeni pojma. Jedan nac¢in prevazilazenja
tog problema jeste reinterpretacija recenica izgradenih primenom predikata na nacin koji
ostavlja moguénost da te reCenice nisu ni istinite ni lazne. To vodi usvajanju neke trovrednosne
logike. Druga opcija je da se izdvoje one primene predikata koje mogu biti konzistentno
smatrane istinitim ili laznim u kontekstu neograni¢ene komprehenzije, i da se samo one smatraju
relevantnim za pitanje primene odgovarajuceg pojma. To moze biti postignuto na razlicite nacine:
prosirenjem klasi¢nog jezika parcijalnim predikatom istinitosti ili intenzionalnom ekvivalencijom,
kao i shvatanjem kao istinitih i laznih samo takvih primena predikata koje su ekvivalentne onima
formulisanim pomocu pozitivnih formula.

Svaka od teorija do koje se dolazi na taj na¢in nudi trazenu vrstu reSenja intenzionalnih
paradoksa. Ali koja od njih i po svojim ostalim osobinama predstavlja adekvatnu osnovu buduce
teorije pojmova? Pokusa¢emo da odgovorimo na to pitanje u sledeé¢em poglavlju gde é¢emo
razmotriti neke od zahteva za adekvatnu osnovu te teorije do kojih ¢emo doéi prateéi Gedelove
napomene.

3.7 POSTAVLJANJE OSNOVA TEORIJE POJMOVA

Kako bi obezbedila odgovarajucu osnovu za istrazivanje formalnih osobina pojmova, teorija pre
svega treba da omoguci reSenje intenzionalnih paradoksa bez ogranicavanja aksiome komprehen-
zije na odredene formule ili odredene domene u kojima neka formula treba da vazi. Taj glavni
zahtev za osnovu teorije pojmova, koji sve prethodno predstavljene teorije zadovoljavaju, nije i
jedini. Razmatranjem nekih dodatnih zahteva pokusac¢emo da utvrdimo koja od njih najlakse
moze biti prilagodena onoj vrsti istrazivanja koje bi teorija pojmova trebalo da omoguéi.

U tom kontekstu, razlike izmedu logickih sistema na kojima su navedene teorije izgradene
mogu biti od sustinskog znacaja. One su zasnovane ili na nekom sistemu trovrednosne logike ili
na klasicnoj logici. Zato bismo, pri razmatranju toga koja od njih moze da obezbedi najbolju
osnovu za teoriju pojmova, morali da razmotrimo i koja logicka osnova bi najvise odgovarala toj
teoriji?

Najjaci argument u prilog tome da to ne moze biti bilo koji sistem trovrednosne logike
jeste Cinjenica da ta logika onemogucava upotrebu nekih osnovnih principa rasudivanja koji
su uobicajeni u logici i matematici. Logicka snaga teorije izgradene na njoj, samim tim, u
znatnoj je meri oslabljena. Iz tog razloga, trovrednosna logika ne bi mogla da predstavlja
odgovarajucu logicku osnovu za teoriju koja bi, kako je Gedel ocekivao, trebalo da zauzme
centralno mesto u logici. Drugi razlog zbog kog pristup zasnovan na trovrednosnoj logici ne bi
bio adekvatan u ovom kontekstu jeste i ¢injenica da resenje intenzionalnih paradoksa koje on
pruza ne doprinosi ni na koji nac¢in razumevanju pojmova i njihove primene, kao i pogresnih
pretpostavki o njima koje su dovele do paradoksa. Osim §to koristi logiku koja je bolje od
klasicne logike prilagodena rasudivanju koje se tice recenica bez istinosne vrednosti, medu kojima
su i one u osnovi paradoksa, taj pristup ne predlaze nikakve konkretne ideje o tome kojim tacno
reCenicama treba poreéi istinosnu vrednost i u kakvoj su one vezi sa pitanjem primene ili smislene
primenljivosti pojma. Tako nam ovaj pristup ne donosi nikakva nova saznanja o osobinama
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pojmova i razlozima zbog kojih su neke njihove primene besmislene. To je, medutim, nesto sto je
Gedel oc¢ekivao od odgovarajuéeg resSenja intenzionalnih paradoksa. Ono bi trebalo da unapredi
nase razumevanje formalnih osobina pojmova u istoj meri u kojoj je reSenje skupovno-teorijskih
paradoksa (zasnovano na iterativnom pojmu skupa) unapredilo nase razumevanje skupova.

Na osnovu navedenog mozemo zakljuciti da reSenje paradoksa zasnovano na trovrednosnoj
logici ne predstavlja adekvatnu osnovu teorije pojmova. Ali da li bi neki pristup zasnovan na
klasi¢noj logici imao bolje Sanse za to? Ono §to bi u tom kontekstu bilo neophodno razmotriti jeste
mozemo li se u ekstenzionalnom logickom okruzenju kakvo pruza klasi¢na logika, i dalje baviti
intenzionalnim svojstvima objekata kao $to su pojmovi? Kako bismo odgovorili na to pitanje,
moramo razmotriti neke konkretne zahteve za buduc¢u teoriju koji su u vezi sa intenzionalnom
prirodom objekata kojima se ona bavi.

Prvi takav zahtev, koji proistice iz rasprave u prethodnom delu rada, jeste da ta teorija
treba da prepozna parcijalnost pojmova, odnosno, ¢injenicu da oni nisu nuzno svuda smisleno
primenljivi, Sto bi trebalo istovremeno da omoguéi njenu konzistentnost. Videli smo da to moze
biti postignuto i u teorijama zasnovanim na klasi¢noj logici. Jo$ jedan zahtev, koji je Gedel
posebno naglasavao, jeste da bi ta teorija trebalo da opiSe principe gradenja pojmova, kao i
principe kojima je to gradenje regulisano. Posto bi logicki veznici trebalo da imaju znac¢ajnu
ulogu u gradenju pojmova, znacenje koje im logicka osnova teorije pripisuje moze biti posebno
vazno za pitanje njene adekvatnosti. Znacenje logickih veznika bi, osim njihovoj ulozi u gradenju
pojmova, takode trebalo da odgovara i njihovoj ulozi u opisivanju relacija izmedu pojmova.
Vide¢emo da bi opis strukture koju formiraju pojmovi koji stoje u odredenim relacijama, mogao
da predstavlja i glavni cilj teorije pojmova. U nastavku ¢emo razmotriti da li ovi zahtevi mogu
biti zadovoljeni u teoriji zasnovanoj na klasi¢noj logici ili bi ipak neki drugi logicki sistem bio
adekvatniji.

3.7.1 Gradenje pojmova

,SuStina ovih objekata [pojmoval| lezi, ¢ini se, u njihovoj sposobnosti da grade
slozene objekte, tako da ih nikada ne moZzemo razumeti (znati), a da i te slozene
objekte ne razumemo™*® (Godel, 2017b, p. 1).

Jedan od ciljeva teorije pojmova bilo bi ispravno razumevanja nac¢ina na koji su slozeni pojmovi
izgradeni od drugih pojmova. Znacaj koji je Gedel pripisivao tom cilju proizilazi iz njegovog
stanovista o pojmovima, koje je sugerisano citiranom napomenom, a po kojem je sustinska
osobina pojmova to da se kombinuju i tako grade slozene pojmove. To, ¢ini se, implicira da bi
neka vrsta konstruktivistickog pristupa u istrazivanju formalnih osobina pojmova bila adekvatna.
U tom pristupu ogranicili bismo se na izucavanje onih osobina pojmova koje zavise od nacina
njihovog gradenja i na opisu tog gradenja zasnivali nasa tvrdenja o pojmovima.

Slozeni pojmovi izgradeni su prema odredenim principima koji bi trebalo da budu identifikovani
i formalno predstavljeni unutar teorije pojmova. Gedel razmatra moguénost da su ti principi
takode dati u obliku pojma ili neke pojmovne strukture:

,Mogao bi ¢ak postojatii pojam koji je jednako precizan kao matematicki pojmovi
(ili ¢ak precizniji od njih), i koji sadrzi princip svakog gradenja pojmova” ... ;Mozda
taj pojam nije jedinstveni objekat, ve¢ predstavlja pojmovnu strukturu sacinjenu od
vise medusobno povezanih pojmova’® (Godel, 2020a, pp. 63-64).

»Das Wesen dieser Gegensténde [Begriffe| scheint aber in ihrer Fahigkeit, Zusammensetzungen zu bilden, zu
liegen, sodass man sie nicht verstehen (kennen) kann, ohne auch die Zusammensetzungen zu verstehen.”

,Bs gibt wahrscheinlich irgendeinen Begriff, der ebenso (oder noch mehr) prézise ist als die mat<hematischen>
Begriffe, und welcher das Prinzip jeder Begriffsbildung enthalt”... ,Vielleicht ist dieser Begriff keine Einheit,
sondern eine Begriffsstruktur, bestehend aus mehreren miteinander in Beziehung stehenden Begriffen.”
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Prema Gedelovom misljenju, standardni nacini gradenja pojmova, koji bi trebalo da odgovaraju
nacinu na koji su slozene formule odgovarajuée teorije izgradene, jesu nesumnjivi, ali neka
ogranicenja koja se ticu njihove primene ipak moraju da budu uvedena:

»dasvim je u redu formirati pojmove na poznati nacin: imamo evidenciju da su
to smisleni i ispravni na¢ini formiranja pojmova. Ono $to je pogresno nisu posebni
nacini njihovog formiranja, nego ideja da mozemo proizvoljno formirati pojmove
koris¢enjem ispravnih principa” (Wang, 1996, 8.5.20).

Nepostovanje principa gradenja pojmova ili njihovih restrikcija moglo bi da bude upravo ono sto
vodi formulaciji paradoksa. Naime, posledica tog nepostovanja bilo bi koris¢enje nekih formula
za izrazavanje pojmova koje ne predstavljaju na odgovarajuéi na¢in njihovu strukturu. Nekom
instancom takve formule bi se onda mogla tvrditi primena pojma koju sama njegova struktura,
prikrivena tom formulom, ne dozvoljava. Iz toga bi sledilo da je razlog zbog kog neke recenice
ne uspevaju da izraze smislenu primenu pojma taj Sto formule ¢ije su te recenice instance ne
opisuju na odgovarajuéi nacin njegovu strukturu. Takve formule bi mogle da ukaZzu na principe
gradenja pojmova koji su njima prekrseni.

Medu teorijama koje smo razmatrali u prethodnom delu rada, Gilmor-Fefermanova teorija
izdvaja se po tome Sto se najeksplicitnije ti¢e forme recenica koje, u nasSoj interpretaciji te
teorije, izrazavaju besmislenu primenu pojma. Te recenice su instance onih formula koje nisu
ekvivalentne nijednoj pozitivnoj formuli. Na osnovu toga bi se moglo zakljuciti, u skladu sa
prethodno rec¢enim, da su upravo pozitivne formule one koje na odgovarajuéi nacin predstavljaju
strukturu nekog pojma odredenu njegovom konstrukcijom. Sa druge strane, formule koje nisu
ekvivalentne nijednoj pozitivnoj formuli mogu se shvatiti kao pokusaj definisanja pojma koji
ne moze biti izgraden na nacin predstavljen tim formulama. Takve formule, kao $to smo videli,
sadrze negaciju primene nekog pojma koja se ne moze svesti na primenu nekih drugih pojmova.
Zato bi se principi gradenja pojmova sugerisani tim formulama ticali uloge negacije u gradenju
komplementa nekog pojma. 1z njih bi sledilo da komplement pojma ne moze uvek biti definisan
pomocu negacije primene tog pojma, ve¢ samo tada kada se takva definicija moze svesti na
onu kojom se tvrdi primena nekog drugog pojma. Taj drugi pojam bio bi definisan pomocu
pozitivne aproksimacije negacije formule kojom je prvi pojam definisan.

Ova teorija i reSenje paradoksa koje ona nudi mogu se lako predstaviti u svetlu gore pomenutog
konstruktivistickog pristupa pojmovima koji je sugerisan Gedelovim napomenama. Ideja bi bila
da pogresna pretpostavka koja vodi paradoksima jeste da pojam mozemo definisati samo tako
Sto ¢emo odrediti njegov domen primene kao sve ono na Sta se neki drugi pojam ne primenjuje.
Nasuprot tome, Gilmor-Fefermanova teorija bi u navedenoj interpretaciji zahtevala da, kako
bismo mogli da tvrdimo bilo sta o tom pojmu, moramo dati njegov konstruktivniji opis pomoc¢u
odgovarajuce pozitivne formule. Ta formula bi trebalo da otkrije strukturu datog pojma, koja
ostaje nevidljiva u njegovoj ,negativnoj definiciji”. Jedna od formula koja bi predstavljala takvu
negativnu definiciju pojma je i formula =7} (z, x), kojom bi u nasoj interpretaciji trebalo da
bude definisan pojam neprimenljivosti na sebe. 1z gore navedenog sledi da ta formula daje
definiciju pojma samo ako se moze svesti na formulu 7} (z, r) koja predstavlja definiciju pojma
potpadanja pod sopstveni komplement. Tako definisan pojam ne daje osnova za formulisanje bilo
kakvog paradoksa.

To da regulatorni principi gradenja pojmova treba da se odnose na nacin upotrebe logic¢kih
veznika u tom gradenju, posebno negacije, opravdano je ulogom koju bi ti veznici trebalo da
imaju u gradenju slozenih pojmova. Naime, upravo bi oni trebalo da daju strukturu slozenom
pojmu:
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, U analizi pojma na njegove sastavne delove, logi¢ki pojmovi posebno grade
,wvezivno tkivo” koje ih drzi zajedno. U tom smislu oni su ono ,formalno”, naime,
struktura sastavnih delova”®® (Gédel, 2017b, p. 1).

,Pojam je celina sastavljena od primitivnih pojmova kao $to je negacija, konjunkcija,
postojanje, univerzalnost, objekat, pojam pojma, relacija potpadanja pod neki pojam
(ili primene pojma na nesto), i tako dalje” (Wang, 1996, 8.6.17).

U svetlu uloge koju logicki veznici imaju u gradenju pojmova, pitanje znacenja koje im pripisuje
logicka osnova teorije koja se tim gradenjem bavi, dobija poseban znacaj. Postoje odredeni
argumenti u prilog tome da bi opisu te uloge logickih veznika najbolje odgovarala interpretacija
koja im je pripisana u slaboj trovrednosnoj logici. Naime, ¢ini se da ako se neki pojam ne
primenjuje smisleno na odredeni objekat, onda bi isto trebalo da vazi i za sve one pojmove koji
su izgradeni od njega pomocu veznika. Isto je implicirano i Gedelovim zapazanjem u vezi sa
Fregeovim predloZenim resenjem RASELOVOG PARADOKSA, prema kojem isklju¢ivanje odredenog
objekta iz domena smislene primenljivosti nekog predikata zahteva iskljucivanje istog objekta iz
domena smislene primenljivosti svih slozenih predikata izgradenih od njega pomoéu veznika.
Takvo shvatanje veznika bi takode bilo opravdano konstruktivistickim pristupom koji uzima za
ozbiljno ¢injenicu da znacenje nekog pojma zavisi od znacenja pojmova od kojih je on izgraden.
Ako znacenje primene nekog pojma na odredeni objekat nije odredeno, onda bi isto vazilo i za
svaki slozeni pojam u ¢ijem znacenju on ucestvuje.

Nacin na koji Gilmor-Fefermanova teorija tretira formule izgradene od onih negacija primena
pojma koje su prema toj teoriji besmislene, u skladu je sa slabom trovrednosnom interpretacijom
veznika koji ucestvuju u gradenju tih formula. Naime, osim tih negacija, takode ¢e i sve druge
formule koje ih sadrze biti izuzete iz skupa formula koje opisuju smislenu primenu odgovarajuceg
pojma. Te formule neée biti ekvivalentne svojim pozitivnim aproksimacijama, pa aksiome
komprehenzije neée njima biti instancirane. Tako bi Gilmor-Fefermanova teorija, iako nije
zasnovana na trovrednosnoj logici, ipak omogudila adekvatno razumevanje veznika u kontekstu
gradenja pojmova.

Zauzimanje konstruktivistickog pristupa u istrazivanju pojmova moglo bi u znacajnoj meri
da uti¢e na pitanje logicke osnove na kojoj treba zasnovati teoriju koja omogucava takvo
istrazivanje. Cini se da bi, umesto klasicne logike ¢iji su zakoni prilagodeni rasudivanju o nekim
nezavisno postoje¢im objektima, tom pristupu pre mogla odgovarati intuicionisticka logika. U
narednom poglavlju da¢emo grubi pregled konstruktivistickih ideja u filozofiji matematike, kao
i intuicionisticke logike koja bi tim idejama trebalo da obezbedi logicku osnovu. Izdvoji¢emo
samo one odlike tog logickog sistema za koje nam se ¢ini da mogu biti relevantne za nasu temu.
Detaljniji prikaz intuicionisticke logike i njene veze sa konstruktivizmom moze se naci, na primer,
u (van Dalen, 2013).

3.7.1.1 Konstruktivizam u teoriji poymova i intuicionisticka logika

Intuicionisticka logika razvijena je u cilju prilagodavanja logickog rasudivanja konstruktivistickom
stanovistu u filozofiji matematike. Glavni predstavnici tog stanovista su Kroneker (Leopold
Kronecker) - koji je predlozio nacelne ideje o njemu, i Brauer - koji je te ideje pretvorio u razradeno
stanoviste u filozofiji matematike. Prema tom stanovistu, tvrdenje da neki matematicki objekat
postoji je opravdano samo ako je poznat nacin na koji se taj objekat moze konstruisati. Tvrdenja
o svojstvima matematickih objekata opravdana su takode samo ako su dokaziva na konstruktivan
nacin (tj. bez koris¢enja pravila jakog svodenja na apsurd ili njemu ekvivalentnog). Gedel nije

,Insbesondere bilden bei der Analyse eines Begriffes in seine Bestandteile die logischen Begriffe ,den Kitt®, welcher
sie zusammenhéalt. In diesem Sinn sind sie das ,Formale®, ndmlich die Struktur der Bestandteile.”
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zastupao konstruktivisticko stanoviste u vezi matematickih objekata, ali njegove napomene o
pojmovima govore u prilog tome da bi mogao smatrati konstruktivisticki pristup u njihovom
istrazivanju adekvatnim. Iako, po njegovom misljenju, jedino klasi¢na logika pruza odgovarajucu
osnovu za matematicku teoriju koja se bavi ekstenzionalnim objektima, intuicionisticka logika
bi mogla bolje da odgovara specificno logickom predmetu koji ¢ine intenzionalni objekti kao $to
Su pojmovi.

Umesto o istinitosti iskaza, u intuicionistickoj logici se pre govori o njihovoj dokazivosti. Kada
tvrdimo neki iskaz, tvrdimo da je on dokaziv i to na konstruktivan nacin. U skladu sa tim,
intuicionisticki veznici nisu shvaceni kao istinosne funkcije, veé¢ je njihovo znacenje odredeno
vrstom dokaza koji odgovara formuli izgradenoj pomocu njih. Tako je, na primer, disjunktivna
formula dokaziva ako i samo ako se moze dati dokaz bar jednog od njenih disjunkata, dok je
konjunktivna formula dokaziva ako i samo ako to vazi za oba njena konjunkta. Intuicionisticka
implikacija interpretirana je kao da tvrdi da se pomoc¢u dokaza njenog antecedensa moze doci
do dokaza njenog konsekvensa. Pomoc¢u nje je definisana i intuicionisticka negacija kojom se
tvrdi da se pomoc¢u dokaza neke formule moze doé¢i do dokaza kontradikcije (cf. van Dalen,
2013, pp. 155-157). Dokazivost neke formule u intuicionistickoj logici tako klju¢no zavisi od
njene strukture odredene veznicima koji ucestvuju u njenom formiranju. Ta struktura formule
bi u adekvatnoj teoriji trebalo da odslikava strukturu njom izrazenog pojma. Tako bi pitanje
dokazivosti formule u intuicionistickoj logici moglo biti usko povezano sa pitanjem strukture
pojma izrazenog tom formulom.

Gedelovo misljenje o intuicionistickoj logici kao osnovi teorije pojmova, sugerisano je njegovom
primedbom koju iznosi u kontekstu razmatranja nepotpunosti matematickih teorija i unapredenja
razumevanja matematickih pojmova:

» Intuicionisticki put do reSenja sastoji se u upotpunjavanju pojmovog sistema
kroz izostavljanje - ili on sluzi samo tome da usmeri nase traganje za stvarnom
situacijom na osnovu primera u kojem ,potpuniji” moze biti posmatran zajedno
sa okrnjenim sistemom? [Na sli¢an na¢in na koji je Cetvrta dimenzija rasvetljena
pomocu dvodimenzionalnog.|”?! (Gédel, 2020a, p. 27).

Ova Gedelova napomena sugeriSe da je on video konstruktivisticki pristup pojmovima i, u skladu
sa tim, upotrebu intuicionisticke logike, kao mogucéi prelazni stadijum ka nekom objektivnijem,
nekonstruktivnom razumevanju sveta pojmova. Koriséenje intuicionisticke logike moglo bi da
priblizi svet pojmova naSem ograni¢enom razumevanju i omoguéi nam da izgradimo solidnu
osnovu na kojoj ¢emo to razumevanje dalje razvijati. Za pocetak bismo se ogranicili na opisivanje
nacina na koji su pojmovi izgradeni i na tome zasnivali tvrdenja o njihovim osobinama. Ti
aspekti pojmova jesu ono $to nam je u vezi sa njima i najblize i Sto mozemo znati sa izvesnom
sigurnos¢u. Ograni¢avanje na poznate konstruktivne aspekte pojmova takode bi trebalo da nas
zastiti od paradoksa koji su, po Gedelovom misljenju, posledica ekstrapolacije naseg ogranicenog
razumevanja pojmova i njihovih svojstava na ceo svet pojmova.

Sa druge strane, sam prelazak na intuicionisticku logiku ne sprec¢ava izvodenje paradoksa koji
su naj¢esce formulisani pomocu klasi¢nih principa rasudivanja (kao §to je princip iskljucenja
treceg). Unutar teorije zasnovane na intuicionistickoj logici, u kojoj taj princip ne vazi, paradoksi
¢e i dalje biti izvodivi pomocu rasudivanja koje je u osnovi KARIJEVOG PARADOKSA. Posto
intuicionisticka logika ne sprecava izvodenje paradoksa, njihovo resenje bi i dalje bilo trazeno u
Gilmor-Fefermanovoj teoriji koja se jednako dobro moze izgraditi na intuicionistickoj, kao i na
klasi¢noj logic¢koj osnovi (Feferman, 1984, p. 78).

wDer int<uitionistische> Weg zur Auflésung besteht darin, das Begriffssystem durch Weglassung zu vervoll-
stdndigen — oder dient das nur dazu, dass wir die wahre Situation an einem Beispiel verfolgen kénnen, wo man
sowohl das ,yollstindigere als das verstiimmel<te> System sieht? [Ahnlich wie die vierte Dimension durch das
Zweidimensionale erldutert wird.|”
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Osnovna razlika izmedu intuicionisticke i klasi¢ne logike lezi u njihovoj interpretaciji implikacije.
Kao i ostali veznici, implikacija je u klasi¢noj logici shvac¢ena na potpuno ekstenzionalan nacin,
tj. kao istinosna funkcija (ta implikacija naziva se materijalnom implikacijom). Kao takva, ona je
u potpunosti odredena istinosnim vrednostima njenog antecedensa i konsekvensa i nezavisna od
postojanja bilo kakve dodatne veze izmedu njih zasnovane na njihovom znacenju. Intuicionisticka
implikacija je intenzionalnija. Veza izmedu formula koju ona izrazava zasniva se u ve¢oj meri
na njihovim intenzionalnim karakteristikama koje su odredene strukturom tih formula. Kao
Sto je veé receno, ta implikacija tice se mogucénosti da se od dokaza jedne dode do dokaza
druge formule. To ,dolazenje” od dokaza jedne do dokaza druge formule mozemo razumeti kao
dedukciju jedne formule iz druge. Tako shvacena intuicionisticka implikacija bila bi usko vezana
za dedukciju koju bi odslikavala. Ona bi tako odgovarala implikaciji na koju Gedel referira u
slede¢oj napomeni:

.Da je objektivno R i R isto, posebno se jasno vidi u slu¢aju implikacije, jer se u
kontekstu logickog ispitivanja sustine implikacije, relacija posledice i implikacija ne
razmatraju odvojeno. (To je jedna ista stvar)’?? (Godel, 2020b, p. 19).

U beleskama za kurs na Notr Dejmu, Gedel opisuje intenzionalne veznike kao one koji ne mogu
biti zadati istinosnom tablicom. Intenzionalna implikacija je pritom shvac¢ena kao veznik pomocu
kojeg se mogu formulisati tvrdenja o tome da je jedna formula logicka posledica druge u smislu
da sledi iz nje nekim logickim zaklju¢ivanjem (Godel, 2017a, pp. 18-19). Tako opisanu implikaciju
Gedel naziva ’striktnom implikacijom’ i povezuje je sa modalnom logikom. S obzirom na to da
sve §to kaze o intenzionalnoj implikaciji odgovara njenoj intuicionistickoj interpretaciji, nije u
potpunosti jasno zbog ¢ega Gedel ipak daje prednost striktnoj implikaciji (vidi: Adzi¢ & Dosen,
2016, pp. 473). U svakom slucaju, jasno je da je Gedel razumeo implikaciju koja bi bila usko
povezana sa dedukcijom kao intenzionalnu. Po tome bi ona bila srodnija od klasi¢ne implikacije
predmetu istrazivanja teorije pojmova koji predstavljaju formalna svojstva samog intenzionalnog
znacenja.

Opisivanjem veze izmedu dokazivosti neke dve formule, intuicionisticka implikacija, kao i
ekvivalencija definisana pomoc¢u nje, takode bi omoguéile opisivanje relacija izmedu pojmova
izrazenih tim formulama. Upravo bi ispravno razumevanje tih relacija izmedu pojmova mogao
biti jedan od glavnih ili ¢ak glavni zadatak za buduc¢u teoriju pojmova.

3.7.2  Relacije izmedu poymova

,Pod analizom nekog pojma podrazumeva se i nalazenje fundamentalnih relacija u
kojima on stoji prema drugim stvarima, a ne samo njegovo razdvajanje na elementarne
sastavne delove. Ovo bi bila u nekom smislu ,spoljasnja” analiza, zapravo takva
spoljasnja analiza je i cilj”?* (Godel, 2020a, p. 79).

Krajnji cilj teorije pojmova bi tada bio potpuni opis mreze koju grade medusobno povezani
pojmovi i unutar koje je njihovo znacenje odredeno. Sta tacno odreduje znacenje nekog pojma
za sada nam nije u potpunosti poznato. Ali jasno je da njega ne ¢ine objekti koji potpadaju
pod pojam na nacin na koji objekti koji su elementi nekog skupa ¢ine taj skup. Iz tog razloga,
hijerarhijska slika sveta pojmova ponudena u teoriji tipova ne bi adekvatno predstavljala nacin

.Dass objektiv R und R dasselbe ist, sieht man besonders deutlich bei der Impli<kation>, denn, wenn man
logische Untersuchungen {iber das Wesen der Impli<kation> anstellt, so hat man nicht die Relation des Folgens
und der Impli<kation> gesondert zu betrachten. (Es ist ein Wesen).”
,Unter Analyse eines Begriffes versteht man auch die Auffindung der fundamentalen Beziechungen zu anderen
Dingen, nicht bloss sein Aufspalten in elementare Bestandteile. Das ist also gewissermassen eine Analyse von
saussen®, insbesondere der Zweck ist eine solche Analyse von aussen”.
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na koji je znacenje nekog pojma odredeno na osnovu znacenja drugih pojmova. Gedel izgleda
dolazi do sli¢nog zakljucka (moj kurziv):

,Jako nemamo razvijenu teoriju pojmova, ipak o pojmovima znamo dovoljno da
bismo znali da mozemo imati nesto kao hijerarhiju pojmova (ili takode klasa) koja
li¢i na hijerarhiju skupova i sadrzi je kao segment. Ali takva hijerarhija je izvodiva i
periferna je u odnosu na teoriju pojmova; ona takode zauzima dosta drugacije mesto;
na primer, ona ne moze zadovoljiti uslov da sadrzi pojam pojma koji se primenjuje na
sebe ili univerzum svih klasa koje pripadaju sebi. Uzimange te hijerarhije za teoriju
pogmova je primer pokusaja eliminisanja intenzionalnih paradoksa na proizvoljan
nacin” (Wang, 1996, 8.6.20).

Ova Gedelova napomena govori u prilog ideji, pra¢enoj u ovom radu, da moguénost samoprimene
nekog pojma otkriva nesto bitno o njegovoj prirodi i odnosu prema drugim pojmovima u kojem
je njegovo znacenje odredeno. Usvajanje slike sveta pojmova opisane teorijom tipova onemogucdilo
bi praé¢enje traga u vidu moguénosti njihove samoprimene koji bi trebalo da vodi ispravnom
razumevanju prirode pojmova.

Osim hijerarhije pojmova zasnovane na domenu njihove smislene primenljivosti, jedna druga
hijerarhija pojmova moze se zamisliti - ona koja bi bila zasnovana na gradenju slozenih od
jednostavnijih pojmova. U osnovi takve hijerarhije bili bi neki sasvim jednostavni pojmovi koji
sami nisu izgradeni od drugih pojmova i od kojih bi, na neki nacin, svi ostali pojmovi trebalo da
budu izgradeni. Cini se je Gedel ocekivao da buduca teorija pojmova pruzi bas takav opis sveta
pojmova. Jednostavni pojmovi bili bi, izmedu ostalih, i logicki pojmovi, kao i pojmovi same
teorije pojmova - pojam, relacija primene i smislene primenljivosti pojma, klasa, itd. Ostali
pojmovi bi trebalo da budu izgradeni od njih prema principima gradenja koje postulira teorija
pojmova.?*

Takva predstava sveta pojmova ne bi, medutim, trebalo da sugeriSe da je znacenje nekog
pojma odredeno isklju¢ivo pojmovima koji ucestvuju u njegovom gradenju i nac¢inom na koji su
oni medusobno povezani (kako bi tada znacenje jednostavnih pojmova bilo odredeno?). Ono
takode moze zavisiti od konteksta u kom se taj pojam javlja, tj. od njegovog ucesca u gradenju
znacenja drugih pojmova, kao i u gradenju iskaza i dokaza. Znacenje nekog pojma tada moze
biti objasnjeno i pomocu sloZenijih intenzionalnih entiteta u ¢ijem gradenju on ucestvuje. Tako,
na primer, pojam identiteta ne mozemo objasniti pomocu pojmova koji ga ¢ine, posto je on
jedan jednostavan pojam, ve¢ ga umesto toga definiSemo pomoc¢u pojmova koji su slozeniji od
njega i koji ga, po svoj prilici, i sami pretpostavljaju (cf. Godel, 2017b, p. 64).

Objasnjenja jednostavnih pojmova pomocu slozenih mogu se naci pre svega u jednoj matem-
atickoj disciplini - teoriji kategorija (vidi: Dosen, 2017). MoZe se reéi da se teorija kategorija
bavi matematickim strukturama. Kao takva, ona zauzima spoljasnju perspektivu u odnosu na
matematicke (ili logicke) objekte koji su deo tih struktura, i omogucava njihovo objasnjenje
na osnovu njihovog mesta u tim strukturama i uloge koju oni imaju u njihovom formiranju.
Dosen daje primer pojma uredenog para i proizvoda koji su u teoriji kategorija objasnjeni
pomocu veoma sloZenog aparata koji ukljucuje pojam adjunkcije izmedu dijagonalnog funktora
i bifunktora proizvoda. Ovi sloZeni pojmovi koji treba da omoguce objasnjenje pojma uredenog
para i proizvoda, i sami pretpostavljaju te pojmove. Po Dosenovom misljenju, objasnjenja
sli¢cna pomenutom , mogu sluziti kao prototip necega sto se moze ocekivati od sveobuhvatne
samoreferencijalne intenzionalne matematike buduénosti kakvu je Gedel predvideo” (Dogen,
2017).

Umesto slike prema kojoj znacenje nekog pojma zavisi iskljuc¢ivo od znacenja jednostavnijih
pojmova od kojih je on izgraden, a koje je unapred odredeno i nezavisno od njega, jedna druga
slika o medusobnom odnosu pojmova proizilazi iz prethodno rec¢enog. Prema toj novoj slici,

24 Takav opis gradenja pojmova odgovarao bi opisu gradenja rekurzivnih funkcija.
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znacenje nekog pojma moze zavisiti od znacenja slozenih pojmova u ¢ijem gradenju i on sam
ucestvuje. Odnos zavisnosti znacenja izmedu pojmova u opisanoj hijerarhiji isao bi tada u oba
smera. Tako ponovo dolazimo do toga da samoreferencija, ovog puta u obliku samosadrzavanja
i samokarakterizacije pojma, moze imati znac¢ajnu ulogu u ispravnom razumevanju sveta
pojmova. Znacaj te vrste samoreferencije za rasvetljavanje formalnih osobina pojmova ukazuje
na neodrzivost predstave o njihovom medusobnom odnosu prema kojoj bi oni pojmovi koji
ucestvuju u gradenju slozenih pojmova dolazili pre njih i bili nezavisno odredeni. Umesto toga,
samoreferencija bi bila ugradena u samu strukturu sveta pojmova i njihovih medusobnih relacija
u kojima je njihovo znacenje odredeno.

Adekvatno predstavljanje nacina na koji je znacenje nekog pojma odredeno bi, kako je
nagovesteno Gedelovom napomenom sa pocetka ovog odeljka, zahtevalo zauzimanje ,spoljasnje”
perspektive u odnosu na taj pojam. Ona bi omogucéila prepoznavanje uloge koju drugi pojmovi
imaju u njegovom znacenju, a koja nije nagovestena njegovom strukturom. Taj pristup omogucio
bi objasnjenja pojmova slicna onima koje nudi teorija kategorija. Da se u rasvetljavanju znacenja
pojmova koje karakteriSe samoreferencija treba ugledati na objasnjenja data u teoriji kategorija,
sugerise i slede¢a Gedelova napomena:

,,Teorija kategorija razvijena je u cilju pokazivanja neadekvatnosti teorije skupova.
Ona je u vecoj meri zainteresovana za izvodljive formulacije odredenih matematickih
argumenata koji naizgled koriste samoreferenciju” (Wang, 1996, 4.3.5).

Kao sto smo spomenuli u prethodnom poglavlju, relacije izmedu pojmova na kojima se zasniva
njihovo znacenje mogle bi se pokazati u konstruktivnim dokazima u kojima formule koje
izrazavaju te pojmove ucestvuju, i u medusobnom odnosu tih dokaza koji je opisan pomocu
intuicionisticke implikacije. Zahvaljujué¢i rezultatima teorije dokaza znamo da su intuicionisticki
dokazi i njihovi medusobni odnosi predstavljivi unutar teorije kategorija. Naime, struktura koju
intuicionisticki dokazi grade odgovara jednoj od struktura koje ta teorija izucava. To govori u
prilog tome da bi, zahvaljujuéi njenoj vezi sa dokazima, intuicionisticka logika mogla da obezbedi
okruzenje, slicno onom koje pruza teorija kategorija, u kojoj bi ,spoljasnja”’ analiza pojmova
bila moguca.

Da sumiramo, razmatranje ciljeva teorije pojmova koji se sastoje u opisu gradenja pojmova i
njihovih relacija, ukazuje na to da bi najprikladnija logicka osnova te teorije bila intuicionisticka
logika. To je u skladu sa konstruktivistickim pristupom za koji smo uzeli da je preporucen od
strane Gedela kao pristup kojim bi adekvatno istrazivanje pojmova moglo da zapoc¢ne. Istovre-
meno, zahvaljujuéi njenoj bliskoj vezi sa dokazima ili dokazivoséu njenih formula, intuicionisticka
logika bi mogla da pruzi dobru osnovu za razumevanje odnosa izmedu pojmova odslikanih
u dokazima u kojima ucestvuju formule koje te pojmove izrazavaju. Kako smo pokusali da
pokazemo u ovom poglavlju, teorija koja moze biti izgradena na intuicionistic¢koj logickoj osnovi
i koja bi pruzila adekvatno resenje intenzionalnih paradoksa i istovremeno inicirala istrazivanje
o principima gradenja pojmova, jeste Gilmor-Fefermanova teorija. ReSenje paradoksa koje
ta teorija nudi zahteva minimalne izmene naseg intuitivnog razumevanja pojmova i njihove
primene. Te izmene ti¢u se gradenja pojmova pomocu logickih veznika i mogu predstavljati
korak ka njegovom boljem razumevanju. One ne impliciraju zabranu samoprimene i samokarak-
terizacije pojmova, $to se u svetlu prethodnih razmatranja pokazuje kao posebno bitno. Na taj
nacin, pracenjem Gedelovih napomena koje se ticu zadataka i pozeljnih osobina buduce teorije
pojmova, dolazimo do toga da Gilmor-Fefermanova teorija pruza adekvatno resenje intenzion-
alnih paradoksa. Ta teorija mogla bi, samim tim, da predstavlja osnovu ¢ijim bi prosirenjem
odgovaraju¢im aksiomama ili pravilima bila izgradena teorija pojmova kakvu je Gedel zamislio.
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Glavni cilj ovog rada jeste rasvetljavanje Gedelove ideje o teoriji pojmova - njenog predmeta
i glavnih zadataka, kao i nacina na koji oni mogu biti ispunjeni. PokusSali smo da prateci
te ideje dodemo do nekih konkretnih predloga o tome kako bi osnova takve teorije, koja bi
trebalo da omoguc¢i odgovarajuce resenje intenzionalnih paradoksa, trebalo da izgleda. Jedna
od uloga teorije pojmova jeste da omoguéi razumevanje odredenih osobina lingvistickih izraza,
medu kojima su i logic¢ki i matematicki simboli, koje ostaju van domasaja skupovno-teorijske
semantike. Medu tim osobinama, samoreferencija ima posebno vazno mesto, sudeé¢i po njenoj
ulozi u logickim i matematickim teorijama i po onome $ta bi mogla da otkrije o intenzionalnom
znacenju. Iz tog razloga je i znacajan deo ovog rada posvecen upravo razmatranju nacina na
koji samoreferencija moze biti ukljuc¢ena u teoriju pojmova.

Osim $to bi omogucila objasnjenje nekih vaznih aspekata i osobina lingvistickih izraza, teorija
pojmova bi, po Gedelovom misljenju, imala i mnogo 8iri logicki i matematicki znacaj. Kako bismo
razumeli njenu ulogu u kontekstu dominantno ekstenzionalne logike i matematike, pokusacemo
da razjasnimo zbog ¢ega joj je Gedel uopste pridavao toliki znacaj i insistirao na potrebi za
njenim zasnivanjem. Odgovor na to pitanje moze se na¢i u Gedelovom filozofskom stanovistu
u pogledu ontoloskog statusa pojmova, i sa njim povezanim idejama o prirodi matematickog
znanja i nac¢inu na koji se do njega dolazi.

4.1 GEDELOV POJMOVNI REALIZAM

Gedel je dobro poznat po zastupanju platonistickog stanovista u filozofiji matematike, prema
kojem su matematicki objekti i njihova svojstva nezavisni od naSeg znanja i uopste nase
sposobnosti da ih saznamo. Ono $to je specifi¢no, ali i manje poznato u vezi Gedelovog platonizma,
jeste da je on nezavisno postojanje pripisivao ne samo matematickim objektima, kao $to su
brojevi ili skupovi, nego i pojmovima pod koje ti i drugi objekti potpadaju. Pojmove, prema
tom stanovistu, ne mozemo slobodno konstruisati niti menjati, ve¢ ih samo mozemo u odredenoj
meri razumeti i na osnovu tog razumevanja koristiti. U tako shva¢enim pojmovima sadrzano je
intenzionalno znacenje izraza kako obic¢nog, tako i formalnih jezika, koji referiraju na objekte na
koje se ti pojmovi primenjuju. Umesto svodenja intenzionalnog znacenja matematickih pojmova
na to kako su nam oni dati, Gedel mu pripisuje objektivno postojanje nezavisno od jezika i nasih
mentalnih. sposobnosti! Ova specifi¢na Gedelova pozicija ima znacajne posledice po njegovo
razumevanje prirode matematickog znanja i nacina na koji se do njega dolazi.

Uobicajena pretpostavka medu Gedelovim interpretatorima i kriticarima njegovog stanovista
jeste da je Gedel postulirao neko misti¢no ¢ulo kojim opazamo nezavisno postoje¢e matem-
aticke objekte. Njihovim opazanjem treba da dodemo do saznanja o tim objektima koje zatim
izrazavamo pomoc¢u matematickih aksioma. Brojne kritike Gedelove pozicije u filozofiji matem-
atike usmerene su bas na taj aspekat navodno njegovog stanovista (Adzi¢, 2014, pp. 139-142).
Sami Gedelovi tekstovi mogu u nekoj meri motivisati tu interpretaciju. Takvu ulogu pre svega
ima njegovo poredenje ¢ulnog opazanja koje nas uverava u postojanje fizickog sveta, i takozvane
matematicke intuicije ili opazanja istinitosti matematickih aksioma koje bi trebalo da ima sli¢cnu
ulogu u odnosu na matematicki svet opisan tim aksiomama.

To govori protiv Fefermanovog izjednacavanja platonistickog i ekstenzionalistickog stanovista u filozofiji matem-
atike (Feferman, 1985, p. 41).
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Prema alternativnoj interpretaciji, Gedel ne pretpostavlja da postoji bilo kakav neposredan
epistemicki odnos izmedu nas i matematickih objekata, koji bi li¢io na ¢ulno opazanje. Ono §to
navodi na pogresan zaklju¢ak mogu biti metafore kojima se on sluzi kako bi opisao iskustvo
sticanja matematickog znanja. Prema toj interpretaciji, koja je potkrepljena brojnim Gedelovim
tvrdenjima, matematicka intuicija o kojoj on govori nije usmerena na matematicke objekte, nego
na pojmove pod koje ti objekti potpadaju. Matematicka intuicija koja se tice pojmova ne mora
biti shvac¢ena kao neka posebna sposobnost kojom se stice isklju¢ivo matematicko znanje, vec¢
se moze shvatiti kao sposobnost razumevanja znacenja matematickih pojmova (Martin, 2005;
Adzic, 2014, pp. 142-153). Razumevanje nekog pojma, kao $to je pojam skupa ili pojam broja,
trebalo bi da donese odredeno znanje o objektima koji pod taj pojam potpadaju (cf. Godel,
1964; 1951, pp. 320-321). Znanje koje sti¢emo na taj nac¢in je u nekom smislu neposredno jer
nije izvedeno iz nekog drugog znanja. Moguée je da Gedel koristi termin opazanje bas kako
bi naglasio tu ¢injenicu. Tako steceno znanje mozemo izraziti pomocu aksioma odgovarajuce
formalne teorije i njenih definicija:

HIstina je da matematicki pojmovi mogu biti uvedeni pomocéu pravila za baratanje
simbolima, na osnovu empirijskih ¢injenica koje se ti¢u fizickih simbola. Medutim, u
stvarnosti je situacija bas suprotna: pravila koris¢enja simbola su tako odabrana da
izrazavaju svojstva prethodno shvac¢enih matematickih pojmova ili objekata” (Godel,
1959, p. 354, fusnota 45).

Aksiome do kojih dolazimo na taj nacin Gedel naziva analitickim, pri ¢emu naglasava da to ne
zna¢i da su one ,jistinite na osnovu definicije”, nego ,istinite na osnovu prirode pojmova koji se u
njima javljaju” (Godel, 1951, p. 321). Takve aksiome karakteriSe neka vrsta intrinsi¢ne nuznosti
koja potice od toga Sto su njima opisana svojstva objekata koja im pripadaju samo na osnovu
znacenja pojma pod koji ti objekti potpadaju. Takve aksiome imaju takozvano unutrasnje
opravdange.

Razumevanje matematickih pojmova, koje nam otkriva svojstva objekata koji pod te pojmove
potpadaju, Cesto nije savrseno. Time se objasnjava nepotpunost matematickih teorija kao sto je
ZFC, odnosno ¢injenica da ta teorija ne omogucava potpuni opis sveta skupova. To se pokazuje,
na primer, u neodlucivosti hipoteze kontinuuma pomocéu ZFC aksioma koje se mogu shvatiti kao
da opisuju iterativni pojam skupa. NaSe razumevanje pojmova moze takode biti neadekvatno,
zbog Cega mozemo imati pogresnu predstavu o osobinama objekata koji pod njih potpadaju.
To se pre svega pokazuje u paradoksima. Paradoksi su, prema Gedelu, jedan od na¢ina na
koji se objektivna priroda matematickih i logi¢kih objekata buni protiv njihovog proizvoljnog
razumevanja (Wang, 1996, 7.4.5).

»,NaSe saznanje sveta pojmova moze biti jednako ogranic¢eno i nepotpuno kao i
nase saznanje sveta stvari. Ne moze se poreci da je, u pojedinim sluc¢ajevima, ovo
saznanje ne samo nepotpuno nego i nerazgovetno. Ovo je slucaj sa paradoksima
teorije skupova, koji se ¢esto, po mom misljenju potpuno neopravdano, smatraju
pobijanjem platonizma. Nasi vizuelni dozivljaji ponekad protivre¢e nasim taktilnim
dozivljajima, na primer u slucaju Stapa uronjenog u vodu, ali niko ko je pri ¢istoj]
svesti ne bi iz ovoga zakljucio da spoljasnji svet ne postoji” (Godel, 1951, p. 321,
prevod: Adzi¢, 2014, p. 148).

,Nemo¢ prirodnog razumevanja u kontekstu matematike se naizgled zasniva na
tome da su odredeni pojmovi za nas nejasni, dok preostali pojmovni sistem [dat kroz
,Cistu intuiciju”| nije ,potpun”; tj. brojni problemi mogu biti formulisani koje on ne
moze da resi”? (Godel, 2020a, p. 27).

2 ,Die Hilflosigkeit des natiirlichen Verstandes der Math<ematik> gegeniiber beruht offenbar darauf, dass gewisse
Begriffe fiir uns verdunkelt sind und dass das tibrigbleibende [durch ,reine Anschauung“ gegebene| Begriffssystem
nicht ,yollstdndig® ist, d. h., viele Probleme zu formulieren gestattet, die es nicht l6sen kann.”
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Do razumevanja matematickih pojmova, poput pojma skupa, ¢esto se ne dolazi odjednom, veé
se ono postepeno razvija i menja kroz upotrebu. Razvoj matematickih teorija ¢ije aksiome i
definicije izrazavaju nesavrseno razumevanje nekog pojma moze imati vaznu ulogu u njegovom
unapredenju. Na primer, izvodenjem posledica iz tih aksioma i definicija moze biti rasvetljeno
znacenje pojma sadrzanog u njima, i odredene njegove dimenzije mogu do¢i do izrazaja.

Razvoj teorije koja sadrzi neko nepotpuno matematicko znanje mogué je i na drugi nacin.
Naime, osim aksioma koje izrazavaju razumevanje pojmova kojima se ta teorija bavi, i zbog toga
imaju unutrasnje opravdanje, mogle bi postojati i aksiome koje, iako intuitivno nisu zasnovane
na znacenju tih pojmova, ipak imaju neke vazne posledice kojima je njihovo koriséenje opravdano.
Relevantne posledice aksioma bile bi omogucéavanje nekih dokaza ili metoda dokazivanja pomocu
kojih do tada neodlucive recenice teorije postaju odlucive, ili unapredivanje prethodno postojecih
dokaza, njihovo pojednostavljivanje i povezivanje (cf. Godel, 1964, p. 261). Vrsta opravdanja
koje aksiome sti¢u na osnovu takvih posledica naziva se spoljasnjim opravdanjem. Razvoj teorije
i unapredenje razumevanja pojma koje te aksiome omoguéavaju, moze voditi tome da njihova
zasnovanost na znacenju tog pojma na kraju ipak bude prepoznata.

Gedelovo stanoviste u filozofiji matematike, ili njegova navedena interpretacija, ukazuju na to
da je on matematicko znanje video kao znanje pojmovne prirode. Ono bi tako sustinski zavisilo
od nase sposobnosti da razumemo matematicke pojmove, da to razumevanje na adekvatan nacin
izrazimo i izvedemo sve njegove posledice. Ako je to slucaj, onda nepotpunost ili neadekvatnost
neke teorije poti¢u od nepotpunog ili neadekvatnog razumevanja pojma izrazenog njenim
aksiomama. Napredovanje u razumevanju matematickih pojmova, kao §to je pojam skupa,
trebalo bi tada da omoguéi razvoj teorije skupova i da je ucini jacom, Sto bi za posledicu
imalo odlucivost odredenih tvrdenja o skupovima koja su na osnovu njenih sadasnjih aksioma
neodluciva.

Time sto bi unapredila naSe razumevanje univerzalnih formalnih osobina pojmova i njihovih
relacija, teorija pojmova bi mogla da doprinese i ispravnom razumevanju matematickih pojmova,
pre svega pojma skupa, i prepoznavanju posledica koje iz njih slede. Krajnji cilj bilo bi dostizanje
ispravnog i potpunog razumevanja tog pojma koje bi trebalo da omoguéi i dalji razvoj teorije
zasnovane na njemu. Sadasnje razumevanje pojma skupa ne omogucava potpuni opis univerzuma
skupova. Cini se da je glavni razlog to sto aksiome zasnovane na iterativnom pojmu skupa
opisuju induktivno gradenje skupova koje se ne zavrsava, jer svaki korak u tom gradenju daje
osnovu za primenu sledeceg koraka (Godel, 1951, pp. 306-307). Na taj nacin gradi se hijerarhija
skupova koju naizgled nije moguée u celini opisati aksiomama poput onih koje pripadaju teoriji
ZFC. Svaki skup aksioma koji opisuje neki deo hijerarhije skupova omoguéava formulisanje novih
aksioma, kao $to su sve jaCe aksiome beskonacnosti, koje opisuju njene jo§ vise nivoe. Prosirenje
teorije skupova novim aksiomama koje opisuju sve vise nivoe hijerarhije moglo bi takode da
se shvati kao napredovanje u razumevanju pojma skupa ili izvodenje novih posledica iz tog
pojma. Bolje razumevanje pojma skupa omoguéeno teorijom pojmova, moglo bi da dovede do
formulisanja novih aksioma koje bi dale potpuniji opis sveta skupova. Ono bi takode moglo da
vodi formulisanju zajednicke forme svih tih aksioma kojima teorija skupova moze biti prosirena,
¢ime bi i svi koraci u gradenju hijerarhije skupova bili opisani na jedan nekonstruktivan nacin
(cf. Godel, 1946, p. 151).

Iz toga sledi da bi teorija pojmova mogla da ima znacajnu ulogu u unapredenju i korigovanju
matematickog znanja. Ona bi mogla da utice na razvoj teorije skupova i drugih matematickih
teorija koje formalizuju neko nesavrseno razumevanje matematickih pojmova. To bi mogao da
bude deo razloga zbog kog je Gedel insistirao na zasnivanju te teorije.

Ideja o teoriji pojmova moze se dovesti u vezu i sa Lajbnicovom idejom o univerzalnom racunu
koji bi sadrzao osnovne pojmove ne samo matematike, nego i nauke i filozofije, i koji bi trebalo
da obezbedi formalni metod pomocu kojeg bi celokupno znanje iz tih oblasti bilo izvodivo iz
aksioma koje opisuju te pojmove. Teoriju pojmova mozemo razumeti kao teoriju koja bi mogla
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da obezbedi logi¢ku osnovu takvog ra¢una (za Gedelove napomene o toj Lajbnicovoj ideji vidi:
Godel, 1944, pp. 140-141).

4.2 AKSIOME TEORIJE POJMOVA

Potraga za teorijom pojmova, pre nego njenim mogucim primenama, motivisana je interesom za
njen predmet koji ¢ine objekti veoma bliski nekim fundamentalnim matematickim objektima -
skupovima, a ¢ija formalna svojstva nisu ni blizu tako dobro shvaéena kao svojstva skupova u
danasnjoj matematici. Aksiome te teorije bi, poput aksioma koje se ticu skupova, trebalo da
budu opravdane na osnovu razumevanja odgovarajuceg pojma - pojma pojma u ovom slucaju,
i njegovih posledica koje se ticu formalnih osobina pojmova. Medutim, nase razumevanje tog
pojma je nedovoljno razvijeno da bi nam sugerisalo aksiome pomocu kojih bi teorija pojmova bila
zasnovana i koje bi, na prvom mestu, omogucile odgovarajuce resenje intenzionalnih paradoksa.
Iz tog razloga ne mozemo se nadati da ¢emo do zasnivanja te teorije i reSavanja intenzionalnih
paradoksa doc¢i pomocu aksioma sa unutrasnjim opravdanjem.

Kako smo nastojali da pokazemo u ovom radu, umesto na osnovu pojma pojma, tj. na
nacin inherentan predmetu teorije pojmova, do odgovarajuéeg resenja intenzionalnih paradoksa
mozemo doc¢i i tako Sto ¢emo slediti nacin na koji su kontradikcije u osnovama paradoksa izbegnute
u nekim drugim teorijama. U tom pogledu, posebno je relevantna teorija izrac¢unljivosti, koja se
bavi intenzionalnim objektima srodnim pojmovima, u odnosu na koje se takode javlja neka vrsta
samoreferencije, ali u kojoj je protivre¢nost kojoj ta samoreferencija vodi uspesno izbegnuta.
Nacin na koji je to postignuto - prepoznavanjem parcijalnosti izracunljivih funkcija, sugerise
nacin na koji isto moze biti postignuto i u pogledu intenzionalnih paradoksa - prepoznavanjem
parcijalnosti pojmova. Tako je ideja koja vodi izbegavanju paradoksa u oba sluc¢aja ta da objekti
u odnosu na koje se ti paradoksi javljaju nisu svuda definisani (i u tom smislu su parcijalni),
i da to jesu li definisani za neki objekat nije uvek odredeno. Ono §to govori u prilog takvom
reSenju intenzionalnih paradoksa jeste to $to ono omogucava koriséenje samoreferencije koja,
osim toga Sto ukazuje na vazne formalne osobine pojmova, i u metodoloskom smislu moze
doprineti razvoju teorije. Moze se ispostaviti da prihvatanje parcijalnosti pojmova na kojem je
to reSenje zasnovano ima i unutrasnje opravdanje sadrzano u znacenju pojyma pojma. Da bismo
eventualno dosli do tog uvida, moramo razviti nasSe razumevanje pojmova i to gradeéi teoriju
na aksiomama sa spoljasnjim opravdanjem koje garantuju njenu neprotivrec¢nost. Aksiome
predlozene u Gilmor-Fefermanovoj teoriji, osim S$to formalizuju parcijalnost pojmova koja vodi
izbegavanju intenzionalnih paradoksa, sugeriSu i na¢in na koji bi mogli biti opisani principi
gradenja pojmova i njihova ograni¢enja (naime, pomoc¢u pozitivnih formula i strukture koja ih
odlikuje). Time oni sti¢u spoljasnje opravdanje koje preporuc¢uje Gilmor-Fefermanovu teoriju
kao osnovu za izgradnju teorije pojmova.

Dalji razvoj Gilmor-Fefermanove teorije kao teorije pojmova zahtevao bi njeno prosirenje
aksiomama koje bi opisivale gradenje pojmova pomocu logickih veznika, i njegova ogranicenja.
Medu aksiomama te teorije posebno vazno mesto imale bi one koje bi odredivale uslove identiteta
dva pojma. Ti uslovi zahtevali bi, na primer, da za jednake pojmove vazi da je domen njihove
primene, kao i domen primene njihovih komplemenata, jednak. Tako, za razliku od skupova,
pojmovi ne bi bili jednaki samo na osnovu toga $to pod njih potpadaju isti objekti. Dodatni uslov
da i pod njihove komplemente potpadaju isti objekti, bio bi opravdan na osnovu moguénosti da
ti pojmovi nisu svuda smisleno primenljivi. Mozda klju¢no pitanje koje bi odredilo dalji razvoj
ove teorije jeste da li su ti uslovi dovoljni za identitet neka dva pojma? Moglo bi se tvrditi da je
osim toga potrebno i da ti pojmovi imaju istu strukturu, kao i da budu izgradeni od pojmova
sa istim znacCenjem. Uslov bi u tom slucaju bio i da su pozitivne aproksimacije formula koje
izrazavaju ta dva pojma, a koje pokazuju strukturu tih pojmova, jednake. U svetlu prethodnih
razmatranja, jos jedan uslov bi mogao do¢i u obzir, a to je da dati pojmovi ucestvuju u izgradnji
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istih slozenih pojmova, iskaza i dokaza. Razli¢ite opcije za uslove identiteta pojmova vodile bi
zasnivanju teorija koje u manjoj ili ve¢oj meri odstupaju od ekstenzionalnog stanovista i u tom
smislu su u manjoj ili ve¢oj meri intenzionalne.

Ono $to bi na najbolji nacin svedocilo o vrednosti ovog rada i ispravnosti razmatranja iznetih
u njemu bio bi razvoj teorije koja koristi Gilmor-Fefermanove aksiome, a koja se na osnovu
onoga Sto Gedel o njoj kaze moze nazvati teorijom pojmova. Takva teorija dozvoljavala bi
primenu pojma na samog sebe i koristila impredikativne definicije, bez opasnosti da to vodi
njenoj protivrecnosti. Zahvaljujuéi tome, ona bi pruzila filozofsko opravdanje drugih vrsta
samoreferencije na koje nailazimo Sirom logike i matematike, ali i otvorila vrata istrazivanju
drugih aspekata i osobina intenzionalnog znacenja.
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Mme n npeanme aytopa JoBaHa Koctuh
bpoj nHaoekca Od15-08
UsjaBrbyjem

a je QOKTOpCKa gucepTaumja nog HacnoBoMm

CamopecpepeHumja u Teopuja nojMoBa

e pesynTaT COMCTBEHOr UCTPaXMBaYKOr paaa;

e [a aucepTauMja y LEnvHU HU Yy AenoBMMa Huje buna npeanoxeHa 3a cTuuake
Apyre avnsioMe npema CTyaujckuM nporpaMuma ApYrx BUCOKOLLKOSCKMX
yCTaHOBa;

e [a cy pe3ynTaTi KOPeKTHO HaBEeAEHU U

e [a HMCaM KplUMO/Na ayTopcka npaBa M KOPUCTUO/Na WHTENEeKTyanHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc aytopa

Y Beorpaay,
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U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LWITaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3nje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npeanme aytopa JoBaHa Koctuh

Bpoj nHpekca O 15-08

CTtyavjckn nporpam dunosocuija

Hacnos paga CamopedepeHumja n Teopuja nojmosa

MeHTOp ap Munow Auunh, goueHT Ha PunosodckoM dakynTeTy YHUBEP3UTETA
y beorpaay

M3jaBrbyjeM ga je wtamnaHa Bep3nja MOr OAOKTOPCKOr paja MCTOBETHA €NeKTPOHCKO)
BEP3MjKU KOjy cam npegao/na pagun noxpaweHa y [OurutanHom penosnTopujymy
YHuBep3uTeTa y beorpagy.

[osBorbaBam ga ce objaBe MOjM NMYHM nojauu Be3aHW 3a Aobujare akagemckor
Ha3vBa AOKTOpa Hayka, kao LUTO Cy MMe U Npe3vMe, roanHa n Mecto pohera 1 aatym
oabGpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTM Ha MpEXHUMM CTpaHuuama aurmtanHe
OmbnunoTeke, y enekTPoOHCKOM KaTanory ny nybnukaumjama YHmeepauteTa y beorpaay.

NMoTnuc aytopa

Y Bbeorpagay,
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CamopedbepeHuuja u Teopuja nojmosa
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AduncepTaumjy ca cBum npunosmma npegao/na cam y enekTpoHckoMm doopmaTty norogHom
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1. Aytopcteo (CC BY)

2. AyTopcTtBo — HekomepuujanHo (CC BY-NC)

3. AyTopcTBO — HEkoMepuujanHo — 6e3 npepaga (CC BY-NC-ND)

4. AyTOpCTBO — HEKOMeEpUUjarnHo — genutn nog uctum ycrosuma (CC BY-NC-SA)
5. AytopcTtBo — 6e3 npepaga (CC BY-ND)
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1. AyTtopctBOo. [l03BO/baBaTe yMHOXaBake, OUCTPUOYLM)y M jaBHO caomniluTaBawe
aena, n npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH og cTpaHe ayTopa
UnNn gaesaoua nuueHue, Yak n y komepuumjanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja o CBuX
NULEHLMN.

2. AyTopcTBO — HeKoMmepuujanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUbyuujy wu
jaBHO caonwiTaBake Aena, v npepage, ako ce HaBeae UMe ayTopa Ha HauuH oapeheH
of cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuleHua He f03BOorbaBa KoMepLujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTopcTBO — HekomepuujanHo — 6e3 npepapa. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBamwe,
anctpmbyuujy M jaBHO caonwTaBakwe gena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkoBawa WnAu
ynotpebe gena y CBOM fJeny, ako ce HaBede MMe ayTtopa Ha HauvH oapeheH o
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuvueHua He 0O3BOSbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena. Y ogHoOCy Ha cBe ocTane nuvueHue, OBOM fMLUEHLOM Ce orpaHuyaBa
Hajsehun o61M npaBa kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO — HEKOMepLMjanHo — AeNnuTHU nog UCTUM ycrioBuMa. [lo3sBorbaBare
yMHOXaBah-e, AUCTpMbyLnjy 1 jaBHO caoniwiTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBede
MMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of cTpaHe ayTopa MNnu AaBaoua NULEHLEe W ako ce
npepaga AMCTpUOyMpa MoA4 WCTOM WM CRMYHOM nuvueHuoM. OBa nuueHua He
[03BOSbaBa KoMepLujandy ynotpeby aena u npepaga.

5. AytopcTBO — 6e3 npepaga. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, ANCTPUbyumnjy 1 jaBHO
caonwTaBake gena, 6e3 npomeHa, npeobrnkoBawa Unu ynotpebe genay cBom geny,
ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH oA cTpaHe ayTopa unu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BorbaBa kKoMmepuujanHdy ynotpedy aena.

6. AyTOpCTBO — pOenutMu noa MUCTUM ycnoBuma. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBahse,
AncTpmnbyuujy 1 jaBHO caonwiTaBakwe Aena, u npepage, ako ce HaBede ume aytopa Ha
HauuH oapefeH o4 cTpaHe ayTopa WM JaBaoua NUUEHLE M ako ce npepaja
auctpubympa nog WUCTOM MM ciMYHOM  nunudeHuoM. OBa nuueHua [03BOSbaBa
KomepumjanHy ynotpeby gena v npepaga. CnnyHa je copTBEPCKMM nuvueHLama,
OLHOCHO Nu1ueHuama OTBOPEHOr Koaa.
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