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Abstract

In the first part we shortly review the historical development of the non-
commutative geometry. After presenting some of the main features and pro-
blems of the wide class of quantum field theories on noncommutative spaces,
we give a brief introduction of the frame formalism in the noncommutative
differential geometry. Introducing the earlier defined truncated Heisenbera
algebra, we review the construction of differential geometric objects on it
using the frame formalism. We complete the introduction by citing the pre-
viously shown equivalence of the Grosse-Wulkenhaar model with the scalar
theory coupled to the curvature of the truncated Heisenberg space.

Further, we present our construction and analysis of the Dirac action on
the truncated Heisenberg algebra. In particular, the nonminimal couplings
to the background gravitational field via torsion was considered. By the
dimensional reduction to the Heisenberg algebra we obtained the renorma-
lizable Vignes-Tourneret model which is an extension of the noncommuta-
tive Gross-Neveu model. This result indicates that, as on the commutative
curved backgrounds, nonminimal couplings with torsion and curvature are
necessary (and sufficient) for renormalisability of scalar and spinor theories
on the curved noncommutative spaces.

In the last part, we present our calculation of the divergent one-loop cor-
rections to the propagators of the U(1) gauge theory on the truncated Hei-
senberg space, which is one of the gauge extensions of the Grosse-Wulkenhaar
model. The model is purely geometric, based on the Yang-Mills action; the
corresponding gauge-fixed theory is BRST invariant and has trivial classical
vacuum. We quantize perturbatively around this vacuum and, along with
the usual wave-function and mass renormalizations, we find divergent non-
local terms of the O~ and 072 type. We discuss the meaning of these
terms and possible improvements of the model.
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Pe3ume

ITocse kpaTakor UCTOPUjCKOT MPUKA3a pa3BOja HEKOMY TaTUBHE
reoMeTpuje M yIO3HABaWma Ca OCHOBHUM OcCOOWHaMa u mpobJe-
MHMMa KBAHTHUX TeOpHUja NOJba (OPMYIUCAHUX HA HEKOMYTATUB-
HUM TOPOCTOPHMAa JOaT je YBOA Yy TeTpagHu (opMaJn3aM y He-
KOMYTAaTHUBHO] Au(pepeHnujalnoj reomerpuju. Pasmorpuam cmo
OCHOBHe 0CODmMHe paHmje neduHrcane MonudukoBane XajzeHbep-
rose aJjredbpe m omucaiad KOHCTPYKIW]Y OuepeHIrjaTHe reoMe-
TpHUje Ha OBOM HEKOMyTaTuBHOM mpoctopy. OBo je ypabeno ko-
pumhemeM TeTpamHOT (opMaiau3Ma. & BOJHA pa3MaTpama 3a-
BpIIaBaMO HaBODEmEM HPETXOMTHOT pe3yaTara, Iae je MOKa3aHa
exkBUBaJieHNja [ poce-ByiakenxapoBor mMoneiga U CKaJlapHE TeO-
puje Ha 3aKPUBJLEHOM HEKOMYTATUBHOM IPOCTOPY.

Y HacTaBKy IpencTaB/baMo GopMmynanujy u ananusy lupako-
BOT' JejcTBa Ha MoOu(UKOBaHO] Xaj3eHbeprosoj anredpu. Komn-
KPETHO, Pa3MOTpEeHa je HEMMHUMAJHA MHTEePaKIrja ca M03aIuH-
CKUM T'PaBUTAIMOHUM MOJbeM. PeHopMmanm3abuiHu MoIes je mo-
OujeH MMMEH3UOHOM penyKIMjoM Ha Xaj3eHbeproBy aaredbpy. ¥ c-
IIOCTaBJ/bEHA je eKBUBaJieHNja ca Bum-TypHepoBuM Momenom koju
je HekomyTaTuBHA ekcTen3uja | poc-HesooBor momena. OBaj pe-
3yATaT je MHAWMKANMja Oa je WHTePaKIuja ca TOP3UjOM U Kpu-
BUHOM HeONXonaaH (M HOBOJbAH) YCJIOB 38 PEHOPMAIU3AOUIHOCT
CKaJJapHUX U CIUHOPCKUX TeOpHja Ha 3aKPUBJLEHOM HEKOMYTa-
TUBHOM IIPOCTODY.

Y mocnenmeM ey, IPeIcTaBUIN CMO Pe3yJTaTe padyyHa Iu-
BEPreHTHUX KBAHTHUX KOPEKIMja IpomaraTtopa Ha HUBOY jeIHe
mersbe, 3a rpagujeETHo U(l) moJsbe Ha MOIU(PUKOBAHOM Xaj3eH-
6eprosom mpoctopy. OBa Teopuja je panuje Gopmyaucana u
npencTraB/ba jeqHy ekcTeH3ujy ['poce-ByinkenxapoBor monesna 3a
rpaanjeHTHo nmosbe. Momen je YucToO reOMeTpPUjCKU, 3aCHOBAH Ha
Jaur-Muncosom gmejcrBy u BPCT wmaBapujanran. Hakon mep-
TypOaTuBHE KBAHTU3AIMj€ OKO TPUBUjAJIHOT BaKyyMa, HaAJIa3UMO
NUBEPreHTHe HeJOoKaJHe uigaHoBe obauka ! m O72. Hamo-
CJIEeTKY aHAJIM3UpaMO 3HAUEHE€ OBUX UJIaHOBa M MOTryhHOCTU 3a
IOIpaBKy MOJEJA.
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1 ¥YBon

CxBaTame Ipupose ce TPEHyTHO OCJama Ha ABe (PU3UYKE TEOpUje Koje
UMajy IUCjYHKTHE NOMEHE BajKeHma U CYMTUHCKU PA3JINYUTy MATEMATUUKY
cTpyKTypy. KBanTHA MexaHUKa je 3acHOBaHa Ha aaredbpum omeparTopa nedu-
HUCAHUX Ha XWMJIOEpPTOBOM IPOCTOPY M ommcyje edekTe Ha MAJUM PaCTO-
jamuma. C mgpyre crpaHe, ONITa TEOPUja PEJATUBHOCTU je 3aCHOBAHA
Ha PumMaHOBO] reoMeTpuju M yCHEIIHO OmUCYje epeKTe Ha BEJUKUM CKa-
mama nysswuee. llokymaju na ce gopwmyiuiie jeqWHCTBEHaA TeOPUja OCHOB-
HUX WHTEPAaKIUja, Ha IPUMEDP a Ce ONIITa TeOPUja PEJATUBHOCTU OIUIIE
y KOHTEKCTY KBAaHTHE MeXaHWUKe, Ka0 KBAaHTHA TeopHrja II0Jha, OO cald HUCY
ycunenu. CBu mocalammby MOKyMIAju ga ce IpoHabe je IMHCTBEHU TEOPUjCKU
OKBUD 3axTeBajy onpebeny mpoMeny mapaaurme. OBa mpoMeHa mapaaurme
MOyKe OUTU, HA MPUMEDP OHTOJOIIKA KA0 Yy TEOPUjU CTPYHA, IITO 3HAYUU 14
ce yBOIEe HOBU (yHIAMETAJIHU KOHCTUTYEHTH, Yy OBOM CJIyUYajy CTPYHE WU
Opane (MM CIMHCKE MpeKe y CIydajy Teopuje KBaHTHE IDABUTAILM]E HA
nersbama). Jlpyru HauumH mogpasyMeBa HEOHTOJIOMIKY MPOMEHY MapaIurMe
jep ce He yBOme HOBU €HTUTETHU, HETO peledumHUITY aarebapcKy HOCTYIaTh
Ha KOjUMa je 3aCHOBaHa caMa IeOMeTpHuja KOja CTOjU Y OCHOBUW ONUCA Ma-
tepuje. Ilocnenmu mpucTyn, a KOju HOCHM HA3WUB HEKOMYTATUBHA Te€OMe-
rpujal m xKojem he Gutm mocBeheH ocTaTak OBOr TeKCTa, IOYMBA Ha yBe-
pemy Ha ce IPOCTOP-BpeMe Ha MaJUM CKajlaMa AY:KWHEe MOIUPUKYje TaKO
[a KOOPIWHATE UYMHE HEeKOMYTATUBHY acolujaTuBHy aiaredpy. OBo mpen-

CTaBJ/ba E€KCTEH3Ujy ajrebapCKOr amapaTa KBAaHTHE MeXaHWKe Ha KJIaCUYHY

1Y cropuje BpeMe, pa3BujeH je jOII jeqaH HEOHTOJOIKY IPUCTYI KOjU Ce HA3WBA, YOIIII-
TeHa reoMmerpuja. VIHTepecaHTHA je UYMILEHUIA & W3 YOIIITEHEe T'eOMETPHUje MOry Oa ce

nobujy BakyyMmu teopuje crpyna [1].



reoMerpujy. Ha taj Haume MoaudumroBaHa ,,KBAHTHA reoMeTpuja’ oOTBapa

MOTYNHOCT yjenumemor OMuca NpUpoae Ha HUBOY TeOMeTpPHje.

Nneja o Mmoguduranuju reoMeTpuje Ha MaJUM PACTOjambUMa U MUHIMAJ-
HOj CKaJIM OY;KUHE IMOTWYE JOII U3 TPUIeCeTuX roamua XX BeKa, U3 BpeMeHa
HACTAHKA KBAHTHE eJeKTpoauHamuke [2, 3]. Morusucan norpeGom na pemu
npobaem yarpasmybuvactux muBeprennuja, Cuajmep je 1947. romuue yka-
3a0 Ha Moryhnoct ma ce Ha JlopeHI-HBapujaHTaH HAYWH OJIPEAUN TOPHA
rpanuna ckaje ummynca [4]. On je mokazao na 3axrtes JlopeHiose uH-
BapUjaHTHOCTU HE YCJIOBJ/bABA KOHTUHYAJHOCT IpocTOp-BpemeHa. Ilocto-
jame HajMame Oy:KWHE 33 MOCIEeIUIy WMa HEKOMYTATWBHOCT KOODIMHATA
u Ha npuponaH n JlopeH-uHBapujaHTaH HaYWH, 300 KOMIJIEMEHTAPHOCTH
KOOpIMHATA W uMIyjca, onpebyje ropwmy rpanuny mMmmoysaca. Hemyro 3a-
TUM, yCIIeX IporpaMa peHOpMaJu3aluje KBAHTHE TEOpPHUje MOJba M3MECTUO
je naejy HEKOMYTATUBHOCTU U3 UCTPaAKMBAUYKOT MHTEPECOBAH A HA HEKOJIUKO

IereHurja.

Ter rkanma cy ce mojaBuau npobJiieMu ca KBAHTOBAHEM T'DAaBUTAIU]jE, TTO-
CTaJIO je jaCHO Ha je KJacudyHa MpelncTaBa IPOCTOP-BpeMeHa Moryha mpe-
Ipeka 3a (GopMyJanujy jeIUHCTBEHe KOH3UCTEHTHE TEOpHje OCHOBHUX WH-
repakmnuja. Mowxke ce pehu ma je ommre yBepeme ma ce KIACUYHU TIOjaM
IIPOCTOP-BPEMEHA MCIOJ HEKOI' OIcera Ny:KUHa MOpa MOAUPUKOBATHA U Ia
ucnon [lmankoBe ckajie HeMa CMUCIa TOBOPUTU O MPOCTOP-BPEMEHY Y OIle-
pammonanxaom cmucay [5]. ITocrojame xopusonra morabaja y mokymajy
JoKasm3anuje objekTa TPOM3BOBHHO MAJUX AUMEH3Wja UMIIUIUPA HEOApe-
benoct y Mepemy kKoopawHaTa, & CaMUM TUM M MOAM(PUKAIM]Y IPOCTOP-
BpeMeHa. AKO ce mpoCTOp MOCTYIUPa KAO MHOTOCTPYKOCT YKje KOO AMHATE
MebhycoOHO He KOMyTHpAa]jy, OJaTiie IPUPOITHO Ccjene peialuje Heonpebhe-
HOCTU U TUMeE je HeMOT'y NHOCT MOCTOjama jaCHOT KOHIIEIITa IPOCTOP-BpEeMEHa
Ha MaJuM CKaJlaMa WHKOPIOPUPAaHa Y MaTEeMAaTUYKy CTYKTYpPy Teopuje, a
n30ErHyT je U MPeTXOMHO HaBEeIeHU mapaaokc. AKO KOOpIWHATE HE KO-
MyTHUpAa]jy, HeMOryhe MX je MCTOBPEMEHO U3MEPUTHU, Ma IMojaM Tadke r'you
cmucao. Ha taj Hauumn ce m3beraBa MHTEpAKIMja V TAYKA KOja je jemaH On

M3BOPAa yJATPaBbyOUIaCTUX AUBEPTEHNIN]a Y CTAHIAPIHO] TEOPUjU MOJbA.



IIpenycnoB 3a HacTaHAK HEKOMYTaTUBHE IU(epeHINjaTHe reoMeTpuje je
dbopMmymanuja auepeHIjaJHOr pavyHa Ha HEKOMYTATWBHUM ajrebdpama.
PasBojem amrebapcke tomosioruje u K-teopuje, Ka0 U CHAKHUM yTHUIA]jeM
koju je ocraBuia Artuja-CuHrepoBa Teopema, CTBapa Ce OKDY:KEHE Y KO-
jem Kon, mHciupucan KBAHTHOM MEXaHUKOM, ocamMaeceTux roauaa X X Beka
yCcIeBa Ia MPOMUpHU TojaM mupepennujaia Ha HeKoMyTaTusHe aarebpe [6].
OcHoBHaA uaeja je KBaHTM3aNUja OU(GEPEHINjAJTHOT padvyHa IO yriaedy Ha
OoIepaTopCKM (hopMasr3aM KBaHTHE MeXaHUKe, IPU 4yeMy je audepeHnmjas

dopmasno medpunucan nomohy romyraropa [7]

df =1ilF, f], (1.1)

rae je f ememenT wHBOJyTUBHE ajrebpe A, omeparopa Ha XuiabepToOBOM
npoctopy H, a F ayToamnjyHroBanu omepatop Ha H, TakaB ma 3ad0BOJbaBa
yeaos F? = 1. Osaj ycioB je m3abpaH Kako 6u ce o6e3bemuio ma made-
permujan df aETuKoMyTupa ca F, mrTo gedumume d? = 0. Y ¢usunu osaj
YCJIOB 3a70BOJbABA, HA HIPUMEP, OMepaTop KupasHoctu. Y pebena Tpojka
(A, F,H) HasuBa ce cHeKTpaJiHa TpPOjKa W MIPEACTABJ/bA MOJAa3HU O0jerar
Yy 3aCHUBamy HEKOMyTaTuBHe reoMerpuje mo Romy. HekomyrarwBhaa nu-
(epeHIjaIHa TeOMeTPUja Y OBOM KOHTEKCTY MOKe na Ce IocMaTrpa Kao
aHAJIOTOH OOMYHe nudepeHnrjajne TreoMeTprje, rae Cy Ipecenu Ha BEKTOP-
CKUM PaciojemhuMa 3aMeheHN MOAYINMa HA,I ACONUjATUBHUM HEKOMY TaTUB-
HuM asrebpama. Ilocroju popmanua amasoruja nameby jemmauumue (1.1) u
nneaTurera 3a lupakos onmeparop y obuunoj reomerpuju. Heka je f raomaTtka

dynrmmja, ¢ dupakos couHOp, al) Jlupakos omeparop, Tana Baxu |9, 8]

" (eaf ) =D(f) — [, (1.2)

rae je e, IldadoB m3Bon y 6aszucy terpazne 6¢. OBa jemnaumHa y omepa-

TOPCKOM OOJIMKY MOKe Jla ce HAIWIIe Kao

Veaf = —illh, f). (1.3)

Axo ce mampaBu 3aMeHa Y* — 0%, oHAa je m3pa3 Ha JeBOj cTpaHu qe Pamos

mAdepernujaa’, mTo je aHaJoroH jemnaunan (1.1).

20pa 3amena je camo amasoruja jep je 0°0° 4+ 080% = 0, nox je v*v7 +~Py* £ 0, [10]



dopmynanmja HeKOMyTATUBHE AU(epPEHIUjATHE TeOMETPUje OTBOPUIIA je
MoryhsoCT 3a pasmaTrpame mocienuna MOAU(PUKAI]ja TIPOCTOP-BPEMEHa Ha
MaJIUM CKaJjlaMa Iy:KUHEe, Y CMUCIY TPETXOMHO M3HETOr. Y OBOM KOHTEK-
CTy, alapaT KBaHTHe TeopHje IoJba, KOoja olepuine (QyHKIMjaMa Koje Cy
neuHUCaHe Ha AU(ePEeHINjaIHIM MHOTOCTPYKOCTAMA je IPOUINPEH Ha aco-
IMjaTUBHE HEKOMYTATUBHE ajreOpe KOje MOrYy na Ce MHTEePIPETUpajy Kao
asnrebpe (QyHKIMja Ha HEKOMYTATUBHUM (KBAHTOBAHUM) mpocTopuMma. OBuMm
OpUCTYyIOM je KBaAHTHOMEXaHUYKM MaTEMAaTUUYKN allapaT MHKOPIOPUPAH Yy
OCHOBHE TIOCTaBKe reOMeTpHje, Ia MOKEMO Ja KaKeMO na Cy Ha Ta] HAUNH
o0e cTpare AJHIITAJHOBUX jeIHAUMHA 3aMUCaHe HA aJredbpu omeparopa, Kao
Yy KBAHTHO] MexaHumu. [IpBm KOpak OBAKBOT NPUCTyIa MPEACTAB/bA NCIIU-
TUBam€ 0COOMHA Teopuje Mmojba Ha (PUKCUPAHMM HEKOMYTATUBHUM IIPOCTO-
puMa, a Kpajbu Iub O0m Owia (Qopwmylanuvja yjeaumeHe Teopuje Mojba Y

KOjO] MO3aaWHCKN TMPOCTOP HUje YHAIpen 3aIaT.

[TocToje m momaTHE MOTUBAIMjE 32 HEKOMYTATUBHY T€OMETPHUjY KOj€ TO-
TUYy U3 Apyrux npuctyna. Ha npumep u3 teopuje crpyna [11, 12, 13] nan
13 KBaHTHe rpasutanuje Ha neripama |[14]. Tarkobe, uarepecanran je moky-
maj HajJa)kemha HEKOMYTATHUBHE aJjreOpe Koja Ou oaroBapajia yjeIurhemy

nHTepakuuja [15, 32, 17].

Kao mro je Beh marmameno, on Teopuje moJsba OepUHUCAHE HA HEKO-
MYTATUBHOM IMPOCTOPY C€ OUYEKWBAJO Ha mMa OOJbe TOHAIMAMmE y YIATpa-
JbyOMYACTOM CEKTOPY HEro HmeH KOMyTaTWBHU aHaJoroH. Mebhyrwuwm, mcno-
craBuiio ce ma ¢t Teopumja dpopmynucama Ha 0-mepopmucanom MojasoBoM
IPOCTOPY, KOJU je Ha]JeIHOCTABHUJU HEKOMYTATWBHU IIPOCTOP, UCIOJHABA
HEyKeJbeHe OCOOMHE NMPU KBAHTU3AIU]U, HAWME MEIIAme YITPAJhyOUdacTUx
¥ uHpaNpBeHUX muBeprenimja, mian kpatko Y B/UIl-memame [18]. Kao
IocJeauIa HeJIOKAJIHOCTH, KOja moTuve u3 f-neopMucaHor Ipou3Boaa, Io-
pen 3a Teopujy mosba yoOMUajeHUX IJIaHAPHUX Aujarpama, MojaBJbyje ce
HOBa Kjaca mujarpama kKoju cy HemnaHapuau. OBU HEIJIAHADHU UjarpaMu
Ha HUBOY jefHe HeTJhe MMAjy DONATHM ¢asm mompuuoc eFn?""Pv rne je p
cnospammu uMyc. lloMenyTu ¢a3Hu mompuHOC ycmeBa na peryjapusyje
Y B-nmuBeprennuje 360r Op3uX OocumIalMja 3a BEJIUKE BPETHOCTU CIOJba-

MBUX UMIyJICa P, aJn He yCIeBa Ia IOINPaBU CUHI'YJIAPHO INOHAIIAKE€ OBUX



oujarpaMa 3a Majie BPeOHOCTH p. KRako mujarpaMm BUIIer pena camgpike
HemaHapHe nonaujarpame oBe WII-nuBeprennuje ocrajy m mojaBibyjy ce y
ob6aury Y B-muBeprenmnuja. OBakBo HerpuBujanano memame Y B u U nu-
Bepreumyja onemMoryhasa peHOpMaan3anujy yIPKOC TOME IITO HEJIOKAIHOCT

nonpasJba Y B-cekTop Teopuje.

[IpBa mepTypOaTuBHO peHOpMaIU3abUIHA TEOPUja CKAJAPHOT MOJba HA
HEKOMYTATUBHOM mpocTopy je I'poce-Bynkenxapos (I'B) momen [19, 20].
OsBaj mMomen onucyje peajHO ckajgapHO mosse Ha MojasoBoMm mpocTopy ca
€YKJIUACKOM CUTHATYPOM y ABe u yetupu aumensumje. Y ['B momeny, mosme

je KOHQUHMPAHO Y XapPMOHM]CKOM IIOTEHI]ay

S:/(%(a¢)2+%25:2¢2+%2¢2+A¢*¢*¢*¢), (1.4)

rae je ) peaslHa KOHCTAHTa y3 OCIMIATOPHU UiIaH T ¢°.

I[IpucyctBo oBor
4jJaHa MOOU(UKYje TeOPUjy Ha Taj HAUWH Ja OHA I'yOM TPAHCIIAIIMOHY WHBA-
PUjAHTHOCT, aju joj 0Baj uiaH ca apyre crpane gaje Jlanrman-Ca6o (JIC)
nyaasoct [21] (rpy6o peueno, cumerpujy Ha 3ameny x <> p). JIC-mgyaauoct
je cumerpuja udMebhy BeIUKUX U MaJMX OY:KUHA, KOja OMOTYyhaBa yKIamhame
YB/Nll-memama u 06e36ehyje penopmanusabuanoct teopuje. IlomarHu
XapMOHM]CKU 4YJjlaH, 300T IOCTOjama EKCIIIUIWTHE KOOPAWHATHE 3aBUCHO-
cTy, MoIu(UKYyje yoOuuajeHu nponaratTop Tpaacopmunryhu ra y Memnepos
KepHeJ 1 06e36ebhyje na taj Haunn oncyctBo npobiaemaruunor ¥Y B /U mec-
xama. Penopmanusanuone ocobmue I'B-monena cy merassHO mcnuTaHe Ipu-
merom MC-ananuze (Multiscale analysis) y koopaunaTHOM mpocTopy [22] n
y Marpuunoj 6asu [23]. Pauymame [-QyHKUUje Ha HUBOY jemHe meTibe je
ypabeno y [24], a y Ttauku JIC-camonyannoctn, 2 = 1, je mokazano ma je
[-byHEKIMja jeqHAKA HYJIN y CBUM penoBruMa Teopuje neprypbanuje [25]. To

3HAYM Ja je Teopuja aCUMITOTCKY CUT'yYpHA 1 na HeMa JlanmayoBux myxoBa.

[TocToju jomr jemam HaumH na ce noOuje peHopMaam3abMIHA Teopuja 3a
crkajapuo moJsee. llpuctyn ce 6azupa Ha HomaBamy HEJOKAJHOT OUIUHE-
apHOT unaHa obuuka ¢« (17 1¢, xKoju ce mojaBmpyje y peHOpMamm3anuju ¢*-
reopuje [26]. OBaj Momes HeMa OCHMIATODHU YIaH M TPAHCIAIUOHO je
unBapujantan. OOUYHO ce Ha3uBa ,,ckagapru 1/p?-Momen” u yBOmu HOBY

Bep3ujy JIC-myamsocTu obmauka [ < (7L,



Kana je y muramy COIMHOPCKO MOJbe, TOCTOje Takohe mBa peHopMaJsm3a-
ounHa Momena. JemaH je mobujen ysmMmameMm kKopeHa lupakoBor omeparopa
y 4eTUpU AUMEH3W’je ca AyIJIMPAHOM AUMEH3UjOM CIUHOPCKE Pelpe3eHTa-
muje [27]. Mebyrtum, ¢usuuka mHTEpuUpeTanuja OBe OCMOANMEH3MOHAJHE
CIUHOPCKE penpe3eHTaIuje Huje HajjacHuja. IJlpyru Momen je HeKomyTa-
tuBHa ekcrensuja ['poc-Hesoosor (I'H) mozmena [28], koju ce Hasusa opu-
jenrabuanu I'H-monen winu Bum-Typurepos (BT) momen [29, 30]. ITomohy
MC-ananu3e je moka3zaHO na je oBaj MOAeJN MepTypOATUBHO PEHOPMAJIU3a-

6usan y cBuM penoBuma [31].

Koucrpykmnuja penopMmannsaduiiHe Teopurje 3a TPAIUjeHTHO TOJhe HA He-
KOMYTaTUBHOM IPOCTOPY Ce€ CyoudaBa Ca HEKOJMKO M3a30Ba. JeIHOCTaBHO
VEJBYUYUBAH-€ KOOPANMHATHO 3aBUCHOT XapPMOHUJCKOI' YjJaHa HapyloaBa I'pa-
IVjeHTHY WHBapujaHTHOCT. Taj mpobieMm ce y HEKOMYyTaTUBHOj] TEOPUjU
moJba MPUPOTHO PeIlaBa yBODhemeM KOBApPUjaHTHUX KOOPAMHATA, KOje ce
TpaHCHOPMUITY y TPUAPYKEHO] penpe3eHTaIju I'PyNe JaTe I'DalujeHTHe
cumerpuje [32, 33]. Jemam mMomen 3a T'PAOUjEeHTHO MOJbE, NePUHUCAH Ha
YeTBOPOAUMEH3MOHAJHOM MOjasoBOM IpPOCTOPY, AOOUjEH je Kao pe3ysaTar
MUHVMAJHE WHTEPAKIUjE CIOJbEIIHEr TPAIUjEeHTHOT MOJba U CKAJAPHOT TO-
ba. IlejcTBO je MO KOHCTPYKIMjU I'PAAUjEHTHO WHBAPUjAHTHO, & MHTErPa-
IjOM IO CKaJIapHOM IOJbY ce nobumja epeKTMBHA Teopuja 3a I'PAIUjEeHTHO
nosme [34, 35]. Pesyaryjyhe unnyrosano nejctso, mopen yobuuajenor Janr-
MuwucoBor unaHa, Cagp:KV aHAJOTOH OCIWUJIATOPHOT UYjaHa y KOjeM (ury-
pulle KOBapujaHTHA KOOpAWHATAa. 1MMe OBO AEjCTBO MOCENyje HEKY BPCTY
JIC-nyamHocT y rpaaujeHTHOM CEKTOPY. Y IPKOC ToMe, mepTrypbaTuBHA
KBaHTMU3alllja OBE TeOpPUje je KOMIJIMKOBAH 3aaTaK 3aTO IITO BAKYyyM HUje
TpuBHKjajaH. 300r mMOCTOjama YJIAHOBA APYTOT MW YETBPTOr Penaa MO KO-
BapUjaHTHO] KOOPAWHATU, OBO IMOJbE MMa HEHYJITY BAKYYMCKY OUYEKUBaHY
BPEIHOCT. Y KOMYTATWBHOM CJyYajy MOCTOjalh€ YUCTO MACEHOT UJaHa 3a
I'paarjeHTHO IIOJbe HapyllaBa I'PalVjeHTHY WHBAPWjaHTHOCT IIa TaKaB YJaH
HUje m03BOoJbeH. llomMeHmMO jomr jemaH MOmes KOju je Takobhe rpaaunjeHTHO
vHBapujanTad [36, 67]. Y 0BOj Teopuju XapMOHUjCKU UJaH IOTUYE O Iy-
XOBa, MehyTuM mcmocTaBUIO ce Oa OBaj MOomes caap:ku KBanpartHe MP-

nuBeprennuje. IlomenyTa nBa Momesa cy 3acHOBaHa Ha IOKYIIAjy na ce



HaIIpaBU TeOpHja 3a I'PaaUjeHTHO MOJhe Koja Ou Ouisia aHaJOrOH CKaJap-
HoM I'B-momeny. I'pamujentru anasoron 1/p’-teopuje je KoHCTpyucaH u
anamusupan y [66, 67]. [IpucycTBO HEJIOKAIHOT €KBUBAJIEHTA 38 BEKTPOCKO
oJbe y MIejCTBY Pe3yJTyje HeorpaHUUYEeHUM OpojeM BepTeKca I'paujeHTHOT
moJba, YMHEeNU BaKyyMCKY CTPYKTYPY TE€OpHje TIPUIUYHO KOMIIIUKOBAHOM U

3axTeBa yBobe}be J00JaTHUX ITIOJba.

Onmru 3akmyyar koju ce Hamehe 3a Teopuje mospa nepuHMCAHE HA He-
KOMYTUBHOM TIPOCTOPY CYTepHUIIe Oa PEHOPMAaJJMU3aluoHe IIeMe, 3aCHOBaHE
IPBEHCTBEHO HA MOjMY JIOKAJHOCTU, HE MOTY IPOCTO [a Ce IPUMEHE Y OBOM
ciydajy. Y CIOBU 3a PEHOPMAIW3a0WIIHOCT Yy HaBEAEHUM IpUMepUMa, W3-
y3eB 3a (pepMUOHCKe Teopwuje, cy miam nocrojatme JIC-myamnoctu miam mo-
naBame HEJOKAJHUX KOHTpausdaHoBa. HesokamaHocT je cama mo ceOu KOH-
MEeNTyaJHO TpOobJIeMaTUYHa U 32 MOJEJ€e KOjU CY KOHCTPYUCAHU TAKO Oa
oymy JIC-myanam 3axTeBa HOAATHO WMHTEPIPETANU]Y HApPYIIEHa TPaHCJIa-
nuone mHBapujanTHocTu. C Apyre cTpaHe MOCTOjU BUIIE PA3JOTa KOjU HAC
HaBOJZe Ha 3aKJbyYak Ha KBAaHTHA TeOopHuja rpaBuTaiuje Hehe Outwm JoKaJTHA
Yy KOHBEHIMOHAJIHOM cMuciy [39]. ¥ ciydajy rpaaujeHTHOT I0Jba CTBAPU CE
jOII MONATHO KOMILIMKY]y 300T IPUCYCTBa CUMETPUja U TEH30PCKE CTPYK-
Type Teopuje. llocaemuna cBera oBora je, ma YIPKOC TOME IITO TOCTOjU
HEKOJIMKO MOJeJia ca I'PaaujeHTHUM IoJjbeM nepuHMcaHUX Ha MojamoBom
IPOCTOPY, jOII YBEK HE MOCTOjU PEHOPMAJN3a0UIIHA Teopuja, Nako HEKU O
OBUX MoOZesa mMmajy moope ocobune. Jloka3 peHOpMAaIM3abUIHOCTHA j€ IO-
CTa OTEXKAH U YUHEHUIIOM Ja yOOUUYajeHe PEHOPMAJM3AIMOHE TEXHUKE, IO-
oyt MA, He Mory ma ce mpumene y mpucyctBy cumerpuja [57, 41, 42, 43].
36or Tora ce pasMaTrpajy Apyre oInuje, MOmyT ajJredbapcke peHOopMaJu-
samuje [44, 45]. Iomaruo, 360or mHekomyraruBHocTy Hu U(1l) rpamujentHa
teopuja Huje AbGenoa. 306or Tora ce, kao y He-AOGegoBuM TeopujaMa,
nojaBibyje mpobiseM pUKCUpama Kaaubpaluje, OQHOCHO mocTojame [ pubo-

BJbEBUX XOpu3oHaTa [46].

C mpyre cTpaHe, KBaHTHE Teopuje MOJba ACeHUHUCAHE HA MATPUIHUM
IPOCTOPUMA Ca KOHAYHUM MATPUYHUM pelnpe3eHTalrjaMa, Cy KOHAUHE TIPU
kBaHTM3anuju. VIHTerpas je Tpar mo marpunamMa U (QYHKIVNOHAJIHU WHTE-

rpaau najy koHauvHe m3pasze. OBO MOke na ce BUAM KaO HEKa BpPCTa Ma-



TPpUYHE peryaapusanuje OAroBapajynmx KOMYTATUBHUX TEOPHUja U MOCITY-
’KUJIO je Kao jeqHa O MOTUBAIMja 3a HOBU IMPUCTYI, 3ACHOBAH MIPBEHCTBEHO
Ha TeOMeTpUjCKUM uaejama, npemnoxker y [47]. Teopuja 3a ckamapho mo-
Jbe nepumHUCAHA HAa MOOU(PUKOBAHO] Xaj3eHOeproBoj aaredpu, uymja je jenHa
pempe3eHTanuja KOHAYHA MaTpUyHa ajrebpa, npyska moryhuoct ma ce I'B-
MOJeJI TOCMaTpa Ha MOTIYHO Apyraunju Hauund. ['B-momesn ce oBme mobuja
kao ¢! mejcTBO 3a cramapHO HOJbE KOje IPOImarmpa y 3aKpPUBJHCHOM HEKO-
MYTATWUBHOM IIPOCTOPY. XaPMOHUjCKHA YJIaH y TOM CIIy4ajy MOKe na ce WH-
TepupeTupa Ka0 HEMUHUMAJHA WHTEPAKIUja CKAJAPHOT IOJba Ca KPUBUHOM
no3aauHacke reomerpuje. OBakaB IPUCTYI HA MPUPOJAH HAYUH OOjallmaBa
HapyIlIewme TpaHcaanuone naBapujauraoctu y ['B-moneny. [loszanuncku He-
KOMYTaTUBHU MIPOCTOP, KOjU Ce HA3UBA MOAM(PUKOBAHA Xaj3eHOeproBa aJ-
rebpa, je y OBOM cJjydYajy pe3yjaTaT KOHAYHOT OJCelama MaTPUIla U 3a-
TBapama OECKOHAUHOIUMEH3UOHE pempe3eHTalnnje Xaj3eHoeprose aaredpe.
Ilobujena aarebpa, Kao MITO je PEUYEHO, MMa KOHAYHOUMEH3NOHE MATPUYHE
pemnpesenranuje nomohy kojux je y rerpannom ¢opmanusmy [33] moryhe
neuHICAT 3aKPUBJ/LEHY TPOIVMMEH3MOHY IeOMeTpujy ca Top3mjoM. Peie-
BaHTHA MABOJAMMEH3UOHA F'€OMETpHUja je mobujeHa MUMEH3MOHOM pemqyKIVjoM
Ha OBOIVMMEH3MOHU mOTHpocTop. OBa AMMEH3MOHA PENyKIMja MOXKE na Ce
mocMaTpa Ka0 HEKOMYTATUBHU aHAJOTOH Ranyna-KRaajuoBe penykmuje. Pe-
3yaryjyha anredbpa mMma ucTy CTPYKTYpy kao MojasoB mpocTop Ha HUBOY

anrebpe, ajau Ma OOraTujy CTPYKTypPY HA HUBOY IeOMeTpHje.

Omnucanu MeTOq Ha OCHOBY KOjer je KOHCTPYUCAHO I€jCTBO €KBUBAJIEHTHO
I'B-momeny je moryha omnmra mpeckKpumiuja 3a KOHCTPYKIA]Y PEHOPMAJIU-
3a0uIHNIX Teopuja Ae(UHUCAHUX Ha HEKOMYTATUBHOUM IIPOCTOpMMA. Tako
Or TOTEHIMjaJTHO PEeHOPMAaJan3abuiaan MOIeJa MOrao na ce moduje Kao nej-
CTBO 3a NaTO IOJbe Ne(PUHUCAHO HA 3aKPUBJHEHOM HEKOMYTATWBHOM IIPO-
cTOpy rAe O KpUBUHA WJIM TOP3Uja MMaJie yJIOry peryigaropa. KRao mTo
hemo Bumern, oBa mpouenypa HUje y HIOTIYHOCTHU jeTHO3HAYHA U HEHA M0-
cllegHA TMPUMEHA Ce KOMIIUKYje moBehameM KOMIIJIEKCHOCTU IOJba 33 KOje

ce IejcTBO KOHCTDYUIIE.

Ha ocHoBy rope moMmenyTor Merona, Ha MOAU(PUKOBAHO] Xaj3eHOepProBoj

anredpu, KOHCTPYUCTIU CMO T€OMETPUjCKU AHAJOTOH 3a (PEPMUOHCKO IOJLE



[48], 3a koju ce ucmocraBuio na je, y3 onpebeny unenrupuranujy, eksusa-
neural BT-reopuju. Cauvan npuctyn je npumerses 3a U(1) Jaur-Muncosy
Teopujy, koja ce mocae KK-penyknuje cBoau Ha MHTEPAKIIMOHY TEOPUjY KOja
CaIp:KU CKaJapHO U I'paaujeHTHO nose [49]. Kaacuune ocobune oBor mo-
nena cy Beoma nobpe. Hamme, mocToje BakyyMCKa pelrema Koja najy TpU-
BUjaJiaH BaKyyM, a y3 TO je ycrnocrasiberna u bPCT-unBapujanraoct. Ilep-
TypbaTuBHA KBaHTH3aIMja je 3amodera y [50], rme cy m3pauyHaTte auBep-
TeHIFje y TPBOM peny N0 KOHCTAHTW WHTEPAKIUje 3a T'PAIUjeHTHO IOJhE.
Ilobujene muBepreHIuje Cy JOrapuTaMCKe W OIHOCE Ce Ha TENANOJ Iuja-
rpame. /[BouecTtmuHe muBepreHiyje Koje cy npoHabheHe, MOry na ce yKJIOHE
peHOpMaJIu3anjoM Mace U TaJjacHe (yHKIUje, JOK Cy TEANOoJI AujarpaMu
OCTaJIu, MTO Cyrepullie HeCTAOUITHOCT TPUBUJAJIHOT BAKyyMa IIPU KBAHTHUM
dayrryammjama. Y [51] cMo HacTaBUaM pauvyHaHe KBAHTHUX KODEKIUja Ha
HUBOY jeIHe MeTJ/he 3a 0Baj MOMeJ. Y CIles i CMO aa mpoHaheMo cucTeMaTcKku
HAUWH a3 U3padyyHaAMO U yNOPEAWMO IUBEPreHTHE WMHTEerpaJje ca BUIIe Ia-
pamerapa. OBo HaM je omoryhuiao ma cabepeMo u yoopeauMo I0je IMHAYHE
noupuHoce. Pesynrar je mocrojame Henokamaux VII-nuBeprennuja obnmka
O0-!' n» 02, Kako ce OBM UJAaHOBUW HE I0jaBJbY]y y KJIACHYHOM M€jCTBY,

3aK/bYyYyjeMO 1a je mOoUeTHa Teopuja HepeHOpMaJIn3abuiaHa.

HacraBak Tekcra je opranmsoBan Ha ciaenehwm HauwH. Y HapeTHOM IIO-
riaB/by heMo HaBeCcTU HEKe O MpolbJieMa ca KOjuMa Ce CyodyaBa HEKOMYTa-
TUBHA Teopuja mosba Ha MojasmoBom npoctopy. HanmpaBuhemo kpatak mpe-
rien nocrojehux reopuja nepurmcannx Ha MojasoBoM IpocTOPy ca HEKAM
TEXHUYKUM AeTa/bUMa U yBemeMO TEPMUHOJIOTM]Y HEOUXOOHY 3a pal3yMe-
Bame JaJbel’ TeKCTa. Y IOIJIaB/by 3 heMo mepmHucary oOjeKTe M IOjMOBE Y
HEKOMYTATUBHO] AU(EPEHIU]AIHO] N€OMETPUJU U ONUCATU HEKOMYTATUBHY
Bep3Ujy TeTpamHor (popmaaudMa. & UYETBPTOM IMOTJIaBbYy NheMo ce yIo-
3HaTU ca ocobmHama MommpukoBaHe Xaj3eHOeproBe ajredpe M IPUKA3ATH
KaKO Ce YCIOCTaBJha Be3a M3Mehy reoMeTpurjcKOr Monesa 3a CKaJapHO IIO-
mwe u I'B-teopuje. Y mormamy 5 hemo ommcaTu mOCTyHak KOHCTPYKIU]jE
peHopMaau3abuiiHe Teopuje 3a CuuHOpe. ¥ IIeCTOM IMOTJIABHY NeMo maTu
neTaj/be padyHa KBAHTHUX KOPEKIUja HA HUBOY jelHE TEeTJhe 3a MOIE W3

[49] u ommcahemo meron perymapusanuje KOju CMO KOPUCTUAIUA 3a HOOU-



jame pesyiarara. Y 3aKbydKy NeMO aHAJIM3UpATU NOOUjeHe pe3yaTaTe u
IPEIIOKUTUA HEKEe OJ MOT'yNHOCTU 3a moOOoMmIname Momenaa. Y OOAATKY CY

OaTA OeTaJbll padyHa.
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2 IIpobGsiemmu KBaHTHe Teopuje moJshba Ha Moja-

JIOBOM IIPOCTOPY

Y oBowm morsaBspy hemo ce ocBpuyTu Ha Mojasmos npocTop u jeman 6poj
Teopuja mosba HOPMYIUCAHNX HA OBOM HEKOMYTATWMBHOM IPOCTOPY. Y Tp-
BOM OIeJbKy heMo na HaBeneMO HeKe OCHOBHe ocobmuHe MojasoBor mpo-
CTOpa, a y HapeaHUM onesblimMa heMo HaOpojaTu HEeKe O HajBaKHUjUX OCO-
brHa MO cala (POPMYJMCAHUX Teopuja HoJba. leopuje MOMEHyTe y YBOLY
hemo mpuka3aTu ca BUIE TEXHUYKUX TeTaba. Y OBOM, KAO U Y HAPETHOM
MOTJIABJ/bY HEMA HAIIUX OPUTUHAJJIHUX JOIMPUHOCA U OHA CJY:KE WCKJIbYUUBO
a YIOTIYHE TEKCT KOjU CJIeAW KaKO Ou ce pe3yJsTaTu Koje CMO mo0umiau pa-
3yMenun y jemHoM mupeM KoHTekcTy. HuBo mizmarama he Outw MuHMMAIAaH,
a OeTa/bHUJU NPUKA3U U NpeNU3HUja MaTeMaTUdKa (opMyJanuja MOTY Oa
ce nponaby y [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 33, 39] u npunanajyhum pede-
peHIama.

2.1 MojamsoB mpocTop

HerxomyTaTmBHA reomeTpuja je yonmrTeme oOMYHE nudepeHyrjaTHe reo-
Merpuje. OBO yommreme Ce CBOAM HA YOIIITEHE ACONUjaTUBHE KOMYTa-
tuBHe (" ajredbpe koopauHaTa U QYHKIUja HA HeKOMyTaTtuBHy C* anrebpy.
Tako koopauHATE MOTY Ja Ce MOCMaTpPajy Kao omepaTopu Ha XUIOepTOBOM
npoctopy H, Koju rerepuiry aarebpy (HEKOMYTaTUBHU IIPOCTOP) U 3a00BO-

JbaBajy KOMyTaIloOHe pejanuje O0JIMKa

[z, ] = 0" (z), (2.1)
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w,v =1,...d, roe je d numen3uja nepopmucanor nmpocropa. Ilocroju Be-
OMa IMMpOKa Kjlaca HEKOMYTATWBHUX IPOCTOPa Je(pUMHUCAHUX HA OBaj Ha-
YMH, a HajjeIHOCTABHUjU W HajBUIle mpoydaBaH je MojamoB mpocTop uim
0-nepopmucan npocrop. ¥ cayuajy Mojanosor npocropa, komyraTtop (2.1)
oAroBapa KOMIOHEHTaMa KOHCTAHTHE CHMILIeKTHuke gopme Ha RRY, pempe-

3€HTOBAaHE Y KaHOHCKOM 6a31/1cy MaTPpHUIOOM

0 1 0
~1 0 0

=60 0 0 1 (2.2)
0 0 —-10

Y macrtaBky heMmo BuaeTm mocienuie OoBakBe penepuHUIUje aaredpe Ha KO-
joj je sacmoBaHa reomerpuja. ¥ maumecy 0" — (0 aarebpa KOOpIUHATA
nocTtaje komyTtatuBHa. OBakaB IPAHUYHU IpeIa3 Ce HA3UBA KOMYMAMUSHU
aumec M Kox MojanmoBor mpocTopa je TpuBHjasiaH nobpo mepuHUCAH, 33
pa3auky on OpOjHMX IMpuMepa HEKOMYTATUBHUX IPOCTOPa KOJjU IMOCTOje Yy
mureparypu [33]. Pemnpesenramuje m maremaruuka crpykrypa Mojamosor
npocTopa M pyHKIUja NePUHNCAHNX HA BHEMY Cy JOCTa UCIUTUBAHE U NTOOPO

cxsahene [52].

Ila brucMO MOTUBUMCAIU TPABUIIA Be3aHa 32 TPOU3BOAe QyHKIM]a AeUHA-
caHux Ha 0-nedpopmucanoM mpocrtopy nocMarpahemo 6a3mc paBHUX TaJsaca,

KOJU Cy CBOJCTBEHE (pyHKIUje MU3BOJIA
0,e"™" =ik e, (2.3)
Kako remeparopu aarebpe xr* camna 3am0BOJbaBajy
[xh, x| = 0", (2.4)

roe je 0" = —0", ouekryje ce ma MPOW3BOJM ABA PaBHA TaJjaca He Oymae KOMY-
TATUBaH. 300r KOHCTAHTHE HEKOMYTATUBHOCTU pa3Boj y bBejrep-Kemmbeu-

Xaycnop$hoBoj GopMyan je HyJATU IIOCJE IPBOT KOMyTaTopa, Ha CJieaun

ik-x ip-x

_tguv i . in- ik-
e e —e 50 k“pyez(k—i-p)zr 7& P ezk T (25)
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Jom jemHa BeoMa BasKHA IOCJENNIIA HEKOMYTATUBHOCTU j€ U HEJIOKAJJHOCT
¢U3MUKUX Teopuja mepUHUCAHUX Ha OBOM mpocrtopy. Hamme, aro je mara
npousBoJbHA GyHKIUja ¢(x), Taga he MHOKeHm€E pABHUM TAJIACOM J& je€ TPaHC-
ampa

ok o(z) - o kT _ e—(w”kuaugb(m) = d(z" — 0"E,). (2.6)

Henokammoct je Beha ca mopacTom uMmIyJca W BUIMMO & Y KOMYTaTHUB-
HOM JsmMecy (6" — 0) mecraje (Bume nerama u rpaduukn nprkas ce MOry
mahwu y [39, 59]). Kacuuje he ce mcnocraBuru na ce Ha 0OBaj HAUWH yHETA
HEJIOKAJHOCT Y TEOPUjy MMa 3HauajHe penepkycuje. M3amebhy ocrasor, mper-
MOCTABJ/bA CE Ja OBA MHXEPEHTHA HEJIOKAJIHOCT, y Ciaydajy #-medhopmucasor
OpPOCTOpPa MMa BEe3e Ca T0jaBOM HEJOKAJHOT WJIaHA Yy PEHOPMAJIU30BAHOM

nejctBy [56].

Anrebpa ¢yurmuja Ha 0-medopMUCAHOM MPOCTOPY MOKE Oa Ce CXBATU
Kao auarebpa obwunmx ¢ymrmuja Ha RY ca mpomsBomoM Koju je medopmucas.
Ha ocuoBy jemmauuwna (2.3) u (2.5), oBaj HEKOMYTATUBHU ACOIUjaTUBHU

npousBof je obnuka [52]

(61 % d2) () = €37 %% b () 6o (y) |y (2.7)

[Ipomsson (2.7) ce y nmreparypu Hajuembie HazuBa Mojan-Bajnos wam
I'pyreBonn—MojamnoB npouszBoa. Y KOMYTATUBHOM JUMECY OBaj MIPOU3BOL
ce CBOIY Ha OOMYAH MPOU3BOMA YHKIM]a, & KOMyTaTOP KOOPAVHATHUX (yHK-

nrja 3a7A0BOJbaBa KOMYTAIMOHY PEJIAIN]Y
[xH 72" = 10", (2.8)
Jenna Beoma BaskHa IOCJeuUIla OBAKO Ne(PUHUCAHOT NIPOU3BOAA je IU-
KJINYHOCT MHTerpajsa. Hawmme, y cayuajy mnaterpasna Mojan-Bajmosor npo-

u3BoAa nABe (yHKIMje HEKOMYyTATUBHU e(PEeKTH M30CTajy, IIa ce WHTEerpall

CBOIM HA OOMYAH MHTErpaJ KOMyTaTUBHUX (QyHKIMja [52]

[oron= [daeo@) = [ dron@o). (2.9)

OBo MOke JIaKO Oa Ce BHOM aKO ONeT MOCMATPaMO pa3Boj GpyHKuuja y Oa-

sucy pasHUX Tanaca. Vurerpanuja [ d?r mspasa (2.5) 36or unana e'(Fp)e
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he matu menra ¢ymrmmjy 6(p + k) ma he apryment excmomenTa e~ 27" Fubv
6utu mysna 36or amtucumerpuunoctu (*Y. Ocobuna (2.9) 3a mocsemuiy
“Ma MHBAPWjAHTHOCT HA MUKJIWYHY NEePMyTannjy QyHKIUja Y IPOU3BOLY HOM

MHTEr PAJIOM
[orwonnenoi= [ornnoinon (2.10)
— [a(ore o 0,)(0) - u(o),

IIa C€ MHTEerpaJ InoHallla KaO Tpar.

CBe mpeTxXOmIHO WM3HETO y OBOM ONEJBbKY MOMKE Oa ce (GopMmyiumie ca
BehoMm maremarmukom npenumsnomhy. Hawme, sHEje cBe ¢ymEmmje moryhe
pa3BuTu y 0as3mcy paBHUX TaJaca, na 300r Ttora meo ¢(popMaIn3aM MOKE
KOH3UCTEHTHO Oa ce 3acHyje Ha npocrtopy llIBapnoBux ¢yuknmja ca 0p3o
omanajyhmMm m3BomumMa 3a koje mocroje PypujeoBu pazsoju. OBo je mpBo
ypabeHo 3a (¢a3Hu IPOCTOP Y KBAHTHO] MEXAHUIM. 3a BUIIE AeTajba BUAETU

52, 58].

2.2 Crkagapua Teopuja

[IpBy HEKOMYTaTWMBHY Bep3Ujy TEOPHje 3a CKAJAPHO MOJbE HA YETBOPO-
ouMeH3noHoM MojasroBoM mpocTopy ca eyKIWACKOM MEeTPUKOM pa3MaTpao
je ®unk [60], roju je m3Beo m omrosapajyha PajumanoBa npasuia. Y mu-

Tamy je ¢? Teopuja ca Mojan-Bajmosum mpoussomom

S(¢):/d4x (%@xﬁ*@“qﬁ—i—?qﬁ*gb—l—%qﬁ*qﬁ*gﬁ*gb). (2.11)

360r ocobure (2.9), npBa aBa 4jaHa y AejCTBY, OUMIMHEADHA IO MOJLUMA, CE
CBOJE HA UCTU OOJMK KA0 y KOMYTATUBHOM CJydYajy. 1o mMa 3a MOCyemauIry
na IpolaraTop m3rjena UCTO Ka0 y KOMYTATMBHO] TE€OPUjU
1
Gp) = ——.
p2 + m2

Hacynpor Tome, 3a mHTepaknmonu 4iaH u3 npasuia 3a Mojana-Bajmos mpo-

(2.12)

U3BOJ CJIeIN

A
S = [ diagy(@noxox0)
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:/(Z:)S/(Hdkf> G(k1)p(k2)p(k3)p(ka)

< etk (eikzx % (eiksz % eikw)) (2.13)

4 4
! dk;
= [HestEototmaotiaion)
X 6O (ky + kg + ki + ky) e 3 (k<hathixkathoxhs)

rze je yBeneHa o3Haka kX p = k,0"p,. V3 mocnemmer ciaenu na y HEKOMYTa-

TUBHOM CJIy4Yajy IOCTOJU MOAU(PUKAIU]a BepTEKca y BUAY (a3HOT (aKTopa

V(ky, ko, ks, k) — exp (—% 3 kix k;j> V(ky, ke, ks, ko), (2.14)

1<i<j<3
npu yemy cy k; yJa3zHU UMIOYJICU. BepTerc ¢ *x ¢ *x ¢ *x ¢ momymra camo
MUKJIWYHE TTIepMyTallije, IMTO MPU KBAHTHUM IMOMIPaBKaMa TEOpUje yY3POKYyje
IIOCTOjale MBa TUNA KOHTPAKIUja, & CAMUM TUM U [IBA TUNA HEEKBUBAJIEHT-
HUX Aujarpama. RoHTpakiuje cycemHux mojba y MPOM3BOMLY Majy MJIaHapHE
mujarpame. OBu aujarpaMm cy meT/be KOje MOTY Ja Ce YyTOIe Yy paBaH UIN
chepy. Komrparumje HecycemHMX IOJba Jajy HEIJIaHADHE AWjarpaMe, Koje
je moryhe yronutu y moBpmu Bumer renyca. Ilocrojame HemsaHapHUX OU-

jarpaMa je MCKJby4MWBa MOCJIEIUITa HEKOMYTATUBHOCTU TEOPUjE.

Cimka 2.1: [InasmapHu 1 HeMJIaHAPHU AUjarpaMu
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Munsana u Ban Pamcnouk [18] cy mokaszanu na mocrojame HeIJIaHAPHUX
mujarpama paba moBy Bpcry WII museprenmumja. Ose WIl muBeprenmnuje
3a mocuaenuny umajy ¢enomen Y B/Ull-memama. Komkperno, comcrsena

eHepruja CKaJapHOr I0Jba Ha HUBOY jedHe NeTJ/he 3a IIaHADHE aumjarpame

@ N dik
T = 2.1
177 3(2m)t / K2+ m? (2.15)

Yuju je AOUPUHOC yoOudajeHa KBaapaTHa Y B-auBepreHnuja Kao m y He-

je Kopekmnuja obauKa

KOMYTATUBHOM CJIy4dajy. & cilydyajy HeIJIaHApPHUX OujarpamMa, KOPEeKIrja

X / T
e = Gom)t | k2t m?

upu vemy je p* = 0"p,, a K; momudpurkoBana BecenoBa ¢pyurumja. 3a Be-

je

(2.16)

JIUKEe BPENHOCTHU CIOJbAIler MMITYJICA P, OBaj MOIPUHOC je KOHAYAH, aJu
3a MaJio p uMa Bojehm udnmaH obGaumKa P 2, IOTO NPEACTaB/ba KBAAPATHY
NII- nuBeprennujy. Oso Bomu ka Y B/Ull-memamy 3aTo mro kaxa p — 0
OCIMJIATOPHU YJaH, KOjU OP3UM OCHUJIalljaMa peryjiapusyje yooudajene
Y B-nmuBeprennuje, HemMa Buime TO cBojcTBO. Pesynryjyha kBanparna Y B-
OVBEpTeHIrja ce Tana mojaBmyje y ooauky UII-museprennuje. Hennanapuu
oujarpaMy MOTY JQa Cce MOojaBe Kao CACTAaBHU MNEJIOBU AUjarpaMa Yy BUIIAM
penoBuMa, nma he mHTErpamnyja 1mo yHy TpallkheM UMITYJICY MeTJ/he BUIIEr pena
OAroBapaTy CIOJbAILIKEM MMITYJICY HeINIAHAPHOT mojaujarpama (OBO yKIbY-
uyje U Majie BPeAHOCTU UMITYJICA), IITO OBO MEIMAHhe YMHA HETPUBU]AJHUM.
[HITaBume, oBa BpcTa MUBEPTEHIIA]€E HUjE JIOKAJJIHA T1a HE MOYKE Ja Ce alCop-
Oyje KOPEeKIMjoM MaceHOTr djaHa y IIOYeTHOM naejcTBy, umHehu ¢! Teopujy

Ha MojaJoBOM IPOCTOPY HEPEHOPMAJTN3AOUITHOM.

Jenno pememe npoGaema Y B/UIl-nuseprenuuja, yjenso m npBo, naau
cy I'poce m Byuakenxap, momajyhu ocrmnaropum unan y gejecrso (2.11).

Pesyaryjyha Teopuja [19, 20]

1 1 2 A
S(9) = / d'z (58,@* D6+ SQ(8,0) 5 (#'6) + b x 6+ Toxdx ¢*¢> ,
(2.17)
npu uemy je &, = 2(0~1),,2", a Q) peasnu napamerap, nossara je kao I'poce-

BynkenxapoB momein. Y oBOM MOZesy je MaHM(ECTHO HApYIIeHA TPaHCJIa-
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[IMOHA WHBAPUjaHTHOCT 300r EKCIIMIUTHE KOODIUHATHE 3aBUCHOCTU [€j-
crBa. 360r ocobuue (2.9) y kBagparHUM uiaHOoBUMa AejcrBa (2.17) Morke
na ce mzocrtaBu Mojaa-BajinoB x-nmpousBon 1 3aMeHM OOMYHUM MHOMKEHEM

a Teopuja uMa OOJIMK
2
S(¢) = /d4x (%(auqa)? + %Q%%Q + %& + %qﬁ* P xpx ¢> : (2.18)

oJaKJe ce BUIU Ja je mpomararop maseps onepaTopa —A+Q%27%2+m?. Osako
MOIU(PUKOBAHY IIPONAraTop je mo3HaT non HazmBoM Menepos kepues. Ede-
KaT mpucycrBa MejgepoBor KepHesa je ybOimaskaBame kako Y B, tako u UII-
OVBEpTEeHIrja. Y KOOPAMHATHOM MPOCTOPY y UeTupu auMensuje Memepos

kepHel je [61]

Q2 OO dt _& cth(29Q) (z— 2§ th(20Q) (z+y)2—m2t
Cla,y) = 0272 / sh2(2§~2t)e s e 7 (2.19)
rue je Q= 2Q2/0. Hapyumeme TpaHCIAIMOHE MHBAPUjAHTHOCTU C€ BUIU U U3

obsnuka Meneposor kepreina, tj. C(z,y) # C(z —y).

I'poce-Byakenxaposo mejctso (2.18) mma cumerpujy Koja mosesyje Y B
u U1l cerrope Teopuje, 0OMHOCHO HEKY BPCTY AYaJHOCTU u3Mely Teopuje y
KOOPAUMHATHOM W UMITYJICHOM npocTopy. OBy cumerpujy cy youumnau Jlanr-
mar u Cabo y caydajy ¢! crkamapmor mossa ma MojaJoBOM HPOCTOPY, Ha
ce mo mUMa oBa myasHoct HasuBa Jlanrman-Cabosa (JIC)-myamuoct [21].
WcnocraBuno ce nma crobomuu neo teopuje (2.11) mema oBy BpCTy cuMme-
Tpuje, a 1a je 3a HEeHO YCIOCTaB/hale HEOIXOMaH XapPMOHI)jCKA YJIAH KaKaB
nocenyje I'B-momnen. I'poce m Byakenxap cy obauk mejcTBa moOUIM Kao
PEHOPMATU3AIMOHY HTONPAaBKY, & OHIA Ce MOKa3aJio Aa jé TAKO MOIU(PUKO-
Bano mejctBo (2.18) m JIC-myanno. Moske na ce kaske na oBa Tpanc(hop-
Maruja gyaiaHoctu moBesuBameM Y B u UIL cekropa monumrasa u Y B/UII
vemame jep JIC-gyamuam unmam mMa yJaory KOHTpadgaHa KOjU KOMIIEH3Yje

NI1I- muBeprenujy mOTEKILy OX KAHEeTUYKOr uiaHa [31].

Hauwme, noruka xoja croju uza JIC-mgyannocTu je jemHocraBHa. AKO ce,
kao y [21], mocMarpa XaMUIATOHUjaH 3a JIMHEAPHU XaPMOHUjCKU OCIUAIATOD

y KBAHTHO] MEXaHUIU

2

d
H(z;Q) = ——=+ Q%% (2.20)
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rae je €2 > 0 m z koopauHaTa, oHxa je Pypuje TpaHcHOpPMUCAHU XaMUITO-
HUjaH

] 2 d2 2 d2 2 0
H(p;Q)=-Q"— =———40Q 2.21

rae p oAroBapa MUMILYJICY, OTHOCHO
H(p; Q) = QPH(p; Q") = HQ 'p; Q) (2.22)

Oso 3a mocnemuiry mva Y B/UIl-gyannoct = < Q7'p, To ject, TanacHa

(GYHKIMja OCHOBHOT CTama, IO HA pecKaJupame jenHaka cBoM PypujeoBom
TpaHC(hOpMYy.
Kako cy ma MojamoBoMm nmpocTopy m3BOOM nedUHUCAHU NIPEKO UMITYJICA

.0 = [pi¢], ommocuo p, = —i(67!),a" = —iZ, U KAKO Ba’KM WOEHTUTET
{250} = 23,0 cnemn

1 1 0?
5 O x O+ 20°(3,0) * (TH0) = —5[@*,(15] * [T,50] + 7{5@*,(15} *{T"p}. (2.23)

OnmaBme BUOMMO na 3aMeHA KOMYTaTOPa aHTUKOMYTaTOPOM

2,7 0] < {77 ¢} (2.24)
ocraBma I'B nmejcrBo (2.18) ¢popmM-mHBaApUjaHTHUM IO HA PECKATIUPAE

m A 1

a57§75 ) (225)

S[e;m, A, Q] < Q28 [gb

IITO je €EKBUBAJEHTHO OHOME IITO j€ WIIyCTPOBAHO KBAHTHOMEXAHUYKUM IIPU-

MEepOM, OJHOCHO NIPBOj jemHarkoctu y (2.22).

Kao mro je naBeneno Beh y yBony, xapMouujcku duinan y ['poce-Bymaken-
XapoBOM nejcTBY 300T EKCIJIMIUTHE KOOPIAVWHATHE 3aBUCHOCTU HapyIIaBa
TPaHCIAIMOHY MHBAPUjaHTHOCT. HemTo KacHUje mpemioskeHa je TpaHcia-
IMOHO WMHBapujaHTHA ¢! Teopuja Koja je pemopmanmszaburaa. OBy Teopujy
npemnoskuiu cy ['ypo, Mamen, Pusaco u Tanaca [26] u mokazanu meHy pe-
Hopmasmzabunanoct momohy MC-ananuze. Teopuja ce mobuja momaBamem

HeJOKaJJIHOT uiaHa. OpuruHaiaHo GopMyIncaHa y UMIYJICHOM IIPOCTOPY

1 a

1 1 A
S(¢) = /d4p (§pu¢pu¢ + §m2¢¢ + 292—]92¢¢ + Iﬁé* O* O x Cb) . (2.26)
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OBa TeOpHUja MMa MPOIIATaTOP

1

G(p) =
(») p?+m?+ g

(2.27)

KOjU y TPAHUYHOM CJYYajy MaJUX CHOJBAIIBUX UMIYJICA UMa OCOOUHY

lim G(p) = 0, (2.28)

p—0

mTO 3a mocjenuity nMma peryiaapusanujy VI nuBeprennmja comncrBene eHep-
ruje Hemanapuux aujarpama. Ca apyre cTpaHe OBaj 4jaH He yTude Ha Y B
cekrop. OBo omoryhasa penopMmaau3abuaHOCT 3aTO MmMTO yKIama WII mu-
BEpreHIyje HelJIaHAPDHUX MOAaMjarpaMa Koju Ou yIIu y cacTaB aujarpama
Bumer pena Manudectyjyhu ce kao Y B muBeprennuje. [locnenuna Tora je
oncyctso Y B/UIIl memama.

Oco6una oBe Teopuje je MOCTOjame HeJoKaJaHor 1/p? umana koju y Ko-

OPAVMHATHOM TPOCTOPY UMa OOJIUK

Sa(¢) = — / d*x ¢ () * % * (), (2.29)

rre je O = 040,,0,0°, a [d*20°"' je Tpunosa ¢pymkmuja 3a omeparop [
u mpencraspa ckpahenn samuc 3a mspas [d'z [d'2/(z — 2/)7? y kojem ce
eKCILINIUTHO BUAM HEJOKAJHOCT. PU3MUKa MHTepIpeTannja OUI0 KaKBOT
HEJIOKAJIHOT YJaHa y AejcTBYy Huje jemnoctaBHa. OHO MITO je U3BECHO, jecTe
I3 ce HeJIOKAJHOCT u3 MojaJoBOr IPOM3BOAA OBIE CKCILUIAIMTHO BUIM Kao

KBaHTHa monpaska (2.29). Y [62, 63] je oBaj MOIen NOAATHO AHAJIU3UPAH.

2.3 CrouHopcka Teopuja

[TocToju Bume nmokymaja ma ce ocobune I'B-monena, kana je y muramy
penopmasnusanuja u Y B/Ull-memame 3a ckajapHO MOJbe, TeHEpAJU3yje U
Ha Opyra moJba; COIMHOPCKO M rpaaujeHTHO. Hemocpenno yomnmreme Ou ce
ODHOCUJIO Ha KOHCTPYKIU]Yy JIaTrpaHKujaHa umju je mpounaratop Memepos

KepHeJs. JenHa TakBa KOHCTPYKIMja 3a CIMHODE je mara JgejcTBoM [27]
si= [0pw = [dGirra, + oz, ) (2.30)
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OBo mejcTBO je mepunmcano Ha mpoctopy cumuHopa Y(zH), pu=1,...4 Koju
uMajy OyIIupaHy AUMEH3Wjy CIMHOPCKe pempesentamnuje {[* T!} = 26%,
k.l = 1,...8. HW3060p cHmHOpPCKE pempe3eHTallje je YCJIOBJLEH MOTpedboM
ma KBaIpaT mpomararopa oarosapa MemepoBom kepresy. KBampar oBako

nedpuaMCaHOr /lMpakoBOor omeparopa je
Di = (—A + %7, 1 + % (2.31)

rre je ¥ = iQ071),, [, TV roopauuarHo-He3aBUCHA MaTpuna. J[lo Ha
KOHCTAHTHY MaTpuny %, (2.31) je ympaso xamunTonujan Gesmacenor I'B-
mogmena. IlejerBo (2.30), roje cy romctpyucanu ['poce u Bymakenxap je
rakobhe penopmanuzabusao. OHO mITO HUjEe jAaCHO Yy OBOM MOJEJNY, KAO IMITO
je Beh HamoOMeHYTO y yBOMY, jeCTe MHTEPIpETaIllrja OBAKO IYIJIMPAHE CIIU-

HOPCKE pelpe3eHTalje.

[lo3nar je jom jeman HauwmH na ce noduje peHOpMaJIN3abUIHO IejCTBO 3a
dpepmmone. OBa KOHCTDPYKIMja ce CBOAU Ha HajaKeme KOPeHa XapMOHU]-
ckor norennujasta u3 ['B-monena u my je npemnoxuo Bum-Typrep [31, 30].

Kunetnuky unman nobujeHOr (EPMMOHCKOT IEejCTBA y ABE NUMEH3H]je je

SVT — /QZDVTQ/} + V(IW) (2‘32)
_ /w(_¢@+9¢+m+m)w+v(ww),

rze je ¢ = v*a,, [Iuparosa kouTparmuja u & = 20 'z. Marpuna 7 je anaiuo-
TOH MaTpUIlE 75 Yy YeTUPU IUMEH3HUje, a YiaH K7, KOju HapylaBa HapHOCT,
ce mobuja Kao KOHTpaunaH 3a MacuBHe crnuHOpe. JlejecrBo (2.33) mpen-
cTaB/ba HEKOMYTaTUBHY ekcTeH3ujy ['poc-HesooBor nejcrBa. Ilocsemura
KOMOWHOBaWa CIMHOPCKE CTPYKTYpPE U HEKOMYTATUBHOCTH *-IIPOU3BOJA 34
MIOCJIEQUITY VMa WHTEPAKIVMOHU YJaH KOjU CEe CACTOjU OJ OPUjeHTaOUIHUX

BepTEeKca 00JIUKA

Vo * Yo * Py * Ui, Y * Yo * Py * Ui, Do * P Vo Ve
IOK CYy HEeOpUjeHTaOUIHEe MHTEepaKIuje 00IuKa

Yo * Uy * g * U, U * Py Uy * ha, Vo * Do * Py * Uy,
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npu yeMmy cy a u b ciunoBu uau 6oje. Teopuja ca opujeHTaOUIHUM BeEpP-
TEKCUMAa je PeHopMaJu3abuiHa, nako Di, He OAroBapa KMHETUYKOM UJIAHY

I'B-monena. IIpomaraTtop 3a oBO mejcTBO je

Q 7 e‘tﬁﬁ o) 3 2
C = —— [ dt——— e 2 Sth2UE=Y" L iOp A 2.33
()=~ [ S +izny  (233)
0
x (m cth 2Qt(f — ) + QF — §) — m>e—2mtv@‘lv, (2.34)

rae je Q = 2Q/0 u xA\y = 220~ 1y. OBaj Monen je peHOPMAIU3abUIaH YIPKOC
tome mro nocroju Y B/Ull-memame. Y B/Ull-memame je perynapusoBaHo

KOHTpa4JIaHOM KOjU HapyllaBa IIapHOCT.

2.4 [I'pamujeHTHaA Teopwuja

Cnuyna JIOTUKA KA0 Y CIyYajy CKaJapHOT MOJba MOMKE A Ce IPUMEHU U
KO €KCTEH3Uje Ha TeopHuje ca I'PaaAujeHTHUM moJsbeM. [lakie, uneja je ma
ce Habe mejcTBO UMju KMHETWYKM YJIaH Lie ma na mpomaraTop KOju MOMKe Ia
npurymu Y B/UIl memame, kao mro 1o unHu MesnepoB kKepHesn Kana je y
nuTamy CKajgapHo mosbse. OHO MTO je y ciydajy IPadujeHTHOT MOoJhba OO-
[OAaTHU TpO0OJIeM, jecTe na MAUPEKTHA NeHepaJn3anujd OCHUJIATOPHOT YJIaHa
xopumliemeM rpaaujentHor notennujana Q%2 A, A* napymasa rpaiujenTay

MHBAPUjaHTHOCT.

Hauwun na ce mamuiie nejcTBO KOje je IO KOHCTPYKIUjU I'PAANjEHTHO WH-
BapujanTHO je mar y [35, 64]. OBa Teopuja je Ha3BaHA ,MHAYKOBA I'DAIU-
jentna teopuja”’. Kopumhemewm nnenturera (2.23) I'B-nejcro Moske na ce

Hanuire y caenehem obauky

QZ
S= [ dto(qox (a5 6] + 0w (a1 (5 0})
2

A
+ 50w+ Zoxox0x0) (@), (2:35)

YBobewmem ramubparnuone rpyne U, yHUTApHUX ejeMeHara Ha MojasmoBom

IIPOCTOPY, 3a HEKO u € U, ckajapHa MOJba Ce TPAHCOPMUILY IPU I€jCTBY
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rpyme Ha ciaenmehwm HaYMH
O Ut * P *u. (2.36)

KRako ce koopmmuare z# He TpaHcGOpPMUILY IPU OejCTBY I'pyle, 300T HEKO-
MYTATHBHOCTU KOMOUMHaNUja r# x ¢ HUje MHBAPUjaHTHA HA OBE TPaHC(HopMa-

nuje. [Ipobaem ce pemasa yBobhemeMm kosapujaHmuur xoopourama
XH =gt 4 igA*, (2.37)

rIe je g KOHCTaHTa WHTepakiuje. ['pamujeHTHa TOJba Ce MPU IeJIOBaHkY

rpyne U TparcHOpMUNLY KaO
Ay = igu *0u+ut * Ay xu = gut[T, ul +ut x Ay xu, (2.38)
ciaenu nma ce KoMOUWHAaIMja
XM =GM 4 igA¥ (2.39)
TpaHchOpMUIEe Y TPUAPYRKEHO] penpe3deHTanuju rpyme U,
Xt = u % XH k. (2.40)

30607 NUKIUYHOCTU *-MIPOU3BOMA, U HAYWHA HA KOjU C€ TPAHCHOPMUIIY KO-
BapujaHTHE KOOpAWHATE, MOKE Oa Ce HaIpaBW MejCTBO KOje je aHaJOTHO

I'B-moneny, anu 3a KoBapujaHTHE KOOPIUHATE, OTHOCHO
O (V 4 1 v x [ YUK % Kk [ YVUx
So(X.0) = [ d'z(50x (X1 (X1 6]) + o+ {X, {X 1 0}}
2
A
+%¢*¢+I¢*¢*¢*¢)(@. (2.41)

To oaroBapa MWHMMAJIHO] 3aMEHM y KOjOj CKaJIapHO IMOJhe UHTeparyje ca
CHOJbAITEHUM KJIACUYHUM I'DAIUjeHTHUM IIOTEHIM)jaJOM U IO KOHCTPYKIU)H,
OBO IEejCTBO je rpaaujeHTHO mHBapujantHo. JlomatHo, ono mocenyje JIC-
OyaJIHOCT, ONHOCHO CHUMETPHjY Ha 3aMeHy KOMYyTaTopa aHTUKOMYTaTOPOM
[XM’,*] > {XM’,*}. Cnenehu kopak je mHTErpamuja 1mo moby ¢, Ipu Yemy ce
OBO moJbe T'y0Oum u3 nejcrBa. VluTerpamuja Mo:ke ma ce M3BPIIA Pa3BOjeM TO-

NJIOTHOT KepHesa [64], nin nak IupeKTHUM padyHamheM KBAHTHUX [ONPABKHY,
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kao y [35], ma ce Ha HUBOY jemme meribe mejcTso (2.41) Mmomuduryje morapu-
TaAMCKM OWBEPreHTHUM YIAHOM. Y KJbYyUMBAH-EM TOT YJIaHA y I€jCTBO m0o0u)ja

QMA%Z/d%<%ﬂ—ﬂ5@”—ﬁx&ﬁX“—f) (2.42)

+6(1 — p?)? ((f(u * XP)2 (352)2> + p* L, x F“”) ,
rae cy p u [I mapaMeTpu Koju 3aBuce on {2 u p. JauwHa mosba MOKE Oa ce

n3pa3u’ IPEKO KOBAPUjaHTHUX KOOPIMHATA
F,, = 0,A, —0,A, —iglA,s A, (0N — gF = {X, X} (2.43)

Nako ce e ouekyje ma OM KBAHTHE KOPEKIMje y BUIIUM pPEIOBUMA AAJHE
MOIU(UKOBAJIE OEJCTBO, HENOCTATaK OBE TEOPHUje je HEJMHEAPHOCT, OOHO-
CHO TIOCTOjam€ HETPUBUjAIHOT BaKyyMa, MTO 3HAYAJHO OTEXKaBa nepTypoda-

TUBHY KBAaHTU3AIN]Y.

AnTepHATUBHM MOZAET Ca OCIUIATOPHUM UJIAHOM Y KOjeM (UTypUIle rpa-
IVjEHTHO TOJbe, YMje KJIACUYHO MI€]CTBO HUje TPAANjEHTHO WHBAPUjAHTHO,
ajii ce TPaAUjeHTHA CUMETPHUja MOCTIKE AOJABAKEM IYyXOBa je MPEeIIOKeH
y [36] u momarHo amasmsupan y [65]. OBO mejcTBO je MO KOHCTPYKIWjU

BPCT wunBapujantno. Mogen je mepumuucan cirenehum nejcTBoM

S(O) - Sim) + Sm + SQfa

Sine = i / d*zF,, x F*", (2.44)
02 1
Sm= 1 | do(GET A} A} + {F 0+ {5 e}
Q2
=3 d*x (3« CH),

4 w1 . it Q7 It
Sor = [ d'a(B+0,4 — 5B x B usA —gcu*s(/’),

rue je nmose B JlarpamkxeB MHOKUTEIh, KOJU YBOIU HEJIMHEAPHO (PUKCUPAH-€

KaJgudpanmje
65O Q2
—_— = H —_ —_— o * * S — 3 x| AHx =
0B aNA B+ 8 ([{$H>C}>C ] {a:/la [C 70]}> 07 (245)
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a ¢ npencraBma MHOkUTE KOju rapantyje BPCT unBapujanTaOCT Ha jen-
HaumHaMa Kperama. llejcrBo (2.45) je unBapujantao va BPCT Tpancdop-

MaIuje

sA, = D,c = 0,c—1ig[A,’c], s¢ = B, sc =igc*c, (2.46)

sB =0, 8¢, = T, sB =0, siH =0, 2 =0.

ITpn oBuMm Tpanchopmanujama ¢ ce TpaHchopmume y ¥ ma unan m3 Syy
KOJU CaIPKU ¢, HOHUITABA S,,. Ropumhemem Tpanchopmanuja (2.46) nej-

cTBO (2.45) mocraje

2

SO = /d4x EFW*F“” + s(é* 9, A" — %E*B + %éﬂ*c#) . (247)
NcnocraBma ce ma ce m 3a OBO OejcTBO mpomnaratopu cBoae Ha Meaepos
KepHea. 300r mocTojama IpaaljeHTHEe WHBAPUjaHTHOCTU, OUYEKUBAJIO U Ce
a HUBO OVBEPTeHIje KBAHTHUX MOUpaBku mejctsa (2.47) Ha HUBOY jenHe
neribe Oyne Omasku. Mebyrum, 3a Q0 # 0, HeQuU3UUKM TeqUOT AUjarpamu
[z,A* n [ z,i*A* me HecTajy, WTO cyrepuime na je mepTypOATUBHU Pa3BO]
HaAIlpaBJ/bEH OKO IMOTPENIHOT BaKyyMa, Ka0 M y CJIydajy WHIYKOBAHE TEO-
puje. Taxobe, pauyHameM ABOYECTUYHUX KOPEJAIVOHUX (YHKIUja HA HU-
BOYy jenHe IeTsbe, IMoKasyje ce Ja je ocobmHa TpaHchepsamarocTu p,II* =0
HUj€e 3a0BOJbEHA, KA0 M Oa NocToje jorapuramcke Y B m xBampatrme UII

nuBeprexmnuje koje ce y smumecy ) — 0, cBome Ha

: 29° Pup
Hdw — pnL’v
pv () T2 (p2)2

npu yeMy ce mobujeHe soraputaMcke Y B mmBeprennuje Beh namaze y uH-

+ morapuramcke Y B museprennuje, (2.48)

IYKOBAHO] TEOPU)U.

[Ipatehin JoruKy TpaHCIAMOHO MHBapuUjaHTHOT 1/p? Momena, Tpemio-
JKeHA je meroBa ekcTeHsuja 3a BekTopcko U(1) mome. Momen je npenmosken
y [66], a kBaHTHE KOpEKIMje Ha HUBOY jeHe eTihe CY I0NATHO aHAJIU3UPAHE
y [67]. OBaj Momesn, koju je KAaTUOPAIMOHO UHBAPUjAHTAH, CAIPIKHA 10 TATHA
HEJIOKAJHU YJIaH 3a BEKTOPCKO moJjbe. MeDhyTum HeJoKaJHU YjIaH KOju ce

nojaBJjbyje Kao KOHTPAaUJaH Yy TEOPUjUu

B Fr— s F F=60"F,, (2.49)
(D22 '
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He 06e36ebyje norpebuy perynapusanujy koja 6u yoaaskuna npobaem Y B /UL

MelIama. Y MEeCTO TOTa, MPEIIOKEH je MOIe

12

_1 4 uv a v
SinU_Z/dI(FMV*F +EAV*W*F ), (250)

rue je:

% «D*=1,  D*=D'«D', D, =0,,D" (2.51)
a D je yobmuajeHu KOBapujaHTHU U3BOJ. Y3 QUKCUpame KaauOpanuje, oBa
teopuja je nonatHo u bPCT muBapujanTHa, ca rpaaujeHTHO QUKCHpajyhum
unanoMm aejctBa koju je BPCT erzakran. ['pamujenTHu ekBuBaJieHT oOrre-
paropa 07! je mudepennujamnu oneparop 1/D*D?. Kana osaj omepaTop
neayje Ha jauywHy IOJba, Pa3BOj Y pel KOju je TpaaujeHTHO MHBAPUjaHTAH
pesyiaryje 6eckoHAUYHUM OpOjeM BepTekca 3a rpaaujeHTHO nosse. OBaj mpo-
OJyieM MO:Ke ma ce pelur yBobhemeMm mMOMONHOT moJjha 3a KOje Cce UCIOCTABJhA
Ia UMa He3aBUCHY AMHAMUKY. VIMniaukanuje m HaIorpaama OBOT MOIEJa CY
pamorpenu y [97] n KacHujuM pedepHIAMA U TPEBa3UIA3€ OKBUDPE HAIIEr

pamMaTpama.

Y oBOM morJIaBJbYy HaBEJIW CMO HEKe MOJeje Teopuje mosha Ha Mojamo-
BOM IIPOCTOPY M yKa3aJX Ha MOjeqVHe OUTHE OCOOMHE U HENOCTATKE OBUX
Mozesna. Y HapemHOM IOrJIaBJ/by NeMO yBeCTH I'eOMEeTPHjCKe KOHIENTe Ha
KOJUMa je 3aCHOBaHA jeqHa WHTEPIpeTanudja PeHOPMaJIu3adUIHUX Teopuja
3a CKaJapHO ¥ CIMHOPCKO IOJbe na OMCMO HAKOH TOra aHAJIU3WPAJIV I'pa-

IVJEeHTHU MOJeJI KOjU MOYMBa Ha OBAKBOj I'€OMETPHjCKO] MHTEPIPETAI]H.
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3 Terpamamu ¢popmasm3amM

3a onmc rpaBUTAIMOHOT MOJbA y OIIITO] TEOPUjU PEIATUBHOCTU KOPU-
CTV Ce MaTeMaTUYKu amapar audepeniujanne reomerpuje. O0jekTu Koju
CTOje y OCHOBM OBAKBOT' OIMCA CYy MHOIOCTPYKOCTU U paciojema, NOK ce
pesleBaHTHU (PU3UYKU KOHTEKCT N00Mja MAEHTUPUKALI]OM IPOCTOP-BPEMEHA
ca nmatuMm objexkrmMa. OBa mueHtTuduranuja ce odoeszdbebhyje yBobemem mno-
OATHUX CTPYKTypa Kao IITO Cy MeTPUKa W KOoHekcuja. Ha oBaj HauwmH ce
3aKPUBJLEHU IPOCTOP OIIITE TEOPUj€ PEJIATUBHOCTU OIPEMA TOJMOBUMA, Iy -
JKUHE W TapaJieJJHOT MPEeHOCa, KOJjU MMajy jaCHO WHTYUTUBHO yTeMeJbeHe
U IpencTaB/bajy eJleMeHTe MOMONY KOjuX MOry Ia Ce UCKaKy (U3NUKU 3a-
koHU. JlomaTHO, HA KJIACUYHOM HUBOY W3 IPUHIUNA KaYy3aJHOCTU CJIEOV Ia
ou oBa ¢opmynanuja Tpebaso ma Oyme nokanHa. (CBU MOMEHYTH reoMe-
TPUjCKU OOjEKTU, KAO M KOHIENT JOKAJHOCTU TaKOhe JiesKe y OMUCY TpPaau-
jEHTHUX Teopwuja, duja je TeOMeTPUjCcKa OCHOBA paciojeme oaroBapajyhe
rpaiujeHTHe IpPyle, Ia ce IPEeTXOTHO PEUYEHO OJHOCHU Ha ONMC CBUX (QyHIA-
MEHTAJHUX MHTEPAaKIUja, a He caMO TpaBuTanuje. Y Ciaydajy rpadujeHTHUX

TeopHuja, KOHEKCU]ja MPENCTABIbA MOJbE KOj€ MTPEHOCU MHTEPAKIU]Y.

[Tojmy KOHEKCHje MOKe Ma ce MPUCTYNU Ha ABa pasianuura HaumHa. OBa
Ba TPUCTYTIA CYy PA3JUYATa KAKO KOHIENTYAJHO, TAKO U ucTopujcku [69].
[IpBm HaumH nonpa3yMeBa ctaHmapiaHy PuMaHOBY reomeTpujy Koja moJsa3u
on mMeTpuke u nomohy me nepunucane JleBu-YumBura KoHekcuje. AjHIITA-
jHOBaA Teopwuja rpaBuTanuje y cebu caap:xu oBe ejaemenrte. [Ipyru navus,
KOjU je HacTao HEIITO KacHuje, je Kapranosa ¢opwmyianuja TerpanHor da-
3uca m nomohy mera nepuHUCaHe KOHEKcHje. KRapranoB Terpannu Gaswuc
je mpuBUMJIErOBaHW Oa3MC ca acleKTa IIPUHINIA eKBUBAJEHIUje jep ce y

OBOM 0a3mcy JOKaJHO He oceha rpaBUTanUOHO NOJbE, Ia je NePUHUCAHE
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cBux objerara kKoju Beh mocToje y paBHOM mpocTtopy npupoano. [lociaenmn
NPUCTYT je ONIMITUju U u3 mera ciaenu PumanoBa reomerpuja. Kapramosa
dbopMmymanuja rpaBuTanuje, koja ce HazmBa Ajumraju-Kapranosa Teopuja,
WHKOPIIOPUpA MUPY KJIacy objekara, Kao MTO Cy COUHOPHU, oMoryhasajyhu
VKJbYUMBAKkE UHTEPAKINje IPABUTAIMOHOL MOJba Ca (PEPMUOHCKUM IMOJHPUMA

MaTepuje.

Y HEKOMYyTATWBHO] reoMeTpuju, 300r HEKOMYTATUBHOCTU KOOPIWHATA,
ImojaM Tayke HEMa CMUCJA I1a Ce IOCTaBJhba IUTAMmE NeOUHUIMjEe JTOKATIHO-
ctu. Jeman om moryhux oaroBopa Ha OBO NMUTalE je 3aMeHa OCOOUHE JIO-
KaJHOCTU ocobuHOM seBe u necHe swuuHeapHocty [10]. Ilocebmy yiory y
0BOj HeQUHUIMjU UMa HEKOMYTATHBHA Bep3Uja TETPATHOr Dasmca jep oBaj
6a3uc 1-popMm KOMyTHpa ca CBUM eseMeHTHMa aiaredbpe. OBa Mamoposa
KOHCTPYKIIja ce MPUPOTHO HamoBe3yje Ha KOHOBY eKCTeH3ujy mojMa au-
¢depennujana y ciydajy HeKkoMyTaTuBHUX auarebpu. Iludepenmnujansnu pa-
YyH je Y OBOM ciy4dajy onpebheH 3aXxTeBOM na METpPUKa MMa oAroBapajyhu
KJIACUYHU JIIMEC, a Uleja ce CBOAU Ha Ne(UHUCAH-€ aHAJOIOHA IIapaJieliu-
3a0uaHe MHOTOCTPYKOCTU KOja MMa I'JI00aJHO NedUHUCAH TeTpagHu 0as3wnc
[78]. Tlo amanorumju ca KapranoBuMm ¢(popMasm3MoM y KOMYTATHUBHOM CJIIY-
yajy Moryhe je, HakOH yBoDema mudpepennujana, qeUHICATI KOHEKCU]Y, &
IIOTOM ¥ TOP3Ujy U KPUBUHY KOHekcuje. Ha Taj HaumH Terpamam Gpopmaan-
3aM Yy HEKOMYTATUBHOj reoMeTpuju obe3zdbebhyje Besy usmehy mekomyTaTuBHe
reoMeTpuje U rpaBuTanuje. Y IpuUMepuMa Koje heMo pa3MOTPUTU T'DaBU-
Tanuja je HeOIWHAMWYKA W yHAIpen 3aaaTa OOJMKOM ajredpe KOjoM Omu-
CcyjeMo Mo3adWHCKY HEKOMYTATUBHY reomerpujy. Racuuje hemo Bumetu na
HEKOMYTAaTVBHA Bep3uja TeTPagHOT (opMaJsm3Ma oMoryhaBa ¢opmyiianujy
mIdepeHnnjalHor padyHa Ha MATPUYHUM IPOCTOPHMA IITO, aKO Ce y3Me Y
0b63up moryha mMaTpuyHa IUCKpeTHU3alldja MPOCTOPa, Ca acleKTa Teopuje
moJba MOKE Ia MMa 3HAUYajHEe MOCIENUIle Yy CMUCIY KOHAYHOCTU U PEHOPMAa-
JU3AIOHNX CBOjCTBa. Y HACTABKY NOTJIaB/ha he OUTU maT Mperjen OBOT

IpucTyna.
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3.1 Terpamnu popmanmzaM y KOMYyTATUBHO)]
(e peHn)aTHO] TeOMeTPUjU

Y oBoM omesbKy heMo nmaTu mperJiel] OCHOBHUX MOjMOBa CTaHOAPIHE IOV-
(epeHjaaHe reoMeTpuje KakO OMCMO (UKCUPAJIV O3HAKe U TEPMUHE KOje
hemo kopuctuTn y mamem Tekcty. To he Obutm yuumeHo 0e3 mpeBeauke
TEKIb€ 38 OPUTMHAJNHOMINY, a CTeIeH MaTeMaTUyKe mpernu3noctu Hehe dutu
Behu onx meomxomHor 3a masme manarame. (O3Hake Ccy cTaHgapIHe 3a OBY
obnacT, a IpenusHUje neUHUNNje W BUIIE AeTaba MOry na ce Haby y
[33, 87, 71, 69], mro mpeacraB/ba NPUMAPHUA U3BOD AePUHUNU]A U jeTHA-

4yyHa y OBOM OJIEJBKY.

HenTpasan nmojaM y audepeHNUjaTHO] T€OMETPUIU je MHO20CMPYKOCM.
'pybo peueno, n-mumensmonasHa MHOroctpykoct M, je XaycmopdoB To-
MOJIONIKY TIPOCTOP KOjU je JIOKaJHo xomeomopdan ca R™ (mau RV y coy-
yajy JOKajJHe HNIACHTU(UKANMje MHOTOCTPYKOCTH ca IpocTOpoM MUHKOB-
ckor). OBaj nokasHum xoMeoMmopduszam omoryhasa ma ce y OKOJVHU HEKe
Tayke Ha MHOTOCTPYKOCTU yBeny JIOKaJiHe KoopamHaTe zH, p = 1,...,n.
KRana ce yBemy jokajsHe KOOpAWHATE HA MHOTOCTPYKOCTH, OHIA MOXKE Ia
ce yBeme M KOMyTaTuBHa, acouujatuBHa anrebpa C(M) kojy uuHe (yHK-
muje koopaunara f: M — R, z# — f(x). Y HacraBky ce mpermocraBiba ce

na je y muramy anrebpa ruatkux ¢ysrmuja C(M) HA MHOTOCTYKOCTH.

Y OKOJVHU HEKe TadyKe p Ha MHOIOCTPYKOCTH MOKE nOa ce ae(uHuIIe
kpusa c(t) Koja momas;m W3 p, KAO CKYI N jeAHAONAPAMETAPCKUX (YHKIN]a
c:[0,1] - M, t — 2#(t). VlaTynTHBHO, TaHre€HTa y TAuKu p Ha KpuBy c(t)
neUHUIIE BEKTOP YMjU C€ CMep TORJAlla ca MOYEeTHUM cMepoM kpuse. Jla
Oy ce mpemm3HO ne(pUHUCAO OBaj BEKTOP, NMOTpebHa je moMmohHa ¢(yHKIUja
n koopmuHata foc : [0,1] - R" nedpmuucana y okonaumuu tauke p. Tana
MOKe Ia ce me(QUHUIIe MmaHzewmHu eekmop Ha KpuBy c(t) y tauku p (t = 0)
Kao NejcTBO mudepeHimjasnor omeparopa Ha ¢yuruujy X f = df(c(t))/dt.
[Iprmenom smanuanor mpasmiaa X f = 0,f4* = X*0,f, rme je 0, = 0/0xz" n
Xt = gt = dx*/dt, Bugu ce ma je oBa mepuHUINM]a He3aBUCHA OX u3bopa
¢yuruuje f € C(M)

X =X"0,. (3.1)
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W3 Tauke p HA N-IUMEH3MOHAJIHO] MHOTOCTPYKOCTUA MOKe na mohe n pas-
JIUYUTUX KPUBUX y IpaBIMMa KOJU OATOBapajy JUHEAPHO HE3aBUCHUM BEK-
Topuma u3 R" jep y ciydajy DOBOJHLHO MaJjie OKOJIMHE HeMa paliuke u3dMmebhy
R™ u M. Ha Taj HAUMH TAHTeHTHU BEKTOPU y HEKOj Tauku p € M obpa-
3yjy mawneenmmnu npocmop T,M. OBaj muHeapHM BEKTOPCKHU IPOCTOP je UCTe

,Z[I/IMeH3I/IjG KaO 1 MHOT'OCTYKOCT.

OGsuK y KOjeM MOKEMO Ja HAIWIIeMO TAHreHTHU BekTop (3.1) Ha mpu-
polaH HaumH neuHUIIE 6a3MUC MapIUjaJHUX M3BOJA 0, Yy TadYKU p KOJU C€
Ha3uBa Koopodunamwu baszuc. Yumenuna na je X mudepeHnrjasHu omepa-
TOp MOJATHO MOTHUBUINE U YBODHEme MojMa 8eKkmopcroez mona, KOoje ce me-
¢unume kao depusayuja anredbpe C(M), OMHOCHO JIUHEAPHO NMPECIUKABAHE

X :C(M)— C(M) roje 3amoBospasa JlajOHUIIOBO paBUIO:

X(fg)=(Xflg+ fXg. (3.2)

Cse mepuBanuje anrebpe C'(M) o6pa3syjy Bekropcku npoctop X' (M). OBaj
BekTOpCKM npoctop je aesu C(M)-modys. To 3maum ma axo f € C(M) un
X € X(M) rana u fX € X(M). Anamoruo ce mepuuume u decwu C(M)-
MOOY.A, KAO JECHO NejCTBO eJIeMeHTUMa aiarebpe . Y KOMYyTATUBHOM CJIydajy

C(M) je y ucro BpeMe u jeBu u gecHu Moy, ongHocHo C(M)-modya.

TanrenTHr npocTop ce qoduja Tako mMTO ce PUKCUpPA TAHIMEHTHU BEKTOD
X koju menyje Ha 6umno kojy ¢pyurmujy f € C(M) va kpuBoj ¢(t) Koja monasu
u3 Tauke p € M. Ako ce ymMecTo GUKCUPAHOr TAHTEHTHOr BeKTOpa X, (UK-
cupa ¢pyuruuja f m pasmorpe cBe Moryhe KpuBe Koje mosia3de u3 p, MOKe
na ce mepuuumie nuaeapru ¢yurmmonas df : T,(M) — R koju ce nasusa
Judepernyujan Pynkyuje f 1 OH IpencTaBba OEjCTBO (QYHKIMje Ha BEKTOPCKO
nosme maro df(X) = Xf.

JluneapHu GyHKIMOHAIN Me(PUHUCAHU HA KOHAYHOAMMEH3MOHOM BEKTOD-
CKOM TIPOCTOPY 00pa3yjy AyaJHu BEKTOPCKU MPOCTOP ucTte auMmensuje. Ba-
3UCHN BEKTOPM OBOT AYaJIHOT IIPOCTOPa IPUPOITHO MOIY Ha ce JIe(pUHUILY
Kao mudepeHnujann KooOpaAuHaTe KOjU Nelyjy Ha Oa3ucHe BEKTOpPe KOOPau-
HaTHOT Gasuca dz#(0,) = 0,z = 0. Ha oBakaB HauuWH ce NeYUHULLY IyaTHU

0a3UCHU BEKTOPU Yy KOOPIAWHATHO] penpe3eHTanuju. DBeKTOpCKU TpPpOCTOp
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nyanas 1M ce HasuBa Komawzenmuu npocmop TyM, a mwerosu 6a3ucHN BEK-
TOpU Ha3UBajy ce dufepenyujanre I-fopme. Y KOODIUHATHO] pelpe3eHTa-
nmuju 1-dhopme cy mudepennujanu koopauaaTa dr’. KoraHreHTHa BEKTOPCKA

nospa cy l-opme m MOTy na ce pa3BUjy Yy KOODAMHATHOM Oasucy l-popmm
¢ = Cudat.

Ila 6u morisia na ce mepuHUIIE NY:KUHA BEKTOPA HA MHOTOCTPYKOCTH, HE-
ONXOMHO j€ a Ce, y OBOM CJIy4Yajy JIOKAJIHO, YBEILy CTPYKTYpPE KOje mocemyje
MEeTPUYKU TPOCTOpP. Mempukra je CUMETPUYHO TEH30pCKO mosse panra (0,2)
ne(puHNCAHO OMIMHeapHUM npecaukaBameM ¢ : T,M x T,M — R. Y roopau-
HATHOM 0a31Cy METPUYKU TEH30D je g = g, dr¥®dzr”, rae cy KOMIIOHEHTe Me-
Tpuke ¢, = ¢(0, ® 0,), NOK 0COOUHA GUIMHEAPHOCTH IOLpa3yMeBa JIUHeap-
HOCT IO cBakoM ox (akropa ¢(f0,®0,) = ¢(0,® f0,) = fg,.,. VluBep3na me-
TpUKa ce me(uHUIIe Kao OrIMHeapHO mpecaukasame g & T,M* x T,M* — R
W y KOOpAMHATHO] penpesentammju je g" = g(dr*®@dz”), Tako ma g,,g"" = 0,.

Enement ny:xkube HammcaH y KOOPIAWHATHOM Oa3ucy je
ds® = g, datdx”, (3.3)
rme ce TeH30pcku nmpomusBon Mehy OaszucuHuM 1-popmama mompasyMesa.

OcuM koopauHATHOT Gasuca, KOjU je MOBOJLAH 3a HEKa pasMaTpama y
¢usunm, nocroju norpeba 3a mepuHUCameM Kapmanogoz nokpemmoz basuca
nnu mempade. Berkropu terpame ce me@UHUNIY TAKO Oa JIOKAJIHO UMAjy
pPaBHY METPHUKY (o = ((€n ® eg). Y ciaydajy eyRIUICKE CUTHATYpE § =
diag(1,...,1). Ako ce pa3Bujy y KOODIMHATHOM 0asucy

eq = €h0y, (3.4)
U UCKOPUCTU OCOOMHA OUIMHEApPHOCTHU, CJIeau
Jap = 9(eh0, ® €50,) = ehelgu- (3.5)

1-popme y TerpanHoM Gasucy ce ne(UHUILY IOCTaBbameM 3axTeBa 0%(ez) =
0. Iyanne jemanm gopme TerpamHor Gasuca Takobhe Mory na ce passujy y
KOOPAVHATHOM Oa3ucy

6 = 6°da*, (3.6)
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rne KoepUIUMjeHTU pa3Boja 3aJ0BOJbABAJY ijeg = 5. Enement mymxume y

OBOM Dasucy je
ds® = gos0° @ 0°. (3.7)

U3 jemnauumne (3.7) ce BUAM Oa CKaJapHU TPOU3BOMA OGA3UCHUX BekTOpa 0%
dopmupa penpesenranujy rpymne SO(n). Wusepsuja penanuje (3.5) ce mo-
Ouja MO aHAJOTUJU, G, = 9,‘}(959&5. Nunekce xkoopauHaTHOTr Oa3uca O3HA-

yaBaMO CJIOBUMAa W3 CpeanHe rpukor aadabera, (u,v,p,...), a UHIEKCE Te-

TpamHor 6a3mca CIOBMMA Ca modeTka Ipukor anpabera (a,[,7,...).

On mocebHOT MHTEpeca 3a Majby AUCKYCU]y CY AHTUCUMETPUYHU TEH-
30pM BUIIET PAHra HACTAJIM aHTUCUMETPU3ANNjOM IUPEKTHOT IPOm3BoOAa 1-
¢opmu. Osu renzopu paxra (0,p) mHaszusajy ce dufepenuyujasre p-gopme.
Baszucua 2-popma ce nobumja aHTUCUMETPUYHUM MHOKEHEM IOBe DasucHe 1-

dopme. Tako je bazucHa 2-popma y TeTpagHOM Oa3uUCy
0> N7 =0"20° —0° 2 0°. (3.8)

Iudepennujanmna 2-gpopma je nmHeapHa KOMOMHanuja 0a3ncHUX 2-(popMu
( = %Caﬁ 6> A 0. Y macraBky mehemo mucaTu aHTUCUMETPUYHU IPOU3BOI
m3meby ¢dopmu, amu hemo ra mompasymesaru 0% A 6° = 0°0°. Tlo amaio-
ruju ce me¢umHunry u Gpopme Bumer pena. OBae ce KOPUCTU KOHBEHNUja IO
KOjOj je p-opMa pa3BUjeHa Yy IHOKPETHOM 0asmuCy ca IOTOIHUM (aKTOPOM

HOpMHUDpama

1
(= G 0% 0%, (3.9)

IIpoctop cBux p-popmum Ha MHOrocrpykoctu M nmumMeH3uje n je IWHEapHU

n
p

300T aHTUCUMETPUYHOCTH, Ae(PUHUCAHE caMO YKOJIUKO je p < n. Popma mak-

BEKTOPCKM npocTop mumensuje (7) u 6uhe ozuauasan ca QOP(M). Popme cy,
CUMAJHOT CTelleHa je n-GpopMa U By HA3UBAMO eaemenm zanpemune. MHO-
xemwe (3.8) ce HasuBa cnomawmu npouzsod gopmu. CHOBAINBY IPOU3BOL
p-popme ¢ u g-dpopme £ je p + g-bopwma, rae je p+ g < n, nepuHUCAHO KAO
bunuueapuo npecaukaBame A : QP(M) x QI(M) — QPTI(M) koje 3amoBomaBa

ycaoB rpamupane cumerpuje (£ = (—1)PE (.

Cnomawmnu uzeod p-popme je npeciurasame d : QP(M) — QPFL(M) xoje

3a/10BOJbABA YCJIOB HIJIMOTEHTHOCTH d° = (0 1 rpamupano JlajOoHUIIOBO TIpa-
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BUJIO

d(¢ &) = (d¢)€ + (—=1)P¢dg, (3.10)
rae je ( p-popma. Y 0Oasmcy Terpane 3a p-GopMy (, CHOJLAIIEKLY U3BOL je
obJKa .

d¢ = —'eagal...apeaeal ce 0%, (3.11)
p!
Enementn koopmmuarHOr Gasmca mMebycoOHo komyrtumpajy, [0,,0,] = 0.

Hacynpor Tome, ejleMeHTM JIOKAJHOT OPTOHOPMUPAHOr 0a3uca, y OIIITeM
cIydajy HUCY KOMyTaTuBHU. HbUXOB KOMyTaTOp je JumHeapHa KOMOUHAIM]A
0a3UCHUX BEKTOPAa

[ea, e8] = C7 56 (3.12)

CrpyKTypHE KOHCTAHTE OBe aJjrebpe C”Yaﬁ, 30By ce Puwujesu woeduyujemu
pomayuje. AKO ce uapadyHa KOMYTATOD ABa 0Oa3UCHA BEKTOPA JIOKAJIHOT
OPTOHOPMUpAHOT Basuca [eq, eg] = €qe30, — esehd, = (eacy — eseh)dle, u TO
ynopemu ca jemHauwaoM (3.12), mory na ce npountajy PuunjeBu koedunu-
jeHTH’

("o = Ol (eacly — epehy). (3.13)

[}

Hanaskemem cnomammer n3pona basucue 1-gpopme terpane db7 = df)dz" =
(eael)ﬁanGB U TOCJIe aHTUCUMeTpu3anuje u npumene Jlajorumosor npasuia
do" = —107(eqely — ege)0*0°, ynopebusamenm ca (3.13), mamasze ce cmpyx-
mypre jednavune

do* = —%C%eﬂm. (3.14)

Y ommreM caydajy TeTpana 3aBUCHU O TAUYKe HA MHOTOCTpyKocTu, df* # 0,

ITO CyrepuIne Aa je MpOoCTOpP 3aKPUBJbEH.

Fonexcuja mnu xosapujanmmu u3600 je IpecInKaBame KOje je nepuBanmja
D :Q*(M) — QYM)®Q*(M), TakBo ma 3am0Bo/baBa Tpamupano JIajoHuIoBo
npasuio (3.10). omatHo ce 3axTeBa na Ceé KOBAPUjAHTHU U3BOI PELYKYje
Ha CHOJbAIIKLU M3BOJ Kada HAeiyje Ha (YHKIUje, a nejcTBO Ha Oa3ucHe 1-

dopMe je y TeTpamHOoM Oaszucy NeGUHUCAHO PeJIAIjoM

DO* = —w°46°. (3.15)
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OBuM cy nmedunmcane I-gopme xKonexcuje w%g, KOje MOry na ce pasBujy y

Gasucy Terpazne w; = w® 507, U3 zaxtesa D(0%(ep)) = 0, ce manazn
Dey =W’ ep. (3.16)
Konekcuja je mempuuru xomnamubduana, OTHOCHO KOBAPUJAHMHO DPABHA AKO

Dgas = 0. (3.17)

Ha ocuoBy (3.15), (3.16) u mepuHMIUje KOBAPUjAHTHOI M3BOIA, CJIENE

n3pa3u 3a KoBapujaHTHe u3Bode l-popmu ( = (,0“ U BEKTOPCKUX IMOJbA
X = X%,

D¢ = (déa — w”£5)0", (3.18)

DX = (dX* 4+ w3 X" )eq. (3.19)

Topsuja T n wpusuna 2% cy 2-popme nate KapTanoBum cTpyKTypHUM jen-
HaUYMHAMAa:

T* = d6* + w"40” (3.20)

Q% = dw + W W, (3.21)

Ose jemnauune mpencraBmbajy yomnmreme Ppene-CepeoBHUX jemHauvmHa 3a

kpuse nospmmu [69].

3a muOrocTpykoct (M, g) onpeMibeHy METPUKOM, MOKE Ja Ce IePUHUIIE
XonoB *-myaJ kao npecaukaBame * : QP (M) — Q" P(M) koje je y Koopau-

HATHOM U TE€TPaTHOM 0a3UCy PECIEKTUBHO:

. |dety|

dr™t ... dgtr = (—)‘em---upu o datrt .. datn, (3'22)
n—p)! P

* oy ap 1 Qag...Qp Qp+1 An

g1 - g% = I wiran 007070 (3.23)

Mepa wmHTerpamuje Ha N-IUMEH3UMOHAJIHO] MHOTOCTPYKOCTH je WHBapU-
jaHTHU eJIeMEeHT 3alpeMuHe, ONHOCHO n-¢popma O kKoja ce neduHUIIE KAO

XomoB ayaJ jeaumauie. ¥ KOOPAWHATHOM Oa3ucy, TO je

O="1= —”|g|emmundx“1 oodatr = /|gldat - - - da™ = /| g|d", (3.24)

n!
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a y TeTpaTHOM

1
O =—e¢

n!

a0 0 =01 0", (3.25)

3.2 Terpamgau popmanuzaM y HEKOMYTATUBHO]
InpepPEHIINjalHO] TeOMEeTPUjn

Y HacrTaBKy OBOI IIOIJIaBJ/ba MPEACTaBMNEMO HEKOMYTATUBHY BEP3Ujy
RapranoBor rerpannor ¢gopmanmama. Hanpasuhiemo ocBpT Ha nerasme pa-
3Bujene y [72, 79, 74, 75, 76, 77| u cucremaTu3oBaHe U NPUMEHEHE Yy
[33, 78], rme je Ha BuIle mpuUMepa WIYyCTPOBAHO A& OBaj MPUCTYI MPEeAcTa-
BJbA jelaH MPUPOIAH HAUMHA A C€ ONUIIE IPaBUTAIN]ja O IPETIOCTABKOM
HEKOMYTATUBHOCTU KOOpAuHAaTa. BaykHy yJOTY y KBAHTU3AIIU]U T€OMETPU]e
urpa m3dop mudepeHnujasHor payyHa U Ty IoceOHO MeCTO mMa TeTpPa HU
dbopMaar3am 3aTO MTO oMoryhasa HeEKy BPCTY IPUHIUANA KOPECIOHIEHIIN]e

KOjU maje oaroBapajynu KJIACUYHU JIMMEC.

OBme hemo ma mpemcTaBUMO YONIITEHE MPETXOAHO YBEIEHUX IIOjMOBA
u aepmHUNMI]A, Y CIAyUYajy Kalda YMECTO MHOIOCTPYKOCTU pa3MaTpaMo He-
KOMyTaTuBHY acorujaruBHy aarebpy A. Opa aarebpa je remepucana eie-
MEHTUMa Koje heMmo 3BaTtu kKoopduname, & KaO0 U y KOMYTATUBHOM CIydYajy
KoopamHaTe he dbutu obneskene ca x'. HapaBHO, OBIOe He MOCTOjU JOKAJIHA
nneatudukanuja A u R" 3aTo mro A HUje MHOrOCTPYKOCT Hero aarebpa. Y
OBOM CJIyJajy He MOCTOJU HU TOjaM AUMEH3Uje y CTaHmapaHoM cMmucay [33].

Anrebpy A, y mamem tekcTy heMo 3BaTU HEKOMYMAMUEHU NPOCMOP.

HeromyraTtuBau npoctop A je meduHUCAH KOMYTAIMOHUM DeJjlalijama
[z, 2"] = iJ" (x). (3.26)

Y cayuajy Mojamosor npoussona J(x) = 0" cy, kKako cMO Buzmesnu, Guie
KOMIIOHEHTE KOHCTAHTHE AaHTUCUMETPUUYHE MATPUIE. 3a Pa3JIUKy O KOMY-
TATUBHOT Cciydvaja, QyHKIUje koopauaara f(xrH) oBme mpumanajy HEKOMyTa-
TuBHOM mpocTopy A. 360r Tora ce BEKTOPCKa MOJba MeGUHUILY KAO Mpe-

ciukaBamwa X : A — A Koja cy mepuBamnuje u 3a10BoJbaBajy JlajOHUIIOBO
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TpaBUIO

X(fg)=(X[f)g+ fXg. (3.27)

[Tocaemumna HEKOMYTATUBHOCTH j€ HEJMHEAPHOCT MPOCTOPA JIEPUBAIN]A.
Hawnwme, npocrop mepusBamuja X (A) auje uu sesu au gecuu A-momyi. IIpo-
13BOJ (YHKIMje g ¥ BEKTOPCKOT IIOJba X BUIIE He 3a00BOJbaBa JlajOHUIIOBO
npasuso gX(fh) = gX(f)h+ gf Xh # gX(f)h + fgXh, Te HUje BEKTOPCKO

nome gX & X(A), ommocuo X uuje meBu Momyn. Anasoruo Bazxku 3a Xg.

CrmennpryHOCT HEKOMYTATUBHUX MPOCTOPA je TOCTOjalme YHYMPAULHUL

u3600a, KOju ce meGUHUITY KA0 KOMYyTATOPU ca eJleMeHTnMa aJyredpe A

Xf=Ip [l (3.28)

p € A. Kana remepumy Terpay, eJeMeHTH ajarebpe p ce HA3UBajy UMNYACU
IO aHAJOTUjU Ca KBAHTHOM MEXAHUKOM. Y HYTPAIlhU U3BOIU CY OEePUBa-
nuje, onHocHo [p, fg] = flp,g] + [p, flg- Y rOomyTaTuBHO] mudepenmjasHO]
reOMeTPUjU TaPIKjaJHy U3BOAU 0, CY €JIEMEHTH TAHreHTHOr npoctopa. OHu
Cy CHOJballBM U HE Mpunanajy camoj muoroctpykoctu M, [71]. Hacympor
TOME Yy cjaydvajy ajaredpe KOHAYHUX MaTPUIla, KA0 MTO heMo BUIETU Yy Ha-

pPEemHOM IOrJIaBJ/by, CBU U3BOAU CY YHYTPAIIBY U NPUNANA]y aaredpu.

CKym BEKTOPCKUX TOJba, KAO MITO CMO MTOKA3aJIN, HIje 3aTBOPEH IIPU MHO-
’Kemby (yHKIHMjaMa. AKO ce M0JaTHO Pa3MOTPU OAyajHU TpocTop l-dopwmmu,
KOjU je JuHeapHU BEKTOPCKU IPOCTOP, HE MO:KE a Cce OUeKyje ma he mpa-

BUJIA KOja Cy BakKMJyia y KOMYTATWUBHOM cJiaydajy Oowurtu mcra. 3a l-popme

(.§ € QY(A) n pymrmmjy f € Ay ommrenm caywajy fC# (f u (€ # —£C.

HerkomyTaTtuBHr anHasoroH rterpanHor 0Oa3mca MOMKe & MOCIYRU Kao
OCHOBa 3a nepuHVCAHmEe NU(PEepEeHNUjaJHOT paduyHa. Kako HEeKOMyTaTWBHU
npoctop A soranno Huje R", mocroju moremkoha y KOHCTPYKIUjU CIO-
Jpammer u3dBoga. Mebyrtum, moryhe je ma ce m3abepe Terpanuu 6a3uc y
KOjeéM Cy KOMIIOHEHTE€ MEeTPHUKEe JOKAJHO KOHCTAHTHE, IITO je Moryhe jako

mokaszatu. AKO ce MeTpuka mePuHUIIE KAao OUIMHEAPHO MPECIUKABAHE

QHA) @4 2 (A) 2 A, omHOCHO
gaﬁ — g(Qa X Qﬁ)’ fgaﬂ _ g(fea ® 95) — g(ea ® eﬁf) — go‘ﬂf, (329)
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BUIM Ce Ja TO UMILIMIUPA Ja KOMIIOHEHTe MeTpuke ¢*’ mpumanajy meHTpy
anrebpe Z(A), mTo 3HAYM Oa Cy OHE JIOKAJHO KOHCTAHTHE, OAHOCHO Ia
je mpocTop mokanHo pasad. JlokasHo paBmHa MeTpuka |¢* x| = 0 360r
mureaprOoCcTE (0% @ 0°)aH — atg(0* @ 0°) = g([0%, 2"] ® 0°) je mocmenuma
yciaosa [47]

(6%, 2#] = 0. (3.30)

Crnomanmmu qudepeHIrja o pavayH, KOju heMo KOPUCTUTU y HACTABKY je
3aCHOBAH Ha yIIPaBO OBOM m300py, OAHOCHO HA MCKa3y Aa TeTpanHe l-popme

KOMYTHUPA]y Ca eJeMEeHTHMa ajireope.

IlepuBatuje e,, OMHOCHO Da3uCHA BEKTOPCKA MOJba Y TETPATHOM Oa3uCy

ce meduHUITy Kao 00jekTu myaJsHu 1-popmama oBor OGaszmca 6%

0%(eg) = d5. (3.31)
Opnasne Henocpento caenu f0%(eg) = f05 = (0% f)(es), 0mHOCHO

[f, 09 =0, (3.32)
mro je carmacuo uzbopy (3.30).

Heka je ¢pymrmuja f emement anrebpe A = Q°(A) (2P(A) je osmaka 3a
npocTop p-popmu nepunucanux wa A). Hudpepenumjan ¢pyukuuje je mpe-

cnukasamwe d : Q°(A) — QY(A) nepunrucano xao

df = (eaf)0”. (3.33)

Kako 0u ce koHCTpyuMcaiie ¢hopMe Buiner pena, IOTpeOHO je na ce nedu-
HUIIE CIOJLAITHY TPou3Bomd 1-popmu. TeH30pCKM NMpOUM3BOMA ABA MPOCTOPA
QY A) ce ozmauasa ca Q' (A) @40 (A). OBa o3maka cyrepuiie moJuaIrHEap-
HOCT, onHOCHO mouctoBehuBame ememenara (f @ & u ( ® f€ 3a (,& € Q(A)
u f € A Tlpocrop 2-popmu Q*(A) je moAMOIYS TEH30PCKOT MPOU3BOMAA
O A) @409 (A) u nedunncan je npecaukasamem 7 : QN (A) @40 (A) — Q*(A)
Koje je mpojermmja nata npasuiaoM (€ = 1(( ® &) € Q*(A), 3a (£ € Q1(A),
a y carJacHOCTH je ca pejandjoM KojoM je 3amara aurebpa [10, 33]. Y

HACTaBKy MOKe Jla ce BUIU Oa OBaj m30Op HUje jeTHO3HAUAH.
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KRana mocroju terpamam 6a3uc ¢, moryha je ekcniannmrTHa KOHCTPYK-
nuja mpocropa 2-gopmu Kao npecaukasame Q'(A) @4 QN (A) 5 Q% (A) maTo
penanujoMm

0°0" = 7(0° ® 0°) = P* ;07 @ 0", (3.34)

rue Po‘ﬁw € Z(A). Kako je m mpojekuuja, 3aXxTeBa Ceé UAEMIOTEHTHOCT
0°0° = P ;670° (3.35)

OITO UMIIMOVPA IPOJEKINOHY pesalnjy

LK

N L (3.36)

Koucrpyxrmuja npocropa sumux gopmu OP(A) Moke oa ce HACTABU, y CIIY-
yajeBMMa KaJa je TO Moryhe, CIMYHOM JIOTMKOM Y3 IOIITOBame aJjrebdbap-
CKUX OTpaHmMYema. 3a 3-Gpopme orpanuvema cy Janr-Bakcrepose pemnamnuje

[33]. IIpocTop cBUX (pOpMU HA HEKOMYTATUBHOM IPOCTOPY A je muperTHu

36up Q*(A) = §,Q0P(A).

[Iperxonuo je meduuucaH nudepeHnmjas (yHKIUje, KOJU MOXKE na Ce
YOIIITA Ha& CIOJbAIILUM M3BOJ (OpMe NIPOM3BOJLHOI creneHa. Cnomawmnu
u3e00 je npeciukasame d : P(A) — QP A), xoje je aconmjaTuBHO, 3a,10BO-
maBa rpagupano Jlajorunoso npasuiao u d> = 0. IloxpasyMeBaHEd 3axTeB je
na nudepeHnujaa Oyne y carJlaCHOCTU ca peJsanujaMa KOjuMa je 3a1aTa ajl-
re6pa. M36op ypebenor napa (2*(A), d) npencrasiba dudepenyujasnu pauyn
ma A.

[IperxonHo m3HeTe mepuHUIMje MOTY Ha Ce WIYyCTPYjy mpumepowm, [33,
78, 47]. Pasmorpumo HajjemHocTaBHUju anre6py (3.26), kaga je HEKOMY-
TATUBHOCT KOHCTaHTHA, JM” = const, kao y ciayduajy MojasmoBor mpocropa.
Ila 6ucMo MoryM Aa pasMarpaMoO U KOMYyTATUBHU JUMEC, KOMYTAIUOHY pe-
Janujy KOjoM me(WHWIIEMO OBaj HEKOMYTATHBHM IpocTOop Hammcahemo y
0buKy

[zh, 2¥] = ik J*, (3.37)

rae je mapamerap k, Mepa HEKOMYTATUBHOCTU. KOMYTATUBHU JUMEC je Y

0BOM cuayuajy jemnocrtaBaH, k — 0. Hudpepennupamem (3.37) ce mobuja
dlz", z"] = [dz", x"] + [2#, dx”] = idJ". (3.38)
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Kako je J" KoHCcTaHTa, MOKe A C€ MPETIOCTABU
[z#, da¥] = 0, (3.39)

OHOCHO, na l-popme KomMyTUpajy ca exemenTrMa ajaredope. To 3maum na 1-
dopwme dzrt, mory na Oyny naeHTU(GUKOBaHE ca TeTPaTHUM Da3rcoMm nmomohy
penamnuje

0% = o, dx". (3.40)

[loHOBHMM nejcTBOM nudepeHIujana, U3 yCIoBa d?> = 0 momaTHO ciemu ma

1-popme mehycobOHO aHTHKOMYTUDA]Y
{dz",dz"} = da"da” + dx"dx" = 0, (3.41)

TaKO Ja je 3a oBakaB m300p anaredpe m audepennujana anarebpa l-popmu
UCTa KA0 Y KOMYTATUBHOM CJIydYajy, OTHOCHO

Pof . — Lsest _ sost) = 1go0 3.42

75_5(75_57)2576' ( )

OBo HUje ommTu CiIydaj y HEKOMYyTATWBHOj F€OMETPUjU jep MPOCTOP KOH-

craHTHE HeKoMyTaTuBHOCTU (3.26) He mpeacTaB/ba HAJONINTUjU OOJIUK He-

KOMYyTaTUBHE aJjreodpe.

Crnomammu u3Bon 1-dgopme 0% je 2-dopma KOja MOke Oa ce pasBuje y
basucy 2-dpopmu
(03 1 (03
do* = —5C 5,070 (3.43)

OBa jemHaunHa Ma UCTU OOJIUK KAO CTPYKTYpPHA jenHauuna (3.14), na koe-
$pummjente C%, MOXkEMO Ia MHTEPIPETHPAMO KaO HEKOMYTATUBHU AHAJIOTOH
PuunjeBux roedpurnujenara poramuje. 360r (3.35) MOKEMO HOJATHO Oa CTa-

BUMO yCJOB

Cy, P = C%, . (3.44)

Y cayuajy aarebpe (3.37), uz unentuduranuje (3.40) 36or d? = 0, caean
na cy PuunjeBu koepuuujeHT je IHAKU HY U, OQHOCHO na je mpoctop (3.37)
rI00aHO paBaH, Ia MOMKE Oa Ce Kaxke Ia je IPOCTOP KOHCTAHTHE HEKOMY-

TATUBHOCTY, HEKOMYTATUBHA N'€HEPAJIM3aIja PABHOT IIPOCTOpPA.
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Axo 3axTeBaMo Ha mAepuBanuje Oyny yHyTpallike®, MO0 aHAJOTHUjU ca
KBAHTHOM MEXaHUKOM, MOKEMO [a IIPETIOCTAaBUMO Ia Cy TeHepucaHe UM-
IIYJICUMA Py

eaf = [Pa; [, (3.45)

rae p., f € A*. N3 nyamsoctn
05 = 0%(ep) = 0, dx"(ep) = oy ep(x") = 0, [ps, 2"]. (3.46)

ciaenu ma je 3a paBaH HEKOMyTaTuBHU mpocTtop (3.37),

1
Pa = EJ;,}M. (3.47)

Y komyTtarusHOM snumecy k — 0, ummyacu (3.47) cy cunrynapuu’. Kako cy

VMIIYJICHA JIMHEAPHU IIO0 KOOpIMHaTaMa, CJeou

1 -1 7— v
[Pa, Ps] = WJJJ ot 2] =

1
——J. 3.48

ik af ( )
Bumumo na cy komyrammone penamuje (3.37) u (3.48) camune, na aareGpa

Ay 0BOM cilyuyajy aJTepHaTUBHO MOMKe [a Ce TeHepuIle u moMohy mMmyica.

Y ommreMm ciydajy, na 6u ce Ha HEKOM HEKOMYTATUBHOM IIPOCTOPY Ie-
¢rHMCAO mupepeHnurjaaHu padyH, HeonxoaHo je Hahu ckyn 1-dpopmu 0% koje
npunanajy Z(A). Osaj ckyn 1-popmu je y ToM ciyuajy Terpamau 6a3uc u
IBHEroB M300p HUje jenHO3HAUAH. Y CIAydYajy YHYTPAIIBUX AePUBAIMja U3-
b6op mudepeHnyujasa ce CBOOM Ha M300p CKyla MMIYJICA p,. JemIHO NomaTHO
orpaHMYEHe KOje :KeJUMO Ia MMaMo je ycioB d? = 0, mTo cy:kaBa Moryhn
n3060p mMmmysca. ¥ HacTaBKy he OMTU MpUKa3aH MOCTYIaK HAa OCHOBY KOjer
ce mobuja HajommTUju OOJUK ajJredpe UMITyJca, TAKO a8 IPETXOMIHO MToMe-
HYTU yCJOBU Oyny 3amoBosbeHU. l[IpmMmepm OoBe KOHCTpPYKIUje MOry Oa ce

waby y [77, 75, 72, 78, 33]. Y HEKOMyTATUBHUM HPOCTOPHMA y KOjUMAa je

3Y MaTpUYHOj FreOMETPUju mepUBalMje Cy HYKHO YHYTPAIIE.
4Y cmyuajeBuMa Koje heMo pasMaTpaTy y HAPETHUM HOrJIAB/BUMA, UMIIYJICU P, he GuTu

AHTUXEPMUTCKU, TAKO e je 3a peasHo f, uzpa3 (e, f) rakohe peanan.
5y KBAHTHO] MEXaHWUIM, OQHOC m3Mely mudpepeHuujasa u u3BOLa JAT je KOMYTAIUMOHOM

peaamujom Jf = [p, f], roe je kmacuunu numec h — 0, yRIby4YeH y OeQUHUIU]Y WMITyJCa
p = —ihd, [78].
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oupepeHnrnjaaiy padyH 3aCHOBAH Ha YHYTPaIIBUM M3BOIVMAa, Moryhe je

nepuHUCATH KOHeKcujy mian lupakos omepatop [7, 77|
i (3.49)
Tako na audepennujasn (3.33) Moxke a ce HAINIIE Kao
&f = [pas 116 = —10, 1] (3.50)
Axo ce 3ama yciaoB d? = 0, ciemn
0 = d(df) = d(~16, f)) = —[d0 + 62, f), (3.51)

mTo 3HAUM Oa u 2-popma df + 0? mpumaga mesTpy anrebpe. Y TeTpaIHOM

ba3ucy, oBa 2-popma MOke Ia ce pa3BHuje IO Oa3ucHUM 2-PopMama

do + 6 = —% 050°0”, (3.52)

npu uemy cy K,p xoMmmiaekcHu OpojeBu. 36or (3.35) MOKEeMO IOZATHO Ia
CTABUMO YCJIOB
KogP™. 5 = K. (3.53)

Iudepennujan kouekcuje ¢ y Terpagaom 6a3ucy je
1
dO = d(—paf®) = —dpad® — padf®™ = —[pa, pp)0*0° + §paCa579’397, (3.54)

a KBaJpaT KOHEKCUje

0% = papsd®0”, (3.55)
na jemmaunHa (3.52) mocraje
1, 1 o

[TorHOBHMM mesnOBam-eM Ipojeknuje, Ha ocHoBy (3.35), (3.44) u (3.53) caemmn
2paps P 5 + C 5pa + K5 = 0. (3.57)

HonaTHa orpaHMderma nodase u3 uaeHTurera d°f = 0, Koju ymorpebom
(3.43) u (3.50) mocraje

0= d(fo—0f) = [(%c% + sl i) %07 £ . (3.58)
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OpaBne ce Bumu na m3pas y 3arpamu npumnaga Z(A), ma y ToMm ciaydajy
BayKM
(C%%, + 2ppdS + 2p,05 — F%,) 0767 = 0, (3.59)
rae cy F'% xommiexcru 6pojesu. 36o0r ocobuna (3.44) u (3.53), ciemm na
BayKU U
B
o PP = O (3.60)
Kourpakuujom (3.59) ca p, m 3amenom y (3.58), mobuja ce ma mMmImysacu

3a7I0BOJbABAjy KBAJAPATHY peJaIu]jy
2paps P 5 — paF s — Kys = 0. (3.61)

Bumu ce nma cy komyrtaTtwBHa aJjaredpa l-¢popmu, Kao u HaUYWEKEHU U300DP
anrebpe l-dopmum y ciaydajy paBHOI HEKOMYTATUBHOI IIPOCTOPA ITATU pe-
namjama (3.35), rae cy KoepuuujeHTH Paﬁws yyct komyTtaTop (3.42), mro
3HAUM g2 OPME UCKIBYUNBO AHTUKOMYTHUPAjy (Kao y 0OOUMYHOj reoMeTpujn).
Y ommreM ciaydajy, ajiredopa l-gopMu Moke ma Oynxe rpaaupaHa, OIXHOCHO
MOTIIYHO WK ACJUMUYHO aHTUKOMyTupajyha. OBO yonmreHo mpaBuiio CIo-

Jballllber IPOM3BOAA GOPMU, MOXKE Jla Ce MPeacTaByu NOMONy KoedulmjeHara

(87 1 (83 . «
P = 05 +ikQ™ ., (3.62)

rue je komyTtupajyhm neo nepmHUCAH aHTUKOMYTAaTOPOM
{0°,07} = 2ikQ*" 076’ (3.63)

Samenom (3.62) y pesamujy 3a mmnysace (3.61), mobuja ce amnreGpa kojy,

Y3 IPETXOMHO U3HETE 3aXTeBe, 3aJ0BOJLABA]Y MMITIYJICU

[Pa ps] = Kag +py F g — 2ikp,psQ° 5 (3.64)

3akmpydak je, ga ycaosB d> = ( maje orpaHMuYeme Ha OCHOBY Kojer je aJ-
rebpa uMmmysca y HajommTujeM ciaydajy kBagparaa. W3 (3.63) u (3.64)
BUAMMO [a TE€HePaJHO, KaJa je airebpa mMmmysica KBaapaTHa, l-¢popme 0%

HE aHTUKOMYTUPA]y.

Jenna momarHa mocemuIa OorpaHMYea Koje ciaenu u3 ycaosa d° = 0 je
3amuc CTPYKTypHe jemnaumne (3.43) mpeko koedumnmjenara F7 ;. 3amena
ycaoBa (3.59) y jemnauuny (3.43) y3 medumuunmjy (3.49), maje

d6° — —%Fameﬁm — 16,6°}. (3.65)
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3.3 JlumeapHa KOHEKCH]a

Ila 6bucMo MOTIM Ja yHOPEauMO T€30PCKA MOJba ¥ PA3IUYUTUM TAYKAMA
MHOTOCTPYKOCTH, HEOIIXOIAH je IMojaM ImapaJjeIHOT IPEHOCa, a CAMUM TUM U
KOHEKcHje. Y OBOM OesbKy heMo mpukas3aTy! jelaH HAUWH Oa ce Oe(UHUIIEe
KOHEKCUja y HEKOMYTATUBHOM cCJydajy. & MPUCTYMIY KOjU CMO YCBOjUJIH,
KOHeKkcHujy Hehemo nmeduuucatm xkao 1-GopMy Ha IJIIaBHOM PACIOjermy, HErO
hemo je Be3aTum 3a mojaM KOBApPUjaHTHOT M3BOMA KOJU je MPECIUKABAE U3-
Meby mMonmyna koje 3amoBosbaBa m3BecHaA mpasuia [9]. Y kaacuuyHOj rpaBu-
TaIju, KOHEKCUja je MeTPUYKM KoMmaTubuiana m 6e3 topsuje. OBme hemo
[oa pa3MOTUPMO OBe yCJIOBe meTalbHUje. Y OBOM OMeJbKy heMo aHaJm3u-
paTty MeTPUIKY KOMIATUOMIHOCT, a y cieneheMm Be3y mu3amebhy koHekcuje u

TOp3uje.

[IpernocTaBmaMo a je HEKOMYTATUBHU IPOCTOP Mapaltienn3abuian u na
y CBaKOj TAYKM MOKe na ce He(UHUIIE TeTPaaa, Kao M KOBAPUjAHTHU U3BOL
Ha ®0j. [la Ou ce mepuHMcaa JTUHeapHA KOHEKCUja Ha HEKOMYTATUBHOM
IIPOCTOPY, HEONXOMHO je Ja Ce Ipe Tora Ae(UHUIIEe YOIIITeHa IepMyTallja

(¢pnum) o, KAO mpecIUKaABAHE
QH(A) @4 Q21 (A) > QHA) ©4 Q' (A),

KOje Melma pPeaocyen MHIEKCA Y TEeH30PCKOM IPOU3BOMY, IITO j€ HA3HAYEHO

noneOJ/paHUM 3alICOM (aKTOpa Yy TEH30PCKOM IPOU3BOLY, & JaTo je Kao
o(0” ®0%) = S ;07 ®6°, (3.66)
rue cy SO"BMS KOMIIJIEKCHU OpoOjeBUu 0OIMEKA
S 5= 6308 +ikT*". (3.67)
3a KOje ce 3aXTeBa JOa Ce Y KOMyTaTUBHOM JINMECY CBEIy Ha 53?

Jluneapra xonexcuja ce nedpunume kao nap (D, o), kKosapujanmmnoz uzgoda
D u yommreHe mepMmyTallije o, Tle je KOBApUjaHTHU M3BOJ NAT MPECIUKA-

BalbEM

QL (A) D Q(A) @4 QN (A),

42



(momeb/baHUM 3amMCOM HA3HAUEH jeé MPOCTOP Ha KOjU OBO MPECIUKABAHE

nenyje) Koje 3amoBosbaBa JgeBO JlajOHUIIOBO mPaBUIIO

D(f§) =df ® £+ fDE (3.68)

Kao U HomaTHo, necHo Jlaj6uuoso npasuio [72]

D(§f) = o(§ ® df) + (DE)f. (3.69)

Cepxa omeparopa o y (3.69) je ma momepu memoBame audpepeHnujaza Ha
JIeBO, MOITYjyNu mpm TOoMe pemnociel 4aaHOBa y TEH30PCKOM IIPOM3BOLY.
Henyjyhu roBapujantauM n3Bonom Ha upenturere (Ef)g = &(fg) u (f€)g =
&(fg) u mpumenom nedununmja (3.68) u (3.69), nobuja ce ma je mpecanka-

Bame 0 IECHO U JIeBO A-JmHeapHO, OJHOCHO

o(§®dfg) = o(§ @ df)g, o(fE®dg) = fo(§ @ dyg). (3.70)
Ha ocuoBy jemnauuna (3.70), Mmoxke na ce Hamue cienehu HU3 ugeHTATETA
FS 00 @0 =o(f0°®0%) =o(60"®0°f) =S 07 @ 6° (3.71)

na ce 3akpbydyje Oa KOoeQUIujeHTr SC“BMS npunanajy Z(A) [75]. Kosapu-

jAHTHU M3BOJ MOXKe na ce ne(UHUIIEe Kao AEejCTBO Ha ejieMeHTe Da3uca
o _ L« B vy _ ¥
DO =~ 0° @ 0" = —w, @ 0. (3.72)

Koepunujertu ronekcuje ws, oapebenu cy Tume na €JIEMEHTU TETPaTHOT
ba3uca mpunanajy MeHTpy ajaredOpe, kKao u jJeBuM u gecHuM JlajOoHMIOBUM

IIPpaBUJIOM.

[Tpuponan 3axreB, Hacaehen u3 kiracuyne AjHIITajHOBE IpaBUTAIM]E je
[a KOHeKcuja Oy1e MeTpudKy KoMnaTuouiana u 6e3 rop3uje. CUMeTpuvHOCT
MeTPUKe, 110 aHAJOTUJU ca KOMYTaTUBHOM I'€OMETPUjOM, MOKE 1a Ce U3Pa3u

HA [Ba PA3JUYUTA HAUYWHA.
gom =0, goo =g. (3.73)

IIpe mero mro ce meduHUITE 3aXTEB METPUYKE KOMIATUOWIHOCTU, y HEKO-

MyTaTHBHOM CJIy4ajy, HEOIXOTHO je Ha ce MPOIMPU IojaM KOBaPUjaHTHOT
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u3BOIa Koju meryje Ha teszopcku npomsson QN (A) @4 QN (A). Ako ce medu-

HHUIOIe IIpec/lnKaBalbhe
Dy s QLA ©4 QHA) = QL (A) ©4 QHA) © QLA),

rae je monmebJ/baHUM 3amXCOM HA3HAYEH TEH30PCKU NIPOM3BOM HA KOjU OBO

npeciankaBame nenyje, onrosapajyhe Jlajouunoso npasuio je [72, 77]
Ds(§ @ n) = D§ @+ 012(§ ® Dn) (3.74)

no amajgoruju ca (3.69), rae je 012 = 0 ® idga). Omeparop mepmyTanuje
012 MeNyje caMO Ha TpBa ABa (haKTOPa TEH30PCKOr MPOM3BOJA 3aTO IITO
OH MMa 3aJaTak Ja IOMEPU caMO IpPBU (AKTOP y KOBAPUjAHTHOM W3BOILY
D¢ = (DE,) ® 6% ma neBo, ocraBmajyhu 6asucuy 1-popmy 0% ma tpehem

MECTY.

MeTtpruka KOMOATUOUIHOCT Ce Ne(PUHUIIE IO AHAJIOTUJU Ca KOMYTATUB-
HOM reoMerpujoM Ha cienehwu maums. Ha ocHOBY nedunmMIuje Merpure 3a
HEKOMyTaTuBHU TpOCcTOp (3.29) m ekcrTeH3uje medUHUNM]Ee KOBAPUjAHTHOT

n3Bona (3.74), moxke na ce koucTpyuie caenehu mujarpam [72]

QY A) @4 Q' (A) 2 QYA) 24 QY (A)) @4 Q' (A)
gl }idow ® g : (3.75)
A d QL(A)

Komnekcuja je merpuurm koMmatubuiana ako je mujarpam (3.75) KoMmyTaTu-

BaH, INTO MOMKE Ja C€ U3PA3U jeTHAUMHOM
g3 0 Dy (0% ® 0°) = dg(0* ® 6°) = 0, (3.76)

rae je go3 = idg(4) ® g. OBO oaroBapa yciIoBy METPUYKE KOMIATUOMITHOCTA

Dg*# =0 y xomyTatuBHOM ciydajy. Ha ocHOBY medunumuje (3.76),
go3 © D2(9a X 9/8) = (23 (D(ga X Hﬁ -+ 012(90“ X Deﬁ)) =0. (377)

[Tpumenom nedpununuja (3.72,3.66) 1 0cOOUHE TUHEAPHOCTU YOIIITEHE TeP-

MyTanuje ¢, IPeTXOAHA jeJHAUYNHA C€ CBOIM Ha
—w®,5 923(07 ® 0° ® 67) — Wﬁwé 5, g23(0" © 0" @ 6°) = 0, (3.78)
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a KaKo je Ha OCHOBY meduHmmmje ¢o3(0° ® 0° ® 07) = ¢%7, u3z mperxomme

je,Z[HaLII/IHe KOHaAQ4YHO CJiear yCJIOB ME€TPpUUYKE KOMHaTI/I6I/IJIHOCTI/I KOHeKCI/Ije
« 68 B ay W
w59 +w 58, 9° = 0. (3.79)

Y KOMyTaTHUBHOM JmMmecy je S, = /0], na ce jeIHAUMHA yCIOBA METPUUKE

rkoMmnarubuasHocTu (3.79) cBoau Ha
Wap = —Waa; (380)

OMHOCHO Ha NOOPO MO3HATYU MCKA3 114 je METPUYKA KOMIATUONIHA KOHEKCH]ja

AHTUCUMETPUYHA IO IPBOM U TpeheM uHIEKCY.

3.4 'Topsuja u KpUBUHA

Topsuja je npecnmrasame T : QY (A) — Q?(A) nedpurucano jenHavuHOM
T=d—moD (3.81)
Koje je jmeBo-snuHeapHo mo geduuunmju [33]. 3 3axTeBa mecHe JuHEAPHOCTH

TEf) =T f (3.82)

npumenom Jlajorunosor mpasunia 3a d u gpecuor JlajOHunoBor mpaBumia

(3.69) 3a KOBApUjAHTHU H3BOX
TEf)=(d-moD)({f) =di® f—n({®df) —moo({@df) —mo (D),
Tako ma ce yciaop (3.82) csomu Ha [77]
mo(id+0) =0, (3.83)

ma je Top3uja y3 oBaj ycioB OunmueapHa. OBO je ycsoB 3a ¢, Mama ce
MCTO TAKO MOKE Y3€TU Kao yCJOB 3a m. Y KOMyTaTuBHOj reomerpuju (3.83)

IpeacTaBJ/ba yCJIOB 3a T jep Cy 2-(popMe aHTUCUMETPUYHU TEH30PU.

IlejctBO TOp3uje Ha Gazucuy l-popmy T(6%), npumenom medpuHUIZjE

(3.81) moxke ma ce mamuiie y oOJIUKY
T° = d§° — 7 o DY°, (3.84)
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mro ynorpebom mepuunnmja (3.43,3.34) u (3.72) nmocraje
« 1 « « 1

" =-2C 53,0707 + w5, P, 07 @ 607 (3.85)

YcmoB nma KoHekcuja Oyme 6e3 Top3uje ce cala CBOIW HA
o By 1 o
w E'YP 577 - 50 5,,7 — O, (386)

OJHOCHO y KOMYTATVUBHOM JIIMECY
waﬁ,}/ — wa,yﬁ — aﬁ,y - O (387)

[[uknuyHOM IEPMyTALMjOM jenHAUMHE 3a KOHEKCHUjy 0e3 topauje (3.87) u
HAKOH TOTra, IPVUMEHOM YCJIOBA METPUUYKE KOMIATUOMIHOCTA Y KOMYTATUB-
HOoM JmMecy (3.80), mobuja ce m3pas 3a METPUYKNA KOMIATUOUIHY KOHEKCU]Y

0e3 Top3uje y KOMyTaTUBHOM JIIMECY

1
Wapy = Q(Caﬂ'y — Cgya + Crap)- (3.88)

Y HEKOMYTATUBHOM CJIyYajy, YCJIOB N& KOBADUJAHTHU U3BOJ HEMA TOP-
31jy “Ma KOMIUIeKCHUje pememe. V3 unenturera D(f6%) = D(0°f), npume-
HOM JeBor u pecuor Jlajouunosor npasuia (3.68) u (3.69), y3 neduuunmjy
mupepentmjana df = e, f0% = [pa, f] u (3.66) mobuja ce ma KOHeEKcuja MOpa

& 3a10BOJHABA jeTHAYUNHY
e f(8705 — S%55) = [f, 0w ]. (3.89)
JenHo mapTUKyJIApHO pelleme OBe jeIHAUNHE je
D% = ps(S*5 — 0505), (3.90)
omnHOCHO y3 medununujy (3.67)
0%5 = kT spp, (3.91)
IIOK je ommire pemniewme obsuka [33]
W5 = %5 4 X%, (3.92)
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roe X% s € Z(A). C mpyre crpane, MO:ke Ia Ce TMOKasKe Ia je KOBapUjaHTHU
U3BOI

DO* = —0® 0“4+ (0" ® 0) (3.93)

y carsacHoctu ca pepurnnujama (3.68) u (3.69). Topswmja koja omrosapa
koHekcuju (3.92) je Ha ocHOBY ne¢purmnnje ropsuje (3.84) m (3.65) kao u

n3pasa 3a koBapujanTHu u3Box (3.93)

1
T = —EFaﬁveﬂm —{0,0°} — (-0 @0 + 7 (0* ® 0) — x“5,0°07),  (3.94)

MTO MOKE /a Ce MOjeqHOCTAaBU mpuMeHoM 3axTteBa (3.83), uume ce mobuja
1
T = _EF%QW + X5 (3.95)

ma je ycJoOB Ia KOHEKcHuja Oyne 6e3 Ttop3uje

a 1 «
X By = éF B+ (396)

Y ToM ciaydajy je KOHEKcuja

1 S
Wy = 5F ey + kT ® 5 Ds- (3.97)

[To amanoruju ca KOMyTaTUBHOM reomeTpujoM, rae je D? = DA D, moe
na ce ne(uHUIe
D2 = 712 © DQ oD (398)

7 (pOpMATHO yBeOe Kpusuha Kao IPECINKABAIE
Curv: QY(A) — Q*(A) @4 Q'(A)

IaToO Cca

Curv = D?. (3.99)

Y basucy rerpame je Tana 2-fopma Kpusure QO‘/8 nedurHMCaHA IPEKO IejCTBA
Ha OasucHy l-opmy

1
Curv(§”) = Q% @67, Q% = ~R",,676°. (3.100)

Y ommreMm caydajy, y3 IPETXOTHO U3HETe neduHUNMje NOTPEOHO je mocTa-
BUTU U YCJIOBE KOjU Ce ONHOCe Ha mecHy auHeapHocT Curv, a y Be3u Cy ca

ycaoBuMa peansHocTtu [77, T9].
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4 MomuduroBana XajzeHOeprosa ajreopa

MomupuroBana Xajzenbeprosa ajaredbpa je TPOIUMEH3MOHV HEKOMYTa-
TUBHU HPOCTOP T'€HEPUCAH KOOpAWMHATAMA T,y W 2, KOJU NPEICTaB/hba Ma-
TPUYHY amporcuManujy XajzenOeprose anaredope. OBa amporcumanuja je
nobujeHa KOHAYHUM OJCelamheM 0EeCKOHAUYHOINMEH3NOHUX MAaTPUIA KOje pe-
npe3eHTyjy Xajzenbeproy earedbpy y Porosom npocropy. Tpeha roopau-
HaTa z, KOja je yBemeHa Kako Ou ce oBa ajrebOpa 3aTBOpUIA je MPUBUIIE-
rOBaHU MpaBall U MPenCTaB/ba HEKOMYTATUBHU aHAJOrOH momaTHe Ramyta-
KnajooBe numensuje. Jenna anrebapcka KOHTPAaKIMja HA MATEMATUYKYA KOH-
3UCTEHTAH HAUMH MOKe & Ce UHTEepPIpeTHpa Kao AUMEH3UOHA PeayKINja
Ha ry-paBaH. MonmupuroBana XajzeHOeprosa ajaredOpa y M3BECHOM CMU-
cay mpeacTaBs/ba npesa3 udMebhy kBanTHe rpyne u JlujeBe asnredpe u mma
KOHAYHOMUMEH3MOHE MATPUYHE PeNpe3eHTalunje, Ka0 W KOHTUHYAJIHU JIU-
Mec. [ludpepernnmjanana reomerpuja geduHICAHA HA OBOM HEKOMYTATWBHOM
IPOCTOPY, y3 yBobheme onpeheHnx reoMeTpujcku 1 QU3NUKN MOTUBUCAHUX
OrpaHUYeHa Y HEKOMYTATUBHO] BeP3UjU TETPATHOI (hopMaau3dMa MOKE HO-
6po na ce nmepunHumme n 06e30enM TpenyciioBe 3a (PU3UYKM OIUC MaTepuje.
Ham ¢pokyc, y mHactaBky he Outy pazmarpame QU3NIYKUX UMIINKAIAjA V-
MEH3MOHE penyKIuje, a IIpe CBera yTUullaja HEKOMYTATUBHE I'DaBUTALUje y
KOHTUHYAJHOM JIMMECY MATPUYHOI MOJZeJa Ha PEHOPMAaJIU3adUIHOCT TeOo-

puje moJsa.

Ila 6ucmo ommcanu (U3MKy IOMONY Teopuje moJsba, HEONXOMTHU Cy HaM
MIOjMOBU HENPEKUTHOCTU, AU(PEPEHNNjadUIHOCTH, ¥ WHTErpAbUIHOCTU. Y
najbeM TEeKCTy heMo BHIETV Ha KOju HAUYMH MOAU(PUKOBaHA Xaj3eHOeprosa
anrebpa, Kao MpUMep HEKOMYTAaTUBHOI IIPOCTOPAa, OATrOBapa OBUM 3aXTe-

BUMAa U Ja JIX je MOoryhe u y K0joj Mepu neduHUCATU PU3NUKUA PeJIEeBAHTAH
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KOMYTATUBHU JIIMEC.

Canpskaj OBOI TOrJaB/ba je y OCHOBU pe3yiarar pana [47], y3 jeman
MaJIl IeO KOJU Ce ONHOCU Ha €BEHTYAJHY peledUHUIN]y eJeMeHTa 3alpe-
muHe n3 [48]. Harkor mnedunnmmje momudpuroBanor XajzeHbeproor mpo-
cTopa KopumhemeM TeTpanHor gopmaiam3Ma Moryhe je KOHCTpyuCcaT! -
(epeHnMjaIHn padyH U OudepeHOnjaJHy TeOMeTPH]y Ha OBOM HEKOMYyTa-
tuBHOM npoctopy. WcmocraBuhe ce ma je momudpuroBana XajzenHOeprosa
anrebpa 3aKpUBJ/EEH HEKOMYTATUBHU MPOCTOP ca top3ujoMm. Ilocne mumen-
3MOHE PEeNyKIrje, CKajJap KPpUBUHE NO HA aJUTUBHY KOHCTAHTY CAIPKU KO-
OpPAWMHATHY 3aBUCHOCT KOja je MCTOr OOJIMKA KAa0 W XApPMOHUjCKU UJaH y
['poce-BynakenxapoBoM nejcTBY, TaKO Ma je CKaJapHa TeOopUja MoJba KOoja
ONUCYje HEMUHUMAJIHY UHTEPAKIU]y Ca MO3aAUMHCKOM T'€OMETPUjOM €KBUBA-
nenTHa ['poce-BynkenxapoBoMm nejcTBy y nBe AMMEH3Uje. Y CIIOCTaBJHEHA
eKkBUBaJIeHNIja 00e30ebyje jenny ¢usmuky muHTepnperamnjy I'B nmejcrBa m

HapylIlelmha TPaHCIaTOPHE MHBAPU]aHTHOCTH.

4.1 Kouctpyrnmja mMomudmroBane Xaj3eHOeprose
ajareope

MomudpuroBana XajzeHOepropa aJjredpa je MaTpUYHa allPOKCUMaIMja
Xajzenbeprose aarebpe
[z, y] = ik. (4.1)

Xajszenbeprosa ajarebpa MoO:Ke mTa Ce pempe3eHTyje O0eCKOHAUYHOIUMEH3UO-

HYM MaTpHuaaMa

o 1 o - -
1 0 v2 - -
1 |10 v2 0
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0 —1 0

1 0 —/2 - .
i 0v2 0 - -
(4.3)

rIe je (. KOHCTaHTa KOja mMa WHBEP3Hy auMmeHsujy ayxkubae. OBo je ypa-
beno mo yriemy Ha peNpe3eHTOBaMHmE KOOPAWHATE U UMITYJICA JIMHEAPHOT
XapMOHUjCKOT OCHMJIATOPA y CBOjCTBEHOM Oasucy emepruje (y PoroBom
OpPOCTOPY), C TUM IITO OBIE KOOPIMHATA Yy OIAroBapa UMIYJICY, a (yHIa-
MEHTAJIHA CKaJla MOBPIINHE K KOja KOHTPOJUIIE HEKOMYTATUBHOCT, OATOBapa

[ImankOBOj KOHCTAHTH.

[Tocue oncenama GeCKOHAYHO ANMEH3MOHNX MaTpuna (4.2,4.3) Ha KOHAYHE

n X n MaTpUIe

0 1 0o - -
1 0 V2 - -
1

0 —v/n—1
vn—1 0

nobuja ce M3MemeHa Bep3uja Xaj3eHOeprose aJjredpe

[z, y] = ik(1 — pz), (4.6)

20



Koja Huje 3aTBOopeHa. OBa aarebpa MOke ma ce 3aTBOPHU N X N MATPUIIOM 2

00 0
00 0
n
z==100 0 (4.7)
a 0
0

Marpune (4.4,4.5) u (4.7) remepuiry TpPOIUMEH3UOHAIHY MOOUPuKo8aHy
Xajsenbepeoay anzebpy unm moodupuxosany Xajzenbepeos HexomMymamuer npo-

cmop, KOju je OHJa 3aJaT KOMYTAIMOHUM peJlalidjaMa

[, py] = ie (1 — pz), (48)
[, p2] = e (py pz + pz py),

[y, pz] = —ie (pz pz + pz px),

rae je k = eu 2.

BesmuMmen3nonn napamMerap € KOHTPOJUIIE BEJIUYUHY He-
KOMyTaTuBHOCTU. 3a € = () anrebGpa mocraje KOMyTATUBHA (KOMYTATUBHU
JMMeC), NOK 3a € = 1 (3HauajHA HEKOMYTATHBHOCT) MMa KOHAUHOIUMEH3NO-
HaJIHe MaTpU4YHe penpesentamuje nare marpunama (4.4,4.5) u (4.7). Tpe-
HYTHO HMje jJaCHO Kako Oum anrebpa Ouisia penpe3eHTOBaHA y CIydajy Kala
ce mapamerap € Hasa3u usMmeby oBe mBe BpemHocTu. YobuuajeHo je ma ce
y3Me na Ccy mapamMeTpu € W p He3aBucHu. Y [47] u pamoBuma koju ciene
0OUYHO ce KOPUCTUO AOAATHU Imapamerap j 3a z-IpaBall 3aToO MITO je OBAj
IpaBall IPUBUIETOBAH’, aJy y HamleM pasMaTpamy OBO HE UI'Da 3HAUAjHY
yaory. Ilapamerap j je Be3aH 3a HEKy 3HAUajHy CKaJy Iy:KUHE WJIM Mace
(KOCMOJIOIIKA, KOHCTAHTA ), WM aJTePHATUBHO MOMKE Ia ce y3Me Ia je Iesa

koMOuHanuja k mosesana ca IlmankosoM myskusoM VE = lp;, Ha mpuMep.

Axo ce momuduroBana XajzenGeprosa anrebpa (4.8) m3pasu npeko ma-

paMeTpa HEKOMYTATUBHOCTU k = €fi 2

[, y] = ik (1 = p2) (4.9)

[, 2] = ik (py pz + pz py)

6Mom¢puroBaru Xaj3eH6€ProB IPOCTOP je aKCHjaJHO CUMETPHUUAH, a TeHEPATOp POTa-
mmja je M = §(ux® + py® + 2), [80].
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[y, 2] = —ik (px pz + pz pe),

ounrsienso je na Wuomy-Burueposa ronrpakuuja p — 0 penykyje (4.9) ma
XajsenbeproBy anre6py (4.1). OBo popMamsHO MOMkKe na Ce pernpe3eHTyje
crabuM JTUMECOM N — 00, & Ma Ceé T€OMETPHUjCKU MHTEPIpeTupa Kao mpoje-

KInurja Ha motopoctop z = 0.

Y TterpamHOM (opmManm3My AehuHUIIEMO AUdepeHnurja] n300poM nM-
nynca. OBaj uzbop Huje jenqnoznavan u Hehe cBaku moryhu u3zbop nMmmysica
natu audepeHIrjaai padyH KOju nMa cMucaa. Panuje cMo Bumenu na 3a-
xTeB d? = (0 orpaEnYaBa n360p ajrebpe UMIyJICa y HAjONIITUjeM CIydajy

Ha KBaapaTHy airebpy (3.64), kojy hemo oBme ma manumemo y O6JIUKY

1 )
[pcmpﬁ] - E af +p7F’Ya6 - QZEP’YP(SQWS&,B' (410)

CrpyrrypHu enementu K,g, Flw u Q%aﬂ cy oapebenu nomarHUM ycioBuMa
Ka0 MTO Cy OOJIMK CHOJbaIlkhe aJredpe, MeTpUUKa KOMIATUOUIHOCT WIIU
. . . fyé .
KOHeKcuja 6e3 Ttop3uje. Ha mpumep, roedurmjentu ) op O0peDyjy obuuk
cnospamrme anrebpe 1-popmu (3.63). CBu oBu ycnoBu cy:kasajy moryhu

n300p mMITyJica Ha

1

p=ipty,  epp =iy, epy=ip(pz - 3), (4.11)

pu TOMeE je oBaj u3bop ckopo jeamucTBeH. Monudukanuja nzdopa nMmimysica
je meramHuje npukazana y [49]. M3 penamuja (4.11) ce Buam na ce npu
pPEeNyKIUjU Ha TOTHPOCTOP z = 0, UMIYJCH p; U Py CBOAE HA WUMILYJCE Y
paBuOoM npoctopy (3.48). Aarebpa mvmmynca (4.11) je

2
7
= 412
[p1, p2] 5y T HPs (4.12)
[p2, p3] = pp1 — te(pips + p3p1)
[p3, 1] = pup2 — i€(paps + pap2),

omakie nopebemem ca (4.10) mupexkTHO MOry ma Ce NPOYNTA]Y HEHYJITU

CTPYKTYPHU KOe(pUINjEeHTU:

2
W 1
Ky = o F123 = M, Q1323 = Q2331 = 9 (4-13)
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N3 penanuja (4.8) u (4.12) ce rakobe Buan na cy CTPYKTypHE KOHCTAHTE
Q”éaﬂ CUMETPUYHE [0 TOPHUM U AHTUCUMETPUYHE 110 JOHUM WHIEKCUMA, 18,

Cy HEHYJTE U CPTYKTypPHE KOHCTAHTE

Q1323 = Q3123 = _Q1332: Q2331 = Q3231 = _Q2313' (4-14)

Croomamma aarebpa 1-gpopmu 0% je y mornyHocTu ogpebena cTpyKTypHUM

KOHCTaHTaMa Qwaﬁ, na u3 jenuaumsa (4.13) u (4.14) cuemn
(0)*=0,  (0*)*=0,  (0)*=0,  {6".6°}=0, (415)
{0,60°) = ie(6°0° — 6°6%), {6%,60°} = ie(6°0" — 0'0%).

Bumumo na je mpoctop 2-popmu Q2%(A) TpoauMeH3nOHATIAH, KAO Uy OOUYHO]
reoMerpuju. 300T aCOIUjaTUBHOCTU CIOJBAIILET MPOU3BOIA MOMKEMO Ia
HaIlpaBUMO MPOIIUpPene Clojballibe aidredpe Ha anrebpy 3-dopmu Q3(A).
Muoxemem jemnaumna (4.16) 6asucHuMm l-popmama 6 ca geBe m gecHe

cTpane, nobujajy ce emementu 23(A):

030" = 020302,  0%0'0° =0, 636203 =0,
2
—1
010208 = —020'0° = 030107 = —0°0%0" = 62— 02032, (4.16)

€
2
ee+1
0'0°0%> = —0%0°0" =i ——— 6%0°6°.
2¢
W3 oBux pemamuja ce BUAM A& IMOCTOjU CaMO jedHa JUHEAPHO HE3aBUCHA

3-bopma O kOjy meUHUIIEMO KaO

1

S
2i€

020°6°. (4.17)

[TocTojame jemuHCTBEHOT eJeMEHTa 3allpeMUHE je BeoMa 3HavajHa WUMILIU-
KaIrja IPpeTX0qHO NeGuHUCAHOT nudepeHnnjalHOT padyHa 3aTO MTO he Ka-
cHje oMoryhuru nedunucame murerpamnuje. OBo je o KbydHE BarKHOCTU
3a UCKa3UBame (PU3UYKUX TeopUja IMPEKO Ae]jCTBa KOje M3parkaBaMO Kao 3a-
NIPEMUHCKMA WMHTErpaJl I'yCTUHE JarpaH:KujaHa. KoOMyTaTUBHU JUMEC MOKe

na ce Buau ako ce penanuje (4.16) manumy y obauky
[01,0%6° = 6°[0,0%] = 2(1 — 2O, [62,6°0" = 6'[6*,0°] = 20,
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102, 6°]0° = —62[6%, 6°] = 2ieO, 10,0162 = 62[6%,6"] = 20,
[0°,0'] = —0'[6°,0"] = —2icO. (4.18)
Ha ocuoBy (4.18) ce Buay na y KOMyTaATUBHOM JIIMECY,
lim © = 0'6%0° (4.19)

IITO 3HAYU 14 je eseMeHT 3anpemuue Vol = © jemuacrBen u mobpo meduHM-

CaH.

4.2 [ludepenmnujaana reomMeTpuja

Beh cmo Bumenu nma je ycnos (3.32) ma enemeHTH TOKpeTHOr Gasuca
KOMYyTHUDAajy Ca eJeMeHTUMa aiarebpe MOBOJLAH Aa yBEIEMO METPUYKU TEH-
30p KOju y TMOKPEeTHOM 0a3ucy mMma KOHCTaHTHe KoMmoneHTe. M3abpahemo
eYRIUICKY METPUKY

gocﬁ = 5(167 (420)
ruoe je a, f =1,2,3. Ha ocuoBy penanuje (3.50) n nepununuje rerpane
dat = [pa, z"]0" = et (4.21)
n komOuHOoBameM (4.8) u (4.12) nobujajy ce msapasu 3a audepeHmmjae
dr = (1 — pz)0" + p*{y, 2}6°,
dz =y, 210" + 2y, )62

[Tocne penykmuumje Ha morupocTop 2 = (), BUAUMO na je KOTAHT€eHTHU IPOCTOP
u najbe TpomuMensuoHasaH. OBO HUje HEyOOUUAHO Y HEKOMYTATUBHO] Teo-
MEeTPUjU U TAKBU CIyYajeBu Ccy aHaausupanu panuje [8]. M3 (4.22) moxkemo
1a TPOYNUTAMO €JIEMEHTE TETPAIE
2
l—pz 0 p¥{y2)
et = 0 1—pz p?{z,2} |- (4.23)

pw{x, 2y p*{y, 2} 0
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Ha ocuoBy ms6opa (4.20) u nedpurunnje (3.5), KOMIOHEHTE METPUKE y KO-

OpAWHATHOM 0a3ucy cy

(1 —p2)?+py. 2 —u{y, 2Ha, 2} (1 — pz){z, 2}
g = MMy, 2p (L= pe)? a2 (1 - p2){y, 2}
2 {z, 2} (1 — p2) 2y, 231 —pz)  pw, 2} + ey, 2}
(4.24)

Ha morumpoctopy 2z = 0, oBa MeTpuka ce penykyje Ha

(4.25)

Q

=

R

I
o o -
o = o
o o o

Kao IITO CE M OYEeKyje.

Y cmoBu na KOHEKCHUja Oyle MEeTPUUKM KOMIATUOUIHA U 0e3 Top3uje Ccy

ATy HearHeapHuM jenHaurHaMma (3.79) u (3.86), rme cy cazna

(e} 1 (073 . (0%
P = 505 +ieQ (4.26)
S8 — §a5B 4 T 4.27
6 50y + €T 5. (4.27)

Samenom nepununuje (4.26) y jemmauuny (3.79), yciaoB MeTpuuke KOMIIa-

TUOUIHOCTHY TOCTaje
Waps + Wspa + tews Thype = 0, (4.28)
a 3amenoM (4.27) y (3.86), yciuoB ma komekcuja 6yme 6e3 Top3uje
WaBs — Wasp + QiewanwBé = Caps. (4.29)

OBu ycioBU MOTy na ce pelre JUHeAPU3AINUjoM Y KOMYTATUBHOM JIAMECY
e — 0, a To 3Haun na he pesynrar nma Oyme MCTU KAO U Y KOMYTaTUBHOM

cayyajy, OIHOCHO 3a KOHEKCUjy ce mobuja m3pas (3.88).

Muosxkemem jenuaunue (3.59) npojekropom u npumenom ocobuna (3.44)
un (3.60), kao u medpununuje (4.26) mobuja ce ma CTPYKTYPHE KOHCTAHTE

(%, Mory na Oyly HajBUIIE JMHEADHE IO UMILYJICHAMA
o e - Moo
C B,Y = F ,B’y + 4Z€Q ﬁ,ypé, (430)
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IOK je OIIITEe peIllene 3a KOHEKCHUjy 0e3 Top3uje y OBOM CIyYajy MCTO Kao

(3.97), omHOCHO
1 o
wa57 = §Fa57 + ZET 557])5.. (4.31)

N3 AHTUCUMETPUYHOCTHU Fagw II0 IIoCJhaenma OABa VMHIOEKCa CJienaun
F@B1) =0, (4.32)

a M3 JIMHeapu3aluje
T = 0. (4.33)

W3 3axTeBa nma koHekcuja 3amoBosbasa (3.88),

Taﬁ'yé = 2<_Qo¢/5’y§ + Q,B’y6a + Q,B(ha)a (434)

na cy Ha ocHOBY (4.13) u (4.14) oBu roeduuujenTn

Tiszo =2, Tiogs =2, Toiz3 = —2,

(4.35)
Togz1 = —2, Tz130 = 2, T3 = —2.
Ha ocuoBy (3.97) moske nma ce mHabe ronekcuja
. . % . 3 1 3
Wi = —Wo = (—5 + 2iep3)0° = H(§ — 2uz)0”,
_ _ Mo . 3 Moo 2 .43
Wiz = —Ws3] = 59 + 2iepyf° = 50 +2u°6°, (4.36)
Wo3 = —W39 = —g 91 — 2@6}9193 = —g 91 + 2M2y 03.
OMHOCHO KOMIIOHEHTE
. M 2 . o . .
W13z = —Wa31 = 5 —2u°z, W12z = —W321 = 57 w133 = —Ws31 = 2T,
W13 = —W312 = —g, Wa33 = —W332 = /Lzy- (4-37)

Honarao u3 (4.30) m mory na ce uspauyHajy PuunjeBu roeduuujeHTH po-

Tanuje
0123 = —0132 = 2/1227 C'213 = —0231 = 2,“22, CP1p = —CP; = H,
0313 = _C??l = 2,&22, 0323 = —0332 = 2M2y (438)
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Bunenu cmo na ma momupuroBanom Xaj3eHOepProBOM IPOCTOPY MOCTOjU
jemMHCTBeHa 3-(popMa KOja je eJIEMEHT 3allpeMUuHe, IITO je IPEeIyCJIOB 3a
nobpo nedpmHUcany Mepy mHTerpamnuje. Ilo nedunnnmju, marerpan 3-popme

{= [0 je [49]
/ ¢ =trf. (4.39)

Cunenmehe mro xohemo ma mepunumemo je Xonos ayain. Ileo amnrebpe 3-
dopmu (4.18)

(01,62 0% = 63[0",0%] = 2(1 — €2)O,

(4.40)
62,6030 = 6'[0%,0°] = 20, (6,01 6% = 6%[0°, 0] = 20,
cyrepuiie jenan moryhu mzbop
* (16", 6%) = 26°, *(16%,6°%]) = 26", *(16%,0"]) = 26°. (4.41)

OBa mepununUja ce ciazke ca TUM & Y €YKJIUICKOM MPOCTOPY 3a IPOU-
3BOJbHY p-popmy & Basku *(*¢) = . Ha upsu noruen nenyje na (4.41) mema

yobuuajeHa mpaBuIa KOja ce OJHOCE Ha 3alpeMuHCKu ejgemenT. Ha mpumep
("3[0%,0%) 1[0%,0° = (1—e)Oe,  (L%6%) L2l =0.  (442)

Y oBowm caydajy, KoMmyTaTopu 1-popmu Hucy mpupoaru 6asuc Q%(A), ma je
IPUPOAHNj€e Y3eTU KAHOHCKU Oa3uc gof = PO‘BW;@W‘; , Jep OH BUIIIE ONpasKaBa

ocobuHE HEKOMYTATHUBHOI Ipou3Bona. KoukperHo, [49]
_ 1
9162 — 012 — P12’y69795 _ 5 [91, 62],
. 1 )
06" = G = P17 = (0", 6%] + %6 102, 6%, (4.43)

06 = 0% = P*.5070° = 2 [6%,6%] — < [6",67).

N | —

Henocrarax 6asuca {#*°} je To mTo om Huje xepmutcku. Jejcrso Xonosor

*-omeparopa Ha KaHOHCKM Oasuc 2-¢gopmu je

(*512) 912 — (*él?;) 913 — (*523> 923 — p1p203. (4.44)
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Bumumvo ma pemocsien umHmMiIana oBme He WUrpa HUKAKBY yiory. W3 (4.44)

ciremu na 3-QpopMy 3alpeMUHe MOKEMO Ja UACHTUDUKYjEeMO Kao

0 =0'9%> = (1 — &)o. (4.45)
A 360r HexepmuTHOCTH MMaMo (¥0'3)0'2 £ 0 3ampaBo

(%6013) 612 + 6'2 (x6'3) = 0. (4.46)

UNcnocraBma ce na Ou oBakBa peneduHUNMja 3aTPEMUHCKOT ejieMeHTa O

CMO IPOMEHUJIa YKYIHU YJaH Y JI€jCTBY.

4.3 CxkajapHO IOJbe Ha 3aKPUBJHEHOM HEKOMYTa-
TUBHOM NIPOCTOPY

PumanoBa kpusBuna 3a rouercujy (4.36) Moxke na ce M3padyHa U3 APYTe

Kapranose crpykrypHe jennadymue, OIHOCHO
1
0% = dw”s +w*wlg = §Ra5wme§. (4.47)

OBu koepunujentu cy umspauynatu y [47] m HaA OCHOBY TOora je mobujen

CcKaJiap KpuBuMHE 3a KoHekcujy (4.36)

_ _aBpy _Hﬂz - 2,2 2_15:“2 3 40,2 2
R=¢""R 5 = +4diepps+8e”(p1+p3) = 5 —Apcz—8u (x*+y°). (4.48)
Pectpurnuja ma xunepnospin z = 0, xaje
154
R = 2,u —8ut(2® + 7). (4.49)

OBne je mHTEepecaHTHA UWHEHUIA A8 YIPKOC OBOj pecTpuknuju, Puuujes

TEH30D Ha JBOJUMEH3MOHAJHOM MOTIPOCTOPY z = 0 uma obuuk [80)]

32ﬁ — 4pta? —2ut{z,y} + % 20y + iepd
Rap = | —2pM{w,y} — 95 20— qpty —2u’x + 2iep’y |, (4.50)
2y — iepa 237 — 2iepy 9’;—2 — dpt(2® + y?)
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ITO 3HAYM Na KOTAHT€HTHU MPOCTOP OCTaje TPOAUMEH3MOHAJAH.

Y wu3pa3y 3a ckajlap KpUBUHE, BUAU CE€ M3 EKCIIUIUTHA KOOPAWHATHA

3aBUCHOCT UMa UCTU 06auk kao y ['poce-Bynkernxaposom nejcrBy (2.17)

2

5(0) = [ 5007 + 30 oR0 + -0+ 16" (4.51)
C TMM HITO je OBJe HalucaHO Oe3 mpemnusupane penpeseHranuje. Moaudu-
KOBaHM Xaj3eHOEProB IPOCTOP y 3aBUCHOCTHU OJl PEeIpe3eHTallrje MOXKe Ia
6ynme anrebpa marpuna, ma 36or tora y I'B-mejcry (4.51) mmje mocebrO
Ha3HAUYEH *-TMPOU3BOJ 3aTO IITO CE€ MOAPa3yMeBa MHOKEHE olepaTropa y
ommTeM caydajy. VlcTo ce omHOCM M Ha MHTErpaJtl, KOju y 3aBUCHOCTHU OJ
pempe3eHTanuje Mo:ke na Oyme Tpar mo MaTpuilaMa Wid MHTerpaJj. Kako je
y osnakama [19, 20], X, = ip,, 300r OUKINIHOCTU MPOU3BOIA IIOJ UHTEIPa-

JIOM BasKUN

[#om0=- [on. (4.52)

1
- / 5P 1P, ] + 'pud”
C mpyre crpane 0,0 = [p,,¢] 3a MomnpuroBany Xaj3eHOeproBy anredpy
Bakn XMX, = —’6‘—;, ma ['B nmejcTtBO mMma obsmk
1 o2 o Lo 0 M 5 A
S0) = [ 5(1= 5 ) (0u0)? + 0K %0 + T + To" (4.53)

IlejcTBO 3a CKaJIapHO IOJbE KOje HEMWHUMAJIHO MHTEpPAryje ca I03aIVH-

CKOM KPUBUHOM MOAU(UKOBaHOT Xaj3zeHOeprosor npocropa je [47]
1 M? 19 A
I —e, e 2 > 2 a4 4.54
5= [ geadeto s g7 - SR+ Lot (4.54)

npu uemy 2 = 0, e, = 040, e3 = 0 m /g = 1. 3a momudurosamy Xaj-
e 4

3enGeproBy asnre6py HOJaTHO Baxku X'X, = —4I1Z,. 3amenoMm m3pasa 3a

crkanap kpusune (4.49), m Ha ocHOBY mperxomHor y [47] je ycmocraBiena

exkBruBaJieHnuja nejcrasa (4.53) u (4.54) mo Ha peckagupame
S =krS, (4.55)
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V3 UIEHTUPUKAI]Y

QQ QZ 4
1—— =k, m? = k(M? — &a), ro_ KED, A=krA, (4.56)

2 €2

npntmmyjeaz%,ab:&z.

OnaBnme cienu reomerpujcka mHTepuperamuja I'poce - Bynkemxaposor
nejctBa. OBO mejcTBO ommcyje CKajJapHO MOJbe KOje Impomarupa y 3aKpu-
BJLEHOM TIPOCTOPY. KOOpAMHATHO 3aBUCHU Q€0 CKAJIApa KPUBUHE UMa UCTU
obnuk kKao xapMmouujcku unaH y ['B-mejcrBy. Ilopen roopauHATHO 3aBU-
CHOT [neJia, CKaJap KPUBUHE CANP:KU WM KOHCTAHTAH YJaH KOjU PEHOPMAaJU-
3yje macy. AKO ce mejcTBa MAEHTU(UKY]Y Y TAUKM caMOAyaJiHOCTH, () = 1,
Moryhe je oapeanTy KOHCTAHTY HEMUHUMAJIHE WHTEPAKIIN]e
2t 1
kb 4e?

¢ = (4.57)

Y [47] je 0BO mOKA3aHO 38 ABOAMMEH3MOHAIHN €YKIUICKA IPOCTOD, & JAT
je m mpemyor Kako O OBO MOTJIO Aa Ce Yypaaud y YeTBOPOIUMEH3MOHATHOM

CcIy4Jajy.

Ncnocrasma ce ma MomudurkoBaHn Xaj3eHOEProB MPOCTOD, Hpen Kpu-
BUHE MMa W TOP3Ujy U y HAPEIHOM IOTJIaB/HY NeMO MCIUTATA MOTYNhHOCTH

UHTEPAKINje CKaJapHOT U COIMHOPCKOT IOJba Ca TOP3U)OM.
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5 ComHOpPU Ha 3aKPUBJIHEHOM HEKOMY TATUBHOM

IIPOCTOPY

Y OpeTxXOmHOM NOIJIAaBJBY je omucaH pesynrar u3 [47] Koju mpurasyje
Ha KOJU HAUWH MOK€ Na Ce YCIIOCTABU Be3a m3MeDy XapMOHUjCKOT IMOTEH-
nmjasna y I'B-nejcTBy m cranapa kpuBmHe MOau@UKOBaHOT Xaj3eHOeproBor
IpOCTOPa HAKOH MUMEH3MOHEe penykmuje. ['eomerpujcku nauumsa Bubhema Te-
opuje moJjba Koja mMa no6po HMOHAIIaWme NPy KBaHTH3auuju je y [48] mpomwu-
PEH ca CKaJapHOI Ha COIMHOPCKO moJbe. Kako MomupuroBaHu Xaj3eHOepron
IPOCTOP, MOPEe] KPUBMHE UMa U TOP3Ujy, UCIUTAHE CY MMIIMKAIMje HEMU-
HUMaJIHE WHTEePAaKIuje cnuHopa ca Top3ujoM. OBa MHTEpaKIUja Pe3yiTyje
IPUCYCTBOM KOOPAWMHATHO 3aBUCHUX YIaHOBa y nejcTBy. KcmocraBuio ce
[a OBU KOOPAUHATHO 3aBUCHU UJAHOBU UMajy UCTU OOJIUK KAO KOOPAUHATHO
3aBucHU unaHoBu y Bum-TyprepoBoMm Momeny 3a conuaope. BT-momen je
HeKOMyTaTuBHA Bep3uja I 'poc-HeBeoBor monena 3a cuunope Ha MojamoBom
npoctopy. OBa Teopuja je peHOpMAJIU3AOUIHA Y CIAyYajy PECTPUKIUjE Ha

OpPUjEeHTAOUIIHU N0 WHTEPAKIUjE.

Y oBoM morigaB/by hemo, HAKOH yBOJA KOjU C€ OMAHOCU Ha OMUC CIUHOPA
Ha 3aKPUBJLEHOM KOMYTATUBHOM IPOCTOPY W CIMHOPCKY PENpe3eHTAIU]y Yy
IPOU3BOJLHOM OPOjy muMeH3uja, naTtu uperien pana [48], y kojem je ycmo-
cTaBJ/heHA Be3a uaMely pemopmasmsabuisaor Bum-TyprepoBor mejctBa u

ITupakoBor nejcTBa 3a CIMHOpPE HA MOAU(PUKOBAHOM Xaj3eHOEeproBOM IpO-

CTODY.
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5.1 CnmHOpUM Ha 3aKPUBJ/LEHOM KOMYTATHUBHOM
IIPOCTOPY

Aro xohemo ma paszmarpamo pepMUOHE Yy KOHTEKCTY IpDaBUTAIje, HEO-
IIXOHO je na Ne(pUHUIIEMO HUXOBO IOHAIIAH€ IPU JOKAJHUM KOODIWHAT-
HUM TpaHC(opManujamMa Ha MHOrocrpykoctu. Pepmumonm cy y mpoctopy
MuHKOBCKOT ONMCaHU CIIMHOPUMA, OJHOCHO MOJsUMa Koja ce npu JlopeHmo-
BUM TpaHCOpMalljaMa TPaHCHOPMUILY IO CIMHOPCKOj penpe3eHranuju Jlo-
penrnose rpyne SO(1,d—1). Ako pazmaTpaMo eyKJIUACKA IPOCTOP, CIUHOPU
ce TpaHchopMuUILy O COMHOPCKO] penpesentanuju SO(d) rpymne poranuja.
['pyna mupeomopdpuzama Ha d-muMeH3nOHATHO] MHOrOcTpykoctu SL(d,R)
je mpeBesIMKa U HUje oAroBapajyy oKBUD 3a omuc pepMUOHA Y I'DaBUTAIM-
oHoM nosy. Pememe npobnema je pecrpurknuja SL(d,R) wa SO(1,d—1) nan
SO(d) nmorammsammjom onrosapajyhe SO(1,d—1) omnocuo SO(d) cumerpuje

[81]. OBo ce ocTBapyje yBobemeMm TeTpae u COMHCKE KOHEKCH]e.

Y HacTaBKy lleMO HaBeCTU HEKe ONIITe nepUHUNNje M PUKCUPATUA O3HAKE
kKoje hemo KopucTUTH KacHUje y HEeKoMyTaTuBHOM ciayuajy. Hapemma mnsa
oleJbKa ce ONHOCE Ha NepUHUCAHe€ CIMHOPCKE peIpe3eHTallije Ha MHOI'O-
CTPYKOCTU Tpou3BOJbHE muMmensuje. llpersmen koju caemu je mpuiarobhen
norpebama masmer Tekcra (1 o3Hakama u3 [33]), a ommmpHUja pasMarpama

Mory nma ce Hahy y crammapaauM tekcroBrMa [82, 83, 84].

Kaudopnosa anrebpa npuapy:xeHa paBHOM d- IMMEH3MOHAJTHOM IPOCTOPY

ca METPUKOM (,g JaTa je aHTMKOMYTAIMOHUM peJlallijaMa

{7 7"} = 29%° (5.1)

roe o, =1,...,d. OBa amre6pa moxke ma ce penpesertyje 2142 x 2[4/2 ya-
TpumaMa ¢, Ipu yeMy yrjacTe 3arpaje O3HavaBajy 1eo mAeo Opoja yHyTap
3arpane. Y mapHOM OpOjy OUMeH3Uja MOCTOjU jedHa, a y HEmapHOM IBE

HeEeKBUBAJIEHTHE MpenynubuiHe penpeseHtanyuje Kiandopnose anredpe.

Herka A € SO(d), ako je omrosapajyhu paBan mpocTOp €yKJIUICKU WU
A € SO(1,d — 1), ako je y nuramy npoctop Mwunkosckor. CrnuHOpCcKa pe-

npeserranuja oxrosapajyhe rpyme (SO(d) wnu SO(d — 1)) je mepurucana
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npecaukaBameM ejaeMenara A +— S(A), TaKBUM Ia Cy 3800BOJLEHU YCJIOBU:
STHA)YS(A) = A%4y7,  detS(A) = 1. (5.2)

OBo mpecnukaBame je 1-mHa-2 jep cBaku enemenT A omrosapajyhe rpyime
cumerpuje Moxke na ce mpeciuka Ha S(A) mnm wa —S(A). U3 nepununuje

a/2]

(5.2), Buau ce na je muMeH3Mja COMHOPCKE Perpe3eHTalje ol Cryn cBUx

enemenara S(A) je JlujeBa rpymna Spin(d).

Huparos couHOD () je pyHKUM]a KOja ce IPU AejCTBY Ipyle CUMeTpUje
SO(d) mmu SO(1,d — 1) Tpanchopmume Kao

Y(@) = ¢ (z) = S(NP(A ™ a), (5.3)

Ipu YyeMy ce KomyroBaHu /[lupaxkoB cnuHOp TpachopMulle IO WHBEP3HO]
TpaHchopMannju

d(a) = ¢ (2) = P(A'2)STHA). (5.4)
Tako ma ce OmamHeapHa (opMa 1) TpaHCGOPMUIIE Kao cKajap. Buammo
Ha ocHOBY neduuunuja (5.3) u (5.4) ma JlupakoB COMHOD U KOHYTOBAHU

JIupaKoB CIMHOD MOTY A2 CE penpe3eHTyjy 2%/2-KOMIOHeHTHUM KOJOHAMA.

[Ipn napurnresnmananm SO(1,d—1) (SO(d)) Tparchopmanujama A%s =

0“3 + A\*s 3akoH TpaHchopManuje 3a /IupakoB cnmHOpP mOcTaje

1
5(@) = 57 Cast(v), (5.5)
Ipu YeMy Cy IapaMeTpPH OBe TpaHCchopMamuje A3 = —Agq, & T€HEePaTOpUu
1
2 = 2l = -5 (5.6)

Kao mro ce u ouekyje OBU IeHEPATOPU 3a,0BOJbABAjy KOMYTAIOHE peJja-
nuje

[Xag, Bs] = gasXpy + 9pr5as — JarXgs — Gastay- (5.7)
omrosapajyhe SO(1,d — 1) (SO(d)) anrebpe.

Ila 6ucmo meprHUCANN COIMHOPE Ha MHOTOCTPYKOCTH, IOTPEOHO je ma y
CBAaKO] TAYKW MIPOCTOpa OepUHUIIEMO Oa3uc TeTpale KOju MMa PaBHY Me-

Tpuky, a camuMm TuM u oxrosapajyhy SO(d) maum SO(1,d — 1) cumerpujy.
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[Ipu nokamuaum JlopennosuMm Tpanchopmanujama (poTanujama) ITOKPETHU
ba3uc ce TpaHdopMuUIIe MO TEH30PCKO] pempe3eHTanuju oarosapajyhe jo-

KaJIHE TpyIe

0%(x) — 0% (x) = A%3(2)0°(x). (5.8)

Kunernurn unan y JupaxoBoM nejcrBy mar OmiaumaeapHOM opmoM (x)y* 0,1
HUje WHBApHWjaHTAH Ha OBe TpaHchopManuje, Ia Ce MHBAPUJAHTHOCT IIO-

CTUKE 3aMCHOM M3BO A 6N KOBapI/IjaHTHI/IM 3BOO0OM

1
D, =0, + ?ﬂ,ﬁzaﬁ, (5.9)

rIe je NOJaTHO yBelleHa (PYHKIU)a wo‘ﬂﬂ, BEKTOPCKO IIOJbe HA MHOTOCTPY-

KOCTH, Koje ce Tpanchpopmumre no sokaianoj SO(d) wmum SO(1,d — 1) rpynn
cuMeTpHuja, a X,3 T€HepaTOpHW OaTe TPyIle TpaHchopManuja AePUHUCAHI
jemnaumaom (5.6). BekTopcko mosne w"“uﬁ je IpaaujeHTHO MoJbe OArOBa-
pajyhe rpyme, a reOMeTPUjCKA MMa CMHCAO KOHEKCHje Ha oaroBapajyhem
SO(d) mau SO(1,d — 1) pacnojemy 1 Ha3UBa ce cnukcka Konekcuja. Vunekc
[ OArOBapa KOOPAWHATHOj KAPTU HA MHOTOCTPYKOCTH, & WHIEKCU «, [ Cy

TPYNHUA WHAEKCU HA TUIUYHOM CIIOjY.
Taxobe je moryhe mepumHUCATH TPOCTOPHO 3aBUCHE Y-MaTPUIIE
V(@) = ef(z)y”, (5.10)
KOoje 3a7n0BoJbaBajy RamdopnoBy anredbpy y kKoopIawHATHOM Oasucy
{"(2), 7" (@)} = 29" (), (5.11)

U Taga je oaroBapajyhm KoBapujaHTHU U3BOI

1 v
Dy = O+ 5", Sy (5.12)

5.2 CrouHOpCKa pemnpe3eHTaluja Ha eYKJIUICKOM
IIPOCTOPY NPU3BOJLHE AUMEH3U]E

Kako cmo y HacTaBKy 3amHTEpPECOBAHU IIpe CBera 3a CIWHOpE Ne(uHU-

caHe Ha €YKJIUICKOM IIPOCTOPY, Pa3MOTpmheMoO neTasbHUje CIUHOPCKY pe-
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Ipe3eHTaIrjy Yy OBOM ciay4ajy. Buaenm cMo ma ce cnmHOPU Yy d-OVWMEH3U-
OHOM EeYKJIUICKOM IPOCTOpY, noxa aejcrsom SO(d) rpyne TpaHCHOPMUILY O

jemnaunuu (5.5). Y eyramackom npoctopy Kaudopmnosa anrebpa je

{Yar 78} = 20as (5.13)

ma 7, MOry na Oymoy WM XePMUTCKE WU aHTUXepMUTCKe Marpuie. Mwn

hemo ma mx nepumHUIIIEMO KAaO XEPMUTCKE

1 = Ve (5.14)

360r TOora Cy reHepaTopu rpyne Y,3 aHTuxepMuTcku. lla 6GmcMO KOHCTPY-
UCcaJii pemnpe3eHTanujy y MaTpuia, nocmarpahemMo aBa ciaydaja: MapHO U

Hemapuo d. Pa3morpumo npBo cayuaj d = 2n 1 yBeAUMO:
b; = i(% + iYi4n), b = i(% — iYigm), i=1,...,n (5.15)
V2 V2
OITO MPEACTaBba AJIredpPy (PepMUOHCKUX OCIUIATOPA

(bl b;} =0y, {b], bt} = {b;,b;} = 0. (5.16)

OBe omepaTope MOKEMO [1a PEIpPe3eHTyjeMO Ha TEH30PCKOM IIPOU3BOLY ABO-
IUMEH3UOHAJIHUX XMWIOEePTOBUX MPOCTOPA. 3a CBAKUA OX TUX XUJIOEPTOBUX

IPOCTOPa BaKU
bl0) =0, bT0) =[1), B[1)=10), bI[1) =0, (5.17)

rae je |0) Bakyywm, a |1) nobybeno crame. YKyIHU IPOCTOP penpe3eHTaruje

je 3060T rpacMaHOBCKe MPUPOIE omepaTopa b; KOHAUAH CKYHI CTama

10y, b1]0), b BL10), ..., bl ---bf|0),

11 712

umju je 6poj 1+n+n(n—1)/2+---+1= 3" (}) = 2". Nusepropamem

nepuaAnuje (5.15)
1 i

. 1 . o= (pt .
i \/E(bl + i), Vitn = \/E(bl bi) (5.18)

KOHCTPYMCAJIN CMO jeIHY eKCIJIUIUTHY penpeseHtanujy Ramdopnose asnre-
ope. OBa pempe3eHTalyjea je jeIMHCTBEHA OO HA TPAHCHOPMAIM]Y €KBU-

Basennmuje v, = S717,5, 3a mexy umBepTUbUNHY MaTpunmy S. Moskemo ma
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3aKJBbYUUMO Ja CY MaTPUIE Yo U X3 MATpUIe TUMEH3U]je 24/2 % 24/2  Ope ma-

TpUIe Aeyjy Ha CIMHOPE KOju Cy Y TOM ciaydajy koiore ¢! = (1, ... ,de/Q).

[TocToju jour jenna maTpuiia Kojy je moryhe koHcTpyucatu u3 mocrojeher
CKyIla MATPUIA, a Koja je Takohe XepMUTCKA U YMjU je KBaApaT jeIUHUYHA
MaTpUIla, HAUMe

Vig1 = (—1)(d*1)/2’yl Y4 (5.19)

OBa maTpuna mMa BaskKHY OCOOUHY, HAMME

{’Yd-‘rl? '7(1} = 07 & = ]-7 ce 7d' (520)

a mociemuia tora je ma komytupa ca csuMm SO(N) remeparopuma

[Vat1, Zap] = 0. (5.21)

Kako je ﬁﬂ = 1 cBOjcTBEHE BpemHOCTU Y411 cy +1, ma mocroje mBa onaro-

Bapajyha cBojcTBeHa BEKTOpA

Yar1¥r = =V, Yar1¥r = Ur (5.22)

[Tox nejcrBom SO(N) Tpanchopmaimja, OBU CBOjJCTBEHU BEKTOPU CE TPAHC-

dbopmMmuiry Kao

1 1 1
6wL,R = 57d+1w = 4[59“”%”12#%/} = ¢§9uu2uu7d+lw = éewjzwwavR (523)

ITa 3aK/bydyjeMO Ja IPU OBHM TpaHChopMalmjamMa HEMa MeIlama BEKTOpa
ca Pa3IUYUTUM CBOjCTBEHUM BPEIHOCTUMA, OMHOCHO ma IMOCTOje IBa WH-
BapujaHTHA CBOjcTBeHaA mormpoctopa. OBO ce jsako BuAM, jep U3 OCOOUHE

[UKJIUYHOCTUA TPara CJemau
tryge1 =0, (5.24)

na he y mapHoMm Opojy numeHsmja OuTu jenHak OpOj MO3WTUBHUX U HeTra-
TUBHUX CBOjCTBEHMX BPEeAHOCTU. 10 paziaske 2"- IMMEH3MOHAJJIHU MTPOCTOP
penpeseHTanuje Ha ABa HOTIpocTopa auMensuje 2" 1. OBo pazinarame Baku
u 3a crmHOPe, Ta ce lupakos cmurop ¢! = (Yp,1r) pasnaxe Ha nsa Baj-
JI0OBa CHMHOpA: necHu BajioB cnmHOP MO3UTUBHE KUpaAJHOCTU i u JleBu

BajnoB cnmHOp HeraTuBHE KUPAJJHOCTHU g .
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Y cayuajy rama je d Hemapuo, RaudpopnoBy anredpy uuse 2n + 1 Ma-
TPULE 1, - -, Von, Y2nt1 KOj€ 3aI0BOBABAjy mepuHunnony penanujy (5.13).
Koucrpykumjom martpune V4.1 “3 HapHe IUMEH3Uje HUWKe, OBa ajarebpa ce
3aTBapa. 300r Tora y HemapHOM OpOjy HPOCTODHUX AVWMEH3Wja HEMa KU-
pamHocT u BajmoBux cnmHOpa mMa je oBa perpe3eHTalldja UpenynuduIHa.
Y memapuOM OpPOjy AMMEH3Uja MOCTOjU ABE HEEKBUBAJIEHTHE MPEIyIUOUTHE
perpe3eHTanuje 3aTo MTO CY MATPUIA —Ya,+1 YMECTO Yon41 HMOIj€THAKO HO-
O6po 3am0BOJbaBa aaredpy, a He MOCTOjU TPaHCHOPMAalMja CINYHOCTHA KOja

he jemmy marpuny ma mpebanu y Opyry.

KoukpetHno, Mmu xoheMoO na KOHCTPYMIIEMO CIMHOPE HA MOAU(DUKOBAHO]
Xaj3zenbepoBoj anaredpu, Koja je TPOAMMEH3MOHAJHU HEKOMYTATUBHU ITPO-
CTOp ¥ Oa HaIpaBUMO OVMEH3UOHY PENYyKIWjy Ha IBOAVMMEH3WOHAJHU MOT-
npoctop z = 0. 3a TO HaMm je moTpebHA CIMHOPCKA pEmpe3eHTAlln]y Y IBe
U TpU AuMeH3uje. Y oba caydaja, COMHOPCKA PENpe3eHTaluja je IBOIU-
MeH3uoHaJHa. [IpwponHa penpeseHTanuja y-MaTpula y IBe AUMEH3UjE CY
[TaynujeBe MmaTpute

v = o1, Yo = 09. (5.25)

N3 mux mobujaMo MaTpUIly KUPAJTHOCTUA

Y3 = —i’7/172 = 03. (526)

W rao mTo je peueHO paHUje, OBa PeNpe3eHTalja je 10 Ha YHUTAPHY €KBU-

BaJieHIIU]y jenuHcTBeHa. CHUHODPCKA pempe3eHTanuja y TPU AUMEH3HUje je
Yo = Oay a=1,2,3. (5.27)

[Ipu Tome je jemma penpeseHrtanuja oapebeHa ycioBOM vy = —iY17Y27Y3 = 1,
IOK je nIpyra HeeKBUBAJIEHTHA MPENYIUOUIHA PEenpe3eHTanuja v, = 01, Yo =

02, 73 = —03, a onpebena je ycmoBom 4 = —1.

5.3 IlupaxkoBo mejcTBO

KosapujauTau usBon 3a cnusope (5.9) y 3aKpUBILEHOM IPOCTOPY Y KO-

OpAVHATHO HE3aBUCHOM OOJIMKY je
1
Dy = dip + 395770, (5.28)
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OMHOCHO, pa3BUjeHO y 0a3ucy terpane
Dip = (Dy)0° (5.29)
ca KOMIIOHEHTaMa

1
Daw - eoﬂ/} + Fcﬂ% Fa — Z W(Saﬂr)/éryﬁ' (530)

3 3axTeBa ma OuamHeapHA popMa 1) Oyme ckajapHa (yHKIMja, OJHOCHO

[a ce KOBaApMjaHTHU M3BOJ PENyKYyje Ha OOMYHU

Da(v1)) = ea(t9)), (5.31)
n3pa3 3a KOBApPUjaHTHU U3BOJ KOHYTOBAHOI CIMHODPA je

Do) = eqth) — YT . (5.32)

[Tpu SO(d) Tpanchopmanujama, KOmyrosauu J{lMpakoB COMHOP Ce TPAHC-
dopmume Tako ma merosa Tpanchopmanmja komnensyje pesyarar (5.5). Y
eYKJIMACKOM IPOCTOPY TE€HEPATOPU Y, Cy AHTUXEPMUTCKU, [& Taj yCJIOB

UCIYyHaBa XEePMUTCKa KOBYyTalllja

oyt =yl (%Wﬁlﬂ) = (—%WEaﬁ) : (5.33)

omaocuo 1 = !, ITomohy JluparoBor omeparopa
D =~*D, (5.34)
ce nepunume /lnparkoBo mejcTBO
5= [ vav @ -my. (5.35)

OBo mejcTBO je peasHO akO HeMa Top3uje. MaceHn unan je oYywWriemHO

peasan. 3aTo heMo pa3MOTPUTH caMoO Aeo Koju canap:ku Jlupakos onmepartop

/ N / VG (G (0, + T,)0) (5.36)

AKO mapumjajgHO MHTErPAJIUMO IE0 Ca U3BOIOM Y3 IPETHOCTABKY Ja IOJba

nIrye3aBajy Ha I'PaHUIN
/\/Ez/_;maegam = —/i@m/_})x/?ei’yaw—/@iau(\/ﬁeﬁi)vaw- (5.37)
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Ako mema Top3suje, kombunyjyhu m3pasze 3a koHekcujy 6e3 Topauje (3.88)

u Puunjese koedunujenre poramuje (3.13) caenn
1

V9

(64 —
Wy =

u(eh\/g) (5.38)

Ha ocHOBY uera (5.37) mocraje

[ vaiireaw =~ [00)sene - [divatte. 639

Ileo mejctBa Ge3 m3BOmA je

[ Vit = [ Vasirse+ [ Vabie vl (5.40)

Y3 ngeHTUTET
[V, Ts] = —w®as7s, (5.41)

uinanoBu (5.39) u (5.40) 3ajenno majy

/\/E@E(W“iDa@D) = /\/E(—iDad—))va@D- (5.42)

Kazna mema Topsuje, lupaxos omeparop ) je XepMUTCKU Y OTHOCY HA CKa-

JAPHU MPOU3BOJ C& TEKUHCKOM (DYHKIMJOM /g.

Aro mocroju TOp3muja, OEjCTBO 3a CIOUHOpPE Me(GUHUIIEMO XEPMUTCKOM

CUMEeTPU3aINjOM

S= % (S + S%). (5.43)

HejcrBo (5.35) Mowxke na 3amume npeko ¢opmu, [85]. Ako medurnmemo

MaTpuuHy l-popmy V = 0%y,, y d auMeH3uja Baku

/ tr (DY)YVV ... Vg = —i(d — 1) / O 7*(Dath), (5.44)

rae ce Tpar omHocu Ha y-marpune. Ilpoumsson V'V ...V canpswu (d — 1)
paxropa. Ha xomyratusauUM mpoctopuma 1-popme mehycobro anTMEKOMY-

Tupajy, na je xepmurcku neo (5.44)
1 _ _
Sn =1 [ 8 (D) = $(DE) VY ..V (5.45)
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Ha canuan maumu Mo:ke ma ce Hammine u MaceHu diaH JlupakoBor mejcTBa

m/trzﬁzﬂVVV. Vg = —id!/@mww, (5.46)

npu dyemy cana npowmsBon l-popmm VVV ...V canpsxu d umanmana. Ha

TPOAUMEH3MOHO] KOMYyTATUBHO] MHOIOCTPYKOCTHU j€ OHIA
1 _ _
Sun=1 [ w((Dv)0 - vDD)VV. (5.47)

Spass = %m / tr g VVV. (5.48)

OBO BasKM 3a pEIpe3eHTAIln]y Y-MaTpula y Kojoj je v4 = 1.

5.4 JlupaxoBO IejCcTBO Ha MOIUPUKOBAHOM
Xaj3eHbeproBoM IPOCTOPY

Ca;[a JKE€JIMMO Ha aHJIOT'aH Ha4UWH Ja KOHCTPYHUIIEMO ,HI/IpaKOBO ,Z[GjCTBO

HA HEKOMYTaTUBHOM mpocTtopy (4.8). PasMorpumo Hajupe KMHETUUKU YIaH

1 - 1
Sim =5 / tr (DY) VV = =5 / tr Z,757,00°07, (5.49)

rme je

Ea = P(Dath) = ¢ ((eat)) — YTa). (5.50)
Kama ce y3my y 063up Henyare 3-popme u3 (4.16), kunernuru unan (5.49)
mocraje

1

Skin = ~3 /tr (51(73%919391 + 72730 020° + 3720"0°6° (5.51)

+ Ea(13720°0°0° + 711730°0"0° + 13710%0°0") + Z5(71720°0" 0% + 7271630291)>.

Nzpaxasajyhu cBe 3-popme mpeko jenuHcTBeHe 3ampeMUHCKe Gopme O u

KopUIThemeM pealuja 3a y-MaTpuile, CJaenn
Skin = ) O tr (Z Ein +iZyye +i(l =€) E3y3 — €Z172 + 6:2’71) (5.52)
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Ha ocuoBy (4.37) mory ma ce uspauynajy l-¢popme ronekcuje (5.30):

1 1 1
Fl = Zwalb"ya'yﬂ = 50021372")/3 = _ZM71,
1 1 1
F2 — ZwaQB’)/a’Vﬂ = 5&)1237173 = —ZM"}/Q, (553)

1 1 1 1
Iy = Zwa&g'ya’yﬁ = §w132’)/172 + 5%337173 + 5”2337273

2

1 )
= Z/w:" —ip*(xy* —yyt + 27°),

na cy xkoMmmonerre (5.50):
== 9 () + L o),
= =0 () + L ), (5.54)

Es = ¢ ((esh) — %1@73 + it (zye — yn + 273))-
Samenom (5.54) y (5.52) mobuja ce
Skin = —% / © (i(‘fl?ﬁ)%w +ilea))yat) +i(1 =€) (est)) st (5.55)

- % (1+ )Py + % st — (1 — )z

— eler) v + elexbmy — i (1 = E)p(en +y)).

Bunumo nma cy umanoBUM y mOcaenmeM pPENy YUCTO MMarmHapHu. Kako Ko-
HEKCHja KOjy KOPUCTUMO MMa TOP3Ujy, TOTPEOHO je na IPUMEHUMO XEPMUT-

cky cumerpuszanujy (5.43), unme mobujamo

Skin = %/@ (Z’T;%(@ﬂﬁ) + ipya(eat)) + i(1 — €)ihrys(est))

—i(ey) 1) — i(eah)yatd — i(1 — €°)(esth) st (5.56)

— £ (1+ @) + ey — 2021 - )pzy).

npojexnujom Ha moTmpocTop z =0, ez =0, uz mejcrsa (5.56) mobujamo
1 T o TN a 1 - -
Shin =5 [ © (#07%(€at) ~ ileatn™ + 5 (1 + )00~ pe i), (5:57
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rme ce caga cymupa mo o = 1,2. OBme MOKeMO aa IPUMETUMO aa ce, Kao U

y CKaJIapHOM CJIy4ajy, €0 KOMIIOHEHAaTa KOHEKCHUje MaHudecTyje Kao Maca.

Axo cama HaDuieMo M MaCeHU 4YJaH
Saws =i [wobVVV =i [wvinom s, 659

omer Ha ocHOBY (4.16) u (4.17) cnenn

Shoass = =m [0 (1= G100 = 5 ) (559

OBaj uyaH u3riena MUCTO MOCJTE W Ipe AUMeH3mOoHe penykruuje. Mebhyruwm,
TO j€ TOCJEeaUIla TOTa IMITO CMO KOPUCTUJIN UCTE O3HAKE 3a CIUHOPE U 3alpe-
MUHCKY (OpMY y nABe U y Tpu auMmensuje. AKO Oucmo kesnenum na OymemMo
IOTIYHO NPENW3HW, O3HAUYWiIu OucMo oarosapajyhe sampemuHCEKe (hopme
ka0 O 1 ©6), kao u crmmope ca Y@ un 3. IIpu Tome je perannja uzmeby
oBux cuuropa @ = /ZyY® rne 6u Z campskanso KOMIIEKCHE GPO] (roH-
CTAHTaH CIMHOP y JeIHO] NMMMEH3WjU KOJU MOKE 1a C€ HOPMUPA Ha je IUHUILY,
[86]) u 3ampemuny ormpojekroBane tpehe numensuje. Y MHTEPAKIMOHOM

caydJajy, Z peHopMaJau3yje KOHCTAHTY WHTEPAaKI]e.

Y komyrarusHoM sauMecy € = 0, macenu unan (5.59) ce cBoau Ha yoOu-
YajeHu MaCeH! 4YJlaH 33 COUHOPCKO moJsbe. MebhyTmm HEekOMyTaTUBHU TPO-
crop (4.8) HUje MHBapUjaHTaH IPU TPOCTOPHO] UHBEP3UjU, IITO 34 MOCIIE-
Iy MMa TMOCTOjame WiIaHOBa 1y3) Koju Hapymasajy mapuocT y (5.57)
u (5.59). 36or Tora CHMHOPU PA3IUYNATE KUPAJHOCTUA UMA]y DPA3IUUUTY
Macy. ¥ MaTPUYHOM CJiydajy, € = 1, cnuHOp YR je MacuBaH U WMa MaCy
my = 4/3m, nok je Yr Geamacen. Hapyleme mapHOCTH je TPUCYTHO U Y
KMHETUYKOM UJIaHYy, & YaK U y 0€3MaCeHOM CJIyYajy AVWMEH3MOHA PEeIyKIN]ja

naje mace my g = (1 +€)%/4

5.5 IMHaTepakmmja cmmHOpa U TOP3Uje

Y oBOM oOmeJbKy KOHCTpyucalieMO HEMUHMMAJIHY HHTEPAKIUjy (pepmu-
oHa u Top3uje. Hawmme, yak m y ciydajy KOMYTATUBHUX JBOINMEH3UO-

HaJHUX MHOTOCTPYKOCTH, ,]_IejCTBO 3a MMHMMAaJIHO B€3aH€ CIIMHOPDE HE MOKEe
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[a UMa eKCIIUIUTHY 3aBUCHOCT OJ KOHEKcHje, ma 300T Tora oBa MHTEPAaK-
nuja Mopa na Oyme HeMuHUMaHa [87]. Y deTwpu AMMEH3Uje IOCTOjU BUIIE
moryhHOoCcTH ma ce KOHCTpywuuie oBa uHTepaknuja [88, 89]. Y Tpu qumen-

3uje, MOTY N1 MHTEpAKIIMOHU UJAHOBU CY ODJIMKA

S - / DTV, S = / e (T VY, (5.60)

Topsuja je nepunucana jemuaunaom (3.81), uuje Cy KOMIIOHEHTE y TETpPAJ-
HOM Oa3sucy
T = do™ + w™30°. (5.61)

[Tocnenma jemHaumHa M3riaena MOTIYHO MCTO Kao IpBa KapTaHoBa CTPYK-
TypHA jemHaumHa y KOMyTaruBHOj reomerpuju (3.20), ¢ TuMm mTo je aJre-
6pa 1-¢popmu cana nqpyrauuja. Ha ocuoBy (3.43) jennaunna 3a KOMIOHEHTE

TOp3Uuje je
(67 1 « «
T =-3C 53,0707 4+ w50°. (5.62)

Konkperno, n3 (4.38) u (4.36) KoMIOHEHTE TOP3Uje 3a MOAUPUKOBAHN Xaj-

3eH6EePTroOB MPOCTOP CY:
T' = D1 - 2p2){6% 6%} = —i - (1 - 2u2) [0, 67,
T2 = —%(1 —ou2) {04, 6%} = i % (1 — 2uz) [0%, 6%, (5.63)
T° = — 22 {0, 0°} — 1Py{0°,0°} = —iepx [0°,0°] +iep®y [0, 6°).
XornoB myasn oBuX 2-(GpOpMU HAJA3UMO AUPEKTHO IpuMeHoM nedununuje (4.41)
T =dep(l — 2uz) 62,
“T? = —iep(l — 2uz) 0", (5.64)
T3 = —2iep’x 01 — 2iep’y 62
Canma MokeMO ma HamuimeMo IpBo aejctso u3 (5.60)
Stor = / tr T 00775
= 2¢ [ 00 ((e =) - 20%2) + iz — wy)
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~2ie [ O (i + i) - (5.65)
VcnocraBma ce na u Apyro AejcTBO MMa UCTU OOJIUK,

= 2iS]

tor

S/l

tor

(5.66)

360r Tora y3mMaMoO peaJiHe U MMAarvHapHe mgeioBe S; . KAO IBa HE3aBUCHA
WHTEepPAKIUOHA YjaHa. KOHKPETHO, HeKa Cy ¥ Cy w ABa NPOU3BOJLHA PEAJTHA

KOoe(UIjeHTa, XEPMUTCKO INejCTBO 3a MHTEPAKIN]y ca TOP3WjOM je Tama

Sur =3 [ Ot = 22) (€50~ rav) (5.67)
+ % / O P(Peap + ap)i*zy 1, (5.68)

roe ce cymmpame Bpmu o « = 1,2. Ilocne npojeknuje va z = 0 mmamo

_ - 1 -
Slor =¥ [ Ou(eit = 5100) + 5 [ ©(0eas + woolia . (5.69

5.6 lmpakoB omepaTop W €KBUBAJIEHIIM]a Ca Dyt

YxynHu narpamiujaH koju onucyje lupakoBe cnmHOpe Ha MOIUGUKO-

BaHOM Xaj3eHOEepTroBOM IPOCTOPY, MOCe penyKiuje Ha Xaj3eHObepros mpo-

cTop je
L = Llkin + Llmass + Lltor = (5.70)
= % (197" (eath) —ileath)y*¢) + %1/_’<T%aﬂ + @6as) 1220 Y
= 5 (3= v — 2edu) + £ (14 20e + )b — 2(e + ) dyv)

Axo oBaj marpamiujaH HamumeMmo y obmuky L = I[Py mamasumo ma je

oaroapajyhu lupaxkos omepatop

1
D =iv"eq — A — Brys + 5(19ea5 + @8ap) P2y, (5.71)
rae cy
2
A:%(B—EQ)—%(l—l—%‘e—l—eQ), B:—%+gw+e). (5.72)
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Y KOMyTaTWBHO] reOMeTpUju, Kalda HeMa Top3uje, JluxmepuBuueBa (op-
Mmysa maje Besy umameby IlupakoBor omeparopa, Jlammac-Benrpamujesor
omepatopa u ckasapae kpuBure [90]. Mu cMo OBme m3padyHaIu KBAIPAT

nobujenor lupakoBor omepartopa
1
D? = —e e — 247 %ie, + ) (9 + )t
1
+ (A% + B%) + (2AB — p/* — 1 pre(9* + @°))vs (5.73)

1
— AW + 8PVt aoys + 5 (Ve + w5V iey, p?xs},

IITO IPEICTaB/bA yOIInTelmhe 0oudnor JIuxHepoBUUeBOT Naniacujata 3a CIu-
Hope. lobujena JIuxmepoBuueBa (popMyJsia cagpEU HOJATHY 3aBUCHOCT OJ
KOHEKCHje, KOja je Iociaemua MHTEpakmuje ca TopsmjoMm. Y ooMm ID? cy

Takobhe IPUCYTHM U UJIaHOBU MHIYKOBAHU IVMEH3MOHOM DENYKIN)OM.

ExBusanenmuja nsmebhy luparosor mejcrsa (5.70) ca Bum-TyprepoBum
MomesioM (2.33) ce mako ycmocTtaBiba. AKO ymopeauMoO HOTAIU]y W WICH-
tuduryjemo § = —k tanma nmapamerpu mejcrsa 3a cmuHope (2.33) u (5.70)
MOTY Ja ce MOBEXKY Ha cienehu HauywmH
ne
R
Kao u y cayuajy Bum-TypuepoBor mejcrBa m3 (5.74) MokeMO Oa BUIMIMO

m = A, Kk = B, Q= w =0. (5.74)

aa lb2 HE MOXKE y INOTIIYHOCTHU Oa CeE I/I,ZLGHTI/ICIDI/IKyje Ca KMHETUYEMM YJIaHOM

['poce-ByakenxapoBor Momemna.
Kanma uzpauynamo
(*To) T™ = 2p°€* (26°(1 — pz) — (1 — 2p2)* — 2u*(2* + ¢7)) ©. (5.75)

BUIMMO J1a Ce€ OBJE IOjaBJbyje eKCIJININTHA KOOPAUHATHA 3aBUCHOCT KaO Yy
CKajJlapy KpWBUHE, IITO OAroBapa XapMOHUjcKOM wiany y ['B-moneny, annm

y Tako ma ymMecTo MHTEpaKIuje ca CKaJapoOM KPUBUHE

2
Speur = g/Rgbz = % / (15 — 16p*(2” + ¥?)) ¢°, (5.76)

MOMKEe [a Cé MOCMaTpa MHTEPAKIUja Ca TOP3UjoM. 3aKJbYyUaK je ma y CIy-
4ajy CKaJapHOT IMOJba, XapMOHUjCKI UJaH MOKE & MOTUYE KAaKO OJ HEMU-

HUMAaJIHE WHTEPAKIMje ca KPUBUHOM, TAKO W OJ HEMUHUMAJIHE WHTEPAKIII]e
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ca top3ujoMm. Omnrosapajyhm mHTEpaKIMOHM 4YJaH, Kala Ce IPOjeKTyje Ha

IBEe MUMEH3Uje je

Ser =5 [ 10T =qe [ (20 —1-mi 1)t (57)

Pesyaryjyhu ¢uzuukm epexar oOe mHTEparumje je CaIuvyaH jep yBOOU Xap-

MOHU]CKU MOTEHINjaJI U MOAUPUKYje MacCy CKaJapHOT IOJba.

Pusmukm eperTr KOju MOry na ce BUIE Y Pa3sMOTPEHOM CIMHOPCKOM
MOJeJy Cy HacTaHAK Mace M Hapylleme MapHOCTU. JemaH M3BOp Mace je
I'PABUTAIMIOHO IIOJbE€ KOj€ Ce KPO3 MHTEPAKIU]y Ca TOP3UjOM MaHUPECTYy]je
Kao mHeprnuja. Ipyru m3Bop mMace je IMMEH3MOHa penayknuja. Hapymeme
IIAPHOCTY je MOCJIequla HEMHBAPUjAHTHOCTA MOIU(GUKOBAHOT Xaj3eHOepro-
BOTI' IPOCTOpPA Ha MPOCTOPHY MHBEpP3uUjy. 300r TOra, MPOCTOPHA WHBEP3Uja
HUje cCUMepTHja y JarpamKujaHy, a KaKO MaCeHU YJaHOBU y cebu 3aapike
1 KOMIIOHEHTE KOje MMOTUYY M3 NONAaTHE NUMEH3Uje, HApylIemhe MapHOCTU Ce
MaHH(ECTY]je Kao pa3jimKa Mace JIeBe U JleCHe KOMIOHeHTe J[mpakoBor mosma

U TOCJIE MUMEH3VMOHE PemyKINje

1:|Z€)(3:l:6)—%(12126)(121264227]). (5.78)

iy

mR,L:A:I:B: 3

Y KOMYTATHUBHOM JIAMECy Mpy = m £ nu/2, ma BUANMO Ia je jemaH Ieo

reHepucaHe Mace MCKJLYUYMBO MOCIEIUIa MHTEPAKINje Ca TOP3UjOM.
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6 I'pamijeHTHO TOJhe Ha 3aKPUBJIHEHOM HEKO-

MYTaTUBHOM IPOCTOPY

Jemna moryha ¢uswmuka mHTepnperanuja 6oJsser noHamama ['B-monena
y WIl-cexkTopy jecTe KOHPUHUpAHE TObA Y 3aKPUBJLEHOM IIPOCTOPY XapMO-
HUJCKOI' TOTEHI]ajla W MOTUCKUBaWme WHTEPAaKIUja MAyTOoT JAOMETa, IITO je
yobuuajeno y rteopujama kKoumensosane marepuje [50]. OBaj reomerpujcku
HauUUH Bubhema mpobJjemMa MOBOMU Yy Be3y TPABUTAIU]Y Ca peryaapu3aliiu-
jom WII-nuBeprenmnuja y Teopmju mosba Ha HEKOMYTATUBHOM mpocTtopy. U
y CaydYajy CHUHOPCKOT I0Jha MCIOCTABUJIO CE€ Ma IpPaBUTAlMjd, KPO3 WH-
TepakKIUujy ca TOP3MjOM IO3aAWHCKOT IPOCTOpPa, peryjaapusyje Teopujy y
IOOBOJLHO] MepHU TaKO na OHa Oyme peHopmaau3adbuixa. Y caydajy Bum-
TyprepoBOor Momena, KOju CMO I'€OMETPUjCKM MHTEPIPETUPATIUA, TO CE Je-
maBa yIpKOC unibeHuny na jenan mneo Y B /NI memama u name ocraje [29].
3060T MPeTXOAHO HABEAEHOT, IMOCTOjasla je MOTUBAIja Aa Ce UCIUTA MOHA-
mame IpaarjeHTHe Teoprje Ha MOAN(PUKOBAHOM Xaj3eHOeproBoM IpPOCTOPY
y OUeKMBaBy Oa KPO3 MHTEPAKIU]y Ca MO3aAWHCKOM I€OMETPUjOM TeOpHja

nokaske Ooswe WMIl-monamame, Kao0 y IpeTXOAHA ABA IPUMEpPA.

IlonaTtHO, Teopuje nosba neprHucare Ha JlujeBuM anredbpama kKoje nmajy
KOHAUHOJUMEH3MOHE peNpe3eHTalyje Cy KOHAYHe IpU KBaHTm3amumju [47].
MomudpuroBana XajzenOeprosa anredOpa Hema CTPYKTYpY JlujeBe anrebpe,
ajly “Ma KOHAYHOAWMMEH3WOHY MATPUUYHY pempe3eHTalu]y, IMTO MOKe Oa
Oyme pasiyior OOJper MOHAINAMA CKaJapHe W CIUHOCKe Teopuje. Y OBOM
KOHTEKCTY, MATPUYHY F'€OMETPU]Yy MOKEMO a CMATpaMO HEKOM BPCTOM pe-

ryjiaTopa.

Mopnen 3a rpaaujeHTHO IOJbe HA MOAM(PUKOBAHOM Xaj3eHOeproBoM IIPO-
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cropy KoHcTpyucan y [49], mocne pemykuuje Ha mormpocrop z = 0, uMma
nobpe ocobuHe Ha KJIacuvyHOM HUBOY. llopen TpuBmjasHOr Bakyyma, Teo-
puja je u BPCT unBapujantaa. Taxkobe, Teopuja mma crkajgapHU CEKTOD
KOjU MOTWYE OJ I'PaAWjeHTHOr moJba y monatHoj KK-muvensuju, ma ce oBa
Ba CEKTOpaA KOMOWHY]Y y MYJITHUIIET KAO Y CYIEPCUMETPUUHUM TeOPHUjaMa,

OITO MOMXKE Oa BOIU INOHUIITCHY je,HHOF JeJ1a ,I[I/IBepI‘eHI_II/Ija.

Y HacTaBKy OBOI' IIOTJIaBJ/ba, IIOCJE KPATKOI IIperyiena pe3yiaTaTa U3
[49, 50], npencrasuhemo Hame pesyarare u3 [51]. Y [49] mumensunona-
HOM PeIyKIUjOM Ha JBOAUMEH3MOHAJIHU IOTIPOCTOP, je u3 Jaur-MmuicoBor
[ejcTBa Ha MOAM(PUKOBAHOM Xaj3eHOeproBOM IPOCTOPY AOOWjeHO mejcTBO
3a rpaanjeHTHO mo/me. KBaHTHe mompaBke y mpBoM peny cy Habene y [50]

1 Hall pe3yJiTaT IIpeacTaB/ba HaCTaBaK OBOI' pala.

6.1 /lejcTBO 3a rpaaMjeHTHO NMOJbE HA MOIUDUKO-
BaHOM Xaj3eHOepProBOM IPOCTOPY

I'pamujentna U(l) cumerpuja Moxke ma ce yBeme moMony rpamjeHTHOT

noreHnujana (koHekcuje) A, Koju je aHTUXepMUTCKa 1-popma
A =ighA,0°, (6.1)

rIe je g KOHCTaHTA WMHTepaknuje. Tana je jauynHa MOJba, OMHOCHO KPUBUHA

KOHekcuje A

F = dA+ A% = S Fop°f’. (6.2)

Osne ce rpamujentra U(1) rpyna craggapaHao CACTOjU O] YHUTAPHUX eJleMe-
Hata g € Akaoy (2.38), a 360r nedpuuunmje nudepenmjana TPEKO UMILYJICA

1 OBIEe MOKEMO Ia YBeIeMO I'DAANjeHTHO KOBapUjaHTHY l-dhopmy
X=X H0"=A—-90, (6.3)

KOja ce TpaHC(OPMHUIIe IO IPUAPYKEHO] pellpe3eHTalju IPaaljeHTHe TpyIIe.
KommnonenTe
Xa = Pa + igAa (6.4)
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ce Ha3UBajy Koeapujanmue Koopouname. Rama ce jaunHa mosba M3pasu IPEKO
KOBAPUjaHTHUX KOOPAWHATA X U CTPYKTYPHUX KOHCTAHTHU, MOOUja ce m3pa3l

F=X— %Fvaﬁx7 070" — 2%6 Ko50°0°. (6.5)
[Tocrojame koBapujanTHe KoOpaUHATE X OTBapa MOTYNHOCT KOHCTPYKIHjE
orncepBabJ/ii KOje Cy ayTOMaTCKU T'PalljeHTHO MHBAapUjaHTHE, Ha CE TUME
npomupyje MoryhHOCT KOHCTPYKIMje I'PadyjeHTHO MHBAPUjaHTHOD IejCTBa,
npyrauujer on Jaur-Mwuiacosor umu Yepu-Cajmoncosor. OBa moryhuOCT
jé MCKJbYUMBO TOCJenuIla HeKoMyTaTuBHOCTU. Momen koju je oBme m3rpa-
ben je mekomyTaTtuBHO yommrewme Janr-MuicoBe Teopuje 6e3 exkcTeH3uja.
Moryhe ekcrensuje he butu ananu3upane KacHUje. 3a 1€jCTBO BEKTOPCKOT

noJba HA MOJUPUKOBAHOM Xaj3eHGEeproBOM IpOoCTOpy je y3ero [49]

S = 1622 tr (F*F + (*F)F). (6.6)
Penykuuja ma mormpocrop z = 0 moxpasymesa camo nosba A, (z,y,z = 0),
npu yeMy ce (pOpMaJIHO MHTETPAJIM IO 2 M PECKaJupa KOHCTAHTA MHTEPaK-
nuje 3a rpaaujeHTHo moJbe, g — ¢. Pesynrar je Raanyma-KaajooBa penyk-
nuja Janr-Mwuncosor nejctBa Ha MojanoBy paBan. Ilouerno mepunmcano
I'paJujeHTHO NOJbE U JAUMHY [10Jba Ha TPOAVMMEH3MOHAJIHOM MOAU(YPUKOBAHOM
XajzenbeproBoMm mpocrtopy osmauaahemo ca A,, Fu5, o, 8 = 1,2,3 noxk
hemo ucrte Benmmumue kKoje cy nedpunucane Ha MojasloBOM TpOCTOpPY O3HA-
uaBatu ca A,, Fos. «,8 = 1,2. Ilosa 1 KOHCTaHTe MHTEPAaKIUje HEMAjy
UCTe MaceHe OUMEH3Uje Yy IBe U TPU IPOCTOPHE NVMEH3Wje, ajll ce MPU AU-
MEH3MOHO] PEOYKIMjU YBEK M0jaB/byjy y3 oAroBapajyhe rpaarjeHTHO MOJLE.
Tako na g u g mory ma ce amcopd6yjy y A, m A, m ma ce Ha Kpajy padyHa

BpaTe U IPUKAKY y O€jCTBY.

[Tocne penyruuje na morupoctop z = 0 Tpeha KOMIOHEHTa MMIyJICa je

KOHCTAHTHA,
gA3 = g9, gA1 = g4, gAs = gAs. (6.7)

KoBapujanTHU M3BOI U jaunHa 1IOJba CY Y ABE DUMEH3Uje Ne(PUHUCAHU Kao
Do¢ = ea¢ +ig[Aa, @), g 'Fia = e1 Ay — ex A +ig[Ay, As].  (6.8)
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Kowmmonenre jauune moma F nmocne KK-penykmuje cy [49]

2
g 'Fo=g'Fo—pp=g" (_i[xl,xz] + Iu_) - 19,

€
g71F13 = D1¢ - iE{pQ + igA27 (b} = [xla ¢] - iG{X2J ¢}7 (69)
g 'Fas = Dot +ie{p1 + igA1, o} = [Xo, @] + ie{X1, ¢}.

Axo ce me¢punMIIE
a=1-¢€ (6.10)

v npuMenu nedpununuja Xogosor *-mayana (4.41)

1
SYM = @ tr (a F12F12 + F13F13 + F23F23), (611)

Ha ocHOBY medununuja (6.7,6.8) u nocie Bpahama KOHCTaHTE MHTEpAKIMje

3a TpadurjeHTHO ToJbe, nodbuja ce

1 2
SYM = 5 tr(% (F12)2 — % Flg(b + (4 + a)u2¢2 — 46F12¢2 (612)
+ (D19)? + (D2¢)* — {p1 +igA1, ¢}> — €{p2 + igAs, ¢}2)
1 a3

= —tr( - % [)(1,)(2}2 + a/JJ2gZ52 -
9

2ia
2 ¢ + K [le XQ] ¢
g

ge
e (X0, Xo] 6+ X, 0 + (X, 67 — X0, 01 — (X, 0)?).

HejcrBa (6.6) n (6.13) cy medpumHuMcana kana je meduHUCAH Tpar, OIXHOCHO

3a KOHKPETHO naTy penpe3eHranujy anarebpe. Jemna moryhuocT je ma ce

pa3MoOTpu KOHAYHA MaTPUYHA pernpe3deHTanuja, € = 1, a = 0. Y ToMm cayuajy,

nejcrBo (6.13)

Syu = %tr (4u2¢2 — 4F15¢* + (D1¢)? + (Dy0)? (6.13)
—{p1 +igA1, ¢}* — {p2 + igAs, ¢}2)

canp:KU TPaavjeHTHa IOJba KOja He Mpomarmpajy, a MHTeparyjy ca cKa-
aapom. lpyra moryhuoct, kojy hemo oBme ma pa3MOoTpuMo, jecTe Ha ce
UCTUTA KOHTUHYAJHU JIMMEC W IoJha penpe3eHTyjy Ha MojasoBoj paBHU.

Ore:xkaBajyha OKOJHOCT, Kamga je y OUTAlmy OBAaj MPUCTYI, j€ PEeJaTUBHO
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KOMIITUKOBAH OOJUK OejcTBa, IITO Ceé He OMHOCU CAMO HAa WHTEPAKIMOHU
4jaH, Hero U Ha kuHeTnyku. OBO je mocienuiia MeIama CKAJAPHOT U BEK-
topckor mosa. (C apyre crpaHe, OBO HATOBENITABA [a Ne XapMOHUjCKUA
MOTEHIjaJI a8 KOHPUHUPA, TOPEI CKaJapHOT W BEKTOPCKO mosme. OBO nej-
CTBO je MaHU(PECTHO I'PAIUjEeHTHO MHBAPUjAHTHO jep je 3amucaHo momMohy
KOBapujaHTHUX Koopaumuata, Mehytum JIC-craryc Huje jacam jep mejcTBO

(6.13) muje maBapujanTHO Ha 3aMmeHy [Xi, Xo| <> {Xi,Xa}.

Kamna cy y nuramy cio0ooHM mapaMeTpu, BUX Y OBOj TEOPUJU MMa CAMO
nBa. Jeman ciobonaH mapaMeTrap je ¢ U OH MepPU CKaJly HEKOMYTATUBHOCTH,
IOK [/ OArOBapa CKaJM MPOCTOP-BpeMeHa. KOHCTaHTe MHTEpAaKIUje Cy all-
copboBaHe y rpaaujeHTHa mossa. Maca cKaJapHOT IOJba W CBE KOHCTAHTE

WHTEepakKnuje ce PUKCUPaAjy OBUM IapaMeTpUMa.

HejcrBo (6.13) MMa nBa KIACUYHA BaKyyMa:
Ay =0, Ay=0, ¢=0, (6.14)

2 2
A=Y, =T g B (6.15)
ge ge ge

[IpBu BakyyM je TpuBHjajJaH, NOK APYTUA MMa KOHCTAHTHY BPEIHOCT jadunHE
nosma, o = p?/e, Kao u HemysaTy BpemHoCT eHepruje. Ilocse pasBoja OKO
TpuBujasHor BakyMa (6.14), dukcupama kanmubpanuje u n0naBama IyXoBa,

nobuja ce caenehe mejcrso [50]
S = SYM + ng + Sgh = Skzn + Sinta (616)

Ipym 4yeMy Cy KMHECTUYKM U MHTCPAKOMOHUN YJIaHOBU PEAOM

1
Shin = 3 / aATA® 1 2™ (3, A5)6 + $0 (6.17)
— (4 +a) ¢ — 4ptrwod* + 2¢c,
1
Sui == 5 [ e00as(0°A7 + igAT + 4%) w6 — 2ig 0,64 ¢ (6.18)

+ 2tapgeasA” * APy — 22'ageo[58a145EWA7 *x A°

+ ag?(capA® x A%)? + *[Aq 3 O][A% ¥ ¢] — Eg°{As ¥ 9H{A % ¢}
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=+ 2/~L2€g€a6{xa H ¢}{AB H 925} - igé@a[Aa H C}-

Ynanosu (6.17) u (6.18), y 36upy, mpexncrasibajy Monen koju he y na-

CTaBKy OUTU aHAJIU3UPAH.

6.2 IlpomaraTopu: CTpykKTypa Ha HUBOY jeIHE IIe-
TJbE

Y oBoM omemky hemo ce ocioHUTH Ha Heke pesyiarare u3 [50] u me-
¢urrcahemo HOBe 03HakKe kKoje he osakmaTy mporec pavyyHama. Y KUHETU-
ukoM unany (6.17), mocToju Memame CKAJIapHOT U TPAIUjeHTHOT moba. OBO
MeIlame je mocienuniia HekoMyTaTuBHOCTU. Jla 6GucMO HAIIM mpomaraTop,
nocmatpaliemMo oBa mosma kao meo myarumiaera &7 = (A¥ @), na kuneTHUKM

YJaH MOXKE NIa Ce HaIulle y OOJUKY

1 06, — 0% AY

Skin = ——/(A“ oy alu% ) +2¢0c¢,  (6.19)
2 ape,, 0" K1 —ap 0

= _%/qﬁa—l@ +2¢0c (6.20)

rue je
K =0 4ptza2® — 4 (6.21)

nHBep3 MeilepoBor KepHesa y MMIIYJICHOM IPOCTOPY. Y IBe IUMEH3uje,

MesepoB kepHen y mapamerapckoM obauky je [93],

T [ d€€—1 1 ((r+s)2¢+(r—s)21)
K — . 8;1,2 13 . 622
(r7 S) 4/1/4 é- é— + 1 € ( )
1

Maca crkasapHOr moJba je OBHe 2. 3a Apyraduje BPEIHOCTU Mace, y3
pakrop (£ —1)/(£ + 1), ce mojaBmyje Opyrauumju €KCIHOHEHT. Y HACTABKY

hemo xkopucTuT; HOTALM]Y:

- € € ~
™ =¢e"r,, rAs= 2 €urt's’ = 2 r-s. (6.23)
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Kepuen kuHeTMUKOr omeparopa je y UMIIYJICHOM MMPOCTOPY AAT MATPHUIIOM

—ar?d,, (2m)%0(r + s) —iaur,(2m)*0(r + )
G Hr,s) = . (6.24)
—iaus, (2m)%6(r +s)  —ap®(2m)%5(r + s) + K=1(r,s)
MNuBepToBameM 0Be MaTpuIe H00Ujajy Ce eJeMEeHTH MATPUIE MPOIaraTopa

G(r,s):
H)9(5) = K (r,9),

A°(r)é(s) = —iu%K(r, 5), (6.25)
Fogh )2 6B5(r + s
AT A(s) = (i) g K (r,5) — (2@) g 55; ).

Kaxko je y cBakoM mpomaraTopy 3a BEKTODCKa I0J/ba IPUCYTHA KOHTPAKIN]a
ckanpuux nosma K(r,s), mocinemma nBa MarpuuHa eseMmenta u3 (6.25) mo-

’KEMO J1a HAIIUIIEMO KaO PEeKYPEHTHE peJjalldje:

A()o(s) = —in’5 () (s) (6.26
R )2 65 (r + s
A2 (5) = (-in) s (r)gls) - Cr IO )

OBakaB HauMH 3aIMCa je 3HAYajaH jep omMoryhasa amncopbOBame BEJUKOT
Opoja m3pa3a U BOAW MOHUIITABAKY 3HAUAJHOT MeJa AUBEPTEHTHUX MTOTPU-
HOCca. VIHTepakIuoHU UJaH CAAP:KUA TPOBEPTEKCE U YeTBOPOBEPTEKce. Y

UMIIYJICHOM IIPOCTOPY, TPOBEPTEKCU CY:

21€ ANq .
Sint = ~ gyt [ dvdaan o+ -+ k) cos 0 54,0) o) o),
2 ) A
Suta = g7 [ dpdadily +a-+ k) sin 250 (0) o) 4,06
_ diepPyg pAq 0O
Sint,3 = n) / dpdqdkd(p + g+ k) cos = aﬁucb(p) o(q) A, (k),

A
Sin = =37 [ dvdaanstorqkysin 3 () Auta) o).

iag
(2m)*

CDAG -
Sints = / dpdgdké(p+ g+ k) sin Z% kP Au(p) Au(q) Ay(k),
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2ig . PNgq
@Tyl/dpdqdk&p—i—q—l—k)sm

a YE€TBOPOBEPTEKCU:

Sinte = p"e(p) clq) Au(k),

2 2 . /\ ) //\ /
Sint,7 = #/dpdqdp’dq/&p%—q—l—p’—l—q/) sin 2 5 Tgin? 5 7
x 0" Au(p) d(q) Au(p') o(d),
2¢%g? Ay ;o PAq DA
Smt,szw/dpdqdp dqd' o(p+q+7p +¢')cos 5 08— X
x 0" Au(p) d(q) Au(p') o(d),
2¢q> / ’
Sint,g = —e—g/dpdqdp'dq/ dp+q+p +¢) Sinp/\qcosp v X
(27) 2 2
x e Au(p) Au(q) ¢(p) ¢(q),
2 / /
- ag .y Cone PAG L PAG
Sint,10 = L /dpdqdp dq" d(p+q+p" +q')sin 5 sin €%

x "7 Au(p) Au(q) Ap(p') As(d).

Mu skenuMo na m3padyyHaAMO KOPEKIje MpolaraTopa Ha HUBOY jemoHe

neTJbe, OMHOCHO 30Up OUYEKUBAHUX BPEITHOCTU

PFF/ﬂ‘j(T, S) = —<F<T)F,(S) Sz'mg’i Sint,j >, ’L,j = 1, R ,6 (627)
Prpi(r,s) = —(F(r)F'(s) Sint; ), i=17,...,10 (6.28)

rae cy F' u F' moma koja omrosapajy CHOJLAINELUM JIMHUjAMa U KOja MOTY
umaTtu Bpegnoctu ¢ unu A* mynrumniaera ¢. Uumercwm i,j = 1,...,10 oxro-
Bapajy WMHTEePAKIMOHUM BeprekcuMma. M3spasum (6.27) omrosapajy mBoue-
CTUYHUM KODEJAIMOHUM (YHKIUjaMa ca jeJHOM IeTJhoM. [IBouecTuuHe KO-
penanuone ¢yHKIUje ca aBe mersbe cy obmuka (6.28). OBum mompuHOCH
Hehe OwTu pa3MaTpaHN y HACTaBKy. JemHOUeECTWYHE KOpeJlalloHEe (YyHK-
mje Pp; (tenmon mujarpamu) cy uspauysare y [50]. Osum remmon muja-
rpaMuy Cy YBPIITEHM Y KOHAYHU Pe3yJTaT KaKO Ou ce oMOryhmio eBeHTY-
ajiHO cKpaheme AUBEPreHTHUX AONPUHOCA Y KOMOWHAIMU Cca YIAHOBUMA

Pr;;. KoHKpeTHO, y KOMIOHEHTaMa, 3a IOIPaBKe IPOIararopa yBOIUMO
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O3HaKe:
Pyyij(r,8) = Pyryg(s).is = —(@(r)o(s)(i)(j

(
Piaij(r:s) = Pyyans)is = —(0(r)A*(s)(0) (7)), (6.29)
) (

)

Plisii(1,8) = Panryg(s)ij = — (A" (r)d(s

Ila bucMmo HAIIM OOJMK KBAHTHUX KOPEKINja MOJAa3HOT 1ejCTBa Ha HUBOY
jenHe mersbe, MOTPEOHO je na M3padyyHAMO aMIyTHUpaHe aujarpame. Y Kja-
Bbambe CHOJBALIBUX HOTY ca P(r,$) HAje y HOTIyHOCTU TPUBUjAJIHO 32TO MITO
ce OBZle paayd O HEJOKAJHOM KMHETWYKOM YiIaHy, KOju y cebu canpsxu Me-

JIEpOB KepHeJl. AMIOyTupaHu IpomaraTop je
1
(p,q) = W/dfds G (p,—r)P(r,s)G " (—s,q). (6.30)

YEriIamameM CIOBAIIBUX Ipornararopa cMamyje ce 6poj MemepoBux kep-
HeJa, a CAMUM TUM W OPOj mapaMeTapCKUX WHTEerpaja y KOHAYHOM DPe3yJl-
raty. OBo, 300r cmamema Opoja mapamerapa, 3HAYAJHO OJIAKIIABA aHA-

nu3y, ajau noBehasa Opoj wiraHoBa Koje je mOTPEOHO aHAJIU3UPATH.

Y Toky pauyHama, 300r KOHTPAKIMja BUIIE I0Jba, JOOUjaMO IPOU3BOIE
Bumie MenepoBux kepresa, a 300r pexkypenTHux penanuja (6.26), cBe KOH-
TpakIje MoJba Ce PEAYKY]y Ha KOHTPAaKIUje cKaJJapHux mosa. Jla ducmo
OJIaKIIAJNN padyH, Yy HACTaBKY yBOAWMMO O3HAKe 3a IPOU3BOJAE BUIIE KOH-
Tpaknuja. Y Ha]jeOTHOCTABHUjEM CJIyda]y, Kala IOCTOje TPOU3BOAM CaAMO

nBa MejepoBa KepHeJa, OHU Ce MOjaBJbY]y y ODJIUKY
Ka(p,q. k1) = K(p, ) K(k,1) + K(p, k) K(q,1) + K(p, 1) K(q, k). (6.31)

Kanma mocToje koHTpakIuje ca CIOBAIBUM UMIYJICAMA I U S, OBE UMITYJICE

OJBajaMO BEPTUKAJHUM JIMHUjaMa U 3aIUCYjeMO Kao
Ky(r, slp, q) = K(r,p)K (s, q) + K(r,q) K (s, p). (6.32)

Y ommrujem ciaydajy ca m CHOJBALIBUX W N yYHYTPAIIBUX uMmmoycaa (n >

m), IUKINYHA Tpou3Box Buime MemeposBux kepuena K., ce mojaBibyje y

00uKy
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n—m n_m
22 < 2 )!Kern(Tlv"'7rm’p17“"pn):

= Z K<r17p7Tl>K(r27p7r2) R K(rm7p7rm)K(p7r7n+17p7Tm+2) A K(pﬂ—n—17p7rn)

rae cy m, HepMyTalyje YHyTPaIIlBUX UMIyJaca. K, i, je CAMETPUYHO IpU
U3MeHN OMIIO0 KOoja JMBa CHOJballlkha WM yHyTpalllkha BepTekca. Pauyn ce

JOOMATHO II0jeHOCTABJbYj€ MPUMEHOM PEKypP3Uje

Km+n(r17 o 7Tm|p17 s 7pn) = (633)

= ZK(Tl,pi)Kmm—l(M, e s Tm|PLy S Dic1s Pigts <o 5 D)
i=1

[IpuMeHOM peKkypeHTHUX penanuja 3a konrpaknuje (6.26) 36up cBux mo-

IIPpHOCa MOKE€ KOHIOECH30BAaHO Ha CE 3alliIle Yy O6JII/IKy

Poy = 2(2— i) Popg.ij + Z Pyg i (6.34)

i<j<6 7<k<10
(6% QU o . ,”ZC% o

Poy= > (2=0)Py,+ Y Poay=—in —5 Poo + P (6.35)
i<j<6 7<k<10

PZﬁ = Z (2 - 5ij)PXfl,ij + Z Pﬁfﬁ,k
i<j<6 7<k<10

, 7950 s & 0 | plos

opu 4deMy 300T CIMYHOCTU BEPTEKCA Sipta M Sips MOCTOjU oarosapajyha

pesanuja m3Meby mompumHOCa, MITO Ne(OUHUIIE UTIAHOBE

Pygis = —Pggia + Plyis,

T
PgAw = _PgAm - Z/v‘ﬁpdﬁm‘s) + Py HAi5 (6-37)
~ ~/B
af 2! $ 7
Prais = PAAz4 K 252 P¢>¢>z5 W P¢A15 W P¢Az57
roe ¢ = 1,...,5. OBO BoOM Ka 3HAYAjHOM MOHUINTABAaKY, Ka0o 1 MehycoOHO]

AIllCOPUIIIjU BEJIUKOT OpOja dIaHOBA.

[locToje mBe BpcTe NWMBEPreHTHUX MOOIPUHOCA HA HUBOY jelHE IEeTJhE.
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YeTBOpOBepTEKCHU 1ajy jeJHOUECTUYHE KOPeJIalMoHe (YHKIUje KOje Cy W3-

pauynare y [50] u nmajy oGuuk

[oo. [aa. [wriage (6.35)

[TocToje Takobe muBeprenTHU mompmHOcu Apyror pena. OBe ABOUYECTUYHE
KOpeJslaioHe (YHKIUje, KOJU MOTUYY OJ KOHTPAKIMja IBa TPOBEPTEKCA CY
n3pauynare y [50]. Y nacraBky he 6urtu objammenn caMo OCHOBHI KOPaIU
padyHa KOjU je BeoMa Oy U CaApP:KU HEKOJIUKO TpaHChOpMaluja upas3a ca

BUII€ CTOTHHaA 4YJIaHOBA.

Pasmorpumo enement P,y Marpune nponararopa. OBaj MaTpudHU ee-
MEHT yjeIHO Haje U HajauBepTeHTHUje HeJOKaJHe NompuHoce Tuma (1! u

[0-2. lmjarpaM Koju CaIp:KU OBa TPOBEPTEKCA Sint,1 IMa TOIPUHOC

2,22 / /
Pop11 = — 4§2+)‘g / dpdqdkdp'dg K 5(p + q + k)5 + ¢ + k) cos 2 /2\ 9 cost /2\ 1
ey 6)6(5) Ao (D)o 0) 6 ) A 0o k). (6.39)

npn wewy je xoperamona pymmia (6(r)o(s)As (p)6(a)o(k) A, (7)6(d) oK)
CyMa CBUX KOHTPAKINja CIOJLAIMBUX MOJhba CA MObUMA KOja Cy Caap:KaHa
y BepTekcuMa. MelycobHe KOHTpaknuje CHOJBbANIBUX IOJba CE€ HE Y3U-

Majy y o03up 3aTo mTO OM OHe maJjie HemoBeszaHe aujarpame. IlocToju

YKyOHO nmeBefnecer unanoBa obmuka ¢(r)o(s)A,(p)o(q)o(k)AL,(p")o(q)o(K') ca
IO YeTHPHU KOHTPAakKIuje y cBakoMm wiany. OBo y 30upy maje KOMOWHAIM]Y

Ky(r,s|p,q, k, ¢, k'), jep cBaka KOHTpakuuja CraJapHOr HOJbA Ca CKaJap-
HUM U TPaaudjeHTHUM naje mo jeman MesepoB kepres. [locTtoju u momaTHUx
IOBaHAECT KOHTPAaKIIMI]ja A_A O KOJUX CBakKa CAAP/KU MO WiIaH Y KOjeM HeMa
Meuneposor kepuesa (apyru umas y (6.25)), mro pesyiryje KOMOUHAIM-
jom Ks(r,s|p,q,p,q) xoja je cumerpmunm 36up nmpoussBoma tpu Meseposa

KepHesa. Ronauynu pesyinarart je

462 2
jP—— # / dpdq dk dp'dq dk's(p + q + k)6 + ¢ + ) (6.40)
A 'Aq
X €COS b 5 a COS b 9 a K4(T7 S|p7 q, kap,7 q,’ k,)
2 /\ //\ /
+ 2y /dpdqdp’dq’5(p +q+p+q)cost 5 9 cost 5 L Ks(r.slp.q.7,q).
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Osne npoussoau Meneposux kepuena Ki(r, s|p, q,p,q') u Ky(r, s|p, q, k, p’, ¢, k')

uMajy yJIory oaropapajyhux ¢akropa cuMeTrpuje.

IlaTe KOHTpakiurje MOTy na Ce PEempe3eHTyjy u oaroBapajyhum Paju-
MaHOBUM aujarpamMuma. KRoHTpakiuje Tuma ¢¢ hemo ma pempe3eHTyjeMo

npaBuUM JIMHUjaMa, KOHTpaknuje AA Tamacactum JuHUjaMa, a ¢A Melranum
—_ | M—
JIVHUjaMa:

op=——, AA=~nr~r~, PpA=—r~. (6.41)

—_ | N— —_

Tako KOHTpaKIUje Pa3IUUUTOr TUIA KOje OAroBapajy aMILIUTYu Py,

MOTY na ce MpeIcTaBe AujarpaMmmMma

O~ —0——O~

Jonpurocy qpyrux Beprekca aMmmuTynu Py ce Hamaze y momartky (1.1-1.11),

a mujarpaMu KOju ONroBapajy OBUM JOTPUHOCUMA CY

—O— 0~ O
R S
O~
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WcnpexkunanoMm JUHUjOM ITpeNCTABILEHN CYy IponaraTopu 3a ayxose cc. [lap-
—
NUjaJiHA JONPUHOCKU MAyXOBa CY HYyJIa 3aTO IITO HE MOCTOje IPONaraTopu

u3Mebhy myntuniaera ¢ u myxosa

Pyoic = _é{ ‘/h ——0 (6.42)

3a i # 6, rIe je myImuia JIMHUja OIINTA O3HAKA 3a KOHTpakuujy uzmeby msa
unana myatumsiera ¢. KopumhemeM npeTxoaHo HaBEAEHOT, EeJOKYITHUA TO-

IPUHOC 32 MATPUYHU eJIeMeHT P,y Moske na ce cabepe y OOIHMKY

Foo = ‘( )*_ = D Pagii+2Pspiz + 2Pss1s + 2P} 5 (6.43)

i=1,6;1#£5
+ 2Pgg23 + 2P 405 + 2P 455 + Plyus + Plgss + Z Py
i=7,10
Amnajsiorna jeaHauMHA IMOCTOJU U Yy CJIYYajy Kada Cy CIOJbAllmha M0Jba Tpa-
NOUjeHTHa WA KOMOWHAIMja KOja ca CacTOju O jeIHOT CKAJApHOT U jemTHOT
rpamujentror. Onmocno, P je amamornm 36up unanosa Py, a Pfﬁf o1I-

rosapajyhu 36up P’ . IIpomararo [EeJIOr MVJITUILIIETA j€ Tada MAaTPULA
paly p AAij p p y J p

af fo'
PAA PA

j A,e{},a, _ . (6.44)

5
Poa Py

KBanTHa KOpekIuja Ha HUBOY jedHe MeTJhe je 30Up CBUX MOMEHYTUX M3Pady-
HaTux unaHoBa. Jla 6u ce oBu mompuHOCU M3pavyHAIU, TOTPEOHO je u3-
pasutu Menepose keprene (y ropwmem npumepy K3 m Ky) rao I'aycose
nmapaMeTapcKke MHTerpaJie o UMIyJcuMa p,q, k. Hakon Tora ce ypamu uH-
Terpanuja mo UMIyJjJcuMa. Pe3ynTar je QUBEpPreHTHU BUIMIECTYKU WUHTErPaJl
IO mapaMeTpuMa, KOjU M3y3€B Y HajjeTHOCTABHUJUM CIyYajeBUMa, HE MOKE

Ia ce U3padyHa eKCIJIUIUTHO.

Kao mro je panuje HarjgameHo, aMIOIyTUPaHU IPOMAaraToOpu UMajy jen-
HOCTABHU]Yy CTPYKTYPY jep ce mpoum3Boau MemepoBux kKepHela PEAyKY]y.
Tako ce ma nmpumep K3 u K, peaykyjy Ha BUIlle 4jJaHOBaA KOju canp:ke K

u K. Ila Ou ce Ham/IM CBU aMIyTUPaHU IpOMaraTtopu, noTpedHo je mahwm
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n ocrajne MarpuuHe ejgeMenre Pyy u Py, Koju ce Hamaze y goxatky (II.1-
[I1.11). Amoyrupanu nponararop 3a mneo myiarumier (6.30) je penpeseHTo-
BaH AyNJWM JUHUjaMa KOje MOTY MMATU BPENHOCTU YJIaHOBA MYJITUIIETA

(¢, A), npu ueMy Cy YKIOHEHU CIOJbAIINU POMNAraTOPU

pv u
A H¢A

I(p, q) = x{}vx = (6.45)

oa gy
a ManI/ILIHI/I eJIEMEHTU Cy aTaTun I/I3pa,3I/IMa:
1" (p, q) = a®p*¢*PL% (p. q) (6.46)
n 2 2~ plup ap’ n -1
1"(p, q) = —ia®*up*G, P14 (p, q) — E dk Py (p, k) K~ (=k, q) (6.47)
(p, q) = —a*1*p,4o P15 (p, q) (6.48)

1aup _ tajig, / _

/ dp'dq' K~ (p, —p') Pos (', )K" (—=¢', q).-

L1
(2m)*

MuosxkemeM AaMIIyTUPaHOI' IpoIlaraTopa MYJITUIIJIETOM KJIACUYHUX CIIOJballl-

BUX 1I0Jba, NoOuja ce eeKTUBHO HEjCTBO
1
r=; /dr ds BT (—r) TI(r, 5) B(—s). (6.49)

Ham rnaBam 3amaTak je ma M3OBOjUMO AUBEPTEHIMje Y MOCJeaHheM U3pasy.

6.3 /[luBepreumuje y ¢¢-CEKTOPY

EderxruBHO nejcTBO y KOje cagp:Ku KBAHTHE KOPEKIMje Ha HUBOY jemoHe
neribe je naro jemHadywmaoM (6.49). Y KOMyTATUBHOM Clydajy, JBOYECTUYHE

KOpeJlaloHe (QyHKIUje cy O00JIuKa

(r,s) =TI(r)o(r + s). (6.50)
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[Tocnenwa jenHauymHa je mociiequIia TPAHCIAIUOHE I/IHBapI/IjaHTHOCTI/I7. Me-
byTum, Mu oBHe pasMarpaMo HEJOKAJHY TEOPHUjy Koja HUje TPaHCIAIUOHO
UHBapUjaHTHa. 300r Tora, ma OMCMO mOOWIM OOJUK OUBEPreHIja ¥ KOOP-

AUHATHOM MIPOCTOPY YBOIUMO Kpamke U 0yze sapujabae, u U v, PECIIEKTUBHO:

r+s r—3S8
, v = .

2 2
Osne u mpeacTaB/ba Pa3jauKy M3MeDhy yiIa3HUX U M3JIa3HUX UMIYJICA Y BEp-

(6.51)

TEKCYy WU Oy:K JUHUje. Y TPAHCIAIVMOHO WHBAPUjAHTHOM CJIYyYajy, WHTE-
rpamnuja ce BPIIM IO u, a JUBeprerimja ocraje y Il(v), mro maje Kopernujy

y €(pEeKTUBHOM NejCTBY OOJIMKA
1
r— /du A7 (—u— ) o+ 0)5(20) B~ +v) = § / dv &7 (—v) TI(v) B(v).

Y mamewm caydajy J-QyHKIUja je 3aMemeHa €KCIOHEHIMjaJHO omanajynhum

(hakTOpOM

w2

1
= i 37
o(u) = ili% 552 € (6.52)

KOjU je CakpWBEH y mapamerapckuM mHTerpaauma. OBaj eKCIOHEHIINjaJHI

hakKkTOp peryiapusyje MHTerpalmujy mno mmmyicuma y Y B-cekropy. luBep-
reanuje ce nojasmyjy y WIl-cexkropy 3a maje BpenHocTu KpaTke Bapujabie
u. MeTon KOju KOPUCTUMO Kako OucMmo m3pauyHasau oBe WII-nuBeprenmnuje
je cmemehu. PaszBujamo unanoBe y epexkruBHOM mejctBy (6.49) oko u = 0,
3aap:kaBajyhu mpuTtoMm CBe mapaMeTapCcKe MHTerpaJjie Koju moruuy u3 Me-
nepoBux kepHeaa u [lIBuarepoBux mapamerpusanuja. Pe3yatyjyhu maTe-
rpasu cy I[loaconoBor tumna. Kama ce oBu mHTerpaJsu perie, OCTajy WHTE-
rpaJju no napamerpuMma. Kako Ou ce maeHTU(PUKOBAO CTENEH NUBEPreHIyje,
yBOZe ce oarosapajyhu perynaropu, a Iojba Ce pa3BHUjajy IO KPATKO] Ba-
pujabau u, (morsematu passoj (6.59)). Hakom Tora ce mHTerpamum 4iax
IO YjaH W MCIOCTaB/ba C€ Ja je CaMO TPBUX HEKOJWKO YJIAHOBA AUBEP-
reaTHo. Kao mrTo je HamoMeHYTO paHUje, pa3MaTpaMoO CaMO AOHY I'DAHUILY
WHTEerpamuje jep ce caMo Ty I0jaBibyjy auBeprennuje. Ha kpajy, Hamazumo

HEJIOKAJIHE TUBEPTeHIUje 00IUKa

/¢D—1¢, /¢D‘2¢. (6.53)

"OBze ce KOPUCTU KOHBeHIUja 3a ®ypujeoBy TpaHCHOPMAIM]y Y KOjOj CY CBU MMITYJICH

yIa3HU.
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Y macraBry heMmo na pa3zMOTpUMO AeTajbe pavyyHa AMBEPreHTHUX JOMPU-
HOCA F%”) y eperTuBHOM nejcTBy. HakoH ykiIamama CHOBAIBUX JNHU)A,
nobujajy ce u3pasu KOju caap:;ke HEeKOJMKO CTOTWHA diaHoBa. Behwuwna tux
n3pa3a je KOHAUHA, MTO MOKE JaKO & Ce€ BUAU OIEHOM CTENeHa IUBEPreH-
nuje. Pa3zmMaTpaMo nuBepreHTHe UJaHOBE IO pPacTyheM CcTemeHy MMIyJca,
ouekyjyhu ma ce y HajHW:KEM peny MOjaBU CaMO PEHOPMAaJM3aluja Mace u
tasacHe ¢pyHrnuje. MebyTtum, nasxkmpuBa aHaim3a MOKa3yje Oa ce y HAjHU-
AKEM CTeIeHy IO MMITYJICY MOjaBJbyjy HEJOKAJHW YJIaHOBU obaumka (12 u
[0~ koju cy mOBU. 360r TOra je (pOKyC y OBOM pa3MaTpamy yIpaBO Ha TUM
uynanoBuMa. (O3HauvaBaMo Te usnaHoBe m3pasa Il u [' uctum o3zmarama ca
tunnoM. JlemoBu ammyTupasor npomnararopa ll, y ¢¢-cekTopy xKoju canp:xe

HEJIOKaJIHE NVBEPIrE€HTHE NOIIPUHOCE CY:

- 32audg®>  rAs . TAS
Y =— /d dq§(—r — 6.54
¢0 (2m)2€? 1r2s%(r + s)? ST pdqd(—r—s+p+q) ( )
N AN
x sin 209 P QqK( . q),
p
8 2
=(2) Sapug® 1
A\ A\ A N
xsinp2rsinq28 (p ;)Q;g ) K(p,q)
4 2
-3 Sutgs 1
/\ /\ . .
Xsinp2rsinq2s (v ;2((13 ) K(p,q)
10 —_Sarg” L g5
A\ A A A
xsinpzrsinq28 (ppz(;)ﬁqm;) K(p,q) + (r <> s).

YBobewmeMm KpaTKux M Oyrux Bapujabiau, mspaskaBameM MesepoBor kep-
HeJla y mapaMerapckoM obsury um yBobhemem IlIBuHrepoBe mapamerpusa-

nuje

1T :
i /dne_"p , (6.58)
0

92



HaJyla3uMo cienehe monpmHOCce y e(heKTUBHOM IEjCTBY:

2 - - - . —_ 1 u2
() = 20 [uay GO g e [ EE Lo 0i

(u+v)%(u—v)%u?

ekt el _1p” 1pu
X/dppo‘<6 w2 —6%#2>e €2,7 7€ 2

9 o _ . 0o B 00 P
f((;(g _— 3 9%/ du dv pu—v)o(zutv) e el /657]43_(&3477)%2
2 (w+ 0)2(u—0)? Eer1
1 0
 [ap D (D) 200) oot et )
p
w0 _ O Gt = 0)(—u+0) oy [HEE=T [ eitim
F¢¢ _ _éR/ du dv 6zu/\v ——/dne e 3,2
27 i (u+v)*(u—v)? §E+1
1 0
[ ap @) ) gt (152 _ 32
p
- 2 - [dee—1
Fg’i = agQ%/dudv o(u U2¢( uto) e“‘/\”/—g—g
27y (u+v)*(u —v)? §&E+1
1
X/dne (6+E+n) 22— ;i“‘“/dp (p-(@+7))(p (2u—v)—i—2u 0)
p
0
o o~ (A () B2y (eﬂem 3 eiei—;)

Ila 6GucMo aHANIM3UPAJIU TOHAIIAKE OBUX MHTETPAJa, IPBO MHTET PAJIUMO
: =1
no p npuMenoMm ['aycoBux mHTerpasa (Koju ce Haja3e y IOAATKY). 3a F((Mz,
KOjU je HajjeqHOCTaBHUjU, TOOUjaMO

o0

— 1 _(1ie)ex?
(u-0) sin(u/\v)/dfzﬁe e

(—u—v)p(-u+v)

(u~+v)?(u —v)?u?

F<(¢>1¢3 = —2aeg2/du dv ¢

1

[TorpebHO je ma mporeHMMO OBaj M3pa3 Ha AOHOj rpanuiu v = 0, TaKO Oa

pa3BrjaMo IOJbE ¢ OKO OBE TauKe,
d(—u+v) = d(v) — Oup(v)u® + ... (6.59)
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Unau y Bonehem peny je

F((w__Qae / 6(— / / Z‘_ Syt 6.0

Jlako ce Bumu ma je oBaj m3pa3 AUBEPreHTaH, OMHOCHO Ma je Pe3yJTaT IO-

clenme nBe MHTerpanuje beckonayan. Rana je u = 0, uaTterpaJy mo £ ob6auka
[75dE(€—1)/(€+1) je mBeprenTan 3a { = 0o. AKO IPBO IPUMCHMMO HH-
rerpanujy mo &, pe3yaryjyhu uaTErpas fdu 6*1‘2/u2 je JorapuTaMCcKU Iu-

BeprenTan y u = 0.

Kopumhemem perynapusanuje onucane y onesbky 6.5, 32 OTUBEPreHTHU

neo F(qg nobujamo

= (1,div 1673ae?g? B

rme je A perynapuzanuonu mapamerap. AHajJm3a MPEOCTAJIUX UJIAHOBA je
CAWYHA, TpeMaa KOMIIMKOBaHUja, jep oaroBapajyhm m3pas3u y Bomehem
peny, mocJsie pa3Boja mo u, camap:;ke mHTerpaJje mo asa napamerpa & u n. Ie-
TaJbU pauyHa cy gatu y momatky. Cucremarcka mpoieaypa Koja oMoryhasa
OIleHy OBUX MHTerpaJia je omucana y omesky 6.5. CabupameMm CBUX IUBEP-

FeHTHUX HEJIOKATHUX NONPUHOCA Y (@P-CEKTOPY, HOOUjaMo
~(div 8 - —
Ffﬁi ) — (6—2 — 14+52> 7T3u49210gA/¢D 2¢+627r3,u2g2A2/q5D Lo, (6.62)

IonmaTHo, Fgf;v) caap:Ku /qﬁgzﬁ wiaH koju je npounaben u y [50] ca kopuro-

BaHUM OECKOHAYHUM IIPEePaAKTOPOM.

6.4 JluBeprennuje y AA-CEKTOPY
Hajseha mpenpera y ¢dopmynanuju peHOpMaIn3abuIHe HEKOMYTaTUBHE

rpaaujentHe Teopuje Ha MojamoBom mpocropy je MIl-kBamparHo muBep-

reaTHU uian obauka [ o p*p”/(p*)?. OBaj unam motuye oJ HelJIAHAPHOT
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[eJsia CONCTBEHE eHepruje rpamujenTror noma (94, 95, 96] u mo canma ce uc-
IIOCTABUJIO A j€ Hel'0OBO IPUCYCTBO HE3aBUCHO O HauyWHA HA KOJU je (PUK-

cupana kaguoOpamuja. Ilocienuma je mocTojame HEJOKAJIHOT KOHTpadJIaHa,

(66, 67]
/F"”* 1~
D2D?

KRao mTo he ce mokaszaru, y Teopuju KOjy pa3MaTpaMoO TaKaB YJaH HE IO-

* Fy. (6.63)

CTOjU, aJi TMOCTOje HEJOKAJHU YJaHOBU ApyTravujer oOJUKA.

Anammsupajyhn obmuk I, y AA-cekTopy, HamaszuMo caMo IBa YIaHA

KOjU MOTY Oa MpeNnCcTaBJ/bajy U3BOP HEJOKAJHUX AWBEPTEHIIN]A:

dap*g . PAT . qNS PGy

1 Iz

wa)(r, s) = 2n)? /dpdqé( r—s—+p+q)sin 5 Sin ey K(p,q)

- 8 A A v

@, s) = — (“;‘T)/dpdqa( r—s+p+q)sinp2rsi q;iﬂg K(p,q).

OBa gBa unaHa MMajy UCTH OOJUK IO Ha 3aMEHY D, — D, ¢» — ¢,. Tarobe,
OBa MBa WIaHA MMAjy W UCTU OUBEPreHTHU neo. 306or tora hemo oBae ma
AHAJIU3UPAMO CaMO TpBU. PauyHCKM OeTassu Cy BeOMa CIAUYHUA KAaO U Y
caydajy ¢¢-cexkropa. Kao um paHuje, MU KeIUMO a8 UCIATAMO TMOHAIIAHE

HTErpaJga 3a MaJo U.

YBobhemem kpaTkux u gyrux Bapujabdiu, ﬁf},,) (r,s) mocraje

~ 242 /\ 2 - /\ - 2 - v
o _ W9 /dpsinp (utv) . (2u—p)A(u—20)p,(2u—p) K(p, 2u—p).

sin
v 2 2 2 p?(2u — p)?
YBobewem [lIBunrepose nmapamMerpusaiuje u nspakapajyhu MemgepoB kep-
HeJI MPEeKo mapamMeTapa, J00ujamMo

~ a

Y (u,v) = —

2Dy — PuPy
g )) 2

p2

L g g R
« / 1/ L | (6.64)

0

3 4/dp(cos(p/\u+u/\v)—cos(p/\v—u/\v
Ty

Unan KOju KeJUMO Ia U3IBOJUMO je mpomnopuuoHasan 040" /(v?)? na me mo-

pamo nma pasmarpamo npsu kocunyc. Ilocme I'aycoBe unTerpamnuje, noduja
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't =— ag’ ER/ dudv A, (—u—v)A,(—u+v) ei“/\”]odﬁ ¢-1 67521:‘22
AA 812 H v E+1

1

o0
_om W& W2 1omE wp
X dn e 14+n€ 242 e 1+n€ 22 1+n€ 242
0

(1 + 2né)*utu” + 2iefvHu”
% (14 2n&)2u? — £2e2v? + i€ (1 + 2n€) (u - 0) *
N & y
(14 2n&)2u? — &2e%v? 4 ie(1 + 2n&) (u - 0)

2(1 + 2n)2uru” — 22E20M0 + ief (1 + 2n8) (uhD” + ur o)
(1 + 2n&)%u? — £2€20? + ie6(1 4 2n&) (u - v)

X (6‘“’ +

26(1 +n&)p?

CunrynzapHu meo OBOT PEJaTUBHO MYTavKOT M3pa3a je jeJHOCTABaH,

| 20014 20w — 2P e (L + 208) (W' + u”ﬁ“)))

2 7 2
= (1div) _ Og A(—v)A,(v) [dEE—T1 _ex?
IV ) dUdUT ?£+1e 2u*
1
Vi 5,5, 26 B0
dn | 8, + 252 — -
X/ n(# T T T 2 )
0
Tako ma ce y Bomehem pemy mo peryiaaropy A mobuja
2 wi__ % 2 7
(1div) _ g At (=v)A,(v) [ dE _ex®
FAA = @ du dv T ? e ~2n? d77 (665)
1 0
3,22
— I gatogA [ AFDIA,, 6.66
2 M
€
Honajyhnu Fffiv), KOjU je MCTOT ODOJUKa, HAJIA3ZUMO
ar’p*g’ _
D = T A log o / do AM(z) 04, (), (6.67)
Axo craBumo ma je =1 mobujamo
, 3,2 2
ri — 2T Alog A / APOA,,. (6.68)
€
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6.5 Omuc MeToma peryJjaapusanuje

Csu unanosu u3 uspasa (IV.1-1V.3) canpske mBa Tuma mapaMeTapCKUX
uHTerpaJia. JemaH TUN WHTErpaJa mo napamerpy &, koju morude on Mese-
POBOT KepHeJa U APYTU TUIl IO mapaMeTpy 7, koju notude on [lIBurrepose

rnmapaMeTpu3aluje.

Nurerpanu nmo nmapamerpy & cy oOIuKa

o
u2

/ dé f(€) e 3 (6.69)

1

U OHU CY KOHBEPI€HTHM Ha TOpmoj rpanumnu. Mebyrtum, oBa perymapu-
3ammja ce rybm ako mpBO mocmaTpamo aumec u? = 0. Y ToM ciaydajy ce
IUBEpPreHIyja Mo KpaTkoj Bapujadan u, MaHU(eCTyje Kao JUBEPreHInja IO
napamerpy & uz Meneposor kepuena®. Ao IpBO mocMaTpaMo aumec u — 0,
TO TPEeNCTaB/hba MOTEMKONY y mpahemy y3poka W BPCTE AMBEPrEHIUje Yy

Kpajib0o] aHaJIu3U NOOUjeHUX pe3yJiTaTa.

[Ipobnem mpesacka AUBEpPreHNyje Koja MOTUYe O U Ha AWBEPTEeHIN]Y IO
nmapaMeTpy MOKe Oa Ce WIYCTpYje jeaHuM jemHocTaBHUM mpumepowm. I[lo-
kazahemo kako ce kBanpatHa MIl-nuBeprennuja mcrnosbaBa Kao DUBEPreH-

nuja mo mapameTrpy, obJuKa

jdgg

Jeman m3pas Koju ce moOuja HAKOH yKJIamama CIOJbAIlhUX JUHUja, & Y

KOjeM je Moryhe m3BpOIUTU CBEe MHTErpPAIUje €KCIJIUIUTHO, je

A
I:/dpcosp ¢

2
= _L/dpfﬁg_ L os PAY i (e amuy).
At £E+1 2
1

K(p,—p +u) (6.70)

808y mojasy je upsBu youro Jparan [Ipekpar u ZeMOHCTPUPAO IPUMEPOM KOJU CJIEIM.
y mojaBy ] b y b PEKp pup p p J
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CBu unmaHOBU KOje heMo aHAIM3UPATU UMAjy CIWYAH, aJd KOMIIJIUKOBAHU]U
06smk 360T TMPUCYCTBa MOAATHOr MapaMeTapCKOT WHTerpasga. AKO mpBO
nocmarpamo jguMec u? = (), MHTerpammja MO YHYTPAIImEM UMIYJICY P pe-

3yJTyje OUBEPTreHTHUM MapaMeTapCKUM UHTET PAJIOM

:——/ £§+1 (6.71)

C npyre cTpaHe, akO MPBO MHTErPAJIUMO MO HmapameTrpy &,

T=-— 22/ 5§+1 e (6.72)

B T (ea
22\ 2

rae je o = (1 + €®)u?/8u?, a makom Tora mocmarpamo aumec u® = (), UMaMo

+2¢ ( Chi(20%) — Shi(2a?) )),

KBaJApaTHY ANBEPTEHIN]Y
1

Tloso = — — 1+ 27+ 2In2+4Ina + o(a?), (6.73)
[0

rae je v Ojaep-MackepoHujeBa KOHCTaHTA.

Y mocienmeM HpUMepPyY MOCTOJU CaMO jelaH mapaMeTapCKU WHTErPAaJl.
UnanoBe M3 KOjux je mMOTpPeOHO M3ABOJUTH BOJAehe NWMBEPTeHIje caaprke
[Ba mapaMeTapcKa MHTErpaJia U MO IPAaBUIY HUje MOryhe M3BPIIUTU €K-
CIIUIUTHO cBe mHTerpanuje. [locToju HEKOMMKO TUMOBA OBUX MHTErPAJa U
oBIe heMo mpura3aTu OCHOBHE KOPAKe W JIOTMKY pPeryJapusalyje KOjy CMO

KOPUCTHJIN 33 M3ABajame BOAeNUX HeJOKAJHUX AMBEPTreHI]ja.

[IpBu m3pa3 xkoju hemo amanu3upaTu je oOIUKA

_1—=3a 4, P(—v)p(v) [*dEE—1 [ —ﬁj%

U CaIp:KM IBa pa3jJuvumTa IapaMeTapCcKka MHTerpaJja od KOJUX je CBAaKWU Iou-

Bepreuran. VHTerpasn mo napamerpy £ je IUBEePreHTaH HA TOPHOj TPAHUIN,
a Kao MTO MOKEMO JAa 3aKJ/bYUYMMO U3 IPEeTXOMHOT pa3MaTpama OBa IUBEP-

rernuja je manudecranuja V- museprennuje mo u. Y [51] je cucremarcku
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ocraBman parrop exp(—fu?/2u?) Kako 6u ce oBa mUBepreHmuja mpaTuaa. Y
HaCTaBKy NeMO M30CTaBUTU MUCAH€ OBOT (JaKTOpa, ajlu heMo UMaTU y BULY
H,€rOBO NpuCycTBO. VlHTerpasa mo 7 je OuBepreHTaH Ha Ha 00e rpaHune y

3aBUCHOCTHU OJ CTEII€Ha IMapaMeTpa 7).

Perynapuzamnujy hemo usspmmrtu Ha ciaenehu HauwH. 3a CBe MHTErpaJe
KOPUCTUMO WCTHU BEJUKM MapamMerap paryiapusanuje A. Y wuHTErpasmnMa
IO MMIIYJICYy, KaKO HAC MHTEpecyje caMo IOoma rpaHuna, ysehemo penu-
IPOYHY BPETHOCT OBOT MapameTpa y3 AWMEH3UOHO ycarjamiaBame moMohy
MaCEHOT ImapaMeTpa f. 3a Pa3InduTe IapaMeTapCcKe UHTerpaje KOPUCTUMO
pasaunumnre KoedunujeHte y3 A 3a ropme u Home rpaHuUie. ROHKpETHO, 3a

UHTErpaJl Mo KPaTKOj Bapujabiu y3uMamo

/d(u2) — / d(u?), (6.75)
0 2 /A
rle CMO IMMPETXOMIHO MBOMUMEH3MOHY MePy WMHTEerpalyje mo KpaTKo] Bapuja-
6au [du = [duudp =7 [ d(u?) mpuaronunu cepHOj CUMETPUjU IO IUHTE-

rpanse ¢yskuje. CanyHO, 3a mIapaMeTapCKU MHTErPaJ IO 1) Y3UMaMO

0o B1A
/dn — / dn. (6.76)
0 Ba/A

Kana y (6.74) passujemo excnorenT no v? mzocrasibamo uiaanose O ((v?)?)
3aTo mWTO he 0BM unmaHOBM nocie PypujeoBe TpaHchopManuje TATH ITO3U-
tuBHe ctenene [J. Hac mpuMmapHO mMHTEpeCyjy 4iaHOBU OOJIMKA

—v)o(v —v)o(v

(12)2 02

OTHOCHO BUXOBe PypujeoBe TpaHchopMmanuje

[ooze. [oos. (6.78)

KOje najy HeJOKaJiHe NOoIpuHOce y epeKTuBHOM nejcTBy. llocise paBoja mo
v?, (6.74) mocraje

B1A
_ ¢(=v)¢(v) Tdeg—1 g
n2/A 0
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WMuterpas mo 7 HUje mUBEpTreHTAH Yy HYJU, Ia Yy OBOM KOHKPDETHOM CJIyYajy
HeMa noTpebe 3a perynapusanujoM Ha HOoH0j rpanurnu. llocae naTerpamnuje

10 1), y KOOPAWHATHOM IIPOCTOPY MMaMO

I, = 47° (51A / dr ¢(x) O 2¢(x) / d(u?) / %%

2/A

2

e ) Tdeg—1
5 [ Ao 07o(@) / a() / &Hlnmﬁn).
p2 /A

Nurerpamnuja mo napamMerpy & HUje TpobIeMaTUyHa Ha NOHOj TPAHUIM, TOK
je Ha TOPHO0j TpaHuNM MOryhe M3ABOjUTH Bomehu AMBEPreHTHU IOMPUHOC.

Kako je

| %%:/%(1_5+L1>’ (6.80)

BUUIMO [ j€ IUBEPreHTHU AOMPUHOC y JIUMECY Ha FOPH0j rpanurm (& — 0o)
obmura [d€/¢. Osa musepremnmja je UII-musepremmmja mo u. Kao m y
IPEeTXOMHOM IPUMEpPY, OUBEPreHnuja no & je MaHudecranyja IUBEepPreHnunje

mo u. Y OBOM CJIydYajy, TO je JorapuTaMcka TUBEPTeHI]a

[de st (%R ?
1/56 = ln(u2 v+ 0O 22 ) (6.81)

Y3umajyhu y 063up mperxonne apryMeHTe u 3aap:kaBajyhu camo Bomehy

AUBEPreHNyjy 1o &, nodujamo

T, = 47° (51/\ / dr ¢(z) O 2¢(x) / d(u?) Ooﬁ

§
n2/A 1
2 3 d
_;_Mz dr ¢(z) O o(z) / d(qﬁ)/g(lnAJrlnf)).
u2/A 1
Kopumhiemewm (6.81) 1 mHTErpanujomM mo u, KOHAUHO
3¢2 In? A
T, = 87°u? < — %hlA/d:U o(z) O 2p(x) + 8—;2 nA /d:v o(x) D_laﬁ(m)),
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a Kako 3a A — 00 OpyrW YiIaH TEKU HYJIU, OBAj MHTErPAJ Maje HEJOKAJIHY

gorapuramcky MII-nmuBeprennujy obauka

T, = 471 By lnA/da: o(z) O7%p(z). (6.82)

O06nuk nHTErpaia KOju Cieme je HellTO CIOKEHU]U U Peryiapusanija 3a-
xTeBa momaTHe Kopake. [lomenyTu Kopanm moapasyMeBajy peryiaapus3alu]y
y ciaydajy Kada IOCTOJU IOJ MOAUHTerpaJHe (PYHKIUje y IapaMeTapCKOM

VHTErpaJly IO 7), K0 Ha IIpUMep y UHTETrpay

[
7, = 0/ s (6.83)

Bunumo na oBaj mHTerpas mMa ABOCTPYKU HOJI Y TAYKK 7) = €. Y OBOM
CIy4Yajy KOPUCTUIN CMO 3a OKOJUHY II0JIa MCTU PEryJaTop ca HOBUM KOe-

GULIMjEeHTOM 71,

e—y1/A oo
dn dn 2A
Iy = / — 4 / ———— = — + KOHAUHU J€0. 6.84
: (=P = F ™ (684
0 e+y1/A

[TocToje cayuajeBu Kama mapaMeTapCKd WHTErPAJ IO 1) UMa 3aCEK y IIPO-
CTOPY IapameTrapa, OJHOCHO Kada MECTO IOJa y MOAUHTET PAIIHO] (PYyHKIIU]U
UHTErpaJia mo 7 3aBUCHU O BpemHocTu mapamerpa . Mebhyrum, mcmocra-
BUJIO C€ Ma Y CBUM CJydYajeBUMa Ta 3aBUCHOCT IPU TOPEONUCAHOj peryJia-

PpU3alMOHO] IPECKPUNIU)U HECTa)e,

1/2(e=1/§)=r2/A 00

dn dn e\
= — (6.85

(L1 206 —eene / (T 2ney — 2oy ~ 29 &5
0 1/2(e=1/&)+~2/A

40 Ha KOHaUYHU OJOIIPUHOC.

Kanma perymapusyjemo cBe mHTerpaJie, modbujaMo KOPEKIUjy Ipormara-

Topa y Boxehiem peny epekTuBHOT nejcTBa (Ha HUBOY jenHe meTshe) 0OIUKa,

1-3 1+
4yt ( e 954 % - % + 472“) 1ogA/¢D2¢ (6.86)
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eﬂu
272

Alog? A/ o1 (6.87)

,HO,Z[aTHI/I JUBEPIre€HTHU YJIaH o0MKa Dil IIOTNYE M3 BEPTEKCa Ca YMCTO

rpalyjeHTHUM IOJLUMa y KojuMa He ¢urypuire MenepoB KepHes, HauMe

16442 (p) in2p/\r
e (7’+8)/( TR )28 5 (6.88)

OBa muBepreHuja je KBaapaTHa Mo A\ 1 HEHA BPEAHOCT je

EQWS’”QM / 6O L. (6.89)

Hamu pesynraru caap:ke jom Heneduuucane mapamerpe [, [, v, 7Veo.
OBu mapamerpu Cy yBeIeHM KakKO OM ce mCIUTaia MOIyNHOCT ma ce mou-
BEpPreHIyje MOHUINTE MOTOMHUM M30opoM perynaropa. OBa BpcTra MeTona
je, HapaBHO, HEKA BPCTAa PYKOM yBEIEHOI MOIellaBama jep He ;KeJUMO 1a
YBEIEMO BEJIUKU OpPOj PA3IUYUTUX PeryjaaTopa. Y IPKOC MOCTOjarmhy HEKO-
JUKO PA3JIUYUTUX TapaMerapa, HAJAa3uMO na HUje MOryhe ma ce YKJIOHU
muBeprenmuja obauka (17!, Kako je By # oo, museprenmuja y (6.89) yBek
ocraje. C apyre cTpase, mUBepreHTHU ujaH obiuka (172 y (6.86) moe
a Cce YKJIOHU 3a M3BECHE BPETHOCTU a MOrOomTHUM m3bopoMm (3, B, v, V2. ¥

Henponarupajyhem ciaydajy a = (0, oBaj 4igaH ocTaje.

Axro m3zabepeMo HajjeqHOCTABHUje BPEIHOCTU OBUX IapamMerapa
f=PF=y=m7=1

Bomehe muBeprennuje ¢¢-npomnararopa Ha HUBOY jeIHE METJ/he MOCTAjy
8 3,4 2 —2
—2—14+6 mu glog A | o070,
€

627T3[1,292A2/¢|:|_1¢.
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6.6 AmHaau3a U eKCTeH3uje MOIeJa

Y [51], uzpauyHaau CMO KODEKIHje MpPOIaraTopa Ha HUBOY jeHe MEeTIhe
3a OMMEH3MOHO penykoBaHy JaHr-MwuiicoBy rpaamjeHTHY Teopujy neduHU-
caHy Ha MOIM(UKOBAHOM Xaj3eHOeproBoM npocrtopy. Kiacuduno nejcTso je
naro jenaaurHama (6.17-6.18), a Teopuja je mepTypOATUBHO KBAHTU30BAHA
y OKOJIMHHM BaKyyMcEKoOr pemewma ¢ = 0, A, = 0. Y umanky koju mperxonn
[50], mabene cy mBe BpcTe AMBEpreHNUja HA HUBOY jeAHE METJhe Yy MPBOM

peny. Jemna BpcTa moTmye O TEANOJ OUjarpama

/ ?, / ez, Ay, (6.90)

a Ipyra Ol YeTBOPOBEPTEKCHUX MpolaraTopa X OHa Maje KOPEKIujy mace,

/ oo} / A A* / x, A (6.91)

Y Kopekmujama ApPYyror pena 3a ¢¢ u AA mpomararope W MPOHAIIINA CMO

00JIUEA

HEJIOKaJIHE KOopeknuje ciaeneher obauka :

/¢D—2¢, /¢D‘1¢, /AuD‘lA“. (6.92)

Kopexkmnuje na HuBoy jenne meribe y ¢pA-CEKTOPY HUCMO paAUyHAIU, AU CE

13 CUMETPUje OUEKY]y HeJIOKAJHE KOPEKIMje U Y OBOM CEKTODY.

[ToueTna mpernocTaBka je Ouia ma he 300r reoMeTpurjcke KOHCTPYKIIA]je
TEeOpHUje M YKbYyUUBama OArOBapajynNux TreOMETPUjCKUX BEIWYUHA Y 1€j-
CTBO, pe3yaTaT OUTU OACYCTBO MOMEHYTUX HEJIOKAJHUX KOPEKIrja. Y MpeT-
XOJQHUM PaTOBUMa, T€OMETPU)CKOM KOHCTPYKIMjOM CY HOOUjeHU MOIEU 3a
CKaJIAPDHO M CIMHOPCKO HOJbe, KOJU CYy PEeHOpMAaJIn3abuianu, na je Ouio npu-
POHO OYEKMBATU [a PEHOPMAIU3ADUIHOCT MOKE na Ce NOBele y Be3y ca
no3aUHCKOM reoMerpujoM kao y [48]. Ca mpyre crpase, mo3HaTo je na
y CJIy4dajy KOMYyTaTUBHOI 3aKPUBJHEHOT MPOCTOPA, MAa Cy CKaJapHEe U CIU-
HOPCKE Teopuje pEeHOpMaJuU3aduIHEe caMO akKO je MaTepuja HEeMUHUMAJHO
Be3aHa Ca MO3aIMHCKOM KPUBMHOM 1 Top3ujoM [89]. OBa mema je ersakTao
npuMemeHa y cirydajy ['poce-Bynkenxaposor u Bum-TyprepoBor Monesna.
Canyno noHamame cMo ouvekuBasau u 3a U(l)-rpamujentaun momesn. Hacy-

IIPOT TOMe, Pe3yJTAT HAIEr PadyyHa je IOKa3a0 CYIPOTHO.

103



['pamujerTHEe TEeopuje HAa HEKOMYTATUBHUM ITPOCTOPUMA MMA]jy IOITATHY
cnobony Koja mMa Be3e ca MOCTOjameM KOBAPUjaHTHUX KoopawHaTa. 1o
3HAYM N3 T'PaaujeHTHU MOTEHIIN]aJ I MOTY 14 Ce YKbyde MUPEKTHO Y I€jCTBO
IPEKO KOBapUjaHTHUX KOOpAuHaATa X U HA Taj HAYWH KOHCTPYWUINE KIACUIHA
reopuja. Ha npumep, (X, X*)" umu exp(a,X*). Yaxk, ako ce n3bop Teopuja
Cy3U caMO Ha OHE KOje Cy IeOMEeTPUjCKU 3amrcaHe, OJHOCHO Ha OHE Teopuje
KO KOJUX CYy UYJaHOBUW NPOTOPINOHAJHU €JIEMEHTY 3allpeMUHE, jaBJ/ba]y ce
HOBE I'PAAUjeHTHO WHBAPUjAHTHE BEJIUYUHE. Y TPOIUMEH3UOHOM CIIYUajy,

oBe MoryhHOCTH CY:
trX(*X),  trX3, trXE,  trXP(*F). (6.93)

MebyTum, Hucy cBu oBu m3pasu HezaBucHu. Pemmmja (6.5) 3a mMoxuduko-

BaHU Xaj3eHOeproB MPOCTOp je
2 iy 1 2
X :F+p(*X)—4—[6 ,0°]. (6.94)
€
Pauynamem npsa nsa unana (6.93) mobujamo

trX(*X) = tr (X% + X5+ (1 - 62)X§> (6.95)

€ €

1 — 2 2 2
:tl“<( 5),LLQ¢+ :uge;wquV_(1_62)92¢2_g2AuA,u>

X3 = tr((?) — Xy, Xol Xy 4 206X (X2 + xg)) (6.96)

3 — 2\,,2 24 23
:tr<( e)ug¢+ 19 iy 9 gy g
€ € €

- (3— 62)g(bF12 — 2,[1,2926/”(1'”14” +Az,)o — quAuA“

+ 26g3AMA“¢> ,
0 Ha I'PaHUNY W1 KOCMOJIOOIKM YJIaH. I[pyra ABa YJjaHa CYy:
trXF = trX® — ptrX(xX) — tr% o, (6.97)
trX?(xF) = trF(xF) + p trXF — trm . (6.98)

2¢
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Bumumo ma 6u Tteopuja 6uaa peHopMaau3adbuUIHA da CYy TIPUCYTHE CAMO IU-
Bepreumuje (6.90-6.91), jep 6GucM0 MOrIM Aa TPOMKUPUMO TEOPHU]Y TAKO IITO
OMCMO DO HABAJIM CAMO YMCTO M€OMETPUjCKe WiIaHOBe. 3amaskaMo Takobe, na
Ou momaBam€ HOBUX WJIAHOBA MPOM3BOJLHO TPAHCIMPAJO KIACUYHUA BAKyyM

=0, A, =0, mro je curyanuja Kojy 01 IOZaTHO TPeOAJIO CXBATUTH.

IlomaTHO, BUAEe U CMO Oa je HeMOryhe MOHUIMITUTU HEJIOKAJIHE TUBEPreH-
muje (6.92) ma oBaj HAUMH MOJABAEM CAMO IOJWHOMUjAJIHUX U3Pa3a KOjU
camp:ke KoBapujaHTHe KoopauHarte. Takobhe m y oBOM Momenry HawIas3mMo
Ha nojaBu Y B/UII-Memama, na 3akmydyjeMo na 4ak HU OBa M€OMETPUjCKA

KOHCTPYKII]a HE PE3YJITUPA PEHOPMAJTN3A0UITHOM I'PAINjEeHTHOM TEOPUjOM.

Moryhu nmyTeBu 3a mpoHaJakeH€ PEHOPMAJIN3aduIHe I'PAINjeHTHE TEO-
puje 6u Morau na Oymoy pasMaTpame HEMOJUHOMUjAJHUX WHTEPAKIU]a WU
MOMaBame HEJOKAJHUX UJaHOBA KOju OM peasm3oBasu HeKy Bep3ujy JIC-
IyaJHOCTH, OJHOCHO cuMmeTpujy Ha 3amerny [ «» (07!, Oso mocinemme je
IPUMEKEHO Y CIydYajy crajgapHe Teopuje mosma [26]. Hewomuko yommre-
Ba 3a I'PaJMjeHTHA [oJba je padmarpano y [66, 67] u [97, 98]. Mebyruwm,
KOMIIJIEKCHOCT JejCTaBa NOHEKJIEe IPEeNCTaB/ba IPENPEKY 32 MOAPOOHMU]Y aHa-
In3y OBUX TeopHuja. 1aKo joIml yBek HUje jaCHO KakBa (GopMa HEJOKAJJTHUX
omeparopa Ou YKBYUEHEM Yy [€jCTBO PE3yITHPAJa PEHOPMAIU3A0UITHOM
rpaanjeHTHOM TeopujoM. Ham mocienmum pesysnTaT MOKasyje Oa ce dYia-
HOBU oOaumka [J~! mojaBmyjy mpu KBaHTM3AIMjU Yak M y JOKAJIHO] BEp3Uju
rpagujeaTe Teopuje. pyru mpsam mcTpakmBama OM OMIJIO MCIUTUBAHE
MaTpU4YHE Bep3uje Hallel I'PAIUjeHTHOT MOJeja WM WCIUTUBAH€ Helep-
TypOaTUBHUX CBOjCTaBa, KAO MTO je mocrojame ['puboBmeBUX KomMja u

BUXOBUX UMIIMKanuja [46].

Konauno, moryhe ofjammeme 3a HEPEHOPMAJIU3AOUIHOCT T'PAaIUjeHT-
HUX TEeOpHUja Ha HEKOMYTATUBHUM MPOCTOPUMA JICKU Yy UUEHEHUIUN Oa CYy
y OBOM KOHTEKCTY OHe y OJIMCKO] Be3u ca rpaBuramujoM. To ce He BuAmM
caMO y UMIEHUIM Oa Yy TOM CJHIydYajy UMIyJcHU p, € A Mmory ma ce komOu-
HY]y 3ajeqHO ca I'paJyjeHTHUM MOTEeHIUjaJuMa y je JMHCTBEH KOBapPUjaHTHU
objexar. 'panujenTHe 1 KOOpAMHATHE TpaHCPOpMaNUje Y HEKOMY TATUBHOM

ciaydyajy He MOry jacHO ma ce pa3asoje [99]|. 3ampaBo, MHQpUHATE3UMAIHE
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JIOKaJIHE TpaHC(hopMaluje
06 = a®[pa, 9| (6.99)

rMajy uctu obauk kao u nHpuauTesumasre U(1l) rtpanchopmanuje
o = €*[Aq, 0], (6.100)

omHOCHO, (6.99) je cmenmjanuu caydyaj (6.100). Ako cy rpamujentae Teo-
puje meo rpaBuTanuje U OOPHYTO, TaAa je UCIpaBaH HAUYWH a CE€ pa3yMe
pPeHOPMAaIn3abUIHOCT T'PAAUjEHTHUX TeOopuja, y IPBOM Peay IMOKYyIIaj pa-

3yMeBama HEKOMYTATUBHE I'DaBUTAlN]E.
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7 3aKJbydak

Kao mTo je mo cama Buime myTa pedeHO, jeaHa OJ OCHOBHUX MOTHWBa-
nuja 3a yBoheme HEKOMYTATUBHOCTU je MOOOJbIIakhe PEHOPMAJU3aANUOHUX
cBOjcTaBa Teopuje mosa. lIpemnoct yBohema HEKOMYTATUBHOCTH Y OIHOCY
Ha OUCKPETU3allnjy mpocTop-BpeMeHa Ha [[1aHKOBOj ckamu y 0OIUKy KpyTe
pemreTke, jecte MOTYNHOCT MOCTOjama IedyJapHe CTPYKTyPe Koja He Hapy-
masa cumerpuje [4, 91]. Ca mpyre crpane, popMmynanuja Teopuje mosmba Ha
HEKOMYTaTHBHOM IIDOCTOPY je jemaH ol HAUWHA Ia Ce BUAe MOTyhun epekTu
KBAHTHE I'DaBUTAalVje Koja MOIU(UKYje KIacuduHO npocTop-Bpeme [5]. Ilo-
CcTOjame ODECKOHAYHOCTU Y BUIY CUHTYJAPHUX PENIeHha Y KIACUIHO] TEOPUjU
rpaBUTallvje U AMBEPTEHIMja Y KBAHTHO] TEOPUjU IMOJbaA je WHAWKAIMjA &
Ha MaJIIM CKaJlaMa MPOCTOP-BpPEMeHa He MO:KEMO 1a MMaMO MOojaM Hempe-
KUJHOCTU Yy CTAaHZApAHOM cMuciay. Anrebapcke Momudukraiuje TpoCTOp-
BpEMEHa y BUAY HEKOMYTATUBHOCTU Cy AJOJaTHO MOTUBUCAHE DE3YyJITaTUMaA
U3 Teopuje CTPyHa, rae ce y oapebheHoM nmMecy epeKTUBHE TeOpUje MOJba

penykyjy Ha Tteopuje nosa Ha Mojamosom mpoctopy [11].

Ipyru acnexkT Moryhux Moauduranja IpocTOPp-BpeMeHa Ha MaJIM CKa-
JaMa Iy;KUHE je HeJIOKAJHOCT. Kako cy m camMe (QpyHIAMEHTAJHE CTPYHE
HeJIOKaJIH (pacmpocTpTu) OOjeKTH, OBa HEJOKAJIHOCT YBOAU Yy TEOPU)Y
CTPYHa TOIOJIOTU]y W OMOr'yhaBa HOCTOjame APYTUX PACIPOCTPTUX O0je-
KaTa Kao mTo cy Opane. McTo Tako, y HEKOMYTATUBHO] T€OMETPUjU, KAO
pesyiaTrat pesnanuja Heonpebhenoctu udmebhy KoopaumHaTa, IOjaM Tauyke T'you
CMHKCA0, & CAMUM THUM U IOjaM JIOKAJHOCTU Y KJIACUYHOM OIE€PAIMOHATHOM
cvmucay. Ha mpumep, HemokasHOCT anrebapckm yBeneHa Kpo3 0-nedpopmu-
canu mpom3Bon Ha MojamoBoM mpocTopy ce MaHU(ECTyje MOCTOjameM TO-

MOJIOMIKY HEEKBUBAJIEHTHUX mujarpama, omaocHo Y B/UIl-memamem y ne-
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nnanapaoMm cexkropy [18]. Henoramnoct 06e36ebhyje nzberasame cuUHTYIaA-
puTeTa MOBE3aHOI Ca WHTEPAKIMjOM Yy TAYKU, ajJd KAaO IMTO CMO HAa BUIIE
nprMepa BUIEIN, KBAaHTU3annjy Teopuja mosba 36or ¥ B/Ull-memama unnan
BEOMAa HETPUBUjATHUM 33JATKOM. JlO0TATHO, HEJIOKAJIHOCT je KOHIEITYAJHO
BeoMa MpobJieMaTUYHA U KOHTPAUHTYUTUBHA jep HAU3TJIE HUje y CKIAIY Ca
yoOuyajeHruM MOjMOM Kay3aJHOCTU. Yak 1 Kajaa je cama peHOpMaan3abuii-
HOCT TeOpHUja MOoJba Yy MUTAKY, HOCTOjU NPUHIUIN]EITHA HEMOTYHOCT mo-
clieiHE TPUMEHE PEHOPMAJIU3AIMOHNX IIeMa, jep Cy OHe Takohe 3acHOBaHe
Ha mojMy aokasnoctu [56]. Mnak, ocraje nana na he ce mHXepeHTHA HEJIO-
KAJHOCT WCIOJUTUA ¥ pe3yaryjyhum repojama y KOHTpoJUCaHOM O0UMYy, HE

oxcrynajyhm on (peHOMEHOJIOMEKE PEeJIeBAHTHOCTU.

Ha ocrOBY m3HeTHX npumepa Teopuja nosba Gopmynucanux Ha Mojamo-
BOM MPOCTOPY W yBUIA y OcobuHe mocrojehmx perHopmasim3abUIHUX MO-
nesa, MOKEMO Ma 3aK/BhYyUYuMO Oa 3a Cana IMOCTOJU CAMO HEKOJUKO IIpe-
CKpHUIIMja KOje Pe3yiTyjy (opMyJanujoM TeopHuja Koje mMmajy mobpe oco-
OuHe TPpU KBAHTU3ANWJU U TO Yy CJAYyYa]y CKaJaAPHOT WU CIOUMHOPCKOT TOJbA.
Jenna smauajua ocobuna je Jlamrman-Cabo myasaHocTt. Y Teopujama Koje
cy JIC-nyamnue cumerpuja usmebhy Y'B u Ull-cexktopa, 36or monuduranyje
nponararopa y MemepoB kKepHes, 3a nmociaenuity nma peryiaapusamnujy MII-
nuBeprennuja u ykaamame Y B/Ull-memama. Asnwu #a npumepy opujen-
rabunuor BT-Momena, Bumenu cMO Oa mOCTOje U APYre KapaKTEPUCTUKE
KOje OM MOorJie Ja YTUYY Ha PEHOPMAaJN3a0MIHOCT Kao IITO Cy, Ha IpUMED,

TomoJomke ocobure rpadosa [29].

Ha ocmoBy mocamammer mckycTtBa MehyTum, Moske caMo Oa ce IpeT-
IIOCTaBM KOje Ol KapaKTEePUCTUKA OO0 cala WCIUTUBAHUX Mozesa Oum Ouie
KJbYUHE 3a peleme mpobjemMa y TpaadjeHTHOM cekTopy. IIpemycios 3a
nepTypOaTUBHY KBAHTU3AIM]y I'PAANjeHTHUX TEOPUja je MOCTOjamhe TPUBU-
jaJHOr BakKyyMa KOju OM MMaO M3BECHY CTAOWIHOCT MPU KBAHTU3AIUJU U
BPCT-uaBapujanraoct. Cama peasuzanuja rpaanjeHTHE UHBAPUjAHTHOCTU
je pasauumTa y ONHOCY Ha KOMYTATWBHE TEOpUje W MOXKe ce mocTuhm 3a-
IUCOM JejCcTBa Kao (yHKIMje KOBapUjaHTHUX KOODAIMHATA, IITO HAKOH KBaH-
TU3aluje Ha HEKM HAUMH NOBOAM y Be3y KBaHTHE (PIyKTyaluje I'paau)eHT-

HOT IOJba Ca KBAHTHUM (UIYKTyalljaMa CaMOT MO33IMHCKOT HEKOMYTATUB-
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HOT TpocTopa. 300r Tora mpobjaeM HEKOMYTATUBHUX I'PAIUjeHTHUX TEOPUja

HUje y HOTIYHOCTH MOoryhe omsojurty on HeKOMyTaruBHe rpasuranuje [99].

Cepxa Hamer m pasmaTpaimha Ha KOja CMO Ce HamoBe3aju je Ouia mo-
Tpeba ma ce MCIUTajy MOIYNHOCTM TPUMEHE TEeTPATHOr (OopMaJm3Ma 3a
ONIC TPaBUTAIj€ ¥ HEKOMYTATUBHO] T€OMETPUjU, Ca KPAJHUM IINJHEM 14 Ce
pa3MoTpe (pU3nUKe IMIJIMKAIje Teopuja I0oJba Je(PUHUCAHNX Ha 3aKPUBJILE-
HOM IIPOCTOPY. ¥ OCTBapemy OBOT 33JaTKa KaO MMO3aIUHCKY HEKOMY TATUBHY
reoMeTpUjy pasMOTPUIN CMO MOIU(PUKOBHU Xaj3enbepros npoctop. Haun-
BeHn n300p je omoryhwmo ma ce ucnmura Be3a m3Mely peHOpMaan3abUIHUX
HEKOMYTATUBHUX MOeJia U HeKOMyTaTuBHe rpasuramuje. OBO je yCHemHo
ypabeno ma npumepy I'poce-Bynkenxaposor [47] u Bum-Typueposor [48]
MoJesa, TIe ce IOMEHYTe TeOpHrje MOTY BUIAETU KAO TEOpHje Mojba y TPaBU-
TAIMOHOM IOTEHINjaJy, & WMHTEPAKIUja Ca T'PABUTAIUOHUM IOJHEM PeEaU-
30BaHA KPO3 HEMUWHUMAJIHY WHTEPAKINjy Ca KPUBUHOM U TOP3UjOM 3aKPU-
BJHLEHOT HEKOMYTATUBHOT MpocTopa. PenopmanmsadbunHoct oba monena je y
carJacHOCTHU Ca PEHOPMAJM3ANUOHMM CBOjCTBUMA II0JbA KOje MpOomarupa Ha
YEeTBOPOAUMEH3MOHAIHOM 3aKPUBJHEHOM 1033 MUHCKOM mpoctopy [88]. Ilo-
[NaTHO, TO OM MOTJIO Ia IpencTaBiba jenHy ¢opMy TBphema ma ako noma
rpaHUIa Mepema My;KMHE MMa Be3e ca I'PABUTAIMjOM, OHOA CE OYEKyje ma
rpaBUTAllAja perysnapusyje kBanTHe Teopuje nosma [92]. Oa Besa y ciy-
JjeBMMa KOje CMO pa3MaTpajyd MO:Ke Oa Ceé KOHKDEeTHU3yje U AeMOHCTPUpAa
Ha IpuMepy MaTpuuHe reomerpuje. Hawmme, KBaHTM3aIuja Teopuje Koja je
penpeseHTOBaHA KOHAYHUM MaTpunama je nobpo meduHrcaHa ¥ KOHAYHA,
ajll ce MOCTaBJ/ba MUTAKE CMUCIA KOHTUHYyAJHOT jguMeca. [IpBu mokas pe-
HopMmanuszabunnoctu I'B-monena je ypaben y marpuunoj 6a3u, a KOHTUHY-
AJIHM JIMMeC ce HajJasn y Jokaly peropmaamzaburnoctu [20]. Moaxnduko-
BaHa Xaj3eHOeproBa ajredbpa mMa KOHAYHOAMMEH3MOHE MaTPUUYHE perpe-
3eHTAIlje, & KOHTUHYAJHU JuMec je nat VHoHY-BurmepoBoM KOHTpaKIU-
joM, IITO MOKe Ma Ce MHTEePIpeTUpa MUMEH3MOHOM PEeIyKIMOM Ha MOTIPO-
ctop z = 0.OBa XUNEpnoBpIN je 3aKPUBJHEHA, AJIA je U Aajbe y aaredbapcroM
cmucay Mojanos npocrop [47]. To je mpexncraBipasio MoTHBaUjy Ia ce
UCIUTA OBAKaB JMMeEC 3a I'ParjeHTHE TEOPUje jep Cy Ha OCHOBY IPETXOIHA

OBa MpuUMepa MOCTOojajie MHAWNKje Ha he MaTpuyHa reoMeTpuja OUTU HEKa

109



Bpcra Ull-perynaropa. KmydHo m BeoMa HETPUBHUjaJHO MUTAME je 1A JIA

KBaHTHU3allMja U OBa] KOHTUHYAJHU JIUMEC KOMYyTUPAa]y.

Y cBUM mpuMepuMa KOjU Cy Pa3MOTPEHU NPUMEHEHa je HEKOMYTaTUBHA
Bep3uja TeTPIHOT (GopMan3Ma KOja OMoryhaBa reoMeTpPHjCKy KOHCTPYK-
nujy AejcTBa, a mpuigarobheHa je MaTpuyHuM reomerpujama. Jaunr-Mwuicoso
ejCTBO Ha MOAM(PUKOBAHOM Xaj3eHOeproBoM IPOCTOPY, T€OMETPUjCKU POP-
MYJIMCAHO Je3UKOM HEKOMYTATUBHUX (OPMU y TeTpamHoM Gopmanusmy [49],
OVMEH3MOHOM PEIYKINjOM Ha 3aKPUBJ/LEHU MOTHPOCTOP mato je Janr-Mwic-
oBy Teopujy Ha MojasioBoM IpoCTOpPY KOja IOMaTHO MHTEparyje ca ckaJjap-
M mosseM. CkajJapHO moJsbe ce jaBiba Kao mocienuna KK-penyrmuje jep
ce TMOYEeTHU CTENEeHU cJI000Me TpaaujeHTHOr MOTEHNHrjaJa y TPU AUMEH3Uje
MaHU(ECTY]y KaO MYJITHUIIET CKAJapHOT U I'PAIUjEeHTHOT II0Jba Yy JBE IU-
Mmensuje. llejcTBO canpskm m Ipyre reoOMeTpPHUjCKe UJaHOBE KOJU CYy T'€He-
pucaHd OUMEH3UOHOM penykuujoM, a momatao je u BPCT-unBapujantHo.
NuTtepakmuja moskba ca MO3aIUHCKOM I'PABUTANM]jOM j€ OCTBAPEHA TAKO IITO
Cce EeKCIUIMIIMTHA KOOPAWHATHA 3aBUCHOCT IOjaBJbyje Y KOBApPUjaHTHUM W3-
BOOVIMa TA€ Ce TPalWjeHTHU MOTEHIVjaJlu MHOKE KOOPIWHATHO 3aBUCHUM
KOMIIOHeHTaMa KoHekcuje. ako je oOJMK mejcTBa IMOCJE OUMEH3WOHE pe-
OYKIUje IPUINYHO CJIOKEH, OBO IejCTBO MMa TPUBUjAJIAH KIACUYHU BaKyyM
koju omoryhaBa meprypbaTuBHy KBaHTH3amujy. JlomaTtHo, KA0 M y CIYI-
Xajy CKaJIapHOT U CIOIMHOPCKOT IM0Jba, OBA EKCILIUIUTHA KOOPAUHATHA 3aBU-
CHOCT MOIU(UKYje OOJIMK KMHETUUKOD YJaHa IITO 32 MIOCJIEANILy MMa IPUCY-
ctBo MenepoBor kepHesa y nponararopuMa. IIpermocraBka je Ouisa na he
OBakaB ODJIMK IpONAaraTopa y JMOBOJHHO] MEPU Ja YMAHmU WUIN €JIMMUHUIIE
Y B/NlI-memame.

[Torazaio ce ga mocie kBanTusanuje nocroje V- nuseprennuje [50], kao
u na noctoje WII-nuBeprenTHr TeamoJ AujarpaMu, MTO 3HAYW 14 TOUYETHU
BaKyyM IIOKa3yje HEKY BPCTY HeCTAOMJIHOCTM IPU KBAHTHUM (IIYKTYallu-
jaMa. YTpKOC TOMe, OUEKMBAJIO Ce Ma Nhe y HAacTaBKy padyHa mohu mo mo-
HUIITABAHa OBUX AUBEPreHIMja, KA0O OITO Ce TO JECUIO ca HeJoKaaamM [}
wranosuma y [50], ycaen Memama rpairjeHTHOT U CKAJAPHOT CekTopa. 1o
je buima MoTUBAINMja Ja Ce 3all0OYEeTH PavyH HAa HUBOY jeIHE MeTJhe JTOBene MO

kpaja [51]. Amanmsupana Teopuja je ca TEXHUUYKOI ACIEKTa BEOMa KOMIIJIEK-
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cHa. Mopmen cagp:Ku meceT BepTeKca M padyHame HNONPAaBKU IIPOIaraTtopa
je moapasyMeBaJIO CJIOKEH IPOolleC CUCTeMaTU3annje JOIPUHOCa U KiIacudu-
kanuje muBeprenmnuja. OBO je mpencTaB/baJio BEJWKUA M3a30B, IIOCEOHO aKO
ce MMa y BUILY Oa CYy KpajlmU pe3yiTaTy U3PasKeHM y OOJIMKY BUIIenapame-
TapCKUX MHTErpaja, KOju Cy CBU OUBEPTEHTHU U 3a KOje Ce UCIOCTABUIIO Ia
Memajy AUBepreHnuje, jep cy ce y JuMecuMa Koje CMO IIOCMaTpau IUuBep-
TeHIrje 0 KPaTKOo] Bapujabiy MaHuU(ecToBale Ka0 AMBEPreHIyje o Iapa-
MeTpuMa. PesyaraT copoBeseHOT padyHa je IOCTojame HeJOKAaJHmx (1!
u 072 UIl-nmuBeprenmuja y ckamapaoMm u [1-! UII-muBeprennuja y rpaim-
jeuTHOM cexkTopy. OBakaB MCXOX 3HAUM Oa TEOPUja HE MOMKE Na Ce PEHOP-
MaJin3yje I0daBaHk-e€M HOBUX I'DAANj€eHTHO WHBAPUjAHTHUX YJIAHOBA KOju OuU
OuIM reHepucaHu KOBAPUjaHTHUM KOOpAMHaATaMa. Hamm Kpajimu 3aKbydak
je ma 4umcTo reoMerpujcka (Gopmylanvja HHUje HOBOJbHA KAKO OV aHAJIU3U-

paHa rpaiujeHTHa Teopuja Omiaa peHopMaJn3abduIHa.

Mogen roju cmo amamusupainu je JIC-ayaman y crasapHOM, aju HE U
y TpamujeHTHOM cektopy. VI3BecHa mobosbimama Teopuje Ou MOTJa Aa ce
MIOCTUTHY HAa jOII HEKOJUWKO HaUuWHA. JemaH je yHOIIEeHme PYKOM HEJOKAJIHUX
YJaHOBA Y I'PAIUjEeHTHOM CEKTOPY Kako 6u ce mocturia JIC-ayamaumoct [ <
[0-!, ka0 y TpaHCTAIMOHO WHBApHUjaHTHUM MozeauMma. JIpyra moryhmoct
KO]Jy CMO paHMje HaBeJIU je MOoJAaBaie HEeTOJVWHOMUjaJHUX (PYHKIMIja KOBa-
pUjaHTHUX KOoOpamHaTa. Uumenuna mna y HerkomyTtatuBHuM U(1) Momenuma
Ha MojanoBom mpocropy mocroje I'puGosmese konuje [46], HaBome Ha jorun
jemny moryhrOCT Koja ce cBoau Ha npuMeny [ 'puboB-3BaH3MHIEePOBOT MPU-
CTYIIKa JIOKaJMU3aluje yBohemeM MoaaTHUX Mosba. 1 penyTHo mehyTum, jorm
HUje jaCHO ma JIM OBaj MPUCTYI OMOTryhaBa MCTOPBPEMEHO peleme MPo-
6xema Y B /Ull-memama u I'pubosmesor npobiema. Kako je y nmuramy mpo-
OJsieMm Jokamu3anuje, Moryhe je ma 6u rpaBUTAIMOHO KOHPUHUPAHKE TOJba Y
KOODJAWHATHO 3aBUCHOM IOTEHIUjaJy MOIVIO Na OOWUIDa 3HAYAJHY YIOTY Y

pemrey oba mpobaema.

Ha kpajy 6ucmo mMorau na moHOBUMO IpernocTaBky u3 [51], ma ako rpa-
IVjeHTHE TeOpuje y HEKOMYTAaTWBHO] T€OMETPUjU HE MOTY na Ce OIBOje O
rpaBuTanuje, Moryhe pememe TpobiieMa peHOPMAaJnU3alije T'PaanjeHTHUX

Teopuja MOpa Oa cadeka OybJbe pazyMeBame€ HEKOMYTATWBHE I'DAaBUTAIN]E.
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JluBepreHTHU JONPUHOCU y €(PEKTUBHOM MIejCTBY KOjU IOTUYUY U3 QO@-
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V Ilomohne ¢popmyie

Heru ['aycoBu mHTEerpasu y nBe nuMeH3uje:
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2 2)2
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1 -1

W/dUKZ(pa q, k,U)K (—U,T) =

= 0(p+1)K(q, k) +6(q+ 1)K (p,q) + 6(k +1)K(p,q)

1

(2m) /du K3(p, ¢, k, 0, ¢ u) K~ (—u,7) = 6(p + ) Ka(q, k, ')

+0(q+7r)Ka(q, k,p',q') + 0(k +r)Ka(p,q, 0, q) + 6(p'+ r)Ka(p, q, k, p')
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+ (¢ +r)Ks(p, q, k, p')

1 - 1IN T —
(27-[—)8/dUde 1(’/", _U)K3(U7U|p7q7p7Q)K 1(_U,T):

=0(p+1)o(qg+s)K(p,q) +(p+7r)o(p'+s)K(q,q") +(p+7)0(q"+ 5)K(q,p')

+0(q +7)0(p+ s)K(p,q") + 0(q +7)d(q'+ ) K (p,p') + (g + 7)o (p'+ s) K (p, q)
+ (r < s).

1
(QW)S/dudel(r, —u)Ky(u,v|p, q, k,p, ¢, K YK (—u, r)
= (6(p+7)d(q+ s)Ka(k,p', ¢\ k') + 6(p + 7)5(k + s)Ka(q, 1, ¢, k)
+0(p+1)0(p+ 8)Ka(q, k, ¢ k') + 6(p+1r)d(qd + s)Ka(q, k, D, k)

+5(p+ 1)K+ 5)Ka(q, k. 0 d') + (p+— @) + (p+— k) + (r +— 5)
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BAOTPAPVNIA AYTOPA

Jlyrka Henanosuh je poben 1979. romune y lammy. lunaomupao je 2007.
roguae Ha PusmuroM ¢akynareTy Y HuUBep3urera y beorpany, cmep Teopuj-
CKa U €KCIIepUMEHTaJIHA (PU3uKa, ca nmpoceuynoM omnenom 9.11. Ha Puzuurom
dhakynTeTy je Ha mcTOM cMepy 3aBpmmo mactep crtyauje 2009. ca mpoce-
yHOM omeHoM 9.17. Y Toky cTymuja je Kao CTUIEHOVCTa HeMadke Biale
00aBro cTyuHy npakcy Ha PajHcro-BecTdasckoj TEXHUUKO] BUCOKO] IIKOJIN
y Axeny, rme je pamumo Ha mnobosmmamy Moure-Kapisio cumymnanuja ese-

KTPOHCKMX CHOIIOBa Ha TaHKWM CJIOjeBI/IMa, MeTaJaa.

IoxTopcke crymuje je ynucao 2008. rommue Ha Puzmurom dakxyarery
Yuusepsurera y Beorpamy, cmep ®usuka jesrpa, wectuna u mospa. O
2011. rommue je cnospHU capamauk Ha npojerty OH 171031 “Pusuukre mm-
IJINKaNnje MOIU(PUKOBAHOI IPOCTOp-BpeMeHa’ , MwuHmcrapcrBa mpocsere,

HayKe U TeXHOJIOMKOr pa3Boja Pemybsauke CpOuje.

Y mepuony on 2005. mo 2007. romuue je pamuo y [llabankoj rumuasuju
kao HacTaBHUK ¢u3uke. Onx 2008. romumue panu Ha Bucokoj TeXHOJIOMIKO]
IKOJIM CTPYKOBHUX ctymauja y [lanmy y 3BamuMa capalHUK y HACTABU U
ACUCTEHT. AHra)KOBaH je Ha M3BODEHmY PAUYHCKUX U EKCIEePUMEHTAJTHUX
BeskOu m3 npenmera Pusura, Tepmomunamuka, Exekrporexuuka, Pusmure

mreTHOCTN 1 OCHOBM OMO(U3VKE U PAIUOJIOTH]E.

Hayuna axktuBunoct Jlyke HemanmoBuha onBuja ce y obiaactu Teopujcke
(¢U3UKe BUCOKUX €HEPruja, MpeNu3Huje, KBAHTHE TeOpHUje MOoJba Ha 3aKPU-

BJbEHOM HEKOMYTATUBHOM IPOCTODY.

Koayrop je mBa HayuyHa u TpuU CTpydHa pana. |'0OBOpU €HIJIECKU, He-

Mayky, GPaHIyCKU, PYCKN, KUHECKU U Mahapcku je3uk.
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

MoTnucanu-a Jlyka _HeHagoBuh

6poj ynuca 8027/2015

M3jaBbyjem
[a je AOKTOpCKa AucepTaumja nog HacsioBOM

OcobuvHe knacuyHe v KBaHTHE TEopUje Mnosba
Ha 3aKpUB/bEHOM HEKOMYTATUBHOM NPOCTOPY

® pesynTar CONCTBEHOr UCTpaXmBaYKor paja,

* [anpeanoxeHa auceprauujay LeNMHW HU y AenoBUMa Huje 6una npeasioxeHa
3a fo6ujarbe OWMo Koje AvNIOMe npemMa CTYAUjCKUM nporpamuma apyrix
BVCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBa,

* [1a Cy pe3ynTaTu KOPEKTHO HaBEAEH! W

* [a HucaMm KpLiuo/na ayTtopcka npaBa W KOPUCTUO MHTENEKTYaslHy CBOjUHY
APYrvX nua.

Mornuc gokTopaHga

Y beorpagy, _20. 4. 2017. roguHe

iy Jowrripz




Mpunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTU LWITAMMNAaHe U e/1IeKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOPCKOr paga

Vme 1 npe3ume ayTtopa _Jlyka HeHagoBuh

Bpoj ynuca 8027/2015

CTyaujcku nporpam _KBaHTHA Nosba, YecTule 1 rpasutalmja

Hacnos paga _OcobuHe knacuyHe 1 KBaHTHe Teopuje nosba
Ha 3aKpUB/LEHOM HEKOMYTATUBHOM MPOCTORY
MeHTOop Mpodh. ap Maja bypuh

MoTtnucann _ Jlyka Henagosuh

n3jaB/byjeM fa je WTamnaHa Bep3unja MOr AOKTOPCKOr paja WCTOBETHa €NEeKTPOHCKO]
BEp3nju Kojy cam npegao/na 3a ob6jaB/bMBarkbe Ha noptasly  AururtanHor
peno3uTopujyma Ynusepsuteta y beorpaay.

[o3Bo/baBamM fa ce 06jaBe MOjU NUYHU NofalM Be3aHu 3a [obujarke akademckor
3BaH-a [l0KTOpa Hayka, Kao LWTO Cy UMe U nNpesrmMe, roguHa u Mecto pohera u gatym
onb6paHe paja.

OBM NUYHM nojauy Mory ce 06jaBUTU Ha MPEXHUM CTpaHuuama aurutanHe
6mbnnoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTasory vy nybnukaumjama YHusepauteta y Beorpaay.

MNoTnuc gokTopaHga

Y beorpagy, __20. 4. 2017. roguHe

%ﬂ e




Mpunor 3.

N3jaBa o0 kopuwhewy

Osnauwhyjem YHuBep3utetcky 6mbnuoteky ,Csetosap Mapkosuh* fa y [AurutasiHu
penosuTopujym YHuBepsuteTa y Beorpafgy yHece Mojy AOKTOPCKY AucepTauujy nofg
Hacnosom

Oco6uHe KacuuyHe 1 KBaHTHe Teopuje nosba
Ha 3aKpUB/bLEHOM HEKOMYTATUBHOM NPOCTOPY

Koja je Mmoje ayTopcko Aieno.

[ucepTauujy ca cBUM Npuio3uma npegao/na cam y enekTpoHcKom dpopmary rnorogHom
3a TpajHO apXxuBuUpame.

Mojy [AOKTOPCKY AncepTauujy noxpakeHy y AurntanHn peno3uTopujym YHuBepsuteTta
y Beorpaay mory ga kopucTe CBM KOju NOLLTYjy oapenbe caapxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ofjyduo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEPLUjaHO
@ympcnso — HEKOMepLKjaiHo — 6e3 npepaze
4. AyTOPCTBO — HEKOMEPLMja/IHO — AENUTY NoA4 UCTUM yC/loBUMA
5. AyTopcTBO — 6€3 npepage
6. AYTOPCTBO — AE€/UTU NOA UCTUM YC/IoBUMA

(Monumo fa 3ao0KpyXuTe camo jefHY Of, LWeCT MOoHYheHWX NnuueHuy, KpaTtak onwuc
NLEHUM aaT je Ha nonefhuHu nucra).

Motnuc gokTopaHaa

Y beorpagy, _ 20. 4. 2017. rognHe




1. AytopcTBo - [lo3Bo/baBare yMHOXaBarbe, AMCTPUOYLM)y U jaBHO caofiiTaBarbe
fena, n npepage, ako ce HaBefe MMe aytopa Ha HauuH ofpeheH of cTpaHe ayTopa
“an Aasaola MLEeHUE, Yak 1y komepumjande cepxe. OBo je HajcnobogHuja og cBux
NVLEHUMN.

2. AyTOpCTBO — HEKOMepUMjaniHo. [lo3B0/baBarte yMHOXaBare, AUCTRUBYLINY 1 jaBHO
caoniutaBarke fJefna, v npepaje, ako Ce HaBefe UMe aytopa Ha HauuH oapeheH of,
CTpaHe ayTopa wuiu fasaouia nuueHue. OBa NULUEHLA HE [03BO/baBa KOMepUUjanHy
ynoTpedy gena.

3. AyTOpCTBO - HeKkoMepuujanHo — 6e3 npepage. [o3Borbapate yMHOXaBae,
ancTpubyumiy v jaBHO caonwiTaBarbe fena, 6e3 npoMmeHa, npeobnvkoBaka Win
yrnotpebe fena y cBOM ey, ako ce HaBe[e uMe ayTopa Ha HauuH ofpeheH on
cTpaHe ayTtopa wim gasaoua nuvueHue. OBa fMUEHUA He [03BO/baBa KOMEPLVjasiHy
ynotpeby gena. Y o0fHOCy Ha CBe OCTasle /IMLEHUE, OBOM JINLIEHLIOM Ce orpaHuyasa
Hajsehu 06um npasa kopulihera agena.

4. AYTOPCTBO - HEKOMEPUMjANIHO — AENWUTY o4 UCTUM ycnosuma. [lo3sosbasare
yMHOXaBake, ANCTpubyumjy 1 jaBHo caoniutaBarme Aena, u npepaje, ako ce Hasee

yuMe ayTopa Ha HauvH ofpeheH o4 cTpaHe ayTopa WM AaBaocua fMUEHUE M ako ce
npepaga auctpubyupa noj MCTOM WM CAMYHOM fmueHuoM. OBa nuueHua He
[l03BO/baBa KoMepLuujanHy ynotpeby gena v npepaja.

5. AyTtopcTBO — 6e3 npepajge. [03Bo/baBare YMHOXaBake, AUCTPUOYLU)Y ¥ jaBHO
caonwirasare gena, 6e3 npomMeHa, npeobnukosara unn ynotpebe genay csom aeny,
ako ce HaBefe uMMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH off cTpaHe aytopa wau gasaoua
nuueHude. OBa NuUeHLa L03B0/baBa Komepuujandy ynorpeby aena.

6. AYTOpCTBO - JevTy 1og WcTum  ycnosuma. [03BO/baBare YMHOXaBake,
AvcTpubyumjy 1 jaBHo caoniuTasarse Aena, v npepage, ako ce HaBefe ume aytopa Ha
HauMH ogpeheH of cTpaHe ayTopa Wi AaBaoua JSIMUEHLE W ako ce npepaja
auetpubyupa nof UCTOM WAM CRAvdHOM  nnueruom. OBa nuleHua A03BC/basa
KoMepuujanHy ynotpeby pena u npepafa. CnvyHa je COTBEPCKUM fIMLEHLaMa,
OJHOCHO /MLeHLamMa OTBOPEHOr Koaa.



