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Apstrakt

U ovoj doktorskoj disertaciji su razmatrani problemi dinamicke analize posebnih klasa
sistema sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem, kao i njihovo ponasanje na kona¢nom.

U uvodnom delu akcenat izlaganja stavljen je na prouCavanje sustinskih osobina
singularnih sistema, sistema sa kaSnjenjem i singularnih sistema sa kasnjenje, kao i na
njihove diskretene analogane.

U tom smislu razmatrana su pitanja koja se tiCu egzistencije i jedinstvenosti reSenja,
problema impulsnih ponasanja i konzistentnih pocetnih uslova, kauzalnosti i funkcija
pocetnih uslova razmatranog sistema.

Detaljan pregled do sada postignutih rezultata na polju izucavanja neljapunovske
stabilnosti oli¢ene u konceptu stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu i prakti¢ne
stabilnosti na ove klase sisteme, iscrpno je dat u odgovaraju¢em poglavlju.

Disertacija je prvenstveno posvecena osnovnom pianju koje je vezano za teoriju a
posebno za primenu automatskog upravljanja u praksi, tj. za pitanje stabilnosti u tzv.
neljapunovskom smislu, a to pitanje je bilo resavano sa dva stanovista: metode koji koristi
deskriptivni prilaz i postupke koji se zasnivaju na primeni klasi¢nih algebarskih matri¢nih
nejednakosti (Jensenova i Kopelova nejednacina), imajuc¢i u vidu da poslednje pomenuti
prilaz redukuje probleme upravljanja na resavanje jednostavnih algebarskih nejednacina, koje
se lako sprovode standardnim numeri¢kim procedurama, a oba prilaza vode ka samo
dovoljnim uslovima stabilnosti primenjenog koncepta, $to je sasvim prihvatljivo sa
inZenjerske tacke gledista.

U prvom slucaju, za izvodenje dovoljnih uslova stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu, kori$¢ene su funkcionali tipa Ljapunov-Krsovski.

Za razliku od nekih ranijih rezultata, ovi funkcionali ne moraju da zadovoljavaju neke
stroge matematicke uslove, kao $to je pozitivna odredeneost u celom prostoru stanja, kao i da
ne poseduju negativnu odredenost njihovih izvoda duz kretanja sistema.

U svim sluc¢ajevima od interesa, numerickim primerima datim u ovoj disertaciji,
dodatno je potvrdena primena predlozenih novih metodologija, kao i analiticko sracunavanje
11znalaZenje uslova stabilnosti.

Konac¢no, utvrdeno je da su izvedeni dovoljni uslovi manje restriktivni u poredenju sa
ranije izvedenim rezultatima.

Analogni zakljucci mogu se izvesti i za rezultate dobijene na polju izu¢avanja prakticne
stabilnosti.

Jo$ neki manje znacajni doprinosi pruzeni su u sferi proucavanja osobina robusnosti
sistema i njihove stabilizacije.
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Abstract

In this doctoral thesis the problems of dynamical analysis of particular class of control
time delay systems were considered, as well as their behavior on finite and time intervals.

Following the introduction disscusion emphasis has been put on the peculiar properties of
singular, time delay and singular time delay systems, as well as on theirs discrete
counterparts.

In that sense the questions, concerning the existence and uniqueness of the solutions, the
problems of impulsive behavior, consistent initial conditions, causality and functions of
initial conditions of the system itself.

On overview of the modern stability frameworks has been presented, starting from the so
called non-Lyapunov concepts: finite time stability and practical stability in particular.

A historical overview of ideas, concepts and results has been presented and the key
contributions have been highlighted through key papers from the modern literature.

This dissertation is mostly dedicated to the main question of control engineering, eg., to
the question of stabilitly in Non-Lyapunov sense, two main lines of research were
established: the qvasy descriptive methodology and the approach based on classical matrix
algebraic inequalites (Jensen's and Coppel inequality), the latter being known to reduce
control tasks to simple algebraic conditions easily solvable by numerical computation, in both
casses leading to the sufficient stability conditions, only, what is more than acceptable for the
engineering point ov view.

In the first case for the derivation of the finite time stability sufficient conditions, the
Lyapunov-Krassovski functionals were used.

Unlike in the previously reported results, the functionals did not have to satisfy some
strict mathematical conditions, such as positivity in the whole state space and possession of
the negative derivatives along the system state trajectories.

In all cases, of interest, the numerical examples presented in this study additionally
clarified the implementation of the new methodologies, and the calculations and analitical
determination of the stability conditions.

Finally, it was found that the proposed sufficient conditions were less restrictive
compared to the ones previously reported.

The analogous results have been derived for practical stability.

Some others contributions has been given through some disscussion of concept of
stability robustness and stabilization procedure.
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AOcTpaKT

B 3T0i1 JOKTOPCKOI IUCCepTAlMK PACCMOTPEHBI MPOOJIEMBI THHAMHYECKOTO aHaIN3a
0COOEHHBIX KJIACCOB CHCTEM C YUCTHIM BPEMEHHBIM 3ala3/IbIBAHUEM KaK M UX ITOBE/ICHUE Ha
KOHEYHOM BPEMEHCKOM HHTEpBaJIE.

B BBO#HON dYacTu akIeHT COOOIIEHHs TIOCTaBI€H Ha M3yYeHHE OCHOBHBIX
0COOEHHOCTEH CHHTYIISIPHBIX CUCTEM, CUCTEMBI C 3ala3bIBAHMEM M CHHTYJISIPHBIX CHCTEM C
3aras3/AblBaHuEM, KaK U Ha UX JUCKPETHBIX aHAJIOrax.

B sTroM Kiro4e paccMOTPEHBI BOIPOCHI KOTOPBIE KAacarOTCsA CYLIECTBOBAHMUS MU
€IMHCTBEHOCTH pEILIEHUs,, HNpOoOJIEMbl HUMIYJbCHOTO TMOBEAECHHUS M KOH3UCTEHTHBIX
HaYyaJIbHbIX YCJIOBHUM, Kay3yaJIJbHOCTM U (YHKIUU Ha4daJIbHBIX YCJIOBHIl paccMOTpPEHON
CHUCTEMBI.

JletanbHbli 0030p 10 HACTOSILEr0 BPEMEHM JOCTUTHYTBIX DPE3Y/IbTaTaoB Ha IIOJE
M3Yy4YEHUs HEIbAIIYHOBCKOW YCTOMYHMBOCTH BOCIPOU3BEACHBIX B KOHIIENTE YCTOMYMBOCTH Ha
KOHEYHOM BPEMEHCKOM HMHTEpBaJe 51 IIPaKTUYECKOU CTaOMIBHOCTH
B 3TOM KJIaCCE CUCTEM, MOAPOOHO JaT B COOTBETCTBYIOLIEH IJIaBe.

Huccepranys, BO-NIEPBBIX, IIOCBEIIEHa OCHOBHOMY  BOIIPOCHI  CBS3aHHOMY
C TEOpHEW, a BO-BTOPBIX, NPHUMEHEHHID AaBTOMATHYECKOI'O YIIPABICHUs Ha IIPAKTHKE,
TO €CTh BOIIPOCY YCTOMYMBOCTh B TAKO3BAHOM HENBSAIYHOBCKOM CMBICIY M 3TOT BOIPOC
pemiaiics  ABOSKO:  METOAOM  KOTOPBIM  HCIONB3YeT  NECKPUIITUBHBIM  MOIXO.
U TIOCTYNaK KOTOPBIM OCHOBBIBAETCS Ha NPUMEHEHHMH KIACCHYECKHX alrebapcKux
MaTpuuHblXx HepaBeHCTB (JKencenmoBo u KomenoBo HepaBeHCTBO), HMMes BBUAY UTO
MOCJIEAHUIN YIIOMSHYTBIN MOJIXOJ YIPOIIAeT NpodieMy yIpaBiIeHHUs MPU PEHIEHUH MPOCTHIX
anre0apCKUX HEPAaBEHCTB, KOTOPHIE JIETKO 0OpaldaThIBAIOTCS CTaHIAPTHBIMU UYHCIOBBIMHU
nporenypamMu, a o0a MoJaxoAa MPHUBOJAT K CaMOAOCTATOYHBIM YCIOBHUSM YCTOHYHMBOCTD
IIPUMEHEHHOTO KOHIIEIITA, YTO COBCEM B COIVIACHM C MHKEHEPHOU MO3UIUEH.

B nHavase, 11 BBIBEIEHMSI JOBOJIBHBIX YCJIOBUM YCTOMYHMBOCTH Ha KOHEYHOM
BPEMEHCKOM HMHTepBaJe, UCIOJIb30BaHbl (yHKIMOHAIB! THIA JIamyHoB — KpacoBckuid.

B OoTnMYHM OT HEKOTOpBIX PAaHHMX PE3yJbTaTOB, 3T (YHKLIHMOHAIBI HE JOJDKHBI
YAOBJIETBOPATH HEKOTOPBIE CTPOTHE MATEMAaTHYECKUE YCIIOBHS KaK, HallpUMep, O3UTHBHAs
ONpPENEIEHHOCTh B IIEJIOM ITPOCTPAHCTBE COCTOSIHMA, TAKXKE KaK M HE MMEIOT HETaTUBHYIO
ONPEEIEHHOCTD UX BBIBEJICHUN 10 TPACKTOPUU ABUKECHUSA CUCTEMBI.

B sTuxX ciydasx, KOTOpble HAaC MHTEPECYIOT, YUCIOBBIMHU IIPUMEpPaMU JaHHBIMU B
9TOM JHCcepTaluy JOTOIHUTENBHO IOATBEPKICHO NPUMEHEHHE MNPEUIOKEHHBIX HOBBIX
METOAOJOTUM, KaK ¥ aHAIMTUYECKUI PACUET U HAXOKIEHUE YCIOBUN YCTOMYHUBOCTb.

Hakosnen, yTBep»KI€HO 4TO U3BEAEHHBIE JOBOJIBHBIC YCIOBUS MEHBILE PECTPEKTUBHBI
B CPAaBHECHUH C paHee BBIBEJCHHBIMU PE3YyJIbTaTaMH.

AHaNOrM4YHBIE 3aKIHYECHHS MOKHO BBIBECTH W JJISl PE3YNbTATOB IIOJYyYEHHBIX Ha

T0JIe U3YYEHUs MPAKTHUECKON CTaOMIHbHOCTH.



Emé HexoTophle MEHEee 3HAYUTENbHBIC BKJIAJbI MPEAJIOKEHbI U B chepe U3ydeHUs
0COOCHOCTEH pOOYCHOCTHU CHCTEMBI M €€ CTaOUIN3aIliu.

ABTOp

KiawueBblie cjoBa: CUHTYJIAPHBIC CUCTCMbI, ACCKPHUIITUBHBIC CHCTCMbI, CUCTCMbI C
3amnasgbiBaHuCM, BPEMCHHBIC KOHTHHYHUPAHHBIE HW AJUCKPETHBIC CHUCTEMBI C YHCTBIM
BPEMCHCKHUM 3alla3/IbIBAHUEM, YCTOIZHHBOCTB Ha KOHCYHOM BPEMCHHOM HHTCPBAJIC,

IIPaKTUYECKasi yCTOMYMBOCTh, ATPAKTUBHAS IIPAKTUYECKAs] YCTONYUBOCTD.
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PREDGOVOR

Treba primetiti da je u nekim sistemima potrebno uzeti u obzir karakter njihovog
dinamickog 1 statickog ponasanja u isto vreme.

Singularni sistemi (takode, poznati i kao degenerativni, deskriptivni, generalizovani,
opisani diferencijalno- algebarskim jednacinama ili sistemi sa polu - stanjem) su oni sistemi
¢ija je dinamika pokrivena kombinacijom algebarskih i diferencijalnih jednacina i u tom
smislu odgovaraju prethodno pomenutim potrebama.

Ve¢ dugi niz godina brojni naucnici SU Sa puno paznje proucavali i bavili se
singularnim sistemima. Kompleksna priroda singularnih sistema prouzrokuje mnoge
poteskoce u analitickom i numeri¢kom tretmanu istih, posebno kada postoji potreba
za njihovim upravljanjem.

Oni, takode, nastaju prirodno kao linearna aproksimacija modela sistema u mnogim
aplikacijama kao §to su: elektricne mreze, dinamika aviona, hemijski, termicki
i difuzioni procesi, veliki sistemi, povezani sistemi, ekonomija, optimizacioni problemi
sistemi sa povratnom spregom, roboti, demografija, biologija, itd

Problem istrazivanja sistema sa kaS$njenjem, takode, je eksploatisan tokom mnogih
decenija.

Vremensko kaSnjenje se vrlo ¢esto susrec¢e u raznim tehnic¢kim sistemima, kao Sto su
elektri¢ni, pneumatski i hidraulicni vodovi, hemijskim procesima, duge dalekovode, itd.
Postojanje ¢istog vremenski Sa ostatkom, bez obzira da li je prisutno u upravljanju i/ ili
stanju, moze izazvati nekvalitetne prelazne procese pa ¢ak nestabilnost.

Prema tome, problem analize stabilnosti ove klase sistema je jedan od glavnih
interesa za mnoge istrazivace.

U principu, prisustvo fenomena kasnjenja ¢ini  njihovu analizu mnogo
komplikovanijom.

Mora se naglasiti da postoji izvestan broj sistema koji imaju fenomen vremenskog
kasnjenja i singularnost, u iskazanom smislu, koji se moraju razmatrati jednovremeno.

Ovi sistemi imaju mnoga specificna svojstava. Ako Zelimo da ih tacno opiSemo,
da ih preciznije projektujemo i1 da njima efikasnije upravljamo, moramo im posvetiti duznu
paznju prvenstveno pri modeliranju, a kasnije kroz analizu i sintezu.

Kada su u pitanju sistemi sa kaSnjenjem uopSte, u postoje¢im kriterijumima
stabilnosti, uglavnom su usvojeni na dva nacina pristupa.

Naime, jedan pravac razmatra stabilnosti kada iznos ¢istog vremenskog kasnjenja
nije ukljuen u formulisani kriterijum stabilnosti, a drugi prilaz gde je ta informacija
ukljucena i egzistira.

Prvi slucaj se odnosi na tzv. kriterijjume nezavisne od kasnjenja a drugi zavisne od
kaSnjenja. U prvom slu¢aju dobijaju se dovoljni uslovi stabilnosti u vidu prostih algebarskih
nejednacina a u drugom nesto sloZeniji ali 1 kvalitetniji, s obzirom da ukljucuju informaciju o
¢istom vremenskom kaSnjenju.

Prakti¢na pitanja zahtevaju da se koncentriSemo ne samo na stabilnost sistema
(na primer u smislu Liapunova), ve¢ 1 u granice do kojih doszu trajektorije sistema pri
njegovom kretanju u integralnom prostoru.

Sistem bi mogao biti stabilan, ali 1 dalje potpuno beskoristan jer poseduje nepoZeljne
dinamicke performanse. Tada, moze biti korisno razmatriti stabilnost sistema u odnosu na
date skupove, kao pocetnih tako i dozvoljenih stanja sistema, pa i izlaza ako treba.

Osim toga, od posebnog znacaja je ponaSanje dinamickih sistema posmatranih samo
na ograni¢enom vremenskom intervalu.



Ovi svojstva ogranicenosti kretanja sistema bilo u slobodnom bilo u prinudnom
radnom rezimu veoma su vazna sa inzenjerske tacke gledista.

Shvatajué¢i ovu cinjenicu, uvedene su brojne definicije tzv. tehniCke i1 prakti¢ne
stabilnosti. Grubo receno, ove definicije se u sustini zasnivaju na unapred definisanim
granicama perturbacije pocetnih uslova i dozvoljenh perturbacijom kretanja ili odziva
sistema.

To je doprinelo da ova doktorska disertacija istrazuje neke korisne ideje u okviru
koncepta neljapunovske stabilnosti odredenih klasa sistema sa kasnjenjem.

Vezano za singularne ili deskriptivne sisteme, geometrijska teorija konzistentnosti
dovodi do prirodne klase pozitivnih odredenih kvadratnih formi na potprostoru konzistentnih
stanja koja sadrzi sva reSenja. Ova ¢injenica omogucéava formiranje teorije neljapunovske
stabilnosti za sve klase sistema.

Kada uzmemo u obzir koncept stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu,
dovoljni uslovi su izvedeni kori§¢enjem pristupa na osnovu kvazi - Ljapunovljevih funkcija i
njihovih osobina na podprostoru konzistentnih i dopustivih pocetnih uslova i pocetnih
funkcija. Ove funkcije ne moraju da imaju svojstva pozitivne odredenosti u celom prostoru
stanja, niti negativnu odredenost njihovih izvoda duz trajektorija sistema koji se razmatra.

Sve je to daleko sloZenije kada su u pitanju nelinearni sistemi, $to ovde nije bio
predmet razmatranja.

Kada je prakticana atraktivna stabilnost u pitanju, kombinuju se klasi¢na
Ljapunovljeva tehnika koja garantuje atraktivnost, sa kriterijumima koji obezbeduju
stabilnost na konacnom vremenskom intervalu.

Imajuéi u vidu da su u oba slucaja, do sada, uglanom obezbedeni samo dovoljni
uslovi, jasno je da je predmet ove disertacije bilo njihovo unapredenje i poboljSanje $to se i u
velikoj meri postiglo novim tehnikama ili revizijom starth, nadogradenih originalnim
idejama, prvenstveno na planu majorizacija 1 minorizacija, kada su iste bile prisutne
u dokazima originalno formulisanih teorema.

Autor izrazava duboku 1 neizmernu zahvalnost mentoru Dr Dragutinu L.
Debeljkovi¢u , profesoru Masinskog fakulteta, Univerziteta u Beogradu, za ideje pri
realizaciji doktorske disertacije 1 za niz sugestija koje su doprinele njenom kvalitetu.

Posebnu zahvalnost prema profesoru Debeljkovicu, autor disertacije duguje zbog veé
dugogodis$nje saradnje i neprekidne i nesebi¢ne podrske u akademskim izazovima.

Neosporna je i Cinjenica da je veliki deo ove doktorske disertacije bio inspirisan
nau¢nim doprinosima mojih mentora Dr Dragutina Lj . Debeljkovica, redovnog profesora
Masinskog fakulteat, Univerziteta u Beogradu i Dr Sretena B. Stojanovic¢a, redovnog
profesora Tehnoloskog fakulteatu Leskovcu, Univerziteta u NiSu, objavljenih tokom
poslednjih desetak godina i autor ove doktorske disertacije im ovim povodom izrazava
posebnu zahvalnost .
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OPSTA RAZMATRANJA



I. OPSTI DEO

1. UVODNA RAZMATRANJA

Snazna motivacija, za redove koji slede, proisti¢e iz brojnih radova i monografija
grupe naucnika, okupljenih oko prof. D. Lj. Debeljkovica, koji zajedno sa njim ve¢ vise
od dvadestpet godina permanentno daju znacajne doprinose razvoju kako ljapunovskog
tako i neljapunovskog koncepta stabilnosti.

Linearni sistemi su oduvek privla¢ili paznju naucne 1 struéne javnosti
1 taj interes postoji 1 dan danas i zaokuplja sve tehnicke discipline podrzan snaznim
matematickim aparatom osnovanim na odabranim poglavljima linearne algebre,
operatorskog racuna i teorije diferencijalnih jednacina, sa i bez pomerenog argumenta,
Sto im neosporno daje veliki znacaj, pa je samim tim prirodno da se jo§ jednom nadu u
stvarnoj zizi interesovanja, a sa nekih drugih aspekta njihovog dinamickog delovanja i
ponasanja.

Valja posebno ista¢i 1 Cinjenicu, da iako predstavljaju najvecu idealizaciju
1 ako je mnogo toga pozitivno reseno, linearni sistemi i dan danas zaokupljuju paznju
nauc¢nika i predstavljaju izazov u pokuSajima da se stvore nove metode, koncepti i
resenja ili da se, pak, sve postojece poznato prosiri na neke nove klase linearnih sistema
koje, kao pecurke, nicu iz dana u dan.

Ova klasa sistema, u najsirem smislu te reéi, bi¢e predmet ove doktorske disertacije,
sa snaznom fluktuacijom ka nekim njenim posebnim klasama, o ¢emu daleko vise biti
re€i u esencijalnim poglavljima.

U aktuelnoj teoriji sistema automatskog upravljanja usvojeni su i eksploatiSu se
razli¢iti koncepti stabilnosti, kao na primer: stabilnost u smislu Ljapunova, stabilnost na
konacnom vremnskom intervalu, orbitalna stabilnost, eksponecijalna stabilnost,
prakti¢na asimptotska stabilnost, tehnic¢ka stabilnost i BIBO stabilnost itd., od kojih se,
u prvom redu, ocekuje da odgovore na veliki broj sustinski razli¢itih pitanja po pitanju
dinamickih karateristika razamatranih sistema, $to ukljucuje osobine prelaznih procesa,
osobine upravljivosti i osmotrivosti, kao i pitanja osetljivosti i robusnosti, a posve jasno
stabilnosti u duhu usvojenog koncepta.

Valja napomenuti, da pre ovih znacajnih pitanja u mnogim prilikama
treba pre toga rascistiti 1 sa nekim fundamentalnim pitanjima kao Sto je egzistencija i
jedinstvenost  reSenja  datog sistema  diferencijalnih  jednadina, razmotriti
kako su formulisane definicije koje izrazavaju izabrani koncept, kao 1 iznaci
odgovarajuce uslove stabilnosti za date klase sistema od interesa, posebno formirajuci
prikladne kriterijume koji omogucavaju da se efikasno odgovori na pitanja osobina
stabilnosti, a bez reSevanje diferencijalnih jednac¢ina kretanja.

Na taj nacin, dolazi se do potrebne platforme 1 pozicija sa kojih je moguce efikasno
analizirati dinamicko ponasanje razmatranih sistema sa Zeljenog aspekta.

Jasno je da se, koris¢enjem odgovarajucih kriterijuma, mogu dobiti odgovori po
pitanju razli¢itih koncepata stabilnosti razmatranih sistema i bez reSavanja njihovih
diferencijalnih jednacina kretanja, ¢ime se postize pun analiticki efekat.



Kvalitetan rad savremenih sistema automatskog upravljanja, pored dobro poznate
osobine stabilnosti i obezbedivanje visokih kvaliteta pokazatelja dinami¢kog ponasSanja,
zahteva i primereno ispunjavanje osobine osetljivosti ali i robusnosti, pri ¢emu je ovoj
drugoj osobini u poslednjih nekoliko decenija daje daleko veéi znacaj.

| dok se u sferi osetljivosti razmatra uticaj malih promena parametara unutar
razmatranog sistema na ponasanje njegovih izlaznih veli¢ina robusnost dozvoljava i
velike promene, a unosi i centralno pitanje kako te promene uti¢u na o¢uvanje vitalnih
ososbina sistema uprkos neizvesnosti u modelima na kojima se vrsi analiza aktuelnih
sistema 1 mogucih perturbacija, koje mogu biti kako strukturne tako i nestrukturne.

Sva dosadasnja izlaganja bila su, oc¢igledno, metodoloski vezana za analzu sistema,
kao instituciju koja podrazumeva primenu postupaka, metoda i razlicitih kriterijuma za
utvrdivanje objektivnih osobina objekata, procesa, upravljackih sistema i sistema u
celini.

Fenomen povratne sprege lezi u srcu sinteze ili projektovanja sistema automatskog
upravljanja.

I dok se, u prvom slucaju, projektant zadovoljava samo matematickim reSenjem
postavljenog zadatka, biraju¢i pri tome bazi¢nu metodu i domen u kome ¢e se
sprovovesti usvojeni postupak, projektovanje podrazumeva i zavsnu fazu sinteze, a to
je prakti¢na impementacija dobijenog rezultata u praksi.

Dobro je poznato da su mnogi znacjni rezulatai teorije automatskog upravljanja,
recimo ¢uvena Viner Hopfova jednacina, morali kasnije da budu znacajno dopunjeni
kako bi se zadovoljili uslovi fizicke ostvarljivosti, tako dobijenog reSenja i sli¢no.

U tom smilsu projektovanje predstavlja krunu postupaka sinteze 1 prakticnu
aplikaciju istih za potrebe rada realnih sistema.

Ako se ponovo vratimo konceptu upravljanja u zatvorenom kolu dejstva,
jasno da se isti koristi za preobli¢avanje dinamike polaznog (baznog sistema, sistema u
otvorenom kolu dejstva) sistema prema novopostaljenim, ¢esto opre¢nim, zahtevima
naj¢eS¢e uperenim prema ispunjavanju realtivne stabilnosti sistema, njegove brzine
reagovanja ili ¢ak postizanju zeljene ta¢nosti rada u stacionarnim radnim rezimima.

Mimo toga efikasnost postojanja ili uvodenja povratne sprege omoguéava efikasno
reSenje problema pracenja, smanjenja osetljivosti sistema u celini na delovanje
poremecaja | Sumova, kao i delotvorno umanjenje ili otklanjanje neizvesnosti prisutnih
u referentnim modelima.

Prethodna razmatrnja, nedvosmisleno otvaraju problem tzv., stabilizacije sistema,
koja je ve¢ odavno snazan i neotudiv alat u rukama projektanata.

Naime, dobro je poznato da se metodama podeSavanja polova, u uslovima kada je
sistem u otvrenom kolu upravljiv, ili barem upravljim po spornim veli¢ina stanja,moze
izvrSiti  Zeljena prelokacija sopstevnih vrednosti matrice Sistema i time postici
zadovoljavajuce ponasanje.

KoriS¢enje statickih 1 dinamickih uskladnika lociranih u povratnim spregama buduce
sintetizovanih sistema, ili po veli¢inama stanja ili po izlaznim veli¢inama imaju
prednosti, a i nedostatke.



U svakom slucaju stabilizacija je danas nezabilazan nacin u sintezi
sistema, a u istoj meri se moze koristiti za razli¢ite koncepte stabilnosti, a i Krajnje
divergentne zahteve.

Ako se uz sve ovo, zahteva da buduce sintetizovani sistem poseduje
takve osobine da nominalni sistem oc¢uva i dalje neke svoje eminentne osbine u
prisustvu poremecaja ili raznih neodredenosti govori se o robusnoj stabilizaciji.

Koncept izlaganja u ovoj doktorskoj disertaciji, zamisljen je 1 sproveden
tako da se prvo razmotre sve klase sistema od interesa i da se, pri tome,
izloze 1 apostrofitraju nihove najznacajnije osobine, prouce i izloze neki osnovni
koncepti stabilnosti, da se osvetle neka osnovna pitanja robusnosti fundamentalnih
osobina sistema, prouce i prezentuju neke metode stabilizacije sistema koriS¢enjem
koncepta upravljanja u zatvorenom kolu dejstva, kao i da se svuda gde god je to potrebo
da kraca i selektivna rekapitulacija najznacajnih rezultata vezanih za tematska poglavlja
ove disertacije.

Dalja izlaganja, prezentuje idejnu skicu buduceg doktorata kako morfoloski tako i
fenomenoloski a u dogovoru sa mentorima disrtacije.

Nastavak izlaganja daje uvid u ve¢ objavljene radove sa njihovom detaljnom
prezentacijom i diskusijom rezultata.

Zavr$ni deo disertacije, odnosi sa na nastavak mogucih istrazivanja, koja se
planiraju, zapocete teme i predikciju mogucih doprinosa kako na poljima razli¢itih klasa
ovde razmntanih sistema, tako i na planu dobijanja kvalitetnijh uslova stabilnosti, koji
¢e obuhvatiti kako kriterijume koji uzimaju u obzir iznos Cistog vremnskog kasnjenja
tako i na one druge gde se taj iznos ne pominje.

To sve zahteva znacjne napore kako bi budu¢i doprinosi dali rezulate koji su manje
konzervativni, od postojecih, imaju¢i u vidu da je re¢ o samo dovoljnim uslovima
stabilnosti.

Kao moguca kruna svih tih istraZivanja, bili bi odgovaraju¢i 1 potrebni
1 dovoljni uslovi predmetnih koncepata stabilnosti, imajuc¢i u vidu da je takvih, barem
dosada veoma malo.

Numeric¢kim primerima, testiraju¢i samo Skolske primere, treba potvrditi ispravnost
buduce dobijenih rezulata.

Okosnoca ove doktorske disertacije pociva na savremenoj teoriji upravljanja i
razreSava niz veoma sloZenih 1 ozbiljnih pitanja neljapunovske stabilnosti, posebnih
klasa, sistema automatskog upravljanja

U tom smislu izloZeni su detaljno i neki zajednicki radovi mentora ove doktorske
disertacije 1 drugih osvedocCenih autoriteta iz ove oblasti, kao 1 izvestan broj koautoskih
radova autora ove disertacije kao novog doprinosa uvek aktuelnoj i atraktivnoj oblasti
savremene teorije upravljanja i stabilnosti.
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ILOPSTE OSOBINE KLASE RAZMATRANIH SISTEMA

2. LINEARNI SINGULARNO - DESKRIPTIVNI SISTEMI

2.1 VREMENSKI KONTINUALNI
UOPSTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA

Ve¢ viSe od dve pune decenije singularni  sistemi privlate paZnju naucne
1 struéne javnosti Sirom sveta.

Njihovo prisustvo u svim granama tehnike 1 u pojedinim oblastima drustvenih nauka
viSe je nego evidentno, $to obavezuje da im se sa svih mogucih aspekata proucavanja
posveti duzna paznja.

U matematickom smislu ovi sistemi su predstavljeni tipicnom kombinacijom
diferencijalnih i algebarskih jednacina, pri ¢emu ove druge predstavljaju ogranicenje
koje treba ispuniti pri reSavanju onih prvih.

Imajudi to u vidu, sasvim je jasno da je odgovarajuce poznavanje linearne algebre,
funkcionalne analize i teorije sistema neophodno za shavtanje i kvalitetno objasnjenje
generisanih rezultata.

Sa te platforme istrazivanja prisutno je viSe razliitih pristupa za izucavanja
dinamickih osobina sistema automatskog upravljanja.

Rec¢ je tada ili o analitiCkom pristupu, numerickom 1ili kvantitativnom prilazu
(analizi), a neki drugi autori namecu podele sa stanovista geometrijskog gledista ili
klasi¢ne algebre.

Za izlaganja koja su ovde od interesa, moZe se matematicki model u prostoru stanja
ovih sistema zapisati u sledecom obliku:

E(())x(t)=Ax(t)+Byu(t) 2.1)
x,(t)=Cx(t)+Du(t)

gde su date matrice saglasnih dimenzija, pri ¢emu je kvadratna matrica
E obavezno nepotpunog ranga, odnosno singularna.

Ovde je iznet model za prinudni radni rezim.

Poredeci sa tzv. “klasi¢énim” sistemima, koji su daleko brojniji u odnosu na ovde
proucavane, brojni rezultati i konkretne aplikacije su pokazali da ovako dobijeni
verodostojni modeli imaju znatne prednosti, kao §to su:

e Zadrzavanje osnovnih fizickih svojstava u modelu;

e Prisnu vezu sa stvarnim fizickim varijablama stanja sistema i,
u izvesnom smislu, bolje prikazivanje strukture razmatranog sistema ili procesa;

e Ne zahtevaju eliminaciju spregnuto promenljivih varijabli,
Sto je 1 prakti¢no nemoguce u nelinearnim slucajevima;

e Ispisivanje bilansnih i drugih jednacina daleko je egzaktnije, sa posebnom
moguénoscu da su iste iskazane kroz stvarne fizicke varijable;



e Matrice koje figuriSu u ovim matematickim modelima, po pravilu su “Suplje”,
Sto znatno upros¢ava matematicke postupke u onim prilikama kada su iste
neophodne.

Imajuéi u vidu da su uopsteni sistemi u prostoru stanja iskazani spregom algebro-
diferencijalnih jednacina, ispoljava citav niz specifi¢nosti i karakteristika koje ih
sustinski diferenciraju u odnosu na tzv. “klasi¢ne” sisteme.

U tom smislu, razmatranja postojanja, jedinstvenosti i formi njihovih reSenja
iskazuju bazi¢na pitanja, na koja treba uopsteno dati pozitivne odgovore, a sve sa
aspekta postavljenih zadataka ispitivanja sistema u celini.

Mimo toga, postojanje impulsnih ¢lanova i vremenskih derivativa ulaznih varijabli u
trajektorijama uopstenih sistema u prostoru stanja, kao i moguca nesvojstvenost matrice
prenosa 1 neuzrocnost izmedu ulaznih varijabli i varijabli stanja 1 varijabli izlaza, ¢ine
ih posebno karakteristiénim, a samim tim i interesantnijim sa gledista.

Valja ista¢i da bazicna reSenja tih problema na nalaze u integralnom prostoru stanja,
ve¢ da ih valja prepoznati u nekom njegovom potskupu.

Vremenski kontinualni uopsteni sistemi u prostoru stanja Se prirodno pojavljuju u
mnogim tehni¢kim oblastima i problemima, kao §to su elektri¢na, elektro - magnetna
kola, u dinamici vazduhoplova i manipulatora i kompleksnim termoenergetskim
procesima, u problemima ekstremnih upravljanja i klasi¢ne i savremene optimizacije, a
takode i u bioloSkim procesima, ekonomiji, demografiji i kao periferni primer
singularno perturbovanih sistema, Debeljkovic et al (2006).

2.2 VREMENSKI DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI

U matematickom smislu ovi sistemi su predstavljeni spregom diferencnih
1 algebarskih jednacina, pri ¢emu ove druge predstavljaju ogranicenje koje treba
zadovoljiti pri reSavanju onih prvih, Debeljkovi¢ et al (2006).

Sama ¢injenica da su deskriptivni sistemi iskazani spregom algebro-diferencnih

jednacina, povlaci za sobom niz specifi¢nosti i osobenosti koje ih jasno izdvajaju i
razlikuju u odnosu na tzv. “normalne” sisteme.

U tom smislu, razmatranja postojanja, jedinstvenosti i struktura njihovih resenja
predstavljaju osnovna pitanja, na koja treba uopsteno odgovoriti, a u svetlu postavljenih
istrazivanja.

Mimo toga, moguéa nesvojstvenost matrice prenosa i pitanje globalne fizicke
ostvarljivosti u svetlu nekauzalnost izmedu ulaznih varijabli i varijabli stanja 1 veli¢ina
izlaza, ¢ine ih jo$ viSe osobenim.

Ocigledno je da u slucaju vremenski diskretnih uopsStenih sistema u prostoru stanja,
koncept neprekidnosti ima mnogo manji znacaj, ali ideja saglasnih pocetnih uslova X,

koji stvaraju niz resenja (x(k):k > 0), ima svoju potpunu opravdanost.

Diskretni uopsteni sistemi u prostoru stanja Se pojavljuju u mnogim inzenjerskim
oblastima i problemima, kao Sto su elektri¢na, elektro - magnetna kola, ali ih ima znatno



vise u ekonomiji, demografiji, problemima ekstremalne optimizacije i kao grani¢ni
slucaj deskriptivno perturbovanih procesa.

Za izlaganja koja su ovde od interesa, moze se matematicki model, u prostoru stanja,
ovih sistema zapisati u sledeCom obliku:

E(())x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) 02
X;(k)=Cx(k)+Du(k) ’

gde su date matrice saglasnih formata, pri ¢emu je kvadratna matrica

E obavezno nepotpunog ranga, odnosno iregularna.

Njihove sustinse osobine, koje ih izdvajaju u odnosu na tzv. ,,normalne” (Klasi¢ne)
sisteme, skoro su identicne osobinama ranije razmatranih vremenski kontinualnih
uopstenhi sistema u prostoru stanja, pa se stoga ovde nece ponavljati.
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3. LINEARNI SISTEMI
SA MRTVIM VREMENOM

3.1 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA MRTVIM VREMENOM

Ve¢ vise od pola veka sistemi sa mrtvim vremenom privlate paznju naucne
1 istrazivacke javnosti Sirom planete.

Njihovo prisustvo u svim granama tehnike i1 u pojedinim oblastima drustvenih nauka
viSe je nego evidentno, $to obavezuje da im se sa svih mogucih aspekata proucavanja
posveti duzna paznja.

Matematicki gledano, ovi sistemi automatskog upravljanja iskazani su sistemom
obi¢nih diferencijalnih jednadina sa pomerenim argumentom, §to povlaci znatno
usloZnjavanje brojnih procedura za njihovo ispitivanje.

Medutim, kao procesi beskona¢nog reda, njihovo proucavanje u s domenu otezano
je prisustvom transcedentnih prenosnih funkcija, §to ponekada zahteva bazi¢nu
modifikaciju postojecih uslova i postupaka razvijenih za linearnizovane sisteme, a
ponekada i generisanje potpuno novih postupaka i metoda za reSavanje postavljenih
problema i klasi¢ne i moderne teorije upravljanja i sistema.

Ova klasa sistema je opisana svojom vektorskom diferencijalnom jednacinom
stanja:

X(t)= Ax(t)+Ax(t—7) (3.1.a)
i sa pripadaju¢om funkcijom pocetnih uslova:
x(t)=o(t), —-z<t<0 (3.1h)

gde je sa 7 ozna¢eno mrtvo vreme u stanju.

Kada se uop$teno razmatraju sistemi sa mrtvim vremenom, u aktuelnim
kriterijumima stabilnosti, koriste se dva sustinski razli¢ita prilaza.

Prvi pristup generiSe uslove stabilnosti koji ne wukljucuje saznanje o mrtvom
vremenenu, a drugi pristup ukljucuje tu informaciju i pokazuje u kojoj meri mrtvo
vreme uti¢e na dinamiku sistema.

Prvi prstup se ¢esto naziva kriterijumom nezavisnim od mrtvog vremena i generalno
je iskazan kroz veoma proste algebarske nejednacine.

Drugi prilaz, koji je svakako superiorniji, jer pored matrica sistema u uslovima
stabilnosti egzistira i vrednsot mrtvog vremena, ali zbog toga postoji nuznost za
resavanjem daleko slozenijih izraza, a u nekim okolnostima i potreba za resavanjem ili
transcedentih algebarskih jednacina ili nelinearnih matri¢nih obi¢nih, pa c¢ak 1
diferencijalnih, jednacina visokog reda.

Osim navedenog, u ovim okolnostima, kako bi se iskoristili dobijeni kriterijumi,
potrebno je odredivanje i maksimalnih ili minimalnih solvenata takvih jednacina, $to
Cesto vodi ka optimizacionim postupcima veoma kompleksnim algoritamskih
procedura.
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Njihova primena je prisutna svuda gde postoji ili transportno ili tehnolosko
ili informaciono zaostajanje signala, a to su tipicni predstavnici dugackih elektri¢nih,
hidrauli¢nih ili pneumatskih vodova, svi hemijski reaktori Ciji se rad zasniva na
primarnom mesanju nekih supstanci, procsi hladnog ili vruéeg valjanja limenih ploca
gde je nemoguce locirati mera¢ debljine u samom cevu valjaka ve¢ neSto posle,
respektivno, itd.

Neotudivo su vezani i prisutni u dinamici manipulatora i vazduhoplova i velikim
sistemima.

Prisustvo mrtvog vremena, bezobzira da li ono egzistira u ulaznim veli¢inama i/ili u
stanju moze da rezultira u pogubne tranzientne osobine, pa i da dovede do nestabilnih
radnih rezima.

Ta pojava veoma je cesta kada se razmatraju sistemi u zatvorenom kolu dejstva,
sa dejstvom poremecaja i Suma ili bez njih.

Samim tim ova istrazivanja naisla su na veliku paznju kod mnogih naucnika i
istrazivaca.

U opstem slucaju razmatranje problema koji ukljucuje i mrtvo vreme povlaci daleko
slozeniju matematicku analizu.

3.2 VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI SA MRTVIM VREMENOM

Diskretni sistemi sa mrtvim vremenom, opisani su u matematiCkom smislu
u vidu sistema diferencnih jednacina sa pomerenim argumentom i odlikuju se brojnim
karateristikama koje nisu prisutne kod obi¢nih diskretnih procesa.

Za potrebe ove disertacije opisani su vektorskom diferencnom jednacinom stanja:
x(k+1)= Ax(k)+Ax(k—h)
1 sa pripadaju¢om funkcijom pocetnih uslova:

x(9)=w(9), 9e{-h (-h+1),..,0}

(3.2.9)

(3.2.b)
gde h oznacava mrtvo vreme U stanju.

Jasno, to zahteva sasvim drugi prilaz u razmatranjima a slika jednog takvog novog
postupka utemeljen je u reSevanju mnogih, ovde postavljenih, kompleksnih problema
ispitivanja stabilnosti ove klase sistema.

Literatura

D. Lj. Debeljkovi¢, Time Delay Control Systems, GIP Kultura Belgrade 1994.

D. Lj. Debeljkovic, S. A. Milinkovic, S. B. Stojanovic, Stability of Time Delay
Systems over Finite and Infinite Time Interval, Cigoja press, Belgrade, 2005.

D. Lj. Debeljkovic, A. Lj. Jacic, M. Medenica Time Delay Systems:
Stabilty and Robustness, Mechanical Faculty, Belgrade, 2005.

D. Lj. Debeljkovic, Stability of Control Systems over Infinite Time Interval,
Mechanical Faculty Enguneering, Belgrade, 2009.

11



D. Lj. Debeljkovic, S. B. Stojanovic, N. J. Dimitrijevic, Stabilty of Particular
Classes of Linear Control Systems over Finite and Infinite Time Interval, Faculty
of Mechanical Engineering, Belgrade, 2010.

D. Lj. Debeljkovic- Editior, Time Delay Systems, I-Tech, Vienna, (Austria), .
2011

D. Lj. Debeljkovic, S. B. Stojanovic, Systems, Structure and Control — Editior,
Petr Husek, — Chapter : Asymptotic Stability Analysis of Linear Time Delay Systems:
Delay Dependent Approach, | — Tech, Vienna, ISBN 978-7619-05-3, 2008, pp. 029 —
060.

D. Lj. Debeljkovic, T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 2 : Stability of
Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Systems over Infinite and Finite
Time Interval, I-Tech, Vienna, (Austria), pp.15- 30, 2011.a.

D. Lj. Debeljkovic, T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 3 :
Stability of Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Time Delayed
Systems”, I-Tech, Vienna, (Austria), pp. 31— 74, 2011.b.

D. Lj. Debeljkovic, M. S. Aleksendric , N. J. Dimitrijevic, ContemporaryTheory of
Multi Input - Multi Output Linear Control Systems,Faculty of Mechanical
Engineering, Belgrade, 2011.

D. Lj. Debeljkovic, D. N. Popov, ContemporaryMethods for Linear Systems
Design,Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011.

D. Lj. Debeljkovic, Stabilty of Automatic Control Systems over Finite and
Infinite Time Interval, Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011.

4. LINEARNI SINGULARNO - DESKRIPTIVNI SISTEMI
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Danas egzistira znatan broj realnih procesa u sistemima automatskog upravljanja u
kojima je iskazan jednovremeni fenomen mrtvog vremena i prisutna singularnost tako
da ova klasa procesa evidentirana pod nazivom Singularni (deskriptivni) sistemi sa
kaSnjenjem zasluzuje posebnu paznju.

Ovi procesi poseduju mnoga specifi¢na obelezja.

U matematickom smislu ova klasa sistema automatskog upravljanja predstavljena
je spegnutim sistemom diferencijalnih (diferencnih) jedna¢ina sa pomerenim
argumentom, kojima je atasiran odgovaraju¢i sistem algebarskih jednacina koje,
generalno, mogu biti, takode, sa mrtvim vremenom ili bez njega.

4.1 VREMENSKI KONTINUALNI
SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM

Matematicki zapis, ove klase sistema, obi¢no se daje, takode, preko vektorske
diferencijalne jednacine stanja, a moZze i izlaza, ako je potrebno, $to za ova razmatranja
Ima manji znacaj:

Ex(t)=Ax(t)+Ax(t—-7), (4.1.)
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x(t)=@(t), —-z<t<0 (4.1.b)

sa obaveznom matricom E nepotpunog ranga, odnosno iregularnom kada su u pitanju
»kvadratni sistemi« i ostalim konstantnim sistemskim matricama i prihvatljivom
funkcijom pocetnih stanja, a zbog prisutnog fenomena kasnjenjenja prvobitno ponaSanje
sistema iskazuje se kroz funkciju saglasnih pocetnih uslova, jed. (4.1.b), a za samo ona
pocetna stanja koja pripadaju podskupu saglasnih pocetnih uslova }»/ , generisanih

slede¢im algoritmom, u klasi¢nom prostoru stanja:
W, =R",
: 4.2)

Wia=AEW)), jz0

pri gemu A~ (+) oznacava inverznu sliku () nad operatorom A.

4.2 VREMENSKI DISKRETNI
DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM

Matematicki zapis ovih sistema, dat je takode, vektorskom diferencnom jednacinom
stanja i moze biti iskazan u slede¢oj formi:

Ex(k+1)=Ax(k)+Ax(k—h) (4.3.2)

sa obavezno matricom E nepotpunog ranga, odnosno iregularnom matricom
I sa ostalim matricama ¢iji su elementi definisani nad poljem realnih brojeva
i prihvatljivom funkcijom pocetnih stanja, iskazana kao:

x($)=w(9), 9e{-h (-h+1),..,0} (4.3.b)

za samo ona trenutna pocetna stanja koja pripadaju podskupu saglasnih pocetnih uslova.
Osnovni geometrijski prilaz za odredivanje podskupa saglasnih pocetnih uslova 4/
generalisanih sistema u prostoru stanja je niz podskupova, koji se generiSe na sledeéi
nacin:
W, , =R"
_ AL i
Wi =A (E}/Vd,i)’ (j20) (4.4)

A™(-) oznatava inverzni lik (-) nad operatorom A, a X(F) i R(F) oznatavaju nulti

prostor i rang matrice F , respektivno.
Niz podskupova {M/d,o, Wi Wya, } se formira na slede¢i nadin:
Wao D Wi DWW, D Wy3 D+ (4.5)

Pored toga vazi i:
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N(A) ., (j20) “s)

i egzistira ceo broj k >0, tako da:

M/d,k+1 = M/d,k (47)

paje: Wy =My 2a j21,

Ako je k™ najmanji takav ceo pozitivan broj sa ovim karakteristikama, vazi:
Wy "R(E)={0}, (k=k") (4.8)

i garantuje da matrica(/iE—A) ima svoju inverznu matricu za neko AeC, Owens,
Debeljkovic (1985).

Ovaj algoritam, identi€an po strukturi, primenjuje se i za vremenski kontinualne
singularne sisteme sa ¢istim vremenskim kasnjenjem, Owens, Debeljkovic (1985).
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KVALITATIVNE
| KVANTITATIVNE OSOBINE
KLASA RAZMATRANIH SISTEMA
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11 VREMENSKI| KONTINUALNI
UOPSTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA

5. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

U proteklom periodu, javlja se znaCajni interes na polju izucavanja vremnski
kontinualnih generalisanih sistema u prostoru stanja.

Ova klasa sistema se javlja kao neposredni rezultat postavljanja osnovnih bilansnih
jedna¢ina procesa koji se razmatra, Sto u krajnjoj liniji dovodi do trazenog
matemati¢ckog modela.

Sa opravdanim ciljem da se u postupku modeliranja, dobije $to verodostojniji
matematicki model fizickom procesu od interesa, ovi sistemi to izrazavaju na najbolji
moguci nacin sa aspekta modeliranja.

Kao S§to je receno ovi procesi, u matematickom smislu, predstavljeni su sistemom
kuplovanih  diferencijalnih i algebarskih jednacina, koje treba simulatano resSiti,
uvazavajuci, za njih date saglasne pocetne uslove.

Sa tog stanovista, razlikuju se brojni pristupi ovoj problematici, pa neki autoriteti
to iskazuju kroz numericki prilaz, analiticki tretman ili kvalitativnu spoznaju dinamickih
karakteristika sistema, dok neki tu razli¢itost vide kroz geometrijski prilaz ili pozicije
Ciste algebarske analize, Debeljkovi¢ et. al (1996).

U odnosu na klasi¢nu teoriju sistema, koja se zasnivala na dinami¢kom opisu
razmatranog sistema kroz njihovu funkciju prenosa, bilo da su u pitanju sistemi sa
jednim ulazom 1 jednim izlazom, ili kada su u pitanju viSestruko prenosni sistemi
danasnja i aktuelna teorija sistema se u celosti bazira na konceptu prostora stanja.

Savremena teorija sistema polazi od opisa interne dinamike procesa preko vektorske
diferencijalne jednacine stanja 1 atasiranu vektorsku jednacinu izlaza.

Pomenute jednacine imaju oblik :

x(t)=F(t,x(t),u(t)), (5.1)
X (t)=g(t.x(t),u(t)), (5.2)

gde su vektorske funkcije f((-)) i g(()), u opstem slucaju:
fRxR"xR™ 5>R", g:RxR"xR" >RP, (5.3)

gde teR, oznacava vreme, a x(t)eR", u(t)eR"™ i x(t)eRP vektore stanja, ulaza i

izlaza respektivno, Debeljkovié et. al (1996).

Jed. (5.1) i jed. (5.2) predstavljaju matemati¢ki model objekta, procesa ili sistema u
prostoru stanja.

Opis matematickog modela procesa daje se, kao :

f(t%(t),x(t),u(t),x (t))=0, (5.4)

1 obi¢no se naziva sistemom implicitnih diferencijalnih jednacina.
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Moguc¢i oblici matematickih modela, datih jed. (5.4), su:
E(t.x(t),z(t))x(t)=f(t.x(t),u(t),q(t)), (5.5)
g(t.x(t),u(t),x (t),z(t))=0, (5.6)

gde vektor q(t) predstavlja, uslovno receno, redudantne varijable.
Prema tome, x(t) igra ulogu vektora stanja varijabli procesa, ako postoji
mogucénost da se redudantna veli¢ina q(t) ukloni iz jed. (5.5 - 5.6).
To nije moguée uvek postici pa se javljaju i jos neke dopunske poteskoce, posebno
u slu¢ajemima kada:
1. Matrica E((})) moze biti pravougaonog formata, a kada je i kvadratna traba da
bude iregularna.
2. Kada je matrica E(()) pravougaona i jo§ uz to i nepotpunog ranga,
tretman takvih sistema izuzetno je slozen.

Posebni oblici implicitnih sistema, datih jed. (5.5) ili jed. (5.6), mogu se pojaviti i
kao:

E (tx(0)x(1) = (L x(0),u(1), 57)
| E (6)X(1)= AL X(O)X(0) +B(tx(D)u(®), 59)
U'i EX(1)=F (LX(1).u(1)), 59
" % (1)=0(t x(0)u(1)). (510

U posebnom slucaju, koji je ovde od interesa, kontinualne vektorske funkcije f(())
i g(()) su linearne funkcije svojih argumenata, tako da se dobija vektorska jednacina

stanja i vektorska jednacina izlaza sa matricama A, B, C, D koje su odgovarajuéih
formata a ¢iji su elementi definisani nad poljem realnih brojeva, a uz sve to i sa
konstantnom kvadratnom matricom E, uobi¢ajeno nepotpunog ranga, tako da je rang

E iq <n, pasledi:
Ex(t)= Ax(t)+Bu(t), (5.11)
X; (t)=Cx(t)+Du(t). (5.12)

Imajuéi u vidu ovu ¢injenicu, velika klasa ovih sistema poznata je u literaturi kao
Uopsteni sistem u prostoru stanja (Singularni sistemi, deskriptivni sistemi, sistemi sa
polu stanjem, sistemi opisani algebro-diferencijalnim jednacina, degenerativni, itd.).

U situacijama kada je matrica E regularna, det E =0 sistem, dat jed. (5.11), svodi
se na:

X(t)=E"Ax(t)+E™Bu(t), (5.13)
odnosno:
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X(t)=Ax(t)+Byu(t), (5.14)

Sto predstavlja standardnu formu opisa sistema u savremenoj teoriji upravljanja,
sa dobro poznatim rezultatima koji se na nju oslanjaju, Lewis (1986).

Uopsteni sistem u prostoru stanja se najéesSce nazivaju i diferencijalno-algebarski
sistemi jer su upravo diferencijalne jednacine sa ograni¢enjima koje namecu pridruzene
im algebarske jednacine.

Sa stanovista postojanja i jedinstvenosti reSenja znacajno je Samo razmotriti tu
podelu sa stanovista linearnih kontinualnih generalisanih sistema u prostoru stanja.

Sematski prikaz podele ovih sistema je dat na sl.5.1.

Linearni singularni
sistemi (LSS)

/

Regularni SS Iregularni SS
det(cE+A) =0 det(cE+A)=0
Resenje uvek postoji Bez resenja
i jedinstveno je
Y
Sa nejedinstvenim
reSenjima
\ B | Y
Resenja mogu da Sa konaénim
budu "glatka" brojem resenja
Y 4 Y
Regenja mogu da Sa beskonaénlm
budu "impulsna" brojem reSenja

S15.1

Regularni uopsteni sistem u prostoru stanja imaju uvek jedinstveno resenje koje,
zavisno od kvaliteta dodeljenin  pocetnih uslova, moze da bude “neprekidno”
ali i da sadrzi impulse, Debeljkovi¢ et al. (2006.a).

Iregularni uopsteni sistem u prostoru stanja mogu uopsSte da nemaju reSenja, a ako
ga i imaju, ona su nejedinstvena, Debeljkovic et al. (2006.a).

Onda resenja mogu biti kona¢no prebrojiva konacan ili njihov broj moze biti
beskonacan.

Zajednicko sa regularnim singularnim sistemima i ovde se pojavljuju “glatka” ili
reSenja sa impulsom, §to podrazumeva prisustvo Dirakove funkcije u odzivu sistema.

Karakter vremenskih promena elemenata matrice E(t) unosi jo§ jednu podelu.

Naime, ima slucajeva kada dolazi do promene ranga matrice E(t) u toku vremena,
tako da za neko t, matrica E(t,) moZe biti singularna, a za neko drugo t,, E(t,) je

regularna matrica.
Ovakav slucaj se oznacava kao izolovana singularnost, a tretman takvog sistema
zasluzuje posebnu paznju, narocito U trenutkut,, Debeljkovic et. al (1996).
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Drugi slucaj javlja se kada je matrica E(t) singularna u svakom trenutku,

pri ¢emu se njen rang moze menjati od trenutka do trenutka.

Stacionarna singularnost podrazumeva singularnu matricu E nad poljem realnih
brojeva.

Ta singularnost obi¢no je ili strukturna ili parametarska.

Ova podela se ilustruje slede¢im primerom.

Ako je matrica E oblika:

E {eg eg] .8y, %0, (5.15)

bez obzira na vrednost njenih nenultih elemenata, ona ¢e uvek biti singularna.
Ova singularnost naziva se strukturnom.
Ako je matrica E oblika:

E:{eﬂ eﬁ], e, #0, Vi j=12, (5.16)

€y €y
tada, za neki izabrani nominalni radni rezim, moze da bude zadovoljen uslov:
€18 —€,8y =0. (5.17)

Ovo je tipi¢an primer parametarske singularnosti, Debeljkovi¢ et. al (1996).
Vracajuci se osnovnoj podeli, moze se re¢i da su regularni generalisani sistemi u

prostoru stanja oni sistemi za koje se moZe naéi broj c, takav da je det(cE—A)=0,
iregularni oni za koje je det det(cE—A)=0, za svaki broj ceC.

U prvom slucaju se obi¢no govori o regularnom matri¢nom paru (E, A), dok se u
drugom slu¢aju govori o singularnom matri¢nom paru (E, A).

Posebna podela generalisanih sistema u prostoru stanja takode se bazira na
mogucim strukturama matrice E .

Ona moze da bude nekvadratna, $to je redji slucaj, ili kvadratna,
§to je uglavnom uobicajeni slucaj, koji proistiCe iz same prirode vecine procesa
1 pripadaju¢eg matemati¢kog modela.

Kao i za ostale klase sistema, tako i za generalisane sisteme u prostoru stanja od
najveCeg je znaCaja analizirati odgovaraju¢e dinami¢ko ponaSanje u ustaljenim i
nestacionarnim radnim reZimima.

U analizi generalisanih sistema u prostoru stanja od posebnog je znacaja pitanje
resljivost 1 generalisanog sistema u prostoru stanja jednacina.

U tom smislu izalzu se slede¢i rezulati.

Vra¢amo se ponovo na linearni singularni stacionarni sistem opisan svojom
modelom u prostoru stanja, tj. jed. (5.11) i jed. (5.12) respektivno.

Gantmacher (1977), je pokazao da, ukoliko je matricni par’ (sE+A) regularan, tj.

ukoliko je:

¥ Matrix pecil;
Sasvim je svejedno da li se razmatra (SE + A) ili (SE — A).
U drugom slu¢aju uobicajeno se vektorska jednacina stanja

usvaja u obliku: Ex(t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x,
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det(SE+A)=0, seC, (5.18)

tada reSenja  sistema, datog jed. (5.11), egzistiraju i unikatha su,
a ako pri tome sistem krece iz tzv. saglasnih pocetnih uslova, ona su tada i ta reSenja
“glatka” (neimpulsna) i dobijaju se u klasi¢noj zatvorenoj formi.

Tada resljivost sistema, datog jed. jed. (5.11), direktno zavisi od regularnosti
matri¢nog para (SE - A).

Prvi nacin svakako predpostavlja testiranje jed. (5.18).

Naime, ukoliko se pokaze da je:

det (SE - A) =0, (5.19)

generalisani sistem u prostoru stanja je iregularan.

Resenja mogu da egzistiraju, a pri tome moze se desiti da budu jedinstvena
ili nejedinstvena, pa ¢ak i da ne postoje.

Ovo razjasnjava sledeci rezultat, Campbell(1980).

Tvrdnja 5.1 Ako je matri¢ni par (AE + A) regularan, tada je:
N(E)nN(A)={0}. (5.20)
Ukoliko je uslov, dat jed. (5.20) zadovoljen, to ne zna¢i da je ispunjena i
regularnost matri¢nog para (AE+ A) zanekos, se C.

Po tom pitanju Debeljkovié, Owens (1985) dali su slede¢i dopprinos:

Tvrdnja 5.2 Ako je matri¢ni par (AE + A) regularan, 1€ C, tada je:
Wi "R(E)={0}, (5.21)

gde je M, podskup saglasnih pocetnih uslova.
Kao i u prethodnom Tvrdenju, obrnuto ne mora da bude ispunjeno.

I na kraju, za generalisani sistem u prostoru stanja dat u svojoj normalnoj
kanonickoj formi, uslov resljivost i (regularnosti) dat je sa:

det(sl — A) det(—A4 ~A(sl -A)T Az)Z
=(~1)" det A, det((sl - A )~ A, A A )0

Za pitanja saglasnih pocetnih uslova, polazi se od ve¢ ranije poznatog modela
linearnog generalisanog sistema u prostoru stanja:

Ex(t)=Ax(t), x(0)=X,. (5.23)
Podskup saglasnih poc¢etnih uslova, u oznaci »¥,, dato je u Campbellet al. (1976).

(5.22)

Iz izraza:
(1 —ééD)xo =0, (5.24)
koji je ekvivalentnan uslovu:
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W, =N(I —EED), (5.25)
moze se odrediti skup svih vektora x, koji formiraju podskup saglasnih pocetnih uslova
W,

Sa E oznacena je matrica:

E=(AE-A)"E, (5.26)

a indeks “D ” oznacava Drazinovu inverziju matrice.
Osnovni geometrijski aparat u formiranju podskupa saglasnih pocetnih uslova je
sekvenca potprostora, odredena sa:

W, =R"
: (5.27)
Wia=AEW,), j=0
gde je A™(-) inverznaslika (-) pod dejstvom matrice A.

Lema 5.1 Niz podskupa {}/1/0 w, W, .. } formirana je tako da zadovoljava:

Wy oW, oW, oWy.D .. (5.28)
Stavise:
N(A) e, j=0, (5.29)
pri ¢emu postoji nenegativan ceo broj k> 0, takav da je:

Wi =" (5-30)
tj:
W, =W, =1 (5.31)

Ako je k* najmanji nenegativni ceo broj koji zadovoljava prethodnu jednacinu,
tada je:

W, NX(E)={0}, k=k", (5.32)
pod pretpostavkom da matrica (AE — A) ima svoju inverznu matricu, za neko Ac R.
Teorema 5.1 Pod uslovima Leme 5.1, x, je saglasni pocetni uslov za sistem dat
Jed. (5.23) ako i samo ako je x, € 4.

Stavise, Xo generise jedinstveno resenje x(t)e W., t=0

Dokazi ovih i svih drugih ranije izlozenih Teorema rigorozno su izloZeni
u lit. Debeljkovic et al. (2005.b) a ovde su, iz prakti¢nih razloga ne izlazu.

Nacin odredivanja podskupa saglasnih pocetnih wuslova pruza moguénost
prevodenja polaznog generalisanog sistema u prostoru stanja na svoju normalnu
kanonicnku formu.

Algebarski deo sistema, tada, u potpunosti definise taj prostor, odnosno:
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0= AgXyo + AXy, (5.33)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:

W=N((A A)). (5.34)

Sli¢ne moguénosti pruza i posebna kanonic¢ka forma.
Generalisani sistem u prostoru stanja dat jed. (5.23) je u SVD kanonickoj formi, ako

je:
UEV z(t) =UAVz(t)+UBu(t), (5.35)
X; (t)=CVz(t)+Du(t), (5.36)
pri:
2 A
vev=|Z 9| uav= P Az , (5.37)
0 O Ay Ay
B, 7,(t)
UB = , Cv=(C, GC,), t)= , 5.38
(BJ ( 1 2) Z( ) Lz(t) ( )
detU %0, detV =0,
. (5.39)
Ezzdlag{al, o,, =, o, 0, - 0},
gdesu o;, i=1, .., v; singularne vrednosti matrice E razli¢ite od nule, u(t) je ulazna
veli¢ina, a x; (t) je vektor izlaznih veli¢ina.
Razmatra se generalisani sistem u prostoru stanja:
Ex(t)= Ax(t)+Bu(t), (5.40)
x; (t)=Cx(t) (5.41)

Koriste¢i Laplace-ovu transformaciju, pri svim pocetnim uslovima jednakim nuli,
dobija se:
- adj(sE - A
W(s):C(sE—A)ll_%:cMB, (5.42)
det(sE - A)

matrica prenosa generalisanog sistema u prostoru stanja sa svojim karakteristicnim
polinomom:

fe(s)=det(sE-A) . (5.43)

Matricu prenosa mogu da oforme samo regularni generalisani sistemi u prostoru
stanja, tj. samo oni kod kojih je det(sE—A)=0, zaneko se C.

Ako je generalisani sistem u prostoru stanja iregularan, odnosno kada je
det(sE—A)=0, Vs, on nema matricu prenosa, ali to jo§ ne ukazuje da isti ne ostvarju
odgovarajucu dinamiku, po svim pitanjima.
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Sta vise, ta dinamika egzistira i iskazana je ulazno-izlaznim ponasanjem Koje se,
tada, iskazuje sa:

R(s)X;(s)=Q(s)U(s), (5.44)
gde su R(s) i Q(s) klasi¢ni polinomi.

Ova Kkalsa generalisanih sistema u prostoru stanja detaljno je analizirana
u radovima Dziurla, Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a), gde su prezentovane
1 njihove odgovarajuce fizicke realizacije.

Osnovni razlog za to je postojanje i algebarskih jednacina koje matematicki
impliciraju nemogucnost prihvatanja svih pocetnih uslova.

Oni pocetni uslovi koji su prihvatljivi, u smislu generisanja glatkih,
ali ne i impulsnih reSenja, nazivaju se saglasni pocetni uslovi.

Posmatra se pocetna vrednost vektora stanja:

X(0)=X,, (5.45)

koja uz jed. (5.23) i definiSe problem pocetnog uslova.

Pod pretpostavka da vektor pocetnog stanja zadovoljava uslove konzistentnosti,
date u Debeljkovié et. al (1996) i Buzurovi¢ (2000), tada se dobijaju, prema ranije
iznetoj podeli,jedinstvena resenja, i to glatka.

Za, uslovno receno, normalne sisteme jedinstvenost reSenja je garantovana.

Za generalisane sisteme u prostoru stanja se, u opsStem slu¢aju, ne moze garantovati
jedinstvenost reSenja.

Definicija 5.1 x, je saglasni pocetni vektor sistema, datog jed.
(5.23), ako postoji bar jedno reSenje problema sa pocetnim uslovom koje zadovoljava
saglasni pocetni uslov x(0)=X,.

Teorema 5.2 Uopsteni  sistem u  prostoru stanja, dat jed. (5.23),
sa pridruzenim saglasnim pocetnim vektorom, ima jedinstveno reSenje ako i samo ako

postoji kompleksni skalar s, takav da matrica (sE—A)’l postoji, Campbell (1980.a).
Ovde se nece dati detaljan dokaz ove teoreme, kao $to je nacelno receno,

ve¢ samo skica dokaza koja se zasniva na €injenici da ako postoji prethodna inverzija,
reSenje se moze naci koriste¢i Laplace-ovu transformaciju.

Nakon utvrdivanja uslova za jedinstvenost resenja, ostaje otvoreno pitanje resenja.

Postoje Cetiri osnovna nacina za reSavanje generalisanog sistema u prostoru stanja
jednacina sa pridruzenim saglasnim pocetnim uslovom.

Detaljniju analizu navedenog, pogledati u Campbell (1980.a), Dai (1988).
ResSavanje navedenih sistema je moguce primenom sledecih postupaka:

M Redukovanje sistema, do dobijanja vektora stanja, pa samim tim i sistema
nizeg reda. Postupak je poznat kao redukacija dimenzije sistema.

M ResSenje u vremenskom domenu, kori§¢enjem Drazin-ove i Moore-Penrose-
ove inverzije.
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M Aproksimiranje generalisanih  sistema u prostoru stanja sekvencama
koje nisu singularne. Resenja su data, u ovom slucaju, kao grani¢ni slucaj pre

izrazenog dejstva singularnosti na sistem.

M Resenja dobijena primenom Laplace-ove transformacije.

Teorema 5.3 Dat je sistem, jed.(5.23), i saglasni pocetni vektor x, .
Matrica A, ima potpuni rang ako sistem ima jedinstveno resenje, Campbell
(1980.a).

Uopsteno reSenje generalisanih sistema u prostoru stanja u vremenskom domenu,
dato je slede¢im izrazom:

. k=

x(t)=e ATy e B [T eEPAERB (1) d e+ (1 -EEP )Y (-1) (EAP )iADéu(i)(t),

LN

° i=0
(5.46)
gde je:
E=(SE-A)"E
A=(SE-A)" A (5.47)
B=(SE-A)"'B

Gornji indeks D oznac¢ava Drazin-ovu inverziju, i oznacéava i-ti izvod po vremenu,
| je jedini¢na matrica, X,=X(t,) je saglasni poCetni vektor, dok je s kompleksna
promenljiva.

ReSenje ne zavisi od vrednosti s, pa jed. (5.46) vazi za bilo koju vrednost.

Uopsteno reSenje dato jed. (5.46) vazi samo za konzistentne pocetne vektore,
dok za nekonzistentne pocetne vektore ne daje ispravne rezultate.

Dalja reSenja pored konzinstentnih tretiraju 1 nekonzistentne pocetne uslove.

ResSavanje generalisanog sistema u prostoru stanja sa zadatim pocetnim uslovom
moze se ostvariti primenon Laplace-ove transformacije.

Posmatra se uopSteni sistem u prostoru stanja, dat jed. (5.23).

Primenjujuéi navedenu operaciju, dobija se:

X(t)= £ (sE~ A) "EX(0)} + £ H(sE- A) ' BU(s)}. (5.14)

Ovakvo reSenje postoji jedino ako postoji (sE—A)fl, Sto je upravo uslov
za postojanje jedinstvenog resenja.
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IV VREMENSKI DISKRETNI
UOPSTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA

6. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

U proteklom periodu, neSto manji interes na polju izucavanja diskretnih
generalisanih sistema u prostoru stanja.

Ova klasa sistema se javljuju kao posledica matematickog modeliranja razlicitih
sistema i procesa, posebno u drustvenim nauka.

U cilju dobijanja Sto tacnijeg modela fizickog procesa, ovi sistemi se pojavljuju kao
adekvatan matematicki aparat koji takav problem resava.

Kao $to je receno ovi procesi, u matematickom smislu, dati su sistemom kuplovanih
diferencnih i algebarskih jednacina, koje treba simulatano reSavatii, vodeéi racuna o
odgovarajuc¢im saglasnim pocetnim uslovima.

Sa tog stanovista, postoji 1 viSe razli€itih prilaza proucavanju ove klase sistema
automatskog upravljanja

Neki autoriteti to vide kao analiticki tretman ili numericki prilaz i kvalitativou
proceduru, a drugi to vide kroz prilaz sa Cisto geometrijskog stanovista ili algebarskog
prilaza koje se, u krajnjoj liniji, svodi na formiranje algebarskih, a kad kad i
diferencijalnih nejednacina, Debeljkovié et. al (1996).

Za diskretne uopStene sisteme u prostoru stanja od prvorazrednog znacaja je ispitati
njihovu stabilnost, saglasno usvojenom konceptu i klasi¢éne osobine kontrolabilnosti,
observabilnosti, dostiZljivosti, optimalnosti, identifikabilnosti 1 posebno osobunu
regularizacije.

U tom smislu, od posebnog su znacaja razmatranja vezana za egzistencija
1 jedinstvenost reSenja, bitisanje pocetnih uslova koji stvaraju uzro¢na reSenja,
mogucénosti formalnog matematickog opisa onih uopS$tenih sistema u prostoru stanja
koji nisu u stanju da iznedre matricu prenosa, prilika kada se matrica E javlja kao
nekvadratna, Debeljkovic et al. (2006.a,b).

Jasno, pruza se prilika da se u ponudenom izboru referenci, letimi¢nim pregledom
naslova, prepoznaju radovi od interesa i da se po potrebi odaberu i ako treba
hronoloski, ili nekako drugacije, sistematizuju.

Da bi izlaganja koja slede postigla svoj zeljeni cilj, neophodno je odrediti
klasu diskretnih uopstenih sistema u prostoru stanja i klasu ulaznih signala koji ¢e biti
predmet ovih istraZivanja.

Posmatrace se vremenski diskretni uopsSteni u prostoru stanja, stacionarni linearni
sistemi, bilo u slobodnom:

(6.1)
bilo u prinudnom radnom rezimu:
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Ex(k+1) = Ax(k)+Bu(k), X (0)=xy,
x; (k)=Cx(k)+Du(k)

sa matricom E eC™" obavezno neregularnom i ostalim matricama: AeC™, BeC™"
i CeC”™ i DeCP™™,u opstem slucaju.

(6.2)

U velikoj wvedini slucajeva elementi pomenutih matrica pripadace skupu
realnih brojeva.

Vezano za jed. (6.1) i jed. (6.2) valja ukazati da generalno, saglasni pocetni uslovi za
rad u slobodno i/ili prinudnom radnom rezimu ne moraju da budu isti.

U metodoloskom smislu postoje tri bazi¢na priliaz za analizu dinamickih
karakteristika uopStenih sistema u prostoru stanja, a to su: numericki, analiticki i
kvalitativni.

Vezano za glavne i ocekivane doprinose, jasno je da ¢e poslednje pomenuti prilaz
biti bazi¢na alatka u izvodenju osnovnih rezultata ove disertacije.

Za dalja interesovanja, za ovu klasu sistema polazi se od singularnog sistema
diskretnih jednacina, u obliku:

Ek+1x(k+l) A(X( ) ( ) k=012,...N-1 (6.3)
ili u matri¢cnom obliku:
A X0 |y
CA W e | (6.4)
Ev. O |x(N-1) :
0 Ay, EyJ| x(N) | u(N-1)

sa ranije usvojenim i datim oznakama.

Jed. (6.4) sadrzi (N +1) nepoznatih vektora x(k), x(k)eR", iako egzistira samo N
matri¢nih jednacina jednakih dinemzionalnosti n.

To povlacii visak nepoznatih u odnosu na dati broj jednacina, pa je logi¢no

postaviti pitanje egzistencija okolnosti koje mogu da obezbede barem jedno reSenje ili
pak vise njih, Debeljkovic et al. (2005.a,b).

Obelezimo li blokovsku matricu u jed. (6.4) sa F (0, N), tada njen format iznosi Nx
(N +1) ili nNxn(N +1) imaju¢i u vidu dimenziju polu-vektora stanja.

Blokovska matrica F (0, N) uobicajeno se zove koeficijentnom matricom,
Luenberger (1977):

Definicija 6.1 Linerani, diskretni, dinamicki singularni sistem jednacina,
jed. (6.3), je resljiv ako je njegova koeficijentna matrica F (0, N) punog ranga,
Luenberger (1977)

Sistemu jednacina, dat jed. (6.4), moze se pridruziti i tzv. “uslovna” matrica tipa:
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G(0, N)= o , (6.5)

koja, ocigledno, predpostavlja podmatricu matrice F (0, N), oformljenu eliminacijom
prvih n i poslednjih n kolona koeficijentne matrice, Luenberger (1977)

Definicija 6.2 Linearni, diskretni, dinamicki singularni sistem jednacina,
jed. (6.3), je uslovljiv ako je njegova matrica G (0, N) nultog ranga, Luenberger (1977)

AKo je subdualni sistem, dat sa:
Eca(k-1)=Alq(k)+v(k), k=012,...N-1, (6.6)
tada se ima, Luenberger (1977):

Teorema 6.1 Sistem dinamickih jednacina je uslovljiv ako i samo ako je njegov
subdualni sistem resljiv, Luenberger (1977).

Teorema 6.2. Sistem dinamickih jednacina je res/jiv ako i samo ako je njegov
subdualni sistem uslovljiv, Luenberger (1977).

Kako  jed. (6.4) odgovara  nestacionarnom sistemu  jednacina,
pokazano je u citiranim radovima da isti zakljucci vaze i da se bez ogranicenja prosiruju
i na stacionarne diskretne deskriptivne sisteme, date sa:

Ex(k+1)=Ax(k)+Bu(k), k=012,...N-1, (6.7)
Iz rezultata prethodnih razmatranja, proisti¢u sledece Teoreme, Luenberger (1977):

Teorema 6.3 Sistem dat jed. (6.7) je resljiv ako i samo ako det(A- zE)T
nije identicki jednaka nuli.

Uslov Teoreme 6.3 je ispunjen, ako je matri¢ni par (E, A) regularan.

Teorema 6.4 Sistem dat jed. (6.5) je resljiv ako i samo ako je uslovljiv, Luenberger
(1977).

Definicija 6.3 Neka matrice E, Ae C™ i kge R, Campbell (1980)

Vektor x(k,)eR" naziva se saglasni pocetni vektor pridruzen trenutku ko, ako jed.
(6.7) ima najmanje jedno resenje.

'z — kompleksan broj Z transformacije, zeC.
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Definicija 6.4 Jed. (6.7) je prihvatljiva ako ima jedinstveno resenje za svaki
saglasni pocetni vektor.

Ako je linearna homogena jed. (6.5) prihvatljiva bar u jednom trenutku
k, e R, tada je ona prihvatljiva u svakom trenutku k e R, pa je ista prihvatljiva.

Naime, Campbell et al. (1976), izneli su sledeci rezultat:
Tvrdnja 6.1 Ako je matri¢ni par (zE + A)regularan, tada je:

N(E)nN(A)={0}. (6.8)

Medutim, ispunjenje uslova datog jed. (6.3) nije dovoljno da garantuje regularnost
matri¢nog para (zE+ A) zaneko z, ze C.

Tvrdnja 6.2 Ako je matri¢ni par (zE + A) regularan, ze C, tada je:

Wy nR(E)={0}, (6.9)
gde je }¥/, podskup saglasnih pocetnih uslova deskriptivnog sistema, Debeljkovic,
Owens (1985).

Kao i u prethodnoj Tvrdnji, obrnuto ne mora da vazi.

Neka je uopsteni diskretni sistem u prostoru stanja, dat vektorskom jednacinom
stanja:

Ex(k+1)= Ax(k)+Bu(k), k=012, ...N -1, (6.10)

regularan, tj. det(zE—A)=0.
Tada niz reSenja x(k) postoji za sve date nizove ulaznog signala u(k).

Prirodni broj N specificiran je posmatranim vremenskim intervalom, Luenberger
(1977).

Kada je matrica E regularna, sistem jednacina dat jed. (6.1) moze da se
re$i rekurzivnim postupcima, kao primer navodi se metoda unaprednih konacnih

razlika' pri poznatom vektoru pocetnih uslova x(0).

Ako je pri tome matrica A, regularna, procedura koris¢enjem rekurzivnih procedura
zahteva koridéenje unazadnih konacnih razlika* pri poznatom vektoru krajnjih uslova

X(N).
U prilikama kada su matrice E i A singularne problem se mnogostruko komplikuje.
Luenberger (1977) je pokazao, pri uslovu da je par (E, A) regularan, da je

jedinstveni niz resenja x(k) odreden nizom signalau(k) i pridodatim uslovima koji su
upereni na niz signala x(k) kako u pogetnom trenutko k =0 tako i u krajnjem k = N.

Aditivni uslovi’ x(0) i x(N) ne mogu da budu okarakterisani proizvoljno.
Problemje poznat kao odredivanje “dozvoljenih aditivnih uslova”.

" Na engleskom jeziku: forward differences.

* Na engleskom jeziku: backward differences.

"' Na neki na¢in odgovaraju, ranije objagnjenim, konzistentnim po¢etnim uslovima kontinualnih
singularnih sistema.
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Teorema 6.5 Ako je dinamic¢ki diskretni singularni sistem jednacina uslovljiv, tada
se skup dodatnih uslova moze iskazati uvek kroz inicijalni i finalni uslov, Luenberger
(1977).

Prikazimo to jednim jednostavnim primerom skalarnog diskretnog uopstenog
sistema u prostoru stanja:

X (k)=u(k+1), (6.11)
Sistem je resljiv, jer je det(zE—A)=0, ali bilo koji uslovi ne mogu se definisati

u poc¢etnom trenutku k = 0, Debeljkovic¢ et al (2006).

Da bi se dobilo unikatno resenje, dva aditivna uslova obavezno treba definisati u
krajnjem trenutku N.
Lema 6.1 Ako se potprostor }#/(j>0), stavara nizom:

W,=R"
B B , (6.12)
W, =(A-2E) EMW,, AeC
tada vazi:
W= (i20), (6.13)

gde je ¥, podskup saglasnih pocetnih uslova singularnog sistema, Owens, Debeljkovi¢
(1985)*.

Lema 6.1 omogucava jo$ jedan znacajan rezultat, Owens, Debeljkovié (1985).

Teorema 6.6 Pod uslovima Leme 6.1., x, je vektor saglasnih pocetnih uslova za
autonomni sistem dat jed. (6.10) ako i samo ako x, e ..

StaviSe, x, tada generise niz reSenja(x(k):k >0) takve da x(k)e M. zavk>0.

Razmatrae se reSenja singularnog sistema diferencnih jednacina samo
kada su matrice E i A kvadratne.

Iznose se rezultati dati u radu Campbell (1980).

Slobodni Radni RezZim

Za ova razmatranja uopSteni diskretni sistem u prostoru stanja, daje se u svojoj
uobicajenoj formi:
Ex(k+1)+Ax(k)=0, x(0)=x,. (6.14)

Teorema 6.7 Neka je jed. (6.14) prihvatljiva.
Tada je njeno reSenje odredeno slede¢im izrazom:

* Potprostor konzistentnih po¢etnih uslova diskretnih sistema obelezava se sa V.
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EEPg, akoje k=0
x(K)={ . . qgeC". (6.15)
( DA) q, akoje k>1
gde je:
E=(zE-A)"E, A=(zE-A)"A 3z>det(zE—-A)=0. (6.16)

Stanje x,e€C" je vektor saglasnih pocetnih uslova za datu homogenu jednaéinu,
ako i samo ako je:
X, = EEPX,, (6.17)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
X, ei}i’(ép)ziﬁ(ééD), (6.18)

pa je reSenje jed. (6.14), sa saglasnim vektorom pocetnih uslova dato sa:

x(k)=(E°A)  EEPx(0), vk>1 (6.19)

Svi dokazi znacajnijih Lema 1 Teorema nalaze se u lit. Debeljkovi¢ et al. (2005.a,
2005.b) kako za kontinualne tako i za diskretne sisteme ovde razmatranih klasa,
Campbell (1980).

Prinudni Radni Rezim

Za naredna izlaganja koristi se matematicki model diskretnog deskriptivnog sistema
u obliku:

Ex(k +1) = Ax(k)+u(k), (6.20)

Sto ni u kom slu€aju ne umanjuje opStost razmatranja.
Neka vazi slede¢a jednacina:

(k)=(zE-A)"u(k), p=Ind(E). (6.21)

Teorema 6.8 Neka je jed. (6.20) prihvatljiva.
Tada je njeno reSenje za k> 1 odredeno slede¢im izrazom:

X(k):Xhom (k)+xpart (k)

_(EpA\ gp 2D 2D A A
_(E A) EEq+E i:O(E A) a(k) . (6.22)

~(1-EE°) 3 (EA°)

i=0

AP (k +i)

Lako se pokazuje da reSenje ne zavisi od izbora z.

Neka je:
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._.

w=(1- ),, (EA°Y APa((i) . (6.23)

i=0

Vektor pocetnog stanja je konzistentan ako i samo ako:
X, e[wm(ék)] (6.24)

Kao i u kontinualnom slu¢aju, i ovde se lepo vidi da saglasni pocetni vektor
ne mora, u opStem slucaju, da bude isti za singularni sistem u slobodnom
I prinudnom radnom rezimu, Campbell (1980).

Prilaz Resavanju kretanja sa Pozicija Kanonickih Formi

Naime, pod pretpostavkom da postoje dve nesingularne matrice U i V,
takve da je:

UEV:diag{Inl, N}, UAV = diag {Al, |n2}, (6.25)

sa matricom A eR™™ i NeR"™ nilpotentnom indeksa v=Ind(N),

pri n=n +n,, moze se regularni diskretni sistem, dat svojom jednadinom stanja
1 jednacinom izlaza:

Ex(k+1)=Ax(k)+Bu(k), k=01,... L

X, (k) =Cx(K) ’ (629
prevesti na svoju standardnu kanonicku formu, u obliku:
X, (k+1)=Ax, (k)+Bu(k), (6.27)
NX, (k +1)=x,(k)+B,u(k), (6.28)
X; (k) =Cx (k)+Cyx, (k), (6.29)
gde je:
x(k)zv{:lim , UB =(:1j, CV=(C, C,). (6.30)

U prethodnim jednadinama, jed. (6.27) ima “unapredni” rekurentni karakter, ¢ije je
stanje jedinstveno odredeno pocetnim podvektorom stanja x,(0) i ulaznom sekvencom:
u(k),k=0,1, ...L, a §to se lepo vidi iz njenog resenja:

k-1

% (k) =A% (0)+ > AT Bu(i). (6.31)

i=0
Jed. (6.28) ima “unazadni” rekurentni karakter i njeno stanje je jedinstveno
odredeno krajnjim stanjem X, (L) drugog podvektora i ulazne sekvence u(k),

k=0, 1, ...L, $to se argumentuje datim reSenjem:
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L-k-1
X, (K)=N"" %, (L)= > N'Bu(k+i). (6.32)
i=0
Poslednje dve jednadine nesumnjivo pokazuju da pocetno podstanje x,(0)

i krajnje podstanje x,(L) obrazuju kompletan uslov koji formira jedinstveno resenje,
dato sa:

x(k)=V [(I)J[Afxl(o)+2Af”Blu(i)J +V [?J[N % (L)= 2 N'Bu(k +

X;(k)=Cx(k) k=01,...L

Vidi se da kod diskretnog deskriptivnog sistema koji odgovara
kona¢nim vremenskim serijama, stanje u bilo kom trenutku odabiranja
ne zavisi samo od pocetnog stanja i1 dotadasnjih ulaza, S§to je recimo slucaj
kod “normalnih™ diskretnih sistema, ve¢ 1 od krajnjeg stanja i buduc¢ih ulaza sve
do trenutka k.

Posmatra se linearni, uopsteni diskretni sistem u prostoru stanja opisan svojom
vektorskom diferencnom jednadinom stanja i jednac¢inom izlaza:

Ex(k+1)=Ax(k)+Bu(k), (6.34)
x; (k)=Cx(k). (6.35)
Primenjuju¢i Z transformaciju na prethodne jednacine, dobija se:
(zE-A)X(z)=zEX(0)+BU(z), (6.36)
Xi(z)=CX(z), (6.37)

gde X(z), U(z) i X;(z) predstavljaju odgovarajuce Z likove.
Pod uslovom da je sistem, dat jed. (6.34 - 6.35) regularan, iz jed. (6.36), dobija se:

X(z)=(zE-A) " (zEX(0)+BU(z)), (6.38)
a sa nultim pocetnim uslovima, dobija se:
W(z)-C(zE-A) Boc. E-A) g (6.39)
det (zE-A)

matrica prenosna diskretnog uopstenog sistema u prostoru stanja, sa karakteristicnom
jednacinom:

f,(z)=det(zE-A)=0 . (6.40)

Ukoliko je razmatrani diskretni uopSteni sistem u prostoru stanja iregularan, on
tada ne poseduje matricu prenosa, jer je jasno da je det(SE—A)=0, $to ne znaci da ne
poseduje dinamicko ponasanje.
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Ono je tada opisano tzv. ulazno-izlaznim relacijama tipa:
R(z)X;(z)=Q(z)U(z) , (6.41)
gde su R(z) i Q(z) odgovarajuci polinomi.

Ova klasa uopstenih sistema u prostoru stanja, posebno vremenski neprekidnih
detaljno je obradena u doprinosima Dziurla, Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a).
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V VREMENSKI KONTINUALNI
SISTEMI SA KASNJENJEM

7. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

Uticaj fenomena mrtvog vremena je veoma bitan za pravilno kvalitativno
1 kvantitativno opisivanje razlicitih procesa.

Tipi¢ni vidovi mrtvog vremena su: transportno, tehnolosko 1 informaciono mrtvo
vreme.

Postojanje sistema sa mrtvim vremenom je posledica ili inherentnog prisustva
mrtvog vremena u objektu i/ili pojedinim komponentama upravljackog sistema, ili
svesnog uvodenja mrtvog vremena u sistem.

Fenomen mrtvog vremena prisutno je u maSinstvu, mehanici, hemiji,
elektrotehnici, metalurgiji, biologiji i ekonomiji, itd..

Sistemi sa mrtvim vrememom, u osnovi su opisani algebarskim ili obi¢nim
diferencijalnim jedna¢inama sa “pomerenim argumentom”.

Cesto se zovu i retardirani sistemi, misle¢i na prisutni fenomen zaostajanja.

Pri sastavljanju ovih jednacina, meduzavisnost nekih varijabli stanja trebalo
bi razmatrati u jednom te istom momentu, mada se Cesto fizicke varijable javljuju
razdeljene u vremenu, tada ih je neophodno svesti na jedan te isti trenutak razmatranja,
Debeljkovic (1994).

Matematicki gledano to znadi da ée se, pored razmatrane vel€ine X(t), pojaviti i

neka druga ili ista ta velifina uzeta u trenucima (t—7) ili (t+7).

Da se u jednacini ne bi javljala neodredenost, potrebno je uspostaviti dopunsku
relaciju koja povezuje x(t) i x(t-7).

Sa r je oznaceno cisto vremensko mrtvo vreme.

ReSavanje obic¢nih diferencijalnih jednacina obavlja se uz tzv. pocetne uslove
koji su, po pravilu, skoncentrisani u vektoru pocetnih uslova, Debeljkovi¢ (1994)

Kod diferencijalnih jednacina sa pomerenim argumentom obavezno je poznavati
zakon izmene promenljive ne u jednom odredenom momentu, ve¢ na nekom poznatom
pocetnom vremenskom intervalu, Debeljkovi¢ (1994)

Dinamika jednostavnijih sistema automatskog upravljanja sa mrtvim vremenom
moze se opisati slede¢im sistemom diferencijalnih jednacina:

x(t)=F(t, x(t), x(t-7)), (7.1)

gde je f(,,.,) u opstem slutaju nelinearna vektorska funkcija, a 7 konstantno

vremensko mrtvo vreme.
Zadatak Cauchy sastoji se u iznalazenju neprekidnog reSenja x(t) koje pri

t>t, zadovoljava jed. (7.1), apri t<tyi jednacinu:

X(ty +9)=9(9), —0<9<0, (7.2)
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gde je sa @ () oznacena unapred poznata neprekidna pocetna funkcija, sl. 7.1.

Vremenski interval ty—z<t<tp, na kome je zadata poCetna funkcija naziva se
pocetnim skupom, a tpinicijalnom tackom.
Vise nego uobicajeno je, da vazi:

X(ty+0) = o(t,). (7.3)

AX (t)

Ako se argument ¢ u jed. (7.2)
x=(t) menja u intervalu ~ $e]-o, 0[, tada se

/\ jed. (7.1) naziva jedna¢inom sa neogra-

nicenim mrtvim  vremenom, a ako je
njegova  promena  definisana  na

vremenskom intervalu de]-7, 0[, tada je

sistem, dat jed. (7.1) sa ogranicenim
mrtvim vrememom

\ 4

SI.7.1.

U odredenom broju problema, pocetna funkcija ¢(9) odreduje se

eksperimentalnim putem.

Naime, pocetna funkcija nekada moZze biti odredena 1 kao reSenje obicnih
diferencijalnih jednacina, Sto se ponekada javlja u odredenim problemima automatskog
upravljanja, koje na primer opisuju dinamiku procesa sve do trenutka kada pocinje da se
ostvaruje efekat delovanja povratne sprege.

Za razliku od obicnih diferencijalnih jednacina, reSenje zadatka Cauchy,
za sisteme sa mrtvim vremenom cak i za beskona¢no puta diferencijabilne funkcije

¢(9) i f(, , ) ima, u opstem slucaju, prekid prvog izvoda u tacki t = to.
U stvari:
X(t, +0)=f(0, 9(9)), (7.4)

I nije jednako, u opstem slucaju, sa:
X(t,—0)=¢(0). (7.5)
U tacki t=t,+7 reSenje ima, u opstem slucaju, prekid drugog izvoda,
ali je prvi izvod u toj tacki obavezno neprekidan.

Koriste¢i ovu osobinu, reSenje sistema diferencijalnih jednacina sa mrtvim
vremenom najcesce se nalazi metodom koraka, Debeljkovi¢ (1994).

Primena metode koraka na jed. (7.1 — 7.2), u opStem slucaju, izgleda ovako:
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x(t)=F(t, x(t), @ (t-7)), (7.6)
X(t) =0, (t,), to<t<ty+r, (7.7)
X(ty)=F(t, 99), to=t, (7.8)

s obzirom da se na intervalu to<t<to+ 7, argument (t—7) menja na pocetnom skupu
[to,—7. t,], pa je saglasno tome, tre¢i argument funkcije f(,,,) u jed. (7.1) jednak
pocetnoj funkeiji @, (t—7).

Pretpostavljajuci postojanje reSenja x(t)=¢,(t), na celom vremenskom intervalu
[to, 1, +7], analogno prethodnom ispisivanju, dobija se:

x(t)=F(t, x(t), @, (t-7)), (7.9)
X(t,+7)=0,(t, +7), t+r<t<t +2r, (7.10)
x(t)=F(t, x(t), @, (t-7)), (7.11)
X(t,+n-7)=0,(t,+n-7), ty+n-r<t<t,+(n+1)r, (7.12)

gde je ¢, reSenje postavljenog zadatka na vremenskom intervalu
ty+(k+1)-7<t<ty+k-z.
Imaju¢i u vidu diskusiju izloZenu o osobinama funkcije f(,,,) i ¢(9),

jed. (7.4) i jed. (7.5) i idejnu osnovu metode koraka, moze se pokazati da se tako
dobijeno reSenje postepeno od koraka do koraka, sve viSe i vise “pegla”, odnosno,
reSenje postaje u velikoj meri glatko Debeljkovi¢ (1994).

Analiza Kontinualnih Sistema sa Mrtvim vremenom u Prostoru Stanja

Prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je beskonacno
dimenzioni vektorski prostor.

On predstavlja skup n-dimenzionalnih vektorskih funkcija i definisan je na sledeci
nacin:

zz{x(t), t*—Astst*}, (7.13)

gde je A najvece prisutno vremensko mrtvo vreme u sistemu.

Prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je u stvari
Banach-ov prostor kontinualnih funkcija nad vremenskim intervalom duZine A, Koji

preslikava interval [t*—A, t*} uR".
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Koriste¢i koncept prostora stanja, moguce je svaki sistem sa mrtvim vremenom
predstaviti svojom vektorskom diferencijalnom jedna¢inom stanja i vektorskom
jednac¢inom izlaza.

Ako je uz to sistem jo$ i linearan i stacionaran, prethodno pomenute jednacine
poprimaju slede¢u formu:

X(t)= on(t)+iij(t—rj )+ Bou(t)+iBju(t—9j), (7.14)
X; (t)zcox(t)+icjx(t—rj)+ Dou(t)+i Dju(t-6;), (7.15)

uz odgovarajuée pocetne uslove, odnosno pocetne funkcije.
Postupak izbora velicina stanja

Postupak izbora stanja, kod kontinualnih sistema sa mrtvo vremem je veoma
specifi¢an i on u krajnjoj liniji dovodi do seledeceg modela:

X(t)ziij(t—rj)+ZBjxu (t-9,), (7.16)

X (t)=Cx(t), (7.17)

vektorska diferencijalna jednacina stanja i jednacina izlaza, gde su:

0 0 0 - 0 - —Lé(Lg)_l

16, 0 0 - 0 - U, (L)
A=l o 15, 0 - 0 - _Léfz(Lg)*l, (7.18)

0 0 0 - 15, - -U(L)
B] =(G! G/, ... G}); C=(0 0. (L%)l), (7.19)

| - jedini¢na matrica, a do— Kronecker-ov simbol:
1, j=0
5. = 7.20
10 {o, j#0 (7.20)
Odgovarajuce pocetne funkcije, date su sa:

X(t) =g, (), ty—7, <t<ty, (7.21)
X, ()=, (1), t—6 <t<t,. (7.22)
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Nije tesko uociti da su jed. (7.16 — 7.17) samo poseban i neSto opstiji oblik od
polaznog sistema jednacina.

S druge strane, valja napomenuti da je ovde bio izlozen postupak izbora veli¢ina
stanja kod visestruko prenosnog sistema sa mrtvim vremenom.

Kada je u pitanju klasa jednostruko prenosnih sistema, dobro je poznato da
u zavisnosti od oblika jed. (7.1) i same mogucénosti izbora veli¢ina stanja, postoji

prakti¢no beskonacan broj ekvivalentnih realizacija tripla (A, B, C) odnosno kvadrela

(A B, C, D). Nekoliko takvih primera, najées¢e susretanih u praksi, mogu se na¢i u
Debeljkovié (1994).

Kompleksni Domen

Pojam prenosne funkcije ili matrice prenosa povezan je sa razmatranjem dinamike
sistema u kompleksnom domenu.

Primenjuju¢i Laplace-ovu transformaciju, pri nultim pocetnim uslovima,
lako se iz jed. (7.16) dobija trazena matrica prenosa:

W(s)=(§Lj (s)e”sj -iOG" (s)e” " (7.23)

Valja ista¢i da je u prakticnim prilikama, a s obzirom na filterske osobine sistema
sa mrtvim vremeom u zonama visokih udestanosti, stepen kvazipolinoma G(s) po

pravilu niZi od stepena kvazipolinoma L(s).

Polaze¢i od neke forme jed. (7.16 — 7.17) matrica prenosa moze se izraziti preko
matrica koje figuriSu u vektorskim jednacinama stanja i vektorskim jednaCinama izlaza
sistema sa mrtvim vremenom.

Tako se u posebnom slucaju, pri C;= 0, dobija:
W (s)=Cy (sl — Ay~ Ae ™) By +D. (7.24)
Valja zapaziti da, za razliku od sistema bez mrtvog vremena, elementi prenosne
matrice nisu racionalne funkcije kompleksno promenljive s.

Ova osobina o¢igledno je uslovljena prisustvom transcedentnog ¢lana e~ ™.
Jed. (7.24) definiSe, takode i karakteristicnu jednacinu sistema sa mrtvim
vremenom:

f(s,e"s)zdet(sl — A, —Ale"S):O, (7.25)

koja pri 0=z >0 ima beskonacan broj korenova (nula).

Cinjenica da sistem sa mrtvim vremenom, odnosno njegova prenosna funkcija, ima
beskonacan broj polova potpuno je u saglasju sa ranije izreCenom konstatacijom da je
prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom beskonacne
dimenzije.

44



Literatura

Debeljkovi¢, D. L., Sistemi sa kasnjenjem GIP Kultura, Begrad, 1994.

Debeljkovi¢, D. Lj., S. A. Milinkovi¢, Stabilnost sistema sa kasSnjenjem na
konacnom vremenskom intervalu, GIP Kultura, Beograd 1999.

Goreckii, H., S. Fuksa, P. Grabowski, A. Korytowski, Analysis and synthesis of
time delay systems, J. Wiley, New York, 1989.

Gu, K., Kharitonov, V. L., Chen, J., Stability of time-delay systems, Burkhauser,
Boston, 2003.

Gureckii, H., Analiz i sintez sistem upravlenia s zapazdivaniem, Masinostroenie,
Moskva, 1974,

Halanay, A., Differential equations — stability, oscillations, time lags, Academic
Press, New York, 1966.

Janusevskii, R. T., Upravlenie objektami s zapazdavaniem, Nauka, Moskva, 1978.

Malek-Zavarei, M., M. Jamshidi, Time-delay systems, North-Holland,
Amsterdam, 1987.

Marshall, J. E., Control of time-delay systems, Peter Peregrinus, London, 1979
Smith, O. J., Feedback control systems, McGraw-Hill, New York, 1958.

Solodov, A. V., E. A. Solodova, Sistemi s peremenim zapazdivaniem, Nauka,
Moskva, 1980

45



VI VREMENSKI DISKRETNI
SISTEMI SA KASNJENJEM

8. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

lako mrtva vremena u diskretnim sistemima ne stvaraju kvalitativno nov problem,
ona su, iz nekoliko razloga zanimljiva.

Diskretni vremenski modeli se odlikuju izuzetnom jednostavno$c¢u, u matemati¢kom
smislu, pa se iz tih razloga sugerisu svim istraziva¢ima.

Ovo je uglavnom pogresno jer se uvode nove i komplikovane aproksimacije.

Sistemi sa mrtvim vremenom su sistemi u kojima postoji vremensko kaSnjenje
izmedu ulaza ili upravljanja i ispoljavanja efekata tih dejstava na sistem.

Ona su ili posledica mrtvog vremena svojstvenih komponentama sistema
ili namernog uvodenja mrtvog vremena radi lakSeg upravljanja sistemom.

Mrtvo vreme su cCesta pojava u elektronskim, mehanickim, bioloskim
I hemijskim procesima, Debeljkovi¢, Milinkovi¢ (1999).

U slucaju pojave mrtvog vremena prilikom prenosa signala, ti sistemi postaju
vremenski diskretni sistemi sa mrtvim vremenom i osnovna su tema ove disertacije
zajedno sa kontinualnim.

Matematicko predstavljanje vremenski diskretnih sistema sa mrtvim vremenom
iskazuje se odgovaraju¢im sistemom diferencnih jednacina sa retardiranim (pomerenim)
argumentom.

Vise nego jasno je da postoji potpuna analogija sa vremenski kontinualnim slu¢ajem
pa se, u tom smsilu svi globalni ranije izneti rezultati mogu ovde primeniti neposredno,
Debeljkovi¢, Milinkovi¢, Stojanovié (2005).

Kontinualni sistemi, definisani su obi¢nim diferencijalnim jednac¢inama, i poseduju
varijable odredene u svakom momentu na klasi¢cnom poluotvorenom intervalu
[to, +oo[.

Diskretni sistemi su odredenei samo u diskretnim momentima, Debeljkovic,
Milinkovié (1999).

Njihov opis, tada je u formi diferencnih jednacina.

Hibridni ili mesoviti sistemi objedinjuju prethodno izneta dva slucaja i danas ih je
sve vise u prakti¢noj upotrebi.

Opisani su diferencijalno-diferencnim jednacinama.

Razmatra se sistem oblika:

x(k+1)=f(k,x(k),u(k)), k=Ko, ky+1, ky+2, ... (8.1)

gde je x(k)eR" zavisna promenljiva (trenutno stanje), a upravljanje u(k)uzima
vrednosti iz skupa R™, tako da:
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X ={x(k=h), i=0, .., N}

u, ={u(k—hi), i=0, .. N}’ 82)

gde su h, su nenegativni celi brojevi, koji zadovoljavaju 0= hy<h <...<hy .

Pocetni uslovi su dati sa:

—:N)1 (ko —hy +1), .. kg ’ (8.3)

—hy), (ko —hy +1), .. (ko 1)

gde su w(k) i v(k) date (poznate) funkcije, Debeljkovi¢, Milinkovié¢, Stojanovi¢
(2004).

Za poznato upravljacko dejstvo u(k), reSenje jed. (8.1) uz poznatnu funkciju
pocetnih uslova, jed. (8.3) odredenco  je, ocigledno, sekvencom signala
{x(k), k=ky—hy, ky—hy +1, kg, ky +1, ..} takvim da x(k) zadovoljava jed. (8.3) za
k<k, 1jed. (8.1) zak > k,.

Ocigledno da posebni uslovi, koji se nameéu funkciji f(.,.), da bi reSenje
egzistiralo i bilo jedinstveno, nisu, ovde, neophodni.

Lako se proverava da resenje neprekidno zavisi od funkcije pocetnih uslova (k)
ako je f(.,.) neprekidna po svom prvom argumentu za proizvoljno izabrana druga dva
argumenta, Debeljkovi¢ (1994).

Neprekidnost re§enja u odnosu na upravljanje u(k) zahteva da funkcija f(.,.) bude

neprekidna i po svom drugom argumentu.
Sa formalne tacke gledista, jed. (8.1) je vremenski diskretna diferencna jednacina

reda (hy +1).

Skup vremenski diskretnih momenata oblika {k,,k, +1,...| nije limitirana posto se za
bilo koji diskretnu sekvencu {k;, i=0,1..;} i bilo koju funkciju F:{k;, i=0,1,..} —>R"
moze formulisati funkcija F(k,+i)=F(k),zai=0, 1, ...

Jedna vazna odlika sistema datog jed. (8.1) jeste da se uvodenjem
novih zavisnih varijabli on moze pretvoriti u diferencni sistem prvog reda ili u sistem

bez vremenskog mrtvog vremena po x(k) .
Da bi se ovo i formalno izrazilo, neka je:

X, (K +1) =%, (k) . (8.4)
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Kod vremenski kontinualnih sistema eliminisanje mrtvog vremena nije moguce,
Debeljkovié, Milinkovié, Stojanovi¢ (2004).

Linearni diskretni modeli mogu imati slede¢i oblik:

X(k+1)= 2 A ()x(k—h )+ B, (k)u(k - )+ (K).
) k=ky, kg +Lky+2,... (8.5)
gdesu A (k) i B(k)(nxn) i (nxm) matrice, sledstveno.

Pocetni uslovi I pretpostavke su kao i u jed. (8.1) .

Proucice se eksponencijalna reSenja slobodnog sistema i homogenog dela jednacine:

X(k+1) =Y Ax(k=h), k=ky, ko +L.. (8.6)

pri proizvoljnim pocetnim uslovima.

Neka je 10 kompleksni broj, a c kompleksni nenula n — vektor.

Jed. (8.6) ima eksponencijalno resenje A*c, k=k,—hy, k,—hy +1.. ako i samo
ako je:

A(A)c=0, (8.7)
gde je:
A(A)=1-2"" —iﬁ,h’“h‘ A (8.8)

i=0
Vektor ¢ koji zadovoljava jed. (8.7) postoji ako i samo ako za karakteristi¢nu
jednacinu vazi:
detA(4)=0. (8.9)
Determinanta detA(4) je polinom po 4 na stepen n(h,+1)i naziva se

karakteristicnim polinomom sistema.

Nule polinome se zovu karakteristiénim nulama sistema.

Sve kompleksne nule ovog polinoma su konjugovano - kompleksne (parne),
obzirom da su elementi matrice A; uzeti nad poljem realnih brojeva.

Analogno Laplace-ovoj transformaciji kod diskretnih sistema se Kkoristi
tzv. Z - transformacija.

Neka je F funkcija koja preslikava {0,1, 2,..} > R" .

Njena Z - transformacija, oznacena sa zF ili If(z), funkcija je kompleksne
promenljive definisane izrazom:
F(z)=> F(k)z ™ (8.10)
k=0

Pretpostavlja se da je niz sa desne strane Kkonvergentan za |z|>r,
gde je r pozitivan realan broj.
Inverzna Z - transformacija od F(z), oznacava se sa z7*F(z).
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Diskretni sistemi su izuzetno rasprostranjeni u savremenoj tehnici, Debeljkovic,
Milinkovié¢, Stojanovié (2004).

Vremenski Domen

Ulogu izvoda kod diskretnih sistema preuzima diferenca, odnosno kona¢na razlika,
Debeljkovié, Milinkovié, Stojanovi¢ (2004).

Kako se sistem posmatra na diskretnom vremenskom skupu odredenom periodom
odabiranja, potrebno je definisati normalizovano diskretno vreme: kz?, te L, pri
¢emu je A vremenski diskretan skup.

Svakoj veli¢ini x(t)je pridruzena funkcija f (k) prema relaciji:

f (k):Tlx(t), (8.11)

odnosno:
t+T

f(%): f(k) = %x(t+T)=f(?j= f(k+1).  (812)

Na ovaj na¢in diferenca D x(t) moze se dobiti samo u funkciji normalizovanog
diskretnog vremena:

_ X(t+T)=x(t)

Dx(t) -

=f(k+1)-f(k)=Af(k). (8.13)
Za proceduru koja ¢e biti prikazana potrebno je definisati i operator pomeranja
©( ), na slede¢i nacin:
ox(k)=x(k+1), (8.14)
pri Gemu je X(k) proizvoljna skalarna ili vektorska veliina,.
Tako se dalje dobija:
Ax(k)=x(k+1)—x(k)=gpx(k)-x(k)=(p-1)x(k), (8.15)
odnosno, za proizvoljnu diferencu j-tog reda:
Alx(k)=(p-1)" x(k), (8.16)
@ x(K)=x(k+j). (8.17)
Analogno postupku sa kvazipolinomijalnim matricama, Janusevski (1978)

je razvio pristup za predstavljanje diskretnih sistema sa mrtvim vremenom,
koji se u nastavku izlaze.

Polaze¢i od diferencne jednaCine ponaSanja 1 koriste¢i specifi¢nost
diskretnih sistema sa mrtvim vremenom kod kojih su mrtva vremena celobrojni umnosci
normalizovanog vremena k, dobijaju se sledece relacije:
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ox(k)=x(k+1), (8.18)
o x(k)=x(k-1), (8.19)

odnosno mrtvo vreme kasnjenje je iskazano preko istog operatora koji vazi i za
I diferencu.

Uopsteni, nestacionarni model u prostoru stanja, dat je sa:

k,x(k),x(k—=1),x(k=2),..x(k=N), ....
X(k”):f[ ...u(k),u(k—1),u(k—2),...,u(k—R)J' (8.20)
k,x(k),x(k-1),x(k -2),...,
& (k):g[ (K= N)u(k) u(k—1),u(k—2),...u(k - R)]' (8.21)

Treba primetiti da su jed. (8.20) i jed. (8.21) ¢iste diferencne jednacine.

Za nestacionarni, linearni diskretni sistem sa mrtvim vremenom jednacina stanja i
jednacina izlaza, biée:
N R
x(k+1)=A(k)x(k)+ > A (K)x(k—i)+B(k)u(k)+ > B (k)u(k-i), (8.22)
i=1 i=1
N R
X (K)=C(k)x(k)+>.Ci(k)x(k—i)+D(k)u(k)+ > D;(k)u(k—i). (8.23)
i=1 i=1

Ako je sistem jo§ i vremenski nepromenljiv, matrice nece zavisiti od
normalizovanog diskretnog trenutka k , tj. bi¢e konstantne.

Prostor Stanja

Janusevski  (1978) je sproveo postupak izbora veli¢ina stanja polazeci
od diferencne vektorske jednacine ponasanja sistema u operatorskom obliku:

L(p)xi (k) =G(0)x, (k), (8.24)
za k=0,1, 2, ..., uz pocetne funkcije tipa:

%, (K)=w, (K), k=0-1..-7,

: (8.25)
X (k)=w;(k), k=0,-1..,-6
pri ¢emu su polinomijalne matrice po argumentu g ,odredene sa:
L' (p)=Lop® +..+L,, G'(p)=Cep® +...+Gy, (8.26)
S i c i 4
L(p)=2L'(p)p ", G(p)=2.G(p)e ", (8.27)

i=0 i=0

dok cista vremenska mrtvog vremena zadovoljavaju:
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O=ry<y<..<7,, 0=0,<6,<..<6,. (8.28)
Elementi matrica G(g) iL(g) su polinomi sa konstantnim koeficijentima.
Ako se iskoristi relacija:
go(“*p)xi(k—ri):go”xi(k), vp<q, (8.29)

postupak formiranja matematicCkog modela u prostoru stanja je identiCan
prethodno izlozenom za kontinualne sisteme sa mrtvim vremenom i radi toga se
izostavlja.

Sprovodenjem procedure do kraja, dobija se diskretna vektorska jednacina stanja
sistema sa mrtvim vremenom u obliku:

( r
X(k+1)=> Ax(k-7,)+> Bx,(k-6), (8.30)
i=0 i=0
kao 1 vektorska jednacina izlaza sistema:
x; (k)=Cx(k), (8.31)

uz pocetne funkcije u obliku:

x(k)=w,(k), —h,<k<0

: (8.32)
X, (k)=w,(k), —h <k<0
Neka su sada komponente novog vektora stanja odredene slede¢im izrazima:
x(k=h)=x, (k)
X, (k+1)=x(k)
: (8.33)

Xy, (k+1)=x, (k)
X, (k+1)=x, (k)

tako da je novi vektor stanja transformisanog sisteama, dat sa:

.

xeq(k):[xT (k). x{ (k), ..., thi (), ., xl((k)] . (8.34)

Sli¢no se transformisSe i1 vektor ulaza, medutim to u ovom slucaju nije od posebnog
interesa.

Paznja ¢e se zadrzati na transformisanom vektoru stanja i1 pridruzenoj mu matrici,
Debeljkovié, Milinkovié, Stojanovié (2004).

Ovako se znatno povecava dimenzija Sitema, ali je on i dalje konacan.
Tada se matrice A, i B, transformiSu na novu formu, kao S$to sledi,
gde je sa N oznaceno najvece kasnjenje u sistemu.
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A A AL A By
I, 0 .0. O 0
o , B, = : 8.35
M o 1, .0. O “a (8:35)
0 0 .l 0 0

i
Posmatra se slobodni radni rezim 1 matrica A, .

Ova kvadratna matrica ima dimenziju: nx(N+1), Sto odgovara redu
novoformiranog diskretnog sistema bez mrtvog vremena.

Procedura eliminisanja mrtvog vremena je svojstvena samo diskretnim sistemima i
omogucava da se umesto sistema sa mrtvim vremenom analizira Sistem bez mrtvog
vremena, Debeljkovi¢, Milinkovié¢, Stojanovié (2004).

Posmatarju se dalje diskretni sistem sa mrtvim vremenom, sa svojim modelom u
prostoru stanja:

p=4

x(k+1)=> Ax(k-i), (8.36)

uz funkciju pocetnih uslova:

x())=w(i), Vi=0-1..-N. (8.37)

Kompleksni Domen

Kompleksni domen je veoma znacajan domen za proucavanje diskretnih sistema
sa mrtvim vremenom.

Diskretne prenosne funkcije se mogu definisati kao kod sistema bez mrtvog
vremena.

Ove funkcije imaju konafan broj polova, odnosno karakteristiéni polinom
je sa kona¢nim brojem nula, koji odgovara dimenziji ekvivalentnog (prosirenog) sistema
bez mrtvog vremena.

Neposrednom aplikacijom Z - transformacije na jed. (8.36), proizlazi:

f(z):det(zl —ZN:z‘iAij. (8.38)
i=0
Prethodno formulisana ekvivalentna matrica ispunajva slede¢u jednacinu:
f(z)= det(zln —iz’i A J =det (21,1~ Ag ) =0. (8.39)
i=0
Ova relacija  je [ osnovni razlog uvodenja ekvivalentne

matrice jer je to, po dimenziji, najmanja matrica koja sadrzi sve potrebne
informacije bitne za analizu diskretnog sistema sa mrtvim vremenom, Debeljkovié,
Milinkovié¢, Stojanovié (2004).

52



Razmatra se vremenski diskretni sistem sa jednim mrtvim vremenom i periodom
odabiranja | po stanju:

X(k+1)=Ax(k)+A (k)x(k—1)+Bu(k), k=k,, (8.40)
X; (k)=Cx(k)+Du(k). (8.41)
Treba primetiti da je | ceo broj.
Z - transformacija jed. (8.40 - 8.41), daje:
zX(z)-zx(k, ) = AX(z)+ Az ' X(z) +BU(z), (8.42)

/\

Xi(2)=CX(2)+DU(2). (8.43)

Ako je pogetno stanje nulto, tada je X, (z)=W (z)U(z), gde je:

W(z)=C(2 -A ~Az") 'B+D. (8.44)

Vazna razlika izmedu W (z) u jed. (8.44) i analogne veli¢ine W (s) kod vremenski
kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je to §to je W(z) racionalna funkcija
kompleksno promenljive a ne transcendentna kao tamo.

Polovi sistema su definisani kao one kompleksne vrednosti z za koje diskretna
prenosna funkcija W (z) tezi beskonacnosti.

Stoga, vrednosti z zadovoljavaju jednakost:

det(zl - Ay~ Az ™")=0. (8.45)

Jed. (8.45) ima konacan broj korenova.

Ovo potvrduje da je prostor stanja vremenski diskretnog sistema sa mrtvim
vremenom konacne dimenzije, Debeljkovi¢, Milinkovié, Stojanovi¢ (2004).

Diskretni sistemi sa mrtvim vremenom, kako je ve¢ pokazano, mogu se tretirati
kao obi¢ni diskretni sistemi bez mrtvog vremena nakon transformacije stanja.

Nije potrebno posebno apostrofirati pogodnosti koje pruza implementacija
digitalnog rac¢unara u upravljatkom sistemu.

Vremenski diskretni sistemi sa mrtvim vremenom se mogu analogno predstaviti u
prostoru stanja, vektorskom diferencnom jednacinom stanja:

X(k+1)=Ax(k)+Ax(k—N), (8.46)
1 poc¢etnom funkcijom, u obliku:
X(k)=w,(k), Vk=(ko—N) (ko—N+1),.., kg, (8.47)

pri ¢emu je oc¢igledno dopusteno jedno proizvoljno veliko diskretno kasnjenje.

Teorema 8.1 Resenje jed. (8.46) moze se predstaviti sumom:
ko

x(kK)="> ©(k, j)-wy (i), Vk =k, (8.48)

j=ko—N
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pri ¢emu diskretna fundamentalna matrica ®(k, j) zadovoljava:
O(k+1 j)=AD(k, j)+A®@(k—N,j), Vk=k, (8.49)
®(k j)=1-8(k-j), vk je[k—N, k], (8.50)
Malek-Zavarei, Jamshidi (1987), Janusevski (1978)".

Polaze¢i od vektorske jednacCine stanja i pocetnih uslova slede¢eg oblika:

x(k+1)=A0x(k)+iAix(k—i), (8.51)
x(K)=w, (k), ¥k=0,1..,~N . (8.52)

Janusevski (1978) je dao reSenje jed. (8.51) u formi:
x(K) =0 (K)x(0) + o (k—i) Ax(-i). (8.53)

Matrica®(k), ima ove karakteristike:
o(k+1)=Y Ad(k-i), (8.54)
i=0

®(0)=1. (8.55)

Porde se reSenja vremenski neprekidnog i vremenski prekidnog sistema.

Poznato je da je fundamentalna matrica vremenski neprekidnih sistema
sa mrtvim vremenom oblika:

db(t):ﬂl{[sl —iZ:;AieST‘ ]1} (8.56)

Kod diskretnog sistema sa mrtvim vremenom sve je sasvim drugacije.
Primenom Z - transformacije na jed. (8.56), sledi:

o(k)=2" {(zl —izi;z‘ A jl} (8.57)

Jed. (8.57) se jednostavno resava.

Gorecki, Fuksa, Grabowsky, Korytowsky (1989), predlazu kao zamenu, sledeéi
polinom:
N .
A(A)=12"1 4+ ANA (8.58)
i=0
Sto dovodi do istih tumacenja.

“ Dokazi svih Stavova i Teorema mogu se naéi u lit. Debeljkovié et al. (2004).
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VII VREMENSKI KONTINUALNI
SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM

9. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

U prethodnim poglavljima, c¢itaocu se pruzila jedinstvena prilika, da na jednom
mestu spoznaju dve veoma specifi¢ne i aktuelne klase sistema automatskog upravljanja.

U tom smislu zna¢ajan prostor bio je namenjen izucavanju problema vezanih za
dinamicka ponasanja tzv. uopStenih sistema u prostoru stanja kao i sistemima koji
poseduju mrtvo vreme, kao i njihovim diskretnim verzijama.

Inace ima veliki broj sistema u kojima je izrazen jednovremeni fenomen mrtvog
vremena i singularnosti tako da ova klasa sistema poznata pod imenom Singularni -
deskriptivni  sistemi sa mrtvim vremenom iziskuje veliku paznju imajuéi u vidu da
ocigledno povezuju prethdno izloZene specifi¢nosti ovde razmatranog vrsta procesa i
sistema.

Oni poseduju mnoge specifi¢ne karakteristike.

Kada su u pitanju ovi sistemi ili procesi, matematicki Sistema automatskog
upravljanja predstavljena je kuplovanim sistemom diferencijalnih jednacina sa
pomerenim argumentom, kojima je ataSiran sistem odgovarajucih algebarskih jednacina
koje u opstem slué¢aju mogu biti, takode, sa mrtvim vremenom ili bez njega.

Kao 1 kod obicnih sistema sa kaSnjenjem proSlost sistema, se ovde,
prikazuje kroz vremenski kontinualnu funkciju saglasnih pocetnih stanja koja je u
dejstvu sa podskupom saglasnih pocetnih uslova koji pripadaju delu sistema koji
poseduje singularnost.

Singularni sistemi sa cistim vremenskim kasnjenjem, obi¢no se predstavljaju u vidu:
E(t)x(t)=Ff(t.x(t),x(t—7),u(t)), t=0, (9.1.)

X(t)=0(t), -7<t<0, (9.1.b)

gde su: x(t)eR" vektor stanja sistema, u(t)eR™ vektor upravljanja, E(t)eR™"
kvadratna neregularna vremenski promenljiva matrica. ¢e 5, 5‘([—r, O],R”) je

dozvoljena (prihvatljiva) funkcija pocetnih stanja.
E([—r, O],R“) je Banach-ov prostor vremenskih neprekidnih  funkcija,

koje preslikavaju vremenski interval [-7z, 0] u n-dimenzioni realni prostor,
uoznaci R", satopologijom uniformne konvergencije, Debeljkovic (2010).

Norma elementa ¢ u Banach-ovom prostoru %, uvodi se na sledeé¢i nadin:

lel= su o, (9.2)
.96[—1', O]
sa osobinom: f e Cl(R” xR"xR"xR, R" ) Debeljkovi¢ (2010).
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Linearna, neautonomna podklasa sistema, datog jed. (9.1), moze se dati kao:
Ex(t)= Ax(t)+Ax(t—7)+Bu(t)+f(t), t=0, (9.3.3)
X(t)=9(t), -7<t<0, (9.3.b)

gde su : Aj, A eR™, BeR™ konstantne matrice, a f(t)eR" neprekidna funkcija

u kojoj su oli¢ene eksterna dejstava na razmatrani sistem.

Kanonicke Forme

Hronoloski i detaljan uvid u kanoni¢ne forme, neprekidnih singularnih i diskretnih
deskriptivnih sistema, nalaze se u prikaldnom obliku u lit. Debeljkovi¢ et al.(1996.a,
1996.b, 2005.b) i Debeljkovié et al. (1998, 2005.c, 2010), respektivno.

Za vremenski kontinualne singularne sistem sa cistim vremenskim kasnjenjem, za
sistem dat jed. (9.3), data je u slede¢em vidu,u jednom od klasi¢nih kanonskih oblika:

X, (t) = A%, (1) + AX, (t—7) + APX, (t—7)+ Blu(t) +f,(t) 0.0
N, (t) =X, (1) + A%, (t—7)+ ARX, (t—7) + B2u(t) +f, (t), t=0 |

X (t)=0.(t), x,(t)=0,(t), —7<t<0, (9.5)

gde je matrica N nilpotentna i saglasnog formata za mnoZenje.
Pod pretpostavkom da je matri¢ni par (E, A) regularan i neinpulsan, Debeljkovi¢
et al. (1996.a, 1996.b), uvek postoje dve nesingularne matrice: U,V e R™", takve da :
I 0 11 11 12
vev=[ " 7] uay=[® O ,UA1V=A1 A (9.6)
O O O o A_Zl A_ZZ
gde sur 1 eR™ I ) eR™M jediniéne matrice koje autonomni sistem,

dat jed. (9.3) mogu da prevedu u slede¢u kanononsku formu, Xu et al., (2004):
%, (1) = A%, (1) + A, (t—7) + A%, (t—7)

0=xX, (t)+ A, (t—7)+ A?X, (t—7)

Kretanje ovih sistema u prostoru stanja,nisu od interesa za razmatranja u ovoj
disertaciji , a konkretni izrazi mogu se naéi u lit. Debeljkovi¢ (2010).

(9.7)
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VIl VREMENSKI DISKRETNI y
DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM

10. KVALITATIVNE | KVANTITATIVNE OSOBINE

Linearni vremenski diskretni, multivarijabilni sistemi koji poseduju i mrtvo vreme
prisutno u stanju sistema, a za slobodni radni rezim, mogu se dati svojim modelom u
prostoru stanja sa:

N

Ex(k+1)= Ax(K)+ > Ax(k—h;), (10.1.a)
j=1
x(9)=w(9), Se{—h, -h+1, ..., 0}, (10.1.b)
gde su: x(k)eRR" vektor stanja sistema, E, A; e R™" sistemske matrice, j=1,2, , h je

pozitivan ceo broj koji predstavlja ¢isto vremensko kasnjenje u stanju sistema, tako da
vazi: 0=h,<h <h, < ..h,, sa kvadrathom matricom E obavezno neregularnom a

v(9) je unapred poznata diskretna vektorska pocetna funkcija, Debeljkovi¢ (2010).

U jednostavnijim prilikama jed. (24.1), se preinacuje u:
Ex(k +1)=Ax(k)+ Ax(k—h), (10.2.a)
X(9)=w(9), 9e{-h, -h+1, ..., 0}, (10.2.b)

Definicija 24.1 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim
vremenskim ka$njenjem, dat jed. (10.2), je regularan ako vazi:

det(2°E— A, — A ) #0. (10.3)
Xu et al. (2004).

Definicija 24.2 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (10.2), je kauzalan (uzrocan) ako je regularan
1 ako vazi:

deg ree (z” det(zE -A)- z‘lAl)) =n+rangE. (10.4)
Xu et al. (2004).

Definicija 24.3 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (10.2) je stabilan ako je regularan i ako
Z (E, A, A )=D(0,1), gde je:

Z(E,Ag, Ay)={7| det(27E-2A,— A) =0}, (10.5)
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a D(0,1) skup (otvoreni) tataka unutar jedini¢nog kruga u z ravni sa centrom
u njenom ishodistu, Xu et al. (2004).

Definicija 24.4 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim
vremenskim kas$njenjem je dopustiv ako je regularan, uzrocan i stabilan, Xu et al.
(2004).
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IX OPSTA RAZMATRANJA

11. SAVREMENI KONCEPTI U TEORIJI UPRAVLJANJA I STABILNOSTI
SISTEMA

11.1 UVODNA RAZMATRANJA

Savremena teorija sistema i upravljanja raspolaze sa brojnim konceptima
stabilnosti, koji su proistekli iz evidentih problema iz prakse ili imaju samo akademski
znacaj.

U tom smislu od prvorazrednog znacaja je stabilnost u smislu Ljapunova, zatim
inzenjerska ili tzv. tehnicka stabilnost koja se pojavljuje u brojnim konceptima pa su u
tom smislu poznati: koncept stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu, prakti¢na
stabilnost, stabilnost ograni¢eni ulaz-ograniCeni izlaz, konacna stabilnost, orbitalna
stabilnost, eksponencijalna stabilnost i mnoge druge. Svi ti koncepti susre¢u se sa nekim
neumitnim pitanjima koje treba reSeiti i dati odgovore na njih kako bi predlozeni
koncepti imali svoja sustinska opravdanja :

e O ¢ijoj se stabilnosti radi?

e Kako se definiSe rastojanje izmedu posmatranih stanja, odnosno kretanja u
odnosu na razmatrano stanje, ¢ija se stabilnost ispituje?

e Kako se definise “bliskost” izmedu stanja, odnosno kretanja?
e Pod kojim uslovima se zahteva trazena “bliskost”?

e Na kom se vremenskom intervalu zahteva trazena  “bliskost”?
Gruji¢ (1970)

11.2 NEKA OPSTA PITANJA
TEORIJE PRAKTICNE STABILNOSTI |
STABILNOSTI NA KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

U konkretnim slucajevima rada sistema nije uvek interesantno proucavatii
ljapunovsku stabilnost sistema, imajuéi posebno u vidu sve one poznate nedostatke koja
ona nosi sa sobom, u prvom redu beskonacni vremenski interval na kome se prati
ponaSanje sistema.

“U ovoj glavi izlaze se, skladno modifikovana materija, preuzeta iz monografije Debeljkovi¢ (2009),
imaju¢i u vidu da je tematika ove doktorske disertacije neraskidivo povezana Sa pomenutom
monografijom imajuci u vidu buduce doprinose same disertacije.

U tom smislu ovde izlozena materija oslobodena je od svih suvisnih detalja
i opstosti kojima je obilovala prethodna monografija, preciznije njen uvodni deo.
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Nekada je, pored konac¢nog vremenskog intervala rada sistema prevashodno vazno da
se njegovo kretanje odvija unutar nekih a priori propisanih granica koje namece realan
problem.

Klasi¢an primer takvih zahteva oli¢en je u potrebi da sistem ni u kom trenutku ne
izade iz nekog skupa dozvoljenih stanja, ali da posle odredenog vremena njegovo
kretanje ne napusta unapred zadati skup, ¢ime se prakticno promovise ponasanje
sistema sa unapred zadatim vremenom smirenja, Gruji¢ (1970).

Sistem moze da bude stabilan, da ima i osobinu privlacenja §to ga sve Cini
asimptotski stabilnim, ali da uprkos tome ima neprihvatljive pokazatelje tranzijentog
procesa, u prvom redu preskoka, kao jednog od najznacajnih dinamickih pokazatelja
rada sistema.

Prema tome veoma je znaCajno izuCavati stabilnost sistema u odnosu
na unapred zadate skupove dozvoljenih i pocetnih stanja u faznom prostoru, Dorato
(1960).

Cinjenica je, da se danas, dinami¢kom ponaSanju sistema automatskog upravljanja
namecu veoma strogi i kad kad oprecni zahtevi veoma je znacajno izu€avati njihovu
dinamiku na konacnom vremenskom intervalu.

Imajuéi u vidu, da se u konceptu stabilnosti generisu uglavnom dovoljni uslovi,
posve je jasno da su ovaki kriterijumi prihvatljivi sa inZenjerske tacke gledista.

Dovoljnost proistie iz Cinjenice da se uglavnom stabilnost ispituje na osnovu
matricne mere koja se, uopSteno govore¢i, menja pri linearnim nesingularnim
transformacijama polaznog sistema i nije inherentan osobina sistema, kao $to su
sopstvene vrednosti (stabilnost), upravljivosi i recimo osmotrivost.

Kristalno je jasno da jedan te isti sistem u odnosu na neki skup {T, a1, fi} moze
biti stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu, a da se ta ista osobina ne izkazujei za
neki drugi izabrani skup {T, o, £} .

Identi¢ana razmisljanja izvode se ako se utvrde iznosi za granice skupova a i By

a varira trajanje vremenskog intervala Ty,.

Lako se konstatuje, da osobina stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu ne
zavisi od sustinskih osobina sistema, olicenih prvenstveno kroz spektar sopstvenih
vrednostima matrice sistema, ve¢ neke druge pokazatelje koji menjaju svoje iznose i pri
linearnim nesingularnim transformacijama, polaznog sistema jednacina.
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X ROBUSNOST STABILNOSTI

12. ROBUSNOST

12.1 Osnhovni pojmovi 0 osobini robusnosti sistema”

12.1.1 Uloga modela u proucavanju sistema

Zadatak svakog sistema automatskog upravljanja je da obezbedi da odstupanje
stvarnog od zeljenog dinamickog ponasanja objekta bude dovoljno malo, ¢im je
odstupanje ulaznih veli¢ina i pocetnih uslova od svojih nominalnih vrednosti dovoljno
malo, Milojkovi¢, Grujué, (1990).

Da bi se objekti upravljanja mogli efikasno iskoristiti u praksi, neophodno je
poznavati njihova svojstva. Postoji viSe nacina iskazivanja ponaSanja objekata
(sistema), ali se danas prevashodno koriste matematicke zavisnosti U obliku
diferencijalnih ili diferencnih jednacina.

Osnovni razlog za to je §to ovaj pristup omoguéava efikasno ispitivanje stati¢kih
i dinamickih osobina objekata (sistema), a ¢esto ¢ini suvisnim i ispitivanja na njima ili
njihovim fizickim modelima, Debeljkovi¢ (1989).

U cilju saznavanja bitnih osobina nekog objekta, isti se najpre posmatra i na njemu
vr$e merenja, da bi se na osnovu njih projektovao model koji u konciznoj formi pruza
sve neophodne informacije o objektu. Tako se moze do¢i do odredenih zakljucaka i
obogatiti teorijska saznanja o njemu.

Da bi se ta saznanja verifikovala, neophodno je planirati nova posmatranja.

Na osnovu poznavanja matematickog modela objekta moguce je projektovati
upravljacki sistem, odgovaraju¢i zakon upravljanja i1 izvrsiti optimalan izbor tehnickih
sredstava za njegovo realizovanje.

Definicija 12.1 Model je opis sustinskih osobina realnog objekta koji o njemu u
pogodnoj formi iskazuje svu neophodnu informaciju.

Jedna od najopstijih podela modela je na realne i simbolicke.

Iz kategorije simbolickih, od posebne je vaznosti klasa informacionih modela, koji se
danas u najvecem broju slucajeva formiraju u obliku matematickih modela, Debeljkovi¢

(1989).

Definicija 12.2 Formalan matematicki opis (opis pomocu matematickih simbola,
operacija 1 relacija) sistema koji omogucéava potpunu analizu njegovih dinamickih
osobina i1 njegovog dinamickog ponasanja za proizvoljne promene ulazne veliCine i
proizvoljne pocetne uslove je matematicki model tog sistema, Milojkovi¢, Grujud,
(1990).

“ Izlaze se, delimi¢no pruredena i prilagodena, materija preuzeta
najve¢im delom iz rada Durovié (1996) a manjim delom iz rada Purovié¢ (1999).
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12.1.2 Stepen tacnosti matematickih modela

U nasem okruzenju jo§ uvek ne postoje procesi ili pojave ¢iju prirodu potpuno
poznajemao.

To znaci da koli¢ina informacija koje mi o njima posedujemo nikad nisu dovoljne za
njihov apsolutno tacan opis.

Sa druge strane, $to detaljnije posmatramo proces, t0 njegov Opis postaje sve
slozeniji.

Na primer, kada se u nekom procesu uzmu u obzir trenje, nelinearnosti statickih
karakteristika pojedinih prenosnih organa, nehomogenost strujnih i temperaturskih
polja, vremenska promenljivost parametara procesa, vreme neophodno za transport
signala kroz prostor u kojem se proces odvija i sli¢no, kao rezultat matematickog
modeliranja tog procesa se dobija izuzetno slozen sistem nelinearnih parcijalnih
diferencijalnih jednadina sa kasnjenjem i vremenski promenljivim parametrima,
Debeljkovié¢ (1989).

To prakti¢no znaci da slozenost matematickog modela zavisi od usvojenog modela.

Model je jedan idealizovani proces, nastao kao rezultat upro$¢avanja stvarnog
procesa.

Stepen taCnosti matematickog modela zavisi od broja i karaktera usvojenih
pretpostavki o procesu koji opisuje.

Te pretpostavke moraju biti opravdane da bi se matematicki model mogao efikasno
prakti¢no primeniti.

Prilikom njithovog formiranja Cini se kompromis izmedu stepena tacnosti opisa
procesa i jasnoce i jednostavnosti njegove forme, tj. izmedu dubine analize pojava u
procesu i upotrebne vrednosti njegovog matemati¢kog modela, Debeljkovi¢ (1989).

Stoga se proces najpre posmatra Sto objektivnije, uz minimalan moguci broj
pretpostavki, radi dobijanja §to verodostojnijeg matematickog modela. Zatim se
koris¢enjem odgovaraju¢ih matematickih metoda vrsi njegovo uproscavanje, tako Sto se
uvodi §to veci broj realnih, opravdanih pretpostavki.

Pozitivna posledica ovog pristupa je razgraniCavanje primarnih i sekundarnih
karakteristika procesa bitnih za njegovo prakti¢no koriséenje.

Ukoliko je opravdano, matematicki model se svodi na svoj najjednostavniji oblik, a
to je sistem obicnih linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima,
Debeljkovi¢ (1989).

U tom cilju je potrebno izvrSiti linearizaciju nelinearnih jednacina ponaSanja,
zanemariti nestacionarnost procesa i usvojiti konstantne vrednosti za njegove prostorno
promenljive parametre.

Svi pomenuti uzroci netacnosti matematickih modela se mogu klasifikovati
u sledece grupe, Petkovski (1984).
Netacnosti prisutne u matemati¢kom modeliranju realnog sistema mogu biti:

- Nedovoljno poznavanje svih procesa koji se odvijaju u sistemu
- Nemogucénost tacnog matematickog opisa svih procesa u sistemu
- Linearizacija nelinearnosti i aproksimacija nestacionarnosti

- Nemoguc¢nost tatnog odredivanja pojedinih parametara u sistemu
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- Uprosc¢avanje sistema da bi se dobio sistem nizeg reda

1. Promene dinamike sistema usled uticaja  okoline, tolerancija
uproizvodnji pojedinih elemenata, zamora i starenja materijala, odstupanja napajanja od
nominalne vrednosti, itd.

2. Greske u kalibraciji instrumenata, itd.

U literaturi Lehtowski et al. (1984), Petkovski (1984) je dostupan ¢isto matematicki
pristup opisa samog procesa matematickog modeliranja, koji uzima u obzir neta¢nosti
koje se tom prilikom javljaju.

Ako se sa S obelezi apsolutno tacan matematicki model nekog sistema,
a sa S matematicki model dobijen na osnovu usvojenog modela tog sistema,
onda §* predstavlja visestruku aproksimaciju S .

Ona se mozZe prikazati kao funkcija preslikavanja:
n:S—-S8". (12.1)

Ako se uvedu parametri g,, i=12,3,..., od kojih svaki karakteriSe jedan od mogucih
vidova aproksimacije, onda se funkcija preslikavanja » moze predstaviti kao funkcija
tih parametara:

77:77(801180218031--- ) (12.2)
Neka je:
S={s;, i=123..}, (12.3)
skup svih mogucih prikaza sistema.

Tada je S samo jedan element tog skupa.

Svaka dva elementa ovog skupa se medusobno razlikuju samo usled razlic¢itih uticaja
zanemarenih prilikom matematickog modeliranja.

Svi uticaji zanemareni prilikom i- te aproksimacije sistema S se mogu predstaviti
kao vektor zanemarenih elemenataq, iz nekog skupa ¢, koji ¢ini ogranieni

beskonac¢ni podskup skupa vektora ¢, koji sadrzi beskonacan broj vektora q;, koji se
svi nalaze unutar neke granice.

Od tog vektora zavisi odstupanje modela od stvarnog sistema, pa se skup S moze
predstaviti kao:

S={s':8 =5 (q), qeQ i=123..}, (12.4)
odnosno:

S={s':s=(s7, o87), |os

<, i=L2,3,...}. (12.5)

Sistem s je ovde definisan kao par (s7, as;), gde je 85" odstupanje modela ;" od

sistema S, odnosno greska modeliranja, a ‘aSi* je neka mera te greske.

Postoje  razli¢ite moguénosti njihovog definisanja 1 daljeg koriS¢enja,
zavisno od fizicke prirode sistema i dostupnog matematickog aparata.
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12.1.3 Pojam osetljivosti i robusnosti

Greska koja se ¢ini prilikom modeliranja sistema pri njegovoj prakti¢noj primeni
mora uzeti u obzir. S obzirom na ¢injenicu da se na osnovu modela projektuju i
upravljacki sistem 1 algoritam upravljanja objektom, moze se desiti da greska
modeliranja dovede do znatnog odstupanja stvarnog od Zeljenog ponasanja celog
sistema.

Pojedine njegove osobine, bitne za pravilno funkcionisanje, mogu biti narusene.

Na ovo mogu uticati i varijacije u samom sistemu, nastale kao posledica promene
radnih uslova i sli¢no Barrett (1980).

Svi ovi faktori se mogu obuhvatiti pojmom perturbacije parametara modela Patel,
Toda (1980) i u zavisnosti od na¢ina njihovog tretmana postoji vise teorijskih pristupa
problemu odredivanja njihovog uticaja na ponaSanje sistema Lehtowski et al. (1984),
Petkovski (1984).

Osetljivost je osobina sistema da mu ponasanje zavisi od infinitezimalnih promena
parametara.

Tako se moze definisati funkcija osetljivosti neke osobine ili veli¢ine sistema na
promenu pojedinih njegovih parametara.

Na primer, funkcija osetljivosti izlazne veli¢ine x, na promenu nekog parametra p

se moze definisati kao:

i (12.6)

gde je x¥ izlazna veli¢ina sistema kada parametar q ima vrednost q°.

U ovom slucaju je neophodno znati stvarnu vrednost parametra i veli¢inu njegove
promene.

Definicija 12.3. Robusnost sistema u smislu odredenog svojstva U odnosu na skup

3, tj. robusnost tog svojstva sistema na 3, je njegova sposobnost da odrzi to svojstvo
na skupu 3, Novakovi¢ (1987).

Pored ove definicije, u literaturi postoje i1 druga tumacenja koja ne menjaju njenu
sustinu.

Tako se moze procitati da se teorija robusnosti bavi problemom ocuvanja odredenih
osobina sistema u prisustvu velikih perturbacija u njegovom modelu, Petkovski (1984) i
da je njen zadatak analiza moguénosti kompenzacija razlika izmedu matematickog
modela i realnog objekta.

Do sada se nije specificiralo o robusnosti kog svojstva sistema se radi.

To znaci da se teorija robusnosti moze primeniti na razne osobine sistema, bitne za
njegovo ispravno funkcionisanje i kvalitetno dinamic¢ko ponasanje, kao $to su stabilnost,
upravljivost, osmotrivost, adaptibilnost i sli¢no.
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Analiza i sinteza sistema automatskog upravljanja je sa stanovista robusnosti danas
uobicajena praksa, koja svoje opravdanje nalazi u razlozima navedenim u prethodnim
redovima.

Ono S§to karakteriSe pojam robusnosti i $to ga razlikuje od njemu sli¢nih pojmova se
moze sazeti u sledece tri karakteristike, Novakovi¢ (1987).

e Odnosi se na promene parametara koje u opStem slucaju nisu infinitezimalno
male,

e Obuhvata sve mogucée vektore zanemarenih uticaja prilikom modelovanja
sistema,

e Mora se specificirati osobina sistema na koju se odnosi.

Tako bi, recimo, robusno stabilni sistem automatskog upravljanja trebalo da ima
Sto jednostavniji, po mogucnosti linearni, regulator nepromenljive strukture i
konstantnih parametara u cilju o¢uvanja stabilnosti sistema i pri velikim perturbacijama.

U isto vreme, odgovaraju¢i adaptivni sistem automatskog upravljanja sa istim
zadatkom trebalo bi da ima regulator promenljive strukture i/ili podesljivih parametara i
nelinearan zakon upravljanja.

Robusnost stabilnosti se mora garantovati, znaci ispuniti sa sigurno$cu,
a ne sa nekom verovatno¢om, §to je slucaj kod projektovanja sistema koriS¢enjem
stohastickog tretmana greSke modeliranja.

Jedina razlika u pristupu izmedu teorija robusnosti i osetljivosti je veli¢ina
odstupanja modela od realnog sistema, obuhvacenog vektorom zanemarenih uticaja pri
modeliranju.

Dok su ta odstupanja kod teorije osetljivosti infinitezimalno mala,
kod teorije robusnosti ona nisu ograniCena, pa se moze u oba slucaja govoriti
o0 robusnosti, uz napomenu o veli¢ini posmatranih odstupanja.

12.1.4 Robusnost stabilnosti

Osnovni zahtev svakom prakti¢no primenljivom sistemu automatskog upravljanja
je robusnost njegove stabilnosti, tj. sposobnost da je ocuva ¢ak 1 u prisustvu raznih
perturbacija.

To je posledica ¢injenice da sistem ne moze ispravno da vrsi svoju funkciju ako nije
stabilan, i to ne samo u odredenoj radnoj tacki, ve¢ i u nekoj njenoj okolini.

Velic¢ina te okoline zavisi od prisutnih perturbacija, koje mogu biti posledica
promene parametara samog sistema u toku rada ili nepreciznosti prilikom matematickog
modeliranja sistema.

Nacini predstavljanja perturbacija mogu se klasifikovati prema koli¢ini informacija
o strukturnoj raspodeli njihovog dejstva na sistem, Barrett (1980).

Oni zavise kako od poznavanja fizickih mehanizama koji prouzrokuju perturbacuje,
tako 1 od sposobnosti projektanta da ih prikaZe na odgovarajuéi nacin.

Tako postoje jake i slabe strukturne perturbacije.

Jake strukturne perturbacije uklju¢uju nepoznate parametre u poznatu strukturu
modela 1 najceSce su posledica koriS¢enja linearizovanih modela u okolini razli¢itih

radnih tacaka.
Zato se one u literaturi prosto nazivaju strukturnim perturbacijama.
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Slabe strukturne perturbacije su one za koje je poznat samo intenzitet ili norma, a
ne i njihovo strukturno rasporedivanje u modelu sistema. Njihovo dejstvo u sebi
uglavnom podrazumeva nepoznatu ili svesno zanemarenu dinamiku sistema u oblasti
visokih frekvencija.

Njihov alternativni naziv u literaturi je nestrukturne perturbacije.
Ove dve vrste perturbacija su samo grani¢ni slucajevi, izmedu kojih lezi prostor
potencijalnih nacina njihovog predstavljanja.

Prednost koriS¢enja nestrukturnog prikaza perturbacija je u lako¢i matematickih
izraCunavanja koja prate ovu problematiku, jer se ona uglavnom svode na odredivanje
normi matrica perturbacija, kao Sto ¢e u narednim izlaganjima biti pokazano. Medutim,
to ima za posledicu konzervativnost dobijenih granica dozvoljenih perturbacija, jer se
neuzimanjem u obzir strukture raspodele njihovog dejstva na sistem Cesto dolazi do
pogresnih zakljucaka.

Praktiéno to zna¢i da se moze zakljuciti da sistem nije robusno stabilan
u nekoj radnoj tacki, iako on to u praksi jeste.

U danasnje vreme ovaj problem se reSava na slede¢i nacin.

Prvo se osobina robusnosti sistema ispituje koriS¢enjem nestrukturnog prikaza
perturbacija, pa ako ustanovi da sistem nije robusno stabilan, pribegava se koris¢enju
strukturnog prikaza, koji ¢e ili potvrditi ili opovrgnuti rezultate dobijene prvim
pristupom.

Tako se ¢ini kompromis izmedu sloZenosti matematickih izraCunavanja
i tacnosti dobijenih rezultata.

Ispitivanje robusnosti stabilnosti sistema ima za cilj da utvrdi kvantitativhe mere
perturbacija u okviru kojih sistem zadrzava osobinu stabilnosti.

Ispitivanje se vrsi u okolini poznate radne tacke sistema, u kojoj sistem mora biti
stabilan, a §to se obezbeduje jos u fazi projektovanja sistema.

lako se u literaturi ve¢ duze vremena mogu naci rezultati ispitivanja u ovoj oblasti,
ona 1 dalje predstavlja aktivnu oblast istrazivanja .

Pored poboljSavanja postojec¢ih rezultata, vecina autora pred sebe postavljaju kao cilj
i njihove primene na posebne klase sistema.

Rezultati koji su do sada izlozeni u literaturi proisti€u iz primene teorije robusnosti
koris¢enjem prilaza koji koriste dva razli¢ita domena: frekventni i vremenski.

Analiza u frekventnom domenu se sprovodi koriS¢enjem postupka dekompozicije
singularnih vrednosti (singular value decomposition), analizom sopstvenih vrednosti
I primenom teorije M - matrica.

Prilaz u frekventnom domenu ima manje pristalica a i rezultata jer vremenski domen,
osnovan na Ljapunovljevoj metodi analize stabilnosti u prostoru stanja, daje nesumnjivo
bolje moguénosti da se ova problematika uspesnije reSava.

Prve radove iz ove oblasti su objavili Bellman (1969), Barnett, Storey (1970),
Davison (1976) i Desoer et al. (1977).

Do kvantitativnih mera dozvoljenih perturbacija su ipak dosli Patel, Toda (1980) i
to samo za slucaj nestrukturnih perturbacija.

“ Detaljan hronoloski prikaz rezultata iz ove oblasti,
kao i prikaz nekih fundamentalnih rezultata moze se nac¢i uDebeljkovié et al. (2005).
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12.2 ROBUSNOST SISTEMA SA MRTVIM VREMENOM

Kada su u pitanju sistemi sa kasnjenjem pojam robusnosti stabilnosti sistema u
potpunosti odgovara robusnosti stabilnosti obi¢nih sistema.

Sva razmatranja vezana za obicne sisteme se mogu, bez poteskoca, primeniti na
sisteme sa mrtvim vremenom, vodeci raCuna o evidentnim specifi¢nostima ove klase
sistema.

Robusnost stabilnosti sistema sa mrtvim vremenom je bila predmet izucavanja vrlo
malog broja autora, pa su i dostupni rezultati iz te oblasti neSto manje obimniji.

Svi oni se odnose na asimptotsku stabilnost.
Do sada nisu izloZeni rezultati vezani za robusnost stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu.

Nedavno, obnovljeno je interesovanje za projektovanje i analizu sistema preko
metoda u parametarskom ravni (prostoru).

Novije interesovanje za robusnim upravljackim sistemima podvrgnutim strukturnim
perturbacijama ponovo je ozivelo parametarske metode i proSirilo istrazivanja ka
Ljapunovljevoj metodi i frekventnom domenu.

12.3 ROBUSNOST SINGULARNIH SISTEMA

Na osnovu proucavanja postojeée literature, sa sigurnoséu se moze reéi da
monografija Baji¢ (1992) najcelovitije i najsadrzajnije razmatra robusnost Stabilnosti
singularnih sistema.
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XI METODE PODESAVANJA POLOVA

13. METODE PODESAVANJA POLOVA I STABILIZACIJE

13.1 UVODNA RAZMATRANJA

Linearni sistemi su oduvek privlad¢ili paznju naucne 1 struéne javnosti
1 taj interes postoji 1 dan danas 1 zaokuplja sve tehnic¢ke discipline podrzan snaznim
matematickim aparatom osnovanim na odabranim poglavljima linearne algebre,
operatorskog racuna 1 teorije diferencijalnih jednacina i matri¢ne analize.

Pocev od daleke 1930 - te godine linearni skalarni sistemi intenzivno se proucavaju
sa viSe razli¢itih stanoviSta a koriS¢enjem klasi¢nih prilaza medu kojima dominiraju
tehnike vezane za korisc¢enje frekventnog i kompleksnog domen.

Nesto kasnije se uvida da je primena tih metoda ograni¢ena i da klasi¢an prilaz
izuCavanju sistema sa pozicija ulazno — izlaznih relacija ne moze kvalitetno da odgovori
da na Ccitav niz znaCajnih pitanja dinamicke analize i sinteze kako vremenski
stacionarnih tako 1 vremenski nestacionarnih, najopstijih klasa, sistema upravljanja,
Debeljkovi¢, Muli¢ (2003).

Polaze¢i od pionirskih radova Bellmana i Kalmana, evidentni nedostaci klasicne
teorije, bivaju otklonjeni, prevazideni i razreSeni novom modernom teorijom upravljanja
zasnovanoj na konceptu stanja dinamickih sistema.

Sveobuhvatno i rigorozno definisanje pojma stabilnosti i uvodenje ¢itavog niza
novih koncepata kao S§to su: upravljivost, osmotrivost, optimalnost, osetljivost,
robusnost, svodljivost, minimalnost i nekih drugih snazno su podstakli otvaranje i
celovito i uspesno reSavanje ovih znacajnih pitanja.

Uporedo sa time diskretno se nametnula logi¢na potreba da se pomenuti koncepti
prosire i na viSestruko prenosne sisteme upravljanja, jedine skladne i verne reprezente
dinamickog ponasanja realnih sistema.

Okosnoca ovih izlaganja, u jednom svom delu, po¢iva na savremenoj teoriji
upravljanja 1 postavlja 1 razreSava veoma sloZen problem strukturne sinteze sistema
automastskog upravljanja uvodenjem dobro poznatih uskladnika ili kompenzatora i to
lociranih u povratnim spregama buduce sintetzovanih sistema po veli¢inama stanja ili
izlaza.

Ova sloZena problematika razmatra se za dve klase savremenih sistema automatskog
upravljanja 1 u jasno metodoloskom 1 logicnom pristupu razmatraju se obi¢ni linearni
vremenski kontinualni sistemi, kao bi se ista problematika neSto kasnije izlozila i
primenila na posebne klase linearnih sistema sa cistim vremenskim kaSnjenjem,
Debeljkovi¢, Muli¢ (2003).
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13.2 KONCEPT SINTEZE | PROJEKTOVANJA

Klasi¢ni postupci sinteze polaze od Cinjenice da je dinami¢ko ponaSanje sistema
izrazeno ulazno-izlaznim relacijama.

To prakticno zna¢i da je odgovarajua prenosna funkcija sistema osnovni
I polazni podatak za daljipostupak.

Nazalost, u nekim slucajevima, kada smo naprimer zainteresovani za ponasanje
sistema u vremenskom domenu, upotreba prenosne funkcije nije dovoljna za egzaktnu i
rigoroznu analizu. To proisti¢e iz njene definicije, koja polazi od toga da su pocetni
uslovi jednaki nuli.

Prethodno receno, nikako ne umanjuje veliki znacaj prenosne funkcije
za analizu 1 sintezu sistema u frekventnom domenu kao i njenu odlucujucu ulogu u
analizi stabilnosti sistema. Isto tako, predstavljanje struktura sistema kori$¢enjem blok
dijagrama, kao i mogué¢nost da se na osnovu lokacije njenih nula i polova dobiju
kvalitetne informacije o ponaSanju sistema, ¢ine sve zajedno upotrebu prenosne funkcije
neophodnim aparatom savremene teorije, Debeljkovié (2005, 2007, 2008).

Pomenuti nedostatak prenosne funkcije sistema, rigurozno definisanje stabilnosti
sistema i primenu koncepta: upravljivosti, osmotrivosti, osetljivosti i optimalnosti, kao i
niz drugih problema, otklanja, obuhvata i razreSava nova, moderna teorija automatskog
upravljanja, zasnovana na konceptu stanja dinamickih sistema, na primer Ogata (1967),
Kuo (1975), Milojkovi¢, Gruji¢ (1981).

Osnovni cilj sinteze sistema u prostoru stanja je, koriste¢i informacije o
neregulisanom objektu ili sistemu u otvorenom kolu dejstva predstavljenim matri¢nim
modelom u prostoru stanja, odnosno odgovaraju¢im blok dijagramom sl. 13.1,
projektovanje uskladnika koji ¢e obezbediti unapred zadatu konfiguraciju polova
prenosne funkcije sistema u zatvorenom kolu dejstva u kompleksnoj ravni, Debeljkovic,
Muli¢ (2003).

S1.13.1

S obzirom da se ovde proucavaju samo linearni, stacionarni, vremenski neprekidni
sistemi i imajuéi u vidu da je sistem predstavljen svojom vektorskom diferencijalnom
jednacinom stanja i jednacinom izlaza, uobicCajeno je da se zahtevi izrazavaju Kkroz
zeljenu lokaciju sopstvenih vrednosti matrice sistema automatskog upravljanja, s
obzirom da one stoje u biunivokoj korespodenciji sa polovima prenosne funkcije
sistema.

Varijante unoSenja uskladnika u zatvoreni sistem automatskog upravljanja su
mnogobrojne i prvenstveno zavise od zadatka i cilja sinteze, kao i od strukture sistema
kojeg treba uskladiti, Debeljkovi¢, Muli¢ (2003), Debeljkovié (2005, 2007, 2008).
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Uskladivanje koje se obavlja unoSenjem uskladnika u povratnu granu sistema
regulisanja se naziva povratno uskladivanje.
Upravljanje po principu povratne sprege moze da ima sledeca dva oblika.

1. Upravljacke velic¢ine se generisu na osnovu informacija o veli¢inama stanja a
linearni proporcionalni uskladnik se nalazi u povratnoj sprezi sistema po veli¢inama
stanja, sl.13.2.

Zakon upravljanja je linearna funkcija veli¢ina stanja:

u(t)=x,(t)—-Kx(t). (13.1)
%@é}@é I X _C_I'é>
A
)|
B
SI1.13.2

2. Upravljacke veli¢ine se generiSu na osnovu izlaznih veli¢ina sistema kada se
linearni proporcionalni uskladnik nalazi u povratnoj sprezi po izlaznim (upravljanim)
veli¢inama, sl. 13.3.

X \ ' X,
u % u B ] X J' ‘ X C I i
A =
K Lk
S1.13.3
U ovom sluc¢aju zakon upravljanja je linearna funkcija izlaznih veli¢ina:
u(t)=x,(t)—Kx;(t). (13.2)

Povratna sprega po stanju ima prevashodno akademski, a vrlo mali prakti¢ni interes
s obzirom da njena realizacija podrazumeva merenje svih veli¢ina stanja.

Unajve¢em broju slucajeva ovo merenje nije moguce, a i tamo gde su sve veli¢ine
stanja dostupne, njihovo merenje i uvodenje u uskladnik nije ekonomic¢no zbog
relativno velikog broja veli¢ina stanja.

Otuda se u praksi meri samo jedan broj dostupnih ili merljivih promenljivih, a to su
izlazne (upravljane) veliine.
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Povratna sprega po stanju ima prednost nad povrathom spregom po izlazu
jer je njom moguce vrsiti podesavanje svih polova prenosne funkcije sistema,
uz uslov da je objekt potpuno upravljiv, sto kod povratne sprege po izlazu nije uvek
moguce.

Iscrpan uvid u ovu problematiku, koji obuhvata ne samo metode podeSavanja
polova, odnosno stabilizaciju sistema, veéi 1 detaljan uvid u postupke izbora veli¢ina
stanja, pitanja strukturnih osobina sistema, formiranja razliitih reprezentacija sistema u
prostoru stanja kao i medusobnu povezanost tih kanoni¢kih formi, dato je u
monografskoj trilogiji, Debeljkovi¢ (2005, 2007, 2008).

Veliki deo monografije Debeljkovi¢ (2005) obuhvata ovu problematiku
u svetlu posebnih klasa linearnih kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim
kasnjenjem. Kada je u pitanju primena ovih metoda na razli¢ite klase singularnih
kontinualnih sistema, viSe nego obimna materija prezentovana je u Debeljkovi¢, Visnji¢

(2006).
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XII STABILNOST NA KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

14. STABILNOST NA KONACNOM
VREMENSKOM INTERVALU I PRAKTICNA STABILNOST

14.1 UVODNA RAZMATRANJA

U praksi je Cesto od posebnog interesa, ne samo Iispitivati stabilnost sistema
u smislu Ljapunova veé je potrebno razmotriti, da li trajektorije sistema, odnosno
njegovov stvarno ponasanaje, ukoliko je krenulo iz skupa pocetnih stanja, barem neko
vreme ostaje unutar skupa dozvoljenih stanja, bez obaveze da u njemu ostane posle tog
unapred usvojenog ili zadataog vremenskog skupa. Takvih primera je puno u praksi i
uglavnom prositicu iz konkretnih inzenjerskih problema.

Asimpotsi stabilan system, ili bolje receno system koji poseduje osobinu stabilnosti
1 osobinu privaclacenja, §to sve dovodi do asimptotske stabilnosti, moze da ima sasvim
neprihvatljive tranzijentne karakteristike, pri ¢emu se tu u prvom redu misli na
nedozvoljeno veliki preskok, ili previse dugo vreme smirenja.

Prema tome poptpuno je prihvatljivo pa ¢ak i nuzno trajektorije sistema posmatrati
unutar ranije propisanih granica i njithov odnos prema tim ogranicenjima

Mimo toga, od posebnog je interesa da se 1 dinamicko ponaSanje sistema posmatra
na kona¢nom vremenskom intervalu.

Granice do kojih dostize odziv sistema bilo u slobodnom bilo u prinudnom radnom
rezimu predstavlja veoma znaCajan problem sa inzenjersko-tehnicke tacke gledista.
Uvazavaju¢i ovu cinjenicu pojavio se veliki broj definicija prakti¢ne stabilnosti i
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu.

Primena ovih razli¢itih koncepata izuzetno se matematicki usloZnjava, kada
razamtrane klase, ba§ kao ovde, sa mrtvim vremenom sa singularnostima, poseduju
specifi¢ne osobine, koje se iskazuju kroz daleko slozenije forme njihovoh matematickih
modela, a samim tim 1 iznalaZenju tih reSenja, ili formiranju odgovarajucih kriterijuma,
koji ¢e bez reSavanja diferencijalnih jednacina kretanja, oformiti prikladen kriterijume
za ispitivanje stabilnosti.

U kojoj meri se koncepti tehnicke stabilnosti sloZeni, govori €injenica da postoji
samo izuzetno mali broj kriterijuma koji objedinjuju i poterbne i dovoljne uslove
stabilnosti a da ve¢ina od njih se zadovoljava samo dovoljnim, iako je to sa inZenjerske
tacke gledista sasvim prihvatljivo.

Motivisani kratkom diskusijom o prakticnoj stabilnosti iz monografija
La Salle, Lefschetz (1961) i Weiss, Infante (1965, 1967) uvodi se raznovrsno
obelezavanje stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu, za vremenski kontinualne
sisteme 1 vremenski nepromenljiv skup koji odreduje dozvoljene granice trajektorija
razmatranog sistema.

Dalji razvoj ovih rezultata ostvaren je zahvaljuju¢i mnogim drugim autorima.
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14.2 MOTIVACIJA

U jednom delu ovog rada izlazi¢e se neki od ve¢ objavljenih koautorskih radova,
mentora, komentora i autorke ove doktorske disetacije .

U tom smislu prezentovace se dva potpuno razliita prilaza razmatranim
problemima a uporedo sa time izlozice se 1 izvestan broj radova snazno utemeljenih na
primeni LMI metoda za dobijanje odgovaraju¢ih uslova stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu.

Naime, u prvom od ponudenih prilaza tezi se formiranju odgovaraju¢ih rezultata
izrazenih direktno preko sopstvenih vrednosti osnovnih matrica sistema A, i A, koje

se prirodno pojavljuju u modelu sistema ¢ime se izbegava potreba za uvodenjem bilo
kakvih kanoni¢nih formi, ili transformacija u iskazu odgovarajuc¢ih Teorema.

U drugom slucaju teorija geometrijske konzistentnosti superiorno vodi
do prirodne klase pozitivno odredenih kvadratnih formi na potprostoru koji sadrzi sva
reSenja.

Ova ¢injenica omogucéava razvijanje Ljapunovljeve 1 neljapunovske teorije
stabilnosti Cak i za sve klase kako kontinualnih tako i vremnski diskretnih, linearnih
sistema sa ili bez Cisto vremenskog kasnjenja u smislu da je osobina atraktivnosti
ekvivalentna postojanju simetricnih, pozitivno odredenih reSenja opSte forme
Ljapunovljeve matri¢ne jednacine koja ukljucuje uslov koji se odnosi na ograni¢enost
reSenja.

Prva metoda se zasniva na klasi¢énom prilazu koji se uglavnom Kkoristi za izvodenje
dovoljnih uslova stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu, nezavisnih od ¢isto
vremenskog kaSnjenja, mada to ne mora da bude pravilo.

U drugom slucaju uvedena je nova definicija, koja se zasniva na osobini
atraktivnosti reSenja sistema, koja se moze tretirati analogno kvazi—kontraktivnoj
stabilnosti, Weiss, Infante (1965,1967).

Osim toga, planira se izvedjenje potpuno novog dovoljnog uslova, zavistanog od
Cisto vremenskog kaSnjenja, koji garantuje da ¢e razmatrani sistem biti prakticno
stabilan sa osobinom atraktivnosti njegovih reSenja, koji se moZe tretirati kao novi
koncept takozvane ne—Ljapunovljeve stabilnosti.

Ova problematika ukljucuje kako sisteme sa kaSnjenjem, tako i singularne i
deskriptivne, koji takode, sadrze Cisto vremensko kasnjenje u stanju.

Formiranje novih kriterijuma koji ¢e u formi dovoljnih i eventualno potrebnih
uslova omoguciti efikasno istrazivanje dinamickog ponaSanja ovih klasa sistema, kako
na kona¢nom tako i beskona¢nom vremenskom intervalu.

Dovoljni uslovi stabilnosti, koji se oc¢ekuju, prihvatljivi su za potrebe analize
razmatranih klasa sistema sa inZenjerskog stanovista.

Formulacija 1 dokazi novih teorema stabilnosti, kako na konacnom tako
i na beskonacnom vremenskom intervalu linearnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem kao i1 singularno — deskriptivnih sistema sa kasnjenjem, trebalo bi da se
sprovedunovim klasi¢nim prilazom a da se ti isti rezultati uporede sa odgovarajucim,
koji proistiu iz premene LMI postupaka, pa da se komparativnom analizom utvrde
manje konzervativni rezultati i za to prvo daju zakljucci a posle potraze sustinstinska
objasnjenja.
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14.3 VREMENSKI KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA
NA POLJU IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI | STABILNOSTI NA
KONACNOM VREMENSKOMINTERVALU

Selektivan 1 detaljan pregled postignutih rezultata na polju izu¢avanja stabilnosti na
kona¢nom vremenskom interval i prakti¢ne stabilnosti kontinualnih singularnih sistema
do 2005. godine iscrpno je izlozen u monografijama, Debeljkovié et al. (2013) i
Stojanovic¢ et al. (2015), tako da se taj prikaz ovde neée navoditi a zainteresovani
Citalac, radi kontinuiteta pra¢enja novih doprinosa, koji se izlazu u nastavku, upucuje se
na pomenute reference.

Kao i kod klasi¢nihsistema automatskog upravljanja u aktuelnoj literature vladalo je
izvesno zatije,sve do 2006. godine, kada je u, radu Shen, Shen (2006) iskoris¢en prilaz
sa stanoviSta Linearnih matri¢nih nejednacina na neke posebne klase u vremenski
neprekidnih uopstenih sistema u prostoru stanja, inspirasani referencama Amata et
al.(1998, 1999.a, 1999.b, 2001, 2002, 2003) i Dorata (2006).

Uveden je i koncept ograni¢enosti na kona¢nom vremenskom intervalu, za ovu
klasu sistema, i reSen problem robusnog upravljanja u prisustvu vremenski zavisnih
neizvesnosti i egzogenih spolaj$njih uticaja.

Izveden je 1 dovoljan uslov za robusnu stabilizaciju, koriS¢enjem povratne sprege
uspostavljanje po veliCinama stanja.

Ovaj selektivni 1 hronoloski pregled rezultata zavrSavamo kra¢im prikazom rada
Kablar (2010), gde su izlozeni rezultati koji tretiraju ponasanje jedne klase nelinearnih
singularno impulsivnih sistema, na kona¢nom vremenskom intervalu.

Prilaz se bazira na kvazi-Ljapunovljevim funkcijama i njihovim ososbhinama u
prostoru stanja.

Intenzivna primena izvedenih rezultata fokusira se na klase hibridnih sistema i
kontaktnih problema.

Lako se uocava da je ovaj prgled rezultata prevashodno posveéen doprinosima koje
su ostvarli autori ove monografije.

Za rezultate drugih autora, a koji su veoma brojni, zainteresovanom Ccitaocu
preporuuje se obimna, po tom pitanju i za ovu klasu sistema, materija izlozena u
radovima i monografijama, Debeljkovic¢ et al (2005, 2007, 2011.a, b, c).

Jedini znacajni iskorak, u ovom smislu, a za jednu posebnu klasu linearnih
singularnih sistema, dat je u radu Kablar, Kvrgic, Debeljkovié (2012).

U ovom radu, prvo je izveden i prezentovan novi matematicki model singularno
impulsivnog dinamic¢kog sistema, a kasnije razmatran postavljeni problem.

Dinamika takvih sistema opisana je kombinacijom diferencijalnih i diferencnih
jednac¢ima spregnutih sa obi¢nim algebarskim jednacinama, koje u tom smislu
predstavljaju ogranicenje na resenje prvog dela sistema jednacina, pri ¢emu se te mogu
pojaviti i kao obicne, a i kao diferencne.

Primeri takvih sistema, iscrpno su prezentovani u monografiji Kablar, Debeljkovié
(2015), koja se, sticajem posebnih okolnosti, pojavila veoma kasno u akademskoj
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javnosti, i koja, sem u manjem delu, predstavlja izvod iz doktorske disertacije Kablar
(2007).

Pomenuta klasa sistema, ustvari, oznacava posebnu klasu hibridnih sistema.

Osnovni doprinos rada predstavlja proSirenje poznatih rezultata, ranije izvedenih
za kontinualne singularne sisteme, na ovu klasu sistema u smislu formulacije i dokaza
¢uvene Bellman- Gronwall- ove leme.

Koriste¢i ovu Lemu, izvedeni su dovoljni uslovi prakticne stabilnosti ove klase
sistema.
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14.4 VREMENSKI DISKRETNI DESKRPTIVNI SISTEMI

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA
NA POLJU IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA
KONACNOM VREMENSKOMINTERVALU

Selektivan i1 detaljan pregled postignutih rezultata na polju izu€avanja stabilnosti na
konacnom vremenskom interval i prakti¢ne stabilnosti diskretnih deskriptivnih sistema
do 2005. godine iscrpno je izlozen u monografijama, Debeljkovi¢ et al. (2013) i
Stojanovi¢ et al. (2015), tako da se taj prikaz ovde neée navoditi a zainteresovani
Citalac, radi kontinuiteta pracenja novih doprinosa, koji se izlazu u nastavku, upuéuje se
na pomenute reference.

Kada su u pitanju singularni i deskroptivni sistemi iprimena koncepta stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu, sve do 2006. godine vladalo je zatiSje, kada je, prvi
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put u radu Shen, Shen (2006) primenjen prilaz sa stanovista (LMI) na kontinualne
singularne Sistema, o ¢emu je vecbilo reci u prethodom odeljku.

Dosta kasnije, od strane mentora ove disertacije, pojavila se diskretna verzija ovog
rada, Stojanovic et al (2013).

U radovima Debeljkovi¢, Kablar (1998.c, 1992.a, b) izvedene je, po prvi put,
diskretna verzija cuvene Bellman — Gronwall-ove i1 primenjena za ispitivanje
dinamickog ponasanja ove klase sistema na konacnom vremsnkom intervalu.

Dobijeni dovoljni uslovi stabilnosti, bili su manje restriktivnijih, od tada postojecih.

Uveden je 1 koncept ograniCenosti na konacnom vremenskom intervalu,
za ovu klasu sistema i reSen problem robusnog upravljanja u prisustvu vremenski
zavisnih neizvesnosti i egzogenih spolajs$njih uticaja.

Izveden je i dovoljan uslov za robusnu stabilizaciju, koris¢enjem povratne sprege
uspostavljanje po veli¢inama stanja.

Pre Cetiri godine objavljen je i rad Debeljkovi¢ et al. (2012) kao diskretan analaoga
rada Shen, Shen (2006), za diskretne deskriptivne sisteme a sa platforme primene
linearnih matri¢nih nejednacina $to je rezultiralo dovoljnim uslovima stabilnosti na
konacnom vremenskom intervalu kao i dovoljni uslovi ograni¢enosti, ia sve pri
dejovanju egzogenog Suma.

Rad iz 2013. godine Stojanovi¢ et al (2013) razmatra stabilnost odnosno
ogranic¢enost resenje diskretnog deskriptivnog sistema na kona¢nom vremenskom
intervalu u prisustvu vremenski promeljivog spoljaSnjeg uticaja.

Izvedena su tri dovoljna uslova ograniCenosti i stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu u formi (LMI) uslova koji se mogu bez poteskoca resiti, znatno
unapreden rad iz 2012. godine, $to je i dokumentovano jednim eklatantnim primerom.

Novi znac¢ajni doprinos, a za jednu posebnu klasu linearnih diskretnih deskriptivnih
sistema, dat je u radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2014).

U ovom radu razmatran je problem oganicenosti kretanja jednog diskretnog
deskriptivnog sistema, podvrgnutom dejstvu vremenski promenljivih spoljasnjih
poremecaja, na kona¢nom vremenskom intervalu.

Kombinuju¢i prilaz sa pozicija kvazi-Ljapunovljevih funkcija i klasi¢ne primene
LMI metoda, izvedeno je nekoloiko dovoljnih uslova ogranienosti kretanja na
konacnom vremenskom intervalu i to u formi resljivih uslova datih u formi LMI
nejednakosti.

Sta vise isti ti rezultati iskori$¢eni su za kvantifikaciju odredenih paramnetara koji
odreduju stabilnost robusnosti, ove klase sistema, u duhu predloZzenog 1 koriS¢enog
koncepta stabilnsoti.
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14.5 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA KASNJENJEM

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA
NA POLJU IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA
KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

Selektivan i detaljan pregled postignutih rezultata na polju izu¢avanja stabilnosti na
kona¢nom vremenskom interval 1 prakti¢ne stabilnosti vremenski kontinualnih sistema
sa ka$njenjem do 2005. godine iscrpno je izlozen u monografijama, Debeljkovi¢ et al.
(2013) i Stojanovi¢ et al. (2015),tako da se taj prikaz ovde nece navoditi a
zainteresovani Citalac, radi kontinuiteta pra¢enja novih doprinosa, koji se izlazu u
nastavku, upucuje se na pomenute reference.

Izvesno zati§je trajalo je skoro punih pet godina..

Izvesni novi doprinosi, dati u radovima Debeljkovic et al. (2010), zasnivaju se na
pokusajima da se za ¢lan koji unosi ¢isto vremensko kaSnjenje nade pogodna zamena i u
tom smislu koriste se poznate matricne nejednacine.

Medutim, tako dobijeni rezultati dosta su konzervativni, $to je i razumljivo jer se
zasnivaju na nekoliko uzastopnih minorizacija.

Kao poseban doprinos, moze se spomenuti i proSirenje koncepta atraktivne
prakticne stabilnosti, na klasu sistema sa kaSnjenjem.

Ti rezultati, u osnovi, kombinuju postoje¢u drugu metodu Ljapunova
sa konceptom stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu, Debeljkovic et al. (2010).

Koriste¢i Hale - ovu transformaciju, dobijeni su novi dovoljni uslovi stabilnosti
na kona¢nom vremsnkom intervalu, za kontinualne sisteme sa kasnjenjem, prevodeci
ih u sisteme opisane obi¢nim jednac¢inama diferencijalno-integralnog tipa, Debeljkovié
etal. (2011.b, 2011.c).
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Sa pojavom (LMI) prilaza javljaju se novi radovi autora ove monografije, koji
reSavaju problem stabilnosti sa pomenutih pozicija a §ta viSe 1 usputno problem
stabilizacije ove klase sistema uvodenjem proporcionalnog (statickog, nememorijskog)
regulatora u povratnu spregu sistema po veli¢inama stanja.

Valja pomeniti, da je ovde po prvi put, barem koliko je autorima pozanto,
za ovu klasu sistema primenjena i klasi¢na minorizacija i majorizacija, a sve u cilju
dobijanja manje konzervativnijih rezultata, Stojanovié, Debeljkovi¢, Antié¢ (2012).

Radovi Debeljkovi¢ et al. (2012.a, 2012.b, 2012.c) razmatraju i daju nova
poboljsanja rezultata na polju atraktivne prakticne stabilnosti, ove klase sistema.

Jedan efikasan nadin za dobijanje dovoljnih uslova stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu, ove klase sistema, ponuden je u radu Buzurovi¢, Debeljkovic,
Jovanovié¢ (2013).

Naime, polaze¢i od prepostavke o pozitivnoj odredenosti karakteristiéne matrice,
dolazi se do veoma jedndostavnih kriterijuma, koji ne daju bolje rezulate od analognih
(LMI) postupaka ali su daleko jednostavniji a njihova konzervativnost, sa te tacke
glediSata, moze se prihvati.

Znatno unapredenje ovog rezultata postignuto je u radu Debeljkovi¢, Stoajnovié,
Jovanovi¢  (2013.b), gde je odbaena prepostavka o pozitivno odredenosti
karakteristi¢éne matrice i zamenjena samo uslov o njenoj simetri¢nosti.

Jos jedan efikasan rezultat generisan je, klasi¢nim prilazom, u radu Debeljkovié et
al. (2013.a), a podrzan Hale- ovom transformacijom.

Problem robusne stabilnosti 1 robusne stabilizacije, metodom podeSavanja polova,

na kona¢nom vremnskom intervalu, reSen je u radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢, Anti¢
(2013).

I konac¢no, u 2013. godini, radom Debeljkovi¢, Stoajnovi¢, Jovanovié (2013.c), resen
je problem stabilnosti na kona€nom vremenskom intervalu, jednim posebnim prilazom,
utemeljen na idejama rada Lee, Dianat (1981).

U tom smislu posebnim izborom kvazi-Ljapunovljeve funkcije i sprovedene
minorizacije koriS¢enjem Coppel- ove i Jensen-ove nejednakosti, dobijeni su dovoljni
uslovi stabilnosti u formi sistema algebarskih jednacina koje treba resiti.

U radu Debeljkovi¢ et al (2013.d), razmatran je problem ispitivanja stabilnosti,
posebne klase kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, prisutnim u
stanju sistema na kona¢nom vremenskom intervalu, a $to je ukljucilo i testiranje
prakti¢ne stabilnosti ove klase sistema.

Za izvodenje ovih rezultata korisc¢en je Ljapunov- Krasovski funkcional.

U odnosu na ranije rezultate od ovog funkciovala, kao moguce agregacione funkcije
pridruzene razmatranom sistemu, nije se zahtevala pozitivha odredenost u celom
prostoru stanja, niti negativna odredeneost njegovog izvoda duz kretanja sistema.

Na prilozenom numerickom primeru pokazana je manja konzervativnost izvedenih
rezultata u odnosu na neke ranije doprinose iz iste tematske oblasti.

Rad Debelkovi¢ et al (2014.a), bavi se novim, dovoljnim uslovima, zavisnim od
kasnjenja, za posebnu klasu kontinualnih, linearnih sistema sa kasnjenjem u stanju.
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Pozitivni rezultati, u ovom smislu, dobijeni su zahvaljuju¢i, novom, posebnom i
originalnom izboru kvazi-Ljapunovljevog funkcionala, namenski formulisanog za ovu
klasu specifi¢nih problema, a utemeljenog na kulthom radu Lee, Dianat (1981).

Bazi¢ne majorizacije, postignute su kori§¢enjem ¢uvene Coppel-ove i Jensene-ove
nejjednacine.

Superiornost i manja konzervativnost ovih rezultata pokazana je kroz nekoliko
eklatantnih primera.

Nestabilnost na konaénom vremenskom intervalu, posebne klase kontiunalnih,
linearnih sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem u stanju, razmatrana je u radu
Debeljkovic et al (2014.b).

Koris¢ene su kvazi-Ljapunovljevi funkcionali sa posebnim  osobinama,
koje podrazumevaju da za ove namene, niti moraju da budu pozitivno odredeni niti se
zahteva da njithovi izvodi duz kretanja sistema treba da budu negativho odredene
funkcije, Sto prakti¢no svode procedure izvodenja na potvrde ispravnosti formulaisanih
Definicija. samo izvodenje pociva na specifiécnim osobinama normi, i u tom smislu
moguce je generisati dovoljne uslove nestabilnosti i zavisne i nezavisne od iznosa €isto
vremenskog kaSnjenja.

Znacaj odredivanja uslova nestabilnosti bilo kojih klasa sistema na kona¢nom
vremenskom intervalu ima viSestruk znacaj.

Naime, ako se razmatra stvarna trajektorija sistema, u $kolskim primerima, lako se
simulira kretanje sistema i1 razmatra njihovo ponaSanje unutar propisanih granica,
dovoljni uslovi karateriSu mogucu procenu njihovog napustanja dozvoljene granice, pre
stvarnog napustanja, ili kako se kaze sa leve strane, gledajuci aktuelni kona¢ni vremnski
interval.

Kada su u pitanju Kriterijumi koji procenjuju nestabilnost, ta procena se odnosi na
krajnji vremenski interval, posle stvarnog napustanja dozvoljene granice, kada sistem
shodno proceni napusta tu granici (konkretno, kada je preseca).

Postavlja se, logi¢no pitanje, kakva je konkretna korist od jednog takvog prilaza?.

Objasnjenje sledi i veoma je prosto.

Ukoliko ne raspolazemo simulacijom kretanja sistema, a poznate su granice
dozvoljenih kretanja kao 1 propisani konac¢ni vremenski interval, tada posedujuéi
dovoljne uslove 1 stabilnosi i nestabilnosti na konacnom vremenskom intervalu,
mozemo da odredimo stvarni vremenski interval, kada ¢e realni sitem preseci, odnosno
napustiti dozvoljeni skup kretanja B, ako su uslovi stabilnosti ranije definisani na
klasi¢an nagin, tj. u odnosu na {a, B, T}.

Konkretno, u ovom radu, na numerickom primeru pokazane su prethodno izrecene
¢injenice.

U radu Debeljkovi¢ et al (2015.a), za posebnu klasu kontinualnih, linearnih sistema
sa kasnjenjem, okarakterisanim jednim prirodnim svojstvom ,u(AO)>0 izvedeni su

dovoljni wuslovi stabilnosti na konatnom vremenskom intervalu, a numeri¢kim
primerom pokazana je sva opravdansot uvedene pretpostavke.

Rad Debeljkovi¢ et al (2015.b) bavi se problemom atraktivne prakti¢ne stabilnosti,
iste klase sistema, a na osnovu objedinjavanja dovoljnih uslova koji sistem sa
kasnjenjem mora da zadovolji pojedinacno za slucaj stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu a 1 za slucaj asimpotske stabilnosti. Na taj nacin, gledano sa
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praktéine tacke glediSta, moze se govoriti 0 kontrolisanom preskoku, tokom prelaznog
procesa, koji ima sva asimptotska obelezja.

U radu Stojanovi¢ et al. (2015.a), prosiren je koncept stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu na klasu linearnih, vremenski kontiunualnih sistema sa
vremenski promenljivim kasnjenjem. U tom smislu, ovde su data i neka poboljSanja u
odnosu na ranije postojece rezultate, polaze¢i od funkcionala Ljapunov-Krasovskog, §to
je rezultiralo u sistem LMI, koji se lako reSava i vodi ka manje konzervativnim
rezultatima.

Rad Buzurovi¢c et al  (2015) u osnovi idejno replicira rad Debeljkovi¢
et al (2015.a), $to u osnovi dovodi do jednog slicnog rezultata, polaze¢i ovde od

ograni&enja tipa: u(—Ag)<0. Numeri¢kim primerom pokazana je ispravnost uvedenog

ogranicenja.
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14.6 VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI SA KASNJENJEM

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA
NA POLJU IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA
KONACNOM VREMENSKOMINTERVALU

Selektivan 1 detaljan pregled postignutih rezultata na polju izu€avanja stabilnosti na
kona¢nom vremenskom interval i prakticne stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa
kasnjenjem do 2005. godine iscrpno je izloZzen u monografijama, Debeljkovi¢ et al.
(2013) i Stojanovi¢ et al. (2015),tako da se taj prikaz ovde neée navoditi a
zainteresovani Citalac, radi kontinuiteta pra¢enja novih doprinosa, koji se izlazu u
nastavku, upucuje se na pomenute reference

Ocigledno je da postoji vise radova objavljenih na polju vremenski kontinualnih
sistema sa Cistim vremenskim ka$njenjem nego na polju vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

Sigurno je da jedan od osnovnih razloga lezi u ¢injenici da su vremenski diskretni
sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem konaénih dimenzija, tako da se lako mogu
formirati ekvivalentni sistemi znatno velikog reda, Mori et al. (1982.b), Malek—Zavarei,
Jamshidi (1987), Gorecki et al. (1989), Guet al. (2003).

Pod pretpostavkom da je matrica ekvivalentnog sistema poznata mogucée je,
kori$¢enjem standardnih postupaka razvijenih za obi¢ne (klasi¢ne), linearne, vremenski
diskretne sisteme, odrediti osobinu stabilnosti vremenski diskretnog sistema sa ¢istim
vremenskim kasnjenjem.

Medutim, u tom slucaju, problemi numerickog proracuna su jo§ ocigledniji i
ozbiljniji.

U radu Koepcke (1965) je, po prvi put, razmatrana ova klasa sistema,
u smislu reSavanja problema sinteze upravljanja sistemom, predstavljenim linearnim
diferencijalno—diferencnim jednac¢inama. Pokazano je da su takvi sistemi ekvivalentni
beskona¢no dimenzionalnim diferencnim jednacinama ¢iji se matri¢ni elementi mogu
lako izracunati rekurzivnim formulama.

Ovaj rad bio je sjajna inspiracija za doprinose na polju stabinosti na
kona¢nom vremenskom intervalu diskretnih sistema, po prvi put, saopsteni
u referencama Aleksendri¢, Debeljkovi¢ (2002), Debeljkovié, Aleksendri¢ (2003)
gde je zapoceto je istrazivanje a i1 dato konacno reSenje jo§ uvek, do tada,
nerazjasnjenog problema ove prirode.
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Sve donedavno, ovo je bio jedini rad vezan za ovu problematiku, bar koliko je
autorima ove monografije, poznato.

Utvrdivanje stabilnosti pomoc¢u njegove diskretne fundamentalne matrice
je izuzetno tesko, tako da je neophodno pronaci efikasnije metode koje treba da se
zasnivaju na jednostavnom izracunavanju sopstvenih vrednosti ili norme odgovarajucih
matrica sistema, kao S$to je uradeno za vremenski kontinualne sisteme, ili da se primeni
(LMI) prilaz.

U radu Debeljkovic et al. (2012) na bazi uspostavljenih linearnih matri¢nih
nejednakosti a koris¢enjem kvazi_Ljapunovljevih funkcional, tipa Ljapunov -
Krassovskii, izvedeni su novi dovoljni uslovi stabilnosti na kona¢nom vremenskom
interval linearnih vremeski invarijantih diskretnih sistemna sa ¢istim vremenskim
kasnjenjem u stanju.

Lako se pokazuje da su izvedeni rezultati manje restriktivnijin od do sada
postojecih, baziranih manje vised na klasi¢nim prilazima.

Rad Debeljkovic et al. (2013), koriste¢i dobro poznatu vektorsku nejednacinu, Su et.
al (1994), nudi reSenje ovih problema u jednoj vrlo kondeznovanoj i za numericki
tretman lakoj formi. Ovaj prilaz blizi je klasiénim metoodama, nego prilazu (LMI), a
stvarna i upotrebna vrednost tih rezultata tek treba da se ispita.

Rad Buzurovic, Cvetkovic, Debeljkovic (2015), bavi se iznalaZzenjem mogucih
reSenja jedne nelinearne, kvadratne diskretne matri¢ne jednacine.

Ta reSenja su krucijelna u formulaciji jednog posebnog kriterijuma stabilnosti,
koji  daje  dovoljne  uslove  stabilnosti na  konatnom = vremenskom
intervalu klasi¢ne klase diskretnih sistema sa ka$njenjem, opisanih u modelu prostora
stanja vektorskom diferencnom jednacinom stanja:

x(k+1)= Ay x(k)+ A x(k—h)

Taj kriterijum daje dovoljne uslove, zavisne od iznosa Cisto vremenskog kasnjenja,
a sama nelinearna matri¢na jednacina, ¢ije se reSenje trazi prisutna je i u ljapunovskoj i
neljapunovskoj stabilnosti.

U ovom radu data su neka njena reSenja, za posebne slucajeve i to tada kada se ista
moze faktorizoirati.

Poznati Traub i Bernoulli algoritmi, koris¢eni su za sra¢unavanje dominatntih
solvenata predmetne nelinearne diskreten matri¢ne jednacine.

Rad  Debeljkovié, Buzurovi¢, Cvetkovi¢, Jankovi¢ (2015) u svom uvodnom
delu razmatra se jednomogucereSenjebazi¢nenelinearnekvadratnematri¢nejednacinei u
tom smislu identican je prethodno pomenutom radu.

U drugom delu, izlaZe se jedan znacajan rezultat koji pokuSava da iznade opSte reSenje
ranije pomenute nelinearne matricne diferencijane jednadine, koja nema svojstva
faktorizacije, i u tom smislu dobija se jedan parcijalni uslov, sa dosta ograni¢enja koje nije
lako zadovoljiti.
reSavanje

Na bazi klasicnog matematickog formalizma, izvodi se zakljucak da se za
sraCunavanja dominantnogsolventamatri¢nogpolinoma, ne moze garantovati solidna
konvergencija u svim slucajevima, kao sto je slu¢aj u konvencionalnim matematickim
postupcimna.

Izlazu se dava rezultata od kojih jedan daje posebno i jedan opste resenje,
kojevazizaslucajkadasematri¢nipolinommozeprikazatiufaktorizovanomaobliku,
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Sto predstavlja znacajno proSirenje doprinosa izlozenog u prethodno pomenutom radul.

Numerickimprimeromilustrovana je opravdanostpredlozeneprocedure.

Rad Stojanovic, Debeljkovic, Misic, Buzurovic (2016.a) razmatra problem stabilnosti
klase vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim kas$njenjem u stanju tretira
slicnu problematiku, kao i naredni, uz elegantno koriS¢enje diskretne Jensen- ove
nejjednakosti, $§to dovodi do manje viSe sli¢nih rezultata sa slicnim komentarima kao i u
narednom slucaju, iako je koriséen klasic¢an prilaz.

U radu Stojanovic, Debeljkovic, Misic (2016.b) razmatra se problem stabilnosti
klase vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim kas$njenjem u stanju. Ovde
koris¢eni Ljapunov- Krasovski funkcional ukljuéuje konvoluciju vektora stanja sistema
sa kasnjenjem i vremenski zavisne vektorske funkcije.

Novi, dovoljni uslovi stabilnosti, ovog koncepta, dobijeni su u formi
linearnih matri¢nih nejednakosti (LMI), sa jasnim saznanjem da generiSu daleko manje
konzervativne uslove od onih koji su dobijeni u dosada$njim istrazivanjima.

Sve je to potkrepljeno eklatantnim primerima, koji dokazuju manju konzervativnost
u odnosu na nedavno dobijene rezultate.

Rad Stojanovi¢ (2016) razmatra problem stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu diskretnih  sistema sa intervalnim vremenski promenljivim kas$njenjem i
nelinearnim perturbacijama ili prisutnim parametarskim neizvesnostima. U cilju
dobijanja manje konzervativnijih rezultata ovog koncepta stabilnosti, predloZzen je
konacna suma nejednakosti stanja sistema sa prisutnim kasnjenjem.

Izvedeni su dovoljni uslovi stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu u formi
linearnih matri¢nih nejednakosti (LMIs) koriste¢i Ljapunov - Krasovskij - funkcional
(LKLF ) sa stepenom funkcijom 1 single / double sumirajucih ¢lanova.

Izvedene su i1 daleko preciznije procene gornje granice pocetni vrednosti (LKLF) 1
donje granice (LKLF).

Kao poseban slucaj, razmatra se stabilnost na konacnom vremenskom intervalu
diskretnih  sistemima sa konstantnim vremenskim kasnjenjem i prisutnim
neizvesnostima.

Dati su i1 odgovaraju¢i numeri¢ki primeri kako bi se ilustrovala primenjivost
izvedenih rezultata kao i nihova manja konzervativnost.
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14.7 VREMENSKI KONTINUALNI
SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA
NA POLJU IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA
KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

Sa sigurnos$¢éu se moze reéi, da je rad Yang et al. (2006), prvi prosirio koncept
prakticne stabilnosti na posebnu klasu linearnih vremenski kontinualnih singularnih
sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem.

U tom smislu, pomenuti rad, bavi se istrazivanjem uslova pod kojim ¢e se
realizovati ovaj koncept stabilnosti, jano u pozitivnom smislu, oslanjaju¢i se na
rezulatate faktickog prikupljanja podataka o sistemu na osnovu dva izvrSena merenja.

U izvesnom smislu ovi rezutati imaju izvesnu paralelu sa klasi¢cnom teorijom
Ljapunova, preuzimaju odatle odgovaraju¢e agregacione funkcije a koriste¢i princip
poredenja, pokazuje se da se razmatrana klasa sistema, moZe svesti na klasi¢ne, obi¢ne,
dobro poznate sisteme pa ¢ak i bez kasnjenja.

Znacajno prosirenje ideja iz prethodnog rada moze se naci u Su et al. (2010), gde je
ranije postavljeni problem tretiran za sluc¢aj beskonacno velikih kaSnjenja a za potrebe
uniformne parkti¢ne stabilnosti sistema, Sto svakako predstavlja evidentnu nadogradnju
ranijih doprinosa.
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Ti rezultati baziraju se na standardnim ljaupunovskim funkcionalima i tehnici
Razumikhin-a.

Kao i ranije, ukljuceni su podaci prikupljeni na osnovu dva izvrSena merenja.

Autori ove monografije, po prvi put su se oprobali u sferi ovih interesovanja
radom, Stojanovic, Debeljkovic, Antic (2012).

U radu Debeljkovic et al. (2013.a) razmatran je problem odredivanja dovoljnih
uslova koji linearnom vremenski kontinualnom singularnom sistemu sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem u stanju obezbeduje stabilnost na konacnom vremnskom
intervalu a sa pozicija (LMI) prilaza. Dobijeni su veoma efikasni rezultati u kategoriji
kriterijuma koji ukljucuje i iznos Cisto vremenskog kasnjenja u krajnji rezultat.

U radu Debeljkovic et al. (2013) reSavan je ovaj isti problem na klasi¢an nacin
koriste¢i dobro poznatu vektorsku nejednakost, Su et al. (1994).

Primenljivost ovih rezultata zbog evedentnog prisustva znacajnih majorizacija,
potrebno je tek ispitati.

Valja napomenuti da se u prilozenom spsiku literature za ovu glavu,
pored ovde pomenutih referenci, navode i neki ve¢ antologijski izvori, kojima su
postavljeni temelji i razjasnjena osnovna pitanja regularnostii neimpulsnog ponasanja,
Sto su klju¢ni uslovi za kvalitetnu spoznaju rada ove klase sistema.

U radu Stojanovic, Debeljkovic (2013.a) koncept stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu, prosiren je na klasu kontinualnih, linearnih singularnih sistema
sa kasnjenjem.

Izvedeni su novi, dovoljni uslovi ovog koncepta stabilnosti i to sa pozicija
klasi¢nog prilaza i pozicija primene metoda koje se zasnivaju na primeni linearnih
matri¢nih nejednacina.

U prvom slucaju, koriS¢ene su algebarske matricne transformacije, dok je drugi
slu¢aj podrazumevao izbor pocetnih funkcionala koji direktno vode do klasi¢énih LMI. U
oba sluc¢aja vodeno je strogo racuna o regularsnosti razmatranih sistema kao i reSenjima
koje garantuju neimpulsivna kretanja.

Numeric¢kim primerima ilustrovana je jednostanost primenjenih metoda.

U radu Stojanovic, Debeljkovic, Antic (2014), razmatrana je robusnost stabilnosti
na kona¢nom vremenskom intervalu posebne klase singularnih sistema sa kaSnjenjem u
stanju.

Neizvesnosti su bile iskazane kroz vremenski promenljive matrice ograni¢ene po
normi.

Koriste¢i kvazi-Ljapunovljeve funkcionale i prilaz sa pozicija LMI, izvedeni
su dovoljni uslovi koji garantuju da je razmatrani singularni sistem sa kaSnjenjem
regularan,
sa neimpulsnim kretanjem i stabilan na propisanom kona¢nom vremenskom intervalu.
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14.8 VREMENSKI DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM

SELEKTIVAN I HRONOLOSKI PREGLED DOSADASNJIH REZULTATA NA POLJU
IZUCAVANJA PRAKTICNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA KONACNOM
VREMENSKOMINTERVALU

Koliko je poznato, do pojave rada Debeljkovic et al. (2012.a, 2013.a),
nije bilo rezultata, sa pozicija primene (LMI) postupaka, a na ovom polju istrazivanja.

U pomenutim radovima razmatran je problem stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intrevalu, kao i atraktivna prakti¢na stabilnost ove klase sistema sa pozicija primene
matri¢nih nejednakosti.

U radu Debeljkovic et al. (2012.a) koris¢ene su kvazi — Ljuapunovljeve funkcije kao
i njihove osobine na potprostoru konzistentnih pocetnih uslova.

Dobro je poznato da ovako izabrane agregacione funkcije ne moraju da budu
pozitivno odredene u celom prostoru stanja niti se zahteva da njihove potonje razlike
bude negativno odredene funkcije duz kretanja sistema.

Slede¢i osnovu ideju u svih neljaupunovskih koncepata stabilnosti, olicenu u potrebi
da se uspostvi veza izmedu potonje razlike agregacione funkcije i nje same, dolazi se do
dovoljnih wuslova koji u algebarskoj formi matricnih nejednac¢ina promovisSu
odgovarajuce kriterijume koji uzimaju u obzir i iznos ¢isto vremenskog kasnjenja.

Kada je re¢ o atraktivnoj prakticnoj stabilnosti, prethodno pomenuti prilaz
kombinuje se sa klasicnom teorijom Ljapunov-a.

U radu Debeljkovic et al. (2013.a) reSavan je identi¢ni problem, bez potrebe da se
kretanje sistema vezuje za podprostor konzistentnih pocetnih uslova.

U tom smislu bilo je zahtevano i dati su uslovi koji su obezbedivali kao regularnost
tako i kauzalnost razmatranog sistema.

Ostali deo oko formulacije i dokazivanja odgovarajucih teoema bio je rutinski i
manje vise sli¢an tehnici koriS¢enoj u prvo pomenutom radu.

Rezultati oba rada pokazuje se da se dobijaju uslovi koji su manje konzervativniji od
onih u postojecoj literaturi.

U radu Debeljkovic¢ et al. (2013.b) resavan je ovaj isti problem na klasi¢an nacin
koristec¢i dobro poznatu vektorsku nejednakost, Su et al. (1994).

Primenljivost ovih rezultata zbog evedentnog prisustva znacajnih majorizacija,
potrebno je tek ispitati.

U radu Stojanovic, Debeljkovic, Antic (2014), izvedeni su novi, dovoljni uslovi
koncepta stabilnosti na konacnom vremenskom intervalua za klasu linearnih diskretnih
deskriptivnih sistema sa ¢istim vremenskim kasnjenjem prisutnim u stanju sistema.

Rezultati su dobijeni u formi strogih linearnih matri¢nih nejednakosti, Sto garantuje
regularnost i kauzalnost razmatranog sistema.

Skolskim primerima ilustrovana je jednostavnost predlozenih procedura, kao i
njihova korektnost.

Rad Stojanovic, Buzurovic, Debeljkovic (2015.a) tretira problem stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu, jedne posebne klase diskretnih deskriptivnih sistema
sa kaSnjenjem.
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Kori$¢enjem diskretnih kvazi Ljapunovljevih funkionala, novi Kkriterijumi ovog
koncepta stabilnosti su izvedeni i to u formi strogih linearnih matri¢nih nejednakosti, $to
razmatranom sistemu garantuje regularnost, kauzalnost i stabilnost na konanom
vremenskom intervalu.

Rad Stojanovic, Debeljkovic, Buzurovic, (2015.b) razmatra problem identic¢an
prethodnome radu, samo u prisustvu nelinearnih perturbacija.

Rad Stojanovic, Debeljkovic (2015.c) razmatra robusnost stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu, posebne klase linearnih vremenski diskretnih, deskriptivnih
sistema sa kasSnjenjem.

Prisutna neizvesnost ukljucena je kroz vremenski promenljive sistemske matrica,
koje su ogranic¢ene poznatim iznosom svojih normi, §to je uobicajena pretpostavaka. Na
osnovu uslova stabilnosti za nominalni sistem, izveden je novi kriterijum stabilnosti u
formi dovoljnih uslova koji garantuje razmatranom sistemu sa prisutnim neizvesnostima
regularnost, kauzalnost i ribusnu stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu.

Numerickim primerom demonstrirana je efikasna tehnika i prednost ovog prilaza nad
nekim drugim odomacenim u savremenij literaturi.

Valja napomenuti da se u prilozenom spsiku literature za ovo poglavlje,
pored ovde pomenutih referenci, navode 1 neki ve¢ antologijski izvori,
kojima su postavljeni temelji 1 razjasnjena osnovna pitanja regularnosti
i kauzalnosti, $to su kljuéni uslovi za kvalitetnu spoznaju rada ove klase sistema.
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15. STABILNOST NA
KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU
LINEARNIH VREMENSKI KONTINUALNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM:

Kratka rekapitulacija prethodnih rezultata

15.1 UVOD

Problem ispitivanja sistema sa cCistim vremenskim kaSnjenjem je podrucje
koje se istrazuje godinama.

Cisto vremensko ka$njenje je veoma Gesto prisutno u razli¢itim tehnickim
sistemima, kao §to su elektri¢ne, pneumatske i hidrauli¢ne mreze, dugacke transmisione
linije, itd.

Postojanje Cisto vremenskog kaSnjenja, bilo da je ono prisutno u upravljanju ili/i
stanju, moze prouzrokovati nezeljene prelazne odzive sistema, ili ¢ak nestabilnost.

Kao posledica, problem analize stabilnosti ove klase sistema je jedno od glavnih
polja istrazivanja za mnoge istrazivace.

U opstem slucaju, uvodenje faktora cisto vremenskog kaSnjenja ¢ini analizu
komplikovanijom.

Kada se uopSteno razmatraju sistemi sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,
u postoje¢im kriterijumima stabilnosti, primenjena su uglavnim dva prilaza, jedan koji
ukljucuje iznos mrtvog vremena 1 drugi koji to ne uzimaju u obzir.

Drugi prilaz se ¢esto naziva kriterijum nezavistan od ¢isto vremenskog kasnjenja i
generalno obezbeduje jednostavne algebarske uslove.

U tom smislu pitanje njihove stabilnosti zasluZuje veliku paznju.

Mora se ista¢i da postoje mnogobrojni sistemi kod kojih je istovremeno prisutan
fenomen Cisto vremenskog kasnjenja i singularne karakteristike.

Takvi sistemi se nazivaju singularni sistemi sa ¢istim vremenskim kasnjenjem.

Ovi sistemi imaju mnoge specifi¢ne osobine.

Ukoliko zelimo da ih opiSemo tacnije, da ih projektujemo preciznije
1 da upravljamom njima efektivnije, ogromna paZnja se mora posvetiti njihovom
istrazivanju, ali to je ocigledno tezak posao.

U proucavanju ovakvih sistema, postoje jo§ mnogi problemi za razmatranje
1 onih ¢e biti predmet interesovanja u jednom od narednih poglavlja.
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15.2 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI S4 CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

15.2.1 Vremenski kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kasSnjenjem: Stabilnost na
konacnom vremenskom intervalu

Linearan, multivarijabilni sistem sa ¢istim vremenskim kasnjenjem, opisan je
svojim modelom u prostoru stanja sa:

X(t) = Agx(t)+Ax(t—17), (15.1)
1 sa pridruzenom funkcijom pocetnog stanja:
X(t)=@,(t), -z<t<0. (15.2)

Sistem, dat jed. (15.1), se naziva autonomnim, x(t)eR" je vektor prostora stanja,

A,, A, su konstantne matrice sistme odgovarajucih dimenzija, a 7 je Cisto vremensko
kasnjnenje, 7 =const.,(z>0).

Dinamika sistema, datog jed. (15.1), sa pocetnim funkcijama, datim jed. (15.2), je
odredena je na kontinualnom vremenskom intervalu 3={t,, t,+T}, gde veli¢ina T

moze biti ili pozitivan realan broj ili simbol +oo, tako da se istovremeno moze razmatrati
stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu, prakti¢na stabilnost i atraktivna
prakti¢na stabilnost, kao 1 drugi koncepti neljapunovske stabilnosti.

Ocigledno je da JeR,.

Vremenski nepromenljivi skupovi u obliku hipercilindara u prostoru stanja, koji
ograniavaju i odreduju granice do kojih mogu da dosegnu trajektorija sistema,
ispunjavaju uobicajene uslove..

Definicije stabilnosti

Definicija 15.1 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava pocetni uslov,
dat jed. (15.2), je stabilan nakonacnom vremenskom intervaluu odnosu na{g(t), B, S}

ako i samo ako [, (t)[<<(t), povlagi | x(t)| <8, te3, £(t) je skalarna funkcija sa

osobinom 0<{¢(t)<a,-r<t<0, gde je « realan pozitivan broj i geR, i f>a,
Debeljkovic et al. (1997.a, 1997.b, 1997.c, 1997.d), Nenadic et al. (1997).
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Definicija 15.2 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava pocetni uslov,
dat jed. (15.2) je stabilan na konacnom vremenskom intervaluu odnosu na

{¢(t), 8,7, 3, u(A#0)} ako i samo ako ¢,(t)eS,, Vte[-z, 0] povlati
X(ty, t, %) €S5,, Vte[0, T], Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.c).

Definicija 15.3 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava pocetni uslov,
dat jed. (15.2) je stabilan na konacnom vremenskom intervaluu o0dnosu na

{a,ﬂ,r,s,yz(AO)iO} ako i samo ako ¢,(t)eS,, Vte[-r, 0] povladi
X(t.ty, X0, U(t))€S,, VteT, Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.c).

Definicija 15.4 Sistem, dat jed. (15.1), sa po¢etnom funkcijom, datom jed. (15.2),
je stabilan na konacnom vremenskom intervaluu odnosu na {tO,S,Sa,Sﬁ}, ako i samo

ako [ x(t))|” =|%,|* <a. poviagi |x(t)|” <5, vte3, Debeljkovic et al. (2010).
Definicija 155 Sistem, dat jed. (15.1), sa pocetnom funkcijom,

datom jed. (15.2), je atraktivno prakticno stabilanu o0dnosu na {tO,S,Sa,Sﬁ},

ako i samo ako [x(t,)| =[x’ <&, povlagi: [x(t)]) </, WteT, sa osobinom da:

lim|x(t)| —0,Debeljkovic et al. (2010).

k—o0
Definicija 15.6 Sistem, dat jed. (15.1), pri u(t)EO je stabilan na kona¢nom
vremenskom intervalu (FTS) u odnosu na {a,[i’,T} ,gdeje 0<a< g3, ako je:
sup @' (t)o(t)<a =x' (t)x(t)<p, vte[0,T].

te[—r, 0]

Teoreme stabilnosti— Uslovi stabilnosti zavisni od iznosa kasSnjenja

Teorema 151 Sistem, dat jed. (15.1), sa pocetnom funkcijom,
datom jed. (15.2), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{a, B, 7,3} ako je zadovoljen sledeci uslov:
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o), < Y21 veefoT), (15.3)

Lee|a],

|(-)] Jje -euklidska norma, a &(t) je fundamentalna matrica sistema,
datog jed. (15.1), Nenadicet al. (1997), Debeljkovicet al. (1997.a).

Kada je r=0 ili |A[=0, problem se svodi na slucaj obitnih linearnih sistema,
Angelo (1974).

Rezultati koji ¢e biti prezentovani u nastavku omogucavaju ispitivanje stabilnosti
na kona¢nom vremenskom intervalu razmatranih sistema, naime sistema, datog jed.
(15.1) i jed.(15.2), bez nalazenja fundamentalne matrice ili odgovaraju¢ih matri¢nih
mera.

Jed. (15.2) se moze prepisati u njenoj opsStoj firmi na slede¢i nacin:
X(t, +9)=0,(9), o (e[ 0], —-r<9<0, (15.4)
gde je t, pocetni trenutak posmatranja sistema, datog jed. (15.1), a C[-z, O]

je Banach-ov prostorneprekidnih funkcija na vremenskom intervalu duzine =,
koji preslikava interval [(t—r), t] u R" sa normom definisanom na slede¢i nacin:

lol, ~ max [o(3)]. (155)

—r<9<0
Osim toga, moZe se napisati:
X(to +9) =@, (9), (15.6)
kao i:
X(t)) = (to. 0, (9)). (15.7)

Teorema 15.2 Sistem, dat jed. (15.1), sa pocetnom funkcijom,
datom jed. (15.2), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu U odnosu na

{a, B.t,, 3} ako je zadovoljen sledeci uslov:

(1 (t =t ) Oy ) €27 0Nm L vtes, (15.8)
(04

Omax (*) j€ najveca singularna vrednost matrice (-), naime:

O max Zamax(Ao)"-o-max(Ai)’ (15.9)
Debeljkovic et al. (1998.c), Lazarevic et al.(2000).

Napomena 15.1 U slucaju kada je u Teoremi 15.2 A, =0, t.j. A, je nula matrica,
dobija se rezultat slican rezultatu prezentovanom u radu Angelo(1974).
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Teorema 15.3 Sistem sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (15.1),

. . 8 . 2
je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {to,r,S,Sa,Sﬁ’”(‘)” }'

a < B, ako je zadovoljen sledeéi uslov

O (15.10)
(94
gde je:
A o (T1) = g ()7 Ao () (15.11)

A ( )=/11max((Ag +Ag)+(A] +A1))

g ) (15.12)
Az max ()= A2max (@(AleAg AL+ AAA A ) +2—1 j
%
pri: ¢>0i q>1, Debeljkovic et al. (2011.b).
Razmatra se linerani vremenski kontinualan sistem sa kasnjenjem:
X(t)= Ax(t)+Ax(t—7)+Bu(t) (15.13.3)
X(t)=o(t), te[-7,0]
(15.13.b)

gde je x(t)eR" vektor stanja, u(t)eR" je upravljacko dejstvo, A, e R™, A e R™"
i BeR™™ su poznate matricke konstante, = je konstantno vreme kasnjenja’ .
Pocetni uslovi, ¢(t) je neprekidna i diferencijabilna vektorska funkcija t € [—,0].

Ovde smo zainteresovani za projektovanje stabilizirajuteg statickog kontrolera
sledeceg oblika:

u(t)=Kx(t) (15.14)
gde je K projektnai parametar koji treba odrediti.

Pripajanjem izraza kontrolera jed.(15.17) u jed. (15.16.a), dobija se sledeca
dinamika sistema u zatvorenom kolu dejstva:

(1) = Ax(t)+ Ax(t—7) (15.15.a)
x(t)=o(t), (15.15.b)

gde je:
A, = A, +BK (15.15.c)

Ovaj rad obraduje stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu
I stabilizaciju posebne klase sistema, date jed. (15.15).

“IzlaZe se, u osnovi, rad Debeljkovic et. al. (2011.b).
" Izlaze se, u osnovi, rad Stojanovic, Debeljkovic, Antic (2012).
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Cilj je da se razvije metod stabilizacije koji obezbeduje kontrolno pojacanje K
takode 1 gornju granicu 7,, kaSnjenja tako da je sistem stabilan na konacnom

vremenskom intervalu za svako 7 zadovoljavaju¢i 0<7 <7,,.

Pre svega dace se sledece definicije za stabilanost na kona¢nom vremenskom
intervalu za sisteme sa kaSnjenjem, jed. (15.13).

Napomena 15.2 Ljapunovljeva asimptotska stabilnost (LAS) i (FTS) su nezavisni
koncepti: Sistem koji je (FTS) moze ne bude asimptotski stabilan, obrnuto (LAS)
sistem moze da ne bude (FTS) ako, za vreme tranzicije, njegovo skretanje prelazi
propisane granice.

Teorema 15.4 Sistem, dat jed. (15.13), sa u(t)=0 i vremenom ka$njenja z je

stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, BT } , a < [, ako postoji

jedan nenegativan skalar g i pozitivno definisana simetri¢éna matrica P i Q tako da
slede¢i uslovi vaze:

Q:[AJP+PA:+Q_“P ng<o (15.16)

ﬁ(P)(Z”“” (P)+7- 4, (Q))e" < p. VteS=[0T]  (1517)

Stojanovic, Debeljkovic, Antic (2012).
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16. STABILNOST NA

KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA

SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM: LMI PRILAZ

Kratka rekapitulacija prethodnih rezultata

16.1 UVODNA RAZMATRANJA

U poslednjih dvadesetak godina, linearne matri¢ne nejednakosti (LMI) pokazale su
se korisnim alatom za analizu i projektovanje upravljackih sistema.

Zahvaljujuéi veoma brzom razvoju kompjuterske tehnike kao i pronalasku vrlo
efikasnih algoritama za konveksnu optimizaciju, veliki broj kako postojec¢ih tako i novih
problema u teoriji upravljanja preveden je u obliku LMI, Boyd et al. (1994).

S obzirom da LMI pripada klasi konveksnih optimizacionih problema,
oni uvek poseduju globalno resenje.

U poslednje vreme, za potrebe reSavanja LMI problema, razvijeni su mnogobrojni
efikasni algoritmi, poput ,.interior point* metode, Boyd et al. (1994).

Kao rezultat toga, brojni problemi, koji nisu imali analiticko 1ili reSenje
u zatvorenom obliku, sada se veoma efikasno numeri¢ki reSavaju pomoc¢u LMI.

Drugim rec¢ima, ukoliko smo u stanju da redukujemo upravljacki problem
na konveksni problem koji ukljucuje LMI, tada se dati problem mozZe smatrati reSenim.

Druga prednost LMI prilaza ogleda se u tome §to on obezbeduje jedinstveni okvir
za analizu 1 sintezu upravljackih sistema.

Na primer, kada se jednom dode do LMI wuslova stabilnosti sistema,
tada se oni mogu iskoristiti 1 za reSavanja problema sinteze sistema sa razliCitim
upravljackim ciljevima, ograni¢enjima i strukturama regulatora.

Rezultati koji razmatraju i ispituju problem analize neljapunovske stabilnosti
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa cCistim vremenskim kaSnjenjem dati
su u radu Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003), gde je problem razmatran prvi put.

Ispitivanje stabilnosti sistema pomocu diskretne fundamentalne matrice
je veoma tesko, tako da postoji potreba da se pronadu efikasnije metode koje trebaju da
se zasnivaju na jednostavhom izracunavanju sopstvenih vrednosti ili norme
odgovarajucih matrica sistema, kao §to je uradeno za vremenski kontinualne sisteme, ili
da se primeni LMI prilaz.

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem
u stanju opisan sa:

x(k +1)=A0x(k)+iij(k—hj), (16.1.a)
x(9)=w(9), 9e{-N,(-N+1),...,0}, (16.1.b)
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gde je x(k)eR", A eR™, j=1...M, h;, j=1...,M, su celi brojevi koji
predstavljaju Cista vremenska kaSnjenja sistema, N=max{hl,h2,...,h,v,} i w()je
poznata vektorska funkcija pocetnih uslova.

Jednacina sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju moze
se prikazati na slede¢i nacin:

X(k+1)= Ay x(k)+ A, x(k—h), (16.2.a)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:
X(9)=w(9), de{-h,-h+1,..,0}, (16.2.b)

gde je x(k)eR" vektor stanja, A, i A; su konstantne matrice odgovaraju¢ih dimenzija,

h je ceo broj koji predstavlja Gisto vremensko kaSnjenje sistema, a () je poznata
vektorska funkcija pocetnih uslova.

Definicija 16.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim
kasnjenjem, dat jed. (16.1.a), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu

na {a, 5, N||()||2} a<pB, ako i samo ako za svako kretanjex(k) koje ispunjava

pocetnu funkciju, datu jed. (16.1.b), tako da:

[x(k)|* < k=0,-1-2,...,-N, (16.3)
sledi:
[x(K)|* <5, keky, (16.4)

Debeljkovi¢, Aleksendri¢(2003).

16.2 GLAVNI REZULTATI

Definicija 16.2 Sistem, dat jed. (16.2), je stabilan nakonacnom vremenskom
intervalu u odnosu na {«, 8,N} ako i samo ako:

[x(k)|* <e k=-10, (16.5)
povlaci:

[x(K)|* < B, Vkeky. (16.6)

Definicija 16.3 Sistem, dat jed. (16.2), je atraktivno prakticno stabilan
u odnosu na {a, 8,N}, ako i samo ako:

X (k) o, < k=-10, (16.7)

povlaci:
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||x(k)||iBPAO <pB, Vkek,, (16.8)

sa osobinom da:

lim (k) ;,,,. =0 (16.9)

k—o
Definicija 16.4Sistem, dat jed. (16.2), je prakticno nestabilan u o0dnosu na
{a,ﬂ,N,”(.)”Z}, a<f,ako za:

[x()|* <@ k=-10, (16.10)

postoji trenutak: k =k” € K|, , tako da je ispunjen sledeéi uslov:

x(k)| "= 5, (16.11)

zaneko k=k" €K .

Definicija 16.5 Sistem, dat jed. (16.2), je atraktivno prakticno nestabilan
u odnosu na {a,ﬁ,N,||(-)||2}, a<p,ako za:

X (k) o, <@ k=-10, (16.12)

postoji trenutak: k =k” € K, tako da je ispunjen sledeéi uslov:

2

Hx(k*) o 25 (16.13)
sa osobinom da:
. 2
lim ||x(k)||AEPAO —0. (16.14)
Teorema 16.1 Sistem:
x(k+1)= Ay x(k)+ A, x(k—h), (16.15)

} . . 2
je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na { a, B, K, ||()|| }, a<pf,

ako postoji pozitivan skalar @ >0 i pozitivno odredene matrice P i Q tako da vaze
slede¢i uslovi:

[1]

AlPA,+Q+P—-pP  AIPA
_|foPRor QP oo o ]<0, (16.16)

A PA, Q- A PA
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(go+1)k(im§x((3+him§xgg))J<§, vk e Ky, (16.17)

Debeljkovié, Stojanovi¢, Dimitrijevié, Popov (2012).
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XTI ANALIZA STABILNOSTI
NA KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

17. STABILNOST NA
KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU
LINEARNIH VREMENSKI KONTINUALNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM: Novi rezultati

17.1 UVODNA RAZMATRANJA

U ovim izlaganjima prezentuju se dva potpuno razlidita prilaza razmatranju
neljapunovske stabilnosti vremenski kontinualnih sistema sa ¢istim vremenskim
kasnjenjem.

U tom smislu se tretiraju koncepti stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu
1 koncept prakti¢ne stabilnosti.

Ova problematika bila je predmet detaljnih uvodnih prou¢avanja u ovoj doktorskoj
disertaciji..

Uz objasnjenja koja slede, valja dodati i Cinjenicu da ¢e se ovde ponoviti,
u skracenoj formi, neki od tamo izloZenih rezultata ali 1 da ¢e se razviti jedan sasvim
novi priliazo ovoj temi, osnovan na kultnoj transformaciji koju je svojevremeno uveo
Hale (1977) i koja se danas ¢esto koristi za ove namene.

Ovde ¢e se ona iskoristiti, po prvi put, za potrebe proucavanja stabilnosti sistema
na konacnom intervalu i prakti¢noj stabilnosti.

Naime, prvi rezultat je izrazen direktno preko . sopstvenih vrednosti osnovnih
matrica sistema A, i A;, koje se prirodno pojavljuju u modelu sistema, i izbegava se

potreba za uvodenjem bilo koje kanoni¢ne forme, ili transformacije u iskazu Teoreme.

U drugom slucaju teorija geometrijske koezinstencije vodi do prirodne klase
pozitivno odredenih kvadratnih normi na potprostoru koji sadrzi sva reSenja.

Ova C(Cinjenica omogucava primenu Ljapunovljeve i neljapunovljske teorije
stabilnosti ¢ak 1 za vremenski kontinualne, linearne sisteme sa Cistim vremenskim
kasnjenjem u smislu da je osobina privlacenja ekvivalentna postojanju simetri¢nih,
pozitivno odredenih reSenja opsSte forme Ljapunovljeve matricne jednacine koja uslov
koji se odnosi na ograni¢enost resenja.

Prva metoda se zasniva na klasi¢nom prilazu koji se uglavnom koristi za izvodenje
dovoljnih uslova stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu, nezavisnih od ¢isto
vremenskog kasnjenja.

U drugom slucaju uvedena je jedna specificna i prilagodena definicija,
koja se zasnhiva na osobini privlacenja, koja se moze tretirati analogno kvazi—
kontraktivnoj definicii stabilnosti koju su dali Weiss, Infante (1965,1967).
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Osim toga, izveden je potpuno nov dovoljan uslov, zavistan od €isto vremenskog
kasnjenja, koji garantuje da ¢e razmatrani sistem biti prakti¢no stabilan sa osobinom
privlacenja njegovih reSenja, koji se moze tretirati kao specifican prilaz konceptu
takozvane neljapunovske stabilnosti.

17.2 OZNAKE | PRELIMINARNA RAZMATRANJA

U opstem slucaju, nelinearni,upravljacki sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem
se mogu opisati kao:

x(t)=F(t.x(t),x(t—7),u(t)), tzo’

(17.1)
X(t)=o(t), —7<t<0

gde je x(t)eR" vektor stanja, u(t)eR" je vektor upravljanja, ¢ € 5" =b’”([—r, 0], R”)
je prihvatljiva funkcija pocetnih stanja, 5 =% ([—r, 0], R”) je  Banach-ov
prostorvremenski kontinualnih funkcija koje preslikavaju vremenski interval [-z,0] u
R" sa topologijom uniformne konvergencije.

Vektorska funkcija zadovoljava:

f( ):IxR"xR"xR™ > R", (17.2)

1 pretpostavlja se da je dovoljno glatka da obezbedi postojanje i jedinstvenost reSenja
na vremenskom intervalu:

3=[t,, (,+T)[ eR,, (17.3)
kao i neprekidnu zavisnost reSenja oznafenog sa X(t,t;,X,) u odnosu na t
1 poCetne podatke.

Veli¢ina T moze biti ili pozitivan realan broj ili simbol +«, tako da se stabilnost

na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost mogu istovremeno tretirati,
sledstveno.
U opstem slucaju, za autonomni sistem se ne zahteva da:

f(t,0,0)=0, (17.4)

Sto zna¢i da nije neophodnoda koordinatni pocetak prostora stanja bude ravnotezno
stanje.

R"oznaCava prostor stanja sistema, datog jed. (17.1), a ||()|| oznacava euklidsku
normu.

Neka V: IxR" - R, tako da je funkcija V(t,x(t)) ograni¢ena za vteJ , Vx(t) za

koje je ||X(t)|| takode ogranicena.
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Definise se  Ojlerov izvod funkcije V(tx(t)) duz trajektorije sistema,
datog jed. (17.1), na slede¢i nacin:

\/(t,x(t))=W+[gradv(t,x(t))]%( ). (17.5)

Za vremenski invarijantne skupove se pretpostavlja: S0 je ogranicen,

otvoren skup.
Neka je S, dati skup svih dozvoljenih stanja sistema za vte 3.

Skup S, , S, =5, ,0znacava skup svih dozvoljenih pocetnih stanja.
Skupovi S, i S, su povezani i a priori poznati.
A( ) oznadava sopstvene vrednosti matrice ( ).

Amax 1 Amin SU Maksimalna i minimalna sopstvena vrednost, sledstveno.

17.3 GLAVNI REZULTATI

Razmatra se linearan, vremenski kontinualan sistem sa Cistim vremenskim
kasnjenjem u stanju, opisan sa:

X(t)=Agx(t)+ A x(t—17), (17.6.9)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:

X(t)=@,(t), —r<t<0, (17.6.b)

gde su A, i A konstantne matrice odgovarajucih dimenzija.

Definicija 17.1 Sistem, dat jed. (17.6.a), sa pocetnom funkcijom,
datom jed. (17.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu

na {t,,3, , B}, ako i samo ako:

”X(tO)”z =[x [* <a,
povlaci:

Ix(®)] <B, vtes.

Teorema 17. 1 Sistem, dat jed. (17.6), je stabilan na konacnom vremenskom
intervalu u odnosu na{a, 8, T}, a <, ako postoji pozitivni skalar A A >0 takav
da je zadovoljen slede¢i uslov:

max !

L+o)ermt <2 te[oT] (17.7)
a
gde je:
Avge = Ay (1)

max — ““max

(17.8)
M=A) +A, +AA +I
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sa simetricnom matricom IT ¢iji spektar sopstvenih vrednosti pripada skupu reaalnih
brojeva.”

Dokaz: Usvaja sledeca se kvazi —Ljapunovljeva agregaciona funkcija:
V(x(t) =X ()x(t)+ [ x (8)x(9)dg (17.9)

Oznagimo sa V (x(t)) vremenski izvod funkcije V(x(t)) duz kretanja sistema,
datog jed. (17.6), pa se dobija:

V(x(t))=x" (t)x(t)+x" (t)x(t)+— j X' (9)x(9)dg

=x' (t)(AE + Ao)x(t)+ 2x" (1) Ax(t—7)+x" (t)x(t)=x" (t-7)x(t-7)
(17.10)

Na bazi dobro poznate nejednakosti:
20" (H)v(t—7)<u’ ()T tu(t)+v' (t-7)Tv(t-7), T=I" >0  (17.11)
sa posebnim izborom matrice I' =1, dobija se:
V (x(0)) <X (t)(AD +Ag + AAT +1)x(1) <X (OTIX(t) < A (MMXT x(1). (17.12)

Stavise, imajuéi u vidu da je pretpostavljeno 2, (I1)>0 lako se vidi da vazi:

V (X(1)) < A (TI)XT X (1) + Ay (TT)

Je—
X
o
—_
s}
~
X
—
L
~
o
Na)

<A (1‘[)(xT x(t)+ ‘t[ x' (9)x(9)d3} (17.13)

s obzirom daje [ x"(9)x(9)d9>0.

t-r

Mnozeéi jed. (17.13) sa g (T dobija se:

% (efzmaxm)-tv (x(t) )) <0 (17.14)

Integraleci, pak, jed. (17.14) od 0 do t, na vremenskom intervalu t [0,T], dobija se:

V(x(t))<e' ™M v (0) (17.15)

1z jed. (17.9), lako se vidi:

“ Izlaze se, u osnovi, rad Buzurovic, Debeljkovic , Jovanovi¢ (2013).
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V(0)= _f(p d3<a+ajd.9 <a+a-r=a(l+7r) (17.16)

a u svetlu Definicije 17.1.
Kombinujuéi jed. (17.15) i jed. (17.16), vodi do:

V(x(t))<a(l+7) et (17.17)

S druge strane, ocigledno je:

X" ()x(t)<x" (t)x(t)+ j X" (9)x(9)dI=V (x(t))<a(1+7) et (17.18)

t—-7

Uslov, dat jed.(17.7) i prethodna nejednakost, povlace:
X' (t)x(t)<a(l+7)-e*™" < B, te[0,T] (17.19)

§to je i trebalo pokazati, Buzurovic, Debeljkovic, Jovanovié (2013). Q.E.D.

Kada je u pitanju sistem bez kasnjenja, tj., kada je z=0 ili A =0 rezultat,
dat jed. (17.19), se svodi na onaj dat u Angleo (1974).
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18. STABILNOST NA
KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU
LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM: KLASICAN PRILAZ
— Novi rezultati

18.1 UVODNA RAZMATRANJA

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem
u stanju opisan sa:

x(k +1)=A0x(k)+iij(k—hj), (18.1.a)

=i

x(9)=w(9), 9e{-N,(-N+1),...,0}, (18.1.b)

gde je x(k)eR", A eR™, j=1...M, h;, j=1...,M, su celi brojevi koji

j
predstavljaju Cista vremenska kaSnjenja sistema, N = max{hl, hz,...,hM} i w()je
poznata vektorska funkcija pocetnih uslova.

Jednacina sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju moze
se prikazati na slede¢i nacin:

x(k+1)=A;x(k)+ A x(k—h), (18.2.a)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:

x(9)=w(9), Sei-h ~h+1..,0}, (18.2.b)

gde je x(k)eR" vektor stanja, A, i A; su konstantne matrice odgovarajuc¢ih dimenzija,

h je ceo broj koji predstavlja Gisto vremensko kaSnjenje sistema, a () je poznata
vektorska funkcija pocetnih uslova.

18.3 GLAVNI REZULTATI — KLASICAN PRILAZ

Definicija 18.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim
kasnjenjem, dat jed. (18.1.a), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu
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na {a, S, N, ||()||2 } a < B, ako i samo ako za svaku trajektoriju x(k) koja zadovoljava

pocetnu funkciju, datu jed. (18.1.b), tako da:
[x(K)|* < k=0,-1-2,...,—N, (18.3)

sledi:
[x(K)|* <5, keky, (18.4)

Debeljkovié, Aleksendri¢ (2003).

Definicija 18.1 Linearan diskretan sistem sa kaSnjenjem, dat jed. (18.2.a),
je stabilan nakonacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, ky, ||()||} , a<f,ako

i samo ako za svaku trajektoriju x(k) koja zadovoljava uslove iskazane funkcijom
pocetnih uslova, date jed. (18.2.b), tako da ||\|1(k)||2<a, k=0,-1,-2,...,— N povladi:

x(k)|* <8, keky.

Teorema 181 Pretpostavimo da je slede¢a matrica (1-AjA)>0
pozitivno odredena. Sistem, dat jed. (18.2) je stabilan nakonacnom vremenskom
intervaluu odnosu na {a, B, ky. ()]} @ <8, ako postoji pozitivni skalar 2 (IT),

Amax (IT) > 0 tako da je zadovoljen sledeci uslov:

(N 1) (A (1) 42) <2, Wk, (18.5.3)
04
gde je:
H:(A3A0+A3A1(| ~AlA)” ATlAO) (18.5.b)

Debeljkovic, Jovanovic, Buzurovic (2013).

Dokaz. Razmotrimo slede¢u Ljapunovljevu funkciju:

k-1

V (x(k))=x"(k)x(k)+ > x"(i)x(i)- (18.6)

j=k-h
Potonja razlika funkcije V(x(k)), u oznaciAV(x(k)), duz kretanja sistema,
datog jed.(18.2), je:

AV (x(k))=x" (k) AgAgx(k)+2x" (k) AgA, x(k —h)

: 18.7
=X (k=h)(1=A] A )x(k—h) (187)
Koriste¢i dobro poznatu nejednakost’, sa posebnim izborom matrice T
X" (K)Ix(k)=x" (k)(l -A PAl)x(k) >0, vx(k)e S, (18.8)

*

2" (t)v(t—7)<u" () tu(t)+v' (t—-7)Tv(t-7), >0
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tako da:
AV (x(Kk))<x" (k)(Ag PA, + AYA, (1 - AIAi)_l AIAO)x(k)
<A (Ag PA,+ AGA (1 - AIAL)’l A}AO)XT (k)x(k) (18.9)

< e (X (k)x(K)

a pod pretostavkom uvedenom Teoremom 18.1 a matricom I1, datom jed. (18.5.b),
za koju se lako konstatuje da je simetri¢na $to povlaci da je spektar njenih sopstvenih

vrednosti definisan nad poljem realnih brojeva.

=~

Sta vie, lako je videti:

AV (X(K))< Apax (T1)X" (K)X(K) + 2 (1) j_thT (D)x(3) (18.10)

s obzirom na ¢injenice

Takode je, 1 oigledno:
AV (x(K))=V (x(k +1)) =V (X(K))< A (TTV (x(K)), (18.11)

tako da:
V (X(K+1)) < (A (IT) +1)V (x(K)). (18.12)

Korister¢i iterativnu proceduru u primeni na prethodnu nejednacinu, dobija se:

V (%(K)) < (Aax (T) + 1)V (X (K ~1)) < (A (I1) +2)V (x(k - 2))

< (o (T1) +2)°V (x(k ~3)) (18.13)
< (e (1) +2)"V (x(0))
S druge strane, ima se:
V(x(0)=x (©)x(0)+ X " (w(D)=x (©)x(0)+ X v (v ()
(18.14)
Sto, zajedno sa Definicijom 18.1, vodi ka:
V(x(0))<a(1+h), (18.15)
tj.
V (%(K)) < (Ama (1) +1)"v (x(0)) < @(1+h)( A (TT) +1)'. (18.16)

Ocigledno je:
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X" (k)x(k)<x" (k)x(k)+ | v (Dw(i)=V(x(k))<a(1+ h)(go+1)k. (18.17)
Uslov, dat jed.(18.5.a) i prethodna nejednacina, daju:
X' (K)x(k)<B, VkeK). (18.18)

Sto je i trebalo pokazati.Q.E.D.

U nastavku iznosimo jedan eklatantan primer, primene prethodno izlozene Teoreme
18.1 kao i poredenje rezultata sa poznatom metodom LMI.

Primer 18.1 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa kasnjenjem iz prethodnog
Primera a sve sa ciljem moguceg poredenja rezultata.

x(k+1) 2(09655 o(.)6jx(k)+[06.2z15 o().ézjx(k ~2).

Potrebno je ispitati stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na

{K 2 ﬁ”()”z} , sa datim projektnim parametarima i po¢etnim uslovima:
a=40, f=290
3

\V(gz-z):[_g}, q,(19=-1)={_43}, w(gzo){ij, 9e{-2,-10)

Za ove namene pogodno je iskoristiti rezultate Teoreme 18.1 .

Valja zapaziti da uvek vazi:
v' (9)y(9)<a, $e{-2,-1,0}.
Na osnovu raspolozivih podataka, moZe se sraunati sledece:

. 0.7775 -0.125
F:(I—AlAl)z[ J>

-0.125 0.9275

o(T)={4 =0,7067 4, =0,9983}

n—(ATA LA (I ; )‘lATA)— 0.2877 0.0386 -
(ARt AT =AA) Ak = 0.0386 0.0822

A(T1)={0.0752, 0.2947)

A mae(T1) = 0.2947 >0

(h+2)" (A, (IT) +2) ™ = (2+2)* (0.2047 +1)** = 6.6833< g =7.2500
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Ky =Kyest =1.4[5].

Postupak reSavanja ovog problema sa pozicija primene (LMI) postupka,
dat je u nastavku, i ovde se nece iznosti.

Od svih tamo izneti relevantnih podataka, naviodi se samo tamo dobijeno
procenjeno vreme stabilnosti na izabranom konacnom vremenskom intervau Koje iznosi

Knmax = KE* =9.

N max

Prema tom ovom proceduro dobija se {9, 40, 290,||(-)||2}.

Sa dijagrama kvadrata norme kretanja, sl. 18.3, lako se ocitava stvarna vrednost
vremenskog intervala, kao i trenutak kada pomenuta kriva napusta dozvoljene granice
B=290.

Taj trenutak iznosik,,,, =182.

Valja ista¢i da je rezultat dobijen Teoremom  18.1 neSto konzervativniji
od istog dobijenog Teoremom 18. 1 - (LMI) a §to se moZe objasniti postojanjem
odredenih pretpostavki i oganicenja, ali se ujedno mora i priznati daleko jednostavniji
numericki tretman.

Medutim, lako se konstatuje, u oba slucaja, da je procena dosta daleko od stvarne
vrednosti §to je neminovna posledica brojnih majorizacija u obe procedure.
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19. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI
SA KASNJENJEM: MODERNI LMI I KLASICNI PRILAZ

Razmatra se linearan diskretan deskriptivni sistem sa kasnjenjem u stanju opisan
jednacinom:

Ex(k+1)=Ax(k)+Ax(k-1)

(19.1)
X(ky)=w(ky), —1<k,<0

pri ¢emu je X(k)eR" vektor stanja

Matrica E € R™ je nuZno singularna, sa osobinom rank E=r<n i sa matricama
A, i A, odgovarajucih dimenzija.

Za linearni diskretni deskriptivni sistem sa kaSnjenjem iz jed. (19.1), predstavljaju se
sledece definicije, preuzete iz Xu et al. (2004).

Za neke druge svrhe posmatrace se linearan diskretni sistem sa kasnjenje, opisan
jednacinom:
M
Ex(k+1)=A,x(k)+ Y. A;x(k=h;)
= (19.2)

x(9)=w(9), de{-N,(-N+1), ...,0}

pri ¢emu je x(k)eR",vektor stanja E, A, eR™, j=1---,M, h,, j=1--- M su,
oCigledno, celi brojevi koji  predstavljaju Cisto  vremensko  kaSnjenje,
N =max{h,h,,---,h, } a y(:) je vektorska apriori poznata funkcija pocetnih uslova.

Neka je R" prostor stanja sistema, datog jed. (19.1 — 19.2) a |(-)|| euklidska
norma.

Resenja, sistema datog jed. (19.1— 19.2), su oznacena sa: X(k,y)=x(k).

K, oznacava diskretni vremenski interval, ako skup nenegativnih celih brojeva:
Ky :{k:OS k <ky}.

Veli¢ina Ky moze biti pozitivan celi broj ili simbol +oo, tako da je mogude tretirati
istovremeno i prakti¢nu stabilnost i stabilnost na konaénom vremenskom intervalu.

A( ) oznatava sopstvene vrednosti matrice, dok su A, (lmm) maksimalna

(minimalna) sopstvena vrednost matrice koje se mogu izracunati na viSe nacina,
u zavisnosti od problema.

Definicija stabilnosti

Definicija 19.1 Kauzalni sistem, dat jed. (19.2), je stabilan na konacnom
vremenskom intervalu u odnosu na {k, Ky,a,B,R} sa R>0, ako i samo ako za

VX, € W, koje zadovoljava:
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IX(K)| . <@ k=0,-1,-2,...—h,

HETR
vazi:

Ix(K)|r.. < B VkeK,,

<
E'RE

gde je M/, je podprostor konzistentnih pocetnih uslova diskretnog deskriptivnog
sistema.

Sada je moguée dati dovoljne uslove pod kojima ¢e sistem, dat jed. (19.2),
bez pretpostavki o regularnosti i fizickoj ostvarljivosti, biti regularan, kauzalan i
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu, istovremeno.

Teorema 19.1 Sistem (19.2) je kauzalan i stabilan na konacnom vremenskom
intervalu u odnosu na {a, B, /(N||()||2} a < 3, ako za ETPE = ETR? TIRZE , postoji

pozitivni skalar y i dve pozitivno odredene matrice IT,Q takve da su ispunjeni sledeéi
uslovi

E'PE>0
AIPA, +Q+E'PE - yE'PE Al PA
= | PArQ ] ! vt <0 (19.3)
ATPA, ~(Q-A'PA))
A (11 A
(;/+1)k oo )+h o (Q) <ﬁ, vk e K,
ﬂ“min (H) 2’min (H) a
Dokaz. Ako se razmatra sledeca kvaziljapunovska agregaciona funkcija:
k-1
V(x(k))=x"(k)ETPEx(k)+ > x" (J)Qx(J). (19.4)

]
~

j=k-h

Tada je potonja razlika duz trajektorije sistema, datog jed. (19.2), odredena sa:

AV (x(K))=V (x(+1)-V (x(K)

X" (k)( A PA, +Q—E"PE)x(k)

X" (k) AGPA x(k—h)+x" (k—h)A[PAx(k), (19.5)
—x" (k=h)(Q-A[PA, )x(k-h)

=7 (k)T (k)

—+

pri ¢emu je:

“Izlaze se, u osnovi rad, Debeljkovic et al. (2012) i Stojanovic et al. (2013.a).
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¢ (k) =[x" (k) x"(k=h)]

[AI)PAO+Q+ETPE Al PA,

ALPA, -(Q-A'PA))

1z jed. (19.2) i jed.(19.5) se izvodi:

AV (x(k)) =¢" (k)Tg(k)

[1]

B 0

€ (0=600-¢ (0 7,

-2 (=)
(KETPEX(K)

k-1

j=k—h

s obzirom da vazi {' (k)Z¢(k)<O0.
Dalje, ocigledno je da:

AV (x(K)=V (x(k+1))-V (x(K))< ¥ (x(K).

tako da je:

V(x(k+1))<(r+1)V (x(k)).

Iterativnom procedurom iz jed. (19.9), dobija se:

V (x(K) < (7 +2)V (x(k-1)

<(r+1)°V (x(k-2))
<(y+1)°V (x(k=3))---
<(7+1)'v(x(0))

Dok je sa druge strane:

q
o= 75 o
&

yETPE 0

yx" (K)E"PEx(k)

<yx" (K)ETPEx(K)+7 > X" (1)Qx(j)
(

(19.6)

(19.7)

(19.8)

(19.9)

(19.10)
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-1

V (x(0))=x" (0)E"PE x(0)+j_2th (1)Qx()

X" (0)E"R?TIR’E x(0)+ 3 X (j)Qx(j) . (19.11)

j=h

1
< A (IT) X7 (0) ETREX(0) + A (Q) D X" ()% (§)
j=—h
Sto uz osnovne pretpostavke Definicije 19.1 dovodi do:

V (X(0)) < &t A (T1) +h- 2, (Q)) (19.12)
Dalje je ocigledno da vazi i:
V (x(k))>x" (k)E"PE x(k)=> 4, (TT)x" (k)E'RE x(k) (19.13)

Kombinovanjem jed. (19.9), jed. (19.11) 1 jed. (19.12), lako se utvrduje da je:

Aein (TT)X" (K)ETRE X (k) <V (x(k))

) ) (19.14)
<(7+1) 'V (x(0)) <(7+1)" @(Apee (1) +h- 2, (Q))
ili:
T T k ;Lmax (H) ﬂ’max (Q)
x' (k)E'RE x(k)<(y+1) a[ﬂ“min () +h-}Lmin (H)J (19.15)
Uslov, dat jed. (19.3) i prethodna nejednakost povlace:
xT(k)ETRE x(k)<p, vkeky, (19.16)

Sto je trebalo dokazati.Q.E.D.

Napomena 19.1 Treba primetiti da uslov iz Teoreme19.1 nijeklasican LMI uslov u
odnosu na y,P,Q, ali se lako proverava da je uslov, dat jed. (19.3), obezbeden

postavljanjem sledecih relacija:

I <P<yl
£ Ve (19.17)
0<Q<y,l
_71ﬂ(7+1)7kN 72\/; 73 Vah
rNa 7, 0 |<o, (19.18)

ysNah 0 =73

za neke pozitivne skalare y;,7,,7; .
Kada se usvoji fiksno y, uslovi, dati jed. (19.1) i jed.(19.2) se mogu pretvoriti u
LMI problem izvodljivosti.
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Napomena 19.2 Ovde izlozena materija, predstavlja suzeni prikaz,
rada autora Stojanovic et al. (2013.a) koji je podnesen za ASCC (Asisan Control
Conference), June 23 — 25, 2013, Istanbul (Turkey) i koji u velikoj meri prosiruje
doprinose date u radu Debeljkovic et al. (2012).

Izlaze se, jedan novi prilaz celoj ovoj problematici.

Definicija stabilnosti

Definicija 19.2  Linearan diskretno deskriptivni sistem, dat jed. (19.2),
je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, 8,N }, a < 8 ako:
sup WT(k)ETE\V(k)<a
ke{0,-1,-~h}
implies:
X" (k)ETEx(k)< B, Vke{0,1--,N}
Teorema 19. 2 Regularni i kauzalni linearni vremenski  diskretni
deskriptivni sistem, dat jed. (19.2), je stabilan na konacnom vremenskom
intervalu  u odnosu na{«,B,N }ako postoji realan pozitivan scalar A, (Z)>0

1 ako su zadovoljene slede¢i uslovi:

X (k—k)(l + Al Al—(ETE)<ETE)<ETE)Djx(k ~h)<0

: (19.19)
wx(k=h) e 5\ {0}
H:(I +ETE(I —(ETE)(ETE)DD>O, (19.20)
L1\ _ B
(1+)(2max () +1) <=, vkeky, (19.21)
gde je ( )° Drazin- ova inverzija matrice ( ), a:
Amax (2) =max(x (1)2x(1): X" (t)ETEX(t)=1] (19.22)
2= Ap 1+ AT AL ) Ag (19.23)
Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic, Misic (2013).
Dokaz. Usvaja se sledeca kvazi — Ljapunovljeva agregaciona funkcija:
k-1
V(x(k))=x" (k)ET Ex(k)+ > x" (J)E" Ex(j). (19.24)
j=k-h

Potonja razlika agregacione funkcije, duz kretanja sistema, datog jed. (19.2), data je
Sa:
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AV (x(k))=V (x(k+1)) -V (x(K))
=x" (k) AjAgx(k)+2x" (k) AgA x(k—h) . (19.25)

—xT (k—=h)(ETE - AL A )x(k—h)

Na osnovu dobro poznate nejednadine’, sa posebno ciljanim izborom umetnute
matrice, date jed. (19.20) a koriste¢i pri tome i jed.(19.19) jasno je da se jed. (19.25)
redukuje na:

AV (x(k))=x" (k) AgAgx(K)+x" (k) AgATT AT Agx (k)

(19.26)
X" (k=h)IIx(k—h)=x" (k=h)(ETE— A] A JETEx(k —h)
ili:
AV (x(K))=x" (k) Ay (1+ AT AT ) Agx(k)
5 (19.27)
+xT(k—h)(I+AIA1—(ETE)(ETE)(ETE> jx(k—h)
odnosno, imajuéi u vidu jed.(19.19), konacno:
AV (x(k))<x" (k)=x(k) (19.28)
Stavise, o¢igledno je:
AV (x(k T = T =
AV(K) A (92x0) [ (9200
x' (K)ETEx(k) x"(k)E"Ex x" (k)E"Ex
. (19.29)
x' (k)=x(k): -
=maxy _ ) T( = Amex (E)
x' (k)E'Ex(k)=1
Prethodna nejednacina dozvoljava da se napiSe, sledece:
AV (x(K)) < Amax (E)xT (K)ETEX(K)
< Zmax (E)XT (K)ETEx(K)
_ k-1 _ _ (19.30)
+Hmax (2) 20 X ()BT Ex(])
j=k—h
Z/Tmax(E)V(X(k))
k-1
sobziromdaje: > x"(J)E'Ex(j)=0 a A,,(Z)>0.
j=k-h
Takode je, ocigledno:

*

2u" (t)v(t—7)<u’ ()T u(t)+v' (t-7)v(t-7), =11 >0
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AV (x(0)=V (x(k 1))~ (x(k))< 2 (2V (x(6))
tako da:
V (X(k+1)) < (A (B) 1)V (x(K)) -
Primenjujudi iterativnu proceduru na jed. (19.32), dobija se:

V (X(K)) < (Anee (E) +1)V (x(k 1))

< (A (B)+1) V (x(k - 2)) |
< (A (B)+1) V (x(k -3))...
< (A (E)+2) 'V (x(0))

S druge strane, lako se vidi da je:

V(x(0))=x" (0)ETEX(0)+ >, x (J)ETEx(J)

a zajedno sa Definicijom 19.2, vodi ka:
V(x(0))<ea(1+h),
tj..
V (X(K)) < (A (2) 1)V (x(0)) < @ (L4 7) (A (E) +1)"
Ocigledno je:
k-1

x' (K)ETEx(k)<x" (k)ETEx(k)+ '—k—hXT (J)ETEx(j)

k
=V (x(k)) < (1+h)( Amax (E) +1)
Uslov, dat jed. (19.21), 1 prethodna nejednacina povlace:
X' (k)x(k)<B, VkeK,.

Sto je i trebalo pokazati. Q.E.D.
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20. STABILNOST
NA KONACNOM VREMENSKOM INTERVALU

VREMENSKI KONTIUNALNI SISTEMA SA KASNJENJEM:

Prilaz sa pozicija kvazi- Ljapunovljevih funkcija
sa pridruZenom Jensenovom i Kopelovom nejednacinom

Ideja za ovakav prilaz, potekla je od spoznaje rezultata koji su svojevremeno izlozili
Lee, Dianat (1981), razmatrajuci stabilnost sistema sa kasnjenjem u smislu Ljapunova.

Posmatra se kontinualni sistem sa ¢istim vremenskim kasnjenjem:

X(t) = Apx(t)+ Ax(t—7)+Bu(t)

x(t)=g(t), te[-r, 0] (20.1)

gde je x(t)eR" vektor stanja, u(t)eR™ vektor upravljanja, A, eR™, A eR™i
B eR™™ su poznate matrice sa elementima nad poljem realnih brojeva.
7 je konstantno vremensko kasnjenje.

Definicija 20.1 Sistem, dat jed. (20.1), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu  u  odnosu na {a, BT}, gde je O<a<p, ako vaz
sup @' (De(t)<a = x'(t)x(t)<p, VteJ
te[-7,0]

Lema 20.1 Za bilo koju pozitivnu simetricnu konstantnu matricu, M e R™"
i skalare a, b koji zadovoljavaju a<b, gde je vektor funkcija f:[a,b]—R"

takva da su integracije dobro definisane, ¢e da vazi:

b

Uf(é’)de] M [if(@)dH]S(b—a)IfT (6)M £(6)d6 (20.2)

a

(Jensen-ova integralna nejednakost)

Lema 20.2 Za bilo koju simetriénu pozitivno odredenu matricul' =I'" >0
vaze sledeci izrazi:

(20.3)

{
N
c

—~
—~~
—
~
<
—~~
—
~
IA
c

|
—~
—
~
-
c
—~
—
N
+
<
p|
—~
—
~—
)1
iR
<
—~
—
~

U onome $to sledi ¢e se izloZzoce se Lema neophodna u izboru odgovarajuce
agregacione funkcije.
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Lema 20.3 Neka je skalarna agregatna funkcija v (y(t)) , definisana sa:

V(y(t)=y" (t)y(t) (20.4)

gde vektor biva definisan na slede¢i nacin:
y(t)=x(t)+IQ(9)x(t—¢9)d0 (20.5)
0

Q(t)je (nxn) matrica koja je kontinualna i diferencijabilna na vremenskom

intervalu [0,7] i zadovoljava sledeéu diferencijalnu matri¢nu jedna¢inu:

Q(S):(AO+Q(O))Q(3), 9¢€[0,7]

(20.6)
sa pocCetnim uslovima:
Q(r)=A (20.7)
Tada je Ojlerov izvod funkcije V (y(t)) duz kretanja sistema, dat sa:
V(y(t)=y" () =y(t) (20.8)
gde:
2= (A +Q(0)) +(A, +Q(0)) (20.9)
Dokaz 1z jed.(20.4), sledi:
j o T d | T T (
V(y(1)) =[x (t)+aj.x (t-6)Q (e)de}[x(t)+jo(n)x(t-n)dnj
0 0
+ xT (t)ﬁujxT (t-0)QT (0)do |x x(t)+ijQ( )x(t-n)d
acd =V e (20.10)
0 0
Dalje dokazivanje je, rutinsko, ako se odredi vrednost sledeceg integrala:
d T
— f)x(t—6)dea
& j QO)x(t-0)
U tom pogledu, razmotrice se slede¢i izraz pod izvodom promenljive 6 :
d ; 0
@(Q(e)x(t -0))=Q(0)x(t —9)+Q(¢9)%(x(t -0)) (20.11)
Ocigledno je da:
0 0
£(x(t—9))_—a(x(t—0)) (20.12)

Zamenom prethodne jednacine u (20.11), dobice se slede¢a jednacina:
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d : 0
(Q(0)x(-0) = Q(0)x(t-0)-Q(0) =(x(t-0)) o013
ili, preuredeno:
Q(0)2 (x(t-0))=Q(O)x(t-0) - (Q(0)x(t-0) (2014)
Slede¢i odnos je vise nego ocigledan:
S QOX(-0)=Q(0) = (x(t-0) (20.15)
tako da, na osnovu jed.(20.15), na kraju se dobija:
dt.[Q x(t—6)dg= IQ x(t—6) 0——IQ _6)de  (20.16)

tj:
%IQ(@) x(t—0)do= IQ x(t-0)d6-Q(7)x(t—7)+Q(0)x(t)  (20.17)

0

Koris¢enjem jed. (20.7), prethodna jednacina moZze se napisati u obliku:

dt.[Q x(t-6)d6= IQ X(t—6)do— A x(t—7)+Q(0)x(t)
(20.18)

Konacno, jed. (20.10), postaje:
v (y()=
XT(t)Ag+XT(t—z')AI+ ,
4 [x -0)d ()80 (t-0) AL 447 (O (0) {X(‘W Q("W—")dﬂJ

Agx(t)+A x(t—7)+

+[XT(t)+! (t- J jQ n)dn - A x(t-7)+Q(0)x(t)

(20.19)
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(20.20)
+[XT (t)+IxT (t-6)Q" (H)deJx
><[A0 x(t)+Q(0)x(t)+jQ(77)x(t—n)dnJ
i, nakon nekih jednostavnih preuredivanja, sledi:
V (y (1)) =X (1)((AF +QT (0))+ (A +Q(0)))x(t)
" (1) [ (A5 Q(n)+Q" (0)Q(r) + Q(m)x(t~n)dn
. . (20.21)
+[J'XT (t-0)(Q" () A +Q" (0)Q(0)+Q" (9))d0}x(t)
+ijT (t —9)(QT (0)Q(n)+Q" (H)Q(n))x(t —n)dodn
Na osnovu jed. (20.6), dobice se:
V(y(0)=x" ()= x(1
" (1) [ (A5 +Q7 (0)+ Ay +Q(0))Q(n)x(t—n)d
(20.22)

+UXT (t-0)Q" (6)(A] +Q" (0)+ A, +Q(o))de}<(t)

o

(
+Q"(6)( A0 +Q(0))Q(n) }X(t_n)ded"

to jest:
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kao i:

1, konacno:

(20.23)

(20.24)

(20.25)

(20.26)

(20.27)

§to na kraju i kompletira dokaz. Q.E.D., Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic (2013.c).

Sada se dolazi do pozicije 1z koje se moze prikazati klju¢ni doprinos.

Teorema 20.1 Sistem sa vremenskim kaSnjenjem (20.1) je stabilan na konacnom
vremenskom intervalu u odnosu na {«, 8, T} , ako postoji pozitivni skalar ¢, tako da

vaze slede¢i uslovi:
X' (t=9)x(t-9)<qx" (t)x(t)
g>0, .96[—T, 0], Vte [O,T]

1
(1+r)(1+1//)[1—g01//—£] e max(E)T <£
|9 o

pe(max{p, 0}, @,),

1iwf1—4l//fq

dyrq <l
2y

12 =
gde:

(20.28)

(20.29)

(20.30)
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R=A, +Q(0) (20.31)

=Z=R"+R (20.32)
eZ,uz(R)Z‘ _1
2 ,u( R)

1, (R)predstavlja matricnu meru matrice R a Q (0) je reSenje sledece nelinearne
transcendentne matri¢ne jednacine:

W = e (Q(0)Q' (0)) (20.33)

e 07 Q(0)= A, (20.34)

Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic (2013.c).
Dokaz. 1z jed.(20.8) sledi:

V(y(0) =Y ()Y (1) < Aae (2 WV (y(1)) (20.35)
Integracijom jed.(20.35) u granicama od 0 do t, pri t [0, T], dobija se:
V(y(t))<e™" v (0) (20.36)
Iz jed. (20.4) moze se dobiti:
v (y(0))=x"(0)x(0)

+2j'xT (0)Q()x(-9)d g (20.37)
+UQ(9)X(8)d3] ij(g)x(—S)dS

Na osnovu poznate nejednakosti i sa izborom da je I'=1 , moze se dobiti:

V(y(0)) X" (0)x(0)
( T

[x (00 9)Q (.sz)x(o)dlswj'xT (-9)x(-9)dg  (20.38)

+J.xT
0 0

+UQ(8)X(3)d9] xj.Q(S)x(—S)dS

T

(0)

Na osnovu Jensen-ove integralne nejednakosti, Leme 20.1, dolazi se do toga da
vaze sledece nejednakosti:
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V(y(0))<x7(0)x(0)
ij (0)Q(8)Q" (3)x(0)d8+IxT (-9)x(-9)d9

0

+

ve X (-8)Q" (9)Q(9)x(~8)d
0
Uvodenjem opsteg reSenja jed. (20.6), datog sa:

Q(9)=¢""Q(0), 9¢€[0,7]
R=A,+Q(0)

i zamenom jed.(20.40) u jed.(20.39), dobija se sledeci izraz:
V(y(0)<x" (0)x(0)

+ij (0)e??Q(0)Q" (0)e™ *x(0)d 9

N\ O

(20.39)

(20.40)

(20.41)

(20.42)
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47 A (Q7(0)Q(0)) j;tmax (eRé‘eRTg)x(—s)xT (-9)dg

Na osnovu Definicije 20.1, moze se do¢i do:

V(y(0) e

T

+0 2 (Q(0)QT (0)) J'zmax (e”eRT‘g)dS rar

T

47 Iy (Q (0)Q(0)) J‘zmax (e”e”)dg

0

Iz Coppel-ove nejednakosti, date na sledeéi nacin:

y) (eFt -eFTt ) < ez,u(l:)t
max -
gde je #(F) bilo koja matriéna mera, sledi:

V(y(0) < a(1+7)+a(1+7) A (Q(0)QT (0)) j e (%

g2u(R)r _
=a (1+ 1)(1+ A (Q(O)QT (0))TR)1J

ili:
eZy(R)S

2,u(R)

v(y<o)>sa(1+r>{1+zm ((0)Q" (0)

ili, na kraju:
V(y(0))<a(l+z)(1+y)

S druge strane, vise je nego ocigledno da:

K (Ox()+2] X (Qn)x(t=n)dn <V (y(1)

ili:
X (Ox()<V (y(1)-2[ X" ()Q(n)x(t-n)dn

0

(20.43)

(20.44)

(20.45)

(20.46)

(20.47)

(20.48)

(20.49)

(20.50)
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Sada ¢e se naci ispravan drugi elemnt nejed. (20.50).

Koris¢enjem sledece nejednakosti za bilo koju realnu konstantu >0l bilo koju

simetriénu pozitivnu definisanu matricu T'=T" >0

—2u" (t)v(t-7) < pu’ (t)F‘lu(t)+évT (t-2)Iv(t-7) (20.51)

Na osnovu jed. (20.28) 1 jed. (20.40), moZe se naci:

—ZET[XT (1)Q(n)x(t—n)dn < WIXT (1)Q(7)Q" (n)x(t)dn+éj}AXT (t—n)x(t—n)dy

T

<[ X" (©e™R(0)Q (0)e™ "x(t)dy +

D |

IXT (t)x(t)d7
0 (20.52)

(20.53)

T

—2£xT(t)Q(n)x(t—n)d77<go/1max(Q(O)QT(O)) 22(R) X (t)x(t)+ﬂxT(t)x(t)

:(WH%JXT (Ox(t)

(20.54)
Tako, koris¢enje jed. (20.54) 1jed.(20.50), dovodi do:
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X7 (t)x(t)<V (y(t))+[goz// +%’ij (Ox(t)
seﬁmax@tv(y(o))+[w+%jxT (t)x(t) (20.55)

<a(l+7)(1+yp)e'™® 1| o+ 35T (1)x
<aftee)(Le)en= oy + 82 ()

(1—pw—%jXT (Ox(t) < a(l+7)1+y)e ™ vie[o,T]

(20.56)
gde:

1—gm,//—£>0
'

(20.57)
Nejed. (20.57) je zadovoljena ako se uslov, dat jed. (20.30) pokaZze ispravan.

Konaéno, uslov, dat jed. (20.49) 1 gore pomenuta nejednakost nagovestavaju:

X' (t)x(t)< B, vte[0,T] (20.58)

Sto je i trebalo dokazati. Q.E.D., Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic (2013.c).

Napomena 20.1 Mora se primetiti da dovoljni uslov, dat jed. (20.29),
u potpunosti zavisi od postojanja reSenja jed. (20.34). Ovo zahteva da nelinearna
algebarska matri¢na jednacina, data jed. (20.34) ima reSenje.

Napomena 20.2 Uslovi u Teoremi 20.1 sadrze slobodan parametar tako da se
rezultati mogu biti optimizirati.

Primer 20.1 Neka je dat kontinualni sistem sa kasnjenjem, u obliku:
X(t)= Agx(t)+ Ax(t-0.1)

-1.7 17 O 15 -17 01 (20.59)
A= 13 -1 07| A=/-13 15 -03
0.7 1 -06 07 1 0.1

Da bi se potvrdila svojstva stabilnosti sistema, datog jed. (20.59), dinamika sistema
se simulira pod uslovima ¢(t)=[1 1 1]', te[-,0].

Ocigledno je da: o' (Ho(t)=3=a, te[-7,0]
Sl. 20.1 prikazuje trajektorije stanja razmatranog sistema sa kaSnjenjem
za datu funkciju pocetnih uslova.
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10+ T T r o

x,0

gl K
......... X,(t)

GL | X 3(t) . e

X(t)

0 o r r r
0 0.5 1 1.5 2
Time
S1.20.1
Prime¢uje se da promenljive stanja X; (o) —>o0, i=12,3, §to znadi da sistem, dat

jed. (20.59) nije asimptotski stabilan.
Na sl. 20.2 prikazan je kvadrat norme kretanja razmatranog sistema.

120+

100

80

60

XT()x(t)

40

20

0- r r r &r r r r r r T
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Time

SI. 20.2

Na osnovu inicijalnog odziva sistema, datog jed. (20.59), moze se odabrati:
X' (t-9)x(t-9)
X(Ox()

tako da jed. (20.28) bude zadovoljena, Debeljkovic et al. (2013.c)

g=09>

196[—2', 0], Vte[O,T]

Iz jed. (20.31) i jed. (20.34) mozZe se, naci:
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15279 -1.7336 0.0994
Q(0)=| -1.2328 14145 -0.2936
05249 0.8069  0.1575

-0.1721 -0.0336 0.0994 —-0.3442 0.0335 0.2745
R=| 0.0672 0.4145 0.4064 |, ==| 0.0335 0.8290 2.2133
0.1751 1.8069 —0.4425 0.2745 2.2133 -0.8849

Stavie, ostale vrednosti se mogu takode naéi na licu mesta:
A {Q(0)Q" (0)} =9.8109 #(R)=1.1789 1 =1.1064 (o, =0.1014 o, =0.8025 ,
¢©<(0.1014, 0.8025) 4yrq=0.3983<1, A {E}=2.3578.

Trebalo bi se istraziti stabilnost na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na
{a, 5, T=T,}, sa partikularnim izborom =3, =za razliCite rezultate
B {100, 2000,5000} i da se nade maksimalna dozvoljena gornja granica T, T, za
vremenski interval [0,T] tako da sistem, dat jed. (20.59) bude stabilan na konatnom
vremenskom intervalu.

Tabela 20.1 prikazuje uporedivanje T, za razli¢ite vrednosti parametra
B koris¢enjem razli¢itih metoda: Teoremal, Teorema 2, Teorema 3 i Teorema 20.1
(ovaj rad). Simulacijom sistema (20.59), stvarne vrednosti parametra T, T,,
su procenjene iz kvadrata norme kretanja sistema i takode su prikazane u Tabeli 20.1.

U Tabeli 20.1su takode date odgovarajuce vrednosti parametra ¢ .

Tabela 20.1
B =100 S =2000 3 =5000
T, =1.945[s] T, = 3.525[5] T, = 4.004[3]
Teoremal
Deb et al (2011) 0.585 1.085 1.238
Teorema 2
Deb et al (2013.) 0.448 0.842 0.962
Teorema 3
Stoj et al (2012)
Stoj et al (2013) 1.225 2.517 2.939
bez neizvesnosti
Teorema 20.1 0.707 1.978 2.367
(ovaj rad).
¢ =0.2865 ¢ =0.2851 g =0.2837
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Ocigledno je da Teorema 20.1 daje znatno bolje rezultate nego Teorema 1
I Teorema 2, ali nesto losije rezultate nego Teorema 3.

Medutim, za razliku od Teoreme 3 koja Kkoristi (LMI), Teorema 20.1
je bazirana isklju¢ivo na algebarskim nejednakostima, koje mogu biti reSene
bez koriS¢enja metoda za optimizaciju.

Literatura

Buzurovic, I. M., D. Lj. Debeljkovi¢, A. M. Jovanovic, “ An Efficient Method for
Finite Time Calculation of Continuous Time Delay Systems”, Proc. ASCC 2013,
Istanbul (Turkey), June 23 — 26 (2013) CD-Rom .

Debeljkovi¢, D. Lj., Z. Lj. Nenadi¢, . Koruga, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovi¢,
“On Practical Stability of Time-Delay Systems: New Results”, Proc. 2" ASCC
97,Seoul (Korea), July 22-25, (1997.a) pp. 111-543-545.

Debeljkovic, D. Lj., M. P. Lazarevic, D. Koruga, “Finite time stability for the metal
strips cold rolling”, Proc. ASI, Kyongju (Korea), July 16 — 18, (1997.b) pp. 233 — 238.

Debeljkovic, D. Lj., M. P. Lazarevic, B. Koruga, S. TomaSevic, “On practical
stability
of time delay systems under perturbing forces”, Proc. AMSE Conference, Melbourne
(Australia), October 29 — 31, (1997.c) pp. 442 — 446.

Debeljkovi¢, D. Lj., Z. Lj. Nenadi¢, S. A. Milinkovi¢, M. B.. Jovanovi¢,
“On the Stability of Linear Systems with Delayed State Defined over Finite Time
Interval”, Proc. CDC 97, San Diego, California (USA), December 21-23, (1997.d) pp.
2771-2772.

Debeljkovic, D. Lj.,, B. Koruga, S. A. Milinkovic, M. B. Jovanovic, Lj. A. Jacic,
"Further results on non-Lyapunov stability of time delay systems"”, Proc. MELECON
98, Tel-Aviv (Israel), May 18 - 20, Vol.1, (1998.a) pp. 509 —512.

Debeljkovic, D. Lj., B. Koruga, S. A. Milinkovic, M. B. Jovanovic, “Non -
Lyapunov stability analysis of linear time delay systems”, Preprints DYCOPS 5, 5"
IFAC Symposium on Dynamics and Process Systems, Corfu (Greece), June 8 - 10,
(1998)pp. 549 - 553.

Debeljkovi¢, D. Lj., M. P. Lazarevi¢, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovi¢, “Finite Time
Stability Analysis of Linear Time Delay Systems: Bellman—Gronwall Approach”, Proc.
1*IFAC Workshop on Linear Time Delay Systems, Grenoble (France) July 6-7, (1998.c)
pp. 171-175.

Debeljkovic, D. Lj., S. A. Milinkovic, M. B. Jovanovic, Lj. A. Jacic, . Koruga,
“Further results on Non - Lyapunov stability of time delay systems”, Preprints 5" IFAC
Symposium on Low Cost Automation, Shenyang (China), September 8 - 10 (1998.d), pp.
TS136 - 10.

Debeljkovic, D. Lj., B. Koruga, S. A. Milinkovic, M. B. Jovanovic, Lj. A. Jacic,
“Further results on Non - Lyapunov stability of linear systems with delayed state”,
Proc. X1l CBA - Brazilian Automatic Control Conference, Uberlandia (Brazil),
September 14 - 18 (1998.e), Vol. 1V, pp. 1229 - 1233.

167



Debeljkovié, D. Lj., M. P. Lazarevi¢, B. Koruga, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovic,
“Further Results on the Stability of Linear Nonautonomous Systems with Delayed State
Defined over Finite Time Interval”, Proc. ACC 2000, Chicago lllinois (USA), June 28—
30, (2000) 1450-1451.

Debeljkovic, D. Lj., S. A. Milinkovic, S. B. Stojanovic, Stability of Time Delay
Systems over Finite and Infinite Time Interval, Cigoja press, Belgrade, 2005.a.

Debeljkovic, D. Lj., A. Lj. Jacic, M. Medenica Time Delay Systems: Stabilty and
Robustness, Mechanical Faculty, Belgrade, 2005.b.

Debeljkovi¢, D. Lj., S. B. Stojanovi¢, Systems, Structure and Control — Editior Petr
Husek — (Scientific monograph) - Chapter: Asymptotic Stability Analysis of Linear Time
Delay Systems: Delay Dependent Approach, I-Tech, Vienna, 2008, 029-060.

Debeljkovic, D. Lj. Stability of Control Systems over Infinite Time Interval, Mechanical
Faculty Enguneering, Belgrade, 20009.

Debeljkovic, D. Lj., T. Nestorovic, I. M. Buzurovic, N. J. Dimitrijevic, “A new
approach to the stability of time-delay systems in the sense of non - Lyapunov delay-
independent and delay - dependent criteria”, Proc. of 8 th International Symposium on
Intelligent Systems and Informatics, Subotica, (Serbia), 10 — 11 September, (2010), 213
—218. CD — Rom.

Debeljkovic, D. Lj., Stabilty of Automatic Control Systems over Finite and Infinite
Time Interval, Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011

Debeljkovi¢, D. Lj., T. Nestorovi¢, Time Delay Systems — Editior Dragutin Lj.
Debeljkovi¢ — (Scientific monograph) —Chapter: Stability of Linear Continuous Singular
and Discrete Descriptor Time Delayed Systems, I-Tech, Vienna, 2011.a

Debeljkovic, D. Lj., I. M. Buzurovic T. Nestorovic, D. Popov, “ On Finite and
Practical Stability of Time Delayed Systems: Lyapunov - Krassovski Approach: Delay
Dependent Criteria”, Proc. The 23 ™ Chinese Control and Decision Conference CCDC
2011, Mianyang, (China), 23 — 25 May , (2011.b) 331 — 337, also CD-Rom.

Debeljkovic, D. Lj., I. M. Buzurovic T. Nestorovic, D. Popov, “ On Finite Time
Stability and Asymptotic Practical Stability of Time Delayed Systems: New Delay
Dependent Criteria ”, Proc. Chinese Control Conference CCDC 2011, Yantai, (China),
24 — 26, June (2011.c) pp. 1058 — 1065, also CD-Rom.

Debeljkovic, D. Lj., I. M. Buzurovic T. Nestorovic, S. B. Stojanovic, N. J.
Dimitrijevic, M. S. Aleksendric, “ Time Delayed System Stability in the sense of Non-
Lyapunov: Delay Independent and Delay Depandent Approach: New Results , Proc.
2011 IEEE Multi-Conference on Systems and Control (MSC) Denver (Colorado),
(USA), September 28 — 30, (2012.a), CD — Rom, pp. 1410 — 1417, also CD-Rom.

Debeljkovic, D. Lj., I. M. Buzurovic, G. V. Simeunovic, M. A. Misic, “Asymptotic
Practical Stability of Time Delay Systems ”, Proc. of 10 th International Symposium on
Intelligent Systems and Informatics, Subotica, (Serbia), 23 — 26 September, (2012.b),
119 — 124, also CD — Rom.

Debeljkovic, D. Lj. S. B. Stojanovic, M. P. Lazarevic, T. Nestorovic, G. V.
Simeunovic, ““ On Practical Stability of Time Delayed Systems: Delay Independent and
Delay Dependent Criteria ”, Proc. AADECA 2012, 23° Congreso Argentino Control
Automatico, 3 — 5 October (2012.c), Buenos Aiers, (2012.c) also CD — Rom.

168



Debeljkovi¢, D. Lj., S. B. Stojanovi¢, A. M. Jovanovic, “ Further Results on Finite
Time and Practical Stabilty of Linear Continuous Time Delay Systems”, FME
Transactions (Serbia), Vol. 10, No. 3 (2013.a) 241 — 249.

Debeljkovic, D. Lj., I. M. Buzurovic, A. M. Jovanovic, N. J. Dimitrijevic,G. V.
Simeunovic, “ Delay-Dependent Conditions for Finite Time Stability of Continuous
Systems with Latency”, Proc. of 10 th International Symposium on Intelligent Systems
and Informatics, Subotica, (Serbia), 23 — 26 September, (2013.b), 161 — 166, also CD —
Rom.

Debeljkovic, D. Lj, S. B. Stojanovic, A. M. Jovanovic “Finite Time Stability of
Continuous Time Delay Systems: Lypunov — like Appoach with Jensen’s and Coppel’s
Inequality”, Acta Polytechnica Hungarica (Hungary), Vol. 10, No. 7, (2013.c), pp. 135 -
150.

Debeljkovic, D. Lj., M. A. Misic, Stability of Control Systems over Infinite Time
Interval,Part I11, Mechanical Faculty Enguneering, Belgrade, 2013.d

Debeljkovic, D. Lj., S. B. Stojanovic, D. S. Antic, Stability of Control Systems over
Infinite Time Interval,Part I, Mechanical Faculty Enguneering, Belgrade, 2013.e

Lazarevi¢, M. P., D. Lj. Debeljkovi¢, Z. Lj. Nenadi¢, S. A. Milinkovi¢, “Finite
Time Stability of Time Delay Systems”, IMA J. Math. Control and Info., 16 (3) (1999).

Lazarevic, M. P., D. Lj. Debeljkovic, Finite time stability analysis of linear
autonomous fractional order systems with delayed state, Asian J. Control, Vol. 7, No. 4,
pp. 440447, 2005.

Nenadi¢, Z. Lj., Sinteza kontinualnog automatskog upravljanja na konacnom
vremenskom intervalu za objekte i procese sa kasmjenjem, Dipl. rad, Katedra za
automatsko upravljanje, Masinski fakultet, Beograd (1995).

Nenadi¢, Z. L., D. Lj. Debeljkovi¢, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovi¢, “Prakti¢na
stabilnost jedne klase sistema sa Cistim vremenskim ka$njenjem”, Zbornik radova
HIPNEF ‘96, Vrnjacka Banja, 5-7 jun (1995.a) 197-204.

Nenadi¢, Z. Lj., D. Lj. Debeljkovi¢, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovi¢, “Stabilnost
na kona¢nom vremenskom intervalu jedne klase sistema sa Cistim vremenskim
kasnjenjem, Tehnika — E, 45 (11-12) (1995.b) E1-E7.

Nenadi¢, Z. Lj., D. Lj. Debeljkovi¢, S. A. Milinkovi¢, “On Practical Stability of
Time Delay Systems”, Proc. American Control Conference, Albuquerque, (USA) June
4-6, (1997.a) 3235-3235.

Nenadic Z. Lj. D. L. Debeljkovi¢, S. A. Milinkovi¢, M. B. Jovanovi¢, “On Practical
and Finite—Time Stability of Time—Delay Systems”, Proc. ECC 97, Brussels (Belgium)
July 2-6, (1997.b) pp. 307-311.

Stojanovié, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Comments on “Stability of Time—Delay
Systems”, IEEE Trans. Automat. Contr. (2006) (submitted).

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, D. S. Antic, “Finite Time Stabilty and
Stabilization of Linear Time Delay Systems”, Facta Univ., Series: Automatic Control
and Robotics, Vol. 11, No. 1, (2012) pp. 25 - 36.

Stojanovié, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, D. S. Antic, “Robust Finite Time Stabilty and
Stabilization of Linear Uncertai Time Delay Systems”, Asian Journal Control
(Taiwan),Vol. 15 , No.5 (2013), pp. 1548 — 1554.

169



Prakti¢na stabilnost
posebnih klasa sistema
sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem

NOVI REZULTATI
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21. DALJI REZULTATI
NA POLJU IZUCAVANJA STABILNOSTI NA KONACNOM
VREMENSKOM INTERVALU I PRAKTICNE STABILNOSTI

VREMENSKI KONTINUALNIH SISTEMA SA KASNJENJEM

Osnovna inspiracija ovog istrazivanja se bazira na radu Lee, Diant (1981),
koji izuCava problem potrebnih 1 dovoljnih uslova stabilnosti linearnih kontinualnih
sistema sa vremenskim kasnjenjem.

U ovim izlaganjima se koriste slede¢e oznake: R i C oznacavaju skupove prirodnih
realnih i kompleksnih brojeva.

G" predstavlja konjugovanu matricu matrice GeC, dok F~ predstavlja
transponovanu konjugovanu matricu matrice F € C™.

Re(s)predstavlja realni deo od se C

T oznacava transpoziciju.

Za realnu matricu F, notacija F >0 znaci da je matrica F pozitivno odredena.

A, (F) predstavlja sopstvenu vrednost matrice F.

Spektar matrice je oznaten sa o(F), dok je spektralni radijus

oznatensa p(F).

U ovom delu izlaganja, razmatra¢e se uslovi stabilnosti zavisni od iznosa ¢isto
vremenskog kasnjenja.

Pre iznoSenja krucijelnog rezultata, potrebno je izloZiti odredene diskusije
1 objaSnjenja, kao in eke pomocne rezultate. Radi kompletnosti izlaganja, izlozZice se 1
neki klju¢ni rezultai iz rada Lee, Diant (1981).

Razmatra se klasa kontinualnih sistema sa vremenskim kaSnjenjem,
u stanju, opisana sa :

X(t) = Ax(t)+ Ax(t—7)

(21.2)
x(t)=o(t), —z<t<0

Definicija 21.1 Sistem, dat jed. (21.1) sa pripadaju¢om funkcijom pocetnih
uslova, je stabilan na konacnom vremenskom intervalu{a,ﬂ,T}, gde je 0<a<p,

ako sup @' (t)p(t)<a povlagi x' (t)x(t)< 4, ,te[0,T].
te[-7,0
Definicija 21.2 Sistem, dat jed. (21.1) sa pripadaju¢om funkcijom pocetnih
uslova, je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {5, T}, gde je O<a<pg,

“Izlaze se blago modifikovani rad, Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic (2013).
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ako sup o' (t)e(t)<a povlaci x" (t)x(t)<p, te[0,T], sa osobinom da:
tE[—Z’,O]
lim x" (t)x(t)—>0.

t—w

Teorema 21.1 Neka je razmatrani sistem, opisan jed. (21.1).
Ako je za bilo koju datu pozitivno odredenu Hermitsku matricu Q postoji pozitivno

odredena Hermitska matrica P, tako da
R (A +R(0))+(Ag +R(0) R =—Q (21.2)
gde za x [0, 7], matrica P, (x)zadovoljava:
pl(K)z(AU+P1(0))P1(K) (21.3)
sa po¢etnim uslovom P;(7)=A; a P;(7)=0bilo gde drugde, tada je razmatrani sistem

asimptotski stabilan, Lee, Diant (1981).

U radu Stojanovic, Debeljkovic (2009) apostrofirana je ¢injenica da je klju¢ izbora
agregacione funkcije, tj. Ljapunovljeve funkcije za razmatrani sistem, dat jed, (21.1)

postojanje bar jednog resenja diferencijane jednacine, jed, (21.3) po matrici Py(t)sa
pocetnim uslovom Py (7)=A;.

Drugim re¢ima zahteva se da nelinearna, transcedentna matri¢na jednacina:
Ag+P1(0
e (P0rPIO)p () p (21.4)
ima bar jedno resenje po matrici P1(0).

Na osnovu Teoreme 21.1, Lee, Diant (1981), asimptotska stabilnost razmatranog
sistema, datog jed. (21.1), moze se ispitati poznavaju¢i samo jednog, umesto svih
reSenja nelinearne, transcedentne matri¢ne jednacine, data jed. (21.4).

Koriste¢i kontraprimer,  Stojanovic, Debeljkovic (2009) su pokazali da
iskaz Teoreme 21.1, nije korektan jer ne uzima u obzir sva moguca reSenja
jed.(21.3), odnosno (21.4).

U istom radu pokazana je i korektni iskaz Teoreme 21.1 i uraden primer koji
ilustruje zabludu, koja proistice iz Teoreme 21.1.

Napomena 21.1 Ako se uvede nova matrica:
R2 A +P1(0) (21.5)
tada uslov, dat jed. (21.2) transformise se u:
PR+RPy=-Q (21.6)

Sto predstavlja dobro poznatu Ljapunovljevu algebarsku matricnu jednacinu,
za sistem bez kasnjenja.

Ovaj uslov bi¢e ispunjen ako i samo ako je R stabilna (Hurvicova) matrica,
tj. ako je uslov:
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Re ;i (R)<0 (21.7)

zadovoljen, Stojanovic, Debeljkovic (2009) .

Napomena 21.2 Jed. (21.4) izrazena preko matrice R moze biti napisana
1 u drugoj formi, kao $to sledi:

R—Ag—e R7A =0 (21.8)
pasledi:

det(R—Ag —e R A) =0 (21.9)

Stojanovic, Debeljkovic (2009) .
Zamenjujué¢i matriénu promenljivu R skalarom s u jed. (21.7), dobija se
karakteristi¢na jednacina sistema, datog jed. (21.1) u obliku:
f(s)=det(s| —Ao—e‘STA1)=O (21.10)

Obelezimo sa:
z={s| f(s)=0} (21.11)
skup svih karakteristiénih korenova sistema, datog jed, (2.1), Stojanovic, Debeljkovic
(2009).

Zbog potrebe da se koriguje iskaz fundamentalne Teoreme, navodi se nova,
originalana Teorema, koja uklanja sve manjkavosti Teoreme 21.1.

Teorema 21.2 Pretpostavimo da postoji (e) resenje (a) po matrici P;(0), jed. (21.4).

Tada je sistem, dat jed.(21.1) , asimptotski stabilan ako i samo ako su ispunjena
sledec¢a dva uslova:

a) Za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica By =P, >0 tako da jed (21.2)
vazi za sve matrice Py (0) koje predstavljaju resenja jed. (21.4).

b)  Uslov Red;(R)<0 vazi za sve matrce R koje predstavljaju resenja jed.(21.8),
Stojanovic, Debeljkovic (2009).

Napomena 21.3 FormulacijaTeorema 21.2 zahteva ispunjenje odgovarajuéih uslova
za bilo koju matricu P; (0) koja predstavlja resenje jed. (21.4) ili matrice R kao re3enja

jed. (21.8).

Napomena 21.4 Iz prethodnih Teorema sledi prakti¢no pitanje: kako je moguce
numericki odrediti sve matrice P;(0) koa reSenja jed. (21.4) ili sve matrice R, kao

reSenja jed. (21.8)?

Ovaj problem ne moze se direktno numeri¢ki reSiti, jer je broj reSenja
po matrici P;(0) ili po matrici R nije unapred poznat a moze bit ii veoma veliki u
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opStem slucaju i beskonacan, imaju¢i u vidu da je u pitanju transedentna algebarska
jednacina.

Medutim, za efikasniji naCin ispitivanje stabilnosti razmatranog sistema, prethodno
izlozeni problem, moze se zameniti odgovarajuéom procedurom, utemeljenoj na
koris¢enju maksimalnih solvenata jed. (21.8), kako je to pokazano u Stojanovic,
Debeljkovic (2009).

Definicija21.3 Svaki koren 4, karakteristicne jednacine date jed.

(21.10),razmatranog sistema, jed. (21.1), koji zadovoljava slede¢i uslov:
Re A, =maxRes, seX bi¢e oznaCen kao maksimalni koren (sopstvena vrednost)

sistema, datog jed. (21.1), Stojanovic, Debeljkovic (2009).

Definicija21.4 Svaki solvent R jed. (21.8), ciji spektar sopstvenih vrednosti

sadrzi maksimalnu sopstvenu vrednost Ay, Sistema, datog jed. (21.1), se oznacava kao

maksimal solvent jed. (21.8) Stojanovic, Debeljkovic (2009).
Uzimaju¢i u obzir Napomenu 21.4 i Definicije 21.3 and 21.4, moguce je
preformulisati Teoremu 21.2 na sledeéi nadin.

Teorema 21. 3 Pretpostavimo da postoji maksimalni solvent Ra jed. (21.8). Tada

je, sistem, dat jed. (21.1), asimptotski stabilan ako i samo ako bilo koji od sledeca dva
uslova ispunjen:

a) Ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica Ry =PR," >0 takva da je jed.
(21.6) zadovoljena za solvent Ry, -
b) Rei; (Rmax)<0,

Stojanovic, Debeljkovic (2009) i Debeljkovic, Stojanovic (2008).

Sada smo u poziciji, da objedinimo dobijene rezultate i predstavimo glavni doprinos

ovog rada vezano za prakti¢nu atraktivhu osobinu razmatranog sistema, datog jed.
(21.12).

Teorema 21.4 Sistem sa kasnjenjem, dat jed. (21.1), je atraktivno prakticno stabilan
u odnosu na {a,ﬁ, T} , a < [, ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

r)eftmaxt i |0
2 (1+7)e < t [T] 2112)

gde su:
Amax = Amax (H),

21.13
=A} +Ag+AAl +1 ( )

sa simetricnom matricom IT ¢iji spektar sopstvenih vrednosti pripada skupu realnih
brojeva.

b) Postoji maksimalni solvent Ryax sledeée matriéne jednacine:

R—Ag—e RTA =0 (21.14)
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) Re 4; (Rmax ) < 0. (21.15)

Dokaz. Uslovi b) and c) garantuju asimpotsku stabilnost sistema, datog jed. (21.1).

StaviSe, stabilnost na konaénom vremenskom interval, koja ograniava kretanje
unutar vremenskog interval [0,T]je obezbedena jed.(21.12), ¢ime je okoncan dokaz.

Q.E.D.

Dokaz Teoreme21.4 je izostavljen ovde, a moze se naéi u dokazu Teoreme 17.1,
Buzurovic, Debeljkovic, Jovanovic (2013),na koji se upucuje zainteresovani Citalac.

Uslov, dat jed. (21.12), koji garantuje stabilnost na kona¢nom vremenskom interval,
moze se zameniti uslovom, datim jed. (21.17), koji nudi slede¢a Teorema.

Efikasnost rezultata, bice prikazani kroz numericki primer.

Teorema 21.5 Sistem, dat jed. (21.6) je stabilan na konacnom vremenskom intervalu
uodnosu na {a, B, T}, a < B, ako postoji realan pozitivan broj q, q>1takav da vazi:

[x(t+z)| < sup |[x(t+9)| <afx(t).
196[*2',0] (2116)
te[0,T], g>1,

a ujedno je ispunjen i sledeéi uslov:

ehmaxt B o] (21.17)
o
gde je:
Amax = Max(x" (1)(Y)x(t): xT (t)x(t)=1
ma =max (X" ((V)x(0): X" (Ox(1)=1) eL18)
Y=A)+Ag+A AL +q?
Dokaz. Usvaja se sledeca agregaciona funkcija:
t
V(x(1)) =x" (t)x(t)+ [ X" (9)x(9)d9 (21.19)

t-r
Totalni vremenski izvod predloZene agregacione funkcije, u oznaci, V(X(t)) duz
kretanja sistema , dat je sa:

V (x(1)) =x" (t)( AD + Ao )x(1)-x" (t-7)x(t-7)

(21.20)
+2x" (1) Agx(t—7)+x" (t)x(t)
a koriS¢enjem, dobro poznate nejednakosti:
2u” (t)v(t)<u" (H)Tu(t)+v' ()T v(t) (21.21)

sa posebnim izborom matrice I'=1, iz jed. (21.10), moze se dobiti:
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d
dt

(X" (©x(0)) <X (©)( A5 + Ao Jx(t)+x" (1) ALATx(t) +xT (t-7)1X(t-7)

(21.22)

Koris¢enjem uslova, datog jed. (21.16), jasno je da se uslov, dat jed. (21.12), svodi

na:

d

a(xT ()% (1)) <x" (1) x(t)

gde je matrica Y definisana jed.(21.18).
Iz jed. (21.23), dobija se:

X" (1)x(t) < X" (0)x(0)e"max't

Konac¢no ako se iskoristi osnovni uslov sledece:

(21.23)

(21.24)

(21.25)

(21.26)

Definicija Sistem, dat jed. (21.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u

odnosu na {a, 8, T}, gde je 0<a < f3, ako vazi:
sup @' (t)o(t)<a

te[-7,0]

povlaci:

X' (t)x(t)< B, VteJ
tada je:

X' (t)x(t) < o -ehmaxt
i konacno iz jed. (21.27):

X (Ox(t)<a-B<p, teoT]
[24

Sto je i trebalo pokazati. Q.E.D..

Primer 21.1 Razmatra se , slede¢i sistem sa ka$njenjem:

)'((t)z(_zl :gjx(t){_ol'; :i:gx(t—l).

(21.27.a)

(21.27.h)

(21.28)

(21.29)
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Potrebno je ispitati stabilnost na konacnom vremenskom interval u odnosu na
{a,B, T}, sa posebnim izborom granica skupova, kao i pocetnih uslova: & =5.10,

B=60io(t)=[2 1", -r<t<0.
Ovaj zadatak se reSava rezultatima koji nudi Teorema 21.4
Valja primetiti da je o' (t) ¢(t)=50<a.

Na osnovu poznatih matrica sistema, lako se dolazi do slede¢ih podataka:

145 -0.16
>0
-0.16 0.49

[=( A+ Ag + AA] +|)=[
o(I)={4,=0464, 1,=1476 |
2 max(TT) =1.476 > 0

(1+7)e’max ()t _ (1+1) £L:4760.15)

= 1.1659 < L = 50 = 1.1765
a 5.

[E=Y

tako da je:
t =Tege = 0.15[s]
Vremenski zavistan kvadrat norme kretanja sistema, prikazan je nasl. 21.1
Detalji prelaznog procesa, od interesa, prikazani su na sl. 21.2 i, o¢igledno, zajedno
sa sl. 21.1, potvrduju teorijske dobijene rezultate.

7
6
5
X4
'_
X
3
2
\
1 !
0 1 2 3 4 5
time [sec]
SI.21.1
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6.5+

—_
B 6 i
1
= Z
= :
1
5.5 i
Test =0.15
o - esf , ;
5 k 1 k E E E F
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
time [s]
Sl.21.2

U poredenju sa realnim vremenskim intervalom [0, 0.20] lako se zakljucuje da je

B=6.0
dobijena procena dovoljno dobra, sl. 21.2.

Time je pokazana ispravnost koris¢ene Teorema 21.4, pa je samim tim sistem
stabilan na datom vremenskom intervalu

Da bi poredili rezultati, iskoristimo moguénosti koje pruza Teorema 21.5,
za isti primer.

Prema jed.(21.18), matrica Y se sra¢unava na slede¢i naéin:

1.6600 —0.1600}

211 (-0.1600 0.7000

Y:(AB+AO+A1AT1+q2I)q —[
pri:
oy {41 Aa}={41 =06740, Ap = A ey =1.6860].

Testirajuci jed. (21.17):

edmaxTest —11630 < £ =11765, T,y =0.00]s]
[24

lako se pokazuje da je razmatrani sistem stabilan u kona¢nom vremenskom intervalu:
[0, Test ] =[0, 0.09] i to u odnosu na ostale date podatke.

Valja napomenuti da je uslov, dat jed. (21.17), kriterijum Kkoji ne uzima u obzir
iznos Cisto vremenskog akaSnjenja, za razliku od uslova, datog jed. (21.12), Sto je
svakako predstavlja znacajnu prednost, iako su u ovom sluc¢aju dobijeni manje
restriktivni rezultati.

Jos jedan rad, Debeljkovic, Buzurovic, Misi¢, Jovanovic (2015), pruza moguénost
da se efikasno ispita osobina prakti¢ne atraktivne stabilnosti, ovde razmatranog sistema.

Razlika u odnosu na prethodne izlaganje, ogleda se samo u formulaciji uslova,
koji propisuje stabilnost na kona¢nom vremenskom interval, dok se bazicni deo
Teoreme 21.4 (uslovi b) i ¢)) zadrzavaju u celosti, obezbedujuéi asimptotsku stabilnost
Sistema.

Radi celovitosti izlaganja, izlaze se i formuliSe, u celosti, slede¢a Teorema.
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Teorema 21.6 Sistem sa kaSnjenjem, dat jed. (21.1), je atraktivno prakticno
stabilanu odnosu na{a, B, T} , a < [, ako su ispunjeni sledeci uslovi:

@z-eZH(AO)'t«B, te[0,T]

a) a , (21.30)

gde:
" [HJ(L;!)[LE#(AO)TD (21.31)

1
/U(AO) Zaﬁ*max (AO + AB)
gde je u(-) bilo koja matricna mera.
b) Postoji maksimalni solvent Rpax sledeée matri¢ne jednacine:

R—Ayg—e A =0 (21.32)

b) Reli(RmaX)<0. (21.33)

Dokaz. Uslovi b) and c) garantuju asimpotsku stabilnost sistema, datog jed. (21.1).

StaviSe, stabilnost na kona¢nom vremenskom interval, koja ograni¢ava
kretanje unutar vremenskog interval [0,T]je obezbeduje se jed. (21.12), a Sto je

potrebno dokazati.

Resenje vektorske diferencijalne jednaCine stanja sistema sa kaSnjenjem,
datog jed. (21.1), sa pridruzenom funkcijom pocetnih uslova, dato je slede¢im izrazom:

X(t) = @, (), (0) + j‘dbo(t—g—r)Alq)x(S)dS. (21.34)

Koriste¢i prethodnu jednacinu, dobija se:

X' (t)x(t) =05 (0) @' (t)®5 (1) (0)

(0 {I 04t (1)t

* T‘PI " (t-9- T)dSJﬂDo(t)cpx(O). (21.35)
+ Tcpl "(t-9- z’)dgj

X T‘Do ) A9, (7 )dﬂJ

Koriste¢i slede¢e oznacavanje:

, (t)o, (0)=a(t) e R™, (21.36)
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D, (t—9-7) Ao, (9)=b(t,)(t,9) e R™,
ocigledno je, ako se uvede:
0
[b(t9)dg=c(t)er™

-7

tada jed. (21.35) postaje:

X" ()x(t) =5 (0)®g (1) Py (1)@, (0)
+a' (t)e(t)+c’ (t)a(t)+c (t)c(t)

Dobro poznati rezultat iz teorije kvadratnih formi, daje:

@5 (0)(@5 (1) D5 (1))@, (0) < Ay (1) 25 (0) 0, (0).
gde je:
A (1) = max o { @ (1) D (1)}

a o{ }oznadava spektralni operator.
Lako je videti da je:

tako da sledi:

Sada se moze napisati:

X (1)X(t) < A (£)0] (0) @, (0)+ 22" (t)c(t) +[e(t)] "

Stavise:
b

<[lo(et

a

tako da sledi:

a" (t)e(t) <

o} O} o3 ] [Jpc.)os

Sada se jed. (21.42) moze prepisati, kao:

X" ()X(1) < ax ()05 (0) 9 (0)

+2

An{Floutt-o-oo. (0]

oL O O« l00-9-o)} o (o)

(21.37)

(21.38)

(21.39)

(21.40)

(21.41)

(21.42)

(21.43)

(21.44)

(21.45)
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Medutim, ako vazi:

p0)<loo(t-9-) o (<), voe[-=0], (L4
tada je i:

(1)< [ o (t-9-2)| o ()]dg <y (t)r . (21.47)

Lako se pokazuje da vazi:

||cD0(t_,9_r)

9e[-7,0] < || cDO (t) ||’ " Dy (8) 9e[-7,0] < ﬁ ! (2148)

kao i:

lo.@)<Va. [ O] (2149
tako da jed. (21.39) postaje:

X" (6)X(8) < Amax (1) 91 (0) 0 (0)

. (21.50)
9% (O)|-|@s” O] Ao +[@g” ) JA] e

+2

Koristeci bazi¢ne uslove slede¢e dve Definicije 21.1 i 21.2, dobija se:
X' (t)x(t)<A(t)-«

0 0 2
2 oL oote-9- a1 o o-ojs

(21.51)
Stavise, bazirano na sledecoj Ginjenici:
A <] @ @] <) o 0= @00 (2152)
sledi:
X (t)x(t) <a|o, (1)
0
+2-a-|@, (1) | A % [ |l@q (t-9-7)] dg (21.53)

0 2
+a- ||A1||2 “ | (t-9- r)||dl9J
ili:
0 2
X" (1)x(t) < a[”@o )]+ HAJ\[ [ (t-9- r)||dl9B (21.54)
Koriste¢i Coppel' — ovu nejednacine:

| g (t)]=] & e, (21.55)
sledi:
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2
X' (t)x(t)< a[e"(’*’) (1+ HAlue’”(A")’ .T g H(M)%y SJ ]
- (21.56)

2
Sa'ez“(%)[l-k%(l—e_”%)’ﬂ <@ -e2h)

Koriste¢i relacije koji definiSu pocetne uslove, lako se dokazuje, konacni rezultat,
usputno koriste¢i i jed. (21.20):

X ()x(t)<a 2 e <q. L cp wtes, (21.57)

a
Sto je i trebalo dokazati. Q.E.D.
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22. PREGLED DO SADA
OSTVARENIH REZULTATA
I PRAVCI BUDUCIH ISTRAZIVANJA

Ostvareni rezultati

1. Detaljno je sakupljena, proucena i sistematizirana relevanta literatura, vezana za
proucavane klase sistema.

2. Dat je sistemati¢an, celovit i detaljan prikaz osnovnih osobina tri klase sistema
automatskog upravljanja i ukazan na njihov znacaj za dinamicku analizu sistema.

3. Forulisane su i dokazane, potpuno nove Teoreme koje za razlicite klase
vremenski kontinuiranih sa cistim vremenskim kaSnjenjem daju dovoljne uslove
stabilnosti ovih klasa sistema kako na ogranicenom vremenskom intervalu tako i kada je
u pitanju prakti¢na atraktivna stabilnost. Mimo toga, odredeni broj novih rezultata izlaze
kriterije koji ne uzimaju u obzir iznos tog konstantnog ¢isto vremenskog kaSnjenja
a izvjestan broj koji tu ¢injencu ne prebegava.

Time je postignuto da se ista klasa sistema moze razmatrati sa adekvantog
stanoviSta usvojenog koncepta stabilnosti samo preko sistemskih matrica, u prvom
sluc¢aju, ai preko njih sa dopunskom informacijom o iznosu kaSnjenja u drugom slucaju,
Sto moZe kvalitativno pa i kvantitativno upotpuniti saznanja o stabilnosti razmatranog
sistema..

Ta prva grupa novoizvedenih rezulata vaze¢im je u uslovima pozitivno odredenosti
jedne kvazisistemske matrice. Medutim, takva prepostavka ne umanjuje znacaj
rezultata, posebno kada su u pitanju vremenski diskretni sistemi sa kaSnjenjem, jer
takvi, do tada nisu ni postojali ili su bili iskazani preko fundamentalne matrice, Sto
odgovara prakticno potrebi za reSavanjem sistema diferenchih jednaclina sa pomerenim
argumentom, §to se jasno nastoji izbe¢i.

4. Primjena LMI metode za neke od klasa ovde razmatranih vremenski vremenski
diskretnih deskriptivnih sistema sa kasSnjenjem, na jedan specifi¢an nacin, predstavlja
takoder, jedna znacajan rezultat, koji je ovde dopunjen jednim elegantnim pristupom sa
minimalnin potrebnim ograni¢enjima.

U formi dovoljnih uslova, ovaj kriterijum uklju¢uje iznos c¢isto vremenskog
kasnjanja, $to mu daje poseban kvalitet.

U posebno slucaju, kada nema kaSnjenja ili je izostaje singularnost, spomenuti
rezultati, u oba slucaja, svode se na dobro poznate od ranije izvedene rezultate za obi¢ne
sisteme.

Pravci daljih istrazivanja

Kada su u pitanju pravci daljih istrazivanja, valja reci da se, prvo,
u daljem radu na doktorskoj disertaciji ocekuju i1 novi rezultati u sferi kontinualnih
sistema sa kasnjenjem proS$irivanjem prilaza Lee, Dianat (1981) na problem stabilnosti
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na kona¢nom vremenskom intervalu pa ¢ak i za klasu vremenski diskretnih sistema sa
kasnjenjem.

Nisu iskljuéeni, po tom pitanju, ni singualarni ni deskriptivni sistemi sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem.

Mimo toga potrebno je obezbediti valjano ponasnje razmatranih sistema
na kona¢nom vremenskom intervalu kada se sa sigurnoS$¢u zna da isti nisu stabilni
na propisanom vremenskom intervalu, S$to zalazi u domen sinteze sistema u jednom
specificnom smislu i znatno se razlikuje od standardnih postupaka stabilizacije.

Svemu tome treba dodati i znacajan broj konkretrnih numerickih primera,
uzetih iz prakse, koji ¢e se prezentovati a sve radi verifikacije iznetih rezultata

1 komparativnih potreba, kako bi se procenila pripadajuc¢a konzervativnost.

Simulacije koje se predvidaju, samo treba jo§ vise da upotpune sliku o valjanosti
izvedenih Teorema i svih prezentovanih rezultata.

185



ZAKLJUCAK

ey

U zizi interesovanja ove doktorske disertacije bio je koncept neljapunovske
stabilnosti u primeni na sisteme automatskog upravljanja sa kasnjenjem i neke posebne
klase sistema koje iz njih proisti¢u, kombinacijom istih i tzv. singularnih (deskriptivnih)
sistema.

U tom smislu, bilo je od interesa izvesti dovoljene uslove ovog koncepta
stabilnosti, za razli¢ite pomenute klase sistema i unaprediti ve¢ postojece rezultate u
savremenoj literaturi u ¢emu se uspelo u velikoj meri.

U uvodnom delu i prvom poglavlju veoma detaljno su analizirane i
predstavljene predmetne klase razmatranih sistema, sa posebnim osvrtom na klase
vremenski neprekidnih, a nes$to manje, na klase vremenski diskretnih sistema, $to je i
prirodno imaju¢i u vidu tematiku doktorske disertacije. Izlazu se elementarne
specifi¢nosti singularnih i1 deskriptivnih sistema, i u tom smislu, posebno se apostrofira
znacaj pitanja egzistencije i jedinstvenosti reSenja, problem impulsnih ponaSanja i
konzistentnih pocetnih uslova, kao 1 pitanje fizicke ostvarljivosti (kauzalnosti) sistema.
Posebno se apostrofira fenomen ¢isto vremenskog kasnjenja, koji obelezava veliki broj
klasa sistema automatskog upravljanja. Dobro je poznato da njegovo prisustvo ima
nepovoljan uticaj na dinamicke karakteristike sistema, a posebno na stabilnost sistema
sa povratnom spregom. Klasa vremenski neprekidnih singularnih sistema sa
kaSnjenjem, objedinjuje sve specificnosti prethodno pomenutih klasa sistema i jasno iz
svih pomenutih razloga najsloZenija je za dinamicku analizu. U tom smislu pitanja
skupa konzistentnih pocetnih funkcija, predstavlja najznacajnije pitanje koje se mora
reSavati a sve sa ciljem da se dobiju reSenja u zatvorenom obliku sa neimpulsnim
¢lanovima.U istom tom smislu ponasaju se i vremenski diskretni deskriptivni sistemi
sa kaSnjenjem, kao realno postojeci ili kao diskretni analogani ovih prvih.

U drugom poglavlju akcenat izlaganja je usmeren na detaljnom prikazivanju
kvalitativnih 1 kvantitativnih osobina svih razmatranih klasa sistema, kako bi se
pripremila podloga za kasnija proucavanja i istraZivanja na polju robusnosti, stabilnosti
1 stabilizacije sistema.

TreCe poglavlje detaljno razmatra i daje, hronoloSki pregled osnovnih
koncepata stabilnosti, posebno stabilnost sistema u smislu Ljapunova, kao osnovnog
koncepta koji se primenjuje u dinamickoj analizi sistema. Mnogo viSe prostora Se
posvecuje razli¢itim konceptima tzv. tehnicke ili neljapunovske stabilnosti. U tom
smislu posebno se isti¢e koncept stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu i
koncept prakticne stabilnosti. Ukazuje se na njihov znacaj sa inzenjerske tacke gledista
1 primenljivosti u svakodnevnoj potrebi upravljanja tehnoloskim i drugim procesima.
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Cetvrto poglavlje obuhvata znacajnu selektivnu rekapitulaciju nekih osnovnih
rezultata na polju proucavanja neljapunovske stabilnosti svih klasa ovde razmatranih
sistema. Posebno je ukazano na motivaciju za tamo napisane redove i izvesne praznine
u postojecoj literaturi, za koji postoji ve¢ duzi niz godina hroni¢ni interes.

U petom poglavlju izlazu se novi, originalni i nau¢ni doprinosi, oli¢eni u
brojnim teoremama, njihovim dokazima i evidentnom verifikacijom kroz numericke
primere i simulacione postupke.U tom smislu izvode se i brojni rezultati, koji u formi
dovoljnih uslova, garantuju stabilnost na konacnom vremsnkom intervalu, pojedinih,
ovde razmatranih klasa sistema, prvenstveno sa kasnjenjem, a kroz kriterijume, koji
uzimaju u obzir iznos ¢isto vremenskog kasnjenja ili koji tu znacajnu cCinjenicu
prenebregavaju.

I Sesto poglavlje donosi nove rezultate, ovde na polju prakti¢ne i atraktivne
prakti¢ne stabilnosti. U tom smislu, rezultati se za pojedine klase sistema sa
kasnjenjem, generiSu kao kombinacija onih rezultata koji garantuju ljapunovsku
stabiilnost, sa posebnim zahtevom na osobinu privlacenja i rezultata koji obezbeduju
stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu, koji moze biti neprekidan ili dat u
odredeneim intervalima, a shodno zahtevima postavljenim sistemu.

Na kraju rada data je kraca rekapitulacija osnovih nau¢nih doprinosa, kao 1
pravci i smernice za buduca, dalja istrazivalja.
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Mpunor 2.
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Bep3uje AOKTOPCKOr paaa
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Cryavjckm nporpas _ AyTOMSETCKD YNDaBMbaHs
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Mpewnor 3,

M3jasa o Kopuuwhewy
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1. AytopcTBo - [lo3BorbaBaTte yMHOXaBake, OUCTpUOyLMjy M jaBHO caoniiTaBake
Aena, n npepage, ako ce Hasefe MMe ayTopa Ha HayuH odpefeH oA cTpaHe ayTopa
UnNn gasaoua nuueHue, Yak 1 'y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja o cBUx
nULEeHUN.

2. AytopcTBO — HekoMmepumjanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBakwe, AUCTpUBYLMjy 1 jaBHO
caonwTasawe Aerna, v npepage, ako ce HaBege Mme aytopa Ha HauvH oapefeH o
cTpaHe aytopa vnu gasaoua nuueHue. Oa nuvueHua He 003BOrbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena.

3. AyTOpCTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBae€,
anctpmbyunjy 1 jaBHO caonwTaBakwe gena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkoBawa WUnu
ynoTpebe gena y CBOM Jerny, ako ce HaBede MMme ayTtopa Ha HadvH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa vnu gaeaoua nuueHue. OBa nuueHua He 003BOSfbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuvueHue, OBOM JIMLEHLOM Ce orpaHvyaBa
Hajsehn o6um npaBa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HeKoMepuwujanHo — Jenutu nog uctum ycrosuma. [o3BosrbaBaTe
yMHOXaBake, AucTpmbyumjy 1 jaBHO caonwiTaBake Aena, v npepage, ako ce Haseae
nme aytopa Ha HayuH odpeheH of cTpaHe ayTopa unu gasBaoua NuUEHLEe U ako ce
npepaga guctpubympa nog MCTOM WM CNMYHOM nuueHuoM. OBa nuvueHua He
[03BOMbaBa komepuujanHy ynotpeby gena v npepaga.

5. AyTtopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBate yMHOXaBawe, OUCTPUBYLM)y U jaBHO
caonwTaBake gena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkoBawa Unmn ynotpebe gena y cBom geny,
aKo ce HaBege MMe ayTopa Ha HauvH ogpefeH of CTpaHe ayTopa unu gaeaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BoSbaBa KoMepLmjanHy ynotpeby agena.

6. AyTtopctBO - genutum nog uCTUM ycrioBuMa. [Jo3BorbaBate yMHOXaBahe,
ANcTpnbyunjy 1 jaBHO caoniwiTaBawe Aena, u npepage, ako ce HaBeje ume aytopa Ha
HauuH oppefeH oa cTpaHe ayTopa WM JaBaoua NUUEHLEe U ako ce npepaga
anctpmbympa nog WMCTOM WK CAMYHOM  nuvueHuoM. OBa nuueHua [03BOSbaBa
KomepuujanHy ynotpeby fgena v npepaga. CnvyHa je copTBEpCKMM nuueHuama,
O[HOCHO INnLeHuama oTBOPEeHOor Koaa.
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