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Apstrakt 

 

U ovoj doktorskoj disertaciji su razmatrani problemi dinamičke analize posebnih klasa  

sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem, kao i njihovo ponašanje na konačnom.  

U uvodnom delu akcenat izlaganja stavljen je na proučavanje suštinskih osobina 

singularnih sistema, sistema sa kašnjenjem i singularnih sistema sa kašnjenje, kao i na 

njihove diskretene analogane. 

U tom smislu razmatrana su pitanja koja se tiču egzistencije i jedinstvenosti rešenja,  

problema impulsnih ponašanja i konzistentnih početnih uslova, kauzalnosti i funkcija 

početnih uslova razmatranog sistema. 

Detaljan pregled do sada postignutih rezultata na polju izučavanja neljapunovske 

stabilnosti oličene u konceptu stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu i praktične 

stabilnosti na ove klase sisteme, iscrpno je dat u odgovarajućem poglavlju. 

Disertacija je prvenstveno posvećena osnovnom pianju koje je vezano za teoriju a 

posebno za primenu automatskog upravljanja u praksi, tj. za pitanje stabilnosti u tzv. 

neljapunovskom smislu, a to pitanje je bilo rešavano sa dva stanovišta: metode koji koristi 

deskriptivni prilaz i postupke koji se zasnivaju na primeni klasičnih algebarskih matričnih 

nejednakosti (Jensenova i Kopelova nejednačina), imajući u vidu da poslednje pomenuti 

prilaz redukuje probleme upravljanja na rešavanje jednostavnih algebarskih nejednačina, koje 

se lako sprovode standardnim numeričkim procedurama, a oba prilaza vode ka samo 

dovoljnim uslovima stabilnosti primenjenog koncepta, što je sasvim prihvatljivo sa 

inženjerske tačke gledišta. 

U prvom slučaju, za izvoĎenje dovoljnih uslova stabilnosti na konačnom vremenskom 

intervalu, korišćene su funkcionali tipa Ljapunov-Krsovski. 

Za razliku od nekih ranijih rezultata, ovi funkcionali ne moraju da zadovoljavaju neke 

stroge matematičke uslove, kao što je pozitivna odreĎeneost u celom prostoru stanja, kao i da 

ne poseduju negativnu odreĎenost njihovih izvoda duž kretanja sistema. 

U svim slučajevima od interesa, numeričkim primerima datim u ovoj disertaciji,  

dodatno je potvrĎena primena predloženih novih metodologija, kao i analitičko sračunavanje 

i iznalaženje uslova stabilnosti. 

Konačno, utvrĎeno je da su izvedeni dovoljni uslovi manje restriktivni u poreĎenju sa 

ranije izvedenim rezultatima. 

Analogni zaključci mogu se izvesti i za rezultate dobijene na polju izučavanja praktične 

stabilnosti. 

Još neki manje značajni doprinosi pruženi su u sferi proučavanja osobina robusnosti 

sistema i njihove stabilizacije. 

   Autor 
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Abstract 

 

In this doctoral thesis the problems of dynamical analysis of particular class of control 

time delay systems were considered, as well as their behavior on finite and  time intervals.  

Following the introduction disscusion emphasis has been put on the peculiar properties of 

singular, time delay and singular time delay systems, as well as on theirs discrete 

counterparts. 

In that sense the questions, concerning the existence and uniqueness of the solutions, the 

problems of impulsive behavior, consistent initial conditions, causality and functions of 

initial conditions of the system itself.  

On overview of the modern stability frameworks has been presented, starting from the  so 

called non-Lyapunov concepts: finite time stability and practical stability in particular.  

A historical overview of ideas, concepts and results has been presented and the key 

contributions have been highlighted through key papers from the modern literature.  

This dissertation is mostly dedicated to the main question of control engineering, eg., to 

the question of stabilitly in Non-Lyapunov sense,  two main lines of research were 

established: the qvasy descriptive methodology  and the approach based on classical matrix 

algebraic inequalites (Jensen's and Coppel inequality),  the latter being known to reduce 

control tasks to simple algebraic conditions easily solvable by numerical computation, in both 

casses leading to the sufficient stability conditions, only, what is more than acceptable for the 

engineering point ov view. 

In the first case for the derivation of the finite time stability sufficient conditions, the 

Lyapunov-Krassovski functionals were used.  

Unlike in the previously reported results, the functionals did not have to satisfy some 

strict mathematical conditions, such as positivity in the whole state space and possession of 

the negative derivatives along the system state trajectories.  

In all cases, of interest, the numerical examples presented in this study additionally 

clarified the implementation of the new methodologies, and the calculations and analitical 

determination of the stability conditions.  

Finally, it was found that the proposed sufficient conditions were less restrictive 

compared to the ones previously reported. 

The analogous results have been derived for practical stability. 

Some others contributions has been given through some disscussion of concept of 

stability robustness and stabilization procedure. 
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Абстракт 

 

 В этой докторской диссертации рассмотрены проблемы динамического анализа 

особенных классов систем с чистым временным запаздыванием   как и их поведение на  

конечном временском интервале. 

 В вводной части акцент сообщения поставлен на изучение основных 

особенностей сингулярных систем, системы с запаздыванием  и сингулярных систем с 

запаздыванием, как и на их дискретных аналогах. 

 В этом ключе рассмотрены вопросы которые касаются существования и 

единствености решения, проблемы импульсного поведения и конзистентных 

начальных условий, каузуальности и функции начальных условий рассмотреной 

системы. 

 Детальный обзор до настоящего времени достигнутых результатаов на поле 

изучения нельяпуновской устойчивость воспроизведеных в концепте устойчивость на 

конечном временском интервале и практической стабильности  

в этом классе систем, подробно дат в соответствующей главе. 

 Диссертация, во-первых, посвещена основному вопросы связанному  

с теорией, а во-вторых, применению автоматического управления на практике,  

то есть вопросу устойчивость в такозваном нельяпуновском смыслу и этот вопрос 

решался двояко: методом который использует дескриптивный подход  

и поступак который основывается на применении классических алгебарских 

матричных неравенств (Женсенпово и Копелово неравенство), имея ввиду что 

последний упомянутый подход упрощает проблему управления при решении простых 

алгебарских неравенств, которые легко обрабатываются стандартными числовыми 

процедурами, а оба подхода приводят к самодостаточным условиям устойчивость 

применѐнного концепта, что совсем в согласии с инженерной позицией. 

 В начале, для выведения довольных условий устойчивость на конечном 

временском интервале, использованы функционалы типа Ляпунов – Красовский. 

 В отлични от некоторых ранних результатов, эти функционалы не должны 

удовлетворять некоторые строгие математические условия как, например, позитивная 

определѐнность в целом пространстве состояниа, также как и не имеют негативную 

определѐнность их выведений по траектории движения системы. 

 В этих случаях, которые нас интересуют, числовыми примерами данными в 

этой диссертации дополнительно подтверждено применение предложенных новых 

методологий, как и аналитический расчѐт и нахождение условий устойчивость. 

 Наконец, утверждено что изведѐнные довольные условия меньше рестрективны 

в сравнении с ранее выведенными результатами. 

 Аналогичные заключения можно вывести и для результатов полученных на  

поле изучения практической стабильности. 



 Ещѐ некоторые менее значительные вклады предложены и в сфере изучения 

особеностей робусности системы и еѐ стабилизации. 
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PRЕDGОVОR 
 

 

 Тrеbа primеtiti dа је u nеkim sistеmimа pоtrеbnо uzеti u оbzir kаrаktеr njihоvоg 

dinаmičkоg i stаtičkоg pоnаšаnjа u istо vrеmе.  

 Singulаrni sistеmi (tаkоĎе, pоznаti i kао dеgеnеrаtivni, dеskriptivni, gеnеrаlizоvаni, 

оpisаni difеrеnciјаlnо- аlgеbаrskim јеdnаčinаmа ili sistеmi sа pоlu - stаnjеm) su оni sistеmi 

čiја је dinаmikа pоkrivеnа kоmbinаciјоm аlgеbаrskih i difеrеnciјаlnih јеdnаčinа i u tоm 

smislu оdgоvаrајu prеthоdnо pоmеnutim pоtrеbаmа. 

 Vеć dugi niz gоdinа brојni nаučnici su sа punо pаžnjе prоučаvаli i bаvili sе  

singulаrnim sistеmimа. Kоmplеksnа prirоdа singulаrnih sistеmа prоuzrоkuје mnоgе 

pоtеškоćе u аnаlitičkоm i numеričkоm trеtmаnu istih, pоsеbnо kаdа pоstојi pоtrеbа  

zа njihоvim uprаvlјаnjеm. 

 Оni, tаkоĎе, nаstајu prirоdnо kао linеаrnа аprоksimаciја mоdеlа sistеmа u mnоgim 

аplikаciјаmа kао štо su: еlеktričnе mrеžе, dinаmikа аviоnа, hеmiјski, tеrmički  

i difuziоni prоcеsi, vеliki sistеmi, pоvеzаni sistеmi, еkоnоmiја, оptimizаciоni  prоblеmi 

sistеmi sа pоvrаtnоm sprеgоm, rоbоti, dеmоgrаfiја, biоlоgiја, itd 

 Prоblеm istrаživаnjа sistеmа sа kаšnjеnjеm, tаkоĎе,  је еksplоаtisаn tоkоm mnоgih 

dеcеniја.   

 Vrеmеnskо  kаšnjеnjе sе vrlо čеstо susrеćе u rаznim tеhničkim sistеmimа, kао štо su 

еlеktrični, pnеumаtski i hidrаulični vоdоvi, hеmiјskim prоcеsimа, dugе dаlеkоvоdе, itd. 

Pоstојаnjе čistоg vrеmеnski sа оstаtkоm, bеz оbzirа dа li је prisutnо u uprаvlјаnju  i / ili 

stаnju, mоžе izаzvаti nеkvаlitеtnе prеlаznе prоcеsе pа čаk nеstаbilnоst. 

 Prеmа tоmе, prоblеm аnаlizе stаbilnоsti  оvе  klаsе sistеmа је јеdаn оd glаvnih 

intеrеsа zа mnоgе istrаživаčе.  

 U principu, prisustvо fеnоmеnа kаšnjеnjа čini njihоvu аnаlizu mnоgо 

kоmplikоvаniјоm. 

 Моrа sе nаglаsiti dа pоstојi izvеstаn brој sistеmа kојi imајu fеnоmеn vrеmеnskоg 

kаšnjеnjа i singulаrnоst, u iskаzаnоm smislu, kојi sе mоrајu rаzmаtrаti јеdnоvrеmеnо. 

     Оvi sistеmi imајu mnоgа spеcifičnа svојstаvа. Аkо žеlimо dа ih  tаčnо оpišеmо,  

dа ih prеcizniје prојеktuјеmо i dа njimа  еfikаsniје uprаvlјаmо, mоrаmо im pоsvеtiti dužnu 

pаžnju prvеnstvеnо pri mоdеlirаnju, а kаsniје krоz аnаlizu i sintеzu. 

 Kаdа su u pitаnju sistеmi sа kаšnjеnjеm uоpštе, u pоstојеćim kritеriјumimа 

stаbilnоsti, uglаvnоm su usvојеni nа dvа nаčinа pristupа. 

     Nаimе, јеdаn prаvаc rаzmаtrа  stаbilnоsti kаdа iznоs čistоg vrеmеnskоg kаšnjеnjа 

niје uklјučеn u fоrmulisаni kritеriјum stаbilnоsti, а drugi prilаz gdе је tа infоrmаciја 

uklјučеnа i еgzistirа. 

 Prvi slučај sе оdnоsi nа tzv. kritеriјumе nеzаvisnе оd kаšnjеnjа а drugi zаvisnе оd 

kаšnjеnjа. U prvоm slučајu dоbiјајu sе dоvоlјni uslоvi stаbilnоsti u vidu prоstih аlgеbаrskih 

nејеdnаčinа а u drugоm nеštо slоžеniјi аli i kvаlitеtniјi, s оbzirоm dа uklјučuјu infоrmаciјu о 

čistоm vrеmеnskоm kаšnjеnju. 

 Prаktičnа pitаnjа zаhtеvајu dа sе kоncеntrišеmо nе sаmо nа stаbilnоst sistеmа  

(nа primеr u smislu Liаpunоvа), vеć i u  grаnicе dо kојih dоsžu trајеktоriје sistеmа pri 

njеgоvоm krеtаnju u intеgrаlnоm prоstоru. 

 Sistеm bi mоgао biti stаbilаn, аli i dаlје pоtpunо bеskоristаn јеr pоsеduје nеpоžеlјnе 

dinаmičkе pеrfоrmаnsе. Таdа, mоžе biti kоrisnо rаzmаtriti stаbilnоst  sistеmа u оdnоsu nа 

dаtе skupоvе, kао pоčеtnih tаkо i dоzvоlјеnih stаnjа sistеmа, pа i izlаzа аkо trеbа. 

 Оsim tоgа,  оd pоsеbnоg znаčаја je pоnаšаnjе dinаmičkih sistеmа pоsmаtrаnih sаmо  

nа оgrаničеnоm vrеmеnskоm intеrvаlu. 



 Оvi svојstvа  оgrаničеnоsti  krеtаnjа sistеmа bilо u slоbоdnоm bilо u prinudnоm 

rаdnоm rеžimu vеоmа su vаžnа sа inžеnjеrskе tаčkе glеdištа.  

 Shvаtајući оvu činjеnicu, uvеdеnе su brојnе dеfiniciје tzv. tеhničkе i prаktičnе 

stаbilnоsti.  Grubо rеčеnо, оvе dеfiniciје sе u suštini zаsnivајu nа unаprеd dеfinisаnim 

grаnicаmа pеrturbаciје pоčеtnih uslоvа i dоzvоlјеnh pеrturbаciјоm krеtаnjа ili оdzivа 

sistеmа.  

 То је dоprinеlо dа оvа dоktоrskа disеrtаciја istrаžuје nеkе kоrisnе idеје u оkviru 

kоncеptа nеlјаpunоvskе stаbilnоsti оdrеĎеnih  klаsа sistеmа sа kаšnjеnjеm. 

      Vеzаnо zа singulаrnе ili dеskriptivnе sistеmе, gеоmеtriјskа tеоriја kоnzistеntnоsti 

dоvоdi dо prirоdnе klаse pоzitivnih оdrеĎеnih  kvаdrаtnih fоrmi nа pоtprоstоru kоnzistеntnih 

stаnjа kоја sаdrži svа rеšеnjа. Оvа činjеnicа оmоgućаvа fоrmirаnjе tеоriје nеlјаpunоvskе 

stаbilnоsti zа svе klаsе sistеmа. 

   Kаdа uzmеmо u оbzir kоncеpt stаbilnоsti nа kоnаčnоm vrеmеnskоm intеrvаlu,  

dоvоlјni uslоvi su izvеdеni kоrišćеnjеm pristupа nа оsnоvu kvаzi - Ljаpunоvlјеvih funkciја i 

njihоvih оsоbinа nа pоdprоstоru kоnzistеntnih i dоpustivih pоčеtnih uslоvа i pоčеtnih 

funkciја. Оvе funkciје nе mоrајu dа imајu svојstvа pоzitivnе оdrеĎеnоsti u cеlоm prоstоru 

stаnjа, niti nеgаtivnu оdrеĎеnоst njihоvih izvоdа  duž trајеktоriја sistеmа kојi sе rаzmаtrа. 

 Svе је tо dаlеkо slоžеniје kаdа su u pitаnju nеlinеаrni sistеmi, štо оvdе niје biо 

prеdmеt rаzmаtrаnjа. 

 Kаdа је prаktičаnа аtrаktivnа  stаbilnоst u pitаnju,  kоmbinuјu sе klаsičnа 

Ljаpunоvlјеvа tеhnikа kоја gаrаntuје аtrаktivnоst, sа kritеriјumimа kојi оbеzbеĎuјu 

stаbilnоst nа kоnаčnоm vrеmеnskоm intеrvаlu. 

       Imајući u vidu dа su u оbа slučаја, dо sаdа, uglаnоm оbеzbеĎеni sаmо dоvоlјni 

uslоvi, јаsnо је dа је prеdmеt оvе disеrtаciје bilо njihоvо unаprеĎеnjе i pоbоlјšаnjе štо sе i u 

vеlikој mеri pоstiglо nоvim tеhnikаmа ili rеviziјоm stаrih, nаdоgrаĎеnih оriginаlnim 

idејаmа, prvеnstvеnо nа plаnu mајоrizаciја i minоrizаciја, kаdа su istе bilе prisutnе  

u dоkаzimа оriginаlnо fоrmulisаnih tеоrеmа. 

  

      Аutоr izrаžаvа dubоku i nеizmеrnu zаhvаlnоst mеntоru Dr Drаgutinu Lj. 

Dеbеlјkоviću , prоfеsоru Маšinskоg fаkultеtа, Univеrzitеtа u Bеоgrаdu, zа idеје pri 

rеаlizаciјi dоktоrskе disеrtаciје i zа niz sugеstiја kоје su dоprinеlе njеnоm kvаlitеtu. 

     Pоsеbnu zаhvаlnоst prеmа prоfеsоru Dеbеlјkоviću, аutоr disеrtаciје duguје zbоg vеć 

dugоgоdišnjе sаrаdnjе i nеprеkidnе i nеsеbičnе pоdrškе u аkаdеmskim izаzоvimа. 

     Nеоspоrnа је i činjеnicа dа је vеliki dео оvе dоktоrskе disеrtаciје biо inspirisаn 

nаučnim dоprinоsimа mојih mеntоrа Dr Drаgutinа Lj . Dеbеlјkоvićа, rеdоvnоg prоfеsоrа 

Маšinskоg fаkultеаt, Univеrzitеtа u Bеоgrаdu i Dr Srеtеnа B. Stојаnоvićа, redovnog 
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I. OPŠTI DEO 

 

1. UVODNA RAZMATRANJA 

 

Snažna motivacija, za redove koji slede, proističe iz brojnih radova i monografija 

grupe naučnika, okupljenih oko prof. D. Lj. Debeljkovića, koji zajedno sa njim već više 

od dvadestpet godina permanentno daju značajne doprinose razvoju kako ljapunovskog 

tako i neljapunovskog koncepta stabilnosti. 

 Linearni sistemi su oduvek privlačili pažnju naučne i stručne javnosti  

i taj interes postoji i dan danas i zaokuplja sve tehničke discipline podržan snažnim 

matematičkim aparatom osnovanim na odabranim poglavljima linearne algebre, 

operatorskog računa i teorije diferencijalnih jednačina, sa i bez pomerenog argumenta, 

što im neosporno daje veliki značaj, pa je samim tim prirodno da se još jednom naĎu u 

stvarnoj žiži interesovanja, a sa nekih drugih aspekta njihovog dinamičkog delovanja i 

ponašanja. 

Valja posebno istaći i činjenicu, da iako predstavljaju najveću idealizaciju  

i ako je mnogo toga pozitivno rešeno, linearni sistemi i dan danas zaokupljuju pažnju 

naučnika i predstavljaju izazov u pokušajima da se stvore nove metode, koncepti i 

rešenja ili da se, pak, sve postojeće poznato proširi na neke nove klase linearnih sistema 

koje, kao pečurke, niču iz dana u dan. 

Ova klasa sistema, u najširem smislu te reči, biće predmet ove doktorske disertacije, 

sa snažnom fluktuacijom ka nekim njenim posebnim klasama, o čemu daleko više biti 

reči u esencijalnim poglavljima. 

 U aktuelnoj  teoriji sistema automatskog upravljanja usvojeni su i eksploatišu se 

različiti koncepti stabilnosti, kao na primer: stabilnost u smislu Ljapunova, stabilnost na 

konačnom vremnskom intervalu, orbitalna stabilnost, eksponecijalna stabilnost, 

praktična asimptotska stabilnost, tehnička stabilnost i BIBO stabilnost itd., od kojih se, 

u prvom redu,  očekuje da odgovore na veliki broj suštinski različitih pitanja po pitanju 

dinamičkih karateristika razamatranih sistema, što uključuje osobine prelaznih procesa, 

osobine upravljivosti i osmotrivosti, kao i pitanja osetljivosti i robusnosti, a posve jasno 

stabilnosti u duhu usvojenog koncepta. 

 Valja napomenuti, da pre ovih značajnih pitanja u mnogim prilikama  

treba pre toga rasčistiti i sa nekim fundamentalnim pitanjima kao što je egzistencija i 

jedinstvenost rešenja datog sistema diferencijalnih jednačina, razmotriti  

kako su formulisane definicije koje izražavaju izabrani koncept, kao i iznaći 

odgovarajuće uslove stabilnosti za date klase sistema od interesa, posebno formirajući 

prikladne kriterijume koji omogućavaju da se efikasno odgovori na pitanja osobina 

stabilnosti, a bez reševanje diferencijalnih jednačina kretanja. 

 

 Na taj način, dolazi se do potrebne platforme i pozicija sa kojih je moguće efikasno 

analizirati dinamičko ponašanje razmatranih sistema sa željenog aspekta.  

 Jasno je da se, korišćenjem odgovarajućih kriterijuma, mogu dobiti odgovori po 

pitanju različitih koncepata stabilnosti razmatranih sistema i bez rešavanja njihovih 

diferencijalnih jednačina kretanja, čime se postiže pun analitički efekat. 
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Kvalitetan rad savremenih sistema automatskog upravljanja, pored dobro poznate 

osobine stabilnosti i obezbeĎivanje visokih kvaliteta pokazatelja dinamičkog ponašanja, 

zahteva i primereno ispunjavanje osobine osetljivosti ali  i robusnosti, pri čemu je ovoj 

drugoj osobini u poslednjih nekoliko decenija daje daleko veći značaj. 

I dok se u sferi  osetljivosti  razmatra uticaj malih promena parametara unutar 

razmatranog sistema na ponašanje njegovih izlaznih veličina  robusnost  dozvoljava i 

velike promene, a unosi i centralno pitanje kako te promene utiču na očuvanje vitalnih 

ososbina sistema uprkos neizvesnosti u modelima na kojima se vrši analiza aktuelnih 

sistema i mogućih perturbacija, koje mogu biti kako strukturne tako i nestrukturne. 

Sva dosadašnja izlaganja bila su, očigledno, metodološki vezana za analzu sistema, 

kao instituciju koja podrazumeva primenu postupaka, metoda i različitih kriterijuma za 

utvrĎivanje objektivnih osobina objekata, procesa, upravljačkih sistema i sistema u 

celini. 

Fenomen povratne sprege leži u srcu sinteze ili projektovanja sistema automatskog 

upravljanja. 

 

I dok se, u prvom slučaju, projektant zadovoljava samo matematičkim rešenjem 

postavljenog zadatka, birajući pri tome bazičnu metodu i domen u kome će se 

sprovovesti usvojeni  postupak, projektovanje podrazumeva i zavšnu fazu sinteze, a to 

je praktična impementacija dobijenog rezultata u praksi. 

Dobro je poznato da su mnogi značjni rezulatai teorije automatskog upravljanja, 

recimo čuvena Viner Hopfova jednačina, morali kasnije da budu značajno dopunjeni 

kako bi se zadovoljili uslovi fizičke ostvarljivosti, tako dobijenog rešenja i slično. 

U tom smilsu projektovanje predstavlja krunu postupaka sinteze i praktičnu 

aplikaciju istih za potrebe rada realnih sistema. 

Ako se ponovo vratimo konceptu upravljanja u zatvorenom kolu dejstva,  

jasno da se isti koristi za preobličavanje dinamike polaznog (baznog sistema, sistema u 

otvorenom kolu dejstva) sistema prema novopostaljenim, često oprečnim, zahtevima 

najčešće uperenim prema ispunjavanju realtivne stabilnosti sistema, njegove brzine 

reagovanja ili čak postizanju željene tačnosti rada u stacionarnim radnim režimima. 

Mimo toga efikasnost postojanja ili uvoĎenja povratne sprege  omogućava efikasno 

rešenje problema  praćenja, smanjenja  osetljivosti sistema u celini na delovanje 

poremećaja i šumova, kao i delotvorno umanjenje ili otklanjanje neizvesnosti prisutnih 

u referentnim modelima. 

Prethodna razmatrnja, nedvosmisleno otvaraju problem tzv., stabilizacije sistema,  

koja je već odavno snažan i neotuĎiv alat u rukama projektanata. 

Naime, dobro je poznato da se metodama podešavanja polova, u uslovima kada je 

sistem u otvrenom kolu upravljiv, ili barem upravljim po spornim veličina stanja,može 

izvršiti željena prelokacija sopstevnih vrednosti matrice sistema i time postići 

zadovoljavajuće ponašanje. 

Korišćenje statičkih i dinamičkih uskladnika lociranih u povratnim spregama buduće 

sintetizovanih sistema, ili po veličinama stanja ili po izlaznim veličinama imaju 

prednosti, a i nedostatke. 
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U svakom slučaju stabilizacija je danas nezabilazan način u sintezi  

sistema, a u istoj meri se može koristiti za različite koncepte stabilnosti, a i krajnje 

divergentne zahteve. 

Ako se uz sve ovo, zahteva da buduće sintetizovani sistem poseduje  

takve osobine da nominalni sistem očuva i dalje neke svoje eminentne osbine u 

prisustvu poremećaja ili raznih neodreĎenosti govori se o  robusnoj stabilizaciji. 

Koncept izlaganja u ovoj doktorskoj disertaciji, zamišljen je i sproveden  

tako da se prvo razmotre sve klase sistema od interesa i  da se, pri tome,  

izlože i apostrofitraju nihove najznačajnije osobine, prouče i izlože neki osnovni 

koncepti stabilnosti, da se osvetle neka osnovna pitanja robusnosti fundamentalnih 

osobina sistema, prouče i prezentuju neke metode stabilizacije sistema korišćenjem 

koncepta upravljanja u zatvorenom kolu dejstva, kao i da se svuda gde god je to potrebo 

da kraća i selektivna rekapitulacija najznačajnih rezultata vezanih za tematska poglavlja 

ove disertacije. 

 Dalja izlaganja, prezentuje idejnu skicu budućeg doktorata kako morfološki tako i 

fenomenološki a u dogovoru sa mentorima disrtacije. 

Nastavak izlaganja daje uvid u već objavljene radove sa njihovom detaljnom 

prezentacijom i diskusijom rezultata. 

Završni deo disertacije, odnosi sa na nastavak mogućih istraživanja, koja se 

planiraju, započete teme i predikciju mogućih doprinosa kako na poljima različitih klasa 

ovde razmntanih sistema, tako i na planu dobijanja kvalitetnijh uslova stabilnosti, koji 

će obuhvatiti kako kriterijume koji uzimaju u obzir iznos čistog vremnskog kašnjenja 

tako i na one druge gde se taj iznos ne pominje. 

To sve zahteva značjne napore kako bi budući doprinosi dali rezulate koji su manje 

konzervativni, od postojećih, imajući u vidu da je reč o samo dovoljnim uslovima 

stabilnosti. 

Kao moguča kruna svih tih istraživanja, bili bi odgovarajući i potrebni  

i dovoljni uslovi predmetnih koncepata stabilnosti, imajući u vidu da je takvih, barem 

dosada veoma malo. 

Numeričkim primerima, testirajući samo školske primere, treba potvrditi ispravnost 

buduće dobijenih rezulata. 

Okosnoca ove  doktorske disertacije  počiva na savremenoj teoriji upravljanja  i 

razrešava niz veoma složenih i ozbiljnih pitanja neljapunovske stabilnosti, posebnih 

klasa, sistema automatskog upravljanja  

U tom smislu izloženi su  detaljno i neki zajednički radovi mentora ove doktorske 

disertacije  i drugih osvedočenih autoriteta iz ove oblasti, kao i izvestan broj koautoskih 

radova autora ove disertacije  kao novog doprinosa uvek aktuelnoj i atraktivnoj oblasti 

savremene teorije upravljanja i stabilnosti.  
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II.OPŠTE OSOBINE  KLASE RAZMATRANIH SISTEMA 

2. LINEARNI SINGULARNO – DESKRIPTIVNI SISTEMI 

 

     2.1 VREMENSKI KONTINUALNI  

           UOPŠTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA 

 

Već više od dve pune decenije singularni  sistemi privlače pažnju naučne  

i stručne javnosti širom sveta.  

 Njihovo prisustvo u svim granama tehnike i u pojedinim oblastima društvenih nauka 

više je nego evidentno, što obavezuje da im se sa svih mogućih aspekata proučavanja 

posveti dužna pažnja. 

 U matematičkom smislu ovi sistemi su predstavljeni tipičnom kombinacijom 

diferencijalnih i algebarskih jednačina, pri čemu ove druge predstavljaju ograničenje 

koje treba ispuniti pri rešavanju onih prvih.  

 Imajući to u vidu, sasvim je jasno da je odgovarajuće poznavanje linearne algebre, 

funkcionalne analize  i teorije sistema neophodno za shavtanje i kvalitetno objašnjenje  

generisanih rezultata. 

 Sa te platforme istraživanja prisutno je više različitih pristupa za izučavanja 

dinamičkih osobina sistema automatskog upravljanja. 

 Reč je tada ili o analitičkom pristupu,  numeričkom  ili kvantitativnom prilazu 

(analizi), a neki drugi autori nameću podele sa stanovišta geometrijskog gledišta ili 

klasične algebre. 

Za izlaganja koja su ovde od interesa, može se matematički model u prostoru stanja 

ovih sistema zapisati u sledećom obliku: 

    
        

     

0 0

i

E t A t B t

t C t D t

  

 

x x u

x x u
,                                    (2.1) 

gde su date matrice saglasnih dimenzija, pri čemu je kvadratna matrica  

E obavezno nepotpunog ranga, odnosno singularna. 

      Ovde je iznet model za prinudni radni režim. 

Poredeći sa  tzv. ―klasičnim‖ sistemima, koji su daleko brojniji u odnosu na ovde 

proučavane, brojni rezultati i konkretne aplikacije su  pokazali  da ovako dobijeni 

verodostojni  modeli imaju znatne prednosti, kao što su: 

 Zadržavanje osnovnih fizičkih svojstava u modelu; 

 Prisnu vezu sa stvarnim fizičkim varijablama stanja sistema i,  

u izvesnom smislu, bolje prikazivanje strukture razmatranog sistema ili procesa; 

 Ne zahtevaju eliminaciju spregnuto promenljivih varijabli,  

što je i praktično nemoguće u nelinearnim slučajevima; 

 Ispisivanje bilansnih i drugih jednačina daleko je egzaktnije, sa posebnom 

mogućnošću da su iste iskazane kroz stvarne fizičke varijable; 
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 Matrice koje figurišu u ovim matematičkim modelima, po pravilu su ―šuplje‖, 

što znatno uprošćava  matematičke postupke u onim prilikama kada su iste 

neophodne. 

Imajući u vidu da su uopšteni sistemi u prostoru stanja iskazani spregom algebro-

diferencijalnih jednačina, ispoljava  čitav niz specifičnosti i karakteristika koje ih 

suštinski diferenciraju u odnosu na tzv. ―klasične‖ sisteme.  

U tom smislu, razmatranja postojanja, jedinstvenosti i formi njihovih rešenja 

iskazuju bazična pitanja, na koja treba uopšteno dati pozitivne odgovore, a sve sa 

aspekta postavljenih zadataka ispitivanja sistema u celini. 

      Mimo toga, postojanje impulsnih članova i vremenskih derivativa ulaznih varijabli u 

trajektorijama uopštenih sistema u prostoru stanja, kao i moguća nesvojstvenost  matrice 

prenosa  i neuzročnost  izmeĎu ulaznih varijabli i varijabli stanja i varijabli izlaza, čine 

ih posebno karakterističnim, a samim tim i interesantnijim  sa  gledišta. 

Valja istaći da bazična  rešenja tih problema na nalaze u integralnom prostoru stanja, 

već da ih valja prepoznati u nekom njegovom potskupu. 

Vremenski kontinualni uopšteni sistemi u prostoru stanja se prirodno pojavljuju u 

mnogim tehničkim oblastima i problemima, kao što su električna, elektro - magnetna 

kola, u dinamici vazduhoplova i manipulatora i kompleksnim termoenergetskim 

procesima, u problemima ekstremnih upravljanja i klasične i savremene optimizacije, a 

takoĎe i u biološkim procesima, ekonomiji, demografiji i kao periferni primer 

singularno perturbovanih sistema,  Debeljković et al (2006). 

 

     2.2 VREMENSKI DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI 

 

U matematičkom smislu ovi sistemi su predstavljeni spregom diferencnih  

i algebarskih jednačina, pri čemu ove druge predstavljaju ograničenje koje treba 

zadovoljiti pri rešavanju onih prvih, Debeljković et al (2006). 

    Sama činjenica da su deskriptivni sistemi iskazani spregom algebro-diferencnih 

jednačina, povlači za sobom niz specifičnosti i osobenosti koje ih jasno izdvajaju i 

razlikuju u odnosu na tzv. ―normalne‖ sisteme.  

     U tom smislu, razmatranja postojanja, jedinstvenosti i struktura njihovih  rešenja 

predstavljaju osnovna pitanja, na koja treba uopšteno odgovoriti, a u svetlu postavljenih 

istraživanja.  

      Mimo toga, moguća nesvojstvenost matrice prenosa i pitanje globalne fizičke 

ostvarljivosti  u svetlu  nekauzalnost izmeĎu ulaznih varijabli i varijabli stanja i veličina 

izlaza, čine ih još više osobenim. 

Očigledno je da u slučaju vremenski diskretnih uopštenih sistema u prostoru stanja, 

koncept neprekidnosti ima mnogo manji  značaj, ali ideja saglasnih početnih uslova 0x , 

koji stvaraju niz rešenja   : 0k k x , ima svoju potpunu opravdanost.  

Diskretni uopšteni sistemi u prostoru stanja se pojavljuju u mnogim inženjerskim 

oblastima i problemima, kao što su električna, elektro - magnetna kola, ali ih ima znatno 
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više u ekonomiji, demografiji, problemima ekstremalne optimizacije i kao granični 

slučaj deskriptivno perturbovanih procesa. 

Za izlaganja koja su ovde od interesa, može se matematički model, u prostoru stanja, 

ovih sistema zapisati u sledećom obliku: 

    
        

     

0 01

i

E k A k B k

k C k D k

   

 

x x u

x x u
,                             (2.2) 

gde su date matrice saglasnih formata, pri čemu je kvadratna matrica  

E obavezno nepotpunog ranga, odnosno  iregularna. 

      Njihove suštinse osobine, koje ih izdvajaju u odnosu na tzv. „normalne” (klasične) 

sisteme, skoro su identične osobinama ranije razmatranih vremenski kontinualnih 

uopštenhi sistema u prostoru stanja, pa se stoga ovde neće ponavljati. 
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3. LINEARNI SISTEMI  

         SA MRTVIM VREMENOM 

 

 

     3.1 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA MRTVIM VREMENOM 

 

Već više od pola veka sistemi sa mrtvim vremenom privlače pažnju naučne  

i istraživačke javnosti širom planete.  

 Njihovo prisustvo u svim granama tehnike i u pojedinim oblastima društvenih nauka 

više je nego evidentno, što obavezuje da im se sa svih mogućih aspekata proučavanja 

posveti dužna pažnja. 

Matematički gledano, ovi sistemi automatskog upravljanja iskazani su sistemom  

običnih diferencijalnih  jednačina sa pomerenim argumentom, što povlači znatno 

usložnjavanje brojnih procedura za njihovo ispitivanje. 

MeĎutim, kao procesi beskonačnog reda,  njihovo proučavanje u s domenu otežano 

je prisustvom transcedentnih prenosnih funkcija, što ponekada zahteva bazičnu 

modifikaciju  postojećih uslova i postupaka razvijenih za  linearnizovane sisteme, a 

ponekada i generisanje potpuno novih postupaka i metoda za rešavanje postavljenih 

problema i klasične  i moderne teorije upravljanja i sistema. 

Ova klasa sistema je opisana svojom vektorskom diferencijalnom jednačinom 

stanja: 

                         0 1t A t A t   x x x              (3.1.a)  

i sa pripadajućom funkcijom početnih uslova:  

                , 0t t t   x φ       (3.1.b)  

gde je sa   označeno mrtvo vreme u stanju.  

Kada se uopšteno razmatraju sistemi sa  mrtvim vremenom, u aktuelnim 

kriterijumima stabilnosti, koriste se dva suštinski različita prilaza.  

Prvi pristup generiše uslove stabilnosti koji ne uključuje saznanje o mrtvom 

vremenenu, a drugi pristup uključuje tu informaciju i pokazuje u kojoj meri mrtvo 

vreme utiče na dinamiku sistema. 

Prvi prstup se često naziva kriterijumom nezavisnim od mrtvog vremena i generalno 

je iskazan kroz veoma proste algebarske nejednačine.   

 

Drugi prilaz, koji je svakako superiorniji, jer pored matrica sistema u uslovima 

stabilnosti egzistira i vrednsot mrtvog vremena, ali zbog toga postoji nužnost za 

rešavanjem daleko složenijih izraza, a u nekim okolnostima i potreba za rešavanjem ili 

transcedentih algebarskih jednačina ili nelinearnih matričnih običnih, pa čak i 

diferencijalnih, jednačina visokog reda.  

Osim navedenog, u ovim okolnostima, kako bi se iskoristili dobijeni kriterijumi, 

potrebno je odreĎivanje i maksimalnih ili minimalnih solvenata takvih jednačina, što 

često vodi ka optimizacionim postupcima veoma kompleksnim algoritamskih 

procedura. 
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Njihova primena je prisutna svuda gde postoji ili transportno ili tehnološko 

ili informaciono zaostajanje signala, a to su tipični predstavnici dugačkih električnih, 

hidrauličnih ili pneumatskih vodova, svi hemijski reaktori čiji se rad zasniva na 

primarnom mešanju nekih supstanci, procsi hladnog ili vrućeg valjanja limenih ploča 

gde je nemoguće locirati merač debljine u samom cevu valjaka već nešto posle, 

respektivno,  itd. 

NeotuĎivo su vezani i prisutni u dinamici manipulatora i vazduhoplova i velikim 

sistemima.  

Prisustvo mrtvog vremena, bezobzira da li ono egzistira u ulaznim  veličinama i/ili u 

stanju može da rezultira u pogubne tranzientne osobine, pa i da dovede do nestabilnih 

radnih režima. 

Ta pojava veoma je  česta kada se razmatraju sistemi u zatvorenom kolu dejstva,  

sa dejstvom poremećaja i šuma ili bez njih. 

Samim tim ova istraživanja naišla su na veliku pažnju kod mnogih naučnika i 

istraživača. 

U opštem slučaju razmatranje problema koji uključuje i mrtvo vreme povlači daleko 

složeniju matematičku analizu. 

 

     3.2 VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI SA MRTVIM VREMENOM 

 

Diskretni sistemi sa mrtvim vremenom, opisani su u matematičkom smislu  

u vidu sistema diferencnih jednačina sa pomerenim argumentom i odlikuju se brojnim 

karateristikama koje nisu prisutne kod običnih diskretnih procesa.  

Za potrebe ove disertacije  opisani su vektorskom diferencnom jednačinom stanja: 

                                                      0 11k A k A k h   x x x
                                (3.2.a)

 

i sa pripadajućom funkcijom početnih uslova: 

                                                    , , 1 ,... ,0h h      x ψ
                    (3.2.b) 

gde h  označava mrtvo vreme u stanju. 

Jasno, to zahteva sasvim drugi prilaz u razmatranjima  a slika jednog takvog novog 

postupka  utemeljen je u reševanju mnogih, ovde postavljenih,  kompleksnih problema 

ispitivanja stabilnosti ove klase sistema.  
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4. LINEARNI SINGULARNO - DESKRIPTIVNI SISTEMI  

         SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM 

 

 Danas egzistira znatan  broj realnih procesa u sistemima automatskog upravljanja u 

kojima je iskazan jednovremeni fenomen mrtvog vremena i prisutna singularnost tako 

da ova klasa procesa evidentirana pod nazivom Singularni (deskriptivni) sistemi sa 

kašnjenjem zaslužuje posebnu pažnju. 

 Ovi procesi poseduju  mnoga specifična obeležja. 

 U matematičkom smislu ova klasa sistema automatskog upravljanja predstavljena 

je spegnutim sistemom diferencijalnih (diferencnih) jednačina sa pomerenim 

argumentom, kojima je ataširan odgovarajući sistem algebarskih jednačina koje, 

generalno, mogu biti, takoĎe, sa mrtvim vremenom ili bez njega. 

 

4.1 VREMENSKI KONTINUALNI  

             SINGULARNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

 Matematički zapis, ove klase sistema, obično se daje, takoĎe, preko vektorske 

diferencijalne jednačine stanja, a može i izlaza, ako je potrebno, što za ova razmatranja 

ima manji značaj: 

       ,                                      (4.1.a)      0 1E t A t A t   x x x
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                , 0t t t   x φ                                     (4.1.b) 

sa obaveznom  matricom E  nepotpunog ranga, odnosno iregularnom kada su u pitanju 

»kvadratni sistemi« i ostalim konstantnim sistemskim matricama i prihvatljivom 

funkcijom početnih stanja, a zbog prisutnog fenomena kašnjenjenja prvobitno ponašanje 

sistema iskazuje se kroz funkciju saglasnih početnih uslova, jed. (4.1.b), a za samo ona 

početna stanja koja pripadaju podskupu saglasnih početnih uslova , generisanih 

sledećim algoritmom, u klasičnom prostoru stanja: 

                                             (4.2) 

pri čemu  označava inverznu sliku nad operatorom . 

 

        4.2 VREMENSKI DISKRETNI  

  DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

Matematički zapis ovih sistema, dat je takoĎe, vektorskom diferencnom jednačinom 

stanja i  može biti iskazan u sledećoj formi: 

                                                     0 11E k A k A k h   x x x                               
(4.3.a)

 

sa obavezno matricom E nepotpunog ranga, odnosno iregularnom matricom  

i sa ostalim matricama čiji su elementi definisani nad poljem realnih brojeva 

i prihvatljivom funkcijom početnih stanja, iskazana kao: 

                                   (4.3.b)  

za samo ona trenutna početna stanja koja pripadaju podskupu saglasnih početnih uslova.  

Osnovni geometrijski prilaz za odreĎivanje podskupa saglasnih početnih uslova 

generalisanih sistema u prostoru stanja je niz podskupova, koji se generiše na sledeći 

način: 

                                                                               (4.4)                                              

 označava inverzni lik  nad operatorom , a  i  označavaju nulti 

prostor i rang  matrice , respektivno. 

Niz podskupova   se formira na sledeći način: 

                                            
                                   (4.5)

   

Pored toga važi i: 

k

 

0

1

1

,

, 0

n

j jA E j





 

 1A    A

      , , 1 ,... ,0h h      x ψ

d

   

,0

1

, 1 , , 0

n

d

d j d j

W

A E j





 

 1A    A  F  F

F

 ,0 ,1 ,2, , , ...d d d

,0 ,1 ,2 ,3d d d d   
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                                   (4.6)

   

i egzistira ceo broj , tako da: 

                                                        
                                              (4.7)

   

pa je:  za .  

Ako je  najmanji takav ceo pozitivan broj sa ovim karakteristikama, važi: 

                                                                      (4.8)           

i garantuje da  matrica  ima svoju inverznu matricu za neko , Owens, 

Debeljkovic (1985).  

 

       Ovaj algoritam, identičan po strukturi, primenjuje se i za vremenski kontinualne 

singularne sisteme sa čistim vremenskim kašnjenjem, Owens, Debeljkovic (1985).  

 

      Literatura 

 

Pjescic, R  M., V. Chistyakov, D. Lj. Debeljkovic,  On Dynamical Analysis of 

Particular Class of Linear Singular Time Delayed Systems: Stabilty and 

Robusteness, Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2008. 

D. Lj. Debeljkovic, Linear Singular Systems with Time Delay: Stabilty, 

Robustness, Stabilizability and robustness stabilizability,Part I,Faculty of Mechanical 

Engineering, Belgrade, 2010. 

D. Lj. Debeljkovic, S. B. Stojanovic, N. J. Dimitrijevic,  Stabilty of Particular 

Classes of Linear Control Systems over  Finite and Infinite  Time Interval,  Faculty 

of Mechanical Engineering, Belgrade, 2010. 

D. Lj. Debeljkovic- Editior, Time Delay Systems,  I–Tech,  Vienna, (Austria), . 

2011 

  D. Lj. Debeljkovic,  S. B. Stojanovic, Systems, Structure and Control - 

Editior Petr Husek, – Chapter : Asymptotic Stability Analysis of Linear Time Delay 

Systems: Delay Dependent Approach, I – Tech,  2008, pp. 029 – 060. 

D. Lj. Debeljkovic, T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 2 :  Stability of 

Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Systems over Infinite and Finite 

Time Interval, I–Tech,  Vienna, (Austria),  pp.15 – 30,  2011.a. 

D. Lj. Debeljkovic,  T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 3 : 

Stability of Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Time Delayed 

Systems‖, I–Tech,  ISBN 978-953—307-559-4, Vienna,  (Austria), pp. 31 – 74,  2011.b. 

   , , 0d jA j  

0k 

, 1 ,d k d k 

, 1 ,d k d k  1j 

k

     , 0 ,d k E k k  

 E A  



 
 

15 
 

D. Lj. Debeljkovic,  Dynamics of Continuous Linear Singular Systems: 

Impulsive behaviour, generalized inverses, stabilization, regularization, 

optimization and applications,Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011. 

D. Lj. Debeljkovic,  Stabilty of Automatic Control Systems over  Finite and 

Infinite  Time Interval,  Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011. 

D. Lj. Debeljković, Time Delay Control Systems, GIP Kultura Belgrade 1994.  

D. Lj. Debeljkovic,  S. A. Milinkovic, S. B. Stojanovic, Stability of Time Delay 

Systems over Finite and Infinite Time Interval,  Cigoja press, Belgrade, 2005. 

D. Lj. Debeljkovic,  A. Lj. Jacic, M. Medenica Time Delay Systems:  

Stabilty and Robustness, Mechanical Faculty, Belgrade, 2005. 

D. Lj. Debeljkovic, Stability of Control Systems over Infinite Time 

Interval,Mechanical Faculty Enguneering, Belgrade, 2009. 

D. Lj. Debeljkovic, S. B. Stojanovic, N. J. Dimitrijevic,  Stabilty of Particular 

Classes of Linear Control Systems over  Finite and Infinite  Time Interval,  Faculty 

of Mechanical Engineering, Belgrade, 2010. 

D. Lj. Debeljkovic- Editior, Time Delay Systems,  I–Tech,  Vienna, (Austria), . 

2011 

         D. Lj. Debeljkovic,  S. B. Stojanovic, Systems, Structure and Control - Editior 

Petr Husek, – Chapter : Asymptotic Stability Analysis of Linear Time Delay Systems: 

Delay Dependent Approach, I – Tech, Vienna,  2008, pp. 029 – 060. 

D. Lj. Debeljkovic, T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 2 :  Stability of 

Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Systems over Infinite and Finite 

Time Interval, I–Tech, Vienna, (Austria),  pp.15 – 30,  2011.a. 

D. Lj. Debeljkovic,  T. Nestorovic, Time Delay Systems, - Chapter 3 : Stability of 

Linear Continuous Singular and Discrete Descriptor Time Delayed Systems‖, I–Tech,  

ISBN 978-953—307-559-4, Vienna,  (Austria), pp. 31 – 74,  2011.b. 

D. Lj. Debeljkovic,   M. S. Aleksendric , N. J. Dimitrijevic, ContemporaryTheory of 

Multi Input - Multi Output Linear Control Systems,Faculty of Mechanical 

Engineering, Belgrade, 2011. 

D. Lj. Debeljkovic,  D.  N. Popov, ContemporaryMethods for Linear Systems 

Design,Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011. 

D. Lj. Debeljkovic,  Stabilty of Automatic Control Systems over  Finite and 

Infinite  Time Interval,  Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, 2011. 

 D. H. Owens, D. Lj. Debeljkovic., "Consistency and Liapunov stability  

of linear descriptor systems: a Geometric analysis", IMA, Journal of Math. Control 

and Information, (1985). No. 2, pp. 139 – 151.  

  



 
 

16 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

KVALITATIVNE  

        I KVANTITATIVNE OSOBINE 

        KLASA RAZMATRANIH SISTEMA 

  



 
 

17 
 

III VREMENSKI KONTINUALNI  

        UOPŠTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA 

 

 

     5. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

 U proteklom periodu, javlja se značajni interes na polju izučavanja vremnski 

kontinualnih generalisanih sistema u prostoru stanja. 

 Ova klasa sistema se javlja kao neposredni rezultat postavljanja osnovnih bilansnih 

jednačina procesa koji se razmatra, što u krajnjoj liniji dovodi do traženog 

matematičkog modela. 

 Sa opravdanim ciljem da se u postupku modeliranja, dobije što verodostojniji 

matematički model fizičkom procesu od interesa, ovi sistemi to izražavaju na najbolji 

mogući način sa aspekta modeliranja.  

 Kao što je rečeno ovi procesi, u matematičkom smislu, predstavljeni su sistemom 

kuplovanih  diferencijalnih i algebarskih jednačina, koje treba simulatano rešiti, 

uvažavajući, za njih date saglasne početne uslove. 

 Sa tog stanovišta, razlikuju se brojni pristupi ovoj problematici, pa neki autoriteti  

to iskazuju kroz numerički prilaz, analitički tretman ili kvalitativnu spoznaju dinamičkih 

karakteristika sistema, dok neki tu različitost vide kroz geometrijski prilaz ili pozicije 

čiste algebarske analize, Debeljković et. al (1996). 

 U odnosu na  klasičnu teoriju sistema, koja se zasnivala na dinamičkom opisu 

razmatranog sistema kroz njihovu funkciju prenosa, bilo da su u pitanju sistemi sa 

jednim ulazom i jednim izlazom, ili kada su u pitanju višestruko prenosni sistemi 

današnja i aktuelna teorija  sistema se u celosti bazira na konceptu prostora stanja.  

 Savremena teorija sistema polazi od opisa interne dinamike procesa preko vektorske 

diferencijalne jednačine stanja i ataširanu vektorsku jednačinu izlaza.  

 Pomenute jednačine imaju oblik : 

                                                              , ,t t t tx f x u ,                                            (5.1) 

                                          , ,i t t t tx g x u ,                                           (5.2) 

gde su vektorske funkcije  ( )f  i  ( )g , u opštem slučaju: 

                                           : , :n m n n m p     f g ,                    (5.3) 

gde t , označava vreme, a   nt x ,   mt u  i   p
i t x  vektore stanja, ulaza i 

izlaza respektivno, Debeljković et. al (1996). 

 Jed. (5.1) i jed. (5.2) predstavljaju matematički model objekta, procesa ili sistema u 

prostoru stanja.  

 Opis matematičkog modela procesa daje se, kao : 

                                                      , , , , it t t t t f x x u x 0 ,                                          (5.4)  

i obično se naziva sistemom implicitnih diferencijalnih jednačina.  
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 Mogući oblici matematičkih modela, datih jed. (5.4), su: 

                  , , , , ,E t t t t t t t tx z x f x u q ,                                  (5.5)          

                                                    , , , ,it t t t t g x u x z 0 ,                                            (5.6) 

gde vektor  tq  predstavlja, uslovno rečeno, redudantne varijable.  

 Prema tome,  tx
 

igra ulogu  vektora stanja varijabli procesa, ako postoji 

mogućnost da se redudantna veličina  tq
 
ukloni iz jed. (5.5 - 5.6).  

 To nije moguće uvek postići pa se javljaju i još neke dopunske poteškoće, posebno 

u slučajemima kada: 

1. Matrica  ( )E   može biti pravougaonog formata, a kada je i kvadratna traba da 

bude iregularna.   

2. Kada je matrica  ( )E   pravougaona i još uz to i nepotpunog ranga,  

tretman takvih sistema izuzetno je složen.  

 Posebni oblici implicitnih sistema, datih jed. (5.5)  ili  jed. (5.6), mogu se pojaviti i 

kao: 

                                                         , , ,E t t t t t tx x f x u ,                                     (5.7) 

                                                        , ,E t t A t t t B t t t x x x x u ,                          (5.8) 

tj.: 

                                                              f , ,E t t t tx x u ,                                         (5.9) 

pri:   

                                                                 g , ,i t t t tx x u .                                      (5.10)        

 U posebnom slučaju, koji je ovde od interesa, kontinualne vektorske funkcije  ( )f  

i  ( )g  su linearne funkcije svojih argumenata, tako da se dobija vektorska jednačina 

stanja i vektorska jednačina izlaza sa matricama A , B , C , D  koje su odgovarajućih 

formata a čiji su elementi definisani nad poljem realnih brojeva, a uz sve to i  sa 

konstantnom kvadratnom matricom E , uobičajeno nepotpunog ranga, tako da je rang 

E q n


  , pa sledi: 

                                                                E t A t B t x x u ,                                     (5.11)   

                                                                 i t C t D t x x u .                                     (5.12)      

 Imajući u vidu ovu činjenicu, velika klasa ovih sistema poznata je u literaturi kao 

Uopšteni sistem u prostoru stanja (singularni sistemi, deskriptivni sistemi, sistemi sa 

polu stanjem, sistemi opisani algebro-diferencijalnim jednačina, degenerativni, itd.). 

 U situacijama kada je matrica E  regularna, det E 0  sistem, dat jed. (5.11),  svodi 

se na: 

                                                           1 1t E A t E B t  x x u ,                                   (5.13)  

odnosno: 
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                                                          0 0t A t B t x x u ,                                           (5.14) 

što predstavlja standardnu formu opisa sistema u savremenoj teoriji upravljanja,  

sa dobro poznatim rezultatima koji se na nju oslanjaju, Lewis (1986). 

 Uopšteni sistem u prostoru stanja se najčešće nazivaju i diferencijalno-algebarski 

sistemi jer su upravo diferencijalne jednačine sa ograničenjima koje nameću pridružene 

im algebarske jednačine.  

 Sa stanovišta postojanja i jedinstvenosti rešenja značajno je samo razmotriti tu 

podelu sa stanovišta linearnih kontinualnih generalisanih sistema u prostoru stanja.  

 Šematski prikaz podele ovih sistema je dat na sl.5.1. 

 

Linearni singularni

 sistemi (LSS)

Regularni SS Iregularni SS

Rešenje uvek postoji
i jedinstveno je

Bez rešenja

Rešenja mogu da

budu "glatka"

Sa nejedinstvenim

rešenjima

Rešenja mogu da

budu "impulsna"

Sa konaènim

brojem rešenja

Sa beskonaènim

brojem rešenja

det(cE + A)  det(cE + A) 

 
Sl.5.1 

 Regularni uopšteni sistem u prostoru stanja  imaju uvek jedinstveno rešenje koje, 

zavisno od kvaliteta dodeljenih  početnih uslova, može da bude ―neprekidno‖ 

ali i  da sadrži impulse, Debeljković et al.  (2006.a). 

 Iregularni uopšteni sistem u prostoru stanja  mogu uopšte da nemaju rešenja, a ako 

ga i imaju, ona su nejedinstvena, Debeljković et al.  (2006.a). 

 Onda rešenja mogu biti konačno prebrojiva konačan ili njihov broj može biti 

beskonačan.  

 Zajedničko sa regularnim singularnim sistemima i ovde se pojavljuju ―glatka‖ ili 

rešenja sa impulsom, što podrazumeva prisustvo Dirakove funkcije u odzivu sistema. 

 Karakter vremenskih promena elemenata matrice  E t  unosi još jednu podelu.  

 Naime, ima slučajeva kada dolazi do promene ranga matrice ( )E t  u toku vremena, 

tako da za neko 1t  matrica  1E t  može biti singularna, a za neko drugo 2t ,  2E t  je 

regularna matrica.  

 Ovakav slučaj se označava kao izolovana singularnost, a tretman takvog sistema 

zaslužuje posebnu pažnju, naročito u trenutku 1t , Debeljković et. al (1996). 
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 Drugi slučaj javlja se kada je matrica  E t  singularna u svakom trenutku,  

pri čemu se njen rang može menjati od trenutka do trenutka. 

 Stacionarna singularnost podrazumeva singularnu matricu E  nad poljem realnih 

brojeva. 

 Ta singularnost obično je ili strukturna ili  parametarska. 

 Ova podela se ilustruje sledećim primerom. 

        Ako je matrica E  oblika: 

                                                  11 12

0 0

e e
E

 
  
 

,     11 12, 0e e  ,                                     (5.15)    

bez obzira na vrednost njenih nenultih elemenata, ona će uvek biti singularna.  

 Ova singularnost naziva se strukturnom.   

        Ako je matrica E  oblika: 

                                        11 12

21 22

e e
E

e e

 
  
 

,      0ije  ,  , 1,2i j  ,                                (5.16)    

tada, za neki izabrani nominalni radni režim, može da bude zadovoljen uslov: 

                                                     11 22 12 21 0e e e e  .                                                    (5.17)    

 Ovo je tipičan primer parametarske singularnosti, Debeljković et. al (1996).   

 Vraćajući se osnovnoj podeli, može se reći da su regularni generalisani sistemi u 

prostoru stanja oni sistemi za koje se može naći broj c , takav da je  det 0cE A  , 

iregularni oni za koje je det  det 0cE A  , za svaki broj  cC.  

 U prvom slučaju se obično govori o regularnom matričnom paru  ,E A , dok se u 

drugom slučaju  govori o singularnom matričnom paru  ,E A .  

 Posebna podela generalisanih sistema u prostoru stanja takoĎe se bazira na 

mogućim strukturama matrice E .  

 Ona može da bude nekvadratna, što je redji slučaj, ili kvadratna, 

što je uglavnom uobičajeni slučaj, koji proističe iz same prirode većine procesa  

i pripadajućeg matematičkog modela. 

 Kao i za ostale klase sistema, tako i za generalisane sisteme u prostoru stanja od 

najvećeg je značaja analizirati odgovarajuće dinamičko ponašanje u ustaljenim i 

nestacionarnim radnim režimima.   

 U analizi generalisanih sistema u prostoru stanja od posebnog je značaja pitanje 

rešljivost i generalisanog sistema u prostoru stanja jednačina. 

 U tom smislu izalžu se sledeći rezulati. 

 Vraćamo se ponovo na  linearni singularni stacionarni sistem opisan svojom 

modelom u prostoru stanja, tj.  jed. (5.11) i jed. (5.12) respektivno. 

 Gantmacher (1977), je pokazao da, ukoliko je matrični par
†  sE A

 
regularan, tj. 

ukoliko je: 

                                                           
†
 Matrix pecil;  

   Sasvim je svejedno da li se razmatra (sE + A)  ili  (sE – A). 

U drugom slučaju uobičajeno se  vektorska jednačina stanja  

   usvaja u  obliku:         0, 0E t A t B t  x x u x x  
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  det (sE + A)  0 ,    sC  ,                (5.18) 

tada rešenja sistema, datog jed. (5.11), egzistiraju i unikatna su,  

a ako pri tome sistem kreće iz tzv. saglasnih početnih uslova, ona su tada i ta rešenja 

―glatka‖ (neimpulsna) i dobijaju se u klasičnoj zatvorenoj formi.  

 Tada rešljivost  sistema, datog jed. jed. (5.11), direktno zavisi od regularnosti 

matričnog para (sE - A). 

 Prvi način svakako predpostavlja testiranje jed.  (5.18).  

 Naime, ukoliko se pokaže da je: 

 

  det (sE - A)  0,                     (5.19) 

 

generalisani sistem u prostoru stanja je iregularan.  

 Rešenja mogu da egzistiraju, a pri tome može se desiti  da budu jedinstvena 

ili nejedinstvena,  pa čak i da ne postoje. 

 Ovo razjašnjava sledeći rezultat, Campbell(1980). 

 

 Tvrdnja 5.1 Ako je matrični par (E + A) regularan, tada je: 

                                                              E A   0 .               (5.20) 

 Ukoliko je uslov, dat jed. (5.20) zadovoljen, to ne znači da je ispunjena i  

regularnost matričnog para  E A   za neko s, sC . 

 Po tom pitanju Debeljković, Owens (1985) dali su sledeći dopprinos: 

 

 Tvrdnja 5.2 Ako je matrični par (E + A) regularan,  , tada je: 

                                           k E  0 ,                                     (5.21) 

gde je k  podskup saglasnih početnih uslova. 

 Kao i u prethodnom TvrĎenju, obrnuto ne mora da bude ispunjeno. 

 I na kraju, za generalisani sistem u prostoru stanja dat u svojoj normalnoj 

kanoničkoj formi, uslov rešljivost i (regularnosti) dat je sa: 

                                              
    

    

1

1 4 3 1 2

1
4 1 2 4 3

det det

1 det det 0
n

sI A A A sI A A

A sI A A A A





    

    

 .                      (5.22) 

 Za pitanja saglasnih početnih uslova, polazi se od već ranije poznatog modela 

linearnog generalisanog sistema u prostoru stanja: 

      0, 0 .E t A t x x x x               (5.23) 

 Podskup saglasnih početnih uslova, u oznaci k , dato je u Campbellet al. (1976). 

 Iz izraza: 

     0
ˆ ˆ ,DI EE x 0                     (5.24) 

koji je ekvivalentnan uslovu: 
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                                                         ˆ ˆ D
k I EE  ,                                        (5.25) 

može se odrediti skup svih vektora 0x  koji formiraju podskup saglasnih početnih uslova

k .  

 Sa E označena je matrica: 

                                
1ˆ ,E E A E


                                       (5.26) 

a indeks ―D ‖ označava Drazinovu inverziju matrice.  

 Osnovni geometrijski aparat u formiranju podskupa saglasnih početnih uslova je 

sekvenca potprostora, odreĎena sa: 

                   

 

0

1
1 , 0

n

j JA E j




 

                                         (5.27) 

gde je   1A    inverzna slika  (  ) pod dejstvom matrice A .  

 

 Lema 5.1 Niz podskupa  0 1 2 ...  formirana je tako da zadovoljava: 

                               0 1 2 3...    ...                                 (5.28) 

 Štaviše: 

                                                  , 0jA j   ,                                      (5.29) 

pri čemu postoji nenegativan ceo broj k 0,  takav da je: 

                                           1k k  ,                                       (5.30) 

tj: 

                                                1 , 1k k j   .                                         (5.31) 

 Ako je k
 najmanji nenegativni ceo broj koji zadovoljava prethodnu jednačinu, 

tada je: 

     ,k E k k  0 ,              (5.32) 

pod pretpostavkom da matrica  (E – A) ima svoju inverznu matricu, za neko  . 

 

 Teorema 5.1 Pod uslovima Leme 5.1, 0x  je saglasni početni uslov za sistem dat 

jed. (5.23) ako i samo ako je 0 k
x .  

 Štaviše, x0 generiše jedinstveno rešenje   , 0
k

t t x  

 Dokazi ovih i svih drugih ranije izloženih Teorema rigorozno su izloženi  

u lit. Debeljković et al. (2005.b)  a ovde su, iz praktičnih razloga ne izlažu. 

 Način odreĎivanja podskupa saglasnih početnih uslova pruža mogućnost 

prevoĎenja polaznog generalisanog sistema u prostoru stanja na svoju normalnu 

kanoničnku formu.  

 Algebarski deo sistema, tada, u potpunosti definiše taj prostor, odnosno: 
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                                          0 x x A A3 10 4 20 ,                                     (5.33) 

ili, u ekvivalentnoj notaciji: 

                                           3 4k A A .                                     (5.34) 

 Slične mogućnosti pruža i posebna  kanonička forma. 

       Generalisani sistem u prostoru stanja dat jed. (5.23) je u SVD kanoničkoj formi, ako 

je: 

                                               ,UEV t UAV t UB t z z u                          (5.35) 

                                                     i t CV t D t x z u ,                                     (5.36) 

pri: 

 
2

11 12

21 22

0
, ,

0 0

A A
UEV UAV

A A

  
      
   

          (5.37) 

 

                                
 

 
11

1 2

22

, , ,
tB

UB CV C C t
tB

  
     
   

z
z

z
                  (5.38) 

 

                                          
 2

1 2

det 0, det 0,

diag , , , , 0, , 0 ,

U V

  

 

 
                   (5.39) 

 

gde su i ,  i = 1, ..., ;  singularne vrednosti  matrice E različite od  nule,  tu  je ulazna 

veličina, a  i tx  je vektor izlaznih veličina. 

Razmatra se generalisani sistem u prostoru stanja: 

                                           E t A t B t x x u ,                                    (5.40) 

                                                            i t C tx x                                            (5.41) 

Koristeći Laplace-ovu transformaciju, pri svim početnim uslovima jednakim nuli, 

dobija se: 

                                     
 

 
1 adj

det

sE A
W s C sE A B C B

sE A

 
  


,                         (5.42) 

matrica prenosa generalisanog sistema u prostoru stanja sa svojim karakterističnim 

polinomom: 

                                                           detEf s sE A   .                          (5.43) 

       Matricu prenosa mogu da oforme samo regularni generalisani sistemi u prostoru 

stanja, tj. samo oni kod kojih je  det 0sE A  , za neko sC . 

      Ako je generalisani sistem u prostoru stanja iregularan, odnosno kada je 

 det 0sE A  , s, on nema matricu prenosa, ali to još ne ukazuje da isti ne ostvarju 

odgovarajuću dinamiku, po svim pitanjima. 
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      Šta više, ta dinamika egzistira i iskazana je ulazno-izlaznim ponašanjem koje se,  

tada, iskazuje sa: 

                                                     iR s s Q s sX U ,                                     (5.44) 

gde su  R s  i  Q s
 
klasični polinomi.  

Ova kalsa generalisanih sistema u prostoru stanja detaljno je analizirana  

u radovima Dziurla, Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a), gde su prezentovane  

i njihove odgovarajuće fizičke realizacije. 

 Osnovni razlog za to je postojanje i algebarskih jednačina koje  matematički 

impliciraju nemogućnost prihvatanja svih početnih uslova.  

 Oni početni uslovi koji su prihvatljivi, u smislu generisanja glatkih,  

ali ne i impulsnih rešenja, nazivaju se saglasni početni uslovi. 

 Posmatra se početna vrednost vektora stanja: 

                                                                       00 x x ,                                               (5.45)       

koja uz jed. (5.23) i definiše problem početnog uslova.  

 Pod pretpostavka da vektor početnog stanja zadovoljava uslove konzistentnosti, 

date u Debeljković et. al (1996) i Buzurović (2000), tada se dobijaju, prema ranije 

iznetoj podeli,jedinstvena rešenja, i to glatka.   

 Za, uslovno rečeno, normalne sisteme jedinstvenost rešenja je garantovana. 

 Za generalisane sisteme u prostoru stanja se, u opštem slučaju, ne može garantovati 

jedinstvenost rešenja.  

  

 Definicija 5.1 0x  je saglasni početni vektor sistema, datog jed.  

(5.23),  ako postoji bar jedno rešenje  problema sa početnim uslovom koje  zadovoljava  

saglasni početni uslov   00 x x . 

 

 Teorema 5.2  Uopšteni sistem u prostoru stanja, dat jed. (5.23),  

sa pridruženim saglasnim početnim vektorom,   ima jedinstveno rešenje ako i samo ako  

postoji kompleksni skalar s , takav da matrica  
1

sE A


  postoji, Campbell (1980.a). 

 Ovde se neće dati detaljan dokaz ove teoreme, kao što je načelno rečeno,  

već samo skica dokaza koja se zasniva na činjenici da ako postoji prethodna inverzija,  

rešenje se može naći koristeći Laplace-ovu transformaciju.  

 Nakon utvrĎivanja uslova za jedinstvenost rešenja, ostaje otvoreno pitanje rešenja.  

 Postoje četiri osnovna načina za rešavanje generalisanog sistema u prostoru stanja 

jednačina sa pridruženim saglasnim početnim uslovom.  

 Detaljniju analizu navedenog, pogledati u Campbell (1980.a), Dai (1988).  

 Rešavanje navedenih sistema je moguće primenom sledećih postupaka: 

 

 Redukovanje sistema, do dobijanja vektora stanja, pa samim tim i sistema     

       nižeg reda.  Postupak je poznat kao redukacija dimenzije sistema. 

 

 Rešenje  u  vremenskom domenu,  korišćenjem  Drazin-ove  i  Moore-Penrose-       

ove inverzije.  
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 Aproksimiranje generalisanih sistema u prostoru stanja sekvencama    

 koje nisu singularne. Rešenja su data, u ovom slučaju, kao granični slučaj pre    

       izraženog dejstva singularnosti na sistem. 

 

 Rešenja dobijena primenom Laplace-ove transformacije. 

 

 Teorema 5.3  Dat je sistem, jed.(5.23), i saglasni početni vektor 0x .   

 Matrica 2A  ima potpuni rang ako sistem ima jedinstveno rešenje, Campbell 

(1980.a). 

  

 Uopšteno rešenje generalisanih sistema u prostoru stanja u vremenskom domenu, 

dato je sledećim izrazom: 

               0

1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

0

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ 1
D D D D

o

k it iE A t t EE iE At E A D D D D

t
i

t e e e E B d I EE E A A B t  


  



    x x u u ,                    

                                                                                                                                    (5.46) 

gde je: 

                                                            

 

 

 

1

1

1

ˆ

ˆ

ˆ

E sE A E

A sE A A

B sE A B







 

 

 

                                              (5.47)  

 Gornji indeks D  označava Drazin-ovu inverziju, i  označava i-ti izvod po vremenu,  

I  je jedinična matrica,  0 0tx x  je saglasni početni vektor, dok je s  kompleksna 

promenljiva.  

 Rešenje ne zavisi od vrednosti s , pa jed.  (5.46) važi za bilo koju vrednost. 

 Uopšteno rešenje dato jed. (5.46) važi samo za konzistentne početne vektore,  

dok za nekonzistentne početne vektore ne daje ispravne rezultate.  

 Dalja rešenja pored konzinstentnih tretiraju i nekonzistentne početne uslove. 

 

 Rešavanje generalisanog sistema u prostoru stanja sa zadatim početnim uslovom  

može se ostvariti primenon Laplace-ove transformacije.  

 Posmatra se uopšteni sistem u prostoru stanja, dat jed. (5.23).  

 Primenjujući navedenu operaciju, dobija se: 

                                                  1 11 10t sE A E sE A B s
     x x U .  

                 (5.14) 

 Ovakvo rešenje postoji jedino ako postoji  
1

sE A


 , što je upravo uslov  

za postojanje jedinstvenog rešenja.  
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IV VREMENSKI DISKRETNI  

       UOPŠTENI SISTEMI U PROSTORU STANJA 

 

 

 6. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

 U proteklom periodu, nešto manji interes na polju izučavanja diskretnih 

generalisanih sistema u prostoru stanja.  

 Ova klasa  sistema se javljuju kao posledica matematičkog modeliranja različitih 

sistema i procesa, posebno u društvenim nauka.  

 U cilju dobijanja što tačnijeg modela fizičkog procesa, ovi sistemi se pojavljuju kao 

adekvatan matematički aparat koji takav problem rešava.  

 Kao što je rečeno ovi procesi, u matematičkom smislu, dati su sistemom kuplovanih  

diferencnih i algebarskih jednačina, koje treba simulatano rešavatii, vodeći računa o 

odgovarajućim saglasnim početnim uslovima. 

 Sa tog stanovišta, postoji i više različitih prilaza proučavanju ove klase sistema 

automatskog upravljanja  

Neki autoriteti to vide kao analitički tretman ili numerički prilaz i kvalitativnu 

proceduru, a drugi to vide kroz prilaz sa čisto geometrijskog stanovišta ili algebarskog 

prilaza koje se, u krajnjoj liniji, svodi na formiranje algebarskih, a kad kad i 

diferencijalnih nejednačina, Debeljković et. al (1996). 

Za diskretne uopštene sisteme u prostoru stanja od prvorazrednog značaja je ispitati 

njihovu stabilnost, saglasno usvojenom konceptu i klasične osobine kontrolabilnosti, 

observabilnosti, dostižljivosti, optimalnosti, identifikabilnosti i posebno osobunu 

regularizacije.  

       U tom smislu, od posebnog su značaja razmatranja vezana za egzistencija  

i jedinstvenost rešenja, bitisanje početnih uslova koji stvaraju uzročna rešenja, 

mogućnosti formalnog matematičkog opisa onih uopštenih sistema u prostoru stanja 

koji nisu u stanju da iznedre  matricu prenosa, prilika kada se matrica E javlja kao 

nekvadratna,  Debeljkovic et al.  (2006.a,b). 

 Jasno, pruža se prilika da se u ponuĎenom izboru referenci, letimičnim pregledom 

naslova, prepoznaju radovi od interesa i da se  po potrebi odaberu i ako treba 

hronološki, ili nekako drugačije, sistematizuju. 

 Da bi izlaganja koja slede postigla svoj željeni cilj, neophodno je odrediti  

klasu diskretnih uopštenih sistema u prostoru stanja i klasu ulaznih signala koji će biti 

predmet ovih istraživanja.  

 Posmatraće se vremenski diskretni uopšteni u prostoru stanja, stacionarni linearni 

sistemi, bilo u slobodnom: 

                                              
     

   

01 , 0 ,

,i

E k A k

k C k

  



x x x x

x x
                                       (6.1) 

bilo u prinudnom radnom režimu: 
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     

     

* *
0( 1) , 0 ,

i

E k A k B k

k C k D k

   

 

x x u x x

x x u
                         (6.2) 

sa matricom n nE   obavezno neregularnom i ostalim matricama: n nA  ,   m nB   

i p nC   i 
p mD  , u opštem slučaju. 

 U velikoj većini slučajeva elementi pomenutih matrica pripadaće skupu  

realnih brojeva. 

 Vezano za jed. (6.1) i jed. (6.2) valja ukazati da generalno, saglasni početni uslovi za 

rad u slobodno  i/ili prinudnom  radnom režimu ne moraju da budu isti. 

     U metodološkom smislu postoje tri bazična priliaz za analizu dinamičkih 

karakteristika  uopštenih sistema u prostoru stanja, a to su: numerički, analitički  i  

kvalitativni. 

      Vezano za glavne i očekivane doprinose, jasno je da će poslednje pomenuti prilaz 

biti bazična alatka u izvoĎenju osnovnih rezultata ove disertacije. 

      Za dalja interesovanja, za ovu klasu sistema polazi se od singularnog sistema 

diskretnih jednačina, u obliku: 

                    1 1 , 0,1,2, 1k kE k A k k k N     x x u                           (6.3) 

ili u matričnom obliku: 

                        

 

 

 

 

 

 

 

0 1

1

1

1

0
0

0 1
1

0 1
1

0

N

N N

A E

A

E N
N

A E N





   
   

    
    
   

    
        

x
u

x
u

x
u

x

,               (6.4) 

 

sa ranije usvojenim i datim oznakama.  

 Jed. (6.4) sadrži  1N   nepoznatih vektora  kx ,   nk x , iako egzistira  samo N 

matričnih jednačina jednakih dinemzionalnosti n.  

 To povlačii višak nepoznatih u odnosu na dati broj jednačina, pa je logično 

postaviti pitanje egzistencija okolnosti koje mogu da obezbede barem jedno rešenje ili 

pak više njih, Debeljkovic et al.  (2005.a,b). 

 Obeležimo li blokovsku matricu u jed. (6.4) sa F (0, N), tada njen format iznosi  N 

(N +1)  ili nNn(N +1) imajući u vidu dimenziju polu-vektora stanja.  

 Blokovska matrica F (0, N) uobičajeno se zove koeficijentnom matricom,  

Luenberger (1977): 

 Definicija 6.1 Linerani, diskretni, dinamički singularni sistem jednačina,  

jed. (6.3), je rešljiv ako je njegova koeficijentna matrica F (0, N) punog ranga,  

Luenberger (1977)   

 Sistemu jednačina, dat jed. (6.4), može se pridružiti i tzv. ―uslovna‖ matrica tipa: 
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 

1

1 2

2

1

1

0,

N

N

E

A E

A
G N

E

A





 
 
 
 

  
 
 
   

,          (6.5) 

 

koja, očigledno, predpostavlja podmatricu matrice F (0, N), oformljenu eliminacijom 

prvih n i poslednjih n kolona koeficijentne matrice, Luenberger (1977) 

 Definicija 6.2 Linearni, diskretni, dinamički singularni sistem jednačina,  

jed. (6.3), je uslovljiv ako je njegova  matrica G (0, N)  nultog ranga, Luenberger (1977)   

 Ako je subdualni sistem, dat sa: 

     1 , 0,1,2, 1T T
k kE k A k k k N    q q v ,           (6.6) 

tada se ima, Luenberger (1977): 

 Teorema 6.1 Sistem dinamičkih jednačina je uslovljiv ako i samo ako je njegov 

subdualni sistem rešljiv, Luenberger (1977). 

 Teorema 6.2. Sistem dinamičkih jednačina je rešljiv ako i samo ako je njegov 

subdualni sistem uslovljiv, Luenberger (1977). 

 

 Kako jed. (6.4) odgovara nestacionarnom sistemu jednačina,  

pokazano je u citiranim radovima da isti zaključci važe i da se bez ograničenja proširuju 

i na stacionarne diskretne deskriptivne sisteme, date sa: 

 

                    1 , 0,1,2, 1E k A k B k k N    x x u ,                           (6.7) 

 

 Iz rezultata prethodnih razmatranja, proističu sledeće Teoreme, Luenberger (1977): 

 

 Teorema 6.3 Sistem dat jed. (6.7) je rešljiv ako i samo ako  det A zE
†
 

nije identički jednaka nuli. 

 Uslov Teoreme 6.3 je ispunjen, ako je matrični par  ,E A  regularan. 

 Teorema 6.4 Sistem dat jed. (6.5) je rešljiv ako i samo ako je uslovljiv, Luenberger 

(1977).  

  

 Definicija 6.3 Neka matrice E, A n n  i k0 , Campbell (1980) 

 

 Vektor  0
nk x  naziva se saglasni početni vektor pridružen trenutku k0, ako jed. 

(6.7) ima najmanje jedno rešenje. 

 

                                                           
†
z – kompleksan broj Z transformacije, zC. 



 
 

32 
 

 Definicija 6.4  Jed. (6.7) je prihvatljiva ako ima jedinstveno rešenje za svaki 

saglasni početni vektor. 

 Ako je linearna homogena jed. (6.5) prihvatljiva bar u jednom trenutku  

0k  , tada je ona prihvatljiva u svakom trenutku k , pa je ista  prihvatljiva. 

 Naime, Campbell et al. (1976), izneli su sledeći rezultat: 

 Tvrdnja 6.1 Ako je matrični par  zE A regularan, tada je: 

                             E A   0 .                                      (6.8) 

 MeĎutim, ispunjenje uslova datog jed. (6.3) nije dovoljno da garantuje regularnost 

matričnog para  zE A  za neko z, zC . 

 Tvrdnja 6.2 Ako je matrični par  zE A  regularan, zC , tada je: 

                                            d E  0 ,                                       (6.9) 

gde je d  podskup saglasnih početnih uslova deskriptivnog sistema, Debeljković, 

Owens (1985). 

        Kao i u prethodnoj Tvrdnji, obrnuto ne mora da važi. 

 Neka je uopšteni diskretni sistem u prostoru stanja, dat vektorskom jednačinom 

stanja: 

                                              1 , 0,1,2, 1E k A k B k k N    x x u ,             (6.10) 

regularan, tj.  det 0zE A  .  

 Tada niz rešenja  kx  postoji za sve date nizove ulaznog signala  ku .  

 Prirodni broj N specificiran je posmatranim vremenskim intervalom, Luenberger 

(1977). 

 Kada je matrica E regularna, sistem jednačina dat jed. (6.1) može da se  

reši rekurzivnim postupcima, kao primer navodi se metoda unaprednih konačnih 

razlika
† 

pri poznatom vektoru početnih uslova  0x .  

 Ako je pri tome matrica A, regularna, procedura korišćenjem rekurzivnih procedura 

zahteva korišćenje unazadnih konačnih razlika
ffi
 pri poznatom vektoru krajnjih uslova

 Nx .  

 U prilikama kada su matrice E i A singularne problem se mnogostruko komplikuje. 

 Luenberger (1977) je pokazao, pri uslovu da  je par (E, A) regularan, da je 

jedinstveni niz rešenja  kx  odreĎen nizom signala  ku
 
i pridodatim  uslovima koji su 

upereni na niz signala  kx
 
kako  u početnom trenutko k = 0  tako i  u krajnjem k = N. 

 Aditivni  uslovi
¶  0x  i  Nx  ne mogu da budu okarakterisani proizvoljno.  

 Problemje  poznat   kao odreĎivanje ―dozvoljenih aditivnih uslova‖.  

   

                                                           
†
 Na engleskom jeziku: forward differences. 

ffi
 Na engleskom jeziku: backward differences. 

¶
 Na neki način odgovaraju, ranije objašnjenim, konzistentnim početnim uslovima kontinualnih     

singularnih sistema. 
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 Teorema 6.5 Ako je dinamički diskretni singularni sistem jednačina uslovljiv, tada 

se skup dodatnih uslova može iskazati uvek  kroz inicijalni i finalni uslov, Luenberger 

(1977). 

  

 Prikažimo to jednim jednostavnim primerom skalarnog diskretnog uopštenog 

sistema u prostoru stanja: 

                                                               1ix k u k  ,                                              (6.11) 

 Sistem je  rešljiv, jer je  det 0zE A  , ali bilo koji uslovi ne mogu se definisati  

u početnom trenutku k = 0, Debeljković et al (2006).  

 

 Da bi se dobilo unikatno rešenje, dva aditivna  uslova obavezno treba  definisati u 

krajnjem trenutku N. 

  Lema 6.1 Ako se potprostor  0j j  , stavara nizom: 

                                             

 

0

1

1 ,

n

j jA E E 






  C

,                                    (6.12) 

tada važi: 

                                                      , 0j j j  ,                                             (6.13) 

gde je j podskup saglasnih početnih uslova singularnog sistema, Owens, Debeljković 

(1985)
ffi
. 

 Lema 6.1 omogućava još jedan značajan rezultat, Owens, Debeljković (1985). 

 Teorema 6.6   Pod uslovima  Leme 6.1., 0x  je vektor saglasnih početnih uslova za 

autonomni sistem dat jed. (6.10) ako i samo ako *0 d
x .  

 Štaviše, 0x  tada generiše niz  rešenja   : 0k k x  takve da   *d
k x

 
za 0k  . 

 Razmatraće se rešenja singularnog sistema diferencnih jednačina samo  

kada su matrice E  i A  kvadratne.  

 Iznose se rezultati dati u radu Campbell (1980). 

 

 Slobodni Radni Režim 

 

 Za ova razmatranja uopšteni diskretni sistem u prostoru stanja, daje se u svojoj  

uobičajenoj formi: 

         01 , 0 .E k A k   x x 0 x x                    (6.14) 

 

 Teorema 6.7 Neka je jed. (6.14) prihvatljiva.  

 Tada je njeno rešenje odreĎeno sledećim izrazom: 

                                                           
ffi
 Potprostor konzistentnih početnih uslova diskretnih sistema obeležava se sa d . 
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   
 

ˆ ˆ , ako je 0

ˆˆ , ako je 1

D

k
D

EE k
k

E A k

 


 


q
x

q
 ,     nq .                        (6.15) 

gde je: 

     
1 1ˆˆ , , det 0E zE A E A zE A A z zE A
 

        .        (6.16) 

 Stanje 0
nx  je vektor saglasnih početnih uslova za datu homogenu jednačinu, 

ako i samo ako je: 

0 0
ˆ ˆ DEEx x ,                      (6.17) 

ili, u ekvivalentnoj notaciji: 

   0
ˆ ˆ ˆp DE EE x ,       (6.18) 

 

pa je rešenje jed. (6.14), sa saglasnim vektorom početnih uslova dato sa: 

                                                                                (6.19) 

 Svi dokazi značajnijih Lema  i Teorema nalaze se u lit.  Debeljković et al. (2005.a, 

2005.b) kako za kontinualne tako i za diskretne sisteme ovde razmatranih klasa,  

Campbell (1980). 

   Prinudni Radni Režim 

 

 Za naredna izlaganja koristi se matematički model diskretnog deskriptivnog sistema  

u obliku: 

 

                                      1E k A k k  x x u ,                       (6.20) 

 

što ni u kom slučaju ne umanjuje opštost razmatranja.  

 Neka važi sledeća jednačina: 

          
1

ˆ , Indk zE A k p E


  u u .              (6.21) 

 

 Teorema 6.8 Neka je jed. (6.20) prihvatljiva.  

 Tada je njeno rešenje za  k 1 odreĎeno sledećim izrazom:  

     

     

     

hom

1 1

0
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ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

part

kk k i
D D D

i

p i
D D D

i

k k k

E A EE E E A k

I EE EA A k i

  







 

 

  





x x x

q u

f

 .               (6.22) 

 Lako se pokazuje da rešenje ne zavisi od izbora z.  

 Neka je: 

     ˆˆ ˆ ˆ 0 , 1
k

D Dk E A EE k  x x
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     
1

0

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ
p i

D D D

i

I EE EA A i




  w u .                      (6.23) 

 

 Vektor početnog stanja je konzistentan ako i samo ako: 

 

   0
ˆˆ kE  

 
x w .              (6.24) 

 

 Kao i u kontinualnom slučaju, i ovde se lepo vidi da saglasni početni vektor  

ne mora, u opštem slučaju, da bude isti za singularni sistem u slobodnom  

i prinudnom radnom režimu, Campbell (1980). 

 

 Prilaz Rešavanju kretanja sa Pozicija Kanoničkih Formi 

 

 Naime, pod pretpostavkom da postoje dve nesingularne matrice U i V,  

takve da je: 

                                      ,        (6.25) 

sa matricom 1 1
1

n nA 
  i 2 2n n

N


  nilpotentnom indeksa  Ind N  ,  

pri 1 2n n n  , može se regularni diskretni sistem, dat svojom jednačinom stanja  

i jednačinom izlaza: 

 

  ,            (6.26) 

prevesti na svoju standardnu kanoničku formu, u obliku: 

        1 1 1 11k A k B k  x x u ,                    (6.27) 

      2 2 21N k k B k  x x u ,              (6.28) 

                                                         1 1 2 2i k C k C k x x x ,                         (6.29) 

gde je: 

   
 

 
 1 1

1 2

2 2

, ,
k B

k V UB CV C C
k B

   
     

  

x
x

x
.     (6.30) 

 U prethodnim jednačinama, jed. (6.27) ima ―unapredni‖ rekurentni karakter, čije je 

stanje jedinstveno odreĎeno početnim podvektorom stanja  1 0x  i ulaznom sekvencom: 

 ku , k = 0, 1, L, a što se lepo vidi iz njenog rešenja: 

       
1

1
1 1 1 1 1

0

0
k

k k i

i

k A A B i


 



 x x u .        (6.31) 

 Jed. (6.28) ima ―unazadni‖ rekurentni karakter i njeno stanje je jedinstveno 

odreĎeno krajnjim stanjem  2 Lx  drugog podvektora i ulazne sekvence  ku ,  

k = 0, 1, L, što se argumentuje datim rešenjem: 

   1 21diag , , diag ,n nUEV I N UAV A I 

     

   

1 , 0,1,

i

E k A k B k k L

k C k

   



x x u

x x
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      
1

2 2 2

0

L k
L k i

i

k N L N B k i
 





  x x u .                        (6.32) 

 Poslednje dve jednačine nesumnjivo pokazuju da početno podstanje  1 0x  

i krajnje podstanje  2 Lx  obrazuju kompletan uslov koji formira jedinstveno rešenje, 

dato sa: 

   (6.33)

                                                                                 

 Vidi se da kod diskretnog deskriptivnog sistema koji odgovara  

konačnim vremenskim serijama, stanje u bilo kom trenutku odabiranja  

ne zavisi samo od početnog stanja i dotadašnjih ulaza, što je recimo slučaj 

 kod ―normalnih‖ diskretnih sistema, već i od krajnjeg stanja i budućih ulaza sve 

do trenutka k. 

 Posmatra se linearni, uopšteni diskretni sistem u prostoru stanja opisan svojom 

vektorskom diferencnom jednačinom stanja i jednačinom izlaza: 

     1E k A k B k  x x u ,               (6.34) 

                                                          i k C kx x .                          (6.35) 

 Primenjujući Z  transformaciju na prethodne jednačine, dobija se: 

                                               0zE A z zE B z  X X U ,                         (6.36) 

                                                             i z C zX X ,                          (6.37) 

gde  zX ,  zU  i  i zX  predstavljaju odgovarajuće Z  likove. 

 Pod uslovom da je sistem, dat jed. (6.34 - 6.35)  regularan, iz jed. (6.36), dobija se: 

                                                
1

0z zE A zE B z


  X X U ,                         (6.38) 

a sa nultim početnim uslovima, dobija se: 

                                      
 

 
1 adj

det

zE A
W z C zE A B C B

zE A

 
   


,                         (6.39) 

matrica prenosna diskretnog uopštenog sistema u prostoru stanja, sa  karakterističnom 

jednačinom: 

                                                          det 0zf z zE A    .                          (6.40) 

 Ukoliko je razmatrani diskretni uopšteni sistem u prostoru stanja iregularan, on 

tada ne poseduje matricu prenosa, jer je jasno da je  det 0sE A  , što ne znači da ne 

poseduje dinamičko ponašanje.  
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   

1 1
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1 1 1 1 2 2
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0
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i i
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I
k V A A B i V N L N B k i

I

k C k k L

  
  

 

      
          

      

 

 x x u x u

x x
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 Ono je tada opisano tzv. ulazno-izlaznim relacijama tipa: 

        iR z z Q z zX U  ,          (6.41) 

gde su  R z  i  Q z  odgovarajući polinomi.  

 Ova klasa uopštenih sistema u prostoru stanja, posebno vremenski neprekidnih 

detaljno je obraĎena u  doprinosima Dziurla, Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a). 
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V VREMENSKI KONTINUALNI  

      SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

     7. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

  

 Uticaj fenomena mrtvog vremena je veoma bitan za pravilno kvalitativno                         

i kvantitativno opisivanje različitih procesa.  

 Tipični vidovi mrtvog vremena su: transportno, tehnološko i informaciono mrtvo 

vreme.  

 Postojanje sistema sa mrtvim vremenom je posledica ili inherentnog prisustva 

mrtvog vremena u objektu i/ili pojedinim komponentama upravljačkog sistema, ili 

svesnog uvoĎenja mrtvog vremena u sistem. 

 Fenomen mrtvog vremena prisutno je u mašinstvu,  mehanici,  hemiji, 

elektrotehnici, metalurgiji, biologiji i ekonomiji, itd..  

  

 Sistemi sa mrtvim vrememom, u osnovi su opisani algebarskim ili običnim 

diferencijalnim jednačinama sa ―pomerenim argumentom‖.  

 Često se zovu i retardirani sistemi, misleći na prisutni fenomen zaostajanja. 

 Pri sastavljanju ovih jednačina, meĎuzavisnost nekih varijabli stanja trebalo  

bi razmatrati u jednom te istom momentu, mada se često  fizičke varijable javljuju 

razdeljene u vremenu, tada ih je neophodno svesti na jedan te isti trenutak razmatranja,  

Debeljkovic  (1994). 

 Matematički gledano to znači da će se, pored razmatrane velčine  tx , pojaviti i 

neka druga ili ista ta veličina uzeta u trenucima  t   ili  t  .  

 Da se u jednačini ne bi javljala neodreĎenost, potrebno je uspostaviti dopunsku 

relaciju koja povezuje  tx  i  t x .  

 Sa    je označeno čisto vremensko mrtvo vreme. 

 Rešavanje običnih diferencijalnih jednačina obavlja se uz tzv. početne uslove  

koji su, po pravilu, skoncentrisani u vektoru početnih uslova, Debeljković  (1994) 

 Kod diferencijalnih jednačina sa pomerenim argumentom obavezno je poznavati 

zakon izmene promenljive ne u jednom odreĎenom momentu, već na nekom poznatom 

početnom vremenskom intervalu, Debeljković  (1994)  

Dinamika jednostavnijih sistema automatskog upravljanja sa mrtvim vremenom  

može se opisati sledećim sistemom diferencijalnih jednačina: 

                                                  , ,t t t t  x f x x ,                                (7.1) 

gde je  , , ,f  u opštem slučaju nelinearna vektorska funkcija, a  konstantno 

vremensko mrtvo vreme. 

Zadatak Cauchy sastoji se u iznalaženju neprekidnog rešenja  koje pri     

t>t0  zadovoljava jed. (7.1), a pri  t  t0 i  jednačinu: 

                                                        ,                (7.2) 

 tx

   0 , 0t      x φ
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gde je sa     označena unapred poznata neprekidna početna funkcija, sl. 7.1. 

 Vremenski interval t0tt0, na kome je zadata početna funkcija naziva se 

početnim skupom, a  t0 inicijalnom tačkom.  

 Više nego uobičajeno je, da važi: 

                                          x  0 0t   =   0t .                                             (7.3) 

  

  

 

  

Ako se argument   u jed. (7.2)  

menja u intervalu     , 0  , tada se 

jed. (7.1) naziva jednačinom sa neogra-

ničenim mrtvim  vremenom, a ako je 

njegova promena definisana na 

vremenskom intervalu  , 0   , tada je 

sistem, dat jed. (7.1) sa ograničenim 

mrtvim vrememom 

 

 

Sl. 7.1. 

 

 

 

  

 U odreĎenom broju problema, početna funkcija  φ  odreĎuje se 

eksperimentalnim putem.  

 Naime, početna funkcija nekada može biti odreĎena  i kao rešenje običnih 

diferencijalnih jednačina, što se ponekada javlja u odreĎenim problemima automatskog 

upravljanja, koje na primer opisuju dinamiku procesa sve do trenutka kada počinje da se 

ostvaruje efekat delovanja povratne sprege. 

 Za razliku od običnih diferencijalnih jednačina, rešenje zadatka Cauchy,  

za sisteme sa mrtvim vremenom čak i za beskonačno puta diferencijabilne funkcije 

 φ  i  , , ,f  ima, u opštem slučaju,  prekid prvog izvoda  u tački t = t0.  

 U stvari: 

                                                         0 0 0,t  x f φ ,                                       (7.4) 

 

i nije jednako, u opštem slučaju, sa: 

                                                                  .                            (7.5) 

 U tački 0t t    rešenje ima, u opštem slučaju, prekid drugog izvoda,  

ali je prvi izvod u toj tački obavezno neprekidan. 

 Koristeći ovu osobinu, rešenje sistema diferencijalnih jednačina sa mrtvim 

vremenom najčešće se nalazi metodom koraka, Debeljković  (1994). 

 Primena metode koraka na jed. (7.1 – 7.2), u opštem slučaju, izgleda ovako: 

   0 0 0t  x φ

x(t)

0 tt0- t0

x=(t)
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                                                     0, ,t t t t  x f x φ ,                            (7.6) 

                0 0 0 0 0,t t t t t    x φ ,                                           (7.7) 

                           0 0 0 0, ,t t t t x f φ ,                                      (7.8) 

s obzirom da se na intervalu t0tt0+ , argument  t   menja na početnom skupu 

 0 0,t t , pa je saglasno tome, treći argument funkcije  , , ,f
 
u jed. (7.1) jednak 

početnoj funkciji  0 t φ .  

 Pretpostavljajući postojanje rešenja    1t tx φ , na celom vremenskom intervalu 

 0 0,t t  , analogno prethodnom ispisivanju, dobija se: 

      1, ,t t t t  x f x φ ,                 (7.9) 

                                            0 1 0 0 0, 2t t t t t         x φ ,                         (7.10) 

 







 

                                                           , , nt t t t  x f x φ ,                           (7.11) 

     0 0 0 0, 1nt n t n t n t t n             x φ ,       (7.12) 

 

gde je kφ  rešenje postavljenog zadatka na vremenskom intervalu                              

 0 01t k t t k        . 

 Imajući u vidu diskusiju izloženu o osobinama funkcije  , , ,f  i  φ ,  

jed. (7.4) i jed. (7.5) i idejnu osnovu metode koraka, može se pokazati da se tako 

dobijeno rešenje postepeno od koraka do koraka, sve više i više ―pegla‖, odnosno, 

rešenje postaje u velikoj meri glatko Debeljković  (1994). 

  

 Analiza Kontinualnih Sistema sa Mrtvim vremenom  u Prostoru Stanja 

 

 Prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je beskonačno 

dimenzioni vektorski prostor. 

 On predstavlja skup n-dimenzionalnih vektorskih funkcija i definisan je na sledeći 

način: 

                                                    ,                         (7.13) 

gde je  najveće prisutno vremensko mrtvo vreme u sistemu. 

 Prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je u stvari 

Banach-ov prostor  kontinualnih funkcija nad vremenskim intervalom dužine , koji 

preslikava interval ,t t   
 

 u n . 

  * *,t t t t    x



 
 

43 
 

 Koristeći koncept prostora stanja, moguće je svaki sistem sa mrtvim vremenom 

predstaviti svojom vektorskom diferencijalnom jednačinom stanja i vektorskom 

jednačinom izlaza. 

Ako je uz to sistem još i linearan i stacionaran, prethodno pomenute jednačine 

poprimaju sledeću formu: 

                             0 0

1 1

r

j j j j

j j

t A t A t B t B t 
 

      x x x u u ,              (7.14) 

 

           0 0

1 1

r

i j j j j

j j

t C t C t D t D t 
 

      x x x u u ,       (7.15) 

uz odgovarajuće početne uslove, odnosno početne funkcije. 

 

Postupak izbora veličina stanja 

 

 Postupak izbora stanja, kod kontinualnih sistema sa mrtvo vremem je veoma 

specifičan i on u krajnjoj liniji dovodi do seledećeg modela: 

 

     
0 0

r

j j j u j

j j

t A t B t 
 

    x x x ,              (7.16) 

                                                                    i t C tx x ,                         (7.17) 

vektorska diferencijalna jednačina stanja i jednačina izlaza, gde su: 
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 
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  
 
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 

,             (7.18) 

 

                                
1

0
1 1 0; 0 0T j j j

j q qB G G G C L


  ,             (7.19) 

I - jedinična matrica, a j0– Kronecker-ov simbol: 

                                                              









0,0

0,1
0

j

j
j                                             (7.20) 

Odgovarajuće početne funkcije, date su sa: 

,                    (7.21) 

                     .              (7.22) 

    0 0,t t t t t   xx φ

    0 0,
uu rt t t t t   xx φ
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 Nije teško uočiti da su jed. (7.16 – 7.17) samo poseban i nešto opštiji oblik od 

polaznog sistema jednačina.  

 S druge strane, valja napomenuti da je ovde bio izložen postupak izbora veličina 

stanja kod višestruko prenosnog sistema sa mrtvim vremenom. 

 Kada je u pitanju klasa jednostruko prenosnih sistema, dobro je poznato da             

u zavisnosti od oblika jed. (7.1) i same mogućnosti izbora veličina stanja, postoji 

praktično beskonačan broj ekvivalentnih realizacija tripla  , ,A B C  odnosno kvadrela

 , , ,A B C D . Nekoliko takvih primera, najčešće susretanih u praksi, mogu se naći  u 

Debeljković (1994). 

 

 Kompleksni Domen  

 

 Pojam prenosne funkcije ili matrice prenosa  povezan je sa razmatranjem dinamike 

sistema u kompleksnom domenu.  

 Primenjujući Laplace-ovu transformaciju, pri nultim početnim uslovima,  

lako se iz jed. (7.16) dobija tražena matrica prenosa: 

                                          .                      (7.23) 

 Valja istaći da je u praktičnim prilikama, a s obzirom na filterske osobine sistema 

sa mrtvim vremeom u zonama visokih učestanosti, stepen kvazipolinoma  G s  po 

pravilu niži od stepena kvazipolinoma  L s .  

 Polazeći od neke forme jed. (7.16 – 7.17)  matrica prenosa može se izraziti preko 

matrica koje figurišu u vektorskim jednačinama stanja i vektorskim jednačinama izlaza 

sistema sa mrtvim vremenom.  

 Tako se u posebnom slučaju, pri C1= 0, dobija: 

                                                 
1

0 0 1 0 0
sW s C sI A A e B D


    .                         (7.24) 

 Valja zapaziti da, za razliku od sistema bez mrtvog vremena, elementi prenosne 

matrice nisu racionalne funkcije kompleksno promenljive s.  

 Ova osobina očigledno je uslovljena prisustvom transcedentnog člana e
–s

. 

 Jed. (7.24) definiše, takoĎe i karakterističnu jednačinu sistema sa mrtvim 

vremenom:  

                                                 0 1, det 0s sf s e sI A A e      ,              (7.25) 

koja pri 0 0   ima beskonačan broj korenova (nula).  

 Činjenica da sistem sa mrtvim vremenom, odnosno njegova prenosna funkcija, ima 

beskonačan broj polova potpuno je u saglasju sa ranije izrečenom konstatacijom da je 

prostor stanja vremenski kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom beskonačne 

dimenzije. 

     

1

0 0

j j
r

s sj j

j j

W s L s e G s e
 



 

 

 
   
 
 
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VI VREMENSKI DISKRETNI  

       SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

 

     8. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

 

Iako mrtva vremena u diskretnim sistemima ne stvaraju kvalitativno nov problem, 

ona su, iz nekoliko razloga zanimljiva.  

Diskretni vremenski modeli se odlikuju izuzetnom jednostavnošću, u matematičkom 

smislu, pa se iz tih razloga sugerišu svim istraživačima. 

Ovo je uglavnom pogrešno jer se uvode nove i komplikovane aproksimacije.  

Sistemi sa mrtvim vremenom su sistemi u kojima postoji vremensko kašnjenje 

izmeĎu ulaza ili upravljanja i ispoljavanja efekata tih dejstava na sistem.  

Ona su ili posledica mrtvog vremena svojstvenih komponentama sistema  

ili namernog uvoĎenja mrtvog vremena radi lakšeg upravljanja sistemom.  

Mrtvo vreme su česta pojava u elektronskim, mehaničkim, biološkim  

i hemijskim procesima, Debeljković, Milinković (1999). 

U slučaju pojave mrtvog vremena prilikom prenosa signala, ti sistemi postaju 

vremenski diskretni sistemi sa mrtvim vremenom i osnovna su tema ove disertacije 

zajedno sa kontinualnim.    

Matematičko predstavljanje vremenski diskretnih sistema sa mrtvim vremenom 

iskazuje se odgovarajućim sistemom diferencnih jednačina sa retardiranim (pomerenim) 

argumentom.  

Više nego jasno je da postoji potpuna analogija sa vremenski kontinualnim slučajem 

pa se, u tom smsilu svi globalni ranije izneti rezultati mogu ovde primeniti neposredno, 

Debeljković, Milinković, Stojanović (2005). 

Kontinualni  sistemi, definisani su običnim diferencijalnim jednačinama, i poseduju 

varijable odreĎene  u svakom momentu  na klasičnom poluotvorenom intervalu

 0 ,t  . 

Diskretni sistemi su odreĎenei  samo u diskretnim momentima, Debeljković, 

Milinković (1999). 

Njihov opis, tada je u formi diferencnih jednačina. 

Hibridni ili mešoviti sistemi objedinjuju prethodno izneta dva slučaja i danas ih je 

sve više u praktičnoj upotrebi. 

Opisani su diferencijalno-diferencnim jednačinama. 

Razmatra se sistem oblika: 

                 1 , ,k k k k x f x u ,  0 0 0, 1, 2, ...k k k k                         (8.1) 

gde je   nk x  zavisna promenljiva  (trenutno stanje), a upravljanje  ku uzima 

vrednosti iz skupa m , tako da: 
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  

  

, 0, ...,

, 0, ...,

k i

k i

k h i N

k h i N

  

  

x x

u u
,                                           (8.2) 

gde su ih  su nenegativni celi brojevi, koji zadovoljavaju 0 10 ... Nh h h    . 

Početni uslovi su dati sa: 

                         
   

   

k k

k k





x ψ

u ν

   

     

0 0 0

0 0 0

, 1 , ...

, 1 , ... 1

N N

N N

k k h k h k

k k h k h k

   

    
,                     (8.3) 

gde su   kψ  i  kν
 

date (poznate) funkcije, Debeljković, Milinković, Stojanović 

(2004). 

Za poznato upravljačko dejstvo  ku , rešenje jed. (8.1) uz poznatnu funkciju  

početnih uslova, jed. (8.3) odreĎeneo  je, očigledno,   sekvencom signala

  0 0 0 0, , 1, ... , 1, ...N Nk k k h k h k k    x  takvim da  kx  zadovoljava jed. (8.3) za 

0k k  i jed. (8.1) za 0k k .  

Očigledno da posebni uslovi,  koji se nameću funkciji  . , .f , da bi rešenje 

egzistiralo i bilo jedinstveno, nisu, ovde, neophodni. 

Lako se proverava da rešenje neprekidno zavisi od funkcije početnih uslova  kψ  

ako je  . , .f
 
neprekidna po svom prvom argumentu za proizvoljno izabrana druga dva 

argumenta,  Debeljković  (1994). 

Neprekidnost rešenja u odnosu na upravljanje ( )ku  zahteva da funkcija   . , .f  bude 

neprekidna i po svom drugom argumentu. 

Sa formalne tačke gledišta, jed. (8.1) je vremenski diskretna diferencna jednačina 

reda  1Nh  .  

Skup vremenski diskretnih  momenata oblika  0 0, 1,...k k  nije limitirana pošto se za 

bilo koji diskretnu sekvencu  , 0,1,...ik i   i bilo koju funkciju  : , 0, 1, ... k
iF k i  

može formulisati funkcija    0 iF k i F k  , za i = 0, 1, …  

Jedna važna odlika sistema datog jed. (8.1) jeste da se uvoĎenjem  

novih zavisnih varijabli on može pretvoriti  u diferencni sistem prvog reda ili  u sistem 

bez vremenskog mrtvog vremena po  kx  .  

Da bi se ovo i formalno izrazilo, neka je:                  

 

 

   

   

            

0

0 0 1

1 2

2 3

1

1

........................

1 , , ,..., , , ...,

1

N

k

k k k k N

i N i

k

k k

k k

k k k k k k k h

k h h



 

 

  

  

x x

x x

x x

x f x x x u u

. (8.4) 
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Kod vremenski  kontinualnih sistema eliminisanje mrtvog vremena nije moguće, 

Debeljković, Milinković, Stojanović (2004). 

Linearni diskretni modeli  mogu imati sledeći oblik: 

                                              
0

1
N

i i i i

i

k A k k h B k k h k


     x x u f , 

 0 0 0, 1, 2,...k k k k    (8.5) 

gde su  iA k  i  iB k  n n  i  n m  matrice, sledstveno. 

Početni uslovi i pretpostavke su kao i u jed. (8.1) . 

Proučiće se eksponencijalna rešenja slobodnog sistema i homogenog dela jednačine: 

     0 0

0

1 , , 1,...
N

i i

i

k A k h k k k


    x x  (8.6) 

pri proizvoljnim početnim uslovima.  

Neka je 0   kompleksni broj, a c kompleksni nenula  n – vektor.      

Jed. (8.6) ima eksponencijalno rešenje  0 0, , 1,...k
N Nk k h k h    c  ako i samo 

ako je: 

 

 ( ) c 0  , (8.7) 

gde je: 

  
1

0

N N i
N

h h h

i

i

I A  
 



    . (8.8) 

Vektor c  koji zadovoljava jed. (8.7) postoji ako i samo ako za karakterističnu 

jednačinu važi:   

  det 0  . (8.9) 

Determinanta  det   je polinom po   na stepen  1Nn h  i naziva se 

karakterističnim polinomom sistema.  

Nule polinome se zovu karakterističnim nulama sistema. 

Sve kompleksne nule ovog polinoma su konjugovano - kompleksne (parne),  

obzirom da  su elementi  matrice iA  uzeti  nad poljem realnih brojeva.   

Analogno Laplace-ovoj transformaciji kod diskretnih sistema se koristi  

tzv. Z - transformacija.  

Neka je F  funkcija koja preslikava  0, 1, 2, ... n
 
.  

Njena Z  - transformacija, označena sa zF  ili  F̂ z , funkcija je kompleksne 

promenljive definisane izrazom: 

    
0

ˆ .k

k

F z F k z






                             (8.10) 

Pretpostavlja se da je niz sa desne strane konvergentan za z r ,  

gde je r  pozitivan realan broj.  

Inverzna Z - transformacija od  F̂ z , označava se  sa  1 ˆz F z . 
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Diskretni sistemi su izuzetno rasprostranjeni u savremenoj tehnici, Debeljković, 

Milinković, Stojanović (2004). 

 

       Vremenski Domen 

 

Ulogu izvoda kod diskretnih sistema preuzima diferenca, odnosno konačna razlika, 

Debeljković, Milinković, Stojanović (2004). 

Kako se sistem posmatra na diskretnom vremenskom skupu odreĎenom periodom 

odabiranja, potrebno je definisati normalizovano diskretno vreme: 
t

k
T

 , t , pri 

čemu je  vremenski diskretan skup.  

Svakoj veličini  x t je pridružena funkcija  f k  prema relaciji: 

                     
1

f k x t
T

 ,                                                 (8.11) 

odnosno: 

      
1

1
t t T

f f k x t T f f k
T T T

   
        

   
. (8.12)  

 Na ovaj način diferenca  x tD  može se dobiti samo u funkciji normalizovanog 

diskretnog vremena: 

                               
   

     1
x t T x t

x t f k f k f k
T

 
     D .                (8.13) 

 Za proceduru koja će biti prikazana potrebno je definisati i operator pomeranja 

   , na sledeći način: 

                                                                 1k k  x x , (8.14) 

pri čemu je  x k
 
proizvoljna skalarna ili vektorska veličina,.  

 Tako se dalje dobija: 

                                                1 1x k x k x k x k x k x k        ,    (8.15)   

odnosno, za proizvoljnu diferencu j-tog reda: 

                                                                 1
jj x k x k   ,                   (8.16) 

                                                                   j x k x k j   .                   (8.17) 

 Analogno postupku sa kvazipolinomijalnim matricama, Januševski (1978) 

je razvio pristup za predstavljanje diskretnih sistema sa mrtvim vremenom,  

koji se u nastavku izlaže.  

 Polazeći od diferencne jednačine ponašanja i koristeći specifičnost  

diskretnih sistema sa mrtvim vremenom kod kojih su mrtva vremena celobrojni umnošci 

normalizovanog vremena k, dobijaju se sledeće relacije: 
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                                                        1x k x k   ,                      (8.18) 

                                                      1 1x k x k   ,                 (8.19) 

odnosno mrtvo vreme kašnjenje je iskazano preko istog operatora koji važi i za 

i diferencu.  

 Uopšteni, nestacionarni model u prostoru stanja, dat je sa: 

                           
       

       

, , 1 , 2 ,..., , ....
1

.... , 1 , 2 ,...,

k k k k k N
k

k k k k R

   
   

    

x x x x
x f

u u u u
,               (8.20) 

                   
     

         

, , 1 , 2 ,...,

.... , , 1 , 2 ,...,
i

k k k k
k

k N k k k k R

  
  

     

x x x
x g

x u u u u
. (8.21) 

 Treba primetiti da su jed. (8.20) i jed. (8.21) čiste diferencne jednačine. 

 

 Za nestacionarni, linearni diskretni sistem sa mrtvim vremenom jednačina stanja i 

jednačina izlaza, biće: 

                              
1 1

1 ( )
N R

i i

i i

k A k k A k k i B k k B k k i
 

       x x x u u ,          (8.22) 

                                   
1 1

N R

i i i

i i

k C k k C k k i D k k D k k i
 

      x x x u u .         (8.23) 

 Ako je sistem još i vremenski nepromenljiv, matrice neće zavisiti od 

normalizovanog diskretnog trenutka k , tj. biće konstantne.  

 

 Prostor Stanja 

 

 Januševski (1978) je sproveo postupak izbora veličina stanja polazeći  

od diferencne vektorske jednačine ponašanja sistema u operatorskom obliku: 

                                                       i uL k G k  x x ,                                     (8.24) 

za 0, 1, 2, ...k  , uz početne funkcije tipa: 

                                           
   

   

, 0, 1,...,

, 0, 1,...,

u u

i i r

k k k

k k k





   

   

x ψ

x ψ
,                                (8.25) 

pri čemu su polinomijalne matrice po argumentu  ,odreĎene sa: 

                                  0 ...i i q i
qL L L     ,     0 ...i i q i

qG G G     ,  (8.26) 

                                     
0

ii

i

L L




   ,      
0

i
r

i

i

G G




   ,     (8.27) 

dok čista vremenska mrtvog vremena zadovoljavaju: 
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                                 0 10 ...       ,      0 10 ... r      .                       (8.28) 

 Elementi matrica  G   i  L   su polinomi sa konstantnim koeficijentima.  

 Ako se iskoristi relacija: 

                                            i p p
i i ik k





  x x ,   p q  ,                             (8.29) 

postupak formiranja matematičkog modela u prostoru stanja je identičan  

prethodno izloženom za kontinualne sisteme sa mrtvim vremenom i radi toga se 

izostavlja.  

 SprovoĎenjem procedure do kraja, dobija se diskretna vektorska jednačina stanja 

sistema sa mrtvim vremenom u obliku: 

                                         
0 0

1
r

i i i u i

i i

k A k B k 
 

     x x x ,                          (8.30) 

kao i vektorska jednačina izlaza sistema: 

                                                           i k C kx x ,                                              (8.31) 

uz početne funkcije u obliku:  

                                              
   

   

, 0

, 0u r

k k h k

k k h k

   

   

x

u

x ψ

x ψ
,                                 (8.32) 

 Neka su sada komponente novog vektora stanja odreĎene sledećim izrazima: 

                                                      

   

   

   

   

1 2

1

1 1

1

1

ii h

h h

h h

k h k

k k

k k

k k

 



 

 



 

 

x x

x x

x x

x x

,                                     (8.33) 

tako da je novi vektor stanja transformisanog sisteama, dat sa: 

                                             1, , ..., , ...,
i

T
T T T T

eq h hk k k k k
   x x x x x .           (8.34) 

 Slično se transformiše i vektor ulaza, meĎutim to u ovom slučaju nije od posebnog 

interesa.  

 Pažnja će se zadržati na transformisanom vektoru stanja i pridruženoj mu matrici, 

Debeljković, Milinković, Stojanović (2004). 

 Ovako se znatno povećava dimenzija sitema, ali je on i dalje konačan.  

 Tada se matrice eqA  i eqB  transformišu na novu formu, kao što sledi, 

gde je sa N označeno najveće kašnjenje u sistemu. 
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0 1 .. ..

0 ..0.. 0

0 ..0.. 0

0 0 .. .. 0

i N

n

eq

n

n

A A A A

I
A

I

I

 
 
 
 
 
 

,       

0

0

...

0

eq

B

B

 
 
 
 
 
 

.                         (8.35) 

 Posmatra se slobodni radni režim i matrica eqA .  

 Ova kvadratna matrica ima dimenziju:  1n N  , što odgovara redu 

novoformiranog diskretnog sistema bez mrtvog vremena.  

 Procedura eliminisanja mrtvog vremena je svojstvena samo diskretnim sistemima  i 

omogućava da se umesto sistema sa mrtvim vremenom analizira sistem bez mrtvog 

vremena, Debeljković, Milinković, Stojanović (2004). 

 Posmatarju se dalje diskretni sistem sa mrtvim vremenom, sa svojim modelom u 

prostoru stanja: 

                                                          
0

1
N

i

i

k A k i


  x x ,                                  (8.36) 

uz funkciju početnih uslova:  

                                                     , 0, 1,...,j j j N    x ψ .                          (8.37) 

 

 Kompleksni Domen  

 

 Kompleksni domen je veoma značajan domen za proučavanje diskretnih sistema  

sa mrtvim vremenom. 

 Diskretne prenosne funkcije se mogu definisati kao kod sistema bez mrtvog 

vremena. 

 Ove funkcije imaju konačan broj polova, odnosno karakteristični polinom  

je sa konačnim brojem nula, koji odgovara dimenziji ekvivalentnog (proširenog) sistema 

bez mrtvog vremena.  

 Neposrednom aplikacijom Z - transformacije na jed. (8.36), proizlazi: 

                                        
0

det
N

i
i

i

f z z I z A



 
  

 
 .                                          (8.38) 

 Prethodno formulisana  ekvivalentna matrica ispunajva sledeću jednačinu: 

                           ( 1)

0

det det 0
N

i
n i n N eq

i

f z zI z A zI A
 



 
     

 
 .                   (8.39) 

 Ova relacija je i osnovni razlog uvoĎenja ekvivalentne  

matrice jer je to,  po dimenziji, najmanja matrica koja sadrži sve potrebne  

informacije bitne za analizu diskretnog sistema sa mrtvim vremenom, Debeljković, 

Milinković, Stojanović (2004). 
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 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa jednim mrtvim vremenom i periodom 

odabiranja l  po stanju: 

                                      0 11k A k A k k l B k    x x x u ,   0k k ,                 (8.40) 

                                                       i k C k D k x x u .                                       (8.41) 

 Treba primetiti da je l  ceo broj.  

 Z - transformacija jed. (8.40 - 8.41), daje: 

                                            0 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆlz z z k A z A z z B z   X x X X U ,                  (8.42) 

                                                     ˆ ˆ ˆ
i z C z D z X X U .                                      (8.43) 

 Ako je početno stanje nulto, tada je      ˆ ˆ
i z W z zX U , gde je: 

                                                  
1

0 1
lW z C zI A A z B D


    .                               (8.44) 

 Važna razlika izmeĎu  W z  u jed. (8.44) i analogne veličine  W s  kod vremenski 

kontinualnih sistema sa mrtvim vremenom je to što je  W z  racionalna funkcija 

kompleksno promenljive a ne transcendentna kao tamo. 

 Polovi sistema su definisani kao one kompleksne vrednosti z  za koje diskretna 

prenosna funkcija  W z teži beskonačnosti.  

 Stoga, vrednosti z  zadovoljavaju jednakost: 

                                                      0 1det 0lzI A A z   .                                      (8.45) 

 Jed. (8.45) ima konačan broj korenova.  

 Ovo potvrĎuje da je prostor stanja vremenski diskretnog sistema sa mrtvim 

vremenom konačne dimenzije, Debeljković, Milinković, Stojanović (2004). 

 Diskretni sistemi sa mrtvim vremenom, kako je već pokazano, mogu se tretirati  

kao obični diskretni sistemi bez mrtvog vremena nakon transformacije stanja.  

Nije potrebno posebno apostrofirati pogodnosti koje pruža implementacija 

digitalnog računara u upravljačkom sistemu.  

Vremenski diskretni sistemi sa mrtvim vremenom se mogu analogno predstaviti u 

prostoru stanja, vektorskom diferencnom jednačinom stanja: 

 

      01 Nk A k A k N   x x x ,                     (8.46) 

i početnom funkcijom, u obliku: 

        0 0 0, 1 , ... ,k k k k N k N k     xx ψ ,      (8.47) 

pri čemu je očigledno dopušteno jedno proizvoljno veliko diskretno kašnjenje. 

 

Teorema 8.1  Rešenje jed. (8.46) može se predstaviti sumom: 

      
0

0

0, ,
k

j k N

k k j j k k
 

     xx ψ ,     (8.48) 
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pri čemu diskretna fundamentalna matrica  ,k j
 
zadovoljava: 

      0 01, , , ,Nk j A k j A k N j k k         ,    (8.49) 

      0 0, , , ,k j I k j k j k N k       , (8.50) 

Malek-Zavarei, Jamshidi (1987), Januševski (1978)
*
. 

Polazeći od vektorske jednačine stanja i početnih uslova sledećeg oblika: 

    0

1

1 ( )
N

i

i

k A k A k i


   x x x ,                     (8.51) 

    , 0, 1, ...,k k k N    xx ψ .    (8.52) 

Januševski (1978)  je dao rešenje jed. (8.51) u formi: 

          
1

0
N

i

i

k k k i A i


    x x x .     (8.53) 

Matrica  k , ima ove karakteristike: 

    
0

1
N

i

i

k A k i


     ,               (8.54) 

  0 I  .   (8.55) 

Porde se rešenja vremenski neprekidnog  i vremenski prekidnog sistema. 

Poznato je da je fundamentalna matrica vremenski neprekidnih sistema 

sa mrtvim vremenom oblika: 

  
1

1

0

i
k

s

i

i

t sI A e








   
    

   
L  (8.56) 

Kod diskretnog sistema sa mrtvim vremenom sve je sasvim drugačije. 

Primenom Z - transformacije na jed. (8.56), sledi: 

  
1

1

0

N
i

i

i

k zI z A



 



   
    

   
                  (8.57) 

Jed. (8.57)  se jednostavno rešava.  

Gorecki, Fuksa, Grabowsky, Korytowsky (1989), predlažu kao zamenu, sledeći 

polinom: 

   1

0

N
N N i

i

i

I A   



   ,   (8.58) 

što dovodi do istih tumačenja. 

 

 

                                                           
*
 Dokazi svih Stavova i Teorema mogu se naći u lit. Debeljković et al. (2004). 



 
 

55 
 

Literatura 

 

Barnett, S., Matrices in control theory, Van Nostrand Reinhold Company,  

London, 1971. 

Bellman, R. K. L. Cooke, Differential-difference equations, Academic Press,  

New York, 1963. 

Debeljković, D. Lj., Sistemi sa kašnjenjem, GIP Kultura, Begrad, 1994. 

Debeljković, D. Lj., S. A. Milinković, Stabilnost sistema sa kašnjenjem na 

konačnom vremenskom intervalu, GIP Kultura, Beograd 1999. 

Debeljković, D. Lj., S. A. Milinković, Stabilnost sistema čistim vremnskim  

kašnjenjem na konačnom i beskonačnom vremenskom intervalu, GIP Kultura, Beograd 

2004 

Elsgolc, L. E., S. B. Norkin, Vvdenie v teoriu diferencijalnih uravnenia  

s otklonjajušćim argumentom, Nauka, Moskva, 1971. 

El’sgol’ts, L. E., S. B. Norkin, Introduction to the theory and application  

of differential equations with deviating arguments, Academic Press, New York, 1973. 

Goreckii, H., S. Fuksa, P. Grabowski, A. Korytowski, Analysis and synthesis  

of time delay systems, J. Wiley, New York, 1989. 

Gu, K., Kharitonov, V. L., Chen, J., Stability of time-delay systems, Burkhauser, 

Boston, 2003. 

Gureckii, H., Analiz i sintez sistem upravlenia s zapazdivaniem, Mašinostroenie, 

Moskva, 1974. 

Halanay, A., Differential equations – stability, oscillations, time lags, Academic 

Press, New York, 1966. 

Januševskii, R. T., Upravlenie objektami s zapazdavaniem, Nauka, Moskva, 1978. 

Lakshmikantham, V., S. Leela, Differential and integral inequalities, Vol 1. 

Academic Press, New York, 1969. 

Lancaster, P., M. Tismenetsky, The  theory  of   matrices,   Academic  Press,   

New  York, 1985. 

Lazarević, P. M., D. Lj. Debeljković, ―Finite time stability analysis of linear 

autonomous fractional order systems with delayed states‖, Preprints 4
th

 IFAC Workshop  

on Time Delay Systems,  Rocquencourt, Paris, France, September 2003,  CD – Rom.  

Malek-Zavarei, M., M. Jamshidi, Time-delay systems, North-Holland,  

Amsterdam, 1987. 

  Marshall, J. E., Control of  time-delay systems, Peter Peregrinus, London, 1979 

 Miškis, A. D., Lineinie diferencijalnie uravnenia s zapazdajušćim argumentom, 

Nauka, Moskva, 1972. 

Oguztoreli, M. N., Time - lag control systems, Academic Press, New York, 1966. 

Smith, O. J., Feedback control systems, McGraw-Hill, New York, 1958. 



 
 

56 
 

Solodov, A. V., E. A. Solodova, Sistemi s peremenim zapazdivaniem, Nauka, 

Moskva, 1980.  

  



 
 

57 
 

VII VREMENSKI KONTINUALNI  

        SINGULARNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

 

 9. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

 U prethodnim poglavljima,  čitaocu se pružila jedinstvena prilika, da na jednom 

mestu spoznaju dve veoma specifične i aktuelne klase sistema automatskog upravljanja. 

 U tom smislu značajan prostor bio je namenjen izučavanju problema vezanih za 

dinamička ponašanja tzv. uopštenih sistema u prostoru stanja kao i sistemima koji 

poseduju mrtvo vreme, kao i njihovim diskretnim verzijama. 

 Inače ima veliki broj sistema u kojima je izražen jednovremeni  fenomen mrtvog 

vremena i singularnosti tako da ova klasa sistema poznata pod imenom Singularni - 

deskriptivni  sistemi sa mrtvim vremenom iziskuje veliku pažnju imajući u vidu da 

očigledno povezuju prethdno izložene specifičnosti ovde razmatranog vrsta procesa i 

sistema. 

 Oni poseduju mnoge specifične karakteristike.   

 Kada su u pitanju ovi sistemi ili procesi, matematički sistema automatskog 

upravljanja predstavljena je kuplovanim sistemom diferencijalnih jednačina sa 

pomerenim argumentom, kojima je ataširan sistem odgovarajućih algebarskih jednačina 

koje u opštem slučaju mogu biti, takoĎe, sa mrtvim vremenom ili bez njega.  

 Kao i kod običnih sistema sa kašnjenjem prošlost  sistema, se ovde,  

prikazuje kroz vremenski kontinualnu funkciju saglasnih početnih stanja koja je u 

dejstvu sa podskupom saglasnih početnih uslova koji pripadaju delu sistema koji 

poseduje singularnost. 

 Singularni sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem, obično se predstavljaju u vidu: 

                                                    , , , , 0,E t t t t t t t  x f x x u                        (9.1.a) 

                                                          , 0,t t t   x φ                                      (9.1.b) 

gde su:   nt x  vektor stanja sistema,   mt u  vektor upravljanja,   n nE t   

kvadratna neregularna vremenski promenljiva matrica.   , , 0 , n φ  je 

dozvoljena (prihvatljiva) funkcija početnih stanja.  

        , 0 , n  je Banach-ov prostor vremenskih neprekidnih funkcija,  

koje preslikavaju vremenski interval  , 0  u n  dimenzioni realni prostor,  

u oznaci ,n  sa topologijom uniformne konvergencije,  Debeljkovic  (2010). 

      Norma elementa φ  u Banach-ovom prostoru , uvodi se na sledeći način: 

                                                   
 - , 0

sup ,
 

φ φ                                                        (9.2)  

sa osobinom:  1C n n m n   f , , Debeljković  (2010). 
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      Linearna, neautonomna podklasa sistema, datog jed. (9.1), može se dati kao: 

                                          0 1 , 0,E t A t A t B t t t     x x x u f                          (9.3.a) 

                                                       , 0,t t t   x φ                                         (9.3.b) 

gde su : 0 1, ,n n n mA A B    konstantne matrice, a   nt f
 
neprekidna funkcija  

u kojoj su oličene eksterna dejstava na razmatrani sistem. 

 

 Kanoničke Forme  

 

     Hronološki i detaljan uvid u  kanonične  forme, neprekidnih singularnih i diskretnih 

deskriptivnih  sistema, nalaze se u prikaldnom obliku u lit. Debeljković et al.(1996.a, 

1996.b, 2005.b) i Debeljković et al. (1998, 2005.c, 2010), respektivno. 

     Za vremenski kontinualne singularne sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem, za 

sistem dat jed. (9.3), data je u sledećem vidu,u  jednom od klasičnih kanonskih oblika: 

                 
           

           

11 11 12 1
1 0 1 1 1 1 2 1

21 22 2
2 2 1 1 1 2 2 , 0

t A t A t A t B t t

N t t A t A t B t t t

 

 

      

       

x x x x u f

x x x x u f
,              (9.4) 

                                           1 1 2 2, , 0t t t t t    x φ x φ ,                                (9.5) 

gde je matrica N  nilpotentna i saglasnog formata za množenje. 

 Pod pretpostavkom da je matrični par  ,E A  regularan i neinpulsan, Debeljković 

et al. (1996.a, 1996.b), uvek postoje dve nesingularne  matrice: , ,n nU V   takve da : 

                        
11 1211
1 10

0 1 21 22
1 1

0 0
, , ,

0 0 0

r

n r

A AI A
UEV UA V UA V

I A A

   
               

                 (9.6) 

gde su:    
   

,
n r n rr r

r n r n r
I I

  

  
   jedinične matrice koje autonomni sistem,  

dat jed. (9.3) mogu da prevedu u sledeću kanononsku formu,  Xu et al., (2004): 

                                  
       

     

11 11 12
1 0 1 1 1 1 2

21 22
2 1 1 1 2

t A t A t A t

t A t A t

 

 

    

    

x x x x

0 x x x
.                               (9.7)      

       Kretanje ovih sistema u prostoru stanja,nisu od interesa za razmatranja u ovoj 

disertaciji , a konkretni izrazi mogu se naći u lit. Debeljković  (2010). 
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VIII VREMENSKI DISKRETNI  

         DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

     10. KVALITATIVNE I KVANTITATIVNE OSOBINE 

 

 

Linearni vremenski diskretni, multivarijabilni sistemi koji poseduju i mrtvo vreme 

prisutno u stanju sistema, a za slobodni radni režim, mogu se dati  svojim modelom u 

prostoru stanja sa: 

                                          0

1

1 ,
N

j j

j

E k A k A k h


   x x x                                    (10.1.a) 

                                           , , 1, ..., 0h h      x ψ ,                               (10.1.b) 

gde su:   nk x  vektor stanja sistema, , n n
jE A   sistemske matrice, 1, 2,j  , h  je 

pozitivan ceo broj koji predstavlja čisto vremensko kašnjenje u stanju sistema, tako da 

važi: 0 1 20 , ... Nh h h h    , sa kvadratnom matricom E obavezno neregularnom a 

 ψ  je unapred poznata diskretna vektorska početna funkcija,  Debeljković  (2010). 

 

 U jednostavnijim prilikama jed. (24.1), se preinačuje u: 

       0 11 ,E k A k A k h   x x x                          (10.2.a) 

     , , 1, ..., 0h h      x ψ ,                     (10.2.b) 

        Definicija 24.1 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa čistim 

vremenskim kašnjenjem, dat jed. (10.2), je regularan ako važi: 

  2
0 1det 0z E zA A   .                                    (10.3) 

Xu et al. (2004). 

 

       Definicija 24.2 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa čistim 

vremenskim kašnjenjem, dat jed. (10.2), je kauzalan (uzročan) ako je regularan  

i ako važi: 

   1
0 1deg detnree z zE A z A n rang E    .                  (10.4) 

Xu et al. (2004). 

Definicija 24.3 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa čistim 

vremenskim kašnjenjem, dat jed. (10.2) je stabilan ako je regularan i ako 

   0 1, , 0, 1E A A Z D , gde je:  

                                        2
0 1 0 1, , | det 0E A A z z E zA A   Z ,                       (10.5) 
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a  0, 1D  skup (otvoreni) tačaka unutar jediničnog kruga u z ravni sa centrom  

u njenom ishodištu, Xu et al. (2004). 

Definicija 24.4 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa čistim 

vremenskim kašnjenjem je dopustiv ako je regularan, uzročan i stabilan, Xu et al. 

(2004). 
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IX OPŠTA RAZMATRANJA 

 

11. SAVREMENI KONCEPTI  U TEORIJI  UPRAVLJANJA I  STABILNOSTI   

SISTEMA 

 

 11.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

 Savremena teorija sistema i upravljanja raspolaže sa brojnim konceptima 

stabilnosti, koji su proistekli iz evidentih problema iz prakse ili imaju samo akademski 

značaj.  

U tom smislu od prvorazrednog značaja je stabilnost u smislu Ljapunova, zatim 

inženjerska ili tzv. tehnička stabilnost koja se pojavljuje u brojnim konceptima pa su u 

tom smislu poznati: koncept stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, praktična 

stabilnost, stabilnost ograničeni ulaz-ograničeni izlaz, konačna stabilnost, orbitalna 

stabilnost, eksponencijalna stabilnost i mnoge druge. Svi ti koncepti susreću se sa nekim 

neumitnim pitanjima koje treba rešeiti i dati odgovore na njih kako bi predloženi 

koncepti imali svoja suštinska opravdanja
*
: 

  O čijoj se stabilnosti radi? 

  Kako se definiše rastojanje izmeĎu posmatranih stanja, odnosno kretanja u 

odnosu na razmatrano stanje, čija se stabilnost ispituje? 

  Kako se definiše ―bliskost‖ izmeĎu stanja, odnosno kretanja? 

  Pod kojim uslovima se zahteva tražena ―bliskost‖? 

  Na kom se vremenskom intervalu zahteva tražena ―bliskost‖?  

Grujić (1970) 

 

 11.2    NEKA OPŠTA PITANJA  

         TEORIJE PRAKTIČNE  STABILNOSTI  I 

         STABILNOSTI  NA KONAČNOM  VREMENSKOM  INTERVALU   

 

 U konkretnim slučajevima rada sistema nije uvek interesantno proučavatii 

ljapunovsku stabilnost sistema, imajući posebno u vidu sve one poznate nedostatke koja 

ona nosi sa sobom, u prvom redu beskonačni vremenski interval na kome se prati 

ponašanje sistema. 

                                                           
*
U ovoj glavi izlaže se, skladno modifikovana materija, preuzeta iz monografije Debeljković (2009), 

imajući u vidu da je tematika ove doktorske disertacije neraskidivo povezana sa pomenutom  

monografijom imajući u vidu buduće doprinose same disertacije. 

   U tom smislu ovde izložena materija osloboĎena je od svih suvišnih detalja  

i opštosti kojima je obilovala prethodna monografija, preciznije njen uvodni deo. 
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Nekada je, pored konačnog vremenskog intervala rada sistema prevashodno važno da 

se njegovo kretanje odvija unutar nekih a priori propisanih granica koje nameće realan 

problem. 

Klasičan primer takvih zahteva oličen je u potrebi da sistem ni u kom trenutku ne 

izaĎe iz nekog skupa dozvoljenih stanja, ali da posle odreĎenog vremena njegovo 

kretanje ne napušta unapred zadati skup, čime se praktično promoviše ponašanje 

sistema sa unapred zadatim vremenom smirenja,  Grujić  (1970). 

 Sistem može da bude stabilan, da ima i osobinu privlačenja što ga sve čini 

asimptotski stabilnim, ali da uprkos tome ima neprihvatljive pokazatelje tranzijentog 

procesa, u prvom redu preskoka, kao jednog od najznačajnih dinamičkih pokazatelja 

rada sistema. 

 Prema tome veoma je značajno izučavati stabilnost sistema u odnosu  

na unapred zadate skupove dozvoljenih i početnih stanja u faznom prostoru, Dorato  

(1960). 

 Činjenica je, da se danas, dinamičkom ponašanju sistema automatskog upravljanja 

nameću  veoma strogi i kad kad oprečni zahtevi veoma je značajno izučavati  njihovu 

dinamiku na konačnom vremenskom intervalu. 

  Imajući u vidu, da se u konceptu stabilnosti generišu uglavnom dovoljni uslovi, 

posve je jasno da su ovaki kriterijumi prihvatljivi sa inženjerske tačke gledišta. 

Dovoljnost proističe iz činjenice da se uglavnom stabilnost ispituje na osnovu 

matrične mere koja se, uopšteno govoreći, menja pri linearnim nesingularnim 

transformacijama polaznog sistema i nije inherentan osobina sistema, kao što su 

sopstvene vrednosti (stabilnost), upravljivosi i recimo osmotrivost. 

 Kristalno je jasno da jedan te isti sistem u odnosu na neki skup {T, 1, 1} može 

biti stabilan na konačnom vremenskom intervalu, a da se ta ista osobina ne izkazujei za 

neki drugi izabrani skup {T, 2, 2} .  

 Identičana razmišljanja izvode se ako se utvrde iznosi za granice skupova  .  i  . , 

a varira trajanje vremenskog intervala T(). 

Lako se konstatuje, da osobina stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu ne 

zavisi od suštinskih osobina sistema, oličenih prvenstveno kroz spektar sopstvenih 

vrednostima matrice sistema, već neke druge pokazatelje koji menjaju svoje iznose i pri 

linearnim nesingularnim transformacijama, polaznog sistema jednačina. 
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 X ROBUSNOST STABILNOSTI 

 

 12. ROBUSNOST 

 

       12.1  Osnovni pojmovi o osobini robusnosti sistema
*
 

                  

      12.1.1 Uloga modela u proučavanju sistema  

 

      Zadatak svakog sistema automatskog upravljanja je da obezbedi da odstupanje 

stvarnog od željenog dinamičkog ponašanja objekta bude dovoljno malo, čim je 

odstupanje ulaznih veličina i početnih uslova od svojih nominalnih vrednosti dovoljno 

malo, Milojković, Grujuć, (1990).  

     Da bi se objekti upravljanja mogli efikasno iskoristiti u praksi, neophodno je 

poznavati njihova svojstva. Postoji više načina iskazivanja ponašanja objekata 

(sistema), ali se danas prevashodno koriste matematičke zavisnosti u obliku 

diferencijalnih ili diferencnih jednačina.  

     Osnovni razlog za to je što ovaj pristup omogućava efikasno ispitivanje statičkih  

i dinamičkih osobina objekata (sistema), a često čini suvišnim i ispitivanja na njima ili 

njihovim fizičkim modelima, Debeljković (1989). 

     U cilju saznavanja bitnih osobina nekog objekta, isti se najpre posmatra i na njemu 

vrše merenja, da bi se na osnovu njih projektovao model koji u konciznoj formi pruža 

sve neophodne informacije o objektu. Tako se može doći do odreĎenih zaključaka i 

obogatiti teorijska saznanja o njemu.  

      Da bi se ta saznanja verifikovala, neophodno je planirati nova posmatranja.  

 Na osnovu poznavanja matematičkog modela objekta moguće je projektovati 

upravljački sistem, odgovarajući zakon upravljanja i izvršiti optimalan izbor tehničkih 

sredstava za njegovo realizovanje.  

 Definicija 12.1 Model je opis suštinskih osobina realnog objekta koji o njemu u 

pogodnoj formi iskazuje svu neophodnu informaciju.  

 Jedna od najopštijih podela modela je na realne i simboličke.  

 Iz kategorije simboličkih, od posebne je važnosti klasa informacionih modela, koji se 

danas u najvećem broju slučajeva formiraju u obliku matematičkih modela, Debeljković 

(1989). 

 Definicija 12.2 Formalan matematički opis (opis pomoću matematičkih simbola, 

operacija i relacija) sistema koji omogućava potpunu analizu njegovih dinamičkih 

osobina i njegovog dinamičkog ponašanja za proizvoljne promene ulazne veličine i 

proizvoljne početne uslove je matematički model tog sistema, Milojković, Grujuć, 

(1990). 

                                                           
*
 Izlaže se, delimično prureĎena i prilagoĎena, materija preuzeta  

   najvećim delom  iz rada  Đurović (1996) a manjim delom iz rada Đurović (1999). 
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 12.1.2 Stepen tačnosti matematičkih modela 

 

 U našem okruženju još uvek ne postoje procesi ili pojave čiju prirodu potpuno 

poznajemo.    

      To znači da količina informacija koje mi o njima posedujemo nikad nisu dovoljne za 

njihov apsolutno tačan opis.  

 Sa druge strane, što detaljnije posmatramo proces, to njegov opis postaje sve 

složeniji.  

 Na primer, kada se u nekom procesu uzmu u obzir trenje, nelinearnosti statičkih 

karakteristika pojedinih prenosnih organa, nehomogenost strujnih i temperaturskih 

polja, vremenska promenljivost parametara procesa, vreme neophodno za transport 

signala kroz prostor u kojem se proces odvija i slično, kao rezultat matematičkog 

modeliranja tog procesa se dobija izuzetno složen sistem nelinearnih parcijalnih 

diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem  i vremenski promenljivim parametrima,  

Debeljković (1989).   

 To praktično znači da složenost matematičkog modela zavisi od usvojenog modela.  

 Model je jedan idealizovani proces, nastao kao rezultat uprošćavanja stvarnog 

procesa. 

 Stepen tačnosti matematičkog modela zavisi od broja i karaktera usvojenih 

pretpostavki o procesu koji opisuje.  

 Te pretpostavke moraju biti opravdane da bi se matematički model mogao efikasno 

praktično primeniti.  

 Prilikom njihovog formiranja čini se kompromis izmeĎu stepena tačnosti opisa 

procesa i jasnoće i jednostavnosti njegove forme, tj. izmeĎu dubine analize pojava u 

procesu i upotrebne vrednosti njegovog matematičkog modela, Debeljković (1989).  

 Stoga se proces najpre posmatra što objektivnije, uz minimalan mogući broj 

pretpostavki, radi dobijanja što verodostojnijeg matematičkog modela. Zatim se 

korišćenjem odgovarajućih matematičkih metoda vrši njegovo uprošćavanje, tako što se 

uvodi što veći broj realnih, opravdanih pretpostavki.  

 Pozitivna posledica ovog pristupa je razgraničavanje primarnih i sekundarnih 

karakteristika procesa bitnih za njegovo praktično korišćenje.  

 Ukoliko je opravdano, matematički model se svodi na svoj najjednostavniji oblik, a 

to je sistem običnih linearnih diferencijalnih jednačina sa konstantnim koeficijentima, 

Debeljković (1989). 

 U tom cilju je potrebno izvršiti linearizaciju nelinearnih jednačina ponašanja, 

zanemariti nestacionarnost procesa i usvojiti konstantne vrednosti za njegove prostorno 

promenljive parametre. 

 Svi pomenuti uzroci netačnosti matematičkih modela se mogu klasifikovati  

u sledeće grupe, Petkovski (1984). 

 Netačnosti prisutne u matematičkom modeliranju realnog sistema mogu biti: 

- Nedovoljno poznavanje svih procesa koji se odvijaju u sistemu 

- Nemogućnost tačnog matematičkog opisa svih procesa u sistemu 

- Linearizacija nelinearnosti i aproksimacija nestacionarnosti 

- Nemogućnost tačnog odreĎivanja pojedinih parametara u sistemu 
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- Uprošćavanje sistema da bi se dobio sistem nižeg reda 

 1. Promene dinamike sistema usled uticaja okoline, tolerancija                             

uproizvodnji pojedinih elemenata, zamora i starenja materijala, odstupanja napajanja od 

nominalne vrednosti, itd. 

 2.   Greške u kalibraciji instrumenata, itd. 

 U literaturi Lehtowski et al. (1984), Petkovski (1984) je dostupan čisto matematički 

pristup opisa samog procesa matematičkog modeliranja,  koji uzima u obzir netačnosti 

koje se tom prilikom javljaju.  

 Ako se sa  obeleži apsolutno tačan matematički model nekog sistema,        

 a sa   matematički model dobijen na osnovu usvojenog modela tog sistema,  

onda   predstavlja višestruku aproksimaciju .  

 Ona se može prikazati kao funkcija preslikavanja: 

                                                              :  .                                                   (12.1) 

 Ako se uvedu parametri , 1,2,3,...i i  , od kojih svaki karakteriše jedan od mogućih 

vidova aproksimacije, onda se funkcija preslikavanja   može predstaviti kao funkcija 

tih parametara: 

                                  1 2 3, , , ...     .                                        (12.2) 

 Neka je: 

                                                      , 1, 2, 3,...j j S ,                                       (12.3) 

skup svih mogućih prikaza sistema.  

 Tada je  samo jedan element tog skupa.  

 Svaka dva elementa ovog skupa se meĎusobno razlikuju samo usled različitih uticaja 

zanemarenih prilikom matematičkog modeliranja.  

 Svi uticaji zanemareni  prilikom i - te aproksimacije sistema  se mogu predstaviti 

kao vektor zanemarenih elemenata iq  iz nekog skupa , koji čini ograničeni 

beskonačni podskup skupa vektora q , koji sadrži beskonačan broj vektora iq , koji se 

svi nalaze unutar neke granice.  

 Od tog vektora zavisi odstupanje modela od stvarnog sistema,  pa se skup S  može 

predstaviti kao: 

                                       : , , 1,2,3,...i i i i i i     q qS ,                        (12.4) 

odnosno: 

                                   : , , , 1,2,3,...i i i i i        S .                  (12.5) 

 Sistem  je ovde definisan kao par  ,i i
  , gde je i

  odstupanje modela i
  od 

sistema , odnosno greška modeliranja, a i
  je neka mera te greške.  

 Postoje različite mogućnosti njihovog definisanja i daljeg korišćenja,  

zavisno od fizičke prirode sistema i dostupnog matematičkog aparata. 
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 12.1.3 Pojam osetljivosti i robusnosti 

 

 Greška koja se čini prilikom modeliranja sistema pri njegovoj praktičnoj  primeni 

mora uzeti u obzir. S obzirom na činjenicu da se na osnovu modela projektuju i 

upravljački sistem i algoritam upravljanja objektom, može se desiti da greška 

modeliranja dovede do znatnog odstupanja stvarnog od željenog ponašanja celog 

sistema.  

 Pojedine njegove osobine, bitne za pravilno funkcionisanje, mogu biti narušene.  

 Na ovo mogu uticati i varijacije u samom sistemu, nastale kao posledica promene 

radnih uslova i slično Barrett (1980).  

 Svi ovi faktori se mogu obuhvatiti pojmom perturbacije parametara modela Patel, 

Toda (1980) i u zavisnosti od načina njihovog tretmana postoji više teorijskih pristupa 

problemu odreĎivanja njihovog uticaja na ponašanje sistema Lehtowski et al. (1984), 

Petkovski (1984). 

 Osetljivost je osobina sistema da mu ponašanje zavisi od infinitezimalnih promena 

parametara.  

 Tako se može definisati funkcija osetljivosti neke osobine ili veličine sistema na 

promenu pojedinih njegovih parametara.  

 Na primer, funkcija osetljivosti izlazne veličine ix  na promenu nekog parametra p  

se može definisati kao: 

 
0

0

i

i



 


x

x

p

p

,            (12.6) 

gde je 0
ix  izlazna veličina sistema kada parametar q  ima vrednost 0

q .  

 U ovom slučaju je neophodno znati stvarnu vrednost parametra i veličinu njegove 

promene. 

 Definicija 12.3. Robusnost sistema u smislu odreĎenog svojstva   u odnosu na skup 

 , tj. robusnost tog svojstva sistema na  ,  je njegova sposobnost da održi to svojstvo 

na skupu  , Novaković (1987). 

 Pored ove definicije, u literaturi postoje i druga tumačenja koja ne menjaju njenu 

suštinu.  

 Tako se može pročitati da se teorija robusnosti bavi problemom očuvanja odreĎenih 

osobina sistema u prisustvu velikih perturbacija u njegovom modelu, Petkovski (1984) i 

da je njen zadatak analiza mogućnosti kompenzacija razlika izmeĎu matematičkog 

modela i realnog objekta. 

 Do sada se nije specificiralo o robusnosti kog svojstva sistema se radi.  

 To znači da se teorija robusnosti može primeniti na razne osobine sistema, bitne za 

njegovo ispravno funkcionisanje i kvalitetno dinamičko ponašanje, kao što su stabilnost, 

upravljivost, osmotrivost, adaptibilnost i slično.  
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 Analiza i sinteza sistema automatskog upravljanja je sa stanovišta robusnosti danas 

uobičajena praksa, koja svoje opravdanje nalazi u razlozima navedenim u prethodnim 

redovima. 

 Ono što karakteriše pojam robusnosti i što ga razlikuje od njemu sličnih pojmova se 

može sažeti u sledeće tri karakteristike, Novaković (1987). 

 Odnosi se na promene parametara koje u opštem slučaju nisu infinitezimalno 

male, 

 Obuhvata sve moguće vektore zanemarenih uticaja prilikom modelovanja 

sistema, 

 Mora se specificirati osobina sistema na koju se odnosi. 

 Tako bi, recimo,  robusno stabilni sistem automatskog upravljanja trebalo da ima 

što jednostavniji, po mogućnosti linearni, regulator nepromenljive strukture i 

konstantnih parametara u cilju očuvanja stabilnosti sistema i pri velikim perturbacijama.  

 U isto vreme, odgovarajući adaptivni sistem automatskog upravljanja sa istim 

zadatkom trebalo bi da ima regulator promenljive strukture i/ili podešljivih parametara i 

nelinearan zakon upravljanja.  

 Robusnost stabilnosti se mora garantovati, znači ispuniti sa sigurnošću,                  

a ne sa nekom verovatnoćom, što je slučaj kod projektovanja sistema korišćenjem 

stohastičkog tretmana greške modeliranja.  

 Jedina razlika  u pristupu izmeĎu teorija robusnosti i osetljivosti je veličina 

odstupanja modela od realnog sistema, obuhvaćenog vektorom zanemarenih uticaja pri 

modeliranju.  

 Dok su ta odstupanja kod teorije osetljivosti infinitezimalno mala,  

kod teorije robusnosti ona nisu ograničena, pa se može u oba slučaja govoriti  

o robusnosti, uz napomenu o veličini posmatranih odstupanja. 

 

 12.1.4 Robusnost stabilnosti 

 

 Osnovni zahtev svakom praktično primenljivom sistemu automatskog upravljanja 

je robusnost njegove stabilnosti, tj. sposobnost da je očuva čak  i u prisustvu raznih 

perturbacija.  

 To je posledica činjenice da sistem ne može ispravno da vrši svoju funkciju ako nije 

stabilan, i to ne samo u odreĎenoj radnoj tački, već i u nekoj njenoj okolini.  

Veličina te okoline zavisi od prisutnih perturbacija, koje mogu biti posledica 

promene parametara samog sistema u toku rada ili nepreciznosti prilikom matematičkog 

modeliranja sistema. 

 Načini predstavljanja perturbacija mogu se klasifikovati prema količini informacija 

o strukturnoj raspodeli njihovog dejstva na sistem, Barrett (1980).  

 Oni zavise kako od poznavanja fizičkih mehanizama koji prouzrokuju perturbacuje, 

tako i od sposobnosti projektanta da ih prikaže na odgovarajući način.  

 Tako postoje jake  i  slabe strukturne perturbacije.  

 Jake strukturne perturbacije uključuju nepoznate parametre u poznatu strukturu 

modela i najčešće su posledica korišćenja linearizovanih modela u okolini različitih 

radnih tačaka.  

Zato se one u literaturi prosto nazivaju strukturnim perturbacijama.  



 
 

72 
 

       Slabe strukturne perturbacije su one za koje je poznat samo intenzitet ili norma, a 

ne i njihovo strukturno rasporeĎivanje u modelu sistema. Njihovo dejstvo u sebi 

uglavnom podrazumeva nepoznatu ili svesno zanemarenu dinamiku sistema u oblasti 

visokih frekvencija.  

 Njihov alternativni naziv u literaturi je nestrukturne perturbacije. 

 Ove dve vrste perturbacija su samo granični slučajevi, izmeĎu kojih leži prostor 

potencijalnih načina njihovog predstavljanja.  

 Prednost korišćenja nestrukturnog prikaza perturbacija je u lakoći matematičkih 

izračunavanja koja prate ovu problematiku, jer se ona uglavnom svode na odreĎivanje 

normi matrica perturbacija, kao što će u narednim izlaganjima biti pokazano. MeĎutim, 

to ima za posledicu konzervativnost dobijenih granica dozvoljenih perturbacija, jer se 

neuzimanjem u obzir strukture raspodele njihovog dejstva na sistem često dolazi do 

pogrešnih zaključaka.  

 Praktično to znači da se može zaključiti da sistem nije robusno stabilan                

u nekoj radnoj tački, iako on to u praksi jeste.  

 U današnje vreme ovaj problem se rešava na sledeći način.  

 Prvo se osobina robusnosti sistema ispituje korišćenjem nestrukturnog prikaza 

perturbacija, pa ako ustanovi da sistem nije robusno stabilan, pribegava se korišćenju 

strukturnog prikaza, koji će ili potvrditi ili opovrgnuti rezultate dobijene prvim 

pristupom.  

 Tako se čini kompromis izmeĎu složenosti matematičkih izračunavanja  

i tačnosti dobijenih rezultata. 

 Ispitivanje robusnosti stabilnosti sistema ima za cilj da utvrdi kvantitativne mere 

perturbacija u okviru kojih sistem zadržava osobinu stabilnosti.   

 Ispitivanje se vrši u okolini poznate radne tačke sistema, u kojoj sistem mora biti 

stabilan, a što se obezbeĎuje još u fazi projektovanja sistema. 

 Iako se u literaturi već duže vremena mogu naći rezultati ispitivanja u ovoj oblasti, 

ona i dalje predstavlja aktivnu oblast istraživanja
*
.  

 Pored poboljšavanja postojećih rezultata, većina autora pred sebe postavljaju kao cilj 

i njihove primene na posebne klase sistema. 

 Rezultati koji su do sada izloženi u literaturi proističu iz primene teorije robusnosti 

korišćenjem prilaza koji koriste dva različita domena: frekventni i vremenski. 

      Analiza u frekventnom domenu se sprovodi korišćenjem postupka dekompozicije 

singularnih vrednosti (singular value decomposition), analizom sopstvenih vrednosti  

i primenom teorije M - matrica.  

 Prilaz u frekventnom domenu ima manje pristalica a i rezultata jer vremenski domen, 

osnovan na Ljapunovljevoj metodi analize stabilnosti u prostoru stanja, daje nesumnjivo 

bolje mogućnosti da se ova problematika uspešnije rešava. 

 Prve radove iz ove oblasti su objavili Bellman (1969), Barnett, Storey (1970),  

Davison (1976)  i  Desoer et al. (1977).  

     Do kvantitativnih mera dozvoljenih perturbacija su ipak došli   Patel, Toda (1980) i 

to samo za slučaj nestrukturnih perturbacija.  

                                                           
*
 Detaljan hronološki prikaz rezultata iz ove oblasti, 

  kao i prikaz nekih fundamentalnih rezultata može se naći uDebeljković et al. (2005). 



 
 

73 
 

 12.2 ROBUSNOST SISTEMA SA MRTVIM VREMENOM  

 Kada su u pitanju sistemi sa kašnjenjem pojam robusnosti stabilnosti sistema u 

potpunosti odgovara robusnosti stabilnosti običnih sistema.  

 Sva razmatranja vezana za obične sisteme se mogu, bez poteškoca,  primeniti na 

sisteme sa mrtvim vremenom, vodeči računa o evidentnim specifičnostima ove klase 

sistema. 

 Robusnost stabilnosti sistema sa mrtvim vremenom je bila predmet izucavanja vrlo 

malog broja autora, pa su i dostupni rezultati iz te oblasti nešto manje obimniji. 

 Svi oni se odnose na asimptotsku stabilnost.  

 Do sada nisu izloženi rezultati vezani za robusnost stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu. 

 Nedavno, obnovljeno je interesovanje za projektovanje i analizu sistema preko 

metoda u parametarskom ravni (prostoru). 

 Novije interesovanje za robusnim upravljačkim sistemima podvrgnutim strukturnim 

perturbacijama ponovo je oživelo parametarske metode i proširilo istraživanja ka 

Ljapunovljevoj metodi i frekventnom domenu.  

  

 12.3 ROBUSNOST SINGULARNIH SISTEMA   

 Na osnovu proučavanja postojeće literature, sa sigurnošću se može reći da 

monografija Bajić (1992) najcelovitije i najsadržajnije razmatra robusnost stabilnosti 

singularnih sistema.  
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 XI METODE PODEŠAVANJA POLOVA 

 

 13. METODE PODEŠAVANJA POLOVA I STABILIZACIJE 

 

  13.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

 

Linearni sistemi su oduvek privlačili pažnju naučne i stručne javnosti  

i taj interes postoji i dan danas i zaokuplja sve tehničke discipline podržan snažnim  

matematičkim aparatom osnovanim na odabranim poglavljima linearne algebre, 

operatorskog računa i teorije diferencijalnih jednačina i matrične analize.       

Počev od daleke 1930 - te godine linearni skalarni sistemi intenzivno se proučavaju 

sa više različitih stanovišta a korišćenjem klasičnih prilaza meĎu kojima dominiraju 

tehnike vezane za korišćenje frekventnog i kompleksnog domen.  

Nešto kasnije se uviĎa da je primena tih metoda ograničena i da klasičan prilaz 

izučavanju sistema sa pozicija ulazno – izlaznih relacija ne može kvalitetno da odgovori 

da na čitav niz značajnih pitanja dinamičke analize i sinteze kako vremenski 

stacionarnih tako i vremenski nestacionarnih, najopštijih klasa, sistema upravljanja, 

Debeljković, Mulić (2003). 

Polazeći od pionirskih radova Bellmana i Kalmana, evidentni nedostaci klasične 

teorije, bivaju otklonjeni, prevaziĎeni i razrešeni novom modernom teorijom upravljanja 

zasnovanoj na konceptu stanja dinamičkih sistema.  

Sveobuhvatno i rigorozno definisanje pojma stabilnosti i uvoĎenje čitavog niza 

novih koncepata kao što su: upravljivost, osmotrivost, optimalnost, osetljivost, 

robusnost, svodljivost, minimalnost i nekih drugih snažno su podstakli otvaranje i 

celovito i uspešno rešavanje ovih značajnih pitanja.  

Uporedo sa time diskretno se nametnula logična potreba da se pomenuti koncepti 

prošire i na višestruko prenosne sisteme upravljanja, jedine skladne i verne reprezente 

dinamičkog ponašanja realnih sistema.  

Okosnoca ovih izlaganja, u jednom svom delu, počiva na savremenoj teoriji 

upravljanja i postavlja i razrešava veoma složen problem strukturne sinteze sistema 

automastskog upravljanja uvoĎenjem dobro poznatih uskladnika ili kompenzatora i to 

lociranih u povratnim spregama buduće sintetzovanih sistema po veličinama stanja ili 

izlaza.  

Ova složena problematika razmatra se za dve klase savremenih sistema automatskog 

upravljanja i u jasno metodološkom i logičnom pristupu razmatraju se obični linearni 

vremenski kontinualni sistemi, kao bi se ista problematika nešto kasnije izložila i 

primenila na posebne klase linearnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem, 

Debeljković, Mulić (2003). 
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13.2 KONCEPT SINTEZE I PROJEKTOVANJA 

 

Klasični postupci sinteze polaze od činjenice da je dinamičko ponašanje sistema 

izraženo ulazno-izlaznim relacijama.  

To praktično znači da je odgovarajuća prenosna funkcija sistema osnovni  

i polazni podatak za daljipostupak. 

Nažalost, u nekim slučajevima, kada smo naprimer zainteresovani za ponašanje 

sistema u vremenskom domenu, upotreba prenosne funkcije nije dovoljna za egzaktnu i 

rigoroznu analizu. To proističe iz njene definicije, koja polazi od toga da su početni 

uslovi jednaki nuli. 

Prethodno rečeno, nikako ne umanjuje veliki značaj prenosne funkcije  

za analizu i sintezu sistema u frekventnom domenu kao i njenu odlučujuću ulogu u 

analizi stabilnosti sistema. Isto tako, predstavljanje struktura sistema korišćenjem blok 

dijagrama, kao i mogućnost da se na osnovu lokacije njenih nula i polova dobiju 

kvalitetne informacije o ponašanju sistema, čine sve zajedno upotrebu prenosne funkcije 

neophodnim aparatom savremene teorije, Debeljković (2005, 2007, 2008). 

Pomenuti nedostatak prenosne funkcije sistema, rigurozno definisanje stabilnosti 

sistema i primenu koncepta: upravljivosti, osmotrivosti, osetljivosti i optimalnosti, kao i 

niz drugih problema, otklanja, obuhvata i razrešava nova, moderna teorija automatskog 

upravljanja, zasnovana na konceptu stanja dinamičkih sistema, na primer Ogata (1967), 

Kuo (1975), Milojković, Grujić (1981). 

     Osnovni cilj sinteze sistema u prostoru stanja je, koristeći  informacije o 

neregulisanom objektu ili sistemu u otvorenom kolu dejstva predstavljenim matričnim 

modelom u prostoru stanja, odnosno odgovarajućim blok dijagramom sl. 13.1, 

projektovanje uskladnika koji će obezbediti unapred zadatu konfiguraciju polova 

prenosne funkcije sistema u zatvorenom kolu dejstva u kompleksnoj ravni, Debeljković, 

Mulić (2003). 

 

Sl.13.1 

S obzirom da se ovde proučavaju samo linearni, stacionarni, vremenski neprekidni 

sistemi i imajući u vidu da je sistem predstavljen svojom vektorskom diferencijalnom 

jednačinom stanja i jednačinom izlaza, uobičajeno je da se zahtevi izražavaju kroz 

željenu lokaciju sopstvenih vrednosti matrice sistema automatskog upravljanja, s 

obzirom da one stoje u biunivokoj korespodenciji sa polovima prenosne funkcije 

sistema. 

Varijante unošenja uskladnika u zatvoreni sistem automatskog upravljanja su 

mnogobrojne i prvenstveno zavise od zadatka i cilja sinteze, kao i od strukture sistema 

kojeg treba uskladiti, Debeljković, Mulić (2003), Debeljković (2005, 2007, 2008). 
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UsklaĎivanje koje se obavlja unošenjem uskladnika u povratnu granu sistema 

regulisanja se naziva povratno usklaĎivanje.  

Upravljanje po principu povratne sprege može da ima sledeća dva oblika. 

1. Upravljačke veličine se generišu na osnovu informacija o veličinama stanja a 

linearni proporcionalni uskladnik se nalazi u povratnoj sprezi sistema po veličinama 

stanja, sl.13.2. 

Zakon upravljanja je linearna funkcija veličina stanja: 

                                               .ut t K t u x x                       (13.1) 

 

Sl.13.2 

 

2. Upravljačke veličine se generišu na osnovu izlaznih veličina sistema kada se 

linearni proporcionalni uskladnik nalazi u povratnoj sprezi po izlaznim (upravljanim) 

veličinama, sl. 13.3.  

 

Sl.13.3 

U ovom slučaju zakon upravljanja je linearna funkcija izlaznih veličina: 

     K .u it t t u x x          (13.2) 

Povratna sprega po stanju ima prevashodno akademski, a vrlo mali praktični interes 

s obzirom da njena realizacija podrazumeva merenje svih veličina stanja.  

Unajvećem broju slučajeva ovo merenje nije moguće, a i tamo gde su sve veličine 

stanja dostupne, njihovo merenje i uvoĎenje u uskladnik nije ekonomično zbog 

relativno velikog broja veličina stanja.  

Otuda se u praksi meri samo jedan broj dostupnih ili merljivih promenljivih, a to su 

izlazne (upravljane) veličine.  
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Povratna sprega po stanju ima prednost nad povratnom spregom po izlazu  

jer je njom moguće vršiti podešavanje svih polova prenosne funkcije sistema,  

uz uslov da je objekt potpuno upravljiv, što kod povratne sprege po izlazu nije uvek 

moguće. 

Iscrpan uvid u ovu problematiku, koji obuhvata ne samo metode podešavanja 

polova, odnosno stabilizaciju sistema, veći i detaljan uvid u postupke izbora veličina 

stanja, pitanja strukturnih osobina sistema, formiranja različitih reprezentacija sistema u 

prostoru stanja kao i meĎusobnu povezanost tih kanoničkih formi, dato je u 

monografskoj trilogiji, Debeljković (2005, 2007, 2008). 

Veliki deo monografije Debeljković (2005) obuhvata ovu problematiku  

u svetlu posebnih klasa linearnih kontinualnih sistema sa čistim vremenskim 

kašnjenjem. Kada je u pitanju primena ovih metoda na različite klase singularnih 

kontinualnih sistema, više nego obimna materija prezentovana je u Debeljković, Višnjić 

(2006).  
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 XII STABILNOST NA KONAČNOM   VREMENSKOM INTERVALU 

 

 

 14. STABILNOST NA KONAČNOM  

      VREMENSKOM INTERVALU I PRAKTIČNA STABILNOST 

 

 14.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

U praksi je često od posebnog interesa, ne samo ispitivati stabilnost sistema  

u smislu Ljapunova već je potrebno razmotriti, da li trajektorije sistema, odnosno 

njegovov stvarno ponašanaje, ukoliko je krenulo iz skupa početnih stanja, barem neko 

vreme ostaje unutar skupa dozvoljenih stanja, bez obaveze da u njemu ostane posle tog 

unapred usvojenog ili zadataog vremenskog skupa. Takvih primera je puno u praksi i 

uglavnom prositiču iz konkretnih inženjerskih problema. 

Asimpotsi stabilan system, ili bolje rečeno system koji poseduje osobinu stabilnosti 

i osobinu privačlačenja, što sve dovodi do asimptotske stabilnosti, može da ima sasvim 

neprihvatljive tranzijentne karakteristike, pri čemu se tu u prvom redu misli na 

nedozvoljeno veliki preskok, ili previse dugo vreme smirenja. 

Prema tome poptpuno je prihvatljivo pa čak i nužno trajektorije sistema posmatrati 

unutar ranije propisanih granica i njihov odnos prema tim ograničenjima 

Mimo toga, od posebnog je interesa da se i dinamičko ponašanje sistema posmatra 

na konačnom vremenskom intervalu. 

Granice do kojih dostiže odziv sistema bilo u slobodnom bilo u prinudnom radnom 

režimu predstavlja veoma značajan problem sa inženjersko-tehničke tačke gledišta. 

Uvažavajući ovu činjenicu pojavio se veliki broj definicija praktične stabilnosti i 

stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu.  

Primena ovih različitih koncepata izuzetno se matematički usložnjava, kada 

razamtrane klase, baš kao ovde, sa mrtvim vremenom sa singularnostima, poseduju 

specifične osobine, koje se iskazuju kroz daleko složenije forme njihovoh matematičkih 

modela, a samim tim i iznalaženju tih rešenja, ili formiranju odgovarajućih kriterijuma, 

koji će bez rešavanja diferencijalnih jednačina kretanja, oformiti prikladen kriterijume 

za ispitivanje stabilnosti. 

U kojoj meri se koncepti tehničke stabilnosti složeni, govori činjenica da postoji 

samo izuzetno mali broj kriterijuma koji objedinjuju i poterbne i dovoljne uslove 

stabilnosti a da većina od njih se zadovoljava samo dovoljnim, iako je to sa inženjerske 

tačke gledišta sasvim prihvatljivo.  

Motivisani kratkom diskusijom o praktičnoj stabilnosti iz monografija  

La Salle, Lefschetz (1961) i Weiss, Infante (1965, 1967) uvodi se raznovrsno 

obeležavanje stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, za vremenski kontinualne 

sisteme i vremenski nepromenljiv skup koji odreĎuje dozvoljene granice trajektorija 

razmatranog sistema. 

Dalji razvoj ovih rezultata ostvaren je zahvaljujući mnogim drugim autorima. 
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14.2 MOTIVACIJA 

 

U jednom delu ovog rada izlažiće se neki od već objavljenih  koautorskih radova, 

mentora, komentora i autorke ove doktorske disetacije . 

U tom smislu  prezentovaće se  dva potpuno različita prilaza razmatranim 

problemima a uporedo sa time izložiće se i izvestan broj radova snažno utemeljenih na 

primeni LMI metoda za dobijanje odgovarajućih uslova stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu. 

Naime, u prvom od ponuĎenih prilaza teži se formiranju odgovarajućih   rezultata  

izraženih  direktno preko sopstvenih vrednosti osnovnih matrica sistema 0A  i 1A , koje 

se prirodno pojavljuju u modelu sistema čime se izbegava potreba za uvoĎenjem bilo 

kakvih kanoničnih formi, ili transformacija u iskazu odgovarajućih Teorema.  

U drugom slučaju teorija geometrijske konzistentnosti superiorno vodi  

do prirodne klase pozitivno odreĎenih kvadratnih formi na potprostoru koji sadrži sva 

rešenja. 

Ova činjenica omogućava razvijanje Ljapunovljeve i neljapunovske teorije 

stabilnosti čak i za sve klase kako  kontinualnih tako i vremnski diskretnih, linearnih 

sistema sa ili bez čisto vremenskog kašnjenja u smislu da je osobina atraktivnosti 

ekvivalentna postojanju simetričnih, pozitivno odreĎenih rešenja opšte forme 

Ljapunovljeve matrične jednačine koja uključuje uslov koji se odnosi na ograničenost 

rešenja. 

Prva metoda se zasniva na klasičnom prilazu koji se uglavnom koristi za izvoĎenje 

dovoljnih uslova stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, nezavisnih od čisto 

vremenskog kašnjenja, mada to ne mora da bude pravilo. 

U drugom slučaju uvedena je nova definicija, koja se zasniva na osobini 

atraktivnosti rešenja sistema, koja se može tretirati analogno kvazi–kontraktivnoj 

stabilnosti, Weiss, Infante (1965,1967). 

Osim toga, planira se izvedjenje  potpuno novog dovoljnog uslova,  zavistanog od 

čisto vremenskog kašnjenja, koji garantuje da će razmatrani sistem biti praktično 

stabilan sa osobinom atraktivnosti njegovih rešenja, koji se može tretirati kao novi 

koncept takozvane ne–Ljapunovljeve stabilnosti. 

Ova problematika uključuje kako sisteme sa kašnjenjem, tako i singularne  i 

deskriptivne, koji takoĎe, sadrže čisto vremensko kašnjenje u stanju.  

Formiranje novih kriterijuma koji će u formi dovoljnih i eventualno potrebnih 

uslova omogućiti efikasno istraživanje dinamičkog ponašanja ovih klasa sistema, kako 

na konačnom tako i beskonačnom vremenskom intervalu. 

Dovoljni uslovi stabilnosti, koji se očekuju, prihvatljivi su za potrebe analize 

razmatranih klasa sistema sa inženjerskog stanovišta. 

Formulacija i dokazi novih teorema stabilnosti, kako na konačnom tako  

i na beskonačnom vremenskom intervalu linearnih sistema sa čistim vremenskim 

kašnjenjem kao i singularno – deskriptivnih sistema sa kašnjenjem, trebalo bi da se 

sprovedunovim  klasičnim prilazom a da se ti isti rezultati uporede sa odgovarajućim, 

koji proistiću iz premene LMI postupaka, pa da se komparativnom analizom utvrde 

manje konzervativni rezultati i za to prvo daju zaključci a posle potraže suštinštinska 

objašnjenja. 
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14.3 VREMENSKI KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI 

 

         SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI PREGLED DOSADAŠNJIH  REZULTATA 

NA POLJU IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA 

KONAČNOM VREMENSKOMINTERVALU 

 

Selektivan i detaljan pregled postignutih rezultata na polju izučavanja stabilnosti na 

konačnom vremenskom interval i praktične stabilnosti kontinualnih singularnih sistema 

do 2005. godine iscrpno je izložen u monografijama,  Debeljković et al. (2013) i  

Stojanović et al.  (2015), tako da se taj prikaz ovde neće navoditi a zainteresovani 

čitalac, radi kontinuiteta praćenja novih doprinosa, koji se izlažu u nastavku, upućuje se 

na pomenute reference. 

Kao i kod klasičnihsistema automatskog upravljanja u aktuelnoj literature vladalo je 

izvesno  zatišje,sve do 2006. godine, kada je u, radu Shen, Shen  (2006) iskorišćen prilaz 

sa stanovišta Linearnih matričnih nejednačina na  neke posebne klase u vremenski 

neprekidnih uopštenih sistema u prostoru stanja,  inspirasani referencama Amata et 

al.(1998, 1999.a, 1999.b, 2001, 2002, 2003) i Dorata  (2006).  

Uveden je i koncept ograničenosti na konačnom vremenskom intervalu, za ovu 

klasu sistema, i rešen problem robusnog upravljanja u prisustvu vremenski zavisnih 

neizvesnosti i egzogenih spolajšnjih uticaja.    

Izveden je i dovoljan uslov za robusnu stabilizaciju, korišćenjem povratne sprege 

uspostavljanje po veličinama stanja. 

Ovaj selektivni i hronološki pregled rezultata završavamo kraćim prikazom rada  

Kablar  (2010), gde su izloženi rezultati koji tretiraju ponašanje jedne klase nelinearnih  

singularno impulsivnih sistema, na konačnom vremenskom intervalu. 

 Prilaz se bazira na kvazi–Ljapunovljevim funkcijama i njihovim ososbinama u 

prostoru stanja.  

 Intenzivna primena izvedenih rezultata fokusira se na klase hibridnih sistema i 

kontaktnih problema. 

 Lako se uočava da je ovaj prgled rezultata prevashodno posvećen doprinosima koje 

su ostvarli autori ove monografije. 

 Za rezultate drugih autora, a koji su veoma brojni, zainteresovanom čitaocu 

preporučuje se obimna, po tom pitanju i za ovu klasu sistema, materija izložena u 

radovima i monografijama,  Debeljković et al  (2005, 2007, 2011.a, b, c). 

 Jedini značajni iskorak, u ovom smislu, a za jednu posebnu klasu linearnih 

singularnih sistema, dat je u radu  Kablar,  Kvrgic, Debeljković (2012). 

 U ovom radu, prvo je izveden i prezentovan novi matematički model singularno 

impulsivnog dinamičkog sistema, a kasnije razmatran postavljeni problem.  

 Dinamika takvih sistema opisana je kombinacijom diferencijalnih  i diferencnih 

jednačima spregnutih sa običnim algebarskim jednačinama, koje u tom smislu 

predstavljaju ograničenje na rešenje prvog dela sistema jednačina, pri čemu se te mogu 

pojaviti i kao obične, a i kao diferencne.  

 Primeri takvih sistema, iscrpno su prezentovani u monografiji  Kablar,  Debeljković  

(2015), koja se, sticajem posebnih okolnosti, pojavila veoma kasno u akademskoj 
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javnosti, i koja, sem u manjem delu, predstavlja izvod iz doktorske disertacije  Kablar  

(2007).  

 Pomenuta klasa sistema, ustvari, označava posebnu klasu hibridnih  sistema. 

 Osnovni doprinos rada predstavlja proširenje poznatih rezultata, ranije izvedenih  

za kontinualne singularne sisteme, na ovu klasu sistema u smislu formulacije i dokaza  

čuvene Bellman- Gronwall- ove leme.  

 Koristeći ovu Lemu, izvedeni su dovoljni uslovi praktične stabilnosti ove klase 

sistema. 
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14.4 VREMENSKI DISKRETNI DESKRPTIVNI SISTEMI 

 

         SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI PREGLED DOSADAŠNJIH REZULTATA  

NA POLJU IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA 

KONAČNOM VREMENSKOMINTERVALU 

 

Selektivan i detaljan pregled postignutih rezultata na polju izučavanja stabilnosti na 

konačnom vremenskom interval i praktične stabilnosti diskretnih deskriptivnih  sistema 

do 2005. godine iscrpno je izložen u monografijama, Debeljković et al. (2013) i  

Stojanović et al. (2015), tako da se taj prikaz ovde neće navoditi a zainteresovani 

čitalac, radi kontinuiteta praćenja novih doprinosa, koji se izlažu u nastavku, upućuje se 

na pomenute reference. 

Kada su u pitanju singularni i deskroptivni sistemi iprimena koncepta stabilnosti na 

konačnom vremenskom intervalu, sve do 2006. godine vladalo je zatišje, kada je, prvi 
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put u radu  Shen, Shen  (2006) primenjen prilaz sa stanovišta (LMI) na kontinualne 

singularne Sistema, o čemu je većbilo reči u prethodom odeljku. 

Dosta kasnije, od strane mentora ove disertacije, pojavila se diskretna verzija ovog 

rada, Stojanović et al  (2013). 

U radovima Debeljković, Kablar (1998.c, 1992.a, b) izvedene je, po prvi put, 

diskretna verzija čuvene Bellman – Gronwall-ove i primenjena za ispitivanje 

dinamičkog ponašanja ove klase sistema na konačnom vremsnkom intervalu. 

Dobijeni dovoljni uslovi stabilnosti, bili su manje restriktivnijih, od tada postojećih. 

Uveden je i koncept ograničenosti na konačnom vremenskom intervalu,  

za ovu klasu sistema i rešen problem robusnog upravljanja u prisustvu vremenski 

zavisnih neizvesnosti i egzogenih spolajšnjih uticaja. 

 Izveden je i dovoljan uslov za robusnu stabilizaciju, korišćenjem povratne sprege 

uspostavljanje po veličinama stanja. 

Pre četiri godine objavljen je i rad Debeljković et al. (2012) kao diskretan analaoga 

rada Shen,  Shen (2006), za diskretne deskriptivne sisteme a sa platforme primene 

linearnih matričnih nejednačina što je rezultiralo dovoljnim uslovima stabilnosti na 

konačnom vremenskom intervalu kao i dovoljni uslovi ograničenosti, ia sve pri 

dejovanju egzogenog šuma. 

Rad iz 2013. godine Stojanović et al  (2013) razmatra stabilnost odnosno 

ograničenost rešenje diskretnog deskriptivnog sistema na konačnom vremenskom 

intervalu u prisustvu vremenski promeljivog spoljašnjeg uticaja. 

Izvedena su tri dovoljna uslova ograničenosti i stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu u formi (LMI) uslova koji se mogu bez poteškoća rešiti, znatno 

unapreĎen rad iz 2012. godine, što je i dokumentovano jednim eklatantnim primerom. 

Novi značajni doprinos, a za jednu posebnu klasu linearnih diskretnih deskriptivnih 

sistema, dat je u radu Stojanović,  Debeljković  (2014). 

U ovom radu razmatran je problem oganičenosti kretanja jednog diskretnog 

deskriptivnog sistema, podvrgnutom dejstvu vremenski promenljivih spoljašnjih 

poremećaja, na konačnom vremenskom intervalu. 

Kombinujući prilaz sa pozicija kvazi-Ljapunovljevih funkcija i klasične primene 

LMI metoda, izvedeno je nekoloiko dovoljnih uslova ograničenosti kretanja na 

konačnom vremenskom intervalu i  to u formi rešljivih uslova datih u formi LMI 

nejednakosti.  

Šta vise isti ti rezultati iskorišćeni su za kvantifikaciju odreĎenih paramnetara koji 

odreĎuju stabilnost robusnosti, ove klase sistema, u duhu predloženog i korišćenog 

koncepta stabilnsoti.  
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14.5 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

         SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI PREGLED DOSADAŠNJIH REZULTATA 

NA POLJU IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I  STABILNOSTI NA 

KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

 

Selektivan i detaljan pregled postignutih rezultata na polju izučavanja stabilnosti na 

konačnom vremenskom interval i praktične stabilnosti vremenski kontinualnih sistema 

sa kašnjenjem do 2005. godine iscrpno je izložen u monografijama,  Debeljković et al. 

(2013) i  Stojanović et al.  (2015),tako da se taj prikaz ovde neće navoditi a 

zainteresovani čitalac, radi kontinuiteta praćenja novih doprinosa, koji se izlažu u 

nastavku, upućuje se na pomenute reference. 

Izvesno zatišje trajalo je skoro punih pet godina.. 

Izvesni novi doprinosi, dati u radovima  Debeljkovic et al. (2010), zasnivaju se na 

pokušajima da se za član koji unosi čisto vremensko kašnjenje naĎe pogodna zamena i u 

tom smislu koriste se poznate matrične nejednačine. 

MeĎutim, tako dobijeni rezultati dosta su konzervativni, što je i razumljivo jer se 

zasnivaju na nekoliko uzastopnih minorizacija. 

Kao poseban doprinos, može se spomenuti i proširenje koncepta atraktivne 

praktične stabilnosti, na klasu sistema sa kašnjenjem. 

Ti rezultati, u osnovi, kombinuju postojeću drugu metodu Ljapunova  

sa konceptom stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, Debeljkovic et al. (2010). 

Koristeći Hale - ovu transformaciju, dobijeni su novi dovoljni uslovi stabilnosti  

na konačnom vremsnkom intervalu, za kontinualne sisteme sa kašnjenjem, prevodeći  

ih u sisteme opisane  običnim jednačinama diferencijalno-integralnog tipa, Debeljković 

et al. (2011.b, 2011.c). 
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Sa pojavom (LMI) prilaza javljaju se novi radovi autora ove monografije, koji 

rešavaju problem stabilnosti sa pomenutih pozicija a šta više i usputno problem 

stabilizacije ove klase sistema uvoĎenjem proporcionalnog (statičkog, nememorijskog) 

regulatora u povratnu spregu sistema po veličinama stanja. 

Valja pomeniti, da je ovde po prvi put, barem koliko je autorima pozanto,  

za ovu klasu sistema primenjena i klasična minorizacija i majorizacija, a sve u cilju 

dobijanja manje konzervativnijih rezultata, Stojanović, Debeljković, Antić (2012). 

Radovi Debeljković et al. (2012.a, 2012.b, 2012.c) razmatraju i daju nova 

poboljšanja rezultata na polju atraktivne praktične stabilnosti, ove klase sistema. 

Jedan efikasan način za dobijanje dovoljnih uslova stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu, ove klase sistema, ponuĎen je u radu Buzurović,  Debeljković,  

Jovanović (2013).  

Naime, polazeći od prepostavke o pozitivnoj odreĎenosti karakteristične matrice, 

dolazi se do veoma jedndostavnih kriterijuma, koji ne daju bolje rezulate od analognih 

(LMI) postupaka ali su daleko jednostavniji a njihova konzervativnost, sa te tačke 

gledišata, može se prihvati. 

Znatno unapreĎenje ovog rezultata postignuto je u radu  Debeljković,  Stoajnović, 

Jovanović (2013.b), gde je odbačena prepostavka o pozitivno odreĎenosti 

karakteristične matrice i zamenjena samo uslov o njenoj simetričnosti. 

Još jedan efikasan rezultat generisan je, klasičnim prilazom, u radu  Debeljković et 

al. (2013.a), a podržan Hale- ovom transformacijom. 

Problem robusne stabilnosti i robusne stabilizacije, metodom podešavanja polova, 

na konačnom vremnskom intervalu, rešen je u radu Stojanović, Debeljković, Antić  

(2013). 

I konačno, u 2013. godini, radom Debeljković, Stoajnović, Jovanović (2013.c), rešen 

je problem stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, jednim posebnim prilazom, 

utemeljen na idejama rada  Lee,  Dianat  (1981).  

U tom smislu posebnim izborom kvazi-Ljapunovljeve funkcije i sprovedene 

minorizacije korišćenjem Coppel- ove i Jensen-ove nejednakosti, dobijeni su  dovoljni 

uslovi stabilnosti u formi sistema algebarskih jednačina koje treba rešiti.  

 U radu  Debeljković et al  (2013.d), razmatran je problem ispitivanja stabilnosti, 

posebne klase kontinualnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem, prisutnim u 

stanju sistema na konačnom vremenskom intervalu, a što je uključilo i testiranje 

praktične stabilnosti ove klase sistema.  

 Za izvoĎenje ovih rezultata korišćen je Ljapunov- Krasovski funkcional. 

 U odnosu na ranije rezultate od ovog funkciovala, kao moguće agregacione funkcije 

pridružene razmatranom sistemu, nije se zahtevala pozitivna odreĎenost u celom 

prostoru stanja, niti negativna odreĎeneost njegovog izvoda duž kretanja sistema.  

 Na priloženom numeričkom primeru pokazana je manja konzervativnost izvedenih 

rezultata u odnosu na neke ranije doprinose iz iste tematske oblasti. 

 Rad  Debelković et al  (2014.a), bavi se novim, dovoljnim uslovima, zavisnim od 

kašnjenja, za posebnu klasu kontinualnih, linearnih sistema sa kašnjenjem u stanju.  
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 Pozitivni rezultati, u ovom smislu, dobijeni su zahvaljujući, novom, posebnom i 

originalnom izboru kvazi-Ljapunovljevog funkcionala, namenski formulisanog za ovu 

klasu specifičnih problema, a utemeljenog na kultnom radu Lee, Dianat  (1981).  

 Bazične majorizacije, postignute su korišćenjem čuvene Coppel-ove i Jensene-ove 

nejjednačine. 

 Superiornost i manja konzervativnost ovih rezultata pokazana je kroz nekoliko 

eklatantnih primera. 

 Nestabilnost na konačnom vremenskom intervalu, posebne klase kontiunalnih, 

linearnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem u stanju, razmatrana je u radu  

Debeljković et al  (2014.b).  

 Korišćene su kvazi-Ljapunovljevi funkcionali sa posebnim osobinama,  

koje podrazumevaju da za ove namene, niti moraju da budu pozitivno odreĎeni niti se 

zahteva da njihovi izvodi duž kretanja sistema treba da budu negativno odreĎene 

funkcije, što praktično svode procedure izvoĎenja na potvrde ispravnosti formulaisanih  

Definicija. samo izvoĎenje počiva na specifičnim osobinama normi, i u tom smislu 

moguće je generisati dovoljne uslove nestabilnosti i zavisne i nezavisne od iznosa čisto 

vremenskog kašnjenja. 

 Značaj odreĎivanja uslova nestabilnosti bilo kojih klasa sistema na konačnom 

vremenskom intervalu ima  višestruk značaj. 

 Naime, ako se razmatra stvarna trajektorija sistema, u školskim primerima, lako se 

simulira kretanje sistema i razmatra njihovo ponašanje unutar propisanih granica, 

dovoljni uslovi karaterišu moguću procenu njihovog napuštanja dozvoljene granice, pre 

stvarnog napuštanja, ili kako se kaže sa leve strane, gledajući aktuelni konačni vremnski 

interval. 

 Kada su u pitanju kriterijumi koji procenjuju nestabilnost, ta procena se odnosi na 

krajnji vremenski interval, posle stvarnog napuštanja dozvoljene granice, kada sistem 

shodno proceni napušta tu granici (konkretno, kada je preseca). 

 Postavlja se, logično pitanje, kakva je konkretna korist od jednog takvog prilaza?. 

 Objašnjenje sledi i veoma je prosto. 

 Ukoliko ne raspolažemo simulacijom kretanja sistema, a poznate su granice 

dozvoljenih kretanja kao i propisani konačni vremenski interval, tada posedujući 

dovoljne uslove i stabilnosi i nestabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, 

možemo da odredimo stvarni vremenski interval, kada će realni sitem preseći, odnosno 

napustiti dozvoljeni skup kretanja  , ako su uslovi stabilnosti ranije definisani na 

klasičan način, tj. u odnosu na  , , T  . 

 Konkretno, u ovom radu, na numeričkom primeru pokazane su prethodno izrečene 

činjenice. 

 U radu  Debeljković et al  (2015.a), za posebnu klasu kontinualnih, linearnih sistema 

sa kašnjenjem, okarakterisanim jednim prirodnim svojstvom  0 0A    izvedeni su 

dovoljni uslovi stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, a numeričkim 

primerom pokazana je sva opravdansot uvedene pretpostavke. 

 Rad  Debeljković et al  (2015.b) bavi se problemom atraktivne praktične stabilnosti, 

iste klase sistema, a na osnovu objedinjavanja dovoljnih uslova koji sistem sa 

kašnjenjem mora da zadovolji pojedinačno za slučaj stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu a i za slučaj asimpotske stabilnosti. Na taj način, gledano sa 
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praktčine tačke gledišta, može se govoriti o kontrolisanom preskoku, tokom prelaznog 

procesa, koji  ima sva asimptotska obeležja. 

 U radu  Stojanović et al.  (2015.a), proširen je koncept stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu na klasu linearnih, vremenski kontiunualnih sistema sa 

vremenski promenljivim kašnjenjem. U tom smislu, ovde su data i neka poboljšanja u 

odnosu na ranije postojeće rezultate, polazeći od funkcionala Ljapunov-Krasovskog, što 

je rezultiralo u sistem LMI, koji se lako rešava i vodi ka manje konzervativnim 

rezultatima. 

 Rad Buzurović et al  (2015) u osnovi idejno replicira rad Debeljković  

et al  (2015.a), što u osnovi dovodi do jednog sličnog rezultata, polazeći ovde od 

ograničenja tipa:  0 0A   . Numeričkim primerom pokazana je ispravnost uvedenog 

ograničenja.  
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14.6 VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

         SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI PREGLED DOSADAŠNJIH REZULTATA 
NA POLJU IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I  STABILNOSTI NA 

KONAČNOM VREMENSKOMINTERVALU  

         

                     

 Selektivan i detaljan pregled postignutih rezultata na polju izučavanja stabilnosti na 

konačnom vremenskom interval i praktične stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa 

kašnjenjem do 2005. godine iscrpno je izložen u monografijama,  Debeljković et al. 

(2013) i  Stojanović et al.  (2015),tako da se taj prikaz ovde neće navoditi a 

zainteresovani čitalac, radi kontinuiteta praćenja novih doprinosa, koji se izlažu u 

nastavku, upućuje se na pomenute reference 

 Očigledno je da postoji više radova objavljenih na polju vremenski kontinualnih 

sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem nego na polju vremenski diskretnih sistema 

sa čistim vremenskim kašnjenjem.  

Sigurno je da jedan od osnovnih razloga leži u činjenici da su vremenski diskretni 

sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem konačnih dimenzija, tako da se lako mogu 

formirati ekvivalentni sistemi znatno velikog reda, Mori et al. (1982.b), Malek–Zavarei, 

Jamshidi (1987), Gorecki et al. (1989), Guet al. (2003). 

Pod pretpostavkom da je matrica ekvivalentnog sistema poznata moguće je, 

korišćenjem standardnih postupaka razvijenih za obične (klasične), linearne, vremenski 

diskretne sisteme, odrediti osobinu stabilnosti vremenski diskretnog sistema sa čistim 

vremenskim kašnjenjem.  

MeĎutim, u tom slučaju, problemi numeričkog proračuna su još očigledniji i 

ozbiljniji. 

U radu Koepcke (1965) je, po prvi put,  razmatrana ova klasa sistema,  

u smislu rešavanja problema sinteze upravljanja sistemom, predstavljenim linearnim 

diferencijalno–diferencnim jednačinama. Pokazano je da su takvi sistemi ekvivalentni 

beskonačno dimenzionalnim diferencnim jednačinama čiji se matrični elementi mogu 

lako izračunati rekurzivnim formulama. 

Ovaj rad bio je sjajna inspiracija za doprinose na polju stabinosti na 

konačnom vremenskom intervalu diskretnih sistema, po prvi put, saopšteni  

u referencama Aleksendrić, Debeljković (2002), Debeljković, Aleksendrić (2003)  

gde je započeto je istraživanje a i dato konačno rešenje još uvek, do tada,  

nerazjašnjenog problema ove prirode. 
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Sve donedavno, ovo je bio jedini rad vezan za ovu problematiku, bar koliko je 

autorima ove monografije, poznato. 

UtvrĎivanje stabilnosti pomoću njegove diskretne fundamentalne matrice  

je izuzetno  teško, tako da je neophodno pronaći efikasnije metode koje treba da se 

zasnivaju na jednostavnom izračunavanju sopstvenih vrednosti ili norme odgovarajućih 

matrica sistema, kao što je uraĎeno za vremenski kontinualne sisteme, ili da se primeni 

(LMI) prilaz. 

 U radu Debeljkovic et al. (2012) na bazi uspostavljenih linearnih matričnih 

nejednakosti a korišćenjem kvazi_Ljapunovljevih funkcional, tipa Ljapunov – 

Krassovskii, izvedeni su novi dovoljni uslovi stabilnosti na konačnom vremenskom 

interval linearnih vremeski invarijantih diskretnih sistemna sa čistim vremenskim 

kašnjenjem u stanju.  

 Lako se pokazuje da su izvedeni rezultati manje restriktivnijih od do sada 

postojećih, baziranih manje višed na klasičnim prilazima. 

Rad Debeljkovic et al. (2013), koristeći dobro poznatu vektorsku nejednačinu, Su et. 

al  (1994),  nudi rešenje ovih problema u jednoj vrlo kondeznovanoj i za numerički 

tretman lakoj  formi. Ovaj prilaz bliži je klasičnim metoodama, nego prilazu (LMI), a 

stvarna i upotrebna vrednost tih rezultata tek treba da se ispita. 

Rad Buzurovic, Cvetkovic, Debeljkovic (2015), bavi se iznalaženjem mogućih 

rešenja jedne nelinearne, kvadratne diskretne matrične jednačine.  

Ta rešenja su krucijelna u formulaciji jednog posebnog kriterijuma stabilnosti,  

koji daje dovoljne uslove stabilnosti na konačnom vremenskom  

intervalu klasične klase diskretnih sistema sa kašnjenjem, opisanih u modelu prostora 

stanja vektorskom diferencnom jednačinom stanja: 

     0 11k A k A k h   x x x

 
Taj kriterijum daje dovoljne uslove, zavisne od iznosa čisto vremenskog kašnjenja, 

a sama nelinearna matrična jednačina, čije se rešenje traži prisutna je i u ljapunovskoj i 

neljapunovskoj stabilnosti. 

U ovom radu data su neka njena rešenja, za posebne slučajeve i to tada kada se ista 

može faktorizoirati.  

Poznati Traub i Bernoulli algoritmi, korišćeni su za sračunavanje dominatntih 

solvenata predmetne nelinearne diskreten matrične jednačine. 

  Rad  Debeljković, Buzurović, Cvetković,  Janković (2015) u svom uvodnom  

delu  razmatra se jednomogućerešenjebazičnenelinearnekvadratnematričnejednačinei u 

tom smislu identičan je prethodno pomenutom radu. 

  U drugom delu, izlaže se jedan značajan rezultat koji pokušava da iznaĎe opšte rešenje 

ranije pomenute nelinearne matrične diferencijane jednačine, koja nema svojstva 

faktorizacije, i u tom smislu dobija se jedan parcijalni uslov, sa dosta ograničenja koje nije 

lako zadovoljiti. 

rešavanje 

  Na bazi klasičnog matematičkog formalizma, izvodi se zaključak da se za  

sračunavanja dominantnogsolventamatričnogpolinoma, ne može garantovati solidna 

konvergencija u svim slučajevima, kao što je slučaj u  konvencionalnim matematičkim 

postupcimna. 

 Izlažu se dava rezultata od kojih jedan daje posebno i jedan opšte rešenje, 

kojevažizaslučajkadasematričnipolinommožeprikazatiufaktorizovanomobliku,  
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što predstavlja značajno proširenje doprinosa izloženog u prethodno pomenutom radu. 

 Numeričkimprimeromilustrovana je opravdanostpredloženeprocedure. 

Rad Stojanovic, Debeljkovic, Misic, Buzurovic (2016.a) razmatra  problem stabilnosti 

klase vremenski diskretnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem u stanju tretira 

sličnu problematiku, kao i naredni, uz elegantno korišćenje diskretne Jensen- ove 

nejjednakosti, što dovodi do manje više sličnih rezultata sa sličnim komentarima kao i u 

narednom slučaju, iako je korišćen klasičan prilaz. 

U radu Stojanovic, Debeljkovic, Misic (2016.b) razmatra se problem stabilnosti 

klase vremenski diskretnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem u stanju. Ovde 

korišćeni Ljapunov- Krasovski funkcional uključuje konvoluciju vektora stanja sistema 

sa kašnjenjem i vremenski zavisne  vektorske funkcije. 

Novi, dovoljni uslovi stabilnosti, ovog koncepta, dobijeni su u formi  

linearnih matričnih nejednakosti (LMI), sa jasnim saznanjem da generišu daleko manje 

konzervativne uslove od onih koji su dobijeni u dosadašnjim istraživanjima. 

Sve je to potkrepljeno eklatantnim primerima, koji dokazuju manju konzervativnost 

u odnosu na nedavno dobijene rezultate. 

        Rad  Stojanović (2016) razmatra problem stabilnosti na konačnom vremenskom 

intervalu diskretnih  sistema sa intervalnim vremenski promenljivim kašnjenjem i 

nelinearnim perturbacijama ili prisutnim parametarskim neizvesnostima. U cilju 

dobijanja manje  konzervativnijih rezultata ovog koncepta stabilnosti, predložen je 

konačna suma nejednakosti stanja sistema sa prisutnim kašnjenjem.  

        Izvedeni su dovoljni uslovi stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu u formi  

linearnih matričnih nejednakosti (LMIs) koristeći Ljapunov - Krasovskij - funkcional 

(LKLF ) sa stepenom funkcijom  i single / double sumirajućih članova.           

       Izvedene su i daleko preciznije procene gornje granice  početni vrednosti (LKLF)  i 

donje granice (LKLF).  

        Kao poseban slučaj, razmatra se stabilnost na konačnom vremenskom intervalu 

diskretnih sistemima sa konstantnim vremenskim kašnjenjem i prisutnim 

neizvesnostima.  

        Dati su i odgovarajući numerički primeri kako bi se ilustrovala primenjivost 

izvedenih rezultata kao i nihova manja konzervativnost. 
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14.7 VREMENSKI KONTINUALNI  

              SINGULARNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

         SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI PREGLED DOSADAŠNJIH REZULTATA 

NA POLJU IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I STABILNOSTI NA 

KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

 

          

Sa sigurnošću se može reći, da je rad Yang et al. (2006), prvi proširio koncept 

praktične stabilnosti na posebnu klasu linearnih vremenski kontinualnih singularnih 

sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem. 

U tom smislu, pomenuti rad, bavi se istraživanjem uslova pod kojim će se 

realizovati ovaj koncept stabilnosti, jano u pozitivnom smislu, oslanjajući se na 

rezulatate faktičkog prikupljanja podataka o sistemu na osnovu dva izvršena merenja.  

U izvesnom smislu ovi rezutati imaju izvesnu paralelu sa klasičnom teorijom 

Ljapunova, preuzimaju odatle odgovarajuće agregacione funkcije a koristeći princip 

poreĎenja, pokazuje se da se razmatrana klasa sistema, može svesti na klasične, obične,  

dobro poznate sisteme pa čak i bez kašnjenja. 

Značajno proširenje ideja iz prethodnog rada može se naći u Su et al. (2010), gde je 

ranije postavljeni problem tretiran za slučaj beskonačno velikih kašnjenja a za potrebe 

uniformne parktične stabilnosti sistema, što svakako predstavlja evidentnu nadogradnju 

ranijih doprinosa.     
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Ti rezultati baziraju se na standardnim ljaupunovskim funkcionalima i tehnici  

Razumikhin-a.  

Kao i ranije, uključeni su podaci prikupljeni na osnovu dva izvršena merenja. 

Autori ove monografije, po prvi put su se oprobali u  sferi ovih  interesovanja 

radom,  Stojanovic, Debeljkovic,  Antic  (2012). 

U radu Debeljkovic et al. (2013.a) razmatran je problem odreĎivanja dovoljnih 

uslova koji linearnom vremenski kontinualnom singularnom sistemu sa čistim 

vremenskim kašnjenjem u stanju obezbeĎuje stabilnost na konačnom vremnskom 

intervalu a sa pozicija (LMI) prilaza. Dobijeni su veoma efikasni rezultati u kategoriji 

kriterijuma koji uključuje i iznos čisto vremenskog kašnjenja u krajnji rezultat. 

U radu Debeljkovic et al. (2013) rešavan je ovaj isti problem na klasičan način 

koristeći dobro poznatu vektorsku nejednakost, Su et al. (1994). 

       Primenljivost ovih rezultata zbog evedentnog prisustva značajnih majorizacija, 

potrebno je tek ispitati. 

Valja napomenuti da se u priloženom spsiku literature za ovu glavu,  

pored ovde pomenutih referenci, navode  i neki već antologijski izvori, kojima su 

postavljeni temelji i razjašnjena osnovna pitanja regularnostii neimpulsnog ponašanja, 

što su ključni uslovi za kvalitetnu spoznaju rada ove klase sistema. 

         U radu  Stojanovic, Debeljkovic (2013.a) koncept stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu, proširen je na klasu kontinualnih, linearnih singularnih sistema 

sa kašnjenjem. 

        Izvedeni su novi, dovoljni uslovi ovog koncepta stabilnosti i to sa pozicija 

klasičnog prilaza i pozicija primene metoda koje se zasnivaju na primeni linearnih 

matričnih nejednačina.        

        U prvom slučaju, korišćene su algebarske matrične transformacije, dok je drugi 

slučaj podrazumevao izbor početnih funkcionala koji direktno vode do klasičnih LMI. U 

oba slučaja voĎeno je strogo računa o regularsnosti razmatranih sistema kao i rešenjima  

koje garantuju neimpulsivna kretanja.  

         Numeričkim primerima ilustrovana je jednostanost primenjenih metoda. 

          U radu  Stojanovic, Debeljkovic, Antic  (2014), razmatrana je robusnost stabilnosti 

na konačnom vremenskom intervalu posebne klase singularnih sistema sa kašnjenjem u 

stanju.  

          Neizvesnosti su bile iskazane kroz vremenski promenljive matrice ograničene po 

normi. 

         Koristeći kvazi-Ljapunovljeve funkcionale i prilaz sa pozicija LMI, izvedeni  

su dovoljni uslovi koji garantuju da je razmatrani singularni sistem sa kašnjenjem 

regularan,  

sa neimpulsnim kretanjem i stabilan na propisanom konačnom vremenskom intervalu. 
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14.8 VREMENSKI DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KAŠNJENJEM 

 

 SELEKTIVAN I HRONOLOŠKI   PREGLED DOSADAŠNJIH REZULTATA   NA POLJU 

IZUČAVANJA PRAKTIČNE STABILNOSTI I  STABILNOSTI NA KONAČNOM 

VREMENSKOMINTERVALU 

               

Koliko je poznato, do pojave rada Debeljkovic et al. (2012.a, 2013.a),  

nije bilo rezultata, sa pozicija primene (LMI) postupaka, a na ovom polju istraživanja. 

U pomenutim radovima razmatran je problem stabilnosti na konačnom vremenskom 

intrevalu, kao i atraktivna praktična stabilnost ove klase sistema sa pozicija primene 

matričnih nejednakosti.  

U radu Debeljkovic et al. (2012.a) korišćene su kvazi – Ljuapunovljeve funkcije kao 

i njihove osobine na potprostoru konzistentnih početnih uslova. 

Dobro je poznato da ovako izabrane agregacione funkcije  ne moraju da budu 

pozitivno odreĎene u celom prostoru stanja niti se zahteva da njihove potonje razlike 

bude negativno odreĎene funkcije duž kretanja sistema. 

Sledeći osnovu ideju u svih neljaupunovskih koncepata stabilnosti, oličenu u potrebi 

da se uspostvi veza izmeĎu potonje razlike agregacione funkcije i nje same, dolazi se do 

dovoljnih uslova koji u algebarskoj formi matričnih nejednačina promovišu 

odgovarajuće kriterijume koji uzimaju u obzir i iznos čisto vremenskog kašnjenja. 

Kada je reč o atraktivnoj praktičnoj stabilnosti, prethodno pomenuti prilaz 

kombinuje se sa klasičnom teorijom Ljapunov-a. 

U radu Debeljkovic et al. (2013.a) rešavan je identični problem, bez potrebe da se 

kretanje sistema vezuje za podprostor konzistentnih početnih uslova.  

U tom smislu bilo je zahtevano i dati su uslovi koji su obezbeĎivali kao regularnost 

tako i kauzalnost razmatranog sistema.  

Ostali deo oko formulacije i dokazivanja odgovarajućih teoema bio je rutinski i 

manje više sličan tehnici korišćenoj u prvo pomenutom radu. 

Rezultati oba rada pokazuje se da se dobijaju uslovi koji su manje konzervativniji od 

onih u postojećoj literaturi. 

U radu  Debeljković et al. (2013.b) rešavan je ovaj isti problem na klasičan način 

koristeći dobro poznatu vektorsku nejednakost,  Su et al.  (1994). 

Primenljivost ovih rezultata zbog evedentnog prisustva značajnih majorizacija, 

potrebno je tek ispitati. 

 U radu Stojanovic, Debeljkovic,  Antic  (2014), izvedeni su novi, dovoljni uslovi 

koncepta stabilnosti na konačnom vremenskom intervalua za klasu linearnih diskretnih 

deskriptivnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem prisutnim u stanju sistema. 

 Rezultati su dobijeni u formi strogih linearnih matričnih nejednakosti, što garantuje 

regularnost i kauzalnost razmatranog sistema. 

 Školskim primerima ilustrovana je jednostavnost predloženih procedura, kao i 

njihova korektnost. 

 Rad Stojanovic, Buzurovic, Debeljkovic (2015.a)  tretira problem stabilnosti na 

konačnom vremenskom intervalu, jedne posebne klase diskretnih deskriptivnih sistema 

sa kašnjenjem.  
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 Korišćenjem diskretnih kvazi_Ljapunovljevih funkionala, novi kriterijumi ovog 

koncepta stabilnosti su izvedeni i to u formi strogih linearnih matričnih nejednakosti, što 

razmatranom sistemu garantuje regularnost, kauzalnost i stabilnost na konanom 

vremenskom intervalu. 

 Rad Stojanovic, Debeljkovic, Buzurovic, (2015.b) razmatra problem identičan 

prethodnome radu, samo u prisustvu nelinearnih perturbacija. 

 Rad Stojanovic, Debeljkovic (2015.c) razmatra robusnost stabilnosti na konačnom 

vremenskom intervalu, posebne klase linearnih vremenski diskretnih, deskriptivnih 

sistema sa kašnjenjem.  

 Prisutna neizvesnost uključena je kroz vremenski promenljive sistemske matrica, 

koje su ograničene poznatim iznosom svojih normi, što je uobičajena pretpostavaka. Na 

osnovu uslova stabilnosti za nominalni sistem, izveden je novi kriterijum stabilnosti u 

formi dovoljnih uslova koji garantuje razmatranom sistemu sa prisutnim neizvesnostima 

regularnost, kauzalnost i ribusnu stabilnost na konačnom vremenskom intervalu.  

 Numeričkim primerom demonstrirana je efikasna tehnika i prednost ovog prilaza nad 

nekim drugim odomaćenim u savremenij literaturi. 

 

Valja napomenuti da se u priloženom spsiku literature za ovo poglavlje,  

pored ovde pomenutih referenci, navode  i neki već antologijski izvori,  

kojima su postavljeni temelji i razjašnjena osnovna pitanja regularnosti 

i kauzalnosti, što su ključni uslovi za kvalitetnu spoznaju rada ove klase sistema. 
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15. STABILNOST NA 

      KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

      LINEARNIH VREMENSKI KONTINUALNIH  

      SISTEMA SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM: 

      Kratka rekapitulacija prethodnih rezultata 

 

15.1 UVOD 

 

Problem ispitivanja sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem je područje  

koje se istražuje godinama.  

Čisto vremensko kašnjenje je veoma često prisutno u različitim tehničkim 

sistemima, kao što su električne, pneumatske i hidraulične mreže, dugačke transmisione 

linije, itd.  

Postojanje čisto vremenskog kašnjenja, bilo da je ono prisutno u upravljanju ili/i 

stanju, može prouzrokovati neželjene prelazne odzive sistema, ili čak nestabilnost.  

Kao posledica, problem analize stabilnosti ove klase sistema je jedno od glavnih 

polja istraživanja za mnoge istraživače.  

U opštem slučaju, uvoĎenje faktora čisto vremenskog kašnjenja čini analizu 

komplikovanijom. 

Kada se uopšteno razmatraju sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem,  

u postojećim kriterijumima stabilnosti, primenjena su uglavnim dva prilaza, jedan koji 

uključuje iznos mrtvog vremena i drugi koji to ne uzimaju u obzir. 

Drugi  prilaz se često naziva kriterijum nezavistan od čisto vremenskog kašnjenja i 

generalno obezbeĎuje jednostavne algebarske uslove.  

U tom smislu pitanje njihove stabilnosti zaslužuje veliku pažnju.  

Mora se istaći da postoje mnogobrojni sistemi kod kojih je istovremeno prisutan 

fenomen čisto vremenskog kašnjenja i singularne karakteristike.  

Takvi sistemi se nazivaju singularni sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem. 

Ovi sistemi imaju mnoge specifične osobine.  

Ukoliko želimo da ih opišemo tačnije, da ih projektujemo preciznije  

i da upravljamom njima efektivnije, ogromna pažnja se mora posvetiti njihovom 

istraživanju, ali to je očigledno težak posao.  

 U proučavanju ovakvih sistema, postoje još mnogi problemi za razmatranje  

i onih će biti predmet interesovanja u jednom od narednih poglavlja. 
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15.2 VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM 

 

15.2.1 Vremenski kontinualni sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem: Stabilnost na 

konačnom vremenskom intervalu 

 

 

Linearan, multivarijabilni  sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem, opisan je 

svojim modelom u prostoru stanja sa: 

                        0 1t A t A t   x x x , (15.1) 

i sa pridruženom funkcijom početnog stanja: 

                     , 0xt t t   x φ .                                     (15.2) 

Sistem, dat jed. (15.1), se naziva autonomnim,   nt x  je vektor prostora stanja, 

0A , 1A , su konstantne matrice sistme odgovarajućih dimenzija, a  je čisto vremensko 

kašnjnenje,  ., 0const   . 

Dinamika sistema, datog jed. (15.1), sa početnim funkcijama, datim jed. (15.2), je 

odreĎena je na  kontinualnom vremenskom intervalu  0 0,t t T  , gde veličina T  

može biti ili pozitivan realan broj ili simbol +, tako da se istovremeno može razmatrati  

stabilnost na konačnom vremenskom intervalu, praktična stabilnost i atraktivna 

praktična stabilnost, kao i drugi koncepti neljapunovske stabilnosti. 

Očigledno je da  .  

Vremenski nepromenljivi skupovi u obliku hipercilindara u prostoru stanja, koji 

ograničavaju i odreĎuju granice do kojih mogu da dosegnu trajektorija sistema, 

ispunjavaju uobičajene uslove.. 

Definicije stabilnosti 

 

Definicija 15.1 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava početni uslov,  

dat jed. (15.2), je stabilan nakonačnom vremenskom intervaluu odnosu na   , ,t  

ako i samo ako    x t tφ , povlači  t x , t ,  t  je skalarna funkcija sa 

osobinom  0 ,t   0,t    gde je   realan pozitivan broj i    i   , 

Debeljkovic et al. (1997.a, 1997.b, 1997.c, 1997.d), Nenadic et al. (1997). 
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Sl..15.1 

Ilustracija prethodne definicije 

Definicija 15.2 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava početni uslov,  

dat jed. (15.2) je stabilan na konačnom vremenskom intervaluu odnosu na

    0, , , , 0t A      ako i samo ako  x t φ S ,  0t      povlači 

 0 0, ,t t x x S ,  0,t T  , Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.c). 

Definicija 15.3 Sistem, dat jed. (15.1), koji zadovoljava početni uslov,  

dat jed. (15.2) je stabilan na konačnom vremenskom intervaluu odnosu na

  2 0, , , , 0A      ako i samo ako  x t φ S ,  0t      povlači 

  0 0, , ,t t t Sx x u , t , Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.c). 

 

Definicija 15.4 Sistem, dat jed. (15.1), sa početnom funkcijom, datom jed. (15.2),   

je stabilan na konačnom vremenskom intervaluu odnosu na  0 , , ,t   S S , ako i samo 

ako  
2 2

0 0t  x x , povlači  
2

t x , t , Debeljkovic et al. (2010). 

Definicija 15.5 Sistem, dat jed. (15.1), sa početnom funkcijom,  

datom jed. (15.2), je atraktivno praktično stabilanu odnosu na  0 , , ,t   S S , 

ako i samo ako  
2 2

0 0 PP
t  x x , povlači:  

2

P
t x , t , sa osobinom da: 

 
2

lim 0
Pk

t


x ,Debeljkovic et al. (2010). 

Definicija 15.6  Sistem, dat jed. (15.1), pri  t u 0  je stabilan na konačnom 

vremenskom intervalu (FTS) u odnosu na  , ,T  , gde je 0    , ako je: 

 
         

, 0

sup , 0,T T

t

t t t t t T


 
 

    φ φ x x . 

Teoreme stabilnosti– Uslovi stabilnosti zavisni od iznosa kašnjenja 

 

Teorema 15.1 Sistem, dat jed. (15.1), sa početnom funkcijom,  

datom jed. (15.2), je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na 

 , , ,     ako je zadovoljen sledeći uslov: 
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                       
2

1 2

/
, 0,

1
t t T

A

 


   


, (15.3) 

   je euklidska norma, a  t  je fundamentalna matrica sistema,  

datog jed. (15.1), Nenadicet al. (1997), Debeljkovicet al. (1997.a). 

Kada je 0   ili 1 0A  , problem se svodi na slučaj običnih linearnih sistema, 

Angelo (1974). 

Rezultati koji će biti prezentovani u nastavku omogućavaju ispitivanje stabilnosti 

na konačnom vremenskom intervalu razmatranih sistema, naime sistema,  datog jed. 

(15.1) i jed.(15.2), bez nalaženja fundamentalne matrice ili odgovarajućih matričnih 

mera. 

Jed. (15.2) se može prepisati u njenoj opštoj firmi na sledeći način: 

                   0 , , 0 , 0x xt            x φ φ , (15.4) 

gde je 0t  početni trenutak posmatranja sistema, datog jed. (15.1), a  , 0  

je Banach-ov prostorneprekidnih funkcija na vremenskom intervalu dužine  ,  

koji preslikava interval  ,t t     u n  sa normom definisanom na sledeći način: 

  
0

max
 


  

φ φ . (15.5) 

Osim toga, može se napisati: 

    0 xt   x φ , (15.6) 

kao i: 

     0 0 , xt t x f φ . (15.7) 

Teorema 15.2 Sistem, dat jed. (15.1), sa početnom funkcijom,  

datom jed. (15.2), je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na 

 0, , ,t    ako je zadovoljen sledeći uslov: 

                  0 max
2 2

0 max1 ,
t t

t t e t
 





     , (15.8) 

 max   je najveća singularna vrednost matrice   , naime: 

               max max 0 max 1A A    , (15.9) 

Debeljkovic et al. (1998.c), Lazarevic et al.(2000). 

Napomena 15.1 U slučaju kada je u Teoremi 15.2 1 0A  , t.j. 1A  je nula matrica, 

dobija se rezultat sličan rezultatu prezentovanom u radu Angelo(1974). 
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Teorema 15.3 Sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem, dat jed. (15.1),  

je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na   2

0 , , , , ,t    S S , 

  , ako je zadovoljen sledeći uslov
*
: 

          
  max 0

,
t t

e t




  
   , (15.10) 

gde je: 

               max 1max 2max       , (15.11) 

i: 

          

      

   

1 max 1max 0 0 1 1

2

2 max 2max 1 0 0 1 1 1 1 1 2

T T

T T T T

A A A A

q
A A A A A A A A I

 

 

   

 
    

 

, (15.12) 

pri: 0 i 1q  , Debeljkovic et al. (2011.b). 

 

Razmatra se linerani vremenski kontinualan sistem sa kašnjenjem: 

                                       0 1t A t A t B t   x x x u                                  (15.13.a) 

                                              t tx φ ,    ,0t                                                 

(15.13.b)  

gde je    nt x  vektor stanja,   mt u  je upravljačko dejstvo, 0

n nA  , 1

n nA    

i n mB   su poznate matričke konstante,   je konstantno vreme kašnjenja
†
 .  

Početni uslovi,  tφ  je neprekidna i diferencijabilna vektorska funkcija  ,0t   . 

Ovde smo zainteresovani za projektovanje stabilizirajućeg statičkog kontrolera 

sledećeg oblika: 

                                                       t K tu x                                                (15.14) 

gde je  K  projektnai parametar koji treba odrediti. 

Pripajanjem izraza kontrolera jed.(15.17) u jed. (15.16.a), dobija se sledeća 

dinamika sistema u zatvorenom kolu dejstva: 

                                               0 1
ˆt A t A t   x x x                                 (15.15.a) 

                                                        t tx φ ,                                              (15.15.b) 

gde je:  

                                                          0 0Â A BK                                   (15.15.c) 

 

Ovaj rad obraĎuje stabilnost na konačnom vremenskom intervalu  

i stabilizaciju posebne klase sistema, date jed. (15.15).  

                                                           
*
Izlaže se, u osnovi, rad Debeljković et. al. (2011.b). 

†
 Izlaže se, u osnovi, rad  Stojanovic, Debeljkovic, Antic  (2012). 
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Cilj je da se razvije metod stabilizacije koji obezbeĎuje kontrolno  pojačanje K  

takoĎe i gornju granicu M  kašnjenja tako da je sistem stabilan na konačnom 

vremenskom intervalu za svako   zadovoljavajući 0 M   .  

Pre svega daće se sledeće definicije za stabilanost na konačnom vremenskom 

intervalu za sisteme sa kašnjenjem, jed. (15.13). 

Napomena 15.2  Ljapunovljeva asimptotska stabilnost (LAS) i (FTS) su nezavisni 

koncepti: Sistem koji je (FTS) može ne bude  asimptotski stabilan, obrnuto (LAS) 

sistem može da ne bude  (FTS)  ako, za vreme tranzicije, njegovo skretanje prelazi 

propisane granice. 

 

Teorema 15.4 Sistem, dat  jed. (15.13), sa  t u 0  i vremenom kašnjenja   je 

stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na  , ,T  ,   , ako postoji 

jedan nenegativan skalar  i pozitivno definisana simetrična matrica P  i  Q tako da 

sledeći uslovi važe: 

                                       0 0 1 0
TA P PA Q P PA

Q

   
   

  
                       (15.16) 

i:  

                         
 

      min min

min

, 0,tP Q e t T
P


   



            (15.17) 

Stojanovic, Debeljkovic, Antic  (2012). 
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16. STABILNOST NA  

KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA  

SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM: LMI PRILAZ 

     Kratka rekapitulacija prethodnih rezultata 

 

 

16.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

 

U poslednjih dvadesetak godina, linearne matrične nejednakosti (LMI) pokazale su 

se korisnim alatom za analizu i projektovanje upravljačkih sistema.  

Zahvaljujući veoma brzom razvoju kompjuterske tehnike kao i pronalasku vrlo 

efikasnih algoritama za konveksnu optimizaciju, veliki broj kako postojećih tako i novih 

problema u teoriji upravljanja preveden je u obliku LMI, Boyd et al. (1994).  

S obzirom da LMI pripada klasi konveksnih optimizacionih problema,  

oni uvek poseduju globalno rešenje.  

U poslednje vreme, za potrebe rešavanja LMI problema, razvijeni su mnogobrojni 

efikasni algoritmi, poput „interior point― metode, Boyd et al. (1994).  

Kao rezultat toga, brojni problemi, koji nisu imali analitičko ili rešenje  

u zatvorenom obliku, sada se veoma efikasno numerički rešavaju pomoću LMI.  

Drugim rečima, ukoliko smo u stanju da redukujemo upravljački problem  

na konveksni problem koji uključuje LMI, tada se dati problem može smatrati rešenim.  

Druga prednost LMI prilaza ogleda se u tome što on obezbeĎuje jedinstveni okvir 

za analizu i sintezu upravljačkih sistema.  

Na primer, kada se jednom doĎe do LMI uslova stabilnosti sistema,  

tada se oni mogu iskoristiti i za rešavanja problema sinteze sistema sa različitim 

upravljačkim ciljevima, ograničenjima i strukturama regulatora. 

Rezultati koji razmatraju i ispituju problem analize neljapunovske stabilnosti 

linearnih, vremenski diskretnih sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem dati  

su u radu Debeljković, Aleksendrić (2003), gde je problem razmatran prvi put. 

Ispitivanje stabilnosti sistema pomoću diskretne fundamentalne matrice  

je veoma teško, tako da postoji potreba da se pronaĎu efikasnije metode koje trebaju da 

se zasnivaju na jednostavnom izračunavanju sopstvenih vrednosti ili norme 

odgovarajućih matrica sistema, kao što je uraĎeno za vremenski kontinualne sisteme, ili 

da se primeni LMI prilaz. 

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem 

u stanju opisan sa: 

           0

1

1
M

j j

j

k A k A k h


   x x x , (16.1.a) 

                , , 1 , ,0N N      x ψ , (16.1.b) 
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gde je   nk x , n n
jA  , 1, ,j M , jh , 1, ,j M , su celi brojevi koji 

predstavljaju čista vremenska kašnjenja sistema,  1 2max , , , MN h h h  i  ψ je 

poznata vektorska funkcija početnih uslova. 

Jednačina sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem u stanju može  

se prikazati na sledeći način: 

              0 11k A k A k h   x x x , (16.2.a) 

sa poznatom vektorskom funkcijom početnih uslova: 

                      , , 1, ... , 0h h      x ψ , (16.2.b) 

gde je   nk x  vektor stanja, 0A  i 1A  su konstantne matrice odgovarajućih dimenzija, 

h  je ceo broj koji predstavlja čisto vremensko kašnjenje sistema, a  ψ  je poznata 

vektorska funkcija početnih uslova. 

Definicija 16.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa čistim vremenskim 

kašnjenjem, dat jed. (16.1.a), je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu 

na   2
, , ,N   ,   , ako i samo ako za svako kretanje  kx  koje ispunjava  

početnu funkciju, datu jed. (16.1.b), tako da: 

  
2

, 0, 1, 2, ,k k N    x , (16.3) 

sledi: 

  
2

, Nk k x K , (16.4) 

Debeljković, Aleksendrić(2003). 

 

16.2 GLAVNI REZULTATI 

 

Definicija 16.2 Sistem, dat jed. (16.2), je stabilan nakonačnom vremenskom 

intervalu u odnosu na  , , N   ako i samo ako: 

             
2

, 1,0k k  x , (16.5) 

povlači: 

            
2

, Nk k  x K . (16.6) 

Definicija 16.3 Sistem, dat jed. (16.2), je atraktivno praktično stabilan 

u odnosu na  , , N  , ako i samo ako: 

           
0 0

2
, 1,0TA PA

k k  x , (16.7) 

povlači: 
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            
0 0

2
,T NA PA

k k  x K , (16.8) 

sa osobinom da: 

             
0 0

2
lim 0TA PAk

k


x . (16.9) 

Definicija 16.4Sistem, dat jed. (16.2), je praktično nestabilan u odnosu na 

  2
, , ,N   ,   , ako za: 

           
2

, 1,0k k  x , (16.10) 

postoji trenutak: *
Nk k K , tako da je ispunjen sledeći uslov: 

                
2

*k x , (16.11) 

za neko *
Nk k K . 

 

Definicija 16.5 Sistem, dat jed. (16.2), je atraktivno praktično nestabilan 

u odnosu na   2
, , ,N   ,   , ako za: 

                  
0 0

2
, 1,0TA PA

k k  x , (16.12) 

postoji trenutak: *
Nk k K , tako da je ispunjen sledeći uslov: 

                    
0 0

2
*

TA PA
k x , (16.13) 

sa osobinom da: 

                    
0 0

2
lim 0TA PAk

k


x . (16.14) 

 

Teorema 16.1 Sistem: 

                      0 11k A k A k h   x x x , (16.15) 

je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na   2
, , ,N  K ,   , 

ako postoji pozitivan skalar 0  i pozitivno odreĎene matrice P  i Q  tako da važe 

sledeći uslovi: 

                     
0 0 0 1

1 0 1 1

0

T T

T T

A PA Q P P A PA

A PA Q A PA

   
   
  

, (16.16) 

i: 
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                          
 

 

 

 
max max

min min

1 ,
k

N

P Q
h k

P P

  

  

 
     

 
 

K , (16.17) 

Debeljković, Stojanović, Dimitrijević, Popov (2012). 
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XIII ANALIZA STABILNOSTI  

         NA KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

 

17. STABILNOST NA  

      KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

      LINEARNIH VREMENSKI KONTINUALNIH SISTEMA 

      SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM: Novi rezultati 

      

17.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

 

U ovim izlaganjima prezentuju se dva potpuno različita prilaza razmatranju  

neljapunovske stabilnosti vremenski kontinualnih sistema sa ćistim vremenskim 

kašnjenjem. 

U tom smislu se tretiraju koncepti stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu  

i koncept praktične stabilnosti. 

Ova problematika bila je predmet detaljnih uvodnih proučavanja u ovoj doktorskoj 

disertaciji..  

Uz objašnjenja koja slede, valja dodati i činjenicu da će se ovde ponoviti,  

u skraćenoj formi, neki od tamo izloženih rezultata ali i da će se razviti jedan sasvim 

novi priliazo ovoj temi, osnovan na kultnoj transformaciji koju je svojevremeno uveo  

Hale  (1977) i koja se danas često koristi za ove namene. 

Ovde će se ona iskoristiti, po prvi put, za potrebe proučavanja stabilnosti sistema  

na konačnom intervalu i praktičnoj stabilnosti. 

Naime, prvi rezultat je izražen direktno preko . sopstvenih vrednosti osnovnih 

matrica sistema 0A  i 1A , koje se prirodno pojavljuju u modelu sistema, i izbegava se 

potreba za uvoĎenjem bilo koje kanonične forme, ili transformacije u iskazu Teoreme.  

U drugom slučaju teorija geometrijske koezinstencije vodi do prirodne klase 

pozitivno odreĎenih kvadratnih normi na potprostoru koji sadrži sva rešenja. 

Ova činjenica omogućava primenu Ljapunovljeve i neljapunovljske teorije 

stabilnosti čak i za vremenski kontinualne, linearne sisteme sa čistim vremenskim 

kašnjenjem u smislu da je osobina privlačenja ekvivalentna postojanju simetričnih, 

pozitivno odreĎenih rešenja opšte forme Ljapunovljeve matrične jednačine koja  uslov 

koji se odnosi na ograničenost rešenja. 

Prva metoda se zasniva na klasičnom prilazu koji se uglavnom koristi za izvoĎenje 

dovoljnih uslova stabilnosti na konačnom vremenskom intervalu, nezavisnih od čisto 

vremenskog kašnjenja. 

U drugom slučaju uvedena je jedna specifična i prilagoĎena definicija, 

koja se zasniva na osobini privlačenja, koja se može tretirati analogno kvazi–

kontraktivnoj definicii stabilnosti koju su dali Weiss, Infante (1965,1967). 
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Osim toga, izveden je potpuno nov dovoljan uslov, zavistan od čisto vremenskog 

kašnjenja, koji garantuje da će razmatrani sistem biti praktično stabilan sa osobinom 

privlačenja njegovih rešenja, koji se može tretirati kao specifičan prilaz konceptu 

takozvane neljapunovske stabilnosti. 

 

17.2 OZNAKE I PRELIMINARNA RAZMATRANJA 

 

U opštem slučaju, nelinearni,upravljački sistemi sa čistim vremenskim kašnjenjem  

se mogu opisati kao: 

              
        

   

, , , , 0

, 0

t t t t t t

t t t





  

   

x f x x u

x φ
, (17.1) 

gde je   nt x  vektor stanja,   mt u  je vektor upravljanja,   , 0 ,n n n  φ  

je prihvatljiva funkcija početnih stanja,   , 0 , n   je Banach–ov 

prostorvremenski kontinualnih funkcija koje preslikavaju vremenski interval  , 0  u 

n  sa topologijom uniformne konvergencije. 

Vektorska funkcija zadovoljava: 

                       : n n m n   f , (17.2) 

i pretpostavlja se da je dovoljno glatka da obezbedi postojanje i jedinstvenost rešenja  

na vremenskom intervalu: 

                              0 0,t t T      , (17.3) 

kao i neprekidnu zavisnost rešenja označenog sa  0 0, ,t tx x  u odnosu na t  

i početne podatke. 

Veličina T  može biti ili pozitivan realan broj ili simbol  , tako da se stabilnost 

na konačnom vremenskom intervalu i praktična stabilnost mogu istovremeno tretirati, 

sledstveno. 

U opštem slučaju, za autonomni sistem se ne zahteva da:  

                           , ,t f 0 0 0 , (17.4) 

što znači da nije neophodnoda koordinatni početak prostora stanja bude ravnotežno 

stanje. 

n označava prostor stanja sistema, datog jed. (17.1), a   označava euklidsku 

normu.  

Neka : nV   , tako da je funkcija   ,V t tx  ograničena za t  ,  tx  za 

koje je  tx  takoĎe ograničena. 
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Definiše se Ojlerov izvod funkcije   ,V t tx  duž trajektorije sistema,  

datog jed. (17.1), na sledeći način: 

                            
  

    
,

, ,
TV t t

V t t gradV t t
t


    

x
x x f . (17.5) 

Za vremenski invarijantne skupove se pretpostavlja:  S  je ograničen,  

otvoren skup. 

Neka je S  dati skup svih dozvoljenih stanja sistema za t . 

Skup S ,  S S ,označava skup svih dozvoljenih početnih stanja. 

Skupovi S  i S  su povezani i a priori poznati. 

   označava sopstvene vrednosti matrice   .  

max  i min su maksimalna i minimalna sopstvena vrednost, sledstveno. 

 

17.3 GLAVNI REZULTATI 

 

Razmatra se linearan, vremenski kontinualan sistem sa čistim vremenskim 

kašnjenjem u stanju, opisan sa: 

                             0 1t A t A t   x x x , (17.6.a) 

sa poznatom vektorskom funkcijom početnih uslova: 

                              , 0t t t   xx φ , (17.6.b) 

gde su 0A  i 1A konstantne matrice odgovarajućih dimenzija. 

 

Definicija 17.1 Sistem, dat jed. (17.6.a), sa početnom funkcijom,  

datom jed. (17.6.b), je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu  

na  0 , , ,t   , ako i samo ako: 

                              
2 2

0 0t  x x ,  

povlači: 

                               
2

,t t  x . 

  

Teorema 17. 1 Sistem, dat jed. (17.6),  je stabilan na konačnom vremenskom 

intervalu u odnosu na , , T  ,   , ako postoji pozitivni skalar max max, 0    takav 

da je zadovoljen sledeći uslov: 

                                                       max1 , 0,
t

e t T





 
                                      (17.7) 

gde je:  

 
 max max

0 0 1 1
T TA A A A I

  

    
   (17.8) 
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sa simetričnom matricom   čiji spektar sopstvenih vrednosti pripada skupu reaalnih 

brojeva.
*
 

Dokaz: Usvaja sledeća se kvazi –Ljapunovljeva agregaciona funkcija: 

                                                         
t

T T

t

V t t t d


  


  x x x x x                          (17.9) 

Označimo sa   V tx  vremenski izvod funkcije   V tx  duž kretanja sistema,  

datog jed. (17.6), pa se dobija: 

          
              

                0 0 12

t
T T T

t

T T T T T

d
V t t t t t d

dt

t A A t t A t t t t t



  

  



  

       

x x x x x x x

x x x x x x x x

 

                                                                                                                                  (17.10) 

  Na bazi dobro poznate nejednakosti:  

                                    12 , 0T T T Tt t t t t t           u v u u v v        (17.11) 

sa posebnim izborom matrice I  , dobija se:  

                               0 0 1 1 max
T T T T TV t t A A A A I t t t t       x x x x x x x . (17.12)   

       Štaviše, imajući u vidu da je pretpostavljeno  max 0    lako se vidi da važi: 

                             

            

       

    

max max

max

max

t
T T

t

t
T T

t

V t t d

t d

V t





    

   







   

 
    

 

 





x x x x x

x x x x

x

                  (17.13) 

s obzirom da je     0

t
T

t

d


  


 x x . 

Množeći jed. (17.13)  sa 
 max t

e
  

, dobija se: 

                                                           
 

   max 0
td

e V t
dt

  
x  (17.14) 

Integraleći, pak, jed. (17.14) od 0 do t, na vremenskom intervalu [0, ]t T , dobija se: 

                                                                
 max 0

t
V t e V

  
 x  (17.15) 

Iz jed. (17.9), lako se vidi:  

                                                           
*
 Izlaže se, u osnovi, rad  Buzurovic, Debeljkovic , Jovanović (2013). 
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                          
0 0

0 0 0 1T TV d d
 

          
 

         x x φ φ   (17.16)                                                                                                                                  

a u svetlu Definicije 17.1. 

Kombinujući jed. (17.15) i jed. (17.16), vodi do: 

                                                                   max1
t

V t e   
  x  (17.17) 

S druge strane, očigledno je: 

                                max1

t
tT T T

t

t t t t d V t e


      



     x x x x x x x         (17.18)  

        

     Uslov, dat jed.(17.7) i prethodna nejednakost, povlače: 

                                            max1 , [0, ]
tT t t e t T   

    x x                           (17.19)         

što je i trebalo pokazati, Buzurovic, Debeljkovic, Jovanović (2013). Q.E.D. 

Kada je u pitanju sistem bez kašnjenja, tj., kada je 0   ili 1 0A   rezultat,   

dat jed. (17.19), se svodi na onaj dat u Angleo (1974). 
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   18. STABILNOST NA  

         KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

         LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA  

         SA ČISTIM VREMENSKIM KAŠNJENJEM: KLASIČAN PRILAZ  

          – Novi rezultati 

 

18.1 UVODNA RAZMATRANJA 

 

 

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem 

u stanju opisan sa: 

                           0

1

1
M

j j

j

k A k A k h


   x x x , (18.1.a) 

                       , , 1 , ,0N N      x ψ , (18.1.b) 

 

gde je   nk x , n n
jA  , 1, ,j M , jh , 1, ,j M , su celi brojevi koji 

predstavljaju čista vremenska kašnjenja sistema,  1 2max , , , MN h h h  i  ψ je 

poznata vektorska funkcija početnih uslova. 

Jednačina sistema sa čistim vremenskim kašnjenjem u stanju može  

se prikazati na sledeći način: 

                                0 11k A k A k h   x x x , (18.2.a) 

sa poznatom vektorskom funkcijom početnih uslova: 

                                , , 1, ... , 0h h      x ψ , (18.2.b) 

gde je   nk x  vektor stanja, 0A  i 1A  su konstantne matrice odgovarajućih dimenzija,  

h  je ceo broj koji predstavlja čisto vremensko kašnjenje sistema, a  ψ  je poznata 

vektorska funkcija početnih uslova. 

 

 

18.3 GLAVNI REZULTATI – KLASIČAN PRILAZ 

 

Definicija 18.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa čistim vremenskim 

kašnjenjem, dat jed. (18.1.a), je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu 
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na   2
, , ,N   ,   , ako i samo ako za svaku trajektoriju  kx  koja zadovoljava 

početnu funkciju, datu jed. (18.1.b), tako da: 

                        
2

, 0, 1, 2, ,k k N    x , (18.3) 

sledi: 

                         
2

, Nk k x K , (18.4) 

Debeljković, Aleksendrić (2003). 

 

Definicija 18.1 Linearan diskretan sistem sa kašnjenjem, dat jed. (18.2.a),  

je stabilan nakonačnom vremenskom intervalu u odnosu na   , , ,Nk   , , ako 

i samo ako za svaku trajektoriju  koja zadovoljava uslove iskazane funkcijom 

početnih uslova, date jed. (18.2.b), tako da  
2

,k ψ 0, 1, 2, ,k N     povlači: 

 
2

, Nk k x K .   

 

Teorema 18.1 Pretpostavimo da je sledeća matrica  1 1 0TI A A   

pozitivno odreĎena.  Sistem, dat jed. (18.2) je stabilan nakonačnom vremenskom  

intervaluu odnosu na   , , ,Nk   , , ako postoji pozitivni skalar   max  ,  

 max 0    tako da je zadovoljen sledeći uslov: 

                                       max1 1 ,
kk

Nh k





     K .                             (18.5.a) 

gde je:  

                                               1

0 0 0 1 1 1 1 0

T T T TA A A A I A A A A


                                   (18.5.b) 

Debeljkovic, Jovanovic, Buzurovic (2013). 

 

Dokaz. Razmotrimo sledeću Ljapunovljevu funkciju: 

                                           
1k

T T

j k h

V k k k j j


 

  x x x x x .                               (18.6) 

Potonja razlika funkcije   V kx , u oznaci   V k x , duž kretanja sistemа,  

datog jed.(18.2), je: 

 

                        
          

    

0 0 0 1

1 1

2T T T T

T T

V k k A A k k A A k h

k h I A A k h

   

   

x x x x x

x x
,                    (18.7) 

Koristeći dobro poznatu nejednakost
*
, sa posebnim izborom matrice  : 

                                         1 1 0,T T Tk k k I A PA k k      x x x x x S                  (18.8)                         

                                                           
*

           12 , 0T T Tt t t t t t          u v u u v v  

 

 kx

 
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tako da: 

                   

         

      

     

1

0 0 0 1 1 1 1 0

1

max 0 0 0 1 1 1 1 0

max

T T T T T

T T T T T

T

V k k A PA A A I A A A A k

A PA A A I A A A A k k

k k









   

  

 

x x x

x x

x x

         (18.9) 

a pod pretostavkom uvedenom Teoremom 18.1 a matricom  , datom jed. (18.5.b),  

za koju se lako konstatuje da je simetrična što povlači da je spektar njenih sopstvenih  

vrednosti definisan nad poljem realnih brojeva. 

Šta više, lako je videti: 

                           
              

    

1

max max

max

k
T T

j k h

V k k k j j

V k

 





 

    

 

x x x x x

x

          (18.10) 

             

s obzirom na činjenice    
1

0
k

T

j k h

j j


 

 x x  i  max 0   . 

TakoĎe je, i očigledno: 

                                     max1V k V k V k V k     x x x x ,               (18.11) 

tako da: 

                                          max1 1V k V k   x x .                               (18.12) 

Koristerći iterativnu proceduru u primeni na prethodnu nejednačinu, dobija se: 

 

            

              

     

     

2

max max

3

max

max

1 1 1 2

1 3

1 0
k

V k V k V k

V k

V

 





       

   

  

x x x

x

x

         (18.13) 

S druge strane, ima se: 

        

                  
1 1

0 0 0 0 0
N N

T T T T

j h j h

V j j j j
  

  

    x x x ψ ψ x x ψ ψ ,                       

(18.14) 

što, zajedno sa  Definicijom 18.1, vodi ka: 

                                                   0 1V h x ,                                             (18.15) 

tj.     

                                     max max1 0 1 1
k k

V k V h        x x .       (18.16) 

Očigledno je: 
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                    
1

1 1
k

kT T T

j k h

k k k k j j V k h


 

     x x x x ψ ψ x .      (18.17) 

    

Uslov, dat jed.(18.5.a) i prethodna nejednačina, daju: 

                                             ,T
Nk k k  x x K .                                        (18.18) 

što je i trebalo pokazati.Q.E.D. 

U nastavku iznosimo jedan eklatantan primer, primene prethodno izložene Teoreme 

18.1 kao i poreĎenje rezultata sa poznatom metodom LMI. 

 

Primer 18.1 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa kašnjenjem iz prethodnog  

Primera  a sve sa ciljem mogućeg poreĎenja rezultata. 

     
0.5 0 0.25 0.1

1 2
0.05 0.6 0.4 0.25

k k k
   

      
   

x x x . 

 

Potrebno je ispitati stabilnost na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na 

  2
, , ,N   K , sa datim projektnim parametarima i početnim uslovima: 

       

40, 290

3 4 5
2 , 1 , 0 , 2, 1, 0

3 3 3

 

   

 

     
               

       
ψ ψ ψ

 

 

Za ove namene pogodno je iskoristiti rezultate Teoreme 18.1 . 

Valja zapaziti da uvek važi:  

     , 2, 1, 0T       ψ ψ . 

 Na osnovu raspoloživih podataka, može se sračunati sledeće: 

 1 1

0.7775 0.125
0

0.125 0.9275

TI A A
 

     
 

 

   1 20,7067 0,9983       

  
1

0 0 0 1 1 1 1 0

0.2877 0.0386

0.0386 0.0822

T T T T TA A A A I A A A A
  

      
 

 

   0.0752, 0.2947    

 max 0.2947 0     

        
1.4 1.4

max1 1 2 1 0.2947 1 6.6833 7.2500
NestNest

kk
h





          
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 1.4N Nestk k s  . 

Postupak rešavanja ovog problema sa pozicija primene (LMI) postupka,  

dat je u nastavku,  i ovde se neće iznosti. 

Od svih tamo izneti relevantnih podataka, naviodi se samo tamo dobijeno 

procenjeno vreme stabilnosti na izabranom konačnom vremenskom intervau koje iznosi 

max 9est
N Nk k  .  

Prema tom ovom proceduro dobija se   2
9,40,290,  .  

Sa dijagrama kvadrata norme kretanja, sl. 18.3, lako se očitava stvarna vrednost 

vremenskog intervala, kao i trenutak kada pomenuta kriva napušta dozvoljene granice 

290  . 

Taj trenutak iznosi 182actualk  . 

Valja istaći da je rezultat dobijen Teoremom  18.1 nešto konzervativniji  

od istog dobijenog Teoremom 18. 1 - (LMI) a što se može objasniti postojanjem  

odreĎenih pretpostavki i oganičenja, ali se ujedno mora i priznati daleko jednostavniji 

numerički tretman. 

MeĎutim, lako se konstatuje, u oba slučaja, da je procena dosta daleko od stvarne  

vrednosti što je neminovna posledica brojnih majorizacija u obe procedure. 
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 19. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI  

            SA KAŠNJENJEM: MODERNI  LMI  I KLASIČNI PRILAZ 

 

Razmatra se linearan diskretan deskriptivni sistem sa kašnjenjem u stanju opisan 

jednačinom:       

        
     

   

0 1

0 0 0

1 1

, 1 0

E k A k A k

k k k

   

   

x x x

x ψ
 (19.1) 

pri čemu je   nk x  vektor stanja 

Matrica n nE  je nužno singularna, sa osobinom  rank E r n   i sa matricama 

0A  i 1A  odgovarajućih dimenzija.   

Za linearni diskretni deskriptivni sistem sa kašnjenjem iz jed. (19.1), predstavljaju se 

sledeće definicije, preuzete iz Xu et al. (2004). 

 Za neke druge svrhe posmatraće se linearan diskretni sistem sa kašnjenje, opisan 

jednačinom: 

           
     

      

0

1

1

, , 1 , ... , 0

M

j j

j

E k A k A k h

N N  



   

    

x x x

x ψ

 (19.2) 

pri čemu je   ,nk x vektor stanja , , 1, ,n n

jE A j M  ,  , 1, ,jh j M   su, 

očigledno, celi brojevi koji predstavljaju čisto vremensko kašnjenje, 

 1 2max , , , MN h h h a  ψ  je vektorska apriori poznata funkcija početnih uslova. 

      Neka je n   prostor stanja sistema, datog  jed. (19.1 – 19.2)  a     euklidska 

norma. 

Rešenja, sistema datog jed. (19.1– 19.2), su označena sa:    ,k kx ψ x . 

NK označava diskretni vremenski interval, ako skup nenegativnih celih brojeva: 

 : 0N Nk k k  K .  

Veličina Nk može biti pozitivan celi broj ili simbol ,  tako da je moguće tretirati 

istovremeno i praktičnu stabilnost i stabilnost na konačnom vremenskom intervalu.  

   označava sopstvene vrednosti matrice, dok su  max min   maksimalna 

(minimalna) sopstvena vrednost matrice koje se mogu izračunati na više načina,  

u zavisnosti od problema.  

 

      Definicija stabilnosti 

 

Definicija 19.1 Kauzalni sistem, dat jed. (19.2), je stabilan na konačnom 

vremenskom intervalu u odnosu na  0 , , , ,Nk R K  sa 0,R   ako i samo ako za 

0 dis

 x  koje zadovoljava: 
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       
2

, 0, 1, 2, ...TE RE
k k h    x , 

važi:  

 
2

,T NE RE
k k  x K , 

gde je 
dis

  je podprostor konzistentnih početnih uslova diskretnog deskriptivnog 

sistema. 

 

Sada je moguće dati dovoljne uslove pod kojima će sistem, dat jed. (19.2),  

bez pretpostavki o regularnosti i fizičkoj ostvarljivosti, biti regularan, kauzalan i 

stabilan na konačnom vremenskom intervalu, istovremeno.  

 

Teorema 19.1  Sistem (19.2) je kauzalan i stabilan na konačnom vremenskom 

intervalu u odnosu na   2

, , ,N  K ,   ako za 
1 1
2 2T TE PE E R R E  , postoji 

pozitivni skalar   i dve pozitivno odreĎene matrice ,Q  takve da su ispunjeni sledeći 

uslovi
*
: 

                   
 

 
 

 

 

 

0 0 0 1

1 0 1 1

max max

min min

0

0

1 ,

T

T T T T

T T

k

N

E PE

A PA Q E PE E PE A PA

A PA Q A PA

Q
h k



  


  



   
   
  
 

 
     

   

K

. (19.3) 

       Dokaz. Ako se razmatra sledeća kvaziljapunovska agregaciona funkcija: 

                               
1k

T T T

j k h

V k k E P E k j Q j


 

  x x x x x . (19.4) 

        Tada je potonja razlika duž trajektorije sistema, datog jed. (19.2), odreĎena sa: 

 

                      

        

    

       

    

   

0 0

0 1 1 0

1 1

1

T T T

T T T T

T T

T

V k V k V k

k A PA Q E PE k

k A PA k h k h A PA k

k h Q A PA k h

k k

   

  

   

   

 

x x x

x x

x x x x

x x

ζ ζ

, (19.5) 

pri čemu je: 

                                                           
*
Izlaže se, u osnovi rad, Debeljkovic et al. (2012) i  Stojanovic et al.  (2013.a). 
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     

 
0 0 0 1

1 0 1 1

T T T

T T T

T T

k k k h

A PA Q E PE A PA

A PA Q A PA

   

  
 
  
 

ζ x x

. (19.6) 

 

 Iz jed. (19.2) i jed.(19.5) se izvodi: 

                       

      

   

       

       

   

       

  

1

0

0 0

0

0 0

T

T

T

T

T T

T T T

T T

k
T T T

j k h

V k k k

E PE
k k

E PE
k k k k

k k k E PE k

k E PE k

k E PE k j Q j

V k









 





 

  

  
     

  

 
    

 

  



 





x ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ x x

x x

x x x x

x

                (19.7) 

s obzirom da važi     0.T k k ζ ζ  

       Dalje, očigledno je da: 

                                    1V k V k V k V k    x x x x ,                   (19.8) 

tako da je: 

                                     1 1V k V k  x x .                               (19.9) 

 

      Iterativnom procedurom iz jed. (19.9), dobija se: 

 

                                           

       

    

    

    

2

3

1 1

1 2

1 3

1 0
k

V k V k

V k

V k

V









  

  

  

 

x x

x

x

x

                                 (19.10) 

 Dok je sa druge strane: 
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          

       

           

1 1
2 2

1

1

1

max max

0 0 0

0 0

0 0

T T T

j h

T T T

j h

T T T

j h

V E PE j Q j

E R R E j Q j

E RE Q j j 













 

 

  







x x x x x

x x x x

x x x x

,      (19.11) 

što uz osnovne pretpostavke Definicije 19.1 dovodi do: 

                                             max max0V h Q     x .                  (19.12) 

 Dalje je očigledno da važi i: 

             min

T T T TV k k E PE k k E RE k  x x x x x                       (19.13) 

 Kombinovanjem jed. (19.9), jed. (19.11) i jed. (19.12), lako se utvrĎuje da je: 

        

           

min

max max1 0 1

T T

k k

k E RE k V k

V h Q



    

 

      

x x x

x
         (19.14) 

ili: 

                                 
 

 

 

 
max max

min min

1
kT T

Q
k E RE k h

 
 

 

 
    

   

x x .          (19.15) 

Uslov, dat jed. (19.3) i prethodna nejednakost povlače: 

                              ,T T

Nk E R E k k  x x K ,                            (19.16) 

što je trebalo dokazati.Q.E.D. 

Napomena 19.1 Treba primetiti da uslov iz Teoreme19.1 nijeklasičan LMI uslov u 

odnosu na , ,P Q , ali se lako proverava da je uslov, dat jed. (19.3), obezbeĎen 

postavljanjem sledećih relacija: 

                                                        
1 2

30

I P I

Q I

 



 

 
                                              (19.17) 

 

                                         

1 2 3

2 2

3 3

( 1)

0 0

0

Nk
h

h

      

  

  

  
 

  
 
 
 

,                          (19.18) 

za neke pozitivne skalare 1 2 3, ,   .  

       Kada se usvoji fiksno ,  uslovi, dati jed. (19.1) i jed.(19.2) se mogu pretvoriti u 

LMI problem izvodljivosti.  
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       Napomena 19.2 Ovde izložena materija, predstavlja suženi prikaz,  

rada autora Stojanovic et al. (2013.a) koji je podnesen za ASCC (Asisan Control 

Conference), June 23 – 25, 2013, Istanbul (Turkey) i koji u velikoj meri proširuje 

doprinose date u radu Debeljkovic et al.  (2012). 

Izlaže se, jedan novi prilaz celoj ovoj problematici. 

 

Definicija stabilnosti 

 

Definicija 19.2  Linearan diskretno deskriptivni sistem, dat jed. (19.2),  

je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na  , , N  ,   ako: 

 
   

0, 1, ,

sup T T

k h

k E E k 
  

ψ ψ  

implies: 

                                      , 0,1, ,T Tk E E k k N  x x <  

Teorema 19. 2 Regularni i kauzalni linearni vremenski diskretni  

deskriptivni sistem, dat jed. (19.2),  je stabilan na konačnom vremenskom  

intervalu  u odnosu na , , N  ako postoji realan pozitivan scalar  max 0    

i ako su zadovoljene sledeći uslovi: 

                                
       

   

1 1 0

\ 0

D
T T T T T

dis

k k I A A E E E E E E k h

k h

 
     

 

  

x x

x

,               (19.19) 

                                             0
D

T T TI E E I E E E E
  

      
  

,                          (19.20)        

                                                max1 1 ,
k

Nh k





     K ,                           (19.21) 

gde je   
D

Drazin- ova inverzija matrice   , a: 

                                               max max : 1T T Tt t t E E t    x x x x                (19.22) 

 1
0 1 1 0
T TA I A A A                                    (19.23) 

Debeljkovic, Stojanovic, Jovanovic, Misic  (2013). 

   Dokaz. Usvaja se sledeća kvazi – Ljapunovljeva agregaciona funkcija: 

                                         
1k

T T T T

j k h

V k k E E k j E E j


 

  x x x x x .                 (19.24) 

   Potonja razlika agregacione funkcije, duž kretanja sistema, datog jed. (19.2), data je 

sa: 
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        

       

    

0 0 0 1

1 1

1

2T T T T

T T T

V k V k V k

k A A k k A A k h

k h E E A A k h

   

  

   

x x x

x x x x

x x

.           (19.25) 

 

 Na osnovu dobro poznate nejednačine
*
, sa posebno ciljanim izborom umetnute 

matrice, date jed. (19.20) a koristeći pri tome i jed.(19.19) jasno je da se jed. (19.25) 

redukuje na:  

                     
          

        

1
0 0 0 1 1 0

1 1

T T T T T

T T T T T

V k k A A k k A A A A k

k h k h k h E E A A E E k h

   

       

x x x x x

x x x x
 (19.26) 

 ili: 

                              
        

       

1
0 1 1 0

1 1

T T T

D
T T T T T

V k k A I A A A k

k h I A A E E E E E E k h

   

 
     

 

x x x

x x

     

  (19.27) 

odnosno, imajući u vidu jed.(19.19), konačno: 

                                                        TV k k k  x x x                                        (19.28) 

     Štaviše, očigledno je: 

                              

  
   

   

 

   

 

   

   
 max

max

:
max

1

T T

T T T T T T

T

T T

V k k k k k

k E E k k E E k E E

k k

k E E k


    
   

  

  
   

  

x x x x x

x x x x x x

x x

x x

                 (19.29) 

    Prethodna nejednačina dozvoljava da se napiše, sledeće: 

                                         

        

     

     

    

max

max

1

max

max

T T

T T

k
T T

j k h

V k k E E k

k E E k

j E E j

V k











 

  

 

 

 



x x x

x x

x x

x

                      (19.30) 

s obzirom da je:    
1

0
k

T T

j k h

j E E j


 

 x x  a  max 0   . 

TakoĎe je, očigledno: 

                                                           
*

           12 , 0T T T Tt t t t t t           u v u u v v  
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                                                 max1V k V k V k V k     x x x x ,           (19.31) 

tako da: 

                                                    max1 1V k V k   x x .                              (19.32) 

Primenjujući iterativnu proceduru na jed. (19.32), dobija se: 

                                            

        

     

     

     

max

2

max

3

max

max

1 1

1 2

1 3

1 0
k

V k V k

V k

V k

V









   

   

   

  

x x

x

x

x

.                     (19.33) 

     S druge strane, lako se vidi da je: 

                                             

          

       

1

1

0 0 0

0 0

T T T T

j h

T T T T

j h

V E E j E E j

E E j E E j



 



 

 

 





x x x x x

x x x x

,            (19.34) 

a zajedno sa Definicijom  19.2, vodi ka: 

                                                                 0 1V h x ,                                      (19.35) 

tj..     

                                        max max1 0 1 1
k k

V k V h        x x .             (19.36) 

     Očigledno je: 

                         
           

       

1

max1 1

k
T T T T T T

j k h

k

k E E k k E E k j E E j

V k h 



 

 

    

x x x x x x

x

.            (19.37) 

Uslov, dat jed. (19.21), i prethodna nejednačina povlače: 

                                                          ,T

Nk k k  x x  K .                                  (19.38) 

što je i trebalo pokazati. Q.E.D. 
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20. STABILNOST  

      NA KONAČNOM VREMENSKOM INTERVALU 

 

      VREMENSKI KONTIUNALNI SISTEMA SA KAŠNJENJEM:       

       Prilaz sa pozicija kvazi- Ljapunovljevih funkcija  

       sa pridruţenom Jensenovom i Kopelovom nejednačinom 

 

 

Ideja za ovakav prilaz, potekla je od spoznaje rezultata koji su svojevremeno izložili   

Lee,  Dianat  (1981), razmatrajući stabilnost sistema sa kašnjenjem u smislu Ljapunova. 

Posmatra se kontinualni sistem sa čistim vremenskim kašnjenjem: 

                                             
       

     
0 1

, , 0

t A t A t B t

t t t





   

  

x x x u

x φ
                                    (20.1) 

gde je   nt x  vektor stanja,    mt u  vektor upravljanja, 0
n nA  , 1

n nA  i 

n mB   su poznate matrice sa elementima nad poljem realnih brojeva.   

        je konstantno vremensko kašnjenje. 

 

Definicija 20.1  Sistem, dat jed. (20.1),  je stabilan na konačnom vremenskom  

intervalu u odnosu na  , , T  , gde je 0    , ako važi:

       
[ ,0]

sup ,T T

t

t t t t t


 
 

    φ φ x x   

  Lema 20.1  Za bilo koju pozitivnu simetričnu konstantnu matricu, n nM   

i skalare a, b koji zadovoljavaju a b , gde je vektor funkcija  : , na b f  

takva da su integracije dobro definisane, će da važi: 

                                          

T
b b b

T

a a a

d M d b a M d      
   
    
   
   
  f f f f               (20.2)

 (Jensen-ova integralna nejednakost)

  
  Lema 20.2  Za bilo koju simetričnu pozitivno odreĎenu matricu 0T     

važe sledeći izrazi: 

                                  
           

           

1

1

2

2

T T T

T T T

t t t t t t

t t t t t t





   

    

u v u u v v

u v u u v v

                           (20.3) 

 

U onome što sledi će se  izložoće se  Lema neophodna u izboru odgovarajuće 

agregacione funkcije. 
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Lema 20.3 Neka je skalarna agregatna funkcija   V ty , definisana sa: 

                                                                 TV t t ty y y
               (20.4) 

gde vektor  biva definisan na sledeći način: 

                                                      
0

t t Q t d



    y x x

                          

(20.5) 

      Q t je  n n  matrica koja je kontinualna i diferencijabilna na vremenskom 

intervalu  0,  i zadovoljava sledeću diferencijalnu matričnu jednačinu: 

                                               0 0 , 0,Q A Q Q     
                    (20.6)       

sa početnim uslovima: 

                                                                 1Q A 
                                      

(20.7) 

Tada je Ojlerov izvod funkcije   V ty  duž kretanja sistema, dat sa: 

 

                                                       TV t t t y y y
                                 (20.8)    

gde: 

                                                    0 00 0
T

A Q A Q    
                                     

(20.9) 

Dokaz Iz jed.(20.4), sledi: 

              

           

0 0

0 0

T T T

T T T

d
V t t t Q d t Q t d

dt

d
t t Q d t Q t d

dt

 

 

     

     

   
        
   
   

   
        
   
   

 

 

y x x x x

x x x x

                  
(20.10)

   

Dalje dokazivanje je, rutinsko, ako se odredi vrednost sledećeg integrala: 

   
0

d
Q t d

dt



   x  

    U tom pogledu, razmotriće se sledeći izraz pod izvodom promenljive  : 

             
d

Q t Q t Q t
d

     
 


    


x x x

 
(20.11) 

 Očigledno je da: 

                                                   t t
t

 


 
   

 
x x

                                   
(20.12) 

Zamenom prethodne jednačine u (20.11), dobiće se sledeća jednačina: 
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                                          
d

Q t Q t Q t
d t

     



    


x x x

           (20.13) 
 

ili, preureĎeno: 

                                             
d

Q t Q t Q t
t d

     



    


x x x

           

(20.14) 

Sledeći odnos je više nego očigledan: 

         
d

Q t Q t
d t t

   


  


x x                             (20.15) 

tako da, na osnovu jed.(20.15), na kraju se dobija: 

           
0 0 0

d d
Q t d Q t d Q t d

d t d

  

        


      x x x

 

 (20.16) 

tj: 

                                 
0 0

0
d

Q t d Q t d Q t Q t
d t

 

             x x x x        (20.17) 

 

Korišćenjem jed. (20.7), prethodna jednačina može se napisati u obliku: 

                   (20.18) 

         

 

      Konačno, jed. (20.10), postaje: 

 

           (20.19) 
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(20.20) 

i, nakon nekih jednostavnih preureĎivanja, sledi: 
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(20.21) 

Na osnovu jed. (20.6), dobiće se: 
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(20.22) 

to jest: 
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kao i: 
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(20.24) 

i, konačno: 

            
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(20.25)

 

                                            
0

T T TV t t t Q d t



  
 
    
 
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(20.26) 

                                TV t t t y y y
                   (20.27)                      

 
što na kraju i kompletira dokaz. Q.E.D., Debeljkovic,  Stojanovic,  Jovanovic (2013.c). 

Sada se dolazi do pozicije iz koje se može prikazati ključni doprinos. 

 

Teorema 20.1 Sistem sa vremenskim kašnjenjem (20.1) je stabilan na konačnom 

vremenskom intervalu u odnosu na  , , T   , ako postoji pozitivni skalar   , tako da 

važe sledeći uslovi: 
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(20.28)

 

                                        
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1
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e
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  



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     
                        (20.29) 

      
 

                                              

  1 2

1,2

max , 0 , ,

1 1 4
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q
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
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

  

 
  

                                   (20.30) 

gde: 
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                                                 0 0R A Q 
                                      

(20.31) 

                                                               TR R                                       (20.32)  

                                                    
 

 

22
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1
0 0

2

R
T e

Q Q
R

 

 





                       

(20.33) 

 2 R predstavlja matričnu meru matrice  R a  Q (0) je rešenje sledeće nelinearne 

transcendentne matrične jednačine: 

                                                                 0 0

10
A Q

e Q A



                        

(20.34) 

Debeljkovic,  Stojanovic,  Jovanovic (2013.c). 

Dokaz. Iz jed.(20.8) sledi: 

           max
TV t t t V t   y y y y

             (20.35) 

Integracijom jed.(20.35) u granicama od 0 do t, pri  0,t T , dobija se: 

                                                       
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                             (20.36)        

Iz jed. (20.4) može se dobiti: 
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(20.37) 

Na osnovu poznate nejednakosti i sa izborom da je  , može se dobiti: 

 

      

           

       

0 0

0 0

0 0 0

0 0

T

T T T

T

V

Q Q d d

Q d Q d

 

 

     

     



   

 
    
 
 

 

 

y x x

x x x x

x x
 

(20.38) 

Na osnovu Jensen-ove integralne nejednakosti, Leme 20.1, dolazi se do toga da  

važe sledeće nejednakosti: 

I 
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UvoĎenjem opšteg rešenja jed. (20.6), datog sa: 
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(20.40) 

i zamenom jed.(20.40) u jed.(20.39), dobija se sledeći izraz: 
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(20.41) 

ili: 
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(20.42) 

ili: 
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(20.43) 

Na osnovu Definicije 20.1, može se doći do: 
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Iz Coppel-ove nejednakosti, date na sledeći način: 
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gde je  F  bilo koja matrična mera, sledi:  
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ili, na kraju: 

                                                         0 1 1V     y
                                   

(20.48)
 

S druge strane, više je nego očigledno da: 
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ili: 
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Sada će se naći ispravan drugi elemnt nejed. (20.50). 

Korišćenjem sledeće nejednakosti za bilo koju realnu konstantu 0 i bilo koju 

simetričnu pozitivnu definisanu matricu 0T     
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(20.51) 

Na osnovu jed. (20.28) i jed. (20.40), može se naći: 
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  (20.52) 

ili: 
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(20.53)

 

                                                                                                                                    

ili: 
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(20.54) 
Tako, korišćenje jed. (20.54) i jed.(20.50), dovodi do: 
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(20.55) 

i: 

        
 

 max1 1 1 , 0,
tTq

t t e t T


   
 

       
 

x x

  

 

(20.56) 
gde: 

                                                         1 0
q

  
                                 (20.57)   

 

Nejed. (20.57) je zadovoljena ako se uslov, dat jed. (20.30) pokaže ispravan. 

Konačno, uslov, dat jed. (20.49) i gore pomenuta nejednakost nagoveštavaju: 

                                                    , 0,T t t t T  x x
                     (20.58)     

što je i trebalo dokazati. Q.E.D., Debeljkovic,  Stojanovic,  Jovanovic (2013.c). 

Napomena 20.1 Mora se primetiti da dovoljni uslov, dat jed. (20.29),  

u potpunosti zavisi od postojanja rešenja jed. (20.34). Ovo zahteva da nelinearna 

algebarska matrična jednačina,  data jed. (20.34) ima rešenje. 

Napomena 20.2 Uslovi u Teoremi 20.1 sadrže slobodan parametar  tako da se 

rezultati mogu biti optimizirati. 

Primer 20.1 Neka je dat kontinualni sistem sa kašnjenjem, u obliku: 

                            

     0 1

0 1

0.1

1.7 1.7 0 1.5 1.7 0.1

1.3 1 0.7 , 1.3 1.5 0.3

0.7 1 0.6 0.7 1 0.1

t A t A t

A A

  

    
   

       
       

x x x

                      

(20.59) 

Da bi se potvrdila svojstva stabilnosti sistema, datog jed. (20.59), dinamika sistema 

se simulira pod uslovima      1 1 1 , , 0
T

t t   φ . 

Očigledno je da:      3 , ,0 .T t t t    φ φ  

Sl. 20.1 prikazuje trajektorije stanja razmatranog sistema sa kašnjenjem  

za datu funkciju početnih uslova. 
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Sl.20.1 

 

Primećuje se da promenljive stanja  i  x , 1,2,3i  , što znači da sistem, dat 

jed. (20.59) nije asimptotski stabilan. 

Na sl. 20.2 prikazan je kvadrat norme kretanja razmatranog sistema. 

 
Sl. 20.2 

 

Na osnovu inicijalnog odziva sistema, datog jed. (20.59), može se odabrati: 

   

   
   0.9 , , 0 , 0,

T

T

t t
q t T

t t

 
 

 
     

x x

x x
 

tako da jed. (20.28) bude zadovoljena, Debeljkovic et al.  (2013.c) 

 

Iz jed. (20.31) i jed. (20.34) može se, naći: 
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 

1.5279 1.7336 0.0994

1.2328 1.4145 0.2936

0.5249 0.8069 0.1575
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0.0672 0.

0
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
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 
 
 
 

 

Štaviše, ostale vrednosti se mogu takoĎe naći na licu mesta: 

    max 0 0 9.8109TQ Q    1.1789R  1.1064  1 0.1014  2 0.8025   , 

 0.1014, 0.8025
, 

4 0.3983 1q   ,  max 2.3578   . 

Trebalo bi se istražiti stabilnost na konačnom vremenskom intervalu u odnosu na 

 , , mT T   , sa partikularnim izborom 3  , za različite rezultate 

 100, 2000, 5000   i da se naĎe maksimalna dozvoljena gornja granica T , mT , za 

vremenski interval  0,T  tako da sistem, dat jed. (20.59) bude stabilan na konačnom 

vremenskom intervalu. 

Tabela 20.1 prikazuje uporeĎivanje maxT  za različite vrednosti parametra  

  korišćenjem različitih metoda: Teorema1, Teorema 2, Teorema 3 i Teorema 20.1 

(ovaj rad). Simulacijom sistema (20.59), stvarne vrednosti parametra T , aT ,  

su procenjene iz kvadrata norme kretanja sistema i takoĎe su prikazane u Tabeli 20.1. 

U Tabeli 20.1su takoĎe date odgovarajuće vrednosti parametra  . 

Tabela 20.1 

 

 
100   

 1.945aT s  

2000   

 3.525aT s  

5000   

 4.004aT s  

Teorema1 

Deb et al (2011) 
0.585 1.085 1.238 

Teorema 2 

Deb et al (2013.a) 
0.448 0.842 0.962 

Teorema 3 

Stoj et al (2012) 

Stoj et al (2013) 

bez neizvesnosti 

1.225 2.517 2.939 

Teorema 20.1 

(ovaj rad). 

0.707 

0.2865  

1.978 

0.2851  

2.367 

0.2837  
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Očigledno je da Teorema 20.1 daje znatno bolje rezultate nego Teorema 1 

i Teorema 2, ali nešto lošije rezultate nego Teorema 3. 

MeĎutim, za razliku od Teoreme 3 koja koristi (LMI), Teorema 20.1 

je bazirana isključivo na algebarskim nejednakostima, koje mogu biti rešene  

bez korišćenja metoda za optimizaciju. 
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21. DALJI REZULTATI  

      NA POLJU IZUČAVANJA STABILNOSTI NA KONAČNOM 

      VREMENSKOM INTERVALU I PRAKTIČNE STABILNOSTI 

      VREMENSKI KONTINUALNIH SISTEMA SA KAŠNJENJEM 

 

      Osnovna inspiracija ovog istraživanja se bazira na radu Lee, Diant (1981),  

koji izučava problem potrebnih i dovoljnih uslova stabilnosti linearnih kontinualnih 

sistema sa vremenskim kašnjenjem. 

      U ovim izlaganjima se koriste sledeće oznake:  i  označavaju skupove prirodnih 

realnih i kompleksnih brojeva.  

*G  predstavlja konjugovanu matricu matrice ,G  dok *F  predstavlja 

transponovanu konjugovanu matricu matrice .n nF   

 Re s predstavlja realni deo od s  

T označava transpoziciju.  

Za realnu matricu ,F  notacija 0F   znači da je matrica F  pozitivno odreĎena.  

 i F  predstavlja sopstvenu vrednost matrice .F  

Spektar matrice je označen sa  ,F  dok je spektralni radijus  

označen sa  .F  

 U ovom delu izlaganja, razmatraće se uslovi stabilnosti zavisni od iznosa čisto 

vremenskog kašnjenja. 

 Pre iznošenja krucijelnog rezultata, potrebno je izložiti odreĎene diskusije  

i objašnjenja, kao in eke pomoćne rezultate. Radi kompletnosti izlaganja, izložiće se i 

neki ključni rezultai iz rada Lee, Diant (1981). 

      Razmatra se klasa kontinualnih sistema sa vremenskim kašnjenjem,  

u stanju, opisana sa
*
: 

                                                         
     

   

0 1

, 0

t A t A t

t t t





  

   

x x x

x φ
                             (21.1) 

 Definicija 21.1 Sistem, dat jed. (21.1) sa pripadajućom funkcijom početnih 

uslova, je stabilan na konačnom vremenskom intervalu , , T  , gde je 0    ,  

ako
 

   
, 0

sup T

t

t t



 

φ φ  povlači    T t t x x , , [0, ]t T . 

 Definicija 21.2 Sistem, dat jed. (21.1) sa pripadajućom funkcijom početnih 

uslova, je atraktivno praktično stabilan u odnosu na  , , T  , gde je 0    ,  

                                                           
*
Izlaže se blago modifikovani rad, Debeljkovic, Stojanovic,  Jovanovic (2013). 
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ako
 

   
, 0

sup T

t

t t



 

φ φ  povlači    T t t x x , [0, ]t T , sa osobinom da: 

   lim 0T

t
t t


x x . 

Teorema 21.1 Neka je razmatrani sistem, opisan jed. (21.1).  

Ako je za bilo koju datu pozitivno odreĎenu Hermitsku matricu Q  postoji pozitivno 

odreĎena Hermitska matrica 0P , tako da 

                    0 0 1 0 1 00 0P A P A P P Q


       (21.2) 

gde za  0,  , matrica  1P  zadovoljava: 

        1 0 1 10P A P P                   (21.3) 

sa početnim uslovom  1 1P A   a  1 0P   bilo gde drugde, tada je razmatrani sistem 

asimptotski stabilan, Lee, Diant (1981). 

U radu  Stojanovic, Debeljkovic (2009)  apostrofirana je činjenica da je ključ izbora 

agregacione funkcije, tj. Ljapunovljeve funkcije za razmatrani sistem, dat jed, (21.1) 

postojanje bar jednog rešenja diferencijane jednačine, jed, (21.3) po matrici  1P t sa 

početnim uslovom  1 1P A  . 

Drugim rečima zahteva se da nelinearna, transcedentna matrična jednačina: 

                 
  

 
00 1

1 10
A P

e P A


        (21.4) 

ima bar jedno rešenje  po matrici  1 0P .  

Na osnovu Teoreme 21.1, Lee, Diant (1981), asimptotska stabilnost razmatranog 

sistema, datog jed. (21.1), može se ispitati poznavajući samo jednog, umesto svih 

rešenja nelinearne, transcedentne matrične jednačine, data jed. (21.4). 

Koristeći kontraprimer,  Stojanovic, Debeljkovic (2009)  su pokazali da  

iskaz Teoreme 21.1, nije korektan jer ne uzima u obzir sva moguća rešenja  

jed.(21.3), odnosno (21.4). 

U istom radu pokazana je i korektni iskaz  Teoreme  21.1 i uraĎen primer koji 

ilustruje zabludu, koja proistiće iz  Teoreme  21.1. 

Napomena 21.1 Ako se uvede nova matrica: 

               0 1 0R A P  (21.5) 

tada uslov, dat jed. (21.2) transformiše se u: 

             *
0 0P R R P Q    (21.6) 

što predstavlja dobro poznatu Ljapunovljevu algebarsku matričnu jednačinu,  

za sistem bez kašnjenja. 

Ovaj uslov biće ispunjen ako i samo ako je  R stabilna (Hurvicova) matrica,  

tj. ako je uslov:  
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              Re 0Ri   (21.7) 

zadovoljen, Stojanovic, Debeljkovic (2009) .  

Napomena 21.2 Jed. (21.4) izražena preko matrice R može biti napisana  

i u drugoj formi, kao što sledi: 

                0 1 0RR A e A    (21.8) 

pa sled i:: 

                   0 1det 0RR A e A    (21.9) 

Stojanovic, Debeljkovic (2009) . 

Zamenjujući matričnu promenljivu R skalarom s u jed. (21.7), dobija se 

karakteristična jednačina sistema, datog jed. (21.1) u obliku: 

                      0 1det 0sf s sI A e A     (21.10) 

Obeležimo sa: 

                       | 0s f s    (21.11) 

skup svih karakterističnih korenova sistema, datog jed, (2.1), Stojanovic, Debeljkovic 

(2009).  

Zbog potrebe da se koriguje iskaz fundamentalne Teoreme, navodi se nova, 

originalana  Teorema, koja uklanja sve manjkavosti Teoreme  21.1. 

Teorema 21.2 Pretpostavimo da postoji (e) rešenje (a) po matrici  1 0P , jed. (21.4).  

Tada je sistem, dat jed.(21.1) , asimptotski stabilan ako i samo ako su ispunjena 

sledeća dva uslova: 

a) Za bilo koju matricu * 0Q Q   postoji matrica *
0 0 0P P   tako da jed (21.2) 

važi za sve matrice  1 0P koje predstavljaju rešenja jed. (21.4). 

b) Uslov  Re 0i R   važi za sve matrce R  koje predstavljaju rešenja jed.(21.8), 

Stojanovic, Debeljkovic (2009). 

Napomena 21.3   FormulacijaTeorema 21.2 zahteva ispunjenje odgovarajućih uslova  

za bilo koju matricu  1 0P koja predstavlja rešenje jed. (21.4) ili matrice R  kao rešenja  

jed. (21.8). 

Napomena 21.4 Iz prethodnih Teorema sledi praktično pitanje: kako je moguće 

numerički odrediti sve matrice  1 0P  koa rešenja jed. (21.4) ili sve matrice R, kao 

rešenja jed. (21.8)? 

Ovaj problem ne može se direktno numerički rešiti, jer je broj rešenja  

po matrici  1 0P  ili po matrici  R nije unapred poznat a može bit ii veoma veliki u 
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opštem slučaju i beskonačan, imajući u vidu da je u pitanju transedentna algebarska 

jednačina. 

MeĎutim, za efikasniji način ispitivanje stabilnosti razmatranog sistema, prethodno 

izloženi problem, može se zameniti odgovarajućom procedurom, utemeljenoj na 

korišćenju  maksimalnih solvenata jed. (21.8), kako je to pokazano u Stojanovic, 

Debeljkovic (2009). 

Definicija21.3 Svaki koren m  karakteristične jednačine  date jed. 

(21.10),razmatranog sistema, jed. (21.1), koji zadovoljava sledeći uslov:  

Re max Re ,m s s    biće označen kao maksimalni koren (sopstvena vrednost) 

sistema, datog jed. (21.1), Stojanovic, Debeljkovic (2009). 

Definicija21.4 Svaki solvent maxR  jed. (21.8), čiji spektar sopstvenih vrednosti 

sadrži maksimalnu sopstvenu vrednost m  Sistema, datog jed. (21.1), se označava kao 

maksimal solvent jed. (21.8) Stojanovic, Debeljkovic (2009). 

Uzimajući u obzir  Napomenu 21.4 i  Definicije 21.3 and 21.4, moguće je 

preformulisati  Teoremu 21.2 na sledeći način.  

Teorema 21. 3  Pretpostavimo da postoji maksimalni solvent maxR jed.  (21.8).  Tada 

je, sistem, dat jed. (21.1),  asimptotski stabilan  ako i samo ako bilo koji od sledeća dva 

uslova ispunjen: 

a) Ako za bilo koju matricu * 0Q Q   postoji matrica *
0 0 0P P   takva da je jed. 

(21.6) zadovoljena za solvent maxR . 

b)  maxRe 0i R  ,  

Stojanovic, Debeljkovic (2009) i Debeljkovic, Stojanovic  (2008). 

Sada smo u poziciji, da objedinimo dobijene rezultate i predstavimo glavni doprinos 

ovog rada vezano za praktičnu atraktivnu osobinu razmatranog sistema, datog jed. 

(21.1). 

Teorema 21.4  Sistem sa kašnjenjem, dat jed. (21.1), je atraktivno praktično stabilan  

u odnosu na  , , T  ,   , ako su ispunjeni sledeći uslovi: 

a) 
   max1 , 0,

t
e t T






 
  

, (21.12) 

gde su: 

    
 max max

0 0 1 1

,

T TA A A A I

  

    
 (21.13) 

sa simetričnom matricom   čiji spektar sopstvenih vrednosti pripada skupu realnih 

brojeva. 

b)  Postoji maksimalni solvent maxR  sledeće matrične jednačine: 

     0 1 0RR A e A    (21.14) 
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c)          maxRe 0i R  .   (21.15) 

Dokaz. Uslovi b) and c) garantuju asimpotsku stabilnost sistema, datog jed. (21.1).  

Štaviše, stabilnost na konačnom vremenskom interval, koja ograničava kretanje 

unutar vremenskog interval  0, T je obezbeĎena jed.(21.12), čime je okončan dokaz. 

Q.E.D. 

Dokaz Teoreme21.4 je izostavljen ovde, a može se naći u dokazu Teoreme 17.1,  

Buzurovic, Debeljkovic, Jovanovic (2013),na koji se upućuje zainteresovani čitalac. 

Uslov, dat jed. (21.12), koji garantuje stabilnost na konačnom vremenskom interval,  

može se zameniti uslovom, datim jed. (21.17), koji nudi sledeća Teorema. 

Efikasnost rezultata, biće prikazani kroz numerički primer. 

Teorema 21.5 Sistem, dat jed. (21.6) je stabilan na konačnom vremenskom intervalu  

u odnosu na  , , T  ,   , ako postoji realan pozitivan broj , 1q q  takav da važi:  

               
 

 
   

,0

sup ,

[0, ], 1,

t t q t

t T q

 

 
 

   

 

x x x

 (21.16) 

a ujedno je ispunjen i sledeći uslov: 

                    max , [0, ]
t

e t T




 
   (21.17) 

gde je: 

                                       
         max

2
0 0 1 1

max : 1T T

T T

t t t t

A A A A q

   

    

x x x x
 (21.18) 

 

Dokaz.  Usvaja se sledeća agregaciona funkcija: 

                             
t

T T

t

V t t t d



  



  x x x x x  (21.19) 

Totalni vremenski izvod predložene agregacione funkcije, u oznaci,   V tx duž 

kretanja sistema , dat je sa: 

                                 
           

       

0 0

12

T T T

T T

V t t A A t t t

t A t t t

 



    

  

x x x x x

x x x x

                        (21.20) 

a korišćenjem, dobro poznate nejednakosti: 

 

                                                12 T T Tt t t t t t   u v u u v v                           (21.21) 

 

sa posebnim izborom matrice I  , iz jed. (21.10), može se dobiti: 
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                               0 0 1 1
T T T T T Td

t t t A A t t A A t t I t
dt

      x x x x x x x x        (21.22) 

Korišćenjem uslova, datog jed. (21.16), jasno je da se uslov, dat jed. (21.12), svodi 

na: 

                                T Td
t t t t

dt
 x x x x  (21.23) 

gde je matrica   definisana jed.(21.18). 

Iz jed. (21.23), dobija se: 

                               

    
   

   

   

   

   

         
max

max

max : 1

T T T

T T T

T T

d t t t t t t

t t t t t t

t t t t

   
   

  

  

 

x x x x x x

x x x x x x

x x x x                    (21.24) 

ili: 

                         
    
   

max

0 0

Tt t

T

d t t
d t

t t
  

x x

x x
              (21.25) 

i: 

                                 max0 0
tT Tt t e

 
x x x x  (21.26) 

Konačno ako se iskoristi osnovni uslov sledeće: 

Definicija  Sistem, dat jed. (21.1),  je stabilan na konačnom vremenskom intervalu u 

odnosu na  , , T  , gde je 0    , ako važi: 

                                                  
[ ,0]

sup T

t

t t



 

φ φ

                                   (21.27.a)
 

povlači:  

                                                ,T t t t  x x                                     
(21.27.b)

 

tada je: 

                            max tT t t e  
 x x                     (21.28) 

i konačno iz jed. (21.27): 

                               , [0, ]T t t t T


 


   x x  (21.29) 

što je i trebalo pokazati. Q.E.D.. 

 

Primer 21.1 Razmatra se , sledeći sistem sa kašnjenjem: 

     
1 3 0.7 1.4

1
2 3 1.8 1.5

t t t
     

     
     

x x x . 
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Potrebno je ispitati stabilnost na konačnom vremenskom interval u odnosu na

 , , T  , sa posebnim izborom granica skupova, kao i početnih uslova: 5.10  , 

6.0   i    2 1
T

t  φ , 0t   .  

Ovaj zadatak se rešava rezultatima koji nudi Teorema 21.4 

Valja primetiti da je     5.0T t t  φ φ . 

Na osnovu poznatih matrica sistema, lako se dolazi do sledećih podataka: 

 0 0 1 1

1.45 0.16
0

0.16 0.49

T TA A A A I
 

       
 

 

   1 20.464, 1.476       

 max 1.476 0     

       1.476 0.15max1 1 1

6.0
 1.1659   1.1765

5.1

t
e e








  
  

   
 

tako da je: 

 0.15estt T s   

Vremenski zavistan kvadrat norme kretanja sistema, prikazan je na sl. 21.1 

Detalji prelaznog procesa, od interesa, prikazani su na sl. 21.2 i, očigledno, zajedno  

sa sl. 21.1, potvrĎuju teorijske dobijene rezultate.  

 

 

Sl. 21.1 

 

0 1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

6

7

time [sec]

x
T
(t

)x
(t

)
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Sl. 21.2 

U poreĎenju sa realnim vremenskim intervalom  
6.0

0, 0.20
 

 lako se zaključuje da je 

dobijena procena dovoljno dobra, sl. 21.2. 

Time je pokazana ispravnost korišćene  Teorema 21.4,  pa je samim tim sistem 

stabilan na datom vremenskom intervalu 

Da bi poredili rezultati, iskoristimo mogućnosti koje pruža  Teorema 21.5,  

za isti primer. 

Prema jed.(21.18), matrica   se sračunava na sledeći način: 

 2
0 0 1 1

1.1

1.6600 0.1600

0.1600 0.7000

T T

q
A A A A q I



 
       

 
 

pri: 

   1 2 1 2 max, 0.6740, 1.6860          . 

Testirajući jed. (21.17): 

 max 1.1639 1.1765, 0.09
Test

este T s




 
     

 

lako se pokazuje da je razmatrani sistem stabilan u konačnom vremenskom intervalu: 

   0, 0, 0.09estT   i to u odnosu na ostale date podatke. 

Valja napomenuti da je uslov, dat jed. (21.17), kriterijum koji ne uzima u obzir  

iznos čisto vremenskog akašnjenja, za razliku od uslova, datog jed. (21.12), što je 

svakako predstavlja značajnu prednost, iako su u ovom slučaju dobijeni manje 

restriktivni rezultati. 

Još jedan rad, Debeljkovic,  Buzurovic,  Mišić, Jovanovic (2015), pruža mogućnost  

da se efikasno ispita osobina praktične atraktivne stabilnosti, ovde razmatranog sistema. 

Razlika u odnosu na prethodne izlaganje, ogleda se samo u formulaciji uslova,  

koji propisuje stabilnost na konačnom vremenskom interval, dok se bazični deo  

Teoreme 21.4 (uslovi b) i c)) zadržavaju u celosti, obezbeĎujući asimptotsku stabilnost 

Sistema. 

Radi celovitosti izlaganja, izlaže se i formuliše, u celosti, sledeća  Teorema. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
5

5.5

6

6.5

time [s]

xT (t
)x

(t
)

β 

α 
Test  = 0.15 
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Teorema 21.6 Sistem sa kašnjenjem,  dat jed. (21.1), je atraktivno praktično 

stabilanu odnosu na , , T  ,   , ako su ispunjeni sledeći uslovi: 

a)            

 
 

2 02 , 0,
A t

e t T
 




   

, (21.30) 

gde: 

                      
 

   

1 0

0

0 max 0 0

1 1

1

2

A

T

A
e

A

A A A

 



 

  
    

  
  

 

 (21.31) 

gde je      bilo koja matrična mera. 

b) Postoji maksimalni solvent maxR  sledeće matrične jednačine: 

                         0 1 0RR A e A    (21.32) 

b)                           
 maxRe 0i R 

.  (21.33) 

Dokaz. Uslovi b) and c) garantuju asimpotsku stabilnost sistema, datog jed. (21.1).  

Štaviše, stabilnost na konačnom vremenskom interval, koja ograničava  

kretanje unutar vremenskog interval  0, T je obezbeĎuje se jed. (21.12), a što je 

potrebno dokazati. 

Rešenje vektorske diferencijalne jednačine stanja sistema sa kašnjenjem,  

datog jed. (21.1),  sa pridruženom funkcijom početnih uslova, dato je sledećim izrazom: 

                                          
0

0 0 10x xt t t A d



   


    x   .                     (21.34) 

 Koristeći prethodnu jednačinu, dobija se: 

                         

           

       

       

   

   

0 0

0

0 0 1

0

1 0 0

0

1 0

0

0 1

0 0

0

0

T T T
x x

T T
x x

T T T
x x

T T T
x

x

t t t t

t t A d

A t d t

A t d

t A d









   

   

   

   









  

 
      

 

 
      
 

 
      
 

 
     
 









x x  

 

 





.                 (21.35) 

 Koristeći sledeće označavanje: 

                                     1
0 0 ,n

xt t   a                         (21.36) 
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                                                 1
0 1 , ( , ) ,n

xt A t t        b                       (21.37) 

očigledno je, ako se uvede: 

                                                         
0

1, nt d t



  



  b c ,                        (21.38) 

tada jed. (21.35) postaje: 

                                          
           

           

0 00 0T T T
x x

T T T

t t t t

t t t t t t

  

  

x x

a c c a c c

 
,                  (21.39) 

 Dobro poznati rezultat iz teorije kvadratnih formi, daje: 

              0 0 max0 0 0 0T T T
x x x xt t t      ,        (21.40) 

gde je: 

      max 0 0max Tt t t    ,             (21.41) 

a   označava spektralni operator. 

Lako je videti da je: 

     T t t f t a c  

i  

     T t t f t c a , 

tako da sledi:  

       T Tt t t tc a c a . 

Sada se može napisati: 

                                   
2

max 0 0 2T T T
x xt t t t t t  x x a c c  .             (21.42) 

Štaviše: 

                          f t f t ,       
b b

a a

t dt t dt   ,                        (21.43) 

tako da sledi: 

                         
0

00 ,T T T
xt t t t d



 


    a c b .                        (21.44) 

Sada se jed. (21.42) može prepisati, kao: 

                        

         

       

   

max

0

0 1 0

2
0

2

1 0

0 0

2 0

T T
x x

T T
x x

x

t t t

t A t d

A t d







   

   







        

 
      

 





x x  

 



.         (21.45) 
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 MeĎutim, ako važi: 

          0 , , 0xt t t               ,             (21.46) 

tada je i: 

                                                
0

0 ) xt t d t



       


       .           (21.47) 

Lako se pokazuje da važi:  

                                           0 0, 0 , 0
, xt t

   
   

   
      ,     (21.48)  

kao i: 

                    0 00 , T
x t t    ,             (21.49) 

tako da jed. (21.39) postaje: 

                            
         

     

max

2 2 2 2
0 1 0 1

0 0

2 0

T T
x x

T T T
x

t t t

t A t A



   



    

x x  


.   (21.50) 

 Koristeći bazične uslove sledeće dve  Definicije 21.1 i 21.2, dobija se: 

          

     

     

2
0 0

2

0 1 0 1 02

T

T

t t t

t A t d A t d
 



       
 

  

 
               

 
 

x x

 

                           (21.51) 

 Štaviše, bazirano na sledećoj činjenici: 

                                            
2

0 0 0 0
T Tt t t t t t                               (21.52) 

sledi: 

                                  

     

   

 

2

0

0

0 1 0

2
0

2

1 0

2

T t t t

t A t d

A t d







   

   





 

        

 
      

 





x x

                 (21.53) 

ili: 

                          

2
0

0 1 0
T t t t A t d



   


  
         

  
x x                (21.54) 

      Koristeći  Coppel
' 
– ovu nejednačine: 

                                                           00
0

A tA t
t e e

 
   ,                                 (21.55) 

sledi: 
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         

 

 
    

0 0 0

0 0 0

2
0

1

2

12 22

0

1

1 1

A A AT

A A A

t t e A e e d

A
e e e

A

    



   

 

 


 





  
     

  

 
       
 
 

x x

        (21.56) 

         Koristeći relacije koji definišu početne uslove, lako se dokazuje, konačni rezultat,  

usputno koristeći i jed. (21.20): 

                                          022 ,
AT t t e t

 
  


       x x ,            (21.57) 

što je i trebalo dokazati. Q.E.D. 
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22. PREGLED DO SADA  

            OSTVARENIH REZULTATA 

             I PRAVCI BUDUĆIH ISTRAŢIVANJA 

 

Ostvareni rezultati  

 

1. Detaljno je sakupljena, proučena i sistematizirana relevanta literatura, vezana za 

proučavane klase sistema. 

 

        2. Dat je sistematičan, celovit i detaljan prikaz osnovnih osobina tri klase sistema 

automatskog upravljanja i ukazan na njihov značaj za dinamičku analizu sistema. 

 

 3. Forulisane su i dokazane, potpuno nove Teoreme koje za različite klase 

vremenski kontinuiranih sa čistim vremenskim kašnjenjem daju dovoljne uslove 

stabilnosti ovih klasa sistema kako na ograničenom vremenskom intervalu tako i kada je 

u pitanju praktična atraktivna stabilnost. Mimo toga, odreĎeni broj novih rezultata izlaže 

kriterije koji ne uzimaju u obzir iznos tog konstantnog čisto vremenskog kašnjenja  

a izvjestan broj koji tu činjencu ne prebegava. 

Time je postignuto da se ista klasa sistema može razmatrati sa adekvantog 

stanovišta usvojenog koncepta stabilnosti samo preko sistemskih matrica, u prvom 

slučaju, ai preko njih sa dopunskom informacijom o iznosu kašnjenja u drugom slučaju, 

što može kvalitativno pa i kvantitativno upotpuniti saznanja o stabilnosti razmatranog 

sistema.. 

Ta prva grupa novoizvedenih rezulata važećim je u uslovima pozitivno odreĎenosti 

jedne kvazisistemske matrice. MeĎutim, takva prepostavka ne umanjuje značaj 

rezultata, posebno kada su u pitanju vremenski diskretni sistemi sa kašnjenjem, jer 

takvi, do tada nisu ni postojali ili su bili iskazani preko fundamentalne matrice, što 

odgovara praktično potrebi za rešavanjem sistema diferenchih jednačlina sa pomerenim 

argumentom, što se jasno nastoji izbeći. 

 

4. Primjena LMI metode za neke od klasa ovde razmatranih vremenski vremenski 

diskretnih deskriptivnih sistema sa kašnjenjem, na jedan specifičan način, predstavlja 

takoĎer, jedna značajan rezultat, koji je ovde dopunjen jednim elegantnim pristupom sa 

minimalnin potrebnim ograničenjima.  

U formi dovoljnih uslova, ovaj kriterijum uključuje iznos čisto vremenskog 

kašnjanja, što mu daje poseban kvalitet. 

U posebno slučaju, kada nema kašnjenja ili je izostaje singularnost, spomenuti 

rezultati, u oba slučaja, svode se na dobro poznate od ranije izvedene rezultate za obične 

sisteme. 

 

Pravci daljih istraživanja 

 

Kada su u pitanju pravci daljih istraživanja, valja reci da se, prvo,  

u daljem radu na doktorskoj disertaciji očekuju i novi rezultati u sferi kontinualnih 

sistema sa kašnjenjem proširivanjem prilaza Lee, Dianat  (1981) na problem stabilnosti 
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na konačnom vremenskom intervalu pa čak i za klasu vremenski diskretnih sistema sa 

kašnjenjem. 

 

Nisu isključeni, po tom pitanju, ni singualarni ni deskriptivni sistemi sa čistim 

vremenskim kašnjenjem. 

 

Mimo toga potrebno je obezbediti valjano ponašnje razmatranih sistema  

na konačnom vremenskom intervalu kada se sa sigurnošću zna da isti nisu stabilni  

na propisanom vremenskom intervalu, što zalazi u domen sinteze sistema u jednom 

specifičnom smislu i znatno se razlikuje od standardnih postupaka stabilizacije. 

 

Svemu tome treba dodati i značajan broj konkretrnih numeričkih primera,  

uzetih iz prakse, koji će se prezentovati a sve radi verifikacije iznetih rezultata  

i komparativnih potreba, kako bi se procenila pripadajuća konzervativnost. 

 

Simulacije koje se predviĎaju, samo treba još više da upotpune sliku o valjanosti 

izvedenih Teorema i svih prezentovanih rezultata. 
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ZAKLJUČAK 

 

U žiži interesovanja ove doktorske disertacije bio je koncept neljapunovske 

stabilnosti u primeni na sisteme automatskog upravljanja sa kašnjenjem i neke posebne 

klase sistema koje iz njih proističu, kombinacijom istih i tzv. singularnih (deskriptivnih) 

sistema.  

U tom smislu, bilo je od interesa izvesti dovoljene uslove ovog koncepta 

stabilnosti, za različite pomenute klase sistema i unaprediti već postojeće rezultate u 

savremenoj literaturi u čemu se uspelo u velikoj meri.  

  U uvоdnоm dеlu i prvоm pоglаvlјu vеоmа dеtаlјnо su аnаlizirаnе i 

prеdstаvlјеnе prеdmеtnе klаsе rаzmаtrаnih sistеmа, sа pоsеbnim оsvrtоm nа klаsе 

vrеmеnski nеprеkidnih, а nеštо mаnjе, nа klаsе vrеmеnski diskrеtnih sistеmа, štо је i 

prirоdnо imајući u vidu tеmаtiku dоktоrskе disеrtаciје. Izlаžu sе еlеmеntаrnе 

spеcifičnоsti singulаrnih i dеskriptivnih sistеmа, i u tоm smislu, pоsеbnо sе аpоstrоfirа 

znаčај pitаnjа еgzistеnciје i јеdinstvеnоsti rеšеnjа, prоblеm impulsnih pоnаšаnjа i 

kоnzistеntnih pоčеtnih uslоvа, kао i pitаnjе fizičkе оstvаrlјivоsti (kаuzаlnоsti) sistеmа. 

Pоsеbnо sе аpоstrоfirа fеnоmеn čistо vrеmеnskоg kаšnjеnjа, kојi оbеlеžаvа vеliki brој 

klаsа sistеmа аutоmаtskоg uprаvlјаnjа. Dоbrо је pоznаtо dа njеgоvо prisustvо imа 

nеpоvоlјаn uticај nа dinаmičkе kаrаktеristikе sistеmа, а pоsеbnо nа stаbilnоst sistеmа 

sа pоvrаtnоm sprеgоm. Klаsа vrеmеnski nеprеkidnih singulаrnih sistеmа sа 

kаšnjеnjеm, оbјеdinjuје svе spеcifičnоsti prеthоdnо pоmеnutih klаsа sistеmа i јаsnо iz 

svih pоmеnutih rаzlоgа nајslоžеniја је zа dinаmičku аnаlizu. U tоm smislu pitаnjа 

skupа kоnzistеntnih pоčеtnih funkciја, prеdstаvlја nајznаčајniје pitаnjе kоје sе mоrа 

rеšаvаti а svе sа cilјеm dа sе dоbiјu rеšеnjа u zаtvоrеnоm оbliku sа nеimpulsnim 

člаnоvimа.U istоm tоm smislu pоnаšајu sе i vrеmеnski diskrеtni dеskriptivni sistеmi  

sа kаšnjеnjеm, kао rеаlnо pоstојеći ili kао diskrеtni аnаlоgаni оvih prvih. 

U drugоm pоglаvlјu аkcеnаt izlаgаnjа је usmеrеn nа dеtаlјnоm prikаzivаnju 

kvаlitаtivnih i kvаntitаtivnih оsоbinа svih rаzmаtrаnih klаsа sistеmа, kаkо bi sе 

priprеmilа  pоdlоgа zа kаsniја prоučаvаnjа i istrаživаnjа nа pоlјu  rоbusnоsti, stаbilnоsti 

i stаbilizаciје sistеmа. 

Тrеćе pоglаvlје  dеtаlјnо rаzmаtrа i dаје, hrоnоlоški prеglеd оsnоvnih 

kоncеpаtа stаbilnоsti, pоsеbnо stаbilnоst sistеmа u smislu Ljаpunоvа, kао оsnоvnоg 

kоncеptа kојi sе primеnjuје u dinаmičkој аnаlizi sistеmа. Мnоgо višе prоstоrа se 

pоsvеćuје rаzličitim kоncеptimа tzv. tеhničkе ili nеlјаpunоvskе stаbilnоsti.  U tоm 

smislu pоsеbnо sе ističе kоncеpt stаbilnоsti nа kоnаčnоm vrеmеnskоm intеrvаlu i 

kоncеpt prаktičnе stаbilnоsti. Ukаzuје sе nа njihоv znаčај sа inžеnjеrskе tаčkе glеdištа 

i primеnlјivоsti u svаkоdnеvnој pоtrеbi uprаvlјаnjа tеhnоlоškim i drugim prоcеsimа.  
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Čеtvrtо pоglаvlје оbuhvаtа znаčајnu sеlеktivnu rеkаpitulаciјu nеkih оsnоvnih 

rеzultаtа nа pоlјu prоučаvаnjа nеlјаpunоvskе stаbilnоsti svih klаsа оvdе rаzmаtrаnih 

sistеmа. Pоsеbnо је ukаzаnо nа mоtivаciјu zа tаmо nаpisаnе rеdоvе i izvеsnе prаzninе  

u pоstојеćој litеrаturi, zа kојi pоstојi vеć duži niz gоdinа hrоnični intеrеs. 

U pеtоm pоglаvlјu izlаžu sе nоvi, оriginаlni i nаučni dоprinоsi, оličеni u 

brојnim tеоrеmаmа, njihоvim dоkаzimа i еvidеntnоm vеrifikаciјоm krоz numеričkе 

primеrе i simulаciоnе pоstupkе.U tоm smislu izvоdе sе i brојni rеzultаti, kојi u fоrmi 

dоvоlјnih uslоvа, gаrаntuјu stаbilnоst nа kоnаčnоm vrеmsnkоm intеrvаlu, pојеdinih, 

оvdе rаzmаtrаnih klаsа sistеmа, prvеnstvеnо sа kаšnjеnjеm, а krоz kritеriјumе, kојi 

uzimајu u оbzir iznоs čistо vrеmеnskоg kаšnjеnjа ili kојi tu znаčајnu činjеnicu 

prеnеbrеgаvајu.  

I šеstо pоglаvlје dоnоsi nоvе rеzultаtе, оvdе nа pоlјu prаktičnе i аtrаktivnе 

prаktičnе stаbilnоsti.  U tоm smislu, rеzultаti sе zа pојеdinе klаsе sistеmа sа 

kаšnjеnjеm, gеnеrišu kао kоmbinаciја оnih rеzultаtа kојi gаrаntuјu lјаpunоvsku 

stаbiilnоst, sа pоsеbnim zаhtеvоm nа оsоbinu privlаčеnjа i rеzultаtа kојi оbеzbеĎuјu 

stаbilnоst nа kоnаčnоm vrеmеnskоm intеrvаlu, kојi mоžе biti nеprеkidаn ili dаt u 

оdrеĎеnеim intеrvаlimа, а shоdnо zаhtеvimа pоstаvlјеnim sistеmu.  

Nа krајu rаdа dаtа је krаćа rеkаpitulаciја оsnоvih nаučnih dоprinоsа, kао i 

prаvci i smеrnicе zа budućа, dаlја istrаživаlја. 
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