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ELASTOPLASTICNA ANALIZA RESETKASTIH NOSACA SA
OSTECENJEM PRI CIKLICNOM OPTERECENJU

Rezime

U ovoj doktorskoj disertaciji je razmatrano ponaSanje reSetkastih konstrukcija u plasti¢noj
oblasti sa ciljem da se optimizuje numericka analiza ovog problema i da se definiSe osnova
za proSirivanje odgovaraju¢eg modela na gredne elemente linijskih nosaca. Ovaj problem,
pri ciklicnom opterec¢enju, dobija novu dimenziju u pogledu ta¢nosti rezultata nakon
odredenog broja ciklusa, kao i u pogledu numeri¢ke zahtevnosti odgovarajuéeg modela.
Model materijala zasnovan na Prajzakovom (Preisach) histerezisnom operatoru, odreden
kao analiti¢ki izraz za vezu napon-deformacija, omoguéava numericki efektno modeliranje
jednoaksijalnog ponasanja materijala. Koriste¢i ovaj model, u ovoj disertaciji su definisane
jednacine u metodi konacnih elemenata za elastoplasti¢nu analizu reSetkastih nosaca pri
ciklicnom opterec¢enju i na osnovu toga je definisan algoritam za proracun u programskom

jeziku c++.

Za validaciju rezultata i analizu numerickih karakteristika proracuna zasnovanog na modelu
materijala koji je koriS¢en u disertaciji, u numerickim primerima su poredeni rezultati
dobijeni predmetnim modelom sa rezultatima dobijenim koriste¢i drugi histerezisni
operator (Bouc-Wen) 1 rezultatima dobijenim koriste¢i jedan od klasi¢énih modela

plasti¢nosti (model generalisane plasti¢nosti).

Geometrijska nelinearnost je uzeta u obzir poznatim metodama i definisana u delu
numerickih primera. Stanje napona u materijalu koji se analizira je jednoaksijalno, a u

numeric¢kim primerima sa grednim elementima je usvojena hipoteza o ravnim presecima.

Pored postoje¢eg (Prajzakovog) modela za elastoplasticno ponasanje materijala, u ovoj
disertaciji je definisan model oSteCenja u materijalu preko dva pristupa. U prvom pristupu,

definisani histerezisni operator za elastoplasti¢no ponaSanje materijala je modifikovan kako



bi mogao da modelira oste¢enje u materijalu. U drugom pristupu, u definisani algoritam
proracuna metode konacnih elemenata predmetnog modela elastoplasti¢nosti je uveden

fenomen oStecenja koriS¢enjem osnovnih principa mehanike kontinuuma sa oste¢enjem.

Pored toga, predstavljen je model za proracun histerezisnog gubitka energije u resetkastim
konstrukcijama, zasnovan na predmetnom modelu, kao i osnova za proSirenje analize na
gredne nosace koriste¢i numericku integraciju napona u popre¢nom preseku za jednostavne

slucajeve savijanja.

Kljucne reci: resetka, ciklicna plasti¢nost, histerezis, oSte¢enje, operator, nelinearna analiza,

numericka efikasnost
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ELASTOPLASTIC DAMAGE ANALYSIS OF TRUSSES
SUBJECTED TO CYCLIC LOADING

Summary

In this doctoral dissertation, behavior of trusses in plastic domain is investigated in order to
optimize numerical analysis of this problem and to define foundation for extending
proposed model to the analysis of beam elements. New dimension in this problem arise in
the case of the cyclic loading, relating to the accuracy of results after certain number of
cycles and computational effort of corresponding model. Material model based on the
Preisach hysteretic operator, determined as analytical expression for stress-strain relation,
enables numerically effective modeling of uniaxial material behavior. By using this model,
in this dissertation, finite element equations for elastoplastic analysis of trusses subjected to
cyclic loading are determined, which lead to definition of algorithm for numerical analysis

in c++ programming language.

In order to validate results and to analyze numerical performance of calculation based on
the material model used in this dissertation, in numerical examples, results obtained by
analyzed (Preisach) model are compared with results obtained by using other hysteretic
operator (Bouc-Wen) and also with results obtained by using one of the classical model of

plasticity (generalized plasticity model).

Geometric nonlinearity is taken into account by well established methods, and it was
defined in several numerical examples. Stress state in analyzed material is uniaxial, and in
numerical examples with beam elements, the assumption of engineering beam theory is

adopted (cross section is perpendicular to a bending line).

Besides existing (Preisach) model for elastoplastic material behavior, in this dissertation
damage model in material is defined through two approaches. In the first approach,

proposed hysteretic operator for elastoplastic behavior is modified, so that it would have the



possibility to model the damage in material. In the second approach, in proposed finite
element algorithm for elastoplastic analysis, phenomenon of damage is introduced by using

the basic principles of continuum damage mechanics.

In addition, model for calculation of hysteretic energy loss in truss structures, based on the
considered model, is presented, and finally, the foundation for extending the corresponding
analysis on beam elements, by using numerical integration of normal stress in cross section,

for simple cases of loading, is proposed.

Key words: truss, cyclic plasticity, hysteresis, damage, operator, nonlinear analysis,

numerical efficiency
Scientific field: Civil engineering
Specific scientific field: Engineering mechanics and theory of structures

UDK: 624.04:531.2(043.3)
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1 POGLAVLJE

1.1 UvOD

Resetkaste konstrukcije imaju Siroku primenu kao nosaci u gradevinskim konstrukcijama,
pa je na osnovu toga, njihova numericka analiza od znacaja u gradevinarstvu, narocito sa
aspekta optimalne iskoriS¢enosti materijala i trajnosti, Sto zahteva precizniju analizu. Pod
razli¢itim tipovima opterecenja, pojedini elementi reSetkaste konstrukcije mogu pretrpeti
znacajne plasticne deformacije, a usled zamora se mogu javiti trajna oSte¢enja u materijalu.
Poznato je da je dozvoljavanjem pojave plasticnih deformacija u numerickom proracunu
nosivosti konstrukcije, odnosno uvodenjem napona iznad granice tecenja kada materijal
ima osobinu ojacanja, moguce smanjiti utroSak materijala za izradu konstrukcije. Analize,
koje te pojave uzimaju u obzir, mogu da dovedu do znacajnog povecanja ekonomicnosti
izgradnje, ili mogu da daju realniji uvid u ponasanje konstrukcije u slucaju pojave napona
iznad granice elastiCnosti u materijalu. PonaSanje materijala u plasticnom domenu
predstavlja kompleksan problem u analizi konstrukcija, koji se u zavisnosti od vrste
materijala u inzenjerskom i nau¢nom aspektu analize moze definisati sa vise razliCitih
pristupa modeliranja. U ovoj doktorskoj disertaciji je analiza ograni¢ena na jednoaksijalno
ponaSanje materijala u plasticnom domenu uzimaju¢i u obzir i oSteéenja. lako se u
inzenjerskim konstrukcijama ¢esto koristi meki ¢elik ¢ija naponsko deformacijska kriva pri
monotonom jednoaksijalnom optereCenju ima horizontalni plato (slika 1.1(a)), pri
ciklicnom optere¢enju se taj horizontalni plato gubi i naponsko-deformacijski odnos se
formira u obliku zatvorene ili otvorene histerezisne petlje. Pored toga se u slu¢aju cikli¢nog
jednoaksijalnog opterecenja legiranih Celika, u plasticnom domenu, dobija karakteristicna
histerezisna petlja (slika 1.1(b)), koja se u velikoj meri poklapa sa delom krive pri
monotonom opterecenju. Zbog toga je od velikog znacaja odredivanje numerickog modela
koji moze sa velikom ta¢nos¢u da predstavi ovakvo karakteristicno ponasanje materijala pri

ciklicnom opterecenju.

Teorije plasti¢nosti se kao matematicki aparati za definisanje ponaSanja materijala mogu

prema razli¢itim pristupima i nivoima analize klasifikovati na veliki broj izvedenih teorija.



Na osnovu analiziranog prostornog nivoa u materijalu, moguce je grupisati sve pristupe u
tri nivoa modeliranja: makromodeliranje, mezomodeliranje i mikromodeliranje. U analizi
gradevinskih konstrukcija, pristup makromodeliranja je najces¢e dovoljan za opis fenomena

koji su od znacaja za modeliranja u takvom inZenjerskom pristupu problema.
1.2 CIKLICNA PLASTICNOST

1.2.1 Klasifikacija teorija plasticnosti

Na osnovu dimenzije i nivoa u materijalu koji se modelira, moZze se re¢i da konvencionalne
teorije plastiCnosti, predstavljaju pristup makromodeliranja, koji tretira materijal kao
kontinuum. Klasi¢ne teorije plastiCnosti se odnose na vecinu konvencionalnih teorija
plasti¢nosti koje podrazumevaju postojanje uslova teCenja i povrsi teCenja, kao i pravila

teenja 1 ojacanja kod slozenijih modela.

Klasi¢ne teorije plasticnosti, u kojima se definiSe postojanje povrsi teCenja, zakona tecenja,
pravila normalnosti, Drucker-ovog postulata i slicnih pojmova, mogu biti i zavisne i
nezavisne od brzine promene deformacije. Prema uticaju brzine promene deformacije na
odgovor materijala u plasticnom domenu, teorije plasticnosti se dele na rate-dependent
(viskoplasti¢nost) i rate-independent teoriju plasti¢nosti. Viskoplasti¢nost se primenjuje da
bi se modeliralo tecenje pri velikoj temperturi, kao i za modeliranje ponasanja materijala pri
velikim brzinama promene deformacije (100 s 'ili veée) §to uti¢e na promenu uslova
teCenja. Plasti¢nost koja ne uzima u obzir brzinu nanosSenja deformacije (rate-independent
plasticity) se koristi za modeliranje materijala pri temperaturama niZzim od ’2 temperaturne

granice topljenja i do umerenih brzina promene deformacija (0.01-10 s™).

Znacaj 1 potreba za koriS¢enjem povrsi teCenja u matematickom modeliranju plasticnog
ponasSanja materijala je analizirana joS od prvih modela plasti¢nosti. Postojanje povrsi
teCenja u matematickim modelima plasticnosti je posebno prisutno u modelima rate-
independent plasti¢nosti. Pored klasi¢nih teorija plastic¢nosti, Valanis [1] je predloZzio teoriju
plasti¢nosti bez povrsi tecenja koja moze da opiSe i rate-dependent ("Endochronic theory of
viscoplasticity") 1 rate-independent ("Endochronic theory of plasticity") ponasanje

materijala. To se postize uvodenjem pojma unutrasnje mere vremena (intrinsic time

2



measure) koje ne zavisi od realnog vremena ve¢ od odgovaraju¢e mere deformacije [1] ili
neke druge veli¢ine. Za definisanje viskoplasticnog ponaSanja materijala, konstitutivni
modeli bez postojanja povrsi te€enja su razvijani i pristupom jedinstvene viskoplasti¢nosti

(unified viscoplasticity) [2].

Sli¢na podela se moze definisati ukoliko se posmatra zavisnost trenutnog stanja materijala
od trenutne vrednosti posmatranih promenljivih i uticaja celokupne prethodne istorije tih
posmatranih promenljivih. U ovom kriterijumu podele, nepostojanje naslednih funkcija [1]
definiSe prvu grupu, koju izmedu ostalih cine klasicne teorije plasticnosti Prager-a,
Armstrong-a [3]-[5] sa svojim originalnim radovima i modifikacijama koje su predlozili
Chaboche, Ohno 1 Wang [6][7][8] 1 drugi. Takode ovoj grupi pripadaju i teorije sa
unutra$njim promenljivama od kojih je najpoznatija teorija generalisane plasticnosti
Lubliner-a [9]. Drugoj grupi teorija plasti¢nosti pripadaju teorije koje stanje u materijalu
odreduju, ne samo na osnovu vrednosti trenutnih promenljivih koje su definisane
odgovaraju¢im modelom, ve¢ i od prethodne istorije tih promenljivih. Prema [10], u drugu
grupu, pored teorije predstavljene u [1], spadaju i grupe modela histerezisa tipa Bouc-Wen
[11][12], koji ¢e biti uporedivan sa Prajzakovim modelom histerezisa [13] koris¢enim u
ovoj disertaciji. S obzirom na karakteristike ovog (Prajzakovog) modela histerezisa,
prikazanim u radovima Lubarde, Sumarca i Kraj¢inovi¢a [14], [15], moZe se reéi da pripada
drugoj grupi teorija plasti¢nosti prema prethodno definisanoj podeli. Bouc-Wen-ov model
histerezisa, jedan od najzastupljenijih modela koji se koristi u numerickim problemima
analize konstrukcija, je usavrSavan i analiziran u odnosu na teoriju koju je predlozio
Valanis, kao $to je prikazano u doktoratu Erlicher-a [16]. Sa druge strane, Prajzakov model
histerezisa nije jo§ uvek, sa teoretskih aspekata, u dovoljnoj meri u literaturi analiziran u
odnosu na postojece teorije plasticnosti, niti je formiran odgovaraju¢i numericki model za
elastoplasticnu analizu konstrukcija, a to je bio predmet istrazivanja ove doktorske

disertacije.
1.2.2  Fenomeni cikli¢ne plasti¢nosti

Kao $to je prikazano na slici 1.1, u opStem sluc¢aju, mogu da se jave razlike kod naponsko-

deformacijskih kriva konstrukcionog (ugljeni¢nog) Celika pri monotonom opterecenju, i



odgovaraju¢ih kriva kod legiranih celika gde se histerezisna petlja pri ciklicnom
opterec¢enju u velikoj meri poklapa sa naponsko-deformacijskom krivom pri monotonom

opterecenju.

— - — monotono opterecenje — - — monotono optereéenje

cikli¢éno opterecenje cikliéno opterecenje

(a) (b)

Slika 1.1(a) Dijagrami napon-deformacija za ugljenic¢ni ¢elik; (b) Dijagrami napon-
deformacija za legirani ¢elik
Cikli¢na plasti¢nost analizira nelinearno ponasanje materijala (materijalna nelinearnost u
obliku nelinearne veze napona i deformacija) pri ciklicnom opterecenju. Ponasanje
materijala koji se koriste u metalnim konstrukcijama je u tom slucaju rezultat slozenih
promena u mehanizmima kristalne resetke, pojave, propagacije prslina koje vodi do
konac¢nog loma materijala pa je usled kompleksnosti mehanizama na mikro-nivou jo§ uvek
tesko opisati konvencionalnim teorijama plasti¢nosti tacno ponasSanje materijala na makro-
nivou [17], dok gradijentne teorije kristalne plasti¢nosti i teorije diskretnih dislokacija nisu
numeri¢ki pogodne za analizu konstrukcija. Fenomeni koji su karakteristi¢ni za ciklicnu
plasti¢nost metala [18] i koji se mogu javiti kod drugih materijala koji se koriste u analizi
konstrukcija (beton, tlo, stene) su predstavljeni na slikama: 1.1, 1.2, 1.3 1 1.4. Posto je u
ovoj disertaciji razmatrano samo jednoaksijalno naponsko stanje, fenomeni koji nastaju

torzionim 1 smic¢u¢im deformacijama, kao i viSekasijalno naponsko stanje, nisu uzeti u



obzir. Najve¢i broj fenomena cikli¢ne plasti¢nosti se moze javiti kod jednoaksijalnog
naponskog stanja u metalima. "PoSto su veze izmedu makroskopskih plasticnih deformacija
1 mikro-mehanizama kvalitativne po prirodi, moze se re¢i da su teorije na makro-nivou jo$
uvek fenomenoloske po prirodi. Posledica toga je da je veoma tesko ta¢no opisivanje
histerezisnih eksperimentalnih krivih, ¢ak i u slu¢aju homogenih, izotropnih materijala u
jednoaksijalnom naponskom stanju" [17]. Fenomene cikli¢ne plasticnosti koji se mogu
javiti u elementima konstrukcija je najlakSe uociti tokom eksperimenata kontrolisane
deformacije ili kontrolisanog napona tokom jednog konstantog koraka opterecenja ili

nekoliko koraka sa razli¢itim amplitudama.

Bausingerov efekat (slika 1.2(a)) je fenomen karakteristican za cikli¢nu plasti¢nost i
predstavlja pojavu da se granica tecenja povecava u smeru plasticnog tecenja, a opada u
suprotnom smeru [18]. Ukoliko je granica teCenja oy, plasticne deformacije se javljaju
nakon prelaska ove granice za materijal koji je do odgovarajuceg trenutka bio samo u
elasticnom domenu. Kada optere¢enje promeni znak, material se ponovo ponasa elasti¢no
segmentom koji je duzine 2oy. Kao posledica ojacanja, napon pri kojem se ponovo javljaju

plasti¢ne deformacije u suprotnom smeru je manji od oy, ili ve¢i od -oy [17].

N
G
— <
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r 22
Oy
. rang plastiéne
20y deformacije
(a) (b)

Slika 1.2 (a) BauSingerov efekat; (b) Masing-ov tip ponaSanja



Ukoliko se prilikom razli¢itih amplituda opterecenja (deformacije), nakon poklapanja
donjih pikova grana histerezisnih dijagrama, javi i poklapanje gornjih grana, materijal
pokazuje Masing-ov tip ponasanja. Slika 1.2(b) prikazuje rang napona, odnosno plasticne
deformacije. Rang napona se odnosi na ukupnu (zbirnu) meru pozitivne i negativne
vrednosti napona, odnosno deformacije. Takvo (Masing) ponaSanje materijala pokazuje
stabilne mikrostrukture u procesu zamora [18]. Mnogi materijali pokazuju ovakav tip
ponaSanja pod odredenim uslovima ali ipak ve¢ina metala nema tu osobinu, i kod takvih
metala, takva osobina se naziva i efekat ranga deformacije (strain-range effect), odnosno

ponasanje takvih materijala zavisi od amplitude opterecenja [17].

Cikli¢cno ojacanje 1 omekSanje je rezultat promena u mikrostrukturi materijala i rezultira
povecanjem 1ili smanjenjem otpornosti materijala prilikom deformisanja u plasticnom
domenu [18]. OmekSanje materijala pri ciklicnom optere¢enju je rezultat oStecenja
materijala, odnosno pojave prslina. Cikli¢no ojacanje i omeksanje (slika 1.3 ) u velikoj meri
zavisi od prethodne istorije deformacije i amplitude cikli¢nog opterecenja kao Sto je
prikazano u [17] 1 najéesce je izraZzenije u pocetnim fazama cikli€énog opterecenja ciklusa sa

konstantnom amplitudom.

U slucaju eksperimenata sa nesimetricnim kontrolisanim naponom u plasticnom domenu,
materijali zavisno od svoje strukture i1 amplitude optereenja prikazuju neki od
"shakedown" efekata. U slucaju da se nakon prelaska granice plasti¢nosti, materijal
podvrgne takvim ciklusima optereenja da nema povecanja ni smanjenja plasti¢nih
deformacija, odnosno ako se ponasa elasticno, mozemo da kazemo da se javlja ,.elastic
shakedown” efekat. Ukoliko su ciklusi opterec¢enja nakon ulaska u plasticni domen takvi da
se javljaju promene plasticnih deformacija koje se poniStavaju, odnosno formira se
zatvorena histerezisna petlja, mozemo da kazemo da se javlja (stabilizovani) "plastic
shakedown" efekat. Ciklicno teCenje (strain ratcheting) se javlja ukoliko dolazi do
akumulacije plasti¢cnih deformacija pri ciklusima optere¢enja konstantne amplitude, bez
pojave oSte¢enja. Ovo je jedan od najsloZenijih fenomena cikli¢ne plasti¢nosti, a prouc¢avan
kroz veliki broj eksperimenata [19], [6], [20], [21], kao i kroz pokuSaje definisanja modela

cikli¢ne plasti¢nosti koje prikazuju ovaj fenomen [22], gde je pokazano da ovaj fenomen



zavisi od istorije 1 amplitude optere¢enja. Smanjenje brzine ciklicnog tecenja (ratcheting
rate decay) je Cest slucaj koji prati ovaj fenomen, a razliite istorije 1 amplituda opterecenja

mogu da dovedu i1 do akumulacije plasticne deformacije suprotnog znaka od znaka glavnog

napona.
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Slika 1.3 (a) Ciklicno omeksanje — konstantan napon; (b) Ciklicno ojacanje — konstantan
napon; (c¢) Ciklicno omeksanje — konstantna deformacija; (d) Cikli¢no ojacanje —
konstantna deformacija

Ovaj fenomen se ne moze direktno povezati sa izotropnim i klasicnim tipovima ojacanja,

ve¢ zbog svoje specificnosti sa ojatanjem ciklicnog tecenja (ratcheting hardening) [17].



Pristup koji tretira shakedown ponaSanje materijala je i pristup prikazan u radovima Melan-

a i Koiter-a [23], [24], koriS¢enjem grani¢nih teorema.
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Slika 1.4(a) Elastic shakedown ponasanje; (b) Plastic shakedown ponasanje; (c) Ciklicno
teCenje — "ratcheting".
Relaksacija glavnog napona je fenomen koji se javlja kod slucajeva nesimetricnog
opterecenja u vidu kontrolisane deformacije i zavisi od magnitude plasti¢nih deformacija.
Ovaj fenomen je sli¢an ciklicnom omeksanju, ali nije isti a javlja se i kod cikli¢no stabilnih
materijala. Ogleda se u pojavi da se povecanjem broja ciklusa, srednji napon sve vise tezi

nuli.
1.3 KLASICNA TEORIJA PLASTICNOSTI

Pocevsi od idealizacije plasticnog ponaSanja materijala, definisani su matematicki modeli

koji koriste, pored granice teCenja, i uslove tecenja (i ojacanja):

st(sp) (11)

gde je o napon u nekoj tacki materijala, a g, plasticna deformacija, ali u opStem slucaju
moze biti 1 neki drugi parameter deformacije ili napona. U opStem slu€aju uslov te¢enja se
definiSe kao matemati¢ka veza izmedu komponenti tenzora napona u posmatranoj tacki

materijala, koja mora da bude zadovoljena da bi doslo do plasti¢nog tecenja materijala:



fp(Gi/’Cy)zo (1.2)

Gde je f funkcija teenja a C; konstanta teenja u odgovarajuéem pravcu naponskog
prostora. U naponskom trodimenzionalnom prostoru funkcija f predstavlja povr$ teéenja,

koja ima oblik koji zavisi od uslova tecenja, kao i uslova ojacanja ako postoji:

f? <0 elastino ponasanje

f?=0 plasticno ponasanje (1.3)

Povrsi teCenja u klasi¢noj plasticnosti najcesc¢e predstavljaju matematicke povrsi u
naponskom prostoru, a idealno plastican materijal predstavlja grani¢ni slucaj za
modeliranje materijala u naponskom prostoru. Pored naponskog prostora, moguce je
definisati na sliCan nacin pristup koji definiSe plasticno ponasanje materijala u
deformacijskom prostoru, §to je narocito znacajno za definisanje osnovnih principa teorije
ostecenja u kontinuumu. U radovima Ilyushin-a, Owen-a i Lubliner-a [25]-[27] su prikazani

pojmovi i promenljive koje su analogne odgovaraju¢im pojmovima iz naponskog prostora.

Vecina trodimenzionalnih teorija za analizu plasticnog ponaSanja materijala mogu se
tretirati  kao generalizacija nekih idealizovanih dijagrama napon-deformacija pri

jednoaksijalnom opterecenju, odnosno generalizacija odgovaraju¢ih mehanickih modela.

Uslovi teCenja kao matematiCki modeli eksperimentalnog ponaSanja materijala u
plasticnom domenu su razvijani od Tresca-e [28], preko Von Mises-a [29], a koji
predstavljaju uslove teCenja nezavisne od glavnog napona u materijalu, dok je
generalizaciju Von Mises-ovog uslova teCenja za anizotropne materijale predstavio Hill
[30]. Za opisivanje plastiCnosti materijala kao §to su tlo, stene, beton neophodan je
kriterijum glavnog napona, pa se od teorija sa ovim Kkriterijumom istorijski najpoznatije
Mohr-Coulomb-ova i Drucker-Prager-ova koje koriste kao kriterijum smicu¢i i normalni

napon.

Kod idealno plastiénog materijala, povrs tecenja se ne menja u toku plasticne deformacije,

a materijal je elastican dok se ne ispuni uslov te¢enja. Ukoliko matematicki model ima



mogucnost da definiSe promene na povrsi tecenja, onda je moguce i zakonom o ojacanju
materijala definisati elastoplasti¢no-ponasanje materijala, za napone vece od napona na
granici teCenja. Za razli¢ite uslove tecenja, kao Sto predstavljaju i prethodno pomenuti
modeli plasti¢nosti, moze biti definisano ojac¢anje. Dva osnovna tipa ojacanja su izotropno
(kod kojeg dolazi do Sirenja povrsi teCenja), kinematicko ojacanje (kod kojeg dolazi do
translacije povrsi teCenja) pomocu koga je moguce modelirati 1 meSovito ojacanje, kao 1
Bausingerov efekat. Kao posledica toga, kinematicko ojaanje ima i moguénost da opise
ponasanje materijala u plasticnom domenu pri ciklicnom optere¢enju. Posmatraju¢i oblik
naponsko-deformacijskog dijagrama, moze se re¢i da ojaCanje moze biti linearno i

nelinearno.

Prager [31] je predlozio definisanje linearnog kinematickog ojacanja (translaciju povrsi

tecenja) preko razvoja (evolucije) "backstress"-a prema izrazu:

do,=c-d; , (1.4)

gde je o; mera translacije povrsi teCenja odnosno koordinate centra povrsi teCenja, c
konstanta, a dg;;,, brzina promene efektivne plastiéne deformacije. PoboljSani model
ojacanja koji omogucava nelinearnost naponsko-deformacijske krive su predlozili
Armstrong 1 Frederick [4]. Ovakav model omoguc¢ava i pojavu BauSingerovog efekta u
multiaksijalnom naponskom stanju, a zasniva se na pretpostavci da na ponaSanje materijala

presudan uticaj ima vremenski najbliza (najskorija) istorija deformacije:

2 .
d%zgcl “de; -C, 0, P

(1.5)

gde su c¢; 1 ¢, konstante materijala a p promena akumulirane plasti¢ne deformacije:

. 2
P :\/gd%,p e, (1.6)

Wang i Ohno [7] su predlozili multilinearno kinematicko ojacanje koje se zasniva na

modelu Armstrong i Frederick-a. Mroz-ovi [32] modeli koriste veliki broj promenljivih za
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opisivanje ciklicnog tecenja, a ojacanje je definisano sa nekoliko koncentri¢nih povrsi.
Dafalias-Popov model [33] koristi samo dve povrsi, povrs teCenja i grani¢nu povrs, a
nelinearno kinematicko ojacanje se definiSe kontinualnim variranjem modula ojacanja, §to
dovodi do translacije povrsi te¢enja. Chaboche [6] je uveo i novi ¢lan u dekompoziciji
kinemati¢kog ojacanja, koji simulira konstantno linearno ojac¢anje do odgovarajuée granice

nakon koje ojacanje ponovo postaje nelinearno.

NajceS¢e se na osnovu odgovarajueg modela plasti¢nosti, konstitutivno ponaSanje
materijala definiSe na nivou prirastaja napona i deformacija. Zbog toga se i odgovarajuce
teorije zovu inkrementalne teorije plasti¢nosti. Generalizacijom pristupa se dolazi do
konstitutivnih jednacina koje u slucaju idealno elastoplasticnog ponaSanja materijala
predstavljaju Prandtl-Reuss-ove, a u slu€aju kruto-plasticnog ponasanja Levy-Mises-ove.
Za materijale sa ojacanjem C¢iji su modeli navedeni u ovom poglavlju, modeliranje
ponasanja u plasticnom domenu se najces¢e definiSe preko Drucker-ovog postulata
odnosno pravila normalnosti. Analogni postulat u deformacijskom prostoru je Ilyushin-ov,
odnosno pravilo normalnosti na deformacijsku povrs. Na osnovu odgovarajuceg postulata i
definisanja plasticnog potencijala, generalizacijom, mogu se dobiti opSte konstitutive
jednaine neviskozne plasticnosti na osnovu kojih se definiSe i osnovni model

elastoplasticnog ponaSanja materijala u metodi konacnih elemenata [34].

U radu Bazant-a [35] se analiziraju odnosi "endochronic" teorije i1 inkrementalne
plasti¢nosti, ali bez detaljne termodinamicke analize, jer se termodinamicki aspekti ovih
teorija ogledaju u oganiCenjima i restrikcijama ovih teorija. U "endochronic" teoriji
plasti¢nosti, iako ne postoji elasticni domen, moguca je podela deformacije na elasti¢ni i
plasti¢éni deo. Pseudopotencijal je u ovoj teoriji kvadratna funkcija [35] unutrasnje
promenljive (deformacije), a osobina rate-independence se postize uvodenjem pojma
"unutra$nje mere vremena", koje za najjednostavniji slucaj (jednoaksijalnog naponskog
stanja) moze da se predstavi kao:

do =|de| >0 (L)
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Pa "unutraSnja mera vremena" postaje akumulirana ukupna deformacija, mada postoje i
uopstenije definicije za ovu meru vremena. U radu Erlicher-a [16] je prikazano da glavni
zakoni termodinamike vaze i za ovu teoriju. Kao i u klasi¢noj teoriji plasti¢nosti, i u
"endochronic" teoriji se odabirom razli¢itih unutra$njih promenljivih i njihovom odnosu
prema "unutras$njoj meri vremena" mogu dobiti odgovarajuci analogni modeli mehani¢kog

ponasanja materijala, pa 1 histerezisni model Bouc-Wen tipa.
1.4 DRUGI JEDNOAKSIJALNI MODELI PLASTICNOSTI

Za analizu konstrukcija u jednoaskijalnom naponskom stanju se pored modela klasi¢ne

cikli¢ne plasticnosti, u literaturi koriste i drugi pristupi. Jedan od naj$ire primenjivanih

c
//’ I
rd - / . -
7 ', — - — potpune histerezisne
e petlje
7/ s /
/ . g iy
/ ///’ rr, skeleton krive za cikli¢no
/ o L optereéenje (R.O. model)
/ 5 b oy
. L /
/ / Iy i €
1/, Iy
ryoy 1!
/ / /
/o /
/ / 4
/1 Y
S 2 SR
’// / /// /
T /
g
I 5
IL/ ~
/ ,/

Slika 1.5 Ramberg-Osgood-ov model (prikazan punom linijom)

zbog svoje jednostavnosti je Ramberg-Osgood-ov model [36], koji je modifikovan od

Mirambell-a [37] i drugih za napone iznad granice Gy (napon pri deformaciji od 0.2%).
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I o) , .
e=—+K-| — za montono opterecenje
1
E=£+l Ac } za ciklicno opterecenje
2 2E 2\ K prerecery (1.8)

o c | . e ..
e=—+ | — | zasimetricno ciklicno opterecenje
K’

U izrazu (1.8), K, K', n i n' su konstante, a £ modul elasti¢nosti. Ramberg-Osgood-ov
model za cikli¢no opterecenje definiSe granicu histerezisne krive u zatezanju (pritisku), a ne
ponasanje tokom celokupnog ciklusa opterecenja i rastere¢enja, odnosno G i € u izrazu (1.8)

predstavljaju granice (pikove) naponsko-deformacijske krive.

Veliku grupu jednodimenzionalnih modela ciklicne plasti¢nosti  predstavljaju
jednodimenzionalni histerezisni modeli [38], od kojih se izdvajaju modeli koji

omogucavaju glatki prelaz izmedu elasti¢nog i plasticnog domena.

Od histerezisnih modela koji se zasnivaju na diferencijalnim jednaCinama, posebno je
koristan 1 prepoznatljiv Bouc-Wen-ov model koji se moze opisati diferencijalnom

jednacinom:

Ft)=ratio -k -u (t)+(1 - ratio)-k-z(t)

()= A-u(t)-B-sign(z -1 (t))-|z (e)| -u(t)-y-u(t)-]z(2)

" (1.9)

gde je F(t) sila a u(t) pomeranje sistema. ratio je odnos krutosti pre (elasti¢na krutost k) 1
posle pojave plasticnog tecenja, a z(z) je histerezisna promenljiva i ima dimenziju duZine.

Parametri 4, a, B,y 1 n (slika 1.6) definiSu nagib, amplitude i1 oblik histerezisne krive sila-
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Slika 1.6 Bouc-Wen — ov model (modifikovan) za slu¢aj da su parametri A=1, f=y=0.5.

pomeranje. Bouc-Wen-ov model je usavrSavan i proSirivan za probleme viSeaksijalnog
naponskog stanja, a razlicite analize ovog modela su pokazale da moze da se svede na

model "endochronic" plasti¢nosti [16].

Moze se re¢i da je Masing [39] prvi predstavio koncept modela raspodeljenih elemenata
(Distributed Element Model — DEM) iako je taj termin uveo Iwan [40]. Dakle, odredivanje
ekvivalentnih sistema za definisanje histerezisa je jo$ jedan od modela kojima moze da se
definiSe cikli¢na plasti¢nost pri jednoaksijalnom stanju. Georg Masing je sa modelom koji
se sastoji od niza (10 elemenata) paralelnih elasto-idealno plasticnih elemenata koji imaju
razli¢itu granicu teCenja, bez opSteg, analitiCkog izraza modelirao BauSingerov efekat, ali
samo do odredenog nivoa. U svom originalnom radu [39] Masing je predlozio da se kriva

sila — pomeranje pri inicijalnom optere¢enju definiSe opstom funkcijom
J(rx)=0 (1.10)

gde je r sila a x pomeranje sistema. RastereCenje 1 ponovno optere¢enje su geometrijski

sli¢ni sa inicijalnim optere¢enjem, uz produzenje krive 2 puta na slede¢i nacin:

r—r, X—Xx,

S

5 0 (111)
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gde je (xy,7p) taCka rastereCenja na odgovarajucoj grani rastereCenja histerezisne krive, pa

funkcija f mora da zadovolji:

S~ (rx) (1.12)

odnosno histerezisna kriva simetri¢na u odnosu na pocetak.

Dakle, ukoliko funkcija u nekom trenutku dostigne deo krive koji je ve¢ opisan, funkcija f
nastavlja dalje istom putanjom krive. Masing je sa ovim modelom i formom koju histerezis

mora da zadovolji, definisao Masing-ovu hipotezu ili Masing-ov tip ponaSanja.

(r(): xﬂ)

(‘r 0> 'x())

Slika 1.7 Masing-ova histerezisna kriva pri cikli¢cnom operecenju

Originalna Masing hipoteza je pogodna za sluCajeve "steady-state" odgovora, dok je za
"transient" analizu, odnosno za optere¢ivanje izmedu proizvoljnih granica, Jayakumar [41]

predlozio prosirenje Masing-ove hipoteze sa dva histerezisna pravila [42].

Iwan (1966) je predstavio "Distributed Element Method" (DEM) koncept preko N

elemenata, koji predstavljaju serijsku vezu opruge i kliznog elementa (Coulomb-ov
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element) povezanih paralelno [43], a koji u specijalnom slucaju imaju istu krutost (k/N), a

razli¢ite granice teCenja r;*/N:

*

n oy k -x

rE ot 2 (1.13)

i=1 =n

gde je r ukupna sila, x ukupno pomeranje sistema, a n broj elemenata u stanju plasticnosti.
Za veliko N, i uvodenjem funkcije raspodele ¢(+), gde &(r )dr predstavlja deo ukupnog

broja elemanata koji imaju granicu tecenja r < r; <r +dr , ukupna sila r se dobija kao:

(7] _
ki/N /N
— NN — |
k/N /N

— NN N——

o o o o o o

kN /N

— AN ——— |

Slika 1.8 DEM model za jednoaksijalno histerezisno ponasanje

kx

r= jr* -(D(r*)dr* +kxTCD(r*)dr*
pes

(1.14)

U radu [44] je prikazano da su Iwan-ovi modeli generalizacija Masing-ovih modela,
odnosno da se svi Masing-ovi modeli mogu predstaviti kao paralelno-serijski Iwan-ov

model sa odgovaraju¢om funkcijom raspodele.
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U svom radu [45] Asaro je analizirao elastoplasticno ponaSanje materijala sa stanovista
mehanizama koji se dogadaju na mikro nivou metala koriste¢i klasi¢an pristup.
Kinematicko ojacanje, koje moze da ima viSe formi i nivoa analize, je predstavio sa

memorijskim sekvencama i vrednostima koje imaju povratni (recovery) karakter.

Iako su sa stanovista oblika histerezisne krive prisutni i poligonalni modeli (Clough-ov
model [46], Takeda model [47], Park-ov troparametski model [48] i sli¢ni) sveobuhvatniju 1
taniju analizu pruzaju modeli sa glatkim prelazom izmedu linearnog (elasti¢nog) i
nelinearnog (plasticnog) ponasanja (pomenuti ranije) koji su predmet analize u poglavlju 2.
i3.

Za definisanje cikli¢ne plasticnosti sa Prajzakovim modelom histerezisa se koriste sli¢ni

principi kao kod Masing-ovog i Iwan-ovog modela, kao §to je prikazano u poglavlju 3.1 i

3.2.

1.5 PREGLED PROCEDURA ZA ELASTOPLASTICNU ANALIZU LINIJSKIH
NOSACA

Cilj plasti¢ne analize je da se iskoristi nosivost materijala i nakon granice elasti¢nosti i da
se izvr$i redistribucija unutraS$njih sila. Za analizu linijskih nosaca se najcesce koriste
modeli koncentrisane plasti¢nosti (plasticnih zglobova) zbog svoje prednosti, u pogledu
jednostavnosti 1 numericke efektivnosti, u odnosu na modele raspodeljene plasti¢nosti
(plasti¢nih zona).

U metodi plasti¢nih zona (za koju se smatra da daje tatno reSenje) i sam linijski element,
kao i odgovarajuéi poprec¢ni preseci se dele na vise manjih elemenata odnosno vlakna kako
bi se postepena plastifikacija mogla modelirati. lako postoje 1 dvodimenzionalne i1
trodimenzionalne metode plasti¢nih zona, one su neprakticne za analizu konstrukcija, jer je
¢ak 1 kod jednodimenzionalne analize (gredni i reSetkasti elementi) prora¢un zahtevan sa

numericke tacke gledista i ogranicen na specificne analize.

Postoje 1 pristupi koji predstavljaju prelaz sa metode plasti¢nih zona na metodu plasti¢nih

zglobova kao 1 proSirena metoda plasti¢nih zglobova, koja nastaje poveéenjem tacnosti
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metode plasticnih zglobova, uvodenjem raspodeljene plasti¢nosti duz odgovarajuc¢ih

poprec¢nih preseka u linijskom elementu.

Metoda plasticnih zglobova je jednostavna i1 efektna metoda u elastoplasticnoj analizi
linijskih nosaca. Elementi su elasticni osim na krajevima gde se mogu razviti plasti¢ni
zglobovi. U ovoj metodi se znatno mogu razlikovati rezultati teorije prvog u odnosu na
teoriju drugog reda. Za posebne slucajeve, kada ne postoji uticaj velike normalne sile u
linijskom elementu (dominantno savijanje grednog elementa), ovaj metod pruza dobre
rezultate u poredenju sa odgovaraju¢im rezultatima metode plasti¢nih zona.

Osnovna teorema plasti¢ne analize konstrukcija je teorema grani¢ne analize kod koje je
takode moguce formiranje plasticnog zgloba u odgovaraju¢im ¢vorovima nosaca u kojima
se dostize granica plasticnosti u materijalu. Koncept grani¢ne teorije plastiCnosti je
inZenjerski pristup kompleksnom problemu analize koji €esto ima inkrementalni i iterativni
karakter. Koriste¢i vise metoda, mogucée je odrediti granicno opterecenje, koje ne sluzi
samo odrednica za projektovanje, ve¢ i1 kao ulazni podatak za kompleksniju analizu [49].
Grani¢no opterecenje u osnovnim teoremama grani¢ne analize predstavlja opterec¢enje pri
kome dolazi do formiranja mehanizma u idealizovanoj konstrukciji — modelu koji nema
moguénost da uzme u obzir i fenomene cikli¢ne plasti¢nosti materijala, pa u zbog toga ova
metoda nije pogodna za elastoplasticnu analizu linijskih nosaca pri ciklicnom opterecenju.
Modeli koji treba da opiSu ponaSanje materijala u plasticnom domenu pri ciklicnom
opterecenju mogu da budu veoma slozeni kako bi uspeli da opiSu fenomene ciklicne

plasti¢nosti ¢ak i pri jednoaksijalnom slucaju optereéenja.

Za jednoaksijalno naponsko stanje, odnosno za modeliranje plasticnog ponaSanja materijala
linijskih nosaca (grednih i reSetkastih), koriste se najces¢e algoritmi iz metode konacnih
elemenata, definisani sa konstitutivnim jednacinama teorije plasti¢nosti, sa odgovaraju¢om
grednom teorijom koja moze da uzme u obzir uticaj (Timoshenko-va gredna teorija ili
teorije viSeg reda) smicucih deformacija na ponasanje materijala ili da ih zanemari (Euler-
Bernoulli-jeva gredna teorija). U radovima [50]-[53] prikazani neki od modela za
elastoplasti¢nu analizu linijskih nosaca. Za elastoplasti¢énu analizu linijskih nosaca pri

ciklicnom optereé¢enju se koriste 1 modeli klasi¢ne plasti¢nosti ( [33], [32], [27] i1 drugi),
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modeli bez povrsi tecenja (Bouc-Wen-ov model), modeli matematickog programiranja

(MP) u analizi konstrukcija ([54]), kao 1 mnogi drugi modeli.

2 HISTEREZISNI OPERATORI

Histerezisni operatori, kao vrsta matematickih operatora, daju izlaz (odgovor), na osnovu

ulaza (pobude), nezavisno od vrste fizi€Ckog procesa koji opisuju.

Naziv histerezis potice od identi¢ne gréke reci, koja oznaCava kaSnjenje, odlaganje.
Histerezis je fenomen koji se javlja u fizickim procesima Cija je analiza od znacaja i za
inZenjere i za naucnike. To je pojava kada je za dati spoljasSnji parameter ili dejstvo na

sistem, mogu¢ razli¢it broj odgovora sistema, odnosno unutrasnjeg stanja, a jedinstven

S

u(t)

u(t) —> w —> B o

@ (b)

Slika 2.1(a) ,,Black-box‘ pristup u definisanju histerezisnih operatora; (b) Formiranje
odgovora kod diskontinualnih "delayed-relay" elementarnih operatora

odgovor je odreden uzimanjem u obzir i prethodne istorije dejstava na sistem. Fizicki
procesi u kojima se javlja histerezis su magnetizam, filtracija kroz porozne materijale,

mehanicka oStecenja, plasti¢nost, a javlja se ¢ak 1 u ekonomiji.
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Mnogi histerezisni operatori se zbog svog matematickog koncepta mogu definisati kao
kombinacija "black — box" pristupa i delimi¢nog poznavanja fizickog znacenja sistema kod

kojeg se javlja histerezis [55].

Histerezisni operatori mogu u opStem slucaju da zadovoljavaju razli¢it broj osobina kao $to
su monotonost, uzrocnost, osobine brisanja (wiping out property) i druge, ali da bi se
smatrali za histerezisne operatore moraju da imaju memoriju 1 da nisu zavisni od brzine

promene unosa (rate- independent ponasanje).

Za definisanje odgovaraju¢ih modela, potrebna je matematicka analiza histerezisa. Od
matematickih modela histerezisa modeli Prandtl-Ishlinskii, Preisach (Prajzak) i Duhem
modeli su zbog svojih osobina posebno proucavani i primenjivani kako u elastoplasti¢noj
analizi, tako 1 za modeliranje drugih fizi¢kih procesa u kojima se javlja histerezis. U ovoj
disertaciji su rezultati primene predmetnog histerezisnog operatora (Prajzakov model), u
modeliranju plasti¢nosti materijala, poredeni sa odgovaraju¢im rezultatima Bouc-Wen-

ovog modela histerezisa [11] koji pripada grupi Duhem histerezisnih operatora.
2.1  OSNOVNI POJMOVI HISTEREZISNIH OPERATORA

Sa matematicke tacke glediSta, histerezisni operatori se mogu klasifikovati prema
kontinualnosti funkcije operatora, odnosno ulaza i izlaza, na diskontinualne i kontinualne.
Kod diskontinualnih operatora (slika 2.1 (b)) se javlja diskontinuitet fizickog parametra, ali
1 pored toga, kao Sto ¢e biti prikazano kod (kontinualnog) Prajzakovog modela, on se
definiSe kao beskona¢na grupacija diskontinualnih "delayed-relay" elementarnih operatora

[56].

Druga klasifikacija se odnosi na takozvanu dimenziju memorije histerezisnog operatora i na
osnovu toga se dele na histerezisne operatore sa lokalnom (Markovian) i nelokalnom
memorijom (non-Markovian). Kod histerezisnih operatora sa lokalnom memorijom, stanje

izlaza f{?) je odredeno trenutnim stanjem ulaza u(?) , a kao posledica toga, stanje bilo
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u(t) u(t)

(a) (b)

Slika 2.2 (a) Histerezisna kriva za operator sa nelokalnom memorijom; (b) Histerezisna
kriva za operator sa lokalnom memorijom,;
koje tacke na f-u dijagramu je jednoznacno odredeno ulazom. U opStem slucaju, ako se
stanje odgovora f(t) moze definisati sa kona¢nim brojem unutraS$njih promenljivih, to je
slucaj histerezisnih operatora sa lokalnom memorijom [57]. Specijalno, ako je broj
promenljivih koji odreduju odgovor f{?) jedan, takvi modeli se klasifikuju u modele sa
skalarnom memorijom. Moze se rec¢i da su modeli klasi¢ne plasticnosti modeli sa lokalnom
memorijom, a najjednostavniji od tih modela predstavljaju modele sa skalarnom

memorijom.

Ako vrednost odgovora f{?) histerezisnog operatora u opstem slucaju zavisi od beskona¢no
mnogo unutrasnjih promenljivih, odnosno zavisi od celokupne prethodne istorije pobude
u(t), takav operator ima nelokalnu memoriju [57]. Za Prajzakov i Prandtl-ov model, koji
pripadaju ovoj grupi, zbog svojih osobina, se moze koristiti ograni¢ena istorija pobude, a
pored toga se moze re¢i da pojedini modeli sa konaénim brojem promenljivih pripadaju

ovoj grupi [43].

Pored histerezisnih operatora definisanih sa sloZzenim matematickim modelima, postoje i

inzenjerski histerezisni operatori. Oni su nastali kao pokuSaj da se, ne ulaze¢i dublje u
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matematiCku analizu operatora, na §to tacniji nacin predstavi histerezisna petlja, odnosno
poklapanje rezultata modela 1 empirijskih rezultata. To moze da dovede do ogranicene
primene ovakvih operatora, odnosno kori§¢enja za primenu u specijalnim slucajevima kada
ne daju veliko odstupanje od odgovarajuc¢ih eksperimentalnih rezultata. Posebno su korisni
u slucajevima kada jednostavni algebarski izrazi mogu da modeliraju efekte degradacije
krutosti, ustinuc¢a (pinching effect) dijagrama ili nekih drugih specifi¢nih fenomena cikli¢ne

plasti¢nosti.

1 v

u(t) u(t)
7 7

(a) (b)

Slika 2.3 (a) Rezultantna petlja polilinijskog histerezisnog operatora; (b) Rezultantna petlja
operatora koji ima moguénost da modelira ustinuée (pinching effect).

Po obliku histerezisne petlje, mogu biti polilinijski (slika 2.3) i polikrivolinijski, a za

Masing-ov model se moze re¢i da pripada grupi polikrivolinijskih operatora [16].

U ovoj doktorskoj disertaciji su prikazane osnovne karakteristike Prajzakovog modela

histerezisa, njegova primena u modeliranju ponaSanja materijala u plasticnom domenu [14],

[15] bez 1 sa oSte¢enjem [58], kao i primena ovog operatora u elastoplasti¢noj analizi

linijskih nosaca [59], koja pocinje sa najjednostavnijim nosaima ove grupe — reSetkastim
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nosacima. Takode su prikazane osnovne karakteristike Bouc-Wen-ovog modela histerezisa,

kao modela histerezisa koji je Siroko primenjivan u elastoplasti¢noj analizi konstrukcija.

Slozeni histerezisni operatori se dobijaju grupisanjem jednostavnih elementarnih
histerezisnih operatora, pa se Prandtl-Ishlinskii modeli dobijaju grupisanjem elementarnih
takozvanih "play" ili "stop" operatora (slika 2.4). U radu [56] su predstavljeni linearni,

nelinearni ili generalisani "play" 1 "stop"operatori.

(a) (b)

Slika 2.4 (a) Nelinearni play model (paralelna veza elasti¢ne opruge i plasti¢nog slip
elementa) za plasti¢no ponaSanje sa ojacanjem; (b) Nelinearni (Prandtl-ov) stop model
(redna veza elasti¢ne opruge i plasti¢nog slip elementa) za elastoplasticno ponasanje bez
ojacanja.

Iako se definicija odredenog broja najznacajnijih histerezisnih operatora zasniva na
poznavanju celokupne prethodne istorije unosa (ulaza), takav kompletan skup lokalnih
maksimuma i minumuma funkcije f{z) ne postoji za sve operatore. Ali ako se posmatraju
samo rastuci i opadajuci nizovi, onda se dobija takozvana redukovana sekvenca memorije
koja je dovoljna za odredivanje izlaza u vremenskom trenutku ¢ [56]. U slu¢aju Bouc-ovog
modela koji ima beskona¢nu dimenziju memorije, kompletna memorija se moze predstaviti
sa operatorom koji ima skalarnu memoriju. Iako u integralnom izrazu kod Bouc-ovog
modela, nasledna funkcija omogucava beskonacnu memoriju, ona se moze degenerisati u

skalarnu memoriju za specifi¢ne izbore tih funkcija [16].

23



u(t)

maxl + -

max2

u(t)

/ u(t)

min2

minl

Slika 2.5 Redukovana memorijska sekvenca ulaza u(?), koja se sastoji od konacnog niza
maksimuma (maxI,max2,...) i minimuma (minl,min2,...)

2.2 PRAJZAKOV MODEL HISTEREZISA

2.2.1 Uvod

Histerezisni operator zasnovan na Prajzakovom modelu pripada grupi kontinualnih
operatora sa nelokalnom memorijom. Dobija se grupisanjem, odnosno superpozicijom

elementarnih "delayed-relay" operatora G, g koji su prikazani na slici 2.6.

Operator G, g predstavlja preslikavanje

c*([0.7])x{L-1} - BV (0,7)nC’([0.7]) 2.1)

gde je BV(0,T) Banahov prostor funkcija (0,7) — R, a Cy" ( [0,T[ ) linearni prosor funkcija
koje su kontinualne na /0, T/ [56]. Neka je (o,p) bilo koji par iz R’ takav da je P<a, tada se

rezultati ovog operatora, G pu(t), mogu predstaviti funkcijom z [56].
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(a) (b)

Slika 2.6 (a) Odgovor elementarnog "delayed-relay" operatora G, g; (b) Superpozicija
elementarnih releja, koja daje konacan odgovor /().

Za svako u iz skupa c’(10,1]) prostora funkcija na intervalu od 0 do 7, funkcija z

predstavlja:
-1, u@0=<P

2(0)=1¢, B<u()<a (2.2)
L, u)za

Gde je £ =-11li 1. Za svako t iz skupa [0,T] :

X, ={te]0], u(r)=p v af
-1, X, #0,u(max X,)=p

zZ(t)= z(O), X, =0 (2.3)
1, Xt;tO,u(maxXt)za

Funkcija z je jedinstveno definisana na intervalu /0,7]. Ako je u(0)<p , onda je z(0) = -1 1

z(t)=-1, 1 to vazi i kad se u(?) menja sve dok je u(?)<a. U trenutku kada u(?) dostigne o, tada
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je funkcija z(¢)=1, i to vazi i kad se u(?) menja sve dok je u(?)>B. Kao rezultat, funkcija z(z)
je kontinualna na /0,77 1 ukupan broj varijacija te funkcije je konacan za konacan broj
unosa parametara o i . Dakle, Prajzakov histerezisni operator Pr u(?) se dobija
superpozicijom G,g operatora, odnosno on je kontinualni sistem paralelno vezanih
elementarnih operatora, kao $to je prikazano na slici 2.6. Ako je P(a,p) tezinska funkcija
prema kojoj su rasporedeni elementarni operatori, a I' skup vrednosti grani¢nih pragova (o

1 B) za promene (skokove) funkcije z, tada se Prajzakov histerezisni operator moze

definisati [60] kao

={(aB)eRZB<a}
f(t)="Pru(t “GBu t)dP(a,B) (2.4)

Zamenom, odgovarajucih granica i diferenciranjem funkcije P(e,f), dobija se:

f(t)= [ G pu(t)P(0.B)dodp
=8 (2.5)
Skup grani¢nih parametara o i 3 formira takozvanu Prajzakovu ravan (poluravan zbog

B<a), kao $to je prikazano na slici 2.7.
Iako se prvi put ovaj operator spominje kod Weiss-a [61], Prajzak [13] je prvi put predlozio
geometrijsku interpretaciju memorijske strukture ovog modela. Ako se analiziraju skupovi

vrednosti unosa (ulaza) a i B, takvi da vazi:

A ®={(aB)elz(t)=-1}, 4@ = {(aB)eT.z(1)=1},
L(t) = 04" () noA (1) (2.6)

Onda L(t) definise promenu pozitivnih i negativnih skupova (setova) 4" i A". Tada se na
osnovu izraza (2.2) i (2.3), moze re¢i da kada u(?) povecava vrednost, L(?) linija se pomera
nagore u Prajzakovoj ravni, a kada u(?) smanjuje vrednost, L(z) linija se pomera nalevo u

Prajzakovoj ravni. Grani¢na linija za L(?) je prava a=p, a zbog definicije L(?) iz (2.6), L(?)

26



predstavlja jedan element skupa maksimalnih antimonotonih grafova u domenu I' [56].
Antimonotoni graf je graf koji ima moguénost da i nakon brisanja temena, zadrzi
nepromenjene osobine. Skup grafova L(z) predstavlja memorijsku mapu unosa [56].

Specifi¢an slucaj grafa L(?) kada su ispunjeni slede¢i uslovi:

0/p) o -1, a+B<0
Z(1)= 1, a+B>0 (2.7)

odgovara granicnom sluc¢aju kada materijal nije bio izloZen histerezisnim nelinearnostima,

pa se na osnovu (2.7) definiSe pocetno stanje u odgovaraju¢em ograni¢enom trouglu.

Nakon odgovaraju¢eg unosa, graf L(?) deli region I" na dva dela i ima stepenast oblik (Slika
2.7). Temena ovog stepenastog grafa L(?) predstavljaju podatke o prethodnoj istoriji unosa.
Svaka tacka u domenu I' je jedinstveno definisana sa operatorom G, €iji su odgovarajuci
pragovi za promenu vrednosti u stvari koordinate tacaka u toj poluravni. Ako se posmatra

ograni¢en domen I', Prajzakova poluravan prelazi u Prajzakov trougao (slika 2.8).

A% /N
o o

(u(®),u(t))

\|/™

(b)

Slika 2.7 (a) Graficki prikaz evolucije promenljive z(#) u ravni o—f3; (b) Formiranje
stepenaste linije L(?)
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2.2.2 Geometrijska interpretacija 1 numericCko modeliranje Prajzakovog modela

histerezisa

OgraniCen (Prajzakov) trougao moze da se predstavi sa temenima u taCkama cije su
koordinate {(Bo,00), (-Bo,-0to), (-Bo,o0)} pri cemu je Po=o, a ukoliko se posmatra slucaj
kada je Prajzakova funkcija (P(o,3)) definisana samo u ovom trouglu, analiti¢ki izraz iz
(2.5) moze dobiti svoju geometrijsku interpretaciju. To predstavlja sluc¢aj zatvorenih
histerezisnih petlji. Kao §to je predstavljeno u prethodnom poglavlju, ukoliko ulaz u(?)
raste, kao posledica se javlja pomeranje linije L(?) nagore u ograni¢enom trouglu, a
suStinski u analognom modelu (slika 2.6) moZze da predstavlja promenu vrednosti u
elementarnim (delayed-relay) operatorima. Svi operatori Gqp koji su "ukljueni na
vrednost" -1 mogu da promene svoju vrednost u +1 prema (2.3) ako je vrednost ulaza u(?)

veca od odgovarajuce vrednosti a za svaki od elementarnih operatora.

(_BD 0"'0) (B(} aﬂ)

N

(=Bo —a) (a) (b)

Slika 2.8 (a) Ograni¢en Prajzakov trougao podeljen na dva dela stepenastom linijom L(?);
(b) Niz naizmeni¢nih unosa (ulaza) u; — us koji formiraju L(z) pod (a).

Ukoliko ulaz u(t) opada, to kao rezultat ima pomeranje linije L(z) nalevo u ogranicenom
trouglu, a suStinski, u analognom modelu, svi operatori G, koji su "ukljuc¢eni na vrednost"

+1 mogu da promene svoju vrednost u -1 prema (2.3) ako je vrednost ulaza u(z) manja od

28



odgovaraju¢e vrednosti  za svaki od elementarnih operatora. Stanje svakog operatora,
odnosno memorija Prajzakovog operatora, je dakle predstavljena stepenastom linijom L(?)
¢ija temena prema definiciji (2.6) predstavljaju relativne minimume i1 maksimume ulaza
u(t). Zbog svega navedenog i prikazanog na slici 2.8, izraz (2.5) se moze napisati kao:
f(6)=[[ P(a.B)G,zu(t)dadBp+ [[ P(a.B)G,gu(r)dodp

A (1) A (1) (2.8)
Posto se povriine A* i A odnose na sve one operatore uklju¢ene na vrednost +1, odnosno -1

respektivno, izraz (2.8) se moze predstaviti kao:

f(6)= [| P(a.p)dodp~ [ P(o.p)dodp 2.9)
A (1) A (1)

Evidentno je i iz geometrije Prajzakovog trougla da je uticaj prethodne istorije (memorije)
ovog modela, na razliku odgovora f;(?) 1 f>(t) za neko >t’, od presudnog znacaja, ¢ak iako

je pobuda u,() ista kao u,(?), u slucaju da je do trenutka ¢’ bio razlicita [57].

Prethodne navedene karakteristike su znacajne, jer omogucavaju geometrijsku
interpretaciju, a samim tim i potpuno ekvivalentu geometrijsku definiciju Prajzakovog
modela histerezisa. To takode omogucava i1 dalju generalizaciju ovog modela, a od
posebnog znaCaja je numericka metoda. Numericka metoda omogucava da se, zbog
geometrijske interpretacije, analiticko reSenje u zatvorenom obliku mozZe upotrebiti za
modeliranje histerezisnog ponasanja sistema pri proizvoljnom ulazu koriste¢i beskonacnu
dimenziju ovog modela. Ta beskonacna dimenzija memorije ne mora da sadrzi sve
prethodne ekstremne vrednosti, 1 to zbog osobine brisanja ("wiping out") [14] kao $to je
prikazano na slikama 2.5 i 2.7. Ukoliko se nakon odgovarajueg ulaza u(?) formira
viSestepenasta linija L(?), nakon jednog ulaza koji je ili kao rastuéi veéi od odgovarajuceg
ekstremuma, ili kao opadaju¢i manji od odgovarajuceg ekstremuma, mogucée je obrisati
temena (ekstremume) prethodnog ulaza. Drugim re¢ima, samo se naizmeni¢ni dominantni
maksimumi i minimumi zadrZavaju u zapisu Prajzakovog trougla, dok ostali ekstremumi

mogu biti izbrisani.
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Jos jedna vazna osobina ovog modela je kongruentnost (Slika 2.9), odnosno osobina da su
sve manje histerezisne petlje, koje odgovaraju identi¢nim intervalima ulaza, medusobno
kongruentne [15]. Preciznije reCeno, oblik ovih petlji se poklapa (Af;=Af>), ukoliko je

odgovarajuc¢i ulaz Au (izmedu uzastopnih vrednosti ekstremuma) isti.

Za modeliranje fenomena u kojima se javlja histerezis, koriste¢i Prajzakov model, sustina je
u odredivanju Prajzakove funkcije P(a,p). U monografiji Mayergoyz-a [57] su definisane
osnovne karakteristike ove funkcije i nacini za njeno odredivanje, dok se u radu Visintin-a
[56] odreduju karakteristike ovog modela sa stanovista funkcionalne analize i metrickog
prostora. Koristeéi ovu funkciju u radovima Lubarde, Sumarca i Kraj¢inovi¢a [14], [15] je
definisano jednoaksijalno ponasanje materijala u cikli¢noj plasti¢nosti koje je koriS¢eno u
ovoj disertaciji kako bi se formirao model za proracun reSetkastih nosaca u plasticnom
domenu uzimajuci u obzir 1 oSte¢enja. Odgovori f{?) se u tom slucaju mogu definisati i kao
napon i kao deformacija, dok se odgovarajuci ulaz u(t) definise kao deformacija, odnosno

napon respektivno.

v J

u(t) u(t)

(a) (b)

Slika 2.9 (a) Tranziciona kriva prvog reda f,-f p; (b) Kongruentnost odgovora manjih petlji
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Ukoliko su granice Prajzakovog truogla By odnosno oy, tada stanje negativne saturacije
histerezisne nelinearnosti odgovara sluc¢aju kada je ulaz u(?) spusten do donje granice -f , a
stanje pozitivne saturacije kada je ulaz u(#) dostigao gornju granicu oy. Tada se izraz iz
(2.9) moze transformisati, pa je lako pokazati da su odgovori f*, glavne rastuée i /~, glavne
opadajuce histerezisne petlje kod Prajzakovog modela iz izraza (2.10) jednaki kao da je i u

tom slucaju njihov zbir jednak dvostrukoj povrsini Prajzakovog trougla.

=1 ==2[[P(o,)-dodB,  f=f" (2.10)

Ukoliko u fizickom procesu nije doslo do pojave histerezisnih nelinearnosti, to odgovara,

prema izrazu (2.6) nultom stanju, odnosno slucaju kada prava a=- deli grani¢ni trougao na

dva jednaka dela (izraz (2.7)).

Tranzicione krive prvog reda su krive koje nastaju nakon trenutka u kojem unos u(?) pocne
da raste iz stanja negativne saturacije do odgovarajuce vrednosti o' . Tada se odgovarajuci
odgovor oznacava sa f,, a ova kriva se jo§ zove granic¢na rastuca kriva. Tranzicione krive
prvog reda nastaju kada se u ovom slucaju promeni smer ulaza u(?) do odgovarajuce

vrednosti f3', a odgovarajuc¢i odgovor promeni do f g

Tada moZemo definisati funkciju F(o',') kao :

1
F(ou,ﬁ')=E (for = S (2.11)
Ako se izrazi za f,, 1 fo p. predstave u Prajzakovom trouglu, onda je o¢igledno da:

Sy =S ==2[[ P(0,B)- dodB (2.12)

Gde je domen T promena povrSina u Prajzakovom trouglu nastala kao rezultat promene

unosa od o’ do 3. Sledi da je:
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F(o,p) = [[ P(a.B)-dadp

T

,’ ' oo ’ P
Flep) mp(a P a]dﬁ (2.13)

zf;xrﬁr
00'0p’

(o))

N | —

P(a,p)=

Posto je B apscisa u o—f ravni, onda je prvi izvod tranzicione krive f, g po promenljivoj 3
u stvari tangens ugla te krive u o—f3 ravni. A Prajzakova funkcija predstavlja u stvari prvi
izvod po ordinati o tangensa tog ugla:

1 8tan6(a',[3’)
Pleb) % (2.14)

Zakljucuje se da je Prajzakova funkcija pozitivna ako tan(o',f'’) monotono raste kao
funkcija o' za fiksno f' §to je 1 uvek slucaj kod ovog modela i u skladu sa eksperimentalnim
dokazima za histerezisne sisteme, pa se moze re¢i i da je ova funkcija pozitivna po
definiciji [57]. Funkcija P(a,) moze da se i predstavi i kao funkcija distribucije
elementarnih releja sa nekom statistickom konotacijom, pa je to joS jedan razlog vise da
bude pozitivna [57] . Sli¢ni izrazi mogu da se izvedu u slucaju da se krene iz stanja
pozitivne saturacije. U tom slucaju se lako izvodi osobina "mirror symmetry" kao rezultat

kongruentnosti rastu¢ih i opadajucih tranzicionih krivih prvog reda.
P(-B-0)=P(0,B) (2.15)

lako analiticko reSenje u zatvorenoj formi prema izrazu (2.5), treba da omoguci
matematicki tacnije i direktno izraCunavanje rezultata, odredivanje dvostrukog integrala na
osnovu ovog izraza je tesko definisati za proizvoljne slucajeve unosa. Kao §to je prikazano
u izrazu (2.9), odredivanje integrala moze da se geometrijskom interpretacijom svede na

odredivanje razlike povrsina pozitivnog i negativnog seta 4" i A™.
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Da bi se odredio integral, odnosno razlika pozitivnog i negativnog seta, moze se koristiti
samo jedan od dva seta, dok se drugi raCuna na osnovu poznate veli¢ine ukupne povrsine

ograni¢enog Prajzakovog trougla.

f(t)z—jJP(a,B)dadB+2 H P(a,B)dadp

A*(t)
[[P(0.B)dodB = F(ay.B,) (2.16)

Celokupan problem se time svodi na ra¢unanje povrsine jednog seta (4 "), koji se sastoji iz
sume trapeza i trougla (kao specijalnog slucaja trapeza). U monografiji Mayergoyz-a [57]

je prikazan pristup gde se povrSina svakog trapeze ra¢una kao razlika povrSine dva trougla:

[[ P(a.B)dadp=[[ P(ap)dadp— [[ P(aB)dadp

TR(1) T(My my) T(Mymy)
[ P(a.B)dodp=F(M,.m,)
(M) (2.17)
( .U )P(G’B)dadB:F(Mk—l’mk—l)
T(My_ymy

Koriste¢i ove smene, odgovor nakon pobude koji se zavrSava opadaju¢im delom funkcije
f(?) se sastoji od razlike pocCetne povrSine trougla, sume trapeza do poslednjeg ¢lana unosa, i

¢lana koji je rezultat poslednjeg ¢lana ulaza:

f(t):—F(aO,BO)+2[:ZIF(Mk,mk)—F(Mkl,mkl)}

+ F(M,,m)-F(M,.m,)] (2.18)

Sli¢ni izrazi se dobijaju ako se ulaz zavrSava sa rastu¢im delom funkcije f{z), a sa ovako
odredenim izrazima, definiSe se kompjuterski kod i algoritam proracuna koji se zasniva na
kvadratnoj i trougaonoj mrezi odgovarajuceg Prajzakovog trougla. S obzorom da se radi o
mrezi, neophodno je da se odredi pripadnost tacaka ekstremuma ulaza odgovarajuc¢im

poljima i njihova "mesh" vrednost koriste¢i funkcije interpolacije:
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Sy =Co+Cou+C,p+Cap ili
S =Co+Co+Cp (2.19)

gde se koeficijenti C; nalaze iz vrednosti u temenima kvadrata i trouglova. U monografiji
Mayergoyz-a, se takode navode izrazi za globalnu linearizaciju inkremenata izlaza
(odgovora) koji mogu da budu korisni u slucajevima kada su funkcije ulaza periodi¢ne. U
radovima Sumarca [62], [14] su definisani analiti¢ki izrazi za razli¢ite slu¢ajeve cikli¢nog
optere¢enja materijala u plasticnom domenu pri jednoaksijalnom naponskom stanju. U
predmetnom istrazivanju je postupak odredivanja analitickog izraza (integrala (2.5)) tacan,
odnosno odredivanje odgovaraju¢ih povrSina u Prajzakovom trouglu je definisano
algoritmom koji uzima u obzir tacne koordinate tacaka odgovaraju¢ih trapeza, bez

koriS¢enja mreZze.

(_BO ao) (B() OLO)

(-Bo —p)

Slika 2.10 Mesh organizacija Prajzakovog trougla

Kao §to je prikazano u poglavlju 6, pored grani¢nog (Prajzakovog) trougla, da bi se
modeliralo linearno ojacanje u plasticnom domenu, potrebno je uvesti dodatne granicne
trapeze. Ukoliko je to potrebno zbog numerickih analiza, moguce je granice ovih trapeza

povecati do konacno velike vrednosti, kako bi materijal imao (ne)ograni¢enu granicu loma.
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Granice je potrebno definisati zbog definisanja ukupne (zatvorene) povrSine Prajzakovog

grani¢nog trougla (izraz (2.16)), odnosno trougla i prizmi.
2.3  BOUC-WEN-OV MODEL HISTEREZISA

Bouc-Wen-ov model u osnovnom obliku predstavlja nelinearnu diferencijalnu jednacinu
prvog reda koja definiSe vezu ulaz (pomeranje) — izlaz (sila) u histerezisnom obliku. U
zavisnosti od podvrste modela, razliCit broj parametara je potreban da bi se veza sila-
pomeranje na odgovaraju¢i nacin predstavila, a odredivanje tih parametara je bitno za bolju
aproksimaciju realnog ponaSanja materijala. Ceo koncept ovog modela moze da se primeni

1 na vezu napon-deformacija.

Bouc-Wen-ov model histerezisa pripada klasi Duhem histerezisnih operatora. Bouc-Wen-
ov model je razvijan koriste¢i polu-fizicki pristup kao $to je prikazano na slici 2.1. Bouc je
1971. predstavio [11] prvi originalni model ovog tipa pocevsi od analiziranja oscilovanja

sistema sa jednim stepenom slobode.

(2.20)

Gde je B[uj(t) histerezisni operator a F(t) izlaz (odgovor) ulaza u(t) i predstavlja
rezultujucu silu. p(?) je sila pobude, m masa, a F(¢) je definisana koriste¢i “hereditary

kernel” (naslednu funkciju) [16] koju je definisao Volterra [63]:

F(r)= (0. )du() = B[u](1) 221)

0

gde je unasledna funkcija koje se definiSe kao ograni¢ena, pozitivna, opadajuca funkcija

vremenske razlike:

n(et)=p(r-r) (2.22)
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A =t-t (2.23)

A, (6.8)=u(t)—u(t')

U ovom izrazu ¢ je trenutno vreme, a t' je prethodno utvrdeno vreme. A, i A, su
odgovarajuce razlike vremena i funkcije ulaza respektivno. Da bi se uspostavila nezavisnost
od brzine promene unosa, Bouc je predlozio zamenu realnog “Newtonian”vremena sa
"unutra$njim (intristic) vremenom", odnosno razlikom Au koja je definisana istorijom ulaza

u(t) [16]. Rezultujuca sila moze jos uopstenije da se predstavi kao:

F(t)=k-u(t)+f(u(t))+=(2)
z(t)=ju(Au(t,t'))duCI>(u(t')) (2.24)

Gde je k > 0 konstanta, a f'1 ® funkcije koje, pored toga Sto zadovoljavaju odgovarajuce
uslove, se definiSu tako da funkcija ' =f(u) predstavlja nelinearnu elasti¢nu silu, a ®=D(u)

predstavlja filter istorije unosa koja je definisana sa z(¢) [16].

Ako se na osnovu razlike Au definiSe Avprema (2.25), tada moZemo v da nazovemo

"unutrasnje (intristic) vreme" [10] ili "unutraSnju meru vremena".

t

A, (t.6')=v(t)=v(t') = [dv(7)

¢

; dd du (2.25)
= [p(v—v) =L
Z(U) ‘([},l(l) V ) 5 1)’ AV]

Usvajanjem razli¢itih vrednosti za £, f, kao i odgovaraju¢im definisanjem nasledne funkcije
t(v), dobijaju se razliciti histerezisni operatori Bouc-Wen tipa. Najjednostavniji se dobija
kada sa smenama k=0, /=0, 1 ®(u)=u kao i eksponencijalnom formom nasledne funkcije

t(v), eksplicitni integralni izraz degeneriSe u eksplicitni diferencijalni izraz:
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p(v)=4e™, A Pp>0

d’u

dt’ b (2.26)
dFF  dz ) du

E:E:[A—B-z-szgn(du)]z

Mehanicki sistem koji pokazuje histerezisno ponasanje se moze modelirati osnovnim Bouc-
Wen-ovim modelom histerezisa, tako Sto se 4 1 B definiSu kao konstante koje opisuju
nasledni deo z(#) rezultuju¢e funkcije F(?). Sli€no se dobija 1 u slucaju da je u pitanju
multieksponencijalna nasledna funkcija. Za izvodenje generalnih izraza, treba

generalizovati funkciju @ (u).

Drugi tip modela je Bouc predstavio uvodenjem dodatne konstante y kojom bi se osigurala
priblizna jednakost krivih elasticnog optereéenja i1 rastere¢enja. Tre¢i tip modela.je

definisan kako bi se u model uvela osobina ustinu¢a (pinching effect).

7N
J Jw
ﬁ L - = - —
JS A 4 A
u(t) , u(t)
feam
(a) (b)

Slika 2.11 (a) Bouc-Wen-ov model koji moze da predstavi "pinching" (ustinuce); (b) Bouc-
ov model pokazuje osobine nestabilnog drifta.

Wen je predstavio [12] modifikaciju Bouc-ovog modela uvodeci nelinearni ¢lan A(u') koji

zavisi od brzine promene unosa (deformacije). Wen-ova modifikacija je bila znacajna za
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primenu u problemima analize konstrukcija. Parametar n (slika 1.6) je pozitivan i1 od njega
zavisi oblik nelinerne veze sila-pomeranje. Ukoliko je » veliki broj, odnosno tezi
beskonacnosti, ponasanje ovog modela u stvari predstavlja elasticno linearno plasti¢no
ponasanje materijala, a smanjivanjem vrednosti ovog parametra, dobija se ve¢a nelinearnost
ove zavisnosti (slika 1.6) u smislu pocetka nelinearnosti pri nizim vrednostima pomeranja.
U Wen-ovom drugom modelu je definisan odnos krutosti pre i posle teCenja sa parametrom

ol

Druge modifikacije osnovnog Bouc-Wen ovog modela su omogucile degradaciju krutosti i
¢vrstoce, modeliranje ustinu¢a (pinching effect) uvodenjem novih parametara i funkcija

(Baber-Wen, Baber-Noori, Foliente itd.)

U radu [55] je prikazana matematicka i fizicka konzistentnost osnovne verzije Bouc-Wen-

ovog modela , analizirana je histerezisna kriva i uticaj parametara na oblik te krive.

Originalni Bouc-ov model ne pokazuje osobinu zatvaranja manjih histerezisnih petlji, ali je
moguée modifikovati ga kako bi se dobio novi Bouc model — Masing tipa. Stavise, Bouc-
ov model pokazuje osobine nestabilnog drift-a (slika 2.11), odnosno izrazenog tecenja kod
manjih petlji [42]. U radu [16] je pokazano da je zbog potrebe da se modelira degradacija
krutosti, zadrzana diferencijalna formulacija Bouc-ovog modela, za razliku od Masingove
koja je algebarskog tipa. Kod Masing tipa su umesto konstanti 4 i 3 definisane promenljive
koje se menjaju od petlje do sledece histerezisne petlje, a zavise od prethodne istorije (z-u
vrednosti). Za potrebe formulisanja ovakvog modela potrebno je i uvesti vektore prethodnih
dominantnih maksimuma i minimuma, kao i pravila za njihovo brisanje, pa ovaj model nije

numericki efektan za modeliranje Masing tipa ponasanja materijala.

Identifikacija parametara ovog modela je moguca koriste¢i matematicke postupke koji se
sastoje iz viSe koraka kao S§to su metoda najmanjih kvadrata, Kalman filter, Geneticki

algoritmi, Gauss-Newton iterativni postupci i drugi [55].
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3 MODELIRANJE ELASTOPLASTICNOG PONASANJA
MATERIJALA PRIMENOM PRAJZAKOVOG MODELA
HISTEREZISA

Jedan od principa za modeliranje elastoplasticnog ponasanja materijala histerezisnim
operatorima zasniva se na definisanju jednog analognog mehani¢kog modela koji je vezan
paralelno i/ili redno sa drugim modelima svoje ili druge klase. Za svaki od modela se
definiSe mehanicko ponaSanje koriste¢i odgovarajuci set algebarskih i/ili diferencijalnih
jednacina. Na osnovu ovakvog slozenog mehanickog modela dobija se odgovor po principu

ulaz-operator-izlaz.

Da bi se Sto uopStenije modeliralo elastoplasticno ponaSanje materijala, potrebno je
definisati prvo analogni model elastoplasticnom ponasanju sa linearnim ojacanjem kao $to

je prikazano na slici 3.1.

ho
E AN
c o
& —AAAAA— RN
° Y|
ho
Ey
o I - " AAN
€ €
& AN 2,
—Y
E 8 v [ % L
1 7]
(a) (b)

Slika 3.1 (a) Elasticno — linearno plasti¢éno ponasanje materijala sa pocetnim modulom
lasti¢nosti £, granicom tecenja Y i modulom ojacanja Ej; (b) Jedini¢ni troelementni model
koji reprodukuje ponasanje pod (a).

Elastiéno — linearno plasticno ponaSanje koje je prikazano na slici 3.1(a) moze da se

predstavi troelementnim analognim modelima koji su prikazani na slici 3.1(b). Funkcija

unosa moze biti deformacija &() ili napon o(¢). Elasti¢ni element, koji ima duzinu / i modul
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elasti¢nosti £y, je redno vezan sa paralelnom vezom elasti¢nog (modul 4y) i plasticnog
elementa (granica plasti¢nosti Y), duzine L. Konac¢ne karakteristike ovog modela se

dobijaju prema izrazima:

E=E,(I+L) /1

E,=E h/(E+h), 3.1)

h=ho (I+L) / L.

pa je za ovaj model modul elasti¢nosti £, a modul ojacanja Ej,.

Kao $to je prikazano u poglavlju 2.2, Prajzakov model zasniva na mapiranju ulaza (pobude)
u(t) u izlaz (odgovor) f(?) u integralnoj formi prema (2.5), a na osnovu izraza (2.9) i analize
u 2.2.2, definiSe se geometrijska interpretacija ovog modela. Da bi se definisao
odgovaraju¢i model za mehani¢ko ponaSanje materijala, potrebno je zameniti funkcije
ulaza i izlaza u(?) 1 f(¢) sa promenljivama koje definiSu ponaSanje materijala, € 1 &, kao §to
je prikazano u [51]. lako je mogudée definisati Prajzakov model histerezisa za razliite
analogne modele, za generalno elastoplasticno ponasSanje, najpogodnija polazna tacka je
troelementni jedini¢ni model kojije prikazan na slici 3.1. Pored izabranog analognog
modela za mehanicko ponaSanje materijala (slika 3.1), jednoaksijalno histerezisno
ponasanje duktilnog materijala se moze uspesno predstaviti Prajzakovim modelom i na
druge nacine, serijskom ili paralelnom vezom elasti¢ne opruge i plasti¢nog (slip) elementa
[15]. Ovakav model daje rezultate koji imaju prednosti u odnosu na klasi¢éne modele Iwan-a

[40] 1 Asara [45] zbog jednostavnosti 1 analiti¢ke (stroge) matemati¢ke formulacije.

Za svaki analogni model koji se modelira Prajzakovim modelom histerezisa, najbitniji
zadatak je odredivanje Prajzakove funkcije. Prajzakova funkcija, koja treba da se odredi u
odgovaraju¢em razmatranom slucaju, mora da ima osobine brisanja i konguentnost manjih
petlji, kao 1 druge osobine koje zadovoljava opSta Prajzakova funkcija razmatrana u

poglavlju 2.2.
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3.1 REDNA VEZA JEDINICNOG TROELEMENTNOG MODELA

Za troelementni analogni model sa slike 3.1, gde funkcija ulaza predstavlja napon,
Prajzakova funkcija se moZze odrediti na osnovu histerezisne nelinearnosti prikazane na slici
3.2. Kod redne veze jedini¢nih modela se kao ulaz definiSe napon, a izlaz (odgovor) je u
tom slucaju deformacija. Kod paralelne veze jedinicnih modela se kao ulaz definiSe

deformacija, a izlaz (odgovor) je napon.

En

(a) (b)

Slika 3.2 Histerezisna petlja definisana materijalnim modelom sa slike 3.1(a) Funkcija
ulaza — deformacija ; (b) Funkcija ulaza — napon.

Kao Sto je predstavljeno u poglavlju 2, odredivanje tranzicione krive prvog reda moze da

bude prvi korak u definisanju Prajzakove funkcije, pa se na osnovu slike 3.2(b) dobija:

Jop=Ju=(a=B)/E o>, 0-2YB<0
fop=1,—2Y/E—(a—2Y-B)/E, o>B, a-2¥B=0 (3.2)
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Fup _ 1

I H(a-B) o>P, a-2YB<0

Fop 1

a_BB " H(a—2Y-) o, a-2Y-B20 (3.3)
oy 1 1 1

= 6; =EH(°‘—B)+EH(“_2Y_B)_EH(0‘_2Y_B)

Ovako odredena (izraz (3.2)) tranziciona kriva prvog reda se diferencira dva puta po

grani¢nim parametrima o i 3 kako bi se dobila Prajzakova funkcija (definisana prema

izrazu (2.13)). Ta funkcija je u ovom slucaju definisana samo na pravama

o—B=0 and a—B=27, odnosno data je sa izrazom (3.5). Sa H je oznacena Heavyside-ova, a

sa d Dirac-ova delta funkcija.

s _ L5 avelsio v g) L8y
6&8B_E8(a B)+Eh8(a 2Y -B) ES(oc 2Y -B)
34
:El(s(a-s)+E‘Eha(a_zy_B)J G4
0* _
P(a,B)z%@O{é‘g =ﬁ(8(a—[3)+E hEhg(a—ZY—B)} .

Izraz za deformaciju, kada je ulaz napon, je dat sa:

(1) :é{ [3(cc=B)-G,0(7) doch+E;hE” [8(a-2y —B)'Ga,sc(f)dadﬁ} (3.6)

Posto je prvi integral u izrazu (3.6) definisan samo kada je B=a, a drugi integral kada

B=0a-2Y, parameter B se moze eliminisati iz izraza (3.6).

je
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g(z):L TGQ,QG(Z doa+t I aayO(t)da

-0 2Y-o,

(3.7)

Prvi deo na desnoj strani izraza (3.7) predstavlja elasti¢ni, a drugi plasti¢ni deo deformacije.
S obzirom da je funkcija ulaza napon, moguce je analizirati sistem od beskona¢no mnogo
jedini¢nih troelementnih modela, povezanih redno (Slika 3.3). Za sistem od beskona¢no
mnogo jedini¢nih troelementih modela, povezanih redno, sa razli¢itom raspodelom granice

teCenja Y, <Y<Y, ukupna deformacija je:

Ve
e(1)= Yj p(Y)e(Y,1)dy (3.8)
Moze se usvojiti pretpostavka da svaki jedini¢ni element ima razli¢itu granicu tecenja a iste
module elasti¢nosti i oja¢anja, odnosno moze da se shvati kao jedan kristal (“grain”) u
prizvoljnom polikristalnom agregatu [62]. Onda skup ovih elemenata moze da predstavlja
realno ponasSanje nekih metala. €(Y,7) je deformacija koja odgovara jedinicnom elementu sa

granicom tecenja Y a p(Y) je funkcija raspodele granice teCenja. Ako je funkcija raspodele

uniformna:
Y)=——=const

j  wayO(f)dodY
in ¥, | ~o, 2Y-5, (3.10)
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Slika 3.3 Redna veza beskona¢no mnogo jedini¢nih troelementnih modela sa razli¢itom
granicom tecenja.

Posto prvi integral u izrazu (3.10) ne mora da zavisi od Y, a na osnovu drugog integrala je

o+PB=2Y, moguce ponovo uvesti u izraz parameter 3, sa smenom df/2=dY:

1|7 E-E 1
&(?) Y _[0 G, .o(t)da+ 2% - v Y. _”A G, 4o(t)dodp
o) (3.11)
1 E-E, 1
e(t) 3] G, ,o(t)do+ 4EEhh " [] Gupott)dodp

gde domen integracije 4 predstavlja povrSinu trake izmedu dve prave o—f=2Y,, i

0—B=2Yax U grani¢nom trouglu jer je samo tu definisana Prajzakova funkcija. Prvi deo

izraza je i dalje elasti¢na deformacija.

1% ~o—-(-0) o
E_{nG“'“G(t)da_ 2E E (3.12)

3.2 PARALELNA VEZA JEDINICNOG TROELEMENTNOG MODELA

Kao $to je predstavljeno u poglavlju 2.2, odredivanje tranzicione krive prvog reda moze da

bude prvi korak u definisanju Prajzakove funkcije:

Jop=to—(0—B)-E o>, 0-2V/EB<0
fop =1 —2Y—(a—-2Y/E-P)-E, o>f, 0-2VEB>0 (3.13)
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Yop _ . H(a-B) a>B, 0-2V/E-B<0

B

Pap

a_sﬁ =E,-H(a—2Y/E-p) o>, o-2V/EB20 (3.14)
:a/;o[gﬁ —E-H(o—B)+E,-H(a-2Y/E—B)—E-H(a—2Y/E~p)

Ovako odredena tranziciona kriva prvog reda (izraz (3.13) ) se diferencira dva puta po

grani¢nim parametrima o 1 3 kako bi se dobila Prajzakova funkcija. Ta funkcija je

definisana samo na pravama a—B=0 and a—p=2Y/E, odnosno data je sa:

20{8 =E8(a—B)+E,8(a—2Y —B)—ES(o.—2Y —)
P (3.15)

= E(3(a—P)+(E, ~£)3(a-2Y =p))

l%:E(g(a_B)+(E—E,,)6(oc—2Y—B))

Plo,B)=

Izraz za napon kao odgovor na deformaciju kao ulaz se definiSe prema:
Da G, & (t) dadB+(E~E,) [8(a—2Y-B)-G, (t)d(xdﬁ} .17

Posto je prvi integral u izrazu (3.17) definisan samo kada je B=a., a drugi integral kada je

B=a-2Y/E, parameter § se moze eliminisati iz izraza (3.17).

o(t)= [IG e(t)do+(E—E,) J- w27/ EE doc] (3.18)

—£) 2Y/E-c,

Prvi deo na desnoj strani izraza (3.18) predstavlja elasti¢ni deo napona, a drugi plasti¢ni
deo napona. Za sistem od beskonacno mnogo jedini¢nih troelementnih modela, povezanih

paralelno, sa razli¢itom raspodelom granice teenja Y,,,; <Y<Y, ukupni napon je:
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max

o(t)= | p(¥)o(r.c)dy (3.19)

ho
Ey <Y
— AN NN
Ymin
N ]
e g
— —
o ho
Eq VoY
_/\/W\/\_
Ymm
TN

Slika 3.4 Paralelna veza beskona¢no mnogo jedini¢nih troelementnih modela sa razli¢itom
granicom tecenja.

Moze se usvojiti pretpostavka da svaki jedini¢ni element ima razli¢itu granicu tecenja a iste

module elasti¢nosti i ojac¢anja, §to moze da predstavlja realno ponasanje materijala [62].

o(Y,t) je napon koji odgovara jedinicnom elementu sa granicom te¢enja Y a p(Y) je funkcija

raspodele granice tecenja. Ako je funkcija raspodele uniformna (kao u poglavlju 3.1), onda

je ukupni napon kao rezultat unosa (deformacije) dobijen prema:

Yoar | &9 .
gﬁ J. J. Gaas(t)d(de+(E—Eh) J. Ga,a—ZYg(t)dadY

min Y, | —€ 2Y-c

(3.20)

o(r)=

Elastoplasticno ponaSanje materijala, koje moze biti predstavljeno izrazom (3.21),
prikazano je na slici 3.5(a), a stanje u Prajzakovom trouglu definisanom ovakvim modelom,

u proizvoljnom trenutku je prikazano na slici 3.5(b),
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Posto prvi integral u izrazu (3.20) ne mora da zavisi od Y, a na osnovu drugog integrala je

o+B=2Y/E, moguce je ponovo uvesti u izraz parameter 3, sa smenom dp/2=dY/E:

(EE

o()=%| [ Guel)aar' "

—&

—Ymm [] Gupe(t)dodp
(E_Eh )

(3.21)
Z_IG t)dou+ T ” G, ,&(t)dodp

gde domen integracije 4 u ovom slucaju predstavlja povrSinu trake izmedu dve prave

o0—B=2Yui/E 1 a—P=2Y,./E u grani¢nom trouglu jer je samo tu definisana Prajzakova

funkcija. Prvi deo izraza je i dalje elasticna deformacija.

g JQ G,.e(t)do=E 8_(2_8) =Ee

J (3.22)
"
4
&
&
Yoin +Yoax
2

Ymm

P

N

. /

Slika 3.5 (a) Naponsko-deformacijski odnos u materijalu za model definisan sa (3.21); (b)
Proizvoljno stanje stepenaste linije L(z) u Prajzakovom trouglu, koji odreduje model
materijala definisan sa (3.21)

(b)

47



33 DEFINISANJE JEDNACINA ZA CIKLICNO OPTERECENJE
RESETKASTIH NOSACA U PLASTICNOM DOMENU PRIMENOM METODE
KONACNIH ELEMENATA

Posto je u ovoj disertaciji koris¢en koncept matrice krutosti u metodi konac¢nih elemenata,
gde su glavne nepoznate pomeranja, odnosno deformacije, konstitutivni model ponasanja
materijala (veza napon-deformacija), koji je pogodniji je model sa beskonacno mnogo
jedini¢nih troelementnih modela povezanih paralelno, gde je kao izlaz (odgovor) odreden
napon na osnovu odgovarajue deformacije (ulaza). Konstitutivi model materijala sa
rednom vezom jedini¢nih troelementnih modela sa obrnutim rasporedom ulaza i izlaza
(deformacija kao rezultat unosa napona) je pogodniji za analizu konceptom matrice

fleksibilnosti.

Da bi se definisao numericki algoritam za analizu reSetkastih nosaca pri ciklicnom
opterecenju u plasticnom domenu, koji bi kasnije sluzio kao osnova za odgovarajuéu
analizu linijskih nosaca, ponasanje materijala definisano Prajzakovim modelom histerezisa
je implementirano u jedna¢ine metode konacnih elemenata [59], kao Sto je prikazano u

ovom poglavlju.

Koriste¢i princip virtualnih pomeranja, moguce je definisati jednacine konacnih elemenata.
Ako se samo analiziraju resSetkasti (truss) elementi, odnosno ako se zanemare zapreminske i
povrsinske sile, mogu¢a su samo spoljna optereCenja u ¢vorovima sistema. U metodi
konacnih elemenata, konstrukcija (u ovom slucaju reSetka) se aproksimira kao skup
diskretnih kona¢nih elemenata povezanih u ¢vorovima na svojim granicama. Pocetni izraz

za princip virtualnih pomeranja glasi:

ST ) gy _ T
> [ &say —Zu "R. 523)

m V(m)

Gde je o napon u stanju ravnoteze sa optere¢enjem, aRé predstavljaju koncentrisane sile,

na c¢voru i, usled zadatog opterecenja, u' predstavljaju virtualna pomeranja, €

odgovaraju¢e virtualne deformacije, a m= 1,2...k, gde je k broj elemenata (Stapova)
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sistema. Ako se samo jedan element konstrukcije analizira, zamenom jednacine (3.21) u

(3.23), dobija se:

JETﬂj ng(z)da}drf—ly{E(E;Eh) ” 1Y

max min

IL Gu,ﬁa(f)dadﬁ} dv =u"R, (3.24)

Pokazano je u [14] i [62] da za odgovaraju¢e odredene granice €.~Yui/E 1 €y=Yna/E,
formirani Prajzakov trougao u proizvoljnom trenutku i odgovaraju¢i konstitutivni model

mogu biti predstavljeni kao na slici 3.5.

/

7
15 &
/

4

Slika 3.6 Podela stepenaste linije L(?) u Prajzakovom trouglu (definisanog za model
materijala odredenog sa (3.21) ) u proizvoljnom stanju.
Pokazano je takode u [14], [15] da se prvi deo izraza odnosi na elasti¢ni deo aksijalno
napregnutog elementa. Drugi deo izraza odreduje plasticni deo napona, kada deformacija u
materijalu prekoraci elasticnu granicu (g >g.), a geometrijskom interpretacijom prikazanoj
u poglavlju 2.2.2, je pokazano da to u stvari predstavlja razliku integrala na pozitivnom
A"(t) inegativnom setu 4(#) Prajzakovog trougla. O¢igledno je da se set A" (¢) sastoji od

sume N trapeza (slika 3.6) ¢ija su temena koordinate ekstremnih vrednosti prethodne
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istorije unosa, odnosno predstavlja funkciju predominantnih maksimalnih i minimalnih

vrednosti unosa — deformacije (€, &)
N

A'(1)=Y (5 —e5, ) (e~ +e —€") /2] (3.25)
t=1

S obzirom da se koristi metoda kona¢nih elemenata ¢ije su glavne nepoznate pomeranja, da
bi se definisala ista, potrebno je uspostaviti vezu izmedju odgovarajucih veli¢ina pomeranja
1 deformacija. Ukoliko se zanemari uticaj velikih pomeranja i velikih deformacija na

analizu, drugi (plasti¢ni) deo izraza za napon postaje:

_ = 1
[[ G xa(t)xdadB= jj G5 xAu(t)xdodB=A" (1) A (1) =Xy =, (3.26)
A A

Gde €1 u, predstavljaju razlike pozitivnih 1 negativnih setova u Prajzakovom trouglu gde

su funkcije unosa aksijalna deformacija i promena duzine Stapa respektivno. Zamenjujuci

izraz (3.26) u (3.24), dobija se:

Z/_l(m)T{ j B(m)TEB(m)dV(m):|lx_l(m)

V(m)

3.27
E(E—E;,) 1 avm .u;;n) ZLT(m)TRé ( )

_g(mrT V;[” BT 1) (L(”’))z

gde matrica B prestavlja vezu izmedju deformacija i pomeranja za aksijalno napregnut Stap.
Izrazi u zagradama u prvom i1 drugom delu izraza (3.27) predstavljaju elasticnu i plasti¢nu

matricu krutosti respektivno.

(m)s=(m) (m) _(m) _ pi
Kel u _Kpl 'upl _RC

(3.28)

Za skup kona¢nih elemenata, izraz iz (3.28) postaje

KU-K,-U,=R (3.29)
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Vazno je naglasiti da su elementi vektora U pomeranja ¢vora u globalnom sistemu, dok su
elementi vektora U, razlike pozitivnih 1 negativnih setova u odgovaraju¢em Prajzakovom
trouglu transformisane u globalnom sistemu. Za reSavanje problema nelinearne staticke
analize, moze biti primenjena iterativna procedura koriste¢i (Newton-Raphson) metodu sa

pocetnim naponom.

K AU(i):t+AtR_t+AtF(i71)
el

(3.30)
t+Aty r(i) _ t+Atyr(i-1) (i)
A (i) t+Aty 1(i) t+At (i)

FY=K,"U"+K,""U, (3.32)

Procedura za iteraciju i u jedna¢inama (3.30),(3.31),(3.32) se ponavlja sve dok
odgovaraju¢i kriterijum konvergencije ne bude ispunjen. Prema definisanim procedurama
za numericku analizu u jednadinama, algoritam za elastoplasticnu analizu reSetkastih
nosaca pri ciklicnom opterec¢enju je odreden u c++ programskom jeziku (poglavlje 6).
Tokom svakog koraka i iteracije, u svakom Stapu resetkastog nosaca, odreden je plasti¢ni
deo iz jedancine (3.26), na osnovu trenutnog stanja odgovarajuceg Stapa i onda izvrSena
njegova trasformacija u globalnu matricu iz jednacine (3.29). Sli¢no se i definiSu jednacine
u slucaju dinamicke analize, gde se koristio Newmark-ov postupak direktne integracije sa
konstantnim ubrzanjem. U numeri¢kim primerima se zanemario efekat priguSenja, pa je

odgovaraju¢i algoritam dobijen i prikazan u izrazima (3.33),(3.34),(3.35),(3.36):

MU+K,U-K,-U,=R

(3.33)
K AU = R _ M p(i=l) _ pp i(HAtU(i—l) _ tU)—i -1

. Ar? At (3:34)
Ry =K, +——M

el T el Atz (335)
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t+AL o (i-1) t+Aty 7(i-1) t+Aty 7 (i-1)
FOV =K, UV 4 K MU (3.36)

Za zadate karakteristike materijala, odgovaraju¢a naponsko-deformacijska kriva definisana
Prajzakovim modelom histerezisa (3.21) je predstavljena na slici 3.5, gde je . elasticna, a
€n plasti¢na granica deformacije materijala, odnosno pocetak linearnog ojaanja materijala.
Potpuno ekvivalentno se mogu definisati odgovarajuée granice napona prema slici 3.5 koje
se 1 najcesce koriste kao parametri plastiénog ponaSanja materijala, ali je zbog primenjenog
histerezisnog operatora bolje koristiti deformacione granice. g je maksimalna deformacija
materijala i ona i ne mora da bude definisana sa stanovista formulacije modela ponasanja
materijala, ali je neophodna da bi se prakti¢no definisale granice Prajzakovog trougla zbog

racunanja odgovarajucih povrs§ina, odnosno razlike tih povrsina.

3.4 ODREDIVANJE PARAMETARA ZA PRAJZAKOV MODEL
HISTEREZISA NA OSNOVU EKSPERIMENTALNIH REZULTATA

Sa inZenjerske tacke glediSta, najprakticnija su ona reSenja problema koja imaju optimalan
odnos tacnosti rezultata i kompleksnosti, odnosno zahtevnosti postupka. Odredivanje
parametara predmetnog modela je relativno jednostavno, a rezultati koji se dobijaju, kao Sto
¢e biti prikazano u ovom poglavlju i u numeri¢kim primerima, imaju zadovoljavajucu
tatnost. Da bi se modeliralo ponasanje materijala u plasticnom domenu, potrebno je
definisati sve parametre koje odgovaraju¢i model poseduje. Klasi¢ni modeli ciklicne
plasti¢nosti koji se koriste za modeliranje cikli¢ne plasti¢nosti imaju broj parametara koji je
odreden sa slozenoS¢u fenomena koji odgovaraju¢i model aproksimira. U poglavlju 1.3 su
pomenuti najpoznatiji modeli cikli¢ne plasti¢nosti, od jednostavnijih modela kao Sto su
Armstrong-Frederick-ov model, do sloZenijih modela kao $to su Mroz-ov , Chaboche-ov,
koji imaju veci broj parametara jer su namenjeni za modeliranje fenomena ciklicnog
optere¢enja materijala pri viseaksijalnom naponskom stanju. U poglavlju 2.3 su navedeni
neki od postupaka za odredivanje parametara modela histerezisnog operatora Bouc-Wen

tipa.
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Odredivanje parametara za analizirani Prajzakov model histerezisa je jednostavno, jer
zahteva odredivanje samo Cetiri parametra koji imaju i fizicko znacenje, medu kojima su i

modul elasti¢nosti £ 1 modul ojacanja Ej, [59].

Naponsko-deformacijski odnos materijala u plasticnom domenu koji predstavlja ovaj model
se sastoji od dva dela: linearnog i nelinearnog. Nelinearni deo je odreden usvajanjem
odgovarajucih vrednosti za Y, 1 Y., pored odredivanja modula elasti¢nosti £ i modula
ojacanja Ej, koji definiSe linearni deo ojacanja materijala. Analiziraju¢i eksperimentalne

histerezisne petlje, ovi parametri mogu lako da se odrede.

o[MPa]
E=114GPa
Ev =17.2GPa 800 Ep
Y =450MPa
Foue=999MPa
Specir;zen Ti alloy 4007
=105
e=+1.2% c [o
| 1 |
03 /06 09 1}
E
ZleR
E
2 Yma \
. E
g

Slika 3.7 Rezultati eksperimenta cikli¢nog opterecenja (iz rada Kujawskog [64]) — stabilna
histerezisna petlja.
S obzirom da Prajzakov model histerezisa modelira simetricnu histerezisnu petlju (Masing
tip) dovoljno je posmatrati i samo jednu polovinu petlje, ili ¢ak rezultate monotonog testa.
U radu Kujawskog [64] su prikazani rezultati testa ciklicnog opterecenja legure
Titanijuma. Aksijalni test kontrolisane deformacije od e=+1.2% je sproveden brzinom od
107 s, Ustaljena histerezisna petlja je prikazana na slici 3.7, a analiziranjem geometrije
krive, odredeni su i prikazani odgovarajuci parametri za Prajzakov model histerezisa. Nagib
krive u elasticnom delu definiSe modul elasticnosti od £=114GPa, a linearni deo (nagib)

ojacanja odreduje modul ojacanja E;=17.2MPa. Ako se posmatra Prajzakov trougao (slika
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3.5), moze se zakljuciti da elasticni deo rastere¢enja na histerezisnoj petlji odreduje
vrednost konstantne deformacije 2Y,;/E, dok oba dela, i elastini 1 plasti¢ni deo
rastere¢enja na histerezisnoj petlji, odreduju vrednost konstantne deformacije 2Y,,./E. Na
osnovu toga su odredeni grani¢ni parametri napona Y,,;,=450MPa i Y,,,,=999MPa. Ovako
definisana histerezisna petlja ima odli¢no slaganje sa eksperimentalim rezultatom sa kojim

je odredena (Slika 3.8).

BWn=2
Preisach model, | ____. - BWn=3
Experiment BWn = 4
o[MPa] 60 Experiment 5001
o[MPa] A
3

0,01

)

Slika 3.8 Rezultati eksperimenta cikliénog opterecenja iz [64] (a) Poredenje rezultata
dobijenog Prajzakovim modelom i eksperimentalnih rezultata; (b) Poredenje rezultata
dobijenog Bouc-Wen-ovim modelom (BW) i eksperimentalnih rezultata;

U radu [59] su odredeni i parametri modifikovanog Bouc-Wen-ovog modela koji je
implementiran u komercijalni program za analizu konstrukcija SAP2000 [65], kao i
parametri za odgovaraju¢i model generalisane plasti¢nosti [66]. Za ovakav Bouc-Wen-ov
model (koji nema moguénost modeliranja degradacije krutosti, kao 1 efekta ustinuca) su svi
parametri odredeni sa iste eksperimentalne krive, ali je eksponent za prelaz iz elasti¢ne u
plasti¢nu oblast variran (n=2,3,4) kako bi se dobila §to bolja aproksimacija eksperimenta.
Nakon odredivanja parametara za Prajzakov i Bouc-Wen-ov model, izvrSeno je poredenje

aproksimacija eksperimentalne krive sa ovim modelima (slika 3.8).
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3.5 DEFINISANJE GEOMETRIJSKE NELINEARNOSTI

Efekti geometrijske nelinearnosti mogu biti znacajni u elastoplasti¢noj analizi jer se u
takvoj analizi podrazumeva da se u materijalu javljaju znacajne deformacije. I u elasti¢noj
analizi, kao 1 u plasti¢noj, uzimanje u obzir deformisane konfiguracije konstrukcije moze
znacajno da utie na rezultate odgovarajuCe analize, ali se kriterijumi koji odreduju
primenu takve analize mogu razlikovati [67]. Razli¢ite mere deformacije (Green-ova,
logaritamska, inZenjerska) odreduju razli€ita reSenja geometrijski nelinearne analize. S
obzirom na pristup koriS¢en u ovoj disertaciji, definisana je formulacija geometrijske
nelinearnosti koristeéi rotirajucu inzenjersku deformaciju (3.37) koja se odnosi na pravac
rotiraju¢eg elementa — Stapa. Pokazano je u radu Crisfield-a [68] da je konacan izraz za
tangentnu matricu krutosti (zbir linearne i1 nelinearne) isti i u slucaju korotacione

formulacije efekata geometrijske nelinearnosti.

g=— 0= (3.37)

-1, Al
ZO ZO
U izrazu (3.37), lp 1 [ su pocetna 1 deformisana duzina elementa — Stapa konstrukcije.
Tangentna matrica krutosti jednog Stapa Kr moze da se predstavi kao zbir linearne matrice
krutosti Ky, definisane u elasti¢noj analizi i matrice krutosti koja uvodi efekte

geometrijske nelinearnosti Kyzy:

Ky =Ky + Ky (3.38)

Matrice K 1 Kyyv predstavljaju globalne matrice krutosti Stapa u odgovarajucoj
deformisanoj konfiguraciji konstrukcije. Promena tih matrica u zavisnosti od konfiguracije
konstrukcije se postize promenom odgovaraju¢ih matrica transformacije 7 u toku

pomeranja konstrukcije:
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[cos(x,X)
cos(y,X)
cos(z,X)

cos(x,Y )

cos(y,Y)
cos(z,Y)

cos(x,Z)
cos(y,Z)
cos(z,Z)

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z) (3.39)
cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z)

cos(z,X) cos(z,Y) cos(z,Z)]

gde su x,),z ose lokalnog sistema Stapa koji menja polozaj, a X,Y,Z ose globalnog sistema.
Globalne linearne i nelinearne matrice krutosti se mogu dobiti na osnovu lokalnih K;ox 1 Kg

prema slede¢im izrazima:

K T-K

T
ok T (3.40)

LIN —

Ky = Ks =T K5 T (341)

gde je Kiox elasticna lokalna matrica krutosti jednog elementa (izraz 3.28) a Ky matrica

geometrijske nelinearnosti jednog elementa:

1 0 0 -1 0 O]
0 1 0 0 -1 0
P 0 0 1 0 0 -1
S Il-1 0 0 1 0 (3.42)
0 -1 0 0 1
0 0 -1 0 0 |

gde je P aksijalna sila u elementu u elasticnoj analizi. Odgovaraju¢i elementi matrice u
izrazu (3.42) se odnose na stepene slobode Stapa reSetke u prostoru. U slucaju
elastoplasti¢ne analize, na slican nacin kao §to je dobijena globalna matrica krutosti Ky iz
izraza (3.40) za elastiCnu analizu, definiSe se 1 globalna matrica krutosti za elastoplasticnu
analizu na osnovu (3.28). Tada i za izraz (3.42) vazi da je sila P aksijalna sila u elementu u

elastoplasti¢noj analizi.
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4 ELASTOPLASTICNA ANALIZA RESETKASTIH NOSACA SA
OSTECENJEM PRI CIKLICNOM OPTERECENJU

41 MODELIRANJE OSTECENJA

Ostecenje u materijalu moze da se javi u viSe oblika kao §to su prsline, Supljine, hemijska
ostecenja ili neka sli¢na pojava. S obzirom na mehanizme koji su od znacaja za mehaniku
ostecenja, analiza se moze sprovesti od mikro-nivoa (gde se koriste i principi mehanike
loma), pa do makro-nivoa. Mehanizmi koji dovode do oSteCenja za odgovarajuce vrste
materijala su razli€iti, pa su 1 pristupi razli¢iti. Za analizu linijskih elemenata, samim tim i
predmetnu analizu je najpogodniji makro-pristup (inZenjerska mehanika oStecenja) sa
osnovama termodinamike i principima mehanike kontinuuma sa osteenjem (continuum
damage mechanics — CDM).

Osnovni principi mehanike kontinuuma sa oSte¢enjem su predstavljeni u radovima
Lemaitre-a [69],[70] (gde se koristi termin inZenjerska mehanika oste¢enja) gde je jedna od
glavnih karakteristika takozvana varijabla (promenljiva veli¢ina) oSteéenja, koju je
definisao Kachanov [71], 1 koja se moze biti skalarna ili tenzorska veli¢ina. OSte¢enja se
odnose na nepovratne procese u mikrostrukturi materijala, pa se analiza moze podi¢i na visi
nivo posmatranjem akumulirane plasticne deformacije za koju se moze re¢i da vodi do
loma [72]. Nasuprot konceptu eksperimentalnog odredivanja evolucije varijable oste¢enja
kori§¢enog u radovima [73], [74], u radovima Kraj¢inovi¢a i Sumarca [75], [76] su
prikazani samo-konzistentni modeli za definisanje oSte¢enja u materijalu. Na osnovu
fizicke 1 matematicke veze plasticnih deformacija i oStec¢enja, de Borst je u radovima [73],
[77] prikazao modele gradijentne plasti¢nosti i oSte¢enja sa definisanim algoritmima za
proracun. Takav univerzalan koncept moze da bude primenjen i za viSeaksijalno i1 za manje
sloZeno, jednoaksijalno naponsko stanje.

U poglavlju 4.1.1 je odreden prvi pristup u modeliranju oSte¢enja pri jednoaksijalnom
naponskom stanju na taj nacin $to je definisan jedini¢ni analogni element, slican elementu
sa slike 3.1, sa osobinom loma — trajne eliminacije tog elementa [58]. Onda je primenjen
sli¢an pristup kao u poglavlju 3.2 za definisanje ponaSanja materijala koriste¢i Prajzakov

model histerezisa. U poglavlju 4.1.2 je koriS¢en princip prikazan u radu [73] za povezivanje
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teorija plasticnosti i oStecenja, na takav nacin §to se elastoplasticno ponasanje definisalo sa
modelom iz poglavlja 3.2 a oSteCenje se uvelo koriste¢i osnovne principe mehanike

kontinuuma sa oSte¢enjem (CDM).

4.1.1 Primena Prajzakovog histerezisnog operatora u modeliranju oste¢enja

U prvom pristupu je oStecenje u materijalu definisano preko elementa sa slike 4.1, a
koriste¢i principe iz poglavlja 3, Sto rezultira analitiC¢kim reSenjem u zatvorenom obliku za
ponaSanje materijala koje wukljuuje 1 elastoplasticno ponaSanje 1 oSteéenje pri

jednoaksijalnom naponskom stanju.

Ostecenje moze da se implementira u analogni jedini¢ni troelementni model [14], [15]
koriste¢i novi element koji simulira oSteCenje pri zatezanju sa naponskom granicom
ostecenja Yp, kao Sto je prikazano na slici 4.1. Istim konceptom se moze definisati slican
element koji modelira samo elasticno ponasanje sa oste¢enjem koriste¢i Prajzakov model

histerezisa.

Na slici 4.1.(a) je prikazano odgovarajuce elastoplastiéno ponaSanje sa lomom, gde napon

zatezanja Yp, podrazumeva potpuni lom elementa.

(o)
Y;’am ————————— 2
[
7
,/ I ho
3 |
KD ,,,,, ;/_ S 48_ EO YD _SD
YE - - - vV VvV V V Va |
Ymin
€ /|I/ lo AV LD AV
E
(a) (b)

Slika 4.1 (a) Elasticno — linearno plasti¢no ponaSanje materijala sa oSte¢enjem gde potpuni
lom nastaje pri deformaciji Y;,,/E; (b) Jedini¢ni model koji reprodukuje ponasanje pod (a).
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(Yi/E, Yp)

Ey

Slika 4.2 Histerezisna petlja definisana materijalnim modelom sa slike 4.1 gde je funkcija
ulaza — deformacija.
Kao $to je predstavljeno u poglavlju 3, odredivanje tranzicione krive prvog reda je prvi
korak u definisanju Prajzakove funkcije koja se koristi za opisivanje mehani¢kog ponasanja
materijala. Za jedini¢ni analogni model sa slike 4.1, gde funkcija unosa predstavlja
deformaciju, Prajzakova funkcija se moze odrediti [58] na osnovu histerezisne

nelinearnosti prikazane na slici 4.2.

Jop =S —E(a=P) za a—2%—[3<0 4.1)
fa,ﬁ=n—2Y—E,,(a—B—2%) za a-z%_gzo @2)
fop = f=Y,=0 za a—2%—[3>0, a>Y, /E. (4.3)
Vs o 0 B)(EF ) B2 (4.4)
o = EH(0=p)~(E=E,)-H(0a=p=2 )

—E, -H(a—B—Z%)-H(a—Ydam /E) +Y,-8(a-Y,, /E).
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Ovako odredena tranziciona kriva prvog reda ((4.1),(4.2),(4.3)) se diferencira dva puta po
grani¢nim parametrima o i 3 kako bi se dobila Prajzakova funkcija (poglavlje 2.2). Ta
funkcija je definisana samo na pravama o—B=0, a—=2Y/E 1 o=Y4,»/E odnosno data je sa

izrazom (4.5). Sa H je oznacena Heavyside-ova, a sa  Dirac-ova delta funkcija.

10°f,,
P(a, B)_zaﬁa =[E-8(a—B)-(E-E,) 6(a—B-2— ) Y,-8(Y,,, /E-a)-
Eh-S(a—B—2E)-H(a Y, /E) - E, -H(a—p-2— )6((1 Y, /E)]/2. (4.5)

Izraz za napon kao rezultat operatora kojem je funkcija unosa deformacija je:

o(t) = J'J‘P(a,B)Ga‘Bs(t)dadB=§ jo [ 8(a—B)- G, ,e(t)dadp-
a>f —u0 -u0
E- Eh jo Ts(a p-2L )GaBs( ) dadp -
E u0 o
7{ !05((1 p—2— )H((x Yyun / E)-G, e (1) dodB - (4.6)
E?jo TH(a p—2— )8((1 Yiun / E )G, e(t) dodp -

—j jYDsm Y,/ E)-G,g&(t)dodp
~u0-u0

Dirac-ova funkcija u zadatim intervalima integrala odreduje gde odgovarajuci podintegralni
izraz postoji. Smenom parametra 3 i uvodenjem sistema od beskonacno mnogo jedini¢nih
elemenata, dobija se izraz (4.7) . Kao i u poglavlju 3, moze se usvojiti pretpostavka da
svaki jedini¢ni element ima razli¢itu granicu te¢enja (¥, do Y,u) 1 loma (Yp; do Ypu), a
iste module elasti¢nosti 1 ojacanja. Ukoliko se usvoji se da je raspodela granica tecenja
Ynin<Y<Ypax 1 granica lomaYp;<Y<Ypy uniformna (slika 4.3) kao u poglavlju 3, dobija se

slede¢i izraz za napon:
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Y, o
E _ Eh nax

== 1a, — =" G dp Y -
o(t) {0 .£( 2(YW—Ymm)n,m zyju a‘a_zzfi(t) i
2(Yon=Yy) Tor| oY Msz
LT 4.7)

E,  wl Y
R G, ,.&(t)dp-H(o—B-2=—)dY, —
2(YDN _YDl) Y;[I __.'[o o B0 ( ) E :|d ’

1 YT”YD[T GYWE,ﬁsa)dB-}YD

2(YDN - YDI) Yo

—uy

Prvi deo na desnoj strani izraza (4.7) predstavlja elasti¢ni deo napona, a ostali delovi uticu
na plasti¢ni deo deformacije, kao i na oStecenje. Posto prvi integral u izrazu (4.7) ne zavisi
od Y, a na osnovu odgovarajuih veza B 1 2Y/E, kao i B 1 Yzm/E, moguce je ponovo uvesti u

izraz parameter [3:

c(r)_—jj (1) dodB—

E-(E-E,
! )H Guyt (1) dod — = [ [ Guye(1) dodp -
4(Y _Ymm) ( Dl A3 (48)
dad dad
oYM /E Yon ) E) i [ 16 - 2y /E z;g;; /E) is |16 b
Prvi deo izraza se i dalje moZe shvatiti kao napon pri elasticnoj analizi:
1 6,0)da=r"") g 49

—80
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ho
(e)
/ E
YimF-=--=--=---~-- i —/\/\/i/\/\ﬁYm
s | Ymiﬂ
/ |
/ |
’
init 4 I :
dam [~ — — — — — — A ! °
, 7 [ € " €
/ I l = -

| ! °

Youl - - - - R °

YDI Y | o
max[T T T A | I h
¥ A | I E 0
'‘E I 1 ink T Yonax

Yol E Yool E YiulE  YiulE
(a) (b)

Slika 4.3 (a) Naponsko-deformacijski odnos u materijalu za model definisan sa (4.8); (b)
Paralelna veza beskona¢no mnogo jedini¢nih modela (sa Cetiri elementa) sa razli¢itom
granicom tecenja i loma.

Domeni integracije 42, A3 predstavljaju, na osnovu geometrijske interpretacije,

odgovarajuce povrsine u Prajzakovim trouglovima ili trakama (slika 3.5 1 slika 4.4), dok su

Al,A4 1 A5 samo granice za integraciju.
Al a=p;  A44: a=2B, a-p22Y,, /E 02Y, /E A5:a=2B, axY, /E (4.10)

Prajzakov trougao za domen integracije 42 odreduje elastoplasticno ponasanje materijala,
kao $to je pokazanona slici 3.5 u poglavlju 3. Prajzakov trougao za domen integracije 43
odreduje elastoplasticno ponaSanje materijala sa oSte¢enjem, a geometrijskom
interpretacijom se zakljucuje da su integrali, koji se odnose na domene integracije 42 1 43,
jednaki razlici odgovarajucih pozitivnih i negativnih setova. OStecenje se manifestuje kroz

degradaciju modula elasti¢nosti i ojacanja E 1 Ej,.

Za Prajzakov trougao sa domenom integracije 43 je specificno to $§to se menja (smanjuje)
aktivna povrsina integracije dok oStecenje raste. Deformaciona granica inicijacije oStecenja

. init . . , ;. ;. . ..
je Yaum' " /E (D=0), ali se ova granica povecava sa slede¢im ve¢im vrednostima deformacija,

62



Sto rezultira translacijom donje grani¢ne linije (slika 4.4). Moze se re¢i da je D skalarna
varijabla oStec¢enja [71] koja predstavlja odnos broja eliminisanih (usled loma) jedini¢nih
elemenata n 1 ukupnog broja elemenata N u materijalu koji je odreden sa elementima
predstavljenim na slici 4.3. PoSto se u ovako definisanom konceptu, oStecenje javlja samo
usled napona zatezanja, vertikalna linija u Prajzakovom trouglu sa domenom 43, prilikom

opadajucih segmenata funkcije unosa, nema uticaj na bilo kakvu promenu u tom domenu.

\
A

ool
\\)l 0‘-«\

- ”:>/>

, Y/

A
Y

g A
k//Q

/xw\\\\@ /
A

Slika 4.4 Prajzakov trougao za domen integracije 43 sa promenljivom (kliznom) donjom
grani¢nom pravom

Ovako definisan izraz za napon (izraz 4.9) se koristi kako bi se dobila globalni vektor
¢vornih sila R, koja se odnosi samo na ostecenja, i koja mora biti definisana u izrazu (3.29)

za resavanje sistema jednacina u globalnom sistemu u sluc¢aju analize sa oSte¢enjem:
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KU=-K,-U,-R, =R (4.11)
Ukoliko se preciznije analizira ovako definisan model oSte¢enja, na osnovu svih ¢lanova

izraza (4.8), moguce je definisati odgovarajuce ¢lanove izraza (4.11).
4.1.2 Primena CDM pristupa u modeliranju oStecenja

U drugom pristupu [58], ponaSanje materijala je definisano kombinacijom elastoplasticne
analize formulisane sa Prajzakovim modelom histerezisa i izotropne teorije oSte¢enja
formulisane u deformacijskom prostoru [73]. U ovom slucaju se koriste osnovni principi
mehanike kontinuuma sa oSteCenjem, pa se reSenje dobija u inkrementalno-iterativnom

postupku.

Teorija oStecenja se implementira sa konceptom efektivnog napona uvode¢i skalarnu
varijablu ostecenja w [70], [73], koja se menja od 0 (neoste¢en materijal) do 1 (potpuno

oSte¢en materijal):
02(1—0))6. (4.12)

gde 6 predstavlja efektivni napon u telu materijala bez oSteéenja (u slucaju elasti¢ne ili
elastoplasti¢ne analize), a o predstavlja stvarni napon prouzrokovan oste¢enjem. Efektivna
deformacija neoSte¢enog tela materijala € se smatra jednakom efektivnoj deformaciji
ostecenog tela materijala € [77], [73]. PoSto se u ovoj disertaciji analiza ograni¢ava na
jednoaksijalno naponsko stanje sa homogenim ponaSanjem svakog elementa (Stapa)
konstrukcije (reSetke), definicija lokalnog oSte¢enja je dovoljna 1 pogodna za
implementaciju jer se smatra da je napon konstantan u svakom elementu konstrukcije.
Usvojen je koncept, kao u prethodnom poglavlju, da se poveéanje oStecenja javlja samo

usled napona zatezanja. Na slican nacin se mogu definisatii oSte¢enja usled napona pritiska.

Dakle u ovom pristupu, formulacija plasti¢nosti ostaje zasnovana na primeni histerezisnog

operatora [14]. Algoritam za elastoplasti¢nu analizu koja ukljucuje i oSte¢enje moze da se
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definiSe kao Sto je prikazano u [73], gde je sliCan algoritam koriS¢en za gradijentne teorije i

za kompleksnija naponska stanja:

do=D7dg
do =(1-w) D" dé - dwd
6 = 6l 4 (1 _ ol )Dep(Hl)dS — dos"? (4.13)

Dep(Hl)dg — 6(i+l) _ 6(1)

U izrazu (4.13) D? predstavlja elastoplasticnu matricu materijala u viSeaskijalnom
naponskom stanju ili tangentni modul u predmetnoj jednoaksijalnoj analizi. Zbog toga

(i) a(0)

D%de predstavlja elastoplasti¢ni inkrement napona. Analizirajuci vrednostiG' , G , moze
se rec¢i da one predstavljaju efektivne napone neosSte¢enog tela u elastoplasticnoj analizi u
vremenskim inkrementima i+/ 1 i respektivno 1 oni mogu da se odrede pristupom iz
poglavlja 3.2. Varijabla oSteenja ® moZe da se definiSe kao funkcija parametra istorije
oStecenja k%, i na osnovu odgovarajuce zavisnosti, o raste od 0 do 1 kada parameter k4 raste
od inicijalne vrednosti (praga) x°do konaéne vrednosti (loma) x"[74], [73]. Tacan razvoj
(evolucija) oStecenja se definiSe, sli¢no kao u klasi¢noj teoriji plasti¢nosti, preko funkcije
koja ograni¢ava elastoplasticno ponasanje u naponskom ili deformacijskom prostoru i

odreduje inicijaciju ostecenja [74], [73], [78]:
fi=e—x (4.14)

gde je € ekvivalentna mera deformacije. Ona se moze usvojiti kao funkcija elasti¢ne
deformacije, ali je realnije da i plasticna deformacija ima svoj uticaj na oste¢enja [79], §to
dovodi do kombinacija teorija koje ukljucuju ostecenje i1 plasticnost (Slika 4.5). Na slican
nacin, kao u izrazu (4.11), definiSe se globalni vektor ¢vornih sila koja je rezultat oStecenja

na osnovu izraza (4.13).

Vazno je naglasiti da je algoritam (4.13) inkrementalna procedura, za razliku od postupka

kori§éenog u prvom pristupu, u poglavlju 4.1.1, gde je reSenje za implementaciju oStecenja
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u ciklicnu plasti¢nosti dobijeno u analiti¢koj formi u zatvorenom obliku. Funkcija razvoja
ostecenja odreduje razvoj varijable ostecenja ®, i moze biti odredena eksperimentalno [74]

kao linearna, eksponencijalna ili funkcija nekog drugog oblika (Slika 4.5).

o (o d N (4.15)
(S ()

U izrazu (4.15), v i o predstavljaju parametre materijala, kao uostalom i k" i k°. Variranjem
ovih parametara, razli¢it broj modova loma moze biti definisan (slika 4.5), kao $to ¢e biti

prikazano u numeri¢kim primerima.

linear sofiening —
® .
power law softening — —
o)
plasticity and damage
d_p) elastic unloading
En
Xﬂiﬂ — -
EVE 2 =
p &l Eel "
(a) (b)

Slika 4.5 (a) Jednoaksijalno elastoplasticno ponasanje u kombinaciji sa oStecenjem; (b)
Zakon razvoja oStecenja odreden sa varijablom oStecenja .
Razlika izmedu dva modela sa oSteenjem se ogleda 1 u na¢inu racunanja skalarne veli¢ine
oste¢enja. U prvom slucaju, skalarna veli¢ina oSte¢enja D se racuna na pocetku svakog
koraka i konstantna je tokom tog koraka, a razvoj oSte¢enja se definiSe preko drugih

¢lanova izraza (4.8). U slucaju modela oste¢enja sa CDM pristupom, veli¢ina oSte¢enja ®
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se raCuna u svakom inkrementu koraka, ali je moguénost opisivanja razli¢itih vrsta loma

veca, kao Sto ¢e biti prikazano u primerima elastoplasti¢ne analize sa oSte¢enjem.

4.2 KRITERIJUMI KONVERGENCIJE

Da bi reSenje sistema jednacina (3.29) konvergiralo, potrebno je da budu zadovoljeni uslovi

konvergencije po rezidualnoj sili (poglavlje 3.3) definisani u izrazima (3.30),(3.31),(3.32).

U statickoj analizi, ako materijal ima zanemarljiv modul ojacanja (E,=0), da bi se stekla
indikacija ravnoteznog stanja, u slucaju kada su i pomeranja i sile bliske odgovaraju¢im
ravnoteznim vrednostima, preporuka je [80] da se kriterijum konvergencije zasniva na
zadovoljenju energetskog uslova tolerancije. U svakoj iteraciji, inkrement unutrasnje
energije se poredi sa pocetnim inkrementom unutrasnje energije:
AU ( HAp t+AtF(i—1)) <e, (AU(I)T ( HNp i )) 416
Posto se u ovoj disertaciji, u dinamickoj analizi, koristio Newmark-ov postupak sa
koeficijentima 0=0.5 1 a=0.25 za postupak direktne integracije, kriterijum konvergencije
treba da bude zadovoljen 1 sa aspekta uslova energetske tolerancije i uslova tolerancije po
silama. U primerima dinamicke analize su zanemareni efekti priguSenja i kao S$to je
napomenuto u uvodnim poglavljima, analizirana je plasticnost bez uticaja brzine promene
deformacije (rate-independent ponasanje) koriste¢i i Bouc-Wen-ov model i Prajzakov
model histerezisa.

U slucaju da se pored elastoplasticnog ponaSanja materijala, u model implementira i
ostecenje, kriterijumi konvergencije mogu da budu isti (kao u proracunu bez ostecenja) sve
do pojave negativne krutosti (tacke nulte krutosti) usled degradacije modula ojacanja. Za
konvergenciju takvog modela, pristupi u definisanju odgovarajucih uslova konvergencije
treba da budu zasnovani na metodama koje numericki efikasno vrSe proracun u slucajevima
omekSanja materijala. Metode koje mogu da se okarakteriSu kao pogodne u ovakvim
slu¢ajevima su metoda dekompozicije matrice krutosti ili iterativno usmerenje ka “pivot”
tackama (tacke u kojima je krutost materijala 0), smanjujuci veliine inkrementa [81] kao

Sto je definisano u ovoj disertaciji.
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Sli¢an pristup podrazumeva da je bolje primeniti metode koje definiSu deo inkrementa
opterec¢enja kao promenljivu, medu kojima je najpoznatija “arc-length” metoda koja moze
biti poboljSana “line search” metodom. I pored toga se numericki problemi javljaju kada se
istovremeno u vise preseka ili elemenata javlja stanje negativne krutosti, odnosno kriticna
taCka koja prethodi tome, a to je prelaz sa pozitivne na negativnu krutost u materijalu.

U slucajevima da se u naponsko-deformacijskom dijagramu materijala ne javlja izrazen
horizontalni plato (region gde je krutost materijala bliska 0), moZe se smatrati da je se
prelaz sa pozitivne na negativnu vrednost krutosti materijala trenutan, odnosno, desava se u
jednoj tacki ili malom regionu. Tada prema [81], energetski kriterijum (4.16) nije
zadovoljavajuci, pa je predlozen dvostruki kriterijum po silama i po pomeranjima, iako se

kriterijum po pomeranjima pokazao kao efektniji.

s,

U | (4.17)

A _td‘ (4.18)

A _thﬁ)H SEF

4.3 PRIMERI EP ANALIZE MATERIJALA SA OSTECENJEM

Vazno je naglasiti da je u odnosu na odredivanje parametara modela jednoaksijalne
plasti¢nosti, dosta teze eksperimentalno odredivanje kriterijuma inicijacije oSte¢enja u
materijalu i samih parametera modela oSte¢enja. Neophodni parametri modela oStecenja su
u ovom poglavlju definisani proizvoljno, na osnovu rezultata eksperimenta [64] kojim su
definisani parametri za plasticnu analizu u poglavlju 3.4., odnosno eksperimenta koji je
odredio analiticki izraz za napon (odgovor) u funkciji od deformacije (pobude). Parametri
oste¢enja za model iz poglavlja 4.1.1 su usvojeni tako da je deformacija pri inicijaciji
ostecenja Yo" /E = 0.02=2% (D=0), a deformacija pri potpunom lomu Yo E =
0.087=8.7% (D=1). Za drugi model oStecenja, iz poglavlja 4.1.2, parametri «,, x,, o, y su
usvojeni tako da se rezultati poklapaju sa modelom iz poglavlja 4.1.1. Usvojeno je da je

ekvivalentna mera deformacije jednaka totalnoj deformaciji (zbiru elasti¢ne i1 plasti¢ne).
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Materijal je u prvom primeru (primer 4.3.A) [58] bio izlagan kontrolisanoj aksijalnoj

deformaciji koja je zadata u vidu funkcije koja je prikazana na slici 4.6.

0.08

0.04 1

Deformacija ¢
o
=)
(e

-0.04

-0.08

Slika 4.6 Funkcija opterecenja pri jednoaksijalnom numeri¢kom testu u primeru 4.3.A

Da bi se odgovaraju¢i modeli oste¢enja poklapali, parametri modela iz poglavlja 4.1.2 su

usvojeni kao x,= 0.02, x,= 0.087, o= 0.035, y=0.9.

S obzirom da je opterecenje u obliku testa kontrolisane deformacije, moguce je dosti¢i
granicu potpunog loma (D=1 ili ®=1), odnosno potpunu degradaciju modula elasti¢nosti £ i
modula ojacanja Ej. U slucaju kada je Prajzakov model histerezisa koris¢en za definisanje
ostecenja u materijalu, tacni rezultati na kraju svakog koraka mogu biti dobijeni samo sa
jednim inkrementom, zbog analitickog oblika reSenja. To nije slu¢aj sa modelom kod kojeg
je osteCenje definisano sa osnovnim principima CDM-a, gde je potreban veéi broj
inkremenata da bi se dobilo konvergentno resenje za ovaj model (Tabela 8.6 — poglavlje

8.3.5).

Da bi se ilustrovao analiti¢ki proracun pri elastoplasti¢noj analizi sa oStecenjem, prikazan je

drugi primer (primer 4.3.B) optere¢enja materijala do granice potpunog loma (Slika 4.8(a)),
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na osnovu koga se dobija rezultuju¢a naponsko-deformacijska kriva, koja je prikazana na
slici 4.8(b) [58]. Na slici 4.8(a) su prikazane 1 mehanicke karakteristike materijala, na
osnovu kojih je dobijena granica napona, pri pocetnom oste¢enju, od Yp; =1.75Y, a pri
deformaciji od 4Y/E. U prvom koraku, materijal je optereen do deformacione granice od

of 6Y/E, $to prema (4.8), rezultira naponom:

o(t)= g(sl ~(—¢,))

E-(E-E
S ECERR (v, JE=Y,, / EF 24(e,~Y,, / E)(2Y,, / E=2Y,, /E))
4(Ymax _Ymin)
, B 4.19
—E—h(gl _Ydl:zlrlé /E)2 ‘2- fiull Eh init -0 ( )
Y, ~Y,,) 2 Y / E=Yju / E)
Y. iy
DL (g Y /E).2=0975Y .
2 / E=Yyy/ E)
Pr.ostec. | : T SURUTR -
——— CDM oste¢. | 2000 T
------ bez ostec. o[MPa] . i

Slika 4.7 Rezultati numeri¢ke analize materijala izlozenog kontrolisanoj deformaciji u vidu
funkcije sa slike 4.6 — model sa oSte¢enjem (4.1.1), model sa oSte¢enjem (4.1.2) 1 model
bez oStecenja.
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Nivo deformacije u ovom slucaju ukazuje na ostecenje od 50% u materijalu (D=0.5). U
drugom koraku je materijal optere¢en u suprotnom smeru do deformacije -4Y/E. Na
dijagramu napona se moze videti degradacija modula elasticnosti i modula ojacanja.
Odgovarajuéi nagibi, odnosno moduli elasti¢nosti su manji za 50% u odnosu na neostecen

materijal. Napon na kraju ovog koraka, dobijen analitickim putem prema izrazu (4.8), je:

(5(1‘)2%(82 —(—82))+D-E(81 —82)

E-(E-E
_ B/ h).((Ym/E—Ymm /E)-2+(¢-Y,, /E)(2Y, /E-2Y, /E))—
4(Ymax_Ymin)
(1-D) =5 (16, e, ).2v,, s E-27,, )-24(2Y,,, / E-2Y,, }*-2)-
YY) (4.20)
E’ iy E
(g, =Y, /E) 2~ l L -0
YY) 2AYM ) E-Y™ /E)
YD]

- — g—Y,n/E)-2=-0.875Y .
2 By E) e

U tre¢em koraku, materijal je ponovo izlozen pozitivnoj deformaciji, ali sada do potpunog

ostecenja (D=1), odnosno do granice loma 8Y/E. Napon na kraju ovog koraka je:

G(l)=§(83—(—83))+D-E(81—83)—

M((YMM/E_Ymm/E)2'2+(81_Ymax/E)'(zymax/E_zymin/E))_
4(mec_Ymin)
(1—D)—E’(E_Eh) ((e,~¢,)(2Y,, /E-2Y,, )-2)-

2 2
E—h(81_Ydi:rl;:/E)Z'z_E—hga(Sa_gl)'z_
Z(YDN_YDI) 2(YDN_YD1)
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Slika 4.8 (a) Funkcija opterecenja pri jednoaksijalnom numeri¢kom testu u primeru 4.3.B;
(b) Rezultati numericke analize materijala izlozenog kontrolisanoj deformaciji u vidu
funkcije sa slike (a) za model sa oSte¢enjem (4.1.1)

Moze se videti da ne postoji glatki prelaz sa zatvorene histerezisne petlje na opadajuci deo

u treCem koraku, §to je zbog prirode analitickog reSenja koje prouzrokuje zatvorenu petlju.

Na slici 4.9 su prikazani slucajevi koji se odnose na primer sa slike 4.8, u kojima je modul
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Slika 4.9 (a) Dijagram napon-deformacija za primer sa slike 4.8 u sluc¢aju E,=0; (b)
Dijagram napon-deformacija za primer sa slike 4.8 u slucaju £3,=0 i trenutnog (krtog) loma
usled Ydammlt = Ydamfu”.
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U primeru (4.3.C) prikazuje se moguc¢nost modeliranja razlicitih tipova loma sa modelom

CDM ostecenja variranjem koeficijenata oStecenja 1 same funkcije koja definiSe oStecenje.

Na slici 4.10 su prikazani numericki testovi monotonog opterecenja, pri kontrolisanoj
deformaciji, do potpunog loma. Koeficijenti koji definiSu eksponencijalnu funkciju razvoja
ostecenja (y 1 iz izraza (4.15)) su varirani kako bi de dobili razliciti tipovi loma koji

mogu odgovarati razli¢itim tipovima materijala.

Promenom vrste funkcije, koja definiSe osteéenja (f(e) iz izraza (4.14)), moze se takode
uticati na definisanje razligitih oblika loma. U slu¢aju da se parametar istorije oste¢enja i
povecava u svakom ciklusu u kojem deformacija prekora¢i odgovarajuéu granicu (x°),
odgovaraju¢om funkcijom f; se moze definisati i kumulativni rast oSte¢enja, pa je moguce
opisati fenomen ciklicnog omeksanja. U primeru na slici 4.11, materijal je izlozen
konstantnim cikli¢nim optere¢enjem u vidu kontrolisane aksijalne deformacije +0.03. Zbog
definicije funkcije f; (stalnog povecavanja parametra Kd), materijal omekSava u svakom
ciklusu prema zakonu razvoja oStec¢enja iz (4.15). Pored ove definicije parametra istorije
osteéenja «°, moguée su i druge (empirijske) koje bi omoguéile modeliranje i drugih
fenomena ciklicne plastiCnosti 1 oSteenja, ali to bi zahtevalo posebnu analizu i

eksperimentalno istrazivanje, §to nije bilo predmet ove disertacije.

y=0.9 y=0.2 a=2
=05 y=008 | | g 0= 05
500 5001 —— 0 =0.035
oMPa] e oMPa]
000 : _\< 000 \ —
500 [/ \ 500 / \
0,00 002 004 006 008 0,10 0,00 002 004 006 008 0,10
@) e ®) &

Slika 4.10 Prikaz razli¢itih vrsta loma u zavisnosti od parametara y i o, za model materijala
definisan u primeru 4.3.(A) oo = 0.0035; (b) y=0.5
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Slika 4.11 Prikaz razlic¢itih vrsta loma za definisano oStecenje sa kumulativnom funkcijom
fx(€) u zavisnosti od parametara y i a, za model materijala definisan u primeru 4.3.(A). (a)
a=0.0035,y=09;(b)a=1,y=0.5

5 PRORACUN HISTEREZISNIH GUBITAKA ENERGIJE
PRIMENOM PRAJZAKOVOG MODELA HISTEREZISA

5.1 UvOD

Disipacija energije u materijalu se Cesto javlja za proizvoljne (ne uvek periodi¢ne) funkcije
opterecenja. Problem odredivanja histerezisnih gubitaka energije za proizvoljne varijacije
funkcije unosa je tesko odrediti, a reSenje ovog problema ima 1 teoretske 1 prakticni znacaj
[57]. Analiza disipacije energije u plasticnom domenu, koriste¢i Prajzakov model
histerezisa, je predstavljena u radu Lubarde i Sumarca [15], gde je pokazano da tokom
cikli¢nog optere¢enja u plasticnom domenu ukupna koli¢ina plasticnog rada ne disipira u

potpunosti u toplotu.

VVIDI :ths +Elock (51)

U izrazu (5.1), On je histerezisni gubitak energije koji disipira u toplotu, a Ej,. je energija
zadrzana (zakljuana) u materijalu. Treba napomenuti da sve komponente energije iz (5.1)
u stvari predstavljaju gustinu energije kroz odgovaraju¢e elemente konstrukcije i1 za
odredivanje ukupne koli¢ine energije u odgovaraju¢im Stapovima reSetkastog nosaca je

potrebno integraliti ove veli¢ine po zapremini elementa. Ukoliko su elementi konstantnog
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poprecnog preseka, vrednosti energetskih komponenti ¢e takode biti konstantne kroz svaki
element konstrukcije. Energija koja je zadrzana (zakljuana) u materijalu je od direktnog
znacaja za objasnjenje naponsko - deformacijskog veze u materijalu nakon ciklusa koji
ukljucuje opterecenje, rasterecenje i ponovno opterecenje [15]. Ukupan plasti¢ni rad moze
biti odreden iz naponsko-deformacijske krive, odnosno numerickom evaluacijom izraza
(5.2), a ocigledno je da se priraStaj ovog rada javlja samo u sluc¢ajevima da je materijal

izloZen rastu plasti¢nih defomacija:

AW (D) — I oV . de (Y
pl pl
- (i)
& (5.2)
(i+1) _ (i) (i+1)
W =W+ AW

gde AWPI(M) predstavlja inkrement plasticnog rada odreden tokom promene plasti¢ne
deformacije od ap/“ do spl(”l) a Wpl(”“predstavlja ukupan plasti¢ni rad izvrSen pocevsi od

stanja pojave prve plasti¢ne deformacije do trenutka i+/.

S obzirom da je kod elementarnog "delayed-relay" operatora G, g (¢ijom se superpozicijom
formira Prajzakov model) histerezisna nelinearnost predstavljena preko pravougaone
histerezisne krive, za cikli¢nu varijaciju ulaza (unosa) se histerezisni gubitak energije
dobija kao pravougaona povrsina koju obuhvata petlja, i ona je jednaka 2(a-f) kao $to je
prikazano na slici 2.6. Pretpostavljaju¢i da su procesi nelinearnosti koji se javljaju prilikom
pozitivnog i negativnog unosa (opterecenja i rasterecenja) iste prirode, disipacija energije
prilikom jedne promene monotonosti funkcije unosa je jednaka polovini pravougaonika,
odnosno (a-P), Sto je ocigledno sa elementarne pravougaone histeterezisne petlje. Kao
posledica toga, moguée je izraCunati ukupan histerezisni gubitak energije kao sumu
gubitaka koje su rezultat svake promene monotonosti funkcije unosa. Posto se Prajzakov
model formira superpozicijom G, g operatora, odnosno posto je u pitanju kontinualni sistem
paralelno vezanih elementarnih operatora, sumu elementarnih gubitaka energije treba

integraliti [57]. Ukoliko je Q deo regiona grani¢nog (Prajzakovog) trougla, za koji su
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elementrni histerezisni operatori promenjeni tokom neke varijacije ulaza, odgovarajuca

varijacija energije je:

— , . _ d d
0, ﬁ P(o.B)-(a—P)dadp 53

Koristeci izraz za Prajzakovu funkciju P(a,f3) datu u (3.21) 1 uzimajuéi u obzir izraz (5.3),

histerezisni gubitak energije se dobija prema:

B E(E—Eh) 3
XY, 7)) miu(“ P dodp

(i+1) _ (i) (i+1)
ths l - ths l +Aths l

AthS(Hl)
54

gde je Aths(i+1) inkrement histerezisnog gubitka energije tokom jedne ciklicne promene
parametara a 1 3, od vremenskog trenutka i do trenutka i+/ koji se javlja samo ako dode do
promene stepenaste linije L(?), odnosno ukoliko dode do promene povrSina setova u
Prajzakovom trouglu. Q;,ys(”]) predstavlja ukupan histerezisni gubitak energije pocevsi od
pojave prve plasticne deformacije do trenutka i+7. Dvostruki integral iz (5.4) u stvari
predstavlja zapreminu u prostoru ograni¢enom sa regionom A(2 u o—f ravni, i ravni z =
(a—P) , gde je z koordinata trece ose upravne na ravan a—f. Ovaj dvostruki integral treba
zbog toga numericki odrediti 1 izraCunati u odgovaraju¢em trenutku vremena, s obzirom da
ima osnovu u obliku sume trapeze (slika 2.6) Sto je i uradeno u ovoj disertaciji
prosirivanjem algoritma proracuna iz poglavlja 3.3. PoSto se histerezisni gubitak energije
moze numericki odrediti na osnovu analiticke definicije, kao i plasti¢ni rad, moze se reci da
su procedure (5.2) i (5.4) odgovarajuée za primenu u analizi konstrukcija (reSetkastih

nosaca).

Pored toga se i energija zadrzana u materijalu moze izracunati kao njihova razlika.
Pokazano je u [57] da je Prajzakov model histerezisa pogodan za proratun u

termodinamickoj analizi nepovratnih procesa u histerezisnim nelinearnostima, ali se ipak
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izraz (5.4) ne moze koristiti za bilo koju histerezisnu nelinearnost, jer ona ima ista

ograni¢enja kao i sam Prajzakov model.

Detaljnija analiza energije zadrzane u materijalu je data u [14], [15]. Termodinamicka

razmatranja i fizicki znacaj zadrzane (zakljucane) energije je prikazana u [82], [83].

6 OSOBINE ALGORITMA ZA ELASTOPLASTICNU ANALIZU
RESETKASTIH NOSACA PRI CIKLICNOM OPTERECENJU

Racunarski programi za analizu konstrukcija se razvijaju najces¢e koriste¢i proceduralni ili
objektni pristup u programiranju racunara [84]. U predmetnom istraZivanju je koriS¢en
objektni pristup u programskom jeziku c++, gde osnovu i najkompleksniji deo numerickog
proracuna predstavlja odredivanje nelinearnosti u vidu modeliranja plasticnog ponasanja
materijala (materijalna nelinearnost), deformisane konfiguracije nosaCa (geometrijska

nelinearnost) 1 oStecenja.

Numericka analiza se sastoji iz iterativhog postupka kojim se postize odgovarajuca
redistribucija sila kako bi bile zadovoljene jednadine ravnoteze. Ako je reSenje izraza za
napon u funkciji od deformacije (ulaza) dato u analitickom obliku, inkrementalni postupak
nije potreban da bi se dobilo tacno reSenje, odnosno dovoljan je jedan inkrement po koraku.
U opstem slucaju postupak u algoritmu za proracun u elastoplasti¢noj analizi sa oSte¢enjem

u jednom koraku je prikazan na slici 6.1.

Za model ostec¢enja definisan izrazom (4.13), algoritam proracuna istaje isti, samo §to je u
tom slucaju konvergencija sistema jednacina ka tacnom reSenju zavisna od broja koraka

zbog inkrementalno-iterativnog algoritma iz tog izraza.
6.1 ALGORITAM ZA ELASTOPLASTICNU ANALIZU

Sustina definisanja materijalne nelinearnosti kao $to je prikazano u poglavlju 3 je analiza
stanja povrSina u Prajzakovom trouglu. Za razliku od osnovne definicije Prajzakove

grani¢ne povrsine, koja je u obliku trougla, u sluc¢aju da postoji linearno ojacanje, kao sto je
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objasnjeno u [14], [59], i1 prikazano na slikama (slika 3.6 i 3.5), javljaju se dodatne povrSine

u granicama u kojima je definisana Prajzakova funkcija P(a.,B).

Za odredivanje povrsina setova u odgovaraju¢em trouglu (grani¢noj povrsini), definisan je

algoritam koji se zasniva na podeli ukupne grani¢ne povrsine na trougao i dva trapeza (slika

1. Definisanje odgovarajucih veli¢ina promenljivih za naredni korak.

2. Definisanje optere¢enja u narednom koraku.

3. ReSavanje linearno-elasti¢ne jednacine K,; U= R gde je K,; definisano
kao u (3.29)

4. Odredivanje rezidualne plasti¢ne sile R,= KU, na osnovu izraza u
(3.29)

5. Odredivanje dela globalnog vektora ¢vornih sila R; koji se odnosi
oSte¢enja na osnovu izraza za napon (4.8) ili (4.13).

6. Definisanje matrice krutosti Kriz izraza (3.38) (ukoliko je definisana
geometrijski nelinearna analiza - NLG)

7. Provera odgovaraju¢eg uslova konvergencije jednacine (4.11) i
povratak na korak 3 ukoliko je potrebno

8. Povratak na korak 1 ukoliko je potrebno

Slika 6.1 (a) Opsti algoritam za proracun nelinearne analize u jednom koraku (ciklusu
opterecenja) koris¢en u predmetnoj disertaciji
6.2). Za odredivanje povrSina pozitivnog i1 negativnog seta u svakom od tri dela na koji je
podeljena grani¢na povrSina je primenjen je tacan postupak sa algoritmom za dodavanje i
brisanje tacaka (koordinata) u Prajzakovoj ravni, programom koji ima mogucénost
dinamickog stvaranja i brisanja objekata [85] bez unapred odredenog broja elemenata
objekta. Niz koordinata tacaka u Prajzakovoj grani¢noj povrSini moZze da se dinamicki
menja na ovaj nain, pa je samim tim pogodno definisati algoritam c¢ija je suStina

manipulacija nizom brojeva (koordinata), odnosno njihivo brisanje i dodavanje drugih
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tacaka (koordinata) u niz koji se cuva za odgovaraju¢i element. Kao Sto je prikazano u
poglavlju 3.3, u svakom elementu se definisSe trenutno stanje sa dodavanjem i oduzimanjem

povrsina koriste¢i pravilo brisanja (wiping out).

/

(a) (b)

Slika 6.2 (a) Podela grani¢ne povrSine (trake) na trougao i dva trapeza u proizvoljnom
slucaju; (b) Stanje u Prajzakovom trouglu u Stapu 3, u primeru iz poglavlja 8.2 (dinamicko
opterecenje — El Centro), nakon prvih 10s.

U opsStem slucaju, stanje materijala, koje se ogleda u broju i koordinatama tacaka u
Prajzakovoj grani¢noj povrsini, nakon kona¢nog broja naizmeni¢nih ciklusa opterecenje-
rasterecenje, moze da bude veliki, ali samo u slu¢aju amplitude naizmeni¢nih ciklusa koja
opada. Taj broj je najceS¢e mali, kao Sto se vidi na slici 6.2 gde je dat prikaz stanja u
Prajzakovoj grani¢noj povrSini. Vidi se da je broj tacaka (temena trapeza i trouglova iz
kojih se sastoji pozitivan set 47) mali iako je element bio izloZen znaajnim plasti¢nim
deformacijama (istoriji deformacije) u toku 10s trajanja opterecenja u vidu ubrzanja tla
(poglavlje 8.2). Cak i takav mali niz tadaka ima, na osnovu svog rasporeda i koordinata, u

sebi sadrzan uticaj celokupe prethodne istorije deformacija u tom elementu. Na slici 6.2(b)
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je grani¢na povrsina data isprekidanom linijom (granicom &), ali ona moze biti veéa kako

bi se mogao modelirati unos ve¢ih deformacija u ovaj histerezisni operator.
6.2 ALGORITAM ZA ELASTOPLASTICNU ANALIZU SA OSTECENJEM

Kada se u analizu uvede u ostecenje, to prouzrokuje definisanje jo§ jednog Prajzakovog
trougla u slucaju prvog pristupa za modeliranje oSte¢enja (poglavlje 4.1.1). Za razliku od
prethodnog (prikazanog na slici 6.2(a)), u ovom slucaju je neophodno menjati aktivnu
povrsinu tog trougla, u zavisnosti od nivoa oSte¢enja, kao Sto je to prikazano u poglavlju 4,
u primeru 4.3.A 1 na slici 6.3. Evidentno je da se izmedu dva koraka (slika 6.3(a) i (b))

efektivna povrSina menja, odnosno smanjuje.

(@ (b)

Slika 6.3 Stanje grani¢ne povrsine trougla iz primera 4.3.A iz poglavlja 4.3; (a) Na kraju
petog koraka u kojem je oStecenje 40% (D=0.4); (b) Na kraju sedmog koraka u kojem je
oste¢enje 60% (D=0.6);

U sluc¢aju pojave negativne krutosti u nekom od elemenata, potrebno je podeliti korak u
kome je doslo do takve pojave na deo kojim se dobija nulta krutost u odgovaraju¢em
elementu 1 na ostatak koraka. To se mora odrediti, jer se tada moze promeniti i smer

opterecenja u susednim elementima usled gubitka krutosti u nekom od elemenata. To se
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postize ako se u postupku algoritma prikazanom na slici 6.1 definiSu odgovaraju¢i dodatni

koraci prema slici 6.4 .

Treba napomenuti da se u ovoj disertaciji nije posvetila paznja i analizirala struktura
programa sa stanovista optimizacije u programiranju, ve¢ je samo definisan neophodan
algoritam. Zbog toga je oc¢ekivano da se prikazane karakteristika proracuna (u poglavlju 8 )

u buducnosti jo§ viSe mogu poboljsati.

1. Definisanje odgovarajucih veli¢ina promenljivih za naredni korak.

2. Definisanje opterec¢enja u narednom koraku.

2.1. Definisanje odgovaraju¢eg inkrementa optereCenja na osnovu
koraka 7.1.

3. ResSavanje linearno-elasti¢ne jednacine K,; U= R gde je K., definisano
kao u (3.29)

4. Odredivanje rezidualne plasti¢ne sile R,= K,,;U,; na osnovu izraza u
3.29)

5. Odredivanje dela globalnog vektora ¢vornih sila R; koji se odnosi
oStecenja na osnovu izraza za napon (4.8) ili (4.13).

6. Definisanje matrice krutosti Ky iz izraza (3.38) (ukoliko je NLG
analiza)

7. Provera odgovaraju¢eg uslova konvergencije jednacine (4.11) 1
povratak na korak 3 ukoliko je potrebno

7.1.Provera stanja negativne krutosti u elementima 1 odredivanje
inkrementa koraka koji bi mogao da dovede do stanja nulte krutost.

Povratak na korak 2 ukoliko je potrebno

8. Povratak na korak 1 ukoliko je potrebno

Slika 6.4 Opsti algoritam za proracun nelinearne analize sa oSte¢enjem u jednom koraku
(ciklusu opterecenja) koriSéen u predmetnoj disertaciji
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7 ELASTOPLASTICNA ANALIZA GREDNOG ELEMENTA
PRIMENOM PRAJZAKOVOG MODELA HISTEREZISA

7.1 UvOD

Principi koji se koriste u definisanju elastoplastiéne analize reSetkastih konstrukcija sa
Prajzakovim modelom histerezisa mogu se proSiriti na gredne linijske nosace, s obzirom da
je iu tom slucaju stanje napona jednoaksijalno. Postojanje promenljvog stanja deformacije
po razli¢itim tackama poprecnog preseka linijskog elementa podrazumeva da je potrebno
poznavanje stanja napona u svakom vlaknu poprecnog preseka kako bi se definisala
odgovarajuca sila u preseku. S obzirom da je kod aksijalnog napregnutog Stapa, za
definisanje elastoplastiénog ponasanja prema predmetnom modelu bilo neophodno
definisati Prajzakov trougao, u slucaju razli¢itog napona u svakom vlaknu, neophodno je
poznavati stanje Prajzakovog trougla u svakom vlaknu. Pri tome je usvojena Euler-
Bernoulli-jeva hipoteza o ravnim presecima, odnosno zanemaren je uticaj smicucih

deformacija na poprecni presek.

ProSirenje primene Prajzakovog modela histerezisa u elastoplasti¢noj analizi linijskih
nosaca je predstavljeno u radovima Sumarca [62], [86] , gde su se razmatrali sludajevi
Cistog savijanja grede pravougaonog poprecnog preseka, / preseka i sanducastog popre¢nog
preseka. Pokazano je da se polazeci od izraza za napon (3.21) kao funkciju deformacije,
moze do¢i do izraza za moment savijanja u preseku integracijom po visini poprec¢nog

preseka.

o(t)=[[ G,ye(t) P(a,B)dodp (7.1)

a>p

Ukoliko se razmatra slucaj Cistog savijanja oko z ose popre¢nog preseka (koordinatni

sistem y-z), deformacija se po visini poprecnog preseka moze izraziti kao funkcija krivine:

gyt)=x(t)-y (7.2)
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o(yt)= ﬂ B|:K y} (o0 B)dodB (7.3)
Na osnovu izraza za napon, moment savijanja se definiSe :

M(t)={y-o(y.t)-b(y)-dy

M(¢)=Ty~b(y) [IBGW [x(t)- ¥ ] P(0.B)ddB - dy (7.4)

U ovoj disertaciji je razmatran najjednostavniji primer poprecnog preseka (pravougaonik
dimenzija b x h) pri savijanju oko jedne ose, kako bi se izbegla kompleksna analiza
optimizacije numeri¢ke integracije napona po povrSini poprecnog preseka. Moment
savijanja je dobijen za odgovaraju¢u Prajzakovu funkciju P(a,f), a u ovoj disertaciji je

koriséena funkcija definisana u izrazu (3.16) i primenjena u izrazu za napon (3.21).

—h/2 E- E
M(t)= _hjﬁyb 3 _J;OG et da+( JIAGQBS(t)d(XdBi|d,V (7.5)

Posle sredivanja izraza, slicno kao kod izraza za napon, dobijena su dva ¢lana u izrazu, od
kojih prvi predstavlja moment u slucaju elasti¢ne analize, a drugi uvodi uticaj plasti¢nih

deformacija na napon po povrsini popre¢nog preseka, odnosno rezultuju¢i moment:

M(t)=E [ y-b(y)-x(¢)-y-dv -
E(E-E,) 1 (7.6)

P [0 st v

max m
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Da bi se definisao Prajzakov trougao za geometrijsku interpretaciju stanja napona za svako
vlakno po povrsini poprecnog preseka, potrebno je za ceo presek definisati grani¢nu prizmu

u kojoj bi bili sadrzani svi trouglovi po visini poprecnog preseka.

s
)

ymmets]

Slika 7.1 Primer grani¢ne prizme u prvom koraku optere¢ivanja u plasticnom domenu pri

¢istom savijanju

U slucaju Cistog savijanja, moment u poprecnom preseku se moze odrediti na osnovu izraza
(7.6) i u zavisnosti od oblika popre¢nog preseka definisati u analiti¢koj formi u zatvorenom
obliku. Geometrijska interpretacija se u ovom slucaju svodi na razmatranje razlike
zapremina u grani¢noj prizmi poprec¢nog preseka (Slika 7.1). U slucaju proizvoljnog
opterecenja, nije optimalno definisati analiticko reSenje za svaki slu¢aj i vrstu opterecenja
kojim je materijal izloZen, a geometrijska interpretacija takode zahteva posebno
razmatranje razlicitih slucajeva. S obzirom da je za jedno vlakno moguce definisati i

analiticko reSenje i numericki efektnu geometrijsku interpretaciju, integracija napona po
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visini poprecnog preseka moze da posluzi kao dobar pristup u definisanju momenta

savijanja u preseku, za proizvoljne slucajeve opterecenja.

Na slici 7.1 je prikazan primer stanja u grani¢noj prizmi u trenutku nakon prvog koraka koji
je doveo do plasticne deformacije. Ukupan plasti¢ni deo iz izraza (7.6) se racuna kao
razlika zapremina pozitivnog i negativnog seta granicne prizme. Pozitivni set Cine svi
grani¢ni trouglovi od gornje ivice (yy) pa do nivoa do kojeg se javlja plasticna deformacija
(o). S obzirom da je razmatrano €isto savijanje, moZe se posmatrati samo jedna polovina
preseka po visini (£/2). U ovom slucaju je lakSe na¢i analiticki izraz za moment, kao §to je
prikazano u [62]. Za razliku od stanja na slici 7.1, na slici 7.2 je prikazano stanje u
grani¢noj prizmi u jednom preseku grednog elementa nakon proizvoljnog slucaja

opterec¢enja u primeru 5-2 (poglavlje 8.5).

- * o y=7/20*h (03
- y:193/2200* hh ——y=6/20"h
_____ V= 81201 0,012 —oe-y=ER0th | 0,012
s s M )& 1 1 0,008
[ 4 ]
! 0,004 / 0,004
0,000, P 00007 B
0,008 -0,004 70,000 0,008 -0,004 0,400
-0,004 0,004
@) ®)
o
:
) ——y=1/20*h [
----- y=2/20*h 0,012 y |
S 0,008+
"""" L7 0,004 | ‘
0008 -0004 %G00 P ,008  -0,004 00 !
-0,004 S 0,004
) @)

Slika 7.2 Raspored grani¢nih trouglova po visini popre¢nog preseka (grani¢ne prizme) od

teziSta (y=0) u pozitivnom smeru y koordinate u primeru 5-2 (poglavlje 8.5).
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U sluc¢aju proizvoljnog opterecenja, kao Sto je prikazano u primeru 5-2 (poglavlje 8.5),
promena grani¢nih trouglova nije linearna kao na slici 7.1 , pa je samim tim teze odrediti
analiticki izraz za moment. Na slici 7.2 je prikazano stanje u grani¢noj prizmi u preseku 4 u
primeru 5-2 nakon poslednjeg ciklusa opterecenja. U ovom slucaju je primenjena
numericka integracija po visini popre¢nog preseka sa 20 tacaka integracije i greSka u
odnosu na tacno reSenje je iznosila manje od 0.1%. Pod tacnim reSenjem se podrazumeva
reSenje dobijeno na osnovu analiti¢kog izraza (izraz (7.6)) ili numeri¢kom integracijom sa
odgovaraju¢im brojem tac¢aka po visini popre¢nog preseka. Ovako veliki broj tacaka za
numericku integraciju je bio potreban po celoj visini poprecnog preseka jer je skoro ceo

presek (slika 7.3(b)) bio izlozen plasticnim deformacijama tokom opterecenja.

h[m]
0,10
0,05
o [MPa] ] o [MPa]
‘ ‘ —0;00 ‘ ‘ ; —6;60 ‘ ‘
-1200  -800 -400 0 400 0 1200 -400 -200 (i} 200 400
0,05 0,05
0,10 546
@) b)

Slika 7.3 Normalni napon po visini poprecnog preseka u primeru 5-2 u preseku 4: (a) Na
kraju prvog ciklusa opterecenja; (b) Na kraju svih ciklusa opterecenja
7.2  ELASTOPLASTICNA ANALIZA GREDNOG ELEMENTA PRI CISTOM
SAVIJANJU - PRIMER

U ovom poglavlju ¢e biti prikazani (primer 7.2.A) rezultati dobijeni analitickim izrazom (ili
geometrijskom interpretacijom) iz poglavlja 7.1, odnosno rezultati dobijeni numeri¢kom
integracijom (trapeznim pravilom) odgovarajueg broja tacaka (vlakana) po povrsSini
popre¢nog preseka. Numericka analiza ramovskog linijskog nosaca, pri savijanju, usled
proizvoljnog opterecenja bice prikazana u poglavlju numerickih primera (poglavlje 8). U

primeru 7.2.A, analizirana je veza moment savijanja — krivina (M-x) popre¢nog preseka
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dimenzija 0.05 x 0.2 m, od materijala ¢ije su karakteristike E=200GPa, E;=0. Y,,,,=160MPa
1 Y,uu=320MPa, optere¢enog kontrolisanom deformacijom u vidu ciklicnih promena
krivine. U prvom slucaju optere¢enja, maksimalna krivina poprec¢nog preseka je 2K, a u

drugom 4« (slika 7.4).

: 120 ‘ ‘ ‘
0,03{ | ——2x kel
g0,0‘1 /;',‘3 R N s sol.
120,00 &
0,01 o P 304
0,027 ‘ i broj tacaka za integraciju
0,03 ) 10 20 30
(©)

Slika 7.4 (a) Funkcije krivine za numericki primer 7.2.A; (b) Potreban broj tacaka, po visini
poprecnog preseka, za konvergenciju ka tacnom resenju (izraz (7.6)) u primeru 7.2.4

M[kNm] | h[m]
100+ A 846 4xel
4icel ~"/:/ U R B e 2kel
/./:// 7 0.05-
. / — — c [MPa]
/9d0 00/ 002 003 200 | b0 b 200
g « [1/m]
p -0.05-
_ -0.10 x
(a) (b)

Slika 7.5 (a) Odnos M-k uz primeru 7.2.A; (b) Normalni napon po visini poprecnog preseka
u primeru 7.2.A

U primeru 7.2.A je, za slucaj optere¢enja do granice od 2k, dobijeno reSenje
zadovoljavajuce tacnosti sa manje od 10 tacaka po visini popre¢nog preseka (slika 7.4(b)),

a slican je rezultat i za slucaj opterec¢enja do granice od 4«
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Koriste¢i "tacno resenje", dobijeni su odgovarajuci dijagrami M-k, kao i dijagrami napona
po visini popre¢nog preseka, a prikazani su na slici 7.5. Maksimalan napon u materijalu je,
zbog modula ojacanja koji je 0, prema definiciji napona iz izraza (3.21) 1 na osnovu slike

3.5, jednak (Yuint Yimax)/2 = 240MPa.

8 NUMERICKI PRIMERI

8.1 STATICKA ELASTOPLASTICNA ANALIZA RESETKASTOG LINIJSKOG
NOSACA

U primeru 1, analizirani su rezultati elastoplasticne analize reSetkastog nosaca pri kvazi-
statiCkom optere¢enju [59]. Modeli materijala koji su uporedivani su: model zasnovan na
Prajzakovom modelu histerezisa [13], [14], [59], model zasnovan na Bouc-Wen-ovom
modelu histerezisa [11], [12], [65] 1 model generalisane plasti¢nosti prikazan u radovima
[87], [88]. Model materijala zasnovan na modifikovanom Bouc-Wen-ovom modelu
histerezisa je (Slika 1.6) implementiran u komercijalni program za analizu konstrukcija

SAP2000 [69].

Definisanje materijalnog ponaSanja elemenata reSetke je zasnovano na rezultatima
eksperimenta iz [64], odnosno na parametrima odredenim na osnovu tog eksperimenta koji

su prikazani u poglavlju 3.4.

Resetkasti nosac, prikazan na slici 8.1 se sastoji od dve vrste Stapova: pojasnih, povrSine

popreénog preseka A,,,= 0.02m’, i dijagonala, povrine popre¢nog preseka A= 0.015m’.

lv_17__L_V_zg____z9____3u____31_____32____13____35____31__ T
10, 11 1 13 14, 15 16 17 18 19 20, 1 2 3 24 5 26 3.0
1 2 3 4 5 (i) 7 8 )t
=
L PR() 8x6.0-48.0m RO
ﬂ

Slika 8.1 ReSetkasti nosac sa optere¢enjem koris¢en u primerima 1-11 1-2.
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Slika 8.2 (a) Funkcija optere¢enja kori$éena u primeru 1-1; (b) Sema optereéenja koris¢ena
u primeru 1-2.

8.1.1 Primer 1-1.

U prvom delu primera 1 (primer 1-1), optereenje je zadato u vidu funkcije (3 koraka) dve
koncentrisane sile prikazane na slici 8.2(a), dok su u drugom delu primera 1 (primer 1-2)
analizirani rezultati usled pokretnog opterecenja dve koncentrisane sile od V=8000kN. U
ovom slucaju, posmatrani su rezultati usled 6 uzastopnih ciklusa optere¢ivanja celog
gornjeg pojasa nosaca pokretnim sistemom sila 2x¥ (Slika 8.2(b)).U prvom delu primera 1
(opterecenje R(?)), dijagrami c—¢ za neke karakteristi¢ne Stapove su prikazani na slikama

8.3184.

Iz prikazanih slika se vidi veoma dobro poklapanje rezultata zasnovanih na razli¢itim
modelima, $to je i o¢ekivano jer su sami modeli definisani na osnovu istih eksperimentalnih
rezultata, a broj ciklusa opterecenja nije veliki. Tako su histerezisne petlje naponsko-
deformacijskih dijagrama dobijene veoma slicne, postoji mala (zanemarljiva) razlika
izmedju gornjih 1 donjih vrednosti pikova histerezisnih petlji kod Bouc-Wen-ovog modela i

kod GP modela.
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Slika 8.3 Rezultati dobijeni u primeru 1-1, koriste¢i model materijala zasnovan na
Prajzakovom modelu histerezisa
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Slika 8.4 Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 1-1 za Stapove 29 i 31, koristeci
materijalno ponasanje zasnovano na razli¢itim modelima
Ta razlika, koja pokazuje da te petlje nisu zatvorene, ukazuje na materijalno ponasanje koje
ne prati Masing zakon. U ovom primeru, ova pojava je beznacajna jer je konstrukcija,
odnosno materijal bio izloZen malom broju simetri¢nih ciklusa. U slucaju veceg broja
ciklusa, ova razlika moze da bude znacajno vec¢a. Ovo nije slucaj sa rezultatima dobijenih
na osnovu Prajzakovog modela histerezisa, gde su dobijene stabilne histerezisne petlje.

StaviSe, ako se analizira maksimalno pomeranje (na mestu koncentrisane sile R), vidi se
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uticaj broja simetri¢nih ciklusa sile R(z) na rezultate Bouc-Wen-ovog modela, kao §to je

prikazano u tabeli 8.1.

Tabela 8.1 Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 1-1, koriste¢i materijalno
ponasanje zasnovano na razli¢itim modelima

Primer 1-1 - maksimalno vertikalno pomeranje [cm] tokom 9 koraka funkcije R(t)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R(t) | 0 | 13000 | -13000 | 13000 | -13000 | 13000 | -13000 | 13000 | -13000 13000
Pr.

0 | 44.15 | -44.15 | 44.15 | -44.15 | 44.15 | -44.15 | 44.15 | -44.15 44.15

model

BW 0 48.97 | -45.01 | 46.55 | -45.48 | 46.41 | -45.57 | 46.32 | -45.64 46.26
n=2
BW
=3 0 | 46.36 | -44.39 | 45.02 | -44.51 | 4498 | -44.54 | 4495 | -44.57 44.93
BW 0 4523 | -44.17 | 44.504 | -44.22 | 4448 | -44.24 | 44.465 | -44.25 | 44.455
n=4

8.1.2 Primer 1-2.

U drugom delu primera 1, gde se optereéenje definiSe u vidu sistema od dve pokretne sile

po gornjem pojasu, se takode vidi razlika u rezultatima koji su dobijeni koriste¢i modele

otvorenih histerezisnih petlji (BW 1 GP) i Masing ponaSanja Prajzakovog modela. Iako u

ovom delu primera koncentrisane sile nemaju cikliénu promenu znaka, elementi resSetke ¢e

biti izlozeni promeni znaka optereéenja, s obzirom da se ovaj sistem sila krece duz dva

polja gornjeg pojasa reSetke.
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Slika 8.5 Maksimalno vertikalno pomeranje tokom svakog ciklusa i maksimalno
rezidualno vertikalno pomeranje nakon svakog ciklusa, sredine raspona desnog polja
reSetkastog nosaca, u primeru 1-2.

Iako je konstrukcija sa slike 8.1 izlozena 6 uzastopnih identi¢nih ciklusa pokretnog
optere¢enja, vrednosti napona i deformacija nisu bili simetricni u odnosu na srednji
oslonac, kao S$to je to sluCaj sa elasticnom analizom. Elementi resetke postepeno
povecavaju plasticne deformacije u slucaju elastoplasticne analize, pa u tom slucaju

vrednosti napona i deformacija ne mogu biti u istim instancama vremena simetricni u
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odnosu na srednji oslonac, odnosno odgovarajuci simetricni elementi imaju razli¢itu istoriju

deformacije (Slika 8.6(a))

stap 33 400- stap 15 Prajzak 400 -
———stap 29 ~ o[MPa] ——stap 15BWn=4 | 5[MPa]

20,020 '-Q615624§610 .0,005 0/foo ||-002
&

/ Sl

800 A1

D

@) ' (b)

Slika 8.6 (a) o-¢ dijagrami u primeru 1-2 dobijeni koriste¢i model materijala zasnovan na
Prajzakovom modelu histerezisa; (b) Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 1-2 za
Stap 15, koriste¢i materijalno ponaSanje zasnovano na razli¢itim modelima

nakon prvog ciklusa
...................... nakon drugog (i svih narednih) ciklusa

.

Slika 8.7 (a) Deformisana konfiguracija (faktor uvecanja 40) reSetkastog nosaca u primeru
1-2 dobijena koriste¢i model materijala zasnovan na Prajzakovom modelu histerezisa
Rezultati dobijeni koristeci razli¢ite materijalne modele su predstavljeni na slici 8.5, gde su
prikazana apsolutna maksimalna vertikalna pomeranja tokom svakog ciklusa, kao i1 zaostala
vertikalna pomeranja na kraju svakog ciklusa. Kada se analiziraju vrednosti dobijene kada

je materijalni model bio zasnovan na Prajzakovom modelu histerezisa, ocigledno je da

93



nema znacajnijeg porasta deformacije nakon prvog ciklusa. Kod BW modela je u manjoj

meri izraZzena pojava fenomena nestabilnog drifta (poglavlje 2.3).

8.1.3 Analiza rezultata

Kada se u primeru 1-2 uporede rezultujuce histerezisne petlje (c—¢) i rezultati maksimalnih
pomeranja moze se uo€iti sli¢na razlika izmedu odgovaraju¢ih modela histerezisnih
operatora kao u primeru 1-1. Dok je model materijala definisan Prajzakovim histerezisnim
operatorom pokazivao "shakedown" fenomene (elasti¢ni ili plasti¢ni), to nije slucaj sa
modelima BW i1 GP. Kada se rezultati predmetnog modela analiziraju 1 uporede sa ova dva
modela iz primera 1-1 1 1-2, moze se re¢i da se stabilizacija plasti¢nih deformacija javlja pri
mnogo veéem broju identi¢nih ciklusa. Moze se re¢i da Prajzakov model histerezisa
predvida pojavu stabilnih ciklusa dosta ranije u poredenju sa drugim modelima kori§¢enim

u ovoj analizi.

Da bi analize sprovedene koriste¢i razli¢ite modele (Prajzak i BW) u primeru 1 bile
uporedive, isti tip iterativne procedure (metoda pocetnog napona) je koris¢en za reSavanje
sistema nelinearnih jednac¢ina. Takode je u ova dva modela koriS¢en identi¢ni kriterijum
konvergencije zasnovan na zadovoljenju uslova tolerancije po silama. Iterativna procedura
koriS¢ena za GP model, definisan u [66], je modifikovana Newton-Raphson metoda
(definiSe se tangentna matrica krutosti), a odgovaraju¢i kriterijum konvergencije je

zasnovan na zadovoljenju energetskog uslova tolerancije.

Broj iteracija i vreme potrebno za opisivanje histerezisne petlje koriste¢i Prajzakov model
histerezisa, prikazan u tabeli 8.2 je dobijen koriS¢enjem 10 inkremenata po koraku. Za
konvergenciju reSenja u ovom slucaju je dovoljan i jedan inkrement po koraku $to rezultira
manjim brojem iteracija (117) i kona¢no manjim vremenom (1.1s). U tabelama narednih
primera su prikazani rezultati analize (broj iteracija i CPU vreme) koji su potrebni za
konvergenciju reSenja. Kod Prajzakovog modela sa analitickim reSenjem je uvek 1
inkrement po koraku dovoljan za konvergenciju reSenja, osim u slucajevima sa oStecenjem

gde se javlja negativna krutost (poglavlje 4.2)
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Tabela 8.2 Uporedna analiza karakteristika proraCuna sprovedenog u primeru 1-1, koristeci
materijalno ponaSanje zasnovano na razli¢itim modelima

Primer 1-1
Broj iteracija CPU vreme
Model materijala [-] [s]
Preisach 477 3
BW(a =2) 1016 8
BW(a =3) 1001 8
BW(a =4) 1019 8
GP 78 2

Uporeduju¢i metode koje koriste metodu pocetnog napona, moze se zakljuciti da je manji
broj iteracija potreban za konvergenciju reSenja Prajzakovog modela u odnosu na BW
modele, a samim tim je vreme za izvrSenje prora¢una manje. Za analizu zasnovanu na GP
modelu se moze videti da je manji broj iteracija potreban za reSavanje nelinearnog sistema
jednacina, ali pri tome je neophodno formiranje tangentne matrice krutosti §to moze da
prouzrokuje povecanjem neophodnog vremena za ukupnu numeri¢ku analizu kao §to je to

slu¢aj u Primeru 2.

Razlika u broju iteracija je prouzrokovana formom reSenja odgovaraju¢ih modela. Dok je
kod BW modela, fundamentalna jednacina za reSavanje - diferencijalna jednacina, to nije
slu¢aj sa modelom razmatranim u ovoj disertaciji, gde je reSenje definisano u analitickom
obliku. Takvo reSenje je numericki efektivnije u poredenju sa reSavanjem diferencijalne
jednacine, a ovakva poredenja analiza su moguca i objektivna ukoliko su i parametri, kao
Sto su postupak za reSavanje nelinearnih jednacina i kriterijum konvergencije, vezani za
razli¢ite modele, priblizno isti. Prikazani rezultati i komentari za primere 1-1 i 1-2 na

slikama 1 tabelama su rezultat analize u kojoj je zanemarena geometrijska nelinearnost.
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Ukoliko se definiSe geometrijska nelinearnost prema odgovaraju¢im izrazima u poglavlju
3.5, javljaju se odredene razlike u odgovaraju¢im vrednostima napona i deformacija
elemenata, kao 1 pomeranja same konstrukcije. Sa numeri¢ke tacke glediSta, u ovom
slu¢aju, za analizu zasnovanu na Prajzakovom modelu histerezisa, potrebno je i1 vise
iteracija kako bi reSenje konvergiralo. Sa druge strane se takode usloznjava proracun
zasnovan na BW modelu, a i broj inkremenata 1 iteracija potreban za konvergenciju reSenja
takode raste. U tabeli 8.3 je prikazana uporedna analiza rezultata iz primera 1-1 1 1-2, bez 1

sa efektima geometrijske nelinearosti.

o[MPa 000+ G[MPa] 1000+
stap 14 stap 31
--—-- stap 14 NLG ———stap 31 NLG
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Slika 8.8 (a) Rezultati dobijeni u primeru 1-1, koriste¢i model materijala zasnovan na

Prajzakovom modelu histerezisa sa i bez efekata geometrijske nelinearnosti.
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Slika 8.9 (a) Rezultati dobijeni u primeru 1-2, koriste¢i model materijala zasnovan na
Prajzakovom modelu histerezisa sa i bez efekata geometrijske nelinearnosti.
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Na slici 8.10 su prikazani rezultati analize koji su analogni rezultatima sa slike 8.5, gde
geometrijska nelinearnost nije uzeta u obzir u proracunu. I u ovom slucaju je dobijena
stabilizacija maksimalnih pomeranja nakon drugog ciklusa opterecenja.

Tabela 8.3 Poredenje rezultata proracuna u primeru 1-1 i primeru 1-2, koriste¢i materijalno
ponasanje zasnovano na razli¢itim modelima, sa i bez efekata geometrijske nelinearnosti

Primer 1-11 1-2 - Poredenje efekata nelinearne geometrije

BW BW BW
Preisach | BW [(n=2) | BW | (n=3)| BW | (n=4)
Primer | Vrednost | Preisach | NLG | (n=2) [ NLG | n=3) | NLG | (n=4) | NLG
1-1 Vmax]cm] 44,15 47,2 48,97 | 51.8 | 46,36 [ 49,28 | 45,23 | 48.23
1-1 Omax[MPa] 913 908 933 930 924 925 919 921
1-2 Vmax[cm] 73.2 79.8 103 101 95.4 | 96.2 90.6 92
1-2 Omax[MPa] 956 972 986 | 1012 976 | 1002 | 964 982

Tabela 8.4 Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 1-1, variraju¢i broj polja donjeg
ojasa reSetke bez srednjeg oslonca

broj polja n=4 broj polja n=6 broj polja n=8
Model materijala Broj CPU Broj CPU Broj CPU
iter. VI. iter. VI. iter. VI.
[-] [s] [-] [s] [-] [s]
Preisach 25 0.18 15 0.2 10 0.2
BW(a =3) NR 237 2 168 2 56 2
BW(a =3) mod NR 26 8 200 17 62 17
Preisach nlgeom. 57 2 45 3 55 4.3
BW(a =3) mod NR
nlgeom. 88 13 276 28 126 33

Pored modela reSetke sa slike 8.1, uradena je komparativna analiza slicnih konstrukcija kod

kojih je uklonjen srednji oslonac i variran broj polja donjeg pojasa u slucaju opterecenja

silom (na sredini raspona svakog polja) koja dovodi do maksimalne plasti¢ne deformacije u
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konstrukciji od 0.1%. U tim slucajevima, je poredena numericka efektivnost proracuna
(Tabela 8.4) zasnovanog na Prajzakovom i BW modelu, uzimaju¢i u obzir i geometrijsku
nelinearnost. Pri tome je u proraunu koji je bio zasnovan na modelu BW modelu
histerezisa koriS¢ena i (Newton-Raphson-ova) metoda pocetnog napona i modifikovana
Newton-Raphson-ova metoda (definiSe se tangentna matrica krutosti) za reSavanje sistema

nelinearnih jednacina.

— (1a) Prajzak rezidualno pomeranje
----- (1b) Prajzak apsolutno maks. pomeranje
(2a) Prajzak NLG rezidualno pomeranje
1,0 1 (2b) Prajzak NLG apsolutno maks. pomeranje
(3b) Linearna elasti¢na analiza apsolutno maks. pomeranje
. (3a) Linearna elasti¢na analiza rezidualno pomeranje

0,8 (2b)
o (1b)

Vertikalno pomeranje sredine raspona desnog polja [m]

(3b)
(2a)
(1a)
(3a)
2 3 4 5 6
Broj Ciklusa

Slika 8.10 Maksimalno vertikalno pomeranje tokom svakog ciklusa i maksimalno
rezidualno vertikalno pomeranje nakon svakog ciklusa, sredine raspona desnog polja
reSetkastog nosaca, u primeru 1-2 sa i bez efekata geometrijske nelinearnosti.
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8.2 DINAMICKA  ELASTOPLASTICNA  ANALIZA  RESETKASTOG
LINIJSKOG NOSACA

8.2.1 Primer 2

U primeru 2, dinamicka analiza elastoplastiénog ponaSanja materijala definisanog sa 3
razli¢ita modela materijala (kao u primeru 1), je sprovedena bez uticaja priguSenja.
Resetkasta konstrukcija, prikazana na slici 8.11 je analizirana [59] pod optere¢enjem u vidu
ubrzanja tla u formi zapisa zemljotresa El Centro. Radi pojednostavljenja analize,
posmatrano je samo prvih 10 sekundi registrovanog zapisa skaliranog sa faktorom uvecanja
1.5. Koncentrisane mase u &vorovima su zadate prema slici 8.11 , gde je M; =600kN-s*/m i
M, =150kN-s’/m. ReSetkasta konstrukcija se sastoji od tri vrste Stapova: pojasnih,

horizontalnih i dijagonala.

4x2.0=8.0m

Slika 8.11 ReSetkasti nosa¢ sa optere¢enjem koriS¢en u primeru 2.

Da bi analize sprovedene koriste¢i razli¢ite modele (Prajzak i BW) u primeru 2 bile

uporedive, identicna Newmark-ova metoda za direktnu integraciju jednacina pomeranja je
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koris¢ena. Takode, u dinamickoj analizi je koriS¢en identi¢ni kriterijum konvergencije
zasnovan na zadovoljenju uslova tolerancije po silama i1 energiji (za Prajzakov i BW

model), kao S$to je preporuceno u [80].

U ovom slucaju, najbolje poklapanje rezultata sa rezultatima EP analize zasnovane na
Prajzakovom modelu je dao BW model sa parametrom n=4. Da bi se lakSe sprovelo
poredenje rezultata razliCitth modela, usled velikog broja ciklusa, samo su grani¢ne
histerezisne krive prikazane na slici 8.13. Posmatranjem horizontalnog pomeranja vrha
konstrukcije, moze se do¢i do zakljucka da su analizirani modeli dali slicne rezultate, iako
je broj ciklusa kojem je bila izlagana reSetkasta konstrukcija veliki. Jedino je model BW sa

parametrom n=2, dao znacajnija odstupanja vrednosti pomeranja vrha (Slika 8.12).

Prajzak = Prajzak
B = P T N B Bty BW n=4
0’25 N z\ll:)v n=3 0’2 ﬂg Mo BW n=2
c - =
0,11 § ‘ — 0,1 :gj
o :
o AAAA A A AAA
VYV Yo 005\ CIRY \ V1o

V /reme[s]

‘(a) (b )

Slika 8.12 Horizontalno pomeranje vrha konstrukcije prema razli¢itim modelima u primeru
2.
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Slika 8.13 o-¢ dijagrami (granic¢ne krive) u primeru 2 za Stap 3 - uporedna analiza rezultata
dobijenih koriste¢i materijalno ponasanje zasnovano na razli¢itim modelima

U dinamickoj analizi, za sve materijalne modele se koristio Newmark-ov postupak sa

koeficijentima 0=0.5 i a=0.25 za postupak direktne integracije, i odgovarajuce poredenje

karakteristika proracuna je dato u tabeli 8.4 U ovom slucaju je racunarsko vreme potrebno

za analizu pokazalo prednost koriS¢enja Prajzakovog modela histerezisa, iako je broj

iteracija veci nego u slu¢aju GP modela.

Tabela 8.5 Uporedna analiza karakteristika proracuna sprovedene u primeru 2, koriste¢i
materijalno ponaSanje zasnovano na razliCitim modelima

Primer 2
Broj iteracija CPU vreme
Model materijala [-] [s]
Preisach 1469 4
BW(a =2) 7477 12
BW(a =3) 5204 12
BW(a =4) 4281 11
GP 680 11
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Za poredenje karakteristika proracuna zasnovanog na Prajzakovom i BW modelu se moze
re¢i da je objektivno, zbog istih parametara analiza (koje su sli¢ne), a i u ovom slucaju
(primer 2) je bio potreban veci broj iteracija i CPU vreme u slu¢aju BW modela histerezisa.
Slican odnos numericke efektivnosti ova dva modela je dobijen i u drugim primerima. U
slucaju modela GP, u ovoj doktorskoj disertaciji nije obraden dovoljan broj primera i
poredenja da bi se izvukli isklju¢ivi zakljucci, ali se na osnovu prikazanih 1 uradenih
analiza moze pretpostaviti da se slican odnos moze javiti i u drugim odgovaraju¢im

modelima.

8.3 ELASTOPLASTICNA ANALIZA RESETKASTOG LINIJSKOG NOSACA
SA OSTECENJEM

U primeru 3, analiziraju se rezultati elastoplasticne analize jednog Stapa (Primer 3-1) i1
reSetkastog nosaca (Primer 3-2) sa oSteéenjem pri kvazi-statickom optere¢enju [58]. U
primeru 3-4 analizirani su rezultati usled dinamickog optereéenja, a u primeru 3-5 razlicite
vrste loma. Modeli materijala koji su uporedivani su: model zasnovan na Prajzakovom
modelu histerezisa [13], [14], [59] bez oStecenja, isti model (za elastoplasti¢nu analizu) sa
oste¢enjem definisanim koriS§¢enjem Prajzakovog histerezisnog operatora (poglavlje 4.1.1)
i model kod kojeg je oSteCenje definisano osnovnim principima mehanike oStecenja u

kontinuumu (poglavlje 4.1.2).

Definisanje elastoplasticnog materijalnog ponasanja elemenata reSetke je zasnovano na
rezultatima eksperimenta iz [64], odnosno na parametrima odredenim na osnovu tog
eksperimenta koji su prikazani u poglavlju 3.4. Parametri za definisanje modela oSte¢enja

su definisani u numerickom primeru u poglavlju 4.3.
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Slika 8.14 (a) Funkcija optere¢enja R(t) koriS¢ena u primeru 3-1. (b) Funkcija opterecenja
u(t) 1 R(t) koris¢ena u primeru 3-2.

8.3.1 Primer 3-1

U primeru 3-1 gde je opterecenje u vidu cikli¢no promenljive (Slika 8.14 (a)) aksijalne sile

R(#) na jedan 3tap (slika 8.15(b)) popretnog preseka 0.02m’ analiza je moguéa samo do

tacke nulte krutosti, odnosno nije moguce definisati omekSanje u tom slucaju.

Rezultuju¢e histerezisne petlje pokazuju dobro poklapanje modela sa oSte¢enjem (slika

8.15(a)), Sto je i ocekivano s obzorom na relativno mali nivo oSte¢enja (D=w=0.045).

Ostecenje Prajzak

Ostecenje CDM
bez Ostecenja

o[MPa]

/A

-0,0%),01

7/

,02

=500 4
L/

¢

b
I>

(b)

Slika 8.15 (a) Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 3-1 koriste¢i razli¢ite modele
za definisanje oStecenja; (b) Element izloZen optere¢enjem R(?) u primeru 3-1
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8.3.2 Primer 3-2

U primeru 3-2 gde je opterecenje u vidu funkcije (Slika 8.14 (b)) pomeranja u(?) 1 sile R(t)
zadatih u dve tacke na reSetkastoj konstrukciji (Slika 8.16), svaki Stap ima poprecni presek
0.02m’. Rezultujuée histerezisne petlje za dva para simetri¢no optereéenih $tapova su

prikazane na slici 8.17.

7
4 1.53@_

8x6.0=48.0 m

Slika 8.16 Resetkasti nosac sa optere¢enjem koris¢en u primeru 3-2.

stap1,8 ‘ ‘ stap 29, 33

|
sMPa g W S[MPa GOG//ﬂﬁW —
il i m
-0,03 - ;7// ;7 ” W,Jz 0.3 0,03 ¢, / d;/ //2{%6,32 0,03

@) | ®)

Slika 8.17 Rezultati dobijeni u primeru 3-2 (opterecenje u(t)) koriste¢i model oStecenja
definisan koriS¢enjem Prajzakovog histerezisnog operatora (poglavlje 4.1.1)

8.3.3 Primer 3-3

U primeru 3-3, analizirao se uticaj temperature u osi svih Stapova na odgovor konstrukcije
iz primera 3-2 [89]. Kako bi se stekao uvid u nacin promene oStecenja i zavisnost od
temperature, opseg za razmatranje je bio Cisto teorijski (-200C do 200C) bez uzimanja u

obzir realne promene strukture u materijalu koja bi nastupila pri takvim temperaturama.
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Rezultujuca histerezisna petlja za par simetricno opterec¢enih Stapova i1 zavisnost skalarne

veliCine oSte¢enja D od temperature je prikazana na slici 8.18.

______ N ”«f;'1212_33R-g)(t) TTsu
t=-200C ! 3,207 | ~"729,33-u ()
1000 ; - -
MPa] = 5 | .
c = 7" J
[ 20 ////,/ 0,151 Tl
/ ostecenje D T
SIS, I [« e
0,05;,_»«*’”
200 <100 0 100 200
temperatura [C]
)

Slika 8.18 Rezultati dobijeni u primeru 3-2 koriste¢i model oste¢enja definisan
Prajzakovim modelom - varijacija temperature u osi svih Stapova izmedu -200C 1 +200C:
(a) Stap 11 8 ; (b) Zavisnost skalarne veli¢ine oSte¢enja D od temperature

8.3.4 Primer 3-4

Primer 3-4 se odnosi na dinamicku analizu reSetkastih nosaca sa oste¢enjem. U prvom delu
posmatrana je trodimenzionalna reSetkasta konstrukcija u obliku vodotornja, dok se drugi
deo odnosio na konstrukciju iz primera 2. Modeli materijala koji se koriste su definisani u

primeru 3-1 1 3-2.

Resetkasta konstrukcija, prikazana na slici 8.19, je analizirana pod optere¢enjem u vidu
ubrzanja tla u formi zapisa zemljotresa El Centro. Radi pojednostavljenja analize,
posmatrano je samo prvih 10 sekundi registrovanog zapisa skaliranog sa faktorom uvecanja
1.5. Masa je definisana u ¢vorovima poslednjeg nivoa vodotornja u ukupnom iznosu od
1000kN-s”/m. ReSetkasta konstrukcija se sastoji od Stapova povriine 0.01m” Nivoi
konstrukcije se sastoje od radijalno rasporedenih deset polja identi¢nih dimenzija, koje se

smanjuju ka vrhu.
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Slika 8.19 ResSetkasti nosa¢ koriS¢en u primeru 3-4.

Na slici 8.20(a) je prikazan rezultat koji se odnosi na najoptereceniji Stap na najnizem nivou
konstrukcije u prvom delu primera. Na slici 8.20(b) je prikazana uporedna analiza rezultata
dobijenog iz primera 2, gde je ubrzanje tla (zemljotresa El Centro) skalirano sa faktorom
uvecanja 4. Model materijala sa oSte¢enjem je u ovom slucaju definisan sa pristupom

prikazanim u poglavlju 4.1.2.

—————————— EP
— EP + Pr. 05t | /‘/
750 )/
o[MPa] /
,02 0,03
e
EP + CDM ost.
41.09NN - EP
1 500 =1T4£UU
(@) b)

Slika 8.20(a) Uporedna analiza rezultata dobijenih u primeru 3-4 za najoptereceniji Stap na
najnizem nivou konstrukcije koriste¢i model materijala sa i bez oSte¢enja; (b) Uporedna
analiza rezultata dobijenih za Stap 3 u primeru 2 koriste¢i model materijala sa i bez
oStecenja.
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8.3.5 Analiza rezultata

Analiza numericke efektivnosti primene odgovarajuc¢ih modela je prikazana u tabelama 8.6
1 8.7. U slu€aju numeri¢kog primera kontrolisane deformacije jednog Stapa iz poglavlja 4.3
(primer 4.3.A), za model oSte¢enja definisan sa Prajzakovim modelom histerezisa je
dovoljan jedan inkrement i jedna iteracija po koraku nezavisno od nivoa o$teéenja. U
primeru 3-1 (optere¢enje u vidu kontrolisane sile), potrebno je vise iteracija kako bi resenje
konvergiralo, dok je u slucaju modela oStecenja definisanog sa osnovnim principima CDM
(poglavlje 4.1.2) 1 broj inkremenata morao da bude veéi, jer je reSenje dato u

inkrementalnoj formi (izraz (4.13)).

Tabela 8.6 Uporedna analiza karakteristika analize sprovedene u poglavlju 4.3 i u primeru
3-1, koriste¢i materijalno ponasanje zasnovano na razli¢itim modelima

Opterecenje u(t) — primer 4.3.A -
poglavlje 4.3 Oprterecenje R(?)- primer 3-1
Analiza
broj broj CPU broj broj maks.
iteracija |inkremenata| vreme [s] | iteracija |inkremenata [pom. [m]
EP An. bez
ostec. 1 I-11 0.4 1074 I-11 0.020498
EP sa Pr. oste¢. 1 I-11 0.5 3932 1-11 0.024588
EP An. sa
CDM.ostec. 1 1579 7.47 10738 33 0.024458
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U primeru 3-2, model oSte¢enja (poglavlje 4.1.1) zahteva iterativni postupak kako bi se
izvrsila redistribucija sila, dok kod drugog modela oste¢enja (CDM - poglavlje 4.1.2), 1 broj

inkremenata 1 iteracija mora da bude ve¢i da bi reSenje konvergiralo.

Tabela 8.7 Uporedna analiza karakteristika analize sprovedene u primeru 3-2, koriste¢i
materijalno ponaSanje zasnovano na razliCitim modelima

maks.oste¢
maks.oSte¢
[Yo]
Analiza _ _ [70] '
broj broj CpPU Stapovi
iteracija | inkremenata [vreme [s] Stapovi I, 8 29,33
Primer 3-2 (u(?) ) -
w®) 397 21 2.8 - -
EP An. bez ostec.
Primer 3-2 (u(?) ) -
1930 24 23.58 16.14 9.85
EP An. sa Pr. ostec.
Primer 3-2 (u(?) ) -
9000 4200 1700 16.05 9.92
EP An.sa CDM. oste¢
Primer 3-2 (R(?) )-.
&) 122 6 3.8 - -
EP An. bez ostec.
Primer 3-2 (R(?) )-
( 191 6 6.9 8.53 3.82
EP An. sa Pr. ostec.
Primer 3-2 (R(?) )-
62161 1500 757 8.51 3.86
EP An. sa CDM.oste¢
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8.4 PRORACUN ENERGETSKIH KOMPONENTI RESETKASTOG
LINIJSKOG NOSACA U ELASTOPLASTICNOJ ANALIZI

U ovom poglavlju bi¢e prikazani rezultati proracuna energetskih komponenti u primerima
elastoplasti¢ne analize (primeri 1-1, 1-2, 2). U poglavlju 5 je pokazano da prilikom pojave
plasti¢nih deformacija, ukupan plasti¢ni rad ne disipira u potpunosti u toplotu (histerezisni
gubitak energije), ve¢ jedan deo ostaje u materijalu, pa se taj deo lako dobije kao razlika

izraCunatih veliCina plasti¢nog rada i histerezisnog gubitka energije.

Za razliku od veli¢ina napona i deformacije, u EP analizi, energetske komponente (plasti¢ni
rad 1 histerezisni gubitak energije) se povecavaju tokom svake promene plasticne

deformacije, dok ostaju konstantni togom segmenata elasticnog opterecenja i rasterecenja.

Plasticni rad ‘ —— Locked-in Energija ‘
Energija [kJ].| ——— Hi i 1507
9 Hist.gub.energije Energija [kJ]
4000 120
\ N\
90 \\ \..

2000 . 60 / \ \
/ RN BRI IR

p—

0 "
o0,0 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

@) Vreme b) Vreme

Slika 8.21 Energetske komponente za Stap 29 u primeru 1-1 (a) Plasti¢ni rad 1 histerezisni
gubitak energije; (b) Energija zadrzana u materijalu

Sa slike 8.21 se vidi da je dijagram zadrzane energije u materijalu konstantan usled

simetri¢nih ciklusa, a uvek mora biti pozitivan jer je plasti¢ni rad uvek ve¢i ili jednak (u

stanju materijala koji nije trpeo plasticne deformacije) histerezisnom gubitku energije u

vidu oslobadanja toplote.

U primeru 1-2, analizirani su rezultati Stapova koji su simetri¢éni u odnosu na srednji

oslonac (29 1 33), a odgovaraju¢i dijagrami energije su prikazani na slici 8.22(b). Sa te slike
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se vidi da su odgovaraju¢i dijagrami energije slicni, a da se Stap 33 kasnije deformise
plasti¢cno u odnosu na Stap 29. Takode, ova sli¢nost odgovaraju¢ih dijagrama plasti¢nog
rada i histerezisnog gubitka energije istih Stapova ukazuje da je energija zadrzana u
materijalu, kao njihova razlika, skoro konstantna nakon plasticnih deformacija, Sto se
moglo i zaklju€iti na osnovu c—¢ dijagrama u primeru 1-2. To je posledica nepostojanja
opterecenja u suprotnom smeru koje bi dovelo do simetricnog oc—¢ dijagrama u ovim

Stapovima, pa nema drasticnog smanjenja ove (zadrzane) energije kao na slici 8.21.(b).

U primeru 2, analizirani su rezultati dva Stapa resSetkastog stuba koji su pretrpeli najveée
plasticne deformacije, Stapova 1 1 3. Ocigledno je da se energetske komponente (iz
poglavlja 5) javljaju tek posle 2.4 s, §to je i dijagram pomeranja (Slika 8.12) potvrdio, kao 1
da je Stap 3 izloZen vecim plasti¢nim deformacijama i samim tim i ve¢em gubitku energije
(Slika 8.22(a)).

21500 ‘ : = 1500 1 ey
o stap 1 ~ = T Y ey
= ——stap 3 = = g
£1000 : I S E——
c o e ——
L - 8 i
7 L stap 29 PI.Rad
500 5 - 500 | —— stap 29 Hist.gub.en.
,_, ,/-’JJ [ stap 33 Pl.Rad
/j:_’_,_,—/"_' ! stap 33 Hist.gub.en.
0 !
o 2 4 6 8 10 % > 4 6
(a) Vreme [s] (b) Broj ciklusa

Slika 8.22 (a) Histerezisni gubitak energije u primeru 2; (b) Plasti¢ni rad i histerezisni
gubitak energije u primeru 1-2

8.5 ELASTOPLASTICNA ANALIZA GREDNOG LINIJSKOG NOSACA

U primeru 5 su razmatrani 1 prikazani uticaji elastoplastiénog ponaSanja materijala na
savijanje linijskog nosaca pri ciklicnom optere¢enju. Analizirana je ramovska konstrukcija
prikazana na slici 8.23. Model materijala koji je definisan u ovim primerima je isti kao u
primerima 1 1 2 (elastoplasticni model materijala bez oStecenja i bez uticaja geometrijske

nelinearnosti). Prikazani su rezultati dobijeni tatnim reSenjem izraza za moment savijanja.
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Pod ta¢nim reSenjem se podrazumeva resenje dobijeno u slucaju koris¢enja izraza (7.6),
koje je analogno reSenju dobijenom primenom izraza (3.21), odnosno analitickom resenju

za odredivanje sila u preseku.

b/h=0.1/0.2[m] b/h=0.1/0.2[m]
u), _ F()
B B

1.0m 1.0m

Slika 8.23 (a) Primer 5-1 — ramovska konstrukcija za funkciju opterecenja u(?); (b) Primer
5-2 — ramovska konstrukcija za funkciju opterecenja Fi(t)
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Slika 8.24 (a) Primer 5-1 - funkcija opterecenja u(?); (b) Primer 5-2 - funkcija opterecenja
F@)
U primeru 5-2 je analiziran odgovor ramovske konstrukcije na dejstvo ciklicno promenljive
horizontalne sile F(?), a u primeru 5-1 na dejstvo cikli¢no promenljivog pomeranja u(z), §to
je prikazano na slici 8.23, gde su prikazane i dimenzije konstrukcije i poprecnog preseka.
Na slici 8.26 je prikazana veza moment-krivina u presecima 4 i B za primer 5-2, ali se i

odnos zadate sile i odgovaraju¢eg horizontalnog pomeranja javlja u formi histerezisa. Za
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primer 5-1 su takode prikazane veze moment-krivina u presecima 4 i B, kao i naponi po

visini odgovarajucih poprecnih preseka (Slika 8.25) na kraju opterecenja.

Presek B
MWNmkm% ------ Presek A
Presek A | 400 N O S
------ Presek B
296-
e
0,1 7 I
A -900 -600 -300-
37 4O0 -l ]
/,/ - ~
2 = -600
[0 e N | 6 S EO
@)

Slika 8.25(a) Odnos M-k u preseku A4 i B u primeru 5-1; (b) Normalni napon po visini
poprecnog preseka u preseku A i B u primeru 5-1.

Presek B | 1000 ‘ F[kN] 4000

horiz.
pomeranje

-4000

®)

Slika 8.26 (a) Odnos M-k u preseku A4 i B u primeru 5-2; (b) Veza sila - horizontalno
pomeranje u tacki preseka B u primeru 5-2
Na slikama 8.25 1 8.26 se vidi da su i u ovim primerima dobijene zatvorene histerezisne
petlje. Iz prikazanih dijagrama, kao i na osnovu primera iz poglavlja 7, se moze zakljuciti
da pristup modeliranja ponasanja grednih nosaca u cikli¢noj plasti¢nosti sa Prajzakovim
histerezisnim operatorom moze da bude adekvatan u sluc¢aju da je odgovarajuc¢i materijal

moguce modelirati sa istim operatorom.
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9 ZAKLJUCAK

Prajzakov model histerezisa pruza velike moguénosti za modeliranje fizickih procesa u
kojima se histerezis javlja. Na osnovu tog modela za elastoplastiéno ponasanje materijala,
prikazanog u radovima [14], [15] u ovoj doktorskoj disertaciji je definisan proracun
reSetkastih nosaca pri ciklicnom opterecenju zasnovan na ovom modelu. Pored toga, sam
model materijala zasnovan na Prajzakovom modelu histerezisa je proSiren da bi uzimao u
obzir i pojavu oste¢enja u materijalu. U radovima [62], [86] je sa predmetnim modelom
materijala definisano ponasanje grednog elementa pri Cistom savijanju u plasticnom
domenu, pri ciklicnom optere¢enju, a u ovoj disertaciji je predstavljen ekvivalentan
koncept, zasnovan na integraciji napona u popre¢nom preseku, koji omoguéava analizu pri
proizvoljnom optere¢enju. S obzirom da ovaj model materijala omogucava proracun
histerezisnog gubitka energije u materijalu pri ciklicnom optere¢enju, u definisani proracun

reSetkastih nosaca je implementiran i proracun ove energije.

Ogranicenja 1 prednosti proracuna definisanog u ovoj disertaciji se ogledaju u
karakteristikama samog modela materijala. Nedostaci u prirodi reSenja Prajzakovog modela
materijala (Masing tip — zatvorena histerezisna petlja) i nemoguénosti da modelira
horizontalni plato (kao i mnogi modeli koji definiSu cikli¢nu plasti¢nost) pri monotonom
opterecenju, koji se javlja kod odredenog broja konstrukcionih materijala, ukazuju da je za
modeliranje pojedinih materijala potrebna modifikacija predmetnog modela. Kada materijal
nema izrazen fenomen ciklicnog tec¢enja, a pogotovo u sluc¢aju malog broja ciklusa, moze se
re¢i da Prajzakov model histerezisa moze da predstavi realno ponasanje odgovarajuceg
materijala. 1z prikazanih izraza i1 numeric¢kih primera je ocigledno da ovakav model moze
da opiSe odreden broj fenomena cikli¢ne plasti¢nosti u konstrukcijama, pri jednoaksijalnom

naponskom stanju.

Kao $to je predstavljeno u ovoj doktorskoj disertaciji, koriste¢i predmetni model, definisan
je softver u c++ programskom jeziku, koji je omogucio poredenje odgovaraju¢ih modela
koji se mogu koristiti u ovakvoj analizi. Poredene su numericke karakteristike proracuna

kao 1 sami rezultati. lako drugi modeli, sa kojima je poreden predmetni model, imaju
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moguénost da modeliraju ponaSanje koje ne prati Masing zakon (otvorene histerezisne
petlje), za tacno modeliranje cikli¢nog tecenja je potrebna posebna analiza i model, tako da

je opisivanje fenomena cikli¢nog tecenja u tim sluc¢ajevima sa upitnom ta¢noscu.

Model klasi¢ne plasticnosti koriS¢éen za poredenje je model generalisane plasticnosti, u
¢ijem matematickom modelu postoje dve povrsi, a takav koncept moze da ima
odgovaraju¢e numeri¢ke pogodnosti u pojedinim slucajevima. Formiranje tangentne
matrice krutosti u proratunu dovodi do potrebe za reSavanjem sistema nelinearnih
jednacina sa manjim brojem iteracija, ali takva analiza moze da rezultira ve¢im vremenom

potrebnim za analizu na odgovaraju¢em raunaru.

Model histerezisnog operatora koris¢en za poredenje sa predmetnim modelom je Bouc-
Wen-ov (BW) model histerezisa. Razlike u samoj matematickoj prirodi reSenja za
histerezisni operator ukazivale su i na kvalitativne razlike koje bi se mogle dobiti u
rezultatima i numerickoj zahtevnosti, $to je pokazano kroz numericke primere. BW model
je usavrSavan od velikog broja istrazivaca i ima mogucénost opisivanja velikog broja

fenomena, ali kroz znac¢ajno povecanje kompleksnosti i broja parametara.

Kroz numeri¢ke primere je naglaSeno da je za proracune zasnovane na BW-ovom i
Prajzakovom modelu moguce ustanoviti odnos numericke efektivnosti, dok je kod modela
klasi¢ne plasti¢nosti to tesko utvrditi jer su koriS¢ene drugacije metode reSavanja
nelinearnih jednacina, pa je shodno tome moguce dati samo pretpostavku na osnovu

ogranicenog broja primera.

Ostecenje u materijalu se uvodi kako bi se definisao efekat degradacije krutosti, a modelira
se na dva nacina. Prvi pristup omogucava analiticko reSenje u zatvorenom obliku i
odgovarajuc¢u geometrijsku interpretaciju koja je pogodna za definisanje racunski efikasne
analize. Drugi model oSteCenja pruza moguénost opisivanja razliCitih tipova loma sa
variranjem odgovaraju¢ih koeficijenata, ali se gubi analiticka forma reSenja, pa i njene
numericke prednosti. Pored razlika u numerickoj efektivnosti, naglaSene su i kvalitativne

razlike ova dva pristupa.
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Sa predmetnim modelom je moguce i definisati ekvivalentne modele koncentrisane
plasti¢nosti u elastoplasti¢noj analizi grednih nosaca, s tim Sto je za slozene preseke u tom
slucaju potrebno definisati pravila numericke integracije za proizvoljne slucajeve kako bi se
optimizovao proracun. U ovoj disertaciji, najjednostavniji model (pravougaoni) popre¢nog
preseka je, koriste¢i Prajzakov model, analiziran pri ravnom savijanju, kako bi se izbegla
analiza optimizacije numeri¢ke integracije. Pri tome je analitiCko (ta¢no) reSenje za izraz
momenta u funkciji od krivine (deformacije) dobijeno sa numeri¢kom integracijom napona
po visini poprecnog preseka, jer je geometrijska interpretacija (analitiCkog reSenja) u ovom
slu¢aju kompleksna, a posebno za slu€ajeve sloZzenog savijanja i proizvoljnog opterecenja.
Za takve slucajeve je neophodno dalje prosiriti istrazivanje i usavrSiti model za koji se
moze oc¢ekivati sli¢na numericka prednost u odnosu na modele koji se koriste i inzenjerskoj

praksi.

Prikazan je proracun histerezisnog gubitka energije u elementima reSetkaste konstrukcije,
kao dela ukupnog plasti¢nog rada od kog se razlikuje, pa se ta razlika smatra za energiju
zadrzanu u materijalu. SuStina postojanja ove energije je u promeni strukture materijala, §to

se ogleda prilikom pojave sukcesivnih plasticnih deformacija.

Na osnovu predstavljenog istrazivanja se moze zakljuciti da u elastoplasticnoj analizi
reSetkastih nosaca pri ciklinom optereéenju, zbog prirode reSenja, predmetni model
omogucava brzu i tafniju analizu za odgovaraju¢e modele materijala. KoriS¢enje
analitickog reSenja u zatvorenom obliku za jedan ¢vor, u analizi sa ili bez oStecenja,
rezultira racunski efektim proraCunom, Sto bi moglo da bude posebno izrazeno kod
reSetkastih sistema sa velikim brojem nelinearnosti (plasticnih deformacija, geometrijske

nelinearnosti ili oStec¢enja) u ¢vorovima.
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Po zavrsetku osnovnih studija upisao se na doktorske studije na Gradevinskom fakultetu u
Beogradu. Na doktorskim studijama polozio je sve ispite sa prosenom ocenom 10. U
zvanje asistenta — studenta doktorskih studija na katedri za Tehnicku mehaniku i teoriju
konstrukcija izabran je u maju 2010. godine, gde je angazovan na predmetima Tehnicka

mehanika 1 1 2, Mehanika u geodeziji i Energetska efikasnost i sertifikacija zgrada.

Pored nastavne aktivnosti, uCestvovao je 1 u realizaciji dva nau¢na projekta pod

pokroviteljstvom Ministarstva za nauku republike Srbije.

Koautor je jednog rada objavljenog u medunarodnom casopisu sa SCI liste, jednog rada
objavljenog u domac¢em nauc¢nom casopsu, kao i dvanaest radova objavljenih u zbornicima

medunarodnih nauc¢nih skupova.

Govori 1 piSe engleski jezik. OZenjen je i1 otac je jednog deteta.
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Ipuaor 1.

HM3jaBa o0 ayTopcTBY

[Tornucanu-a 3opan [leposuh

Opoj nHaeKca 901/09

HsjaBmyjem
Ja je JOKTOpCKa AMCepTalnja Mo/l HacJ0BOM

EJTACTOIVIACTUYHA AHAJIM3A PELIIETKACTHUX HOCAYA CA OLUTEREHBEM
[1PH HMKJIMYHOM OIITEPEREBY

®  pPE3YJTAT CONCTBEHOT UCTpAKUBAYKOI paza,

e /la MpeasoKeHa AMCepTalMja y LUelHHH HH Y JeJIoBUMa HHje Ouia npeuiokeHa 3a_
nobujarbe OWNO  KOje JMIUIOME [peMa  CTYAMJCKMM  [pOrpamuMa Jpyrux
BHCOKOLLKOJICKMX YCTAHOBA,

® Jla CYy pe3yJITaTH KOPCKTHO HABCACHH H

® /la HMCAM KpLUHO/Na ayTOPCKa NpaBa H KOPUCTHO MHTENEKTYAIHY CBOJHHY JPYTHX
nuua.

ITornue pokTopanaa

Y Beorpaay, 22.2.204¢,

Doy Tepbs™




IIpunor 2.

M3jaBa 0 HCTOBETHOCTH LITAMIIaHE U CIEKTPOHCKE BEP3Hje
JTOKTOPCKOT paja

Hme u npesume ayropa 3opan Ileposuh

Bpoj unnekca __ 901/09

Crynujcku nmporpam ['palieBuHapcTBo

Hacnos pana EJIACTOIUTACTHYHA AHAJIM3A PEHIETKACTUX HOCAYA CA
OHITEREHEM IMTPU IHIMKJIMYHOM OINTEPERERY

Menrtop npo arocnas [llymapan, qumui.rpal). Hixk.

[Tornucaun/a 3opan Ileporuh

M3japipyjeM Ja je mTaMmaHa Bep3Hja MOT JOKTOPCKOT paja HCTOBETHA EJIEKTPOHCKO]
BEP3HJH KOjy caM Ipeaao/ia 3a o0jaBbuBabe Ha HopTrany JUrHTAIHOr PENo3HTOPHjyMa
Yuusep3urera y beorpany.

JlosBospaBam Jia ce o0jaBe MOjH JIMUHM TTOJALlM Be3aHH 3a J00Hjambe akaJeMCKOT 3Bamba
JIOKTOpa HayKa, Kao LITO Cy MME M Npe3uMe, rojMHa U MecTo pohema M JaTtyMm oxbpane -
pana.

OBH JIHYHH 110J1a11H MOTY ce 00jaBUTH Ha MPEXXHUM CTpaHHIAMa AMrHTanHe Oubnuoreke, y
eJIEKTPOHCKOM KaTtanory u y nybnukanujama YHuBep3utera y beorpamy.

IMoTrnuce JOKTOpaHaa

Dapas Newts

V beorpany, 17, QcQOMDQ
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IIpuiaor 3.

WN3jaBa o kopumhemy

Osnamhyjem VYnupepsutercky Oubmmoreky ,.Cserosap Mapkosuh® na y Jlururanau
peno3uTopujym VYHuBep3uTeTa y Beorpamy yHece Mojy JOKTOPCKY AMCEPTALHjy MOX
HAcJIOBOM:

EJIACTOIUTACTUYHA AHAJIM3A PEIIETKACTHUX HOCAYA CA OLUTEREHEM
[TPH [IUKJIMYHOM OIITEPEREBY

K0ja je MOje ayTOpPCKO JIeo.

Hucepraumjy ca CBUM IpPHIO3HMA IIPeJao/JIa caM y eleKTPOHCKOM (GopMary IOrogHoM 3a
TPajHO apXUBHPALE.

Mojy noxTopcky aucepranujy noxpameHy y JIMCHTAIHH PEMO3HTOPHjyM YHHBEpP3UTETA Y
Beorpamy Mory ma xopucre CcBH KOjH TOWTYjy oapeiabe caapikane y omabGpaHOM Ty
mauenue Kpeatusre 3ajennnue (Creative Commons) 3a Kojy caM ce oTy4uo/Ja.
1. AyropcTtBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMEPIIH]jaTHO
@Aympcmo — HEKOMepLIHjaaHo — Oe3 npepane
4. AyTOpCcTBO — HEKOMEPLIHJaTHO — IETHTH IO/l HCTHM YCI0BMMa
5. AytopcTBO — Ge3 mpepane

6. AyTOpCTBO — JEJTHTH MOJ HCTHM YCJIIOBHMA

(Monumo f1a 3a0Kpy KHTE CaMO jeHy O/ IECT MOHY)EHNX JIMUEHIH, KPATAK OMKC JTHILIEHIH
Iat je Ha nonehuHu nucra).

ITornuc poxkTopanaa

V¥ beorpany, 2-2 2 . 2 O‘\C;e

{&;m-m oL e Ef’f
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1. AyTtopctBo - Jlo3BOJbaBaTe yMHOXKABakE, TUCTPUOYIIM]Y M JaBHO CAONIITABAE Jea, U
npepajie, ako ce HaBeJe UMe ayTopa Ha HauuH ojpeheH oj cTpaHe ayTopa WM JaBaolia
JUIICHIIE, YaK ¥ Y KoMepuujaiaHe cBpxe. OBo je HajcI000 HH]ja 0T CBUX JIUIICHITH.

2. AyTOpcTBO — HEKOMepIjanHo. J[03BoJbaBaTe yMHOXKaBame, TUCTPUOYILIH]Y U jaBHO
CaoMIITaBamk-E JeNia, U Mpepaje, ako ce HaBeJe MME ayTopa Ha HauuH ofApeheH ox crpaHe
ayTopa WiH naBaoiia nuieHie. OBa JIHIIeHIIa He 103B0JbaBa KOMEpIIUjaaHy yHnoTpely aena.

3. AyrtopctBo - HekoMmepmmjamiHO — 0e3 mpepane. Jlo3BosbaBare yMHOXaBame,
TUCTPUOYIIM]Yy U jaBHO CAOMINITaBame Jena, 06e3 mpoMeHa, MpeoOIuKoBamka WM yrnoTpeode
Jienia y CBOM JIeNly, aKO Ce HaBeJe MM ayTopa Ha Ha4yMH ojapeheH o crpaHe ayTopa WIN
naBaona juieHne. OBa JMIEHIa He 103B0JbaBa KOMEpLHUjallHy ynoTpedy aena. Y omHocy
Ha CBE OCTaJIe JIMLEHIIE, OBOM JIMIIEHIIOM Ce€ orpaHuyaBa Hajsehu oOum mnpasa xopunihemwa
aena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEpILHWjAIHO — [EIUTH TOA HCTUM yciuoBuMma. Jlo3BosbaBare
YMHOXKaBamwe, TUCTPUOYIIM]y U JaBHO CAOMILUTaBame Jiesa, U Ipepajie, ako ce HaBeae nMe
ayTopa Ha HaduMH ojpeheH oJ cTpaHe ayTopa WM JaBaolla JIMLEHIE U aKo ce Ipepaja
aucTpuOyupa MO HMCTOM MM CAMYHOM JuieHuoMm. OBa JMIeHIla He J103BOJbaBa
KOMEpLHjaIHy yrnoTpeOy Jiena u npepaja.

5. AyrtopctBo — 0e3 mpepanme. Jlo3BosbaBaTe yMHOXaBamwe, IUCTPUOYIM]Y U jaBHO
CaoMIITaBame Jesa, 0e3 MpoMeHa, MPeodIMKOBamka WIH YIIOTpeOe ena y CBOM ey, ako
ce HaBeJe MMe ayTopa Ha HauMH ofApelheH oA cTpaHe ayTopa WM JaBaona juieHie. OBa
JUIEHIIA 03B0JbaBa KOMEPIIMjAJIHY yIIOTpeOy nena.

6. AyTOpCTBO - IETUTH MOJ UCTHM yclioBuMa. [03BosbaBaTe yMHOXKaBamwke, TUCTPUOYIIH]jY
¥ jJaBHO CAOIIITaBamE JIeNa, U Tpepajie, ako ce HaBe/Ae MME ayTopa Ha Ha4MH oJpeheH ox
CTpaHe ayTopa WM JaBaolla JHIICHIIE U aKo ce Mpepaja AUCTpUOyHpa MOJ HWCTOM HIIU
ciyHOM JineHnoM. OBa JIMIEHIa 103B0JbaBa KOMEPIMjaliHy yIoTpeOy Aena W mpepaja.
CrnuyHa je coQTBepCKUM JTUIEHIIaMa, OJTHOCHO JIMIIEHIIaMa OTBOPEHOT KOJa.
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