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IIpearosop

Ogaj paz je Hacrao kao geo Besmkor mehynaponmor npojekra VALIANT (Validation and
Improvement of Airframe Noise prediction Tools) koju je moj| cCBOjUM OKPUBJ/BEM CAKYIIHO
BoJiehe MCTparkKuBadKe IEHTPE Y 00/IaCTU HYMEPUIKUX METOIA U MPOPATYHCKE MEXaHUKE
na i1y Espone u Pycuje. EBporncka arenrmja 3a Ba3IyxXoILIOBCTBO je Iperno3Haa OyKy
Kao jegaH of Behux mpobiieMa HOPMAJHOT YKUBOTA 34, JbyJI€ KOjU KUBE Y 00JIaCTUMAa OKO
aepoapoma. Bomehu ce xemom qa ce 10 2020 roamne penykyje OyKa KOjy TeHepHIiie
aBuon 3a 50 %. Jlecer wnanuna Esporncke Yuuje u jemanecra Pycuja cy y mpojekry
VALIANT 3a 1mu/s umajie Jia ce HalpaBu Haj0O/ba HyMEpHYKa METOJA 3 MPEeIUKIIU]y
3BYKa IE€HEPHUCAHOI €& Y3IOHCKUX IIOBPIINMHA W JIEJIOBA aBUOHA Yy IHJbY PEIYKOBaIba
OyKe MPUIMKOM CJIeTama U T0oJieTamba M0CeOHO Y JeJI0BUMa OKO aeposipoma. Hymepuuake
METO/Te Cy TPEMO3HATE KA0 100ap ajaaT y AU3ajHy U MPEIUKIIU 1 KA0 HEOMXOIaH ajIaT 3a
nocTu3ambe 3a1aTor mba. Kao fgeo ekurne koja je npezacrasbaia CIMNE (International
Center for Numerical Methods in Engineering) uuju je 6uo 3ajarak jna ce Kao (puHaHI
IPOJLYKT IOHY/IU HajOo/ba HyMepUYKa IIeMa U Kao TaKBa UMILJIEMeTHpa y PyHKIINOHAIHI
codrBep. UcTpakuBama Koje je CIIPOBEJIEHO HA TEMY aepPOaKyCTUKE U HAIIPEHE METOJIE
crabuim3anuje HyMEepUIKIX MeTO/1a 3a moTpedbe cuMysialpje aepoaKyCcThe HACTao je Pal

KOjH je TpeJI Bama.

Beorpan, maj 2016. Bragumup M. Jazapesuh
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OnTtuMusanuja aepoakyCTUYHUX (PeHOMEHA KOJ y3rOHCKUX IOBPIINUHA

AncrpakT

Byka umuju je y3pouHUK aBHOH NPUJIMKOM IIOJIETAFha M CJIETalba je jeJaH OJ IVIABHUX
pobJieMa 3a Jbyjie KOjU »KUBe Y OKOJIMHHU aepojpoMa. JejaH Jieo OyKe TeHepulle MOTOp
aBHOHa JIOK JIpyru ae0 TI'€HEpUIly aepOoJuHaMHW4YKe IIOBPIINHE M OCTaJie KOMIIOHEHTE
aBuona. lIpaBiberbe BepoIOCTOjHE CHUMYyJIAIje aepOaKyCTHYHOr (heHOMEHA METOJIOM
KOHAYHHUX €JIEMEHATA MOXKE J1a TIOMOT'HE JIa Ce carjiejia KOMILUIEKCHOCT IpobJieMa Kao U Ja
ce pajau Ha TOMe fa ce 'y OyayfHOCTH MPOjeKTyjy aepoanHAMUYKE Y3TOHCKE TTOBPITIHE
Koje he crBaparu Mamy OyKy. AKycTHYHE M3BOpe cTBapa TYPOYJEHTHO CTpyjaibe Koje
TEHEPUIITy aepOoIMHAMIKE MOBPINUHE, TH M3BOPH CTBapPajy BapHjalldjy MPUTHUCKA KOje
Hallle YBO IIpero3Haje Kao 3ByK. Jla 6u TaduHO oJpe/usiu JIOKAIU]y U UHTE3UTET 3BYKa
IIPBO je BeoMa OUTHO BEPOJOCTOJHO IPE3EHTOBATH TYPOYJIEHTHO CTpYyjahe a 3aTuM

nponaraunja AKYCTUIHUX TaJlaCa KpPpO3 Ba3AyIITHU JJOMEH.

Hum Te3e je m7a MaTeMaTHIKUM W HYMEPUIKAM MOJEIUPAI-EM IIITO BEPOIOCTOjHU]jE
IIPEJICTABU BEKTOPCKO I0Jhe Op3uHa TypOysieHTHOr cTpyjama. Ca Japyre crpaHe UCTH
MaTeMaTUYKd Mojiesin he Outu ynorpeb/beHn M 3a Hpolaraiujy IPUTUCKA Y CPEJUHU.
[Tormrro maro crpyjame 3axTeBa BeIUKU OPOj eleMeHaTa W IBOPOBa KOjU Ce KOPUCTE 3a
morpebe MeTo/1e KOHAYMHUX eJIeMeHaTa Ii/b e OUTH Ja ce MUHUMEI3Yje BpeMe U MEMOPHja

KOMITjyTepa MoTpebHa 3a peasin3aliujy CuMyJialuje.

Y mpBoj dasu ucnuruBama npBo he 6uTu pazMaTpaHu MOJAEIU TYPOYIEHTOI CTPYjarba
KOju ce Kopucre yriaaBHoM 3a oBaj tum mpobiema (DNS-Direct Numerical Solu-
tion, RANS-Reynolds Averaged Navier-Stokes, LES-Large Eddy Simulation). VY
cnenehoj basu he 6uTn U3BPIIIEHO MATEMATHYIKO U HYMEPUIKO Mojieupame OpToroHaHe
Cabrpu ckeji crabujin3am@ioHe MeTOJle Ca JMHAMUYIKUM UpalielbeM MajiuX BeJIMYuHA.
Jlape ciaenu uMmiieMenTanuja y copTBep MPeTXOqHO HaBeAeHe CTAOM/IN3aInOHe METOIE
U IbEHO TecTHpame Kao W KoMIapaluja ca mnocrojehum meromama. IIpopauyn
aKyCTHYHUX wu3Bopa wmiam JlajrxmiaoBor rTensopa je npeamer cieiaehe daze rae je
TpancdopMaIja u3 BPEMEHCKOr JIOMEHa y (PPEKBEHTHU JIOMEH WU3BPINEHA TUPEKTHOM
®ypujeoBom Tpanchopmarujom. OBUM HTPUCTYIOM je yOp3aHna TpaHcdopMmaliuja Kao U
cMaIbebe KOMITjyTepCcKe MeMopuje moTpedHe 3a mpopadyHn. MareMaTudko U HYyMEPUIKO
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UCTUM CTaOUIN3AIMOHUM MeTo/IlaMa Kao U TypOyJeHTHO crpyjame. Y duHagHO] dhasu
HCTpaXkKuBama cy ypaheHa mcouTuBama Ha CTBAPHUM HPODIEMUMa pajnd BepuduKaIimje
U KOMIIapalyje MeToJia Koje Cy IPe3eHTOBaHe y JIOKTOPCKOoj Te3u. Ha kpajy je uzBejen

3aK/bydaK Ca MPEI03UMa 32 JaJbU PaJ.
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Optimization of Aeroacoustic phenomena around aerodynamic surfaces

Abstract

Noise which is generated by the aircraft during the take off and landing is one of the
main problems for the people who live in area around airport. One part of the noise is
generated by the turbojet engine and another part is generated by the aerodynamic sur-
faces and other components of airframe. Development and production of good simulation
tool with finite element method can help to understand complexity of the problem and to
develop in the future aerodynamic parts of the aircraft which could produce lower level
of noise. Acoustic sources are generated by the turbulent flow passing aerodynamic parts
of the aircraft and these sources generate fluctuation of the pressure in the domain what
our ear recognize as sound. If it is wanted to accurately predict location and intensity
of the sound it has first to predict very accurately turbulent flow what is one challenge

and than simulate propagation of pressure waves in domain.

The goal of the thesis is to numerically and mathematically model vector field of velocity
for the turbulent flow. From another side also the same approach will be used for pressure
wave propagation. Aeroacustic simulation using finite element method overall need so
many elements and time for simulation it would be also suggested the approach how to

reduce the time and memory usage for simulation.

In first phase it would be investigated numerical approaches to simulate turbulent flows.
It is mainly used DNS-Direct Numerical Simulation, RANS-Reynolds Averaged Navier-
Stokes, LES-Large Eddy Simulation. In next phase it would be developed mathematical
and numerical modeling of stabilized Orthogonal Subgrid scale method with dynami-
cal subscales. Next it would be presented short implementation in software proposed

methodology and then their testing and also comparetion with existed methods.

Calclation of acoustic sources or Lighthill’s tensor will be subject of next phase where
transformation from time domain to frequency domain is done through Direct Fourier
transformation. Mathematical and numerical modeling of pressure waves will be done
with same methods as for turbulent flow. In final stage of investigation it would be done
some real simulation in 2D to verify and compare of proposed methodology with existing

ones. In the end it would be given the conclusion and suggestion for future work.

Result obtained from the investigation will show that proposed methodology will give
better and stronger representation of the acoustic sources. Different approach of turbu-

lent modeling affecting small scales and their filtration in the solution of resolvable scale



captured by the finite element mesh recovering good energy distribution in the area of

small eddies and also give opportunity to model backscatter.

Key words: Aeroacoustics, Direct Fourier transformation, Inhomogeneous Helmholtz
equation, Lighill’s analogy, Noise, Orthogonal Subgrid Scale Stabilization method with

dynamical subscales
Scientific discipline: Machanical engineering

Scientific subdiscipline: Aerospace
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Iloriaasipe 1

YBOZI

BazmyxomioBerBo je o cBor 3aderka m mpBor Jerta Opahe Pajr mo manarmsmux jana
mpemrao gyradak myT esosyrmje. O came crmosmaje Ja UOBEK MOXKe Ja JIETH T4
JI0 JIeTa XUIIEPCOHMYHMM Ops3uHama upouuio je "camo" 100 romwnHa, IITO CBpCTaBa
Ba3/[yXOILIOBCTBO Yy I'PaHy HHJYCTPHUje ca HajBeNUM MPOTrPEecoM aJid Taj UCTU MPOTPeC
je rypao u MHOT'e JIpyre IpaHe WHIYCTPUje Koje Cy IPATUIu TPeH 1 BasmyxoioscTea. Ca
CTAJTHUM JOBEKOBUM XTEIHEM J1a Ce hjie OpKe U BUIE WHKEIHEPU CY HAWIA3UIN HA PA3HE
Iperpeke u mpobJjieMe Koje cy Ha OBaj WM OHA] HAYWH MOpAJH Ja pelnasajy. JemaH o
OBakBHX IpobJieMa je n OyKa KOjy NeHepHuIlle aBUOH KOjU je HajBHIlle IPUMETAH Y 30HAMAa

OKO aepoZipoMa MJIN Ka/l aBUOH JIETHU Ha MaJIMM BUCHHaMa.

Jlo meseceTuxX TOJMHA MPOIIOT BEKa, IIOCTOjajI0 je BEpOBambe Jia IeJIOKYIHA OyKa KOjy
TeHepHIlie aBUOH JIOJA3U OJT MOTOpa, JTOK No3HaTn Enrmecku Hayanuk sir Michael James
Lighthill auje yrBpauo ma onpehenu neo Oyke mgoJia3u u ca y3rOHCKUAX ITOBPIIITHA U 18 Taj
JIe0 YOIIIIITe HUje 3aHeMap/bUB, YaK IIITa BHUIIE IITO Ne ce KacHUje YTBPAUTH JIEJIU UCTH
y/Ieo y 6yIm Kao U OHa Koja JOJa3’ ca MaJj3HOT MoTopa. JlajTxmm tajma meduHuIe cBojy
aHAJIOTUjy TIe Cy jeaHadnue Kpertama (uynga npenedunucane y ¢popMmy Koja mojceha
Ha TajiacHy jenHaunHy "KJjacmaHe' aKyCTHKe ca JieBe CTpaHe XeJIMXOJIOBe jeHAadnHe
JIOK je M3BOPHU HJIaH Ca JIeCHE CTPaHe ocTao He mpoMereH. Hberos "eight power" 3akon
JnedUHAIIE Ja aKyCTUIHA CHATa TeHEPUCaHa Ca MJIA3HOT ABHOHA je MPOTIOPIIMOHATHA 8-0M

crerieny Op3uHe Kperarma aBuona. [lejmc Jlajrxua ce cMmaTpa ocHUBaYeM aepOaKyCTUKE.

AepoakycTuka ce MOXKe JIepUHUCATH KA0 JIe0 aKyCTHKE KOja MpoydIaBa OyKYy TeHEepHCAHY

TYpOYJIEHTHUM CTPYjarheM WA WHTEPAKIUjOM A€POJUHAMUYKUX CHUJIA Ca y3TOHCKUM



Iornasmwe 1. Vsod 2

noppirHaMa. Vero Tako Oyka MOXKe Jia ce MOBeKe U Ca MePUOJUIHO BapujabuIHUM
crpyjameM rTre je "Aeolian tone" koju ce crTBapa Kaj Berap JyBa OKO (PUKCHOT
npejMeTa KJIACHYaH TPUMEpP aepoakyCTHYHOT 3ByKa. OBaj 3BYK je jOII TO3HAT Kao
U aepOIMHAMUYKY 3BYK. 3a pa3jinKy OJ KJIaCHJIHe aKyCTHKE Y aepOaKyCTHUIH CUJe U

KpeTama yHyTap CTpyjama Cy M3BOPH 3BYKaA a He eKCTePHHU M3BOPH.

Ca pasBojeM KOMIIjyTepa J0JIa3W JIO0 Pa3BOja W IPOpAIYHKE aepoaKyCTHKEe KOja nMa
3a Wb Ja CUMYJIUPA U IPEJIBUIU aepOoIuHAMUYKKN TreHepucaHy Oyky. IIpopauyncka
aepoakycTuka ce cacroju n3 [Ipopauayncke mexanuke diaynma (CFD-Computational Fluid
Dynamics) TypOyJieHTHOT CTpyjatba, ajoKalyje U IpeUKIje aKyCTHIHUX US3BOpa U
Iporaramuje aKyCTHIHUX Tajaca y MPOPadyHKCOM JOMEHY Tj. pellaBarba KJIACUIHOT
aKycTudHor mpobsema. Jlanac mpopadyHCKa aepoaKyCTHKa je aKTHBHA MCTPaKUBAIKa,
006JIaCT TOIMITO UMa IMUPOKY MPUMEHY y ayTOMOOHUJICKO], YKEJIE3HUIKO]j, ABUO U MTOIBOIHO]

WHTYCTPU]U.

CBpxa JOKTOPCKE Te3e je J1a MPUKaKe pa3Boj CTpaTeruje 3a MpeInKIin]y aepOaKyCTUIHUX
deHOMEHA KOja je UMIIEMEHTHPAHA Y IPOrPAMEPCKHU KOJT KOji KOPUCTH METOI KOHATHIX
eJieMeHaTa 3a pellaBame CHUCTeMe MNapuujajHuX audeplujajHux jeaHaduHa. Taksa
crpareruja Tpeba ma Oyne KOpPUCHA 3a MPEAUKIN]Y CTpyjama MajuM Op3uHaMa KOjy
MOTY Jia ce KJIaCHpUKYjy HECTUNL/BUBA CTPyjarba. 300r Tora je Kopurthena JlajTxmmosa
aHaJIOTMja Koja MOKa3yje Kako je Hectunubupa Hapuje-CTokcoBa jeiHadnHa MpUKA3aHA
y bopME HEXOMETeHe aKyCTUYHE je/IHAUYNHE Ca M3BOPHUM WJIAHOM KOjU je HAIIPABJHEH O/
Jaytor auBeprerTa Pejuosacosor Tersopa. [lnb ncrpakusama je 6o J1a ce pasBujambeM
HOBUX CTaOUIN3AIMOHNX METO/Ia U3BPIIN IPEIUKIINje TYPOYIEHTHOr CTPYjarha U MOKYIIA
Jla ce MOJIEJIUPAjy MaJjiu BPTJIO3W KOjU HE MOLY Jia C€ yXBaTe HMPOPATYHCKOM MPEXKOM.
Tu uctu Masu BpTIO3u MMajy OUTHY YJIOTY Y PacIojein eHepruje usMehy BeJIUKUX U
MaJIMX BPIJIOra y TYpOyJIeHTHOM cTpyjamy. VcTo Tako MeTojia Koja he 6uTH mpukasaHa
y Te3W uMa 3a Wb Jla CHMYJAIMAjOM MajuxX BPTJIOTA HAIpaBu OOJbY MPEIUKIIU]Y
AKYCTUYHUX M3BOPA KA0 M ILUXOBY JUIOJ M KBaJPUIIOJ KapakTepuctuky. Camum
TuM OOJbOM TIPEIUKIINjOM aKyCTUIHUX H3BOpPA U JECHU UIAaH AaKyCTUUIHE jeIHATHHE
Jobuja €BOj JApyradurju oOJUK IITO IoBehaBa WMHTE3UTET TaJjaca MPUTHCKA INTO HAaIle
yXO IIpero3Haje Kao 6yky. YoOudajaH IpPUCTYI 3a MOJEIUPalbe TypPOYJIEeHTHOT CTPYjamba
KOje MMa HecTallMOHApHO IoHamame je Cumyrnanuja sesmkux spriaora (LES-Large
Eddy Simulation). Meroga noapasymesa duiarpupame Hasuje-Crokcose jesHaqnne ca

HUCKO TPOJIA3HUM (PUJITEPOM HA HUBOY KOHTHHyyMa. OBO ce TPaJMIMOHAJIHO DA Ca
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KOHBOJIYITMOHUM OIlepaTePOM KOjU JOBOIMU IO cellapaliyje Ha PeITNBe BeJUKe BPTJIOTE I
Ha He peIuBe MaJjie BPTJore. YTHUIA] MAJIUX BPTJIOTa Ha BeJUKE CE OHJIA MOJICTUPA
u gobuja ce pesyaryjyha LES jennaumba 3a BejmKe BpTJIOre Koja Ce IUCKPETH3Y]je
n pemaBa. lako Beoma KopuirheHa y WHIYCTPHjU W HAYIHO] 3ajeTHUIIA METOJ MMAa
map MaTeMaTHIKuX MpobjieMa, Kao INTO je YTUIR] W WHTEepaKIdja T'peIlke Koja ce
Jiobuja npuinkoM GU3MIKOr Mojenpama LES-a ca rperikaMa Koje HACTa]y HyMEPUIKOM

AUCKPETU3aIIMOHNM IIIeMaMa.

Ca jsipyre cTpame y IOCJE/be BpeMe IIOCTOje PA3HU IPABIM y IPHUCTYIH MOJEIHPAIba,
TypOyJIEHTHOT CTPyjama KOju Ce aKTye/JHO HCTPaxKyjy. Jeman ox OuTHux daxropa
KOJU je 3ajeJIHMYKM 3a CBAKWU IMPUCTYII Cy CTAOUJIA3UIIMOHE METOJIe KOje Ce KOPHUCTE
Ja CIpede HyMepwdKe HeCTabMHOCTH Koje ce mobmjajy o MOoJeuparma W pelraBarba
naprujaJHuX Judepiiujaj auX jeJHadInHa MeTOI0M KOHAYHUX ejeMeHaTa. JeIaH Of
Mmerona crabmimsanuje je Cabrpun Ckejn crabusmsarmmona Merona (SGS-Subgrid Scale
Stabilization). Oma ce 6a3upa Ha cemapaliju BeJUYNHA KOje MOIY JIa Ce yXBaTe
IIPOPAIYHCKOM MPEXKOM U Ha OHE KOje TO He MOT'y. Y THUI] MAJIUX BEJIUINHA KOje HEe MOTy
Jla ce yXBaTe IMPOPAIYHCKOM MPEYKOM Ha BeJIMYNHE KOje TO MOTY, Ce€ MOXKe MOJEeJIUPATH Ha
BHIIle HAYUHA TITO JedUHUIIE pa3He BPCTe 0Be MeTo/ie. Beoma buran acriekar ko SGS-a
je ma cemapanyja BeJuduHA ypaheHa Kao IpojeKIirja Ha OAroBapajyhu mpocTop MeToje
KOHAYHUX eJIeMeHaTa a He Ha HUBO KOHTHHYyMa Kao Koi LES merome. Kaja ce ammuiupa
na Hasuje-CrokcoBoj jeanaunuu SGS MeTO/Ia ITOCTaB/ba CTPATErnjy pelaBamba IpodemMa
cuMyJIaIje TypOyIeHTHOT CTPyjamba Kao IHCTO HyMepudku mpobiem a we kao LES rme

IPeIX0oIn (PU3UIKO MOJETUPABE 8 3aTUM U HYMEPUIKa JUCKTPEeTH3aIh]a.

Jlpyru Kopak UpH CHMYJIAIUjU AepPOAKYCTHKE je Jo0Hjarhe aKyCTUIHUX HM3BOpa Kao
JIECHOT UjIaHa ITO3HATE HEXOMOTeHe XeJIMXOJIOBE jeJHadnHe KOju ce J100mja IyILJIOM
nuseprennujom PejrosincoBor crpec Tenzopa. V3BopHU wiaH y BPeMEHCKOM JIOMEHY he
ce MOOUTH U3 aHAJM3E MPOPAUYHCKE MexXaHuKe (y/inia, Koju hie ce TpaHChHOPMUCATH Y
dpexBenTHu jomen jgupekTHoM DypujeoBoM TpaHCOPMAIUjOM I Ce U3PadyHaBAHE
nMILIeMeHTupa y BpeMmeHcku ner/by CFD aHaimze m caMuM THM ce YIITEIN BEJIUKU
memopujcku mpocrop. Moryhe je Ha Kpajy m3abparu camo (ppeKBeHIle Koje KeJIUMO Ja
npukaxkemo. OBa mpolie/ypa UMa TJIABHY MPEIHOCT y TOME IMITO oMoryhaBa JUpEKTHY
BU3YyaJN3aIUjy AePOAKYCTUIHOI HM3BOPA, INTO MOXKEe OWTH BeJMKa IIOMON y IpOICY

WH2KEH-ePCKOT JIN3ajHa U Pa3Boja.
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Tpehu Kopak ce cacToju y TPOpadyHy aKyCTUIHOT TOJ/ba PEIIaBabeM HEXOMOTEHe
Xenmvxouiose jeanadnte. OIIITe je O3HATO J1a 3a BeJIuKe TajacHe Opojese ['ajepKuHOBO
pellierbe METOIOM KOHAUHUX eJIeMEHATa Tj. BapuajiiuoHa (popMyJIallija HUje MO3UTUBHO
JNeUHATUBHA TIITO JOBOJN JI0 Tperke mo3nate Kao "pollution" rpemka. 36or Tora ce
oBne Hehemo 6aBuTu cTabWIM3AIMjOM TajacHe jeJHAadnHe Hero hemMo ce OrpaHduYIduTH Ha
Mame TaJlacHe OpojeBe KOju cy HaM CACBUM JIOBOJBHE 3a MPAKTUUHE ITpobJieMe 0K iemMo
HA jeTHOMMMEH3UOHOM TPObIeMy MpUKA3aTH CTAOWIM3AI]y W XOMOTeHe XeJMXOJI0Be
jemmaumne.  HapaBHo Tpeba HamoMeHyTH [a ce 3a AIIHKAIN]Y A€POIUHAMUYTKI
reHepucaHe OyKe ca aBHOHA KOPUCTU KOHBEKTHA, XeJMXOJIOBA jeJHAUNHA KOja ce ca
onehenum TpaHchopmalijaMa MOXKE CBECTH Ha OOMYHY XeJMXOJIIOBY jenHadnuy. Ha

cury 1.1 je mpuKa3aH IpUMep MIPOPavyCHKE aepoaKyCTUKe N3a aBUOHA.

(Pa) (dB)

[OT= e ————

Real part of
wavepacket
prescribed field (Pr)

Insertion Io'ss (IL) Real part of
on far-field sphere wavepacket total
{drawn smaller) field (PT2r)

CnukA 1.1: Cumynanuja aepoakycruane 6yke oko asuoHa [CD-adapco]

1.1 Ilpersen m KpuTUYKa aHAJIN3a MPETXOIHUX

NCTPaK1Bakba

TypOyeHTHO CTpyjarse je Jyro MpejCcTaB/bajio CMETHY 3a IPEIU3HOCT, IPUMEHY Kao
" yrnoTpeb/bUBOCT MPOpaAdyHCKE MeXaHUKe (JIyuja y WHAYCTPUjCKUM allInKalldjaMma,
a m Jabe je ycko rpio 3a llpopauyncky Aepoakycruky CAA. Jlamac Ilpopauyncka

AepoakycTuKa TpuMerbyje cBe Moryhe MPUCTyTIe Y MOIeTHPAaLy TypOYIeHTHOT CTpyjamba,
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[IOYEBIIN OJ KOHBEHI[MOHAJHOI CTATHUCTUYKOr MOJIeJIupama Koja ce 0a3upa Ha
PejromnncoBom ocpenmapamy Hasuje-CTokcoBe jenHadmHe, HapaBHO 3a CTAIIMOHAPHO
(RANS-Reynolds Averaged Navier Stokes) u wnecranmonapuo (URANS-Unsteady
Reynolds Averaged Navier Stokes), npeko aupekrtae Hymepunuke cumymnanuje (DNS-Direct
Numerical Simulation) ca 3aBpiierkom Ha cumysnanuju sesukux priora (Large Eddy

Simulation-LES) n xubpuanm LES-om.

Mebhytum npumermeHa Ha TPOPAIYHCKO] aepoakyctuiiu crarmonapan RANS nako Beoma
peayKyje IMpopadyHCKO BpeMe HEje Halllao 3Ha4YajHUjy MPUMEHY OCUM KaJla je Be3WBaH
38 PEKOHCTPYKIM]Y CTaXaCTUYIKOr Mojena TypOyseniuje, kao mro cy CToxacTuwdako
renepucame u pajujanuja 6yke (Stochastic Noise Generationa and Radiation-SNGR)
u (Random Particle Mesh-RPM) [1]. Ckopo je oTKpuBeH HoTeHIjan npeasubama oBe
MEeTOJIOJIOTHje 3a TypOyJIeHTHA CTpYyjarba Koja ce Be3yjy 3a IOBPIIUHY U OHA KOja ce He
Besyjy. llorenmnmjas je BeMKU U HpeJCTaB/ba BPEIHY METO/y Yak u 3a PejHosgcoBe
Opojese npu Op3mHAMa JieTa aBUOHA. | eHepaJIHO ce MpaTH MCTa METOO0JIOTHja Kao U 3a
RANS y CFD-y. I'mapau pasJjor 3a yclex oBe MeTojie y WHIYCTPU]CKIM aIlJINKAIIAjaMa, je
[PUCTYIIAYHOCT TYpOYJIeHTHUX MeTofa. Jla/bu pa3Boj ce MoxKe OUeKUBATU 34 CTPYjamba
ca mMajmm MaxoBuM 6pojeBuma. Ouwmrienan mejocratak nocrojehe RPM merone je
3aHEMAapHUBAIbe BEJIUKOT JAWjana3oHa (pJIyKTyalldja KOje MOry Ja IOIMPHUHECY CTBAPAILY
oyke. Jlammu paszBoj RPM craxacTumakor Mojesa 3axTeBa BHINe (PUBNKATHOCTH Y

PEKOHCTPYKIUjU TYPOYJIEHTHOT CTPYjarba.

Ca npyre crpane aupekTHa HyMmepmdka cumymanuja (Direct Numerical Simulation-
DNS), ce cmarpa Kao Meroj KOju je BeoMa CIOCODAaH Jia ce yXBaTW y KOIITall ca
OBUM 3axTeBHUM mpobjemoMm. Metos omoryhaBa cumysanujy cBux TypOyJE€HTHHX
BeJIMYMHA OJf BEJUKHUX JIO MaJUX BPTJIOra, KA0 U PENpOIYKIIMja IEJOKYIIHOI CIIEKTPa
AKyCTUIHUX HSBOpA, aji ca Jpyre CTpPaHe JOI HUje JOCTYIIHA 3a MPAKTUIHE BUCOKE
Pejuosncose 6pojese. Cumynaruja Besiukux spriora (Large Eddy Simulation-LES) croju
KOHIIENITYAJTHO M3Mehy mpeTxjHa JBa €KCTpeMa Ca jeJIHe CTpPaHe YUCTO TYpOyJeHTHE
cumystanuje ca DNS-oMm u gucror momenupamma TypoOyiennuje ca RANS-om, mpu gemy
caMo HajBeNu €HepreTCKH Je0 KpeTarmba TYyPOYIeHTHOT CTPYajiba OJITOBPAH 38 M3a3UBAHE
3ByKa Ha BEJUKUM BeJMYMHAMA WA BPTJIO3UMA KOjU C€ MOTY DEIUTH JIOK Ce MaJie
BeJIMYMHE WM BPTJIO3U TYypOyJEHTHOr CcTpyjama Moaenupajy. Mako mpyzka 3HAYajHO

cMaliberbe IPOopadHCKuX pecypca ymnopeausimu ca DNS-om, LES je m name mpeswuiie
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3axXTeBaH 3a BehuHy alumKaiuja. BepoBaTHO oBe JBe MeToje he ocTaTh TJIaBHU IIPABAIL

IIpUMeHe Pa3Boja 3a IIPOPAIYHCKY aepOaKyCTUKY U Y OBOM BEKY.

Naxko je mocTurHyT 3anaxkeH ycrex y passujamy LES merose y mocsemux map rojusa,
Kao Ha mpuMep jenHaunHa Hesnuapuux nopemehaja (Non Linear Disturbance Equation-
NLDE) koju pemasa LES jeanaunne 3a duyKryanuje OKO OIMCAHOI OCPEJHHEHOT
crpyjama (2], [3]. OBaj upucryn HuKaj HEje OCIIOPaBaH U MOYKE Ce KOPUCTHTH KA0 BEOMa
ompapgad. Umak y mocjensmux map rOJUHA [paBall UCTPAXKUBabha HAYIHUKA KOJU Ce
baBe TYypOyJIeHTHUM MojeupameM je mpemao Ha URANS u takospane xubpunne RANS-
LES unpucrymie 4uje mojaB/bUBame Ce MOXKE OKapaKTePHCTaTH KAO 3a0KPET Y IOTJIeIy

cTpaTeruje MoJeJupatha CUMYyJallije TypOyJIeHIIHje.

URANS mnpucrym, koju ce obuano naszusa u Cumysianuja Beoma Besukux spriaora (Very
Large Eddy Simulation-VLES)[4], ysuma ocroBae nocrynare u3 LES-a, 1j. cenapanujy
JOMHUHATHUX YIJIaBHOM HEBHUCKO3HHX BpPTJIOTa. y OPUHIUITY IIPCUTYIL je BeoMa IIPOCT,
caMo ce Tpeba mpebarnuTu y BpeMeHcKH Tpenm3an Moq v RANS comsepy pesynryjyhn
ca URANS-om. Heka crpyjama, HapounTa OHa ca MACUBHHUM OIEI/bEHEM JOBOJE JI0
HECTAIMOHAPHOI' peIlierha, Y OCHOBH Jipyradujer oj oHor craruonapsor. Illto ce tuue
kommjyrepckux pecypca URANS wak u 3a 3D cumysnamnujy je Beoma npucrynadas |2].
3aTo je MMao 3amaKeHO MHTEPECOBAME Y JICBEIECETUM TojMHaMa nporior seka [5), [6],
[7], [8], [9]. Mehyrum, y onsocy Ha Teopujy u dbusuky crBap je MHOIO BUIIE 3alleT/haHa
[10], [11]. Tpeba obparuTu naxKmwy Ha ucTpazkuBamba oJ1 crpane Menrepa u Eroposa [12].
[Tpemma, roBopehu o yrmorpeb/bUBOCTH 32 TeHepHUCcaibe OYKe ca aBHOHA, KOHBEHITHOHAHA
URANS wmory j1a ce KOpUCTe caMo 3a Bojielie TOHOBe Tj. 3a HuKe (PpEKBeHIIe Ha CIIKTPYMY.
Tpebano 6u HATTOMEHYTH Jla CKOpa UCTparkKuBarma off, crpane Menrepa u Eroposa barajy
moso cseryio Ha moreHmujag URANS momena ako ce usBome ca ®om KapmanoBum
BesimanHaMa (IIPBU U3B0/| OP3UHE je 110/Ie/beH ca JAPYIUM U3BOJIOM OP3KHE) KA0 CEH30POM Y
jemuaguaama. OBaj MPUCTYI CTBAPA MOJIES BUIIE OCET/LUBUM Ha TYPOYJIEHTHE CTPYKTYPE
IITO ONpAaB/aBa JAaTo MMe IIPCTYIy cCUMyJsaluje ajantuBHux Beamanua (Scale Adaptive
Simulation-SAS). Ilpucryn naje obehasajyhe pesyirare 3a aepouHAMUYKA CTPYjarba
yKJby4ayjyhu npumepe u3 aepoakycTuke U 6€3 CyMJbe 3aC/IyKyje Jajbe HCTPAXKUBAE Kao

IIPOPAYYHCKHU aJjlaT 3a IPOPAUYYHCKY aepOaKyCTHUKY.

Ca npyre crpane xubpuaan RANS-LES npucrymn unju je IpBH IpeJICcTaBHUK CUMYJIallija

onpajama Bpriaora (Detached-Eddy Simulation-DES) o6jamen ox crane [13| rae je
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RANS-oBa u LES-oBa (QyHKIIMOHAJIHOCT MOJENUpaia Cca UCTUM CETOM jeTHATIHA.
lenepanna wuumeja DES-a je ma kombunyje ¢uno mnogemasambe RANS-a y 30HH
PUWIEIJBEHOT T'PAHUYHOT CJjIoja, a na ca "raw power" merogom LES-a y onernspeHum
30HaMa KOjU Cy HUCIYEEHH Ca PEJIATUBHO BEJIMKUM BPTIO3UMAa UHja IpE3eHTalja je
n3a moryhaoctu Tpamunuonasaor RANS-a. MMnemenTanuja oBe uieje y OpUTHHAIHY
dopMmysarujy JOHOCH MPOCTY MOIUMDUKAII]Y JyKUHCKE BeJIUIUHEe HOPMAaJHE Ha 3WJI U
saxBasbyjylin umnpecusuaum pesynararuma [14], [15], [16] y npBum ammmukanujama DES-
a y KOMILJIEKCHIM aepOJMHAMUIKNM armkanmjama DES mocraje Beoma momymapan u
y CEFD kao u y CAA sajexuunu [17], [18], [19], [20], [21], [22], 23], [24], [25]. Jeman
npobJieM npucTyna Koju je 3amnazken |13] je cuba 3ona-"gray area" Koju joIn Huje peIleH.
[Ipobistem ce omHocu Ha obJsiacT HemedwuHHCcAHY Mojeaepuame RANS Moma u ToTaHO
obpasoBare LES 3ome. Jom jeman Baxkan uzBoy, DES-a je mpucryn nedunucan xoju
koMOunyje crocobrnoctu DES-a y orernspeHuM Jeo/0BUMa CTpyjatba, Ca MOJIE/IUPAHEM
HEOIETJHEeHOT ¥ JEeJTUMUTHO OTEIJbeHor cTpyjama ca LES-om m momenmpame 3uma ca
WMLES-om. WMLWS je ox kpynuonasiae BaxkaHoctn 3a CA A, jest ono omoryhasa Mmakap
[IPUHIAIIA]AJIHO, TIOY3/aHO pellaBatbe TypOyJIeHIUje Yy CTpYjalkbuMa Koje Cy OrpaHuYIeHe
sumoM. Metox omoryhaBa BeaumKy yINTemy y €/JI€MEHTHMa y 30HaMa Ou3dy 3uiaa
nopeauBiu ca LES meromom 3a takBa crpyjama. Mebhyrum, mocrymre WMLES cy
jEJINHO YCIIeIHE Y MPOCTUM CTPYjamUMa U UCKYCTBO KOj€ TOCTOjU 38 OBY METOJOJIOTH]Y
je HeIOoBOJPHO Jla OUM ce JI0HeO HEeKM 3aKJ/bydaK 3a HeroBy IPHUMEHY Yy IIPOPavdyHCKO]

aepOAKYCTHIIN.

[Mocnemmu xubpugaun RANS-LES Meros je Moxkia u HajOUTHUjU 38 TPOPATYHCKY
aepoakycTuky ce 3oBe yrpabena cumynanuja Bemukux priaora(Embedded LES) koju
omoryhasa mpebarnuBarme ca RANS-a wa LES u o6pryTO amn #e y obmactu 6au3y 3uma
HEro y CJIODOJIHO] CTpyju mjiau TyiobagHo roBopehm y cBakoj obajacTu KOjy KOPUCHUK
nzabepe. Osaj npunnun omoryhasa ga ce LES amnmunupa y oHuM 30HaMa aBHOHA
KOje Cy OJIrOBOPHE 3a CTBapame Oyke Tako 00e30euBINN PEAYKIH]y KOMIIjYTEPCKUX
pecypca. I'maBau pobjieM nMILIEMeHTaIlje OBe MeToie je Kaja cTrpyjame y RANS 30HU
npehe RANS-LES wunrepakiujy, Taja je morpebHo momaTu TypOyIeHTHY (QIIyKTYaIu]y
na 6um ce mzaszBao LES momen. Chnmuno kao mro je ypaheno ca MHOrmM MeTomama
CUMYyJIAIAje BEJUKUX BPTJIOTA Tpeba /14 ce MOCTaBe HeCTAIMOHAPHU TDAHUYHU YCJIOBH,
Jiok Hekn yrpahenn LES mogpenun ybaryjy Bemrradxky TypOyJieHInjy y uHTEpdEPEHIN]Y
usmehy RANS-LES [26], [27], [28], [29]. Mako nma obehasajyhe pesynrare y obractu
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aepoaKyCTUKE, IberoBa CIIOCOOHOCT JIa Ce aIlIUIUpa Ha PEJIATHBHO KOMJIEKCHE FeOMeTPHje,
JOIII HUje JIOBOJAHO UCTParKeHa U Jlaba BAJIUIAIINA]a OBOT IIPUCTYIIA C& €KCIIEPUMEHTATHIM

MeTozamMa je nmorpebHa.

1.2 VYBoja y aepoaKyCTUKY U MPOPAYYyHCKY aepOaKyCTUKY U

o11mcC np06ﬂeMa NCTpazKmuBaiba

AepoakycTuKa je Ie0 aKyCTHKe KOju ce DaBU IPOCTHPAI-eM 3ByKa KpO3 JOMEH KOjH je
reHepucaH oJ cTpaHe TypOyJIeHTHOT CTPYyjarba WU aepOJNHAMUYKE CUJIE Y WHTEPAKIU]H
ca aepoJMHAMWIKUM TOBPINNHAMA. |eHepucame 3ByKa UCTO TaKO MOXKe OUTH TOBE3aHO
ca TEepUOaWTHO BapHWjaOMJIHMM CTPyjalbeM KOju Ce CTBapa Kaja BeTap JyBa OKO
dukcaor objekta. MomepHa aepoaKkyCTUKa CBOje KOpeHe Byde o NpBe IyOJuKaIumje
Sir James Lighthill-a y parmum nemectum rojguHama MIPOILJIOr BeKa, T[IE je IIPBO
pa3sMarpaHo CTBapame 3ByKa OJl CTpaHe TypOOMJIA3HOI MOTOpa Ha ABHOHY, a KacHUje
ce HMCTPaXKMBamb-eM JIOILIO JI0 3aKkjbydka Ja 4dak u j10 50% 3Byka Koju reHepwuiie
TypOOMJIA3HU MOTOP JIOJIA3U Ca A€POIUHAMUYKUX IMOBPIIUHA U TyPOYJIEHTHOT CTPYjarba
Koje oHe reHepuiity. TypOysaeHTHO cTpyjarmbe n3a gpopMaliije aBUoOHa je MPeICTaB/bEHO Ha

canium 1.2.

CiukA 1.2: Tucrpubynuja BpTJIOTa M3a ABHOHA

Jlajrxun je mpenedunucao Hasuje-CTokcoBy jeiHadniy Koja pernasa mpobJemMe CTpyjama
CTHIJBUBOT ¥ HECTHUNI/BUBOT BUCKO3HOT CTPYjalba y HEXOMOTEHY TajJacHy jeJHAYUHy U
TaKO CTBOPHMO KOHEKIN]y u3mely mexanuke duyuga u akyctuke. OBaj MoCTymak ce 30Be
JlajTxuioBa anajoruja Koja mpejacTaB/ba MOJIE 3a aKycTu4IHO 1mojbe. OHa Huje basupaHa

Ha (HU3MKATHOCTH MeHEPHUCaba U [IPOCTUPalba 3BYKa HEro Ha aHAJOTHjU KakKo je Moryhe
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[IPEJICTABUTH AKYyCTUYHO II0Jb€ KPO3 jeJHAYNHE CTUNLBUBOI U HECTHIIHBUBOL (DIIyHIA.
VY mpoydaBamby aepoaKyCTUKE M TEOPETCKH U IMPOPAUYHCKU HAIIOPU CY HAIIPABJ/LEHU 1A
ce pele akyCTUIHU U3BOpH y JlajrxmiioBoj anasioruju jga 6m ce H00UJIA BEPOIOCTOJHA
[IpEe3eHTallja TEeHEepHUCaha W MMPOCTUPahba aepOJUHAMUYKOr 3ByKa. Beoma je 6uTHO
nartacutu Ja je JlajrxmioBa mpeseHTaruja ersakTHa y CMHUCIY Jia HUje KOPHUIIheHA
HUKaKBa allPOKCHUMaIlja y meHoM passujamy. Ha ciaunu 1.3 je npukazan ygapHU TaJiac
Ha aBHOHY IPWJINKOM IIPOOHjarba 3BYYHOI 3Ua KOJU je MOXKIa HajyHedaT/bUBUJH U

3aCUTI'YPHO HajBehu 3BYyK KOju MOKe Jia T€HEPHIIe aBUOH.

C/MKA 1.3: ABuoH npobuja 3By<IHHU 3U/

Ca gpyre crpaHe NOpOpaAYyHCKA aepoaKyCTHKa MOYHIbe Ca PA3BUjAIbeM CPEIMHOM
ocamM/leceTux rojiiHa IPOILIOr Beka ca iybsmkarujama Xapauna u Jlamkuma [30], kajaa
Cy TPOPAYyYHCKU PECYpPCU Tj. KOMIjyTepu u Op3WHA CHUMYyJIaIdje JIONLIn Ha ojpeheHun
HUBO. TepMUH IPOpadyHCKAa aepPOAKyCTUKA je y IMOYETKY y3UMAaH CaMO 3a CTpyjamba
IIpu MaJuM MaxoBuM OpojeBuma. KacHuje modeTkoMm JeBefeceTux 3ajelHUNA KOja ce
OKYIIIJIa, OKO OBE MPOOJIEMATHKE je TEPMHUH IPOPAUYHCKA aePOAKYCTUKA KOPUCTHO 34
HyMepHuYIKe MeTOJe KOje Cy OIMCHBAaJIe paaujanujy OyKe ca aepoaKyCTUIHUX H3BOPa
Tj. TIpolAaramyjy 3By4YHUX Tajaca y HEXOMOI'€HOM IIPOPAYyHCKOM IoJby. Te HyMmepuuke
MeTojie MOr'y OHTH MEeTOJe WHTEerpalfje IIUPOKOr I0Jba WU JTUPEKTHE HYyMepUIKe
MEOTOJ/Ie KOje Cy OINTHMHU30BAaHE 33 pellaBame MaTeMaTHIKHX MOJIejia KOjU OIHUCY]y
aepOINHAMUYKO TIe€HEpUCalbe 3ByKa. TOKOM Pa3BUTKa IPOPAIYHKCE ae€POAKYCTHKE
pasBWIN Cy Ce pasHu HyMEpUIKH MOJe/u 3a pelnaBambe npobiema. Mehy muma
Cy JUPEKTHAa HyMEPUYKa CHMYJalyja, XUOPUJIHU MOJIEJIA, UHTErPAIUOHUA MOJIEJIN,

JlajrxunoBa anasoruja, Kupxodosa uurerpanna merona, kao u Paoskc-Bunmjamcosa
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Meroma. Y gamceptanuju je xopurmhena Jlajrxumosa amanormja. Ca Beoma Op3uMm
pa3BojeM KoMIIjyTepa o0JiacT IpOpavyyHKCe aepoakycTuke je y mnocientpux 30 roguna
U3BPINNO U3BPCTAH HAIPEIAK U Taj TPEHI U Jajbe Tpaje. lIpumep mmperma akKyCTUIHIX

Tajiaca KOju ce TEHEPUITy Ha KPUJIy aBUOHA ITPUKAasaHo je Ha cauim 1.4.

CiuKA 1.4: Hymepnuka cumysarmja aepoakyCTHKE OKO KPUJIa aBHOHA

1.2.1 Omnuc npobjiema UCTpakuBaba

[Tosehanu 6poj serosa aBmomnom of 1950-Te rogmue Kao u nosehana momysramuja JbyIn
KOjU »KHBE OKO aepoJpoMa je HaMeTHYJa OYKY KOjy IeHEpPHIINYy aBUOHU KAaO CBAKOIHEBHH
mpobiem Tux Jpyau. OBa BpcTa Oyke ce maHac cMaTpa Kao Hajsehn mpobsieM Koju Tpeba

Ja ce pemun o CTpaHe aBUO-TPAaHCIIOPTHE I/IH,ELYCTpI/Ije.

VY usBerrajy Esporickor Bazayxomnsioscrasa o nazusom susuja 3a 2020 (European aero-
nautics - vision for 2020) rpyna nox nasusom ACARE (Advicory Council for Aviation Re-
search and Inovations) je nasa cBoje Bubeme 6rmcke u gasbe GyayliHocTH Ba3yXomoBHOr
Tpanciopta. Jla 6u ce ompKao cTaJiHM pacT, MOTPEOHO je mpeBas3uhu IMET IJIABHUX
1n3a30Ba, Ka0 U CIPOBODEme KBAJUTATHBHUX U KBAHTUTABUHUX IU/beBa. Busuja 2020

naje cMmepHUIe Ja 0u ce oaroBpouso 3axresuma 3ajexuuiie. 11lTo ce Tuue crospue Oyke,
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nuib je ma ce emamu 3a 50 % mim 10 menmubena mo onepanuju asmona 1o 2020. Esporcka

aBMO WHJYCTPHja je MPUXBATHUIA Ja UCIyHU OBa] BEOMA 3aXTEBAH M3a30B.

Excrepra Oyka Koja ce mMuUpH ca KOMEPIMjaJHOT aBHOHA OJIM3Yy aepojpoMa uMa, IBa
rJaBHA M3BOpa, TYpPOOMEHCKN MOTOp U KOHCTPYKIHja JeTeaule. byka Koja ce cTBapa
Ha MOJEpHHM TypOOdEeHCKNM MOTOPHUMa [0JIa3u JeoM ca ¢eHa, a JeJ0OM O MJIa3a
MoTpopa. Byka koja jsosasu ca korcrpykimje Jjerenute (Airframe - AFM) je yrinasaom
OJ MHTEpakKIuje cTpyjama GJIynia IPeKO KOMIIOHEHTH KOje CTBapajy Y3rOH U CTajHOT
Tpama. JegaH Jileo UCTO J0J3U 01 yiIyO/berba Ha KOHCTPYKIIUjH, CII0jJIepa U JIeJIOBA TPyla

aBUOHa.

Cse no 1960-ux Oyka oji cTpaHe MOTOpa je Omja JIOMHHAHTHA Yy OJHOCY Ha OyKy
[IEJIOKYITHOI' ABUOHA, IJIe Cy KOHTPUOYIIMja 0/ cTpaHe KOHCTPYKIUje buiie 3aHeMap/buBe.
[Ipemaa y panuM cemamjieceTuM TOJWHAMA IIPOILIOT BEKA MOTOPU Cy JOOMJIM XJIaIHU
bajmac Ha TypOOdEHCKOM MOTOPY IITO je JIOBEJIO JI0 3HadajHe peayKimje Oyke dak o 10

Jenubesia. 3a OBO CHUKEIHE je 3aCiIy?KHa JIo/laTHa KOHTpoJia Oyke (eHa u Typbume.

Jlamac, 3a MOIepHe aBHOHE, IIPUPAIITaj OyKe O CTpaHe KOHCTPYKIIHje JIeTEJIHNIe IpeMa
1eJIoKymHj Oynu Beoma m30ajaHCPUPAH INTO Ce MOXKE€ BHUIETH Ha cauiu 1.5, 10K y
HEKUM CJIydajeBUMa IIpUpaInTaj OyKe O CTpaHe KOHCTPYKIIAje MPUJINKOM IIOJIeTAmA
ce He MOXKe 3aHEeMapHUTH 4YaK IIITa BUINE je BeoMa IpucyTad. llpum moseramy, MoTOpH
paje ca HajsehuM IOTUCKOM W y TOM CJIy4ajy JJOMHUHAHTHA je OyKa Koja Ce T'eHepHIle
ca HOCa JIETEJIUIE M TO Tpaje CBe JIOK ce MOoTHcak He cMmamu. llomTo ce aBuoH Beoma
Op30 meme U MOI'Y Ja ce IpaTe pa3He IyTaibe IMoJeTaba, MoAPYyIje Y3HEMUPEHO OyKOM
OKO aepojIpoMa je MOBPIMUHCKH JUMUATHPAHO. lIpmankom cierama, JTOK MOTOPHU paJje
Ha PEXWMY peIyKOBaHe CHAre, CTajHM Tpall je u30adeH HEKOJUKO KUJoMeTapa IIpe
JOINpUBaba IUCTE a W KOMIIOHEHTe 3a roBehame y3roHa cy TOTaJHO OTBOPEHE TaKO
Ja 6yKa o7 cTpaHe KOHCTPYKITHje JIeTEJIHNIEe JOMIHUPA MEeJIOKYITHO] Oy KOjy TeHepuIre
aBuoH. llomTo je mpucrymnHa KpuBa IpeMa ITUCTA aepPOJOpOMa BeoMa OJjiara, BEJIUKA
ITOBPINKHA OKO aepOJOpMa je U3JIOXKeHa OyIM U IITO je rope TO Ce ITOHABJ/ba Ca CBAKUIM

CIIymITambeM aBUOHa Ha a€epPOIPOM.

Ca crajqHUM CMambUBakbeM OyKe Ha MJIA3HOM MOTOPY, BayKHOCT CMambHBama OyKe Ha
KOHCTPYKI[jU aBUOHA he OUTH CBe BarKHUja W BarKHUja, OCeOHO 3a Besinke apuone. Jla
Ou HAIIPpABUJIN UCKOPAK Ka TUIIEM ABHOHY, BEOMa je OUTHO Jia ce HAIIPABU aJiaT 3a JIN3ajH

THUIIUX KOHCTPYKIMja aBuoHa. Hajsehn usBopu Oyke Ha KOHCTPYKIIM]H aBHOHA CY CTajHU
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CnukA 1.5: Ilponenryansa pacrozesna u3Bopa Oyke Ha apuony [VALIANT wussernraj]

Tpall 1 KOMIIOHEHTe 3a noBehambe y3rona, mpeakpuiia u 3akpuina. Kako 1o, mpernusan
MeXaHM3aM CTBaparba 3ByKa, HAPOYUTO OHA IMHUPOKOII0jacHa OyKa Cy jOIll YBEK HEJIOBOJHHO
Pa3yMJbUBHU WJIN TEIKU 3a uieHTudukanujy. [Ipobsem je mTo nu HyMepuiKe METOJE jOITt
HUCY JOBJbHO ca3pejie Jla HallpaBe IMPeIUKINjy TeHeprcarhba 3ByKa Ha aBHOHY Ca JIOCTa

BEJINKOM Ta<HOIINY.

Crora he riaBaM pobJIeM HCTPaXKUBakba Yy OBOj TE3U Jla Ce HAIIPABU HYMEPUYKa METOJIA
Koja 6u Omyia y MOryliHOCTH Jla IIITO BEPOJIOCTOJHU]E U IIITO TAYHUjE YXBATH (DUBUKJIAHOCT

reHepucama U Ipoliaralyje 3ByKa OKO aBHOHa u JjieTehux o0jekara Kao IITO Cy PaKeTe.

1.3 HcrpaXuBadkmu IINJbEBU JINCEPTAIINje

1 IpuMemheHa MEeTO10JIOTHja

UcrpakuBauku 1u/b OBe JucepTaluje je:

e Vuanpeheme Crabusmsarnmone merome SGS (Subgrid scale stabilization) y Bumy
JeduHECama HOBE MeTOJe KOja HMa OPTOIOHAJHY IPOJeKIHjy MOIEIuparmha MaJIux
BeJIMYNHA, Tj. BPTJIOTa Ha IPOCTOP KOju je JedUHUCAH METOAOM KOHAYHHUX €/IeMEHATa U
Koja y3uma y o03Up eBaJIyalujy TUX MAJUX BEJIUYMHA Y BPEMEHY Tj. y3UMa ce y 003up

JAnHaMHuKa MaJIUX BpPTJIora.

e Jledbunucarmy apyradmjer HpUCTYIa MOJeIUpamba TypOYJIEeHTHOr CTpyjama KOju je
YUCTO HYMEPUIKU U KOjI/I y Ce6I/I HOCH MO/Ie/Inpamkbe KaKO BEJIMKHX TaKO U MaJinuxX

BpTJiOTra, Kao 1 ,HerI/IHI/ICELH)e MaJiuX BeJIMYHUHA KOje Ce€ HE MOI'y YXBaTHUTHU IIOPavYyHCKOM
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MPEXKOM Yy 3aBUCHOCTH OJ] BEJUYNHA KOj€ Ce MOI'y YXBATHTU [POPAYYHCKOM MPEKOM.
CamumM TuM je yHampeljeHO r1obaJiHO HYMEPHIKO MOJIEIUpabhe KOJIMINHEe KpeTama Koje

ce NMPUHIUIN]AJIHO TyOU y JIPYTUM METOIaMA.

e Jledbunucana  crabuimsanumona ~— MeTOoma  oMmoryhaBa — KOpHUINNEHmE  UCTUX
AIIPOKCUMATUBHUX (DYHKIMja 38 I10/be IPUTUCKA W Op3WHE CTpyjarma IITO oMoryhasa
JIAKIIYy U Op2Ky UMILIEMEHTAIN]y ¥V codTBEp KOju pellaBa mapiiujaine naudepeHiyjane

je,ﬂHa‘lHHe METOJ0M KOHa4YHMX eJIeMeHaTa.

e Monenupame PejHosIcOBOr cTpec TeH30pa KOju je 3aayKeH 3a edeKTe TypOyIeHTHOT

CTpyjarba MaJIMX BPTJIOTA U heH YTUIA] HA BEJINKe BPTJIOTE.

e JlunammykuM npahemeM MajuxX BeJIMYWHA Tj. BPTJIOTA U IHUXOBUM MOJIEJINPAHEM
YCIIEITHO je MOJIeJIUpaHa pa3Mena enepruje u3mely Majiux M BeJIMKUX BPTJIOra IJie Tpeba
HaIlOMEHYTH JIa je ca OBUM HOBHM IIPHCTYIIOM YCIICITHO MOJE/INpaHa eHepruja Kojy MaJjn
BPTJIO3MU IIPE/Iajy BEJIMKUM IITO HUje CJyda] y BeJUKOM OpOojy KJIACUYHUX HYMEPUYKHUX

IIPUCTYIIA.

e [locebHO Tpeba HAIIOMEHYTH J1a je Cca OBOM yHaIpeheHOM MeTO0JIOTHjOM YCIEITHO
yxBaheH creKTpyM y (DPEKBEHTHOM JIOMEHY Pa3BHjeHOT TYpPOYIEHTHOT CTpyjarma KOju
je mpuKa3aH Ha KOHKPETHUM IIPUMEPUMAa, U3 aePOaKyCTHIHE allJIuKAIlije, TJIe ce TIOKa3yje
Jia hopMyaJiliija HUje IIPEeBUIle JUCUIIATHBHA Ka0 METO/I0JIOTHje KOje ce ODMTHO KOPUCTE

y aepoaKyCTUIHO] ITPUMEHH.

o [locebHo je maT akIEeHT Ha MOJIC/TUPAIhe AKYCTUIHUX U3BOPA J1ajTXNTIOBOM METOIOM TJie
HaBeJIeHa MeTOJIa 3a MOJIe/Inpambe TYPOYJIeHHTOr CTPyjarba Jaje JINIoJie KOjU Ce jaB/bajy
HE CaMO O] BEJIMYMHA KOje Ce MOTY yXBATHUTU IIPOPATYCHCKOM MPEXKOM, HErO U JUIOJIE

KOjH J0JIa3€e O/ MAJUX BPTJIOTA.

o Ilpumenom nupektne PypujeoBe TpanchopMaluje yHyTap BPEMEHCKE IET/bE 3a
pemaBame Hasuje-CrokcoBe jegHadnHe dmMe ce jaje MOTYNHOCT Ja ce YIITeIu BeJIUKa
KOJIMYINHA MEMOpHje Koja je ToTpedHa 3a CKJIAIUINTEhe BPEMHCKIX KOpaKa 1oJba Op3uHe

Koje kopuctu 6p3a Oypujeosa Tpancdopmaiiuja.

o VmmtemenTariuja HoBe CTaOUTH3AIIOHE METO/IE 38 PEIIABAIbe XeJIMXOJIIOBE jeTHATNHE
eduKkacHO pelraBa mpodieMe Koje n3asusa "polution" rpemka Koja ce jaBiba IIPU BEJTUKAM

TaJacHuM OpojeBuMa.
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Hayune MmeTome Koje cy HOpuMemeHe y IOCTYIKY peajim3alidje HAyIHUX pPe3ysITaTa
MOry ce IIoJe/IMTU Ha TpU TIpyIie: MaTeMaTU4IKO MOJe/INpabe, HYMEPHUYIKE METOJ/Ie
U CUMYyJAllja aepoakyCTUIHUX (peHoMeHa. MareMaTudko MOJe/Upame [MoIpa3yMeBa
IIperJie/l MaTeMaTHdKe Teopuje Kao U JedpuHUCAmhe TeopeMa U JeUHUINja Koje 3a1aTh
Mmozesin Tpeba 1a umciyHe ma Ou 3aj0BoJbaBasin onpehene yciioBe kKoju Ou ocurypasiu
IIOCTOjalbe M jeJIMHCTBEHOCT pemniema.  HyMepuyko MoJieIMpaibe U IIPE3EHTOBabe
HOBE METOIOJIOTHje Jaje MOIyNHOCT Ja ce KapaKTepHCTHUKe TYpPOYJIEeHTHOI CTPYjarba
MOZIENTUPajy IucTo HyMepwakn. CaMuM TuM ce oMOryhyje ma cuMmyralije HIUCY 3aBUCHE
0J1 TpobJIeMa KOj! ce CUMYJINpPA U J1a ce ca ojipeheHnM HyMepUYKUM apryeMHTHUMa, IIOKPHje
BEJIMKY JIUjala30H MPAKTUIHUX [1pobJeMa. BUTHO je HAOMEHYyTH Jia CTaOWIN3allnoHa
MeTOJla OCUM IITO oMoryhasa jia ce KOpHUCTe UCTe allpPOKCUMAaTUBHE QYHKIMje IITO Jiaje
cTadUIN3aIjy KOHBEKTHOI WIaHa 3a CTpyjama /e je Op3uHa cTpyjama JOMUaHAHTHA a
Ja ce ca JOJATHUM MOJIEJIMPAI-EM U allPOKCIMUPAIbeM MAJIIX BPTJIOTa TPUPUTHO OIHUCYjY

CJI0YKeHe KapaKTEePUCUKE TYPOYJIEHTHOD CTPYjarba.

1.4 Ilperaen cagpxkaja mucepTaiuje

OBaj paJ 1oJie/beH je y ceJlaM MOTJIaB/ba,

e VY llorrasiby 1 nuceprariyje NCTAKHYT je 3HAYA] a€POAKyCTHKE aBUOHA U KAKO OyKa
KOJy TE€HEePUILYy aepOJNHAMUYIKE ITOBPIIINHE aBUOHA IIPUJINKOM IIOJIETaba U CJIeTaba
yTUIY Ha JbyJ/ie KOjU YKUBE Y OKOJIMHM aepojipoMma. W3Hecenu cy Oyayhu mpasium
KaKo Jla ce peayKyje Oyka M Kako je CHHKaBaTH Ca FOAWHAMa Koje Cy Ipel HaMa.
W3necen je mpersiesl pejieBaHTHE HaydHe JUTEPATYPe y KOjeM Cy aHaJIu3upaHe
KapaKTEePUCTHUKE TOjeUHAYHNX (ha3a MOJeaupama MPOPAIyCHKE aepOaKyCTHUKE,
ca TMOCEOHMM OCBPTOM Ha MOJIEJIUpame TYPOYJICHTHOT CTpYyjara [IPU MAJIAM
MaxoBumMm OpojeBuMa. Y HACTaBKy Cy IPUKa3aHe KAPAKTEPUCTUKE aePOAKYCTHKE
U [POPAIYHCKE AepOaKyCTHUKE Ca OCBPTOM Ha (DUBMKAJTHOCT IIPOIeca Kao U
METOJI0JIOTHje MpopadyHa aepoakycTudHux (enomena. Jlar je kparak ocBpT Ha
OCHOBHA ITOJIA3UIITA OBe 00JIaCTH O/ KOJUX je Haj3HAUajHUju JOIPUHOC 1a0 Jlajrxm,
Koju je TpBU ((hOpPMYJIHCA0 aepoaKyCTUKY KOja JI0JIa3d Ca aepPOJAMHAMUIKUX
HMOBPIIUHA U KOHCTTpyKnwmje Jieresuna. Ca Japyre crpaHe, naT je KpaTak

[Iperjiesl MPUCTyIa MpopadyHa aepoaKyCTHKe Kao W TJIABHHU IIPOOJIEMHU ca KOjuMa
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ce npu TOMe cycpely HCTparKuBadW W UHXKEHEpPU y Ipakch. Y ciejehem
JIeJIy TIPBOL TIOIVIAB/bA je JaT Mperjesl KOPUIMNEeHnX METOJ0JIOTHja Y JUCePTAIlju
Ka0 M MCTPaXMBAYKHU IUJbEBU JIUCEPTAlldje TJe je Ha3HA4YeH JAPyraduju IIPUCTYID
MOJIeJInpamba TypPOYJIEHTHOr CTpYjarba O KJIACUYHOI KOjU € OOMYHO KOPUCTHU Yy

npakcu. Ha xpajy je mar kparak mpersen gucepraiyje.

o YV IlormaBmy 2 jucepranuje Cy u3HECEHE OCHOBHE TEOPHUjCKE IIOCTABKE
dusuKkaHe aepoakycTuke u JedUHUCAHU Cy AHAJUTUYKA MOJEJTH 32 HEHO
pelraBame. [Ipukazane je map HajIO3HATUJUX METOJIOJIOTHja OJ KOjUX je
HajonTHEja JlajTxmsoBa amajonruja Koja je IEHTpajHa 3a Te3y. Y oBoj
Meromosoruju Jlajrxun je npesenToBao Tpancdopmanujy Hasuje-Crokcose
jeHaunHe y TAJacHy jeJHAUNHYy Kao M FHEHO IpUIarohaBambe 3a MOJETUPAbE
aepoaKyCcTHIHNX (peHOMeHa dYhju je W3BOP aepoJMHAMHUYIKA OyKa. ITopen
Tora JedwHHCAHN Cy TOTPeOHM MOHOIIOJNM, JUIOJH Kao U KBaJPUIIOJIOBU
Kao W IbUXOB 3HAYa] KOjU HUMAjy 3a TeHepHCame AKyCTUIHUX HU3BOPa Kao u
ILUXOBOI WHTe3WTeTa. Ha Kpajy je Npe3eHTOBaHa METOOJIOTHja CHUMYJIAINje
aepoaKyCcTUIHNX (heHOMEHA M3HEeTUX y TEe3H, IJe je 3a NPBU KOpak jeduHucaHa
cUMyJIaIja KOMIUIETHOT TYPOYJIEHTHOI CTPYjama MOMONY IpOpadyHCKe JIMHAMUKE
daynna (CFD). [lobujeno mectanmmoHapHO IO/be Op3WHA CE 3aTHM KOPHCTH
a ce m3padyHa JBOCTPYKA JUBEPreHIiuja PejHOJIICOBOT CTpec TeH30pa Koju
[PEJICTaB/bajy akycTudHe uzBope. llpenazak cpadyHaTux aKyCTUYHHX M3BOpA U3
BPEMEHCKOT JoMeHa y ppeKBeHHTH noMeH je ypaben ca JlupekrHom PypujeoBom
TpanchopmarmjoM. M3padyHaTn aKyCTHIHH U3BOPU Cy JECHU LJIAH HEXOMOI'€HE
XeJIMXOJITIOBE jeITHAUIHE UUjUM PEIlaBameM [ ajJepKUHOBUM MPUCTYIIOM METOJIOM
KOHAYHUX eJIeMeHaTa ce JI00uja pacrioielia aKyCTUIHOT IIPUTUCKA Y ITPOPATYHCKOM

JOMEHY

e YV rmoriaBpy 3 Jaucepraruje je JgedWHHCAHA OPTOTOHAJIHA CADIPUI  CKejJI
crabuiIn3annona MeToja ca auHaMudkuM rpahemem masumx Bpriaora (Orthogonal
Subgrid Scale stabilization method with dynamical subscale). Ilpesacxomuo je
nedunncana Hecrunububa Hasuje-CToKCcOBa jeqHAUNHA Kao U HheHa BapujallioHa
dopMysianuja 1 yKpaTKoO je MPe3eHTOBaHAa MaTeMAaTHYKa I103aJIMHa JIe(DUHUCAbA
[IOCTOjalbe JeJINHCTBEHOT pelllema 3ajare jennadnne. l[locime Tora je neduncana
cumynanuja Besmkux Bpriaora LES (Large Eddy Simulation) meromosormja 3a

MOJIeJIIpabe TYPOYJIEHTOr CTPYjarba TJIe je IIPUKa3aHo I1ap MOJIeJIa 38 MOJIEJINPAThEe
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MaJIuX BpTJIOra Koju ce jobujajy nocie duirrpanuje Hasuje-Crokcose jeqnadunme.
[IpesentoBan je mamehy ocramor momen CMaropmHckor Koju he ce KOPUCTUTH
y Jla/bUM IIOTJIAB/bUMA Te3€ U KAO YIOPEeIHH MOJeJ. YKPATKO Cy IIpUKa3aHe
Jnobpe u Jome CTpaHe Mojesia Kao U MOUyNHOCT cuMmyJanuje TypoyieHruje. Y
HAPEJTHOM KOpaky je aedurHmcana [anepkuHOBa MeTOMa KOHAYHUX eeMEeHATa
3a npocTtopHy guckpernsanujy Habuje-CTokcoBe jennatdnmbe Kao W MOJETH 34
BpPEMEHCKY JucKperusanujy. Hapeann kKopak je pesepBUCAH 3a JIePUHUCAHE
OPTOTOHAJIHE CAOTPU/T CKEjJT CTAOMIM3AIOHe MEeTO/Ie TJe je TPEICTAB/heHA IHeHA
dopmynanmja Kao U MO3UTUBHE CTpaHe nate GopMysaIyje Kao IMTo je TIobaaTHo
OJIpyKarbe KOJTMINHE KPeTara U Moje/inpame PejHosIcoBor cTpec TeH30pa ocTaTka
Koju Mojenupa TypOyieHIujy Mmauux BpTjiora. JleduHucano je m AUHAMUYKO
npaheme MajJux BPTIOra ca KOjuMa NeMO YCIeTH Ja MOJETHPAMO y3ajaMHy
pacrofiejiy eHepruje m3emhy MajiiX U BEJIMKUX BpTjora. Beoma OuTaH aciexkT
dopmynamnuje je MoeIupame KUHETHIKe EHPIHje Kao U IbeHe IUCUTIAINje Cca
pasBujambeM BPTJIOTA IITO je MOTKPEIVBEHO Ca MaTEeMATHIKOM TEOPHUjOM 3a 0be

dopmyaJinje TpeBacxoaHO JAeduHuCaAHE.

e VY moriaB/by 4 je IPEe3eHTOBAaH IPEBACXOIHO IPOPAUYH aKyCTHUYHMX HM3BOpPa Kao
JyIIa JUBEpPreHnyja PejHOJICOBOr CTpec TeH30pa Tae ce JI00Wja aoKaldja u
MHTE3UTET aKyCTUYHUX U3BOpPa y BpeMeHcKoM jomeny. Ilomro je Xemmxososa
jemHaunHa y (PpEKBEHTHOM J[IOMEHY & AKYCTUYHA U3BOPU Cy W3BOPHU JIAH
HEXOMOT'OHEe XeJIMXOJIIIOBE jeJHadrHe IMMOTPEeOHO je JaTe M3BOpEe y BPEMEHCKOM
JIOoMeHy TpaHCchOPMHUCATH Yy aKyCTHIHE u3Bope y (DPEKBEHHTHOM JOMEHY IIITO
je ypabheno ca gupekTHOM DypujeoBoM TpPaHCHOPMAIIjOM. [TpeBacxoHO
je mpesenrtoBana Jlupektna PypujeoBa TpaHchopMal@ja Kao W IPOPATYHCKH
6p3a DypwujeoBa TpaHchoOpMalrja U JgaTa je KpaTKa aHAJIM3a KapaKTePUCTUKA
obe MeToJIe. N3 3amgatux KapakTepucTuka obe wMerome 36or moryhHocTH
HEe CKIAQJUINTEha BeJMKEe KoJumdnHe Imomaraka Kopi Jwupekthe dypujeose
TpancdopMaImje ce UMILUIEMEHTHPA JIUPEKHTO y BPEMEHCKY Ie€T/bYy ITPUIUKOM
pemaBama Hasuje-CrokcoBe jegHaunue rie ce nobuja Ha BpeMeHy popadyHa aju
ce W pelyKyje MEMOPHjCKH IIPOCTOP IOTpebaH 3a ajloKalldjy BeJUKe KOJIUIHHE

BPEMEHCKIX WHCTAHIN [T0Jba OpP3UHE CTPYjaba.

e VY rmoryaB/by 5 OBe JHcCepTalifje je IPe3eTHOBAHOa KOHBEKTHA U CTaIlMOHADHA

Xenmxosnosa jennadnna. l[Ipumkazanu cy npobjemMu KOju ce jaBibajy NPUIUKOM
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CUMYyaJIlUje ACKYCTUYIHOT [10Jba €& BEJINKUM TaJACHUM OPOjeBUMa Ka0 U FPAHUIHIM
yCJIOBUMa, KOJjH Ce jaBjbajy Ha 000JMMa IIPOPAYYyHCKOI JOMEHA & KOjU 3aMemyjy
Oesrpannanu jiomeH. Jledunnucano je 3amro ce jasspa "pollution" rpemika ca
MaTeMaTUdKe CTpaHe IJISAUINTa W INTa je HoTpebHo mga Om ce oBaj mpobiem
npepasuimao. JledwuHnucan je 3aTBOpeHM MaTEeMATUYKH MOJAE] Koju je m100po
JnedunncaH U Kao Takas IOroJaH 3a pelnabarbe. HampasibeH je TecT mpobsem
y jeJHOj W JBe JIMMEH3Hje 3a XOMOTeHy XeJIMXOJIIOBY jeIHaUWHy Kao U TeCT
npobJieM 3a HeXOMOI'eHy XeJMXOJIOBY jeJHAYNHY IJie je HyMEPHIKO peIlermhe
Haheno ca lajlepKUHOBUM MPHUCTYIIOM MeETOJl€é KOHAYHUX ejleMeHaTa. Yak
[Ta BUIIE 32 jeJHOIUMEH3MOHY XEeJMXOJIIOBY je[HAUYNHY WMILJIEMETHUDAH je
crabum3anonn Mojes jJeduHucan y TpeheM HoriaB/by Te je IPUKA3aHO 1a ca
3aJIaTOM METOJIOJIOIHjoM je Moryhe BeoMma ycreniHo mpeasuhu mpobsieme "pollu-
tion" rpemike, Tj. Ja HyMepHYKa MpOIAaralinja Tajgaca e IMPOCTUPE Y JTOMEHY ca

MCTUM TaJaCHUM OpOjeM Kao W er3aKTHO PeIlerbe.

e VYV mornaspy 6 jucepraliuje IpUKasaHa je CHUMyJaluja aepornpoduia  ca
BaKPUJIEM, YIIPOITNEeHN MOIPEYHM IIPECEK CTAjHOI TPalla, Kao U JIBOIAMMEH3UOHE
cekrmje npojekruia "ALAS" (Advanced Light Atack System). Csu nabeienu
[PpUMEPU CUMYJIMPAHU Cy Ca YOOMYAjHUM WHIYCTPUJCKUM IPHUCTYIOM Tj. ca
nosHaToM cumysianujom Besmkux spriaora LES (Large Eddy Simulation) merogom
CMaropmHCKOT Kao U Ca IIPEe3eHTOBaHOM MeTropojorujoM OproraHajiHe cabrpu
CKeja  crabuwin3arone MeToJie Ca JUHAMHUYKHM IpahemeM MaJinX BpIJIora.
IIpezenToBane cy riaBHe pa3jukKe METOHOJIOTHje Kao u upoduam Op3uHa u
NPUTHUCKA Yy PA3JUIUTHM BEPEMEHCKUM WHCTaHIaMma. Vlcro Tako mnpukasaxe
jé W BpEMEHCKa €BOJIyIHja Yy BpEMEHy I0/ba Op3WHE U IMPUTUCKA 3a pa3He
KAPAKTEPUCTUIHE YBOPOBE TPOPAUIYHCKE MpeXKe. YIOPEIo ca TUM Pe3yITaTuMa
je mpukasaH M crekTap (PPEKBEHIM JI00MjeHOr 10/ba Op3MHE CTpyjaiba TIIe ce
JIAKO MOXKE€ BUJIETH IJIABHA PA3JIMKA Y IPUCTYIY MOJEJnpama TypOyJeHTHOT
cTpyjama. 3aTuM je TPUKa3aHO MOJbe aKyCTUIHUX U3BOpa, 3a obe Beh maBesene
METOJIOJIOTH]€E TJIe Ce JIAKO MOXKe YOUUTH Beha MPUCYTHOCT JUIOJIA 1 KBAIPUILIA 38
CTaOUIN3AIMOHY METO/LY IIITO JOBOJIH JI0 3aKJbYUKa J1a HO/bUM MOJIETUPAHEM MAJIUX
BpTJIOTa ce J00Mja BEPOIOCTOjHUjA AJOKAINja M WHTE3UTET aKyCTUIHUX U3BOPA.
Ha xpajy je ypabena cumysamuja akyTUIHOr 1I0Jba 32 MaJie TajacHe Opojese rie

je KOpI/IIHheH FaﬂepKI/IHOB OPUCTYII METOoZle KOHAYHUX €eJIEMeHaTa OBu KJjacu4HI
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[IPUMEPU Cy MOKa3aJ/u PeasHy alljIuKallijy IPe3eHTOBaHe CTabU/IN3aIoOHe METOIE
¥ eHy MOryhHOCT Ja Moje upa TypOyJIEeHTHO CTPYjamhe Kao W J1a [IPE3eHTOBAHU
MOJIEJT je MHOTO Marbe JUCUIIATHBAH Kao U Ja JIUHAMUYIKO MOJEIUPAhe Majux
BeJIMYMHA, WJIM BPTJIOra Jiaje jobpy JAuctupOynujy eHepruje miamehy manmx u
BeJIMKUX BPTJIOTA Tj, y MOT'YRHCOTH CMO Ja ce MOje/anpa MOBpaTHA JIUCTPUOyIHja

erFI/Ije Ca MaJiuX BPTJIOr'a Ha BEJIMKE BPTJIOTE.

e V moryaBjby 7 JAucepTallije U3HET je JeTa/baH 3aK/byUaK ca KPUTUIKOM aHAJTU30M
OCTBapeHMX pe3yJiTaTa CIPOBEJIECHUX HYMEPHUUKUX CHMYyJaluja. 1akohe cy jare
Moryhe cmepHHUIle 3a Ja/ba UCTPAKUBaMa M3 OBe 3HadajHe obacTu Kojy obpabyje
oBa jucepranuja. VCTakKHYT je HaydHHU IONPUHOC JUcCEpTaluje Kao u Moryhuoct

[pUMEHE JOOMjeHUX Pe3YJITaTa y PEAJIHUM yCJIOBUMA.

Pan cagp:xku u Tpu momarka:

e Jlomarak A.
o Jlonartax b.

e Jlonatax B.



IlormaBipe 2

AepoakycTukKa m IIpopadyHcKa

aepoOaKyCTUKA

Y OKBHpY OBOI IOIVIaBJ/ba HAIpaBulieMO IIperJie/l HEKUX AePOAKYCTUIHUX TEOPHja.
[omro moxemo pehn ma ce aepoakycTnka Haaa3W Herje uaMehy Mexanuke (QJIyuma
u akycrtuke. [IpBo hemMo ce OCBpHYyTH Ha OCHOBe NpPHUHIUIE AKYCTUKE U HEHE
OCHOBHE jeJiHaYnHE Kao U npuctyn npeko ['punose (Green) dyukimje, dopmyancahemo
Kupxod-Xenmmxommosy (Kirchoff-Helholtz) jeanaumny, sarum he u mynrunosapeun
KapaKTep AaKyCTUYHOI TI0/ba OUTH IPE3€HTOBAH. [Tocie Tora hemo mpehn ua
aepoakycTuky u dpopmysucarn Jlajrxunosy (Lighthill) anamorujy koja je menrpanna 3a
oBO uctpaxkupame. [lopen JlajTxumose amasioruje u3Bpiuhe ce Kparak OCBPT Ha JIpyre

dopmynaruje.

2.1 VYBog

Y OKBHpY OBOI' IOIVIaB/ba MPBO NEMO Ce OCBPHYTH yKPATKO Ha HCTOPHUJCKU Pa3BOj
aepoakycruke. Kao mTo je Beh HamomMeHyTo aepojnHaMuIka Oyka je OyKa reHeprucaHa
OJI CTpaHe HECTAIIMOHAPHOT TYPOYIEHTHOT CTPYjaha U BbeHe MHTEPAKIje ca IPAHUIAMA
(yrJIaBHOM aepOJMHAMUYIKHAM IMOBPIINHAMA). 3a PA3JIMKy OJl acpOAaKyCHTKE, aKyCTHKa
ce KOHIIEHTPHUIIIE HA MeXaHU3aM T'eHepHucamba OyKe U IMPOIarupambe Tajaca MPUTUCKA
y daywiy Kaja ekcrepHa cusia JIejCTByje Ha mhera (BuOpanuja 1iode, MUKPOMOH,

ciukepdoH u TI.). Aepoakyctuka ce (oKycupa Ha OyKy TeHEPHUCAHY CTDYjambeM,

19
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yHyTpalllibe cuiie u Kperame duyuna (porupajyhu Bprior, aBuoH, (eHCKa JIOHaTUIA

u TI.)

Nako cy mnpBa HCTpakKuBamba aepoaKyCTUIHUX heHOMeHa 3abesexkeHa Kpajem XIX
u noderkoM XX veka, moceOHO 3BYK T'€HEpHUCAH OJ CTpaHe CTPyjarba OKO IUIHHIPA
[31], [32], [33]. 3BauerkoMm aepoakycTHKe Kao HCTPayKUBadKe JUCIUILIMHE CEe CMaTpa
n3jlaBambe 1mo3Haror JlajTXmioBor pajia Koju ce 6aBUO I'€HEpUCAIEM A€POJIMHAMUYKOL
seyka [34], [35]. JlajrxmioBo ucTpaxkuBare je MHUIMAJIHO MOTHBHCAHO IIOTPEOOM 3a
Kopuihere MJIA3HUX aBUOHA Y KOMEpIjaJiHe CBpXe. Dyka ca BOJHMX aBHOHA y TO
BpeMe je Omita IPEeBUCOKA U IOCTOjasia je morpeda 3a "tuxum'" aBHOHHMA Y HACETHEHUM
KpajeBuma. JlajTxuaoBo oTkpuhe KOHIENITa aKyCTUIHE aHAJOTHUje je jJeTHO OJf FherOBHX
MpBUX pe3yaraTta. 3akoH "eight-power sa remepmcaHy akyCTHYHY CHArY je JTO3BOJIHO
KOMOUMHAIM]y BeJUKOr mosehama IPOIYJI3UBHE CHAre aBHUOHA Ca BEJUKOM PEJIyKIINjoOM
reHepucane Oyke. JIajTXujaoB paj je CMeCTHO aKyCTHUKY IIOHOBO Y O0JIACT MEXaHWKE

dbayuna [36] n o3HaunO Moverak 37aTHOr J100a 3a aepoakycTuky [37].

Opurnnasisa JlajTxmioBa aHajoruja je mocrapuia anajaorujy usmelhy crunubuse Hasue
CrokcoBe jenHadnbe W 3BYKa KOjU Ce IPOCTHPE OJ CTPaHe KBAJIPHUIIOJHUX HU3BOPA Yy
CTAIMOHAPHOM (DJIYHJIY 34 CJIydaj CTpyjarba y HeOrpaHHYEeHWM JIoMeHuMa. ['paHure cy
ybp30 y3ere y o63up y pajy ayropa Kypue-a (Curle) [38] 3a ciyuaj He mokperHux
rpaHuia Koje cy reHepajm3oBane y mosHary jeanaunny Poskc-Bumjamc-XaBkuurca
(Fowces-Wiliams-Hawkings) [39], [40]. IIpasa cmara axycTu'He aHAJIOIHje Ce OC/Iarba
Ha ToMe ja Tako3BaHu JlajrxmimoB miam PejHOIICOB TeH30p ce MOXKe ApPOKCHMHUPATH
pa3HuM alpokKcuMalimjaMa Koje y3umajy y ob3up Buire edexara mHTepakiiuje u3mehy
XUIPOTMHAMUIKOT U3BOPa M aKyCTUIHOT n3Bopa. Heke mosuare anasoruje cy Jlexamape

(Legnedre) [41] , Pu6Guep (Ribner) [42] , @umunc (Philips) [43] , JInan (Lilley)[44].

PanoBu koju cy Be3anu 3a 0By Te3y Cy allpOKCHUMAaIlije Koje y3uMajy y 003uup CTpyjarba
masium MaxoBuM OpojeBrMa KOje HATJIAINaBajy BaXKHOCT BPTJIOra Kao U3BOp 3Byka. Kpos
(Crow) [45] je mokazao MeToI0M yrapeHux acuMiTorckux ekcrnansuja (Matched Asymp-
totic Expansions) ja HecTubuBa anpokcuMamja PejHosicoBor Tenzopa Ha Jlajrxuios
TEH30p Ca XUJIPOJMUHAMUYKOM OP3MHOM Koja je gara ca buo CaBapoBUM 3aKOHOM je
yCTBapH IIpBa allPOKCUMAIlnja Koja 3a/10BosbaBa Majie Maxose 6pojese. Ca spyre crpane

Pucrophesn (Ristorcelli) [46], je ypaano ananusy jasocrpyke neprypbanuje mpobiaema
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U TIPEJJIOKHUO CTUILBUBY Kopeknujy PejHosicoBor Tenzopa camo yBojehu cosieHOUHY

Op3UHY CTpyjama U IPUTUCKA.

Ca Jpyre cTpaHe WHTErpaJiHO periewe JlajTxuaoBe jeaHdwHe ca JBOCTPYKUM
JUBEPreHTOM HECTHUILBUBOI PejHosimcobor TeH3opa Kao M3BOPHOI dWiIaHa je mpeypehen
on crpane Xya (Howe-a) kako 6u ce memMOHCTpHpasa 3aBUCHOCT 3BYKa OJ] BPTIOXKHOT
nosba [47]. IIpegrocT oBor mpucryna je ja je HOTpeOHO caMo MHTErPaJIUTH y perujaMa
IIe IOoCToje BPTJIO3| Jia Ou ce Jobmia Ipolaramyja Tajaca IpUTHCKa. Ha oBaj Hadmn
Xoy (Howe) je mobuo pesyarare ucre kao ITosen (Powell)[48], [49] 3a renepucame 3Byka
on crpane Bpriora. O paja Koju je up3Bpimmo JlajTxusa 10 JaHac aepoakyCTHKa ce
yIJIABHOM Pas3BHjaJia y I0JbY aepOoHayTHKe. AepoHayTHKa je MOTHBHUCAJIA IIPBU IIOKYIIA]
aepoaKkyCTuKe M TO paju U JaHac. Beauku Opoj cTpyjama Koje YKJbYIYjy W TeHEepHUCahe

ACPOJIMHAMUYIKOT' 3BYyKa C€ MOZKe nahu Yy aepoHayTUIIN.

Aepoakycruka porupajyhux JejoBa Kao IITO Cy IIpoIeepu Wik (peHoBU U porupajyhu
CKJIOTIOBU Y TypOOMAIITMHEPH)U Cy O] BEJIUKOr 3Ha4Yaja He caMo Jia Ou ce pejlykKoBaja Beh
orpoMHa Oyka Hero u 300r 3aMopa MaTepujajia Koju je mpucyTad. AepogumHaMUdKa OyKa
reHepucaHa OJf CTpaHe MJja3a, CTPyjarma KOje UMajy JOMHUHAHTHY CMUYyhy KOMIIOHEHTY
Ka0 U KOXEPEHTHa CTpyjaiba Cy BeoMa OWTHA y aBUjalllju Kao U OyKa TIeHepucaHa
caropeBameM u npobiemu ca yuapaum tagacuma [50], [51]. IIpobaem koju je mobuo
JIOCTa TaxKEbe M ca aHaJIUTHYKe crpaHe [52]| kao u ca npopadyHcke [53] je 6yka Koja ce
PeHEepPHUIIle ca U3Ja3He UBUIE Kpuia. 300 BeOMa IIPOCTe TeOMEeTPHje KOja je MOTOoIHA 3a
AHAJIUTUYKH [IPUCTYII KAO0 U T'eHepucarhe BeoMa (DUHe MpPeXKe 3a IPOPATYHCKU ITPUCTYII.
YriaBHoM je cumysanuja Besmkux spriora (Large Eddy simulation-LES) npsa ommumja
3a CUMYJIAIH]Y [IPOPAYYHCKE MexXaHuke (JIynjia Koja ce KOPUCTU Kao W3BOPHU “JIAH WU

HEXOMOI'eHHU 3a akycruuny anajorujy [54], [55]

Nako ce 3matHo moba aepoakycruke cmarpa goba ox 1940-1970 romwre, mcTto TO ce
He Moxke pehm 3a mpopadyyHCKY aepoakyCTUKy. TOKOM THUX TOJIMHA KOMIIjyTePCKHU
pecypcu cy Omyin MTEKAKO MaJid Jia OM ce YOIIIITe OBAKO KOMJIEKCAH IpobsieM 1mpobao
pemuTu cuMmysianujoMm Ha Kowmijyrepy. llouerkom 1980-ux moummbe ma ce pasBuja u
IIpopavyHCKa aepoakycTuka. IlomTo ce y mocieamnx 35 TorHa KOMITjJyTepH TOJUKOM
OP3MHOM pa3BHUjajy, KA0 U JIETEJUIE a yIOPEJIO Ca TUM CY CBE PUTOPO3HUje PEryJaTUBE
3a JI03BOJbeHY OyKy, Moxke ce pehu jia 1990-ux npopadyHcka aepoakyCTUKa yJia3u y CBOje

3naTHO J06a [56], [57].
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Cge 10 JaHac HEKOJIMKO CTpATerwja je Pa3BUjeHO 3a IMPOPAYyHCKY aepPOaKyTHKY ca
IIMJbEM JIa Ce CYO4YM Ca Pa3HUM IIPOOJIEMHMa T'eHEpUCalba aepoiMHaAMHUYKe OYKe, Koju
Cy KapaKTepUCTUIHU 32 Ba3/yXOILIOBCTBO, KEJIE3HUILY WJIM ayTOMOOUJICKY UHIYCTPH]Y.
OusnkiaanocT Koja mnokpehe pasne denomene renepucama Oyke MOy OWTH BeoMa
pa3IMInTeE OJT CJIydaja JIo Caydaja, /e YyIJIaBHOM je 3aBUCHOCT Y CTUIILJBUBOCTU CTPYjaba,
UHTepakimje y3Mmehy aepoiuHAMUYKOT M AKCYTHYHOr I0Jha, MOTYNHOCT (opMupaba
yIapHUX Tajaca, HEeJUHAPHOCTH MPUJINKOM Mporaranuiunonnx edekara u Tia. Tesa he
ce dokycupaTu Jia HyMEPUYKO]j CUMYJIAIAjU aepoIMHaMuYKe OyKe IreHeprcaHe oJf CTPaHe
BUCKO3HOT cTpyjama MagnMm Maxosum 6pjeBuma. [Ipopadynkca aepoakycTuKa BUCKO3HOT

cyOCOHMYIHOT CTpyjama ce cyodaBa ca map npobiaema |58|

e Besku 3By9HH olicer Koje JbYJICKO yBO MoxKe Jia npenosHa 1j o 0 DB(menubena) mo

140 DB koje kapaxTepuiite IpoMeHy MPUTUCKA OJ] HEKOJIUKO Pe/ia BPETHOCTU UHTE3UTETA.

e Bejyiuku oricer ¢ppekBeHIN KOje Y0BEK MOxKe ma perucrpyje, Tj ox 20 Hz mo 20000 Hz,

rIe je ciayx BeoMa oceTsbuB y orcesuma o1 1000 Hz no 4000 Hz.

e Bejnka pasymmauTocTt n3Mel)y aepoannaMutiKe eHeprije u aepoaKyCTUIHe eHePTHje KOjy
reHepUIIle aePOANHAMIIKO cTpyjame. OnHOC cHAra nie IpubImkHo 10 °, rie je M Maxos
6poj. IlomTo je akycrudHa eHepruja Koja ce reHepuIle u3 crpyjama gpJiynia Majia, Tako
Jla TIOHEKA/[ IheHe MaJie BPEJHOCTH MOI'Y Jla Ce MACKMUPajy paclpliaBarmeM U Judy3ujoM

HYMEPUYKUX aJITOPUTAMA.

e Crenehun npumep Mokia Haj6obe OCAMKaBa CIa00CT aKyCTHIHOr Tosba [58]. Jaumna
3ByKa KOJU T€HEepHUIlle MJIa3HU aBUOH IPUIMKOM IIOJIETAha je WCTE€ BPEJTHOCTH Kao U
JlepbaBa CBUX JbY/IU ICTOBPEMEHO y HEKOM ocpeameM rpajauhy. lcro Tako Ta akycTudHa

eHepruja HUje JOBOJbHA JIa UCIIPXKU jeTHO jaje.

e Besnka je pasinka y BeJIMYUHU CTPYjHUX BPTJIOTA U TAJACHOM JYKUHOM aKyCTHIHOT

TaJlaca KOje OHU I'€HEPUIILY.

e Beoma je OuTHO Ja HYMEPHUYKO pPEIIEIbe PEIpoayKyje MYyJITUIIOJAPHU KapakTep
aKyCTHUIHOI T0Jba. IIpocToM 3aMeHOM KBAJPUIIOJIA Ca JIUTIOJUMAa MOXKE JIOBECTU JI0

BEJIMKUX I'PDEHIaKa y O,Il;pr/IBaH:y CM€epa 1 MHTE3UTETa aKyCTUIHOT II0Jba.

Kao mro je Beh pedueHO HEKOJIMKO HYMEPHYKHX MPHUCTYIA j€ PA3BUjEHO Y IIOCIIEIHUX
30 rommma 3a pemasame aepoakycrmianux mpobsema [59], [60], [61]. Twu mpucrymm

YKIbY4yjy JupekTHy Hymepuuky cumyianujy (Direct Numerical Simulation -DNS) [62],
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[63], ynorpeby KupxoxoBor XeJMXOJIOBOI HHTErpaJja OKO MOBPIIMHE KOja IIOKPUBA CBE
akycruuHe usBope |64],[65] u Heke asrepHaTHBE KAO IITO CY CTOXACTHYKH HpHUCTyIH [66]
WM HyMepHUYKe TeXHUKE 33 MPOpadyHaBambe 10/ba OKO M3BOpa U HUXOBO] Giusuau [67].
MebyTnmM, HajageKBaTHHjM HAYWH Ja Ce U3BELY HPOPadyH! aepOaKyCTHUKE 3a CTPYjarba
ManM MaxoBum OpojeBUMa YKJBYUIY]y aKyCTHIHE aHajoruje. AKyCTHUIHE aHAJIOTHjE CY
AIIMIUPAHE Jla PeIaBajy akaJeMcKe Mmpobseme, Kao INTO Cy TPOOJIEMH ITOBE3aHH Ca
reHepucameM 3ByKa Koje Cy y mHTepakimju ca Bpriaosuma [68], [69]. ¥V ckopuje Bpeme,
mpobjieMu Kao IMITO Cy MPOPAdIyHU 3ByKa T'e€HEPHUCAHOr OJf CTpaHe TypOyJeHInje Koja
poJia3n M3J1a3Hy WBHIy Kpuia je npukaszana y [70], [71], [72]. Jdamac ce yriasaHOM

MHJIyCTPUjCKU TTPOOJIEMHU aePOAKYCTUKE PEIaBajy CyIep KOMIL)yTepuMa.

AxkycTuuHe aHAJIOTHje y TPOPAUIYHCKO] AEPOAKyCTHIM Cy YTJIABHOM peliene mparehn
unrerpasny dopmysarnujy. arerpannu obiuk jeanaunne Poske-Buimjamca (Ffowes-
Williams) u Xaskunurca (Hawkings) je yobuuajuo wopwumihiena [73] sanemapuajyhu
KBa/IpUIIOJIapHe KOHTPUOyIHje n Kopucrehn mpopayHcKy MeXaHnuky hiyuia ja ce ojipeie
Op3uHe W MPUTHUCIU Ha NOBpmHHU [podsema. Mehyrum mum mHeheMo mpaTwuTh 0Baj
CTaHIAPHY IPUCTYII, HEro NeMO Pa3BUTHU IIPCUTYII U3 TPU KOPaka rje he y IpBoM KOpaky
6utn wu3BpIIeHa cuMysaanuja npopadyncka Mmexannka duayna (Computational Fluid
Dynamics-CFD) na ce 1o6ujy akycTudHr U3BOPH KOJU Ce CpadyHaBajy y Apyroj dasu u
BUXOBO TpaHchopMucame v (PpeKBeHTHH JIoMeH, rie he y Tpehoj dasu 6utn cpadyHaTa
HexoMoreHa XeJIMXOJIIOBa jeJHadnHa Ja Ou ce cpadyHaJIo aKyCcTHIHO 1mojbe. Kopumrheme
MeTOJle KOHAUHUX ejleMeHaTa He MMpaBU HUKAKBY MPEXKHY PECTPHUKIM]Y Kaja ce GaBUMO
KOMILJIEKCHIM TeoMeTpHujaMa, IIITO 3HAYH JIa MOT'Y JIa Ce pelraBajy u mpobJeMu 3a Koje je
MHJIyCTpHUja 3anHTepecoBana. Vcro Tako nmporelypa nsberaBa HeKe oJ1 IpobJjieMa Ha Koje
ce HaWJIa3W KaJla ce KOPUCTU MHTErPAJHU MPUCTYII KAO IITO je CpadyHaBamhe U3BOPHOT
wWIaHa y ojpeheHNM BpeMeHCKNM mHCTaHaMa. cro Tako m3berapa 3aneMapuBaimbe 0110
KOI' WjaHa W y3uMa y 003Wp NPUCYCTBO IpaHUIA HA MPUPOIAH HAYUH M OoMoryhasa
JIMPEKTHY BU3YaJIM3aIUjy aKyCTUIHOI M3BOPHOr wiana. KonadHo pesysiryjyhu meros
IIPEJICTaB/ba HEKOJIMKO pa3JjIMKa KOje Ce OJHOCe Ha aKyCTH4YHe M3BOpe, crabmiasalioHe
MeToJie Kao U mponaranujy rajgaca ca lajgunean u JlopeHosum TpancdopMarmjama Kao

U HEeKM acleTKH uMILieMenrammje [74].
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2.2 TI'punoBa dysKOmja, Knupxod-XeamxosoBa dpopmyalja

n PpayHxodepoBa anmpoKcUMaliija

Kako 6u pemmim akyctudane mpobseme Tpebasgo 6u ja cmo y moryhmoctn ja Hahemo
pererbe XeJIMXOJIIOBE jeIHAYNHE y OMJI0 KOM KOHAYHOM WU OECKOHAYHOM (DU3UIKOM
nomeny Q C R? ca npemedunucannM rpaHIYHEM YCJI0BIMa, Ha OS) U ca TUCTPUOYIIHjOM

u3Bopa s(X,t) min s(X,w).

Ipunosa (Green) dysknuja ce JoKazajla Kao BeoMa J00pa ONIUja 3a DellaBarbe
XeIMXOJIIIOBe jeqHAYNHE 3aTO IIITO je caMa jelHadnHa JUHapHa. ['puHOoBa (DyHKIMja
Go(x,y,t — T) je nojbe 3ByKa IEHEPUCAHO O] CTPAHE MMITYJICUBHOI Ta4KAaCTOI M3BOPA
JIOIIUPAHOT H& X = y y Bpemeny t = 7. Crora je obuuan mpobjeM Hahu perreme

mudepeHIujaHoOr Ipobiiema Hahu: p, y R3? rako na je,

1

(5 -VHGo=0(x—y)dt—1) t>1 (2.1)
0
Go=0 t<r (2.2)
Pememse je maro y obmuxky [75], [76],
Gox,y,t—7) = — gt —r — X2y (2.3)
Y 4r|x —y| co

IITO Ha KPajy KpajeBa HUje HUIITA HErO MUMIIYJCUBHU U CHEPUIHO CUMETPUIHH Tajac
KOjU IIponarupa Jajbe OJf M3BOpa JIOIUPAHOT V X WM 4YHja aMILUIUTYy/JIa Ce CMambyje ca
npebenom gucrannom Ka y. @Pypujeoa rpancdopmarmja (2.3) je I'punosa dynkimja
y (PEKBEHTHOM JIOMEHY U KOPECIOHJIMPa 3a pelllaBambe HEXOMOI'eHe XeJIMXOJIIOBE

jeTHadYnHE ca M3BOPOM Y TadIIH.

€iko|3ﬁfy|

GO(va’w) (24)

~ anfx -y

AKO mpernocTaBuMO Ja Tpeda Jia PEernuMO HEXOMOTeHY XeJIMXOJIOBY jeIHAYUHY V

HEOrPAHUICHOM JIOMEHY 3a IeHepaJiHy aucTpubynujy mssopa s(x,t),
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L o 2
(?att = V)p = s(x,t) (2.5)
0
MOXKEMO [a 3aMHCJIIMO §(X,t) Kao Ja je nsrpaben o MHOmTBa pacnopehennx mmiryica

U3BOpa y Tadulll KAo OHUX Ha JIeCHO] cTpaHu jenHaduHe (2.1) Tako na Moxe Ja ce

peacraBu Kao,

s(x,t) = /]R3 /oo s(y,7)6(x —y)d(t — 7)dydr (2.6)

Yaumajyhn y o63up (2.1)-(2.3) cBakm caununuress s(y,7)0(x — y)d(t — 7)dydr he
reHepucaTH aKyCTUYHO II0/be (Tajac Koju Iporarupa Ka crosba) s(y,7)Go(X,y,t —

T)dydr.

[Muanun cynepriosunuje omoryhasa cymalyja CBUX 9JIaHOBA KOjU YIECTBY]Y YV U3BOPY Ja

6u ce HOOMIIO0 AKYCTUIHO TI0JbE TEHEPUCAHO Of cTpane S(X,t).

00 1 _ _
p(X’t) = / / S(va)GO(XaYat - T)d}’dT = / s(y,t ’X y’/CO) dy =
RS J—o0 4m Jgs Ix -yl

1 [s]
= — d
A1 Jrs ’X - y! Y

(2.7)

rjge cMo KopucTmian jeanaduny (2.3) y jeamaumnm (2.7). Bpemmocr t — |x — y|/co
ce oO6uvyHO HaszuBa perapAHO Bpeme. Crora jeanaunna (2.7) penpeseHTyje paciojesry
AKyCTHYHOI IIPUTHCKA 3a TAYKy X Y BPeMeHY t, Kao CyIepHO3HIfja aKyCTUIHOI I10/ba
IeHEePUCAHOr O] CTPaHe aKyCTUYIHOI M3BOpa JIOIMPAHOI y ojarobapajyheM peTapHOM
Bpemeny. CJIUIHO TaKo y PpeKBeHTHOM JoMeH hemo mmaru PypujeoBy TpanchOpMaIm]y

AKyCTUYIHOT U3BOpa §(X,w).

etkolx—y|

p(x,w) = /]1&3 s(y,w)Go(x,y,w)dy = /R s(y,w)dy (2.8)

s [x—yl
Crora MO2KEMO 3aK/byIUTH aKO je mo3HaTa ['puHoBa dyuknuja, tada je jiako mohu mo
pacrojiesie IPUTHCKa Yy JOMEHY DPEeHEPUCAHOT OJ[ CTpaHe aKyCTHIHOI HU3BOPa Y HEKOM

HEeOIrpaHUYI€eHOM JTOMEHY.
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Kama cy mnpucyrHe mnoBprimHe u/Win TajacHa jeJHadnHa Tpeba a ce perm y
OI'PAHMYEHOM JIOMEHY, Ipehalmbu NpUCTyI Tpeba ga ce MomuduKyje ma ou y3eo y od63up
npucycrso rpanuna. 3a gomen ) C R? ca rpammmama 090 = I' = Y U S taxo aa je
NS = @ rme ¥ mpeacTaB/ba CIIOJBAIIHOCT JoMeHa, 10K C mpeacTaB/ba MOBPIIUHY OMIJIO

KOT Tejia yHyTap gomena. [IpBo hemo agpecuparu XesmMxo/IioB npobiem:

(-V2 -k )p=s(xw) u Q + granicni wuslovi (2.9)

Ha 6u Hamm periere 3a jennadnty (2.9) npernocraBulieMo penunpovHu npodiem,

(_vz —k)G(x,y,w)=d(x—y) u Q + granicni uslovi (2.10)

IJle MHJIEKC y HabJa oreparepy IpecTaB/ba U3BoJ, 10 KoMioHenTaMma o1 y. G je I'punosa
dbyuknuja m ona 3a10Bo/baBa perunpodny teopemy G(x,y,w) = G(y,x,w). Cana
MozkeMo s1a Haljemo dopmasiao pereme p(x,w) jeanadnte (2.9) nparehu ciemnehie kopake
[77], upso hiemo 3amenuTn x ca y y jepanaunnu (2.9) u nomuoxuru ca G(x,y,w). Onma
Tpeba ofyseru pesynryjyhy jeamadmny ox npousBoma jennauuue (2.10) m p(x,w). Ha
Kpajy Tpeba MHTEIPAJIMTHA PE3YJTAT [0 Y Y IEJIOM JOMEHY U AILIMIUPATHA JIUBEPreHTHY

TeopeMy Jia 6u J00MIIH,

p(%,w) = — /Q 5(y,0)G (X, y, w)df — / [p(y, 0)VyG(x,y,0) = Vy(y, )G, y,w)|ndl
(2.11)

re je jeIMHUIHA BeKTOp HopMaJje n Ha [’ Koja je okpeHyTa Ka duynmy. Axo je x € T’
OHJIa aKyCTHYHM NPUTUCAK Ha JieBOj crpanu jeanaquHe (2.11) Tpeba na ce mojenu ca
2. Ca apyre crpaue ) y jennauunu (2.11) moxe sa Gyjie u Ge3rpaHUIHOr PaJUjyca HA
npumep 2 = R3. YV osom ciyuajy Comepdunmov rpannunn ycios omoryhasa jga He
IIOCTOjU HUKAaKBa JOINPUHOC 0J CTpaHe OeCKOHAHe ITOBPIINHE Ha aKyCTUYHU I[IPUTUCAK
Tako jsa [ y noBprimHCcKoM uHTErpasy jeanadute (2.11) ce moxe 3amenuru ca S. Ako je

S = @ nobuja ce jepnaunua (2.7).

Jennaunna (2.11) je Basmana 3a 6uso kojy I'punoBy dyHKImjy koja pemasa (2.10) u

mTo je OuTHO OHA oMoryhaBa ja ce kopuctu npocta ['punosa dyuxnuja. [lopmmacku
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MHTErpaJj ce MOXKe OJIpeJInTH ako cy p u Vp noznaru Ha I'. Kako romx Tpeba narmomenyTn

Jla OB€ BPEJIHOCTU HE MOTY Ja C€ IIPEHUIIly HEe3aBHUCHO.

Ucrto Ttako moxke ce y3seru y o63up momuduroBana ['punosa dyukiuja mnzderapajyhu
norpeby Jia ce pemaBa HOBpHIMHCKY uHTerpas y (2.11) koja 3amoBosbaBa oarosapajyhe
ycaoBe Ha moBpmmHE. [Ipobsiem je mahm Te I'punoBe yHKIHje MOIMITO OHE MOTY Ja Ce
JedUHAITY caMo 3a IPOCTa Teja Kao MTo ¢y cdepa, MUInHIap U TI. JelaH n3y3eTak Koju
j€ BPEJIHO ITIOMEHYTH je CJIy4aj aKyCTHIHO KOMITAKTHUX Teja. edunuimja Tux rea je mna
KapaKTepPUCTUIHA TyKUHA TUX TeJa je Maja y OJHOCY Ha TaJacHy AyKUHY 3BYKa KOjU je
PEHEPHUCAH Ca aKyCTUIHOT U3BOpa. 3a muX je Moryhe cpadyHnaTu anpockuMaliujy I'puaoBe
dyHKkIHje ca ofaroBapajyniuM rpaHUYHAM MOHAIIAKHEM 38 BEJIMKH PACIIOH N€OMETPHUjCKUX

obunka. Takse I'punose dbyukuuje cy Hazane komnakrTae ['punose dynkimje [77].

Ha kpajy hemo nedununcarn Kupxod-Xemmxomnmnosy (Kirchoff-Helmholtz) jennaunmy.

1 etkolx—y]| 1 etkolx—yl iwpo etkolx—yl
- [ A0 — ) dr
p(x,w) 47r/9 g s(x,y,w) 47T/Fp(y,w) byl /Fun P

(2.12)
rjie Op je M3BOJ 110 HOPMAJIU Ha MOBPIIUHY U Uy jé KOMIOHEHTa Op3uHe HOpMAaJsIHa Ha
nospmmHy. Bepsuja Kupxod-XenMxoamose jegHatdnHe y BPEMEHCKOM JOMEHY €€ MOXKe
nobutn OypujeoBom Tpanchopmalujom y3uMajyhu y 003up KOHBOJIYTHBHY TEOPEMY, IIITO

JIOBOIH 10,

p(x,t) = /_OO /Qs(y, T)G(x,y,t — 7)dQdT + /_00 +/F p(y, T)VyG'(X,y,t — 7)|ndldr
(2.13)

WA Y OOJIUKY,

un] _ i ) [p] n
= o) /a A0 (2.14)

[
|x 4 alx—yl

_ 1 [ Y2
p(x,t) = 47r/Q\x—y\dQ+47r8t/F

[Mocnenma japa wiaHa jegHadune (2.14) perpeseHTyjy MOHOIOJIE U JIUIIOJE M3BOpa Ha

MIOBPINIUHU KOju hie 6utn geduHucann y HeKUM oJ1 cjejehemM moriassba.
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Y MHOI'MM aKyCTHYHUM AalUIMKaljaMa MU heMo yIJIaBHOM OUTH 3aMHTEPECOBAHU 3a
[TO3HaBae aKyCTHIHOT 110Jba JaJIeKO O/ aKyCTUIHOT U3BOpa IITO je IPUKA3aHO Ha CIIUITI
2.1. 36or paszjora jeJIHOCTABHOCTH, HEKA I[IOCTABUMO KOODJMHATHU ITOYETAK YHYTap
akycruaHor m3Bopa. Kaga x| — oo u 3a y y 30HH aKyCTHYHOT HM3BOpA, CJIEIAH [

aIpoKHUCMaIlja 3a YIa/BEeHN Je0 aKyCTUIHOT I10Jba IJIACH,

p(x,t)

1/ s(y,t —[x—y|/co) , Y yay  (2.15)
R3

T Ar x —y| = anlx| Jrs T colx|

CauKA 2.1: Anpokcumarnuja aKyCTHIHOT TO/ba JAJIEKO O] M3BOPa,

Anpokcumanuja yua/beHUX JlesioBa akycTHdHOr 1osba (2.15) ce 3oBe Ppayxodeposa
(Frauhofer) ampokcumanuja. Jomr jesma anmpokcumanuja Koja ce BEOMa 9eCTO KOPHCTH
y aKyCTHI U aepOaKyCTHUIIM je IIPABUIO O 3aMEHU IPOCTOPHOI U BPEMEHCKOT H3BOJA.

Huje remko mokazaTu ja 3a |X| — 0o MoxkeMo 3ameHuTH [76]

8 — L%, (2.16)

co |x|

2.3 MoHoI110/10BH, AUIIOJIOBU W KBaJIPHUIIOJJIOBU

Hexu TumoBm m3pBopa Cy BeoMa BaKHU y aKyCTHUIM U 3aC/IyXKYjy HoceOHY maxkiby. To
je ciydaj ca MOHOIIOJIOBUMA, JUIIOJIOBUMA M KBAJPUIIOJOBAMA THUIOBUMA aKyCTUYHUX

U3BOPA.
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CiimkA 2.2: Usraex MoHOIONA ca CJiukA 2.3: Usrmen moHOMoMa ca
[TO3UTUBHUM MaKCHMYMOM HEraTUBHUM MAKCHAMYMOM

TavykacTu MOHOIOJIADHU aKyCTHYHH U3BOP je BOJIyMeTpujcKu u3Bop tuna ¢(t)d(x) koju
pe3yJITupa aKyCTUIHUM U3BOPOM §(X, t) = pod;q(t)ox. U3 jennauune (2.15) je ouunrseno

Jia y CJI060JHOM IIPOCTOPY TAYKACTU MOHOTIOJIAPHE U3BOP he reHeprcaTi aKyCTUIHO TI0JbE

p(x.t) = 2 (e ) (2.17)

Ha cmumum 2.2 m 2.3 je mpukasaH wu3rjel MOHOIIOJA €& HMO3WUTUBHUM W HETATUBHUM

MaKCUMYMOM.

Jumosiapan u3BOpH y TadMIM OAroBapajy akyCTHIHOM u3BOpy THna S(x,t) = O[f(t)dx],
ysumajyhu y o63up jennaunse (2.5-2.7) Huje TEIIKO MOKA3aTH /1@ AKYCTHIHH TPUTHCAK

reHepucaH OJf CTpaHe JUIIOJAPHOT U3BOPA U3IJIEIa,

wo=o (L5, 215
PR, 47|x]| '
AKYCTHYHO TI0J/b€ NEHEPUCAHO OJI CTpaHe JIMIIOJIADHOT M3BOpa je jeJHAKA I0JbYy KOjU je
reHeprcaHa O CTpaHe JBa MOHOIIOJIapHA W3BOpa KOJU CY WCTE jauwHe W CYIPOTHUX
3HAKOBa U TakDhe IOCTaB/AEHU Ha BeOMa KPAaTKO] yaa/beHoctu. Ha ciaunum 2.4 u 2.5 je

MIPUKa3aH U3TJIe]] JUT0JIa KA0 KOMOMHAIIMja JIBa MOHOIIOJA.

KBajipuniosiapau Ta9KacTi U3BOPH YKJbYUyjy JIBOCTPYKY JOBEPTEHIIA]Y YMECTO jeIHE Kao
IITO je cJiydaj KOJ| JUMOJAapHUX m3Bopa. V3Bop je mar y obuuky s(x,t) = (V@ V) :

(T(t)d(x)) u rerepucano aKyCTHIHO TI0JbE je,
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CiimkA 2.4: Wsrmen gumosia Kao CyimkA 2.5  UWsrmen aumosia  Kao

pacriojiesia JiBa MOHOIIOJIA KOJU CTOje pacriojiejia  JiBa ~ MOHOIIOJIa  KOjU

jenan  mopeji  JIpyror Ha  MaJIOM CcTOje jeJJaH BUINE JPYror Ha MaJioM
pacTojamy U CyIpOTHUX 3HAKOBA pacTojamy U CyIpOTHUX 3HAKOBA

CIIIKA 2.6: JloHruTymamHN
KBa/[PHUITOJT

C/MKA 2.7: JlaTrepasiHu KBaJpUITOJ

T(t - )

p(x,t) = (Ve V):( x|

) (2.19)
® je cuMmb0J1 3a TPOU3BOJ, JIBA TEH30PA U : je NBOCTpykKa KoHTpakiuja. KBagpuromapHo
AKYCTUYHO TI0Jb€ MOXKE JOIII Jla Ce NMPUKaXKe KOPHUIINemheM KOMOWHAIIM]OM JIBa JIUIOJIA
Ha KpaTKOj yAAJbeHOCTH jeHOT Of APYTOor. Y ciaydajy Kafla JBa JWTOJa JieyKe Ha
UCTOj ocu, Taja NeMo TOBOPUTU O JIOHTUTYIAJHUM KBAIPUIIOIUMA, TOK aKO JIBA JUIOJIA
Cy TmapaJieHa jefaH TpeMa JIpyroM U aHTH}ASHO Cy IMOCTAaB/HEHHU, OHJA NeMOo uMaTu

JaTepasHe kBaapunose. Ha canmm 2.6 n 2.7 je npuka3aH MeMaTCKN IPUKa3 KBAIPUIIOTA.

Konayno MmoxeMmo Jla npuMeTuMo Ja u3Bop tuna s(xX,t) = podiq(x,t) upesenryje
Juctpubynujy mosomosa. 1ssop s(x,t) = V- f(x,t), upencrasiba quctpubyBujy Jumosa

u Ha Kpajy s(x,t) = (V® V) : T(x,t) je mucrpubyiuja KBaIpuIoa.
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[Mocmenmn anan y (2.14) npeacraBba AUCTPUOYIN]y HOBPIIHHCKOT JTUIIOIA. Y3uMajyhu
y 063up ®PpaynxodepoBy anpokcumarmjy (2.15) u mpaBuiio IpoMeHe BPEMEHCKOr U
npocropHor u3Boja (2.10), MoKeMO Jla alpOKCUMHUPAMO YJIA/LEHO I110Jbe JUCTpubynuje

IPUTUCKa 'EHEPUCAHOT OJ CTpaHe JUII0JIa Kao,

p(x,t)zlai/ Sily — = yijeo) ,X,/ fily ’+—y)dy]

Ix —yl colx|

J Xy _J Xy
47T‘X‘ / fl + O‘X‘)dy] ~ |2 t/ fl yvt + ‘X‘)dy]
(2.20)

Saspmuhiemo oo nozacehame Ha PUBNKAIHY aKyCTHKY IPEICTaB/babeM J00PO MO3HATOT

U KOpHCHOT pe3ysrara. MysrunosapHa ekcliansuja u3BopHe aucrpubyrmje [76] [78].

Jeneko akyCcTUIHO TOJbe OJ] CTpaHe U3BOpHe jucTpubynuje $(X,t) KapaKTepuCTUIHEe

ayxuie L je ncra Kao j1a je reHepucaHa o 66CKOHAYHO MHOTO TAIKACTUX MOHOIIOJIA

> S (t)D*[6(x)] (2.21)

|af=0

riae ce a = (ayq,..., ) OJHOCH Ha BuIle WHAeKCHU y R™, rae he ce y namewm ciydajy
YIVIABHO KOPUCTHTH N = 2 Tako ja je |a| = ag + ... + o 1 D = 8'0"/8?1....63‘", rie je

(0%
S¢ maro Kao,

—1)l N
50 = S0 [ sty nay (2.22)
a! R3

MOKE Ce TIOKa3aTHh Ja MOoJke MPUTHCKA JaeKO O m3Bopa nmMma ciemehn obnK,

ZDa t — ’LL“/C())] (223)

47 |x|

3a koL << 1 akyCTHYHHM IPUTHCAK CE€ MOXKE AIPOKCHMHUPATH IPBUM YJIAHOM HU3A Tj.
MOHOITOJIOM. AKO 4jIaH HecTaHe 3000 cUMeTpHje, OHJa OU JUIIOJ JOMUHHPAO U E-ErOBa

aMIuTyia 6u 6uiia peykosana 3a dakrop ~ (kgL) y oiHOCY HA MOHOIIOJ. AKO U JIUIIOJ
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HecTaHe, KBaIPHUIIOJ OHJIa JOMUHIpA ca peayKunujoM amimryne ~ (koL)? y oamocy ma

MOHOIIOJI.

[Mocneama jenuadnna (2.23) je ocHoBa 3a akTUBHY KOHTpoJy Oyke [79]. Ona omoryhasa

Jla, ce alpoKcuMupa OMJIo Koju u3BOp OyKe Kao CEeT JIAKIIUX 32 JePUHUCAHE MOHOTIOJIA.

2.4 Jlajrxunosa (Lighthill) akyctuuna anagoruja

OcHoOBa aepoakyCTHKeE je KOHIIENT aKkycTuaHe aHajoruje. [lokyiaj na ce neduHure mra

je neduHMCAHO MO IOJMOM aKyCTUYHE aHAJOrHje nar je y [58].

AxycrmyHa aHaJIOHja Ce OJHOCH Ha IIPElNaKhuBaibe eK3aKTHE jeJHaYMHe MeXaHUKe
dayuna y obJIuK HEXOMOTEHE TaJlacHe jeJHAadnHe MOTO[He 300T UNHEHUIE /18 JTaJIeKO
o1, u3Bopa IIyKTyaluje IPUTUCKA TPOIAarupajy Kpo3 Mupatn QpJIyui u ca aMOujeTaTHOM

OP3MHOM 3BYyKa Cp, TAKO Ja,

(%8@ — VHh(x,t) = s(x, 1) (2.24)
o

3a 6mI0 Koje h Koje je jeaHako p y IOJbY JeasieKO Of m3Bopa. JlecHum wraH jeaHadmHe
ce IOHAIA Kao U3BOP 3a h U MOXe J[a CaJIPyKU CBY MEXAHUKY IPOIAruparmba Kao IITO Cy
pacejaBame TypOyJIEHTHUX BPTJIOTa U TEMIEPATypHE HEXOMETeHOCTH, Kao U IpeiaMarba
cpefbe Op3UHE U TEMIIEPATYPHOr 1M0Jba, (DJIYyUIHA 3aIITUTA CBAKOT BPTJIOTA OJ CTPaHE

JIOKaJTHO TIoMepajyher diynia u HeJIMHAPHOT U3BpTalba Iponarupajyhux rasaca.

o cama je mpecTaB/heHO HEKOJIUKO aHAJIOIUja Yy YBOMLY. Y Te3u heMo ce KOHIIEHTPUCATH
Ha JlajrxuioBy amasiorujy Koja je mobujena y mmonupckoMm pagy [34], [35]. Buhe
IIPUKA3AHO KAKO Ce JI00Mja OBa aHAJIOTH]a Kao U IbeHa allPOKCUMAIII]ja ¥ CAydajy CTPYjarba

MasuM MaxoBumM 6pojeBuMa.

Kao mTo je Beh peueno akyctudHa anajoruja ce 06a3upa Ha MpPEMeNITalby jeTHAYunHEe
Mexanuke buayuga ga 6u ce modbuiia HEXOMOI'€Ha TaJlacHa jeqHaduHa. JlajTxusa je 6mo
MPBU KOjU je (DOPMYJINCAO CTUIIBUBY jeTHAUNHY KOHTHUHYUTETA W KOJIWYHNHE KPETarba
dbayuna na 6u mo6mo mperxomHo HapeJeHo. 3Bopuu wiman pedynTyjyhe HexomoreHe
TajacHe jeJHadnHe ce o4deKyje 1a Oyje jeJIHO BaykaH y TypOyJIEHTHOM UJIU BPTJIOZKHOM

Jeqy CcTpyjama W y NPBOj alpOKCUMAIMjU 3a TeHepHUCaHW 3BYK ce OdYeKyje J1a hMa
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3aHeMapsbUBO MaJty mnosparhHy peakimjy [35], [80]. Oso je ogrosapajyha xunoresa ako ce
MOZKe 3aHEMapPUTHU CTHUIIJBUBOCT IIITO je CJIy4aj 3a cTpyjame MajauMm MaxoBum O6pojeBuMa.
Kacuuje hemo Bugern na caara JlajTxujioBor mpucryia, Makap 3a OHAj CJIydaj KOju Hac
UHTEPECyje MPEIU3HO JIEXKN Ha, YUIbEHUIIN JIa JIU CTUIIJLUBOCT MOKE Ja Ce 3aHeMapHu WJIn

HeE.

Jla 6u uzBenn jemuaunny Jlajrxuia mouehemo of jeqnadmHe KOHTUHYUTETA WA OJIPAKAIHA,
Mace M jeJIHaduHe KOJUYNHE Kperarma y PejHosacoBoj ¢dpopMu 3a CTHIBUBO CTPYjaibe,
e heMo mpeTrocTaBuTH ga HeMa M3BOpa Mace Kao HU 3allPEMUCHKHUX CHJIa KOoje JIeIyjy

Ha By. JeJHa4dnHE Cy,

Op+V-(pu)=0 (2.25)

Oi(pu) +V-® =0 (2.26)

Crora je y3eT u3Bo/1 110 BpeMeHy jennauute (2.25) u oHza je omysera oJ1 jejnaunse (2.26)

IMTO AOBOAU MO,

p—-V-(V-®)=(VaV):d (2.27)
Haro je ma camo auBeprennuja tensopa dirykca KogmduHe Kperama, ¢ = p(u®@ u — o)

KOja ce jaBJba y jeIHaunHU KpeTamba diynia, MmoxkeMo pefedunucaru Kormjes HaATOHCKT

TEH30D O U Yj€JIHO IIPECTaBUTU KOHCTAHTHU IIPUTHUCAK Pg.

2
o =—(p—po)I+ p[Vu+ Vu' — (V- (2.28)
Ca apyre crpame, y CJIy4ajy UJAEAJHOT JUHAPHOT aKyCTUIHOT MeJIujyMa, TeH30p dJrykca

KOJIMYINHE KpeTama Ce IperBapa y jeAHOCTABHUjH OOJUK Tle TpaHCdep KOJUIHHE

KpeTamba MOXKe Jia Ce JeCH CaMO IOJI JEjCTBOM IIPUTHUCKA. ¥ TOM CJIYUajy TE€H30D MOCTaje

@9 = (p — po)I = c§(p — po)I (2.29)
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Vaumajyhn n 063up 1a Mozkemo jia 3amennmo dap ca 0% (p — po) v (2.27), crora MoxkeMo
y3etu asoctpyku jmuseprent of (2.29), (V@ V) : @ = 3V2(p — po) u omysumajyhu ox

obe crpane jegHaunne (2.29) cTuzKeMo J10,

(03— AV (p—po) = (V& V) : T (2.30)

rJie je,

T =3 - =puu)+[(p—p)—(p—po)I -0 (2.31)

Jennaunna (2.30) je mpocaasibena Jlajrxmmosa jeqmaumna um Tenzop T je mosHaT Kao
JlajTxunos crpec Ter3op. Tpebda HaroMenyTH j1a HUje yCBOjeHA HUjeTHA AITPOKCUMAIIA]A Y
jenmnauunu (2.31). Crora JIajTXumoBy aHAIOIH]y MOXKEMO IIOCMATPATH KA0O AJITEPHATUBHY
dopmynanmjy jegHadnHa KOje OMHUCYjy CTHILBUBO cTpyjame daynaa. Vcro Tako Tpeba
npumeruTH ja jenHadnHa (2.30) mpeicTaBba HEXOMOIEHY TaJIaCHY jeJHAYUHY UHjU je
M3BOPHU WIAH CAJIPXKU JBOCTPYKH JUBEPrE€HT KOjU KOPECIIOHIUPA JUCTPUOYIIA]U U3BOPA
KBa/JIPUTIOJIAPHOT THIIA. J300r Tora, JlajrxuioBa npedopmysiaiyja jeiHaunHe KPETamba
dyuaa ce UCIoCTaB/bha 1a je aHAJOrHa ca IpobjeMoM Jo0ujama pajujaiuje 3ByKa Koja
ce TeHepHIle U3 KBaJIPUIIOJIaPHOT U3BOPa KOjU Cy JIOIMUPAHU Y 30HU U3BOPA U MPOCTUPE
ce y craloHapHOM JoMmeny ujeasnor duyuna. To je passor 3amro ce jennaunta (2.30)
OJTHOCH Ha, aKyCTUYHY aHAJIOTHU]y. JadwmHa M3BOpa KBaIPUIIOJAPHOT THUIA je maT ca 1.
Yerapu (2.30) je 6uia npBa akyCTUYHA aHAJIOTHja Koja je Ousa j1obujeHa u Kojoj Huje
6usia moTpebHa HUKABA AIIPOKCHMAIIN]ja, CTOTa, Ce TIOHEKA I HA3WBa M er3aKTHA aKyCTHIHA

aHAJIOTH]a.

Yumenuna fa HUje y3eTra y 003Up HHUjeIHA AIPOKCHMAIAja ja Om ce Jgo0mia
jennauuna (2.30) ycTBapy 4yBa CBY KOMILIEKCHOCT ODUIMHAJIHE je/[HAUYUHE KOja OIKCY]je
KoMmIpecubmiHo crpyjame daynma. Crora jeamaanna (2.30) ce He omHOCH caMoO Ha
reHepucame aepoanHaMuydKe Oyke, HEro oHa y cebu Hocu U Apyre edekTe Kao MITO Cy
KOHBEKIIMja CTPYjarba, NpejlaMaibe Kao IOCJIe/ Il TpOMeHe Op3uHe 3BYKa, MOJYJIAIN]ja
yCJIel aKyCTUIHUX HeJTMHAPHOCTH WU CJIa0Jberbe 300 TepMaJIHUX U BUCKO3HUX edeKraTa
[77]. IIpBu wian rensopa y (2.31) je Hesunapuu PejHosiicoB HarocHKu Ten3op p(u®@ u),

KOju ce cMaTpa Kao HajBuIle OMTaH y BPTJIOKHOM PEruoHy crpyjama. pyru <wrax
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TEH30Pa je BUIIAK KOJIMYHHE KpeTarha IIPUJIUKOM TpaHcdepa oJ] CTpaHe MPUTUCKA Y
uJIeaJIHOM JIMHAPHOM QJIyHIy TYCTHHE pg U Op3uHe 3ByKa cg. Bapwujaruja cpeime
BPEJHOCTA T'yCTHHE Kao U HEJUHAPHOCTH AMILIUTYJE Tajaca Cy OJIOBOPHE 3a TO.
Konauno BUCKO3HM HAIIOHCKH TEH30p 0 WI'pa yJory ocjabspuBada 3ByKa. lIpakrudana
KOpHUCHOCT JlajTXujaoBe akycTUdHe aHAJIOTHje JIEXKH HA 3aHeMapHUBaIby HEKHX edeKaTra
KOje Cy MaJio Ipe ONMCaHu W npu ToM cuMiyindukoBaru JlajTxuaos Tersop. 3aro
mTo T eeKTH yriiaBHOM 3aBHCE O] CTUNI/BUBOCTH CTPYjalba, MU NeMO MPeTIIOCTABUTH
Ja je cTpyjame HEeCTUIJBUBO INTO je BaJuHA IPETIOCTaBKA 3a CTPYyjama MaJjJuM
maxoBuM OpojeBuma M << 1 rme je M - Maxos 6poj ca medununujom M = %
rie je U kapakrepucrudHa Op3uHa cTpyjama. Y3majyhum y ob3up jga hemo yriiaBHOM
OUTH 3amHTEPECOBAHU 3a CTPYjarha BeJIUKUM PejHo/IIcOoBHM OpojeBHMa TUMIMIHA 34
Ba3/IyXOILJIOBHE AIJIMKAIAje, MOXKEMO 3aHEMApPUTH BUCKO3HU cTpec y jenHadunuu (2.30).

Ha xpajy, cpenma rycruna Kao u Op3uHa 3Bayka he outu yHHMOPMHE TaKo Ja he apyru

wian y jequadnan (2.30) 6utn myma. JlajTxmiosa jeqHadnHa je 1O OBUM YCJIOBHMA,

(07 — V) (p—po) = po(VE V) : (u®u) (2.32)

riae Tpeba MOACeTUTH J1a U je COJIEHOUIHO M0Jbe OP3UHE.

Basmgnocr jennaunne (2.32) je 6e3 ukaksor morosopa ouursiegno. Ca apyre crpaxe
Kpos (Crow) [45] je ucrpaxkusao Jlajrxunosy jeauaunny (2.30) y cmucity neprypbanuje
—

penosa ca Quykryarjom Maxosor 6poja M; = . ¥Ysumajyhm y o0063up durykryaruje

co

IIPUTHUCKA YMECTO T'yCTHHE, CJIEJIH JIa,

(M2OE -V (p—po)=p(VRV): (u@u)+ M} (VeV): T+ .. (2.33)

rae T! npencras/ba JOIPHHOC H3BOPHOM WJIAHY Of HHTEpAKImje u3Mely HeCTUILHBUIX
U aKyCTHYHUX MOsioBa crpyjama. (Crora wu3Ie/a IPOTUBPEYHO J@ Ce€ KOPUCTU
anpoxcmManmja (2.32) mTo 61 KoBeso 10 TajaHoT 3aMeHapuBaba O (M) wnana ca jmecre
crpane jenHaunse (2.33), JOK UX 3aJpKABaMO HA JIEBOj CTPAHU jeJHAYUHE. YIPKOC
oBoM ounrieHoM Hegocrarky, Kpos (Crow) [45], je mokazao kopucrehu meton Ynapene
Acumnrorcke Excnansuje (Matched Asymptotic Expansions) na je (2.32) Bamugna 3a

KOMIIAKTHA, CTPYjama MaJiuM MaxoBuM OpojeBuma. OBa BaJUIHOCT je yCJIeJ INEEHUIE
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na 07 p 3aHeMapbUBa y 30HaMa CTpyjamba rie ce wian (VR V) : T! ne mozke 3anemapuTy
n obpuyro. Kao mocienuna, 3ajiprkaBame JIBOCTPYKOI M3BOJ/Ia AKyCTUYHOI' ITPUTUCKA
Ha JieBOj crpanu jenHauuHe (2.33) u 3anemapuBajylin JoNpHHOC KOjU JIOHOCH YJIaH ca
necue crpane T pesy/ryje IpHXBAT/BHBOM TPEIIKOM 3aTO MITO AKYCTHYHO TOJBE PEJIA
tadHocTu 0 Bpeaacorn Maxosor 6poja. He rako masuo Pucrophesnu (Ristorcelli)[46] je
N3BEO 3aTBOPEHU MOJIEJ Jia OM PEINo rope HaBeJEHY HECAIVIaCHOCT 3a Cj1aba CTUI/bUBA

CcTpyjama Koja ce jeJIMHO KOPUCTe 3a COJIEHOUIHO I10/be OP3UHE U IIPUTCUKA.

Cana npuxsartajyhm (2.32) BaaumHOM 3a Hally CBPXy M ako PejHOJIICOB HANOCHKH
TeH3op (u3BOpHH wiaH) y (2.32) ce Mory Hekako oxpejuTu, jenHaunHa (2.32) aaje
BAJIMJIHY PEIPE3EHTAIN]Y AePOIMHAMUYKNA T€HEPUCAHOI 3ByKa. YIJIABHOM heMo OuTH
samHTepecoBann 3a PypujeoBy Tpancdopmanujy jennaumbe (2.32). YV TOM caydajy
JIIPEKTHO MOxkeMO Jj1o6utu dirykryanujy rycrute (crora u (uryKTyalujy HPUTHCKA)
mTo je W 3axTeBaHa uHoOpMaluja 3a BehnHy WHXKemepckux mpobsema. Dypujeora
TpanchopMalnja gaje JeCHH UJIaH HEXOMOreHe XeJMXOJIl jemaHadunne. 1o he Ham
omoryhurtu mga ucKopucTuMo 6eHeUT HEKOJMKO HYMEPUIKUX TEXHUKA KOje Cy pa3BUjeHe

3a TO Ka0 W 3a NeHEPaJIHy KOHBEKIMOHO-T(DY3UOHY-PEAKTUBHY jEIHAUNHY.

Yaumajyhu y ob3up ma p = cgp jenmnaunna (2.32) y (PEKBEHTHOM JOMEHY IIOCTaje

HEXOMOTeHa, XeJIMXOJIIOBA jeTHATNHA.

(—V? = kg)p = p(u®u) (2.34)

enTpasmo 3a Te3y he Outu 1a ce pern HGUBNKATHU IPOOJEM KOjU ONMUCYje jeTHaATHHA
(2.34) y narom npopadyCHKOM JoMeHy ) U ca IpPerucaHnM IPAHUIHUM yeaoBuMa Ha Jf).
[Tpso je 3amatak Hahyn n3BOpHU WiaH Tj. PejHOIIICOB TEH30D a OHJA PEITUTH HEXOMOTECHY

XeJIMXOJITIOBY jeJHAUNHY.

Besrpannuno pemieme jegnaunbe (2.32) ce TPaJMIMOHAIHO pellaBa Ca WHTEIPATHOM
dopMynaImjoM mpeaTaB/beHOM Y MPEeTXOMHOM TOMIaB/bY. AKYCTUYHYM MPUTHUCAK JAJIEKO
0/l aKYCTUYHOT M3BOpa ce Moxke jobutu y3umajyhu y o63up JlajrxusoB TeHsop jyriuie
jquseprenmuje ca 6esrpannanoM I'punosoM dyuxnumjom (2.7), mro mosoxu [78], [81] 3a

|x| — oo.
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1 1
p(x,t) = I /R3 Wpoayiayjuiuj(%t — |x = yl)/co)dy

1 1
S / Ty vt = b=y feo)dy (2.35)

pit; 82/ [z  x-y
R ui(y,t — — d
drcd|x| " Jrs uiu; (¥ co * co\x]) Y

Jennaumna (2.35) jaje akyCTHYHU NPUTHCAK y TAdlld X W BPEMEHy t OHJA Kaja je
Pejrosicos Ten3op no3Har (Ja Jin €KCIEePUMEHTAJHO, JIa JIU IPOPATYHCKOM MEXaHUKOM
baynna nan anamuTwakuM pemierseM).  Kao mro je Beh HamomemyTo 0Baj TEH30D
ce odeKkyje na he mMMaTu BPEIHOCTU PA3JIUUUTE OJ HYJIE CAMO y BPTJIOXKHOM PErHOHY
crpyjama Tako Ja mHTerpai y (2.35) mma KoHauHy BpemHocT. JluMmensmona aHasmsa
PA3IMYATUX YIAHOBA KOJU Ce MOjaBbyjy y jexHaumuu (2.35) moBOaM 0 MO3HATOT
sakoHa "eight power" [35]. Icro Tako Moxke sa ce moKaxke Jja ojgHOC usMmely
reHepHUCcaHe aKyCTUYIHE CHAr'e U eHepruje Koja ce JOBOJU CTpyjamy Ja Ou ce HalmpaBHja
TypOy/IeHIHja je IpoHopIuonaIana KoncTanTy °. OBaj nogarak BepudUKy]je THIbeHIILY

J1a aePOJIMHAMUYIKY TeHEePUCAHN 3BYK j€ CIIOpe HN epeKaT IeJIOKYITHOT KpeTama MJIyn/ia.

2.5 IIpucycrso rpaHuIla-jeTHAYNHA Ffowcs-Williams-

Hawkings-a

o cama cMo mocTaBuIM TPOOJIEM CTBapama M Ipolaraluje aepoJIMHAMUYKOT 3ByKa Y
ca0601H0M mpocTopy uiam R3. Y BelimHE NpaKTHYHEX C/IydajeBa HPHCYCTBO TDAHHIA
urpa BeoMa OUTHY yJIOTY. 3aMUC/NATe Ha IpuMep OyKy reHepucaHy OJi CTpaHe (reHa WIn
XEJUKOITEPCKE JIOTATHIIE UIN Y KPAJEeM CJIyUajy OJl CTpaHe TypOysieHnuje y cmuayhem
CJI0jy KOjU pa3iBaja MJa3mhaK O BasmyliHor meaumjyma. Jla Om ce permmain OBaKBU
pobJIeEMU MOXKE Ce MPATUTH IIPOIEAypa OIKMCAHA y MPETXOIHUM IOTJIAB/HUMA IIe Ou
ce y3sesa omaroapajyha ['punoBa dyHkiuja 3a 3agary reomerpujy. OBaj npucryi Huje
HAPOUHTO JIAaK, MOCEOHO y CIydajeBUMa KOMILIEKCHE ToeMeTpuje. AJTepHATUBHU METO]T
je npencrasuo Poske-Bumnjamce (Ffowes-Williams) u Xaskunrce (Hawkings)[40] , koju ce
cacroju y npedopMyJianuju u3BopHoOr Ywiana y jeanaqdnnu (2.30) na 6u ce ysenu y o63up
npucycTBo rpanuna. Oaj npuctyn Ham omoryhasa jia u jajbe KOPUCTUMO |'puHOBY

dyuKIHMjy KaJa je maTerpasina opMmysianja u3dop 3a peraBame npobiiema.
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®osrc-BunnjamcoBa m XOBKHHICOBa MPOIEAypa IMOYHIHE TAKO INTO €€ IPEeICTaBU

3aTBOpeHa KOHTpoJHa mospiuHa S. Pyukimja f(X,t) je qedunncana tako na,

f(X, t) =0 Vx e S
f(x,t) >0  Vx wnutar strujanja (2.36)

f(x,t) <0  Vx wnutar S

Ako ce S kpehe 6p3unoM v, ciiesiehn U3pa3 BaxKu,

Of +v-Vf=0 (2.37)

Xesucajnova (Heaviside) dyukiuja H(f) ce nedunuiie Tako na je jeInHUIHA BPETHOCT
CByJla y CTpyjamy U HyJja yHyTap S. MHOXKemeM jelHa'unHe KOHTHHYUTETA W KOJUINHE
kperama ca ¢yukmujom H(f) u nparehu namoxkeny mnporeaypy koja je kopuihena
3a gedunncame Jlajrxmnose jeanadmne (2.32) momasumo g0 gudepennujaite dopme

jemuaumne Ffowcs-Williams-a u Hawkings-a.

VEIH(f)ci(p = po)l = (V@ V) : [TH(f)] + V - [s0(f)] + 0i[ad (f)] (2.38)

rie je T Jlajrxuos Tensop (2.31), § je Jupakosa nenra dyuknuja y =0 n

s=—-pu®(u—-v)—(p—po)I+o (2.39)

q=pov+p(u—v) (2.40)

Tpeba npumeruTu ako He nocroju nospumaa, H(f) =1 u §(f) = 0 Taksa ja ce nobuje
JlajrxmnoBa jequaunna. Crora pasiuka usmely (2.30) u (2.38) je mpucycTBo jBa HOBa

W3BOPHA WIaHA KOjU HPEICTaB/bajy AUCTPUOYIU]Y JUIIOJIA U MOHOIIOJIA.

Kombunosamem jennaunne (2.38) ca I'punosom dyukimjom (2.3) nobujamo MHTErpasHy

dopmy Doskc-BunujamcoBe u XOBKHUHICOBE jeqHAYNHE KOja y3UMa y 00O3Up T'PAHUIE y

CTpyjarby.
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H(f)co(/’ PO az ]/

IX yl
Y |pui(uj — vj) + (P - P0)5w - ‘7”|njd5 (2.41)
4r " Js(r) x -y
e i
4r " Jsir) x -yl

Jennaunna (2.41) je remepasnmzanuja Kupxod-Xeamxosose jeHadMHe U CACTOJU Ce
ol ucTpuOyIyje JAUI0Ja U MOHOIOJA IUIyC KBaJPUIIOJIapHA KOHTPHUOYIUja O CTpaHe

PejuosincoBor HaIOHCKOT TEH30pA.

[Tocebno unrTepecanTan ciaydaj Poskc-BunujamcoBe u XOBKUHI'COBE jelHAYUHE je aKO
je KOHTpOJIHA IMOBPINUHA CTaluoHapHa. Y ToM ciydajy v = 0 u jemmaunna (2.41) ce

peaykyje na Kypuosy (Curle) jennaauny [38]

H(OB0—m) ~ 3-00; [ o

—a/pu’ |X (py| P0)o = %l g (2.42)

1 i
—3t/ |p(u ndS
4 Jg [x — ]

Axo je mosprmHa S kpyTa (v = 0 Ha S) (2.42) name cummndukanuje cy,

H(OR0 -~ m) ~ 3-00; [ o

_1&_/ (p_p0)5ZJ_ ”nde
dr " Js Ix -y

(2.43)

Kopucrehu rope naBeneny wuHTerpasjny jeaHadnay Ja Ou u3padyHaId TeHEepUCAHU
AepOIMHAMUYKHY 3BYK VOIIITE HUje JIATaH 3aJlaTakK U MOpa Ja Ce MPUCTYIH MpodJeMy
Beoma naxkspuBo [58], [59]. Tpeba Hamomenyru na umHTerpasHa QGopMmy/amnuja rope

IPEJICTaBJbEHA Ce MOXKe UCTO TaKO pasBUCTU Uy (pekBeHTHOM jomeny 58], [59]
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2.6 Metomonoruja 3a pelniaBame aepoaKyCTUIHUX

npobJjemMa

[Tomro je y mpeTxojHuM MOIVIaB/bLUMA MIPE3EHTOBAH (DU3MKAJIHU IIPODJIEM IeHepHucarba
aepOINHAMUYKOrI 3BYyKa, KAa0 U CTAHAAPIHU HAYUH Ja ce npobjeMm permu. Y OBOM
[IOTJIABJ/bY MPEJICTAaBUNEMO aJITePHATUBHE METOJE 3a pellaBaibe. Harl riaBHu Mub je
Jia HaheMo HyMepHIKO pellerbe 3a BpeMercKy PypujeoBy TpaHcdopMalinjy OpurnHaJIHe
akycruune JlajrxuiioBe amajoruje kopucrehu PejHO/IICOB TeH30p 3a alpOKCHMAIU]Y
JlajrxumoBor Tenzopa (2.34). [Ipengiozkena meromosioruja 82| je meo wmerome
KOHAYHUX eJIeMeHaTa M KOHIENTYaJHO MOXKE Jia Ce IOJIeJIn Yy TPU Kopaka. Y IIPBOM
Kopaky mpopadyHcka Mexanuka duynga (Computational Fluid Dynamics-CFD) spim
cumysianujy HecrunbuBe Habuje-CrokcoBe jemnadnbe ma Ou ce 100MJI0 10Jbe Op3UHA.
Y npyrom Kopaky, M3BOPHH WIaH Ha JIECHOj CTpaHu jefanaqdunne (2.32) KOju mpeJicTaBiba
JBOCTPYKY JUBeprennujy PejHosacoBor Tenzopa je cpadyHaT U MpeBeeH v (PPEeKBEHTHH
jgomen momohy @ypujeoBe Tpanchopmarmje. Konauno, Ttpehu kopak pesysntupa y
ybaruBamy 106jeHor pe3yJiraTa y ApyTroM KOPaKy y HeXOMOTreHy XeJIMXOJIIIOBY je/IHAINHY
(2.34) u mweHO permasare Jia 61 ce J0OUIO0 aKyCTUYHO TI0He IpuTHcKa. ['padudka mema
HaBEJICHOT MPUCTYIIA 3a PEIaBarmke aepoaKyCTUIHUX TpodJieMa je MpUKa3aHa Ha CJIAIN

2.8.
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C/UKA 2.8: Metososioruja npopadyHa aepoacKyCTUIHE CUMYJIaIuje

2.6.1 Cumysnanuja mpopadyyHKce MexaHuke (irynga

Hue CEFD mpopadyha je ja ce 1obuje BeKTOp Op3UHE CTPYjarba U BPEMEHCKHU ITPOMEJbIBE
wectunubuBe Hapuje-CrokcoBe jemunaumpe.  Maremaruyku npobsiem ce cacToju y

pelaBamy jejHAuNHE y 3aJaTOM IpopadyHcKoM jgomeny ) C R? ca rpamumom 0S)
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[IpPerucaHiM MOYEeTHUM ¥ TPAHUIHUM ycaoBuMa. ['panuria 02 ce MoXKe MOJEUTH Ha, JBa
paszjpojena cera 02 = I'p UT' y ysumajyhin y 063up npernmcane Jupuxieose (Dirichlet)n

(Neuman) Hojmanose rpanndsne ycjose. IIpobsiem koju Tpeba jia ce peru riacu:

u+u-Vu—vAu+Vp=1£f in Q, t>0, (2.44)
V-u=0, in Q, t>0 (2.45)

u(x,0) =up(x) in Q, t=0, (2.46)

u(x,t) =up(x,t) on Tp, t>0, (2.47)

n-o(x,t) =ty(x,t) on Iy, t>0, (2.48)

rJie V PeJICTaB/ba, KHHEMATCKY BUCKO3HOCT, f criospbaliiby cuity u ty TeH3ujy Ha I'DAHUIIN.
VY ciyuajy Besimkux PejaosiicoBux 6pojeBa MOXKeMO ce cyounTu ca npobsem moryhnoctn
cuMyJtanuje TypOyJIeHTHOr cTpyjama. I[IpuHIUNujaaHo 1OCTOje YeTUpU IPHUCTyHa 3a
peraBame 1pobiema cumysianuje Typoysenmmje [83], a To cy, RANS(Reynolds Avereged
Navier Stokes) mpucrym, DNS (Direct Numerical Simulation) npucrtymn, LES(Large Eddy
Simulation) u xubpujHe MeTO/E KOje KOMOUHY]Y HO3UTHBHE CTPAHE PA3IMIUTUX METOJA
u KoMOWHY]y ux y jemay meromay. WcemocraBmio ce ga RANS npucryn me moxke na
yxBaTu BpemeHcke duykryainuje. Ca apyre crpane DNS je moxkma najoossu uzbop ca
CTpaHe HyMEPpUYIKHX METO/a TOIITO PerlaBa WHUIHjAJHY jeTHAUYNHY Ca BEOMa T'yCTOM
MPEXKOM U Y OBOM CJIydajy MPOPATYyHCKO KOIITAKE je Pejla BeJInInHe Rg/ * To 3a Beonma
BHCOKE PEjHOJIZACOBE OpojeBe KOju Cy HOPMAaJHU Y Ba3IyXOILJIOBHUM AILTHKAIIMjaMa OBaj
BU/JI TIPUCTYIIA CTBapa MpocTo HemoryhnM ca mocrojedhinm pecypeuma. Ca apyre cTpane
XnOPHUHE METO/Ie KOPUCTE BUIIIE METO/IA KOje Cy CIeNHjaJn30Bane 3a ojapehene yciose n
TaKO CTBapa CylepUOpHE IPUCTYIE aji Ca BEOMa BEJIMKUM HEJIOCTATKOM ITPOPATyHCKOT
BpeMeHa KOjU je HeKoJMKO myTa Mamn o DNS meTome anm u jJa/be BeoMa HETOCTUIKAH
3a obuuHe KoMmIjyTepe. Ha Kpajy y oBakBuM cuTyarujama ce yriaaBHoM kopuctu LES
METO0JIOTHja KOja BPIIH IIPOCTOPHO pa3Bajame U = U4u , p = p+p Op3uHe U IPUTICKA
y (2.44)-(2.48) rae (Q,p) upejicraB/bajy BeJIUYHHE KOje Ce MOTY MPOPATYHCKU DEIIUTH,
JIOK (ul,pl) MPEJICTaB/bajy MaJjie BEIUIMHE KOje Ce He MOTY YXBATUTH ITPOPATYHCKOM

MPE2KOM a CaMUM THUM U CpadyHaTH.
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Y cramgapaaom LES npucryny, pasmpajame Besindnna ce onpalyje KOHBOJIYIIAjOM
jennaunna (2.44)-(2.48) ca dyukumjom duarepa [83], [84]. Kao mro je mosmaro To
JepuHuUIIe 3aTBOPEHN MpobjeM 3060r jeHOr BUINE 4YiaHa Tuoa £ = u®u — 0 ® U,
KOjU Ce I0jaBJbyje y jeJIHAYMHU U KOjU 3axTeBa Ja ce mojenaupa. OBaj 4iaH je mo3nar
Ka0 HAIIOHCKHU TeH30p octarka. Kama ce mobuje momes 3a R, pesynryjyhu LES momen
MOXKe Ja ce JucKperusyje m Hymepuku pemu. Ca jipyre cTpane, MOCTOjU U JIPYTHU
[PUCTYII pelliaBarba IpobjieMa a OH Ce CaCTOju Y JIEKOMIIO3UIIM]U BeJIMYuHA, TJe Ou ce
U3BPIIIIIA [POjEKIMja Ha [IPOCTOP MeTo/e KOHaYHuUX ejtemeHara [85]. YV oBom ciyuajy
BeJINKE BeJIMYMHE OM Omyle OHe KOje MOI'Yy Jla C€ yXBaTe Ca IPOPadyHCKOM MPEXKOM N’
MaJjie BeauduHe Om Ouiie oHe Koje TO He mory. IIpegHocT OBakBOr HpHCTyIa je Jjia ce
y TOM CJIydajy IpeBasmiaze Heke IMoTelkolie koi KiacuuHor LES monena xao mro je
Ha IIPUMeED CaKyIlJbalbe I'Delllaka KOje Ce jaBjbajy HPUJINKOM JieUHHUCAba 3aTBOPEHOT

MoOJIejIa U I'pelIKe Koje ce jaBJbajy OJ] CTpaHe aJlallTUBHE HyMepHUUKe cTpaTeryje.

OBa ajTepHATHBHA METO/A je pa3BHjeHa y OKBUDY IIO3HATE CTAOUIA3UIIMOHE METO/Ie
Cabrpug Ckejin (Subgrid scale stabilization-SGS) crabumusannona meroma [86],[87] u
cacroju ce y oaroBopHoj anrepHarusu LES momenupama TypOysieHTHOr cTpyjama [88],
[89], [90]. ¥V mapemmum noriassuma mosu npuctyn SGS meroze [91], [92], (93] koja je
HeHTpaJHa 3a OBy Te3y he OMTH Ipe3eHTOBaHA y IEJIOCTH Kao U HeHe MoryliHcTu 3a

MOJIEJIUPAIbe TYPOYJIEHTHOT CTPYjarba.

2.6.2 AKyCTUYHU U3BOPH

Jlpyru Kopak MeTOo/oJIoruje je nobmjarbe aKyCTHYHUX W3BOPA WM U3BOPHOI YJjIAHA
Hexomorene Xesamxouose jeanadnte p(V @ V) : (u ® u) u3 BekTopa 6p3uHe cTpyjarba
[IPOPavYyHATOM Y IPBOM Kopaky MerozoJsoruje. [lomro nu3Bopuu 4ian cajipKu JJBOCTPYKY
JUBEPreHIjy OH HE MOXK€ JIUPEKTHO Ja ce MpopadyHa Kopuctehnm MeTos KOHATHUX
enemenara kiaace CY) ocuM ako ce He MHTErpasn y JeJOBHMA TJIE jeJaH U3BOJ IPe/Ia3n
na Tect ¢yukiujy . Ca apyre crpane 1MocToju MOryhHOCT Jjia ce alpOKCUMUPA U3BOPHU

WIAH Ca M3BOJIOM IIPBOT pefa 3axBasbyjyhin koHcTanTn HecturypbuBoctu. Cienn,
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(VaV):T=p(VeV):(ueu)=pV[(Veou) -u+uV-u)
=pV-[(Veu)-u=pu-V(V-u)+p(Vou): (Vou)" (2.49)

=p(Veou): (Vou)' =s(x,t)

rie V-u = 0 je koprihen gBa myra u rje cMo Jedbunucanu s(X, t) y mocienmem peay. Oba
alpoKcuMalja oMoryhaba JIUPeKTHY BU3yeIU3aIjy aKyCTHYHUX M3BOPA JOK KOPUCTH

IIpeaHoOCT Kopnmhe}ba CO KJjiace ejieMeHaTa MeToJe KOHaYHUX eJIeMeHaTa.

Jlpyru Kopak MeTOJI0JIOTHje ce 3aBpiinaBa Kaja ce usspiiu PypujeoBa Tpanchopmarmja
AKyCTUYHHMUX U3BOPa $(X, 1) U3 BPEMEHCKOI JIoMeHa y (DPEeKBEHTHH JIOMeH $(X,w). la 6u
ce J1006mIIa JIOBOJbHA TAYHOCT 32 S(X,w) Tpebasio O Jla ce CKIIQJUINTEe BETUKE KOJUINHE
BPEMEHCKH MTPOMEH/HPUBOI BeKTOpa Op3mHe. Taj kopak Ou 3axTeBao BEIUKY KOJUIHHY
KoMmIjyTepcke memopuje . Jla 6u ce mpepasumiao Taj mpobsem kopwuiinheH je cienehn
npuctyir. OpekBenIie 3a Koje MOCTOjU YKejba 1a Ce OJIpeie aKyCTUIHN U3BOPH ce oapehyjy
Ha noyerky CFD ananuze. Tokom eposryanuje CFD anamse TUpeKkTHO ce MpopadyHaBa
s(x,t) 3a cBaKy BPEMEHCKY WHCTAHILy KA0 M KOHTPHUOYIHja (DPEKBEHTHOM AKyCTUIHOM
u3Bopy $(x,w) . Ha kpajy cumymnanuje ocraje caMo akyCTHYHU U3BODP Y (DPEKBEHHTHOM
JoMeHy, 0e3 morpebe 3a CKJIQIUIITehe aKyCTUIHUX U3BOPA Y BPEMEHCKOM JIOMeHy. Jak
IITO BHUIlE, ako roctoje Beh meduHncane (pekBeHIE Koje Cy 3aHUMJBUBE Ca CTPAHE
[IpaKTUYHE AIJINKAIKje IITO je YIVIABHOM CJIy4aj aKo MOCTOje €KCIIEPUMEHTAJHU ITOIAIN
[IpOpaYyHH Jlajbe MOry OMTH peiykKoBanu. Flako cMo OBjle pa3iBOjUiin KOPakK jeJlaH u

KOpakK JIBa, OHU Ce y TPAKCU U307 CUMYJITAHO.

2.6.3 IIpopauyH aKyCTUYHOTI HOJba

Y tpelieM Kopaky MeToJ0JIOrHje HEXOMOIeHH dYilaH XeJMXouloBe jegHaqduHe (2.34)
nobujennnx u3 Pypujeose Tpanchopmuanje (2.32) akycruunux ussopa (2.49) ce kopuctu
Kao M3BOPHM W4aaH. MareMaTudku mpobjeM KOju peraBaMo ce CacToju y Tome ja Hahemo
akycTuanu nputHcax, p(x,w) : Qqe — R rae je Que C R? y orpanmaenom mpopauyHcKom

nomeny ca rpanutama 0Qq. = I'p UTg(I'p NT'p = 0) tako ga je,
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—(V2+EkDp=15 unutar Qg (2.50)
p=pp Ip (2.51)
Vp-n=Mp|+g na Ip (2.52)

Y (2.50)-(2.52) je ko = w/cp Tamacau 6poj, N je HOpMAJIA HA CIIOJbAIILY [OBPIIHHY
ylepeHa Hano/be u M [p] je unTerpasnn oneparop Koju Aedunuiie ycios Hepediekcuje.
Axko je I'p JI0BOJBHO HNAJIEKO 07l aKyCTHYHHMX U3BOPA, TPAHUYHE YCJIOB KOJU jé O3HAYeH
ca MI[p|] ce Moxe 3aMeHHUTH ca JIOKAQJIHUM ycJaoBoM ikgp Tako ma (2.52) mnocraxe

ComepduoB rpaHUIHA YCJIOB.

Vp-n=1ikop+9g na I'p (2.53)

Y CBUM HAIIUM CUMYJIAIdjaMa KOPUCTUNEMO JIOBOJFHO BEJIUKE ITPOPAIYHCKE JIOMEHE TaKO
Jia IPeTXOJIHa, IMocTaBKa Baxku. Tpehnm Kopak mermosioruje he mera/bHO OUTH ONMUCAH y

IOTJIaBJbY D.



Ilormasipe 3

Hymepnako Mmoaenunpame
TYypOyJIEHTHOI' CTpyjaiba U Pa3BO]j
Optoronajme Cadrpua ckejJr
cTadmam3aliioHe MeToJ/e Ca
JTUHAMIYIKIM ITpahemeM mMamx
Bpriiora (Orthogonal Subgrid scale
stabilization method with dynamical

subscales)

Y oBoM morjiaB/by KOHIIEHTpucaheMo ce Ha HMPBU KOpak Bell mpukasaHe MeTOI0JIOTHje
3a CUMYJIAIAjy aepOaKyCTHKe Ipu crpyjamuma MajuMm MaxoBum GpojeBuMa mjim KOpak
npopadyHcKe Mexanuke Quiynga. [JaBHa naxkma Ouhe ycMepeHa Ha MOIEINPARE
TypOyJIeHIje Kao U heHa CUMYyJIalija MeTOJ0M KOHAYHUX ejeMmeHnara. [Ipso hemo ce
ITOJICETUTHU TEOPHje Koja ce 6aBU MMOCTOjAEeM je IMHCTBEHOT perea 3a Hapuje-CTokcoBy

jemHadnHy Kao W actektu Teopuje Kosmoropora 3a TypOysieHTHO crpyjame. OHua
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hemo marnpasutu kKparak ocBpT na LES meromosiorujy 3a cumysiupare TypOyJIeHTHOD
CcTpyjama Kao U EeHe JIOIEe CTPaHe Ca aclleKTa CHMYJIUpaba aepoaKyCTUKe. 3aThM
heMo mpescaTBUTH HOBY CTAaOUIM3AIMOHY METO/Y KOja je y MOryNHOCTH Jia CUMYJIHpa
TypOyJIEHTHO CcTpyjame Koja ce Hazuba Oproronasna Cabrpui ckejyi cTabuIn3annoHa
MeTro/la ca JuHaMuIKuM Tpalierem masnx Besimanta (Orthogonal subgrid scale with dy-
namical subscales). Ha kpajy hemo ananusuparu eneprercku 6uianc 3a [ajepKuHOBY
Merojy pemaBamba Hapuje-CTokcoBe jejHauMHEe KAo W 3a JIBE HAIPEJIHE METOJIE,

MIPETXOIHO HaBeIeHe riae heMo moKa3aTh MPEeIHOCTH U MaHe.

3.1 VYBonx

Kao mro je objammeHo y TPETXOMHOM IMONJIAB/BY IIPOPAYYHCKA METOJOJIOTHja 33
permaBame AepokaycTHIHEX MMpobeMa TojapasyMeBa Kao mnpsu kKopak Oyme CFEFD
CUMYyJIAIFja HECTAIIMOHAPHOT CTPYjarhba Kao U TYypPOYJIEHHTOr CTpyjama Ja Ou HAILIN
Jlajrxunos Tenzop. /JlBa mapaJiesina mupBra cy ce jgeduHHCANA Yy TPOILIOCTH 34
CyMyJIanijy TypyOJEHTHOr CTpyjarma KOja WMajy WHTEpPEC 38 HHXKEIbEPCKY IIPUMEHY.
Axo craBumo ca crpane Jome actnekre RANS-a (Reynolds Avereged Navier Stokes)
kao u uemoryhnocr ma ce umsspmu DNS(Direct Numerical Simulation) 3a Besuke
PejrosincoBe OpojeBe moBoaM [0 pas3Boja METOIOJOTHje Koja je m3Mely mperxomHo
HaBEJCHE JIBE Tj. LES (Large Eddy Simulation) [84]. Ca gpyre crpane,
HYMEPUYKHU TTPOOJIEMH KOjU HACTAjy MPUJINKOM pellaBama JUCKPeHTe nudepeHIpjaine
jenunadnne uian Bapujannone dpopmystaiuje KouBekTHO-11dy3M0HO-PEAKTUBHE jeHATNHE
MOTHBHCA0 j€ Pa3BOj CTAOWIMBAIIMOHMX METO[a na Om ce mpobsemu pemmian. Perep
y pa3Bojy CTabmIM3allMOHUX MeToja je Omia mojaBa SGS cTabUIM3AIMOHOr IPUCTYIIA
KOju je opuruHajHO Ha3BaH Variational Multicsale Method (VMM) y okBupy meroje
koHauHuX eneMenara [86]. Ob6a npucryna tj. LES u SGS kaja ce npuMene Ha JuHAMUIM
dutynia jejie ucTe KapaKTEPUCTHKE Tj. 00e Cy 3aCHOBaHE Ha JIEKOMIIO3UIUjU BEJIMINHA
KOHTHUHYJIAHOT TIoJba Op3uHe u nputncka Hasuje Crokcose jegnaunne. Pesaruja uzmehy
obe MeToJIe 3a caja HUje MO3HATa Kao HU KaJla Koja Tpeda 1a ce KOPUCTU 3a CUMYJIAIH]y
TYpOYJIEHTHOT CTpyjama. ¥ OBOM IIOIVIaB/by NeMO NOKYyIIaTH OOjaCHUTH 3allTO He
Tpeba kopuctutu LES Merosmosiorujy ako ce ojoroBapajyha crabuimsanuona MeToja

UMIIJIEMEHTHpPa.
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Kipyuna wmieja LES meromosioruje je j1a u3BpIM EKCIUIMIIUTHU ITPOPAIYH BEJTUKUX
BEJIMYUHA, CTPYjalba, KOjU 3aBUCE OJf TeOMETpHje CTPYjarma Kao M yJIa3HUX ITapMaeTapa,
JIOK OU ce yTuIaj Majaux BeJIUdrHA (33 KOje ce IPEeTIOCTaB/ba Ja UMajy yHUBBEP3AJIHO
noHamarme [83] Ha BeslMKe BeJIMYMHE) JIOJATHO MEJIEJUPAO Y 3aBUCHOCTH O] BEJUKUX
Besimumna. Opurnnaisaa moruBaiuja 3a LES je Ousa merepostorika MexaHuka Qiyuia
[94], npobiiemu mexanuke durynia Kao mro je acrpodusnka [95] Kao 1 pasHa MHKEHePCKe

ammukarje [96], [97], [98].
Crannapaun LES npucryn ce cacroju oz derpu IiaBHa Kopaka [83]:
1. Hedununuja ouepanuja duirpanyuje, yobu4ajHO ca KOHBOJIYTHBHAM OIIEPATOPOM.

2. OQunrpamnuja Hapuje-CrokcoBe jegnadumne, ca I10jaBOM JMBEPIEHIIje HAIIOHCKOT

TEH30PA OCTATKA.
3. PemaBame 3aTBOpEeHOr MpobieMa MOJEINPaheM HAIOHCKOT TEH30pa OCTATKA.
4. Tlponanakeme HYMEPUIKOT PEIekha 3aTBOPEHNX (DUITPUPAHUX jeTHATNHA.
Ykparko hemo 00jaCHUTH CBaKy CTaBKY.

1. Omnepanuja duarpaiyje y IpBOM KOPaKy je OOMYHO HU3BPIIEHA TAKO INTO Ce M3BPIIH
KOHBOJIYIU]a, [I0Jba GP3MHE I IPHTICKA ¢a (DHITEPOM HICKE HPOIYCT/HHBOCTH (-) : U — T
TAKO Jla HOCJe W3BpIIeHe Jekommosuiuje ce nobuje [u,p] = [a,p] + [u’,p] [83], [99].
[0, p] cy Besnmke duaTpupaHe BeIMYUHE, TOK [u/,p/] IPEACTAB/bAJy MaJie BeJIMYMHE Tj.
ocrarke. Puirpanuja ce MoxkKe CIPOBECTH €KCIUIMIUTHO (CIENUjATHO Y JAMHAMUIKUM
MOJIEJIMMA) WJIM UMILIMIATHO (CTAHJAPIAHU BPTJIOKHO-BUCKO3HH MOJEIH Kao IITO je
nosuaru Mozea Cwmaropunckor [100]). Hekommko moryhnoctu je mHa pacmosaramy, Kao
mro je mudepennujannu duarep [101], [102] win Hajmupa npuMeHa KOHBOJIYIMjE Ca
Taycosa dyuxnujom. 3a duiarep ce Kaxe Jia je XOMOTeH aKO He 3aBHCH OJf IIPOCTOPHE
[O3UIIK]e, JIOK HEXOMOreHn 3aBuch. 1lomnro je mupuna Gpuarepa y 3aBUCHOCTH OJf IIUPUHE
eJIeMEeHTa, IPOpadyHCKe Mpexke, (DUITPpUpame y HeCTPYKTYPUCAHO] MPEXKH Ce OJHOCH Ha
oBe Jsipyre ommuje. Ilox oBuM yciaoBuMa, audepentnupame 1 onepalmja (hbuiITpupama
Hucy KomyTtaruBHe. 1o Tpeba yzerm y ob3up Kajga ce dbunarpupa Hasuje-Crokcora
jennaunna. Tpeba HAOMEHYTH Jia €KCILIUIUTHA (UITpamuja g0 caja Huje J00mIa

JOBOJHHO TTAXKIHE Y 3ajeIHUIN KOja KOPUCTU METOJI KOHAUYHUX eJieMeHaTa.
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2. Hpyru xopak LES npucryna ce cacroju y dunrparuju Hasuje-Crokcose jeqnaunue.
[Tomrro oBe jemnauute Tpeda ma Oymy perreHe y OrpaHHIeHOM JIOMEHY, IITO je yoOmdajaH
caydaj W IOMITO he ce KOPUCTUTU HECTPYKTYDPHA MpeKa HOBU YJIAHOBHU he ce 10jaBUTH
y duiarpupanuM jeaHaunnama. 1peba HaAmoMeHyTH na (DUITPAIUjoOM ce He Jobuja
caMoO JWBEpreHInja CTpec TeH30opa ocTarka Beh m gBa HOBa dWiaaHa. lIpBu ce jaBiba
ycCJIeJl HEKOMYTaTUBHOCTH JiudpepeHIjaJHnor u hbuATPpUPaAHOr olepaTepa U JAPYru yCJIe/l
KOHAYMHOCTHU MPOPATYHCKOr JoMeHa. OBU Cy <WIAHOBHU J0 €aJ OUJIN UTHOPUCAHH. 34 JTAJbY
aHasn3y 1 3a KoMiuieTHo ussoberse [103], [104], [105] LES jenmaunue kao u npoHasazkerbe

KOMYTaTHUBHOT d)I/mTepa Kao U aHaJIn3a KOMYTaTHUBHE I'DEIIKE.

3. 3BarBopeHu mnpobjeM Kao IITO je IIPOHAJIA’KeHe HAIOHCKOI TEH30pa OCTaTKKa
B = u®u — U Q®U je 10 gaHammux gaHa ocrao MoTtus LES ucrpaxkusama. R
ce MOXKe MPEYPEJUTH TAaKO Ja 3aBHCH caMo 01 (uaTpupanunx npomemsunBux [99] u
Jla yCIIOCTABU HEKe O] MHBAPUjaHTHUX KapaKTePUCTUKA 3a He (DUITPUPAHY jeJHATHHY
[106]. ITocroju MHOIITBO 3aTBOPEHHUX MO/Ie/Ia 33 UJIaHOBE KOjH dmHe R U caMo Kparak
nperyieq hemo manpasuru oBre. Mogenupame 3aTBopeHOr IpobjeMa ce MOXKe MOJeINTH
y JBe IJIaBHe I'pylle, HauMe (DYHKINOHAIHO MOJE/INpahe U CTPYKTYPAJIHO MOJe/Upambe
[84]. DyHKIMOHAIHO MOJE/IMPAE ce TPYIH Ja Mojeiaupa Tpancdep eHepruje usmehy
MaJIIX W BEJUKHX BeJIM4YnHa Tj. BpTiIora. To OM 3HaYMIO Ja ce BHINE Jaje MaKmba
Ha YTHUIAj MaJIUX BeJITUMHA Ha BeJIMKe Hero camo Mmojenmupame R. Ca apyre crpane
CTPYKTYPaJIHO MOJIe/Inpatbe Harvlaliasa MoJiesinpae Jt yIJIaBHOM Ca Pa3BHjarbeM PeJioBa
UM ce ynoTpebsbaBa XUIoTe3a CITMYHOCTH BeJndnHa. KoMOnHOBaHN MoJiesIn ce UCTO TaKo

J0CTa KOpucre.

Hajuosnaruju dynkunonasnu mozen je 6e3 ukakse cymsbe mojen Cmaropunckor [100].
Mako je TOJUKO IOIyJapaH oBaj Moje/l UMa Heke HejocTaTke, a mu3Mmely ocrammx cy
IHETOBO TIOHAINAIe OJIN3Y 3MI0Ba U YMILEHHUIA Ja ce He JOIMYINTa eHepreTcKHu TpaHcdep
O/l MaJINX BeJIWUMHA Ka BEJMKUM BeanmamHaMa. IIpobieM moBpeTHe cIpere eHepreTcKor
Tpancdepa je aapecupan y pas3Bojy auHammukux wmozesa [107], [108], [109]. Oswu
MOJIeJIN 3aXTeBajy eKCIUIMIUTHO (PUITPUpPaibe U 3[aJaTak je Halim onTuMaJny BpeJIHoCT
komrctanTe Cvmaropunckor. I1lTo ce Tude CTPyKTypasHUX MOJETa, MA NeMO TOMEHYTH
caMo OHe Koju cy Oasupanu Ha pasBujamby pegosa. Jlobpo nmosmarn Kiaapkos momen

Koju ce basmpa Ha pa3Bojy 1ejJopoBUX pelioBa 3a PUATPUPAHE BPEIHCOTH KOje ce MOry

yoaruTtu y hopmyasnujy.
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4. Tocneamwu kopak LES Meromosoruje ce cacroju y periasaiby (pujITpupate jeIHadmHe
KopuIhemeM HyMEPUIKIX METOAa Kao IITO je MeTOJ KOHAUHUX ejieMeHaTa. Cumysaamnmja
U TeCTHpPame 3aTBOPEHOr IpobjiemMa HABEIEHOT TOpe ce yoOWdYajHO W3BPIIaBa, 3a
[IPOCTa CTPYyjarba Cca IPOCTHM I'eOMeTpHjaMa, Koje JI103BoJbaBajy Kommaparujy ca DNS

CUMYJIAIIjOM U €KCIIEPUMEHTATHUM MTOJAIIMA.

lope omwmcan crampgapiau OpUCTYI 3a cuMyJianujy usspiieny nomohy LES wmerome
CaJIpyKU Iap IOTeNKoha Koje Cy MOTHBHCAJE JIOCTa HCTPAKUBAYa Yy IPETXOIHUM
romuuama [110], [111], [112]. Jemma oxn moremkoha je ma ce oipeau Tperika Kaja
ce IPeTIoCTaBU KOMyTaTUuBHOCT u3Mely dusrrpupanor u jaudepeHIujaJHor omnepaTopa.
Ucro Tako je moremkoha ojapenutu koju 6u O6umo oaroeapajyhm mzbop 3a LES
rpaHMYHe YCJIOBe Wik Koju Om Omo oarosapajyhm oguoc m3amely mupube dbuiirepa u
KapaKTepUCTUIHE BeJIUINHE eJIeMeHTa TpopadyHcke Mpexke. Ha Kpajy mro je u HajBuUIIIe
butHO, Tpebajo OM 3HATU KOJUKA je paszinka usMmehy rpemkm mgobujeHe o cTpaHe
dusukasror LES Mmojerna u o1 ctpane mporieiype HyMmepuike guckperunsanuje. Heke o
oBuX TeMa cy obpabene ca anamuruuke crpane [113], [114] u ca nymepuuke crpase [115],
[116]. ¥ [117] je m3Bpruen mpersen nekonnko LES Mojena n Hekn BeoMa MHTEPECHATHH
3aKJ/bYYIl Cy M3BEIEHM Kao INTO je Ja PUITPUpaibe HHje HyXKHO 1a 6u ce mobmo LES
MOJIeJI, TITO JIOBOJU JI0 3aKJbyUKa JIa €r'3aKTHO PEIIaBalbeé HAIOHCKOD TEH30pa OCTATKA
je mapaJokcaJiaH IoAyxBarT um ja Hekn oj LES Momena mMmajy cymepuopHO CBOJCTBO
perynapusarje Hapuje-CTokcoBe jenHadmHe, IMTO JOBOAU 10 JOOPOT TOCTAB/HAHA
npobjiemMa. Y TOM CMHUCIy, MOXKe ce 3ak/pyuntu ja LES momesnr tpeba 3amoBosbuTH
ca JIBe KapaKTepucTuke, HamMme, Tpeba perymmcatun Hapuje-CTOKCOBY jeHAMUHY IIITO
JIOBOJIH JIO JTOOPO TTOCTaB/BEHOT TIpobeMa, u Tpeba ra JJOBECTH JI0 ojiorBapajyher perrerma
Bapuajimone dopymastmje. Y MOKyIIajy Jia ce 06e30e/u MPBU 3aXTEB K& MATEMATHIKOM
nebunucamwy LES merone, noranmja omorsapajyhe amnpokcumariuje Hasuje-Ctokcose
jemnaumne je msBegeHa y [118]. Y Tom KoHTekcry je BpeiHO crnomenytu jga DNS
KOju KOpucTu [ajepKuHOB METON ca eJMEHTHMa HUCKOD pella duHe ojrosapajyhy
arnpokcumarninjy Hasuje-CrokcoBe jepnaduue, MmMTO MOXKE JOBECTH JIO 3aKJ/by4UKa Jia CE
moHeKaJ | jobujajy OoJbU pe3ysiTaTé 3a ejeMeHTe Mamer pefa kajga LES momen Huje

VKJbYU€eH.

Jlpyru TyIaBHH UCTParKMBAYKMA MPHUCTYI KOJU je Yy TOCIEIbe BpeMe pe3yJTHPao
BEPOJIOCTOJHOM  OIINIHUjOM 3a CHMYJalnjy TypOyJIeHHTOI CTpyjama je y OKBHUPY

cTabuIa3aIoHe MeTOO0JIOTHje MeToj/ie KOHAUHUX ejemMeHara. (Crabuimsaimone MeToJe
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cy morpebHe sa OM ce peBasuIlie HyMepHIKe IOTemnkohe Koje joja3e Kaja ce
JUCKperu3yje mudepeHnujagHa jegHaUNHa WM IHUXOBe ciaba  Tj. BapujalioHa
dopmytarmja. Crabummsarone  mponeaype je upsu yseo ®on Hojman (Von
Neumannn) [119] koju je cxBaTmo ja JIUCKpeTHA Bep3Wja CKajapHe KOHBEKTHO-
nudysuono-peakrusne (Convection-Diffusion-Reaction CDR) jeanauune je ycrapm
nadpaandysnona. nckperna Bepauja ckajgapae CDR jennaunne Koja KOPUCTH METOT
KOHAYHUX Pa3jinKa numa Mmamu Koedurujent pudysuje. [la 6u peruo mpobiem Pon
Hojman je monao nomarny Bernradky anudy3ujy JUCKpeTHO] jennaunnan. l[loHekas oBaj
MIPUCTYI pe3yJiTyje ca mnperepaHoMm mudysujom. IIporenypa je mobosbiiana MOIETKOM
1980 Taxo mTo je momara mudysuja camo JAy:K CTpyjHHUIE. 1o ce zemapa 3aTo IITO
KOHBEKTHUBHU YJIAH je TIOMHOXKEH Ca TeCT MOAUMPUKOBAHOM (DYHKIIMJOM, JOK je OCTATak
jeHaYnHE TIOMHOXKEH Ca OPUTUHAJHOM TecT dyHKImjoMm. Ja 6u meTom 6mo gocie an Ha
Kpajy Cy CBU WIAHOBU ITIOMHOXKCHU Ca MOIU(PUKOBAHOM TeCT (PYHKIjOM IIITO je TOBEJIO

10 SUPG (Stream-Upwind Petrov-Galerkin) merosme [120].

Ca npyre cpane nponabeno je y [121| ma rpamujent npurucka y CTokcoBoM mpobiaeMy
ce MOXKe BHJIETH Kao KOHBeKTHBHHU w4iaH. 10 je omoryhmno SUPG metomm ma kopuctu
HCTe MHTepHoJanuone pyHKIMje 3a IPUTUCAK U OP3UHY CTpyjamba Koje he 3aJ0BOJHUTH
nHb-cyn ycaoB. MunnujagHo tect dyHKIMja Op3nHe je MOAN(MUKOBAHA Ca IAHOM KOjU
je TOpIOpPIHMOHAJIAH I'PaJujeHTy TecT (PYHKIMje IpUTKca, ajau yop3o je meo CToOKCOB
oneparop 6o ammunupas Ha Tect dyukimju [122], [123]. Osaj npucryn je goseo 110

Galerkin /Least-Squares-GLS crabuimmsanuone mero/ie.

Konmnenrya o peBo/iylinoHAPHT IPUCTYI 3a CTAOUIN3AIA]Y IPOIEAYPY j€ IT0jaB/hUBAbE
Cy6rpuy ckejin crabunmsanuje (Subgrid Scale Stabilization) wam tn Bapujanumonn
mysruckejia merogposioruja (Variational Multiscale Models). SGS npucryn [124], [86]
je 3acHOBaH Ha JIEKOMIIO3UIUjU n3Mely BeJMYnHA KOje e MOTY PEIIUTH POPAYyHCKOM
MPEXKOM U BEJIMINHA KOje CYy He PEIINBe ca MpopadyHCKoM MpexkoM. OBa JeKOMITO3UIN]ja
je ypabena Tako IITO je M3BpIIEHa IIPOjeKIija Ha IIPOCTOP METOJAE KOHAYHNX €JIeMEHATA.
Opurunasina Bapujamnuona dbopMysialugja mpobjemMa je OHJa MOJe/beHaA Y JIBE jeJHAUNHE.
Jemna jemmadnna ypehyje AumHAMUKY MaJIUX BeJUYUHA U IHEHO pellere Tpeba j1a ce
MOJIeJIyje HEKAKO, JOK JIpyra jeqHadnHa ypelyje MUHAMUKY PENIuBUX BeJMIHHA KOje ce
MOTY CpadyHATH HyMepWYKd. ATMpOocKMMAaIlWja pelrerha MpBe jeaHadnHe je ybadeHa y
APYTy jemHadwHy 1a Ou y3eo y o03up edekrTe MaJIUX BEJMINHA HA OHE KOje Cy PeIlnBe

IPOPAYyCHKOM MPEZKOM.
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Hekosmko j106po mo3HaTuX CTAaOMIM3AIMOHNX CY PA3BUjEHE U OHE Ce YIVIABHOM Pa3JIuKYjy
y TOM€ KAaKO je AIPOKCHUMATHBHO DeIIeibe 3a MaJie BeJUIUHEe MOJIEIUPAHO U PEIIEHO.
Hajnaxmre peremse 3a majie Besmduue je mo0ujeHO u3 ayierabapcKOr IPUCTYIA, KOju
je mpBo usBesen y [87] u koju je kopcutno amnpokucMmaiujy I'punoBe dyHKIMje 3a
jenHaunHe MaJIMX BeqnduHa. Hekosmmko ommja cy moryhe Kao mro je kopuiiheme "bub-

ble" dbyukuuja [125] nin oproronanue gexommosunuje [126], [91],[92] .

Cajta hemo ce cronenrpuactu Ha SGS 1j. VMM npcryn. Kaga ce npsu myT mpumeHu
na Hasuje-CTokCcOBYy jeHavnHy, lbeHa HHUIjaIHA MOTUBAIIN]ja je OUjia Jia ce pelre HeKn
HYMEepUIKU TPOOIEME K0 IITO je HEOIXOMHOCT Jia e 3a/10B0JbU HH -CyII yeaoB (IITo je
UMILIUIIAPAJIO JIa Ce KOPUCTE PA3JIMYUTU UHTEPIIOJAIUOHU ITPOCTOPU 34 I10JbE IIPUTUCKA
u Op3uHe CTpyjama) WM HyMepUdKe HeCTaDUIHOCTU KOje Ce jaB/bajy KOJ KOHBEKTHO
JIOMUHAHTHUX cTpyjama. Wieja na crabuimmsaruonn dianosu y SGS npuctyiy Mory ourn
JIOBOJBHU JIa C€ CUMYJINpa TYPOYJIEHTHO CTPYyjarhe je HaIJIaIlleHO y OKBUPY OPTOTOHAJHOT
SGS-a [91],[92]. Beoma no6pu pesynraru cy j00MjeHU 3a TPAH3UIMOHO CTPYjarhe Kao
U 3a TOTAJHO pa3BHjeHO TYypOYJIEHTHO CTpyjame y KaHauay majyhm moryhnocr ma ce
TOTAJIHO HYMEPUIKUM MTPUCTYTIOM MOXKE CHUMYJIUPATH TypOyIeHTHO cTpyjame. Omamnann

pesyarraTtu ce Mory Hahu jomr u y [127].

Y oBOM TOIJIaB/bY NeMO JaTH jOII Iap apryMeHaTa 3a MoJejupaimbe He (DU3UKATHOD
HPUCTYIIa CUMYyJanuje TypOyJIeHHTOr cTpyjama. Beoma OWTHAa CTaBKa 3aTBOPEHOT
npobsiema LES mojmena je ma o Tpeba j1a 3aJI0BOJBU IIPOMEHY KHUHETUYKE EHPIHUje
u3MeDy GuATpUpaHUX BEJUKUX BEJIMIUHA Ka MaJuM HEPENIBUM BeJIHIHHAMA KOja
Tpeba Ja je jenmHaka (PU3MKAIHO] MPOMEHW Tj. Aucunanuju KoJmoropes mgyKUHKCE
BesimunHe. Pasmarpajyhu Oproronanny SGS crabuimsanimony meroiny Oumhe mokasaHo
Jla, KOHTpUOYIHMja eHepreTCKOr bajlaHca Koja JI0JIasy OJf CTPAHE CTAOUIN3AINOHOT IIAHA
Koju ce jiobuja y JUCKpeTHO] BapujanuoHoj dopmystamuju Hasuje-Crokcose jemnadnne
10/, TOTATHO HYMEPUIKUM OKOJHOCTHMA, je yCTBapu Beh MpormopruoHaHa (HU3UKAJIHO]
npomenn jucunaiuje. Ha kpajy hemo 3akspyuntu ma je LES npucryn moxKga cyBuriax

1 HermoTpebaH.
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3.2 HaBuje-CtokcoBa jeTHaYMHA,

3.2.1 Jaka nam audepeHnujanHa dpopmysiaiuja

Maremarmaku mpobJieM ca KOjuUM ce MU CyodaBaMo je J1a ce pelnu HecTulybuBa Haswje-
CTOKCOBa, jeIHAUMHA 3a CTpyjambe y orpanmaeHoM gomeny, ) C R d = 2,3. Kao mro je
OTIIIITE TTO3HATO jeTHAYNHE ce JToOMjajy U3 3aKOHA O OJIpXKarby Mace U KOJUINHE KPeTama
IJIe Ce MPeTIIOCTaB/hba KOHCTAHTHA I'YCTUHA p U Kopuctehn xunoresy o Hbyrnoswm dirynmy.

Pesynryjyhe jeanauune cy,

Jgu+u-Vu—vAu+Vp=£f u Qx(0,7) (3.1)

V-ou=0, u Q2x(0,7) (3.2)

rJe U IpejcTaB/ba BEKTOp Op3WHE, a p je NPUTUCAK, V jé KUHEMATCKA BUCKO3HOCT
n f npencraBmpa crnosmalmy cuiy Koja genyje Ha dbuayma.  Jemmaunmua (3.2) koja
O/ITOBapa jeIHaYNHN KOHTUHYUTETA je yOOUIajHO I03HATA KAO HECTUIL/LIBO OrPAHUIEIHE.
Jennaunna (3.1) Koja mpearaB/ba jeHAUNHY OJpKarba KOJUIMHE KPETarma 3ajejIHO Ca
HECTUNIJbUBUM OTPAHUYIEHHEM [T0KA3Yje BEJUKY PA3HOBPCTHOCT 3aMPIIEHUX PeIeha 300r
IIOCTOjarba HEeJUHAPHOT YiaHa U - VU. To pe3ysTupa ca BeoMa KOMILIEKCHOM (DU3UKOM
Kao IIITO je U TypOy/IeHTno crpyjame. [Iperxomqno neduHmncane jeHATIIMHE Ce IOy HABA]y
ca ojroBapajyhum rpaHuvdHuM U nodeTHuM ycjioBuma. OBje hemo camo mpejicaTBuTu

JlupuxieoBe rpaHuYHE yC/IO0Be 300T j€THOCTaBHOCTH,

u(x,t) =0 I'=0Q Dirihlet granicni uslovi (3.3)

u(x,0) =up(x) na Q Pocetni wuslovi (3.4)

Cucrym jegnaanna (3.1)-(3.4) 3aje1HO ca rPAHIIHAM YCIOBAMA KAO U HOYETHHM yCJIOBIMA,
Jgedunmine Kiaacudny jaky wian gudepennujaany dopmynanujy Hasuje-Crokcosor

pobsema.
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3.2.2 Cuaba nam Bapujanuona dopmysanuja

[Ipepcrauhemo citaby wim Bapuajimony dgopmysanujy Hasuje-CrokcoBe jeiHadnae Koja
je HampaBJbeHa y OKBUpPY dyHKmuonaja. Mcro tako mpejcraBuhieMo dyHKIMOHAJIHE
IIPOCTOpE KOju Ccy MoTpebHu 3a medpuHnucame MareMaTundkor npobsema. Heka je H(l](Q)
IIOJITPOCTOP OJT HI(Q) KOj 3aJ10BoJbaBa upuxieose rpanundne yciose Hasuje-CrokcoBe

jenunaunne. ledunucahemo dbyHKIMOHAJIHEA IPOCTOD Ha cjegehn HAUMH,

X(Q) =HL(Q) Dirihlet (3.5)
VQ)=ueX(Q)|V-u=0 (3.6)
H(Q) = V(Q)F (3.7)

Ucro Tako hiemo pazmarparu MaTeMaTHUKH IIPOCTOP y KOME JYKUBE BUIIEIMMEH3MOHE

d

dbyukuuje koje cy Geckonauno mudepennujabuane C°(Q) = (C°(2))*. Kazma cmo ce

OIIPEMIJIA C& OBUM MaTeMATUIKUM IIPOCTOpUMa, JedrHucaheMo mpocTop y K0joj ¢y TecT

dbyuknuje V =v € C*(Q)|V - v =0.

Cnaba dopmystanuja Hasuje-CrokcoBe jejnaunie ce MoxKe JOOUTH TAKO IITO eMo Kao u
yobuuajHo nomHokuTH jegHaqnne (3.1)-(3.2) ca rect hyHKIMJOM 1 MHTEIPAJUTH Y TI€JI0M
nomeny 2. TTocse naprujaitne naTErpaluje BECKO3HOT YjiaHa, cyiaba (hopMmysiammja MoxKe

na ce nedunniie Kao: nponahu u(x,t) € V(£2) 3a csako t>0 Tako ma je,

%(u,v) +b(u,u,v) +v(Vu,Vv) = (fv), Vv(x)eV (3.8)

y BpemenckoM gomeny (0, T) umm (0,00) u ca nrunujaganm yeiaosuma u(x, 0) = ugp(x)

y jemuaqaunu (3.8) b(-, -, ) upejcraB/ba TPUIKHAPHY (DOPMY,

b(u,w,v) = /QV -(u- Vw)dx (3.9)
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Tpeba mHamomMeHyTH ja ca OBOM (OPMYJIAIMjOM [PUTUCAK BUIE HUje EKCIJIUIUTHA
IPOMEHJbHBA IIPOOJIEMA TAKO J1a je HOTpebHO caMo u(X, t) 1a 61 ce AUPEKTHO 33/ I0BOJbUIIA

OorpaHnvemne HEeCTUII/bUBOCTHU.

Ucro Tako je moryhe dopmynucatu ciaady dopMmynanujy 3amapkaBajyhu mpurucax
Ka0 EKCIUIMIIUTHY TpoMeH/buBa W 3ajaBjyhin cimaby dopMmynanujy 3a HECTHUILBUBO
orpanmuerse. Onma 6u caaba dopmynanuja raacuia: nponabu [u(x,t),p(x,t)] €

L2(0,T;X(Q)) x L(0,T; L*(Q)/R) Taxo xa je,

%(u, v) +b(u,u,v) +v(Vu,Vv) — (p, Vv) = (f,v), (3.10)

(¢ Vu) =0 (3.11)

3a V[v(x), q(x)] € X(Q) x L?(2)/R u 3a/1080/baBa MOUETHE YCIOBE.

3.2.3 Teopema mocTojama U je JUHCTBEHOCTH pellleha

Kiacuunu pesyaratu o 110CTOjalby M jeJIMHCTBEHOCTH 32 jaky dopmynanujy (3.1)(3.2)
U heHy Bapujarony Bepsujy (3.8) y ciaydajy Tpu amMmensuje Jar je ca ciejehe jse

TeopeMe.

Teopema mocTojama periema cjaabe dopmysanuje 3a OWIo Koju  Ug €
H(Q), f ¢ L}0,T;H Q) u T > 0, npobiem (3.8) uma Makap jejiHo
pemmemse cabe bopmytanuje Tako ga u, Vu € L2(Q x (0,7)) u u je c1abo KOHTHHYATHO

Ha [0,T] y H(Q?), onza je cieneha nejennakoct 3a080sbeHa (JlepajoBa HejeHAKOCT)

t t
glhte 043 [ [Vuie)fds < Glue o)+ [ utxds (.12

u3 uera ciean ja je u € L2(0,T; V() U L>=(0, T, H(Q)),

Teopema 1mocTojama U jeIMHCTBEHOCTU KJIACUYHOT WJIM jaKOT pellema 3a 6mio
kojm ug € V(R2), fe L*0,T;H(Q)) uT > 0, nocroju Ti(0 < T, < T) koje 3aBuce

on nomaraxa (€2, v, f,ug, T') TakBU & HOCTOjU jeIMHCTBEHO pererse mpobiaema (3.1)-(3.2)
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¥ BPEMEHCKOM HHTEPBAJIy Koje 3310Bosbasa u, Oyu, Vu, V- (Vu) € L2(Qz(0,T)) rze je u

kouTuHyaaHa ¢ynknuja #va uarepsaiy [0,T] y V.

Jloka3 mocTojarba W jeIMHCBEHOCTH KJIACUTIHOT peIleha Yy KOHAYHOM BPEMEHY je
nedbunncan y [128].  Jlepaj je mHunmpao paspBoj maremarudke teopuje 3a Hasuje-
CTOKCOBY jeHAYUHY. Yereapu Jlepaj je 6mo mpBU KOju je KOPHUCTHO CJady
dopmyaaiujy 3a mapuumjagHy AudEpeHIrjaaHy jeIHadnHy MHOTO IIpe Hero IITO je
Teopuja aucTpuOyIimje mokazana. JlepajoB moka3 je 3acHMBAH Ha KOHCTPYKIIA)H

AIPOKCUMATHBHOT periema moaudnkoBane Hasuje-CTokcoBe jeqHaunne.

[IpBa Teopema medunuie mnocrojarme caabor pelrema KOjU 3aJ0BO/baBa E€HEPreTCKY
Hejesnakoct (3.12). VerBapu cabo peleme Koje He3aJI0BO/baBa HEjeJHAKOCT MOXKe
YCTBapH Jia MOCTOjU U 300T TOra Peliermhe Koje je y ckiay ca (3.12) ce obuuno 308e Jlepaj-
Xomndoso citabo perieme. Bpeau crioMenyTH jia KOHBEKTUBHU WJIAH HECTaje Y TJIODAJHOM
emeprerckoM Oastancy. FHberosa raBma ysora je mga Oyme OArOBOpaH 3a €HEPreTCKH

Tpancdep uzmely BpT/Iora pa3uunTHX JIUMEH3HU]a.

Ba crpyjama y © C R? creapu cy MHOrO NOBOJ/BHHjE HErO y TPOIUMEH3HOHATHOM
crpyjamy. Ilpobsiem je m00po TOCTaB/BEH y CMHUCIY IOCTOjarba W jeIUHCTBEHOCTH
cjabor peliema U KJIACUYHO DeIllelbe Ce MOYKe IapaHTOBaTH 3a JIOBOJHHO perysiapHe
nomatke. DuU3MKaIHO 00jalllibebe je KOpeH oBe pesjinke u3Mely JBOIUMEH3UOHOT U
TPOJAMMEH3HOHOT CTpyjama. AKO y3MeMo poTop ox jeanaqnue (3.1) m Majao BEKTOPKCE

asirebpe MOXKeMO JIOOUTH jeJIHaYUHY 33 Pa3BOj BTJIOTA y CTPYjarby.

ow+u-Vw —vAw—w-Vu=Vxf Qx(0,7T) (3.13)

e 4wiaH w - VU je oaropopaH 3a (heHOMEH U3JyKUBalba BPTJIOTA. ¥ JIBE IUMEH3Uje
OBaj YJIAH HEeCTaje JIOK Y TPU JUMEeH3Uje OH ce MOHAIa Kao IojadaBad BpTjora. Moxke ce
JIOKA3aTH JIa TOCTOjarbe YIaHa U3Jly2Kerba BPTJIora UCKJbydyje MOryNHOCT IPOHAIAXKEhA

peryJjapHOr JIoKa3a 3a TPOAUMEH3UOHO CTPY]jambe.

[Topen Tora mocroje jom mBa mpobJsiema Koju Tpeba Ja ce pelre: jeIMHCTBEHOCT CJador
pelema Kao M MOCTOjambe KJIACHYHOI PEIerha 3a CBAKW MHCTAHILy BpeMeHa. BaxXHocT
oBUX IpobJieMa je mperno3Hao u Kiej MareMaTudku WHCTUTYT HYIUBIIN MUJIAOH J0JIapa

Harpa/jly 3a pellaBame OBUX IIpodjeMa.
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3.3 Typbynennuja, TypOy/ieHTHAa TPAH3UIHNja W 3aBUCHOCT

ox PejuosicoBor 6poja-Re

Beh cmo komentapucasu na Hasuje-CrokcoBa jenmnaunna nma BEJUKY Pa3HOBPCHOCT
KOMIIJIEKCHAX PeMiemha W Kao IMTO CMO BUJAEIN Ja J0 JAHIIBUX JlaHa OHU WMajy
HEJIOCTATKE JIa OIUIILY CBa UyJ/IHA [MOHAIIAKA (DJIYUJIA, KOJU YK/BYIY]y U (DEHOMEHOJIOTU]Y
TypOyJIeHTHOT cTpyjamba . IIporec y Kome quHaMUYIKN crcTeM Kao 1o je (3.1) mposasu
13 jeJIHOCTABHOI' Pellemha Tj. JIAMUHAPHOI CTPYjama OKO Tejla JI0 KOMIIEKCHOT Pellenha
Kao ITO je TypOyJIEHTHO CTpyjarme je KBaJUTETHO O0jalllibeHo ca OmdypKarunoHOM

TeopujoM. YKpaTko hemo objanucTu Kako oBaj 1porec PyHKINOHHUIIIE.

3.3.1 DBesaumensuona Hasuje-CrokcoBa jemnaumHa

IIpec cBera m 30or jemnocrasuoctu mpejcraBuhemo Hasuje-CrokcoBy jennadumny y
6e3mnmensnonoj dopmu. Axo ca U n L o3Haummo KapakTepucTudny Op3uHY U Ty KIHY
pobJjieMa, MOKeMo jiebuHUCATH O3 IUMEH3UOHY TTO3UIIN]Y X =x /L u Bpeme t = Upt /L.
Yak mTo BHUIIE MOXKEMO nebHHICATH 3aBHCHY GE3IMMEH3HOHY Op3UHY Kao U (x,t) =
u(x,t) /Uy u npurucak p (x,t) = p(x,t)/(pU3). Ako 3aMeHEMO OBe WIAHOBE Y jeTHAUMHY

(3.1) mobuhewmo,

/ / / 1 / ’
Ju +u -Vu — EAH +Vp =f at Qz(0,7) (3.14)

rjie je Re = Uy L /v je Pejuosiicos 6poj Koju Kao IITO je MO3HATO KaJia je crpyjame 6p30o Tj.
KOHBEKTHHU YJIaH je JOMHUHAHTAH MMaMO Bejnke PejHosmocee OpojeBe MM je JOMHHATHA
BHUCKO3HOCT 3a MaJje PejrosncoBe 6pojese. Pejuosacos 6poj maje pesaTuBHY 3aBUCHOCT
BUCKO3HUX M WHEPIUjAJHUX UIaHOBa. 1peda NPpUMETUTH 1 Ca TOPHOM IIPOIEIYPOM
MH CMO CaMO CHUMILIN(UKOBaIN HapamMerapcky 3apucHocT Hasuje-Crokcose jemnadmme
7 CBeJIM ra CaMoO Ha 3aBHCHOCT o7 jemHor mapamerpa Re. Crpyjama ca pa3amauTom
koMmbunammjom Uy, L, v anu ca jennakum Re he ce nonamaru upentunano. OBa ocobuHa

ce Ha3WBa CAUIHOCT PejHosiicoBor Gpoja.

[Tpupoja nonamara cucrema (3.14) Bapupa y 3aBucHoctu ox Re.  3a Bpemncorn
PejnonncoBor 6poja y HEKOM HHTepBajly, peIllelbe Ce He Memha 3HAa4YajHO Kaja ce

PejuosacoB 6poj npomeHu 3a MaJly BPEIHCOT. Y TAKBOM CJIy4ajy 3a CHCTEM Ce KaXKe
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Ja je crpykrypasano crabmwian. Ca jnpyre crpame, 3a HeKe BpeaHcoTu PejHOmacoBor
6poja TO BHINlE HUje TAYHO U BEJIMKE IIPOMEHE Ce JelaBajy ca MajauoMm rnpomeHoMm Re. Y
TOM CJIy4ajy CHUCTEM II0CTaje CTPYKTypaJiHO HecTabuiaH. be3 mkakse jybsbe aHajmse,
mokazalieMo Kako CTpyjarbe IIPaBU TPAH3UIIN]Y O JAMUHAPHOT Ka TYPOYJIEHTHOM CTAILY

KPO3 IIporiec y3acTormHe budypkaiuje kopucrehu mpoct npumep.

Kopucruhemo cimnvaj crpyjama oko munuaapa u 3a Re ~ 0 umamo CTOKCOBO cTpyjarbe
4nja je KoHdUrypaluja ToTajHo cuMmerpuyHa. Kamga je Re ~ 10 , cumerpudHocT
[TOJIAKO TIPECTaje U JiBa PelupKyJIapHa BPTJIOra ce ojaB/byjy Ha KpajBuMa muanaapa. Ca
noBehameM PejaosicoBor 6poja u oBu BpTiiosu pacry. Kaja je Re ~ 45 crypjame rocraje
HectabuHo u Xondosa Gudypkanuja ce jemnasa (JBe KapaKTePUCTUIHE BPEHCOTH
suHapHOr cucreMa (3.14) mpesaze mmaruHaphy ocy). Y oBoM TpenyTKy PypujeoBa
Tpancdopmalyja npukasyje jeany dpeksenily. Crpyjame ryou CBOjy CTAIIMOHAPHOCT Kao
U CUMETPUYHOCT ¥ Tpar oJ Hau3MEHUYIHUX BPTJIora ce (popMmupa nsa nuwimaiapa. OBaksa
koH(uryparuja spriora je nosHara kao Pou-Kapmanosu spriosu. Cucrem ocraje
CTpyKTypaJsHo crabuian ca nosehamem PejnosicoBor 6poja mo Bpemaoctu Re ~ 200
oHJIa ce mermraBa Jpyra Xordosa Oudypkaiuja Koja ca coOOM JJOHOCHU TPOSUMEH3UOHY
necrabuanoct. Cagsa nociae PypujeoBe Tpanchopmalimje jaBbajy ce JBe (hpeKkBeHiie
y dpekBentHoMm jomeny. 3a Re =& 260 nacraBpa ce gajba Oudypkanuja mocie
KOje CTpyjame IocTaje XaOoTUYIHO W MH T'a OIHUCYjeMO Kao TypOysienTHo. PpeKBeHTHH
nomen nocsie Pypujeose TpancdopMmalje UMa CIeKTap pa3anauTux ppekBeHiu. lope

HaBeJIEHO TIOHAIIahe je TpUKa3aHo Ha caniy J.1.

Ornrcano oHaIAake 33 CTPYjarbe OKO IIJINHJIPA Ce MOYXKE I'eHePaIu30BaTH 38 MHOTE JIPYyTe
ciydajeBe. AKO pasMarpamo Tadky X € () m ako aHaJu3upaMo BeKTop Gpsuue u(X,t)

kaJla t — oo 3a nosehame PejHosicoBor 6poja, cienehia crama ce MOry pasoKOBaTH:
1) u(x,t) kouBeprupa ka u(x) (bukcHa Tauka).

2) u(x,t) KOHBeprupa ca BPEMHOM Ka MEPUOJUIHOM CTamby, onucanoM ca PypujeoBom

TpaHCcOMPMAIIOM KOja UMa je/[HY HO3UTUBHY (DpeKBeHIly (LepHOUTHO CTPYjarbe).

3) ®ypujeosa Tpancdopmaimja o u(X,t) UMa JUCKPETHY BPEJHOCT (hpeKBeHIn (KBa3H

HEPUOJIUTHO CTPYjarbe).

4) ®ypujeoBa tpancdopmalmja o u(xX,t) ¥WMa KOHTHHYJAHH CIEKTPYM (XaOTHTHO

CyTpyjame).
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e g o
W, L J—
> %fj

Inviscid flow: Re =co Re =0.01

Re = 10000 Re = 10 000 000

Cmuka  3.1: IIpomena xkapaxkTepa TypOyJeHTHOr crTpyjama ca mnoehamem
Pejronacosor 6poja

lope maBemeHm ommc ce OMHOCH Ha jeJaH OJ MOIYhHX CIEHAPHja 38 TPAH3UIU]Y Ka
Xaocy y crpyjamy miu TypOyieniuju. Budypkanmona Teopuja mOCTaB/bha I'e€HEPAJJHI
MeTeMATHIKU OKBUP KOJU Jlaje KBAJIUTATHBHO O0jallbehe TPAH3UINje Ka TYPOYJICHIU]T,

MaKo JleTaJbl MOTY BapUpaTh O] jJeTHOT CTPYjamka Ka JPYyToM.

3.3.2 Typbynenrna crpyjama n Teopuja Komoroposa

Y oBoM moriaB/by heMo ce CKOHIIEHTPUCATH Ha CTPYjarbe KOJI KOra je TOTAJHO Pa3BHjeHo
TypOyJIEHTHO CTpyjalbe Tj. XAOTUIHO CTPyjarbe Koje je OOjaIlbeHO Y IIPEeTXOTHOM
rorjiaB/by. be3 mkakBe cym/be, HajIIO3HATH]ja U BeOMa yCIEIHa TeopHja Koja OIHucyje
[OHAIIae TypPOyJIEHTHOT cTpyjara je Teopuja Kosmmoroposa koja je dopmysncana 1941
[129]. Osma reopuja je meraspHO npukazana y mMHoruMm kurama [130], [131]. YV oom

IIOTJIaBJ/bY MU heMo IIpe/ICTaBUTH caMO OCHOBE TeOpHje 1 IIpuKa3aTn ojpehene pesysrare.

[Tox, TypOysieHTHUM CTpyjaleM ce CMaTpa CTpyjambe Koje je CauMmbeHO OJI MHOIITBO
BPTJIOTa PA3IHINTHX BeIUINHa y3uMajyhn y 003up ma peruja Kojy 3ay3uMa jegaH BPTJIOD

MO2Ke J1a CaJpzKU BPTJIOre MarbUuX ,I[I/IMGHSI/Ija. Paznuauru BPTJIO3U CYy OKapaTKEpUCaHU
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ca jyxxunoM [ u 6psunom U. 3a crpyjama ca Pejuoscosum 6pojem Re = UyL /v najsehu

BPTJIOr UMa KapakTepuctuuny ayxuny | ~ L u kaparkepuctuany opauny U ~ Uy.

Enepruja ce Tpamncnopryje ca BeJIMKMX BPTJIOTa Ka MambuM Iparehn npiec nosnar Kao
eHeprecTKa KacKajla, IIpeJICTaB/beHy o7 crpane Puuapicona [132] u koja je npukasana
va cauiu 3.2. Ilpema mporiecy, BeJIMKU BPTJIO3U MOCTajy HECTAOUJIHU U pa3bujajy ce u
nperocehn CBOjy eHeprujy Ha Marbe Bpriore. Hakom Tora oBm Maimbu BPTJIO3HW MTOCTAjY
HECTAOMJIHU ca BPEMEHOM U Takobhe ce paclajiajy npeHocehu eHeprujy Ha joIl Marbe.
Crora KackaJ HU MeXaHWm3aM TpaHchepa eHepruje Ha CBe Mambe U Marbe BPTJIOre e
HACTaBJba CBE JIOK BPTJIO3U MMAajy BeJUYUHY TakBy jga Pejuosiacos 6poj Re(l) moBosbHO
Maju ga 6um 6mo crabuman. Ha Tom HEBOy BHUCKO3HOCT je crocoOHa Ja JIUCHUITYje
KuHeTHUKY eHeprujy. OBaj MexaHuszaMm TpaHcdepa U JUCHIIAIUje KHHETUYKE eHepruje
ce KOHTHHYaJIHO XpaHW €HEePrhujoM Koja ce A00Hhja OJf CHOJbAILUX CHJIa KOje JIeIY]y
Ha crpyjame. Osme fiemo mpermocTaBuTH 3000 jeTHCOTABHOCTH Ja OBE CHUJIE JIEJIY]Y
caMO Ha BejuKe Bpwiore . KEmHeprercka kKackaja ce onurpaba 6e3 rybuTka eHepruje
TaKO Jla JUCHIIAIUja IIpeJia3u y akIUjy TeK Ha Kpajy mporeca. 300T Tora MOXKeMO
Ja MPETIIOCTABAMO JIa Cpe/ihba BPEMEHCKa IPOMEHa KUHETUYKe eHepruje Koja je yHeTa
y cTpyjambe Tpeba ma Oyne jeiHaKa Cperboj BPEMEHCKO] IMPOMEHU JIUCHUIIAINJE €, HA

HajMamUIM BPTJIO3UMA.

W3 mperxomHor onmca, MOXKEMO 18 3aKJ/bYyIUMO JIa IT0CToju oapehenu nnrepsas Sl, Takas
Jia Bp1io3u ca | € S1 Hucy 1o yTuiiajeM HUTH aHU30TPOIINje BeJTUKUX BPTJIOTa CTPYjama
HUTH Ca JIUCUIIAIA]jOM KOja ce JelllaBa KoJ MaJuxX Bprjora. OBaj MHTEpBaJ je MO3HAT
Ka0 MHEPIINjaJIHU TOJIOIICEr W eKCIIEPUMEHTH TIOKa3yjy Jia BUIEe WK Mambe je Jaro ST ~
[lpr,lEr] = [60n, L/6], tae je n upencrasba Kosmoropos sesmunny, nin Kosmoropos
JIMCUTIAIIIOHA, JIY2KWHA. Y WHTEPHOM IIOJIOIICErY, CIIEKTPYM €HEPTreTCKe IYCTHHE Y JIOMEHY

TaJacHUX OpojeBa je JaT ca,

L 1
E(kat) = 52 Z 7‘u(k7t)‘2 (315)
|Elinpty=Fk

HCTO TaKO MOZKe J1a ce JiepUHHIIE J1a 3aBUCH CAMO OJI €, 1 k tako da je E(k,t) ~ €2 Olkb.
U3 qumeH3noHe aHAIM3E je UTEKAKO JaCHO Jla MoxKe Jia ce jedununie a = 2/3u b= —5/3
Tako Ja ce KoJMOropoB CIieKTpyM 3a JIOKAJHY H3EHTPOIICKY TYpPOV/IEHIN]y AedUHUIIe

Kao,
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E(k,t) ~ Ckel? 15/ (3.16)

Ulazna energija

log (E[" k })

inercijalni
podnivo

Energetska disipacija

- B ) | .
log(#;)  log(ky) log (k) log(f(’77 ) log {‘k )

-
L

CiukA 3.2: Eneprercka Kackaja y GyHIUjU TajacHuX OpojeBa

VY jennaunnu (3.16) Ck je nedunucan kao yHuBep3aaHa 6e3JMMEH3HOHA KOHCTAHTA KOja
je BajmaHa 3a OWI0 Koje TypOy/eHTHO cTpyjambe. Kopucrehu 6e3muMeH3noHy aHAII3Y

MOZKe ce Takohe JloKa3aru Jia ce CHeKTPyM IpHUTHCKa HoHaima Kao [133], [134],

Eyp(k,t) m Cpetl3 17713 (3.17)

rae Cp nedunume oner 6e3aumensnony Koncranry. Crenu ga je Cp ~ 1.330%{ [135].

Ca npyre crpane, Koamoroposa jiy»KuHa Jcurarniuje 7, ojropapa jiy»kunu rje je Re(n) =
1 (koHBekimja je jenmnaka qucunanuju). 13 ose pesanuje u ako yamemo (3.16) monasumo

10,

0= cn() (3.18)

Crenu na je cx = 2m(3CK/2)%/*. Yaumajyhu moHOBO y 0G3Mp JMMEH3HOHY aHAILIY

moryhe je moBectu y Be3y 7 ca Re, mITo Ha Kpajy J0BOIH JI0,

% ~ Re~3/4 (3.19)
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Ako o3HaumMo ca gy U kpy TajacHu OPOj KOjU je MOBE3aH ca eKCTPEMHUM JIyKHHAMA
lpr u lp; nuepimone noarpyne. OHJA, CIIEKTPYM €HEPreTCKe T'YCHUTHE Y 3aBUCHOCTH O]

TasjacHor 6poja NpecTaB/ba TPU PA3JINYUTE 30HE:

1) Ba spemnoctn k < kpgr, FE(k,t) kopecrnoHaupa 3a €Heprujy crpyjamba y KOMe

npeosJal)yjy MakpocKolcku obpasal BpTJIora,
2) Ba kgr < k < kpy cnemn na E(k,t) ~ k—5/3,

3) 3a k > kpr, nako je Pejnosacos 6poj Besmkn (MaJsia BUCKO3HOCT), BUCKO3H eeKTH ce

MaHUdECTY]y ¥ eHepruja ce JUCHIIY]e,
ITocne Tora Kosmoropos je 6mo y moryhnocru na gedunnine cienehe xunorese,

1) Xunoresa JiokajHe W30TPOI]e. 3a 1oBO/BHO BHCOKe PejHosjcoBe 0Opojese,
TypOYJIEHTHO CTpyjarbe 3a Maje Beiamdune wiu Bpriaore (I < lgr) €y CTATHCTHYKH
U30TPOICKU (OHHU Cy JIOKAJTHO XOMOIEHH M HHCY IOJJIOXKHH poTanuju u pediiekcuju

KOPpJWMHATHUX oca) .

2) Xunoresa npBe CJIMIHOCTH - 3a OIII0 KOje TypOYEeHTHO CTPYjare Ha JOBOJbHO BIHCOKIM
PejrosicoBum 6pojem, craTucTiKa Kperamba Majnx BejmdnHa Tj. Bpriora (I < lgr) uma

yHUBEP3AJIHY (HOPMY jeIUHCTBEHO OApeheHy O CTPAHE V U €p,0]

3) Xurnoresa pyre CJIMIHOCTH - 3a 61O KOje TYPOYEHTHO CTPYjarbe Ca JIOBOJBHO BUCOKIM
PejrnoncoBum 6pojeBnma, CTaTHCTHKA KpeTama MaInX BeandnHa Tj. Bpriora (Ipr <1 <
lgr) nva yHuBep3aiany GopMy jeJnHCTBEHO ojpeheHy oJ] CTpaHe €, aJi je He3aBUCHA

oI V.

Y 196-0j romuaun, Kosmoropos je momucdukoao rope Hapegeny K41 rteopwujy ma Ou
IIOZIeCHO HEeKe pa3jinKe KOje Cy Ce jaBuie y NPEeIuKIUju I10/ba Op3WHE IO yTUIIAjeM
BequKor meMeHTa. llomro ce y muceranuju Hehemo OGaBUTH THM CTPYjareM, OBJE Ta

nehemo Hu meduHHICATH

3.3.3 Penanmja usmehy K41 u HaBuje-CToKcoBe jemHaumHe

Jenna on  wmajselimx wsHamehewa K41 Tteopuje (mako je wumasa W IpEBHIIE
eKCIIEPUMEHTAJIHOT yCIexa) je na He Moxke na ce padmarpa 3a cBe Hasuje-Crokcose

jeTHadnHE. Konmoropos je wusrpajgmno Teopujy U3 HEKHX OCHOBHUX XHUIIOTE3a U
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HCTPaXKUBAUYKUX pa3jiora W HCTO TakKO Kopucrehum Heke pe3yrare U3 CTaTUCTHIKE
MexaHuke Quiynjia U JUMEH3UOHE aHa/m3e Kao ajar. Kako roji, BUIEJH CMO Yy
IIPEeTXOHUAM TIOIVIABJBUMA Jia je mupoko npuxBalieno na Hasuje-CrTokcoBa jenHadumHa
MOKe 718 OIIUIIE IOHaIllamke TYpOyJIeHTHOr cTpyjamba. AKO je To ciyd4aj, Tpebaau 61 aa
nobujemo K41 pesynrare nupekrao u3 Hasuje-Crokcose jennaunne. Hazkasioct To Huje
fal Tako Jiak 3ajaTtak. Kao IMITo je mpeTxoiHO CIIOMEHYTO, IIpBa MoTemmKolia je momTo
KJIACHTIHO PEIehe MOCTOJU 38 BEOMa, KpaTak Iepuoj BpeMeHa. Mwu ce oBze 6aBuMO ca
TOTAJTHO pa3BUjEeHUM TYypPOYJIEHTHUM CTpyjarbeM U 300 TOra MOpPaMo Jia Pa3MaTpamo

IIOHalIalba TOKOM JIy2KEeT' BDEMEHCKOI' UHTepBaJla.

[IpBa anpockunmanuja koja nmosesyje K41 u Hasuje CrokcoBy jepHadunmy ce MOxKe 100UTH
u3 npocropre Pypujeose Tpancdopmaimje. Yeraspu jeganaduna (3.1)-(3.2) y npocropy

TaJacHOr O6poja mocTaje 3a MepUOIUIHe FPAHITHE YCJIOBE,

kk

dpu(k,t) — — (I — e

73 ). > uk,t) -k uk t)+vkPuu(k,t) = f(k)  (3.20)

E+E =k

k-ukt)=0 (3.21)

ca i = v/—1 u I koju peacTapmba jeaunmann Temsop n I — kk/k? je mpojexmuja na mosbe
6esquBeprenTHOr BeKTOopa. Moxkemo npumerntu Ja (3.20) gaje Jabu yBUJL Y UUEEHUILY
Jla je KOHBEKTHU YJaH OJ['OBODAH 3a IOBe3WBame u3Mehy MOJoBa Kao u TpaHcdepa
enpruje n3Mely mux, Kao y omnmcy eneprercke kackajie. Ca jpyre crpane, eHEpreTCKu
6ananc (JIepajoBa HejesHAKOCT) HpeiIazKe Ja ce jedUHUIIe CPe/iha BPEMEHCKa IPOMEHa

eHepreTcke JUCHIIAlNje 110 jeINHUIU Mace Kao,

mol —

1%
emat = 73 ([Vull3) (3.22)

Beh je mosmaro ga KuHeTHWa eHEpruja CTpyjama orpanudeHa ca JlepajoBom

12

HEJaJJHOCKOCTU KOJa TrapaHTyje Ja €~

o Y jennaumnn (3.22) he mcro GuTu OrpaHmYeH.
Ca apyre cTpane MOJKeMO IPUMETHTH Jla BUCKO3HM wWilaH y jexnauunn (3.20) campxu k2
axTop, mro npasu vk?u(k,t) Behe 3a Besuke Tasacue 6pojese (Mase gyzkuue). OBoO je

] y J

y Kopesanuju ca uaejom Koamoroposa Jia ce JUCHIIAII]a OJUTPABA HA MAJIMM BPTIO3MMA

WIN BeJINIUHAMA CTPY]jarba.
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Haguje-CrokcoBa jemHaunna Takohe UI'pa 3Ha4YajHY YJIOIY 3a JI0OUjarbe HEKHX BEOMa
ONTHUX jeaHAYMHA CTATHCTHYKe MexaHuke (diynma kKao mTo je Kapman-XoBapTxoBe
jenmHadnHe, KOja Ce MOXKEe IMMOCMATPaTH Kao WHIMPEKTHA BaJHaluja 3a mux. Kako
rom, ma 6u mobwim K41 pesynarare, HUTH TOCJIEAIHbU PE3YJTAT HUTU TOpe HaBEICHA
riiobasiHa cmka u3 jennadute (3.20) nare, Tj IMajy HEIOCTATKE U PEHEPAJHO PEYEHO HOBH
MIPUCTYIIN PelliaBarba MpobdemMa cy moTpedbHu. Y TOM CMUC/TY, BPEIHO je IOMEHYTH J1a, je
IJTaBHU MeXaHU3aM KackaJe eHepruje pas3BujeHe o crpaHe Puuapacona-Kosmoroposa je

CKOPO J/IOKa3aHa Ha PUTrOopO3aH HAYMH IMOYEBIIN OJT HaBI/Ije—CTOKCOBe je,ZLHaHI/IHe.

Ca gpyre crpane, nenrpaJynu 3na4aj y K41 uma Koamoroposa gucunaruona jgy2Kuna
n. Ilokymano je ja ce j00uje BpEIHCOT OBe BeJMYMHE W3 JUMEH3Hja IJIoDaJiHe
Hagsuje-CrokcoBe jesnatinHe win U3 YHUBEP3AJHOr arpakTopa. luaBHa uieja je: U3
TPOJMMEH3UOHE CTPYjarba Ca KAPAKTEPCTUIHOM JIy2KIMHOM BesimanHa L, Tpeba Ham mpema

K41,

N~ (5)3 ~ Re/* (3.23)
Ui

crerienu cyioboze na Ou je permuwiau, aju jJga He [OCTOje aKTUBHU BPTIO3U 3a [ < 1.
MoxkeMmo pasmaTpaTh, Ha IpUMEP Ja IIPE3EHTYjeMO CcTpyjaibe Kopucrehm mpocTopHy
komnonenty ®ypujeose Tpancdopmanuje Koja ce Bapupa ox 1/L no 1/n. Ca mpyre
cTpane mocToju MoryhuocT ma ompemumo 0Opoj cremeHu cjobose cucrtema ca N, ca
JUMeH3MjaMa TI06aTHor arpakTopa. Ako jenHaunna (3.23) mpejcraBiba JIUMEH3H]Y
aTpakTopa TypOy/JeHTHOT cTpyjama nmpema K41, nama je morpebno ga Hahemo ryrobasnn
arpakTop Hasuje-CTokcoBe jenHadmHe W Jia MPOBEPUMO Jia JIM jé KapaKTEePUCTUIHA

BeJINYIUHA 1) J00ujena.

[IpBur mpobiieM OBe MpolleLype OIeT je JIOKaJaH KapaTKep KJIACHIHOD peleiba, Koja

He 3a/I0BOJbaBa IOCTOjame IyiobasHor arpakropa. Jlo cama (3.23) Huje pocTurayTa,

ajM HeKN BeoMa OJicKH pesyiraru cy gobujenn. Hajupenusuuju cy onm y [136] rae
j j 6 L/n)*8. XK

ce TOKasyje Ja JMMEH3Hja aTpakTopa MoxKe O6utn orpanudena ca (L/n)*°. eJbeHa

BPEIHOCT 3 3a €KCIOHEHT Ce MOXKe JIOOUTH aKO ce JI00Mje BUIIe MIPOCTOPHE PEryIapHOCTH

tako ja Vu € L1(0,T; L°°(£2)) [137].
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3.4 LES-Cumynanuja BeJIMKUX BPTJIOTa

Cse 110 cajia CMO TIperJiejiajd Heke aciiekTe MmMareMmarwdke Teopuje Hasuje-CTokcose
je/lHauYMHE U IOJIBYKJIM CMO HeKe KOHeKInje ca (DU3MKAJIHUM OIIMCOM TYpOYyJIeHIIHjE.
lenepasHo Kao mTo je mo3Har HUje Moryhe oBe jeHAadMHE PEITUTH aHAJIUTHIKA U 300T
TOra HyMEpHUUYKEe METOJe Cy IIOCTaJle BeOMa KOPHCTAaH ajaT 3a pasyMeBarhe HEKOJIUKO
acrekara TYpOYJEHTHOT CTpyjalma Kao INTO Cy NPOIec TPaH3UIUje Ka XaoCy WJIn
KOMILJIEKCHA (PUBMKAJIHOCT pa3BUjeHor TypOyJIeHTHOI cTpyjama. Hymepuuke meroze
Cy IocTajle He 3aMEHJbUB ajiaT 3a pellaBaibeé MHOTMX HHKEHEPCKUX IHIpobjeMa Koju

YKJIbY4Y]y TypOYJIEHTHO CTpYjarbe.

fxr1) f(x1) f(x1)

C/UKA 3.3: Paszyarame IpOMEH/BUBHUX Ha MaJje U BeJINKE BEJIUINHE

Beh cmo mamomenysn y mpeTXOIHHUM IOIVIAB/BUMA A IIOCTOjeé TPU IJIaBHE MOryhHOCTH
Ja ce U3BPIIHM CUMYyJIAldja TYPYOYJIEHHTHOI CTPYjalba Ca MPOPAYYHCKOM MEXaHUKOM
dayuma. To cy RANS, DNS u LES merone. Kao mro je mperxomnno objammeno LES naje
o/roBapjyhu mpucTyn pernrasaimba IpobdJjieMa U 'y OBOM IIOTJIaB/bY NeMO ce CKOHIIEHTPHUCATH
Ha JeTa/bHHUje objacHMMO oBaj Meroi. luasHa mueja LES merome je ma ce pasasoju
10/b€ TPUTHCKA 1 OP3MHE HA KOHTHHYAJTHOM HUBOY, Tako ja [u,p| = [a,p] + [u’,p] ca
[@, p] npeseHTyjy BesinKe BeJMUYMHE WM BPTJIOTe CTPyjarba KOje MOIY Ja ce CpadyHajy
ca IPOPATYHCKOM MPEXKOM, JTOK [u/,p/] ce OIHOCH Ha HE PEIuBe MaJje BPTJIOTe U MaJie
BeJIMUMHE IIITO je MpuKa3aHo Ha ciuiu 3.3. Kao mro je Beh HanoMeHnyTo ryiaBHa 3aMHICA0
LES-a ce cacroju j1a ce IPONUCHO MOJAEJHUPajy edeKTH He PElIUBUX BEJUUNHA Ha OHE

permBe WU OHE KOje Cce MOT'Y YXBATUTHU MPOPATYCHKOM MPEYKOM.

3.4.1 ®unrpupana HaBuje-CToKcoBa jegHauYMHA

Kao mrro je peueno y yBoay pasaBajame Besmmdanna n3Mehy Beqnknx m Masmx je ypaheHo
TPAJUIIMOHAJIHO ca mporecoM dunrpupama [83]. Osge neliemo nerampucaru ca Mmoryhum

dbunrpepuma Huckor mpomycra [84] u npernocraspajyhu ga je duirep nedunncan ca
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(T) : U — U KOoju ce ca audepeHIujaJHIM olleparepoM, Moxkemo duiarpuparu Hapuje-
CrokcoBy jenmnaunty (3.1)-(3.2) ca rpanmannm ycrosoM (3.3) u nodeTHnM ycaoBoM (3.4)

Ha 6u JOOWIN CHCTEM,

u+u-Va—vAu+Vp=£f—V-R wnutar Qx(0,7) (3.24)
V-u=0 wunutar Qx(0,7T) (3.25)

u=0 na T (3.26)

u(x,0) =u9(x) wunutar (3.27)

VY jennaunnn (3.24) Terzop R = u® u — W ® U je MO3HAT KAO CTPEC TEH30P OCTATKA
WJIM TEH30D BEJIMYMHA KOje Ce He MOI'Y yXBATHTU MPOpadyHCKOM MpexkoMm. [a 6u (3.24)-
(3.27) 6uo 3aTBOpEH cHCTEM jeJHAUMHA 3a (U, ] HOTPeGHO je na ce Ry HOTIYHCOTH
u3pasu y 3apucuoctr o u. OBO IHUTambE je Mo3HATO Kao 3aTBOpEHH pobieM. Pazimauro
mozenupaibe R naje pazmmanre LES monenre. Kana ce momen omabepe, mocieamn Kopak
je nuckpernsamuja (3.24)-(3.27) n na ce nalie mymepuuko pemiemse. Heko 6u ce Moxia
sanuTao jga Jau je moryhe Halin ersakTHm 3arBopen npobiem jenHaumse (3.24)-(3.27)
Tako Ja f MoxKe Ja ce m3pasw y 3aBUCHOCTH O U, 6e3 mkakse anpokcuMmaimje. To je
ycTaBprd Moryhe ako KOPHCTUMO XeJIMXOJIOB (pUITEep KOjuM ce mobmja U Of perrerma
Xemuxosmose jeqnadnne, i — e2Ad = u . Cremn ga i = (I — e2A) 71y, ca € > 0 xoje
osnauasa ckpaheny Bemmuuny [117]. Vaumajyhu y 063up 1a je u®@u = (0 —e2A1) @ (01—
€2A\i1) m ammmuparn GuaTep Ha il ® U Jo6ujaMo 1@ U = U ® U — 2AT ® U . Ako ope
pestanuje ybanuMo y TEeH30p BEIUIHHA KOje ¢e He MOTY yXBATUTHU IIPOPAIYHCKOM MPEXKOM

Jobuhiemo,

%ij = (121 — GQAﬂi)(’LZj — EQAEJ‘) — Ujuy

= wu; — u; Auj + €A Ay — g (3.25)
3.28

= EN () — Eu g — e2u Ay + A A

= 262V, - Vi + €t A A

HpeTXO,H,HI/I n3pas e(beKTHO J03BOJbaBa J1a CE HallUIIIe R Y 3aBHCHOCTH O/ ua Ipu TOM

ce He IpaBM HUKAKBa allpOKCHMAIlMja WM Ce yCBaja HeKa Xuiore3a. Kako roi, Tpeba
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HAIIOMEHYTHU Jia XeJIMXOJIOB duirep nocraBba uzomopdusam usmehy L¥(0,T;H(Q))

u L0, T; H() UH?(Q)) n mameby L2(0,T;V(Q)) u L2(0,T; V(Q) UH3(Q)).

36or Tora ersakTHO 3arTBaparbe mpobsiema (3.28) ciryxku jga ce Hanpasu uzoMopduzam
usmely caabe dopmysnanuje (3.1)-(3.2) u ciaabor perema (3.24)-(3.28) [117]. Crora 6poj
crereHn ¢J100ojie OTpeOHUX Ja ce pele oba npobsema ocrajy uctu. OBaj pesyarar
MOZKe JIa Ce TeHepaJIn3yje Ha CBaKU 3aTBOPeH mpobsreM jennadnna (3.24)-(3.28). Ha mpsu
[OIJIe]] OBO MOZKe Jia Oyjie mapaJOKCAJIHA YNEEHNUIA JIa HAJIazKehe er3aKTHOI 3ATBOPEHOT
MOJIeNIa, TITO Ce YMHU Kao pasyMspusu b, Crora 3a LES je jeuno ornyan He er3akTHI
3aTBOpEHM IIPOOJIEM TAaKO Jia ce mHGOpMallije CTpyjamba 3arybe y MOIe/I0Baby BeJIMIHHA

WCIIO]T MPEKE.

3.4.2 Henmocrauu LES-a

LES mnpesenryje HekogmKO mpobjieMa W HEpENIMBUX IHTama. lJlaBHA Tema je u
Jlajbe Kako Hahu jobap MOJes 3a TEH30p BeJUYHHA KOJU Ce He MOy yXBaTUTH
[IPOPAYIYHCKOM MpexkoM. Kao IITo je HAIIOMEHYTO y IMPETXOMHOM IIOIJIABJbY IIPABJ/HEHE
HCTOI 3aTBOPEHOr MPOHJIEMa je apalOKCAITHO, TAKO Ja He MOXKe OUTH IpaBall Tparkema
mogpena. Ca npyre crpane muoru LES mMosenn cy 6asupanu Ha (pUBHIKAM U HyMEPUIKUM
AIPOCKUMAIIAjaMa Ka0 U UCTPAXKUBAYKUM apryMEHTHUMA, KOjU Ce IOHAINajy J100po HjIu
JIOIIIe y 3aBUCHOCTH OJ1 IpobjieMa Ha KOju ce mnpuMemnujy. [eHapasam mpobsiem je
Temko HahM MaKo ce Ipernopydyje Jjia Majie BeJIMYWHE WCIOJ, HUBOA Mpexke Tpeba 1a
3aJ10BOJbe onipeDeHe KapaKTEepUCTUKE Kao IINTO je OJp’Kakhe WHBAPHUjAHTHOCTH IOCJIE
TpaHcdopMmanyja opuruHagHe Hasuje-Crtokcope jemnaumne. Kako roxm, Huje Oarm
HajacHUje mTa 6u Tpedbasio ma Oyie Kapakrepuctuka nobpor LES Momenra ocum ouuriieine

qumbeHUIIE Ja Tpeba 1a ojoreapajyhe penpojiyKyje eKcrepuMeHTaHE TOIATKE.

Jlpyro 6uTHO THTabe ce IOCTaB/ha O peianuju m3Mely rpemke Koja ce jaBiba m3mehy
dusukasHor LES Momena m HyMepuukHX MeETO/a KOje Cce KOpHUCTe ja O peruie
JucKpernsoBan mpobsem [115], [138], [116]. Mcro Tako mmje jacmo mra 6u Tpebaso
na 6ye pananuja usmely dunarepa € u kapakrepucTuuHe BejaununHe eaeMenta h [138],
[115]. Kao momarak Tpeba HamoMeHyTH mpobsieM KOMyTalyje rpenike (puiTpuparma 1
JbepeHITjaTHOT OIIepAaTOpa KOjU UCTO TaKo Tpeba ja ce permu. CyMapHo MoxkeMo pehn
Jla JTaHac 3ajoBajbaBajyiin MaTeMaTWdKd MOJe] He MOCTOjU MaKO Cy KOpalld Ka TOMe

omaBHo Beli Hanpassbern [105], [139].
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3.4.3 Oparosapajyha anpokcumanuja HaBuje-CrTokcoBe jenqHauute

He Tako nmapHO je crpoBejieHa jeTa/bHa aHajm3a Hekojauko LES muomena ca wmuejom
Jla ce palrducTe HeJOCTATIH | Jiole cTpaHe Mojena [117]. U3 ose anainse HEKOJIHMKO

3aHUMJBMBHUX 3aKJbyJaKa je U3BEeJEHO.

JlepajoB KoHBosylImoHu MoaeJi bes y3umarba y 063up rpaHuYHUX U [IOYETHUX YCJI0BA

300r cKpahuBaJ/ba IpocTOpa W BpeMeHa 3a 00jallliberhe.

Ju+u-Vu—vAu+ Vp = (Yepsiton *£) =V - Re (3.29)

Rie =u® (Ye xu) —u®u (3.30)

OBaj Mozes HUje MHBapHjaHTaH ycjel TpaHcdopMaliija KOOPANHATHIX 0Ca HAKO MOXKE
Jla ce mpeypeju Jia 6u ce jobusia oBa kapakrepuctuka [140]. OBaj Mojen je mo3HAT Kao

Haguje-Crokcos anda momen(HC - «)[140].

JIMOHOB XUIIEPBUCKO3HU MOJEJI ¥ OBOM CJIYUajy UMaMo,

O+u-Vu—vAu+Vp=f-V- Ry, (3.31)

Rpi = *(=V)** lu (3.32)

Jlagn>kenckajeB u KanuenoB HeJJMHApHU BUCKO3HU MOAeJI 3a O0Baj  MOJEN

nMaMo,

Oh+u-Vu—vAu+Vp=£f-V-Rp (3.33)

Rra = —€ 13| Vul>’Vu (3.34)
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[Torpebro je namomenyTu ja HajuosHaruju LES mogen tj, mogesn Cmaropunckor [100]
uMa UCTy CTPYKTypy Kao u (3.33) ysumajyhu p = 1/2,6(1) = 7", ¢ =S ,ca S =
1/2(Vu + vu®). Cremun Rg,, = —¢2|S|S. Crora, Moxemo 3aKbydanti ja je moryhe
gobutu LES Mozeste ca n3BapeHIHUM aTpUOyTHUMA IITO JOBOJIU IO J0OPO HMOCTAB/HEHOT
MaTeMaTUIKor npobsema. Yak mirta BHUINE, MOXKEMO NPUMETUTU Ja (puiirpupame Huje
jenuHu HauwH Ja ce mobuje LES momen kao mro je nmpukazano y tpehem momeny. Yak
n nosHaru Moges CMaropuHiKcor ce MoxKe jgoouru 6e3 puiarpupama y KOHTPACT OHOME
mro ce Moxke Hahu y smureparypu. Jomr Heku Mozesn cy pasmarpanu y [117] kao mro je
CHEKTPAJIHU BUCKO3HU MOJIEJ, BUCKO3HU MOJIEJ 32 BEJUYNHE KOje Ce HEe MOI'Yy YXBaTUTH
ca TPOPATYyCHKOM MPEXKOM, BapHUjallHOHU MOJIEJIM, MOJeJH candHoctu. Mako ce amHn
Jla ce He MOXKe Halu TeHepaJHM MATEMATHIKH OKBUD 3a CBE MOJIEJE, 3aK/byUIEHO je Jia
LES mojen Tpeba jia 3a/10BOJbY JiBa IVIaBHA 3axXTeBa: IPBO Tpeba Jja ce 0be3demu 100po
IIOCTaB/babE CUCTeMa Win jenuaduna. J[pyro, Tpeba na mzabepe pesieBanTHO (PU3UKATIHO

peliene.

[Ton yruckom oBux 3axrTeBa HOTaluja oforeapajyhe ampockumaruje Hauje-Crokcose
jenHaudune je npukasano y [118] kao upsu Kopak ka Maremarndkom jedunucamwy LES

MOZEeJIa.

Hedbunurmja Cexsenna [w,,p,|, ca v > 0m u, € L2(0,T;X(Q)) N L>®(0,T;L*(Q)) n
p, € D'(]0,T[, L*(Q)/R), ce kaxe 1a je oarosapajyha anpokcivanuja Hasuje-Croxcose

jeTHaUINHE aKo je:

1) TTocroje nBa KoHAYHO NMMeH3HOHA BeKoTpa mpocropa X, () C X(2) u M, () C
L?(Q)/R rakeu ga je u, € CO([0,T]; X,(Q)) u py € L2(J0, T[, M, (2)).

2) CekseHIa Uy, p, WIN IOJCEKBEHNa KOHBEPrupa Jja ciabom perrewy (3.1)-(3.5) Hip.

u, — u ciaba xouseprennuja y L2(0,7;X(Q)) up, = p in D'(10,T[, L*(Q)/R).
3) Cuabo pemiemse [u, p| je oarosapajyhe.

Tpeba npumeruTy Jia IBa MapaMeTpa cy yMmelnaHa y jedUHUIUjU, TapaMeTpa h koju je
IIOBe3aH Ca HajMambuM BejamdnHaMa y X (€2). OBe BesmunHe Cy HOBe3aHe Ca BeJTHIHHOM
HajMamer akKTUBHOI BpTJiora y crpyjamy. llapamerap v y nedbununujn je kKomOnHaimja
h u € kKoju Tpeba ja ce oxpese y cBakoM ciyuajy. Tpeba paszymern ga vy — 03a € — 0 u

h — 0.
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Cuesiehia Tpu kopaka crpareruje cy np3enroBanu y [118] 3a npoakTuuHy KOHCTPYKIU]Y

onroBapajyhe ampoxkcumMarmje:

1) Enabopamnumja npe-LES momena. OBaj Kopak ce cacroju y perypanusanuju Hasuje-
CrokcoBe jemHaumbe Ja OM ce j00MO J0OPO IOCTaB/bEHUW IPODJEM U IPE3EHTOBAO
mapamerap €. 3a € — 0 npe-LES mosesr Tpeba 1ia KoHBeprupa Ka ojrosapajyhem perermny
Haguje-Crokcose jemmaumme. Crora npe-LES momen oarosapa mporecy mobujarba
dbunrpupane jennaunse (3.24) y crangpapaHom LES mogmeny , anum ca jgomarHEM
norpebama Ja 6u 6uo 3aTBOPEH podJeM u Ja Ou jeaHauduHe Ouje J100pO MOCTaBJbEHE.
[Tpobaem Tpeba na nMa je JUHCTBEHO Pellleh-e Koje KOHBEPrupa Ka ojorsapajyhemM ciadom

pemmesy Hapuje-CTokcoBe jeHavmnHe.

2) Jlukperusanja npe-LES mozgena. Y oBom kKopaky hemo yBeCcTH AlpOKCHMATHBHE
dyHKIHje 3a 1oJbe OP3WHE U NMPUTUCKA, KAO U IPOCTOPE METOJIe KOHAYHUX eJIeMEHATa,

X, (Q) u M, () u mapamerap h.

3) Oxpeauru penaiujy usmely € u h. Penanuja usmely € u h He Moxke 6UTH IPOM3BOJBHO
onpebena Tako ma kaj, € — 0 u h — 0, pemerme Tpeba J1a KOHBEprupa Ka ojirosapajyhem

pemey Hasuje-Crokcose jaaadune.

Nako oxromapajyha ampokcummalnuja mpaBd NPBU 3HAYAJAH KOPAK K& MATEMaTHIKOM
nedunncamwy LES Monena Heku npobiieMu u faJbe mocroje. IlocToju Henosuara pesayja
n3Mehy rpemaka Koje HacTajy y npe-LES Mozmeny u rpemaka Hacraje IUCKPETH3AIIN]OM.
Hpyrum peunma nim ako xohemo Ja Gyzemo mpermsnu, 3a 3agaro X4 (2) C X(Q) u

M, (Q) C L?(Q)/R, 3a V¢ € [0, T] ['aepKMHOBOM AIPOKHCMAIIOM,

(Opup,v) + b(up, up, 0) + v(Vuy, Vo) — (py, Vo) = (£,0) Vv € X, (Q) (3.35)
(g,Vup) =0 Vqe M/(Q) (3.36)

(up(x,0),v) = (ug,v) VveX,(Q) (3.37)

rae je up(-,t) € X () u pup(,t) € M,(Q) je omrosapajyhm. [loxkasano je na
Ja je To ciaydaj 3a pememe (3.35) ca NepHOJMYHUM T'PAHUYHUM YCJIOBAMA U Kaja
Cy KOpHIITNhEH! IPOCTOPU MAaber pela MeTO/e KOHAYHUX eJIeMEHATa U KOju WMMAajy

JINCKPETHY KOMYTATHBHY KapaKTEPUCTUKY W 3aJi0BojbaBajy und-cym yciose [141]. Osu
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pe3yJITaTH MOI'Y Ja OIPABIA]Y YMEEHUILY JIa 3a IIPOCTOPU MAaFber peila MeTO/Ie KOHATHUX
ejleMeHaTa, MOHeKaJl ce m00yjajy 6ospu pesynraru Kaja dusukanno LES momenuparse

Huje KopuniheHo.

3.5 ledwunumnuja BapujarioHOT IIpodIeMa

Ha 6u gedunucamu sapujanmony wiau ciaaby dopmynanujy npobiaema (3.1)-(3.5),
pejcTaBuNeMO TeHepaJHy TeopHujy (YHKIMOHAJIa KOju he OWTu KopuImheH y OBOj
resu. Osmaunhemo ca LP(Q) npocrop dyukimja unju je p ekcronent (1 < p < 00)
uHTerpabmwian y gomeny ) (npema Jlabesre mepu). Ilpocrop LP(Q2) je Banax mpocrop

ca HOPMOM

lully = (| [utPax)? p < oc (3.38)

Caydaj Kaja je p = 00 Ce OJHOCH Ha IPOCTOP OIpaHMYeHuX (GyHKIHja y moMeHy 2.
[Ipukasanu HOpPM je JaT ca OCHOBHUM MAKCHMYyMOM CBUX (DyHKIHja orpaHudeHux y {2
Tako Ja je ||uljco = esssuplu(x)|. Ba 1l <p < oo, LP(Q) cy pediekcuBHE IpocTOpPH Ca
nyasaanM npocropom L1(Q), rae je I%—i—% = 1 Ciyuaj ox1 moc6HoT MHTepecoBama je L2 (12)

Koju je XuybepT MpoCTOp ca CKAJAPHUM ITPOU3BOIOM

(u,v) :/Qu(x)v(x)dQ (3.39)

12, Ca dusnkamme tauxe rmemumra L2(Q) ce mozxe

ca HopMoM ||ul|2(g) = [IX[| = (u, )
UJIEHTHMUKOBATH Ca ITPOCTOPOM I10Jba OP3UHA Ca OMPAHUYEHOM KHHETUYKOM E€HEPIUjoM

tako 1a je |[ul|? = 2E(u), rae E(u) o3HavaBa KHHETHUKY eHEprujy 10 jeIMHUIN Mace.

Coboses ipocrop W™P(Q) je npocrop dyukumja y LP(§) TakBu j1a ce HUXOBU U3BO/H
cee on pera m € N wucro npunagajy LP(Q2). W™P(Q) je Banax mpocrop ca HOpMOM
Koju ce ozHauaBa ca || - [|mp. 3a p=2, W™2(Q) je Xunbepr npocrop u norarmja H™ =
Wm2(Q) he ce xopucrutu. Yak mro sume HJ'(Q) he ce ommocuTn Ha 10 IIPOCTOD
dbyuxuja y H™() koju Hecraje Ha TPAHUIM JOMEHA 3ajE/IHO €A HHEMOBHM H3BOJIOM
10 HOpMaJik CBe 10 pera m-1. Tpeba mpumernTn ga Kaga je m=1 je o1 CHeIujasHor

unrepeca H'(§)) noseszan cxanapu nponssos
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(u,v)g1 = é(u,v) + (Vu, Vv) (3.40)

1/2

- Y jenHaunHI (3.40) L npesenTyje KapaKTepUCTUIHY Iy KUHY.

nopu ||uf[g1 = (u,u)
Ca apyre crpame H () je Tomomorujckn myasn H&. Y cayuajy f u g cy auctpubynuje

TaKO JIa je IUXOB MPOAYKT WHTerpabmian y goMeny 2

(f,g) = /Q fgd (3.41)

Ba f,g € L?(2), (-,-) Kopesmpa yHyTpalIbheM TIPOU3BOTY.

3a u je mosbe 6p3uHa, BUAUMO Ja KaJl je u = v npsu wiad y (3.40) oarosapa aBoCTPYKO]
KHHETHYKO] eHepruju. Jlpyru wian KopecmoHupa 3a encrponujy. Excrpomuja e(u) je
OUTHA BEJIMYUHA KOja ojpehyje IpoMeHy JUcHIIallnje KHHETHYKE eHEePruje y cTpyjamy. Y
R?,  €(u) ce MOXKe IIPEJICTABUTH y 3aBHCHOCTH BPTIOXKHOT 10/ba w = VU, Kao e(u) =
|wl||3. Crora, ca dpusnkamue crpane rireammra mpocrop HY (Q) ce moke muentndukosatn
ca IIPOCTOPOM I10Jba OP3MHA U BPTJIOTa KOje MMajy OlpAHMYeHy KUHETHYKY €HEeprujy u

erncrponujy [130].

Konauno j1a 6u ce 6aBmwi BpeMEHCKOM €BOJIYIIHjOM T10/ba IIPUTUCKA U Op3uHe Tpeba ja

yBegemo mpoctope LP(0,T5 Z(2)) xoju 3a 1 < p < 00 je gedunncan Kao

T
LP(0,T;Z2() = f:(0,T) — Z(Q)I/O I ()17 dt < oo (3.42)

VY ciygajy na je p = 0o umaJu Ou

L=(0,T52()) = f: (0,T) = Z(Q)|esssupre(o,r) || f (%) 7dt < o0 (3.43)

QyHKIMOHAIHNA IPOCTOPU IPEACTAB/bEHN TOpPe Cy T'eHepaJiHu (DYHKIIMOHAJIHUA OKBUD Y

KoM ce HajBehm jreo mpobiiemMa Koju ce MojaBJbyjy y TE3H.
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3.5.1 Bapujammona wumm caaba dopmynanuja Hasuje-CTokcoBe

jenHaumHe

Kama cmo ce ymosnamm ca oxrosapjyhum QpyHKIIMOHAJIOM, Cajia CMO y IO3UMMAJU &
npeseHTyjeMo Bapujaiony uim cjiaby dopmysanujy Hasuje-Crokcose jeanaunte (3.1)-
(3.2). Pasmarpaliemo ciyuaj ca JupuxieoBuM rpaHUIHUM yCJIOBAMA U AKO y3MEMO Vod

1 Qo 32 PyHKIMOHAJHE IIPOCTOPE

Ve =H}(Q) =ux) e H( Q) u=0 na T'p (3.44)

Qo =q(x) € L2(Q)|/ q@dQ=0 ako Tn=0 (3.45)
Q

Bapwujamuona win cinaba dopymasnuja jennaunsa (3.1)(3.2) ce onga yobuuajHO Haa3u
TAKO TITO HABEJEHe jeJHAYMHE MOMHOXKHMO ca Tect dynkmumjom v € Vi, ¢ € Qo u

MHTErPaJIIMO MPEKOo Tesor JoMeHa. CTora BapujarimoHu IPoOJIeM Ce CacTOjHu OJ Tara Ja

ce mabe [u,p] € L2(0,T; V) x LY(0,T; Qo) Tako 1a je,

/v~[atu+(u-Vu)]dQ+l//Vu:Vde—/pV-de:/v-fdQ (3.46)
Q Q Q Q

/ gV - udQ = 0 (3.47)
Q

sa cee [v,q] € VixQo. Jla 6u cxparwim moramujy y (3.46),(3.47) u cienehum

jeTHadYMHAMA,

I(v) = (v, f) (3.48)

e 3arpaje y jeAHauMHH IpeCcaTBbajy ayannd nap usmeby HY/ I'y)m H —1/ 2(Tw).

Caba dhopmysialija ce MOXKe HAIIICATH Y ODJIUKY,

(O, v) + (u-Vu,v) + v(Vu,Vv) — (p,V - v) = [(v) (3.49)
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(¢, V-u) =0 (3.50)

3.6 TlajgepkmHOBa AaIpoOKCUMAaIHja METOAOM KOHAYHUX

ejJieMeHaTa

3.6.1 Bpemencka nuckperunsamnuja Hasuje-CToKcoBe jeTHaYMHE

Ha 6u pemmmu Hasuje-CrokcoBy jemnaumny (3.1)-(3.2) mopamo mupBo ma je
JUCKPETH3yjeMO y IpPOCTOPY W BpemeHy. Bpewmencka muckpernsanuja Koja he ce
KOPUCTHUTH y OBOj T€3W jeé T€HEePATHO TPAIE3UOHO MPABIIO. AKO y3MEMO JIe0 MHTEPBAIa
npopauynckor spemena 0 < t9 < ... < t = T ca KoHCTAaHTHEM BPEMEHCKHM KOPAKOM

5t = t"T! — " 1 aKko yBeseMo HOTAIH]y 3a IeHepaJHo 3aBHCHY BpeMeHCKy dyHKImjy ¢(t)

5" = ¢t — " (3.51)
P = a1 + (1 — )" (3.52)
;" = 5" /5t (3.53)

rie je a € [0,1] u ¢" je dpennocr dbyukuuje ¢ y Bpemeny t". Ilpema (3.51)-(3.53),
BpEMEHCKH JuckpernzoBana sepsuja Hasuje-Crokcose jemmaumbe ca JIupuxyeoBum

FPAHUYHUM YCJIOBHMA ce MOXKe 3amnucaru y cienehoj dopmu,

ou" — vAUTY 4 N (u) + Vp' Tl = ey Q (3.54)
Vu"™™=0 u Q (3.55)

wW=u u Q (3.56)

u"t =0 na Tp (3.57)

n-o"t* =t na Ty (3.58)
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rje N™(u) npejcraBiba anpoKCUMAIjy KOHBEKTHOT YjiaHa. Y 3aBHUCHOCTH OJ BDEJIHCOTH
napamerpa « y (3.54)-(3.58) mmahemo anpokcnmarmje TadHe 10 MPBOT WM JAPYTOT PEJIa.

Hajsume kopumnthene meme cy:
IITeme nmpBor pena

1) @ = 0 - Forward Euler mema. 3aBucuo crabuina, mro 6u 3Haumio ga ot rpeba ja
6y/1e TOBOJBHO MaJIo. Y OBOM CJIy4ajy KOHBEKTHHU UJIaH je IarT eKcrmiuTao ca N™(u) =

(u™ - V)u".

2) a = 1 - Backward Euler mema. HesaBucuo crabuina. Y 0BOM CjIy4ajy KOHBEKTHH
yran je gar nvmmumroo N™(u) = (ut! . V)u"t!. Jluneapmzamuja je morpeGua y

CBaKOM BPEMEHCKOM KODaKy.
Illeme apyror pena

1) @« = 1/2 - Cranck Nicolson mema. Hesasucho crabusina. KoHBekTHH wiaH je
nar uvmmmprao N(u) = (w2 . V)u" T2, JTureapusanuja je morpebma y cBakoMm

BPEMEHCKOM KODPaKy. YTIJIABHOM NeMO KOPHUCTUTH OBaj METOJ KPO3 IIeJIy Te3y.

2) a = 1/2 - Adams - Bashforth/ Crank-Nicolson mema. 3asucHo crabusna, mro 6u
sHauMI0 ja Ot Tpeba Ja Oyie JOBOJBHO MaJo. YMeCTo ja ce Kopuctn o = 1/2 3a
n—1,

KOHBEKTHH 'JIaH, 0Baj WIaH je eKcIuuTHO 1o6ujer 13 N™(u) = £[3(u”-V)u" — (u

V)ur1.

[TomTo HaM je 3ajaTak Ja ca METOJOM KOHAYHMX eaeMeHara permmmMo Hapuje-CTockoBy
jenHaunHy, MU hemMo OWTH 3aMHTEPECOBAHHM 3a BPEMEHCKY JIUCKpeTH3anujy ciaabe
dbopmynanmje (3.49)-(3.50). Bpemencku auckpermsosana ciaaba dopmymnanuja Hasuje-
CrokcoBor mpobiema Moxke oHfa ja rracu. O moznaror u” mahm u ™ € Vod, ptl e

Qo Tako ja,
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3.6.2 JIuckpetHa l'anepkunova anmpokKcumaruja BapujaluoHe
dopmynanmje

Cana hemo mpcuTynuTu HPOCTOPHOj juKcperusanuju jepnadnsa (3.59)-(3.60). Axo
JioMeH ) U3IeIMMO ca POPAadyHCKOM MPEXKOM TJe je N, Opoj ejgemeHara, 1, IBOPOBH
3a II0Jbe BEKTOpa Op3HUHE, 7, YBOPOBH 3a IHOJbE IMPUTHUCKA U aKO Cy JATH IIOIIPOCTOPH
KOHATHUX JTUMEH3H)a thfo c Vin Qn,0 C Qo Koje he ampoKCHMHUPATH TPUTHCAK U OP3HHY.
lajlepkuHOBa MeTOja KOHAYHUX ejleMeHaTa OHja Moxe ja rinacu. O moznaror up nahu

upt e Vho’ pZH € Qn,0 Tako 1a je,

(6tuh,vh)+l/(Vu”+o‘ Vi) + (up nto Vu"+°‘ Vi)
(3.61)
—(p TV V) A+ (an, Vup ) = 1(vp)

3a CBe Vj, € Vhd,m an € Qnp-

Ca gpyre cTpaHe Uy u pp Cy THUIA,

= (i NeU. ZN“U“ ZN;;U;) (3.62)
a=1

a=1

np
ph=Y NjP’ (3.63)

b=1
rae cmo ca N nedunucann anmpoKCHMaTHUBHY (DYHKIH]Y OOJIHKA 3a BEKTOD Op3UHe.
(Ug, Uy, UZ) je Bpenmoct 6psume y uBopy 3a cBaky Koopjumaty. Jlok cmo ca N;)’
nedbUHACATIN AIPOKCAMATHBHY (DYHKIHM]y OOIHKa 3a mpuThHcak m ca PP Bpemmoctn
HPUTHUCKA Yy 4YBOpY. 3ameHoM jexnaunua (3.62)(3.63) y jenmaumny (3.61) mobujamo
ajarebapcKu cUTeM jeaHadnHa 3a NPUTHCAK 1 Op3WHYy Koju Tpeba Ia ce JIMHeapusyjy
U OHJIa PeIlie 3a CBAKW BPEMEHCKM Kopak. llpurTmcak m Opamma ce OHIA HA KPajy MOTY
J06uTH 3a OWJIO KOjy TauKy Y JIOMEHY IIPOCTOM HHTEPIIONIAIIjOM BPEIHCOTH JTOOMjEHIX

Yy 4YBOPOBUMA.

Jobpo je mosHaTto ma [ajepkuHoBa alpoKCHMAaIldja TaTH OJ HEKOJIMKO HyMEPUIKUX

npobsema. Ha mpumep, jaBiba ce HecTabuIHOCT 3a IIpobJjeMe KOju PelaBajy cTpyjama ca
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BesimkuM PejHosiicoBumM GpojeBuMa Tj. KaJia HeJIMHAPDHU KOHBEKTHU YJIaH je JIOMUHAHTAH
HaJT BUCKO3HUM daaHoM. Mcro Ttako Tpeba ja ce 3a70BOJbM M KOMIATUOWIHU YCJIOB
Ja Ou ce KOHTpPOJHUCAO “WiaH Koju caap:km mnpurucak. (OBaj yCJIOB He JT03BOJ/baBa
Jla ce KOPHUCTEe allpOKCHUMATHBHE (DYHKIHMje UCTOr pejla Koje OM alpOKCUMHPAJE IOJbE
6p3une u npurucka. OBO je HAPABHO MPODOJIEM TIOIMITO AKO KOPUCTUMO ITOJUHOME HCTOT
pela cuMIUMUKyje ce UMIIEMEHTAIMja HYMEPUUIKEe METOJIe a UCTO TaKOo Ce IITeIN U
pOpavYyHCKO Bpeme. McTo Tako MOry Jia ce jaBe HyMepuiKe HECTaDWIHOCTH aKO ce
KOPUCTE MaJli BPEMEHCKH KOPAIlH, MOCEOHO HA IOYETKY €BOJIYyTHBHOI IIporeca. 300r
OBUX HeJIOCTaTaka |a/lepKMHOBA MeETO/a je HeymoTpeO/bhBa y Ipakcw W 300T Tora
CcTadUIN3aIMOHe MeOoTIe cy moTpedbHe. Jemna o BeoMa MONHMX CTAOMIU3AIMOHUIX
Meroja je meroma Cabrpui ckejy crabuan3aluja Koju NemMo Mpe3eHTOBaTH y ciejehum

II0TJIaBJ/bUIMAa.

3.7 SGS crabunamsanmoHa MeToa

Y mperxojHe JiBe JIENEeHUje, HEKOJUKO CTaDUIU3AIMOHUX MEeTO[a Cy pa3BHjeHe
[MJbY IPEBa3MIaKeha HyMEPUIKUX HECTAOUIHOCTH KOje Ce jaBibajy KOJ, IMapIIHjaTHIX
JupepeHITNjAJTHIX jeJIHAYNHA KOoje Cy pelnaBaHe [ajJepKUHOBUM MeETOJ0M KOHATHHUX
esleMenara. Y Te3u heMo ce CKOHIIEHTpUCATH Ha cabrpus ckejs crabuinsanuone (Subgrid
Scale Stabilization-SGS) meroze koje ce ucro Haszuajy u Variational Multiscale mozemnu
WJIN METO/Ie 3aCHUBAHE Ha OCTATKY KOje Cy OPUTHHAJHO pa3BujeHe oj] cTrpane Xjy3a [86] 3a
KOHBEKTHO- TP Y3UOHO-PEAKTUBHY jeTHAYNHY & KACHUje IIPOIUPeHe Ha Jpyre jeJHadnHe

O/l CTpaHE€e MHOT'HUX ayTopa.

Ako paszmarpaMo abCTpaKTHH BapujalldOHO KOHTHHYAJIHE IpobjeM riue Tpeba mpoHalin

y € Y Tako ja,

m(y, z) =n(z) (3.64)

3a CBe 2z € Z, M U N NPEJICTaB/bajy OWJIMHAPHY U JHUHAPHY KOHTHUHYaJHY CJaly
dopmynarujy, 10k ¢y Y u Z cy 6e3rpaHuvHO jumMeH3uoHu mpocropu. Cabrpum ckeji
OPUCTYI 3a nobujarbe HyMepHdKor perrerba (3.64) ce cacroju y Tome ga mpBO Tpeba

pazmBojutu Y u Z Ha Y = Y, & Y uz = Zy @ Z, rme cy Yp, u Zj KOHAIHO
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JIMMEH3WOHU [IPOCTOPH T/I€ M HYMEPUYKO DEIlee IPUunajia, 10K Y U Z HPeJCTaBIbajy
6e3rpaHUIHO JUMEH3NOHE MPOCTOPe (KOHTHHYAJHE IIPOCTOPE) KOjU MOMYHaBajy Yy, Zp 110
Y, Z. IlpomensbuBe y U 7 ce MOT'Y Pa3/BOjUTU Kao y = Yp + U, 2 = Zp + Z U 3aMEHUTH

y (3.64) na 6u mo6uin,

m(yn, zn) +m(7, zn) = n(z) Yz, € Zy (3.65)

m(yn, 2) + m(5,2) =n(2) 2¢€Z (3.66)

Jennaunna (3.64) je Tpamcdopmucana y aBe jenHadnHe, i€ IIpBa jeHAYNHA PeEIIaBa
JAUMHAMUKY BEJIUKHNX WA PEIMUBUX BE/JIMYUHa JOK ApYyTra jeﬂHa‘iHHa penraBa JUHAMUKY
MaJIuX UJIU BEJUYUHA WCIOJ, HAJMAKe BEeJIMYMHE [IPOPadyHCKe Mpexke. lJiaBHa 3aMmcao
ce cacToju y TOME J1a ce IMpoHahe alrpOKCHMaTHBHO PEIeIbe MOJIe/Ia 3a jeTHaINHy KOoja
MOJIeJINpa MaJie BeJIUYWHE WJIM OHE HUCIIOJM BEJMYUHE MpPEeXKe, a OHJa Jla Ce 3aMeHH y
jeJIHAYMHY BEJINKUX BeJIMYMHA U OHJa Kao TakBe perte. Jpyrum peamma Cabrpu
CKejJI TPUCTYI IMOKYIaBa Ca CUMYJIMPA yTUIA] OBUX MAaJUX BEJWYNHA KOHTHHYAJHOT
mnpobjieMa Koje ce He MOU'y yXBaTUTU HYMEPUIKOM IUCKPETU3AIMjOM HA HYMEPUIKO
perrerme. YTHUIAa] OBUX MAJIIX BEJIUYUNHA j€ OHO IIITO HUje y3eTo y 003up Ko [ 'ajiepkuHoBOr
HYMEPHUIKOr IIpHUCTyIa mpobjeMa. Tpeba HATOMEHYTH Ja pa3jBajarbe BeJIUYINHAa Koje je
n3BpieHo y Cabrpuji ckejj1 IpUCTYILy ce Oasupa Ha IpojeKIujaMa Ha IPoCTope Zp U Z

un MoJie/Inpambhe MaJIuX BeJIMYUHa Ce obaBba, Ka/a ce HpO6JIeM ,HI/ICerTI/ISyje.

3.7.1 SGS crabwimzanumona merona 3a HaBuje-CToKCcOBY jemHaunHy

Umiiemenranuja SGS crabunmsanuone Metoje Ha jenHadnHama (3.59)(3.60) ce Bpum
TaKo IMTO ce pasjsoje dbyHKIuja Op3uHe u TecT GyHKIuja Ha u” = uy + a’,utte =
uZJrO‘ + 0" u v = vj, + V Koje ce TioBesyje ca pasjBajamem mpocropa Vgl = thfo @
Vi m ydnte = Vhd’n+a @ Vente 36or jennocrasrocTH mpernocrasulieMo a cy Maite
BeJIMYMHE BEKTOPA OP3WHE HA TPAHUIIN €JIEeMEHTA jeTHAKE HYJIU KA0 1 Ha TPAHUITN JIOMEHA.
OBaj mpuctyn omoryhaBa g CXBaTHUMO MaJjie BEJIMIWHE BEKTOpa Op3mie Kao (PyHKIHje
obJinKa Mexypa Koje HecTajy Ha rpanuiiaMma u3mely enemenara. Takohe hemo pasmBojutu
IPHUTHCAK Kao U TecT (PyHKIM]y mpucrucka kao p"tl = pZH + " ¢ = qn + § xoje

ce OJIHOCH Ha pasjiBajaibe MaTeMaTHIKOI mpocTopa Qo = Qpno + Qo.
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Axo y6anumo oy gexkommnosunujy y (3.59)(3.60) mohinhiemo 10 cucrema jegnavunna Koju je
amasoran ca (3.65)(3.66). Jexmaunie koje ce ofHOCE Ha BEJINKE BEJIUTHHE NI BEJININAHE
KOj€e Ce MOI'Yy YXBATUTH IIPOPAIYHCKOM MPEXKOM II0CTajy (aKO ce M30CTaBe YJIaHOBU KOjU

ce OJIHOCE Ha MHTerpaJjie Ha rpaHunu usMely esemenara),

(Seup, vi) + v(Vap e, Vvy) + (upt® - Vul ™, vy,)  (3.67)

—(pt LV eva) + (g, Voupte) = Y (@ vAY, +upt - Vv + Vo, (3.68)
Q.

+(60", vy) + (@Y VUt vy (3.69)
—@"t*a" . Vvy)  (3.70)

(", Vo vy) =1(v)  (3.71)

Jennaunne (3.67)(3.68) cy mobujene jemmaumne Beh y TanmepkunoBoj Mmerom
JOK jennaunaa (3.68) mpejcraBiba dIaHOBE KOjU Cy J0OUjeHH y CTaOUIM3AIUjH
simHeapusoBane cranumonapue Hasuje-Crokcose jemnaumpe. Oumire je MO3HATO A
yIroTpebOM OBUX UjIaHOBa y (hopMyianuju ce obe3behyje cTabuaIHcOT KOHBEKTHOT UIaHA,
Ka0 ¥ KOpHIhemhe WHTEPIOIANOHNX (DYHKIMja HCTOr pelia 3a I0/be€ MNPUTHUCKA U
6psune. Y jeanaumnama (3.69)(3.70) ce mojasibyjy wianoBu Koju cy Ty 3060r edekra
MaJinX BeJUYMHA BEKTOpa Op3WHEe Ha MarTaepujajiHd u3BOJ, jejaHadqnbe. llpBu wjian y
jemuaaunu (3.69) ce ojHOCH HA U3BOJ| IO BPEMEHY MAJIMX BEJUYUHA, JIOK JPYTU JIAH
ofpKaBa TVI00AJIHY KOJIMYIMHY KpeTama [93] mro Huje 3a70BosbeHO y [asiepKuHOBO]
meronu. Jemnaumna (3.70) npejcraBiba PejHOICOB cTpec TEH30p MasMX BeTHMYHHA
(q,u-Vvy) = —(@®u,Vvy)). Osa jennaunna (3.70) ce moxke mueHTUMDUKOBATH KAO
JupekTaH edekar TypOysIeHInje MaJUX BeJUYUNHA HA CTPYyjalbe BeIUKUX Bejudnna. Ha

Kpajy mocseba jeanadnna (3.71) mpeacraBiba edekar MaIux BeJIMYHMHA HA TPUTUCAK.

Kipyunn acnekr dopmynanuje koju pasjiBaja oj crapjapganor SGS mpucryna cy
jemnaqaune (3.69)(3.70) Tj. y acumekry Ja Cy cauyBaHH CBH “WIAHOBH MaJIUX BEJIMYIMHA

BEKTOpa Op3uHE y MaTepPUjaJIHOM U3BOIY €r3aKTHOT 10Jba Op3WHE.
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D u D (up, + 1)
—u=—(uy
Dt Dt (372)

=0, +ou+u-Vu,+uy,-Vuy, +4-Va+u, - Va

Tpeba npuMeTuTH 72 YIAHOBU Oy, U Uy V Uy KaJl ce JIMCKPETU3Y]Y Y BPEMEHY 1I0jaBJbyjy
y TanepkunoBoj dopmynamuju u ja mociaeImyu 4iaH jeaHadnde (3.73) mpejcraBiba
crapgapaay SGS crabunuzarujy. Ocranu dinanosu 00, U-Vuy u G- VU Cy HOBH 4JIAHOBI
KOjU peJoM O3Hadvallajy BPEMEHCKY 3aBHCHOCT MAJUX BEJIUYNHA, OJIpXKAe KOJMYUHE

KpeTama Kao U PejHOJI,HCOB CTpec TEeH30P.

Ham nuws je ga zabemo pememe ul ™, 0"t u pP Tt 5"t 3a 3amaro u?, 0" 3a cse vy, €
J p ho by, D ho h

V,fo,qh € Qpo. Ounmrienno je ga 6m To ypaauin Tpebajy HaM BPEJIHCOTH 3a MaJe

pesmmunae 0T, 5 koje e 6urn 106ujene U3 jetHAMMHE 32 MaJle BeJIMUUHE. Je HAUMHA

p

MOXKe Jla ce Hamwmie y JudepeHIinjaJHOM 0DJINKY,

S 4 (P 4 @) L varte — pARTe 4 VL = pite (3.73)
Voante =g (3.74)

rie rﬁﬁa u r;“}to‘ [IPEJICTaB/bajy OCTATKE KOMIIOHEHTH JOOMjEHUX METOJIO0M KOHATHHUX
k) K

ceJIeMeHaTa Uy U pp JaTU Kao,

rz;a — —P[(Stu” + (uz+a + un-‘roc) . vun-l-oc _ I/Alln+a + Vﬁn—H _ﬂ (3'75)
% = —P[V-u" (3.76)
rie je P = I — I, a ca I, je osmasena L? mupojeximja nHa omorosapajyhu

IIPOCTOP AaIlpoKcHUMalje Op3umHe U MPUTHCKA MeTOJO0M KOHAYHHUX eJeMeHaTa, IITO
JIOBOJIM JI0 TIPHUCTyTa mno3Harujer kao Oproropranna cabekeji crabuimsanuja. [Ipocra
BU3ya/M3alldja MPOjeKIrje Ha IIPOCTOpP pellerhba MEeTOA0M KOHAYHUX ejieMeHara W

neduHECakbEe OCTATKA je MPUKa3aH Ha cauiu 3.3.
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i

CiuKA 3.4: OproronajHa IpojeKIinja Ha IIPOCTOP PEIleha M001jeH METOIOM KOHATHIX
eJieMeHaTa

Ako y3memo y 003up aprymenTte GasupaHe Ha PypujeoBo] aHAIU3U 3a Maje BeJUINHE

[92], cucrem jemnauuna (3.73)(3.74), ce MOKe allpOKCUMHUDATH Ca,

1
S + Wﬁ”*‘“ =) (3.77)
1
1 ~n+1 n+ao n
s VA YA T10¢Ty (3.78)
2

rJe cTaOWIN3AlMOHN [TapAMETPHU T] U Ty UMAjy BPEIHCOT,

v un+a+ﬁn+a B
= (e + 02|hh|) ! (3.79)
h2
+1 _
Ty = e (3.80)

IJIe Cy €1 U C AJITOPUTAMCKH [IAPAMETPHU Ca IPEeNopyYeHrM BPEJIHOCTUMA ¢1 = 4 1 ¢y = 2
3a JimHapHe esiemenTe [126], 710K h je KapakTepuCTHUHA BEJMYUHE €JIEMEHTa MpeXKe.
Ca dusukanne tauke rieaumnra, amnpokcuMainuja (3.77)(3.78) mpobaema (3.73)(3.74)
ocurypasa sia he KMHeTHYKa eHepruja MOJIEJUPAHIX MAJIUX BeJMYNHA WU BPTJIOTa OUTH

npubJIMKHA KUHETHYIKO] €HePIUji er3aKTHUX Masux Bpriora [91].

Ca gpyre crpaHe, OPUMETHJIA CMO Jia BPEIHCOT MapamMerpa « 3a BPEMEHCKY
JINKpEeTH3aIjy Koju ce mojassbyje y jenuadnnu (3.78)-(3.79) me Tpeba HEONXOIHO Ja

OyJie UCTH Kao W allpOKCUMAIMjH 33 BEJIUKE BeJudnHe. Jak, HAIPOTUB, IPEopydyje ce
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Ja ce y3uMajy MeTOJie IPBOI pPeJia 3a MaJjie BeJIMYUHE JIOK je OTPEeOHO y3UMAaTH METOIe
JIDYTOr U BHUINET pelia 3a BejuKe BesudnnHe. 1o je 3aro mro he maje Beamduue Ouru
BeOMa MUCKOHTHHyHUTeTHe (DPYHKIM]e U JUCUNATUBHE (DYHKIHjE Cy OHIA IPEIopPYI/bUBE

3a T0. MImak Ha Kpajy IeJIOKYITHA allPOKUCMAaIlFja he UMaTu UCTU PeJl TAYHOCTH.

3.7.2 ®usukiaHe KapaKTepuctuke dpopmyJiaiuje

Y oBoMm ojie/bKy heMO ce CKOHIIEHTPHUCATH Ha (PU3UKAJIHO 3HAUEHE IOJIATHUX UJIAHOBA
y jemnaumnu (3.67)-(3.71). Beh je mamomenyTo ja oBM 4jIaHOBH Urpajy OGUTHY YJIOTY
V OIprKalby KOJWYWHe KpeTamba Kao n TypOyJieHruje mMajanx peanunnHa. Jla Ou Bugemn
OBe KapaKTEPUCTHUKE M Ja OU I0jeHOCTAaBU/IM HOTAIujy cMmarpahemo na cy dyHKIUje
Op3uHe U IPUTUCKa KOHTUHyaJHe (hYyHKIHje U Ja BepeMe HUje JUCKPEeTH30BaHO. Y OBOj
dopMyIanmjun MpoCTOPHa W BPEMEHCKa JUCKPETH3AINjy Cy KOMYyTaTHUBHE I1a 300T Tora

HeheMo mMaTH HUKAKBUX IIPOOJIEMA.
Opap2kambe KOJIMYNHE KpeTamba

[Touehemo ca anammzom edexra wiana (0 - Vuy,vy). CBpxa OHOD MITO ciaeau je na
npesenryje pesyarare u3 [139|, koju he 6urn cummndUKOBAaHN U aJANTHPAHU 38 OBY
dbopmynanmjy. Axko nocmarpamo cienehu npobiaem ymecro npobsema y jenuadunu (3.67)-

(3.71),

(Opup, vp) + v(Vug, Vvy) + (up - Vug, vi)

—(pn, V- vp) + (qn, V - up) — (v, £) — (vi, t)r
B B o (3.81)

—|—(8tu, Vh) + <ll -Vuy, Vh> — <u, u- Vvh>

- Z(ﬁ, vAvy +uy, - Vv, + V) g =0
K

Axo pasmarpamo ciaydaj d=3 u ako yamemo ua npumep vy = (1,0,0) u ¢, = 0 nperxonna

jeTHadYmHa, ce CBOJIM Ha,
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/ [(%(uh,l + le) — uh,1V . uh}dQ + / u- VthdQ/ Up, 1 Uy - ndl’
Q T

@ (3.82)
= / f1dQ2 + / t1dl’
Q T
lope maBesierno ocurypasa TI00ATHO ONPKAME KOJUINHE KPETArha, AKO,
- / Uh71V . uth + / u- VU}L,ldQ =0 (3.83)
Q Q
OBRO je UMITUIUPAHO jeJHAUYNHOM KOHTHHYHTETa Koja je mobujena ca vy = 0,
(an, V- upn) = > (8, Vap)i =0 (3.84)
K

rae je Vi /R C Qpo wiam apyruM pednMa up) HPHIajia mpocropy mnpurtucka. Oso je
OJIP?KUBO, HAPOUYUTO 34 je/IHAKE WHTEPIOJAIMOHe (DYHIIKHje 3a MPUTUCAK U OP3UHY. 3a
cranmapHy [ajlepKuHOBY METO/y OBaj 3aXTeB je HeMOryhie WCIIYHUTH, IOIITO jelHAaKe
uHTeprosanuone QyHKIMje He ucnymyjy und-cymn ycaos. Kao 3akipydax, wian (-
Vuy, vi,) 3a/10B0/baBa 17100aJIHO OJ[PKatbe KOJIMUNHE KpeTarba, [OIITo 6e3 Tor dYaHa y
JIMCKPETHO] jeJIHAYNHNA KOJUINHE KpeTama ao0uiu ou jia je fQ up,1V - updQ = 0 ymecro

(3.83), mrro me mMiHImpa (3.84).
Mopenupame TypOyJIeHIInje

YV HapemHUX HEKOJIMKO pevueHnIia NeMo MOKyIaTh a 00jacCHIMO MOT'YNHOCT MO IUPATha
TypOyJieHImje ca onucanoMm dpopmynanujoM (3.67)-(3.71) u kaksa je ynora wiana (@, 0 -
Vvy,) y cBemy Tome. VY crangapaaom LES npucryny ga 6u ce cumysupasto TypOyIeHTHO
cTpyjame Jiobuje ce jejHa jeJHAYMHA 33 BEJIMKE BEJUYMHE KOja je OOMYHO O3HA4YeHa ca
nproM u3HaL ipoMensbuBe. OBOJ jeTHAYUHU Ce JI0/1aje jeJlaH eKCTPa WIaH Ha CTAHIAPIHY
Haguje-CrokcoBy jemnaumny. Taj diaH ce 30Be HAIIOHCKU TEH30D OCTATKA WU TEH30D
BEJIMYUHA UCHOJ BeanduHe Mpexke &t = u ® u—u®u. Tensop R Tpeda na ce Mmomenyje y
3aBHCHOCTH OJ1 U Jia 61 ce 100n/Ia He3aBUCHA je/THAYIHA, TPOOJIEM MTO3HAT KA0 3aTBOPEHU

pobJieM u ka1 je To ypaheno, pesyiryjyha LES jennadnna Mmoxe jia ce peru HyMEPUIKH.
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Crpec Tenszop ocratka R je obmuHO pacraB/beH y Tako3BaHe Pejnosicos, Kpocos u
Jleonap/1oB Hamoncke TeHsope na 6m cadyBao [ajimyiean HEIPOMEHJBUBOCT OPUTHHAJIHE
Haguje-Crokcose jemnaumue y LES dopmynanuju. HenmpomeH/BUBOCT je ayTOMaTCKU
cavyBaHa y TPE3eHTOBAHOj (POPMYJIAINjU U TPUMETUNEMO J1a CYy aHAJOTHU YJIAHOBU OBUM
HAIIOCHKUM TEH30PHUMa CadyBaHU HA IIPUPOJAH HAYUH €A HAIIUM TOTAJHO HYMEPUIKUM
npuctymoM. IIpBo hemo paszmarparu moc/eama YeTPH WiaHa Y MATEPUjAJTHOM U3BOILY
(3.72) nomrro ce oHu jaBsbajy y Bapujainonoj jepnadunu (3.67)-(3.71). HYman —(u,u -

Vvp) = —(0® 0, Vvy,) o3naudasa PejHOIIICOB HAIIOCHKN TEH30D.

ok monaBameM TPU ocTajia diaHa MTOCTaje,

(uh -Vuy, Vh> — <fl, uy - Vvh> + <fl - Vuy, Vh> = (385)
—(up ® up, Vvp) (3.86)
—<uh KU+ u®u, Vvy (3.87)

AKo cajia 00paTHMO TMaXKiy Ha KOHBKTHM UJIAH OCTATKA V jeJHAUUMHHU BEJIMIUHA HCIIOJ
MoryhHoCTH anpokcuMaluje npopadyHcke mpexe (3.77) u ako ce y3me ja je P = I 36or

jETHOCTaBHOCTH, IPUMETHNEMO 1A

((up + 1) Vuy,v) = (3.88)
—(u;, ® up, VV) (3.89)
—(u, ® @, VV) (3.90)

Crora, MOYXKeMO 3aK/bYIUTH Ja MoauduKaluje yKpydeHe y cagamspi iy LES jenaqunu
Cy HEKAKO ayTOMTCKHU YKJbYUeH y Hally crabuiausanuony dopmysarnujy. o cama cmo
nmaan uareprnpentanmjy 3a (3.85)-(3.90) kao komrpubyimja ox crpaxe [ajmepkunose
dopmyaniuje, cradbuan3alyja W OIpXKabe KOJUYMHE KpeTarma U Takohe jeqHaunHe
KOje yIpaB/bajy JUHAMHUYKY €BOJIYIUjYy MaJuX BeJIMYuHA. Y CaJallibo] hOopMyJIanuju,
upeocraiu Pejnonacos manoncku wian (3.77) ce mobpuHyo 3a yTHId] TypOyJICHTHE

ecbeKTe MaJinX BeJIMYNHa Ha OHE BEJIUKE.
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Koimmko he mobpo nHama dopMynanmja pajguTd Kao TypOyJIeHTHH MoJesl 3aBucuhe
07l BAJIMJHOCTU AallPOKCHMAaIldje Koja je HallpaB/beHa 3a €BOJYTUBHY jeJHAYUHY 34
Majie BejquunHe. T'pebasio Ou y3eTw HEKH MpoO/eM KOju MMa AHAJUTHIKO PeIleHe
U KOjI je KapakKTepUCTUYIaH 3a BaJHUIAIU]y pe3y/aTara. Mogen 6u Tpebao 1ma
peIpoiyKyje pacuojeny eaepruje Ha KoamMoroposoj kacka i y (yHKIIIJU TAJIaCHOT Opoja
y @ypwujeosom upocropy tae E(k,t) =~ CKei{glk_E‘/ 3. Momen 6u mcto Tako Tpeba
Ja yXBaTu ojrosapjyhu maji KHUHETHYKE €Hepruje y BpPeMeHy, €HCTPOINjy Kao U JIpyre
craTucTuvke BejamduHe. Jlpyru craHjgapHu TecTOBH 3a TypOyJIeHIH]y je TypOyJIEHTHO
cTpyjame y KaHagy. Y TOM Caydajy Mojes Om Tpebao [ga ampOKCHMHUPA ITOHAIIAME
y TPAHUYHOM CJI0jy, Koju mpema llpaHaTiay mma JIOT MOHAIAMKe IMOCIe JAMUHAPHOT

nozciioja. OBakBa Bepudukaiuja je Beh ypahena na ce ca wom Hehemo 6aBUTH y TE3U.

Bakspyunhemo ga wian — (0,0 - Vvy) je wiaeHTHGUKOBAH KAo JUPEKTHUA JOMPUHOC
edekaTa TypOJEHTHOI CTPYjarba MaJuX BeJIMIMHA Ha OHe BestuKe. Kako roji, ¢cBU YJIaHOBU
KOju y cebu mMajy MaJie BeJIMYUHE Cy MHIUPEKTHO 10/ AEjCTBOM TYyPOYIEeHTHUX edeKaTa
3aTO IITO Cy MaJie BeJIWJHHE J00ujeHe W3 HeJnHeapHe jemaHaqune (3.77) Koja caap:Ku

(3.89)-(3.90).

3.8 JeanauyumHa eHepreTckor daJjaHca

3.8.1 Jeagnaumna eHeprerckor dasanca 3a HaBuje-CToKcOBY jeTHaAUMHY

Judepennujamna dopmytanuja Hasuje-Crokcose jemmaumne 3a gomen 2 C R3 je
nedunncana y jegaadunu (3.1)-(3.2) ca rpannanHuM ycsoBoM (3.3) 1 HOYETHUM yCJIOBUMA
nedbunucannm y (3.4). Oaj npobsieM ce MOXKe HAIMCATU Y KOH3€PBATUBHOM OOJIMKY 3a

ciy4aj JIupuxieoBuxX IpaHUIHUX YCJIOBA

ou—2V-pSu)|+V-(u®u)+Vp==Ff  wnutar Qx(0,7) (3.91)
V-u=0 unutar Q2 x (0,7T) (3.92)

u(x,0) = up(x) unutar Q t=0 (3.93)

u(x,t)=0 na TI'px(0,7) (3.94)
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rjie U OpeJcTaB/ba Kao U 00MYHO Op3HMHy CTpyjarba, p je NPUTUCAK, U je KHHeMaTCKa
BUCKO3HOCT durynma, S(u) = %(Vu + Vu') mpezcrasiba HpoMery TeH30pa H3IyKema, f

upejicraBiba cnosbaiiwy cuiy u (0,T) je BpemeHcKu nHTEpBaJ aHAIM3e.

AKO HCKOPUCTUMO (PYHKIMOHAJHE IIPOCTOpPE KOje CMO JeUHHCATU Y ITPETXOIHUM
[IOTJIAB/BUNMA MOXKEMO (POPMYJINCATH BapHUjaInony GpopMyJiaiujy mpobjaemMa Kao: Habhu

[u,p] =€ L2(0, T; HAQ) x L'(0,T; L*(R)/R) Tako xa,

(O, v) +2v(S(u), S(v)) + (V- (u®u),v) — (p,V-v) =(fv) (3.95)
(¢,V-u) =0 (3.96)

3a cse [v,q] € H}(Q) x L?(Q)/R u koje 3a10B0/baBajy noderte ycjiose. Y JabeM TOKY
TeKCTa IIpeTiocTaBulieMo Ja je pellerbe KJIaCHYHO, IMITO J03B0/baBa Jla HAIUIIEMO V =
u,q = ct rue je ¢ koucranta y (3.91)-(3.94) 3a csako t € (0,7). Ha kpajy gobujamo

jeIHAYNHY €HEePreTCKOT OaJlaHca Koja IyiacH,

a1

S5l = =20 S + (£ u) (3.97)

Jennaunna (3.97) caommraBa Jla BpeMEHCKa Bapujalija KHHETUUKE €HEePruje 3aBUCH O
aBa QakTopa, HauMe OJ MeJIeKyJaapHe aucuialiumje 300r BUCKO3HOCTH (iiynma Koja je
OYMIJIE/THO HETaTUBHA M CHAre KOjy BPIIHU CIIOJbHA CUJIa KOja MOXKe Jia Oy/le U IIO3UTUBHA
U HeraTWBHA. AKO NPENO3HAMO KHHETHUUYKY €Heprujy y Tadlu Kao k = u - u/2, Kao u
JUICHIIAIA]Y KaO €0 = 2v[S(u) : S(u)] 1 cHary y Tadnm Kojy reHepHIIe CIOJbAIIIba CIUTa

kao Py = f- u moxemo nammcarn jenmaunny (3.97) xao,

g0 = — / emord) + / Py (3.98)
o dt Q Q

[Ipema ommcy enepreTcke Kackale Kojy je mpe3eHToBao KosMOropos 3a TypOyJIEHTHO
CcTpyjambe, CTpyjarme ce MOXKe IMOCMaTpaTh Kao Ja je BODEHO CIIOJ/balllibOM CHJIOM KOja
JleJlyje Ha BeJlnKe BpTiIore (Majie TajiacHe OpojeBe) W caMUM THM CTBApa KUHETUUKY
eHeprujy Koja ce NPEHOCH Ha Majie BpTIore (BeJnKe TajacHe OpojeBe) HeJMHAPHUM

nportecuma. Kama ce mocturae Kosmoroposa myKnHa, BUCKO3HA JUCHUIIAIINja €HEPTHje
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€mol KOJU Ce Haja3u ca JiecHe crpaHe y jeinaqmnu (3.98) mpeysuma Jieo IpeHOCA

KUHETHYIKe eHEPruje y YHYTPAIIhY Tj. TOIJIOTY.

3.8.2 JeanaumHa eHeprerckor dbajsanca 3a LES momen

Y OperxojHUM TOJIaB/bUMa IOKa3aau cMo Jia y craggapaaum LES Mmojennma,
cemapanyja BeJIMYWHA Ha MaJle W BeJIMKe 3a npuTucak u 0psmHy y Hasuje-CToKcoBOj
jeJIHAYMHE ce M3BOJM Tako ITo [u,p] = [a,p] + [u/, p/], rje [a,p] upejcraBibajy BenKe
bunrpupane Bednme u (U, p'| HpecTaBba Mase BemunHe. AKO IPETIOCTABIMO HCTO
Kao y jenHaunnama (3.24)-(3.27) nobuhemo dbunrupany necrunubuy Hasuje-CrokcoBy

jeIHAYUHY Y KOH3ePBaTUBHO] (POPMHU:

ou—2V-pSa))+V-(ueu)+Vp=£f-V-R  wnutar Qx(0,7) (3.99

)
V-a=0  wnutar Qx(0,7) (3.100)
u(x,0) = up(x) unutar 2, t=0 (3.101)

)

i(x,t)=0 na TI'px(0,T) (3.102

mro je anajiorso jeganadnmHama (3.91)-(3.94) ocum JuBepreHiuje HAIOHCKOT TEH30pa
octarka R = uU®U — U ® U KOJjH ce HajJasWw ca JecHe CTpaHe jeJHAInHe
(3.99). Bapujanmona dopmynanuja npobiaema (3.99)-(3.102) rumacu: nabu [a,p] €
L%(0,T; H{(Q)) x L'(0,T; L? /R) Taxo na,

(0pa,v) 4+ 2v(S(0), S(V)) + (V- (u®@u),v) — (p,V-v) = (fv)+ (R, Vv) (3.103)

(V- 0)=0 (3.104)

3a cse [v,q] € HY(Q) x L*(Q)/R u koje 3a10B0/baBajy moderne yeaose. Ilomro je R
CUMETPUYaH, MOYKEMO HAIMCATH JPYTU WIaH ca jiecHe crpaHe y jeanaqdunn (3.103) kao
(R,Vv) = (R,S(v)). Homarno u 6e3 nkakBor ryburka yormreHocTu cmarpaliemo na je

BOJIyMeTpHjcKE aeo R abcopboBaH y WiaHy ca HPUTUCKOM. AKO IMOCTABUMO V = U, q =
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ct, 3a cBako t € (0,7) y jennaumuu (3.103)-(3.104), mobuhemo jeqHaunHy €HEPreTCKOr

basanca 3a dunrpupany Hasuje-CrokcoBy jeanadunmy.

L

d _
2 (GIE%) = =20 S@)[* + (R, S(w)) + (£ W) (3.105)
Cajyia MoxKeMoO Ja jedunnmeMo (GuATPUpaHy KHHETHUYKY eHeprujy Kao k = i - u/2

dbuiaTpupany MOJIEKYIApHY JUCHIAIM]Y KaO €y, = 2v[S(1) : S(0)], npomeny crBaparba
KHHEeTHYKe eHepruje ocrarka kao P, = —R : S(ll) m cHary oy crosbalime CHIe Kao

Pf = f- 1 Tako ma mpedopmysmmenmo jeamaummy (3.105) Kao,

d

— EdQ:—/ €moldQ—/PrdQ+/PfdQ (3.106)
dt Jo Q Q Q

3a TOTAJHO pasBUjeHO TYPOYJIEHTHO CTpYyjare ca J1e0/pUHOM (DUITEepa Y WHEPIH]AJTHOM
moJioncery, (GUITPUPAHO IMOJbEe Ce PadyHa 3a CKOPO MEJOKYIHY KHHETHUIKY E€HEPIHUjy
crpyjama. Crora [, kdQ) ~ [, kdQ) n npen wnan y jeapadunn (3.98) u (3.106) mocrajy
CKOPO jeTHaKU. AKO CITOJballliba, CHJIa YIJIABHOM JIeJIyje Ha BeJIUKe BeJIMIrnHe WA BPTIOre
cTpyjama, UCTO he ce JecuTu na fQ PfdQ R fQ PrdQ). Ca npyre crpane, aucumanuja
eHepruje y (pUITPUPAHOM TIOJBY Emnop J€ PETATUBHO MaJja U MOXKE ce 3aHeMapuTH. AKO
ynopeaumo jenaaquny (3.98) ca jemmadmnom (3.106) npumehyjemo ma 6u LES momen
IIOHAIITA0 KOPEKTHO Tpeba Jia ce yCIoCTaBl Ja je [q P.dQ ~ Jo €EmordQ2 . 1Mo Gu 3HAUMIO
Jla TPOMEHA CTBaparba KHHETHIKE eHEPTHje MAJIUX BeJIMINHA UJIM OCTaTaka Tpeba a Oyie
jeaHaka yepemheHoj eHepTruji BUCKO3HE JIUCHTIAII]e 38 MaJle BEeJTMUNHE IITO je TTOKA3aHO Y
nybsmkanuju ox crpane Jlmwimja [94]. YV caydjy mHornx nosuarux LES mojena kao o je
u Mozienn Cvmaropunckor [100], P, je yBeK IO3UTHBHO U CAMHM THM He MOYKE Ce OCTBAPUTH
MOBpAaTHN TpaHchep eHepTuje ca MaauX BPTJIOTa Ha BEINKE BPTJIOTE, IITO 3HAYN J1a Ce
TpaHcdep eHpruje yBek OIBUja OJI BEJUKNX BPT/IOTa K& OHUM MaJIMIM BPTJIO3UMAa, aJIud He

u 0OpHYTO.

3.8.3 Jemnaumna eneprerckor 6asanca 3a OproroHasHu cabrpm/j cKejua

CTadOMJIMAIIMOHN MOJEJI

Crabuim3alony MeTOJILy CMO IPEJICTABUIM y IIPETXOAHUM IIOTJIaB/bUMa a OBjle liemo

IIOJICETUTHU J1a C€ OHa CacTOjUu y pa3/Bajaiby KOHTUHYAJHOI IIPOCTOPA IJI€ CE peIleHhe
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Hasuje-Crokcose jemauune Moxe nponahn xao Hp(Q) = Vhd,o o Vi u L2(Q)/R =
Qn.o®Qo e cy Vi i Qo 6e3rpanusio IMMEH3HOHH TPOCTOPH KOJH TIOMYIhaBajy KOHAMHO
smmensuone npoctope Vidy m Qo v H(Q) n L2(Q)/R. Tloma npurtncka n 6psume ce

MOI'Y Pa3JIBOjUTH Ka0 U = Uy + U u p = pp, + P (ucTo BazKku u 3a Tect QyHKIH]E).

Bapujamuona dopmysanuja Hasuje-CrokcoBe jnHaumie je cajia pasjiBojeHa y JBa
cucreMa jennadmHa. Kajga 3aMeHEMO pasiaBojeHe (GyHKIMje W IOC/IEe HHTErPa/berba
10 JIEJIOBUMA W aKO 3aHEMApMMO HEKe YJIaHOBe KOjU HOCe WHTErpaliujy IO T'PaHUIA
u3Mely ejleMeHaTa, jeHAYMUHA 33 BEJIMKE BPTJIOre WJIN BEJIMYMHE KaJa je IIPOjeKTYjeMO

Ha IIPOCTOP MeTOJle KOHAYHMX ejleMeHara nocraje [92] [93].

(Opap, vp) + 2v(S(up), S(vy)) + (V- (up @ up), vp)
—(pn, V- vp) + (g, V - up)

> (@,20V - S(vi) + V- (wy ® Vi) + Var)a,
: (3.107)

+(0p, vp) + (V- (@@ up), v)

Ha 6u permmiu jennaduny (3.107) morpebuu cy HaMm u3pasu 3a GyHKIHje MaJIuX BeJuInHa,
npuTrcka u 6psune [, p|. OBu uspaszu ce mory nponahu u3 periema jeHaIMHE 32 MaJje
Beqmunne. Mako je maro ja ce gaTe jeiHadnHe HE MOTY PEIUTH er3akTHO, Tpeba npudbehun
aIIPOKCUMAINju J1a Ou ce 1o0mio pememe. My oBie KOPUCTUMO OPTONOHAJIHH CaOrpHIL
CKejJT IPUCTYII, KOju je basmpan Ha U300py MPOCTOPa KOJjU jé OPTOrOHAJIAH Ha IIPOCTOP
MeTO/Ie KOHAYHUX eJieMeHaTa. ¥ OBOM CJIydajy hemMo KOpUCTUTH KBa3W CTATUYKE MAaJie
BeJIMYMHE IITO 3HAYNU J1a HeheMo KOPUCTUTHU U3BOJL IO BpeMeHy y jennaunnu (3.77)-(3.78),

IITO Ha Kpajy J0oBOaHU J0 anpokcumanuje [91],

i~ T (3.108)

PR Torph (3.109)
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LJIe Ty p U Ty IPEJCTaB/bajy OTOIOHAJIHY IPOJEKIM]y OCTaTKa KOMIIOHEHTH Up U pPj Ha

IIPOCTOP METOJE KOHAYHUX eJieMeHaTa,

ryn = 10 [Oy, — 20V - S(wp) + V - (w, ® wp,) + Vpy, — f]

(3.110)
= —II} [-20V - S(up) + V - (0, ® up) + Vpy]
rph =~ [V - uy] (3.111)
re je H;Lr OpPTOTOHAJIHA IIPOjeKIThja, Ca HZ = I — Ily, tne je I jenruaUYHU BEKTOD

u I, je L? mpojekmmja ma omaropapajyhm mpocTop MeTofe KOHAYHHX eJIeMEHATa.
YerBapu, HyMepUdKa aHa/M3a CTAIMOHAPHOI JIMHEAPU30BAHOI NPobIeMa je YBeJIUKO
CUMILTIUKOBAHA, aKO je 0Ba MPOjEeKIIja MTOMHOXKEHa, ca KOeUIINjeHTOM CTaOUIN3aIlnje,

mTo je mokaszano y [142].

Y apyrom peny jenmaumse (3.110) mpeTmocraB/baMo Jia CIOJBAIIbA CUJIA PUIAa
Vhdo ¥ OHa Jejlyje Ha BejuKe Bpriore. lcro Tako CMO IPETHOCTaBUJIN jOII jeqHy
cuMILTUUKAIIA]Y 3a OcCTaTak Op3uHEe y KOHBEKTHUBHOM €YIaHy, Tj JMa heMo camo

UCKOPUCTUUTHU Op3UHY JIOOUjEHY METOIOM KOHAYHUX €JIEMEHATA.

Crabminsaliony napamMeTpu Koju ce mojasibyjy y jeasaunan (3.108)(3.109) ce mory

no6utn u3 Pypujeose ananmusze 6asupaHe Ha apryMeHTHMa 3a MaJje Beaundute [92]

v u _1
= [l + (e ) (3.112)
h h
h2
= (3.113)
171

1 u ¢y y jeqmaamnu (3.112)(3.113) cy asropuraMcKu InapaMeTpu ca HpPernopy<deHuM
BpejHOCTHMa €1 = 4 u ¢y = 2 3a JsimHeapHe ejiemente [126], mok h mpejcraBiba
KapaKTEPUCTUYHY BeJMIUHY eJieMeHTa Mpexke. 360p crabuim3alimoHnx mnapamMerapa
y jemnaumnn (3.112)(3.113) rapanTyje Ja KHHETHYKA €HEPHUIja MOJETMPAHUX MAaJUX
BEJIUYNHA AIIPOKCUMUPA KUHETUUKY €HEPUTH]Y €r3aKTHUX MAJIUX BEJIMYNHA WU BPTJIOTA.

[Tpernocrasuhemo ma cy nmapamerpu u3 jeauadnse (3.112)(3.113) koncranTe y cBaKOM



[Mornasme 3. Hymepuuko modesuparse mypoysenmmoz cmpyjarea U pa3eoj
Opmozonaane Cabepud ckeja cmadbuau3ayuore MEmMode ca QUHAMUNKUM Npaherbem
MAAUT 8PMA02G, 91

esementy. Jemnaumna (3.107) 3ajeano ca ampokcumanujom (3.108)(3.109) sa made

BeJIMYMHE YUHE HYMEPUUYKHU IIPUCTYI 11pobiieMy perniaBama Hasuje-CTokcoBe jennaqnme.

Jla 6u HAILIM jeJHAYMHY €HepPITCKOr OajlaHca 3a OPTOrOHAJHU CAOTPHUJ CKEjJI IMPUCTYI
pemaBama HaBuje-CToKcoBe jeqHAUNHE MOXKEMO HAIMCATH Ja je Vi = Up U qp = ¢t y

jennaunnu (3.107). OBo qoBOM JIO jejHAYMHE,

s luall? = =208 (un)[* = D (@, 208 () + V - (up @ wp))o, +
c (3.114)
+ Z(ﬁv V- uh)Qe + <f, uh>

rre {e mpecTaB/ba TPOPATYHCKHU TOMEH CAdUILEH OJT e-TOT efeMenTa Mpexe. Cymarnmja
ca MHJIEKCOM € IIPETIIOCTaB/ba Ja Ce BPIIU CyMallija 0 CBUM eJieMeHTHMAa. AKO y3MeMO y

063up anpokcumanujy 3a Maje esananere (3.108)(3.111) y jeanaunun (3.114) mobuhemo,

1d
2 o2 = —20 () + (Frow)
— ZTl(H;[—QVV . S(uh) + V- (uh (=) uh) + Vph], (3‘115)

e

20V - S(up) + V- (up, @ up))a, — ZTQ(H;(V -up), V-up)o,

e

[Tomro cMo MH OBJIe 3aMHTEpecOBaHU 3a Bejuke PejHosacoBe OpojeBe, cBU
CTabUIN3AIMOHY WIAHOBH KOjU Cé MHOKe ca BUCKO3HOLINY Tpeba Ia ce 3aHeMape, IOCTIe

gera mobujamo ciaemehy jenrHadnHy eHepreTcKor bajiaHca,

1d
5@”“!1”2 = —20[|S(up)||* + (£n, up)
—ZH(HZ[V- (up, @ up) + Vpr), V- (up, @ up))a, (3.116)

=Y (V- uu), V- up)a,
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Ako jeduHHIIEMO HyMEPHUKY KHHETHUYKY eHeprujy crpyjama ca k' = %\uh|2,

h

HyMEpUYKy IUCHIAIM]y 3a BeJUKEe BEeJIMIUHE Kao €, , =

2vS(uy) = S(uy) 1 HyMepHIKY

CHary crojbaime cmie kao PP = fj, - uy,. IIpemosnalieMo Ha cBAKOM eJleMeHTY Pf” Kao,

P = 7 PIT oy p phT (3.117)

rjie je,
P;”l = HZ[V (up ®@up) + Vpp| - [V - (up @ up)] (3.118)
P = I(V - w,)(V - up) (3.119)

Kaza cmo cee nedunncanu jeauaqanny (3.116) MokeMO HAIIICATH KAo,

d
— [ khaq = - / el dQ — / PIMdQ, + / P}dQ 3.120
dt Jo q " Z: Q. o 7 ( )

Jacuo je ma k" ce ommocu ma IEeJIOKYITHY KWHETUYKY €HEPHUTjy CTpyjama TakKo Jia je
fQ EhdQ ~ fQ kdS). Ca apyre crpane, ucro he ce mecuru ma je fQ P}’dﬂ ~ fQ PrdS) Tako
Jia CIoJballliba CUJIa JIeJIyje caMO Ha BeJIMKe BpTjore. JlonaTHa MoJieKyJIapHa JTUCUTIAIIN]A,

BEJIMKUX BpTJIora bmhe 3aHeMap/buBO MaJja TaKo 1A je fﬂ 621 o d2 = 0.

Cuenehe KpyuujaaHo mnuTaimbe je Ja Jd he ce 3aj0Bo/bUTH  ciejneha  pesanyja
Y e er PhdQ ~ fQ €Emold§) 3a OpTOrOHAJHY cabrpujy ckejji QopMyJanujy jga owu
610 mobap HyMepwdKHM TpHUCTYI 3a pemnteibe Hasmje-CTOKCOBe jeqHadmne 3a TOTATHO
dopmupano TypOyJIeHTHO cTpyjambe. YcTraBapu, TO Hehe O6uTu cjydaj 3a CBe UJIaHOBE
y P’ cxommo ToMe Ja Cy CBH WJIAHOBM HACTAlU KAO TMOTPe6a 3a HyMEPHYKOM
crabunuzainujoM.  JacHo je Jla HEKH OJ THUX WiaHoBa Tpeda Jia alpOKCUMUDA)Y
cpejiby MoJieKyaapHy aucunanujy y jepsadunu (3.98). Kachuje hemo mokasary s36or

HUCTP2KUBAYKUX Pa3Jiora /ia CBU YJIAHOBH Y PThT 3a/10BOJbaBajy OBY IPETIIOCTABKY.
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3.9 Emneprercku TpaHcdep MaJIx BEeJIMYUHA y
OpToronaJyHOj cadbrpu/i CKejsl cCTabMIn3aIiiOoHOj MEeTO N

KOHaYHHX eJieMeHaTa

3.9.1 Crabuiu3anmnoHu napamMerpu 3a Bejmuke PejHosincoBe OpojeBe

Y jemmaannn (3.112) gar je n3pas 3a CTaOUIMBAIIOHN TTApAMETAD T1. 3a CJIy9aj BEJUKUX
PejrosincoBux 6poejBa, BUCKO3HU UJIAH CE MOXKE M30CTABUATH 34TO IITO jé KOHBEKTHH JIaH

JOMUHAHTAH, IIITO JOBOIM JIO

h
R ——— 3.121
! c2|up| ( )

Ca npyre crpane, kopucrehu jennaunny (3.121) y uspasy 3a mapamerap 7o y jeJHAUNHN

(3.113) mobuhemo

7o~ Zhiuy,| (3.122)
C1

Kana ce kopucre rope HaBeJeHI CTAOMIM3AIMOHN [TApaMeTPH Y UMILIEMEHTAIIU]U METOJIE
KOHAYHUX ejleMeHara, h perpesenTyje KapaKTepUCTUYIHY JIY2KUHY eJIeMeHTa Y 24¢, JOK Up
[IPEJICTAB/bAa KAPAKTEPUCTUIHU Op3UHYy JeDUHUCAHY HA CBAKOM €JIEMEHTY IPOPAvyHCKE
mpexke. Ha mpumep, Moxke ce y3eTu 1a je cpejiha BpeJHOCT Op3uHe Ha ejgementy. [llTa
roj Jia ce y3Me 3a Op3uHy OuTHO je na 71 Tpeba ja 3aBUCH MHBEP3HO Yy OJHOCY Ha
Ty KapaKTepUCTHIHY OP3MHY JIOK To Tpeba na Oyje nporopimonaian ca 7o. OBaKBO
roHaImame he HaM omoryhumrTu ja HampaBumo pesamujy usmehy Pf” U MOJIEKYJIApHE
IPOMEHE JIUCUTIAIN]E €, Kao IITO je HAIIOMEHYTO y YBOIY, 3a 3aJaTy MPOPATyCHKY
MpexKy MU heMo pa3MOTPUTH CJIy4aj KaJa je KapaKTepUCTUIHA BeJUYMHA ejieMeHTa h
JIOBOJbHO (bWHA TAKO Jia JIEKU y WHEPIMjaJHOM Iojoricery. Mueprujasau rojomcer
Moxe Ja uMa guMuTupajyhy speasoct [Ipr,lgr] tie je Ipr =~ 60n u lgr ~ L/6, tue n
npejictaB/ba KoJMOropoBy My»KHHY y 30HU TJie ce JelaBa Jucunaiuja u L npeicraBiba
BEJIMUUHY CTPYjaiba KAPAKTEPUCTUIHY 3a BeJUKe BPTIore. Ako ca U 03HAYMMO CPETbY
BpeJIHOCT m3abpaHe KapaKTEepPUCTUUHE OP3WHE 3a 33 aTH eJIeMEeHT IMPOPaIyHCKe MperKe

koju he 6uTn kopuiiheH y uzpasuma 3a crabuiausaiujy. pyra xunoresa Kosamoroposa
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CJIMYHOCTH OHJIa FapaHTyje Jia 3a BpIIor Bejmuunne [, Tako jga je | € [Ipr, lpr] u U moxe
l U ~ Hy3. T
caMO JIa 3aBUCH O, €0 U I, ycTBapnm (€motl)/?. Tama ciemu na esemMeHTaApHU

cTaOMIM3aIMOHN TIAPAMETPHU MTOCTA]Y,

h h
ac ™ 77 T q/2 3.123
9™ T ™ emotl) /3 (3123)
T2,ac ™~ hU ~ h(emoll)l/3 (3124)

Kao mro je nperxogHo HallOMEHYTO CUMOOJ ~ Ce KOPUCTU Jia OU O3HAYMO IIOHAIIA CE
Kao0, Tj. YJAHOBU KOjU CYy MOBE3AHU OBUM CHUMOOJIOM CY AIIPOKCUMATHBHO jeTHAKHU CBE JI0
koHcTaHTe. Kako roa, Mmu hemo y mapbeM TEKCTY KOPUCTHTH JeJHAKOCT 38 UJIaHOBE KOjU

Cy alpOKCUMATUBHU Kao y jeanadunu (3.123)(3.124).
EnemenTapHa cpeama BpeJIHOCT YJjaHa PTth

Axko ca H?[V- (up, ®up) 4 Vpp] u-ry KOMIOHEHTY TIpojeKIuje y e UHUI]H Hy MEPUIKOD
Tpancdepa KUHETUYKE €Hepruje MajJuX BeJIUINHA PThT1 y jennaunnu (3.117) u ako ca up;

03HAYUMO U-Ty KOMIIOHEHTY Op3uHe.

Pazmarpahemo muckperm3oBanu IOMEH KOjU UMa Tp YBOPOBA 3a IIPUTHUCAK, T, IBOPOBA
6 h phm
3a Op3UHY U N, ejleMeHaTa popadyHncke Mpexe. ledunncahemo cpemmwy Bpennoct Py

y eJeMeHTy Mpexe ). Kao,

1 1
Phn = o /Q (PIm)i0, = o /Q 1T [V - (@ up) + Vpn) - [V - (wn @ wp)|d% (3.125)

Cuenehe hemo ja nedununiremo wianose <ijg1>U u <Pﬂf§1> py jennaunnn (3.125) koju he

ce HE3aBUCHO TPETHpPATH y aHamM3u. [1e cMo jredunncan,

1
(PIyy = A

€

( /Q 1Y - (@ w)] - [V (un © wy)}d9)

1
A /Q i (uful?) O (ugult) dSe) (3.126)

- Y (0 w0y ()
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u Takobhe,

(P2 = g T () [V 9 - (0 w)la)

1
=77 /Q Bipnd; (ufjult)dSe) (3.127)

1

L e, a0

OunrneaHo je ma Ha Kpajy UMaMmo,

(PP = (P70 + (P p (3.128)

AKO HaCTaBMMO aHAJIONHO Ca, IIPETXOJHOM AHAJIM30M MOXKEMO Ja JIeUHUIIEMO U P7f”2

Koju je nedunucan y jennauunu (3.119).

(P2} = 3 M (V- w) (V- w)an)

1 B2 1
S ) 2d0),) —
7t @adying -

e

(3.129)
( / QJTM(V - wy,) (Bsult)dS2, )

N3 jenmaumue (3.117) m ako y3memo crabmimsanuone mapamerpe (3.123)(3.124) kao
u (3.125) (3.129), moxkemo Ja JedUHUIIEMO CPElby BPEIHCOT CTBapalba KUHETHYKE

eHepruje PJ” 3a Besmke Pejnosicose 6pojeBe Kao

(PIT) = (Bl + m2(PLT2) (3.130)

3.9.2 Pemnremwe m100MjeHO MeTOAOM KOHAYHUX eJjieMeHaTa 3a I10Jbe

IpUTHCKa u 6p3uHe u L? mpojeknuja

KommonenTe aumckperHor mosba Op3uwHE U; Ce MOrY HAIUCATH Kao yOOWIajHO 3a

IIPOPAYYHCKY MPEXKY KOja UMa 7, IBOPOBa Kao,
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Uz

ul(x) =Y Nix)U; (3.131)
a=1

rze je anpokcnmarusHa dyuknuja NG (x),a = 1,....,n, je 6a3a 3a Vodh n U je BpesHoCT

Op3uHe y 9BOPY IIpOpadyHCKe Mpexke X2, b = 1,...,n, Taxo ja je,

ul(x%) = U? (3.132)

Y ciaydajy na je up Ja je mHTepIIoJalija MeTOJ0M KOHAYHHUX ejieMeHaTa, BPeJIHOCTH Y

YBOPOBHMa CYy €r3akKTHE M OHJa Ce€ MOXKe HallucaTu,

ul (xP) = U = ui(xP) = ud (3.133)

(2 3

Axo caja mpermoctaBuMo cieehy mHTepnonanujy 3a PejHonacose namomne,

ufu?(x) Z N’(x) UZ-bU](? (3.134)
b=1

AKo jedUHHUIIEMO JIUCKPETHO II0J/bE IIPUTHUCKA Pj, MOMKEMO ' HAIIUCATU Kao,

Tp
pr(x) =Y Nj(x)P* (3.135)
a=1
rjie je nnTepnoanuona dbynxmuja 3a npurncax Ny (x),a = 1,....,n, je 6aza 3a Qp o u P*

j€ BpeIHOCT IPUTCKa y 9BOpY X% mpopadyHCcKe Mpexke. Beh cMo HammoMeHyH Ja je jeaHa
0/ TIPEeIHOCTH KOpuIlihema cTabuIn3aImone MeToe Kao mro je OproroHajHa cabrpu

CKEjJI J1a, MO2KEMO J1a KOPUCTUMO UCTE UHTEPIoaIone hyHKIMje 3a Op3uHY U TPUTUCAK.

Ca jpyre crpane, 6ulie morpebHO J1a JaMO eKCIUIMIITHI U3pa3 3a IIPOjeKTOBAHE YIaHOBE
L[V - (v, ® up)] u TH(Vp,) xoju ce jasmajy y jemmaummama (3.126)(3.127)(3.129).
Ako y3MmeMo y 0063up (DYHKIHjy 1) cpadyHaTe W3 allpOKCHMAIAje MeTOJOM KOHATHHUX
eJieMeHaTa, Tj. HUje MoTpebHo Ja Oyne KoHTuHya Ha. HbeHa mpojeknuja Ha V,ffo ce MOKe

HalycaTn Kao,
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() = >  N(x)I (3.136)
a=1

ca koedbunujearom [1* xoju je nobujen u3 perema JTUHAPHOT CUCTEMA,

zn

> Mt = / NlydQ b=1,..,n, (3.137)
Q

a=1

MY = / N°N®dQ (3.138)
Q

Marpura mace y jennaunau (3.138) ce Moke anpOKCHMUPATH Ca IHATOHAJTHOM MATPUIIOM
diag(Mi1, ..., My, n,) xopucrehu cranmapano npasmio laycose kBajaparype. Y ToM

CJIy4dajy MOXKEeMO ITHCATH,

I = M, / NP4y, dS (3.139)
Q

Tako sa jeanadnna (3.138) mocraje,

(vpy) = iMa—;N“ /Q Ny dQ (3.140)
a=1

Cuepghe mro Tpeba Ja ypajauMo je Jia 3aMEHHMO IOpe HaBeJeHe M3pase 3a JUCKPETHY
6p3uHy 1 IPUTHCAK y W3pa3e 3a <P7ffgl)U, <P7ffg1) pu (Pﬁfgﬂ KOje Cy JlaTe ca jeHadnHaMa

(3.126)(3.127)(3.129).

KoupekTusnu wian <Pﬁg1> KOjU je 3aJly:KeH 3a Maje BejauunHe 6p3une (3.126). IIpso
hemo asgpecuparn winan y apyrom peiy jeanaumbe (3.126), koju hemo ozmadmTu ca

(PM1)y1. Axo samennyo jexnaaumy (3.134) y osaj wian go6uhiemo,

1
(P ua = o7 /Q D oNULUS 0N URUL ) (3.141)
e e a b
1
= V[Z(UiaUyU,‘;Uﬁ / DN O N A, ] (3.142)
e Qe

a,b
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Ynan y tpehem pemy jeanaqune (3.126) hiemo osnauuTu ca (Pth>U,2. Axko 3ameHumMo

jemmasmme (3.134)(3.140) mobuhemo,

(Pt vz = =37 ) > MmN Nca,-NanU;dQZakN”U,’;U]’?]dQe>
1 " ’ (3.143)

= *v{ZW{lU]‘?U,gUﬁ /Q (0N~ M N° /Q N°9;N*dQ]dQ.}

¢ a,b e c
Y mapeanoj jemnadnnu hemo mgeduHECATH TeOMETPHjcKe daKkTope,
Iy = /Q O;N°O;NdQ. (3.144)
G = / [O;N"> " M 'N° / N€9; N*dQ)dQ. (3.145)
e - Q

Oba dakrTopa 3aBuce 0l ejeMeHaTa MpopadyHcKe Mpesxke. Jlok Ifjb AMa]y JIOKAJTHHI
KapakTep y CMUCJY [1a 3aBUCH CaMO OJi MHTepHoasnnoHe (byHKIMje U TUIOM eJIeMEHTa
KOJU ce KODHUCTH, Ca Jpyre CTpaHe G%‘-’ nMa TJIODAJIHM KapaKTep 3aTO IITO CAJPIKU
WHTErpaImjy meaor mpopadycHkor gomena (2. OBaj riobaanum KapakTep je yciren

[OCJIe/TUTIE JIa je TIPOjeKIyja YHyTap (Phﬁ)

Kopucrehu noranujy craructudke MeXaHuKe 3a KOPEJAIMony (pyHKIUjy Op3umHe,

ab __ arrb
B = (UzUY) (3.146)

JOK MO2KEMO JIa HalIUIIIeMO H

B, = (UrUSURLY) (3.147)

Moxkemo ma ybammmo jenmaunmue (3.144)-(3.147) y jemmaunmmy (3.142)(3.143), na 6m

Jobusm cienehn n3pas 3a KOHBEKTHH “JIAH (P,ffglh]
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hT ht hT
(Pre o = (Pri)ua + (Prit)ue Z B (I8 — G (3.148)
Cymuparse IpOCTOPHUX JIMMEH3Uja UHJIEK A 1, j, k ce npernoctasiba y jennauntn (3.148).
Cnenehe hemo nedunncarn u3pas 3a WiaH [IPUTUCKA <P’”1> p. Axko ysmemo y o63up
jemuaauny (3.134)(3.135) y (3.127), mobujamo 3a wian y jayrom peiy jeanaqnse (3.127),

Koju cMo ozHaumm ca (P py.
e 1P,

(Pi )Py = %( / [Z Oz-N"P“ZaijU}’Uf’]dQJ (3.149)
= Vl D (putud) / 8;N9;N’dS,] (3.150)
€ a,b

Axo caza y3memo (3.134)(3.135)(3.140) y Tpehiem peay jennaunue (3.127) mobuhemo,

1
(Pl P2 = A / D M, 1NC/ Neo; N“P“dQZB NPULUP)dQ.)

5O/C

(3.151)

1

= (P [ N M / NN d}
€ ab e ¢ @

3a zajane reomerpujcke dakrope (3.144)(3.145) u ako y3MeMO HOTAIM]y CTATHCTUYUKE

MeXaHUKe 3a KopeJaiujy uamely npurcka u Op3uHe,

B = (PUUY) (3.152)
MOYKEMO HAIIACATH <Ph”) P Kao,
i} 1
(Pre)p = (B P+ (P2 = 37 D By (I — GI) (3.153)
€ ab

rJie ce cyMallja BPIIH Ca WHAEKCUMA 1,].

JluBepreHTHH *LI1aH (Pff?> KOjU je 3ajly?KeH 3a MaJie BeqnduHe npurucka (3.129), tako

J1a Ta MOXKEMO JepUHUCATH Kao,
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(PI)p ZBab (Ifh — G (3.154)

rie je ijb KopeJianuja Op3uHe Ipyror peja.

Ako y3memo jegnaunue (3.148)(3.153) u (3.154) y jeamaunun (3.128) (3.130) mobuhemo

n3pa3 3a Cpe/iby BPEJTHOCT IIPOMEHE KUHETUYKE eHEPTHUje MaJIMX BeJIMYUHA.

(P) = TLac(PRE) + T2ac(PE?)

= vZ[TLaC(BU kj + Bazk) + 72 acB ]( zqkb - G?k?)
a,b

(3.155)

3.10 OpToronajna cadrpmj CKejjl MeToJda ca ANHAMUYIKIM

HpaheH,eM MaJInX BeJINYMHAa

o cama cmo npeduHHCcAIM IITa 3HAYA OPTOrOHAJHOCT Yy METONOJIOTHjU U KAKO Ce
[IOHAINA]Y MaJie BeJUYMHE Kajia WX IIOCMATPaMO Kao KBa3W CTATUYKE, a caja heMo
ce CKOHIEHTPUCATH HA TO IITa HAM JOHOCH JUHAMHUYKO Npaherbe MaJinX BEeJIUIUHA Tj.
BPEMEHCKH U3BO/I AIIPOKCUMAIIje MAJIuX BeJnduHa. Tako J1a ce BpeMeHCKU U3BOJI Op3uHe

MO2K€ HalluCaTHu Kao,

o = dyuy, + O (3156)

[IpBu 4san ca jecHe crpane Tpeba OCTABUTH aKO j€ BDEMEHCKA [IPOMeHa, MAJIMX BEJIMIUHA,
3aHeMapeHa ITo je Omo ciydaj 0 caja. A ako y3memo y o03up 0Baj M3BOJ, MAJAX
BesimunHa 106uhieMO TakKO3BaHO AMHAMUYKO mpaheme Majnx BegumduHa. Kao mro je
nokazano y [93| apyru wian y jexnadnnu (3.156) 10BoHM 10 KOPEKTHOT HOHAIIAA TIIEMa
3a BPEMHCKY JUKCpeTH3alujy u Behy TadHocT came gopmysnaruje. AKo y3MeMo JOMeH
KOJU je JINCKPETU30BAH Ca MPOPAIYHCKOM MpexkoM. Kao mro je u nperxiHo objarrmkeHo
crapTHa Tadka dopmyasnuje he butu paszjsajare npomerspuBux. OBje HeheMo y3eTu y
003up MaJie BenarHe TpUTUCKa. Tako 1a ako je U je ogpeheHa arpoOKCHUMAIITja er3aKTHE
Op3uHe MaJIUX BeJIUUNHA, Pa3/iBajambeM Jobuhemo u ~= uy + 4, p = py. Kama ybarmumo

y jemmaqume (3.49)(3.50) mobuhemo,
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(Opup, vp) + (uy - Vug, vi) + v(Vup, Vvy) — (ph, V- Vi) + (qr, V - up)

(O, vp) — Z(ﬁ, vn - Vv, +vAvy + Vap) k

- (3.157)
+) (@,vn- Vg, + grn)ox = (F,vy)
K
(00,9) + > (u,- Vi —vAQ, )k + Y _(vn- Vi, ¥)g,
K K
+Y (B, + w - Vuy, — vAW, + Vpy, V) (3.158)
K

+ Z(Vn -Vuy, —ppn, v)or = (£,v)
K

OBe auckperHe BapujalMioHe jeTHAYMHE MOpajy Ja Oyay 3aJI0BOJbeHEe 3a CBaKy TEeCT
byurwjy [Vi,qn] € Vi X Qp u v € V e je 1% je mpocTop y KOM ce HaJia3e MaJie

BCJIMYNHE.

OcuM mTo ¢MO y3eau Ja Cy MaJjie BeJUduHe MPUTHCKA jeJHaKe HYJId HUCMO HAIHHUJIN
HUKaKBY APYyTy ampoxkcumMarujy. lIpe Hero mro HaYMHUMO OMJIO KAaKBY AIPOKCHMAIIH]Y
npBo hemo nedwHHCATH TPOCTOP 3a MaJjie BeJIWYUHEe, Tj IPOCTOP IIe IpHUiajga U 3a
dukcao t. Kao mro cmo Beh objacHmym Hail mpocTop v KOM he ce HaJIa3u3UTH MaJie

BeJIMYNHE je OPTOrOHAJIaH Ha MPOCTOp JedUHUCAH METOIOM KOHAYHUX ejemMeHara Tj. V

j€ TmoAITpoCcTOp O VhT.

[Ipea ampokcumariuja kojy hemo nHaumauTu je 1a je U ~ 0 Ha 0K 3a cBakuU eJieMEHT
y HPOPAYYHCKOM JIOMEHY KOjU je IHMCKPETH30BaH HPOPAIYHCKOM MpeKoM. (OBakBy
AITPOKCUMAIIA]Yy MOXKEMO 3aMHUC/JIUTH Kao Ja cy QGYHKIHYje MajanX BEJIUINHA, Kao
dyuKIMje Mexypa Koje cy Hysa Ha rpanunama eneMenTta. Ca Jpyre crpaHe OUTHA

alpoKcuMalIlija, je

D (u - Va-vAn Vg & Y T (i, Yk (3.159)
K K

IJe je Tk je ceT aJI'OpPUTaMCKHX IlapaMeTapa KOju Cy cpadyHaTH Ha CBaKOM €JIEMEHTY,
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1 av | efludlper

rie je hi KapakTepUCTHYHA JyKUHA €JIEMEHTa W ] W Cy Cy AJTOPUTAMCKE KOHCTaHTe
KOje 3aBHCe OJI AIPOKCUMAIINje METO/IOM KOHATHUX eJIeMeHTa. XTeJn Ou Ja HaIOMEHEeMO
Ja mapaMerap Tx J0Ja31 OJI allPOKCHMAIMje IIPOCTOPHOr olleparepa, IITO jeé MOKA3aHO
y jenmaunau (3.159). Crora, Hukaj HeheMO yK/bYYMTH 3aBUCHOCT Tk O] BPEMEHCKE
juckperusaruje. OBa amnpokcuMmaryja he HaM JI03BOJIATH Ja (DOPMYJIUIIIEMO METOJ,
KOJU ce MOXKe mMIieMeHTHpaTtu y Koja. OH ce cacroju y Tome ja Tpeba mnporahn

u, € L2(0,T;V3,) u py, € D/((),T; Qp) Tako ja,

(Opap, vp) + (U, - Vuy, vi) + v(Vuy, Vvy) — (pp, V- vi) + (qn, V - up)

i (3.161)
— Z(u, W, - Vv +vAvy 4+ Vap) k = (£, vp)

K

(0, %) + > T (0, V)
K (3.162)

—I—E:(mk -Vuy, —vAuy, + Vpp, Vg = (£, V)
K

[TperxoHe jeaHaunne Mopajy Ja Cy 3aJ0BOJ/beHE 3a CBe [V, qp] € Vi X Qp u v € V.
YV KOHTEKCTy cTaOmIm3alioHe MeTOo/ie KOHAYHUX ejleMeHaTa aHa/n3a CTabuIHOCTH Ou
TpebaJio J1a ce cupoBee fa Ou ce JoKas3aso ga MeToje Hehe nuBeprupaTu Kajga v — 0 u
JIa ce omoryhm 3a 6mI0 KOjy KOMOMHAIIN]Y MHTEPIIONAIMOHNX (DYHKIMja 38 MPUTUCAK U
6p3uny. pyru 3axTeB MOXK/1a HUje MHOTO OMTAH aKO ce y3Me y 003up WH(M-CYI yCI0B 3a
crabuIHe MHTEPIIOIauoHe (pyHKIMje, JTOK je IPBU YCJIOB HEIIITO IITO MOPa, Ja Ce UCIIYHMA.
Ca HyMepwdKe Tadke IVIEAUINTa, METOJE KOje IUBeprupajy kaga v — 0 cy TOTajaHO

beckopucHe 3a Besmke PejHosiacoBe OpojeBe, Tako U 3a MOJeIUparbe TypOyseHmje.



[Mornasme 3. Hymepuuko modesuparse mypoysenmmoz cmpyjarea U pa3eoj
Opmozonaane Cabepud ckeja cmadbuau3ayuore MEmMode ca QUHAMUNKUM Npaherbem
MAAUL BPMAO2G, 103

3.10.1 wmcunatuBHA CTPYKTypa M MOTYNHOCT Moaejunpama NOBpaTHE

eHepruje MaJjnux BeJImYrmHa

[TpBo hemo medunncaTn jokajHE OaJlaHC €HEpruje ITo he HaM OMOIyhuTH Ja BUIMMO
KaKaB je MPOTOK eHepruje m3Mmely BeJMKUX BpT/Iora W Majux Bprjora. Mcero rako
nedunncaheMo TOBpaTHU MTPOTOK €HEPTHje ca MeINX BEJMINHA Ha, BEJTUKE U BUJIETH KAKO

ce eHepruja ca MaJjiuX BeJIMYMHA IIPEHOCH Ha BeJIMKE BeJIUYINHE.
Jemnaumna 6asiaHca JIoOKaJIHE KMHETUYKE eHepruje

Ako y3memo mpopadyHCKH pernoH R dbopmupan oJ1 cycelHUX ejieMeHaTa IIPOpadyHCKe
MpexKe 1 ako jedpunuiiemo Gaykc tg Ha O R Koju caap:ku 1 hIyKC KOjU JT0Ta31 O] HATIOHA,
Ha TMOBPIIMHA TAKO W KOHBEKTUBHHU (DJIyKc. 300r jeIHCOCTABHOCTH, MPETIIOCTABUIEMO
Jla T je KOHCTaHTa CpadyHaTa ca KapaKTePUCTUIHOM OP3MHOM W JIy?KUHOM €JIEMEHTA.
Axo je Lyv = u, - Vv — v/Av 1 ako yCBOjUMO Jia je Vi = Up, g, = Ppp U V = 1
y jemmaaunu (3.157)(3.158), kopucrehin (3.159) u ako 3aHeMapuMo Maje BeJIUYMHE HA

rpaHHUIlaMa ejeMeHaTa, J100nhemo,

1d o
5%”11/1”%3 +v||Vu|[f + (91, P(up))r
i (3.163)
+ Y (@, P(Ljuy — Vpp))k = (£, un)r + (tr, wh)or
KCR
Ld, o 1152 3 -
%+l + (PO, 6
i (3.164)
+ 3 (@, P(Lyu, + Vpr)) k= (£ i)g
KCR
e je Liv = —u, - Vv — vAv. VY jemmaunan (3.163) 3amemapuianm cMo wiaH (U, -

Vuy, uy). Tocnenmu wian y u3pasdy je cadyBaH jia 61 moKa3ao jia ce GIIyKe tg Memba ako
je maTerpas cpadynar y pomeny R koju je meo Q. U3 jennauune (3.163)(3.164) moxkemo
JIOHETH OWTaH 3aK/bydak. AKO HPETHOCTaBUMO na je vAuy 3aHeMapspuBo (Moryhnoct
Ja je uy, JUHAPHO Ha eJIeMeHTHMa IPOPadyHCKE MpeXKe WU V je BeoMa MaJio WK aKo je

P(Auy,) ~ 0), Moxkemo jedumncari
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1 9 ~ L 2
Ky = §HuhHRv K = §HUHR (3.165)
My, = v|Vup|k, M =r""a% (3.166)
Py = {fup)p+ (tr,up)or, P=(f ) (3.167)
T= Z (a, P(Lyuy, — Vpn)) i (3.168)
KCR

rre je ca Kp, K nedpununcana KMHETUYKa €HEPrUja BEJIUKUX W MaJUX BEJUUUHA, JIOK je
ca My, M nedwunucana mucumnalyja BeJUKUX U MaJUX BeJu4nHa, a ca Py, P ekcrepHa
cHara Koja JiejIyje Ha BeJIMKe W MaJie BeJIMInHe, Ha Kpajy ca T je JmeduHHCcaH TPAHCIOPT

enepruje. U3 jennaumue (3.163)(3.164) Bugumo ako je V' mormpoctop o VhT Oasamc

eHepruje y momeny R ce Moxke HammcaTn Kao,

d

S+ My +T =P, (3.169)
d -~ - -
K+ M-T=P (3.170)

Crora MoXKe ce 3aK/bYUHUTH Ja J0JIa3U JI0 Pa3Bajarba BeJIMYNHA Y jeIHAUNHU OajaHca
eHepruje caMo aKo Cy MaJie BeJITYMHE OPTOIOHAJIHE Ha IIPOCTOP Y KOME Ce HAJIa3U PEIleHe

METOJOM KOHAYHUX eJIeMeHaTa.

3.10.2 Mogeaupame y3ajaMHe eHepreTcKe NHTepakIiije n3melhy mMmaamx

M BeJIMKuX BejunuuHa - Backscatter

Y oBoM morJiaB/by hemMo ce 1mo3abaBuTH MOTYNHOCTH MOJE/IMPAaha MOBPATHE EHEpruje ca
MaJiuX BeJIMUMHA Ha BeJIuKe Io3HaTHje Kao backscatter. Axko ysmemo HoTamujy Koja je
nperxonuo jgedunucana, backscatter ce Mmoxke medunucaTu ca ycjuosoM ga je T < 0, rae
je ca T nedunmcan dnan koju Jedunuire eneprercku tparcdep. To 6u 3uaummio na ce
eHepruja ca MaJjiuX BeJIMYMHA IPHOCU Ha Besjuke Besmauie. Ousuyaxu, 1o3naTo je jia To
MOYKE J1a C€ JIeCH Y U30JIOBAHUM IIPOCTOPHUM TadKaMa U BpeMeHCKuM mHcTannama. [1lto
ce THYE HyMepHKe, Mojes Tpeba Jia je Takas ja je T HeraTuBan camo y obnactu R koja

je moBosbHO Masia (o MoryhcTBY je/laH eJleMeHT) y map BPEMEHCKHX KOpaKa BPEMEHCKe
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muckperusanuje. Kao u 1o cajsia nmpernocraBuheMo Jia Maje BeJIMYUHE OPTOTOHAJHE Ha
IIPOCTOP pelerba mpobiieMa MeToIOM KOHaUHuX ejtleMeHara u ja je f € V. U3 jennaaumne

(3.162) umamo na

@ = —7[0;a + P(L,uy + Vpy)] (3.171)

KOja KaJla ce 3aMeHM y m3pas 3a T BoIu JI0,

T =Y 7(P(Lyw, + Vpn), P(=Liw, + V))& (3.172)
KCR
+ Y 70, P(—=Liw, + Vi) K (3.173)
KCR
AKO je BUCKO3HU YJIaH 3aHEMAaPJbUB IIITO je HAIIl CJIy4aj U aKo je r = — PhT (u.-Vu,+Vpp)

nmahemo,

T = /Re,wm +/Rﬁmm = ;T«r,m{ — (B, 1)) (3.174)

W nperxone jesiHavunHe ce oMax MOXKe 3aKJ/bYUYHTH aKO Ce y3UMajy OPTOrOHAJIHE MaJie
BesimuHe, backscatter je moryh camo ako cy maJjie BeJutuHe JUHAMUYIKE, jeJI y CYIIPOTHOM
Japyru wiaH y jeaaaqdunn (3.174) Hecraje u MpBH je OHJA OYUIVIETHO MO3UTUBAH. AKO je
BPEMEHCKH U3BOJ| yKJbyueH y jenHaunnn (3.174) uumra ce He Moxke pelin y Be3u 3Haka

T, crora moryhHoct jia ce mojenyje backscatter je u jape oTBOpeHa.

Ca gpyre crpaHe, HyMepUYKNA MojesT fie 6uTr (bU3HIKU KOPEKTaH U ako je T y cMuciy
OCpeJITheHe BPEHCOTH TO3UTHBAH. AKO MPETIIOCTABUMO & je I' TePUOIUNIaH § BPEeMeny,

3a mepuoj 1Ty, Tako 7a je m 1. Ako je,

o0

16, 8) = 3 (Ancos(wnt) + Bu(x)sin(wnt)), wn = 2;? (3.175)
n=0
a(x,t) = Y _(Ancos(wnt) + Bn(x)sin(wnt)) (3.176)

n=0
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aKO CTaBUMO J1a je,

o+ ra=r(t) (3.177)
Jobuhemo 1a je,
~ A, — Bhw, ~ Apwy + Byt
An(x) = T e Bn(x) = T (3.178)

AKo MHTErpamMo OKO TIeJIOT TIEPUO/IA U AKO TTPETIIOCTABAMO 14 jé T KOHCTAHTAH y IOMEHY

R mobuhemo,

1 [T 1T
— dt = — dt
TO : T TO . L(Enum + /Bnum)

T

T
_ T/O ;«r, ) — (O, 1) ) dt (3.179)

. 1
=T — (A2 + B2
/Rg 1+ (wnT)_Z( )

Axo je Bpum = 0 mTO je cayvaj 3a KBa3W CTATUUIKE MaJjie BeJUdnHe pe3yaTrar oum 6mo
uetn camo 6e3 wiana (w,7)72, U3 Uera MOXKEMO Jia 3aK/bYUHMO Ja || R Brum MoOxKe
outu HeraTuBHO. Vako je cpelibu eHepreTcku TpaHcdep Mamby ca JUHAMAYKAM MaJuM

BeJIMIYnHaMa OH je Ha CpearmheM HUBOY ITO3UTHUBAH.



Ilorimasipe 4

IIpopadyH akyCcTUIHIUX U3BOpa U
JlnpekTHa PypujeonBa
Tpancdopmaruja

Y oBoM morJIaB/by hieMo ce yKpaTKO OCBPHYTH Ha, IIPOIEC IPOPaYyHa aKyCTUIHAX U3BOPA

U W3BPIIATH KpaTak mperien JlajTxuaoBe aHajoruje Koja je IeHTPaJHA 38 100ujarmhe
JIOKAIje W JUCTPUOyIHje aKyCTUIHUX H3BOpA Tj, MOHOIIOJA, JIUIOJa W KBaJIPUIOJIA.
Sarum heMo ce oCcBpHYTH Kaje cy MoryhiHOCTH 3a TpaHcdOopMaInjy J00HjeHUX AKYCTUIHIX
n3BOpa U3 BpeMeHckor jjoMena. [Ipesacxo/ino hemo u3BpiinTu yropejny aHajan3y JupeKTHE
u 6p3e Pypujeose TpancdopmMalrje 1 1aT pasjore 3amTo je nzabpana qupektaa OypujeoBa
TpaHcdOpMaIja Ka0 KOHAYHN W300p MMILJIEMHTAIA]Ee Y MIPOPAIYHCKHU KOI. ¥ JOJATKY

b he 6utu npesenToBaHa nMIIeMeHnTanuja npoieaype y Poprpan Kom.

4.1 VYBoJ

Kao mro cmo Beh pexkim y mOpeTxoJHUM IOIJIAB/BUMA IEHTPAJIHA 3a OBY TeE3y
je Jlajrxunosa amasorumja. Jlajrxui je ca npedopmysanujom crunubuBe Habuje-
CrokcoBe jenHavmHe JI00MO TaJacHy jeJHAUYWHY TIe ca JecHe CTpaHe jedHadnHe Cy
akcyTudHu u3Bopu. JlajrxuioBa aHajioruja je ersakTHa Tj. HE KOPUCTU HUKAKBY
aITPOKCHMAIIA]y CXOJHO TOMe HEKH je 30BY W €er3akTHa aHaJOrHja. [Tomro je

XeJIMXOJITIOBA je/IHAYNHA 3a MPOIHAralijy aKyCTUIHUX Tajgaca y JoMeHy JeduHHCcaHA

107
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y (PEKBEHTHOM JIOMEHY IOTpeOHO je Jjia aKyCTUYHE H3BOpEe TPaHCHOPMUIIEMO U3
BPEMEHCKOT JIOMeHa y (hpeKkBeHTHH JoMeH. Jako CBaKM BUJ JIUTEpAType IpE/JIarKe
6p3y PypujeoBy TpancdopMaIujy Kao MPOPAIYHCKH CYIEPUOPHY METOIOJIOTU]Y ajIu Ca
jEeJIHIM HEJIOCTATKOM JIa je TOTPEOHO CKJIAJIUINITUTH BeJIMKE KOJUUNHE ITOJaTaKa IIPe Hero
mro ce m3Bpmu TpaHcdopmaruja. Mwu hemo y Te3u mnpejcTaBUTH UMILIEMEHTAIU]Y
nupektae @PypujeoBe Tpamnchopmalmje y BPEMEHCKY IIeT/by 3a pelnaBarme Hapuje-
CrokcoBe jelHAYMHE U THM I[TOCTYIIKOM PEIyKOBaTH HOTPEOAH MEMOPH)CKHU MPOCTOD 3a
AJIOKAIN]y BeJIMKe KOJTMINHEe BPDEMEHCKUX BeKTopa bp3une crpyjama. [locroju HEKOTHMKO
HaunHa Ja ce uspadyHa Juckperna @ypueposa Tpancdopmanuja (Direct Fourier Trans-
formation - DFT), kao mTo cy HMCTOBpEMEHO pelllaBarbe JMHEAPHUX jeJHAUYNHA W/
kopesanuonu Meros. Bpse @ypuepose Tpancdopmarnmje (Fast Fourier Transformation
- FFT) cy apyru meron 3a uspaaynasame DFT-a. OBa MeTona maje mctu pesysiarar Kao
U ocTaje, aju je 3HATHO eUKACHUja Y CMUCIY VIITeIe BpeMeHa PadyHarbha U JI0 BUIIE
croruna myTta. OBaj HAIpEJIAK je UCTH Kao KaJja OM MOPEIW/IA JIET MJIA3HUM aBHOHOM
n xomame. Mako FFT 3axreBa camMo HEKOMKO JeceTwHa JIMHUja KOMa, TO je jedaH o
HajKOMILUIMKOBaHUjuX ajropurama. Ca Jpyre cTpaHe Mako je BeoMa OP3 MeTOo/l 3aXTeBa
npeypeheme mojilaTaka Koju Tpeba ja ce TpaHCHOPMUIILY Y IEJOKYITHO] CBOjOj BEJIUIUHU
IITO T'a 33 BEOMa BEJINKE MPOPAYyHCKEe JIOMEHe, CTaB/ba y MO3WUIU]Y METOJ0JOTHje KOja

3axXTeBa BEJIMKE MEMOPUjKCe IIPOCTOPE, IITO je MOHeKa  of OUTHUjer 3Ha4Iaja.

4.2 IlIpopadyH aKyCTUYHHUX U3BOPa

Kao mrro je Beh pedeno akycrudna anajornja ce 6a3upa Ha npedopMyJIaliji jeJHadnHe
MexaHuke QuIynga jga 0m ce 1008 HEXOMOTeHa TajlacHa jeqHadnHa. VI3BopHM dian
pesynryjyhe Hexomorene TajiacHe jeqHAYMHE Ce OUYeKyje Ja Oyne jeauHo BaxkKaH y
TYypOYJIEHTHOM WJIN BPTJIOXKHOM JI€JIy CTPYjaba U Y IIPBOj allPOKCUMAIII)U 38 T€HEPUCAHU
3BYK Ce OueKyje Ja MMa 3aHeMap/bMBO MaJly IoBpaTHy peaximjy [35], [80]. Oso
je omromapajyha xurmore3a ako C€ MOXKE 3aHEMapPUTHU CTUILBUBOCT IITO je CJIydaj 3a

crpyjame MajguM MaxoBum OpojeBuMA.

Jla 6u uzBesnu jeaunadauny Jlajrxuna nouehemo of je/iHadYnHe KOHTUHYUTETA U jeIHAYMHE
KoJIm4InHe KpeTama y PejHoscoBoj ¢dopMu 3a CTUNLBUBO CTpPyjame, Tae hemo

IIPETIIOCTABUTH Jla HEMa W3BOPa Mace Kao HU 3aIPEMUHCKHUX CHJIa KOje JIely]y Ha Y.
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Kana cmo pnedunucanu mosHare jeHadrHEe M3BPIIMNEMO M3BOJ| [0 BPEMEHY jelHAUNHE

KOHTUHYHUTETPA U OJIy3eTHU Of] jeJJHaYNHe KOJIUINHE KPeTama U Ha Kpajy hemo mpobutwu,

p—-V-(V-®)=(VaV):d (4.1)

Haro je ma camo auBeprennuja tensopa dirykca KogmduHne kperama, P = p(u®@ u — o)
KOja ce jaBJba y jeIHaunHU KpeTama diynia, MmoxkeMo pefedunucaru Kormjes HATOHCKT

TEH30D 0 U YjeJIHO MPEJCTaB/bajyil KOHCTAHTHUA TPUTHUCAK P.

o= —(p—po)I+ pu[Vu+ Vul — g(v -u)]] (4.2)

Ca apyre crpame, y CJIy4ajy UJAEAJHOT JUHAPHOT aKyCTUIHOT MeJIujyMa, TeH30p dJrykca
KOJIMYIMHE KpeTama Ce IperBapa y jeAHOCTABHUjH OOJUK Tle TpaHCdep KOJUIIHe

KpeTamba MOXKE J[a Ce JeCH CaMo IO JIEjCTBOM MPUTHUCKA. Y TOM CJIydYajy TEH30p IOCTaje,

@9 = (p—po)L = c5(p — po)l (4.3)
Ha Kpajy CTUXKEMO J10,
(0% = gV (p—po) = (Ve V) : T (4.4)
rJe je,
T=3 - =pueu)+[(p—p)—g(p—po)I -0 (4.5)

Jennaunna (4.4) je npociasibena JlajrxuioBa jeqnaumsa u TeHszop T je mosHar Kao
Jlajrxumos crpec Ter3op. Tpeda HATIOMEHYTH Jia HUje yCBOjeHa HUjeIHa AllpOKCUMAIIja, Y
jennaunnuu (4.4). Crora JlajTXuioBy aHaJIOrHjy MOXKEMO MOCMATPATH KAO AJTEPHATUBHY
dopmynamujy jeaHadnHa KOje OINCY]y CTUILBUBO cTpyjame dayuma. Mcero tako
Tpeba npumeruTu Ja jeaHadnna (4.4) npejcraB/ba HEXOMOTEHY TAJACHY jeHAUUHY W)U

M3BOPHU WIAH CAJIPXKU JBOCTPYKH JUBEPIE€HT KOjU KOPECIIOHIUPA JUCTPUOYIIA]H U3BOPA
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KBa/JIPUIIOJIapDHOT THUIIa KOjI/I IpeJsia3de y TaJjiace n Hponarupajy KPO3 IPOPpavYyHCKU JOMEH

IITO je mpuKazaHo Ha cyuiuy 4.1.

AkKusti¢ni talasi

Akustitni izvori tipa kvadripol ™.

CyukA 4.1: Ilemarcku npuKa3 pacrojesie akKyCTHIHIX U3BOPa U HIX0Ba IIPOTIAralmja
ca aKyCTUIHUM TaJIaCHMa

[Tomrro 4nan Koju penpe3eHTyje aKyCTUIHE U3BOPE CAIPAKU JIBOCTPYKY JUBEPIEHIIN]Y OH
ce He MOYKe JIMPEKTHO MPOPAdyHATH METOJOM KOHAYHHX ejemenarta kiaace CC, ocum ako
ce He MHTETpaJW y NEJOBUMA T7e jeJlaH M3Bo mpenasu Ha TecT dyukimujy. Ca apyre
CTpaHe TOCTOjU MOIYNHOCT Jia Ce allPOKCUMWUPaA U3BOPHU UJAH CA U3BOIOM IIPBOT PEIa

zaxBasbyjyhu koncranTu Hectunbuoctu. Cremn,

(VaV): T=p(VaV):(ueu)=pV[(Veu) - u+ulV-u)
=pV-[(Veu) -u=pu-V(V-u)+p(Vou): (Vou)" (4.6)

=p(Veou): (Veou) =s(x,t)

rae V-u = 0 je koprihen jBa myra u rje cMo jgedbunucanu s(X, t) y mocienmen peay. Oba
alpoKcuMalja oMoryhiaBa IUpeKTHY BU3ye/lU3aldjy aKyCTHYHUX U3BOpa JIOK KOPHUCTH

IIpeaHoCT Kopnmhe}ba CO KJjiace ejieMeHnaTa MeTole KOHaYHUX ejJIeMeHaTa.

Cajta kaj1a ¢MO JepuHUCAN JBOCTPYKH JUBEPreHT JIajTXuIoBor TeH30pa MOTPeOHO je
nobujeHn TeH30p npebanuT y ppPeKBeHTHU JoMeH. 1pancdopmannjy hemMo M3BpIIuTH
gupektaoM DypujeoBoM TpaHchOpMANMjOM ajid IIpe TOora heMo y HapeIHuX Iap
[IOIVIAB/bA IPEIOIUTH MIPEeTHOCTH U MaHe Op3e u aupektne Pypujeose Tpancdopmaluje

Ha 33J1aTy aIlITUKaIu]y.
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4.3 Peamnu DFT kopucrehu komniaekcau DFT

J.W. Cooley u J.W. Tukey cy manu Bequku gonpunoc passojy FFT-a y muxoBom pasy
[143], [144]. Axko ce BpaTuMO y HPOILIOCT, JAPYTH Cy OTKPUJIA OBY TEXHUKY MHOI'O
ronuHa panuje. Ha npumep, Besmku Hemauku maremarmuap Kapna @Opuapux [ayc
(Karl Friedrich Gauss) je kopucTno oBy MeTojy Buile 0J1 jeHOr Beka npe. OBu modenu
pa3Boja Ccy y BeINKOj Mepu 3a00paB/beHN jep HEje TIOCTOjao aaaT Ja Ce MEeTOA MPAKTUIHO
npumenn Tj. kKommjytepu. Cooley n Tukey cy mpeysenu cBy caBy 3aTO IMITO Cy OTKPUIN

FFT y npaBo BpeMe, Ha MMOYETKY KOMIIjYTEPCKE PEBOJIYIIH]E.

FFT ce 6asupa na xomiuiekcaom DFT-y, muoro mampennujoj Bep3uju peasnor DFT-
a. OBe TpaHcdopMalje Cy OBaKO Ha3BaHe 300I HAUMHA HA KOJU CBaKa PEIPE3eHTYje

MoJIaTKe, Tj. Ja JIX KOPUCTH KOMILIEKCHEe OpojeBe min peaJiHe Opojese.

Peamnu JIOT
BpeMeHCKH TOMEH DpeKBEHTHH TOMEH
C Peamnn neo
0 N-1 0 N2

HMmarnnapau neo
0 N/2

Kommiexkcau J1OT
Bpemencku nomeH (MpEeKBEHTHA JJOMEH

Peannn neo

0 N2 N-1
-
VMarnsapHu 1eo HmarmsapHH 1eo
CLITTITTITTITITTITT]
0 N-1 0 N2 N-1

12-1.jpg 12-1.jpg

CuKA 4.2: Ilopehemwe peansor u komimexcaor 1P T-a.

Nwmajyhu y Buny na je FFT anropuram 3a pauyname kommiekcaor DFT-a, jako je BaxkHO
pasymeru Kako mpebaruru mogarke peajanor DFT-a y u u3 popmara komiekcaor DFT-
a. Cimka 4.1 nopemu kako peasan DFT u komrmtekcan DFT uysajy mogarke. Peajaun

DFT Tpancdopmuiiie pyuknujy y BpeMeHcKoM moMeny ca N-radaka y gase dyHKIHUjE y
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dbpeksenTHOM J0MeHy ca 110 N/2 + 1-tauaka. [Ise dyHKuje bpeKBEHTHOT JOMEHA Cce

30BY PEAJIHU JI€0 U UMATMHAPHU /10, Ap2Kehu ce KOCUHYCOUJIE U CUHYCOUJIE, PECIIEKTUBHO.

3a pazmauky ox peanHor DFT-a, xkommiekcan DFT Tpanchopmumre npe gpyHKOmje y
BpPEMEHCKOM JIoMeHy ca 1o N-Tadaka y JBe pyHKIHUje v (HDPEKBEHTHOM JIOMEHY ca IO
N-ragaka. /IBe byHKIIMje y BpEMEHCKOM JOMEHY CE€ 30BY PEAJIHH J1€0 U UMArvnHapHU €0,
a WCTO BakKu 1 3a PYHKIHU]Y Vv PPEKBEHTHOM JIOMEHY. YIPKOC IUXOBUM MMEHHMa, CBE
BPEIHOCTU OBUX HU30Ba Cy obuunu Opojesu. Mipadupane KOIKUIE TOKa3yjy BPEIHOCTH

3ajeqHnIKe 3a 0be TpaHcdopMalmje.

[IpernocraBumo ja nmamo jBe dyHKIuje ca 1o N-Tadaka u HoTpebHO je Jia n3padyHaMo
peasau DFT y3 nomoh komiutekcuor DFT-a (kao mro kopuctu FFT anropuram). Ipso
roMepumMo curuaJj ca N-ragaka y peajHu J1e0 BpeMeHCKOT joMena komiraekcaor DFT-a, a
3aTUM IOJIECUMO CBE Y30PKe MMarnHapHor jeja y Hyiay. Padynamwe komiuiekcaor DFT-a
Jaje jeHy peasiHy W jeaHy mMarnHapHy (GyHKnujy GpeKBeHTHOI JIOMeHa, CBAKH Ca 110

N-rauaka. Tauke oy 0 ;1o N/2 oBux dyHKIMja ojroBapajy peajsnom crekrpy DFT-a.

Opeksentru jjomed DFT-a je nepuogunyan ako cy yKJbydueHe U HeraTuBHe (bpEeKBEHIIH]E.
Nz60p nepuona dyukimje je nmpoussosban, moxe 6utu uzmehy -1.0 u 0, -0.5 u 0.5, 0 u
1.0, mau 6uI0 KOju APYTH jeMHUTHN MHTEPBAJ TIOBE3aH ca OP3MHOM ceMInToBamba. Ormcer
dpexpennuja komiekcaor DFT-a ykipydyje Heratusre (ppeksennuje mopehane oy 0 1o
1.0. Ipyrum peunMa, jeJaH I1e0o IepUom ce mpoTexe of Taduke 0 mo tauke N — 1, mTo
onrosapa Bpemeny o 0 mo 1.0 6p3unHe cemmioBama. llosuTuBHe dpekBeHIje IOCTOje
u3mely rasaka 0 u N/2, mro omrosapa Bpemeny ox 0 mo 0.5. Ocrase tauke usmely

N/2+1u N —1 caap:ke HerarupHe BpeHOCTH (hpeKBeHImja (Koje ce 0OMIHO UTHOPHUIILY ).

Pauayname peassor masepsnor DFT-a kopucrehu kommtekcan Uusepsan DFT je memrro
Texke. Pazjior Tome je mTo Mopare OUTH CUTYPHU /13 Cy HeraTuBHE (PPEKBEHIINje 3alncaHe
y omrosapajyhem cdopmary. He 3abopasumo, tauke ox 0 mo N/2 kommiekcaor DFT-a
cy ucre kao u y peajuom DFT-y, u 3a peasnu u 3a umarunapHu Jieo. 3a PEAJHH JI€O,
tauka N/2 + 1 je ucra xao tauka N/2 — 1, tauka N/2 + 2 je ucra kao tauka N/2 — 2,
uta. cBe go Tadke N — 1 Koja je mcra Kao Tadka 1. Mcru ocHOBHE obpasall je KopuiheH
3a UMArvwHAPHU JI€0, OCUM IITO ce mpoMeHno 3Hak. To 3Haqm ja je Tauka N/2 4 1 ucra
kao Tauka N/2 — 1 camo ca npexzaakom munyc. [Ipumernmo jga rauke 0 u N/2 Hemajy

IMapHe TadKe y 0BOj JIYIIJIUPAHO] IIEMHU.
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4.4 Kako FFT dysknuonuiie

FFT je koMmmnkoBaHu ajJropuTaM U I-eTOBU JI€TAJbU Cy OOUTHO OCTaB/HEHU CTPY YHHAIITMA
u3 oBe obsractu. OBO moOraBsbe ommcyje renepasue orneparuje FFT-a, amu cakpupa

KJBYUIHY CTBap: ynorpedy KOMILJIEKCHUX OpojeBa.

VYV ciokeHOM O3HaYaBamby, U BPEMEHCKH U (DPEKBEHTHU JIOMEH CaIp:Ke jeHy (DyHKIHjy
HallpaB/b€HY O/ N KOMIIJIEKCHUX Ta4daKa. CBaKa OJ, OBUX KOMIIVICKCHUX TadaKa je
cactaB/beHa OJ1 JiBa Opoja, peaJlHOT W MMarvuHapHOT Jeja. Ha mpumep, ako TOBOPHMO
0 KoMIIeKCHO] Tavukn X [42], muciaumo na xomGunarmjy ReX[42] u ImX|[42]. Hpyrum
peunMa, cBaka KOMJIEKCHA IIPOMEHJbHBA ce cacToju o jBa Opoja. Kasma ce mHOXKe jBe
KOMITJIEKCHE TTPOMEHJHUBE, YETUPH WHIMBHIYATHE KOMIIOHEHTE Cé MOpajy KOMOHHOBATH
Kako 6u popMupasin 1Be KOMIOHEHTE MPOU3BOAa. § HACTAaBKY NeMO KOPUCTUTH H3pa3e

3a KOMIIJICKCHO O3HaYdaBalbeC.

FFT panu na npuniuny pasjarama PyHKIHje BpEMEHCKOT JJOMeHa KOju ce cacToju om N
Tadaka y N QyHKIMja BPEMEHCKOT JIOMEHA 3a CBaKy I0je/IMHAYHY Tauky. Jpyru kopak je
pagyHambe N orcera ¢ppekBeHIja Koje oarosapajy N dyHKIMjaMa BPEMEHCKOT JOMEHA.

[Tocenme, N orce3u ce crajajy y jeman orcer hpeKBeHITH]a.

Ha ciumu 4.2 je nmpukazan mpumep pasjiarama BPEMEHCKOT JTOMEeHa KOju ce KOPHUCTHU Y
FFT-y. ¥V oBoMm npumepy, dyukimja o1 16 Tayaka ce pazjaxke Kpo3 4 oxsojene erare. ¥
[IPBOj eTarnu ce curuaJj oj 16 ragaka npebdairyje y aBe GpyHKIHje ca 1Mo 8 Tadaka. ¥ Jpyroj
erany ce nofany upebarmyjy y 4 dyukimje ca mo 4 tauke. OBaj MOCTYIIAK ce MPUMEmYje
cBe JOK ce He ¢opmupa N cUrHAJA ca I10 jeJHOM TadykoM. VcmperieTaHo pasjarame ce
KOPHUCTH CBaKM IIyT KaJla Ce CUT'HAJ PA3/IBOjU Ha JBa, OJHOCHO KaJIa Ce€ CUTHAJ MO/ Ha
IberoBe MapHe U HemapHe mo3umnyje y3opaka. Hajoo/pu Hadwn 1a ce oBaj obpasal] pasyme
jecre crymupame ciauke 4.2. 3a oBakBO pasjarame morpebHO je LogoN daza, mro 6u
3HAYMJIO JIa je 3a cUrHaJl oj] 16 Tayaka (24) norpebno 4 dase, 3a curaas o 512 Tavaka

(27) 7 baza urn,

Cajia, Kajla pa3yMeMO CTPYKTYDPY pazjarama, OHAa MOKe OWTH 3HA4YajHO yiiporrheHa.
Pasyrarame Huje HUINITA IPYTO HETO IIpecarame Tadaka y pyaknuju. Cruka 4.3 mokazyje

rorepbuu obpasaill npeypehuBamba.

Ha seBoj crtpamu, 6pojeBu yszopaka opuruHajiHe GyHKIHje cy IopehaHu 3ajesiHO ca

IbUXOBUM OMHADHHUM HapwalinMa. Ha jecHoj crpanu cy npeypehenu OpojeBu y3opaka,
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CnukA 4.3: Chnarame @DT-a
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C/uKA 4.4: ®OT anropuram "bit reversal sorting"
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Takohe ca HUXOBUM OWMHADHUM MapmamnuMa. Ba)KHO je NpUMeTuTH Jjia Cy OWHApHU
6pojeBr MPEOKPEHYTH 3a CBakW y3opak. Ha mpumep, y3opak 3 (0011) je zamemen ca
y3opkom 6poj 12 (1100). Hcro rako, ysopak 6poj 14 (1110) je 3amemeH ca y30pKOM
6poj 7 (0111), ura. Paznarame Bpemenckor pomena FFT-a ce obuuno cipososu 1o "bit
reversal sorting" asmopurmy. OBo mnoupasymeBa npeypebhuBame penociena N y3opaka
BPEMECKOT JIOMeHa [TpebadeHnM y OnHapHU 3aIKC ca ONTOBUMA YHju cy OpOjeBU 3aMeeHn

Ha IIPpEeAXO/HO OIIMCaH Ha4rH.

Cnenehu kopak y FFT ajropurmy je Hajiaxkeme oricera (OpeKBeHIUja 3a jeIHY TadKy
dyuKIHje v BpeMeHCKOM jomeny. Hurmrra jaxime, dpekBeHTHH orcer dyHKIHIje 3a 1
TadKy jesiHak je camom cebu. To 3Haum jla HUINTA HEje TOTPEOHO Jla OU ce ypaJino OBaj
kopak. Vako HUKakas paj HHUje YKJbYUeH, He 3a00paBUMO Ja je cBaka oJ (pyHKIHja ca

110 jJeHOM Ta4KOM caJia (DPEeKBEHTHU OIICeT, a He (PYHKIINja Y BPEMEHCKOM JIOMEHY.

[Tocmenmn xkopak y FFT-y je kombunoBame N orcera dbpekBenIuja y TadHo OOpPHYTH
penociaes y OAHOCY Ha MO3UIMje KOje Cy UMaJjie ¥ BPEMEHCKOM JOMEHY. Y OBOM KOPaKy
ajiropuTaM mocraje 30ymyjyhu. Hazkasoct, npeauria "bit reversal" uuje npumenspusa,
U MOPaMO Ce BPATUTH jeJIaH KOpPakK yHa3aj. Y IPBOM Kopaky, 16 (dppekBeHTHHX orcera
(jemna Tauka 3a cBakm) je cjenumbeHO y 8 (bpeKBeHTHUX orcera (JBe Tauke 3a cBakm). Y
JIPYrOM KOpaky, 8 (bpeKBEHTHHX oOIicera je cje/umeHo y 4 dbpekBenTHa orcera (4 Tauke 3a

cBakn) uta. Ilocaenmu kopak pesynaryje FFT usmazom, 16 Tataka ¢dpeKBEHTHOT OICETA.

Cnuka 4.4 mokasyje Kako ce 1Ba (ppeKBEHTHa OICera, CBaKW CacTaB/beH oOJ1 4 Tauke,
KOMOUHYjy y jeman (bpekBeHTHH oricer ca 8 Tadaka. OBO cjelumberme MOpa MOHUIITUTH
HCIPEILIETAHO pasJjaraibe ypaheno y BpeMenckoM jgoMmeny. JIpyrum pednma, omnepanyja y
(ppPEKBEHTHOM JIOMEHY MOpPa OJTrOBapaTH IIPOIEAYPH Y BPDEMEHCKOM JIOMEeHY KOMOUHYjyhn
aBa curHasia ca 1o 4 tauke. [locmarpajmo nBa curHajia y BpEeMEHCKOM JloMeHy, abed u
efgh. Curnays y BpeMEHCKOM JIOMEHY OJf 8 Tadaka Moxke 6uTu hopMUpPaH y JBa KOpaKa:
"pazpeaumo" cBaku curHaJ ca 4 Tadke Hyjgama Ja 0u (opMHUpasnd CUIHAJI ca 8 Tadaka,
u oHJla criojuMo curHaje. Taxo, abed mocraje a0b0c0dO, a efgh mocraje 0e0f0g0h. Kao
mTo je mpukazaHo Ha ciauiu 4.4, paspehuBambe BPEeMEHCKOT JOMEHA HyJaMa pe3yJTyje
aymaupamy dpekBenTaor omcera. (Crora, ¢dpekBenTHu omcer je dopmmpan y FFT-y

BEeroBuM AYIIMPpabEM, a 3aTUM CHajaH)eM TaKO AYIIJIMPpAaHUX OIICera.

Y nmmby yckiahuBama MPUJINKOM JI0/IaBama, JBe (DYHKIHje Y BPEMEHCKOM JIOMEHY CY

paspebene HyslamMa Ha JIBa pa3jinduTa HAdYWHA. ¥ jeHOj (DyHKIHUjU, HEIapHE TadKe Cy
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HyJIe, JIOK Cy y JpPYyroj (DyHKIMjU mapHe Tadke HyJe. pyrum peunma, JegaH oi curaaga
y BpemenckoM jiomery (0e0f0g0h mpukasan na caunm 4.4) je HOMEpEH y JIECHO 3a JeHO

mecro. OBo nmoMepamhe BPpEMEHCKOT JTJOMEHa O/['OBapa MHO2KEILbY OIlCera CUHYCOUJIOM.

BpemeHckn moMeH OpeKkBEeHTHU JOMEH

[alb]c]d] < AlB[c|D]

W T

[alo]blo]c]o]d]o] i (alB]|c|p|alB]C|D]

T

[o]e]olflo]e]oln] S EEE e EE
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CiukA 4.5: Cjenumeme ODT-a

Ciuka 4.5 nokasyje aujarpaM KOMOMHOBaIba, JIBa OIICEra ca 4 Tadke y jeJlaH ca 8 Tadaka.
Jla 6u jorm BHIIIe yIIPpOCTHIN, cauka 4.5 je dhopMupana 1o 0CHOBHOM o0Opacity ca ciauke 4.6
KOJU Ce M3HOBa M U3HOBa moHaBsba. OBaj ymuporihenu aujarpaM ce Hasusa "jerntup" jep
obmKoM mojiceha Ha KpuJja JIeNTupa 1 MpeJicTaB/ba OCHOBHU eJeMeHT padayHama FFT-a,

TpaHcdopMmuliyhin jiBe KOMILIEKCHE TadKe Yy JiBe JIpyre KOMILJIEKCHE TadKe.

Cnuka 4.7 nokazyje crpykrypy nesor FFT. Paznarame BpemeHcKor JloMeHa ce ITOCTUXKE
"bit reversal sorting" anropurmom. TpancdopMmariuja pasioKeHuX mojiaTaka y GpeKBeHTHI

JIOMEH He yKJbydyje HUIITa U 300r Tora Ha CJIUIU HUje MPUKA3aH.

CjenumaBarme (PpeKBEeHTHOr JIOMeHa 3axTeBa Tpu mersbe. CrosbHa MeT/ba pajii Kpo3
Loga N dasy (omHocHo cBakmM HHBO ca cjnke 4.2, MOYeBIM of] aHa U momepajyhu ce
ka Bpxy). Cpemma nerba ce Kpelie Kpo3 CBaKM WHIMBHYAJHH (DPEKBEHTHU OICEr

y akTuBHO] (asu (OJHOCTHO CBaKa OJi KOIKHIA HAa OWJIO KOM HUBOY ca cjuke 4.2).
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CuKA 4.6: Hujarpam kombuaoBama FFT-a; omepaTop S 3Haum j1a ce curHaj MHOXKA
CHHYCOUJIOM 3a oAroBapajyhy dppexkBeHmujy

2 yJia3He TaykKe |
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12:6.jpg 12:6.jpg.

CHUKA 4.7: ©OT nenrup
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CnukA 4.8: @OT nujarpam [Numerical schemes for Fortran-kmural

YHyTpallka rnmer/ba Kopuctu "jgentup" 3a padyHame Tavdaka 3a CBakKu (PPEKBEHTHU OIICEr
(omHocHO Kpyzkehn Kpo3 y3opke yHyTap 6mio kKoje koukwuie ca ciauke 4.2). "Overhead"
mojba ca ciauke 4.7 nedUHUITY [MOUYEeTHE W Kpajibe WHIEKCE IMeT/be, Kao U padyHarme

HEOIIXOAHE CUHYCOouae y JiellTupumMa.

4.5 bpsuna n npernu3HocT nmopehema

Kaza je DFT uspauynar kopenarmjom (Kao IITO je MpUKa3aHo Ha cauiu 4.2), mporpam
KOPHCTH J[BE CAaKPUBEHE IeT/be, CBaka mpoJasnu Kpo3 N Ttadaka. OBO 3HAYM Ja je yKyIIaH
6poj omeparuja mponopimonanan NxN. Bpeme ma ce KoMmieTupa MIporpam JaTo je

penanujom:
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= kppr * N?

rie N nmpegsicrasiba 6poj tauaka DFT-a a kprp npecraB/ba KOHCTAHTY ITPOIIOPIIUOHATHOCTH.

AKo cy BpeJIHOCTH CHHYyCa M KOCHHYCa U3padyHaTe CAKPUBEHOM TIET/hOM, KpTF je jeaHak
npubamKHO 25 MuKpocekyHmu Ha llentmym pauymapy wa 100M Hz. Axo mpemxoaHo
n3padyHaMO BPEIHOCTH CHHYCa M KOCHHyca W craBumo Ta y "look-up" rabeiny, kprp
naja Ha npubsimkao 7 MmukpocekyHau. Ha nmpumep, 1024 tauke DFT-a 3axreBajy oko 25

CEeKYH/IN, WJIN MPUOJIMKHO 25 MUJIHMCEKYHIN 0 TaIKH.

Kopucrehu oBy ucry crparernjy moxkemo usByhu speme erzexynuje FFT-a. Heonxomnno
Bpeme 3a "bit reversal" je sanemapsbuso. ¥ cBakoj o1 Loga N dasu nocroje N/2 jienrup

n3pagyHaBama. OBO 3HAYN 118 je BpeMe eraeKylje mporpamMa MpuOInzKHO:

FExecutionTime = kprr N Loga N

Bpenuoct kprr je oko 10 mukpocekynu [lentuym paaynapy ca 100M Hz. 1024 tauke
FFT-a 3axTeBajy oko 70 MUIMCEeKyHIN 3a U3BpIIeHe nian 70 MUKPOCEKYHIU 110 TAIKH.

Ogo je Butne og, 300 myTa 6pxke on DFT-a pauynar kopesarujama.

He camo ga je NLogaN mame o N2, nosehasa ce muoro crmopuje xako N pacre. Ha
npumep, FFT ca 32 rauke je oko 10 myra Op:ku o KopesarmoHor meroga. Mehyrum,
DODT ca 4096 rauaka je 1000 myra 6pxxu. 3a mase Bpeanocru N (o 32 mo 128), FFT je
BaxkaH. 3a Belie Bpeanocru N (1024 u npeko), FFT je ancomyrno kpynujanan. Cimka

4.9 mopesin BpeMme ersekylinje ABa ajJropurMa y popMu aujarpama.

FF'T uma jom jemqny rnpeanoct ocuM came 6psune. FFT je pauyHar mpenussuje 3aTo MITO
Mambu OpOj padyHama pe3yIThpa MAmOM IPEITKOM ITPUIUKOM 3a0KpyKuBamba. OBO MOXKe
OuTH moKaszaHO y3uMameMm Ipous3Bo/bHOr FFT curmama m moxperameM (HpeKBEeHTHOT
orcera Kpo3 napep3an FFT. OBUM peKOHCTPYHUIIIEMO OPUTHHAJIHY (DYHKIH]Y Y BPEMEHCKOM
JIOMEHY, OCUM JIOJIATHO 3a0KPY?KEHOT IIIyMa U3 padyHamba. Jeman Opoj Koju KapaKTepuIie
0Baj MIyM MOYXKeMO JIOOMTH PavdyHaIbeM CTaHIApJIHOr OJICTyIama n3Mely JiBa curhaJa.
3a nopeheme, ucra oBa Mporeaypa MoxKe butn oHOB/beHa Kopucrehn pauynamwe DFT-a
KopeJiarmjama, u ogrosapajyhu nusepsuu DFT. Ha ciaunum 4.10 npukazano je nopeherse

zaokpyzxkenor myma FFT-a nu DFT-a xkopenamujama.
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CimukA 4.10: IIperuzuoct JIDT-a.

Tlopen, ®@®T-osor Gp:ker pauynama JIDPT-a

OJ1 KODEJIAIIMOHOT MEeTOJIa, padyHa ra u ca MamoM rpemkoM [Numerical cshemes for
Fortran-xenra|
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4.6 NNmmaemenramnuja Iupektane @ypujeoBe TpancdopMaluje

Y Apyrum Kopak MeTO,Z[OJIOI‘I/Ije

Kana cmo m3spmuim kparak mpersien 6p3e Pypujeose Tpanchopmarije U JIUPEKTHE
®ypujeose TpanchopMalinje, JIAKO je 3aK/byIUTH J1a je Op3a TpaHcdopMaliuja CynepuopHa
[0 CBUM IIPOPAYYHCKUM ACIEeKTHMa ajii Kao ITo je Beh objalimeHo y MpeTXojHuM
noryiaB/bumMa. Jla 6u uzBpmmin 6p3y Tpancdomalyjy moTpedHo je MMATH CBe MOJATKE Ha
jeTHOM MecTy U m3BpIIUTU Hpeypeheme mogaraka o jgedurucanoMm ajaropurmy. llomro
ce MU OBJie 6aBUMO BeOMa BEJIMKUM IIPOPAIYHCKUAM JOMEHUMA KOjU YaK U Y JBOJIMMEH3NOHAIHO)]
CUMYJIAIWJA HUCY 3aHEMAPJ/bUBH & Y TPOJMMEH3NOHAIHO] CUMYJIAIAJUA CY BEOMa BEJIUKH,
oTpeba 3a peyKOBamkEeM MEMOPHUjCKOT IIPOCTOPA 3a CKJIAJUIITEE BEKTOpa Op3uHe je 3a
[lepcoHaJjHe padyHape oJi OuTHor 3uauaja. CXOJHO TOME Jia He O CKJIJIUINTHUIIN BeJIMKe
KOJIMYINHE TOoJaTaKka Ipe3eHToBaheMo yKpaTKO ajroputaM uminieMmentaruje JlupektHe
dypujeoBe Tparchopmaluje 3a Ipeaa3zak aKyCTUIHUX U3BOPA U3 BPEMEHKCOI' JIOMEHA Y
dPEKBEHTHH JIOMEH KA0 U CPAYYHABAHE AKYCTUIHUX U3BOPA KOJU CY JTUPEKTHO NHKOPIIOPUPAHU

y BpeMeHKY IeT/by 3a pernaBame Hapuje- CTOKCOBe jeHAUNHE 38 HECTUII/BUBO CTY]arbe.

[Tomrro cmo y jennaunnu (4.6) nedunHnCcanM KaKO ce padyHajy aKyCTHIHU M3BOPH, Tj ¥
CBaKOj BpPeMeHCKO]j nersbu jobuhemo pemese jennaunae Hapuje-Crokca y dopmu u” u

ako ybarumo y jeanaquny (4.6) mobuhemo,

5(x,t(n)) = p(Veu"): (Veou)" (4.7)

CXOJTHO ITPETXOTHOM U3Pa3y MOCJIe CBAKOT BPEMEHCKOT Kopaka Ouhie n3padyHaT v aKyCTUIHI

U3BOP KOjU je CKaJlapHa BEJIUYNHA Yy CBAKOM YBOPY IPOPATYHCKOT JTOMEHA.

Jla 6u TpancdopMuCcaIn AKCYTUYIHA U3BOP y (DPEKBEHTHU JIOMEH KOpucTuheMo cieiehy

JjeTHAYNHY,

k=N-1 k=N-1

H(fn):/ h(t)e—zm‘fntdt% Z hke—zm'fntkA%A Z hk€—2m'kn/N (4.8)
- k=0 k=0

rue je H(f,) - nobujena dynkuuja y dbpexksentHoMm jomeny, h(t) - dyHkmja Koja ce

TpaHchopMuUIle U3 BPeMEHCKOT JIOMeHa Yy (DPEeKBEHTHH, f, - BEKTOp (PPEKBEHIH 38 Koje
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ce paju Tpanchopmalmja, tp BPEMEHCKEe MHCTAHIE Y BPEMEHCKOM JIOMeHy, A\ - Bpeme
IpoTeKJI0 n3Mehy aBe nucTante, N - 6poj Tadaka y mgoMeny, hy - BpeaHocT pyHKIHje y

BpeMEHCKUM HHCTaHIIaMa.

[Tormrro y cBaKOM BpeMEHCKOM KOPaKy pelaBama HectanuoHapae Hapuje-CToKcoBe jeiHaqnHe
J1061jaMo 1oJbe Op3uHe CTpyjarma MJIynIa IPBU KOPaK je N3padyHATH IPAJIUjeHT J00ujeHor
IoJjba a 3aTHM CPadyHATH IBOCTPYKY JAWBEPTEHIN]Y JaTa JBa TEH30pa U3 jeTHadIHe
(4.6). Hobujena dbyHkumja ce OHJIA 3a CBAKA BPEMEHCKH KOPAK CpadyHaBa IIPUPACT CyMe
rpancdopmaryje y GpeKBeHTHU JIOMEH MOKa3aHOM y jefHaqunu (4.8), mTo je npuka3aHo

y nomarky Bb. CaMum THM ce y CBAKOM BPEMHCKOM KOPaKy j1001ja IpupariTaj 3a ojjadbpane
dpekBenIe u caMIM TUM He JI0JIa3U Ce JI0 MoTpebe 3a CKAQJIUINTEHEM BEJIUKE KOJTUINHE
BPEMEHCKHMX MHCTAHIIN Koju ce nobujajy pemnaamwem Hapuje-Crokcose jemmaumne. Ha

Kpajy npukasaH je pesyiarar Tpancdhopmariuje Ha ciaukama 4.11-4.13
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CiukA 4.11: Huctpubyruja aKyCTUIHAX U3BOPA aOCOJIyTHO PEIehe

SOuIM
1.5582e+07

I 1.1067e+07
6.5212e+08
1.9857e+06
-2.5498e+08
-7.0852e+08
-1.1621e+07
-1.6156e+07

I-Z.USQZE'O?

-2.5227e+07

CiukA 4.12: Jluctupbyiuja akyCTUYHUX U3BOPA UMArnHAPHU JI€0 PEIleha

: ':\‘ 2

SOURE
2.6077e+07

l 2.0645e+07
1.5212e+07
9.7787e+06
4.3457e+06
-1.0872e+06
-6.5201e+06
-1.1953e+07

I -1.7386e+07

-2.2819e+07

CiukKA 4.13: Iuctpubyiuja aKyCTUYIHIX U3BOPA PEATTHH JI€0 PeIlerha



IlormaBssbe 5

IIpopauyn u cumysanuja

AKYCTUYHOI' II0J/ba IIPUTUCKA

Y oBoM moryIaB/by NemMo ce 1o3abaBUTH ca IPOPATYHCKOM aKyCTHKOM KOje ce TeHepHIie
ol cTpaHe Beh mosHaTor Kperama Quiynga. To Om 3HaumIo ga Tpeba Ia PeIrmMo
HEXOMOTeHy XeJMXOJIOBY jeJHaYMHy Kao U MOJ(DUKOBAHY Bep3Ujy Koja yKJbydyje
KOHBEKTHY XeJIMXoJmoBy jemuaumny. Osa jemnadwmna he 6uTu pereHa CTAHIAPIHOM
lastepkrHOBOM METOJIOM, IIITO MOXKE JIa JIOBEJIE JI0 ToTelnKkoha 3a BajmKe TajgaHce Opojese
rie 6u ce jaBmasa Takossana "pollution" rpemka. Vcra rperika ce jaBiba u 'y caydajy
KOHBEKTHe XeJMXOJIoBe jeanaunue. [lomro oBa mpobieMaTnka HHje IEeHTpPaJHA TeMa
OBe JiEcepTalyje, jes craapa/ina ['aJepKnHOBa METo/Ia MOXKE Jia Pelin TajiacHe 6pojese
KOjU Cy 3a Hac uMHTepecaHTHU. Duhe mpeseHToBaHa NPOPAYYHCKA aKyCTUKA U FHEHA
aIIMKaIyja Kako HeXOMOT€HE TaKO U XOMoreHe XeyiMxoJrose jegaadunne. Ha kpajy hemo
UMILIEMEHTOPATH CTAOUIM3AIMOHY METO/Y IPE3EHTOBAHY Y HOIVIABJbY 3. Jia OU penumin

npobJjieMe Koje m3asusa "pollution" rpermxka.

5.1 VYBox

[Tponaranuja axyCTUIHUX TaJjiaca y CTAIHOHAPHOM MEJINjy je pelllermhe BeoMa I03HATe
TajgacHe jeqHadynHe. AKYCTUYHHM Tajacd Ce TeHEepUIly U3 aKyCTUIHUX M3BOpa, KOju ce
MOI'y CMaTPaTH Kao peruje IIpocTopa Koje Cy y KOHTakTy ca uyujoM (WM JeaoBu

peruje camor duyuga y KpeTamwy) TJe ce eHepruja OujIo KOI U3BOpa IPEHOCH Y

124
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AKYCTUUIHY €HEPrHujy KOja Jlajbe MpOoIarupa Kao 3BYUYHHU Tajac. lajacHa jeJHAUUHA Ce
MOXKe JIAKO J100uTH u3 jeaunadnne KouHtuayurera u Ojiepose jeHadnHe 338 M3EHTPOIICKO
cTpyjare, HapaBHO 3aHeMapuBajyhn HeJmHeapHe WIaHOBe. 3a CJydaj IIpolararuje
Tajaca y CTpyjamy KOHCTAHTHOM CPEJIbOM OP3WHOM KOHBEKTHA TajlacHa je/IHAMHHA Ce
MOXKe HallmcaTh Koja Oum Oma BaguaHa 3a OMI0 Koje BpemHocTm MaxoBor Opoja 10
TpaHCOHNYIHUX Op3una [75], [77]. 3Hauaj KOHBEKTHe TajacHe jejJHAYMHE TI0CTaje GUTAH
Yy MHOT'UM HPaKTUIHUM IPODIEeMUMa Y aepPOaKyCTUIIM KAO IITO CY aePOIUHAMUYKH 3BYK

PeHEepUCaH OJi CTpaHe MOTOpa aBuoHa, GpeHoBH 1 KoMupecopu [75], [77].

XeIMXOJIIIOBa jeTHAYNHA Jlaje MPOCTOPHY PAaIlCoJlely aKyCTUIHOT I10/ba 3a 3aJaTh
TajacHu Opoj. Anajsiorso, Bpemencka OypujeoBa TpaHchopMaliija KOHBEKTHE TaJlacHe
jelHauYMHE TPeICTaB/ba IPOCTOPHY PACIOAENy AKYCTUYHUX TaJaca KOjU IIPOHATrUpajy
y mo3ajuHu yHUMOPMHOr CTpyjama, Kojy hemo y Ja/beM TOKYy H3Jiararba Ha3uBaTh

KOHBEKTHA XeJIMXOJIIOBa jeTHATIMHA.

Kama ce cyouaBamMo ca mpobyieMoM Koju y cebu cajip:kKe KOMIIJIEKCHE TIeOMeTpHje,
AHAJIUTUYKO pellelbe I'Ope HaBeleHe jelHauyuHe je BeoMa Telmlko Halu u 300r Tora
IpeocTaje HaM Jla Cce OKPEHEeMO HYMEpHIKHM MeTomaMa Kao 1mTo cy m3meljy ocrajor
MeTojle KOHAUHHUX eJIeMEHATA. Hanaxeme pemremsa XeJIMXOJIOBE U KOHBEKTHE
XeMXOJIIoBE jeTHAYNHE Ca METOJIOM KOHAYHUX eJIeMEHATa YOIIITe HUje TPUBUjaIaH
3aJlaTaK ¥ JiBe IVIaBHe motremikolie je morpebno npesasuhu [145],[146]. IIpsu npobiaem
KOjU ce IojaBJbyje je KaJia ce pelraBa HeOrpaHuIeHr aKyCTUIHA ITPOOJIEM V ITPOPATYHCKOM
JIIOMeHy KOHAUYHHX auMensuja. Heku Tum abcopbupajyhux rpanmdnux ycjiosa Teba Ia
ce IIOCTaBM Ha IpaHuIlaMa IIPOPadyHCKOr JOMeHa Ha Ou ce y3ean y oO3Up palujardja
omyazeher Tasaca. Hpyru mpobiiem ce jaBiba Kaja ce DaBUMO MIPObIeMUMa KO KOjUX Ce
jaBJ/bajy BesMKH TajaHcu OpojeBu. Tama ce jaB/ba Takospana "pollution" rpemka koja
je mpHCyTHa YakK M KaJa TajJacHa JUCKPeTH3allidja UMa JIOBOJ/BHO TadaKa Ja Ce yXBaTH

dpekBenma mojase.

Kama ce pasmarpa mpBu mpobJieM TOCTOje TPU CTpaTeruje 3a IHEerOBO PEIeibe, HANME
npsa je DtN (Dirichlet to Neumann) oneparop, nmiiemMenTanuja 6e3rpaHuaHOr eJIeMEeHTa
Ha rpanunu kao u wuMiviementaruja PML  (Perfectly Matched Layer) merome na
rpanui jgomena. DtN mpucryn [147], [148] ce cacroju y moBesuBarby HEIO3HATOD
periema U HeroBOr M3BOJa HA TPaHUIM MpopadyHcKor joMmeHa ca DtN oneparepom

HaIpaB/bEHUM O] AHAJIUTHIKOT €r3aKTHOT perrerha JupuxeoBor mpobiema mporaraime;]
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Tajaca. HKrsakTHo pememe kopuriheno y DtN omeparopy mMoxke ce MpeCcTaBUTH Kao
WHTEerpajHu WX Pa3BUjEHO y PEJOBe KOje Ce MOXKe CKPATUTH KaJ[ C€ UMILIEMEHTHDPA
HyMmepudku. Bpoj uianoBa Huza oxpehyje TadHoCT perrera. Jpyru IpucTyI ce cacToju
y kopunihemwy 6Gesrpanndnux ejemenara [149|,[150]. VY oBom ciiyuajy mnpopadyHCKH
jioMeH (). ce JIMCKPEeTy3yje CTaHJAP/HUM €JIEMEHTHMAa METOJIe KOHAYHUX ejieMeHaTa
JIOK Ce CIOJballltbd Oe3rpaHUYIHU JIOMEH JIMCKpeTH3yje Oe3rpaHuIHUM eJIEMEHTUMA.
OBu ejileMeHTH Cy TIOJly AHAJUTHIKU KOJU Cy JOOHjEHH TEH30PCKUM MHOYKEHEM
uHTepronanuone GbyHKImje U pajujaaHe aHaiuTHuke MyHKIHje THIA ¢ (1) = e*T /17y
caydajy na je I'r cepa. Jormr yBek mocToju map nurama Koje Tpeda 0roBOpuTH nMajyhn
y Buiy nepdopMaHce METO/e, HAPOUUTO AKO MOBOPUMO O KOHBEPTEHIMJU PA3TUIUTHX
dbopmysanuja u sonM yeiaosibaBameM mnpobiema [145]. Tpehin npucryn y pernasamby
upobuema [151], [152] je opuruHasHO pasBHjeH 3a NPOPAYyHE BPEMEHCKH 3aBUCHUX
€JICKTPOMATrHETHUX TaJlaca U CACTOjU Ce y TOME J1a Ce J0Ja CIIO/bHU abCOpOIMOHU Jiejep
Ha [IPOPAYHCKY T'PAHUIly TaKO Jia Ce CBaKM Tajac Moxke arcopbosaru. To ce mocrumake
pedopmysalijoM OpUrnHasHe Xe/IMXOII0BE jeITHaInHe IITO YBOAn aOCOPOTHN WIaH KOju
je pasmumuut on HyJe camo u3BaH rpanunia I'gr. PML mpucryn je Beoma momynapan u
HAIIMPOKO MPUMEUBAH HAKO FHErOBa MMILJIEMEHTAIN]a 3aXTEBa MOJIEIIABAE HEKOJIUKO
HyMEpPHUYKUX IlapaMerapa U UaKO HEeKU NpobsieMu cTabUIHOCTH join Hucy pemtedu [153],
[154]. ¥V mucepranuju ce nehemo GaBuTu nperxosHo JeduncanoM npobiemarukoM. Ceu
POPAYYHCKH JJoeMHN Ne OUTH JJOBOJBHO BEJIUKH J1a OMOryNaBajy IpernucuBambe r1obaIHor

rpanngHOr oneparopa ca CoMepdUIIOBUM I'PAHUIHUM YCIOBOM.

Benuka kosmuamna nocia je ypabhena ma ce mahe me "pollution" Hymepwdko pernerme
XeJIMXOJIIIOBE jeHaYnHe Kopucrehn Merojl KoHadHux ejgemenara. 'Pollution" rpemka
Jonasy 300r UMILEHHIE Jla BapHUjalliOHO pelllelhe XeJIMXOJIOBE jeIHauuHe HHje
MMO3UTHUBHO JIe(DUHUCAHO 3a BeJIMKe TajacHe OpojeBe, MaKO 3a0BOJbaBa | apIuHTOBY
HejeJIHAYMHY IIITO JI03BOJbABA Ja ce IpuMeHn lanepkuuoBa Merona [146]. Kaxo rogm,
nad Cyl KOHCTAHTa MM& HMHBEP3HY 3aBHCHOCT Ca TAJacHUM OpojeM K KOjU JOBOAU IO
nopemeliaja crabuaHocTr u g0 HacTtaHka "pollution" rperke 3a Bejinke TajgacHe 6pojese.
Jucnep3nona anajmsa ciabor periema ['ajgepkuHoBe MeTOE JI0BOIH JI0 3aK/byIKa Ja Ce
[IpopIaraluja Tajaca U304 Ca IUCKPETHIM TaJaCHUM OpojeM kj, a He ca KOHTUHYaTHIM
[155], [156]. Pasmuka usmeby osa jasa Gpoja ce mosehasa ca nosehiaBarem TasacHOT
6poja. Ilomrro neHTpaHa TEMaTUKa OBe Te3e HUje MOBe3aHa Ca aKyCTHKOM U PEIlaBamheM

HyMEpUIKUX MpobJieMa IPUIUKOM CUMYJIaIije, MU ce HelieMo GaBUTH OBUM IIPODEIMIMA
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Hero heMo UMILIEMEHTUPATH HEXOMOT'€HY U XOMOTeHY XeJIMXOJIIIOBY jeJHAUNHY U PEITUTH
je myrem ['anepkunose meroze. Ha Kpajy hemo caMo yKpaTKo IIpe3eHTOBATH PEIIeHhe OBOT

1pobJieMa Kpo3 MeTO0JIOTH]Y IPE3EHTOBAHY Y IIOTVIABIBY 3.

5.2 CrammoHapHa M KOHBEKTHa XeJJMXOJIIOBAa jeJTHAYNHA

5.2.1 TajacHa jeagHauMHa 1 KOHBEKTHA TaJlacHA jeTHaYMHA

Hexomorena rtajacua jemmaduHa 3a Hpoliaraiyjy HPUTHCHUX Tajaca y CTAllMOHAPHOM

€A THOM MeIujyMy JlaTa je TajJacHO aKyCTUYHOM jeJTHAUUHOM.

(0623315 — Vz)p(x, t) = s(x,t) (5.1)

rae p(x,t) mpeicraBba aKyCTUYHM INPUTHCAK, a rie je $(X,t) akyCTHYHH HM3BOD, C
je 6psuHa 3ByKa y MeamjyMy Kperama Tajaca u V2 Jlammacos omepaTop (Kpo3 Ieno
morjaB/be Kopuctuhemo oBaj omeparop ymecto A 3a Jlammacmam omeparop, IITo je

yobu4ajHa IpaKkca y aKyCTHIIH ).

3a aKycTHYHE WpOIaraiioHe Tajiace y XOMETPOIUYHOM HEBPTJIOXKHOM CTPYjarby
nperxoHo Jeduncana jeqnadnsa (5.1) Bumie Huje BagugHa M Tpeda Ja ce 3aMEHH ca
JIMTHAPHOM jEJIHAYUHOM 3a BPEMEHCKHU W3BOJI IOTEHIIMjaJia Op3WHE Tj. 3a MOTEHIINjaJI
6psune nopemehiaja [77]. Kako roj, y crenujajHoM ciiydajy cTpyjamba Kaja je Cpeiiiba
6psura Ug(x) mpr mammv Maxosum 6pojesmmva (M? << 1, M = [|[M||, M(x) = U(x)/co)
Bapwujalyje Cpelibe I'yCTUHEe Kao U Op3uHE 3ByKa Ce MOTY 3aHEMapPUTH U IIPOIaraliyja
AKCYTHUYHUX TaJlaca Ce MOYKE OIHUCATU Ca PEJIATUBHO jeITHOCTABHOM jeIHAYMHOM, HaUMe

KOHBCEKTHa TaJlaCHa je,D;Ha‘{I/IHa nMa, 00JIUK

[c9(9¢ + Uo(x) - V)? = VZp(x, t) = s(x, t) (5:2)

Cnemqun na axko je Up koHcranTHO (yHHMDOPMHO CTpyjame) IPETXOJHA jeHadrHA
nocraje BagugHa 3a Maxose Opojese cBe 70 6poja 0.8 (TPAHCOHUYHO CTPYjarbe).
Tako na jennaumne (5.1)-(5.2) mocrajy eBKUBaJIEHTHE 3aTO INTO Cy [OBE3aHE MPOCTOM

lammaeanoBoM TpanchOPMAITjOM KOPIMHATHOT CHCUTEMA.
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x =x+ Ut (5.3)

3a mare nmorpebde mpermnocraBuheMo ja je crpyjambe YHIMOPMHO KPO3 TeJI0 TOIJIaABIbe.

Yobuuajuo je ja ce Kopuctu marepujaanu u3son Dy = 0+ Ug-V na 6u npedopmynucann

jenmaunny (5.2) Kao,

(CSQth — VH)p(x,t) = s(x, 1) (5.4)

nokasyjyhu Benuky ciamdaaocT ca jexHadnaoM (5.1).

5.2.2 XeaMmxoJIIoBa jegHAaUYMHA U KOHBEKTHA XeJIMXOJIIIOBA jeJHadYnHAa

Bpemencku pejykoBana Bepsuja jennadnsa (5.1)-(5.2) ce pobuja Tako mro ce ypasm
mwuxosa Dypujeosa Tpancdopmanmja. IIpernocraBbajyhu BpeMeHCKH HEpUOINTHO

KpeTarbe 1 3aMeHuBIm J; ca —iw y jexnadannu (5.1) moBoau 10 XeJMXOJIIoBe jeHATIHE,

(—V2 — k%)p(x,w) = s(x,w) (5.5)

e je kg = w/cp Tamacan 6poj n w je dpeksBeHIa. AHAJIOTHO, 3aMEHUBIN O ca —iw Y

jemuaannu (5.2) J0BOJM 10 KOHBEKTHE TajlacHe jeJHavnHe.

= [V2 4 (ko + M - V)’p(x, w) = s(x,w) (5.6)
rme je ¢ = +/—1, a 3a gampa msnarama Jgedpunucahemo XeqMXOJIoOB W KOHBEKTHU
XeJIMXOJITIIOB OITepaTop,

L = (=V* = kj) (5.7)

Lon = —[V? + (ko +iM - V)] (5.8)
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Tpeba HanomMeHyTH /13 aKO ce U3y3My I'PDAHUYHU yCJIOBH IIITO je yOOMYajHa ITPAKCa Y OBOM

HYMEPUYIKOM KOHTEKCTY, 00a oIlepaTopa Cy caMoO TPaHCIOHOBAHA.

Liy=Ly Liy=Lon (5.9)

Kao u 3a jenamuanue (5.1)(5.2) Taxo n jeguasuie (5.5)(5.6) ce Mory mosesarn am caja ca
nyunoMm Jlopermosom TpancdopmaIimjoM Koja je y Ba3IyXOIIOBHHM KPYTrOBHMA IIO3HATA
kao Ilpamari-I'mayperoBa Tpancdopmannja. Ona omoryhaBa Ja ce permm KOHBEKTHA
XeIMXOJIIOBa jeTHAYNHA, TAKO IIITO Ce TIPBO PENTr MPOCTHja XeTIMXOJIIOBa jeJTHAINHA, T1a
ce oHJla Ha Kpajy Bparu y npBobutHe mpomensbuse. [lyma Jlopenmnosa Tpancdopmarimja
CaapKU POTAIU]y IIYyC M3NIyKeme y x cMmepy. Ureja je ma mpBo porwpa KOOpJMWHATE
Tako ga MaxoB BekTop M mMa caMO £ KOMIIOHEHTY Y HOBOM KOODJIMHATHOM CHCHTEMY
x u OHJIa M3BPINN AUIATAIN]Y 3ajeHO ca oAroBapajyhoM mpoMeHOM IPOMEH/bUBUX 1A
6u ce mobmyia XeJaMXOJI0Ba jeIHAUNHA V IPYTOM KOPAUHATHOM CHUCTEMY x". Ose age

Tpancdopmarmje e OUTH yKPATKO IIPECTaB/beHE Y CJIeJeNuM peloBuMa.

Ako ca R ozHaunMo poranmoHy MaTpuIly Koja TpaHcdopwmuiire Maxos 6poj BekTop M
/ : !
TaKoO Jia MMa CaMO X KOMIIOHEHTY Y HOBOM KOOpDJIMHATHOM cucTeMy X' rie je M = RM

ca M’ = (M,0,0)" wm ca xommonenTama,

M
0
0
aKO CIIPOBEJIEMO IIPOMEHY KOOP/IMHATHOI CUCTEMA,

x'=Rx ¢ x; = Ryjz; Vi, j=1+d (5.10)

3a KOHBEKTHY XeJIMXOJIoBy jearaunty (5.6) u ysumajyhn y 063up na je R oproronanna

MAaTpHuIla TaKBa Ja je,

RR' =16 R;jRy, = i (5.11)

Chenu na ce IPOCTOPHU M3BOU TPAHCHOPMHUIITY KAO,
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9; = 04,0, = Ry, (5.12)

Ysaumajyhu y o63up jgobujene pesyiarare, Beoma je jemHocraBHo ja ce gobuje (5.6) y

HOBUM KOOpJWHATaMa.

— [V 4 (ko + M) ?]p(x, w)
/ / , (5.13)
= (V2 + k4 2iMkod, — M?02,)p(x,w) = s(R'x ,w)

Cayta lieMo U3BDIIITH U3/Iy2KeIbe Y X IPABILY jeAHadnHe Tako mTo hiemo yzetn X = Dx’
Tako mTo je D smjaromamma marpuna D = diag(f~!,1,1) tme je B medbunncano
kao B = +1— M2  Taxobhe hemo neduncuaru kg = B u p'(x, k(l)l ) =
p(x,, k:o)exp(ikg M x//). Orrer mocjie TpuMeHe jeIHOCTaBHE ajredpe mob6mhemMo m3pas 3a

(5.13) y HOBUM KOOp/MHATAMA.

(V"2 + k2)p" (x",w) = e M) g RTD %" Bky) (5.14)

13 nponunx pesyiarara Tpeba upumerutn jga jeaHaduHa (5.14) je Xesmxososa
jelHauMHa, Cca aKyCTHIHUM HU3BOPOM KOjU je MOIU(DPUKOBAH €A EKCIIOHEHITHjAJTHIM
daktopom. IlomTo je m3BOpHM WiIaH IO3HATA YJa3HA BPEIHOCT 3a MpobjeM, OH Ou
TpebaJIo JIa ce M3Pa3yu y HOBMM KoopjauHaraMma jia 6u ce permia jexnadnsa (5.14). Ha

Kpajy 1ena JlopeHiosa TpaHcdopMalja ce MOXKe HAITUCATH Y KOMITAKTHO] (DOPMH.

x =DRx ky = ko (5.15)

1" "

p (X kyw) = p(Rx, w)explif " ko(RM) - (DRx)] (5.16)
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5.2.3 TI'paan4YHU ycJIOBU 3a KOHBEKTHY X€eJIMXOJIIIOBY je/THAUNHY U jaKa

audepeHimjagTHa popmyJianmja

Jla 6u ce perruiia XeJIMXO0JIII0Ba 1 KOHBEKTHA X EeIMXOJIII0BA jeTHAYNHA, Y 33/1aTOM JOMEHY
Tpeba a ce mpemnuiry ojropapajyhum rpanuvHu ycjiaoBu. Ajge mpBo Ja jieUHUIIIEMO
npobsiem rie Tpeba Hahu mputucak p : Qg — C 3a Xesmxounosy jennauuny (5.5) y
nomeny gy C R? ca nebunmcannM rpanmaanm yeaouma 0Qq. = I'p U Ty U T Tako

za je,

(V24 ED)p(x,w) = s(x,w)  unutar Qg (5.17)
p(x,w) =pp(x,w) na Tp (5.18)

Vp(x,w) -n=g(x,w) na Iy (5.19)

Vp(x,w) -n=ikgp na Ty (5.20)

VY jennaunnu (5.19)(5.20) n npejcras/ba HOpMaJLy Koja Hjie Ka Clojba Ha rpanumnaMa 'y
u ', yjenuo g : 'y — C upejcrasiba nogarke npenucanu Ha rpanunu Iy g0k (5.20)

npejictaB/ba CoMepUIIOB TPAHUIHU YCJIOB.

Cayta hemo nahu onrosapajyhe rpaHutvHe yCaIoBe 38 KOHBEKTHY Xe€JIMXOJIIOBY jeHAUNHY.
[Iparehu jemmaumue (5.17)(5.20) cmaTpamo ja ce KOHBEKTHH HPOOJIEM MPEJCTAB/bA
y X KOODIMHATHOM CHCHUTEMY INTO O 3HAMIIIO Ja IOKYIIABAMO PEIIATH jeIHAMNHY
(5.14) y upopauyrckom jomeHy .. Ysumajyhu y o63up dupuxseosa, Hojmanose
u ComepdusoBe rpaHUYHE yCJIOBE MOXKEMO Ja JePUHUIIEMO jaKy (DOPMYyJIAIN]y WIn
nudepentujaann 006K XeJIMXOJIIOBOr mpobjeMa koju Om riacmo: Hahwm akcyrmanm
— C, rme je Qgc C R? orpanuden JOMeH Ca IVIATKHM TIDAHUTHIM

" 1"
npuTtHcaxk p (2,

YCJIOBHMa, OQZC = F}) U F/]/V U Fgo Tako Ja je,
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"

— (V2 + k) (%' w) = eikng”s(RTD_lxN,ﬁkg) unutar  Qge (5.21)
p(x,w)=ppr(RTD™X",Bky) na Tp (5.22)

V'p (x,w) n=g(R'D X", Bky) na Ty (5.23)

V' (x,w) - n=ikep (x,w) na Te (5.24)

Kao mro je Behi peueno, pemasamem jepnadmne (5.21) u BpahameMm y OpUrHHAJIHU
KOODJIMHATHYU CHUCTEM je ojiroBapajynu MeTol 3a peliaBarmbe KOHBEKTHE XeJIMXOJIIOBE
jemnadnae. AKO CMO 3aMHTEPECOBAHU 3a JUPEKTHO pellapBatbe Ominm OM HAM TOTPeOHU
onrosapajyhu rpanudyHu ycjou 3a To. OBu ycjaoBu ce mory mnponahu spahamem
XenMxomoBux rpanndHnx yciaosa y (5.22)(5.23)(5.24) opurnmasime npoMeH/bUBE U

KoopuHaTHHU cucteM ca Jloperiosom TpanchopmanujoM y jeauadunu (5.16).

Y cnenehux map pemoBa hemo geduHHCATH TPAHUYIHE yCI0OBE U modeheMo ca
4
Comepdu/ioBIM IPAHIYHAM yCIOBIMA y X KOoopauHaTHOM cucteMy (5.24) u Bpahamem

X-eJIOHTAIje 3aMerbyjyhun,

x =Dx (5.25)
ko = 8 ko (5.26)
p(x, k:g) = p(x, k‘o)el‘p(ikﬁgMSC//) (5.27)

IIITO JOBOJH 10,

(B0 B0, + 0., + nL0.) (p(x, ko)eoMB e

, , } , (5.28)
= (0 - V) (p(x, ko)e oM7) = i hgp(x ko)ekoMB T

n3 Jera cJaean Ia,

n' - [V'p+ (ikoMB2p,0,0)] = i 'p (5.29)
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¥ OHJIA CJIe/IU JIa je,

n - V'p =ik 1 - MB~ (n DT )] (5.30)

ca M koju je mopManmsoBai Bektop Maxosor 6poja, M = (1/M)M 3a ciyuaj X

KOOpAMHATHOT' CUCHUTEMaA.

Mozkemo 1a BpaTmMo poTanujy ga om konaduHo mooman ComepduiioB rpaHudIHE YCJIOB
3a KOHBEKTHY XEeJMXOJIIOBY jeIHAUYUHY y X KOOPAUHATHOM CHUCTEMY. Y PAaJIuBIIA TO Yy

(5.30) 1 aKo ce MCKOPUCTU OPTOTOHATHOCT POTAIMOHE MATPUIIE JIOBOJIM JI0,

leanjmamp = ikoﬁ_l[l — Mﬁ_l(RklankmMm)] (5.31)

IITO JIOBOJIA 10,
Vp(x,w) - n = ikyasp(x,w) (5.32)
s =71 = MB™ (n - M)] (5.33)

Jom hemo gedunucarn HojmanoB rpaHWYHE yCJIOB 3a KOHBEKTHY XEJIMXOJIIOBY
jemuagmny. Owna ce mobuja mparehu ucry mporeaypy kao u 3a CoMepduIIoB TPAHUTHI
YCJIOB, TAKO J1a HeheMO TOHOBO PENPOIyKOBATH KOpaKe Hero NeMo caMo HaUCaTH KPajibu

pe3yJITarT.

Vp(x,w) - n = —ikpanp(x,w) + g(x, ko) (5.34)

any =B2%n-M)=p5""1—a, (5.35)

Tpeba namomenyTu ja Kao mTo je ouekuBano ag =1, ay =03aM =0

Yaumajyhin y o63up (5.32)(5.33) nudepennujanna dopmysanuja 3a KOHBEKTHY
XeJIMXOJ/IIOBY jeHAUUHY Cce MOXKe HallUcaTH Kao, Hahu aKyCTHIHM IPUTHCAK, P : qe —

C tze je Qqe C R? orpanmden gomen ca rpanumama 0. = I'p Uy U T Taxo xa je,
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—(V2 + (ko +iM - V)?*p(x,w) = s(x,w)  unutar Qg (5.36)
p(x,w) =pp(x,w) na T'p (5.37)

Vp(x,w) -n = g(x,w) —ikpasp na Ty (5.38)

Vp(x,w) -n=ikpagp na I (5.39)

5.3 Hywmepuuka ampokcuMmaruja KoprihemweMm lajiepkuHoBe

MeTo/ie

5.3.1 KoHTuHya/iHa BapujainoHa dopmMyJsamnuja

Jla 6u pemuiu audepeHImjasny XeaIMXoAIoviu U KOHBEKTHY XeJIMXOJIovVU jeInaduHy
ca METOJIOM KOHAYHUX eJIEMeHaTa IIPBO Tpeba Jia o0ujeMo IheHy KOHTUHYAJIHY cJ1aby min
Bapujarmony gopmyaanujy. To je yobudajuo ypaheHo Tako IITO ce MOMHOXKHU jeanadnHa
(5.17) ca Tecr (YHKIMjOM M HMHTEIPAJIN IPEKO IEJOr IPOPAUYHCKOD JIOMeHa (l4c.
Bapwujaruona dhomynanmuja Hexomorere Xesamxostove jeganadute y (5.17) ca rpaHudHuM

ycaoBuMa Koju cy garu ca (5.18)-(5.20) riace: nabu p € W tako 1a,

(VP’ V’LU> - kg(pa w) - ikfo(p, w)Foo = <87 ’UJ) + (gv 'LU)FN (540)

3a cBe w € Wy, Moxkaa 6u Tpebaan a ce MOACEeTHMO Ja 3arpaje 0e3 JOmer HATIIICA
y (5.40) 3maue cxanapun npoussos y L2(Qqe) 1 0Baj CKaJapHH IIPOU3BO Y jeIHAYHHM
00yxBaTajy KOHYIOBAHO KOMILJIEKCHE TecT (byHKIHje, MOIITO je MPUTHCAK KOMILIEKCHA

bynkuuja. Yriacre sarpaje ozuuasajy jayanun nap usmeby Hi(Qae) 1 H 1 (Qge).

Cimano, craby wim Bapujanuony (GOpMyJIanujy KOHBEKTHE XeJIMXOJIIOBE jeHadnHe
(5.36) ca rpammaHEM yeaoBuMa gatuM ca (5.37)-(5.39) ce moxke dhopmynucarn kao: Hahu

p € W Taxko na,

+ikoan (p, w)ry = (s, w) + (g, w)ry
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3a cBe w € Wh,.

5.3.2 JIuckperHa Bapujanmona dopmyJanuja

Huckperna BapujanuoHa QopMyJIanyja Koja ojroBapa [ajlepKHUHOBOj METOIOJIOTHjH
anpoKCcHMaIlje MeTOIoM KoHadHuX ejeMenara (5.40) Moxke Jja ryiacm: ako JIaMo
[IPOCTOPHY HUCKPETU3AIN]Y ITPOPATYHCKOD ITOMEHA {24 Ca MPOPATYHCKUM €JIEMEHTHMA
¥ YBOPOBUMA M Ca MATEMATUIKUM ITPOCTOPUMA KOHAYHHUX JnMaH3uja W, Wh,D c W,

Tpeba nponahu p, € W), tako na,

(Vpn, Vwp) — k3 (o, wr) — iko(ph, wi)T., = (Sh,wn) + (9,0n)ry (5.42)

3a cBe wp, € Wi . VY jeanaunnn (5.41) pp, je Tuma:

pu(x) = 3 Np(x) P (5.43)
a=1

rae je Nj(x) je anpokcumarusaa GyHKIja IpuTHCKa 1 P? je BpeaHoCT y IBOPY.

Axo ca || - || osmaummo Hopm y L2(Qqc). Ako ca py, 3amernMo wy, y jeamaunan (5.41) n

AKO 3aHEMapUMO I'DAHUYHE YCJIOBE Y CEKBUJIMHAPHO] (POPMU, OCTaje HAM HEjeTHAKOCT.

IVpnl1* = K5 llpall* < llpallllsnll (5.44)

[ITperxoana jemnadmHa NCKa3yje Aa IMCKPETHa BapujannoHa (popMyJIalinija MOXKe [IOCTaTH
ITO3UTUBHO HenedUHUCAHA 3a Bejuke TajacHe OpojeBe. (OBa KapaTEeKpPUCTHKA MOXKE
JOBECTU 110 IpobjieMa ca cTabuiHomINy, IMTO Jajbe UMILIAINAPa Jda Ou OMJIO MOTpeOHO

KOPUCTUTHU CTa6HHH3aHHOHe MeTOod€e Ida ou penmnIm HpO6JIeM.

Ca apyre crpane [ajlepkun arpokcuMalija MeTOJOM KOHAYHHUX ejieMeHaTa KOHBEKTHE

XeJIMXOJITIOBE jeTHAYMNHE Ce MOXKe M3Pas3uTu Kao, nponahu p, € Wy tako 1a,
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—2iko(M - Vipy, V) + ([T — M @ M|Vpp,, Vwy,) — ki (pr, wp)— (5.45)

—iko0us(Phy Wh)T oo + k0N (Phy Wh)T N = (Sh, wh) + (g, wh)ry

3a cBe wy, € Wpo. AKo m3jenHadmMo wp = pp W aKO 3aHEMApUMO I'DaHHYHE YCTIOBE

JnobuheMo HejeHAYMHY,

IVn]l* = IM - Vpu|* = kg llpnll® < llplllsnll (5.46)

IITO M3pakaBa Ja He IOCTOjU KOHTPOJIa HAJ KOHBEKTHUM Y/JIAHOM TaKO Ja Ce U
oBa jemnaumna moHama kao (5.44) 1j.  Bapujanmona dopMmysanuja je IIO3UTHBHO

neneduHUCcaHA 32 BeJIUKE TajiacHe Opojese.

5.3.3 /lobpo mocraB/pame MaTeMaTUUKOr IpobjieMa U TeopeMa

KOHBepreHijuje

Y mpeTXomHUM IMOIJVIAB/BUMAa NPE3EHTOBAJIN CMO TeHepaJHW MaTeMaTHIKd OKBHD 3a
XeJIMXOJIIIOBY U KOHBEKTHY XeJIMXOJIOBY jeJHAYMHY, Kao IITO 3HAMO OHE Cy CaMO
moceban ciaydaj KouekTHO-mudy3noono-peakiunonor cucrema. Ilokazamm cMo Kako
ce OBe jeJHaYMHE MOTY IIOBE3aTH Ca TPaHC(POPMAIMjOM MPOMEH/bUBUX ¥ HAILIH
cMmo oarosapjyhe rpanumdne yciaoBe 3a mux. Jla Ou pemmim jemHadnHE METOIOM
KOHAYHUX €JIEMEHAaTa, IIPEJICTABIIN CMO OBy BapHjaIlliOHy WU CjIa0y KOHTHHYapHY

dopMmysIaIujy y mocjaeheM IOrJIaBby.

Y oBoMm u cienehum moryaB/buMa heMo MOKyIIaTh jia 00jaCHUMO MPUPOJILY HYMEPUUKOT
pobJsieMa Koju ce jaBsbajy y l'ajqepKuHoBOj MeTO/ I KOHAYHUX €JIEMEHATA 38 X EeJIMXOJIIOBY
¥ KOHBEKTHY XeJIMXOJIIOBY jeaHauuny. [la 6u To ypammim npso hemo 6amuTu oCcBpT Ha
1ojeInHe TeHepaJIHe TeopeMe Koje MeUHUIITY 0,1 KOJIM YCIOBAMA je ciaba dpopMyaamja
J106po mocTaB/beHa MaTeMaTHdKu uin He. Vcro tako hemo mpersieatu u map TeopemMa
3a KOHBEPIEeHIN]y KOja YCIIOCTaB/bajy IPOBEPY TPEIIKe 38 AIPOKCUMAINA]Y METOJIOM
KOHAIHUX eJieJiMeHaTa ciabe dpopmynamnuje. Jlerammo objammere e butn gaTo 3a1ro

Ce 110jaBJby]y HECTAOMIHOCTU 38 XEJIMXOJIOBY U KOHBEKTHY XEJIMXOJIIOBY je/IadiHy.
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5.3.4 Jlobpo mnocTaB/bame IO3UTHUBHO Je(PUHUCAHOT MAaTEMATUYIKOT

npobJiema

®opwma rj1e je a : VaV — C rue je V XuabeproB MaTeMaTUdKU [IPOCTOP €€ KaxKe Jia je

V-emunruyana wim no3uTuBHO jeduncrana ako nocroju K>0 rako na je,

K[|} < a(u,u) (5.47)

3aceucV.

Jlobpo mocTaB/bame MATEMATHIKOr MpobjieMa WU Jia je Je(DUHUCAHO ITOCTOjabe,
JEIMHCBEHOCT W CTaOMJITHOCT pelerba 33 MO3UTUBHO JeduHucaHy ciaaldy dopmyJaim]y

je medununcana ca Jlakc-MuaurpaMoBoM T€OPEMOM.

Lax - Miligram Teopema AjMo j1a IpeTIcoTaBUMO aDCTPAKTHU BAPHjAIMOHT IIPOOIEM

kako Hahm u € V Ttako j5a je,

a(u,w)=Il(w) weV (5.48)
rme je V XunbeproB MareMaTudku mpocTop, MoK je a @ V X V. — C je cekBuanneapHa

dopma u [ : V — C je anruinneapan ¢ynkiuonan. Pememe npobiema (5.48) mocroju u

JEJIMHCTBEHO je ako cy cjejgehn ycjioBU UCITYHEHU:

1) (u, w) je KOHTHHYAJHO.

IN,|a(u, w) < Na|ullv]|w]y Ya,weV (5.49)

2) I(w) je KOHTHHYAJIHO.

aN; > 0|l(w) < Ny|jwllvy YweV (5.50)

3) a(u,w) je V-emunrudso.

3K > 0|K|jul|? < a(u,u) YueV (5.51)



[Tornasrbe 5. Ilpopauyh U CuMyAGUUIaG GKYCTIUYHOZ NOHG NPUMUCKE 138

CrabunaocT ce nobuja oamax u3 yciaosa 2) u 3). Moxemo Bujern ja je,

N,
Jully < = (5.52)

U aJTepHATHBHO KaJa je 3a [(w) = (s, w),

1
lallv < = lslly (5.53)

TIe je V' jyasian poctop npocropa V. Crora Jlake-MusurpamoBa Teopema rapantyje

JI06py HOCTaBKy BapujanuoHor mpobiema (5.48).

Jemna Beoma OUTHA KapaKTEPUCTUKA MO3UTUBHO Jedunucane dopme je V-eIurnTuaHoCcT
Koja je HapymieHa ca cjaabom dopMmyaanujoM TuckperHe [ajepkuHoBe MeToqe. AKo
6u koHTHHyaJiHa cjaaba dopmynanuja XeaIMXOJIOBe W KOHBEKTTUBHE XeJIMXOJIOBE
jennaunne 6mia H' enunTidana, onmga 61 U IHCKpeTH3aImja sa I alepKIHOBOM METOI0M
6mna H' emunruana. Haskamocr, H' emunrianocr ciabe dopmynamuje (5.40)-(5.41) je
jenuno mocTurkHa 3a MaJje Tajgacue 6pojese. Crora, ne nocroju Mmoryhnoct jia ce ca Jlake-
MuurpamMoBoM TeopeMoM ocurypa mobpa dopMmyasinyja 3a Beauke TajacHe OpojeBe u
300r TOra y OBaAKBUM CJIydajeBUMa je MOTpebHa HOBa TeopeMa Koja ce (DOpMYyJIHIIe 3a
nenedunucane ciabe popmynammje. Ca apyre crpane, Tpeba HamoMeHyTH aa Jlakc-
MunrpamoBa Teopema je camo IpuUMeH/buBa Ha dopme rje oba apryMeHTa MPUIAIa]y

HCTOM MaTeMaTHUYIKOM IIPOCTODPY.

5.3.5 Jlobpa dopmyannuja Hoapehenux dopmmu

lenepanna dpopma Jlakc-MunurpamMoBe TeopeMe Koja yCIOCTaB/ba IO KOJUM YCJIOBHMA
BapHjarmonu mpobsem ca Heojapehenom dopMoM je m100p0 MaTeMaTUYKHU IIOCTABJHEH je

JaT ca TeopeMoM Babyrike.

Teopema Babyriike Ako pasMarpamMo aDCTpaKTHU BapHjalloOHU IpobJieM, Tiae Tpebda

nponahu v € V tako da je,

a(u,w) =1Il(w) YweW (5.54)
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rie cy V,W Xuibeprosu npocropn, a : V XW — C je cekBuymnapua popmaul : W — C
je antuimHapuu dyHKIHoHaI. Permeme mpobiema (5.51) mocroju 0HO je jeIMHCTBEHO aKo

cy cienehu ycmoBu UCITYIHEHU:

1) a(u, w) je KOHTHHYyAJIHO.

N, > 0ja(u, w) < No|ullv|wlly Yaue V,weW. (5.55)

2) [(W) je KOHTHHYAJHO.

AN, > 0ll(w) < Niflwllw  Vw e W (5.56)

3) und - cyn ycjos.

a(u,w)

36> 0|8 < infuevsupwew‘ u,w#0 (5.57)

[l [wllw

Ucro kao u mpe cTabUIHOCT IUPEKTHO MPOU3IIA3K U3 TOpe HABEIEHUX ycsoBa 2) u 3).

[ully <

M
5 (5.58)

u 3a l(w) = (s, w),

1
Jully < BHSHW' (5.59)

e W' npumajga JyaaHoMm mpoctopy ox npocropa W.  Crora Teopema Babyrike

ocurpyasa j1006py dopmyasnujy Bapujarnuonor npobdsema (5.40).

Tpeba HALIOMEHYTH J1a 38 PA3JIMKY O] €JIMITUIHOCTH, HH(-CYI YCIIOB Ce HE IIPEHOCH Ca
KOHTUHYaJHOr Ha juckpernu mpocrop Vi C V. To je 3aro miro nundbumym y uad-cyn
YCJIOBY HE MOXKE JIa Ce CMambyje ako je y3er y nogupocropy Vi. Ilociemuuno, Bpenncor
koHcTrante [ 3a mHb-CyIn YCI0B MOXKIa MOXKe Ja Oyjae oarsapajyha 3a KOHTHHYAJHY

caaby dopmymnanujy (5.40)-(5.41) amu ga He Gyme omrosapajyha 3a auckperHy ciaaby
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dbopmynanujy(5.42)-(5.45). Crora 3a cBaky JucKpeTusaiujy norpebuo je nahu oapehenu
Bh-

Cajia MOZKEMO yIOpeIUTH V-eTUINTHIHY KoHcTauTy K ca mad-cyn yeaoom [ yaumajyhn

V =W y BabymkusaoBoj Teopemu [146]. YVaumajyhn y o63up na je K maro ca,

a(u,u)

(5.60)
U3 TPEeTXOJHe jeHaYnHe BUIUMO Jia je mHMUHYyM y3er TakoDe Ha JIPyroM apryMeHTY,
JIOK 'y WH(-CYT YCIOBY CYNpEMyM je y3eT Ha apyroMm aprymenty. Crora, Moxe ce
mokazaru ja je K < [ u moxe ga ce necu ga K=0 amu ga je u game S > 0. To je
yCTBapHU CUTyalldja ca XeJMXOJIOBOM jeTHAUYNHOM 3a Bejinke TajacHe 6pojeBe. Ciaba
dopmysianyja Hije MO3UTUBHO JedruHUCAHA aJid 33JI0BOJbaBa WHQ-CYI YCIOB. YCTBapH,
MOYKe Ce TIOKA3aTH 38 jeJHOANMEH3NOHe XeJIMXOJIIoBe IpobieMe j1a nHM-Cyn KOHCTAHTA
3aBUCH O K TaKo ja ( = O(k‘*l). To rapaHTyje mocTojarbe U jeIMHCTBEHOCT aJU Ca
crabuHocHuM orpanndemuma cienn Ja (ully < N;O(k). 3a Besmke BpeAHOCTH K
cTabuaIHOCT je ouuryenHo mopemehena m To je KopeH Tako3Bane "pollution" rpemke.
Ca spyre crpate, 3ajaTak CTOMIM3aIIMOHUX MeToja Kao mro je SGS je na moaudukyje
nuckperny ciady dbopmyasmjy(5.42)(5.45) Tako ma pesynryjyha nocrane 6e3ycioBHO

cTabuIHa.

Cata hieMo ce yrmo3HATH ca KOHIIENITOM V-KOEPCUBHOCTH. 3a 3aIaTH OIPAHUIEeHN JOMeH §)
u Xun6epros npocrop H' () moxe ce pehn na cecksumnapua dopma a : H! x H' — C

je H' KoepcuBan ako 3a/10Bo/baBa | apIHHIOBY HEjeIHAKOCT.

Kelluln g < la(ww) + CllulZagy  Yue H'(Q) (5.61)
Ca Kg,C cy mnosutuBHe KoHCTaHTe. 'Tpeba HAIOMEHYTH Ja IPETXOIHH YCJIOB Ce
Mo¥ke BUJeTH U Kao Hl-emunrmanoct mopudukosane cexksumunapae dbopme a,,(u,v) =
a(u,v) + C(u,v). YV ocHoBu XeJMXOJIOBa jeJHAYNHA 3aJI0BOJbaBa [ apIuHIOBY
nejeqnaxcor [146]. 3amosomapajyhm H! - koepcmBHOCT je BeoMa BasKHa ca acIKeTa
Teopuje KOHBepreHiuje koja he OuTH Ipe3eHTOBaHa y HAPEIHUM PEIOBHMA, KOja rpybo
rosepehu 06e36ehyje koBepreunujy [ajmepkuHOBOr periema, MaKap 3aCUyPHO 3a JOMEHe

KOjU Cy JIUCKPETU30BaHU JOBOJGHO (DUHOM MPEZKOM.
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5.3.6 Kousepreunnuja nosutuBHO geduHucane popme

KOHBepFeHLLI/Ija FaJIepKI/IHOBe cbopMe METOA€ KOHadYHUX eJieMeHaTa 3a IIOSHTHUBHO

neduHcane npobieme je ycrocrasibena ca Cea-oM JIEMOM KOja IJIacu

Cea lemma Axo y3memo y 003up alCTpakTHU JUCKPETHU BapHUjaIlMOHU ITPOOJIEM KOju

rimacu Hahu up, € Vi C V Tako na je,

a(up, wp) = l(wp) Yw, € V, (5.62)

Ako mpermocraBUMO Ja ciaba opmysaluja 3al0BoJbaBa IpeTnocTaBke Jlakc-
MusurpaMove TeopemMe W akKo 3aMEHHMO U ca Up Tj. €rsakTHO Ca allPOKCUMUDPAHUM

peniemeM. OH,ZL& I'pPelKa U — Up 330BOJbaBa,

Na

K Z./'/Lf’whevh, Hu - WhHV (563)

[u—ully <

rie cy N, u K KoutuHyasne u V-eJUIITHIHE KOHCTAHTE.

5.3.7 Kousepreunuja nejgedunancanux popmn

Cea-ova j1eMa, ce MOXKe regepaJjin3oBaTu 3a HeﬂerHHHCaHe cbopMe ca CJIG,HGBOM TeopeMOoM,

Ako ysmMeMo y 003Mp alCTpaKTHH QUCKPETHH BapHjallioHd pobJjieM y KoMme Tpeba

nponahu up € Vi, C V Tako ja je,

a(uh,wh) = l(Wh) Ywy, € W, (5.64)

Ako mpernocraBuMoO Ja cjaba dopmysaluja 3a0BoJbaBa MPETIIOCTaBKe babymkune
TeopeMe U aKO Ca U U Uy O3HAYNMO €T3aKTHO U AlTPOKCHUMATHUBHO peree. OHa rperika

u — uy 3aJ0BOJbaBA,

Ng ..
= wally < (14 50 o cvifu = wily (5.65)

rie c N n CY KOHCTaHTE€ KOHTUHYUTETA N ANCKPETHOI' NH(P-CVII-a.
a h
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U3 onpehuBama rpemke u3 rope HasejeHux Teopema (5.63)(5.65) ciueam na
KOHBepreHnuja GuIo Kor penierba T0OMjeHnX MEeTOJI0M KOHATHUX eJIeMeHaTa 3a IpobIeM

(5.62)(5.64) ce pauyna 3a jBa dakTOpa, HAUME:

Anpoxcumamusnocm: DPakrop infi, cv, |[u — Wi ||y Kapakrepuiie anporcuMabHIHOCT
€r3aKTHOI pelleba y JUCKPETHOM MpocTopy V) mnpemolnhieHa ca WHTEPIOJAIMOHOM
GYHKIIMjOM MeToJe KOHATHUX eJIeMeHaTa. Moxemo ma mgeduHUIIIEMO HAjOOBY

AIIPOKCUMAII]Y WM ONTHMAJIHY AllPOKCHMAI]y er3akTHOD pemiema u'y Vi, [156].

u?a = ugpt =arg infwhEVhHu - WhHV (566)

U TPeIKy Hajoosbe alrpoKCuMaIuje Kao,

h _ _h __ h

€ba = Copt — Hu - uoptHV (567)
: h

Ca reoMeTpujcke TadKe IVICJHIITA, €g, NPEJICTAB/ba MIHUMAJHY JICTAHIy wn3mehy

er3aKkTHOI pellema U noampocropa Vy,.  OnTumaiHa TIpelllka ce MoxKe I10Be3aTH

ca HahleHOM MHTEpPIOJIAIMOHOM TI'PENIKOM KaJla AalpOKCUMHUpajylin ersakTHO pelieme

ca NOIMHOMHMA pefa p. 3a JaTh p-TH peJ HHTeplojanuje (yHKIMje U,U; U

KapaTKEPUCTUYHE Mepe eJIeMeHTa [IPOopadyHCKe Mpexke Beaundune h, ciaemqu na

Hu — u]HH*(Q) < Chm_SHUHHm(Q) 0 <s<m (5.68)

ca.m = p+ 1, no meduHUNNjH, ONTUMAJHA TPEIIKa je Mamba WId jeTHAKA

UHTEPIIOJIAIIMOHO] IPENIU Tako Ja Ne u oHa 3a70Bo/buTH HejegHakocT (5.68).

Stabilnost : ®akropu N,/K u 1 + No/f; y (5.63)(5.65) kapaxrepuiie mnpobiaem
CTaOUTHOCTH. Ba mnosutusHO jedunncane upobieme N,/K je obmdno wmama u
AIPOKCUMATUBHOCT WIpa JIOMHUHAHTHY YJOIY Y KOHBEDreHIWju pemema. CymnporHOT
TOMe, OHO ITO ObyxBaTa XeJMXOJIIOB MHpOBJeM 3a BeJMKe TajJacHe OpojeBe
(nenedunncane mpobaeMe) IMCKpeTHH HHM-CYIT KOHCTanTa 3, mMa rpemky pega O(k™1)
koja zaBucu on komrmmyasnHe mub-cyn koncrante (. Komnceksenrno, 1 + N,/f; he
UMETH BEJINKY BPEJIHOCT U eCTHMAaIlja rpenike he mocraru BeoMa Jiolma. Y OBOM CIy4ajy

crabmiHocT he onpeauTH IMOHAIIAHbE KOHBEPreHIIn]e.
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Ha xpajy hemo upejgcraBuTu TeopeMy KOHBepreiuje 3a ciaby dopmysanujy Koja

3aJI0BOJbaBa [ 'apIMHIOBY HejeTHAKOCT.

Axo peamarpamo Bapujarmonn mpobitem (5.54) ca cexsunnnapaom dbopmom : HlzH! —
C xoja je H' xoepcusna. Ysumajyhu y o63up J0HaTHY CEKBEHILY IIOAIPOCTOPa KOja

3aT0BOJbaBA,

Vicvi.cvNcv (5.69)

Kao u ciaenehe,
n thV,NHUW}LH -0, N—=o00 YueV (5.70)
e je || - || emeprercka mopma |[ul| = apyr(u,u)/2,  ap(u,v) = a(u,v) 4+ C(u,v). onga

nocroju 6poj Ny Takap Ja je JUCKpeTHU Bapujaronn npobiem (5.64) uma jeuHCTBEHO

pememe uly € ViV za cee N > No u [[ulY |1 — 0 kao N — oc.

Coren 13 TeopeMe J1a aKO Ce Ja CeKBEHIIa MpeXKe BeJInvdnHe h u perea Uy, € Vj, ocroju
rpaHUYHa BEJIMYNHA eJeMeHTa Mpexke hg , Tako na je h < hg cieneha mporiena rperke

IJlaCcu:

Hu—uth S CinfwhevhHuwth, Vho (5.71)

rie je C koHCTaHTa He3aBUCHA O h. Y OBAKBUM CHUTyalldjaMa Cce Kayke Ja IPEIIKa MMa
KBa3u ONTUMAJIHY KOHBepreHnujy. llperxojiHa HejeHadMHA MOXKE Jla CE€ HAIUIINE U Y

cienehiem obmuky |||y < C||6gptHV-

5.3.8 Jlobpo 1mocraB/barbe M KOHBEPTEeHINja X eJIMX0JIIIOBE 1 KOHBEKTHE

XeJMXO0JIIOBE je THAaYNHEe

Ha xpajy hemo cymuparu curyanujy 3a XeJIMXOJIIOBY jeJHAUMHY Ca rope HaBeIeHUM
Beh pedunmcanuM T00PUM ITOCTAB/HAILEM MATEMATHYIKOT MpobJeMa Kao U FHEroBy
KoHBeprennujy. 3a majie Maxose Gpojese XesMxouosB Bapujaruonu mpobiem (5.40)

je mobpo mocTaB/beH U 33JI0BOJbaBA yCJIOBe rponucane Jlakc-MuaurpaMoBoM TeopeMoM.
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Ca apyre crpane KouBepreuiuja [asepkunose merojie he butu onrumasiaa 3a h-Bep3ujy
MeTOoJ/le KOHAYHUX eJIeMeHaTa, Tj. CBe JIOK Ce Pe30JyIHja Ip:KM KOHCTAHTHOM Tj. OPOj
9BOPOBA 110 TAJACHO] JIy2KUHU je JIOBO/bAH Ja ce gobuje (ppekseHIa u 00JUK Tasiaca.

Konseprenruja he 6utu KoHTpoMCaHA ca anpokcuMaTuBHUM (hakTopoMm y Cea-Boj jemu.

3a Besuke TajiacHe OpojeBe cuTyaluja je KomiuieTHO apyraduja. Ciaba dopmyaiuja
(5.40) umje BuIIE TO3UTUBHO JAedUHUCAHA HAKO NHM-CYI KOHCTAHTa [3 ce MOyKe mponahn
TaKO Jia IMOCTOjarbeé U jeIMHCTBEHOCT je 3arapanToBaHo ca TeopemMoMm babyrike. Kako
roz, oa KoHcranTa uma O(k_1) mOHAIIaWme IITO UMILUIAIKMPA Ja TPAHUIA CTAOUIIHOCTH
he saBucutu of (), Koju je Beoma cyab 3a Besmke Tajgacue 6pojese (5.59). JluckperHu
By, ucro Bapupa kao O(k — 1) tako ma he ecrumanuja rpemke Koupepreuije (5.65)
OUTU yIJIABHOM JOMHHAHTHA C4 HEKOPUCHUM BEJIMKUM (DAKTOPOM CTADWIHOCTH. 34
BeJImKe TajacHe OpojeBe, KOHBepreumuja he OWTu ympaB/baHa OJ CTpaHe CTaOMIHCOTH
YMECTO OJ CTPaHe AIPOKCUMaOUIHCOTU. Y OBOj CUTYyalldju, TPEmIKa J00ujeHa MEeTOIOM
KOHAYHUX ejieMeHaTa he Outu Beha Hero onTuMajHa TIpeIiKa W pas3jinka e HA3WUBa
"pollution" rpemka. Wmak, ciaba dpopmynamuja XeJIMXOJIIOBE jeIHATHHE 3a0BOHABA
lappunrosy nejnuakocr(5.61). Teopema rapanryje na sehia dunoha mpexe rapanryje
Ja hemo mgocTmhu T'paHUYIHY BPeIHOCT hg, IPEKO Koje he pereme JT00MjeHO MeTOIOM
KOHAYHUX ejleMeHaTa OWTH KBasum onrtuMajino. OHma ce MoXKe BHJAETH Ja 3a h-
Bep3Ujy MeToje KOHATHUX eeMeHaTa Ne ce YCIOCTABUTHU 3aleT/baHy KOHBEPTEeHIIN]Y
KOja 3aBUCHU OJI BeJIMUUHE eJIeMEeHTa IPOPadyHCKe Mpexke. 3a Ipy0dy Mpexy pellemne
he 6utn penomunanTHo ca "pollution” rpemikom, 0K 3a JOBOJBHO (bruHE Mpeke KBa3u

ONTHMAJTHO KOHBepreunuja he 6utu mocTurnyTa.

Kao mTo ce ouekyje KoHBekTHa XeJIMXOJIOBA jeIHAYMHA he UMATH CJIMIHO
[IOHAINIAKE KAo W XeJMXOJIOBA jeJHadHe. To je 306or uumeHHIlEe 8 MOXKEMO
TpaHdopMuCcaT KOHBEKTHY XEJIMXOJIOBY jeIHAYUHY y XeJIMXOJIOBY jeIHATHHY
ca nornyHoMm Jlopenmnosom tpancdopmarmjom (5.15).  KonpekruHa XesMxoJosa
jelHaYMHa TPE3EHTYje MCTU MOJEJI MOHAINAMha KAao U XeJIMXOJIOBA jeJHAUNHA IINTO je
HyMepu9kd ucnutano y [157] 3a jemHomnmansmonu ciaydaj. JlBopumeHsuoHu ciydaj je
MaJIo BHUIIE 3aMpIleH 300r edeKkTa Cpemer cTpyjama ajgu ucto caap:ku "pollution"

TPEIKY.
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5.3.9 Bapwujanuona nJIn ciaba dopmynanuja HEeXOMOTreHe

XeJaIMXO0JIIOBE jeJHAYNHE

[Ipornienypa ma Om ce Halia BapHjanuoHa (OPMYyJIAIja HEXOMOTOHE XeJIMXOJIOBE
jemmaumne je mcra Kao m 3a Hasmje-Crokcomy jemmaumny. IlpermocraBuhemo omer
xomorene JlupuxjieoBe rpaHUYHE VCJIOBE M YKPATKO NPEIACTABUTH (DYHKITNOHAJHI

IIPOCTOP,

Wo = {q(x) € H'(Q4e);¢=0 na Tp} (5.72)

Onga hiemo moMHOXKAUTH AUMDEPEHINjATHY jeTHAUNHY Ca TeCT (DYHKIHjOM W U aKO
MHTErpajuMo IPEKO IIeJIOI aKyCTUIHOT MPOPAIyHCKOr joMeHa (1,.. AKO KOPHUCTHMO
HOTAIIN]y U3 MIPETXOJHUX IOIJIaB/ha BapujalnoHa (popMyJiaiuja ce MoxKe (hOpMyJIHCcaTh

kao: nponabhu p € Wy rako jaa,

(Vp, Vw) — k3(p, w) — iko(p, w)r, = (s,w) + (g, w)r, (5.73)

3a cBe w € Wy. Tpeba nanomeHnyTu fa je aKyCTUIHHU MPUTUCAK KOMILJICKCHU OPOj TaKO

Jla uHTerpasu y jeauadnau (5.73) cajprke KOMIUIEKCHE KOBYTOBaHe TecT (hyHKIH]e.

5.4 JemgnoamMeH3mWOHA XOMOTreHa XeJIMXOJIIOBa jeTHAYNMHA

Y oBoM morJiaB/by NE€MO HMCKOPUCTUTH HYMEPHUKY CHUMYJIAIUjy ja Ou aHaJIu3upasin
MOHAITAhE jJeTHOJMMEH3NOHE XeJMXJIOBE jeTHAUYWHE PEIeHe METOJOM KOHATHIX
eslemenara. [Tocmarpahmo ciydaj ciobomue mporaramyje je JHOIMMEH3UOHOT Ta1aca Koja

MOXKe Jia ce u3pasu Kao: nponalin akycruanu npurcak p : 4. — C, ca Q4. = (0, 1) Tako

Aa,

—d2,p—kZ =0 unutar Qge (5.74)
p(0) = pe(0) =1 (5.75)

d:vp(l) - Zk[)p(l) =g= dxpe$<1) - ik(]peos(l) (576)
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Real part of solution

Exact
—#— Interp M
———FEM Sal

08

06

& i o |
0.4 { 4, b

Rep
o

L2F

RIR=R Y

CJimkKA 5.1: Peanmno meo ersakTHOT, HHTEPIOJAIMOHOr U [alepKMHOBOr peIermha
XeaMxoJImoBe jeqaadnne 3a g = 10

Irmaginary part of solution

15 T T T T T T T T T
Exact

—F— Intemp

———FEM Zal H

Imp

CJIMKA 5.2: MarmmapHu €0 ersakTHOT, HHTEPIIOJIAIMOHOr U ['aJepKUHOBOr pelerha
XeaMxoJIToBe jenaadnne 3a o = 10
Y yBOJY CMO CIOMEHYJIM YHILEHUILY Jla 33 BEJIHKEe TajacHe OpojeBe, JUCKPETHU TAaJIaC
JI00UjeH MeTOJ0M KOHAYHUX eJIeMEeHaTa Mpolarupa ca JUCKPETHUM TaJlacHUM OpojeM kp
KOju je nmpyradmju o KoHTuHyasaHor K. OBo da3Ho Kallmeme je 300r IUCIep3nOHOT
kapakTepa kp, mTo je koper "pollution" rpemke. IIpeacraBuhemo peajHo 1 UMarnHapHO
pelliebe er3aKTHOT, WHTEPIOJIAIMOHOT U pellemha 1o0ujeHor ['aJepKuHOBOM METOIOM
3a ciay4daj Kajga je kg = 10 mro je mpukazano nHa ciaunu 5.1 u 5.2 rae ce jacHo

Bu M (a3HO KAlllbehe pellerha JI0OMjeHOr MEeTOJ0OM KOHAJYHHUX ejieMeHaTa. AKo ca
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Real part of solution
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C/MKA 5.3: PeanHo j1e0 ersakTHOT, HWHTEPIOJIAIMOHOr U [AJIEDKUHOBOT peIlema
XeamxoJmose jegaadune 3a o = 20
Imaginary part of solution
1 . — : . 4
@ | —=— Exact
08 —#— Interp
—— —FEM Sl
06 - ;
D4k
0.2 Ey
g 0
02
0.4
RN
Rk
-1
1]

CHUKA 5.4: VMaruHapHu 7e0 ersakTHOL, HHTEPIIOJIAIMOHOr U ['ajlepKIHOBOI PelIeha
Xemamxosmose jegaadnne 3a g = 20
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PI O3HAYUMO HHTEPIIOJIAHT OJI €r'3aKTHOI' AKYCTUYHOI MPUTHCKA P, OHJA MOXKEMO Ja
JilebUHUIIEMO MHTEPIIOJIAIMOHY TPEIIKY Kao €in,: = ||[p — pr|lv, mro je ropma rpanura
Hajbosbe Moryhe ampokcuMalje Wd OnTuMaJiHa rpemka. OBa Tpelika UMa JIOKAJIHU
KapakTep W 3aTo ce 300r Tora MOHEKa I Ha3uBa JIoKaJiHa rperika. Ca jpyre crpase 30010
qucriepauje, ['alepKUHOBO perrerbe uMa IPEIIKY € = ||p — ppllv Koja je muoro Beha
o1 MHTepIojanuone rpemke. Pazianka usmely rpemke go0njeHe MeTOIOM KOHATHUX
eJleMeHaTa U WHTepIIoJalioHe rpenike ce Hazusa "pollution" rpemka epo = €10t — €int
Koja je BeoMma moBe3aHa ca mucueps3ujoM. Illto je Beha maucmepsnja, 6whe n Beha "pol-
lution" rpemka. VY carajcHoOCTH ca pe3yJiTaTUMa KOJU Cy JePUHUCAHH y TEOPEMHU O
JIO6POM TIOCTaBJbAKY MATEMATUIKOT ITpobJieMa jie(pUHUCAHE Y TIPETXOHIM TIOTJIaB/BUMA,
MOXKEMO TPUMETUTH JIa aKO TajiacHu 6poj pacre tako u "pollution" rpemka pacre. OBo
MOXKe Jla ce TPUMETH Ha CJUIU 5.3 W 5.4 IJe je TpeICTaB/HeHO pealHO U MMarHapHO
Ppellerhe er3aKTHOT, HHTEPIIOJIAIMOHOT U PEIlehe JOONjeHO MEeTOIOM KOHATHUX eJIEMEHATA
3a Tasiacau 6poj kg = 20. OuuriesHo je ma da3HO Kallbeme je Behe Hero 3a ciydaj Kaja
je ko = 10 u crora he "pollution" rpemka 6utu Beha. Ca apyre crpane, GUTHO je

nanoMmenyTu Ja "pollution" rpemka nma riobaJiHE KapakTep.

Ha cimmu 5.5 CMO IIpeICTaBH/IN 3aBUCHOCT TOTAJIHE U ONTUMAJIHE rpemke y H' HopMmy ca
nosehamem dunohe Mmpexke 1j O6pojeM enemenara. Pasiuka m3mely oBe JBe BpeIHOCTH

ce medunuire kao "pollution" rpemka. Pesysirar je nobujen 3a ciaydaj kamna je kg = 50.

MN=1/h

CnukA 5.5: Log-Log rpaduk ToTaHe W ONTHMAJHE pealTHBHe rpermke y H' mopMu
ca ko = 50
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5.4.1 [edwunumnuja "pollution" rpemke

lenepanna medununmja "pollution" rpemke ce Moxke JedUHECATH KAo:

Ako pasmarpaMo XeJMXOJIIOB IIPobJIeM y HOpMUPAHOM IIPOCTOpy V, ca TajacHuM 6pojem
0, er3aKTHO perene p # 0 € V u pemnemne Koje je Jo0ujeHo MEeTOIOM KOHATHUX eJIEMEHATA

pn # Vi, C V. AKo mpeTmnocTaBUMO IPOLEHY THUIIA,

lp —pallv C(ko)in fuy e lp — wallv (5.77)
Ipllv Ipllv
CTOJU ¥ aKO MOZKEMO JIa HAIUIIIEMO,
ern < Clko)er, opt (5.78)
u ako koHcraura C(ko) nma BpeJHOCT
C(ko) = C1 + Cokl (k§'h) (5.79)

ca >0, a > 0wu Cq,Cy cy KoHCTaTHTE HE3aBUCHE O kg U h, KarkKeMo Jia pellenhe
JI006MjeHo MeTo/IOM KOHAaYHuX ejeMeHaTa uma "pollution" rpemky u ma wian C’gkg (kg h)

ce 30Be "pollution" wran.

5.4.2 JeagHoaMMeH3MOHA ANUCHEP3MOHA AHAJIN3a

Kao mro cmo Beh narnmacumiu pereme XeIMXOJIIOBE jeIHAMHHE KOoje je J0OUjeHO MEeTOIOM
KOHAYHUX eJieMeHaTa je aucrnep3uono yciaesn "pollution” rpemke. Jla 6u KoMILTeTHpAIH
aHaJn3y, Ha BEOMa JeIHOCTABHOM MpuMepy MokazalieMo ma permneme XeIMXOIIoBe
je/lHaYMHEe METOJIOM KOHAUHUX ejieMeHaTa MPOIarupa ca JUCKPETHUM TaJJACHUM Opojem

k‘(})‘ KOJU C€ pa3JjIuKyje 0/ KOHTHHYAJHOT TaJacHOT O6poja kq.

Axko y3MeMo je,ﬂaH pea TpuJauaroHaJiHor CHUTEMa IIOCJIe ,ILI/ICerTI/ISaHI/Ije METOA0M

KOHAYHUX ejieMeHaTa qo0uan O,

— Pt 4 2Pt — Ut —2aM(PUT 4 4P + PO =0, a=
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re je P* = pp(x4) je BpeIHOCT IPUTCKA Y TAYIHU T, = ha U IPETIIOCTABIIN CMO JIMHEAPHE

uaTepronanunone dbyuknuje. U3 jennaunne (5.80) hemo moburw,

(2" +1)P* ! +2(4a” —1)P* — (22" +1)P*TL =0 (5.81)

Axo npernocraBumo Jia peniere uma 06k U = p® y jeanaunan (5.81) u ako 1moeanmo

ca p® mobuhemo,

(2" +1)p? +2(4a" — 1)p — (22" + 1) =0 (5.82)

rae mnmporaraimuoHu TaJlaC UMa pelieme,

1 —4al + \/12aM(ah — 1
_ 1-da+ VI20M(ah — 1) (5.83)

2ah + 1

p

3a al > 1 umamo onaajyhu Tasac, 10K 3a ah <1 koh < /12 (1Be Tauke 1mo TajgacHoj

JIy?KUHE) UMaMO OCIUJIATOPHO Delllierse, IITO HAC OBJie uHTepecyje [155].

AKO 3aXTeBaMO Jia JUCKPETHO PEIIErhe Pj, TOCTAHE er3aKTHO Y YBOPOBUMA CIICTH A

pr(za) = P = p(x,) — p* = exp(ikox,) = exp(ikoha) = [exp(ikoa)]® (5.84)
— p = exp(ikoh) = cos(koh) + isin(koh) (5.85)
[Ipernocraspajyhu jguckperHu TajacHu OpOj Tako ja je p = cos(kgh) + isin(k:gh),

Tpebasio 6m ya je Re[(1 —4a”) /(2" + 1)] = cos(klh), mrro mociemano noBomH 10

1 —4a” (koh)®  _ (koh)®
h 0 0
= — )~ koh — <k :
koh arccos(2ah+1) ko o +3 640 + ... < koh (5.86)
IITO JaJ/be UMILJIUIPA,
k3 h?
K" — ko =~ 20— + O(k5h*) (5.87)

24
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cTOra je jacHo Jia y CYIIPOTHCOTH OJ1 OIITUMAJIHOT U €r3aKTHOT pPelllerkha, pellemhe JT00njeHo
MEeTOJIOM KOHAUHUX ejieMeHaTa je jauctep3uono. Crora dha3Ho Kalllbebe HacTaje u3mehy
€r3aKTHOI TaJaCHOT pellera u JucKpeTHor. CnvHa JUCIEP3NOHa aHaIn3a KOja je OBIe
n3BeJIeHA 38 XeJIMXOJIIOBY jeJIHAYMHY Ce MOYXKE HM3BECTH U 3a JBOJIMMEH3MOHY Kao U 3a
TpoauMeH3uony XeamxounoBy jennaduny [158| [159]. Iloacehamo ma ce Beoma ciamdanu

pesyJraTi J100ujajy 1 3a KOHBEKTHY XeJIMXOJIoBY jenHaduny [160].

5.5 JIBoamMeH3MOHA XOMoOreHa XeJMXOJII jeTHAaYnHA

Y oBOM TIOTJIaBJBY NeMO ce OCBPHYTH Ha IPOOJIEMATHKY JTBOJIMMEH3NOHAJIHE X eJIMXOJIIIOBE
jennaunne. Kao mro hemo BujaeTn mcra MpaBuja Bayke Kao W 3a jeTHOINMEH3UOHY
XenMxoMmoBy jemHadnuy. AKo mpermocTaBuMo ciaenehm Mojen Koju moJpasyMeBa
Iponaralujy cjgo00/IHOT Tajaca y JBOJIMMEH3NOHAJIHOj PaBHU KOja MOXKe Jia ce objacHn

kao: nponabu akycruwanu nputucak p : Qg — C ca Q4 = (0,1)z(0,1) Tako ma

~V%p—kip=0 unutar Qge (5.88)

Vp-n=ikop+g na 0 (5.89)

Tamacuu 6poj je mar xao kg = (kog, koy) = ko(cosb, sinf) u rpanuna je 0, =I't UT'2 U

T's UT'y tae je:

Ty =[2,0], xel0,1] (5.90)
Ty=[lLy), yel01] (5.91)
T3 =[z,1], z€[0,1] (5.92)
T, =10y, yel01] (5.93)

(5.94)

TIOJIAIM 3a g MMajy BPEIHOCTH,
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g9(z,y) = i(ko — koy)exp(ikozxz) na T (5.95)
g(z,y) = i(ko + koz)exp(ikoy + ikoyy) na T (5.96)
9(z,y) = i(ko + koy)exp(ikogx + tkoy) na I'z (5.97)

g(x,y) = i(ko — koz)exp(ikoyy) na Ty (5.98)

ErsakTHo pereme npobiema (5.86)(5.87) je paBaHCKH Tajac KOjU HPOIArupa y CMepy

BeKTOpa TaJicHor Opoja kg

p = exp(ikozx + ikoyy) (5.99)

[EXACT SOLUTION

= Y"""V""Y""
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CJIUKA 5.6: PeaJiHu 71€0 er3akTHOL U Pelllera, J0ONjeHOT METOIOM KOHAYHIX eJleMeHaTa
3a kg = 10 u 0 = 45° y U30MeTPUjCKOM IIOIJIE/LY

[EXACT SOLUTION

CJIUKA 5.7: Peasinu 71e0 er3akTHOT U Pelena T00NjeHOT METOIOM KOHATHIX €JIeMEHATa
3a kg = 10 u 6 = 45° y norsey oj03rope
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CJIUKA 5.8: PeaJjiHu €0 er3aKTHOT U pellierha JJOONjeHOr MeTOIOM KOHATHUX eJIeMeHaTa
3a kg = 50 u 6 = 45° y u30MeTPUjCKOM MOTJIeTy

CJIUKA 5.9: PeaJiHu 71€0 er3akTHOL U Pelllerha, J0OUjeHOT METOIOM KOHAYHHIX eJIeMeHaTa
3a kg = 50 u @ = 45° y norueny omo3rope

CaukKA 5.10: PeayiHu /10 e€rsakTHOI M pellera J00MjeHOI MEeTOIOM KOHAIHUIX
esemenara 3a kg = 100 u 6 = 45° y u30MeTpHUjCKOM IIOTJIEILY
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[EXACT SOLUTION

[NUM. SOLUTION

CukKA 5.11: PeajiHu /10 ersakTHOI M Ppellema J00MjeHOI MeTOIOM KOHATHUX
eseMenata 3a kg = 50 u § = 45° y norsiemy omosrope

Ha ciukama 5.6-5.11 je mpejicTaB/beHO AHAJIUTUYKO PEINIEHE KA0 U pellere JT00ujeHo

MEeTOJIOM KOHAYHHX ejieMeHaTa 3a TajacHe d6pojese kg = 10,50,100 u 0 = 45° u Mmperxkom
3 s n 3 "

on 2500 ememenara. Ymedar/pub je passoj "pollution" rperke ca mopacToMm TaJiCHOT

6poja ko.

5.6 JIBoamMeH3MOHA HEXOMOreHa XeJMXOJIIIOBAa jeJHavYIHA

Y oBoMm meny ce Heliemo GaBuTm HEUKakBOM aHajum3oM '"pollution" rpemke, #Hero hiemo
PEIIUTH ITPOCTY HEXOMOTeHY XeJIMXOJIIOBY je/IHadnHY [ 'ajJepKUHOBUM METOJIOM KOHATHHUX
eJleMeHaTa W YIOPEJIUTH Pe3yJiTaTe Cca aHAJUTUIKUM perremeM. (OBaj IpPUCTyH HaM
j€ KOpHCTHO Kao TeCT IMpobJIeM 3a UMILIEMEHTAIN]y Pelleha HEXOMOreHe XeJMXOJII0BE
jemnagmue. Ha cimmim 5.12 je mpukas3aH U3BOPHU WJIaH €a JIBA MOHOIIOJA, & IIOPEJl TOra
jé IpUKa3aHO W AHAJUTHYKO PEIIehe 38 HEXOMOTeHY XeJIMXOJITIOBY jeTHATNHY Ha CJIUIN

5.13.

[Tomrro je wuckopumihen TpopadyHCKHA ITOMEH jedUHUCAH Yy HIPETXOIHOM IIOTJIABJBY
HUCKOPUCTHUJIN CMO JOMEH W I'DAHUYHE YJICOBE W HANPABUIN aKyCTUIHU U3BOP Ca jeIHUM
MOHOIIOJIOM KOjH je npuKa3aH Ha ciauiu 5.14. Jemnaunna koja jedunuine akyCTUIHU

u3BOp Hamucana kao Matiab ko je:

S(x,y) = maz(0.52 — X% — (Y — 2)2,0) + maz(0.5> — X2 — (Y +2)%,0)  (5.100)
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CimKA 5.12: Axycruanu ussopu y CJIMKA 5.13: AHaIuTHdKO peremne 3a
IIPOPATIYHCKOM JIOMEHY HEXOMOTOHY XeJIMXOJIOBY jeTHAYNHY

JIOK je aHAJIMTUYIKO Pellehe HAIMMCAHO Kao MaT/aabd KoJl JaTo ca,

p(x) = (i/4)besselh(0, 1, ko * sqrt(X — z0)*+ + (Y — yo)? + eps)S(z, y)hghy, (5.101)

rae je besselh nedunucan kao Y,(z) = W, JIOK je pesaruja usmehy

Xenkesiore u Becesose dyHKImje nar ca Hq(,l)(z) = Jy(2) +1Yy(2), a? (2) = Jyp(2) —
iYy(2).

NmarunapHo u pejaHo pelrerbe HEeXOMOTeHe XeJMXOJIOBE jeJHaduHe je MpUKa3aH
Ha ciamkama 5.16 m 5.18 u ome cy ymnopehene ca peremeM J100UjeHN aHAJIATHIKUAM
ImyTeM MpuKa3aH Ha ciaumkama H.15 m 5.17. VmmjaemenTtariuja HEXOMOTEHE W XOMOI'€HE

jeIHOIMMEH3MOHe KA0 U JIBOJMMEH3MOHE XeJIMXOJII jeJIHaYnHEe TPUKA3aH je Yy JI0/IaTKy

B.
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CauKA 5.14: AKycTHYHE W3BOP THIIA MOHOIOJ Y IIPOPATYHCKOM JIOMEHY

Ciuka  5.15: Nmarunapaun  meo CiugA  5.16: Nmarunapan  1eo
AHAJIMTHYKOD  pEIllera  HEeXOMOTeHe pelrema MeToIOM KOHATHIX eJIeMeHATA

XeJIMXOJITIOBE jeTHAUIHE HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeTHATINHE
CJIMKA 5.17: Peamau  meo C/IMKA 5.18: Peannu neo pemema
AHAJIMTHYKOL  pEIlera  HEeXOMOI'eHe METOJIOM KOHAYTHIX ejeMeHaTa

XeJIMXOJITOBE je THAYMHE HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeTHATIHE
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5.7 SGS crabuim3amnmoHa MeTo/1a 38 HEXOMOT'eHY X eJIMXOJIIOBY

jeTHAYMHY

Y 0BOM MOIVIaB/bYy ITPUMEHHNEMO UCTY CTAOUIU3AIUOHY METOIY KOJYy CMO KOPHUCTUJIU 38
pemmaBambe Hasuje-Ctokcose jennaunte y Tpehem moriasby ma 6u pemmman "pollution”
IPeIKy KOja Ce jaBjhba MPUJIMKOM peIlaBaiba XeJIMXOJIOBe jeqHadnte [ alepKuHOBOM
merogom. Kao mro cmo Beh objacHmim HanpaBulieMo pa3jBajarbe TPOMEH/BUBUX HA P =
pnp+P u TecT GYHKIHjEe W = wp+ W KOje JoJia3e n3 pas3/iBajarmba MaTeMaTUIKIX [IPOCTOPA
wa W = W, & W, Wo = Who + Wg. AKO 3aMEHNMO OBe IPOMEH/bUBE y jeIHAYNHY
(5.73) mobuhemo jeHAUNHY 3a BeJIMKE BeJIMYMHE U JeJHAYNHY 3a MaJie BeJIMIUHE, MITO je

necdunucano y ciaemehoj jeHadnHm:

(Vpn, Vwy) — k*(pp, wp) — ik(ph, wp)r,

+ Y (B, Vwn + Kwn)a, (5.102)
Qe

- <Sh7 wh> + (g7wh)FB

rJie IPBU PeJl IPETXO/IHE jeJHaTnHE JedUHUIIe pe3y/iTaT gjobujer ['ajiepKkuHOBOM MEeTOI0M
a JIOK Jpyru pej jeduHUIle CTabUIM3alMoOHe WIAHOBE KOjU y3uMajy y O03Up yTHUIIA]

MaJIIX BeJIMYMHA Ha Bejuke. Majie BeJInduHe ce MOry allpOKCUMHUPpAaTH,

D= TacTp,h = Tac(*v2ph - k2ph — Sh) (5.103)

Crabun3alnoHn mapaMerap T, ce J00uja u3 JUCIep3noHe aHAIU3e MTo heMo 00jacHuTH

y cieaehem norassby. Jennauuna (5.102), 3ajesno ca JeduHICAHIM MaJIUM BeJTHYHHAMA

nedbunncannm y jennaannu (5.103) u ca crabuansannoHIM HapaMeTpoM Koju heMo HaKHAHO

nedpunucarn orkiama "pollution" rpermky koja ce jaBiba y ['ajlepkuHOBO] METOJIOJIOTH]H.

5.7.1 JleduHucame cTrabum3amuoHOr IIapaMeTpa

VY oBom norsaBsby JedunncaheMo cTabuIN3aMoHn IapaMeTap 38 KOHBEKTHY JTBOIUMEH3UOHY

XeymvxourioBy jeaHaunny. Jlucnepsuona ananuza he Outu ypalhena Ha yHUMDOPMHO]
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MpexKH Koja uMa ejiemente h X h koju cy 6uwmunapsaor tuma [155] [161]. TIpso hemo
HaIICATH CTAOMIN3aInoHy popMy 6e3 rpaHIIHAX YCJIOBa IIOIMTO heMo 6UTH 3anHTEePEeCOBAHI

3a pes3y/aTaT JiobujeH yHyTap npopadyHcke mpexke. OBa dopma je jara ca,

L L
a-1,b+1 ab+ 1 a+1,b+1

a-1,b ab b .a+],b

ibad  whl a+1.b-1

CimukA 5.19: Jleo mpopadyHCKe Mpexke ca jie(pMHIUCAHOM HOTAIMjOM 3a IpapadyH
CTaOMIN3AIMOHOT TTapaMeTpa

asgS(phvwh) = —2ikoMy(0zpn, wp) — 2iko My (Oyph, wp)
{1+ M2)(Dupn, Dzwr) + [1 — M2)(9ypr, dywy,)

75054k M2 > " (Duph, Oawn)a,, + TsasAk My > (Oyph, Oywn)a,,

el Nel

+75a58k My My > (0apn, Oywn)a,, — Tsasks Y (Ph, wh)a,,

Nel Nel

Hedunucam cmo Cp = (Oppn,wn), Cy = (Oyph,wh), Dax = (0xDh, Oxwh), Dyy =
(Oyph, Oywp), Dy = (0xph, Oywy), S = (P, wy) na 6u nojegnocrasmin Hotanujy. HemosHare

Yy TadKaMa JieJia IIPOPpavYyHCKe MpezKe Ha CJIAUIU 5.19 ce MOTYy IpeacTaBUTU Kao,

Pa—l,b+1 Pa,b+1 Pa—i—l,b—i—l

Py = | peth peb pesid

a

Pa—l,b—l Pa,b—l Pa—f—l,b—l
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AHaJIOTHO Ka/la KOPUCTUMO OUJIMHAPHY AllPOKCUMATUBHY (DYHKIH]Y, KOeDUITUjEHTH KOjU

ce mobmjajy 3a MpeTXomHO JeUHUCAHE ITapaMeTpe Cy:

-1 0 1
, h
[Ca) T2 |~4 0 4
-1 0 1
-1 2 -1
int 1
[Dx:p,ab]zé -4 8 —4
-1 2 -1
(1 0 1]
int 1
[‘Dwy,ab]zz 0 0 0
-1 0 1
1 4 1
h2
Sznt e
[Sep'] = 36 |4 16 4
1 4 1

Autrebapcku cucreM JIMHApHUX jeaHadnHa SGS BapHjaloHOr MpobJeMa ce OHJIa MOXKe

HaIucaTu Kao,

Asgs (Ph, wh) = —2iko M [Cylay) + [Pay'] — 2iko My [Cya] - [Pap']

1+ M2DE )+ [P+ (1= M2)[Dity) « [P

rx,ab yy.ab
—2M, My [D™ ] - [Pint] — K2[SinY . [P (5.105)
+TsGsdkg MDY o) = [Pay'] + Tsas4k My Dyl ) « [Pay']
+ngs8k8MzMy[D;Zt’ab] [Pmt] _ TSGSkO [Smt] . [Pznt]

IJle : IPEeJICTaB/ba JIBOCTPYKY KOHTPAKIIN]Y. AKO caja IIPeTIoCTaABUMO PEIerhe 33 PABAHCKT

Tajac ca TaJacHUM OpojeM kgff = (k:gif, k:eff) y Ta4dmy mn,

pmt = ezp[i(k‘gifhm + k:gg:fhn)] (5.106)
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AKO 3aMEHUMO OBy jejiHaumHy y jegnaqduny (5.105), nucnepsuona penaimja je qobujena
U3 KOje CTabWIM3AIMOHU TapaMeTap TsGs Ce Moxe jiedHHUCATH aKO je 3aJI0BOJhEHA

JUCKPETHA jeTHaYNHA.

_ 5.107
75GS Aden + BdenMx + CdenMy + DdenMng + EdenMy2 + FdenMxMy ( )
2
Apum = —5[4 - cos((k(e)j:fh) — cos((krggfh) - 2003((k8£fh)cos(k8£f)] ( |
5.108
kgh? e e
+°T{[2 + cos((k§L W2 + cos((kG) m))}
2
Brum = —gkoh[sm((kg’gf h)cos((k§I h) + 2sin((kg 1)) (5.109)
2 . e e . e
= _gkoh[sm((kogjf h)cos((k§L k) + 2sin((kg 1)) (5.110)
2
Duum = 5{2 - cos(k§L h)[2 + cos (k) )] + cos(k§I h)} (5.111)
2 e e €
BErum = 5{2 - cos(k§I 1) [2 + cos(ki )] + cos(ki) )} (5.112)
Frum = 2sin(k§L h)sin(kI h) (5.113)
koh? eff eff
den = — + cos + cos .
A 3 12 (koz” h)][2 (koy” h)] (5.114)
Ben =0 (5.115)
Clen =0 (5.116)
Dden = 4k8DnumEden = 4kgEnumFden - 4k8Fnum (5117)

Hamr musb je ma mahemo edexTHr TasiacHu O6pOj 3a paBaHCKH Tajac KOjU MPOHArUpa y
mpou3BospbHOM TpaBily. CBe mmTO Tpeba ma ypaamMmo je Ja BpaTUMO TyHY JIopeHIoBy

TpancdopMaIujy 3a paBaHCKU TaJac.

1" "

p (x ko) = exp(iky - x ) (5.118)

[Torrro paBancku Tasiac myryje y yHUMOPMHOM MEIHjyMy,
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‘p" (%, ko) = exp{if~ [Rko — keRM] - (DRx)} = exp(iks/’ - x) (5.119)

AKo ybamuMo poTaluoHy MaTpHILY,

cos¢p —sing

sing  coso

Homnazumo 1o ciaegehux BpeIHOCTH 38 KOMITOHEHTe e(peKTUBHOI BEKTOpa Ta/IacHOT Opoja

Koju je nedunucan y nociaenmnoj jeaaaanan (5.119).

k§! = koB2[cos(0 — ¢)cosp — My — koB~ Lsin(0 — ¢)sing (5.120)

k! = koB2[cos(8 — ¢)sing — M, — koS~ sin(f — ¢)cose (5.121)

Uspasn (5.120)(5.121) ce xonauno yb6ane y jenmaanny (5.108)-(5.117) na 6u ce mponaria

onroBapajyha BpeIHOCT 3a mapamerap TSGsS-

Axo ne nocroju koueeknuja M = (0,0), caenu u3 jennaqune (5.120)(5.121) xa je,

kit = koa, k&ff = koy (5.122)

kaJsia ce ybaru y jennadnny (5.107).

Avam 1 6 [A—cos(kiI h) — cos(k§T) — 2cos(kE )cos (k1)

TSGS = — = +
Aden kg kih? 2+ cos (ki 1)) [2 + cos (kG )]

(5.123)

Kao mro ce m ouekmBasio, nperxoauo nedunncana jennadnua (5.123) je mumra Hero
crabunuzanuonu napamerap pedpuruca y GLS crabunuzanuju XeIMXOIOBe jeHauInHE

[159].

Jennogumensuona Bepsuja ce obuja ako mocrasumo jga je My = 0 n ko, = 0, Taza he

edeKTUBHE KOMIIOHEHTE TAJIACHOT OPOja MOCTaTH,
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k
kelf — - +03\4 = kel (5.124)

JIOK je cTaOu/IM3aIroHu mapaMmerap jgedUuHUCAH Kao,

— 5.125
T5as Aden + BdenM + Ddenjw2 ( )
rae je,
212
Apum = 2[cos(KEITR) — 1] + %[z + cos(kST T h)) (5.126)
Boum = —2kohsin(kH h) (5.127)
Dypum = 2[1 — cos(kg!/h)] (5.128)
koh? eff
Aden — T[2 + cos(ky,’ h)] (5.129)
Bien =0 (5.130)
Dien = 4k2Dpum (5.131)

CranuoHapHY je/IHO/IMMEH3HOHY cJIy4aj je nedunncan ca M=0y jeanaunun (5.125) u ako
VBEJIEMO HOTAIIHjy k:gf F = ko. Omma MoxkeMo f1a AedUHHUIIEO CTAOMIN3aIlnOHN IapaMeTap

Kao,

Apum 1 6[1 — cos(koh)]
Trem 5.132
Agen K2 KNP+ cos(koh)] (5.132)

TSGS =

Ha xpajy cMo umIiieMeHTHpaIN TPE3EeHTOBAHY METOI0JIOTH]Y V jeTHOCTABAH jeTHOIMMEH3NOHT
pobJIeM KOjH je NMPHKa3aH y IPeTXOJHOM IoryiaBiby. lIpBu ciydaj je 6moO 3a TajacHH
6poj ko = 10 rume je momen juckperm3oBan ca 10 juHapHuX ejgemeHara. Peajnu u
MMArvHAPHU JI€0 PEeIerha XOMOTeHe XeJIMXO/IIOBE jeqHAYMHE je MPUKA3aH Ha CJIAIH
5.20 u 5.21 rme ce jacHo Buau jga je mpobiem ca "pollution" rpemkom Hecrao M ga
ce JUCKPETHHU TaJlacHu Opoj MmokJana ca KoHTumHyaaauMm. OBo je joIn BHIle H3parkKeHO
Ha caunm 5.22 u 5.23 T/e je TMPEe3eHTOBAHO PEeajHO W WMArmHAPHO pPEIIermhe XOMOIeHe

XeIMXOJIIOBe jeTHaunHe 3a TajgacHu 6poj kg = 20. JacHo ce Buau Ja He TTOCTOjU HUKAKBO
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dazHo Kalmeme n3Mely ersakTHOT U Pelieha MeTo/e KOHAYHUX eJIEeMEeHaTa KOJ Kora je
KopuIiiheHa OPTOrOHAJHA CAabIPUI CKejil cTabMIn3alnoHa MeToma. llomTo ce perrema
y IBOPOBHMMaA He ITOKJAllajy MMaJid CMO HeIOyMUILy Jia JIi je TO 300r cTabuIm3aInoHe
MeTOJIe WK je HeJ0BO/baH Opoj YBOpOBAa Jia ce 00e30e/u TajacHa pernpeseHTaiuja. 300r
Tora je Ha ciaumy 5.24 u 5.25 J0MeH IUKCPeTH30BaH Ca HapabOJUIHUM €JIeMEHTHMA T
ce jacHO BWM Jla je HeJIocTaTak Omo y 6pojy uBopoBa. U3 rope naseieHOr jacHO je ja
[IPE3EHTOBaHa, CTaOUIN3AIMOHA METO/Ia UTEKAKO MOXKe J[a e KOPHUCTHU Jia ce IpeBasuhe

"pollution" rperka ko XeaIMXOJIOBE jeTHATHHE.

Real part of solution

Exact
—F— Intemp
———FEM Sal

02t i ¥ .

Rep
o
1

02} b P .

0B+

RIR=R Y

Ciuka  5.20: Peanuu neo pemema xomorene XeJIMXOJIIOBE jeJIHAYUHE Ca
Oproronamaom SGS merosom u TasacauM Opojem kg = 10 u JimHADHUM eJIeMEeHTHMA
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Irmaginary part of solution

. &— Exact
4 —*— Interp
———FEM Sal

Imp

CukKA 5.21: VmaruHapHu J1e0 peliema XOMOTeHe XeJIMXOJIOBE jeJHadnHe ca
Oproronanaom SGS merTosoMm u TasacHuM OpojeMm kg = 10 u JIMHADHUM eJIEeMEHTHMA

Real part of solution
1 T TR

&— Exact
08 —#— Interp
—— —FEM Sal
06

0.4

0.2

Rep
o

0.2

0.4

0.6

0.4

Cauka 5.22: Peannn neo pemema xomoreme XeJIMXOJIIOBE jeIHAYNHE Ca
Oproronamaom SGS meromom u TajgacHuM 6pojem ko = 20 U JTUHAPHUM €JIeMEeHTHMa
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Irmaginary part of solution

&— Exact
—#— Interp
———FEM Sal §

08

06
0.4
0.2/

D

Imp

0.2

0.4

0B

0.8

CiukA 5.23: VvmarwmaapHu €0 peEIlema XOMOIeHe XeJIMXOJIOBE jeTHAUNHE Ca
Oproronamaaom SGS meromom u TajgacauM 6pojem kg = 20 1 JTUHAPHUM €JIeMEHTHMa

Real part of solution

1 3 T T T T a T i o
3 R, i &— Exact
03+ \ —+— Interp
/ 4 ) i b | ——-FEMS0l
06 ] b . 1
0.4+ 1
o2t 4 .
o
e Or & ! i
azb ook 3 . \ i
04t ) _, :
06 g ¢ h -
08t A ; 4
;s s
L
1 1 1 6 5 :fl 1 1 l.l;}' 1
a 03 04 05 oe 07 08 089 1
X
CnukaA 5.24: Peanuu neo perema xomoreme XeJIMXOJIIOBE —jeJIHAYUHE Ca
Oproronasmaom SGS wmeromom wu TajacHuM Opojem kg = 20 u napabojmaHUM

eJIEMEHTUMa
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Imaginary part of solution

&— Exact
—#— Interp
———FEM Sal

0skf

O

Imp

0.4

C/MKA 5.25: VmaruHapHu J1e0 peliema XOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeJHadnHe ca
Oproronajmaom SGS MeromoM u TajacHuM OpojeM kg = 20 u mapaboJMIHUM
eJIeMEeHTHMa,



IlormaBsbe 6

Cumynanuja AepoaKycTuke Ha
Y3rOHCKIM IIOBPIITHAMA 1

KoMIapaluja HyMepuiIKuX MojeJja

Y oBOM MomIaB/by pasMoTpuhieMO M HCHUTATH MOTYNHOCTH 3a AallJINKAIN]y HEKUX
0] cTparernja IPE3eHTOBAHE y IPETXOJHUM IIOIVIAB/bUMA HA PEAJHHUM AllJINaKIHjaMa.
[Tomrro koMITjyTepcku pecypcu Hucy Omyim BeoMa MONHU, y3€TH Cy HPUMEPU KOju IO
HEKOI' HWBOA TAYHCOTH MOTY Ja C€ AlPOKCUMHPAjy Kao JIBOJMMEH3UOHH OOjeKTH U
CaMHM THUM DPeJIyKOBATH IIPOPAYYHCKO BpPEME Kao U MEMODPHjCKE pecypce KOMIIjyTepa.
CXO0JIHO TOME y OBOM IIOTJIABJBY ITPEJICTABUNEMO aepOaKyCTUIHY CUMYJIAIN]Y TPOjeKTHIIA
"ALAS" (Advanced Light Attack System) koju je ampockKummupaH ca HOpOjeKIjama
ma XY u X7 paBaHu rme je oca Z oca obprama mpojekTmaa. VICTo Tako crpoBeieHa
je aepoakyCTUYHA CHMYyJIaIldja Jiejia CTAjHOr Tpala KOJ Kora Cy MeTajHu npoduin
JIOMUHAHTHU. Y3€Ta je paBaH Koja cede CTAjHu Tpall Ha MECTy MeTaJHUX Mpoduia
n jpobuwjeHn Cy ABOJMMEH3MOHAJIHA IIpojeKimja mupodwmia.  VeruMm mpuHImIoMm je
cuMyupaH u aeponpodusa ca OTKJoHOM 3akpmira ox 20°.  VmmiaemenTtpupana je
[IPE3EHTOBAHA, METOJIOJIOTH]a 38 MOJIeJIupame TypOyJIeHInje YHYTap IPOPadIyHCKOr KOJa
y mporpamy FORTRANO95 u nosa Meromosioruja je ynopehera ca KIacCHIHUM MPUCTYTIOM
Mozesnpama TpyOyieniuje tj.  LES-Cmaropmbckum Mogesiom.  3aTwM je U3BPIIEH

IIPOPaYIyH aKyCTUIHUX U3BOpa Kao u aupekTHa Oypujeoa TpanchopMalinja 3a mpeaasaxk

167
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U3 BPEMEHCKOT JioMeHa vy dpekBeHTHU. Ha Kpajy je u3BpIeHa aKyCTUYHA CUMYJIAIja

3a MaJjie TajgacHe OpojeBe MPOCTUPATha TAJIACA.

6.1 VYBonx

Byka Kkoja mosiasu oy cTpaHe aepojMHAMUYKUX I[oBpIinHa Ha Jerenuiama (AFN
- Airframe Noise) ce crBapa Ha OIeIJbEILUMA CTPYjaba U Yy TOTAJHO DA3BHjEHOM
TYypOYJIEHTHOM CTPYjarby U IbUXOBOM HHTEPAKIIMjOM Ca A€POIMHAMUYKUAM ITOBPITHHAMA.
DpekBeHIa U HHTE3UTET OyKe Cy BeoMa I0J1 YTUIAjeM IIPUPO/Ie CTPYjarha TaKO U OJIN3UHE
YBPCTUX TOBPINUHA Kao U JApyrux u3Bopa O6yke. OBO pesyiaTupa ja ce BeOMa TEIIKO
IIpEero3Ha U pejiyKyje Oyka Koje cTBapajy aepoiuHAMHUYKE IMOBPIIUHE, YaK IIITa BHIIE
TeXKe je IOINTO IeJOKYIIHA eHepruje OyKe je caMo MaJjind J1e0 eHepruje CTpyjarba U BeoMa
YeCTO pelyKInja OyKe ce KOCH ca aepoJnHAMUIKuM morpebava. HajBaxkuuju monpunoc
cTBapamy Oyke Ha aepOJIMHAMUYKUM ITOBPIIHHAMA HUMajy KOMIIOHEeHTe 3a moBehaBarbhe
Y3rOHA Tj. MPEKPUJIA W 3aKPUJITA KA0 W CTAjHU TPAIl IPUIUKOM TOJETHA U CIETAbA.

Jlokanuje renepucama OyKe Ha aBUOHY MOXKeTe BUJIeTH Ha cjuiu 6.1.

30

20

max.

-30

v B oo el e e R ey gy g gy B i L ITEEB
-30 -20 -10 0 10 20 30

C/ukA 6.1: Jlokarnuja Oyke Ha aBHOHY

[IpBa ucTpakupama OyKe reHEepUCaHe OJ CTPAHEe KOMIIOHEHTH aBUOHA, Cy ypaheHa TOKOM
ceaMIIecCeTUX M OCaMIeCeTUX MOAMHA IPOILIOT BeKa. JleTHa ncnmTuBama Kao M TECTOBU
y aepoTyHeJly Cy U3BPIINEHU Ha KOMIIOHEHTaMa 3a roBehame y3roHa TakKOo U Ha CTajHOM
TpaILy, IITO je JOHeJO ITyOOKO carjie/laBame IpodeMaTuKe MEXaHN3Ma CTBapama N3B0Pa
3ByKa Kao M PEeJIATHUBHY BayKHOCT ojipeheHux m3Bopa Oyke. Bazupano Ha pesyiararuma

€KCIIeDUMEHTa U aHAJUTUYKO] aHAJIU3U YCIIOCTaB/beHU Cy (opMyJie 3a IOJIyeMIINPUC)Ke



[Mormasibe 6. Cumysravyuja Aepoarxycmukre Ha Y320HCKUM NOBPUWUHAME U KOMNAPAUUJE
HYMEPUYKUT MOOEAA 169

MOJIeJIE MPETIICOTABKE CTBapalba M3BOPA 3BYKA HA CTAjHOM TPAIy Kao U €JIEMEHTHMA
3a noBehame y3roHa. TOKOM CBUX OBHX T'OJMHA WHTEH3UBHO CE€ HCTPAXKUBAJIO KaKO
eKCIIEPUMETHAJIHO TaKO U aHAJIUTHIKU TyPOYJIEHTHO CTPYjaibe KOje ce CTBapa Ha U3JIa3HO]
uBHuIK aeporpoduia. Vlako, BeoMa KOPUCHUA OBU TOJIY €MIUPUjCKU MOJIEJIM HUCY OMin y
MoryhHOCTH Jia POTieHe aKYCTUYHY MOT'yNHOCT HOBOT JIN3ajHAa U PA3BOj HOBUX KOHIIEIIATA

TUINX KOHCTPYKITHja.

TokoM JieBejiceTHX TOJUHA TPOILIOr BeKa pa3BOjeM HOBUX TEXHUKA MEPema
Jlaje HOBH HUMITYJIC Pa3BOjy eKCIEepPUMETHATHUX WCTPaKUBarhba OyKe TeHepucaHe Ha
AePOANHAMUYKHUM TIOBPIIHHAMA. Y HEKOJMKO PA3BOJHUX MPOrpaMa Kao IITO je m3Mehy
ocrasor 1 RAIN (Reduction of Airframe and Instalation Noise) excrnepmmvenrtaana
HNCTpayKMBarba Cy M3BEJEHA Y acpOTyHeJINMa Kao M TecT JeToBuMa. Kapakrepuctuke n
paHTHpabe Pa3HUX BPCTA M3BOpa OyKe HA PA3IHMUUTHM BPCTAMA aBUOHA Cy 3abesierkeHe
U W3BPIIEH je KOHIENT pe/lyKoBarba OyKe eMIupujcKu. I3 oBUX HMCTpaykKuBamba jacHO
Cy Ce M3JBOJUJIM CTAjHW TPAIl, Kao W eJIEMEHTH Ha Kpuanma 3a moeehare y3roma Kao
mTo Ccy mpekpmine u 3akpuire. CXOaHO ToOMe y Ja/beM TOKY IMOTJIaB/ba mo3abasuhemMo
ce KOHKPETHO OBHM JI€JIOBUMa aBUOHA KOjU M3a3uBajy HajBehu crermeH Oyke HAa aBUOHY.
CuposertieMo MeTOONOTHjY MPE3EHTOBAHY Yy TE3W 3a CHMYJIAIN]Y AepOaKyCTHKe Ha
CTAJHOM Tpally, aeponpoduay ca 3akpuilneM kKao u Ha mupojektmiay ALAS. 36or
CMAIEHUX KOMITjJYTEPCKUAX PEcypca, CBe CUMYJIAIje Cy U3BEJICHE Y TBOIUMEH3NOHATHOM
MIPOPaYyHCKOM JIOMEHY Ca TPETIOCTABKOM Ja Ce KPYIHUjaJHO He Tyou (PU3HKATHOCT

IojaBe Koja ce YKeJIM MPe3eHTOBTH.

6.2 AepoakyctudHa cumyJanuja npojektmiaa ALAS

YV oBoM noryiaBsby heMo ce 11o3abaBUTH CUMYJIAIIIjOM aepOaKycTuKe kopucrehn meTomonurujy
[IPE3EHTOBAHY Y IIPETXOJHUM IOTJIAB/bUMA MPUMEHEHY Ha PEaJHUM [IPUMEPUMa KOju
MOI'Y Jia Ce alpOKCHMEPAjy Kao paBaHCKH HpoOJIeMH U Koja je mpe3eHToBaHa y [162].
Pakernu cucrem "ALAS" (Advanced Light Attack System) koju je npukasan Ha ciurm

6.2 ce passuja y ¢dupmu Egenpo. 3060r orpaHNYeHOCTH KOMITjJyTEPCKUX pecypca ypahena

je JBOMMMEH3MOHAMHA ampokcuManuja reomerpuje pakere AJIAC Tj. Hampasbena je
IpojekIja pakere Ha paBad XZ u XY 1TO je npukas3aHo Ha cauru 6.3 u 6.4. Ommrre je
ITO3HATO J1a je 38 OBAKaB CJIy4aj TOTPEOHO TPOJMMEH3NOHAIHO CTPYjaibe Ja On Perrpe3eHTOBAJIO

[IPABO CTPYjatbe U TypOYJIEHIIN]Y OKO MPOjeKTU/IA, aJId OBJIE je y3eT JIBOAMMEH3NOHAHI
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npucTyI Ja 6u ce M00UjIa TeOMETpHja KOja BeoMa JIaKO MOXKE Jia NeHEPHIIe Pa3BHUjeHO
TypOy/IeHTHO cTpyjame. OBakaB IPUCTYII je OIpaBIaH ca TauKe DVISIUIITa KOMIapaluje

JIBE TIPE3EHTOBAHE METOIOJIOTHje 33 CUMYJIAIU]y TYypPOyJIeHTHOT CTpyjarba.

CauKA 6.2: 3D momesn ALAS-a

Kana cmo j106mimm reoMerpujy HapaBUIM CMO IIPOPAYYHCKHU JOMEH KOjU IPHKa3aH Ha
ciunm 6.5 n 6.6, auje cy mumensuje 80m X 60M 3a 0be cumysamnuje. /lomen je ncnapdan
u3 BeJUKOr Opoja MOBPIINHA U Ebera CMO JIUCKPETU30BAJMA CA MPOPAIYHCKOM MPEKOM
mpukazanoMm Ha caurnu 6.7-6.10 koja mma 134494 TpoyrimacTux JUHAPHUX ejleMeHaTa U
67681 mpopayyHCKMX 4YBOpoOBa 3a ciy4aj cumyianuje y XZ u XY paBuu. Mpexa je
HaIpaB/bEHA TAKO Ja je HajuHUja y 30HU PAHUTHOI CJI0ja & Jia Ce BeJIUINHA eJIEMEHATA
noBehaBa kKako ce yma/baBaMoO Ol pakere. Tpeba HAIOMEHYTH J1a je YCBOjeH TOBOJHHO
BEJIMKU JIOMEH KOjU Ce KACHUje MOYKE NCKOPUCTUTH U 38 CUMYJIAIN]Y aKyCTUKE, Tj YCBOjeH

je je/laH IPOpPAdyHCKHU JOMEH 3a CHUMYyJalnjy TYpOyJIeHInje U UCTU JIOMEH je KOPHUIITheH

Cnuka 6.3: 3D momen Anaca ca C/IMKA 6.4: 3D wmomen Auaca ca
npecekoM XY paBHU npecekoM X7 paBHU
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TABEJIA 6.1: Ceroame Hymepuukux Mojena 3a cumynanyjy Typoynenmuje ALAS-a

Tun modera

LES-Cmazopurcku

Opmozonasna SGS ca duHaMUYKUM

npaﬁeH;eM MAAUT BEAUHUHA

Bpemencru unmepsan [s] 0.35 0.35
Bpemercku kopax [s] 0.0005 0.0005
Tyemuna easzdyxa [kg/m?] 1.225 1.225
Kunemamcexa suckosnocm [m>/s]  0.0000178 0.0000178

Bpoj wsoposa mpeoice 67681 67681

Bpoj eaemenama mpeosice 134494 134494
Cmazopuncky napamemap € 0.004

Cmabuaudayuone Koncmanme 4.0, 2.0, 1.0, 1.0
Bpemencka duckpemusayuja A namc A nmamc
Hovwemnu ycaosu Crokc Crokc

Memod auneapusavyuje

Byrua-Pancon

byru-Pancon

Toaeparyuja xoneepeenyuje 1.07° 1.07°
Anzebapcku corsep Pardiso Pardiso
Bpsuna paxeme [m/s] 120 120
Pejrondcos 6poj 4.4610° 4.4610°
-
CiukA  6.5: JlBonMeH3noHN CaukA  6.6: JlBonuMeH3noH!
[IpOpPaYyHCKH JIOMEH OKo AuJraca [IpOpPAYyHCKM JOMeH OKo Ajiaca

ca npojeknujom y XY paBHHU ca mpojexIjoM y X7 paBHI

3a mporaraiyjy akcyTuaaux tajaca. Ca TaKBUM IIPUCTYIIOM je M30ErHyTa celaparyja

JIOMeHA U Mallupame aKyCTUYHUX U3BOpa U3 jeJHOr joMeHa y apyru [163].

['paruunu ycmoBu Koju cy npukasanu Ha ciaukama 6.11 u 6.12 cy JupuxieoBu rpaHu<nun
yCJIOBE Ha 00Oy pakere Tj. MPEIUCAHo je Ja je Op3uHa jeaHaka Hyau. Ca apyre crpane
ma caurnu 6.13 u 6.14 mpukazanm I'paHUYIHU yCJIOBHU JAJIEKO OJl paKeTe, Tj YCBOjEHO je
Hupuxseos rpanndnu yciaoB 3a 6ps3uny crpyjama o1 120 m/s, mro ogrosapa MaxoBom
6pojy ox 0.35 npukazanu miraBoMm 60jom. Ca ocrajie Tpu cTpase je npenucan Hojmanos
FPAHMYHE YCJIOB JIa He OM uMaJju 1mpobJjieMa ca BPTJIO3UMAa KOjU OJIj1a3e U3BaH JIOMEHA U
Kao TakBH Bpahejy eHeprujy y CucTeM KOju OHJIa IATH O HyMepudke HectabmiaocTu. Ha

Kpajy y Tabesu 6.1 je mp3erroBanu HyMepudky napamerpu u 3a LES moesnr Cmaropunckor
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W st I FuctFiceaFoed
GLOBAL GLOBAL Lououe0

|: ree_or_ntial e (GLOBAL GLOBAL
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Ciuka  6.13: I'panmurn  ycsaBu CaukaA  6.14: I'panuunu  ycsiBu
Ha 000y IPOPAIYHCKOI JIOMEHA 34 Ha 00OMYy WPOPATIYHCKOI JIOMEHA 3a
cumynanujy Ajaca ca TpOjEeKIUjoM y cumysamijy Ajaca ca TpOjeKIujoM y

XY papun XZ paBHHI

tako u 3a Oproramnanu SGS Moze ca AuHAMUYIKUM IIpahemeM Majiux BejuduHa. Tpeba
HAIIOMEHYTH JIa je MPUCTYI KOMITapallije MOJIeJIa TaKaB Jia je KOPUIINEH WJIEHTHIAH
JIOMEH Ca UJEHTUTHOM IIPOPATYCHKOM MPEXKOM U CBUM OCTAJINM (PU3NKAJTHUM [1aDAMETPUMA.
Jemqumo 1rro je apyradmje je TypOyJI€HTHO MOJe/Mpaibe KOju MMa 33 IUJb 18 IPUKAXKe

KakKo Jpyraduje MoJeJuparme TypOyJeHIrje /laje TOTAJTHO JIpyraduje pe3yaTaTe JIOK Cce

CBU ITapaMeTpu Jp2KE€ NICHTUIHUM.
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6.2.1 Cumynanuja nosba 6p3uHe, TypOyJIEHIINje KAao U IIPUTUCKA JOOUjeHn

LES-CMaropuHCKUM MO/I€JIOM 3a IIPOjeKIujy IIpojeKTuyia 'y XZ

PaBHU 3a pa3/InuuTe MHCTAHIlE BpeMeHa

CiukA 6.15:  Tlome 6psmuHa OKO

npojektTmwia  y X7 paBHEH  TIOC]E

0.02 cexkynme gobujern LES -
CMaropmHCKIM MOIEIOM

CaukA 6.17:  Ilomwe Opsuna OKO

npojektmwia y X7 paBHEH 1OCTE

0.2  cexkymme gobumjerm LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

CaukA 6.16: Ilome 6p3mnra OKO

mpojekTuia y X7 paBHH  TIOCJIE

0.09 cekynme gobumjenn LES -
CMaropuHCKIM MOEJIOM

vao

0126
781

15094
12579
10068
75471
5034
251857

CIuKA 6.18: Ilo/se OpsuHa OKO

npojektmwia |y XZ paBHH IOCJIE

0.35 cekymme gobujenn LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

CimukA 6.19:  Ilo/se OpsuHa OKO

npojektmwiia y XZ paBHH  IIOCTIe

0,5 cexkyume gobujerm LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

C/imKA 6.20: Ilo/be OpsuHA OKO

npojektmiia  y XZ paBHH  IOCTE

0.7 cexkynme mobujerm LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM
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HYMEPUYKUT Mmoodena

CaukA 6.22: TIlosse mpurTucka OKO
npojekTmia 'y X7 paBHEH IIOCiIE
LES - 0.09 cekynme gobujern LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

CiukA 6.21: TIlosse mpuTncka OKO
npojektmwia y X7 paBHH IIOCJIe

0.02  cexkynme Jobujenn
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

PRESS

10247

38268

15434
21864
28214
34684
41115

Ciuka  6.23: Ilojse mnpuTHCKa CaukA 6.24: Ilosse mpurncka OKO
OKO TIIpojeKTmiia y X7Z  paBHU mpojekTmwia y X7 paBHH TOCJIE

mociae 0.2 cekynme mgobujerm LES 0.35 cexkyune gobumjerm LES -
- CMaropuHCKUM MOJIEJIOM CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

CiukA  6.25: Ilosbe  mpuTHCKA C/IMKA  6.26: Ilome mpuruCKa
OKO mpojekTmiia y X7  paBHH OKO TmpojekTmwyia y X7  paBHHU
mocste 0.7 cexkyume gobujenn LES

mocite 0.5 cekyuge mobujernm LES

- CMaropuHCKUM MOJIEJIOM - CMaropuHCKIM MOJIETIOM
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6.2.2 Bpemencko npaheme Op3uHe y oapeheHnM TagykamMa npopadyHKce
mpexke gobujenn LES-CmaropmHckuM MoOJiejioM 3a HPOjeKIujy

npojektmia 'y X7 paBHU

“elocity evaluation tracking point in time Fourier transform of velocity in x direction
220 15
200 4
180+ 4
10 -
Limp 1 8
£ =
Ely _ £
g1 £
5 4
IEDJ 4
100 4
) L L I L L . . 0
o 01 02 03 04 06 0.8 o7 08 o 100 200 300 400 500 0 700 zai]
time[s] Herz[Hz]
C/uKA 6.27: Bpemencko mnpalieme CJ/MKA 6.28: Coekrap (pekBeHIH 3a
npojekiuje Op3uHe Ha X OCy y 9BOPY npojekIujy Op3umHe HAa X OCy y 9BOpY
21100) upopadyHCKe MpexKe 21100 mobujern ODT-om
“elocity evaluation tracking point in time Fourier transform of velocity in x direction

100 - 4

Welosity[mis]
o
L
Ampliitude
E
.

-100 B

50 L L L L I . 1 “ L T
o 01 02 03 04 06 0.8 o7 08 o 100 200 300 400 500 0 700 20
tirnefs) Herz[Hz]

C/uKA 6.29: Bpewmencko mnpalieme CJ/iuKA 6.30: Coekrap dppekBeHIH 3a
NpojeKImje 6p3mHe Ha X OCYy YV IBOPY mnpojekiujy Op3umHe HAa X OCy y 9BOpY
14309 mpopadyHcke Mpexke 14309 mobujern OPT-om

[TpBo mTO ce moxke mpumeruTn Ha cankama 6.15-6.20 Koje pemnpeseHTyjy pasmdanTe
WHCTAHIIE T10Jba Op3MHE OKO IPOjeKTHUJIA MPOjeKTOBAHOr Ha X7 paBaH je J1a pPa3BUjeHO
TYypOYJIEHTHO CTPYjarbe TOCIe KPMUIA UMa]jy oJipeheHn naTepH KOju ce CIIPOBOJIN JI0 Kpaja
cumyianuje. Uern yrucak je u ma ciamkama 6.21-6.25 3a noJsbe nputucka. YedaT/bUuBU
Cy Ha CUMYJIAIAjU BEJIMKU BPTJIO3U KA0 U FBbUXOBO Pa3BHUjabe y IIPOCTOPY U MHTEPAKITU]ja
ca OCTaJIUM BeJIMKUM BpTsio3uMa. Jlobuja ce yTucak Ja je cuMyJaluja JIACHIATHBHA
u na ce mojenupambeMm mojena LES momenom Cmaropunckor nsrybuo iiyKTyaTuBHI
KapakTep Op3mHe a 1mocebHO MaJinX BPTJIOra KOjU HUCY HU 3HAYAJHO PEIPOyKOBAHU.
Opakap KapakTep je joIlr OUurieHIju Ha, ciinkama 6.26-6.34 rie je npukazaHa mpojekimja

Oopsume Ha X 1 Y oCy Koja cy npahene y MeJoKyITHOM BPEMEHCKOM NHTEPBaJy CAMYJIAIIN]je
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177

“elocity evaluation tracking point in time

elooity[mis]
o

=) L L L L L L

L
o o1 02 03 04 0.8 0.8 o7
tima[s]

Ciauka 6.31:

o0&

Bpemencko upaheme

npojekiuje O6p3uHe Ha Y OCy y 9BOPY

21100 mpopadyHCKe MpexKe

“elocity evaluation tracking point in time
T T T T T

100 |

Velomity[mis]
o

-100

180 L L L L L

1 L
o o1 02 03 04 0.8 0.8 o7
tima[s]

CiukA 6.33:

o0&

Bpemencko mnpaheme

npojekiuje O6p3uHe Ha Y OCy y 9BOPY

14309 mpopauyHCcKe MpeKe

Fourier transform of velocity in x direction

Ampliitucs

0 100 200 300 400 600 60 700 =00
Hertz[Hz]

CJIMKA 6.32: Cuekrap QppeKBeHIn 3a

pojexImjy Op3uHe HA Y OCy y YBOpY
14309 mobujenu PDPT-om

Fourier transform of velocity in x direction

Ampliitucs

0 i00 200 =300 400 600 60 700 =00
Hertz[Hz]

CJIMKA 6.34: Cuekrap ppeKBeHIn 3a
pojexImjy Op3uHe HA Y OCy y YBOpY
14309 mobujeru PDPT-om

3a Tadyke npukasaHe Ha cjunu 6.8. Bpemenkco npalieme Op3uHe je MpUKA3aHO y TAdIU

21100 koja ce Haja3W WM3HAJ KpMUIa, JOK ce aApyra Tadka 14309 Hama3um m3a KpMUiIa

IIpU Kpajy Teja pakere. JacHo je ca crekTap (ppeKBeHIH KOju ce 10o0uje u3 BpeMeHCKe

dyukuje 6p3uHe nMa caMo nap (ppeKBerHN Koje Cy JOMHHAHTHE M KOj€ PElpPEe3eHTYjy

BE€JINKE BPTJIOTE.

6.2.3 Ilosbe akycTuyHmMx usBopa jjooujenu LES-Cmaropunckum mogesiom

3a IIPOjeKInjy NpojekTuya y X7 paBHU

Y oBoMm OJIC/bKY CMO ITpUKa3aJil aKyCTUYIHE€ HM3BOPE OKO HpOjeKTI/IJIa riae je IIpUuKa3aHO

MMarnHapHO, PeaiHO Kao 1 abCoJIyTHO pelremke. Kao ImTo je n mpernocraB/beHo HajBehn

WHTE3UTET aKyCTUIHUX U3BOPa je OKO KPMUJIA, TJie je U MpuKa3Ha najseha piyKTyamja

OpsuHe. JacHO ce BUIU AUCTPUOYIHja KBaJIPUIIOa U Juioja. HTe3nuTeT ce MoHala Kao

Jupakosa jienta GpyHKIIMja MITO 00jallbaBa BeJIMKe BPEIHCOTH.
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SOuUABS

163382407
l 1.45230+07

SOUABS
7.1G27e+06
6.3669a+06
5.571e+06

1.27070+07

4.77520+06 10892e=07
3.9793e+06 8.0768e+06
3.1634e+06 7.2614e+06
2.3676e+06 5.44610-06
1.5917e+06 3.8307a+06
7.9586e+05 1815de+06
4.44580-05 2.8625e-05
CnuKA 6.35: Tlome axkycTuIHUX CMKA  6.36: Tlope axkycTuaHEX
u3Bopa goujern LES-Cmaropuackum u3popa joujern LES-Cmaropuackum
METOJOM METOJIOM

SOUIM

5.8808e+08

4.47088+08

3.0808e+06

- 1.8803e+08

3.00858+05

-1.089a+08 -1.7141e+05

24790408 ~3.9688¢+06

-3.8689a+08 ~7.1588&+06

-5.2588a+08 ~1.0361e+07

-8.6489a+08 -1.3542e+07
Cimuka 6.37: Ilosme akycTwaHmX CaukA 6.38:  Ilosse akycTwaHUIX
un3Bopa goujern LES-Cmaropuackum u3Bopa goujern LES-Cmaropuackum

METOOM METOIOM

~1.4N2eH07
Cmuka 6.39: Ilome axkycrmaHmx CiaukA 6.40:  Ilosse akycTHaHHIX
uzBopa joujenn LES-Cmaropuackum uzBopa noujenn LES-CmaropuHckum

MEeTOI0M METOI0M
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6.2.4 Cumynanuja nosba Op3uHe, TypOYJIEHIINje KAao U ITPUTUCKA JOOUjeHn

LES-CMaropuHCcKuM MOJEJIOM 3a IMPOjeKIinjy NpojeKTuja Ha XY

paBaH

CnmukA 6.41:  Tlome 6psuna OKO CnukA 6.42: Tlome 6p3unHa OKO

npojektmiia y XY paBHA IIOCTIE npojektmwia y XY paBHH  IOCJE

0.02 cexkynme gobujern LES - 0.09 cexkynme gobujenu LES -
CMaropuHCKUM MOJEJIOM CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

CiukA 6.43:  Tlome 6p3umnHa OKO CaukA 6.44: Tlome 6p3uHa OKO

npojektmiia  y XY paBHH  TIOC/TE mpojekTuiia  y XY paBHH  TIOCJIE

0.2 cexkymme gmobujerm LES - 0.35 cekymge gobujenn LES -
CMaropmHCKUM MOJIEJIOM CMaropuHCKIM MOJIEJIOM

CiukA 6.45:  Ilome O6psmHa OKO CaukA 6.46: Ilomme 6p3mHa OKO
npojektmwia y XY paBHH  TIOCJIE mpojektmwia y XY paBHU  IIOCJIE
0.5 cekyume gobujerm LES - 0.7 cexkyume gobujerm LES -

CMaropuHCKUM MOJIEJIOM CMaropuHCKIM MOZEJIOM
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CiukA 6.47: Tlosse mpuTncka OKO CnaukA 6.48: Ilose mpurncka OKO

npojektmwia y XY paBHH  TIOCJIE mpojektmwia y XY paBHU IIOCJIE

0.02  cexkynume gobujenn LES - 0.09 cexymge gobujenn LES -
CMaropuHCKUM MOJIEJIOM CMaropuHCKIM MOZEJIOM

CuKA  6.49: ITosbe mpuTHCKa CukKA 6.50: Ilosbe mpuTHcka OKO

OKO mpojekTmia y XY  paBHH npojektmwia y XY paBHH IOCJE

mociae 0.2 cekynme mgobujerm LES 0.35 cexkyune gobumjerm LES -
- CMaropuHCKUM MOJIEJIOM CMaropuHCKUM MOJIEJIOM

Cmuka  6.51: [Tome mupurHCKa CiankaA  6.52: Ilose mpurHCcKa
OKO mpojekTmiia y XY  paBHH OKO mpojekTmiia y XY  paBHHU
mocite 0.5 cekyuge mobujernm LES mocste 0.7 cexkyume gobujenn LES

- CMaI‘OpI/IHCKI/IM MO/IeJIOM - CM&I‘OpI/IHCKI/IM MO/IEJIOM



[Mormasibe 6. Cumysravyuja Aepoarxycmukre Ha Y320HCKUM NOBPUWUHAME U KOMNAPAUUJE
HYMEPUYKUT MOOEAA 181

6.2.5 Bpemencko npaheme Op3uHe y oapeheHnM TagykaMma npopadyHKce
mpexke gobujenn LES-CmaropmHckuM MoOJiejioM 3a HPOjeKIujy

npojektuyia y XY paBHU

“elocity evaluation tracking point in time Fourier transform of velocity in x direction
220 25
200 o
20 <
180 B
- 189F 1 s ]
e §
Z a0t £ £
E £
s |2mJ | <10 ]
100 4
-] 4
80+ 4
. . . ‘ . . ‘ ‘ g
o 01 02 03 0.4 0.6 0.6 o7 0a o 100 200 300 400 500 a0 700 200
time[s] Herz[Hz]

C/uKA 6.53: Bpewmencko mnpalieme CJ/IMKA 6.54: Cnekrap ppekBeHIH 3a
npojekiuje Op3uHe Ha X OCy y 9BOPY npojekiujy Op3une Ha X ocy go0ujeHn
41567 mpopadyHCKe MpeKe OPT-om 3a uBop 41567

“elocity evaluation tracking point in time Fourier transform of velocity in x direction
150 T T T T T T T 40
as e
100 4
an 4
50 4
s 25 4
z §
= 0 4 E2 4
8 H
> 15 a
i |
10 -
-00 &
51 4
- . . . . ‘ ‘ g
o 01 02 03 0.4 0.6 0.6 o7 0a o 100 200 300 400 500 60 700 200
time[s] Herz[Hz]
C/uKA 6.55: Bpewmencko mnpalieme CJIMKA 6.56: Cmekrap dppekBeHIH 3a
NpojeKImje 6p3mHe Ha X OCYy YV IBOPY npojekiujy Op3une Ha X ocy go0ujeHn
21246 mpopadyHCKe MpexKe ODT-om y uBopy 21246

[Tocmarpajyhu mospe mpuTncKka u 6p3uHe MokasaH Ha cankama 6.41-6.52 MoHOBO ce MOXKe
[IPEO3HATH YCTa/beHU I[IATEPH IOHAIlamka TYPOYJEHTHOI CTpyjamba, /e je call Majo
XaO0TUYIHUjU 300T MHTEPAKIHje IPEIHer KPMIIa U 33Jhel CTa0UIn3aTopa. YCTaJbeHu
[aTepH je joIll BUINle IPENO3HAT/FUBUjU Ha camkama 6.53-6.58. JacHo ce Buju ycrameHo
[TOHAIIAE BEJINKAX BPTJIOTA y IIEJIOM BPEMEHCKOM OCIIETY IITO PE3Y/ITHpa MaJuM 60jem
dpekBennu y GpekBeHTHOM JAoMeHy gobuejan 6p3om DypujeoBoM TpaHCchOpPaMIII]jOM
BPEMEHCKOI' CUI'HAJIA. UBOPOBH KOjH Cy IIOTOBAHU Ce HaJla3e n3a KPMUJIA U TO je TadKa
41567, a apyru 4BOp je usa crabuimzaropa u TO je uBop 21246. JacHo je ma je MmeToma Ha
HEKU HAYWH JINCUIIATUBHA WX IIPEBUIIe BUCKO3HA uITpupajyhn camMo Bejimke BPTJIOTE.

Bennkun BpT/1031 Cy YCIENTHO MPE3EHTOBAHN KA0 U IbUXOBO Pa3BHUjarbe V JOMEHY. Y THIIA]
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“elocity evaluation tracking point in time

100+

Velomity[mis]

100 L L L L L L

L
o o1 02 03 04 0.8 0.8 o7
tima[s]

CuKA 6.57:

o0&

Bpemencko upaheme

npojekiuje O6p3uHe Ha Y OCy y 9BOPY

41567 mpopadyHCKe MpeKe

“elocity evaluation trcking point in time

welooity[mss]
o

) L L L L L L L
1) 01 0z 03 0.4 0.8 0.6 0.7

time[s]

CIuKA 6.59:

0.8

Bpemencko mpaheme

npojekimje 6p3uHe Ha Y OCYy y UBOPY

21246 npopadyHCKe MpexKe

Fourier transform of velocity in x direction
35

Ampliitucs
~ )
& =]
. .

5
,

o
L

100 200 300 400 600 60 700 =00
Hertz[Hz]

CJIMKA 6.58: Cuekrap ppeKBeHIn 3a
npojeximjy o6p3uHe Ha Y oCy Jgo0ujeHn
OODT-om y uBopy 41567

Fourier transform of velocity in x direction

Amnplituds

0 100 200 800 400 600 60 FO0  edo
Herz[Hz]

CauKA 6.60: Crekrap dbpekpennu 3a
npojeknujy 6p3une Ha Y ocy jgobujeHun
OPT-om y uBopy 21246

MaJiuX BPTJIOTA HEje YCHEelHO yxBaleH IITO je W BUIe HEro OYUIJIeHO Uu je yxpaheH

caMoO MaJ JIe0.

6.2.6 Ilo/pe akycTmuHux nusBopa gooujeau LES-CmaropmHcKkum Moaesiom

3a npojeknujy npojektuiia y XY paBHU

[IpezenToBasu cmo Ha ciaukama 6.61-6.66 abCI0yTHO, MMATHHAPHO U PEAJHO PEIICHE

3a aKYCTHYIHE U3BOPE.

JacHo ce Bumm ma je HajBeha KOHIEHTpaluja KBaJIPUIIOJIa U

JUIOa TI0cje cTabuim3aropa IITO je U HOPMAJHO IOIITO Yy TOj 00JIacTH I0Ja3u 10

HajBelie mHTEpaIKUje BPTJIOra TeHepUCaHe OJI CTpaHe KpMmiia u crabuim3aropa. Beoma

je IPUMETHO J1a CYy M3BOPHU PA3JIMBEHU, Tj. J1a HEMajy jacHy AedUHUIN]Y KBAIPHUIIOIA U

gurnosa. Vcro Tako je npuMeTHa pasiinKa y MHTE3UTETY 1oJioBa. 1losioBn Koju cy jemHn

1opeJ1, APyruxX HeMajy UCTU UHTE3UTET.
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SQUABS

308162407 SOLABS
I 273%eH7 153482407
2307a407 136442407
1.1938e+07
205450407 i
171210407 852740408
1.3697e+07 6.82190+08
102732407 5.11652+06
£ 8485+06 34ttes0s
342420405 i
0
CiukA 6.61: Ilospe axkycTUIHUX CukaA 6.62: Ilospe axkycTmaHHX
n3Bopa nobujern LES-Cmaropuackum uzBopa nobujern LES-Cmaropumackum
METOIOM-a0COIyTHO PEITIeHhe MEeTOJ0M-a0COJIyTHO PEIEHe
. 1 %
<F/ o W= S 1l
- 8 <_U—\J:|'
i SOUM ’ N
3.0619e+07 SOuM
= T
20152407 e
Lasiear Sarsonas
8.6843¢+6 -1.2397e+06
4.4513e+06 -2.873e+08
+7.82180+05 -4.5062¢+06
-6.0157e+06 -6.1395e+06
I -1.12480407 I-7,77282'06
-1.8483+07 sop13 AR08
CimkA 6.63: Ilosbe axkycTwIHUX CiukA 6.64: Ilospe axkycTmaHHX
n3Bopa nobujern LES-Cmaropuackunm uzBopa nobujern LES-Cmaropumackum
METOJOM-UMATMHAPHO PEIeHhe MEeTOIOM-UMATTHAPHO PEIIerhe
A | I'.
e B . hf e A Y
( _\;'—\ C
e \ [ r
. SOURE SOURE
6.9333e+06 666240406
l4 5321e+06 I 4.3314e+06
2.131e+06 2.0005e+06
-2.7018e+0S -3.3047e+05
-2.6713e+06 -2.6614e+06
-5.0725e+06 -4.8824e+06
-1.4737e+06 -7.3233e+06
I -8.8748e+06 l -8.6542¢+06
-1.2276e+07 -1.1985e+07
-1.4677e+07 smp 13 B 43160007
CiukA 6.65:  Ilosme axkycrmanmx CimukaA 6.66:  Ilosme akycTnaHuX
n3Bopa nobujern LES-Cmaropuacknm uzBopa nobujern LES-Cmaropumuckum

METO/IOM-PEAJIHO PEIIeHe METOOM-PEAJIHO PEITIEHe
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6.2.7 Cumynanuja nosba 6p3mHe, TypOyJIeHIIMje U TIPUTUCKA JO0OUjeHn

merogoM OproroHasne SGS ca auHnamumykuMm npahemem mamx

BeJIMYUMHA 32 MPOjeKInjy NpojeKTusia y X7 paBHU

CnaukA 6.67: Ilowe Opsuna oko

npojektmwia y XZ pasau mocie (.02

cexyne nobujenn Oproronaaaom SGS

METOJIOM Ca JUHAMUYKUM mpaliereM
MaJIUX BeJININHA

CJIMKA 6.68: Ilo/be OpsuHa OKO

npojektmwia y X7 pasuu nocie 0.09

cexyHe obujenn Oproronagaom SGS

METOJOM Ca JUHAMUYKUM npahemem
MaJIUX BeJINIMHA

CiukA 6.69: Ilome 6psumuHa OKO

npojektmwia y X7 pauum nocie 0.2

cexyn/e pobujenn Oproronaaaom SGS

METOZIOM Ca JIMHAMHIKAM Tpahemem
MaJINX BEJIMIUHA

CaukA 6.70:  Ilome 6p3mHa OKO

npojektmwia y XZ pasau mnocie 0.35

cexyH/e nobujenn Oproronaanom SGS

METOJIOM Ca JMHAMHYIKNM Tpahemem
MaJINX BEJIMINHA

Cnuka 6.71: Ilomwe Opsuna OKO

npojektmwia y X7 pasuu nocite 0.5

cexyne nobujern Oproronaaaom SGS

METOJIOM Ca JMHAMUYKHM Tpahiemem
MAJIAX BEJIMIIHA

CIuMKA 6.72: Ilojbe OpsuHa OKO
npojektmwia y X7 pasuu nocie 0.7
cexyH/e jobujenn Oproronagaom SGS
METOJOM Ca JUHAMUYKUM npahemem

MaJInX BEJIMYHNHA
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CiukA 6.73: Ilosse mpuTncka OKO

npojektTmwia y XZ7Z pasuum mnocae 0.02

cekysze npobujern Oproronasanm SGS

MOJEIOM Ca AWHAMUYIKAM mpahemem
MAJINX BEJIMINHA

CaukA 6.74: TIlosme mpurtucka OKO

npojektuwiia y X7 pasuu mocie 0.09

cekyHie nobujern Oproronasanm SGS

MOJEJIOM Ca IWHAMHIKOM Mpahemem
MaJINX BEJIMYNHA

CukA 6.75: Ilosbe mpuTHcKa OKO
npojektTmwia 'y XZ pasau mnocie (.2
cekyuze nobujern Oproronasanm SGS
MOJIEJIOM Ca JWHAMUYKAM TpalierbeM

MaJiuX BEJINYIUHA

[foti7
18382
6440,

CimkA 6.77: Ilome mpuTncka OKO

npojektmwia y X7 pasHm mocie 0.5

cekyne nobujern Oprororaaanm SGS

MOJIEJIOM Ca JHHAMHWYKHM Mpahemem
MaJIIX BEJIMIHHA

PRESS

C/MKA 6.76: Ilo/be mpurucka OKO

npojektmiia y X7 pasau mnocie 0.35

cexyne nobujenn Oproronananm SGS

MOJIEJTIOM Ca JIWHAMHIKOM Mpahemem
MaJIuX BE€JIMYUHA

C/MKA 6.78: Ilo/be mpuTHCKa OKO
npojekrmia y XZ pasam nocie 0.7
cekyHngie nobujenn Oproronamanm SGS
MOJIEJIOM Ca JMHAMAYKHM mpahemem

MaJIuX BeJIMYNHA
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6.2.8

Bpemencko npahemwe 6p3une y onpehenunm Taukama rmpopadyHKCe

Mpexke gobujenu Merogom Oproronanna SGS ca AMHAMUYKUM

npahemeM MajauxXx BeJIMYMHA 3a NPOjEKIUjy IpojeKTmiaa y X7

PaBHU

Velooity evaluation trcking paint in time

Velocity{m/s]

20 L L L L L L L
[u] a1 02 0.3 0.4 0.6 0.6 o7 0.e

time[s]

C/uKA 6.79: Bpemencko mnpalieme
npojekiuje O6p3uHe Ha X OCy y 49BOPY
21100 mpopadyHCKe MpexKe

Velocity evaluation trecking point in time

Velogity|mis]

200 L L L L L L L
u] a1 02 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 =R

time[s]

C/uKA 6.81: Bpemencko mnpalieme
npojekiuje O6p3uHe Ha X OCy y 9BOPY
14309 mpopatyncke Mpezke

Velocity evaluation tracking point in time

Welosity|mis]

480 L L L L L L L
u} 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 Lig 0.g

time[s]

CuKA 6.83: Bpemencko mnpalieme
npojeximje 6p3uHe Ha Y OCY YV UBOPY
21100 mpopadyHCKe MpexKe

Fourier transform of velocity in x direction

Ampllituds

] 100 200 300 400 500 00 700 200
Herz[Hz]

C/MKA 6.80: Coekrap ppekBeHIH 3a

npojeximjy o6p3uHe Ha X oCy I00ujeHn
ODT-om y uBopy 21100

Fourier transfarm of velocity in x direction

Ampllituds

] 100 200 200 400 500 400 700 =00
Hertz[Hz]

C/MKA 6.82: Cmekrap (ppekBeHIH 3a
npojeximjy o6p3uHe Ha X OoCcy Jo0ujeHn
OPT-om y uopy 14309

Fourier transfarm of velocity in x direction

0 100 200 300 a0 Lo 600 700 a0
Hertz[Hz]

CJ/MKA 6.84: Cnekrap (bpekBeHIH 3a
pojeknujy 6p3une Ha Y ocy mobujeHn
OOPT-om y usopy 21100
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Velooity evaluation trcking paint in time Fourier transform of velocity inx direction

100+ q

Velagity|mis]
o
.
Ampllituds

-100 B

480 L L L L L L L S =
u] a1 02 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 =R Q 100 200 300 400 800 600 700 200

time[s] Hertz[Hz]

CuKA 6.85: Bpemencko mnpalieme CJ/IMKA 6.86: Crekrap (ppekBeHIH 3a
npojekiuje O6p3une Ha Y OCy y 9BOPY npojeximjy o6p3uHe Ha Y OCy Jgo0ujeHun
14309 mpopatyHCcKe MpeKe ODT-om y uopy 14309

Kao mro cmo peksn y yBomy ypabene cy nBe cuMmysialipje KO KOjUX je jerHa pa3jinKa
MoJlesinpae TypOy/IeHIje n (pU3NKAJHUX [0jaBa Koje TypOy/eHruja monocu. CXOTHO
TOME jacHO je Ha IIPBU MOTJIE] Ca CJIuKa mojba 63uHe 6.67-6.72 1 ca cyiMKa 1moJba IPUTUCKA
6.73-6.78 ma npeserToBaHa opToroHaHa SGS MeTo[a ca JMHAMUYIKUAM IIpalemeM Masiux
BEJIMYMHA JIaje TOTAJTHO PA3BUjeHO TyPOYJIHEHTO CTPYjalbe ca 00Pa30BEHEM U BEJIUKUX U
MaJinX BPTJIOra Ca aKIEHTOM Ha BeoMa (OJIYKTYTATUBHO KpeTame y 0bJIacTU pa3BUjeHe
Typbynenmmje. OBaj TpeH ce HaCTaB/ba W Ha CJIMKaMa BPEeMEHCKOT mpahema 6paume y
TayKaMa [IPOPAIYHCKE MpexKe IIe Cy n3abpaHe Tadke HICHTUIHE Ka0 U 33 MOJIE/IHPAHE
LES meromom. Ca ciuka ce Buiu jia je MHOTO Behu 6poj bpekBennu mo0umjeH u ga je
cuekTap 3a BpeMeHCKy (MYHKIMjy MHOro Goraruju Hero mro je ciyuaj 3a LES. Tpeba
IIPUMETHUTH Ja je IMOpell XBaTakha BEJIUKUX BpPTJIOra yxBaheHO U BeJMKH OpOj MajImx

BPTJIOTa KOjU CY OJI'OBOPHU 32 MAJIe JIOKAJIHE (PJIYKTYaIHje.

6.2.9 Ilospe akycTuuHUX U3BOpa mobujern meronom OproroHamana SGS
ca AMHAMUYKUM npahemeM Maanx BeJIMYUHA 32 MPOJEKIINjy MPOjeKTUIIa

y XZ paBau

Jlobujame MHOTO BHIle (PPEKBEHIM HA CIIEKTPAJIHOM JHjarpaMy Ce JIUPEKTHO OJIPA3UIO
U Ha aKCyTHYHE U3BOPE KOjUX caj MMa MHOTO BHUIIE W BUXOB mHTe3uTeT je Behm. JacHo
ce paclo3Hajy KBaJJIPUIIOIN U JTUIOIN 32 PEAJHO M UMardHAPHO PEIlerhe Kao W JIyasHu
WHTE3UTET UPBOpa UUjU je MHTE3UTET NMPHUOJIMKHUX BpemHocTu. [lojaBuau cy ce usBopu
Ha MeCcTHMa Ha KojuMa u He nocroje y LES meroau. JacHo je j1a 6o/be mpeseHTOBambe

TypOyseHiuje hie matu 60/bU AJOKAIN]Y U jaud MHTE3UTET aKyCTUIHUX U3BOPA.
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SOUABS
1.20890+07
1.0748a+07
9.40280+06
8.0585e406
8.71638+06
5.3738+06
4.(128Ba+06
2.6865a+06
1.3433e+06
3.9470-05

C/uKA  6.87:
n3Bopa nobujern Oproronannom SGS
MOZEJIOM Ca JUHAMHMYKHUM IIpalemeM
MaJIuX BeJIMYMHA-aOCOIyTHO Pelllerhe

Ilospe akycTHIHUX

5 ; SOUIM
e oy 1.09876407

. i 8.8835¢+08
 8.34046+06
- 4.0173e406
1.69416+06
 6.28986+05
-29521eH08

I-5.27528*06

-7.5983eH06
9.9215¢+08

CimkA 6.89: Ilospe axkycTHIHUX
u3Bopa gboujern Oproronasnom SGS
MOZEJIOM Ca JUHAMMYKHUM IIpalemeM
MaJIuX BeJIMYMHA-MMATrHHAPHO Pellehe

B Py SOLRE
CG:% 5 8.56036+08
N : I 6.40686+08

't | 425338406
. 2.09986+06
- 53687
- 220726406
436079406
651420406
866778406
108216407

Ciuka 6.91: ITobe axkycTHIHUX

n3Bopa gbdujern Oproronasnom SGS

MOJIEJIOM Ca JUHAMHYKUM MIpahemeM
MaJIIX BeJIMYNHA-PEAJIHO PEIIehe

SOUABS
7.6206e+06
6.781%a+06
5.93426+06
5.08848+08
4.2387a+08
3.39%e408
2.5432a+06
1.69558+086
8.4774a+05
5.8619a-05

C/IMKA 6.88:
uzBopa abujern Oproronajnom SGS
MOJZIEJIOM Ca AWHAMHUYKHUM IIpahemeM

Ilospe axkycTmaHHX

MaJIuX BEJINYUHA- a6COJ’IyTHO penieme

SOUM
3 7 A 8.4838a+068

4.9618a+06
+ 3.44e+06
+1.8183+08
+ 3.86518+05
+ +1.1253e+06
+ -2.847e+068

-4.1888e+06

-5.8905e+06

-7.2123e+08

Cimuka  6.90: Ilosbe axkycTmaHHX
uzBopa abujern Oproronasnom SGS
MOJIEJIOM Ca JIUMHAMUYIKAM mpahiemem
MaJINX BeJIMINHA-MMATTHAPHO PeIlerhe

s s SOURE
: 7.6284e406

6.0089e+08

| 4.38%46+08

1 2.76%0eH06

| 1.1504e+06

| -4.69136+05

| -2.0886e+08

I -3.7081e+06

5.3277e+08
-8.9472¢+08

Cimuka 6.92: Ilospe axycTmaHHX

uzBopa abujern Oproronasnom SGS

MOJIEJIOM Ca JUHAMUYKHAM MpahemeM
MaJIuX BeJIMYMHA-PEAJIHO PeIllerhe
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6.2.10 Cumynanuja nmospba 6p3uHE, TYpOyJIEHIIMje U NPUTHUCKA JO0OUjeHn

metogoM OproronasHa SGS ca aunamudkum npahemem Maaux

BeJIMYMHA 32 MPOjeKInjy npojekTusia Ha XY paBaH

CnukaA 6.93: Ilomwe OpsuHa OKO

npojektmwia y XY paBuu mocae (.02

cexyne obujern Oproronamnnm SGS

MOJIEJIOM Ca JUHAMUYKUM Tpahiemem
MAJIAX BEJINIIHA

C/IMKA 6.94: Ilose OpsuHa OKO

npojektmia y XY pasuu nocie 0.09

cexynge nobujern Oproronananm SGS

MOJIEJIOM €& JuHAMAYKAM npahemem
MaJIUX BeJINIMHA

CiukA 6.95:  TIlome 6psumuHa OKO

npojektmwia y XY pasau nocie 0.2

cekysze npobujern Oproronasanm SGS

MOJEIOM Ca JAWHAMHYIKAM mpahemem
MaJIiX BeJIMIUHA

CaukA 6.96: Ilome 6p3mHa OKO

npojektmwiia y XY pasau nocie 0.35

cexynze nooujern Oproronanunm SGS

MOJIEJIOM Ca JUHAMUYIKAM mpaliemem
MaJINX BEJIMINHA

Cnuka 6.97:  Ilowe OpsuHa OKO

npojektmwia y XY paBuu nocie 0.5

cexyn/e jobujern Oproronanmanm SGS

MOZIEJIOM Ca JUHAMHYKHM IpaliemeMm
MaJIMX BeJIUINHA

CJ/IuKA 6.98:

Ilo/se Op3umHA OKO
npojektmia y XY pasuu nocie 0.7
cexynge nobujern Oproronananm SGS
MOJIEJIOM €& JuHAMAYKAM npahemem

MaJInX BEJIMYHNHA
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CiukA 6.99: TIlosse mpuTncka OKO

npojektmwia y XY pasHu nocie (.02

cekysze npobujern Oproronasanm SGS

MOJEIOM Ca AWHAMHYIKAM mpahemem
MaJInX BEJINYUHA

CankA 6.100: Tlosbe mpurwcka OKO

npojektuiia y XY pasau nocie 0.09

cekyHie nobujern Oproronasanm SGS

MOJEJIOM Ca JUHAMUYIKAM mpaliemem
MaJIUX BEJINYUHA

CiukA 6.101: Ilosbe mpurucka OKO

npojektmwia y XY pasuum mocie 0.2

cexyne jjobujern Oproronagsnnm SGS

MOJIEJTOM Ca JAWHAMUYIKAM mpahemem
MaJIAX BEJIMIUHA

CaukA 6.102: Ilosbe mpurmcka OKO

npojektmiia y XY pasau nocie 0.35

cexyne nobujern Oproronanuum SGS

MOJIEJTOM Ca JUHAMHUYIKAM Tpahemem
MaJINX BEJIMYNHA

CuKA 6.103: Ilo/be mpuTHcKa OKO

npojektmwia y XY pasuu nocie 0.5

cexyne jobujern Oproronasmnnm SGS

MOJIEJIOM Ca JAWHAMHUYIKAM mpahemem
MaJIAX BEJIMIUHA

C/IMKA 6.104: Ilo/be mpuTHCKa OKO

npojektmwia y XY pasuu nocie 0.7

cexyne nobujern Oproronananm SGS

MOJIEJTOM Ca JUHAMUYIKAM Tpahemem
MaJIIX BEJIMINHA
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6.2.11 Bpemencko npaheme 6p3une y ogpeleHruM TagKaMa IIpopavdyHKCe

Mmpexke gobujenu merogom OproroHasna SGS ca JUHAMUYKUAM

npahemeM Manamx BeJmvumHa 3a MPOjeKNujy npojekTmia Ha XY

paBaH

Velooity evaluation trcking paint in time
2580

200 B

100 - B

Velagity|mis]

400 L L . L L . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 o7 0.8
time[s]

C/uKA 6.105: Bpemencko mnpalieme
npojekiuje O6p3uHe Ha X OCy y 49BOPY
41567 mpopadyHCKe MpeKe

Velocity evaluation trecking point in time

Velogity|mis]

480 L L L L L L L
u] a1 02 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 =R

time[s]

C/uKA 6.107: Bpemencko mnpalieme
npojekiuje O6p3uHe Ha X OCy y 9BOPY
21246 mpopadyHCKe MpexKe

Velocity evaluation tracking point in time
a0

280 q

200+ q

100+ q

Welosity|mis]

480 L L L L L L L
u} 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 Lig 0.g

time[s]

CukKA 6.109: Bpewmencko mnpalieme
npojeximje 6p3uHe Ha Y OCY YV UBOPY
41567 mpopadyHCKe MpeKe

Fourier transform of velocity in x direction

Ampllituds
o
.

0 100 200 8d0 400 500 600 700 200
Herz[Hz]

C/IMKA 6.106: Crekrap dbpeKBeHIr

3a mpojeknujy OpsumHe Ha X oOCy
nobujern PDPT-om y uBopy 41567

Fourier transfarm of velocity in x direction

Ampllituds

] 100 200 300 400 500 00 700 200
Herz[Hz]

C/MKA 6.108: Coekrap dbpeKBeHIu
3a mpojeknujy OpsmHe Ha X OCy
nobujern ODT-om y aBopy 21246

Fourier transfarm of velocity in x direction

Ampliituds

0 100 200 80 400 500 600 700 a0
Hertz[Hz]

CimKA 6.110: Coekrap dpekBeHIn
3a Tmpojekmujy Opsure mHa Y oOCy
nobujern @DT-om y usopy 41567
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Velooity evaluation trcking paint in time Fourier transform of velocity inx direction

Velagity|mis]
Ampllituds

480 L L L L L L L
u] a1 02 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 =R

time[s] Hertz[Hz]

CimkA 6.111: Bpewmencko mnpaheme CJMKA 6.112: Coekrap dppekBeHIm
npojekiuje O6p3une Ha Y OCy y 9BOPY 3a mpojeknmjy OpsumHe Ha Y OCy
21246 mpopadyHCKe MpexKe nobujern PDT-om y aBopy 21246

Kao u mnperxomsoM mnpumepy u OBJe J0JaTHA KOMILJIEKCHOCT I'€OMeTDHje je h3a3BaJia
jomr Behe durykTyaruje mosba Op3WHA W MPUTCKA KOje ce jacHO BHe Ha caumkama 6.93-
6.94. OBaj Tpen ce jorr 60J/be BUJIM HA CIIEKTPAJIHUM JIMjarpaMUMa KOjU Cy U3BYUEHU U3
BpeMeHCKOT paliema 6p3ute y oapeheHnM 9BopoBrMa mpopatyHcke Mpexke. OpTOroHATHOM
SGS MeToI0M CMO YCIEH JTa PEPOYKYjeMo BeJuKu 6poj PpeKBEHIM YHYTAp BPEMEHCKE
dyHKIIHje MITO je KapaKTepUCUKa Pa3BUjeHOT TYPYyOyJIeHHTOr cTpyjama 3a PejHosiicoBe
6pojese maror y mpobsemy. CaMuM THM OBUM YHCTO HYMEPUYKUM IIPUCTYIIOM CMO
IIOKa3aJ/Iu 3 Pa3BUjeHo TyPOYAEHHTO CTPyjaibe MOxKe epeKTHO Jla ce yXBATH 33 reOMeTPHje

KOje YOIIIITe HUCY jeTHOCTaBHE.

6.2.12 TIlospe akycTYHUX U3BOpa J0o6ujeHn metogoM Oproronasina SGS
ca IMHAMHUYKUM ITpahemeM MaJ/inX BeJIMYMHA 3a ITPOjeKINjy IPOjeKTIJIa

Ha XY paBan

Kao u y nperx1oHOM IIpUMepY U OBJle aKYCTUIHU U3BOPH Ce HaJla3e YaK U TaMO IJie UX
Hucmo j1obusin LES metoosiorujom. Muoro Behiu 6poj KBapumiosia u JUnoJia je mpucy TaH
ca BehUM WHTE3UTETOM IIITO MOXKE JOBECTH CAMO Jia jadnX aKyCTUYHUX TaJaca KacHUje
y aKyCTHYIHO] cuMyjaanuju. MaJjii BPTJIO3M W EUXOBA HHTEPAKIMja Ca BEJUKHM J1aja
je JIOIPHUHOC BEJIMKOM OpOjy aKyCcTUIHMX m3Bopa. Ha Kpajy je cupoBeseH a aKyCTUIHA
cuMysIanja 3a oba caydaja aKyCTHYHUX M3BOpa Tj. aKyCTHIHUX m3Bopa nobujenn LES
u SGS MeTomoM e ce BN Ja je MHTE3UTET TAJAcCa KOJjU MPOMArupa y MPOPATyHCKOM
Jjomeny jgocta mamu 3a LES mogen wero 3a SGS mogesnr TypOyieniuje. Vmaruaapaa

U peaHa pellera XeaMXOJIoBe jeqnadnne 3a kg = 0.5 cy mpeseHTOBaHa Ha CJIMKAMA

6.119-6.122.
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CiukA 6.113:  Tlose akycTwaHHX

n3Bopa gboujern OproroHasnom SGS

MOZEJIOM Ca JUHAMHYKHMM IIpalemeM
MaJIuX BeJIMYNHA

CiukA 6.114:  TIlomme akycTuaHUX

uzBopa abujern Oproronasnom SGS

MOJIEJIOM Ca AWHAMHUYKHUM IIpahemeM
MaJIuX BeJIMYMHA,
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CiukA 6.115:  Ilosse akycTwaHHX

u3Bopa gbdujern Oproronasnom SGS

MOZEJIOM Ca JUHAMMYKHUM IIpalemeM
MaJjIuX BeJIMYNHA

CimukaA 6.116: Ilomme akycTuaHUX

uzBopa abujern Oproronasnom SGS

MOJIEJIOM Ca JIMHAMUYIKAM Tpahiemem
MaJIX BEJIMYNHA

§ 1 F N
: — SOURE - _J SOURE
A Y 275836407 1 “ 260776H7
- lnmmv I 2.06456407
172880407 | 1.52126407
121376407 9.778Te+08
- 6.9885e 106 4.345Te+08
1.83%00+08 | 1.08726408
330876408 852016408
I -8.45728+06 I -1.1853e+07
136088407 1.7386e+07
187548407 228190407

CimukaA 6.117:  Ilosse akycTHaHUX

u3Bopa gdujern Oproronasnom SGS

MOJIEJIOM Ca JUHAMHYKUM mpahemeM
MaJIuX BeJIMIUHA

Cimuka 6.118: Ilomme akycTuaHUX
uzBopa abujern Oproronasnom SGS
MOJIEJIOM Ca JUHAMHUYKHAM MpahemeM

MaJIuX BEJINYUHa
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6.2.13 AxycTtuyHa cumyJianuja ca aKyCTUYHUM u3Bopuma qoboujenu LES-
CMaropuHcKu MeTOA0M U m3BopuMa gobujeHuM OpToroHasHOM

SGS merogoMm ca auHaMudKuM npahemeM mMajmx BeJIMdMHA
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CaukaA  6.120: Peanno pememe
CiukA  6.119: Peanno pememe HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeHIadnHe
HEXOMOT€HEe XeJIMXOJIIIOBE jEeHIadnHe 3a ky = 0.5 3a akycrudHe H3BOpE
3a kg = 0.5 3a akycTU4YHe WH3BODE nobujenn OpToronaanom SGS
nobujenn LES-Cmaropucau meromom METOIOM Ca JMHAMUYKAM IpahemeMm

MaJIuX BeJIMYUHA
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CIMKA 6.122: Peanmno pememe
Cauka 6.121: Peanmo permeme HeXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeHIadnHe
HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeHJIaunHe 3a kg = 0.5 3a akycrudHe H3BOpE
3a kg = 0.5 3a akycTuduHe wu3BODE nobujeHn OproronaaHoM SGS
nobujern LES-Cmaropucan meromom METOIOM Ca JIMHAMUYKAM Mpahemem

MaJIuX BEeJIMYHUHA
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6.3 AepoakycTuvuHa cuMyJallfja CTAjHOT Tpalia ITPUINTKOM

cJieTalba M1 IIoJieTalba

3a BeJIMKe KOMEepIIjaJiHe ABUOHE CTAjHU TPAIl IIPEJICTAB/ba JOMUHAHTHIA U3BOD OyKe Koja
JI0JTa3u Of KOHCTPYKIIFje aBruoHa. ByKa ce cTBapa y 00/I1aCcTH JIOKAJTHO OJIBajarba CTPyjarba
U CyJlaparba BPTJIOra ca MHOIOOPOJHMM KOMIIOEHEHTaMa CTajHor Tpana. V3ruesn crajHor

Tpala je mpejcTaB/beH Ha caunu 6.123 u 6.124.

Z ) .._(Plntlel’m

3 ";/ Drag Arm

Actuator - Retraction
Actuator - Unlockmg
trut Assembly, rd

/' - Lecking //‘;///ﬁ L Ly

5 Upper Spindl
(S pper Spindle
.‘.‘- Ly \ i § Strut Assembly
Bogie Trim é g /%prmg Assembly

Torque Links

Articulation Link:

Axle- Af\ X‘ .'.I I
L\, )

BrakE Rods - Aft' Brake Rods - Fud

Bogie Beam

Axle - Fwd

CaukA 6.124: Illemarckun mpukas
CukKA 6.123: Wsrien crajuor tparma CTajHOT Tpala ca KOMIIOHEHTaMa
[Valiant ussernraj]

TectoBu y aepoTyHesy Cy UCKPUIINEHH Jla Ce CTBOPH 0a3a I0o/aTaka KapaKTePHCTHKE
crBapama OyKe Ha crajuoMm Tpamy. PapuHsu 3a peayKnujy Oyke Cy HanpaB/beHH U
CTaBJHEHU HA ABUOH TJIe je NCTPAXKUBAH IbUXOB MMOTEHITN]a T peyKoBama Oyke. McrpakuBame

je mokazaJio Ja ce aobuje u Jo 2 gerubesta peayKIlje.

Y nporpamy SILENCER, jomr nerasbauju npucrtyn je xopuiihen. /[la 6u manpasuin
OIlepaTHBHU CTAjHU Tpall HAllpaB/beHa je CTyAuja pa3Boja "tuxor" crajHor Tpara Koju je

0/J1 TToYeTKa y3uMao y 063up aepoakycrudne pecrpukimje. RANS mpopadyH je u3BpiItex u
eBayJialyja MOTyHOCTH MpopadyHCKe MexXaHuKe (hJIyHIa Ta U3BPIIE TPEJIUKITN]Y aepOIHHAMUIYKE
OyKe ca KOMITAPAIIjOM Ha eKCITEPUMEHTATHE TIOaTKe U3 a€POTYHE A KAao U Ca TOJTYEeMITUPHjCKIM
Mmojenuma. Ypahenn nuzaju je moneo penyknujy O6yke 3a 4 merubena. Ha caurnum 6.125

je mpeJcraB/beHa KOMIApalija pesy/iararta 3a 0e3IuMeH3HOHO 1/3 oKkTaBe mpocTUparbe

3BYyKa.
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CnuKA 6.125: Penyknumja 6yke y npojekry SILENCER [VALIANT-ussmraj|

Y TIMPMAN nporpamy koju je craprosao 2006 rojinte, "HOBATUBHA KOHTPOJIA CTPYjamba
je cmpoBeJieHa 3a pelyKoBambe OyKe Ha crajHoM Tpamy. Jemga om meroga je PLAZMA
MEeTOJIa YMju je b J1a ce peayKyje HECTAIIMOHAPHO OJIBajalhe CTPYjaha OKO KOMIIOHEHTH
crajuor tparma. CBU IPOrpaMu OBOT THIIA CY CE OCTIAIHAJN Ha €KCIIEPUMEHTE CIIPOBEJICHE
y aepo TyHeJIy KOju Cy IPUHIUIINjaJIHO BeoMa cKymnu. Tpeba HAIIOMEHYTH Jia ce HUjedaH
uporpam J1o nojase VALIANT-a [164], [165] auje 6aBro obosblamer HyMEepUIKIX TEXHUKA

3a MPeIUIKnjy OyKe KOjy TeHepHIlle CTAjHU TPAIl.

Osue hemo ce mozabaBuTH IIPOOJIEMOM KOjU je OMO IPE3EeHTOBAH y OKBHUPY IIPOjEKTa

VALIANT. Cpaku o HHCTUTYTa je MMa0 UCTU MpOOJIeM TMeMATCKN MPUKA3aH Ha CJIUIIN

6.126 u 6.127.
U=70m/s
| §=4D _i
>
}7

Loy

CimkA 6.126: Illemarcku mnpukas
pobiemMa

C/IMKA  6.127: 3 wmomen mBa
KBaJpaTHa MIPOpUIa
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N neja oBor 3as1aTka je 6uiia jia ce 3a jeJIHOCTABHY T€OMETPHU]Y KOja MOXKE J1a Ce AIIPOKCHMUPA
ca JIBe OMMEH3Hje Tj. ma ce mpobJieM 3aMUCIN Kao JIBa OECKOHAYHO JIyradka Ipoduia
Koja cy ybadeHa y crpyjame 6psuHoM o 70 m/s mro je Gp3uHa 1P CJIeTarmy ABUOHA.
Tpebasio je mokazaTu HA OBOM IIPOCTOM 33JaTKy CBE IPEIHOCTA U MaHEe MPE3eHTOBAHIX
merojosioruja. CXo/IHO TOME K0 U Y IPETXIOHOM IIPUMEDPY 33 PAKETy U OBJIE je HAIIPABJbeH
npopaaycuku jpomen gumensmja 80m X 60m. Ilpopadycnkum mgomeH je mpukasaH Ha
ciui 6.132 kao mpopauyHcKa Mpexka Ha cauru 6.131. Ilpukas uBopoBa O3HaUYEHUX
3a BpeMeHCKo mpalieme 1o/ba Op3uHe npuka3Ha je Ha cuunu 6.128. ['panuanu yciioBu
YCBOjeHH Cy Kao y IPETXOJHOM IIPUMepPY TJie je Ha IpaHuiaMa Mpoduia IpernucaHu
JlupuxJieoBU rpaHUYHU yCJIOBH Jia je Op3UHA jeJHaKa HYJ/IH, MTO je TPUKA3AHO Ha, CJIUITI
6.129, moK cy rpaHWYHEU YCJIOBH Ca JIEBe CTpaHE JIOEMHA IPEINUCAHU KAao Jia CEe CTajHU
rpan kpelie 6p3uHoM o071 70 m/S MITO je penpe3eHTOBAHO Ca IJIABOM JIMHUJOM Ha CJIUAIH
6.130. Ha ocrammum jenoBuma rpanuiia cy npernucanu HojMaHOBU I'DaHUYHU yCJIOBU Jia

He Ou JAO0ILILJIO A0 HpO6JIeMa Ca BPTJIO3UMa Ha I'PaHUIIA.
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CmuKA 6.128: TIpopauyHcka Mpexka ca O3HAUEHMM YBOPOBHMA ITPOPATYHCKE MPEXKE
3a BpeMeHcKo mpahieme BekTopa Op3une
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i
C/MKA 6.129: I'panuyHu ycJjioB Ja C/MKA 6.130: TI'panmynu ycjios 3a
je Op3uHa jeqHAKaA HYJIU HA TDAHUIAMA, Op3uHy Ha 000IMMa ITPOPATYHCKOT

pocuiia JOMeHa
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CIMKA 6.132: IlpopadycHKH JOMeH

TABEJIA 6.2: Cerosame Hymepnukux Mozesa 3a CUMyJIalujy TypOyJICHIM]e CTajHOr TPara

Tun modena

LES-Cmazopurcku

Opmozornaana SGS ca dunamuurum

npahe%e./vt MANUT BEAUMUHA

Bpemencku unmepsan [sf

0.35

0.35

Bpemencru wopax [s]

0.0005

0.0005

Dycmuna sazdyza [kg/m?]

1.225

1.225

Kunemamcxka euckosnocm [m?/s]

0.0000178

0.0000178

Bpoj wsoposa mpeoice

45282

45282

Bpoj enemernama mpesice

90046

90046

Cmazopuncru napamemap €

0.004

C’maﬁumwauuoue KOHCTMAaHMe

4.0, 2.0, 1.0, 1.0

Bpemencka duckpemusayuja

Anamc

Anamc

Towemnu ycaosu

Crokc

Croxkc

Memod auneapusayugje

HyTu-Pamncon

Hyru-Pancon

Tosreparyuja xoneepeenyuje

1.07°

1.07°

Auneebapcku corsep

Pardiso

Pardiso

Bpsuna cmajnoe mpana [m/s]

70

70

Pejrondcos 6poj

77.9932 10°

77.9932 10°
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6.3.1 Cumynanuja nosba Op3mHe, TypOyJIeHIIMje U NPUTUCKA JOOUjeHUn

LES - CMmaropuHcKum MOA€J10M

CiukA 6.133:  Tlome 6Gp3unHa OKO CnaukA 6.134: Tlo/be Op3unHa OKO

KBaJIDATHAX TPOQUIA CTAJHOT TPAIa KBaJIDATHUX NPOMUIA CTAjHOT Tpara

mociie 0.02 cekynmge jobujenn LES- mocste 0.05 cekynae jpobmjenn LES-
CMaropuHCK MOJIEJIOM CMaropuHCK MOJIEJIOM

i
CiukA 6.135:  Tloswe Gp3mHa OKO CavkA 6.136: Ilosbe Op3mHa OKO
KBaJIDATHAX MPOQUIa CTAjHOT TPAIa KBaJIDATHUX NPOMUIa CTAjHOr Tpara
mociie 0.1 cexkymge mobujenn LES- mocsie 0.13 cexynge gobmjenn LES-
CMaropmHCKN MOJIEJIOM CMaropmHCKN MOJIEJIOM

CiukA 6.137: Ilope OpsuHA OKO C/MKA 6.138: Ilo/spe Op3uHa OKO
KBaJIpATHUX TPOMUIA CTajHOT TpAaIa KBaJIpATHUX MPOMUIA CTAJHOT Tpala
mociae 0.17 cekymme mobujenn LES- mociae 0.2 cexkymme nmobmjenn LES-

CMaI‘OpI/IHCKI/I MO/IEJIOM CMaI‘OpI/IHCKI/I MOJIEJIOM
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CiukA 6.139: Ilosbe mpurucka OKO CaukA 6.140: Ilosbe mpurucka OKO

KBaJIpATHUX MPOMUIa CTajHOT TpAIa KBaJIpATHUX MPOMUIA CTAJHOT Tpala

mociae 0.02 cekymme mobujenn LES- mocine 0.05 cekynme mobujerm LES-
CMaropuHcKu MO/IEIOM CMaropnHCKN MOJIEJIOM

CiukA 6.141: Tlo/sbe mpuTucKa OKO CaukA 6.142: Tlo/be mpuTucka OKO

KBaJ[paTHUX TPOdUIA CTAJHOT Tpama KBaJ[paTHUX TpOodUIa CTajHOr Tpamna

mociie 0.1 cexkynme mobujenn LES- mocste 0.13 cexynge mpobmjenn LES-
CMaropuHCK MOJIEJIOM CMaropuHCK MOJIEJIOM

CyMKA 6.143: Tlosbe mpuTucka OKO CaukA 6.144: Tlosbe mpuTHcKka OKO
KBaJ[paTHUX MIPOdUIa CTAjHOT Tpama KBaJ[paTHUX MpoduUIa CTajHor Tpamna
mociie 0.17 cekynzge jobujenn LES- mocsie 0.2 cekynue gobujenn LES-

CMaropuHCKY MOJIEJIOM CMaropuHCKU MOJIEJIOM
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6.3.2

mpexxke jmobujenun LES-CmaropuHckn Mojieiom
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C/mkA 6.145:
MpojeKImje Op3uHe Ha X OCY Y 9IBOPY
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CukKA 6.147: Bpewmencko mpaheme
MpojeKImje Op3uHe Ha X OCY y 9IBOPY
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CiukA 6.149: Bpewmencko mpaheme
npojekimje 6p3uue Ha Y OCY y 9IBOPY
27419 npopadyHCKe MpeKe

Fourler transform of velocity In x direction

Bpemencko npaheme Op3uHe y ogpe)eHrnM TadykKaMa NpopavdyHKce

Ampliade

== ==
100 200 300 400 500 600
Hertabz]

C/MKA 6.146: Croekrap dbpeKBeHIH
3a Tpojekmujy Op3ure Ha X OCy
nobujern @DPT-om y uBopy 27419

Fourler transform of velocity I x direction

Amplituce

200 300 400 500 600

CaukA 6.148: Coekrap dbpekBeHIN
3a Tpojekmujy Op3ure Ha X OCy
nobujern PDPT-om y uBopy 22609

Fourler transform of velocty In y direction

Amplitude

==
300 400 600

CankA 6.150: Coekrap dbpekBeHIH
3a mpojekmujy Op3ure ©a Y oOCy
nobujenn @DT-om y aBopy 27419

3a mobujeHn MoJIesI MPE3eHTOBAH Ha MOYETKY IMTOTJIaB/ba MPBO Cy MPUKA3AHU PE3YJITATH

3a LES mogen. Ilpahen je wmctu mpuHIun rie je IpBO IpUKa3aHA MIPOMEHa Op3WHE U

IIPUTHUCKA y BPEMEHY TJIE€ Ce [MOHOBO MOXKE YOUHUTH yCTaJbeHU PEXKUM Koju ce hopmupa
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Velocity evaluation tracking point in time Fourier transform of velocity in y direction

Velociyims)
¥
Amplitude:

008 300
timels] HertziHz]

CmkA 6.151: Bpewmencko mnpaheme CJIMKA 6.152: Coekrap dppeKkBeHIu
npojekiuje O6p3uHe Ha Y OCy y 9BOpY 3a mpojeknujy Op3uHe Ha Y OCy
22609 mpopadyHCKe MpexKe nobujern PDT-om y aBopy 22609

U KOju TeHepwuIlne BpTJore oipeheHe BejmdnHe Kao n muxoe ¢umkryaruje. Mako je
y OBOM CJydYajy TpBU KBaJpaTHU TPOMUJ UCIPEe APYror OH HE yTHUUe MPEeTPAHO Ha
OIICTPYJjaBabe Ipyror KpaaparHor npodmia. ITOHOBO cy mobujene camo riasHe (bpeKBeHIle
Ha CIEKTPY KOje CYy OATOBOPHE 3a MOIEJNPAbe BEJTMKIX BPTJIOTa JOK CY Ce IIOHOBO MaJIi
BPTJIO3U 3aryOmiiu mpejcraBbajyhu Mojesn Kao npemucuinaruBad. CXomHO ToMe Tpeba
[IPOBEPHUTH JI& JIM IIOCTOJU YTHIA] BEJIMUIUHE MpPEXKe Ca KapaKTePUCTUIHOM JyKHHOM h
yTHYe Ha TTapaMeTap € KOJU CIIyXKH 3a feduHncame puaTepa IPOIMyCT/bUBOCTA. Y CBAKOM

cJIy4ajy IPE3eHTOBAaHU MOJIE] Jaje J100ap OIUC U ITOHAIIAE BEJIMKUX BPTJIOra.

6.3.3 Ilospe akycTuuHuX u3Bopa goodujenu merojiom LES - Smagorinsky

3a akycTuuHe n3pope m3abpaju cMmo Behe Gpksene pega Beanunne oko 250Hz, jacHo je
Ja y OBOM Jijara3oHy go0ujamMo BeoMma ciaby Ipe3eHTalln]y aKyCTUIHUX u3Bopa. Beoma
jé MPUMETHO Ja je KOHIEHTPallhja aKyCTUIHNX H3BOPa OKO KBaJPaTHX IpoduiIa a Ia
ce HEeKAKO Iybom yHyTap Mehy mpocropa jBa muauHapa. 10 je jecaH WHIUKATOP g8 TaMO
rJe ¢MO OvueKuBaju HajBely KOHIEHTpAIU]y aKyCTHIHUX H3BOpA, [MPE3EHTOBAHU MOJIET

je 3aKa3zao.
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14114e-11

779310

CiukA 6.153:  Ilosse akycTwaHmX ClMKA 6.154:
u3Bopa nobujern LES-Cmaropuackum

MEeTOIOM-a0COIyTHO PEITIehe

ITosse axycTuaHHIX
uzBopa nobujern LES-Cmaropumackum
MEeTOJ0M-a0COJIyTHO PEIEHe

soum

SOUM
15032409 1.6032e409
I 101750408 l 101750409
6.319e+08
46261407

6.316e+08
462616407
-4.3837e+08

-4.3937e408
9.2501e+08

925012408

-1.4106e408 141066508
-1.8963409 -1.89636409

i -2.3810e+08 1 -2.3818e409
Coptasoun 286768409 28676408

Can 50U

CiukA 6.155:  Ilosbe akycTwaHmx
n3Bopa nobujern LES-Cmaropuackunm

METOAOM-UMarnHapHN €0 penieiba

CnmukA 6.156: Ilomme akycTuaHUX
uzBopa nobujern LES-Cmaropuuckum
METOJOM-UMATMHAPHHU €0 PEIIerha

SOURE

SOURE
6.5033+08 2:1936e+09
I 493748408 I 15701409
337156408 46586408
1.8086e+08 3.23056+08
239666407 -3.00482408
13262408 -0.24016408
283218408 154750409
445316408 247116408
60246408 & 279460409
w73 758990408 L] 015
ComuFiSOURE Gl SOUE

341816409

CiukA 6.157:  Ilosse akycrwaHmx
n3Bopa nobujern LES-Cmaropuacknm
METOJIOM-PEAJTHH JIE0 PeIlerha

CimmkA 6.158: Ilomme akycTmaHuX
u3Bopa nobujern LES-Cmaropumuckum
METO/IOM-PEaJTHH JIE0 PeIlerha
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6.3.4 Cumynanuja nosba 6p3mHe, TypOyJIeHIIMje U IPUTUCKA JO0OUjeHn

Oprorounastnom SGS mMeToaoM ca AMHAMUYKHUM IIpahemheM Maimx

BeJIMYHa

CukA  6.159: Tlowe Op3una
OKO KBaJIpaTHOr mpoduia CTajHOT
tpana nocie 0.02 cexyuae g1obujeHn
Oproronamaum  SGS  mMozesiom  ca

npahemem MAaJIAX
BeJIMIMHA

JUHAMIYIKHIM

CaukA  6.160: Ilosse Op3una

OKO KBaJIpaTHOr MpodmIa CTajHOT

tpana mocie 0.05 cexkynie pobujeHn

Oproronamanm  SGS  mMomesom  ca

JMHAMUTYIKAM npahemem MaJIuxX
BeJIMINHA

CiukaA  6.161: Ilosse  Op3una

OKO KBaJIpaTHOr mpoduia CTajHOT

tpama mociae 0.1 cekymme mobujeHun

Oproronanaum  SGS  MozesioMm  ca

JMHAMWYKAM npahemem MaJInx
BEJIUIUHA,

Op3uHa
npoduiia  CrajHOT
Tpama mocjie 0.13 cekynme mobujeHu
Oproronagaum  SGS  Mozesom  ca

CInKA 6.162: ITosbe

OKO KBaJIpaTHOT

npahemem
BEJINIUHA,

JANHAMIYIKHM MaJinx
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C/MkA  6.163: Ilosse Ops3una
OKO KBAaJIDATHOI' MpOdUIa CTajHOT
tpana mnocie 0.17 cexkyuae gobujeHn
Oproronamaum  SGS  mMozmesiom  ca

npahemem MaJIAX
BeJIMIIHA

JUHAMUIYIKHNM

CavkA  6.164: Ilosbe Op3una

OKO KBaJIDATHOI Mpoduia CTajHOT

Tpana nociae 0.2 cekyHzae 1o0HjeHH

Oproronagaum  SGS  MozeoMm  ca

JANHAMITYIKHM Hpahe}beM MaJInX
BEJIUINHA

CuKA  6.165: Tlo/jbe mpuTHCKaA

OKO KBJIDATHOT MPOMUIA CTAJHOD

tpama mocie 0.02 cexkynme mobujeHun

Oproronanuum SGS  MozesioMm  ca

JUHAMWYKAM npahemem MaJInx
BEJUIUHA

C/IMKA  6.166: [Tosbe mpuTHCKA

OKO KBaJIpATHOT Ipodumia CcrajHor

tpama mocie 0.05 cexkynme mobujeHu

Oproronanaum  SGS  Mozesiom  ca

IMHAMIIKIM npahemem MaJInx
BEJINYNHA,

C/ukA 6.167: Ilosbe mpuTHCKA

OKO KBAaJIDATHOI' MpOoduUIa CTajHOT

tpama mociae 0.1 cekymme mobujeHun

Oproronamaum  SGS  mMozesiom  ca

JIMHAMUIKAM npaliemem MaJIAX
BEJIMINHA

C/IMKA 6.168:

Ilosbe mpuTHCKA
OKO KBaJIDATHOI MpOdUIa CTajHOT
Tpama mocie 0.13 cekynme mobujeHun
Oproronagaum  SGS  Mozeom  ca

npahemem MaJInx
BeJINIUHA,

JANHAMITYIKHM
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C/ukA 6.169: Tlosbe mpurHCcKa
OKO KBaJIpaTHOr mpoduia CTajHOT
tpamna nocie 0.17 cexkyHue mobujeHun
Oproronamaum  SGS  Mozmesiom  ca

npahemem MaJIAX
BeJIMYUHA

JUHAMIYIKHIM

CianukKa 6.170:

ITosse mpuTHCKaA
OKO KBaJIpaTHOr [podUIa CTajHOT
Tpama mocie 0.2 cekyHue mgobujeHu
Oproronagaum  SGS  MozeoMm  ca

npahemem MaJIUX

BeJIMYNHA

JNHAMITYIKHM
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6.3.5 Bpemencko npaheme Op3uHe y ogpeheHrnM TadyKaMa NpopavdyHKCe

Velociyimisl

_;W h

mpexke gobujenu Oproronamna SGS MeroaoM ca AMHAMUYKUM

HpaheH;eM MaJIIX BeJIMYMHa

Velocity evaluation tracking point in time.
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CuKA 6.171: Bpewmencko mpalieme
MpojeKImje Op3uHe Ha X OCY Y 9IBOPY
27419 npopadyHCKe MpexKe

Velocity evaluation tracking point In time

CukA 6.173: Bpewmencko mpaheme
IpojeKImje Op3mHe Ha X OCY y 9IBOPY
22609 npopatdyHCKe MpexKe

Velocity evaluation tracking point In time.
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CukA 6.175: Bpewmencko mpaheme
npojekije 6p3uHe Ha Y OCY y 9IBOPY
27419 npopadyHCKe MpexKe

Fourler transform of velocity In x direction

Amplitude

C/MKA 6.172: Coekrap bpeKBeHIH
3a Tpojekmujy Op3ure Ha X OCy

nobujern PDPT-om y uBopy 27419

Fourler transform of velocity In x direction

Amplituce

cmsea
500 600

CaukA 6.174: Coekrap dbpekBeHIN
3a Tpojekmujy Op3ure Ha X 0OCy
nobujern PDPT-om y usopy 22609

Fourler transform of velocity In y direction

Amplitude

CaukA 6.176: Coekrap dbpekBeHIN
3a mpojekrujy Op3ure w©a Y oOCy
nobujenn O@DT-om y aBopy 27419

[Tocsie LES mMogesa 3a ncre mapamMeTpe aju CaMo ca Pa3JImIuTUM MOJIETUPAEM Ty POyIeHITHje

[IpUKA3aHU Cy pe3yaTaTu jobujeHu ca oproroHajHoM SGS MeTomoM ca JUHAMHUIKUM

npaliemem Maux BeamuuHa. OaMax ce BUOM Ja MOIE] y3UMa y Oo03Up CBe BeJMUNHE

BPTJIOra U Kao TaKaB Jlaje BeoMa (PJIYKTYATUBHO IIOHAIIAkEe 38 Pa3BUjeHO TypPOYJIEHTHO
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Velocity evalustion tracking point In time. Fourler transform of velocity in y direction

Velociyimis]
7

-100 |

o =
008 200 500
timels] HertziHz]

C/MKA 6.177: Bpemencko mnpalieme CiukA 6.178: Cuekrap dpekBeHIn
npojexImje 6p3uue Ha Y OCYy Yy IBOPY 3a mpojekmujy Opsure Ha Y OCy
22609 nmpopadyHCKe MpexKe nobujern @DT-om y aBopy 22609

cTypajibe mTo Huje 6uo caydaj 3a LES momen. Benuka pasnuka y usrigeay BpeMeHCKe
eBoJjIyanuje Op3uHe 3a UCTE YBOPOBE IIPOPAdyHCKe MpexKe, J1aje MOIyNHOCT /1a ce 3aK/byyn
Jla 3a UCTe HapaMeTpe CeToBarba M IPOPAadyCHKE MpeKe J1001jajy ce TOTATHO JIPyTati]ji
pesyaTarn. Y THI@A] MaJIX BPTJIOTa KAO U IbUXOBO IEJTOKYIIHO MO/IEIUPAIbE J1aje TIO/ICTPE]
3a IIPE3eHTOBaHYy METOIOJIOIU]y Ja e y upaBoM cmepy. CrekrpaJinu rpaduiiu 1001jeHn
op3oMm PypujeoBoM TpaHCHOPMAIIJOM Cy IIyHHU PA3THIATHX (DPEKBEHIIN IIITO je KAPAKTEPUCTHKA

TypOyJIeHHTOr cTpyjamba 3a 3amare PejHosincoBe 6pojese.

6.3.6 Ilo/be akycTnyHUX M3BOpa JobmujeHn MmeTomoMm OproroHamauna SGS

Cca JMHAMMNYKUM npaherbeM MaJIIX BeJIMYMHa

AxkycTuuHu M3BOpHW 3a WCTe Cy MHUpPKasaHW 3a ucre ¢pkepenie kao n y LES momeny.
Kapakrepuctuan je ma u oBzie ce qobuja boraruja mpe3eHTalnja akyCTUIHIX H3BOPa Kao

boraTuja pacrojesa JUIoJa U KBAJIPUIIOJIA.

3T35TaN8
341318108
24504818
186782408
124520408

622616407

17461

CiukA 6.179:  Tlome akycTwaHHX CankA 6.180: Tlosbe akycTwaHUX
nzBopa jbujenn Oproronannom SGS uzBopa abujenn Oproronannom SGS
MOJIEJIOM Ca JUHAMHYKHM Tpahiemem MOJIEJIOM Ca JUHAMUYIKUM Tpaliemem

MaJIuX BEJINYUHA MaJIuX BeJIMYUHA
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C/IMKA 6.181:

uzBopa jbujenun Oproronasnom SGS
MOJIEJTOM Ca JAWHAMUIKAM mpahemem
MaJIuX BeJIMYUHA

ITo/be akycTwaHMX C/IMKA 6.182:

Ilome akycTmanux

uzBopa joujenu Oproronamnom SGS

MOJIEJTOM Ca JUHAMUYIKAM Tpahemem
MaJINX BEJIMYNHA

SOURE

27762408
1.9358¢+08
1.0853e+08
- 2.5478e+07
-5.85Te+07
142626408
-2.2067+08 -6.53116407
31071408
[ -3.94760408 176200408
o 478816408 231786408
CiukA 6.183: Ilosbe akycTwaHHX CankA 6.184: Tlosse akycTHIHUX

n3Bopa gbdujern Oproronasnom SGS
MOJIEJIOM Ca JAUHAMUYIKAM mpahemem
MaJIIX BEJIMYIUHA

uspopa goujern Oproronasaom SGS
MOJIEJIOM Ca JUHAMUYIKAM mpaliemem
MaJIIX BEJIMYHNHA
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6.4 AepoakycTuvuHa cuMmyJalija aepornpodnia ca OTKJI0OHAOM

3aKpuJjina

JlBa riaBHa n3Bopa 6yke Ha KOMIIOHEHTaMa 3a IoBeliaibe y3rona cy TypOYJIEHTHO CTPYjambe
KOje CTBap]jy HPeKPUJIIa U 3aKPUJITA IITO je IpuKas3aHno Ha cyauim 6.185. Tpeba HammoMeHyTH
Jla TIPUJIMKOM CJIeTamba KaJ Cy OTKJIOH€HU 3aKPW/INa U MpPeJKpUa aBuoH nma 3a 10
nenubesia Behy OyKy Hero MpUIMKOM yoOWYajHOr JjieTa win Kpysunra. Omirpa u3jasHa
UBUIA TeHepurie OyKy, ajau jaKy KOMIIOHEHTY TOHa Te€HEpHUIIe TyTa W3Ja3Ha WBUIA, Koja
JIOBOJIM JI0 CTBapma ojjiaselier BpTyora ca JOMHHAHTHOM (pEeKBEHIHjOM. DByka Kojy
PeHepuIlle W3/1a3Ha UBUIA j€ MPUCYTHA W KOJ, KPUJIa U KOJ[ 3aKPUJIA U KOJ ITPEKPUIIIA
aJTi HUCY CBE OJT UCTe BAayKHOCTHU 3a TeHepucame OyKe 3aTO IMTO WHTE3UTET U (PPEKBEHTIIA

Cy Be€OMa pa3JIMIUTE.

SLAT NOISE <\

Slat (deployed)

Main wing

Flap
side-edge
vortex

Turbulent % o \
POt TRAILING EDGE
NOISE FLAP SIDE-EDGE MNOISE

CiikA 6.185: Tenepucame 6yke Ha kpuiy apuona [VALIANT wussemiraj|

Kama je mpekpuime OTK/IOIEHO CTBapa €€ jaK BPTJIOr Yy IIPOIENY KOJjU je YTJIaBHOM
JBOJIMMEH3NOHAJIAH aJId KOju MOXKe Jia obuje Tpehy KOMIOHEHTY aKoO ce KPUJIO HAKPUBHU
[166]. Osaj Bprior ce oxBaja oj 6p3e crpyje KO NPEAKPUINA Y IPAHUIHOM CJIOjY.
Kacuuju pa3soj nojipasymeBa jaky HECTAOMJIHOCT KOja Pe3yJITHPa ca MHOIITBOM BPTJIOra
KOjU Ce OJiBajajy KOJ W3Ja3He WBHUIlE Hpekpuina. I[leo oBaj mMexHamzaM 3ajeqHO ca
yiapuMa 0 aepo/IMHAMUYIKe OBPIIMHE CTBapa OyKy KOjy TeHepuire npejkpuiie. Pemykiuja
oyke ox 10 genubesia je HOCTUTHYTA TAKO IITO je PeJyKOBaH Ipope3 nsdMehy mpeakpumia
1 IEHTPAJTHOT Jiejia KPUJIa, ajll ca TUM CMAaHEHEM JIOIIIO je U J0 CMabhemha MaKCUMAaTHOT

y3roHa. Penykiuja Oyke Ha TpeIKpUILy je TpuKa3aHa Ha cjunu 6.186.
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——s&—— Reference Gap Width V_=50 m/s u=0°
91% Gap Width V_=50 m/s «=0°
———— B85% Gap Width V_=50 m/s u=0"

Reference gap wid
91% gap width
85% gap width

8
T
1

1/3-oct. Band Level L_ (dB)

70

o o
1/3-octave Band Frequency (kHz)

CiukA 6.186: Tenepucame 6yke na kpuiy apuona [VALIANT wussemraj|

3akpuiia cy UCTO TAKO BeJIMKU renepaTopu Oyke Ha aBuoHy. Dyka ce remnepurie u ca
n3J1a3He UBUIlE KPUJla TAKO U Ca U3JIa3He UBUIIE KAO PE3Y/ITAT yjiapa BPTJIOra KOju cy ce
crTBOpMIIHN Y Tiporierty uamely npeakpuiina u Kpusa. JlogaTtHu TpoauMeH3noHaHu eeraT
JOJIa3W ca CTpaHe 3aKpU/la TJe ce jaB/ba jaK CKOK IMPUTCKA KOjU CTBapa OCIUJIATOPHU

MexXaHU3aM IOT0J/IaH 3a BPTJIOre KOjU Ha Kpajy I'eHepuIly OyKy.

VY oba ciydaja 1 3a IpeIKPUIIIA U 32 3aKPHUJIIA 3BYK CE IeHEPUIIE y IIPUCYCTBY JAPYTHUX
noBpinuHa. CxomHO TOMe n100ap ajiaT 3a HPEeIUKINjy TeHEepUCa/biha U Ipolararuje
3ByKa MOpa Jia y3Me y 003up 1opei TypOyJeHTHOI CTPYjaiba U MHTEPAKIIA]Y €& IBPTUM

MIOBPINUHAMA, KA0 U OJIU3UHY TUX YBPCTHUX ITOBPIINHA.

[Iperxomuu ucrpaxkupaduku nporpamu kao mro ¢y RAIN, SILENCER u AWIATOR cy
ce 11o3abaBmwiIn OYKOM KOjy M€HEPHIITy KOMIIOHEHTE 3a oBeharmbe y3rona u npe/iozKuiIm cy
cTpaTeruje 3a MUHIMHU3aIujy 3ByKa. Kao 1o je Beh pedeno, Behnna TuX UCTParkKUBAIKNAX
IojIyxBaTa cy 0asupaHa Ha €KCIEPUMEHTAJHIM CTY/IMjaMa Y apeoTYHEJIy HJIM TeCT JIETOBUMa
. Hujenam on oBux mporpama o mojase VALIANT-a ce Hutje 6aBHO HYMEPIUIKOM TPUCTYITY
3a TaYHy HPEIUKINjy TeHepHucamba U IpOolaraiyje 3ByKa Ha KOMIIOHEHTaMa Ha aBUOHY

KOje Ccy 3aJy2KeHe 3a rnosehame y3rona.

Hampagben je qomen oko aeporpoduiia 23012 koju je oTkiomen 3a 20°, 0K Cy JUMEH3HUje
popadyHckor goMeHa 300x 300m koju je mpukazan Ha cauiy 6.188. JloMeH je TMCKpeTU30BaH
ca JITHAPHUM TPOYTJIACTUM €/IEeMEHTUMA, TaKO IITO je HAj(PUHUjU 1e0 MPeKe OKO aeporpoduia
u mporierty uaMelhy Tejia aeporpodusia u 3akpuiia u (puHohia ce cMamyje Kako ce 0Ja/baBaMo
on, aeponpodusa, MTO je npukaszaHo Ha ciaurnu 6.189. YBopoBu y KoMe CMO HpaTUIn
BpeMecke HHCTaHIe Op3uHe cy nmpukazane Ha cautiu 6.187, rae cMo CTaBU/IN U ITap Tadaka

y nporien. 13 mureparype je mo3uaTo Jia HajBehu yieo y TeHepucamy 3ByKa INHHA U3JIa3Ha

WBUIIA aeporpodujia U MpoIen n3Mehy 3akpuira u Tena aepornpodumaa. Ha xkpajy cmo
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0

[penucaii TPAHUIHE yCJIOBE Tje je mpenucad JIupux/jieoB rpaHUYHE YCJIOB 33 U

Ha rpaHuiu aepornpoduia, mrTo je npukazano Ha ciaunu 6.190. Mcro tako je mpenucan

JlupuxJieoB rpaHUYHEA yCJIOB O3HAYEH ILJIABOM DOjOM Tie je mnpemucana Op3uwHa O v

100m/s Koja je MOMHOYXKEHaA Ca KOCUHYCOM U cHHycoM oJ] 10° HOIITO je IPeTIoCTaB/beHO

Ha ocrammm rpammmama cy mpenucaHu

10°.

Jla je HalaJHU yrao aepornpoduia o,

HojmanoBu rpanwvHu ycjioBm, ITO je Ipukazano Ha cjaunu 6.191, ma #He Om mmasn

pobJjieMa ca BPTJIO3UMa Ha TPAHUIU KOJU MOTI'Y JIa M3a30BY HECTAOMTHOCT U JIUBEPIEHITU]Y

HyMepHUYKe IeMe ycjiel] yoaruBama J0JaTHe eHEPruje MPeKO BPTJIOTa Y TPOPAdIyHCKU

JIOMEH.

AP A IAAT LAV TN
e S b S s D o S

oviviviiavviny

.<s
R AR e
b e
S S St
B e S e
PR R
%a%a%@wwﬂﬁﬁ&ﬁ R R R e
o K OO0 &

e L 5%%%%.
L
-

ki KRR
o SR

HMM ﬁw&»ﬂ%ﬂw wW e
:

..
e

s R

g ﬂ«ﬁ»mwﬁ e
S AR
S o &w

RRROH
s
B
S

S ﬂdwwﬂ.

%

e

SEAE

s
RN

2
2
5

0;&

i W«

e
wM»!»ﬂ«ﬂ o0
SEEEEE
-
S e
e

CJ/IMKA 6.187: Mpexka oko aeponpoduia 23012 ca uBopoBuMa 3a npalieme BpeMeHCKe

eBoJsTyarje Op3uHEe OKO aeporpoduia

C/IMKA 6.189: IlpopauyHcka MpexKa
IIeJIOT JIOMEHa

CuKA 6.188: IlpopauyHcKu JIoMeH
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CIIIKA 6.190:
TPAHWYHU  YCJOBH  HA
aeporpoduia

W Fuetbeies
oonotes

HupuxieoBu
TDaHUIN

0 Fies FixedFined
0000000

GLOSAL GLOBAL

[ Fre ot il
FixedFixed0000
0GLOBAL GLOBA

I FreoFiceaFied
9B4BOTTS 17,3648

1700061084 |

6.191: HupuxieoBu u

HojmanoBu rpanndam  ycjaoBu  Ha
000/InMa IPOPATYHCKOT JTOMEHA

TABEJIA 6.3: Ceroame Hymepuukux Mojiesia 3a cuMyJaiujy TypOyJeHImje aepornpoduia

Ca OTKJIOHOM 3aKpUJIIa

Tun modera

LES-Cmazopurcku

Opmozonaara SGS ca duHaMUYKUM

npaﬁeH;eM MAAUT B8EAUHUHA

Bpemencxu unmepsan [s] 0.35 0.35
Bpemencku kopak [s] 0.0005 0.0005
Tyemuna eazdyxa [kg/m?] 1.225 1.225
Kunemamexa suckosnocm [m>/s]  0.0000178 0.0000178

Bpoj wsoposa mpeoice 64680 64680

Bpoj eaemenama mpeosice 128307 128307
Cmazopuncru napamemap € 0.004

Cmabuaudayuone Koncmanme 4.0, 2.0, 1.0, 1.0
Bpemencra duckpemusayuja A namc A nmamc
Hovwemnu ycaosu Crokc Crokc

Memod auneapusayuje

ByTra-Pancon

Hyra-Pancon

Toaeparyuja xKoneepeenyuje 1.0°° 1.07°
Anzebapcku corsep Pardiso Pardiso
Bpsuna cmagnoe mpana m/s] 70 70
Pejrondcos 6poj 46.6945 10° 46.6945 10°
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6.4.1 Cumynanuja nosba 6p3mHe, TypOyJIeHIIMje U TPUTUCKA JO0OUjeHn

merogoM LES-Cmaropucaku

CiukA 6.192: BekTopcko mosbe CavkA 6.193: BekTopcko moswe
6p3una oko aepounpodmia mocie 0.01 6p3uHa oko aepomnpoduna mociae 0.09
cexynge LES-Cmaropucaku cexkynje LES-Cmaropucuaku

CiukA 6.194: BekrTopcko mosbe CaukA 6.195: BekTopcko mosme
6p3uHa OKO aeporpodmia mocie 0.15 6p3uHa oko aepornpoduia mocie 0.2
cexkynge LES-Cmaropucaku cexkynje LES-Cmaropucuaku

CiukA 6.196: BekTopcko mosbe CaukaA 6.197: BekTopcko mospe
6p3uHa OKO aeporpoduiia mocie 0.25 6p3uHa oko aeporpodmia mocie 0.35
cexkytie LES-Cmaropucaku cekyuge LES-Cmaropucaku
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CiukaA 6.198: Ilosbe mpurumcka CiankaA 6.199: Ilosse mpuTHCKA
oko aeporpodmia mocse 0.01 cexyrme oko aeponpoduia mocie 0.09 cexyne
LES-Cwmaropucaku LES-Cwmaropucuku

CnukA  6.200: Tlosjbe mpurHmcka CaukA 6.201: Tlo/be mpuTucka OKO
oko aeporpodmia mocse 0.15 cexymme aeporpodmia mocie 0.2 cekynme LES-
LES-Cwmaropucaku CMaropucHku

CiukA 6.202: Tlosbe mpuTucka OKO CankA 6.203: Tlo/be mpuTucka OKO
aeporpoduta mocie 0.25 cekyuge LES aeporpodmita nocse 0.35 cekynye LES
-CMaropucHku -CMaropucHkn
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6.4.2 Bpemencko npaheme Op3uHe y oapeheHnM TagykaMma npopadyHKce

Mmpexke jobujenn merogom LES - Smagorinsky

Rezultati dobijeni za X komponentu vektora hrzine sa LES metodom za tacku 17641
1680

FFT posle normalizacije za tacku 17641
70

140+

B0 Bl
120

Amplituda
8 5

X komponenta vektora brzine [mis]
@
5]

0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.35
vreme[s] 1] 50 100 150 200 250 ] 350
frekvenca[Hz]

CimuKA 6.204: Bpewmencko mnpalieme

MpojeKImje Op3uHe Ha X OCY Y 9IBOPY

17641 upopauyHcke mpexe 3a LES-
CMaropucHKM MOJIeJT

CiuKA 6.205: Croekrap dbpeKBeHIH
3a Tpojekmujy Op3ure Ha X oOCy
nobujenn @PT-om y uBopy 17641

Rezultati dobijeni za X komponentu vektora hrzine sa LES metodom za tacku 22540
150

FFT posle normalizacije za tacku 22540

=} o =
=] a S
@

8
Amplituda

X komponenta vektora brzine [mis]
5 E

=
a

4
(=]

0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 035 G .
vreme[s] 1] 50 100 150 200 250 300 350
frekvenca[Hz]

C/ukKA 6.206: Bpemencko mpaheme

MpojeKIje 6p3uHe Ha X OCY yV UBOPY

22540 npopauyncke Mmpexke 3a LES-
CMaropucHKM MOJIEJT

CankA 6.207: Coekrap dbpekBeHIH
3a Tmpojekrujy Op3une Ha X oCy
nobujenn POT-om y usopy 22540

Ha ciimkama 6.192-6.203 npukazana je cuMmyaJiiiija Op3uHe U MIPUTUCKA OKO aepOIIpoduIa
ca OTKOJIOHOM 3akpuina rje je namagau yrao ox 10°. Ilpumeran je BprTiior Koju ce
CcTBapa Ha W3JIa3HO] MBUITU 3aKPUJIIIA aJId je UCTO TAKO MIPUMETAH U YCTaJbeHO CTPYjahe ca
yjeIHaYeHUM BPTJIO3UMA n3a acpoiipoduiia. V3 gureparype je Mo3HATO J1a IPUHIIAIA]AJTHO
najselin 3ByK renepuiiie nporen n3Mely 3akpuiina u Teja aeporpoduiia u j1a HHTE3UTET
3ByKa 3aBucu Kojuku je nporeil. 11to ce tuae LES mozena Cmaropucakor duyKTyaruje
KOje ce jaBJbajy y IPOIIEy U KOje KACHUje YTUUIY Ha CTPYjamhe OKO TOPHaKe aepornpoduia
Hucy Oalll HajycIelHuje penpoaykoBaHe. Ilporern je cumysaumpan Kao Ja je yCTaJbeHH
peXkuM JT00HjeH YHyTpa IIpOIlela IITO ce KOCH ca (pu3nKaJHOIINy nojaBe. OBaj TpeHs, je
HaCTaBJheH M Ha BPEMEHCKOM Ipaliey y ofpel)eHuM 4BOpoBIMa IPOPATYHCKE MPEXKE TIe

Cy NPE3EeHTOBAHU IIOJAIN 38 YBOP KOjU C€ HAJA3U y IPIOIEIy, U3a aepornpoduia u u3a
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Rerzultati dobijeni za X komponentu vektora brzine sa LES metodom za tacku 26989
120

=]

=]
a

X komponenta vektora brzine [mis]
~
S

L . L L
0 0.05 01 015 02 025 03 035
vreme[s]

CuKA 6.208: Bpemencko mnpalieme

rpojexiuje o6p3une Ha X OCy y 4UBODPY

26989 mpopauyncke wmpexke 3a LES-
CMaropucHKy Mojient

Rezultati dobijeni za X komponentu vektora hrzine sa LES metodom za tacku 17647
60

X komponenta vektora brzine [mis]

0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 0.35
vreme[s]

CuKA 6.210: Bpemencko mnpalieme

npojexnuje o6p3une Ha Y OCY y 4UBODPY

17641 upopauyucke mpexe 3a LES-
CMaropucHKy MoJient

Rezultati dobijeni za X komponentu vektora hrzine sa LES metodom za tacku 22540
20

X komponenta vektora brzine [m/s]

a 0.08 0.1 015 02 2k 03 038
vreme[s]
C/MKA 6.212: Bpemencko mnpalieme

npojekiuje O6p3uHe Ha Y OCy y 9BOpY
22540 mpopauyncke wmpexke 3a LES-
CMaropucHKy MoJient

FFT posle normalizacije za tacku 26989

Amplituda
@

£0 100 150 200 250 300 350
frekvenca[Hz]

CankA 6.209: Coekrap dbpekBeHITH
3a Tmpojekrujy Op3une Ha X oOCy
nobujern PDPT-om y uBopy 26989

FFT posle normalizacije za tacku 17647

30
25 )
20 4
b
S
=15 4
£
<
10 4
s )
DD B 50 > 1E|E| 180 ZD 25D 300 . 380
frekvenca[Hz]
CiukA 6.211: Coekrap dpekBeHIn

3a Tmpojekmujy Opsure mHa Y oOCy
nobujern PDPT-om y uBopy 17641

FFT posle normalizacije za tacku 22540
25

20 4

Amplituda

r;iencanz] -

CimkA 6.213: Coekrap dpekBeHImn

3a Tmpojekmujy Opsure Ha Y oOCy
nobujern PDT-om y aBopy 22540

caMo map (ppeKBeHIIN YHyTap CIEKTPAJIHOT JujarpaMa 3a BpeMeHCKe (hyHKIje.

n3Jiazue uBnie aeponpodmia. Vrekako je jacan pIyKTyaTuBaH IIPOIEC ca J00ujarbeM



[Mormasibe 6. Cumysravyuja Aepoarxycmukre Ha Y320HCKUM NOBPUWUHAME U KOMNAPAUUJE
HYMEPUYKUT MOOEAA 218

Rezultati dobijeni za X komponentu vektora hrzine sa LES metodom za tacku 26989
80

FFT posle normalizacije za tacku 26989

~
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=]

il
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L
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Amplituda

w
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X komponenta vektora brzine [mis]
o

N
=]

=]

0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 035 E
vreme[s] ] 50 100 150 200 250 200 350
frekvenca[Hz]

C/uKA 6.214: Bpewmencko mnpalieme

npojexImje 6p3uHe Ha Y OCYy Yy IBOPY

26989 mpopauyncke wmpexke 3a LES-
CMaropucHku Mojest

CaukA 6.215: Cuekrap dpekBeHIn
3a Tpojekmujy Opsure mHa Y OCy
nobujern PDT-om y aBopy 26989

6.4.3 Ilosbe akycTuuHuX n3Bopa gobujenu meroiom LES-Cmaropunckmn

Kao mrro cMo kKoMmeHTapucan y IPeTXOTHOM MOIJIAB/BY JI00HUjeHa je jacHa (pJIyKTyarja
NIPUTHUCKA U Op3WHE HA W3/Ia3HOj MBUIM 3aKPUIIA IITO je PEIPOILYKOBATIO AKYCTUIHE
U3BOpE KOJU Cy Ce TPYIUCAIN OKO m3ja3He uBnrle. lIpumerHo je ma ce ymyTap mporea He
jaB/bajy mim y MajioM OpOjy aKyCTUYHH M3BOPH IIITO Ce KOCH ca TeopujoM. Fcro Tako
AKYCTUYIHU U3BOPU Cy PA3JIUBEHM U J00Ujajy ce YaK M MOHOIIOJM YHYTap IPOIera IITo
je nmpukazano Ha cjuiu 6.208. Cxomuo rope nasejieHom LES-Cmaropumucku mojen ca
3a/IaTUM IIapaMeTpuMa HEje YCIIEeO Jia PeNnpoayKyje U3NKAIHO [MOHAIIAbE AKYCTUIHUX

U3BOpA.

$0UABS S0UABS

45730407 497280407

Ilﬂ&ﬂe*ﬂl 442002407

3.5568e+407 38677407

304880407 331826407

25407407 2.7628a+07

20325e407 2210%e407

152440407 16578e+07

1.0163e407 1.10518407

508138406 552538406

98164808 3.74588-08
CiukA 6.216: AbcomytHo  TIOJBE CaukA 6.217: AbcomyTHO TIOJBE
aKyCTUIHUX U3BOPa OKO aepormpoduia aKyCTUYIHUX M3BOPA OKO aeporpoduia

LES-Cmaropuscku LES-Cwmaropuscku
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SOUIM

387826407
313048407
23828407
163476407
B.8683a+08

213636407

CmukA 6.218: maruaapao T0Jbe CaukA 6.219: VmarusapHOo TOJBE

AKYCTHYIHUX M3BOPA OKO aepornpoduia aKyCTUIHAX U3BOPA OKO aepompoduiia
LES-Cwmaropuncku

LES-Cwmaropuncku

1.9857e+07

1.3037e+07

6.2174e406

- -8.0254e+05

742250406

1.4242¢+07

-2.1062e+07

-2.7882e+07

-3.4702e+07

-4.15228+07
CnukA  6.220: Peasnno  mosbe CInKaA  6.221: Peanno  mosbe
AKYCTUIHUX M3BOPa OKO aeporpoduia aKyCTHYHUX M3BOPa OKO aeporpoduia

LES-Cwmaropuncku LES-Cwmaropuncku
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6.4.4 AxkycTu4yHa cuMyJanuja ca aKyCTUYHUM n3Bopuma qooujenu LES-

CMaropmHCKN METOJI0M

PREIM PRERE

1.755e+05 2.2733e+05
1.1105e+05 1.2847e+05
‘ I46585 IEGGIA
17870 # 69242
82328 -1681e+05
I -1.4679e+05 ¥ i I 2.6695e+05
-2.1124e+05 -3.6581e+05
-2.757e+05 ’ -4.6466e+05
-3.4016e+05 -5.8352e+05
-4.0462e+05 ’ -6.6237e+05
C/MKA 6.222: VmaruHapHO pelerbe CaukaA  6.223: Realno pereme
HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeHIadnHe HEXOMOTE€He XeJIMXOJIIOBE jeHIaunHe
3a kg = 0.5 3a kg = 0.5
PREIM ’ﬁ‘ 7 PRERE /ﬁ‘ m
258405 —t ‘ L 230405 = ‘ —
17246 1 * 184e+05. — p .

[T = [ETC I =

. \ Sy b=

- S8 TR

ets - Qe -

s - RE -
T

—_ 0 1% @2 @ 12} 80 9% 1" 12 144 160 ‘m _— 0 15 Kl 5 80 5 %0 “‘15 120 135 150 Hi&
CimukA 6.224:  Tlomyxuu upecek CiaukaA 6.225: IlomyxkHU 1pecek
peaJtHor perema HEXOMOT€HE VMATTHADHOT  PEIllelha  HEXOMOTEHE

Xemnmvxouose jengaunue 3a kg = 0.5 XesmvxoutiioBe jermgadunne 3a kg = 0.5
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6.4.5 Cumynanuja nosba 6p3mHe, TypOyJIeHIIMje U IPUTUCKA JO0OUjeHn

Oprorounastnom SGS mMeToaoM ca AMHAMUYKHUM IIpahemheM Maimx

BeJINYNHA

C/ukA 6.226: BekTopcko mosbe

6psunra 0KO aepomnpoduia mocyie 0.01

cekyHe nobujeHn oproroaaaoM SGS

METOJOM Ca JUHAMUYKHM Hpahe}LeM
MAJIAX BEJIMIUHA

CaukKA 6.227: BekTopcko mosbe

Op3uHa oko aeporpoduiaa mocae 0.09

cekyHe j1obujenu oproronajaaoM SGS

METOJOM Ca JUHaAMUYIKHM Hpahe}beM
MaJIIX BEJIMINHA

CaukKA 6.228: Bekropcko mosme

6p3una oko aepomnpoduia mocie 0.15

cekyH/Ie jobujeHn oprororagHoM SGS

METOJIOM Ca JMHAMUYKUM TpalierbeM
MaJIiX BeJIMYUHA

CJIMKA 6.229: BekrTopcko mosme

6p3uHa oko aepomnpodura mociae 0.2

cekyH/Ie j1obujeHn oproronajaaoM SGS

METOJIOM Ca JUHAMUYIKHM Ipahemem
MaJIMX BEJIMYUHA

CiukaA 6.230: BekTopcko mosbe

6p3uHa OKO aepompodumiia mocae 0.25

cekyHe nobujenn oproroaaaoM SGS

METOJIOM ca JWHAMHIKUM mpahemem
MaJINX BEeJIMYNHA,

Canka 6.231:

Bekropcko mosme
Op3uHa OKo aepomnpoduia mocie 0.35
cekyHe j1obujenu oproronajaaoM SGS
METOJOM Ca JAWHAMHYIKAM mpahemem

MaJIuX BeJIMYNHA
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C/ukA  6.232: Ilosbe mpurHCKa

oko aepornpoduia mocie 0.01 cexyme

nobujern oproronagaoM SGS MeTomoM

Cca JUHAMWYIKHIM Hpahe}beM MaJInux
BeJIMYUHA

CaukaA 6.233: Ilospe mpuTHCKA

oko aeponpoduia mocse 0.09 cexyHze

nobujeru oproronagaoM SGS MeromoM

ca JUHAMHYKHIM HpaheH)GM MaJInx
BeEJINYUHA

CukA 6.234: Ilosbe mpuTHCKaA

oKo aeporpodmuia mocse 0.15 cexyHe

Jobujenn oproronaaaoM SGS MeTo10M

Ca JUHAMWYIKIM Hpahe}beM MaJIIX
BEJIMINHA

CankA  6.235: Ilosjpe mpuTHCKA

oko aeporpoduia mocie 0.2 cekyHje

nobujenu oproronaHoM SGS MeTo0M

ca JUHAMHYKHUIM Hpahe}beM MaJInx
BEJIUINHA

CukA  6.236: Ilojbe mpuTHCKaA

oKO aeporpodmia mocie 0.25 cexyHe

Jnobujenn oproronaaaoM SGS MeTo10M

Ca JUHAMWYIKIM Hpahe}beM MaJIux
BeJINYMHA

C/IUKA 6.237:

Ilosbe mpuTHCKA

oko aeponpoduia mocie 0.35 cexyHe

nobujenu oproronagaoM SGS MeTo oM

Cca JUHAMHYKHUIM Hpahe}beM MaJInx
BeJIMYMHA,
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6.4.6 Bpemencko npaheme Op3uHe y opeheHnM TagyKaMa mpopadyHKce

mpexke gooujerun OproronasHom SGS MeTo/0M ca AMHAMUYIKUM

HpaheH,eM MaJINX BeJIMYMHAa

Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X komponentu vektora brzine u tacki 17641
180

X komponenta vektora brzine [mis]
@
3

0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 0.35
vreme[s]

CukKA 6.238: Bpemencko mnpalieme
pojekIje 6p3uHe Ha X OCY Y UBOPY
17641-OSGS

Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X komponentu vektora brzine u tacki 22540
180

@
a

=
=]

<]
=]

=]
=]

@
=]

X komponenta vektora brzine [m/s]

@
=]

IS
=]

o 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 0.35
vreme[s]

CuKA 6.240: Bpemencko mpalieme
MpojeKImje Op3uHe Ha X OCY Y 9IBOPY

22540-0OSGS

Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X komponentu vektora brzine u tacki 26989
200 T T T T T T

X komponenta vektora brzine [mis]

-100

o 0.05 0.1 D“\’?eme[sEI]E 025 03 0.35
C/IMKA 6.242: Bpewmencko mpaheme
IpojekIje 6p3uHe HAa X OCY Y YIBOPY
26989-OSGS

FFT posle normalizacije za tacku 17641

Amplituda

0 200 2 350
frekvencija[Hz]

CuKA 6.239: Cuekrap ¢ppeKBeHIu
3a Tmpojekiujy Ops3ure Ha X oOcCy
nobujenn POT-om y usopy 17641

FFT posle normalizacije za tacku 22540

Amplituda

frek\Diencija[Hz] =

CuKA 6.241: Coekrap bpeKBeHIH

3a Tpojekmujy Op3umre Ha X OCy
nobujern @DT-om y uBopy 22540

FFT posle normalizacije za tacku 26989

Amplituda

o 50 100 150 200 250 300 350
frekvencija[Hz]

C/IMKA 6.243: Chekrap ¢dppeKBeHIr
3a mpojekiujy Ops3une Ha X oCy
nobujenn POT-om y uBopy 26989

Ca cauka 3a mnoJ/be nputTucka u 6p3une 6.226-6.237 oko aepomnpoduia ca OTKIOHOM
3aKPUJIIA Ce BUJN 14 TYPOYICHITNja MMa XA0THIaH MATEPH IMOCIe N3Ia3He UBUIE 3aKPUIIIA
IITO je y CKIay ca (PU3UKUM IOHAIMAREM ajiil Ca JApyre CTpaHe BUIUMO Ja U yHYTap

rporiera J1oyia3u 10 QIYKTyaIuja Koje yTudy Ha CTPYjalbe OKO aeporpoduiia mTo HICMO
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Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X komponentu vektora brzine u tacki 17641 FFT posle normalizacije za tacku 17641
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CiMKA 6.245: Coekrap dbpeKBeHIH
3a mpojekmujy Op3ure ©Ha Y oOCy
nobujern @PPT-om y usopy 17641

CiuKA 6.244: Bpewmencko mpalieme
npojekimje 6p3uue Ha Y OCY YV 9IBOPY
17641-OSGS

Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X kamponentu vektora brzine u tacki 22540 FFT posle normalizacije za tacku 22540
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CaukA 6.247: Coekrap dbpekBeHIH
npojekrujy Op3une Ha Y oOCy

nobujern PDPT-om y uBopy 22540

C/IMKA 6.246: Bpewmencko mpaheme
mpojekije 6p3uHe HA Y OCY Y UBOPY 3a
22540-OSGS

FFT posle normalizacije za tacku 26989

Rezultati dobijeni DYNOSS metodom za X komponentu vektora brzine u tacki 26989
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CuKA 6.248: Bpemencko mnpalieme
npojekije 6p3uHe HA Y OCY Y UBOPY
26989-OSGS

CJIMKA 6.249: Cuekrap (ppeKBeHIu
3a Tmpojekrujy Opsure Ha Y oOCy
nobujenn POT-om y usopy 26989

gobmwm ca LES momesom.  OBaj mporec je MOXKIa HajOUUrJIe HUjU Ha (QyHKITjaMa
BpeMeHCKOT mpahera Op3ute y BpeMEeHCKOM HHTEPBaJIy. JacHo je ga yHyTap oBe (DyHKIHje
yJia3e ¥ MaJIi U BeJIUKU BPTJIO3U Ka0 U JIa Ce JI00Mja U3rje]] BpeMEeHCKe KPUBE KapaKTEePUCTUTHE
3a PejuosincoBe 6pojeBe crpyjamba. VcTo Tako Ha CIIEKTPAIHOM aHAJIU30M JOOMIM CMO
neynopeuBo Behn 6poj dpekBeHIr Koje cy paBHOMEPHO pacuopehenn myk ppeKBeHTHE

oce. CaMUM THUM jacHO je J1a CMO Ca TOTAJHO HyMEPUIKUM MOJIEIUPAkheM TYpOy/IeHIrje

ycresn Jia 1obujeMo (hU3NKAJTHO TOHAIIAKE 38 TOTAJIHO PA3BUjeHy TYpPOYJICHIN]Yy Kao U
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3a cTpyjame yHyTap Ipollela u3Mehy 3aKpuiia 1 Tejia acpornpoduia.

6.4.7 Ilospe akycTuuHUX U3BOpa mobujern meronoMm OproroHansna SGS

ca AVMHAMMNYKUM npaheﬁ,eM MaJINX BeJIMYMHa

Ha cukama 6.250-6.255 npesenToBanu cy abCOIYyTHH, HAMITHAPHU U PEAJTHU JI€0 Pellieha
aKyCTUIHUX n3Bopa 3a oxpehene dppeksenre. [lopes akycruaanx u3Bopa Koju €y 100ujeHn
Ha M3JIa3HOj WBUIU 3aKPUJIIA UTEKAKO Cy IIPUMETHU M3BOPU KOjU CY JIOOUjeHH yHYTap
nporena u3Mely 3akpuina u Tejaa aeporpoduia, TaAKO U aKyCTUIHH U3BOPU KOjU Cy
JI06UjeHn y MHTEPAKIMU CTypjama (hJIynja Ha W3j1a3y U3 Mpolena U CTpyjama pJrynia
0KO aeporpodusia mro Huje 6uo ciaydaj ca LES mosenom. nresurer akycTHIHUX H3BOPA
je Behm ka0 m Benukm Opoj AUMONA W KBAIPUIOIA KOjU Cy TycTo Tpymucanu. Camum
THM C€ JACHO BUJIM Ja Ca MPE3EHTOBAHOM METOJIOJIOTHjOM KOja Mojejaupa TypOyJIeHTHO

cTpyjame 100Hjajy ce jaun MHTE3WTEeTOM, U OOraThjy aKyCTHIHU U3BOPU.

Ha xpajy je ypahena akyctuana cumysiannja 3a akCyTHIHE H3BOPE T0O0MjeHe OTOMOHATHOM
SGS MeTo/ioM ca JUHAMUIKUM TTpahemeM MaJinX BeJIMIrNHA U IIJIOTOBAHO j€ MMAruHAPHO
U PEAJTHO peIllerbe HeXoMorene XeJMXOJIIOBe jeHaunne Ha caukama 6.256-6.257 kao u
MIONIPEYHM TIpeceK Ha cankama 6.258 u 6.259. OBe pesynraTe MOXKEMO Ja YIIOPEINMO Ca
pesyararuma obujenn 3a LES Cymaropuacku MosiesioMm rie ciauke 6.222-6.225 npeicraBibajy
pellierhe HEXOMOT'eHe XeJIMXOJIIoBE jeHIaunHe 3a ucTu TajacHu 6poj kg = 0.5. Ca
rpaduka je jacHo Ja cy J00MjeHn TajJach Matbel HHTE3UTETa IIITO MPEACTAB/ba PEIYKIIH]y

3ByKa KOju he ce IpocTupaTu y JOMEHY.

SOUABS
35214408
I 3.1302e408
27388e+08
24760408
195640408
1.56510+08
147282408

Ims«uoor
392Ta40?
8.713e-08
CiukA  6.250: AbcomyTHO  TIOJBE CMKA  6.251: AbcosryTHO TIOJBE
aKyCTHYHUX U3BOPA OKO aeporpoduia aKyCTHYHUX M3BOPA OKO aeporpoduia

nobujern OSGS jnobujern OSGS
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CnmukA 6.252: maruHapHO T0JBE CaukA 6.253: lVmarusapHo TOJBE
AKYCTHYIHUX M3BOPA OKO aepornpoduia aKyCTHYHUX M3BOPA OKO aeporpoduia
nobujern OSGS nobujern OSGS

CIuKA  6.254: Peasnno  mosbe CInKA  6.255: Peanno  mosbe
AKYCTUIHUX M3BOPa OKO aeporpoduia aKyCTHYHUX M3BOPa OKO aeporpoduia

nobujern OSGS nobujeru OSGS
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6.4.8 AkycTuuyHa cumyJialja 3a aKkyCTUIHe n3Bope J00njeHe ca aKyCTUIHUM
n3Bopuma gob6ujeaum Oproronasinom SGS MeToI0M ca JUHAMUYIKAM

npaherbeM MaJIIX BeJIMYMHa

PREM PRERE

1.6%+06 2.2008e+06

I 1.0694e+06 1.1619¢+06

4.488e+05 1.2305e+05

-17181e+05 -9.1583e+05

-7.9241e+05 -1.8547e+06

-1.413e+06 -2.9936e+06

-2.0336e+06 4.0325e+06

I -2.6542e+06 I -5.0714e+06

-3.2748e+06 -6.1102e+06

-3.8954e+06 <7.1491e+06
CMKA 6.256: MmaruHapHO perieme C/IMKA  6.257: Realno pememe
HEXOMOT'€HE XEeJIMXOJIIOBE jeHIaunHe HEXOMOTeHe XeJIMXOJIIOBE jeHIaunHe

3a kg = 0.5 3a kg = 0.5
PREI ’ﬁ‘ 5 PRERE ’ﬁ‘
et ‘ L 2006 ‘ e
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- //\.Uf \ /\/ \\/\/\\/\ B, L s /\
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o i C 1 / w L\J / \J/ \ \/ \H\f \w/\ \/ \\’,ﬁ& /\
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azmets | L e — ! L
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CukA 6.258:  TlogyxKHEM mpecek CaukA 6.259:  IlomykHuU 1pecek
peaJiHor perremna HEXOMOT€HE VMATTHADHOT — PeIllelha  HEXOMOTEHE

Xemmvxouose jengaunue 3a kg = 0.5 XesmxoutioBe jermgadnne 3a kg = 0.5



IlornmaBpe 7

3akJbydaK

Y oBOM TOrJIaB/by NeMO ce CKOHIEHTPUCATH Ha Iperjiel] HayIHUX JIOIMPUHOCA Te3e
Kao W 100OJbINalha U3BPIINEHA TOKOM HCTpaxKuBadkor paja. Ilopex Tora he Ourm
npegodenn u Moryhm Oyayhm mpaBiym HCTpKUBamba W MOTPEOHA WCTPAKUBAba Pad

JaJber modoJsbIlTaBamba METOI0JIOTH]e CTabUIN3aIIOHe METO/IE.

[IpeBacxomHo JOKTOpPCKAa Te3a je U3HEJNa TOTAJHO HOBU IIPAaBAll Pa3MUIHAHA
HYMEPUYKOT MOJIe/INpatbha TypoyaeHTHOT cTpyjama. [lomro Beh nmocrojeha cabrpu ckeji
cTabMIM3annoHa MeTO/1a ITOCTOJU U CJIYKU Ja Ce CTaOU/IN3Y]y HeCTabMIHOCTHU KOje J10J1a3e
IIPUJIUKOM CHUMYJIaluje TypOyJIeHTHOT CTpyjama npu BeaukuM PejHosiicoBum OpojeBuma
win y cjay4dajy Kajga je kouBekTHu wiaH Hasuje-CTokcoBe jeqHavnHe JTOMUHAHTAH.
JonaTHuM MoOze/MparbeM MaJiix BeJIMYWHa WU BeJIMYUHA KOje Ce He MOTY yXBaTUTH
IPOPAYYHCKOM MPEXKOM M IIPpOHaJIa2KCHhEeM OBHUX MaJinX BeEJIMYWMHa Yy OPTOrOHAJIHOM
[IPOCTOPY peliema JT00UjeHr METOIOM KOHAYHUX eJieMeHaTa ce Jiobuja IeJIOKYITHO
MOJIe/TUpalbe Tj. CBUX WIAHOBA KOjU yJia3e y jeJIHAUNHY KOJUIUHE KpeTama Koja je OHJa
TOTAJTHO 3aJ0BoJbeHa. llopesm Tora camMum TuM mTO KOpucTuMo SGS CTabWIH3aIUOHY
METOJIy UCITYEEH je nHG-CyT YCJIOB U 1001ja ce MOryhiHOCT ja mHTepIoianuone (pyHKImje
3a MPUTHCAK W Op3uHy Oy/Iy HUCTOr pejia IITO JOBOJAU JO JAKIIE HMIJIEMEHTAIlnje U
Op2ker padmHarba mnpeseHToBaHe merozie. Mogenupame PejnosicoBor crpec Tensopa
JIOJIA3U TIPUPO/IHO MDY PA3J/IBAjalby BEJIMUIMHA HA OHE KOj€ Ce MOI'Y PEITUTU TPOPATYHCKOM
MpEeXKOM W Ha OHe Koju To He Mory. JlogaTHo Mojenrmpame Majux BeJIUJuHa, je
nomnuto u3 PypujeoBe aHaim3e apryMeHara Ije je yCBOjeH IMapamMeTrap AalpOKCHUMAIINje

3a I0Jbe IPUTHUCKA U Op3uHe. DUTHO je HANOMEHYTH Jila OBH IapaMeTpH MOry OUTH

228
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KOHCTaHTHU Yy CBAKOM €JIEMEHTY WJIU Ce MOTY padyHATH 3a CBAKM eJIeMEeHT ITOHA0CO0
mro yballyje eeMenTe amanTHBHUX MeToma. V3 eHepruje OajaHca ce jaCHO IIOKA3aJI0
Ja je KkoedpunujeHT ca KOjuM ce MHOYKe OCTaTIIM IIPOIOPIIMOHAIHA JTUCUIIAII]A €HEPrUje
Ha HUBOY MaJIIX BPTJIOTa KOja je jeJHa of OMTHUX KapaKTEePUCTUKA €HEePreTKCe KacKaJe

npe3enToBaHe o cTpane Kosmoroposa.

OBakBUM TPUCTYIIOM MOJENParhba MAJUX BEJIUUIHHA KOJU Cy JAe(OUHUCAHU Y TPABOM
MaTEeMaTUIKOM IIPOCTOPY TJIe Ce OHU U HaJjia3e jiaje MOryNHOCT 0BOj METOH J1a IIPOIIUCHO
MOJIeJINpa, MaJie BeJIMYWHE a camMuM TuM u Bpriore. llopem Tora je yser y o03up u
BPEMEHCKH U3BOJI MaJUX BeJIMYMHA KOjUM CaMa METO/a MOXKe Jla MOJEJIMpPa IIOBPATHY
€Heprujy ca MaJnX BPTJIOra Ka BeJIMKUM BPT/I03UMa & He OOPHYTO IIITO je KapaKTEPUCTUKA
MHOruX Merofa. CBe MPEIHOCTH MPE3EHTOBAHE METOO0JIOTH]je 3aTUM Cy TeCTUPaHE Ha
KJIACHYHUM IIPUMEPUMA KOjU Ce€ MOI'Y alnpKCUMHUDPATH Kao paBaHcku mpobiemu. Ty
IIPEBACXOHO MUCJUMO Ha CTAjHH Tpall U aepompodu ca 3aKPUINUAMA JIOK pakeTa je
y3eTa Kao KOMILJIEKCHA TeOMeTPHja KOja JIaraHo MOKe J1a N3a30Be KOMIIJIEKCHO Pa3BUjeHO
TYypOYJIEHTHO CTpYjambe. 3a HUPHUHIUI ylHopehuBama JBE METOJe IIPE3€HTOBaHe Y Te3u
y3eTa je MCTa MPOopadyHCKa MpeXkKa Ca UCTHUM HYMEPUYKHM IapaMeTpuMa MoTpeOHu 3a
CUMYJIAIN]Y JOK je jeIMHO Pa3IUYUT IPUHIIAN HYMEPUIKOr MOJeIuparma TypOyaeHIuje.
Ha npumepy aeporipoduity ca OTKOJIOHOM 3aKpuila je yxpaheHa (DU3UKAIHOCT MPOIIEIa
KOJU yTHYe Ha CTpyjambe OKO aepomnpodmuja INTO Huje 6wo ciayuaj 3a LES momen mcro
Tako je mobujeH mpaBu Oorar crekTap (PPEKBEHIM KOjU jacHO MPHUKA3Yjy Jda ce Paau o
Pa3BUjEHOM XaOTHYIHOM TYpPOYJEHTHOM CTpYjalby KOjU je KapaKTEePUCTUYaH 3a 3aJaTe
Pejuomacose 6pojeBe crpyajiba. CXOMHO TOME MPABUIHOM PEMPE3CHTAIMJOM U MAJTUX
1 BCJIMKUX BPTJIOTa yTHUY€ Ha PACIOAE/Iy M MHTE3UTET aKyCTUIHUX HU3BOPa KOjI/IX nMa
MHOro Buie Hero 3a LES Momen u mpaBe jacHy CTpYKTYpy KBaJpPHUIIONA U JIAIIOJA.
Aeporpodust ca TPOTENOM je MUCTO Tako mob6pa mpuUMep Ja MOJET MOXKe Ja yXBaTh
IIOHAINakbe TYyPOYJIEHTHOI CTpyjara y IPUCYCTBY IOBPIIMHA IITO je ITOHEKaJ] BeoMa
Temko 3a kjgacuane LES mogzerne, na ce 360r Tora pojmiia MeJIOKYITHA 3ajeHUIA Koja
Mopenupa mosutuBHe crpane LES-a 1 RANS-a cBprasajylin ux y takospane xubpuiHe
mozese. IlomTo je Hac mpeBacxXomHO HWHTEPECOBAJIO TOTAJHO pPa3BHUjeHO TYpOyJIEHTHO
CTypajibe Koje je U3BOp aKyCTHIHUX M3BOPA HAIIPABJHEHE CY JIBE JIOJATE CUMYJAIUje Koje
JlaraHo CBOjOM I'€OMETPHjOM MOIY Jia M3a30BU PA3BHjEHO TYPOYJIEHTHO CTpyjame. ¥ OBa
c/lydaja je mpukasaHa MHOTO 060jba Ipe3eHTaIrja TypPOYJIeHTHOr CTPYjarba IITO je MOCse

pe(bJIeKTOBaHO Ha aJIOKaHI/ij 1 MHTE3UTET aKyCTUIHUX U3BOPa. BoibuoMm perO‘HyKL[I/Ij OM
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AKyCTUYHUX M3BOpa JIOOMja/I CMO jade aKCyTHYHE Tajace y JIOMEHYy IITO 3Ha4YM jadu
WHTE3UTET 3ByKa mITo je 6mo m wmaunmjaaan nogctpek 3a VALIANT mpojekar mormro
je npumeheno xa nocrojehe MeTojie Jiajy MalbH MHTE3UTET aKyCTHYHUX u3Bopa. Ha
Kpajy je MpuKa3aHo Jia IPe3eHTOBaHa CTAOUIN3aIMOHa METO/Ia YCIEITHO MOKE Jia PEIln 1
IpobJIeMe KOJH ce jaBibajy KO APYTHUX MaplnjaJHuX jeHaadnHa oTkIamajyhn "pollution”

TPEIKyY KO/ XeJIMXOJIIOBE jeHadnHe 33 BeJnKe TajgacHe Opojese.

Ha kpajy ca amexkTa aepoakycTuke IIOKa3aHO je Jia je BeoMa OUTHO MPABUIHO YXBATUTU
HE CaMo BeJINKe BPTJIOTe CTypPajihba HEro U OHe MaJie KOjU JIOKAJTHO 1ajy JIyKTyaIruje Koje
IIPUPOIHO OHJA PENpOoAyKyjy Behim Opoj aKyCTHIHMX M3BOpa IITO Jaje jadd aKyCTUIHH

TaJac Kao perneme XeaMXOIIOBe jeHATIHE.

Ha xpajy hemo mo Taukama HaOpojaTu JBe MOMPUHOCE W HAyUHE TOIMPUHOCE TOKTOPCKE

TEe3€:

e Metromooruja KopuinheHa 3a CUMYaJIIijy IIPOpadyCHKE aePOaKyCTUKE je ITPe3eHTOBaHA
y OKBHpY cTabMJIM3aIMOHE METO/le KOHAUHUX ejleMeHara. Meromosoruja ce 6a3upana Ha
TPHU KOpaka KOJ[ KOjer je IIPBU KOPAK HECTAITMOHAPHA CUMYJIAIN]a IPOPATYHCKE MEXAHIKE
dutynsia 3a HEKOMIPECHOWJIHO CTpPyjarbe y HpocTopHoM someHy. OBa cumysiaiuja
CIyKn Jla ce J00Hjy aKyCTHYHH H3BOPU (IBOCTPyKa JHMBepreHnuja PejuosicoBor
TEH30pa) KOjU Cy OJ'OBOPHHU 3a TEHEPHCAIE aepoJMHAMUYKe Oyke. Y JIpyrom
Kopaky Metrnojoduje M3padyHaTH aKyCTUIHU H3BOpU Cy ca jupekTHoM DypujeoBom
Tpancdopmarujom Tpanchopmucanu y ppeksennTu jgomen. Ha kpajy y Tpehem Kopaky
je permrena XeJIMXOJITIOBA je/IHAYMHA y3UMajyhu y 003Up aKCyTHYHE U3BOPE CpadyHaTe y
JIPYIOM KOPaKy Kao HexoMoreHu wiaH jeanadnte(J/lajTxmioBa akycrudna aHajoruja y

dbpeksenTHOM TOMERY )

e Vuamnpehewy Cradbunmsarmone merome Cabrpuy Ckejin crabuimmsarmje-"Subgrid Scale
stabilization" y Buay nedbuHucama HOBe MeTOJ/le KOja WMa OPTOIOHAJHY IPOjEKIU]Y
MOJIETTUpAahba MaJINX BEJIMYWHA, Tj. BPTJIOra Ha TPOCTOP KOjU je JedUHUCAH METOIOM
KOHATHIX eJIEMeHaTa M KOoja y3uMma y 003up eBajyalijy THX MaJUX BeJIMIUHA Yy BPEMEHY

Tj. y3uMa ce y 003Up JUHAMUKA MAJIUX BPTJIOTA.

o JledpuHucamy jpyradmjer TpPUCTyHa MOIEIUPalba TYPOYJIEHTHOr CTPYjalba KOju je
YUCTO HYMEPUYKH U KOjU y CceOM HOCH MOJIeJINPAbeé KAaKO BEJIMKHX TAKO U MAJHUX

BpTJIOTa, KA0 U JepUHUCAIbE MAJINX BEJIUYNHA KOje Ce HEe MOTY yXBATUTHU MOPATYCHKOM
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MPEXKOM y 3aBHUCHCTH OJI BEJMYMHA KOje Ce MOI'Y yXBATUTU IHPOPAYYHCKOM MPEZKOM.
Camum TuM je yHanpeheHo riobajiHno HyMEpHIKO MOJIEIUPalbe KOJIMINHEe KpeTama Koje

ce NPUHIUIN]AJIHO I'yOU y JIDYyTUM METO/IaMa.

e Jledbunucana  crabunmsanuonHa — Meroga — omoryhaBa — Kopuimheme — HUCTHX
AIPOKCUMATUBHUX (DYHKIIMja 3a MOJbe IMPUTHUCKA W Op3MHE CTPyjama IMTo oMoryhasa
JIAKIIy U OpyKy MMILIEMEHTAIN]y Y copTBEp KOjUu pellaBa mapiidjaane audepeHiyjasHe

je,ZLHa“II/IHe METOJO0M KOHa4YHUX eJieMeHaTa.

o Monenupame PejHoNmICcOBOr cTpec TeH30pa Koju je 3a/y2KeH 3a edeKkTe TypOyJIeHTHOT

CTpyjama MaJinX BPTJIOra U IeH YTHUIAj Ha BeJIMKe BPTJIOTE.

o JlunamuukuM npahemeM MajuX BeJUYUHA Tj. BPTJIOTA U HHUXOBUM MOJIETUPAHHEM
YCIIEIITHO je MOJie/InpaHa pa3MeHa eHepruje udMehy Mainx m BeJUKUX BPTJIOra Ijie Tpeda
HaIlOMEHYTH JIA jeé Ca OBUM HOBUM IIPHUCTYIIOM YCIIEIITHO MOJIeJINPAHa €HePruja KOojy MaJIu
BPTJIO3H IIPEIajy BEJMKHUM IIITO HUje CAydaj Y BEJIUKOM OpOjy KJIACHIHUX HYMEPUIKUX

IIPACTYIIA.

e IlocebHo Tpeba HamOMEHYTH Jia je ca OBOM yHaIpeheHOM MeTOJI0JIOTUjOM YCIEITHO
yxBaheH CIeKTpyM y (PpEKBEHHTOM JOMEHY pa3BHUjeHOr TypOYJIEHTHOI CTpyjarba KOju
je TpuKa3aH Ha KOHKPETHUM IIPUMEPUMAa, U3 a€pOaKyCTHYHE alTUKAIMje, TJe ce MoKa3yje
Ja gpopMyaJsiiiija Hije IpeBUIlle IUCUIIATHBHA KAa0 METOIOJIOTHje Koje ce OOMIHO KOPUCTE

Yy aepOaKyCTUYHO] IIPUMEHU.

o [TocebHo je JaT aKIEeHT Ha MOJIE/INPAIhe aKyCTHIHUX U3BOPa J1ajTXMI0BOM METOJIOM TJIe
HaBeJ/IeHA MEeTOJIa 33 MOJe/Inpambe TYPOyJIeHHTOr CTPyjaiba [gaje [NUI0JIe KOjU Ce jaBibajy
HE caMO OJI BeJIMYMHA KOje Ce MOTY YXBATUTH MPOPATYCHCKOM MPEXKOM, HEro U JIUIOJIE

KOjU J0J1a3€e OJf MaJIUX BPTJIOTA.

e IIpumenom lupexktrne DypujeoBe TpancdopMmalimje yHyTap BpPEMEHCKE IE€T/hbe 3a
pemasame Hapue-CTokcoBe jefHadnHe dmMe ce Jiaje MOIyHOCT jia ce yIITenn BeJnKa
KOJIMYMHA MEMOpPHje Koja je moTpebdHa 3a CKJIAIUIITEhe BPEMHCKUX KOpaKa 110Jba, Op3uHe

Koje Kopuctu 6p3a OypujeoBa Tpancdopmarliuja.

o VmmiemenTanuja HoBe CTabUIM3aIliOHe METOJIE 3a PelllaBamhe XeJIMXOJIIOBE JeHIaunHe
eduKkacHO pelaBa pobieMe Koje n3asusa "polution” rpemka Koja ce jaBiba IIPU BEJIUKAM

TajacHuM OpojeBUMa.
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7.1 Byayhwm pag u jgasu IIpaBOyd UCTPAKNBAIHA

Y oBoMm ey hemo ce ckoHIleHTprucaTn Ha Moryha 6ymayha ncrpakmparba Koja MOTY J1a ce
CIpoBeLy Ja 6m 1moboJbIman Mpe3eHToBaHu paj. buhe pasmarpanu Oymyhu mpasiu 3a
[IPE3EHTOBAHY CTPATErnjy IPopadyHCKe aepoaKyCTHKe, Kao U IIpopadyHa U MOJIETUPabha

TYpOYJIEHTHOT CTpYjama U Ha KPajy MPAaBIHU 3a pa3B0oj MPOpadyHa aKyCTUIHOT MOJbA.

e Heku By anannse Tpeba ga ce CIpoBee Ha MPEIU3HOCTH TPOPAIYHATOr aKyCTHIHOT
oJba. Naxo je BammmguocTt JlajTxmiaoBe aHajOruje HAIIUPOKO AaHAJU3UPAHA 33
KOHTUHYAJHU CJIydaj OJl CTpaHe MHOIUX ayTopa, JIajbh paj je MoTpebaH 3a aHAJIU3Y

MIPE3eHTOBAHOT IIPUCTYTA MPOPATYHCKO) aePOaKyCTHIIN.

e Hamosesyjyhu ce Ha mperxoany Tadky Oma0 OM BeoMa KOPHUCHO [1a C€ UMILJIEMEHTHPA
PucrophenujoBa amaJsiormja m Ja ce ymopeau TavdHOCT HOOUjEeHMX pe3yjaTaTa ca

ﬂajTXI/IJIOBOM AKYCTUYIHOM aHaJIOFI/IjOM 3a HEKe TeCT MJIM OCHOBHE HpO6JI€‘M6.

e Kajta 61 ce mpe3eHTOBaHA METOJIOIOTHja KOPUCUTIIA Ha MPOobIeMuMa, O MHIyCTPUjCKe
BayKHOCTH (Kao IITO Cy OP3M BO30BH WJIM TU TPOIMMEH3MOHAJIHA KOH(MUIYpalija aBUOHA
U BErOBUX KOMIIOHEHTH) ca CUrypHOIIy 6u 610 norpebaH IpUCTYI Cynep KOMILjyTepUMa

Jia Ou ce TIOKPHUO 11e0 criekTap (HbPEeKBEHIN KOjU CYy MHTEPECAHTHE.

e JloTpebHO je mMIIEMEHTHPATH CTAOWIN3AIIMOHY METOy 3a TpoauMen3nony Haswmje-
CTOKCOBY jeIHAUMHY W BHUJETH KAKO Ce MPE3eHTOBaHA CTAOWJIM3aIlMOHa METOJOJIOTH]a

IIOHallla Ha peaJIHUM FeOMeTpI/IjCKI/IM TeJIMMa KaO IITO Cy peaJilHE KOMIIOHEHTE aBHUOHA.

e Bpejiesio 6u 1poBepuTH Ja JIM PAa3InduTe cabI'pHJL CKeNJI MeTOoJe I'pajie oarorapajyhy
armpokcumarujy Hasuje-Crokcose jemmaumme. Ilomrro je y Te3m mokasano Ja camo
laslepknHOB IIpHCTYII MeTOJie KOHAYHUX ejleMeHaTa ca MepUuoJuyYHuM u JlupuxiaeoBum

I'PaHUYIHUM YCJIOBUMa 3a/J0BOJbaBa HaBEJACHY IIPDETIIOCTABKY.

e Jlajpa HyMmepmYKa HCIATHBama Tpeba Hda ce ypaje jJa Om ce ja/be IpOBEpHIIe
nepcdopMaHce IPE3eHTOBaHE CTAOMIM3AIMOHE METOJ/Ie KAOo AaJTEPHATHBA yOOUIajHOM
MPUCTYIY Tj. cumysnanuju Bequkux Bpriaora LES(Large Eddy Simulation) 3a
TypOyseHTHa CTpyjamba. Bumenn cMo ma yballyBameM BpeMeHKOr Ipahema Majnx

BPTJIOTra IIPOIUCHO PEIPOAYKYje ABOIUMEH3UOHU TYPOYJIEHTHU CIEKTPYM.

e Hymepnyko mcnmTuBame HeCTAIOHADHE XEJIMXOJIIOBE jeHJIa4YMHE je TEK O] CKOpPO

nobmo oxaropapajyhy maxkmy Kao W CTabmIn3alfione TeXHHKe Koje cy IoTpebHe 1a
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6u ¢ npeBasunum rnpobsemu "pollution" rperke 3a Besmke TajsacHe Opojepe. Y Te3n
je MPe3eHTOBAHO CaMO HMILJIEMEHTAIlnja CTaOWIN3alloHe METO/Ie 38 jeIHOANMEH3MOHN
caydaj XeJIMXOJIIOBE jeqHadnHe. Ilorpebno je wuM/IeMEHTHpATH U peIemhe 33
JIBOJIMMEH3UOHO Ka0 U 33 TPOJIUMEH3MOHY XeJIMXOJIIOBY jeJHAUNHY W BHUIETH KaKO Ce

CTabOMIN3aIMOHa METOIA IMOHAIIIA.



IIpunor A

Matlab koa nmiiemenrtamnuje
OprorounaJjne cadrpumj ckKejja MeToaa
ca JUHaAMHYKUM IIpahemeM mMajmix

BE€/JINYNHA

function [vellL2,pL2,h,uex,vex,pex,u,v,p,x,y,elements,noe,nlnu| = navierstokestrans(elements,vertices,...
boundaries,fem,method,bcflagD,solver,options, verticesp, elementsp,...

boundariesp,
varargin,stabtype,sigma,mu,iexact,discu,discp,stabmethod,uDirDoffile,vDirDoffile,Defaultbc,time,texac
ISome values

intim = time(1); ! Initial time

fitim = time(2); ! Final time

dtime = time(3); ! Time step size

times = (fitim - intim)/dtime; ! Time step sizes to be computed

! Some values

[n,nov| = size(vertices);
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[n,noe| = size(elements);

[nlnu| = select(fem);

! Number of pressure d.o.f.’s

if(discp == 0) ! n. of p d.o.f.’s = n. of elements
novp = Noe;

nlnp = 1;

elseif(discp == -1) ! n. of p d.o.f.’s = n. of vertices
novp = max(max(elements(1:3,:)));

nlnp = 3;

elseif(discp == 1) ! n. of p d.o.f.’s = n. of elements * n. of nodes
novp = nlnu*noe;

nlnp = 3;

end

! Number of velocity d.o.f.’s per space component
if discu == -1

NOVV = nov;

else

novv = nlnu*noe;

end

I Coordinates
[x,y,xel,yel|=coordinates(vertices,noe,nlnu,elements);
! Boundary conditions

if(discu == -1)
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[uDirDof,vDirDof|=findDirichletDof(bcflagD,boundaries,fem);
if mu>0

uDirDof = [uDirDof vDirDof];

vDirDof = uDirDof;

end

end

pDirDof(1) = 1;

I Exact solution values

ax = 0*ones(novv,1); | Navier-Stokes adv = u ; Oseen adv = a

ay = 0%ones(novv,1); ! IMPORTANT:Oseen problem call exactvalues with stk instead

of ns

if texact == 1 | RESTART option

load RESTART;

else

if(discp == 0) !piecewise contant pressure case

[ut,vt,pt,F,Fu| = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...
noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,iexact,texact-2,’ns’,intim, 1,ax,ay);
else

[ut,vt,pt,F,Fu| = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,0,0,iexact, texact-

2,ns’,intim, 1,ax,ay);
end

end

! Gauss quadrature

if stremp(fem,’P1’) == 1
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elem = 1; ! Triangular elements

ngaus = 3; | Number of Gauss points

nen = 3; ! Number of nodes for velocity

nenP = 3; ! Number of nodes for pressure

nsd = 2; ! 2D problem

nenb = 2;

nenPb = 2;

quadt = ’open’; | Quadrature type (open or closed)
if(discp == 0)

nenP = 1;

nenPb = 1; end end

[posgp,wgp,pogpb,wgpb| = Gaussquadrature(elem,ngaus,nsd,quadt);
[N,Ndref| = ShapeFunc(elem,nen,posgp,nsd);
[NP,NdrefP| = ShapeFunc(elem,nenP,posgp,nsd);
[Nb,Ndrefb] = ShapeFunc(elem,nenb,pogpb,nsd-1);
[NPb,NPdrefb| = ShapeFunc(elem,nenPb,pogpb,nsd-1);
! Basic matrices

[A, Kq,Mq,MLpq,aree| = ...
basicmatrices(vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:
! Lumped mass matrix (velocity)

MLq = sparse(novv,novv);

for i=1:size(Mq,1)

rowsum — Sum(MQ(i#»;
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MLq(i,i) = rowsum;
end
I Characteristic length L0

LO0sq = 0.1 * (ones(1,size(Mq,1))*Mqg*ones(size(Mq,1),1))A(2/nsd);

cl = 4;
c2 = 2;
c3 = 2;

! Stabilization parameters

hsq = (aree(1));

[taup,tauu,tauf,taug] = stabparameter(hsq,stabtype,sigma,mu,cl1,c3);
clear tauu

Jpp = sparse(novp,novp);

! Loop on time

u = zeros(novv,times);

v = zeros(novv,times);

p = zeros(novp,times);

uexact = zeros(novv,times);

vexact = zeros(novv,times);

pexact = zeros(novp,times);

ktime = 0;

for itime = 1:times

ctime = intim + dtime*itime; ! Current time value

ktime = ktime + 1;
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if(discp == 0)

[uex,vex,ex,F Fu|] = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...
noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,iexact,texact-2,ns’,ctime, 1,ax,ay);
else

[uex,vex,pex,F,Fu| = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,0,0,iexact, texact.

2,’ns’ ctime,1,ax,ay);

end

! Basic force terms

b = sparse(2*novv-+novp,1);

b(1:novv) = Mqg*Fu(1l:novv);

b(novv+1:2*novv) = Mq*Fu(novv+1:2*novv);

Compute force term

if (discu == 1 || discp >= 0)

solex = [uex; vex];

[bu,bp|] = boundaryforce(noe,elements,nlnu,nlnp,ledge,lbedg,norme,lenge, ...
normb,lengb,novv,novp,0,1,varargin,discu,discp,wgpb,Nb,Ndrefb,NPb,solex,pex);
end

if (discu == 1 || discp >= 0)

b(2*novv+1:2*novv+novp) = MLpg*F + bp;

else

b(2*novv+1:2*novv+novp) = MLpg*F;

end

! Force terms associated to taug

if(discu == 1 || discp >= 0)
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b(1:2*novv) = b(1:2*novv) + taug*bu;

end

Transient force term

b(1l:novv) = b(lmmovv) + (1/dtime)*Mg*ut(1:novv);

b((novv+1):2*novv) = b((novv+1):2*novv) + (1/dtime)*Mqg*vt(1:novv);
! Non-linear iterations

maxiter = 25;

tol = le-4;

iter = 0;

un = zeros(novv,1);

vn = zeros(novv,l);

pn = zeros(novp,1);

normite = sqrt(un’*Mq*un + vn’*Mqg*vn + pn’*MLpq*pn);

normref = -1;

while iter < maxiter && normite > tol*normref | IMPORTANT : For Oseen
problem comment next 2 lines !!!

ax = un;

ay = vn;

! Convective basic matrix

[An| = basicmatrixconv(A,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Ndref(:,:,
1),Ndref(:,:,2),ax,ay);

! Stab. matrices associated to tauu

[An,A2t] =
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stabmatricestauu(An,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp, ...
N,NP,NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:,2),stabtype,sigma,mu,
0,L0sq,c1,c2,c3,0,stabmethod,dtime,ax,ay);

! Stab. matrices associated to taup

[An| = stabmatricestaup(An,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...
N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2) stabtype,sigma,mu,0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay);

if(stabmethod == 0)

I Stab. convective matrices associated to tauu

[An,A3t] =
stabmatricesconv(An,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...
N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:
,2),stabtype,sigma,mu,L0sq,cl,c2,c3,ax,ay,dtime);

! Force terms associated to tauu

[bn| = stabforcestauu(b,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,...
discu,discp,wgp,N,NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:,2),stabtype,sigma,mu,
0,L0sq,c1,¢2,e3,0,ax,ay,Fu);

! Force terms associated to taup

[bn| = stabforcestaup(bn,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,...
discu,discp,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),NP,stabtype,sigma,mu,
0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay,F);

I Convective force terms associated to tauu

[bn| = stabforcesconv(bn,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,...

discu,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2) stabtype,sigma,mu,L0sq,c1,c2,c3,Fu,ax,ay);
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end

! Transient terms

bn = bn + (A2t+A3t)*[ut; vt; pt];

! Dirichlet boundary conditions

if(discu == -1)

if Defaultbc == 1

[An,bn| = boundaryconditions(An,bn,uDirDof,vDirDof,pDirDof,novv,uex,vex,pex,'ns’);
elseif Defaultbc == 2 ! BC from GiD file

[An,bn] = boundaryconditionsGiD(An,bn,uDirDoffile,vDirDoffile,pDirDof,novv, ns’);
end

end

sol = An\bn; ! Monolythic solver

else

unew = sol(1lmovv);

vinew = sol(novv+1:2*novv);

pnew = sol(2*novv+1:end);

normite = sqrt((unew-un)*Mq*(unew-un) + (vnew-vn)*Mqg*(vnew-vn) + (pnew-pn)*MLpq*(pnew-

pn));

normref = sqrt((un)*Mqg*(un) + (vn)*Mqg*(vn) + (pn)*MLpq*(pn));
un = unew,

Vi = vnew;

pn = pnew;

iter = iter 4+ 1; end

! Exact solution
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solex = [uex; vex; pex|;

Extract velocities and pressures
ut = sol(1l:novv);

vt = sol(novv+1:2*novv);

pt = sol(2*novv+1:end);
u(:,itime) = ut;

v(:,itime) = vt;

p(:,itime) = pt;

uexact(:,itime) = uex;
vexact(:,itime) = vex;
pexact(:,itime) = pex;

end

un = u(:,end);

vn = v(:,end);

pn = p(:,end);
save('RESTART’ 'un’,’vn’,’pn’);
clear un vn pn

I Mesh size h = sqrt(hsq);

! Compute some errors

if(discu == 1)

A5 = [Juu sparse(2*novv,novp);
sparse(novp,2*novv), sparse(novp,novp)|; else A5 = [sparse(2*novv,2*novv) sparse(2*novv,novp);

sparse(novp,2*novv), sparse(novp,novp)|; end
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! Stab. matrices associated to taup

A3 = sparse(2*novv-+novp,2*novv-+novp);

|[A3] = stabmatricestaup(A3,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...
N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2) stabtype,sigma,mu,0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay);

vell.2(1) = logl10(sqrt((u(:,end) - uexact(:,end))*Mq*(u(:,end) - uexact(:,end))...
+(v(:,end) - vexact(:,end))*Mq*(v(:,end) - vexact(:,end)))); !velL.2

pL2(1) = logl0(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))*MLpq*(p(:,end) - pexact(:,end)))); !pL2
velL2(2) = logl0(sqrt((sol-solex)* A3*(sol-solex)...

+ (1/h)*(sol-solex)*A5*(sol-solex))); !velL.2

pL2(2) = 0; llogl0(sqrt((p - pex)*Kq*(p - pex)));

if(discu == discp)

pL2(2) = logl0(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))*Kq*(p(:,end) - pexact(:,end)) +...
(1/h)*((p(:,end) - pexact(:,end))™*Jpp*(p(:,end) - pexact(:,end)))));

else

[Kp|= pgradmatrix(1,sigma,nov,vertices,verticesp,noe,elements,...
elementsp,nlnu,novv,novp,fem,0,1,varargin,discu,discp);

pL2(2) = logl0(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))*Kp*(p(:,end) - pexact(:,end)) +...
(1/sqrt(hsq))*((p(:,end) - pexact(:,end))*Jpp*(p(:,end) - pexact(:,end)))));

end

! basic convection matrix

function [An| = basicmatrixconv(A,vertices,noe,elements,nlu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Nxi,Neta,
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! Transformation from reference to real domains values
[detjac,dcdx,dedy,dedx,dedy|=geotrasf2D (vertices,elements);
! Global matrices

!' Initialization

C = sparse(novv,novv);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
phi = [dedx’, dedy’, dedx’, dedy’[;

index = [[1, 2];[3, 4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = Nvprev(iglobalu);

! Convective Matrix C = Cxx = Cyy, Cxy = Cyx =0
Clocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu
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for igaus = l:ngaus

Clocal(ilocal,jlocal) = Clocal(ilocal,jlocal) 4+ wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)* ...
(uigaus(igaus)™(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...
vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

end

C(iglobalu,iglobalu) = C(iglobalu,iglobalu) + Clocal*detjac(kelem);
end

An = A + |C, sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);
sparse(novv,novv), C, sparse(novv,novp);

sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), sparse(novp,novp)|;

! Stabilization matrix tauu

function [A,A2t] =
stabmatricestauu(A,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...
N,NP,NPxi,NPeta,stabtype,sigma,mu,magpe,L.0sq,c1,c2,c3,c4,stabmethod,dtime,uprev,vprev)
' ATENTION : Matrices for quadratic (or higher) elements not implemented.

I Only valid for linear (or constant) elements

! Transformation from reference to real domains values
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[detjac,dedx,dedy,dedx,dedy|=geotrasf2D (vertices,elements);
I Stabilization parameter
hsq = detjac/2;

! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq; case 3

lusq = (LOsq * hsq).A0.5;
case 4

lusq = LOsq*ones(1,noe);
case

lusq = hsq;

end

! Global matrices

! Stabilization matrices
'novv = nlnu*noe

Su = sparse(novv,novv);
Sp = sparse(novp,novp);
Sxp = sparse(novv,novp);
Syp = sparse(novv,novp);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
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phi = [dedx’, dedy’, dedx’, dedy’[;
index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else inielu = (kelem-1)*nlnu;
iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

llocal to global mapping for pressure
if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];
elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;
end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);
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I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));
' Su

Mlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Mlocal(ilocal,jlocal) = Mlocal(ilocal,jlocal) +
wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)*N(igaus,jlocal) *tauu(igaus);
end

end

end

Su(iglobalu,iglobalu) = Su(iglobalu,iglobalu) - Mlocal*detjac(kelem);
end

if discp = 0! Linear elements for pressure

for kelem=1:noe

local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)
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iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = NP*uprev(iglobalp);

vigaus = NP*vprev(iglobalp);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

I Stab. pressure Sp

Klocal = zeros(nlnp,nlnp);

for ilocal = 1:nlnp

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = l:ngaus

Klocal(ilocal,jlocal) = Klocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)* ...
(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,ilocal) *NPxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,1))*NPxi(igaus,ilocal) *NPeta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,1))*NPeta(igaus,ilocal) *NPxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,ilocal) *NPxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,2))*NPxi(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,2))*NPeta(igaus,ilocal)*NPxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,ilocal) *NPeta(igaus,jlocal));
end

end
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end

Sp(iglobalp,iglobalp) = Sp(iglobalp,iglobalp) + Klocal*detjac(kelem);
end

for kelem=1:noe

llocal to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu kelem))’; else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];
elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;
end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter
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tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));
! Stab. pressure Sup

Glocal = zeros(nlnu,nlnp);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = l:ngaus

Glocal(ilocal,jlocal) = Glocal(ilocal,jlocal) - wgp(igaus)*tauu(igaus)* ...
(N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,jlocal) + ...
N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,jlocal)); end

end

end

Sxp(iglobalu,iglobalp) = Sxp(iglobalu,iglobalp) + Glocal*detjac(kelem);
end

for kelem=1:noe

local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;
iglobalu = inielu + [1,2,3];
end

llocal to global mapping for pressure

if(discp == 0)
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iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));
I Syp

Glocal = zeros(nlnu,nlnp);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Glocal(ilocal,jlocal) = Glocal(ilocal,jlocal) - wgp(igaus)*tauu(igaus)™* ...
(N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,jlocal) + ...
N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,jlocal)); end
end

end

Syp(iglobalu,iglobalp) = Syp(iglobalu,iglobalp) + Glocal*detjac(kelem);
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! Stab. pressure Spu = - Sup

end

end

A2t = 0;

if(stabmethod==0)

if (abs(dtime)>1e-8)

A2t = sparse(|(1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);
sparse(novv,novv), (1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novp);
(1/dtime)*(-Sxp’), (1/dtime)*(-Syp’), sparse(novp,novp)|);

A = A + sparse(|(sigma-+1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novv), sigma*Sxp;
sparse(novv,novv), (sigma-+1/dtime)*sigma*Su, sigma*Syp;
(sigma+1/dtime)*(-Sxp’), (sigma+1/dtime)*(-Syp’), Sp|);

else

A = A + sparse([sigma*sigma*Su, sparse(novv,novv), sigma*Sxp;
sparse(novv,novv), sigma*sigma*Su, sigma*Syp;

sigma*(-Sxp’), sigma*(-Syp’), Sp]);

end

else

A = A + sparse([sparse(novv,novv), sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);
sparse(novv,novv), sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);
sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), Spl);

end
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! stabilization matrix taup

function [A] = stabmatricestaup(A,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Nxi,Neta

sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev)

! Transformation from reference to real domains values
[detjac,dcdx,dedy,dedx,dedy|=geotrasf2D (vertices,elements);

I Stabilization parameter

gamma = 1;

beta = 1; ! for switching off taup term

hsq = detjac/2;

! stab. case

switch stabtype

case 1

Ipsq = hsq; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 =1, ¢2 = 2

case 2

Ipsq = LOsq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, ¢2 = 2
gamma = 0.1;

case 3

Ipsq = (LOsq * hsq).A0.5; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, ¢2 = 2
case 4

Ipsq = LOsq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2
gamma = 0.1;

case b

Ipsq = hsq;
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beta = 0; ! c1*mu;

end

! Integrals of useful values in the reference domain
I Stabilization matrices

'novv = nlnu*noe

Sdxx = sparse(novv,novv);

Sdxy = sparse(novv,novv);

Sdyx = sparse(novv,novv);

Sdyy = sparse(novv,novv);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
phi = [dedx’, dedy’, dedx’, dedy’|;
index = [[1, 2];[3 ,4][;

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);



[punor A. Matlab x00 umnaemenmauuje Opmozonasne cabzpud cxeja memode ca
QUHAMUNKUM NPANETbEM MAAULT BEAUMUNA 257

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));
I Stab. divergence S = [[Sxx Sxy|;[Syx Syy]|

ISdxx

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1l:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)™* ...
(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,1))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));
end

end

end

Sdxx(iglobalu,iglobalu) = Sdxx(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

llocal to global mapping for velocity

if(discu == -1)
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iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));
! Sdxy

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)™ ...
(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal) *Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,2))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));
end

end

end
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Sdxy (iglobalu,iglobalu) = Sdxy(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);
end

for kelem=1:noe

local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnukelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L.0sq,lpsq(kelem));
! Sdyx

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)* ...
(phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...
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phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,1))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));
end

end

end

Sdyx(iglobalu,iglobalu) = Sdyx(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L.0sq,lpsq(kelem));
! Sdyy

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu
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for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)™ ...
(phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal) *Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(elem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,2))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...
phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) );
end

end

end

Sdyy (iglobalu,iglobalu) = Sdyy(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

A = A + sparse([Sdxx, Sdxy, sparse(novv,novp);

Sdyx, Sdyy, sparse(novv,novp);

sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), sparse(novp,novp)|);

! Stabilization vector tauu

function |b| = stabforcestauu(b,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...
N,NPxi,NPeta,stabtype,sigma,mu,magpe,L.0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev,Fu)
[detjac,dcdx,dedy,dedx,dedy|—=geotrast2D (vertices,elements);

I Stabilization parameter

hsq = detjac/2;
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! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq;

case 3

lusq = (LOsq * hsq).A0.5;
case 4

lusq = LOsq™ones(1,noe);
case b

lusq = hsq;

end

I Stabilization matrices
Fugx = sparse(novv,1);
Fuqy = sparse(novv,1);
Fxpx = sparse(novp,1);

Fypy = sparse(novp,1);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dedx’, dedy’, dedx’, dedy’];
index = [[1, 2]5[3 ,4]);

! Loop over elements
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ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

'local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

Figaus = N*Fu(iglobalu);
Fxlocal = zeros(nlnu,1);
for ilocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Fxlocal(ilocal) = Fxlocal(ilocal) - tauu(igaus)*wgp(igaus) *N(igaus,ilocal ) *Figaus(igaus);

end

end

Fugx(iglobalu) = Fugx(iglobalu) + sigma*Fxlocal*detjac(kelem);

end
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for kelem=1:noe

'local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);
Fylocal = zeros(nlnu,1);
for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fylocal(ilocal) = Fylocal(ilocal) - tauu(igaus)*wgp(igaus)*N(igaus,ilocal) *Figaus(igaus);

end

end

Fuqy(iglobalu) = Fuqy(iglobalu) + sigma*Fylocal*detjac(kelem);

end

if discp = 0! Linear elements for pressure
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for kelem=1:noe

'local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

local to global mapping for pressure
if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];
elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;
end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Stab. pressure Sup
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Figaus = N*Fu(iglobalu);

Fxplocal = zeros(nlnp,1);

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = l:ngaus

Fxplocal(jlocal) = Fxplocal(jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)*Figaus(igaus)™* ...
(phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,jlocal) + phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,jlocal));
end

end

Fxpx(iglobalp) = Fxpx(iglobalp) + Fxplocal*detjac(kelem);
end

for kelem=1:noe

llocal to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];
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elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

I stabilization parameter

tauu = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));
! Syp

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);

Fyplocal = zeros(nlnp,1);

for jlocal = l:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Fyplocal(jlocal) = Fyplocal(jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)*Figaus(igaus)* ...
(phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,jlocal));

end

end

Fypy(iglobalp) = Fypy(iglobalp) + Fyplocal*detjac(kelem);
end

end

b = b + [Fugx; Fuqy; Fxpx+Fypyl;
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I Stabilization vector p

function [b|]=stabforcestaup(b,vertices,noe,elementsnlnu,...
novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,N,Nxi,Neta,...
NP,stabtype,sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev,F)
[detjac,dcdx,dedy,dedx,dedy|—geotrasf2D (vertices,elements);

I Stabilization parameter

gamma = 1;

beta = 1; ! for switching off taup term

hsq = detjac/2;

Istab. case

switch stabtype

case 1

Ipsq = hsq; | h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), ¢l = 1, c2 = 2

case 2

Ipsq = LOsq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, ¢2 = 2
gamma = 0.1;

case 3

Ipsq = (LOsq * hsq).A0.5; | h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, ¢2 = 2
case 4

Ipsq = LOsq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, ¢2 = 2
gamma = 0.1;

case b
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Ipsq = hsq;

beta = 0; lc1*mu;

end

! Global matrices

!' Initialization

Fx = sparse(novv,1);

Fy = sparse(novv,1);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
phi = [dedx’; dedy’, dedx’, dedy’|;
index = [[1, 2];[3, 4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

local to global mapping for pressure
if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)
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inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

Istabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));
! Gradient matrix

I Gx

Figaus = NP*F(iglobalp);

Fxlocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fxlocal(ilocal) = Fxlocal(ilocal) + wgp(igaus)*Figaus(igaus)*taup(igaus)* ...
(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal) + phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal));
end

end

Fx(iglobalu) = Fx(iglobalu) + Fxlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe
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'local to global mapping for velocity
if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

llocal to global mapping for pressure
if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;
end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);
! stabilization parameter

taup = stabparp(cl,c2,c3,c4,hsq(kelem) ,normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));
I Gy

Figaus = NP*F(iglobalp);
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Fylocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Fylocal(ilocal) = Fylocal(ilocal) + wgp(igaus)*Figaus(igaus)*taup(igaus)* ...
(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal) + phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal));
end

end

Fy(iglobalu) = Fy(iglobalu) + Fylocal*detjac(kelem);

end

! Convective stabilization vector

function [bn| = stabforcesconv(b,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...
N,Nxi,Neta,stabtype,sigma,mu,L0sq,c1,c2,c3,Fu,uprev,vprev)
[detjac,dcdx,dedy,dedx,dedy|—=geotrast2D (vertices,elements);
I Stabilization parameter

hsq = detjac/2; ! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq;

case 3
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lusq = (LOsq * hsq).A0.5;

case 4

lusq = LOsq*ones(1,noe);

case b

lusq = hsq;

end

! Global matrices

I Stabilization matrices

Fx = sparse(novv,1);

Fy = sparse(novv,1);

I Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
phi = [dedx’, dedy’, dedx’, dedy’|;
index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;
else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);
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vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

Figaus = N*Fu(iglobalu);

I stabilization parameter

tauu = hsq(kelem)./(c1*mu + c2*sqrt(hsq(kelem))*normu + sigma*c3*lusq(kelem));
Fxlocal = zeros(nlnu,1);

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fxlocal(jlocal) = Fxlocal(jlocal) + tauu(igaus)*wgp(igaus)*Figaus(igaus)*...
(uigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...
vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

Fx(iglobalu) = Fx(iglobalu) + Fxlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

'local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;



[punor A. Matlab x00 umnaemenmauuje Opmozonasne cabzpud cxeja memode ca
QUHAMUNKUM NPANETbEM MAAULT BEAUMUNA 275

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.A2+vigaus.A2);

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);

I stabilization parameter

tauu = hsq(kelem)./(c1*mu + c2*sqrt(hsq(kelem))*normu + sigma*c3*lusq(kelem));
Fylocal = zeros(nlnu,1);

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = l:ngaus

Fylocal(jlocal) = Fylocal(jlocal) + tauu(igaus)*wgp(igaus)*Figaus(igaus)*...
(uigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...
vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +
phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

Fy(iglobalu) = Fy(iglobalu) + Fylocal*detjac(kelem);

end

bn = b + [Fx; Fy; sparse(novp,1)];

I Stabilization parameter p
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function [taup| = stabparp(cl,c2,c¢3,c4,hsq,normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L.0sq,lpsq)
taup = (c1*mu + ¢2*sqrt(hsq)*normu + sigma*gamma*c3*lpsq + c4*magpe*(hsq/L0sq))*beta;
taup = 0*taup;

end

! Stabilization parameter u

function [tauu| = stabparu(cl,c2,c3,c4,hsq,normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq)
tauu = hsq./(c1*mu + c¢2*sqrt(hsq)*normu + sigma*c3*lusq + c4*magpe* (hsq/L0sq));

end



IIpugor B

dDopTpaH KojJ UMILIEeMeHTalu]je

IIPpOpadyHa aKYCTUYIHHNX MU3BOPa

ORo je JtoiaTak 3a MpopavdyH aKyCTUIHUX U3BOpa U theHa Jlupektaa OypujeoBa Tpancdopmariuja
KOja je MHKOPIIOpUPaHa y BPEMEeHCKY I1eT/by HyMepuukor pemnieiba Hapue CTokcoBe jenaqnme.

Kox je nanucan y doprpan 95

subroutine caaresten

! This subroutine calculate Reynolds stress tensor in

! space in time for computational Aeroacoustics

use defkintyp

use defmaster

use defdomain

use defaeroac

! Defining variables

real(rp) :: derux,deruy,dervx,dervy
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real(rp), dimension(nmat,nmat) :: Rmat
real(rp) :: resten

integer(ip) :: idem,jdem

Initializing variable rexti
rexti(1l:npoin)=0.0rp

! Loop over elements

elements: do ielem=1,nelem

! Element properties and dimensions

pelty = 1

ispos = nnode(1)*(ielem-1)

lwrite(*,*)"ielem" ielem
lwrite(*,*)"nnode" nnode
lwrite(*,*)"ispos" ispos

pnode=nnode(pelty)

I write(*,*)"pnode" ,pnode
pgaus—ngaus(pelty)

call caagather(pnode,ndime,npoin,lnods(ielem)
I write(*,*)"elvel" elveu

call caagather(pnode,ndime,npoin,lnods(ielem)
I write(*,*)"elcood" ,elcod

! Gathering operations

I' call gather(pnodecaa,ndime,npoin,lnods(ielem)

lwrite(*,*)"elvel" elvel



[Ipunor B. @opmpar %00 umniemernmayuje npopaiyHa aKYCMUYHULT U3BOPG

279

I' call gather(ndime,npoin,pnode,lnods(ispos-+1),elcod(:,:),coord(:,:))
I Cartesian derivatives and Jacobian for linear elements
call elmdel(pnode,ndime,elcod,cartd,detjm,linea,xjacm,xjaci)
I write(*,*)"cartd",cartd

I Cartesian derivatives of velocities

derux= dotproduct(cartd(1,:),elvel(1,:,1))

deruy= dotproduct(cartd(2,:),elvel(1,:,1))

dervx= dotproduct(cartd(1,:),elvel(2,:,1))

dervy= dotproduct(cartd(2,:),elvel(2,:,1))

! Components of the R matrix

Rmat(1,1)=derux

Rmat(1,2)=deruy

Rmat(2,1)=dervx

Rmat(2,2)=dervy

resten=0.0rp

! Double contraction of matrix grad(u):grad(v)

do idem=1,nmat

do jdem=1,nmat

resten= resten + Rmat(idem,jdem)*Rmat(jdem,idem)
end do

end do

I write(*,*)"resten" resten

I Storing components of reynolds stress tensor in vector rexti(npoin)
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call caasterxt(resten,npoin,pnode,rexti,Inods(ielem)
end do elements

rexti = rexti * 1.225

I write(*,*)"rexti" rexti

I Calculation of the Fourier transform

call caaftrete

end subroutine caaresten

subroutine caaftrete

! This subroutine calculates

! fourier transform of reynolds stress tensor

! use defparame

use defkintyp

use defmaster

use defdomain

use defaeroac

N—times

frequencies: do fr=1,freqs

points: do jpoin=1,npoin

soure(jpoin,fr)=soure(jpoin,fr)+ (rexti(jpoin)*cos(twopi*(fr-1)*(istep-1) /N) /N)
souim (jpoin,fr)=souim(jpoin,fr)+ (rexti(jpoin)*sin(twopi*(fr-1)*(istep-1) /N) /N)

souabs(jpoin,fr)=sqrt(soure(jpoin,fr)**2.4-souim(jpoin,fr)**2.)

end do points
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end do frequencies

end subroutine caaftrete



ITpunor C

Matlab kKoa umiiemenTaliuje

aKyCTUYHUX CUMYJIallja

JG,HHO,H,I/IMGH?)I/IOHEL XGJH\IXOJILL je,ILHaLII/IHa Ca UMIIJIEMETHUPAHOM CTa6I/IJII/13aLLI/IOHOM TEXHUKOM

! main program

! Main program for calculating the 1D homogeneous Helmholtz equation

! domain is [0,1]

close all

clear all

cle

numelem = input(’Number of elements n = ’); | Number of elements in domain

p = input(’ Elements (1-linear, 2-parabolic)’);

ifp==1
numpoint = numelem + 1; ! Number of points
domstart = 0; ! First point of domain
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domend = 1; ! Last point of domain
dh = (domend - domstart)/numelem; ! Size of the element
elseif p == 2

numpoint = 2 * numelem + 1;

domstart = 0;

domend = 1;

dh = (domend - domstart) / (2 * numelem); end

xnode = domstart : dh : domend; ! Vector of numerationes

kO = input(’Wave number k0 = ’); | Wave number

disp(’ )

disp(’The problem can be solved using one of the following methods’);

disp(’ [1] Galerkin’);

disp(’ [2] SGS with linear elements’);
disp(’ [3] SGS with quadratic elements’);
stab = input ("Method = ’);

disp(" ")

I Galerkin FEM approximation

if stab == 1

disp(’ Galerkin formulation’)

ifp==1
[K,M] = Helmholtz1D(numelem numpoint,dh); ! mass and stiffness matrix
else

[K,M] = HelmholtzlDquad(numelem,numpoint,xnode);
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end

elseif stab == 2

|[K,M,S| = Helmholtz1 DSGSlin(numelem,numpoint,dh,k0);

else

[K,M,S| = Helmholtz1 DSGSquad (numelem numpoint,dh,k0,xnode);

end

A = zeros(2*numpoint,2*numpoint);

f = zeros(2*numpoint,1);

if stab ==

A(1:numpoint,l:numpoint) = K - k0 A2 * M;

A (numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - kO A2 * M;
elseif stab ==

A(1:numpoint,l:numpoint) = K - kO A2 * M + S;

A (numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - k0 A2 * M + S;
else

A(1:numpoint,l:numpoint) = K - kO A2 * M + S;

A (numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - k0 A2 * M + S;
end

! Boundary conditiones

! Dirichlet boundary condition

A1) = 1,

A(1,2:2*numpoint) = 0;

A(numpoint+1,1:2*numpoint) = 0;
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A(numpoint+1,numpoint+1) = 1;

'Robin boundary conditiones

A (numpoint,2*numpoint) = k0;

A (2*numpoint,numpoint) = -k0;

I SOLUTION

press = Aj

I EXACT SOLUTION

i = sqrt(-1);

pexact = exp(i*k0*xnode);

I INTERPOLANT SOLUTION

xq = xnode;

vql = interpl(xnode,real(pexact),xq);
vq2 = interpl(xnode,imag(pexact),xq);
' ERRORS

pexactre = real(pexact);

pexactim = imag(pexact);

errorre = abs(pexactre’ - press(1:numpoint));

errorim = abs(pexactim’ - press(numpoint+1:2*numpoint));

n = norm(errorre);
disp(’errore’)
disp(n);

! L2 error norm
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e2 = 12errorlinear(numpoint, xnode, press,k0);
disp(’L2 norm error’)

disp(e2);

! H1 seminorm error norm

hls = hlserrorlinear ( numpoint, xnode, press,k0);
disp("H1 seminorm error’)
disp(hls);

Ipostprocessing

xnodeex = 0:0.01:1;

pexactsol = exp(i*k0*xnodeex);
figure(1)
plot(xnodeex,pexactsol,’-og’)

hold on

plot(xq,vql,’-*r’)

hold on
plot(xnode,press(1:numpoint),’—b’)
title('Real part of solution’)
xlabel(’x”)

ylabel('Rep’)

legend ("Exact’,’Interp’,’FEM Sol’)
hold off

xnodeex = 0:0.01:1;

pexactim = imag(exp(i*k0*xnodeex));
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figure(2)

plot(xnodeex,pexactim,’-og’)

hold on

plot(xq,vq2,-*17)

hold on
plot(xnode,press(numpoint+1:2*numpoint),’—b’)
xlabel(’x”)

ylabel("Imp’)

title(’Imaginary part of solution’)
legend(’Exact’,’Interp’,”FEM Sol’)

hold off

! Helmholtz 1D

function [K,M] = Helmholtz1D(numelem,numpoint,dh)

! function calculate stiffness matrix K and mass matrix M for solving

! inhomogeneous equation
xigauss = [-1/sqrt(3) 1/sqrt(3)];
wigauss = [1 1];

[nigauss migauss| = size(xigauss);
Nksi = zeros(migauss,migauss);
for i = l:migauss

Nksi (1,i) = (1 - xigauss(1,i))/2;
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Nksi (2,i) = (1 + xigauss(1,i))/2;

end

Nksider — [-1/2 1/2:-1/2 1/2];

K = zeros(numpoint,numpoint);

M = zeros(numpoint,numpoint);

jacob = dh/2;

invjacob = 2/dh;

for j = 1:numelem

isp = [j j+1J;

weight = wigauss * jacob;

for igauss = l:migauss

N = Nksi(igauss,:);

Nx = Nksider(igauss,:) * invjacob;

wig = weight(igauss);

K(isp,isp) = K(isp,isp) + wig * (Nx’ * Nx);
M(isp,isp) = M(isp,isp) + wig * (N’ * N);
end

end

! Helmholtz SGS stabilization

function [K,M,S| = Helmholtz1 DSGSlin(numelem,numpoint,dh,k0)

I function for calculating Helmholtz equation applying
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I SGS stabilization with linear elements
tausgslin = -(1/k0A2) + (6/(k0A4 * dhA2)) * ((1-cos(kO * dh))/(2 + cos(kO * dh)));
xigauss = [-1/sqrt(3) 1/sqrt(3)];
wigauss = [1 1];

[nigauss migauss| = size(xigauss);
Nksi = zeros(migauss,migauss);
for i = 1:migauss

Nksi (1,i) = (1 - xigauss(1,i))/2;
Nksi (2,i) = (1 + xigauss(1,i))/2;
end

Nksider = [-1/2 1/2;-1/2 1/2];

K = zeros(numpoint,numpoint);
M = zeros(numpoint,numpoint);

S = zeros(numpoint,numpoint);
jacob = dh/2;

invjacob = 2/dh;

for j = l:numelem

isp = [jj+1f;

weight = wigauss * jacob;

for igauss = 1:migauss

N = Nksi(igauss,:);

Nx = Nksider(igauss,:) * invjacob;

wig = weight(igauss);
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K(isp,isp) = K(isp,isp) + wig * (Nx’ * Nx);

M(isp,isp) = M(isp,isp) + wig * (N’ * N);

S(isp,isp) = S(isp,isp) + wig * tausgslin * (kO A2 * N”) * (-kO A2 * N );
end

end

! -1 L2 - error !

function €2 = 12errorlinear ( n, x, u, k0 )

! Discussion:

I We assume the finite element method has been used, over an interval [A,B]

involving N nodes, with piecewise linear elements used for the basis.
I The coefficients U(1:N) have been computed, and a formula for the
I exact solution is known.

! This function estimates the 1.2 norm of the error:

I L2NORM = Integral ( A «+— X <~ B ) ( U(X) - EXACT(X) )A2 dX
! Parameters:

! Input, integer N, the number of nodes.

I Input, real X(N), the mesh points.

! Input, real U(N), the finite element coefficients.

I Input, function EQ = EXACT ( X ), returns the value of the exact
! solution at the point X.

! Output, real E2, the estimated L2 norm of the error.

e2 = 0.0;

L2ERRORLINEAR estimates the L2 error norm of a finite element solution.
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J = sqrt(-1);

! Quadrature definitions.

quadnum = 2;

abscissa(1) = -0.577350269189625764509148780502;
abscissa(2) = +0.577350269189625764509148780502;
weight(1) = 1.0;

weight(2) = 1.0;

! Integrate over each interval.

fori=1:n-1

xl = x(i);
xr = x(i+1);
ul = u(i);
ur = u(i+1);

for ¢ = 1 : quadnum

xq = ( (1.0 - abscissa(q) ) * xI ...

+ (1.0 + abscissa(q) ) * xr ) ...

/ 2.0;

wq = weight(q) * (xr-x1) /2.0,

! Use the fact that U is a linear combination of piecewise linears.
uqg = ((xr-xq ) *ul ..

+(xq-x1)*ur) ..

/(- );

eq = ( (xr-xq)* exact(i) ...
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+ (xq-x1) *exact(i+1) ) ...
/ (xr-xl);

eq = exact ( xq );

eq = real(exp(j*k0*xq));

e2 =e2 + wq * (uq-eq)A2;
end

end

e2 = sqrt (€2 );

return

end

! H1 - seminorm

function hls = hlserrorlinear ( n, x, u, k0 )
' HISERRORLINEAR: seminorm error of a finite element solution.
! Discussion:

! We assume the finite element method has been used, over an interval [A,B]

involving N nodes, with piecewise linear elements used for the basis.
I The finite element solution U(x) has been computed, and a formula for the
I exact derivative V'(x) is known.

! This function estimates the H1 seminorm of the error:

I H1S = sqrt (integral ( A + x+ B ) ( U'(x) - V'(x) )A2 dx
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! Parameters:

! Input, integer N, the number of nodes.

I Input, real X(N), the mesh points.

I Input, real U(N), the finite element coefficients.

I Input, function EQ = EXACTUX ( X ), returns the value of the exact
! derivative at the point X.

! Output, real H1S, the estimated seminorm of the error.
hls = 0.0;

j = sart(-1);

! Quadrature definitions.

quadnum = 2;

abscissa(1) = -0.577350269189625764509148780502;
abscissa(2) = +0.577350269189625764509148780502;
weight(1) = 1.0;

weight(2) = 1.0;

! Integrate over each interval.

fori=1:n-1

xl = x(i);
xr = x(i+1);
ul = u(i);
ur = u(i+1);

for g = 1 : quadnum

*

xq = ( ( 1.0 - abscissa(q) ) * xl ...
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+ (1.0 + abscissa(q) ) * xr ) ...

/ 2.0;

wq = weight(q) * ( xr-x1) / 2.0;

! The piecewise linear derivative is a constant in the interval.
uxq = (ur-ul) / (xr-xl);

exq = real(j*k0*exp(j*k0*xq));

hls = hls + wq * ((uxq - exq )A2;

end

end

hls = sqrt ( hls);

return

end

JBojmMensnona xoMorena XegMxou jejnahnna

! FILE: helmholtz.m

' AUTHOR: V. Jazarevic function |vell.2,h,uex,u,x,y,elements,noe,nlnu]=helmholtz(elements,vertices,...
boundaries,fem,bcflagD, Wavenumberk(, Wavedirectionteta,iexact,discu,discp,uDirDoffile,Defaultbc)
[n,nov| = size(vertices);

[n,noe| = size(elements);

[nlnu| = select(fem);

! Number of velocity d.o.f.’s per space component

if discu == -1

Nnovv = nov;

else
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novv = nlnu*noe;

end

! Coordinates
[x,y,xel,yel|=coordinates(vertices,noe,nlnu,elements);

! Exact solution values

ax = 0;
ay = 0;
if(discp == 0) !piecewise contant pressure case

[uex,vex,pex,F,Fu| = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...
noe,nlnu,discu,discp,elements,0,mu,iexact,0, helmh’,0,0,ax,ay);

else

[uex,vex,pex,F,Fu| = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,

0,0,Wavenumberk0, Wavedirectionteta,iexact,0,”helmh’,0,0,ax,ay);
end

clear pex

!Gauss quadrature

if stremp(fem,’P1’) == 1

elem = 1; ! Triangular elements

ngaus = 3; | Number of Gauss points

quadt = ’open’; | Quadrature type (open or closed)

nen = 3; ! Number of nodes for velocity

nsd = 2; ! Number of nodes for pressure

nenb = 2; ! 2D problem
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end

[posgp,wgp,pogpb,wgpb| = Gaussquadrature(elem,ngaus,nsd,quadt);

[N,Ndref| = ShapeFunc(elem,nen,posgp,nsd);

[Nb,Ndrefb] = ShapeFunc(elem,nenb,pogpb,nsd-1);

! Basic matrices

[Kq,Mq,MLq,aree| = basicmatriceslaplacian(vertices,noe,elements,nlnu,novv,discu,wgp,N,Ndref(:,:,1),Nc
1Build global matrices

! Boundary Edge info for implementation of Robin B.C
[ledge,lbedg,rdom,cdom,lenge,norme,lengb,normb| = mesharrays(nov,noe,nlnu,elements,vertices);
clear ledge lenge norme
[g]=gfunction(lbedg,wgpb,elements,vertices, Wavenumberk0, Wavedirectionteta,pogpb);

[Juu,gu| = Robinbcforu(noe,elements,nlnu,lbedg,normb,lengb,novv,1,discu,wgpb,Nb,g, Wavenumberk0);
! System matrix

A =Kq+i*Wavenumberk0* Juu-Wavenumberk0A2*Mq;

hsq = (aree(1));

!Compute force term

b = zeros(novv,l1);

! Basic force terms

b(1:movv,1) =gu(l:novv);

sol = A;

clear A b

! Extract pressures

u = sol(1:movv);
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! - I g-functioon !

function [g]=gfunction(lbedg,wgpb,elements,vertices, Wavenumberk0, Wavedirectionteta,pogpb)
! Loop over edges

permb = [1 2; 2 3; 3 1];

sigij = |1 -1;-1 1];

sgpui = [1 -1];

ngaus = size(wgpb,2);

nbedg = size(lbedg,1);

wgpb = wgpb*0.5;

!' Initialization

g = sparse(size(lbedg,1),ngaus); lcomplex to real gr
for iedgb = 1:nbedg

eleml = lbedg(iedgb,1);

facel = lbedg(iedgb,2);

iglobalu(:,1,1) = elements(permb(facel,:),elem1);
xpoint1=vertices(1,iglobalu(1));
ypoint1=vertices(2,iglobalu(1));
xpoint2=vertices(1,iglobalu(2));
ypoint2=vertices(2,iglobalu(2));
hx=abs(xpoint1-xpoint2);
hy=abs(ypoint1-ypoint2);
xm=(xpoint1-+xpoint2)/2;

ym=(ypoint1-+ypoint2)/2;
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for igaus = l:ngaus

x = xm + (hx/2)*pogpb(igaus); ! x-coordinate of the gauss point

y = ym + (hy/2)*pogpb(igaus); ! y-coordinate of the gauss point

if ypointl==0 && ypoint2==

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)+i*(Wavenumberk0

-(Wavenumberk0*sind (Wavedirectionteta)) ) *exp (i*Wavenumberk0*cosd (Wavedirectionteta) *x);
elseif xpointl==1 && xpoint2==1

g(iedgb,igaus)—g(iedgb,igaus)

+i*(Wavenumberk0+WavenumberkO*cosd (Wavedirectionteta) ) *exp (i* Wavenumberk0*cosd (Wavedirect
+i*Wavenumberk0*sind (Wavedirectionteta)*y);

elseif ypointl==1 && ypoint2==1

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)

+i*(Wavenumberk0+Wavenumberk0*sind (Wavedirectionteta) ) *exp (i* Wavenumberk0*cosd (Wavedirect
+i*WavenumberkO*sind (Wavedirectionteta));

elseif xpoint1==0 && xpoint2==0

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)-+i*(Wavenumberk0-

Wavenumberk0*cosd (Wavedirectionteta))*exp(i* Wavenumberk0*sind (Wavedirectionteta) *y);
end end end

function [Juu,gu]=Robinbcforu(noe,elements,nlnu,lbedg,...

normb,lengb,novv,coeff BDF,discu,wgpb,Nb,g, Wavenumberk0)

nnodb = 2; Inumber of vertices per edge

!' Initialization

Juu = sparse(novv,novv);
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gu = sparse(2*novv,1);

! Loop over edges

permb = [1 2; 2 3; 3 1];

sigij = [1 -1-1 1J;

sgpui = [1 -1J;

ngaus = size(wgpb,2);

nbedg = size(lbedg,1);

wgpb = wgpb*0.5;

! Boundary edges

for iedgb = 1:nbedg

eleml = lbedg(iedgb,1);

facel = lbedg(iedgb,2);
iglobalu(:,1,1) = elements(permb(facel,:),elem1);
! Compute local matrices

Juulo = zeros(nnodb,nnodb);
guulo = zeros(nnodb,1);

for igaus = 1:ngaus

for inodb = l:nnodb

for jnodb = 1:nnodb
Juulo(inodb,jnodb) = Juulo(inodb,jnodb) + wgpb(igaus)*lengb(iedgb)*...
Nb(igaus,inodb)*Nb(igaus,jnodb);
end

end
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end
for igaus = 1:ngaus
for inodb = 1:nnodb

guulo(inodb)= guulo(inodb)+wgpb(igaus)*lengb(iedgb)*Nb(igaus,inodb)*g(iedgb,igaus);

end end

! Assembling
Juu(iglobalu(:,1,1),iglobalu(:,1,1))=...
Juu(iglobalu(:,1,1),iglobalu(:,1,1))+Juulo;
gu(iglobalu(:,1,1))=gu(iglobalu(:,1,1))+guulo;

end
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U3jaBa o ayTopCcTBY

[MoTnucaHu-a Vgo«:\w«\r JG\%TQ\J\C’
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UsjaBrbyjem

Aa je foKTopcka aucepTauuja nog HacnoBoM

(DP{/M/;tac/”mV aeroa-u\s'k\z\/\\lv &euo%«ey\q LzoA
U4 onswv W ?OU('S-\V\O-

e pe3ynTtaT CoOnCTBEeHOr UCTpaXXnBa4kor paaa,

e [a npeanioxeHa aguceprauuja y UenuHU HU y Aenosuma Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujakbe 6uno koje AunnomMe npemMa CTyAUjCKUM nporpamuma Aapyrnx
BMCOKOLLIKOSICKMX YCTaHOBA,

e [a cy pesynTaTi KOPEKTHO HaBedeHU U

e [a HMACam Kplumo/na ayTopcka npaBa U KOPUCTUO MHTENEKTyanHy CBOjuHY
Apyrix nuua. '

MoTnuc pokTropaHaa

Y Beorpaay, 29.06. 2016.
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Mpwnor 2.

U3jaBa 0 ICTOBETHOCTHU LUTaAMMNaHe U eNieKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme v npesume aytopa \Maohv\wf F AZoveV lcf

Bpoj uhaekca 224 /12

Cryamjckn nporpam __ Von2d wko?fo vsfvo

Hacnos papa Oﬁé/vm%ac‘,\}o- ae\roau_,u‘e.‘&\aw\[«.. ((Qv\ovuemo_ kDA MZQDV\S\L\LV_
T povi&ima,

MeHTOp bofus Lazuo

’
Notivcarm/a  Vlodiwaw  Jparevic

UsjaBrbyjem Aa je wrTamnaHa Bepauja MOr AOKTOPCKOr paja UCTOBETHa eneKTPOHCKO)
Bep3vju Kojy cam npepjao/na 3a objarbMBake Ha noprtany AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

HosBorbaBam fa ce ob6jaBe Moju NuYHWM nojaun BesaHu 3a Aobujare akagemckor
3Batba JOKTOpa Hayka, kao LITO Cy MMe M npe3umMe, roanHa u Mecto poherwa u aatym
onbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaun Mory ce o6jaBATM Ha MPEXHUM CcTpaHuuama aurutanHe
6ubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTtanory v y nybnukaumjama YHusepsuteta y beorpagy.

Mornuc pokropaHaa

Y Beorpagy, 22 . €&, 2ot




Mpwunor 3.
U3jaBa 0 kopuwheky
Osnawhyjem YHMBepszeTcky oubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh* ga y [durutanHu

peno3uTtopujym YHuBepsuteTa y Beorpagy yHece mojy AOKTOpCKy Auceptauujy noj
HacnoBoM:

Q"f/mlia.c‘l/a/ aeroawustion ,/enomeyto., rod W?—(lgons:qk,

poursS ol

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

OucepTtauumjy ca cBuM Npunosvma npegao/na cam y enekTpoHckoM opmaty noroaHom
3a TpajHO apXuBMpaH-e.

Mojy AoKTOpcKy aucepTauujy noxpaweHy y AurutanHu penosvtopujyM YHusepsuteta
y Beorpagy mory fa kopucte cBU Koju noLuTyjy oapeabe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4uo/na.

1. AytopcTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLMjanHo
@AyTopCTBo — HekomepumjanHo — 6e3 npepane
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjanHO — AeNnUTH Mo UCTUM yCroBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — [EenUTU No4 UCTUM yCroBuMa

(MonuMo fa 3aoKpyxute camo jeaHy oA LWecT MoHyReHux nuueHuW, Kpatak onuc
nuueHum aart je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokropaHpa

Y Beorpagy, __22.06 . 206,

o



1. AyTtopcTBo - [lo3BorbaBate yMHOXaBawe, AUCTpUOyUMjy W jaBHO caoniiTaBake
Jena, u npepaje, ako ce HaBeae MMe ayTopa Ha HauvH ofpefeH of cTpaHe ayTtopa
uUnu gasaoua nuueHue, Yak u y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnoboAaHuWja of CBUX
nuueHuw.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTpubyuujy U jaBHO
caoriitaBake Aena, U npepage, ako ce HaBefde MMe ayTopa Ha HauyuH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [03BOofbaBa KomepuujanHy
ynoTtpeby aena.

3. AyTtopctBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBate yMHOXaBake€,
AncTpubyumnjy 1 jaBHO caonwTaBake Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa WM
ynotpebe gena y CBOM Jeny, ako Ce HaBefe ume ayTopa Ha HauuH oapeheH on
cTpaHe ayTopa wnu gaBaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOSbaBa KoMepuwujanHy
ynotpeby gena. Y ogHocy Ha cBe ocTarne nvueHue, OBOM NMUEHLOM Ce orpaHu4yaBsa
Hajsehn o6um npasa kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepuMjanHO — AEenuTW noa MCTUM ycnosuma. [lo3BorbaBare
yMHOXaBak€e, aucTpubyuujy 1 jaBHO caoniwiTaBawe [ena, u npepaje, ako ce HaBeae
ume aytopa Ha HauuH oppefeH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua NuUUEHLUE U ako ce
npepaga AucTpubyumpa nog WCTOM unuM cnnyHoMm nuueHuom. Osa nuueHua He
A03BoSbaBa komepuwmjanHy ynotpeby aena n npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepapge. [Jo3BorbaBaTe yMmHOXaBawe, AUCTPUBYuUMjy K jaBHO
caorwTaBame gena, 6e3 npomeHa, npeobnvkoBawa unu ynotpebe gena y csom geny,
ako ce HaBede vMMe ayTopa Ha HayuH opapefleH o cTpaHe ayTopa unu Aasaoua
nuueHue. OBa nuueHUa [o3BosbaBa KomepuujanHy ynotpeby aena.

6. AyTOopcTBO - [JenuTu noa WCTUM - ycnosuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBahe,
AncTpubyuumjy 1 jaBHO caonwitTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBege me aytopa Ha
HauMH ogpefeH opf CTpaHe ayTopa MNW fAaBaola nuueHue W ako ce npepaga
avctpubympa nog MCTOM wnu cnuyHoM nuueHuom. Osa nuvueHua p[o3Borbasa
komepuujanHy ynotpeby aena u npepapa. CnuyHa je codpTBEpckMM nuueHuama,
OQHOCHO NnuueHLama OTBOpPEeHor Koaa.
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