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Rezime

U posledǌe vreme poraslo je interesovaǌe za modeliraǌem fizi-

qkih i hemijskih procesa jednaqinama u kojima se pojavǉuju izvodi

i integrali razlomǉenog reda. Jedna takva jednaqina je jednaqina

subdifuzije koja se dobija iz difuzione jednaqine zamenom kla-

siqnog izvoda po vremenskoj promenǉivoj izvodom reda α, gde je

0 < α < 1.

Predmet ove disertacije jeste poqetno-graniqni problem za jed-

naqinu subdifuzije i ǌegova aproksimacija konaqnim razlikama.

Najpre je razmatran jednodimenzioni problem. Pokazana je egzisten-

cija i jedinstvenost slabog rexeǌa. Dokazana je stabilnost i izve-

dena ocena brzina konvergencije implicitne i sheme sa te�inom.

Posebna pa�ǌa je posve�ena dvodimenzionom problemu subdi-

fuzije, kako sa Laplasovim, tako i opxtim diferencijalnim opera-

torom drugog reda. Pretpostavka je da ǌegovi koeficijenti zado-

voǉavaju standardne uslove eliptiqnosti xto garantuje postojaǌe

rexeǌa u odgovaraju�im prostorima tipa Soboǉeva. U tom sluqaju

su, pored gore pomenutih, postavǉene jox i aditivna i faktorizo-

vana shema. Ispitana je ǌihova stabilnost kao i brzina konvergen-

cije u zavisnosti od glatkosti ulaznih podataka i generalisanog

rexeǌa.

Kǉuqne reqi: jednaqina subdifuzije, izvod razlomǉenog reda, kona-

qne razlike, diferencijska shema, apriorna ocena, stabilnost, brzi-

na konvergencije

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Numeriqka matematika

UDK broj: [517.962.8:519.63]:517.958(043.3)



Abstract

In recent years there has been increasing interest in modeling the physical and

chemical processes with equations involving fractional derivatives and integrals. One

of such equations is the subdiffusion equation which is obtained from the diffusion

equation by replacing the classical first order time derivative by a fractional deriva-

tive of order α with 0 < α < 1.

The subject of this dissertation is the initial-boundary value problem for the

subdiffusion equation and its approximation by finite differences. At the beginning,

the one-dimensional equation is observed. The existence and the uniqueness of weak

solution is proved. The stability and the convergence rate estimates for implicite

and the weighted scheme are obtained.

The main focus is on two-dimensional subdiffusion problem with Laplace oper-

ator as well as problem with general second-order partial differential operator. It is

assumed that the coefficients of the differential operator satisfy standard ellipticity

conditions that guarantees existence of solution in appropriate spaces of Sobolev

type. In that case, apart from above mensoned, we constructed the additive and the

factorized difference schemes. We investigated their stability and convergence rate

depending on the smoothness of the input data and of generalized solution.

Key words: subdiffusion equation, fractional derivative, finite differences, differ-

ence scheme, a priori estimate, stability, convergence rate

Scientific field: Mathematics

Scientific subfield: Numerical mathematics

UDC number: [517.962.8:519.63]:517.958(043.3)



Predgovor

Kao klasa tzv. pseudo-diferencijalnih jednaqina, jednaqine sa izvo-

dima razlomǉenog reda (eng. FPDE - fractional partial differential equations),

postale su znaqajna oblast za prouqavaǌe, kako sa sa teorijskog stano-

vixta, tako i sa praktiqnog, in�eǌerskog. Zbog prisustva integrala u

definciji, izvod razlomǉenog reda u datoj taqki sadr�i informacije

o funkciji u prethodnom taqkama. To svojstvo nelokalnog delovaǌa

izvoda necelobrojnog reda je dovelo do ǌihove primene u modelovaǌu

zadataka sa ,,memorijskim efektom” koji je karakteristiqan za viskoe-

lastiqne materijale, polimere i anomalne difuzione procese.

Sa numeriqke taqke gledixta, FPDE na konaqnom domenu su znaqa-

jno prouqavane. Tako su nastale mo�ne metode za ǌihovo rexavaǌe,

kao xto su metoda konaqnih razlika (FDM)([3],[13]), metoda konaqnih

elemenata (FEM)([44]), pristup sluqajnog hoda (RWA)([16]), spektralna

metoda (SM)([30]), metoda integralne jednaqine (IEM)([27]), metoda homo-

topskih perturbacija (HPM)([40]), metoda reprodukovaǌa jezgra (RKM)

([53]) i druge. Algoritmi koji se zasnivaju na diskretizaciji izvoda

razlomǉenog reda zahtevaju skladixteǌe velikog broja podataka i ve-

liko zauze�e procesora. Ovo je naroqito izra�eno kod vixedimenzionih

problema. U ovom radu smo pokuxali da uka�emo na va�nost i potrebu

za konstruisaǌem ekonomiqnih diferencijskih shema koje aproksimi-

raju probleme s frakcionim izvodima.

Predmet ovog rada bi�e poqetno-graniqni problemi za jednaqinu

subdifuzije i ǌihova aproksimacija metodom konaqnih razlika. Rad

se sastoji iz pet poglavǉa. U prvom poglavǉu su izlo�eni elementi

funkcionalne analize i frakcionog raquna koji su neophodni za daǉi

rad. U drugom poglavǉu je postavǉen problem, odnosno jednaqina subdi-

fuzije. Ukratko je opisan ǌen fiziqki smisao. Dokazani su postojaǌe

i jedinstvenost slabog rexeǌa poqetno-graniqnog problema za jedna-

qinu subdifuzije u odgovaraju�im prostorima tipa Soboǉeva. Tre�e

poglavǉe, ujedno i najobimnije, posve�eno je aproksimaciji jednaqine

subdifuzije metodom konaqnih razlika. Najpre je ukratko razmotrena

jednodimenziona jednaqina, posle qega se prelazi na dvodimenzioni pro-

blem, koji i predstavǉa glavnu oblast istra�ivaǌa u ovom radu. U tom

sluqaju posmatrana je jednaqina subdifuzije sa Laplasovim operatorom



kao i sa opxtim diferencijalnim operatorom drugog reda. Za impli-

citnu diferencijsku shemu i shemu sa te�inskim parametrom σ dobi-

jene su ocene stabilnosti i ocene brzine konvergencije u odgovaraju�im

diskretnim normama. U qetvrtom poglavǉu su konstruisane dve nove,

ekonomiqne diferencijske sheme za poqetno-graniqni problem jednaqine

subdifuzije. Prva od ǌih je aditivna diferencijska shema. Ona spada

u grupu lokalno jednodimenzionih diferencijskih shema, odnosno shema

promenǉivih pravaca (eng. ADI scheme - alternating direction implicit scheme).

Pokazana je ǌena stabilnost, analizirana grexka i naveden jedan nu-

meriqki eksperiment. Druga, pod nazivom faktorizovana shema za jed-

naqinu subdifuzije, tako�e predstavǉa jedan oblik ADI sheme. I u ovom

sluqaju su izvedene odgovaraju�e apriorne ocene i odre�ena je brzina

konvergencije sheme koja je potvr�ena primerom. Kratak zakǉuqak je

dat u petom poglavǉu.
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1 Matematiqki aparat

1.1 Elementi funkcionalne analize

Teorije graniqnih problema za parcijalne jednaqine kao i za parci-

jalne jednaqine sa razlomǉenim izvodima bitno se oslaǌaju na funkcio-

nalnu analizu. Od posebne va�nosti je teorija linearnih operatora u

Hilbertovom prostoru. Definisa�emo neke osnovne pojmove koji �e nam

biti potrebni u daǉem radu.

Normirani linearni prostor U je kompletan ako je svaki Koxijev

niz iz U konvergentan u U . Kompletan linearni normiran prostor se

zove Banahov prostor. Neka je, nadaǉe, U prostor u kome je definisan

skalarni proizvod (·, ·). Ako je U kompletan u odnosu na normu induko-

vanu skalarnim proizvodom ‖u‖ := (u, u)1/2, onda se U zove Hilbertov

prostor.

Neka su U i V dva realna linearna normirana prostora sa normama

‖ · ‖U i ‖ · ‖V , respektivno, i neka je U podskup od U . Preslikavaǌe

A : U → V definixe operator A na U . Skup U je oblast definisanosti

operatora A u oznaci D(A) a skup R(A) := {v ∈ V : v = Au, u ∈ D(A)} je
oblast vrednosti operatora. Operator A je linearan ako je A(α1u1 +

α2u2) = α1Au1 + α2Au2 za svaka dva vektora u1, u2 ∈ D(A) i svaka dva

skalara α1, α2 ∈ R. Ako postoji realan broj M > 0 takav da je

‖Au‖V ≤M‖u‖U , ∀u ∈ D(A),

ka�emo da je operator ograniqen. Norma linearnog ograniqenog opera-

tora je definisana sa

‖A‖ := sup
06=u∈D(A)

‖Au‖V
‖u‖U

.

Operator A je injektivan ako za svako v ∈ R(A) postoji jedinstveni

element u ∈ D(A) takav da je Au = v, a surjektivan je ako je R(A) = V .
Ukoliko je operator istovremeno injektivan i surjektivan, ka�emo da

je bijektivan. Za injektivan operator A se mo�e definisati inverzni

operator A−1 : R(A) → D(A) stavǉaju�i A−1v = u ako i samo ako je

Au = v. Ako je A bijektivan onda je D(A−1) = V.
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Jediniqnim operatorom I : U → U nazivamo operator koji svaki ele-

ment u ∈ U slika u sebe samog. Ako je A : U → U proizvoǉan operator

tada va�i AI = IA = A i AA−1 = A−1A = I, ukoliko A−1 postoji.

Neka je A : U → U proizvoǉan linearni operator. Veliqinu (Au, u)

nazivamo ǌegovom energijom. Operator je nenegativan ako je (Au, u) ≥
0, pozitivan ako je (Au, u) > 0 za u 6= 0 i pozitivno definitan ako je

(Au, u) ≥ δ‖u‖2, δ = const > 0, te �emo redom pisati A ≥ 0, A > 0, odnosno

A ≥ δI.

Ako su A i A∗ linearni operatori koji preslikavaju U u U takvi

da je (Au, v) = (u,A∗v) za svaka dva elementa u, v ∈ U , onda ka�emo da je

operator A∗ konjugovan operatoru A. Ako je A = A∗ operator je samokon-

jugovan. Iz ograniqenosti operatora A sledi ograniqenost operatora

A∗ i va�i ‖A‖ = ‖A∗‖. Proizvod dva komutativna nenegativna samokon-

jugovana operatora je tako�e nenegativan samokonjugovan operator.

Operator B nazivamo kvadratnim korenom operatora A ako je B2 = A

i to obele�avamo B = A1/2. Ako je A = A∗ ≥ 0, onda postoji jedinstveni

kvadratni koren B = A1/2 koji je komutativan sa svakim operatorom

komutativnim sa A i za koji tako�e va�i B = B∗ ≥ 0.

Ako je A : U → U pozitivan samokonjugovan operator, lako se prove-

rava da je sa (u, u)A = (Au, u) zadat skalarni proizvod a sa ‖u‖A =

(Au, u)1/2 norma. Zovemo je energetska norma. Va�i Koxi–Xvarcova

nejednakost

|(u, v)| ≤ ‖u‖‖v‖, odnosno |(Au, v)| ≤ ‖u‖A‖v‖A.

Uz ovu, qesto se koristi i tzv. ε−nejednakost

|ab| ≤ εa2 + b2/(4ε), a, b ∈ R, ε > 0.

Dve norme ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 na Banahovom prostoru U su ekvivalentne ako

postoje dva broja 0 < c1 ≤ c2 <∞ tako da za svako u ∈ U va�i

c1‖u‖1 ≤ ‖u‖2 ≤ c2‖u‖1.

Ako va�i samo druga nejednakost, ka�emo da je ‖ · ‖2 slabija od norme

‖ · ‖1 ili da je norma ‖ · ‖1 jaqa od norme ‖ · ‖2.

2



Neka su U i V dva linearna normirana prostora i neka je U ⊂ V .
Definiximo operator identiteta I : U → V tako da je Iu = u za svaki

element u ∈ U (tretiraju�i sliku kao element iz V). Jasno je da je I

linearan. Ako je jox i ograniqen onda ka�emo da postoji potapaǌe U u

V i pixemo U ↪→ V .

Pretpostavimo da je V = R (ili C). Operator A : U → V nazi-

vamo funkcional. Skup svih ograniqenih linearnih funkcionala koji

su definisani na linearnom normiranom postoru U obele�avamo sa U ′.
Zbir funkcionala i mno�eǌe funkcionala skalarom definixu se na

uobiqajen naqin

(f + g)(u) := f(u) + g(u), f, g ∈ U ′, u ∈ U ,

(λf)(u) := λf(u), f ∈ U ′, λ ∈ R (ili C), u ∈ U ,

pa je U ′ linearan prostor. On je i normiran prostor jer je norma

funkcionala definisana sa

‖f‖U ′ := sup
06=u∈U

|f(u)|
‖u‖U

.

Normirani linearni prostor U ′ je Banahov prostor i naziva se dualni

prostor prostora U .

Neka je U realan Hilbertov prostor sa normom ‖ · ‖ i neka je a(·, ·)
funkcional definisan na proizvodu U × U . Ka�emo da je funkcional

a(·, ·)

• bilinearan, ako je a(v, w) linearan po v za fiksirano w i linearan

po w za fiksirano v,

• ograniqen, ako postoji pozitivan realan broj c1 tako da je

|a(v, w)| ≤ c1‖v‖‖w‖, ∀v, w ∈ U ,

• U−koercivan, ako postoji pozitivan realan broj c0 tako da je

a(v, v) ≥ c0‖v‖2, ∀v ∈ U .

Bilinearni funkcional se tako�e naziva i bilinearnom formom.

3



Razmotrimo varijacioni problem slede�eg oblika: za dati ograni-

qeni linearni funkcional f na realnom Hilbertovom prostoru U i

U−koercivni ograniqeni bilinearni funkcional a(·, ·) na U × U , na�i
u ∈ U tako da je

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ U .

Teorema 1.1. ([23]) (Laks-Milgram) Neka je U realan Hilbertov pros-

tor sa normom ‖ · ‖, f ograniqen realan funkcional na U i a(·, ·) ograniqen

bilinearan, U−koercivan funkcional na U × U . Tada postoji jedinstveni

element u ∈ U takav da

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ U .

Uz to je i

‖u‖ ≤ 1

c0

‖f‖U ′ .

Naglasimo da se graniqni problemi za parcijalne diferencijalne

jednaqine eliptiqkog tipa mogu svesti na varijacione probleme ovog

oblika u odgovaraju�im prostorima funkcija.

1.2 Osnovni prostori funkcija

1.2.1 Prostori Cm(Ω) i Lp(Ω)

Otvoren i povezan skup Ω ⊂ Rn nazivamo oblax�u. Granica oblasti

Ω je skup Γ = ∂Ω = Ω̄ \ Ω, gde je Ω̄ zatvoreǌe skupa Ω. Nosaq funkcije

f : Ω → C je zatvoreǌe skupa taqaka u kojima je funkcija razliqita

od nule i oznaqavamo ga sa supp f. Elemente skupa Rn predstavǉa�emo

kao vektore i oznaqavati sa x = (x1, x2, . . . , xn)T , a elemente skupa Nn
0 sa

α = (α1, α2, . . . , αn)T i nazivati multiindeksima. Funkcija je finitna

ako je supp f ograniqen skup. U sluqaju funkcije vixe promenǉivih,

ǌene parcijalne izvode oznaqava�emo sa

Dif =
∂f

∂xi
, Dαf = Dα1

1 Dα2
2 . . . Dαn

n f =
∂|α|f

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

, gde je |α| = α1 + . . .+ αn.

Sa Cm(Ω) �emo oznaqavati prostor svih neprekidnih funkcija f defi-

nisanih na Ω za koje je Dαf tako�e neprekidna funkcija na Ω za svaki

multiindeks α, |α| ≤ m. Daǉe, definixemo C∞(Ω) = ∩k≥0C
k(Ω). Speci-

4



jalno, C0(Ω) skra�ujemo na zapis C(Ω). Sa Cm(Ω) �emo oznaqavati skup

svih f ∈ Cm(Ω) kojima se izvod Dαf mo�e neprekidno produ�iti na Ω̄ za

svaki multiindeks α, |α| ≤ m. To je Banahov prostor sa normom

‖f‖Cm(Ω) = max
|α|≤m

max
x∈Ω
|Dαf(x)|.

Prostor Ċm(Ω) = Cm
0 (Ω) je potprostor Cm(Ω) koga qine funkcije sa

kompaktim nosaqem u Ω. U teoriji distribucija elementi skupa Ċ∞(Ω) =

C∞0 (Ω) zovu se test funkcije.

Neka je Ω ograniqen i otvoren skup u Rn. Za k ∈ N i 0 < λ ≤ 1 oznaqimo

sa Ck,λ(Ω̄) skup svih funkcija u ∈ Ck(Ω̄) za koje je veliqina

|u|Ck,λ(Ω̄) := max
|α|=k

sup
x 6=y, x,y∈Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x− y|α

konaqna. Ck,λ(Ω̄) je Banahov prostor sa normom

‖u‖Ck,λ(Ω̄) := ‖u‖Ck(Ω̄) + |u|Ck,λ(Ω̄).

Kada u pripada prostoru C0,λ(Ω̄), 0 < λ < 1 ka�emo da je u neprekidna u

smislu Heldera na Ω̄ sa eksponentom λ a za λ = 1 ka�emo da je funkcija

u neprekidna u smislu Lipxica.

Za realni broj p ≥ 1 definixemo i prostor merǉivih funkcija Lp(Ω)

za koje je

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

odnosno

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|f(x)| <∞.

Lp(Ω) je Banahov prostor, a specijalno, L2(Ω) je Hilbertov prostor sa

skalarnim proizvodom

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx.

Lp, loc(Ω) je prostor lokalno integrabilnih funkcija, odnosno f ∈
Lp, loc(Ω) ako je f ∈ Lp(Ω

′) za svaku ograniqenu podoblast Ω′ takvu da

je Ω′ b Ω (tj. Ω̄′ ⊂ Ω).

Funkcija f je apsolutno neprekidna na [a, b] ako za svako ε > 0 po-
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stoji δ > 0 tako da za svaki konaqan, po parovima disjunktan niz in-

tervala [ak, bk] ⊂ [a, b], k = 1, . . . n, za koji je
∑n

k=1(bk − ak) < δ, sledi da

je
∑n

k=1(f(bk) − f(ak)) < ε. Prostor takvih funkcija �emo oznaqavati sa

AC[a, b]. On se poklapa sa prostorom primitivnih funkcija za funkcije

iz L1[a, b], odnosno

f ∈ AC[a, b]⇔ f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t) dt,

∫ b

a

|ϕ(t)| dt <∞.

Za n ∈ N definiximo i

ACn[a, b] = {f ∈ Cn−1[a, b] : f (n−1) ∈ AC[a, b]}.

Specijalno, AC1[a, b] = AC[a, b].

1.2.2 Distribucije

Definicija 1.1. Za niz funkcija ϕj ∈ C∞0 (Rn) ka�emo da konvergira ka

funkciji ϕ ∈ C∞0 (Rn) ako su ispuǌeni slede�i uslovi:

• postoji kompaktan skup K ⊂ Rn takav da suppϕj ⊂ K za svako j

• za svaki multiindeks α, niz Dαϕj uniformno konvergira ka Dαϕ na K

kad j →∞.

Prostor C∞0 (Rn) sa ovako definisanom konvergencijom oznaqavamo sa

D = D(Rn), a ǌegove elemente nazivamo osnovnim funkcijama.

Definicija 1.2. Linearne neprekidne funkcionale na skupu D(Rn) zovemo

distribucijama ili generalisanim funkcijama. Skup disribucija obele-

�avamo sa D′ = D′(Rn). Vrednost distribucije f ∈ D′ na osnovnoj funkciji

ϕ ∈ D oznaqavamo sa 〈f, ϕ〉. Pri tome 〈f, ϕ〉 ∈ C i va�e slede�i uslovi:

linearnost: 〈f, λϕ+ µψ〉 = λ〈f, ϕ〉+ µ〈f, ψ〉, ∀λ, µ ∈ C, ∀ϕ, ψ ∈ D

neprekidnost: ako ϕk → ϕ, k →∞ tada, 〈f, ϕk〉 → 〈f, ϕ〉, k →∞.

Skup D′ je linearan vektorski prostor u odnosu na sabiraǌe distri-

bucija i mno�eǌe distribucija skalarom.

U prostor distribucija se, daǉe, uvodi konvergencija.
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Definicija 1.3. Za niz distribucija fk ∈ D′ ka�emo da konvergira ka f

i pixemo fk → f, k →∞ ako:

〈fk, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉, k →∞, ∀ϕ ∈ D.

Mo�e se pokazati da je prostor distribucija s ovako definisanom

konvergencijom kompletan.

Distribucije su regularne ako su indukovane nekom lokalno inte-

grabilnom funkcijom jer je za f(x) ∈ L1, loc(Rn) sa

ϕ(x) 7→
∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx

definisan jedan linearan ograniqen funkcional na D(Rn). Zato se svaka

regularna distribucija mo�e poistovetiti sa odgovaraju�om funkcijom

koja je indukuje, xto se mo�e pisati:

〈f, ϕ〉 =

∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx.

Konvolucija dve lokalno integrabilne funkcije, u oznaci f∗g, definixe
se na slede�i naqin

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy.

Definicija 1.4. Funkcional f(x) · g(y) odre�en jednakox�u

〈f(x) · g(y), ϕ(x, y)〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉, ∀ϕ(x, y) ∈ D(Rn+m),

nazivamo direktnim proizvodom distribucija f(x) ∈ D′(Rn) i g(y) ∈ D′(Rm).

Definicija 1.5. Za niz funkcija ηj ∈ D(Rn) ka�emo da konvergira ka 1 u

Rn ako

(a) Za svaki kompakt K ⊂ Rn postoji indeks N takav da je

ηj = 1 za ∀x ∈ K i ∀j ≥ N.

(b) Funkcije ηj su ravnomerno ograniqene u Rn, zajedno sa svojim parci-

jalnim izvodima

|Dαηj(x)| < Cα, ∀x ∈ Rn, j = 1, 2, . . . , ∀α ∈ Nn
0 .
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Sada se mo�e definisati i konvolucija distibucija f i g sa

〈f ∗ g, ϕ〉 = lim
j→∞
〈f(x) · g(y), ηj(x, y)ϕ(x+ y)〉,

gde je ηj(x, y) ∈ D(R2n) proizvoǉan niz funkcija koji konvergira ka 1 u

R2n.

Va�i slede�e pravilo diferenciraǌa distribucija.

Definicija 1.6. Neka je f ∈ D′(Rn) i α ∈ Nn
0 . Sa D

αf oznaqavamo funkci-

onal na D(Rn) definisan na slede�i naqin:

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Rn).

Za n = 1 uvedimo skup distribucija koje se anuliraju za x < 0 :

D′+ = {f ∈ D′(R) : f(x) = 0 za x < 0}.

Skup D′+ predstavǉa algebru u odnosu na sabiraǌe distribucija, mno-

�eǌe distribucija skalarom i konvoluciju.

1.2.3 Distribucije sporog rasta

Va�na osobina ove klase distribucija je ta da one imaju dobro defi-

nisanu Furijeovu transformaciju, xto je od posebnog znaqaja za teoriju

parcijalnih jednaqina.

Neka je S(Rn) skup svih test funkcija ϕ ∈ C∞(Rn) koje, grubo govo-

re�i, brzo opadaju zajedno sa svim svojim parcijalnim izvodima kada

|x| → ∞, odnosno te�e nuli br�e od svakog stepena 1/|x|:

S = S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : xβDαf(x)→ 0, |x| → ∞, ∀α, β ∈ Nn
0}.

Linearnost prostora S se pokazuje na uobiqajeni naqin. U ovom skupu

se tako�e definixe konvergencija.

Definicija 1.7. Za niz funkcija ϕj ∈ S ka�emo da konvergira ka funkciji

ϕ ∈ S ako

∀α, β ∈ Nn
0 : xβDαϕj(x)→ xβDαϕ(x), j →∞

uniformno po x ∈ Rn.
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D je pravi podskup od S. Iz konvergencije u D sledi konvergencija u

S. Prostor D je gust u S.

Linearni prostor S sa uvedenom konvergencijom nazivamo prostorom

brzo opadaju�ih funkcija ili Xvarcovim prostorom.

Definicija 1.8. Linearne neprekidne funkcionale na skupu S(Rn) nazi-

vamo distribucijama sporog rasta a ǌihov skup oznaqavamo sa S ′. Za niz

distribucija fk ∈ S ′ ka�emo da konvergira ka f ∈ S ′ ako:

〈fk, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉, k →∞, ∀ϕ ∈ S.

Furijeova transformacija za funkciju ϕ ∈ S definixe se na slede�i

naqin:

F [ϕ](ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
ϕ(x)eiξ·x dx,

gde je ξ · x = ξ1x1 + . . . + ξnxn. Nije texko proveriti da va�e slede�e

formule

DαF [ϕ](ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn

(ix)αϕ(x)eiξ·x dx = F [(ix)αϕ(x)](ξ) (1.1)

F [Dαϕ](ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
Dαϕ(x)eiξ·x dx = (−iξ)αF [ϕ(x)](ξ) (1.2)

Iz (1.1) i (1.2) sledi

ξβDαF [ϕ](ξ) = ξβF [(ix)αϕ(x)](ξ) = i|α|+|β|F [Dβ(xαϕ(x))](ξ).

Iz linearnosti integrala i

|ξβDαF [ϕ](ξ)| ≤ (2π)−n/2
∫
Rn
|Dβ(xαϕ(x))| dx < const,

sledi da je F : S → S linearna neprekidna operacija. Inverzna Furi-

jeova transformacija se definixe na slede�i naqin

F−1[ψ(ξ)](x) = (2π)−n/2
∫
Rn
ψ(ξ)e−iξ·x dξ.

Teorema 1.2. ([22]) Za svako ϕ ∈ S va�e jednakosti

ϕ = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]].

9



Za funkciju f ∈ L1(Rn) formulom (1.2) definisana je tako�e Furi-

jeova transformacija F [f ](ξ). Na osnovu Riman–Lebegove leme ([48]) F [f ]

je ograniqena i neprekidna funkcija na Rn i zato indukuje jednu distri-

buciju iz S ′ po pravilu

〈F [f ], ϕ〉 =

∫
Rn
F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ, ∀ϕ ∈ S.

Koriste�i Fubinijevu teoremu dobijamo∫
Rn
F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫
Rn

[
(2π)−n/2

∫
Rn
f(x)eiξ·x dx

]
ϕ(ξ) dξ

=

∫
Rn
f(x)

[
(2π)−n/2

∫
Rn
ϕ(ξ)eiξ·x dξ

]
dx =

∫
Rn
f(x)F [ϕ](x) dx,

odnosno

〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉, ∀ϕ ∈ S.

Ovu relaciju uzimamo za definicionu relaciju Furijeove transforma-

cija na skupu distribucija sporog rasta. Inverzna Furijeova trans-

formacija na skupu S ′ data je formulom

F−1[f(x)] = F [f(−x)], ∀f ∈ S ′.

1.2.4 Prostori Soboǉeva

Definicija 1.9. Neka je Ω otvoren podskup skupa Rn i k nenegativan ceo

broj. Tada je za 1 ≤ p ≤ ∞

W k
p (Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k} (1.3)

prostor Soboǉeva reda k sa normom

‖u‖Wk
p
(Ω) :=

( ∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞, (1.4)

odnosno

‖u‖Wk
∞

(Ω) := max
|α|≤k
‖Dαu‖L∞(Ω), p =∞. (1.5)
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Pridru�ena polunorma je data sa

|u|Wk
p
(Ω) :=

( ∑
|α|=k

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

odnosno

|u|Wk
∞

(Ω) := max
|α|=k
‖Dαu‖L∞(Ω), p =∞.

U ovoj definiciji izvode treba shvatiti u smislu izvoda distribu-

cija pri qemu se distribucija poistove�uje sa lokalno integrabilnom

funkcijom koja je indukuje. Prostor W k
p (Ω) sa normom ‖ · ‖Wk

p (Ω), 1 ≤ p ≤
∞, k > 0 je Banahov. Specijalno, za p = 2, normirani linearni prostor

W k
2 (Ω) = Hk(Ω) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(u, v)Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

(Dαu,Dαv)L2(Ω) =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx.

Teorema 1.3. ([22],[32]) Ako je Ω = Rn, Hk mo�e biti definisan sa (1.3)

ili sa

Hk(Rn) = {u ∈ S ′(Rn) :
(
1 + |ξ|2

)1/2F [u](ξ) ∈ L2(Rn)}, (1.6)

gde je |ξ|2 = ξ2
1 + . . .+ ξ2

n. Pri tome se norma definixe sa

|[u]|Hk(Rn) =
∥∥∥(1 + |ξ|2

)1/2F [u](ξ)
∥∥∥
L2(Rn)

(1.7)

i ekvivalentna je sa ranije uvedenom normom (1.4) za p = 2.

U nekim sluqajevima je pogodno ukǉuqiti uslove koje funkcija zado-

voǉava na granici oblasti u samu definiciju prostora u kome se tra�i

rexeǌe. Kada se radi o Dirihleovim graniqnim uslovima definixe se

Ẇ k
p (Ω) kao zatvoreǌe C∞0 (Ω) u normi W k

p (Ω). Ẇ k
p (Ω) je Hilbertov potpro-

stor od W k
p (Ω).

Uvedimo sada prostore Soboǉeva razlomǉenog reda.

Definicija 1.10. Neka je s pozitivan realan broj, s = m + σ, gde je 0 <

σ < 1 i m = [s] ceo deo od s. Prostor Soboǉeva razlomǉenog reda W s
p (Ω)

predstavǉa skup funkcija u ∈ Wm
p (Ω) takvih da je

|u|W s
p (Ω) :=

{ ∑
|α|=m

∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|p

|x− y|n+σp
dxdy

}1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,
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odnosno

|u|W s
∞(Ω) = max

α=m
ess sup
x∈Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x− y|σ

, p =∞.

Norma u W s
p (Ω) se uvodi na slede�i naqin

‖u‖W s
p (Ω) :=

(
‖u‖pLp(Ω) + |u|pW s

p (Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

odnosno

‖u‖W s
∞(Ω) := ‖u‖L∞(Ω) + |u|W s

∞(Ω), p =∞.

W s
p (Ω) je Banahov prostor. Kao i u sluqaju prostora Soboǉeva celo-

brojnog reda, za realno s > 0 definixe se Ẇ s
p (Ω) kao zatvoreǌe C∞0 (Ω)

u normi prostora W s
p (Ω). Za realno s > 0 i 1 < p < ∞ definixe se

i linearni prostor ograniqenih linearnih funkcionala na prostoru

Soboǉeva Ẇ s
p (Ω) u oznaci W−s

q (Ω) gde je q konjugovano spregnut sa p, tj.
1
p

+ 1
q

= 1. Dakle, W−s
q (Ω) = (Ẇ s

p (Ω))′. Poxto je D(Ω) ⊂ Ẇ s
p (Ω) sledi da je

W−s
q (Ω) ⊂ D′(Ω), odnosno elementi prostora W−s

q (Ω) su distribucije.

Neka je Ω ograniqen otvoren skup u Rn. Za granicu te oblasti ka�emo

da je neprekidna po Lipxicu ako za svaku taqku x sa granice ∂Ω posto-

ji okolina Ux tako da je Ux ∩ ∂Ω grafik Lipxic–neprekidne funkcije.

Ograniqen otvoren skup sa granicom neprekidnom po Lipxicu nazivamo

i Lipxicov domen.

Teorema 1.4. ([23]) (Teorema potapaǌa Soboǉeva) Neka je Ω Lipxicov

domen u Rn i Ωk presek Ω sa k−dimenzionalnom hiperravni u Rn, 1 ≤ k ≤ n.

Specijalno, za k = n imamo da je Ωk = Ω. Neka su j i m nenegativni celi

brojevi. Za 1 ≤ p <∞ va�e slede�a potapaǌa

1. ako je mp < n i n−mp < k ≤ n, tada

W j+m
p (Ω) ↪→ W j

q (Ωk), p ≤ q ≤ kp/(n−mp), (1.8)

i specijalno, za k = n

W j+m
p (Ω) ↪→ W j

q (Ω), p ≤ q ≤ np/(n−mp) (1.9)

dok za k = n i j = 0

Wm
p (Ω) ↪→ Lq(Ω), p ≤ q ≤ np/(n−mp). (1.10)
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Xtavixe, ako je p = 1 a time i m < n, potapaǌe (1.8) tako�e postoji

za k = n−m;

2. ako je mp = n, tada za svako k, 1 ≤ k ≤ n

W j+m
p (Ω) ↪→ W j

q (Ωk), p ≤ q <∞; (1.11)

3. ako je mp > n > (m− 1)p, tada

W j+m
p (Ω) ↪→ Cj,λ(Ω̄), 0 < λ ≤ m− (n/p); (1.12)

Potapaǌe (1.12) va�i i za n = (m− 1)p i 0 < λ < 1 kao i za n = m− 1,

p = 1 i 0 < λ ≤ 1.

Teorema 1.5. ([23]) (Poenkareova nejednakost) Neka je Ω Lipxicov domen

u Rn konaqne xirine d, u smislu da Ω le�i izme�u dve paralelne hiper-

ravni na rastojaǌu d i neka je s > 0 i 1 ≤ p <∞. Tada postoji konstanta

c = c(s, p, d) takva da va�i

‖u‖pW s
p (Ω) ≤ c|u|pW s

p (Ω), ∀u ∈ Ẇ s
p (Ω). (1.13)

Navedimo sada i teoremu o tragu.

Teorema 1.6. ([23]) Pretpostavimo da je Ω Lipxicov domen u Rn i neka

je 1 < p <∞. Za 1/p < s ≤ 1, preslikavaǌe γ0 definisano na C∞(Ω̄) sa

γ0(ϕ) = ϕ|∂Ω

ima jedinstveno neprekidno produ�eǌe do linearnog operatora iz W s
p (Ω)

na W s−1/p
p (∂Ω); ovo produ�eǌe i daǉe oznaqavamo sa γ0. Daǉe, za 1/p < s ≤

1, prostor Ẇ s
p (Ω) definisan kao zatvoreǌe C∞0 (Ω) u W s

p (Ω) ima i slede�u

karakterizaciju

Ẇ s
p (Ω) =

{
u ∈ W s

p (Ω) : γ0(u) = 0
}
.

1.2.5 Interpolacija Banahovih prostora

Neka su A0 i A1 dva Banahova prostora linearno i neprekidno potopǉena

u linearan topoloxki prostor A. Ovakva dva prostora qine interpola-

cioni ili Banahov par Ā = {A0, A1}. Definiximo prostor ∆(Ā) = A0∩A1
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sa normom

‖a‖A0∩A1 = max (‖a‖A0 , ‖a‖A1)

i prostor

Σ(Ā) = A0 + A1 = {a : a ∈ A, ∃ aj ∈ Aj, j = 0, 1, a = a0 + a1}

sa normom

‖a‖A0+A1 = inf
a=a0+a1, ai∈Ai

(‖a0‖A0 + ‖a1‖A1). (1.14)

Lema 1.7. ([50]) Neka je {A0, A1} interpolacioni par. Tada su A0 ∩A1 i

A0 + A1 Banahovi prostori i va�i

A0 ∩ A1 ⊂ Aj ⊂ A0 + A1, j = 0, 1.

Za dva Banahova para Ā i B̄ uvedimo linerni operator T : Ā → B̄

(T ∈ L(Ā, B̄)) kao ograniqeno linearno preslikavaǌe T : Σ(Ā) → Σ(B̄)

takvo da T (A0) ⊂ B0 i T (A1) ⊂ B1. Mo�emo smatrati da je T ograniqeno

linearno preslikavaǌe iz Ai u Bi, i = 0, 1. Definiximo i

‖T‖Ā→B̄ = max{‖T‖A0→B0 , ‖T‖A1→B1}.

Specijalno, za Ā = B̄, pisa�emo ‖T‖Ā.

Za bilo koji Banahov par Ā sredixǌi prostor (ili me�uprostor)

Z je Banahov prostor sa osobinom ∆(Ā) ⊂ Z ⊂ Σ(Ā). Takav prostor Z

nazivamo interpolacionim prostorom ako za svako T ∈ L(Ā) va�i T (Z) ⊂
Z.

Jedna od najqex�e korix�enih interpolacionih metoda je takozvana

K−metoda ([50],[23],[25]). Neka je Ā = {A0, A1} Banahov par i defini-

ximo funkciju

K(t, a) = K(t, a, A0, A1) := inf
a∈A1+A2, a=a0+a1, aj∈Aj

{‖a0‖A0 + t‖a1‖A1}.

Jasno, za t = 1, K(1, a) je norma u prostoru Σ(Ā) definisana sa (1.14),

dok je za druge pozitivne vrednosti t, K(t, a) ǌoj ekvivalentna norma.

Za 0 < θ < 1 i 1 ≤ p ≤ ∞ definiximo prostor (A0, A1)θ,p kao skup svih
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elemenata a ∈ A0 + A1 za koje je norma ‖a‖(A1,A2)θ,p konaqna, gde je

‖a‖(A0,A1)θ,p :=

{∫ ∞
0

[
t−θK(t, a, A0, A1)

]p dt
t

}1/p

, ako je 1 ≤ p <∞,

‖a‖(A0,A1)θ,∞ := sup
0<t<∞

t−θK(t, a, A0, A1), ako je p =∞.

Definisan na ovaj naqin, normiran linearan prostor (A0, A1)θ,p je in-

terpolacioni. Va�e slede�e relacije

(A0, A1)θ,p = (A1, A0)1−θ,p , (A,A)θ,p = A,

(A0, A1)θ,1 ⊂ (A0, A1)θ,p ⊂ (A0, A1)θ,p̃ ⊂ (A0, A1)θ,∞ , 1 ≤ p ≤ p̃ ≤ ∞,

(A0, A1)θ,p ⊂ (A0, A1)θ̃,p̃ , ako je A0 ⊂ A1 0 < θ < θ̃ < 1, 1 ≤ p ≤ p̃ ≤ ∞,

∃Cθ,p > 0, ∀a ∈ A0 ∩ A1, ‖a‖(A0,A1)θ,p ≤ Cθ,p‖a‖1−θ
A0
‖a‖θA1

.

Primeri interpolacionih prostora su prostori Beselovih potencijala

Hs
p , zatim prostori Besova Bs

pq i Soboǉeva W s
p . O ovim prostorima se

vixe mo�e na�i u [50].

Za 0 ≤ s1, s2 <∞, s1 6= s2, 0 < θ < 1, 1 ≤ p ≤ ∞ imamo da je

(
W s1
p (Rn),W s2

p (Rn)
)
θ,p

= W s
p (Rn), ako je s = (1− θ)s1 + θs2 /∈ Z

dok za p = 2 va�i prethodna relacija bez ograniqeǌa

(W s1
2 (Rn),W s2

2 (Rn))θ,p = W
(1−θ)s1+θs2
2 (Rn).

Analogni interpolacioni rezultati va�e u prostorima Soboǉeva sa

Lipxicovim domenom Ω ∈ Rn. Dakle, prostori Soboǉeva W s
2 (Ω) koji

�e nam nadaǉe biti od interesa u radu sa frakcionim izvodima su

interpolacioni prostori.

1.2.6 Anizotropni prostori Soboǉeva

Prostori Soboǉeva koji se sastoje od funkcija vixe promenǉivih koje

nemaju istu glatkost u svim koordinatnim pravcima nazivaju se ani-

zotropnim. Definiximo posebnu klasu tih prostora koja je od va�nosti

za analizu problema koji zavise od vremenske promenǉive.
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Neka je U Banahov prostor sa normom ‖ · ‖U i neka je | · |U polunorma

na U tako da je |u|U ≤ ‖u‖U za svako u ∈ U . Pretpostavimo da je (c, d)

otvoren interval na R i 1 ≤ p < ∞. Definiximo prostor Lp((c, d),U)

svih funkcija u : (c, d)→ U takvih da je t 7→ ‖u(t)‖U merǉivo na (c, d) sa∫ d

c

‖u‖pU dt <∞, 1 ≤ p <∞, odnosno ess sup
t∈(c,d)

‖u(t)‖U <∞, p =∞.

Mo�e se pokazati da je to Banahov prostor sa normom

‖u‖Lp((c,d),U) :=

(∫ d

c

‖u‖pU dt
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

odnosno

‖u‖L∞((c,d),U) := ess sup
t∈(c,d)

‖u(t)‖U p =∞.

Za ceo broj k ≥ 0 oznaqimo sa Ck((c, d),U) skup svih neprekidnih

funkcija u : t ∈ (c, d) 7→ u(t) ∈ U qiji su izvodi po t reda maǌeg ili jed-

nakog k tako�e neprekidni na (c, d). Sa Ck([c, d],U) oznaqimo skup funkcija

u iz Ck((c, d),U) takvih da se svi izvodi po vremenu do reda k mogu

neprekidno produ�iti sa (c, d) na [c, d]. C([c, d],U) je Banahov prostor

snabdeven normom definisanom sa

‖u‖C([c,d],U) := max
t∈[c,d]

‖u(t)‖U .

Sliqno, norma u prostoru Ck([c, d],U) zadata je sa

‖u‖Ck([c,d],U) := max
0≤m≤k

sup
t∈(c,d)

‖u(m)(t)‖U .

Neka je 1 ≤ p <∞, r > 0 i r = m+ ρ, 0 ≤ ρ < 1, gde je m = [r] ceo deo od

r. Definiximo prostor W r
p ((c, d),U) svih funkcija u ∈ Lp((c, d),U) qiji

je m−ti izvod na intervalu (c, d) tako�e element Lp((c, d),U) i

Nr,p(u) :=

(∫ d

c

∫ d

c

‖u(m)(τ)− u(m)(τ ′)‖pU
|τ − τ ′|1+pρ

dτdτ ′
)1/p

<∞

za ρ > 0. Ako je ρ = 0, tada je Nr,p(u) = 0. Prostor W r
p ((c, d),U) je Banahov
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snabdeven normom

‖u‖W r
p ((c,d),U) :=

(
‖u‖pLp((c,d),U) + ‖u(m)‖pLp((c,d),U) +N p

r,p(u)
)1/p

i pridru�enom prirodnom polunormom koja je definisana za ceo broj

r = m > 0 i realno necelobrojno r > 0, redom sa

|u|W r
p ((c,d),U) := ‖u(m)‖Lp((c,d),U) i |u|W r

p ((c,d),U) := Nr,p(u).

Neka je Ω Lipxicov domen u Rn i Q := Ω× (c, d). Za 1 ≤ p <∞ uvedimo

anizotropni prostor Soboǉeva

W s,r
p (Q) := Lp((c, d),W s

p (Ω)) ∩W r
p ((c, d), Lp(Ω)) (1.15)

sa normom

‖u‖W s,r
p (Q) :=

(
‖u‖pLp((c,d),W s

p (Ω)) + ‖u‖pW r
p ((c,d),Lp(Ω))

)1/p

(1.16)

i polunormom

|u|W s,r
p (Q) :=

(
|u|pLp((c,d),W s

p (Ω)) + |u|pW r
p ((c,d),Lp(Ω))

)1/p

, (1.17)

s uobiqajenom izmenom za p =∞.

1.2.7 Brambl–Hilbertova lema

Prilikom analize grexke diferencijske sheme dobijene metodom kona-

qnih razlika, va�nu ulogu ima ,,integralna” reprezentacija funkcije,

tj. reprezentacija funkcije (pojedinih sabiraka u izrazu za grexku)

u obliku integrala. Ona se posti�e primenom ǋutn–Lajbnicove for-

mule. Me�utim, isti efekat se mo�e posti�i i primenom leme Brambl–

Hilberta. ǋena prednost je u jednostavnijoj primeni ali i u tome xto

su pored osnovne leme za celobrojne prostore Soboǉeva, razvijena i

uopxteǌa leme na anizotropne i prostore sa razlomǉenim redom. Ona

ima fundamentalnu ulogu u oceǌivaǌu linearnih funkcionala u pro-

storima Soboǉeva.

Teorema 1.8. ([23]) Neka je Ω ⊂ Rn Lipxicov domen i neka je za pozitivan

ceo broj m i realan broj p ∈ [1,∞] dat ograniqen linearan funkcional η na
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prostoru Soboǉeva Wm
p (Ω) takav da

Pm−1 ⊂ Ker(η) (1.18)

gde je Pm−1 skup svih polinoma od n promenǉivih stepena ne ve�eg od m−1.

Tada postoji pozitivan realan broj C = C(m, p, n,Ω) takav da je

|η(v)| ≤ C‖η‖|v|Wm
p (Ω), ∀v ∈ Wm

p (Ω),

gde je ‖η‖ standardna norma funkcionala (definisana na str. 3).

Teorema 1.9. ([23]) Neka je Ω ⊂ Rn Lipxicov domen i neka je za pozitivan

realan broj s i realan broj p ∈ [1,∞] dat ograniqen linearan funkcional

η na prostoru Soboǉeva W s
p (Ω) takav da va�i Pm ⊂ Ker(η), pri qemu je

s = m+α, gde je m nenegativan ceo broj i 0 < α ≤ 1. Tada postoji pozitivan

realan broj C = C(m, p, n,Ω) takav da

|η(v)| ≤ C‖η‖|v|W s
p (Ω), ∀v ∈ W s

p (Ω).

Uopxteǌa ove leme na anizotropne prostore Soboǉeva kao i multi-

linearnu varijantu mo�emo na�i u [8],[14],[23]. Specijalno, ovde �emo

navesti bilinearnu varijantu Brambl–Hilbertove leme koja �e nam

biti potrebna u daǉem radu.

Definicija 1.11. Konaqan skup A multiindeksa (αi, βi) ∈ R2
+ je regularan

ako (0, 0) ∈ A i ako za svaki (α, β) ∈ A postoji α0 ≥ α i β0 ≥ β takvi da

(α0, 0) ∈ A i (0, β0) ∈ A.

Neka je Ωx = (0, 1), Ωy = (0, 1) i Q = Ωx×Ωy. Uvedimo slede�e polunorme

za multiindekse (α, β) sa uobiqajenom modifikacijom za p =∞.
Za α = [α], β = [β],

|u|(α,β),p = ‖Dα,βu‖Lp ,

Za α = 0, 0 < β < 1

|u|(α,β),p =

(∫
Qx

∫
Qy

∫
Qy

|u(x, y1)− u(x, y2)|p

|y1 − y2|1+βp
dy1dy2dx

)1/p

,
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Za β = 0, 0 < α < 1

|u|(α,β),p =

(∫
Qy

∫
Qx

∫
Qx

|u(x1, y)− u(x2, y)|p

|y1 − y2|1+αp
dx1dx2dy

)1/p

,

Za 0 < α, β < 1

|u|(α,β),p =(∫
Qy

∫
Qy

∫
Qx

∫
Qx

|u(x1, y1) + u(x2, y2)− u(x1, y2)− u(x2, y1)|p

|x1 − x2|1+αp|y1 − y2|1+βp
dx1dx2dy1dy2

)1/p

.

U ostalim sluqajevima je α ≥ 1 ili β ≥ 1 i tada definixemo

|u|(α,β),p =
∣∣u[α],[β]

∣∣
(α−[α],β−[β]),p

.

Za dati regularan skup multiindeksa A ∈ R2
+, prostorom WA

p (Q) zva�emo

zatvoreǌe skupa C∞(Q) u normi

‖u‖WA
p

=

( ∑
(α,β)∈A

|u|p(α,β),p

)1/p

.

Daǉe, neka je κ(A) konveksni omotaq skupa A u R2 i ∂0κ(A) deo poligo-

nalne granice κ(A) koji ne le�i na koordinatnim osama a ukǉuquje

dve graniqne taqke na osama. Na kraju, neka je A∂ = A ∩ ∂0κ(A) i B

neprazni podskup od A∂ takav da je B ∪ {(0, 0)} regularan skup multiin-

deksa. Definiximo

ν(B) :=
{

(γ1, γ2) ∈ N2
+ : ∂

bαc
1 ∂

bβc
2 xγ1yγ2 ≡ 0, ∀(α, β) ∈ B

}
,

gde je bαc najve�i ceo broj strogo maǌi od α.

Va�i slede�a bilinearna verzija leme Brambla-Hilberta.

Teorema 1.10. Neka su Ωk ⊂ R2, k = 1, 2, Lipxicovi domeni a Ak i Bk

skupovi multiindeksa koji zadovoǉavaju uslove istog tipa kao A i B.

Neka je (v1, v2) → η(v1, v2) ograniqen bilinearan funkcional na prostoru

WA1
p1

(Ω1) × WA2
p2

(Ω2) koji se anulira za vk = xαkk y
βk
k , (xk, yk) ∈ Ωk, (αk, βk) ∈

ν(Bk). Tada postoji realan broj C = C(A1, B1, p1,Ω1, n1, A2, B2, p2,Ω2, n2), ta-
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kav da je

|η(v1, v2)| ≤ C‖η‖
2∏

k=1

∑
(αk,βk)∈Bk

|vk|(αk,βk),pk , ∀v ∈ WA1
p1

(Ω1)×WA2
p2

(Ω2).

1.2.8 Multiplikatori u prostoru Soboǉeva

Neka je Ω otvoren skup u Rn i neka su V i W dva prostora sadr�ana

u D′(Ω). Funkcija a definisana na Ω naziva se multiplikator (ili

mno�iteǉ) iz V u W ako za svako v ∈ V, proizvod av pripada W. Skup

svih multiplikatora iz V u W obele�ava se sa M(V → W ). Specijalno,

za V = W, pixemo skra�eno M(V ) = M(V → V ). Norma u M(V → W ) je

definisana sa

‖a‖M(V→W ) := sup{‖av‖W : ‖v‖V ≤ 1}.

Posmatrajmo multiplikatore iz M(W t
p(Rn)→ W s

p (Rn)), 1 ≤ p <∞, t ≥ s ≥
0. Navex�emo ǌihove osnovne osobine.

Lema 1.11. ([23]) Ako a ∈M(W t
p(Rn)→ W s

p (Rn)), t ≥ s ≥ 0, tada

a ∈M(W t−s
p (Rn)→ Lp(Rn)),

a ∈M(W t−σ
p (Rn)→ W s−σ

p (Rn)), 0 < σ < s,

Dαa ∈M(W t
p(Rn)→ W s−|α|

p (Rn)), |α| ≤ s,

Dαa ∈M(W t−s+|α|
p (Rn)→ Lp(Rn)), |α| ≤ s.

Lema 1.12. ([23]) Ako aα ∈ M(W
s−|α|
p (Rn) → W s−k

p (Rn)), s ≥ k, za svaki

multiindeks α, tada diferencijalni operator

Lu =
∑
|α|≤k

aα(x)Dαu, x ∈ Rn (1.19)

definixe neprekidno preslikavaǌe M(W s
p (Rn)→ W s−k

p (Rn)).

Pod nekim uslovima, va�i i obratno.

Lema 1.13. ([23]) Neka (1.19) definixe neprekidno preslikavaǌe izW s
p (Rn)

u W s−k
p (Rn) i neka je p(s−k) > n, p > 1. Tada aα ∈M(W

s−|α|
p (Rn)→ W s−k

p (Rn))

za svaki multiindeks α.
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Prethodna tvr�eǌa va�e i u prostorima Soboǉeva u oblasti. Naime,

ako je Ω Lipxicova oblast u Rn i a pripada M(W t
p(Ω) → W s

p (Ω)), tada

postoji produ�eǌe ã na Rn koje pripada prostoru M(W t
p(Rn)→ W s

p (Rn)).

Pokazuje se da va�e i slede�i rezultati.

Lema 1.14. ([23]) Neka je Ω ograniqen Lipxicov domen u Rn, s > 0 i p > 1.

Ako a ∈ W t
q (Ω), gde je

q = p, t = s, kada je sp > n,

ili

q ≥ n/s, t = s+ ε /∈ N, ε > 0, kada je sp ≤ n,

tada a ∈M(W s
p (Ω)).

Lema 1.15. Neka je Ω ograniqen Lipxicov domen u Rn, s > 0 i p > 1. Ako

a ∈ Lq(Ω), gde je

q = p, kada je sp > n,

q > p, kada je sp = n, i

q ≥ n/s, kada je sp < n,

tada a ∈M(W s
p (Ω)→ Lq(Ω)).

1.2.9 Operatori Steklova

Za realnu funkciju f(x), x ∈ Rn definiximo Steklovǉeve operatore

usredǌeǌa. Neka je h pozitivna konstanta i ei jediniqni vektor koor-

dinatne ose Oxi , i = 1, 2 . . . , n. Oznaqimo

T+
i f(x) =

∫ 1

0

f(x+ hsei) ds, T−i f(x) =

∫ 0

−1

f(x+ hsei) ds,

T 2
i f = T+

i (T−i f) =

∫ 1

−1

(1− |s|)f(x+ hsei) ds.

Za ove operatore je poznato da pove�avaju glatkost funkcije po promen-

ǉivoj po kojoj se izgla�uje. Neposredno se pokazuje da oni preslikavaju

parcijalne izvode u koliqnike razlike

T−i

(
∂u

∂xi

)
= ux̄i , T+

i

(
∂u

∂xi

)
= uxi , T 2

i

(
∂2u

∂x2
i

)
= uxix̄i .
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1.3 Osnovne osobine integrala i izvoda razlomǉenog
reda

1.3.1 Specijalne funkcije

Specijalne funkcije, kao xto su gama, beta, Mitag–Leflerova a zatim

i Gausova hipergeometrijska i Beselova igraju va�nu ulogu u frakci-

onom raqunu. One se javǉaju prilikom izraqunavaǌa frakcionih inte-

grala nekih elementarnih funkcija kao i pri rexavaǌu jednaqina koje

u sebi sadr�e frakcione izvode. Ovde �emo navesti samo definicije

pomenutih funkcija, dok se vixe o ǌima mo�e na�i u [26], [43].

Gama funkcija Γ(z) se definixe preko Ojlerovog integrala druge

vrste

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1 dt

koji konvergira za sve kompleksne vrednosti z za koje je <(z) > 0. Zaista,

Γ(x+ iy) =

∫ ∞
0

e−ttx−1+iy dt =

∫ ∞
0

e−ttx−1eiy ln t dt

=

∫ ∞
0

e−ttx−1[cos(y ln t) + i sin(y ln t)] dt.

Izraz u zagradi na desnoj strani je ograniqen za svako t; konvergencija u

beskonaqnosti postoji zbog qlana e−t, a za konvergenciju u nuli moramo

imati x = <(z) > 0. Ova funkcija zadovoǉava redukcionu formulu

Γ(z + 1) = zΓ(z), <(z) > 0,

koja se mo�e dokazati parcijalnom integracijom. Pomo�u ǌe se gama

funkcija mo�e produ�iti na levu poluravan tj. za vrednosti <(z) ≤ 0,

z 6= 0,−1,−2, . . . , na slede�i naqin

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z)n
, <(z) > −n, n ∈ N, z /∈ Z−0 = {0,−1,−2, . . .},

gde je (z)n Pohamerov simbol za z ∈ C i n ∈ N0 definisan sa

(z)0 = 1, (z)n = z(z + 1)...(z + n− 1).

Odavde zakǉuqujemo da je gama funkcija analitiqka svuda u kompleksnoj
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ravni C osim u taqkama 0,−1,−2, ... u kojima ima polove prvog reda.

Beta funkcija B(z, ω) se definixe pomo�u Ojlerovog integrala prve

vrste

B(z, ω) =

1∫
0

tz−1(1− t)ω−1 dt, <(z) > 0, <(ω) > 0.

Veza izme�u gama i beta funkcija data je formulom

B(z, ω) =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(z + ω)
.

Mitag–Leflerova funkcija jednog parametra definixe se preko ste-

penog reda

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, α > 0.

Jasno, za α = 1 i α = 2 dobijamo razvoje eksponencijalne funkcije i

hiperboliqkog kosinusa

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

k!
= ez, E2(z) =

∞∑
k=0

zk

(2k)!
= cosh

√
z

Dvoparametarska Mitag–Leflerova funkcija je definisana redom

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0.

Za razliqite vrednosti parametara α, β odatle dobijamo mnoge dobro

poznate funkcije, na primer

E1,1(z) = ez, E1,2(z) =
ez − 1

z
, E2,1(z2) = cosh z, E2,2(z2) =

sinh z

z
.

Gausova hipergeometrijska funkcija se definixe u jediniqnom krugu

|z| < 1 pomo�u sume hipergeometrijskog reda

2F1(a; b; c; z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
,

gde su a, b ∈ C, c ∈ C \Z−0 parametri. Red apsolutno konvergira za |z| < 1

dok za |z| = 1 konvergira ako je zadovoǉen uslov <(c− a− b) > 0.
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Beselova funkcija Jν(z) se definixe pomo�u hipergeometrijske funk-

cije

0F1(c; z) =
∞∑
k=0

zk

(c)kk!
= lim

a→∞ 1F1

(
a; c;

z

a

)
, |z| <∞

na slede�i naqin

Jν(z) =
1

Γ(ν + 1)

(
z

2

)ν
0F1

(
ν + 1;−z

2

4

)
=
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k+ν

Γ(ν + k + 1)k!

1.3.2 Riman–Liuvilov izvod

Postoji vixe pristupa definisaǌu izvoda i integrala necelobrojnog

reda ([4],[41],[42],[43]) ali su najzastupǉeniji Riman–Liuvilov i Ka-

putov pristup. Ako u Koxijevoj formuli za n-tostruku integraciju

neprekidne funkcije∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2 . . .

∫ xn−1

a

f(xn) dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− ξ)n−1f(ξ) dξ, n ∈ N,

zamenimo n ∈ N sa α > 0 i faktorijel sa Ojlerovom gama funkcijom

dolazimo do slede�e definicije.

Definicija 1.12. Neka je f ∈ L1(a, b) i α > 0. Tada se levi Riman–

Liuvilov integral razlomǉenog reda α, u oznaci Iαa+f, definixe sa

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− ξ)α−1f(ξ) dξ, x ∈ [a, b], (1.20)

dok se desni Riman–Liuvilov integral razlomǉenog reda α, u oznaci Iαb−f,

definixe sa

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(ξ − x)α−1f(ξ) dξ, x ∈ [a, b]. (1.21)

Za α = 0 definixemo I0
a+f = I0

b−f = f.

U specijalnom sluqaju kada je f(x) = (x − a)β−1, odnosno f(x) = (b −
x)β−1, x ∈ [a, b], α, β ∈ R, imamo

Iαa+(x− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1, α > 0, β > 0,
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Iαb−(b− x)β−1 =
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1, α > 0, β > 0.

Teorema 1.16. ([26]) Neka su α, β > 0 i f ∈ L1(a, b). Tada va�i

Iαa+I
β
a+f(x) = Iα+β

a+ f(x), Iαb−I
β
b−f(x) = Iα+β

b− f(x)

skoro svuda na [a, b]. Specijalno, ako je f ∈ C([a, b]) ili α + β ≥ 1, onda

jednakost va�i na celom intervalu [a, b].

Teorema 1.17. ([26],[46]) Uz uslove prethodne teoreme va�i jednakost

Iαa+I
β
a+f(x) = Iβa+I

α
a+f(x).

Napomena 1.18. Iz prethodne dve teoreme sledi da familija operatora

{Iαa+ : L1(a, b)→ L1(a, b), α > 0}

formira komutativnu polugrupu. Identiqki operator I0
a+ je neutralni

element ove polugrupe.

Operatori Iαa+ i Iαb− su ograniqeni operatori iz Lp(a, b) u Lp(a, b) za

p ≥ 1.

Sada uvedimo inverzni operator frakcione integracije koga nazi-

vamo frakcioni izvod ili izvod razlomǉenog reda.

Definicija 1.13. Neka je f ∈ ACn([a, b]) i n − 1 ≤ α < n, n ∈ N. Tada se

levi Riman–Liuvilov izvod reda α funkcije f, u oznaci Dα
a+, definixe kao

Dα
a+f(x) =

d[α]+1

dx[α]+1
I

[α]+1−α
a+ f(x)

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− ξ)n−α−1f(ξ) dξ, x ∈ [a, b],

dok se desni Riman–Liuvilov izvod reda α funkcije f, u oznaci Dα
b−, defin-

ixe kao

Dα
b−f(x) = (−1)[α]+1 d

[α]+1

dx[α]+1
I

[α]+1−α
b− f(x)

=
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ b

x

(ξ − x)n−α−1f(ξ) dξ, x ∈ [a, b],

gde je [α] ceo deo od α.
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Prethodna definicija dozvoǉava α = 0 xto daje D0
a+f(x) = D0

b−f(x) =

f(x). Ako funkcija f(x) ima neprekidni n−ti izvod na [a, b], onda za α→ n

ili α→ n−1, levi (desni) Riman–Liuvilov izvod postaje obiqni izvod

n−tog ili (n− 1)−og reda funkcije f(x).

Za funkcije vixe promenǉivih parcijalni izvod razlomǉenog reda

se definixe analogno, na primer:

Dα
x,a+f(x, t) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

(∫ x

a

(x− ξ)n−α−1f(ξ, t) dξ

)
, x > a,

Dβ
t,c+f(x, t) =

1

Γ(m− β)

dm

dtm

(∫ t

c

(t− τ)m−β−1f(x, τ) dτ

)
, t > c,

gde je n− 1 < α < n, m− 1 < β < m i n,m ∈ N.

Lema 1.19. ([4]) Ako je f ∈ ACn[a, b], onda izvodi Dα
a+f i Dα

b−f postoje

skoro svuda na [a, b] i va�i

Dα
a+f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− ξ)n−α−1f (n)(ξ) dξ,

Dα
b−f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(b)

Γ(1 + k − α)
(b− x)k−α +

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(ξ − x)n−α−1f (n)(ξ) dξ.

U specijalnom sluqaju kada je f(x) = (x− a)β−1, x > a, odnosno f(x) =

(b− x)β−1, x < b, imamo

Dα
a+(x− a)β−1 =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1,

Dα
b−(b− x)β−1 =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1.

Iz posledǌe dve jednakosti sledi da je izvod konstante

Dα
a+C =

C

Γ(1− α)
(x− a)−α i Dα

b−C =
C

Γ(1− α)
(b− x)−α.

Za razliku od operatora integracije, Riman–Liuvilov operator di-

ferenciraǌa u opxtem sluqaju ne zadovoǉava svojstvo polugrupe a ni

komutativnost. Va�i slede�a teorema.

Teorema 1.20. ([46]) Neka je α, β ≥ 0, ϕ ∈ L1(a, b) i neka je f = Iα+β
a+ ϕ. Tada
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va�i

Dα
a+D

β
a+f = Dα+β

a+ f.

Teorema 1.21. ([46]) Neka je α ≥ 0. Tada za svako f ∈ L1(a, b) va�i

Dα
a+I

α
a+f(x) = f(x) i Dα

b−I
α
b−f(x) = f(x)

skoro svuda na [a, b].

Na osnovu prethodne teoreme sledi da je Riman–Liuvilov izvod Dα
a+

(Dα
b−) levi inverzni operator za Riman–Liuvilov integral Iαa+(I

α
b−). U

opxtem sluqaju se ne mo�e tvrditi da je i desni.

Na skupu generalisanih funkcija iz D′+ integrali i izvodi razlo-

mǉenog reda se interpretiraju kao konvolucija

Iα0+f = f ∗ ψα, Dα
0+f = f ∗ ψ−α, α > 0,

gde je ψα ∈ D′+ familija distribucija definisana na slede�i naqin

ψα =


θ(x)
Γ(α)

xα−1, α > 0

ψ′α+1(x), α ≤ 0
.

Preciznije, operator A : D′+ → D′+ odre�en formulom

Af = f ∗ ψα, f ∈ D′+,

nazivamo operatorom Riman–Liuvila. On predstavǉa operator dife-

renciraǌa za α < 0, odnosno operetor integraǉeǌa za α > 0. Frakcioni

izvodi zadovoǉavaju polugrupno svojstvo na D′+.

1.3.3 Kaputov izvod

Definicija frakcionog izvoda Riman–Liuvila igra veliku ulogu u

razvoju teorije frakcionog raquna i ǌegove primene. Ipak, ta defini-

cija nosi sobom i neka ograniqeǌa. Naime, kako se za potrebe prakse,

recimo u oblasti mehanike, dolazi do diferencijalnih jednaqina sa

razlomǉenim izvodima, javǉa se i potreba za definisaǌem poqetnih

uslova za takve jednaqine. Riman–Liuvilov pristup dovodi do poqet-
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nih uslova koji sadr�e graniqne vrednosti Riman–Liuvilovog izvoda:

lim
x→a

Dα−1
a+ f(x) = b1, . . . , lim

x→a
Dα−n
a+ f(x) = bn.

Iako se problemi sa ovakvom vrstom poqetnih uslova mogu rexiti

matematiqki, ǌihova rexeǌa su praktiqno beskorisna zato xto nije

poznata fiziqka interpretacija za takvu vrstu poqetnih uslova. Za

potrebe prakse pogodnija je Kaputova definicija izvoda razlomǉenog

reda.

Definicija 1.14. Levi Kaputov izvod razlomǉenog reda α, u oznaci CDα
a+,

definixe se sa

CDα
a+f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− ξ)n−α−1f (n)(ξ) dξ, n− 1 ≤ α < n, x ∈ [a, b],

dok se desni Kaputov izvod razlomǉenog reda α, u oznaci CDα
b−, definixe

sa

CDα
a+f(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(ξ − x)n−α−1f (n)(ξ) dξ, n− 1 ≤ α < n, x ∈ [a, b].

Nije texko videti da je

CDα
a+ = I

[α]+1−α
a+

d[α]+1

dx[α]+1
, CDα

b− = (−1)[α]+1I
[α]+1−α
b−

d[α]+1

dx[α]+1
,

gde su I
[α]+1−α
a+ i I

[α]+1−α
b− levi i desni Riman–Liuvilov frakcioni inte-

gral respektivno.

Za razliku od Riman–Liuvilovog izvoda, Kaputov izvod konstante je

jednak nuli
CDα

a+C = 0 i CDα
b−C = 0.

Za n − 1 ≤ α < n, n ∈ N, Kaputovi izvodi CDα
a+ i CDα

b− su ograniqeni

operatori koji preslikavaju Cn[a, b] na

Ca = {f : f ∈ C[a, b], f(a) = 0} i Cb = {f : f ∈ C[a, b], f(b) = 0}

respektivno. U opxtem sluqaju, Riman–Liuvilov i Kaputov izvod nisu
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jednaki. Za n− 1 < α < n, n ∈ N veza izme�u ǌih je data sa

Dα
a+f(x) = CDα

a+f(x) +
n−1∑
j=0

f (j)(a+ 0)
(x− a)j−α

Γ(j − α + 1)

i

Dα
b−f(x) = CDα

b−f(x) +
n−1∑
j=0

f (j)(b− 0)
(b− x)j−α

Γ(j − α + 1)
.

1.4 Pojam diferencijske sheme

Neka se u oblasti Ω promenǉivih x1, x2, ..., xn tra�i rexeǌe u linearne

parcijalne diferencijalne jednaqine

Lu(x) = f(x), x = (x1, ..., xn) ∈ Ω (1.22)

koje na granici Γ oblasti Ω zadovoǉava graniqni uslov

lu(x) = g(x), x ∈ Γ. (1.23)

Da bi se zadatak (1.22)− (1.23) rexio, izvrxi se ǌegova diskretizacija.

Oblast Ω̄ = Ω∪Γ se zameni skupom diskretnih taqaka (qvorova) Ω̄h, koji

nazivamo mre�om. Kod mre�e razlikujemo skup unutraxǌih qvorova

Ωh i skup graniqnih qvorova Γh = Ω̄h \ Ωh. Gustinu rasporeda qvorova

karakterixemo parametrom h > 0 (obiqno je to korak mre�e ili veliqna

koja od ǌega zavisi). Ukoliko izvode koji se javǉaju u (1.22)− (1.23) za-

menimo koliqnicima razlika funkcije u qvorovima dobijemo aproksi-

macioni zadatak

Lhvh(x) = fh(x), x ∈ Ωh, (1.24)

lhvh(x) = gh(x), x ∈ Γh. (1.25)

Diskretan zadatak (1.24) − (1.25) predstavǉa sistem algebarskih jedna-

qina i naziva se diferencijskom shemom zadatka (1.22)− (1.23).

U skupove funkcija definisanih na Ω̄h, Ωh i Γh uvedimo redom norme

‖ · ‖1,h, ‖ · ‖2,h i ‖ · ‖3,h. Sa uh oznaqimo projekciju rexeǌa u = u(x) za-

datka (1.22)− (1.23) na prostor funkcija definsanih na Ω̄h. Grexku sheme

oznaqimo sa zh = vh − uh. Ako su operatori Lh i lh linearni tada zh
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zadovoǉava uslove

Lhzh(x) = ϕh(x), x ∈ Ωh,

lhzh(x) = ψh(x), x ∈ Γh,

gde je ϕh(x) = Lhu(x) − fh(x), x ∈ Ωh i ψh(x) = lhu(x) − gh(x), x ∈ Γh. Za

diferencijsku shemu (1.24)−(1.25) ka�emo da aproksimira zadatak (1.22)−
(1.23) ako ‖ϕh‖2,h → 0 i ‖ψh‖3,h → 0 kada |h| → 0. Diferencijska shema

konvergira brzinom O(|h|k) ako je ‖vh− uh‖1,h = O(|h|k). Za diferencijsku

shemu se uvode pojmovi stabilnosti i korektnosti. Shema je stabilna

ako za dovoǉno malo h ǌeno rexeǌe vh neprekidno zavisi od ulaznih

podataka fh i gh, odnosno ako postoje konstante M1 i M2 koje ne zavise

od h, fh i gh, takve da je

‖vh‖1,h ≤M1‖fh‖2,h +M2‖gh‖3,h. (1.26)

Nejednakosti oblika (1.26) nazivamo apriornim ocenama za shemu (1.24)−
(1.25).

Ako je shema stabilna i za |h| ≤ h0 jednoznaqno rexiva pri proizvo-

ǉnim ulaznim podacima fh i gh ka�emo da je ona korektna.

Diferencijska shema se obiqno svodi na sistem linearnih jednaqina

s velikim brojem nepoznatih pa je va�no da ona bude ekonomiqna, odnosno

da aproksimira polazni zadatak sa datom taqnox�u i da se ǌeno rexeǌe

dobija sa minimalnim brojem aritmetiqkih operacija.

Pojam mre�e i operatora konaqnih razlika bi�e uveden pri aproksi-

maciji konkretnog zadatka.
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2 Jednaqina subdifuzije

2.1 Fiziqki smisao

Izvodi razlomǉenog reda se javǉaju pri modeliraǌu razliqitih pojava

u raznim oblastima nauke. Jednaqinama sa takvim izvodima opisuju se

brojni zadaci u okviru klasiqne mehanike, hidrodinamike, nanofizike,

elektrotehnike, hemije i drugih nauka ([4],[6],[9],[42],[43],[51]). U lite-

raturi se qesto nailazi na jednaqine koje opisuju viskoelastiqna svo-

jstva materijala i proces difuzije qestica ([7],[10],[39]) a u skorije

vreme popularna je primena u opisivaǌu viskoelastiqnosti tkiva plu�a

([19]) i konstrukciji frakcionog modela sredǌeg uha ili ǉudskog zuba.

Kao prvi primer primene frakcionih operatora mo�emo navesti Abe-

lovu jednaqinu ([43]). Abel se bavio problemom odre�ivaǌa oblika

krive takve da je vreme spuxtaǌa tela zanemarǉive mase niz tu krivu,

bez treǌa, pod uticajem gravitacije nezavisno od poqetnog polo�aja

tela. Integralna jednaqina

1

Γ(α)

∫ t

0

ϕ(τ)

(t− τ)1−α dt = f(t), t > 0,

gde je 0 < α < 1, naziva se opxta Abelova jednaqina. ǋeno rexeǌe je

dato formulom

ϕ(x) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α
dt, t > 0,

koje se qex�e pixe u obrnutom poretku

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α
dt = ϕ(x), t > 0.

U oznakama frakcionog raquna posledǌe dve jednaqine su redom oblika

Iαt,0+ϕ(t) = f(t), t > 0, Dα
t,0+f(t) = ϕ(t), t > 0.

Drugi primer se odnosi na kretaǌe qestica. Normalna ili obiqna

difuzija je proces xireǌa qestica unutar gasa ili teqnosti. Naziva

se jox i Gausova difuzija i karakterixu je kretaǌe qestica iz oblasti
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vixe koncentracije ka oblasti ni�e koncentracije. Takav sistem je

blizak ravnote�nom staǌu. Jednaqina koja opisuje jednodimenziono

Braunovo sluqajno kretaǌe test qestice koja iz pozicije j nasumiqno

prelazi na najbli�u susednu poziciju, odnosno j−1 ili j+1 u diskretnoj

vremenskoj jedinici ∆t, data je sa

Wj(t+ ∆t) =
1

2
Wj−1(t) +

1

2
Wj+1(t).

Ova jednaqina definixe funkciju gustine verovatno�e. Koeficijent 1
2

govori da je kretaǌe qestice izotropno, tj.verovatno�a da se ona pomeri

levo ili desno je 1
2
. Koriste�i Tejlorov razvoj, za ∆t → 0, ∆x → 0

dobijamo

Wj(t+ ∆t) = Wj(t) + ∆t
∂Wj

∂t
+O((∆t)2),

Wj±1(t) = Wj(x, t)±∆x
∂Wj

∂x
+

(∆x)2

2

∂2Wj

∂x2
+O((∆x)3),

xto dovodi do obiqne jednaqine difuzije

∂W

∂t
= K1

∂2

∂x2
W (x, t), K1 = lim

∆x→0,∆t→0

(∆x)2

2∆t
<∞.

Inspirisani tom formulom, definiximo standardni Koxijev problem

za jednaqinu difuzije na naqin koji je pokazan u [38], odnosno

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
, x ∈ R, t ∈ R+

0 (2.1)

sa poqetnim uslovom u(x, 0+) = u0(x). Poznato je da je fundamentalno

rexeǌe tog problema (ili Grinova funkcija), za poqetni uslov u0(x) =

δ(x) koji se svodi na homogeni uslov kada |x| → ∞, Gausova funkcija

gustine verovatno�e (eng. probability density function, pdf)

u(x, t) =
1

2
√
π
t−1/2e−x

2/(4t),

qija varijansa, odnosno drugi centralni momenat raste linearno,

σ2(t) =

∫ ∞
−∞

x2u(x, t) dx = 2t,

pa za obiqnu difuziju va�i da je asimptotsko sredǌe-kvadratno preme-

xtaǌe qestica linearna funkcija vremena. Me�utim, u odre�enim siste-
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mima ne va�i opisano ponaxaǌe i oni su daleko od staǌa ravnote�e, a

difuzija je ili spora ili brza. Takvo odstupaǌe od obiqne difuzije se

zove anomalna difuzija ([39]).

Grinova funkcija u(x, t) mo�e se zapisati u obliku

u(x, t) = t−1/2U(x/t1/2) gde je U(x) := u(x, 1).

Funkcija U(x) se zove redukovana Grinova funkcija i zavisi od slo�ene

promenǉive X := x/t1/2. Sada se, koriste�i alat frakcionog raquna,

mo�e generalizovati Koxijev problem u ciǉu dobijaǌa razlomǉene po

vremenu jednaqine difuzije. Neka je 0 < α < 1. Slede�a dva problema

∂u(x, t)

∂t
= D1−α

t+

∂2u(x, t)

∂x2
, x ∈ R, t ∈ R+

0 ; u(x, 0+) = u0(x),

CDα
t+u(x, t) =

∂2u(x, t)

∂x2
, x ∈ R, t ∈ R+

0 ; u(x, 0+) = u0(x), (2.2)

gde su D1−α
t+ i CDα

t+ Riman–Liuvilov i Kaputov izvod, redom, su ekvi-

valentna. Fundamentalno rexeǌe (2.2) sa u0(x) = δ(x) mo�e se dobiti

primenom Furijeove i Laplasove transformacije uzastopno, te ǌihovim

invertovaǌem xto je pokazano u [16],[37],[38]. Tako se dolazi do za-

kǉuqka da

u(x, t) = t−α/2U(|x|/tα/2), U(x) ∼ Axae−bx
c

, |x| → ∞

gde su A, a, b, i c izraqunǉive konstante koje zavise od α. Ovde je vari-

jansa

σ2(t) =
2tα

Γ(α + 1)
, 0 < α ≤ 1,

pa za α < 1 dobijamo sub-linearan rast po vremenu. Procesi za koje

va�i ta karakteristika nazivaju se subdifuzionim, a sam zadatak (2.2)

predstavǉa poqetni problem za jednaqinu subdifuzije (eng. Initial Value

Problem).

Predmet naxeg izuqavaǌa bi�e poqetno-graniqni problem (eng. Ini-

tial - Boundary Value Problem) za dvodimenzionu jednaqinu subdifuzije i

ǌena aproksimacija metodom konaqnih razlika.
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2.2 Specifiqni prostori Soboǉeva za jednaqinu sub-
difuzije

Ovde �emo se upoznati sa novim funkcionalnim prostorima koje �emo

nadaǉe koristiti. Definisa�emo polunorme i norme u ǌima i uo-

qiti vezu koja postoji izme�u prostora definisanih pomo�u Riman–

Liuvilovog izvoda i prostora Soboǉeva razlomǉenog reda na ograni-

qenom domenu.

Definicija 2.1. Neka je α > 0. Definiximo polunorme

|u|Cα+[a,b] =
∥∥Dα

a+u
∥∥
C[a,b]

, |u|Cα−[a,b] =
∥∥Dα

b−u
∥∥
C[a,b]

,

|u|Hα
+(a,b) =

∥∥Dα
a+u
∥∥
L2(a,b)

, |u|Hα
−(a,b) =

∥∥Dα
b−u
∥∥
L2(a,b)

,

i norme

‖u‖Cα±[a,b] =
(
‖u‖2

Cbαc[a,b] + |u|2Cα±[a,b]

)1/2

,

‖u‖Hα
±(a,b) =

(
‖u‖2

Hbαc(a,b) + |u|2Hα
±(a,b)

)1/2

.

Prostor funkcija sa konaqnom normom ‖ · ‖Cα+[a,b] (‖ · ‖Cα−[a,b]), oznaqimo sa

Cα
+[a, b] (Cα

−[a, b]). Sa Hα
+(a, b) (Hα

−(a, b)) oznaqimo prostor funkcija sa konaq-

nom normom ‖ · ‖Hα
+(a,b) (‖ · ‖Hα

+(a,b)). Sa Ḣα
+(a, b) (Ḣα

−(a, b)) oznaqimo zatvoreǌe

skupa Ċ∞(a, b) u normi ‖ · ‖Hα
+(a,b) (‖ · ‖Hα

+(a,b)).

Definicija 2.2. Neka je α > 0, α 6= n+ 1
2
, n ∈ N0. Definiximo polunormu

|u|Hα
c (a,b) =

∣∣∣(Dα
a+u,D

α
b−u
)
L2(a,b)

∣∣∣1/2
i normu

‖u‖Hα
c (a,b) =

(
‖u‖2

Hbαc(a,b) + |u|Hα
c (a,b)

)1/2

.

Sa Ḣα
c (a, b) oznaqimo zatvoreǌe skupa Ċ∞(a, b) u normi ‖ · ‖Hα

c (a,b).

Definicija 2.3. Za dva ili vixe prostora ka�emo da su ekvivalentni

ako imaju ekvivalentne polunorme i norme.

Teorema 2.1. ([30]) Neka je α > 0, α 6= n + 1
2
, n ∈ N0. Tada su prostori

Ḣα
−(a, b), Ḣα

+(a, b), Ḣα
c (a, b) i Ḣα(a, b) ekvivalentni.

Za ispitivaǌe egzistencije slabih rexeǌa jednaqina sa frakcionim

operatorima, neophodna su slede�a tvr�eǌa za operisaǌe sa ǌima.
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Lema 2.2. ([15],[24]) Neka je α > 0, u ∈ Ċ∞(R) i suppu ∈ (a, b). Za realnu

funkciju u(x) va�i

(
Dα
a+u,D

α
b−u
)
L2(a,b)

= cos(πα)
∥∥Dα

a+u
∥∥2

L2(a,+∞)
.

Iz ove leme se neposredno dobija slede�a

Posledica 2.3. Za α = n+ 1
2
, n ∈ N0 va�i (Dα

a+u,D
α
b−)L2(a,b) = 0. Na primer,

(D
1/2
a+ u,D

1/2
b− u)L2(a,b) = (u′, u)L2(a,b) = 0.

Lema 2.4. ([24],[30],[33]) Neka je 0 < α < 1, u ∈ Hα
+(a, b), v ∈ Hα

−(a, b). Tada

(Dα
a+u, v)L2(a,b) = (u,Dα

b−v)L2(a,b).

Lema 2.5. ([30]) Neka je 0 < α < 1, u ∈ Hα
+(a, b), v ∈ Hα/2

− (a, b). Tada

(Dα
a+u, v)L2(a,b) = (D

α/2
a+ u,D

α/2
b− v)L2(a,b).

Neka je Aα0 [a, b] skup svh funkcija u(x) koje na [a, b] imaju apsolutno

neprekidan integral reda 1 − α sa poqetkom u a i krajem u x koji je

jednak nuli za x = a. Va�i slede�a

Teorema 2.6. ([42]) Za 0 ≤ α < 1 i bilo koju funkciju u ∈ Aα0 [a, b] va�i

(u,Dα
a+u) ≥ 0 i (u,Dα

a+u) = 0 ako i samo ako u = 0.

Pozitivnost operatora frakcionog diferenciraǌa omogu�ava da se

dobiju apriorne ocene za rexeǌa velike klase graniqnih problema.

2.3 Formulacija problema

U daǉem radu �emo, za 0 < α < 1, Ω = (0, 1) × (0, 1) i Q = Ω × (0, T ),

razmatrati jednaqinu

Dα
t,0+u−∆u = f(x, t), x = (x1, x2) ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (2.3)

gde je ∆u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22
. Jednaqini pridru�ujemo graniqni

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ), (2.4)
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i poqetni uslov

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω̄, (2.5)

Osim ove, bi�e razmatrana i nexto opxtija jednaqina sa promen-

ǉivim koeficijentima

Dα
t,0+u+ Lu = f(x, t), x = (x1, x2) ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (2.6)

sa istim poqetno-graniqnim uslovima (2.4), (2.5), gde je

Lu = −
2∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ au.

Pretpostavǉamo da koeficijenti diferencijalnog operatora Lu zado-

voǉavaju standardne uslove eliptiqnosti

aij, a ∈ L∞(Ω), a ≥ 0, aij = aji,

2∑
i,j=1

aijξiξj ≥ c0

2∑
i=1

ξ2
i , x ∈ Ω, ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, c0 > 0.

(2.7)

U klasiqnoj teoriji se tra�i rexeǌe u koja zadovoǉava (2.3) − (2.5)

i pripada prostoru W 1
t ((0, T ), C(Ω)) ∩C([0, T ], C2(Ω)) gde je W 1

t (0, T ) = {u :

u ∈ C1(0, T ], u′ ∈ L1(0, T )} ([36],[34],[35]). Ako klasiqno rexeǌe postoji

onda f ∈ C(Q̄). Me�utim, ovakva formulacija ne mo�e da zadovoǉi

zahteve prakse jer ulazni podaci najqex�e nisu neprekidne funkcije.

Da bismo se oslobodili jakih ograniqeǌa klasiqne teorije i radili sa

jednaqinama u kojima su date funkcije maǌe glatkosti, umesto klasiqnog

rexeǌa, tra�imo slabo rexeǌe problema. To je generalizacija pojma

rexeǌa u smislu da su zahtevi na glatkost funkcije u oslabǉeni. Tako,

u sluqaju da su ulazni podaci sumabilne funkcije, rexeǌe tra�imo u

specijalnim prostorima soboǉevskog tipa. Definiximo anizotropni

prostor Soboǉeva na uobiqajeni naqin ([32])

Hα,β(Q) = L2((0, T ), Hα(Ω)) ∩Hβ((0, T ), L2(Ω)) (2.8)

sa normom

‖u‖Hα,β(Q) =
(
‖u‖2

L2((0,T ),Hα(Ω)) + ‖u‖2
Hβ((0,T ),L2(Ω))

)1/2

. (2.9)
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Analogno, definiximo i

Hα,β
± (Q) = L2((0, T ), Hα(Ω)) ∩Hβ

±((0, T ), L2(Ω)).

Kako je, za 0 ≤ β < 1/2, Ḣβ(Ω) = Hβ(Ω), primetimo da tada va�i i

Hα,β
+ (Q) = Hα,β

− (Q) = Hα,β(Q).

Pretpostavimo da je f ∈ L2(Q). Ako pomno�imo (2.6) sa test funkcijom

v, integralimo po oblasti Ω i primenimo parcijalnu integraciju, do-

bijamo

(
Dα
t,0+u, v

)
L2(Ω)

+
2∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xj
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

+ (au, v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) .

Ako primenimo lemu 2.5 i dobijenu jednakost integralimo po t od 0 do

T mo�emo uvesti slede�u slabu formu razmatranog problema: Na�i

u ∈ Ḣ1,α/2(Ω) tako da

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ Ḣ1,α/2(Ω), (2.10)

gde je

a(u, v) =
(
D
α/2
t,0+u,D

α/2
t,T−v

)
L2(Q)

+
2∑

i,j=1

(
aij

∂u

∂xj
,
∂v

∂xi

)
L2(Q)

+ (au, v)L2(Q)

bilinearni funkcional na Ḣ1,α/2(Ω)× Ḣ1,α/2(Ω) i

l(v) = (f, v)L2(Q)

linearni funkcional na Ḣ1,α/2(Ω).

Teorema 2.7. Neka je 0 < α < 1, f ∈ L2(Q) i neka va�e uslovi (2.7). Tada

je problem (2.6) sa uslovima (2.4), (2.5), korektno postavǉen u Ḣ1,α/2(Q) i

ǌegovo rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖u‖H1,α/2(Q) ≤ C‖f‖L2(Q). (2.11)

Dokaz. Koriste�i nejednakost Koxi–Xvarca pokazuje se ograniqenost

funkcionala a(u, v), a uz pomo� lema 2.1, 2.2 i nejednakosti (1.13) koer-
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civnost, odnosno

a(u, u) ≥ c‖u‖2
H1,α/2(Q) (2.12)

Funkcional l(v) je oqigledno ograniqen. Time su ispuǌeni uslovi za

primenu leme 1.1, pa postoji jedinstveno slabo rexeǌe u ∈ Ḣ1,α/2(Q).

Ocena stabilnosti (2.11) se dobija za v = u u (2.10) uz primenu nejed-

nakosti Koxi–Xvarca ne desnoj strani i nejednakosti (2.12).

Za element u prostora Ḣα/2((0, T ), L2(Ω)) va�i nejednakost ([32])∫ T

0

(T − t)−α ‖u(·, t)‖2
L2(Ω) dt < C‖u‖2

Hα/2((0,T ),L2(Ω),

te se mo�e definisati i slede�a norma

‖u‖2
B1,α/2(Q) =

∫ T

0

[
(T − t)−α‖u(·, t)‖2

L2(Ω) + ‖u(·, t)‖2
H1(Ω)

]
dt, (2.13)

koja je slabija od norme ‖ · ‖H1,α/2(Ω). Zbog toga je direktna posledica

prethodne teoreme i slede�a apriorna ocena

‖u‖B1,α/2(Q) ≤ C‖f‖L2(Q).

Pod nexto jaqim uslovima mo�e se pokazati da problem (2.6), (2.4), (2.5)

ima i jako rexeǌe, tj. rexeǌe koje pripada prostoru H2,α
+ .

Teorema 2.8. Neka va�e pretpostavke teoreme 2.7 i neka aij ∈ W 1
∞(Ω).

Tada rexeǌe problema (2.6), (2.4), (2.5), pripada prostoru H2,α
+ (Q)∩Ḣ1,α/2(Q)

i va�i slede�a apriorna ocena

‖u‖H2,α
+ (Q) ≤ C‖f‖L2(Q).

Dokaz. Mno�e�i jednaqinu (2.6) sa Lu i integriraju�i po oblasti Q

dobijamo

(Dα
t,0+u,Lu)L2(Q) + (Lu,Lu) = (f,Lu)L2(Q). (2.14)

Daǉe je

(Lu,Lu)L2(Q) = ‖Lu‖2
L2(Q) i (f,Lu)L2(Q) ≤

1

2
‖f‖2

L2(Q) +
1

2
‖Lu‖2

L2(Q).

Doka�imo jox da je prvi sabirak u jednakosti (2.14) pozitivan. Kori-

ste�i qiǌenicu da je operator L samokonjugovan i pozitivno definitan,
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va�i slede�e

(Dα
t,0+u,Lu)L2(Q) =

∫ T

0

(Dα
t,0+u(·, t),Lu(·, t))L2(Q) dt

=

∫ T

0

(Dα
t,0+u(·, t), u(·, t))L dt =

∫ T

0

(
D
α/2
t,0+u(·, t), Dα/2

t,T−u(·, t)
)
L
dt

= cos
απ

2

∫ ∞
0

∥∥∥Dα/2
t,0+u(·, t)

∥∥∥2

L
dt ≥ cos

απ

2

∫ T

0

∥∥∥Dα/2
t,0+u(·, t)

∥∥∥2

L
dt

≥ c0 cos
απ

2

∫ T

0

∥∥∥Dα/2
t,0+u(·, t)

∥∥∥2

H1(Ω)
dt ≥ 0,

gde je (·, ·)L energetski skalarni proizvod. Sliqno, mno�e�i jednaqinu

(2.6) sa Dα
0,+u i integriraju�i po oblasti Q, dobijamo

(Dα
t,0+u,D

α
t,0+u)L2(Q) + (Dα

t,0+u,Lu) = (Dα
t,0+u, f)L2(Q). (2.15)

Daǉe je

(Dα
t,0+u,D

α
t,0+u)L2(Q) = ‖Dα

t,0+u‖2
L2(Q) i (Dα

t,0+u, f)L2(Q) ≤
1

2
‖f‖2

L2(Q)+
1

2
‖Dα

t,0+u‖2
L2(Q).

Poxto smo za drugi qlan u jednakosti (2.15) pokazali da je pozitivan,

tako dobijamo

‖Dα
t,0+u‖2

L2(Q) + ‖Lu‖2
L2(Q) ≤ 2‖f‖2

L2(Q).

Konaqan rezultat dobijamo koriste�i tzv. drugu osnovnu nejednakost

([28])

‖u‖2
H2(Ω) ≤ C

(
‖Lu‖2

L2(Ω) + ‖u‖2
H1(Ω)

)
,

iz koje sledi ekvivalentnost normi ‖Lu‖L2(Ω) i ‖u‖H2(Q).
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3 Aproksimacija metodom konaqnih razlika

U ovom poglavǉu postavi�emo diferencijske sheme za rexavaǌe jed-

naqine subdifuzije zasnovane na metodi konaqnih razlika koje su ve�

sretane u literaturi ([2],[3],[13],[29],[54]). Najpre �emo posmatrati

jednodimenzionu jednaqinu za koju implicitna shema i shema sa te�i-

nom, sliqno kao u sluqaju paraboliqkih jednaqina, imaju dobre osobine.

Pokaza�emo stabilnost i korektnost tih shema u odgovaraju�im nor-

mama i odrediti im brzinu konvergencije u istim. Prilikom diskre-

tizacije graniqnih problema za jednaqinu subdifuzije dobija se sistem

sa velikim brojem nepoznatih. Matrice takvih sistema imaju posebnu

strukturu. Na primer, ako postavimo implicitnu shemu u jednodimen-

zionom sluqaju, dobije se sistem sa trodijagonalnom matricom. Takav

sistem jednaqina se lako rexava i broj aritmetiqkih operacija je pro-

porcionalan broju nepoznatih. Za sheme koje imaju tu osobinu lake

rexivosti, ka�emo da su ekonomiqne. Ovaj rezultat se ne mo�e direk-

tno preneti za vixedimenzioni sluqaj, te nastaje problem kako da se

konstruixe ekonomiqna shema. U tu svrhu, razvijene su tzv. sheme

promenǉivih pravaca ([21],[45]). One redukuju vixedimenzione pro-

bleme na niz jednodimenzionih. Postoje dve klase ekonomiqnih shema

koje su znaqajne: aditivne i faktorizovane sheme. Ali, o ǌima �e biti

reqi u narednom poglavǉu.

Analitiqko rexeǌe jednaqine subdifuzije mo�e se na�i u [37],[47].

Postoji vixe numeriqkih metoda razvijenih za pomenutu jednaqinu. Qe-

sto se zasnivaju na metodi konaqnih razlika. Lin, Li i Ksu ([31]) su

predlo�ili aproksimaciju baziranu na metodi konaqnih razlika po vre-

menskoj promenǉivoj i Lagran�evoj spektralnoj metodi po prostornoj.

Li i Ksu ([30]) su koristili spektralnu metodu po obe promenǉive.

Zuang ([54]) je predlo�io implicitnu shemu i prouqio ǌenu stabil-

nost i konvergenciju. Qen je pokazao da je eksplicitna shema, kao i u

paraboliqkim problemima, uslovno stabilna, dok je implicitna bezu-

slovno stabilna ([11]). Posebno su znaqajni radovi Alihanova, koji je

za jednodimenzionu jednaqinu subdifuzije predlo�io shemu sa te�inom

([1], [2], [3]).

Za razliku od gore pomenutih autora koji su ocene stabilnosti i

brzine konvergencije dobijali pod pretpostavkom da je funkcija do-
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voǉno glatka, ovde �e biti ciǉ xto vixe smaǌiti uslov na glatkost

rexeǌa.

Izvod razlomǉenog reda po vremenu glavna je razlika izme�u kla-

siqne paraboliqke jednaqine i jednaqine subdifuzije. Poka�imo kako

se Riman–Liuvilov izvod aproksimira u diskretnom sluqaju.

Neka je Ω̄ = [0, 1] i Q̄ = Ω × [0, T ]. Definiximo ravnomernu mre�u

Q̄hτ = ω̄h×ω̄τ gde je ω̄h = {x = ih : i = 0, 1, ..., N ;h = 1/N} i ω̄τ = {tk = kτ : k =

0, 1, ...,M ; τ = T/M}. Skup qvorova mre�e za koje je tj = const naziva�emo

vremenski sloj. Uvedimo tako�e mre�e ωh = ω̄h ∩ Ω, ω−h = ω̄h ∩ [0, 1),

ω+
h = ω̄h∩ (0, 1], ωτ = ω̄τ ∩ (0, T ), ω−τ = ω̄τ ∩ [0, T ), ω+

τ = ω̄τ ∩ (0, T ] i γh = ω̄h \ωh.
Koristi�emo standardne oznake

v = v(x, t), v̂ = v(x, t+ τ), v̌ = v(x, t− τ)

vi = v(xi, t), t ∈ ω̄τ , vk = v(x, tk), x ∈ ω̄h.

Levi Kaputov izvod razlomǉenog reda α, 0 < α < 1, na mre�i Ω̄hτ

aproksimiramo na slede�i naqin

CDα
t,0+,τu(x, tk) = CDα

t,0+,τu
k =

1

Γ(1− α)

∫ tk

0

∂u(x, t)

∂t
(tk − t)−α dt

=
1

Γ(1− α)

k−1∑
l=0

∫ tl+1

tl

∂u(x, t)

∂t
(tk − t)−α dt

≈ 1

Γ(1− α)

k−1∑
l=0

ul+1 − ul

τ

∫ tl+1

tl

(tk − t)−α dt

=
1

Γ(2− α)

k−1∑
l=0

ut
[
(tk − tl)1−α − (tk − tl+1)1−α]

=
τ 1−α

Γ(2− α)

k−1∑
l=0

ut
[
(k − l)1−α − (k − l − 1)1−α] =

τ 1−α

Γ(2− α)

k−1∑
l=0

ak−lut, (3.1)

gde je

ak−l = (k − l)1−α − (k − l − 1)1−α, 0 ≤ l < k ≤M.

Koeficijenti ak−l su strogo opadaju�i i va�i 1 = a1 > a2 > . . . > aM > 0.

Kako za 0 < α < 1 va�i relacija

Dα
0+u(x, t) = CDα

0+u(x, t) +
u(x, 0)

Γ(1− α)
t−α,
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sledi da su, za funkciju u koja zadovoǉava homegen poqetni uslov (u(x, 0) =

0), Riman–Liuvilov i Kaputov izvod jednaki. Levi Riman –Liuvilov

izvod se tada tako�e aproksimira formulom (3.1). Primetimo da je

reprezentacija ista i u sluqaju da funkcija u zavisi i od dve ili vixe

prostornih promenǉivih. Iz (3.1) sledi i da �e aproksimacija naxeg

zadatka na k−tom sloju sadr�ati vrednosti tra�ene funkcije sa svih

prethodnih vremenskih slojeva. To je posledica nelokalnog karaktera

operatora frakcionog diferenciraǌa.

Osim formule (3.1) qesto se koristi i slede�a reprezentacija diskre-

tizovanog razlomǉenog izvoda

Dα
t,0+,τu

k =
τ−α

Γ(2− α)

k−1∑
l=0

ak−l
(
ul+1 − ul

)
=

τ−α

Γ(2− α)

k−1∑
l=0

(
ak−lu

l+1 − ak−lul
)

=
τ−α

Γ(2− α)

(
uk +

k−2∑
l=0

ak−lu
l+1 −

k−1∑
l=1

ak−lu
l −
(
k1−α − (k − 1)1−α)u0

)

=
τ−α

Γ(2− α)

(
uk +

k−1∑
l=1

[
(k− l+ 1)1−α− (k− l)1−α−

(
(k− l)1−α− (k− l− 1)1−α

)]
ul

−
(
k1−α − (k − 1)1−α)u0

)
=

1

τΓ(1− α)

(
b0u

k +
k−1∑
l=1

[bk−l − bk−l−1]ul − bk−1u
0

)
(3.2)

gde je

bk−l =

∫ tk−l+1

tk−l

dt

tα
=

τ 1−α

1− α
(
(k − l + 1)1−α − (k − l)1−α) =

τ 1−α

1− α
ak−l+1.

Slede�e tvr�eǌe kineskog matematiqara Suna igra kǉuqnu ulogu u

oceni brzine konvergencije diferencijskih shema koje su predlo�ene od

strane ve�ine autora za rexavaǌe talasno-difuzionih jednaqina. Za

funkciju koja je dva puta neprekidno diferencijabilna, taqnost aproksi-

macije Riman–Liuvilovog izvoda formulom (3.1) ili formulom (3.2) je

reda O(τ 2−α). Jednostavnosti radi, pretpostavimo da funkcija u zavisi

samo od jedne, vremenske promenǉive. Va�i slede�a lema.

Lema 3.1. ([49]) Neka je 0 < α < 1 i neka u ∈ C2[0, tk], tk ∈ ω+
τ . Tada

∣∣Dα
t,0+u−Dα

t,0+,τu
k
∣∣ ≤ 1

1− α

[
1− α

12
+

22−α

2− α
− (1 + 2−α)

]
max

0≤t≤tk
|u′′(t)| τ 2−α.
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Dokaz. Kako je

∣∣Dα
t,0+u−Dα

t,0+,τu
k
∣∣ =

Γ(1− α)

∣∣∣∣∣
∫ tk

0

u′(t)
dt

(tk − t)α
− 1

τ

(
b0u

k −
k−1∑
l=1

[bk−l − bk−l−1]ul − bk−1u
0

)∣∣∣∣∣ ,
i kako je

k∑
l=1

u(tl)− u(tl−1)

τ

∫ tl

tl−1

dt

(tk − t)α
=

k∑
l=1

u(tl)− u(tl−1)

τ

1

1− α
[
(tk−l+1)1−α − (tk−l)

1−α]

=
1

τ

k∑
l=1

bk−l
(
u(tl)− u(tl−1)

)
=

1

τ

(
b0u

k −
k−1∑
l=1

[bk−l − bk−l−1]ul − bk−1u
0

)
,

dovoǉno je da ocenimo izraz

∫ tk

0

u′(t)
dt

(tk − t)α
−

k∑
l=1

u(tl)− u(tl−1)

τ

∫ tl

tl−1

dt

(tk − t)α
≡ A.

Koriste�i Tejlorov razoj funkcije sa ostatkom u integralnom obliku

dobijamo

u′(t)− u(tl)− u(tl−1)

τ
=

1

τ

[∫ t

tl−1

u′′(s)(s− tl−1)ds−
∫ tl

t

u′′(s)(tl − s)ds

]
,

pa imamo

A =
k∑
l=1

∫ tl

tl−1

[
u′(t)− u(tl)− u(tl−1)

τ

]
dt

(tk − t)α

=
1

τ

k∑
l=1

∫ tl

tl−1

[∫ t

tl−1

u′′(s)(s− tl−1)ds−
∫ tl

t

u′′(s)(tl − s)ds

]
dt

(tk − t)α
.

Meǌaju�i poredak integracije lako se dobija da va�i

A =
1

1− α

k∑
l=1

∫ tl

tl−1

{
(tk − s)1−α

−
[
s− tl−1

τ
(tk − tl)1−α +

tl − s
τ

(tk − tl−1)1−α
]}

u′′(s)ds.
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Ako iskoristimo ocenu ([49])

k∑
l=1

∫ tl

tl−1

{
(tk − s)1−α −

[
s− tl−1

τ
(tk − tl)1−α +

tl − s
τ

(tk − tl−1)1−α
]}

ds

≤
[

1− α
12

+
22−α

2− α
− (1 + 2−α)

]
τ 2−α,

tra�ena nejednakost je oqigledna.

Napomenimo da se tvr�eǌe lako prenosi na sluqaj kad funkcija u

zavisi i od jedne ili vixe prostornih promenǉivih. Sa desne strane

bi se umesto maksimuma drugog izvoda pojavio maksimum drugog parci-

jalnog izvoda po t na odgovaraju�em domenu.

3.1 Neke va�ne leme

Prilikom ispitivaǌa stabilnosti diferencijskih shema vrxe se odgo-

varaju�e procene i koriste razne nejednakosti. U slede�ih nekoliko

lema, na koje �emo se kasnije qesto pozivati, izlo�ene su neke relacije

koje zadovoǉava diskretizovani frakcioni izvod.

Lema 3.2. ([13]) Za bilo koju funkciju v(t) definisanu na mre�i ω̄τ takvu

da je v(0) = 0, va�i slede�a jednakost

τ
M∑
k=1

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k

=
1

Γ(2− α)

M∑
k=1

(
t1−αM−k+1 − t

1−α
M−k

) (
vk
)2
. (3.3)

Lema 3.3. ([3]) Za bilo koju funkciju v(t) definisanu na mre�i ω̄τ va�e

slede�e nejednakosti

vkDα
t,0+,τv

k ≥ 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v)2

)k
+
ταΓ(2− α)

2

(
Dα
t,0+,τv

k
)2
, (3.4)

vk−1Dα
t,0+,τv

k ≥ 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v)2

)k − ταΓ(2− α)

2(2− 21−α)

(
Dα
t,0+,τv

k
)2
. (3.5)

Lema 3.4. ([3],[13]) Za 0 < α < 1 i bilo koju funkciju v(t) definisanu na

mre�i ω̄τ va�i slede�a jednakost

vk(Dα
t,0+,τv)k =

1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k

+
τ−α

2Γ(2− α)

[
k−1∑
l=1

(
a−1
k−l+1 − a

−1
k−l
)

(wlk)
2 + a−1

1 (wkk)
2

]
(3.6)
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gde je al = l1−α − (l − 1)1−α i wlk = τ
∑l−1

s=0 ak−s v
s
t , l = 1, 2, . . . , k.

Lema 3.5. ([18]) Za 0 < α < 1 i bilo koju funkciju v(t) definisanu na

mre�i ω̄τ va�i slede�a jednakost

vk(Dα
t,0+,τv)k ≥ 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k

+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

(
vk−1
t

)2
. (3.7)

Dokaz. Poxto je a−1
l+1 > a−1

l , sabirci u sumi na desnoj strani (3.6) su

pozitivni pa za l = k − 1 i k ≥ 2 dobijamo

vk(Dα
t,0+,τv)k − 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k ≥ τ−α

2Γ(2− α)

[(
a−1

2 − a−1
1

)
(wk−1

k )2 + a−1
1 (wkk)

2
]

=
τ−α

2Γ(2− α)

[(
(21−α − 11−α)−1 − 1

)
(wk−1

k )2 +
(
τ

k−1∑
s=0

ak−sv
s
t

)2]
=

τ−α

2Γ(2− α)

[( 1

21−α − 1
− 1
)

(wk−1
k )2 + (wk−1

k + τvk−1
t )2

]
=

τ−α

2Γ(2− α)

[ 1

21−α − 1
(wk−1

k )2 + 2τwk−1
k vk−1

t + τ 2(vk−1
t )2

]
=

τ−α

2Γ(2− α)

[ (wk−1
k )2

21−α − 1
+ 2τwk−1

k vk−1
t + τ 2(21−α − 1)(vk−1

t )2 + (2− 21−α)τ 2(vk−1
t )2

]
=

τ−α

2Γ(2− α)

[( wk−1
k√

21−α − 1
+ τ
√

21−α − 1vk−1
t

)2

+ 2(1− 2−α)τ 2(vk−1
t )2

]
≥ τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)
(vk−1
t )2,

odakle sledi tvr�eǌe. Za k = 1 tvr�eǌe tako�e va�i jer iz (3.6) sledi

v1(Dα
t,0+,τv)1 =

1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)1

+
τ−α

2Γ(2− α)
τ 2(v0

t )
2

≥ 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)1

+
τ 2−α(1− 2−α)

2Γ(2− α)
τ 2(v0

t )
2.
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3.2 Jednodimenzioni sluqaj

3.2.1 Implicitna shema

Posmatrajmo poqetno-graniqni problem za jednodimenzionu razlomǉenu

po vremenu jednaqinu subdifuzije

Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
= f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], (3.8)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (3.9)

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]. (3.10)

Implicitna shema za dati zadatak je oblika

Dα
t,0+,τv

k − vkxx̄ = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.11)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (3.12)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.13)

gde se mo�e staviti f̄ = f ukoliko je f ∈ C(Q̄). Ukoliko funkcija f nije

neprekidna, takva diferencijska shema nije dobro definisana. Tada se

za aproksimaciju funkcije f mora uzeti neka ǌena usredǌena vrednost,

na primer f̄ = T 2
1 f.

Implicitna shema (3.11)-(3.13) je numeriqki efikasna. Na svakom

vremenskom sloju ona predstavǉa sistem linearnih jednaqina sa trodi-

jagonalnom matricom. Sa druge strane, rexeǌe vk na k−tom vremen-

skom sloju eksplicitno zavisi od rexeǌa na svim prethodnim sloje-

vima. Zato je numeriqka slo�enost algoritma O(NM2). Pore�eǌa radi,

u sluqaju obiqne difuzione jednaqine, odnosno za α = 1, slo�enost im-

plicitne sheme je O(NM).

Definiximo slede�e skalarne proizvode i norme

(v, w)h = (v, w)L2(ωh) = h
∑
x∈ωh

vw, ‖v‖h = ‖v‖L2(ωh) = (v, v)
1/2
h ,

(v, w]h = (v, w)L2(ω+
h ) = h

∑
x∈ω+

h

vw, ‖v]|h = ‖v‖L2(ω+
h ) = (v, v]

1/2
h ,
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[v, w)h = (v, w)L2(ω−h ) = h
∑
x∈ω−h

vw, |[v‖h = ‖v‖L2(ω−h ) = [v, v)
1/2
h ,

|v|H1(ωh) = ‖vx̄]|h, ‖v‖H1(ωh) =
(
|v|2H1(ωh) + ‖v‖2

L2(ωh)

)1/2

,

|v|H2(ωh) = ‖vxx̄‖h, ‖v‖H2(ωh) =
(
|v|2H2(ωh) + ‖v‖2

H1(ωh)

)1/2

,

‖v‖L2(Qhτ ) =

(
τ

M∑
k=1

‖vk‖2
h

)1/2

,

‖v‖H2,α
+ (Qhτ ) =

[
τ

M∑
k=1

(∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
+ ‖v‖2

H2(ωh)

)]1/2

,

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) =

[
τ

M∑
k=1

((
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+ ‖vkx̄]|2h

)]1/2

.

Posledǌa od navedenih normi je diskretni analogon norme (2.13). Ona

je dobro definisana jer je prvi sabirak sume na desnoj strani pozitivan

na osnovu leme 3.2.

B. Jovanovi� i A. Deli� su razmatrali sliqan problem sa inter-

fejsom ([13]). U tom sluqaju neki od koeficijenata jednaqine sadr�e

singularne distribucije, na primer Dirakovu distribuciju a pojedini

parcijalni izvodi rexeǌa imaju prekid na interfejsu, tj. na nosaqu Di-

rakove distribucije. Zato �emo navesti rezultate do kojih su doxli, a

va�e i ovde sa neznatnim izmenama. Tvr�eǌa navodimo bez dokaza jer �e

detaǉnija izvo�eǌa uslediti na dvodimenzionom zadatku. Dakle, va�e

slede�e ocene stabilnosti i brzine konvergencije.

Teorema 3.6. ([13]) Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.11)-

(3.13) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (3.14)

Teorema 3.7. ([13]) Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.11)-

(3.13) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (3.15)

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (3.8)−(3.10) i v rexeǌe

diskretizovanog zadatka (3.11)− (3.13) sa f̄ = f. Grexka sheme z = u− v je
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funkcija definisana u qvorovima mre�e ω̄h× ω̄τ . Stavǉaju�i v = u− z u

(3.11)− (3.13) dobijamo slede�e

Dα
t,0+τz

k − zkxx̄ = ψk, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M,

gde je

ψk = Dα
t,0+,τu

k − ukxx̄ − f̄k.

Teorema 3.8. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (3.8)-(3.10) pri-

pada prostoru C([0, T ], C4(Ω)) ∩ C2([0, T ], C(Ω̄)) i f ∈ C(Q̄). Tada rexeǌe v

diferencijskog zadatka (3.11)-(3.13) konvergira ka u i va�e slede�e ocene

brzine konvergencije

‖u− v‖L2(Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α),

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α),

‖u− v‖H2,α
+ (Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α).

U sluqaju da je f̄ = T 2
1 f, mo�e se pokazati da diferecijska shema

(3.11)−(3.13) konvergira pod slabijim pretpostavkama glatkosti rexeǌa

u nego u prethodnoj teoremi.

Teorema 3.9. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (3.8)-(3.10) pri-

pada prostoru C2([0, T ] ∩ C(Ω̄)) ∩ C([0, T ], H3(Ω)). Tada rexeǌe v diferenci-

jskog zadatka (3.11)-(3.13) konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine

konvergencije

‖u− v‖H2,α
+ (Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α).

3.2.2 Shema s te�inom

Za poqetno-graniqni problem (3.8)−(3.10) u radovima Alihanova ([3],[2]),

predlo�ena je shema sa te�inom. On je razmatrao kako prvi tako i tre�i

graniqni problem. Problemu (3.8)− (3.10) pridru�imo familiju shema

Dα
t,0+,τv

k − σvkxx̄ − (1− σ)vk−1
xx̄ = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.16)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (3.17)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h. (3.18)
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Data shema se za σ = 0 svodi na eksplicitnu, u kojoj se vrednosti

funkcije vk, k = 1, . . . ,M direktno izraqunavaju, dok za σ = 1 dobijamo

ve� razmatranu implicitnu shemu. Navedimo jox jednu posledicu leme

3.3.

Posledica 3.10. ([3]) Za bilo koju funkciju v(t) definisanu na mre�i ω̄τ
va�i slede�a nejednakost

(
σvk + (1− σ)vk−1

)
Dα
t,0+,τv

k ≥ 1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k

+
ταΓ(2− α)

2(2− 21−α)

(
(3− 21−α)σ − 1

) (
Dα
t,0+,τv

k
)2
. (3.19)

Diskretni analogon norme (2.13) se, zbog prisustva te�inskog koefi-

cijenta, definixe nexto drugaqije nego kod implicitne sheme

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) =

[
τ

M∑
k=1

((
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+ ‖σvkx̄ + (1− σ)vk−1

x̄ ]|2h
)]1/2

.

Teorema 3.11. Neka je 0 < α < 1 i σ ≥ 1/(3 − 21−α). Diferencijska shema

(3.16)-(3.18) je apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apri-

ornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ).

Dokaz. Pomno�imo jednaqinu (3.16) sa v(σ) = σvk + (1 − σ)vk−1. Na osnovu

posledice 3.10 sledi

1

2

(
Dα
t,0+,τ (v

2)
)k

+
ταΓ(2− α)

2(2− 21−α)

(
(3− 21−α)σ − 1

) (
Dα
t,0+,τv

k
)2

− v(σ)(σvkxx̄ + (1− σ)vk−1
xx̄ ) = v(σ)f̄k. (3.20)

Za σ ≥ 1/(3 − 21−α), mno�e�i sa h i sumiraju�i po qvorovima mre�e ω̄h
dobijamo

1

2

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+ ‖σvkx̄ + (1− σ)vk−1

x̄ ]|2h ≤ ε
∥∥σvk + (1− σ)vk−1

∥∥2

h
+

1

4ε

∥∥f̄∥∥2

h
.

Ako primenimo diskretnu Poenkareovu nejednakost u jednodimenzionom

sluqaju ([45]),

‖v‖2
h ≤

1

8
‖vx̄]|2h, (3.21)
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sledi

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+
(

2− ε

4

)
‖σvkx̄ + (1− σ)vk−1

x̄ ]|2h ≤
1

2ε

∥∥f̄∥∥2

h
,

odakle, za ε = 4 i sabiraju�i po k = 1, . . . ,M, oqigledno sledi tvr�eǌe

teoreme, gde je C = 1
2
√

2
.

Sada mo�emo da se pozabavimo i pitaǌem konvergencije date sheme.

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (3.8) − (3.10) i v rexeǌe

diskretizovanog zadatka (3.16)− (3.18) sa f̄ = T 2
1 f. Grexka sheme z = u− v

je dobro definisana u qvorovima mre�e ω̄h × ω̄τ . Stavǉaju�i v = u− z u

(3.16) dobijamo

Dα
t,0+,τz

k−σzkxx̄−(1−σ)zk−1
xx̄ = Dα

t,0+,τu
k−σukxx̄−(1−σ)uk−1

xx̄ −T 2
1

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2

)k
= Dα

t,0+,τu
k − T 2

1D
α
t,0+u

k − σukxx̄ − (1− σ)uk−1
xx̄ + ukxx̄

=
(
Dα
t,0+,τu− T 2

1D
α
t,0+u

)k
+ (1− σ)τukxx̄t̄

= ξk + ςkx = ψk.

Tako grexka zadovoǉava slede�i zadatak

Dα
t,0+,τz

k − σzkxx̄ − (1− σ)zk−1
xx̄ = ψk, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.22)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (3.23)

z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.24)

gde je

ξ = Dα
t,0+,τu− T 2

1D
α
t,0+u i ς = (1− σ)τux̄t̄.

Teorema 3.12. Neka je σ ≥ 1/(3−21−α). Tada je diferencijska shema (3.22)−
(3.24) apsolutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

[
τ

M∑
k=1

(
‖ξk‖2

h + ‖ςk‖2
h

)]1/2

. (3.25)

Dokaz. Pomno�imo (3.22) skalarno sa z(σ) = σzk + (1 − σ)zk−1. Ako pri-

menimo posledicu 3.10 i parcijalnu sumaciju imamo

1

2
Dα
t,0+,τ‖z‖2

h + ‖σzkx̄ + (1− σ)zk−1
x̄ ]|2h ≤

(
ξk, z(σ)

)
h

+
(
ςkx , z

(σ)
)
h
. (3.26)
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Ocenimo sada qlanove na desnoj strani.

∣∣(ξk, z(σ)
)
h

∣∣ ≤ ε‖z(σ)‖2
h +

1

4ε
‖ξk‖2

h ≤
ε

8
‖σzkx̄ + (1− σ)zk−1

x̄ ]|2h +
1

4ε
‖ξk‖2

h,

∣∣(ςkx , z(σ)
)
h

∣∣ = |(ςk, z(σ)
x̄ ]h| ≤ ε‖σzkx̄ + (1− σ)zk−1

x̄ ]|2h +
1

4ε
‖ςk‖2

h,

Sada iz (3.26) sledi

Dα
t,0+,τ‖z‖2

h +

(
2− 9ε

4

)
‖σzkx̄ + (1− σ)zk−1

x̄ ]|2h ≤
1

2ε

(
‖ξk‖2

h + ‖ςk‖2
h

)
.

Za ε = 4
9
, mno�e�i prethodnu nejednakost sa τ i sumiraju�i je po k =

1, . . . ,M, dobijamo tvr�eǌe teoreme gde je C = 3
2
√

2
.

Da bi se ocenila brzina konvergencije sheme (3.16)-(3.18) u normi

‖·‖B1,α/2(Qhτ ), dovoǉno je oceniti qlanove koji se javǉaju na desnoj strani

(3.25).

Teorema 3.13. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (3.8)-(3.10) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C[0, 1])∩Cα
+([0, T ], H2(0, 1))∩H1((0, T ), C1[0, 1]) i neka

je σ ≥ 1/(3 − 21−α). Tada rexeǌe v diferencijske sheme (3.16)-(3.18) sa

f̄ = T 2
1 f konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τ). (3.27)

Dokaz. Neka je ξ = ξ1 + ξ2, gde je

ξ1 = Dα
t,0+,τu−Dα

t,0+u, ξ2 = Dα
t,0+u− T 2

1D
α
t,0+u = Dα

t,0+(u− T 2
1 u).

Na osnovu leme 3.1 sledi

‖ξk1‖2
h =

(
ξk1 , ξ

k
1

)
h

= h
∑
x∈ωh

(ξk1 )2

≤
(
τ 2−α

1− α

[
1− α

12
+

22−α

2− α
−
(
1 + 2−α

)])2

h
∑
x∈ωh

(
max
Q̄t

∣∣∣∣∂2u

∂t2

∣∣∣∣)2

≤ C2τ 2(2−α)

(
max
i≤2

max
0≤t≤T

max
x∈ωh

∣∣∣∣∂iu∂ti (x, t)

∣∣∣∣)2

h
∑
x∈ωh

1

= C2τ 2(2−α)‖u‖2
C2([0,T ],C(Ω̄))‖1‖

2
L2(ωh),
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gde je Qt = Ω × (0, T ) i C = 1
1−α

[
1−α
12

+ 22−α

2−α − (1 + 2−α)
]
. Mno�e�i sa τ i

sumiraju�i ove norme po slojevima, dobijamo(
τ

M∑
k=1

‖ξk1‖2
h

)1/2

≤ Cτ 2−α ‖u‖C2([0,T ],C(Ω̄)), (3.28)

gde je C izraqunǉiva konstanta. U daǉem radu �emo sa C oznaqavati

pozitivnu konstantu nezavisnu od u, h, τ, koja mo�e uzimati razliqite

vrednosti u razliqitim formulama.

Slede�i qlan koji oceǌujemo je ξ2. Posmatrajmo samo funkciju koja

je pod dejstvom operatora izvoda razlomǉenog reda. Ona ima slede�u

integralnu reprezentaciju.

u− T 2
1 u = −(T 2

1 u− u) = −1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
[u(x′, t)− u(x, t)] dx′

= −1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)∫ x′

x

∂u

∂x
(x′′, t) dx′′dx′

= −1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)∫ x′

x

(
∂u

∂x
(x′′, t)− ∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂x
(x, t)

)
dx′′dx′

= −1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)∫ x′

x

(∫ x′′

x

∂2u

∂x2
(x′′′, t) dx′′′ +

∂u

∂x
(x, t)

)
dx′′dx′.

Poxto je

−1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)∫ x′

x

∂u

∂x
(x, t) dx′′dx′ = 0,

dobijamo da va�i slede�e

u− T 2
1 u = −1

h

∫ x+h

x−h

∫ x

x′

∫ x

x′′

(
1− |x

′ − x|
h

)
∂2u

∂x2
(x′′′, t) dx′′′dx′′dx′.

Daǉe je, primenom Koxi–Xvarcove nejednakosti

∣∣(u− T 2
1 u)(xi, tk)

∣∣ ≤ 1

h

∫ xi+h

xi−h

∫ xi+h

xi−h

∫ xi+h

xi−h

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣ dx′′′dx′′dx′

≤ (2h)2+1/2

h

(∫ xi+1

xi−1

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣2 dx
)1/2

.
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Mno�e�i sa h i sumiraju�i po i = 1, . . . , N − 1, dobijamo

‖ξk2‖2
h = h

N−1∑
i=1

|ξ2(xi, tk)|2 ≤
2(2h)5

h
‖Dα

t,0+u(·, tk)‖2
H2(0,1).

Najzad, mno�e�i posledǌu nejednakost sa τ i sumiraju�i je po vremen-

skim slojevima, posle oqigledne majoracije sledi(
τ

M∑
k=1

‖ξk2‖2
h

)1/2

≤ Ch2

(
τ

M∑
k=1

‖Dα
t,0+u(·, tk)‖2

H2(0,1)

)1/2

≤ Ch2 ‖u‖Cα+([0,T ],H2(0,1)).

(3.29)

Ocenimo na kraju ς.

|ς(xi, tk)| = |(1− σ)τux̄t̄(xi, tk)| ≤
∣∣∣∣ τhτ

∫ tk+1

tk

∫ xi+1

xi

∂2u

∂x∂t
dx′dt′

∣∣∣∣
≤
∫ tk+1

tk

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
C1[xi,xi+1]

dt′ ≤ τ 1/2

(∫ tk+1

tk

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

C1[xi,xi+1]

dt′

)1/2

= τ 1/2

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
L2((tk,tk+1),C1[xi,xi+1])

≤ τ 1/2 ‖u‖H1((tk,tk+1),C1[xi,xi+1]) ,

Daǉe, sumiraju�i prethodnu nejednakost po qvorovima mre�e ω̄h i potom

po svim vremenskim slojevima dobijamo

‖ςk‖2
h = h

N−1∑
i=0

|ς(xi, tk)|2 ≤ h
N−1∑
i=0

τ ‖u‖2
H1((tk,tk+1),C1[xi,xi+1]) = τ ‖u‖2

H1((tk,tk+1),C1[0,1]) ,

(
τ

M∑
k=1

‖ςk‖2
h

)1/2

≤ Cτ ‖u‖H1(0,T ),C1(Ω̄)) . (3.30)

Tvr�eǌe teoreme sledi iz (3.28)− (3.30).

Mo�emo primetiti da se uslov σ ≥ 1/(3 − 21−α) za α = 1 svodi na

dobro poznat uslov stabilnosti sheme s te�inom za klasiqnu jednaqinu

difuzije.

3.3 Dvodimenzioni sluqaj

Predmet izuqavaǌa ove teze jeste zapravo dvodimenziona jednaqina sub-

difuzije. I za ǌu �emo postaviti implicitnu i shemu sa te�inom
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i ispitati stabilnost i brzinu konvergencije. Najpre uvedimo pojam

mre�e, skalarne proizvode i norme.

Neka je Ω̄ = [0, 1]×[0, 1] i Q̄ = Ω̄×[0, T ]. Definiximo ravnomernu mre�u

Q̄hτ = ω̄h × ω̄τ gde je ω̄h = {x = (n1h, n2h) : n1, n2 = 0, 1, ..., N ;h = 1/N} i

ω̄τ = {tk = kτ : k = 0, 1, ...,M ; τ = T/M}. Uvedimo tako�e mre�e ωh = ω̄h ∩Ω,

ω0h = ω̄h ∩ ((0, 1] × (0, 1]), ω1h = ω̄h ∩ ((0, 1] × (0, 1)), ω2h = ω̄h ∩ ((0, 1) × (0, 1]),

ωτ = ω̄τ ∩ (0, T ), ω−τ = ω̄τ ∩ [0, T ), ω+
τ = ω̄τ ∩ (0, T ] i γh = ω̄h \ωh. Koristi�emo

standardne oznake

v = v(x, t), v̂ = v(x, t+ τ), v̌ = v(x, t− τ), vk = v(x, tk), x ∈ ω̄h,

vxi =
v(x+ hei, t)− v(x, t)

h
= vx̄i(x+ hei, t), i = 1, 2,

vt =
v(x, t+ τ)− v(x, t)

τ
= vt̄(x, t+ τ) = v̂t̄,

gde je ei jediniqni vektor ose 0xi.

Definiximo i slede�e skalarne proizvode i norme.

(v, w)h = (v, w)L2(ωh) = h2
∑
x∈ωh

vw, ‖v‖h = ‖v‖L2(ωh) = (v, v)
1/2
h ,

(v, w)ih= (v, w)L2(ωih) = h2
∑
x∈ωih

vw, ‖v‖ih= ‖v‖L2(ωih) = (v, v)
1/2
ih , i = 0, 1, 2,

|v|2H1(ωh) =
2∑
i=1

‖vx̄i‖2
ih, ‖v‖2

H1(ωh) = |v|2H1(ωh) + ‖v‖2
h,

|v|2H2(ωh) =
2∑
i=1

‖vxix̄i‖2
h + 2‖vx̄1x̄2‖2

0h, ‖v‖2
H2(ωh) = |v|2H2(ωh) + ‖v‖2

H1(ωh),

‖v‖2
L2(Qhτ ) = τ

M∑
k=1

‖vk‖2
h, ‖v‖2

L2(Qihτ ) = τ
M∑
k=1

‖vk‖2
ih, i = 0, 1, 2,

‖v‖2
B1,α/2(Qhτ ) = τ

M∑
k=1

[(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+ ‖vk‖2

H1(ωh)

]
, (3.31)

‖v‖2
H2,α

+ (Qhτ )
= τ

M∑
k=1

[∥∥(Dα
t,0+,τv)k

∥∥2

h
+ ‖vk‖2

H2(ωh)

]
.
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3.3.1 Implicitna shema

Aproksimirajmo zadatak (2.3)− (2.5) na slede�i naqin

Dα
t,0+,τv

k − vkx1x̄1 − v
k
x2x̄2

= f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.32)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ , (3.33)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.34)

gde je f̄ = T1T2f ukoliko f nije neprekidna funkcija. Jednaqinu (3.32)

mo�emo pisati i u obliku

Dα
t,0+,τv

k + Avk = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.35)

gde je

Av = −∆hv = −vx1x̄1 − vx2x̄2 (3.36)

diskretni Laplasov operator. Oznaqimo tako�e,

A = A1 + A2 gde je A1v = −vx1x̄2 i A2v = −vx2x̄2 . (3.37)

Operator A je pozitivno definitan pa je odgovaraju�a energetska norma

‖v‖A = (Av, v)1/2 dobro definisana. Va�i slede�e

‖v‖2
A = (Av, v)h = ‖vx̄1‖2

1h + ‖vx̄2‖2
2h = |v|2H1(ωh), (3.38)

‖Av‖2
h = (Av,Av)h =

2∑
i=1

‖vxix̄i‖2
h + 2‖vx̄1x̄2‖2

0h = |v|2H2(ωh), (3.39)

Teorema 3.14. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.32)-(3.34)

apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C
∥∥f̄∥∥

L2(Qhτ )
. (3.40)

Dokaz. Pomno�imo jednaqinu (3.32) skalarno sa vk

(
vk, Dα

t,0+,τv
k
)
h
−
(
vk, vkx1x̄1

)
h
−
(
vk, vkx2x̄2

)
h

=
(
vk, f̄k

)
h
.

Posle parcijalne sumacije i primene leme 3.3 na levoj strani, kao i
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Koxi–Xvarcove i ε−nejednakosti na desnoj, dobijamo

1

2

(
Dα
t,0+,τ (v)2

)k
+
∥∥vkx̄1∥∥2

1h
+
∥∥vkx̄2∥∥2

2h
≤ ε

∥∥vk∥∥2

h
+

1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Ako primenimo jox i diskretnu Poenkareovu nejednakost u dvodimen-

zionom sluqaju ([45]),

‖v‖2
h ≤

1

16
|v|2H1(ωh), (3.41)

iz prethodne nejednakosti sledi

(
Dα
t,0+,τ (v)2

)k
+
(

2− ε

8

) ∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

≤ 1

2ε

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Dodajmo i levoj i desnoj strani ove nejednakosti ‖vk‖2
h, i ponovo pri-

menimo (3.41),

(
Dα
t,0+,τ (v)2

)k
+

(
2− ε

8
− 1

16

) ∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+
∥∥vk∥∥2

h
≤ 1

2ε

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Za ε = 15
2
i sumiraju�i po k = 1, . . . ,M, dolazimo do tra�ene apriorne

ocene.

Ako je u rexeǌe problema (2.3)− (2.5) a v rexeǌe (3.32)− (3.34), onda

grexka z = u− v definisana na ω̄h × ω̄τ zadovoǉava slede�e

Dα
t,0+,τz

k − zkx1x̄1 − z
k
x2x̄2

= Dα
t,0+,τu

k − ukx1x̄1 − u
k
x2x̄2

+ T1T2

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

)k

=
(
Dα
t,0+,τu− T1T2D

α
t,0+u

)k
+

(
T1T2

∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1
)k

+

(
T1T2

∂2u

∂x2
2

− ux2x̄1
)k

= ξ̄k + η1 + η2 = ψk.

Dakle, grexka sheme zadovoǉava slede�i zadatak

Dα
t,0+,τz

k − zkx1x̄1 − z
k
x2x̄2

= ψk, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.42)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (3.43)

z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.44)

gde je

ξ̄ = Dα
t,0+,τu− T1T2D

α
t,0+u, η1 = T1T2

∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1 , η2 = T1T2
∂2u

∂x2
2

− ux2x̄2 .
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Posmatrajmo qlan η1. Steklovǉevi operatori komutiraju pa imamo

η1 = T1T2
∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1 = T2

(
1

h

∫ x1+h/2

x1−h/2

∂2u

∂x2
1

(x′1, x2, t) dx
′
1

)
− ux1x̄1(x1, x2, t)

= T2

(
1

h

(
∂u

∂x1

(x1 + h/2, x2, t)−
∂u

∂x1

(x1 − h/2, x2, t)

))
− ux1x̄1(x1, x2, t)

= T2

(
∂u

∂x1

(x1 − h/2, x2, t)

)
x1

− ux1x̄1

=

(
T2
∂u

∂x1

(x1 − h/2, x2, t)− ux̄1(x1, x2, t)

)
x1

= ζ1,x1 .

(3.45)

Analogno, η2 = ζ2,x2 gde je

ζ2(x1, x2, t) = T1
∂u

∂x2

(x1, x2 − h/2, t)− ux̄2(x1, x2, t). (3.46)

Poxto grexka z zadovoǉava zadatak (3.32) − (3.34) za f̄ = ψ, slede�a

teorema je direktna posledica teoreme 3.14.

Teorema 3.15. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.42)-(3.44)

apsolutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

[
τ

M∑
k=1

(∥∥ξ̄k∥∥2

h
+

2∑
i=1

∥∥ζki ∥∥2

h

)]1/2

. (3.47)

Sada preostaje da odredimo brzinu konvergencije implicitne sheme

tako xto �emo oceniti qlanove na desnoj strani posledǌe nejednakosti.

Teorema 3.16. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄))∩C([0, T ], H3(Ω)). Tada rexeǌe v diferencijske

sheme (3.32)-(3.34) sa f̄ = T1T2f konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine

konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α). (3.48)

Dokaz. Sliqno kao u dokazu teoreme 3.13, neka je ξ̄ = ξ1 + ξ̄2, gde je

ξ̄2 = Dα
t,0+u− T1T2D

α
t,0+u = Dα

t,0+(u− T1T2u).

Za ξ1 va�i ocena (3.28). Sada ocenimo i ξ̄2 pri qemu posmatramo samo

funkciju pod dejstvom frakcionog izvoda. Za ǌu va�i slede�a inte-
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gralna reprezentacija

(u− T1T2u) (x1, x2) = u(x1, x2)− 1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2
u(x′1, x

′
2) dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2
[u(x1, x2)− u(x′1, x

′
2)] dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2
[u(x1, x2)− u(x′1, x2) + u(x′1, x2)− u(x′1, x

′
2)] dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[∫ x1

x′1

∂u

∂x1

(x′′1, x2) dx′′1 +

∫ x2

x′2

∂u

∂x2

(x′1, x
′′
2) dx′′2

]
dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

(
∂u

∂x1

(x′′1, x2)− ∂u

∂x1

(x′′1, x
′
2) +

∂u

∂x1

(x′′1, x
′
2)

)
dx′′1

+

∫ x2

x′2

∂u

∂x2

(x′1, x
′′
2) dx′′2)

]
dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

∫ x2

x′2

∂2u

∂x1∂x2

(x′′1, x
′′
2) dx′′2dx

′′
1

+

∫ x

x′1

∂u

∂x1

(x′′1, x
′
2) dx′′1 +

∫ x2

x′2

∂u

∂x2

(x′1, x
′′
2) dx′′2)

]
dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

∫ x2

x′2

∂2u

∂x1∂x2

(x′′1, x
′′
2) dx′′2dx

′′
1

+

∫ x1

x′1

(
∂u

∂x1

(x′′1, x
′
2)− ∂u

∂x1

(x1, x
′
2) +

∂u

∂x1

(x1, x
′
2)

)
dx′′1

+

∫ x2

x′2

(
∂u

∂x2

(x′1, x
′′
2)− ∂u

∂x2

(x′1, x2) +
∂u

∂x2

(x′1, x2)

)
dx′′2

]
dx′2dx

′
1

=
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

∫ x2

x′2

∂2u

∂x1∂x2

(x′′1, x
′′
2) dx′′2dx

′′
1

−
∫ x1

x′1

∫ x1

x′′1

∂2u

∂x2
1

(x′′′1 , x
′
2) dx′′′1 dx

′′
1 +

∫ x1

x′1

∂u

∂x1

(x1, x
′
2) dx′′1

−
∫ x2

x′2

∫ x2

x′′2

∂2u

∂x2
2

(x′1, x
′′′
2 ) dx′′′2 dx

′′
2 +

∫ x2

x′2

∂u

∂x2

(x′1, x2) dx′′2

]
dx′2dx

′
1

Poxto je

1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

∂u

∂x1

(x1, x
′
2) dx′′1 +

∫ x2

x′2

∂u

∂x2

(x′1, x2) dx′′2

]
dx′2dx

′
1 = 0,
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najzad sledi

(u− T1T2u) (x1, x2) =
1

h2

∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2+h/2

x2−h/2

[ ∫ x1

x′1

∫ x2

x′2

∂2u

∂x1∂x2

(x′′1, x
′′
2) dx′′2dx

′′
1

−
∫ x1

x′1

∫ x1

x′′1

∂2u

∂x2
1

(x′′′1 , x
′
2) dx′′′1 dx

′′
1 −

∫ x2

x′2

∫ x2

x′′2

∂2u

∂x2
2

(x′1, x
′′′
2 ) dx′′′2 dx

′′
2

]
dx′2dx

′
1.

Daǉe je

|(u− T1T2u)(ih, jh, tk)| ≤
1

h2

∫ ih+h/2

ih−h/2

∫ jh+h/2

jh−h/2

[ ∫ ih+h/2

ih−h/2

∫ jh+h/2

jh−h/2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣ dx′′2dx′′1
+

∫ ih+h/2

ih−h/2

∫ ih+h/2

ih−h/2

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣ dx′′′1 dx′′1 +

∫ jh+h/2

jh−h/2

∫ jh+h/2

jh−h/2

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣ dx′′′2 dx′′2] dx′2dx′1.
Neka je Kij = ((i− 1/2)h, (i+ 1/2)h)× ((j − 1/2)h, (j + 1/2)h) osnovna �elija

oblasti Ω. Primeǌuju�i nejednakost Koxi–Xvarca dobijamo

h2
∑

(ih,jh)∈ωh

|(u− T1T2u)(ih, jh, tk)|2

≤ h4
∑
i,j

(∥∥∥∥ ∂2u

∂x1∂x2

∥∥∥∥2

L2(Ki,j)

+

∥∥∥∥∂2u

∂x2
1

∥∥∥∥2

L2(Ki,j)

+

∥∥∥∥∂2u

∂x2
2

∥∥∥∥2

L2(Ki,j)

)
.

Ako iskoristimo osobinu da je L2 norma funkcije na jediniqnom kvadratu

aditivna po familiji {Ki,j} me�usobno disjunktnih Lebeg merǉivih

podskupova, dobijamo

∥∥ξ̄k2∥∥2

h
≤ h4

∣∣Dα
t,0+u(·, ·, tk)

∣∣2
H2(Ω)

≤ h4
∥∥Dα

t,0+u(·, ·, tk)
∥∥2

H2(Ω)
.

Najzad, mno�e�i posledǌu nejednakost sa τ i sumiraju�i je po vremen-

skim slojevima, posle oqigledne majoracije dobijamo(
τ

M∑
k=1

∥∥ξ̄k2∥∥2

h

)1/2

≤ Ch2

(
τ

M∑
k=1

∥∥Dα
t,0+u(·, ·, tk)

∥∥2

H2(Ω)

)1/2

≤ Ch2 ‖u‖Cα+([0,T ],H2(Ω)) .

(3.49)

Da bismo ocenili qlanove ζ1 i ζ2 koristi�emo Brambl–Hilbertovu lemu.

Neka je (x1, x2) = (ih, jh) fiksirana taqka a x′ = (x′1, x
′
2) teku�a promenǉiva.

Uvedimo smenu promenǉive

x′1 = x1 − h/2 + x̃1h, −1/2 ≤ x̃1 ≤ 1/2; x′2 = x2 + x̃2h, −1/2 ≤ x̃2 ≤ 1/2.
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Sada je

u(x′) = u(x′1, x
′
2) = u(x1 − h/2 + x̃1h, x2 + x̃2h) = ũ(x̃1, x̃2) = ũ(x̃).

Koriste�i pravilo za izvod slo�ene funkcije imamo

∂ũ

∂x̃1

(x̃1, x̃2) = h
∂u

∂x1

(x1, x2).

Tada je ζ1(ih, jh) = 1
h
ζ̃1

(
∂ũ
∂x̃1

)
, gde je

ζ̃1

(
∂ũ

∂x̃1

)
:=

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

[
∂ũ

∂x̃1

(0, x̃2)− ∂ũ

∂x̃1

(x̃1, 0)

]
dx̃1dx̃2.

Na osnovu teoreme o tragu 1.6 sledi

|ζ̃1(ũ)| ≤ Cs

∥∥∥∥ ∂ũ∂x̃1

∥∥∥∥
Hs(K)

, s > 1/2,

gde je K =
(
−1

2
, 1

2

)
×
(
−1

2
, 1

2

)
. Tako je ζ̃1, za s = 2, ograniqen linearan

funkcional argumenta ∂ũ
∂x̃1

na H2(K). Xtavixe, ζ̃1 = 0 za ∂ũ
∂x̃1

(x̃1, x̃2) = x̃k1x̃
l
2,

k, l ∈ {0, 1}. Na osnovu teoreme 1.8 postoji pozitivna konstanta C = C(s)

tako da ∣∣∣∣ζ̃1

(
∂ũ

∂x̃1

)∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣ ∂ũ∂x̃1

∣∣∣∣
H2(K)

.

Vra�aju�i se sa x̃1 i x̃2 na originalne promenǉive x1 i x2 dobijamo

∣∣∣∣ ∂ũ∂x̃1

∣∣∣∣
H2(K)

=

{∫∫
K

2∑
k=0

(
∂3ũ

∂x̃1+k
1 ∂x̃2−k

2

)2

dx̃1dx̃2

}1/2

=

{∫∫
Ki,j

2∑
k=0

(
h3 ∂3u

∂x1+k
1 ∂x2−k

2

)2
dx1dx2

h2

}1/2

= h2

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣
H2(Ki,j)

,

odnosno

|ζ1(ih, jh)| ≤ Ch

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣
H2(Ki,j)

.

Poxto je i H2 polunorma aditivna po familiji elementarnih �elija,

va�i

‖ζk1‖2
1h = h2

∑
(ih,jh)∈ω1h

|ζ1(ih, jh, tk)|2 ≤ Ch4

∣∣∣∣∂uk∂x1

∣∣∣∣2
H2(Ω)

≤ Ch4|uk|2H3(Ω).
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Analogno, ∥∥ζk2∥∥2

2h
≤ Ch4

∣∣∣∣∂uk∂x2

∣∣∣∣2
H2(Ω)

≤ Ch4
∣∣uk∣∣2

H3(Ω)
.

Iz posledǌe dve nejednakosti sledi(
τ

M∑
k=1

(
2∑
i=1

∥∥ζki ∥∥2

ih

))1/2

≤ Ch2 ‖u‖C([0,T ],H3(Ω)) . (3.50)

Tvr�eǌe sledi iz (3.28), (3.49) i (3.50).

Ocena stabilnosti i ocena brzine konvergencije mogu se izvesti i u

jaqoj normi ‖·‖H2,α
+
. Potrebna nam je slede�a lema.

Lema 3.17. Za funkciju v definisanu na mre�i ω̄h koja zadovoǉava uslov

v(x) = 0, x ∈ γh, va�i slede�a nejednakost

|v|H2(ωh) ≤ ‖v‖H2(ωh) ≤
√

1 +
1

42
+

1

162
|v|H2(ωh) ,

odnosno postoji ekvivalencija izme�u polunorme i norme u H2(ωh).

Dokaz. Trivijalno, koriste�i definiciju norme u H2(ωh) i nejednakost

(3.41).

Teorema 3.18. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.32)-(3.34)

apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

∥∥f̄∥∥
L2(Qhτ )

. (3.51)

Dokaz. Mno�e�i skalarno (3.35) sa Avk, dobijamo

(
Avk, Dα

t,0+,τv
k
)
h

+
(
Avk, Avk

)
h

=
(
Avk, f̄k

)
h

Daǉe je, na osnovu leme 3.3

(
Avk, Dα

t,0+,τv
k
)
h

=
(
vkx̄1 , D

α
t,0+,τv

k
x̄1

)
h

+
(
vkx̄2 , D

α
t,0+,τv

k
x̄2

)
h
≥ 0,

pa izostavǉaju�i prvi qlan u prethodnoj jednakosti i uzimaju�i u

obzir (3.39), sledi

|vk|2H2(ωh) ≤
1

2

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

+
1

2

∥∥f̄k∥∥2

h
. (3.52)
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Mno�e�i skalarno (3.35) sa Dα
t,0+,τv

k, dobijamo

(
Dα
t,0+,τv

k, Dα
t,0+,τv

k
)
h

+
(
Avk, Dα

t,0+,τv
k
)
h

=
(
f̄k, Dα

t,0+,τv
k
)
h
,

odakle sledi ∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
≤ 1

2

∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
+

1

2

∥∥f̄k∥∥2

h
. (3.53)

Sabiraju�i (3.52) i (3.53) i koriste�i lemu 3.17 dobijamo tvr�eǌe

teoreme.

Sada mo�emo oceniti grexku u normi ‖ · ‖H2
+(Qhτ ). Poxto je f ∈ C(Q̄)

mo�emo uzeti da je f̄ = f. Tada je

ψk = ξk1 + νk1 + νk2

gde smo sada oznaqili

ν1 =
∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1 , ν2 =
∂2u

∂x2
2

− ux2x̄2 . (3.54)

Teorema 3.19. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (3.42)-(3.44)

apsolutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

[
τ

M∑
k=1

(∥∥ξk1∥∥2

h
+

2∑
i=1

∥∥νki ∥∥2

h

)]1/2

. (3.55)

Teorema 3.20. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄))∩C([0, T ], H4(Ω)). Tada rexeǌe v diferencijske

sheme (3.32)-(3.34) sa f̄ = f konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine

konvergencije

‖u− v‖H2,α
+ (Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α). (3.56)

Dokaz. Ocena za ξ1 je ve� pokazana te va�i (3.28). Qlanovi νi, i = 1, 2,

mogu da se ocene primenom Brambl–Hilbertove leme. Neka je x = (x1, x2)

fiksirana taqka, e = e(x) = (x1 − h, x1 + h) × (x2 − h, x2 + h) elementarna

�elija i u = u(x′) = u(x′1, x
′
2). Uvode�i smenu promenǉive

x′1 = x1 + x̃1h, −1 ≤ x̃1 ≤ 1; x′2 = x2 + x̃2h, −1 ≤ x̃2 ≤ 1, (3.57)

posti�e se obostrano jednoznaqno preslikavaǌe e na E = (−1, 1)2, pa
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imamo da je

u(x′) = u(x1 + x̃1h, x2 + x̃2h) = ũ(x̃1, x̃2),
∂2u

∂x2
1

(x1, x2) =
1

h2

∂2ũ

∂x̃2
1

(0, 0),

pa je

ν1(u) =
∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1 =
1

h2

[
∂2ũ

∂x̃2
1

(0, 0)− ũ(1, 0) + 2ũ(0, 0)− ũ(−1, 0)

]
≡ ν̃1(ũ).

Linearnost funkcionala ν̃1 se pokazuje neposredno, dok ograniqnost

sledi iz teorema potapaǌa∣∣∣∣∂2ũ

∂x̃2
1

(0, 0)− ũ(1, 0) + 2ũ(0, 0)− ũ(−1, 0)

∣∣∣∣ ≤ max
Ē

∣∣∣∣∂2ũ

∂x̃2
1

∣∣∣∣+ 4 max
Ē
|ũ|

≤ C1 ‖u‖Hp(Ē) + 4C2 ‖u‖Hq(Ē) ≤ C3 ‖u‖Hs(Ē) ,

gde je q > 1, p = q + 2 > 3 i s > 3.

Neposredno se proverava da se funkcional ν̃1 anulira na polinomima

od dve promenǉive stepena ne ve�eg od tri, odnosno kada je ũ bilo koji

element skupa {1, x̃1, x̃2, x̃
2
1, x̃1x̃2, x̃

2
2, x̃

3
1, x̃

2
1x̃2, x̃1x̃

2
2, x̃

3
2}, pa na osnovu leme 1.9

sledi

|ν̃1(u)| ≤ C3

h2
|ũ|Hs(E), 3 < s ≤ 4.

Vra�aju�i se na stare promenǉive, za s = 4 lako se dobija

|ũ|H4(E) ≤ h3|u|H4(e),

‖νk1‖2
h = h2

∑
i,j

|ν1(ih, jh, tk)|2 ≤ Ch2

(
h2
∑
i,j

∣∣uk∣∣2
H4(e)

)
,

pa posle sumiraǌa po k = 1, . . .M, i oqigledne majoracije po t va�i

‖ν1‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2 ‖u‖C([0,T ],H4(Ω)) . (3.58)

Analogna ocena va�i i za ν2, te rezultat sledi iz (3.28) i (3.58).

3.3.2 Shema s te�inom

Zadatak (2.3)− (2.5) mo�emo aproksimirati na slede�i naqin

Dα
t,0,τv

k + σAvk + (1− σ)Avk−1 = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.59)
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v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ , (3.60)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.61)

gde je A operator definisan u 3.3.1. Ako definixemo normu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) =

[
τ

M∑
k=1

((
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+
∣∣σvk + (1− σ)vk−1

∣∣2
H1(ωh)

)]1/2

,

slede�a teorema se dokazuje analogno teoremi 3.12.

Teorema 3.21. Neka je 0 < α < 1 i σ ≥ 1/(3 − 21−α). Diferencijska shema

(3.59)-(3.61) je apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apri-

ornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ).

Grexka ove sheme z zadovoǉava isti zadatak (3.59)-(3.61) za f̄ = ψ,

gde je

ψ = ξ̄ + ζ1,x1 + ζ2,x2 + ς1,x1 + ς2,x2 ,

pri qemu je

ς1 = (1− σ)τux̄1 t̄, ς2 = (1− σ)τux̄2 t̄,

dok su ostali qlanovi na desnoj strani jednakosti ve� definisani. Ovde

smo tako�e pretpostavǉali da f nije neprekidna funkcija, pa smo uzi-

mali usredǌene vrednosti na uobiqajeni naqin. Direktna posledica

prethodne teoreme je slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

[
τ

M∑
k=1

(∥∥ξ̄k∥∥2

h
+

2∑
i=1

(∥∥ζki ∥∥2

h
+
∥∥ςki ∥∥2

h

))]1/2

.

Teorema 3.22. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (3.8)-(3.10) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄))∩Cα
+([0, T ], H2(Ω))∩C([0, T ], H3(Ω))∩H1((0, T ),

C1(Ω̄)) i neka je σ ≥ 1/(3− 21−α). Tada rexeǌe v diferencijske sheme (3.59)-

(3.61) sa f̄ = T1T2f konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine konvergen-

cije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τ). (3.62)

Dokaz. Dokaz sledi iz (3.28), (3.30), (3.49) i (3.50).
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3.4 Jednaqina sa promenǉivim koeficijentima

Na kraju ovog poglavǉa razmotrimo jednaqinu subdifuzije sa promen-

ǉivim koeficijentima (2.6) i sa dodatnim uslovima (2.4), (2.5). Pozi-

tivna definitnost operatora L i uslovi eliptiqnosti (2.7) omogu�uju

da se i u ovom sluqaju izvedu apriorne ocene sliqne kao u prethodno

razmotrenim sluqajevima.

3.4.1 Implicitna shema

Implicitna shema za poqetno-graniqni problem (2.6), (2.4), (2.5) glasi

Dα
t,0+,τv

k + Lhvk = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,M, (3.63)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ , (3.64)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.65)

gde je diskretna aproksimacija operatora L data sa

Lhv = −1

2

2∑
i,j=1

[(
aijvxj

)
x̄i

+
(
aijvx̄j

)
xi

]
+ av. (3.66)

U daǉem radu smatra�emo da aij, a ∈ C(Ω̄).

Teorema 3.23. Neka je 0 < α < 1 i aij, a ∈ C(Ω̄). Diferencijska shema

(3.63)-(3.65) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apri-

ornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qtτ ) ≤ C
∥∥f̄∥∥

L2(Qhτ )
.

Dokaz. Mno�e�i skalarno (3.63) sa vk dobijamo

(
vk, Dα

t,0+,τv
k
)
h

+
(
vk,Lhvk

)
h

=
(
vk, f̄k

)
h
.

Poxto je Lh pozitivno definitan i samokonjugovan, energetska norma

‖v‖Lh = (Lhv, v)1/2 je dobro definisana. Koriste�i osobine eliptiqnosti

(2.7) va�i

c0|v|2H1(ωh) ≤ ‖v‖2
Lh ≤ c1|v|2H1(ωh) + c2‖v‖2

h, (3.67)

gde je c1 = 2 maxi,j ‖aij‖C(Ω̄) i c2 = ‖a‖C(Ω̄). Iz posledǌe jednakosti tako
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dobijamo
1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+ c0

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

≤ ε‖vk‖2
h +

1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Daǉe je, na osnovu (3.41)

Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+
(

2c0 −
ε

8

) ∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

≤ 1

2ε

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Neka je ε = 8c0. Dodajmo levoj i desnoj strani δ‖vk‖2
h i ponovo primenimo

(3.41)

16c0D
α
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+

(
16c2

0 −
δ

16

) ∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+ δ
∥∥vk∥∥2

h
≤
∥∥f̄k∥∥2

h
.

Izaberimo δ tako da je 16c2
0 − δ

16
= δ. Odatle dobijamo da je δ =

256c20
17

, pa

imamo

16c0D
α
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+

256c2
0

17

(∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+
∥∥vk∥∥2

h

)
≤
∥∥f̄k∥∥2

h
.

Ako je C = 16c0 min{1, 16c0
17
}, tim pre va�i nejednakost

C
(
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥
h

+ |vk|H1(ωh) +
∥∥vk∥∥

h

)
≤
∥∥f̄k∥∥2

h
.

Mno�e�i sa τ i sumiraju�i po k = 1, . . . ,M, dobijamo tra�enu apriornu

ocenu.

Zadatak koji zadovoǉava grexka ove sheme je slede�i

Dα
t,0+,τz

k + Lhzk = ψk, x ∈ ωh, k = 1, . . . ,M, (3.68)

z(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ , (3.69)

z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (3.70)

gde je

ψk =
(
Dα
t,0+,τu

k − T1T2D
α
t,0+u

k
)

+
(
Lhuk − T1T2Luk

)
= ξ̄k + ηk +

2∑
i,j=1

ηkij,xi ,

pri qemu je ξ̄ ve� definisano i

η = au− T1T2(au),

ηij = T3−i

(
aij

∂u

∂xj

) ∣∣∣
(x−0.5hei,t)

− 1

2

[ (
aijux̄j

) ∣∣
(x,t)

+
(
aijuxj

) ∣∣
(x−hei,t)

]
, i, j = 1, 2.
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Teorema 3.24. Neka je 0 < α < 1 i aij, a ∈ C(Ω̄). Diferencijska shema

(3.68)-(3.70) je apsolutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

[∥∥ξ̄∥∥
L2(Qhτ )

+ ‖η‖L2(Qhτ ) +
2∑

i,j=1

‖ηij‖L2(Qihτ )

]
.

Dokaz. Dokaz je izvodi na isti naqin kao i dokaz teoreme 3.24, pri qemu

se u oceni qlanova na desnoj strani koji sadr�e konaqne razlike koristi

i parcijalna sumacija.

Teorema 3.25. Neka je aij, a ∈ H2(Ω) i neka rexeǌe u poqetno-graniqnog

problema (2.6), (2.4), (2.5) pripada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄))∩C([0, T ], H3(Ω)).

Tada rexeǌe v sheme (3.63)-(3.65) sa f̄ = T1T2f konvergira ka u i va�i

slede�a ocena brzine konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τ 2−α).

Dokaz. Neka je ξ̄ = ξ1 + ξ̄2 kao u dokazu teoreme 3.17. Dakle, va�i ocena

‖ξ̄‖L2(Qhτ ) ≤ C
(
τ 2−α ‖u‖C2([0,T ],C(Ω̄)) + h2 ‖u‖Cα+([0,T ],H2(Ω))

)
. (3.71)

Qlan η ocenimo pomo�u leme Brambla-Hilberta. Neka je K = K(x) =

(x1−h/2, x1 +h/2)× (x2−h/2, x2 +h/2) elementarni kvadrat koji se smenom

promenǉivih (3.57) preslikava na, ranije definisan, kanonski kvadrat

E. Iz reprezentacije funkcionala η

η = au−
∫ x1+h/2

x1−h/2

∫ x2−h/2

x2−h/2
a(x′)u(x′)dx′1dx

′
2 = ãũ−

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

ãũdx̃′1dx̃
′
2 ≡ η̃

sledi ograniqenost

|η̃| ≤ ‖ãũ‖C(Ē) ≤ C‖ãũ‖H2(E),

dok je linearnost oqigledna. Va�i da je η̃ = 0 kada je au jednak nekom

od elemenata skupa {1, x̃1, x̃2.} Vra�aju�i se na stare promenǉive i na

osnovu leme 1.8 sledi

|η| ≤ Ch|au|H2(K).

Sumiraju�i ovu nejednakost po qvorovima mre�e ωh i koriste�i osobine
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multiplikatora u prostorima Soboǉeva dobijamo

‖η‖h ≤ Ch2 ‖au‖H2(Ω) ≤ Ch2 ‖a‖H2(Ω) ‖u‖H2(Ω) . (3.72)

Najzad, posle sumiraǌa po qvorovima mre�e ω+
τ , sledi

‖η‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2 ‖a‖H2(Ω) ‖u‖C([0,T ],H2(Ω)) .

Da bismo ocenili qlan ηij, razlo�i�emo ga prethodno na slede�i naqin

ηij = ηij1 + ηij2 + ηij3 + ηij4, gde je

ηij1 = T3−i

(
aij

∂u

∂xj

)∣∣∣
(x−0.5hei,t)

− T3−i (aij)
∣∣∣
(x−0.5hei)

T3−i

( ∂u
∂xj

)∣∣∣
(x−0.5hei,t)

,

ηij2 = T3−i (aij)
∣∣∣
(x−0.5hei)

[
T3−i

( ∂u
∂xj

)∣∣∣
(x−0.5hei,t)

−1

2

(
ux̄j(x, t) + uxj(x−hei, t)

)]
,

ηij3 =
1

2

[
T3−i (aij)

∣∣∣
(x−0.5hei)

− 1

2

(
aij(x) + aij(x− hei)

)]
×
[
ux̄j(x, t) + uxj(x− hei, t)

]
,

ηij4 = −1

4

[
aij(x)− aij(x− hei)

][
ux̄j(x, t)− uxj(x− hei, t)

]
.

Poka�imo kako se mo�e oceniti qlan ηij1. Neka je Ki = K(x − 0.5hei)

elementarni kvadrat koji se smenom promenǉivih

x′i = xi − h/2 + x̃ih, −1/2 ≤ x̃i ≤ 1/2; x′3−i = x3−i + x̃3−ih, −1/2 ≤ x̃3−i ≤ 1/2,

preslikava na kanonski kvadrat E. Iz reprezentacije

ηij1(aij, u) =
1

h

[∫ 1/2

−1/2

ãij(x̃)
∂ũ

∂x̃j
dx̃′3−i −

∫ 1/2

−1/2

ãij(x̃) dx̃′3−i ×
∫ 1/2

−1/2

∂ũ

∂x̃j
(x̃) dx̃′3−i

]
,

sledi

|ηij1(aij, u)| ≤ C

h
max
Ē
|ãij|max

Ē

∣∣∣∣ ∂ũ∂x̃j
∣∣∣∣

te ograniqenost funkcionala sledi iz teorema potapaǌa, odnosno,

max
Ē
|ãij| ≤ C‖ãij‖Wλ

q (Ē) za λ >
2

q
i max

Ē

∣∣∣∣ ∂ũ∂x̃j
∣∣∣∣ ≤ C‖ũ‖Wµ

r (Ē) za µ > 1 +
2

r
,
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dok se linearnost pokazuje neposredno. Dakle η̃ij je ograniqen bilin-

earni funkcional argumenta (ãij, ũ) ∈ W λ
q (Ē) × W µ

r (Ē), koje se anulira

kada je ãij konstanta ili kada je ũ neki element iz skupa {1, x̃1, x̃2}. Na
osnovu leme 1.9 imamo

|ηij1| ≤
C

h
|ãij|Wλ

q (Ē)|ũ|Wµ
r (Ē), λ ≤ 1, µ ≤ 2.

i vra�aǌem na prvobitne promenǉive sledi

|ηij1| ≤ Chλ+µ− 2
q
− 2
r
−1|aij|Wλ

q (Ki)|u|Wµ
r (Ki), λ ≤ 1, µ ≤ 2.

Ako uzmemo da je r = 2q/(q− 2), bi�e µ > 2− 2
q
, odakle sledi 2 < λ+µ ≤ 3.

Sada, na osnovu Helderove nejednakosti i potapaǌa

W λ+µ−1
2 (Ω) ↪→ W λ

q (Ω) za µ > 2− 2

q
, W λ+µ

2 (Ω) ↪→ W µ
2q/(q−2)(Ω) za λ >

2

q
,

dobijamo

‖ηij1‖ih ≤

(
h2
∑
x∈ωih

C2h2(λ+µ−2)|aij|2Wλ
q (Ki)
|u|2Wµ

2q/(q−2)
(Ki)

)1/2

≤ Chλ+µ−1 |aij|Wλ
q (Ω) |u|Wµ

2q/(q−2)
(Ω)

≤ Chλ+µ−1 ‖aij‖Wλ+µ−1
2 (Ω) ‖u‖Wλ+µ

2 (Ω) , 2 < λ+ µ ≤ 3.

Za λ+ µ = 3, sumiraju�i po qvorovima mre�e ω+
τ , va�i

‖ηij1‖L2(Qihτ ) ≤ Ch2 ‖aij‖H2(Ω) ‖u‖C([0,T ],H3(Ω).) (3.73)

Za drugi qlan, odnosno ηij2 va�i

|ηij2| ≤
C

h
‖ã‖C(Ē)‖ũ‖W s

2 (Ē), s > 1,

pa je to ograniqen linearan funkcional od (ãij, ũ) ∈ C(Ē) ×W s
2 (Ē) koji

se anulira kada je ũ polinom najvixe drugog stepena. Otuda, primenom

leme 1.9 i prelaskom na stare koordinate dobijamo

|ηij2|ih ≤ Chs−2|a|W 2
2 (Ω)|u|W s

2 (Ω), 1 < s ≤ 3,
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pa posle sumiraǌa po qvorovima mre�e ωih, za s = 3, sledi

‖ηij2‖ih ≤ Ch2‖a‖H2(Ω)‖u(·, t)‖H3(Ω),

a znaqi i ocena oblika (3.73).

Izrazi ηijk, k = 3, 4 se mogu oceniti ovako

|ηijk| ≤
C

h
max
Ē
‖ãij‖max

Ē
‖ũ‖ ≤ C

h
‖ãij‖Wλ

q (E)‖ũ‖Wµ
2q/(q−2)

(E), λ >
2

q
, µ > 1− 2

q
.

Primenom leme Brambla–Hilberta i za ova dva qlana dobijamo ocene

oblika (3.73). Tvr�eǌe teoreme sledi na osnovu (3.71)− (3.73).

Ova shema je stabilna i u normi prostora H2,α
+ (Qhτ ).

Teorema 3.26. Neka je 0 < α < 1 i aij ∈ C1(Q̄). Tada je shema (3.63)-(3.65)

apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖H2,α
+ (Qtτ ) ≤ C

∥∥f̄∥∥
L2(Qhτ )

.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno dokazu teoreme 3.18. Dakle, jednaqinu

(3.63) mno�imo skalarno sa Lhvk i Dα
t,0+,τv

k. Zbog uslova (2.7), proizvod

(Lhvk, Dα
t,0+,τv

k)h je pozitivan, a va�i i diskretni analogon druge osnovne

nejednakosti ([28])

|v|H2(ωh) ≤ C‖Lhv‖L2(ωh) + ||v||H1(ωh).

Teorema 3.27. Neka je 0 < α < 1. Diferencijska shema (3.68)-(3.70) je apso-

lutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

[∥∥ξ̄∥∥
L2(Qhτ )

+ ‖η‖L2(Qhτ ) +
2∑

i,j=1

‖ηij,xi‖L2(Qihτ )

]
.

Oceǌuju�i ηij,xi na sliqan naqin kao u dokazu teoreme 3.26 dolazimo

do iste ocene brzine konvegrencije pod nexto jaqim ograniqeǌima na

glatkost rexeǌa, desne strane i koeficijenata jednaqine. ([5],[23]).

Na kraju ovog poglavǉa izvedimo nekoliko zakǉuqaka. Implicitna

shema, iako bezuslovno stabilna, nije ekonomiqna za n ≥ 2. Jedino je

u jednodimenzionom sluqaju matrica sistema trodijagonalna i sistem
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se mo�e rexiti pomo�u O(N) aritmetiqkih operacija gde je N broj

nepoznatih qvorova mre�e. Me�utim, za n ≥ 2, u opxtem sluqaju, ma-

trica sistema se ne mo�e svesti na (2m + 1)− dijagonalni oblik za

m = const ([21]). Osim toga, raqunska slo�enost i vreme zauze�a pro-

cesora postaje kritiqno kada se primene numeriqki algoritmi da bi

se rexio vixedimenzioni problem. Prirodno se name�e problem kon-

strukcije sheme koja bi spajala dobre osobine prethodnih shema, tj.

bila ekonomiqna i apsolutno stabilna. Te osobine imaju razliqite

varijante shema promenǉivih pravaca ([20],[45]).
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4 Sheme promenǉivih pravaca

4.1 Aditivna shema

Uvedimo mre�u Q̄hτ u oblasti Q̄ = [0, 1] × [0, 1] × [0, T ] na isti naqin kao

u odeǉku 3.3 za M = 2m i aproksimirajmo poqetno-graniqni problem

(2.3)− (2.5) slede�om shemom

Dα
t,0+,τv

2k−1 − 2v2k−1
x1x̄1

= f̄ 2k−1, x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m (4.1)

Dα
t,0+,τv

2k − 2v2k
x2x̄2

= f̄ 2k, x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m (4.2)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
h , (4.3)

u(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h. (4.4)

Ako je funkcija f sa desne strane neprekidna funkcija, onda uzimamo

f = f̄ . U suprotnom se mora izvrxiti usredǌavaǌe vrednosti xto se

posti�e operatorima Steklova, recimo f̄ = T1T2f.

Ideja aditivne sheme je u tome da se dvodimenzioni problem svede

na dva jednodimenziona. Zbog toga je shema ekonomiqna. Nijedna od jed-

naqina ove sheme ne aproksimira jednaqinu (2.3) ali je ǌihov poluzbir

aproksimira. Vrednosti nepoznate funkcije v u qvorovima mre�e se

dobijaju redom po vremenskim slojevima. Skup unutraxǌih qvorova na

jednom sloju mo�e da se posmatra kao kolekcija qvorova du� horizon-

talnih i vertikalnih redova. Na neparnim slojevima rexeǌe se dobija

du� redova a na parnim du� kolona, rexavaǌem N nezavisnih linearnih

sistema sa trodijagonalnom matricom. Takav sistem se efikasno rexava

Tomasovim algoritmom. Sa druge strane, rexeǌe vk na k−tom vremen-

skom sloju eksplicitno zavisi od rexeǌa na svim prethodnim slojevima

pa je numeriqka slo�enost O(N2M2). Ocene grexke �emo izvoditi u ve�

poznatoj normi koja je, zbog prirode aproksimacije, oblika

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) =

[
τ

M∑
k=1

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+τ

m∑
k=1

(∥∥v2k−1
x̄1

∥∥2

L2(ω1h)
+
∥∥v2k

x̄2

∥∥2

L2(ω2h)

)]1/2

.

Sada �emo navesti tvr�eǌe koje garantuje stabilnost aditivne dife-

rencijske sheme.
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Teorema 4.1. ([18]) Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (4.1)-

(4.4) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.5)

Dokaz. Pomno�imo skalarno jednaqine (4.1) i (4.2) sa v2k−1 i v2k, redom.

Dobi�emo

(
v2k−1, Dα

t,0+,τv
2k−1

)
h
− 2

(
v2k−1
x1x̄1

, v2k−1
)
h

=
(
f̄ 2k−1, v2k−1

)
h
,

(
v2k, Dα

t,0+,τv
2k
)
h
− 2

(
v2k
x2x̄2

, v2k
)
h

=
(
f̄ 2k, v2k

)
h
.

Koriste�i lemu 3.3 i parcijalnu sumaciju na levoj strani prethodnih

jednakosti a nejednakost Koxi–Xvarca i ε nejednakost na desnoj strani,

dobijamo

1

2

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))2k−1

+ 2
∥∥v2k−1

x̄1

∥∥2

1h
≤ ε

∥∥v2k−1
∥∥2

h
+

1

4ε

∥∥f̄ 2k−1
∥∥2

h
,

1

2

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))2k

+ 2
∥∥v2k

x̄2

∥∥2

2h
≤ ε

∥∥v2k
∥∥2

h
+

1

4ε

∥∥f̄ 2k
∥∥2

h
.

Ako iskoristimo diskretnu Poenkareovu nejednakost (3.21), imamo da je(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))2k−1

+
(

4− 2

8
ε
)∥∥v2k−1

x̄1

∥∥2

1h
≤ 1

2ε

∥∥f̄ 2k+1
∥∥2

h
,

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))2k

+
(

4− 2

8
ε
)∥∥v2k

x̄2

∥∥2

2h
≤ 1

2ε

∥∥f̄ 2k
∥∥2

h
.

Sabiraju�i posledǌe dve nejednakosti za ε = 12, mno�e�i sa τ i sumi-

raju�i po k = 1, . . . ,m, dobijamo apriornu ocenu (4.5) gde je C = 1
24
.

4.1.1 Konvergencija aditivne diferencijske sheme

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (2.3) − (2.5) i v rexeǌe

diskretizovanog zadatka (4.1)− (4.4) sa f̄ = T1T2f. Grexka sheme z = u− v
je funkcija definisana u qvorovima mre�e ω̄h× ω̄τ . Stavǉaju�i v = u− z
u (4.1)− (4.2) dobijamo slede�e

(
Dα
t,0+,τ (u− z)

)2k−1 − 2(u− z)2k−1
x1x̄1

= T1T2f
2k−1, x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m,

(
Dα
t,0+,τ (u− z)

)2k − 2(u− z)2k
x2x̄2

= T1T2f
2k, x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m,
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odnosno

Dα
t,0+,τz

2k−1 − 2z2k−1
x1x̄1

= ψ2k−1
1 , x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m, (4.6)

Dα
t,0+,τz

2k − 2z2k
x2x̄2

= ψ2k
2 , x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,m, (4.7)

gde je

ψ2k−1
1 =Dα

t,0+,τu
2k−1 − 2u2k−1

x1x̄1
− T1T2

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

)2k−1

=
(
Dα
t,0+,τu− T1T2D

α
t,0+u

)2k−1
+ 2

(
T1T2

∂2u

∂x2
1

− ux1x̄1
)2k−1

+ T1T2

(
∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
1

)2k−1

= ξ̄2k−1 + η2k−1
1 + χ2k−1

i

ψ2k
2 =Dα

t,0+,τu
2k − 2u2k

x2x̄2
− T1T2

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

)2k

=
(
Dα
t,0+,τu− T1T2D

α
t,0+u

)2k
+ 2

(
T1T2

∂2u

∂x2
2

− ux2x̄2
)2k

− T1T2

(
∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
1

)2k

= ξ̄2k + η2k
2 − χ2k,

gde su ξ̄ i ηi, i = 1, 2 ve� definisani a χ = T1T2

(
∂2u
∂x22
− ∂2u

∂x21

)
. U taqkama

sa granice oblasti kao i u poqetnom trenutku grexka je jednaka nuli,

odnosno

z = 0, x ∈ γh, t ∈ ω̄τ , (4.8)

z0 = z(x, 0) = 0, x ∈ ωh. (4.9)

Lema 4.2. ([18]) Aditivna diferencijska shema (4.6)-(4.9) je apsolutno

stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

(
τ

2m∑
k=1

‖ξ̄k‖2
h + τ

m∑
k=1

‖ζ2k−1
1 ‖2

1h + τ
m∑
k=1

‖ζ2k
2 ‖2

2h

+ τ 3

m∑
k=1

‖χ2k−1
t ‖2

h + τ 1+α

m∑
k=1

‖χ2k‖2
h

)1/2

. (4.10)

Dokaz. Pomno�imo skalarno jednaqine (4.6) i (4.7) sa z2k−1 i z2k, redom.
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Ako primenimo parcijalnu sumaciju dobijamo(
z2k−1, Dα

t,0+,τz
2k−1

)
h

+ 2
∥∥z2k−1

x̄1

∥∥2

1h
=
(
ψ2k−1

1 , z2k−1
)
h

=(
ξ̄2k−1, z2k−1

)
h
−
(
ζ2k−1

1 , z2k−1
x̄1

)
1h

+
(
χ2k−1, z2k−1

)
h

i (
z2k, Dα

t,0+,τz
2k
)
h

+ 2
∥∥z2k

x̄2

∥∥2

2h
=
(
ψ2k

2 , z
2k
)
h

=(
ξ̄2k, z2k

)
h
−
(
ζ2k

2 , z2k
x̄2

)
2h
−
(
χ2k, z2k

)
h
.

Sumiraju�i ove dve jednakosti, koriste�i lemu 3.5 i oduzimaju�i i

dodaju�i qlan
(
χ2k, z2k−1

)
sa desne strane, sledi

1

2

(
Dα
t,0+,τ (‖z‖2

h)
)2k−1

+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

∥∥z2k−1
t

∥∥2

h
+ 2

∥∥z2k−1
x̄1

∥∥2

1h

+
1

2

(
Dα
t,0+,τ (‖z‖2

h)
)2k

+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

∥∥z2k
t

∥∥2

h
+ 2

∥∥z2k
x̄2

∥∥2

h

≤
(
ξ̄2k−1, z2k−1

)
h

+
(
ξ̄2k, z2k

)
h
−
(
ζ2k−1

1 , z2k−1
x̄1

)
1h
−
(
ζ2k

2 , z2k
x̄2

)
2h

−
(
χ2k − χ2k−1, z2k−1

)
h
−
(
χ2k, z2k − z2k−1

)
h
.

Sada ocenimo qlanove na desnoj strani.

∣∣(ξ̄2k−1, z2k−1
)
h

∣∣ ≤ ε

2

∥∥z2k−1
∥∥2

h
+

1

2ε

∥∥ξ̄2k−1
∥∥2

h
≤ ε

16

∥∥z2k−1
x̄1

∥∥2

1h
+

1

2ε

∥∥ξ̄2k−1
∥∥2

h
,

∣∣(ξ̄2k, z2k
)
h

∣∣ ≤ ε

2

∥∥z2k
∥∥2

h
+

1

2ε

∥∥ξ̄2k
∥∥2

h
≤ ε

16

∥∥z2k
x̄2

∥∥2

2h
+

1

2ε

∥∥ξ̄2k
∥∥2

h
,

∣∣(ζ2k−1
1 , z2k−1

x̄1

)
1h

∣∣ ≤ ε

2

∥∥z2k−1
x̄1

∥∥2

1h
+

1

2ε

∥∥ζ2k−1
1

∥∥2

1h
,

∣∣(ζ2k
2 , z2k

x̄2

)
2h

∣∣ ≤ ε

2

∥∥z2k
x̄2

∥∥2

2h
+

1

2ε

∥∥ζ2k
2

∥∥2

2h
,

∣∣(χ2k − χ2k−1, z2k−1
)
h

∣∣ =
∣∣(τχ2k−1

t , z2k−1
)
h

∣∣ ≤ ε

16

∥∥z2k−1
x̄1

∥∥2

1h
+
τ 2

2ε

∥∥χ2k−1
t

∥∥2

h
,

∣∣(χ2k, z2k − z2k−1
)
h

∣∣ = τ
∣∣(χ2k, z2k−1

t

)
h

∣∣ ≤ τδ

2
‖z2k−1

t ‖2
h +

τ

2δ
‖χ2k‖2

h.

Iz posledǌe nejednakosti, za δ = cτ 1−α, sledi

∣∣(χ2k, z2k − z2k−1
)
h

∣∣ ≤ c

2
τ 2−α‖z2k−1

t ‖2
h +

τα

2c
‖χ2k‖2

h.
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Za c = 2(1−2−α)
Γ(2−α)

posle oqiglednih majoracija, dobijamo

(
Dα
t,0+,τ

(
‖z‖2

h

))2k−1
+
(
Dα
t,0+,τ

(
‖z‖2

h

))2k
+

(
4− 5ε

4

)∥∥z2k−1
x̄1

∥∥2

1h
+

(
4− 5ε

4

)∥∥z2k
x̄2

∥∥2

2h

≤ C
(∥∥ξ̄2k−1

∥∥2

h
+
∥∥ξ̄2k

∥∥2

h
+
∥∥ζ2k−1

1

∥∥2

1h
+
∥∥ζ2k

2

∥∥2

2h
+ τ 2

∥∥χ2k−1
t

∥∥2

h
+ τα

∥∥χ2k
∥∥2

h

)
,

Za ε = 12
5
, mno�e�i posledǌu nejednakost sa τ i sumiraju�i po k =

1, . . . ,m, dobijamo apriornu ocenu (4.10) gde je C = max
{

5
12
, 1
c

}
.

Dakle, da bi se procenila veliqina grexke uvedene aditivne sheme

dovoǉno je oceniti qlanove koji se javǉaju na desnoj strani (4.10).

Teorema 4.3. ([18]) Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5)

pripada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄)) ∩ C1([0, T ], H2(Ω)) ∩ C([0, T ], H3(Ω)). Tada

rexeǌe v diferencijske sheme (4.1)-(4.4) sa f̄ = T1T2f konvergira ka u i

va�i slede�a ocena brzine konvergencije:

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τα/2). (4.11)

Dokaz. Izrazi ξ̄ i ζi su ve� oceǌeni ranije i za ǌih va�e ocene oblika

(3.71) i (3.50). Qlan χ se lako oceǌuje direktno

‖χ(·, t)‖h ≤ C‖u(·, t)‖H2(Ω),

xto povlaqi slede�e(
τ 1+α

m∑
k=1

‖χ2k(·, tk)‖2
h

)1/2

≤ Cτα/2 max
0≤t≤T

‖u(·, t)‖H2(Ω) = Cτα/2‖u‖C([0,T ],H2(Ω)).

(4.12)

Kako je χt = 1
τ

∫ t+τ
t

∂χ(·,t′)
∂t

dt′ ≤ max0≤t≤T
∣∣∂χ
∂t

∣∣ sledi
(
τ 3

m∑
k=1

‖χ2k−1
t (·, tk)‖2

h

)1/2

≤ Cτ‖u‖C1([0,T ],H2(Ω)), (4.13)

pa je teorema dokazana u potpunosti.
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4.1.2 Numeriqki eksperiment

Posmatrajmo poqetno-graniqni problem (2.3)-(2.5) sa

f(x, t) = f(x1, x2, t) = sin(πx1) sin(πx2)t3
(
t−αΓ(4)

Γ(4− α)
+ 2π2

)
,

qije je taqno rexeǌe

u(x, t) = u(x1, x2, t) = sin(πx1) sin(πx2) t3.

Za razliqite vrednosti α, problem je rexen primenom aditivne sheme

(4.1)-(4.4).

Pretpostavimo da je E(h, τ) = O(hp + τ q), gde je E(h, τ) neka norma

grexke z. Tada je, za dovoǉno malo τ, E(h, τ) ≈ c1h
p, odnosno

log2E(h, τ) ≈ log2 c1 + p log2 h,
E(h, τ)

E(h
2
, τ)
≈ 2p, log2

E(h, τ)

E(h
2
, τ)
≈ p.

Sliqno, za dovoǉno malo h, E(h, τ) ≈ c2τ
q, odnosno

log2E(h, τ) ≈ log2 c2 + q log2 τ,
E(h, τ)

E(h, τ
2
)
≈ 2q, log2

E(h, τ)

E(h, τ
2
)
≈ q.

Norma grexke i brzina konvergencije kako u pravcu prostornih, tako

i u pravcu vremenske koordinate, prikazani su u slede�im tabelama.

Dobili smo ocenu u normama ‖ · ‖L2(Qhτ ) i ‖ · ‖B1,α/2(Qhτ ). Dati rezultati

sugerixu da je brzina konvergencije u pravcu t qak ve�a nego predvi�ena

O(τα/2). To mo�e biti tema naxeg daǉeg istra�ivaǌa.

Tabela 1: Grexka i brzina konvergencije za fiksirano τ = 2−12.

α h ‖z‖L2(Qhτ ) log2

‖z‖L2(Qhτ )

‖z‖L2(Qh/2τ )
‖z‖B1,α/2(Qhτ ) log2

‖z‖
B1,α/2(Qhτ )

‖z‖
B1,α/2(Qh/2τ )

0.5 2−2 9.07810 · 10−3 2.03 3.15568 · 10−2 2.01
2−3 2.22514 · 10−3 2.01 7.85253 · 10−3 2.00
2−4 5.53610 · 10−4 2.00 1.96106 · 10−3 2.00
2−5 1.38200 · 10−4 / 1.38200 · 10−4 /

0.9 2−2 8.54922 · 10−3 2.02 3.68682 · 10−3 2.01
2−3 2.10267 · 10−3 2.00 8.33999 · 10−3 2.00
2−4 5.25980 · 10−4 1.97 2.09138 · 10−3 1.98
2−5 1.33970 · 10−4 / 5.32060 · 10−4 /
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Tabela 2: Grexka i brzina konvergencije za fiksirano h = 2−11.

α τ ‖z‖L2(Qhτ ) log2

‖z‖L2(Qhτ )

‖z‖L2(Qhτ/2)
‖z‖B1,α/2(Qhτ ) log2

‖z‖
B1,α/2(Qhτ )

‖z‖
B1,α/2(Qhτ/2)

0.5 2−3 7.57410 · 10−4 1.47 2.58562 · 10−3 1.46
2−4 2.74110 · 10−4 1.47 9.37210 · 10−4 1.47
2−5 9.90400 · 10−5 1.47 3.38800 · 10−4 1.47
2−6 3.56710 · 10−5 / 1.22040 · 10−4 /

0.9 2−3 3.68682 · 10−3 1.12 1.29852 · 10−2 1.11
2−4 1.70209 · 10−3 1.11 6.03312 · 10−3 1.11
2−5 7.90220 · 10−4 1.10 2.80974 · 10−3 1.10
2−6 3.67880 · 10−4 / 1.31002 · 10−3 /
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Z: 0.9954

y

t=
1

Slika 1: Numeriqko rexeǌe na vremenskom sloju tM = 1, za α = 0.9,
h = 2−6 i τ = 2−6

4.2 Faktorizovana shema

4.2.1 Poreklo faktorizovane sheme

Posmatrajmo n−dimenzionu paraboliqku jednaqinu

∂u

∂t
=

n∑
i=1

Liu+ f, (x, t) ∈ (0, 1)n × (0, T )
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sa poqetnim i graniqnim uslovima

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω̄, u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ),

gde je Liu = ∂2u
∂x2i
. Ako uvedemo ravnomernu mre�u ωh u oblasti (0, 1)n sa

korakom h = 1/N i mre�u ωτ u oblasti (0, T ) sa korakom τ = 1/M, na

uobiqajeni naqin, dati zadatak mo�emo aproksimirati eksplicitnom

vkt + Λvk = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . .M, (4.14)

ili implicitnom shemom

vkt + Λv̂k = f̄k, x ∈ ωh, k = 1, . . .M, (4.15)

sa uobiqajenim uslovima

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ ,

gde je Λ =
∑n

i=1 Λi, Λiv = −vxix̄i u unutraxǌim qvorovima mre�e a inaqe

nula.

U [45] se mo�e na�i slede�i rezultat o stabilnosti diferencijske

sheme oblika

Bvt + Av = f̄ . (4.16)

Lema 4.4. ([45]) Neka je A = A∗ > 0, B = B∗ > 0 i AB = BA. Tada je shema

(4.16) stabilna ako i samo ako je zadovoǉena operatorska nejednakost

B − τ

2
A ≥ 0. (4.17)

Eksplicitna shema (4.14) svodi se na oblik (4.16) stavǉaju�i A = Λ

i B = I. Daǉe je

(Λv, v)h =
n∑
i=1

‖vx̄i ]|2ih ≤
4n

h2
‖v‖2

h, odnosno Λ ≤ 4n

h2
I,

pa �e relacija (4.17) biti zadovoǉena ukoliko je

I − τ

2

4n

h2
I =

(
1− 2nτ

h2

)
I ≥ 0, odnosno τ ≤ h2

2n
.

Drugim reqima, eksplicitna shema je uslovno stabilna, ukoliko koraci
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h i τ zadovoǉavaju posledǌi uslov.

Stavǉaju�i u (4.15) v̂ = τvt + v vidimo da se implicitna shema (4.15)

svodi se na oblik (4.16) gde je A = Λ i B = I + τΛ. Na taj naqin, uslov

(4.17) je trivijalno zadovoǉen

B − τ

2
A = I + τΛ− τ

2
Λ = I +

τ

2
Λ > 0,

pa je implicitna shema apsolutno stabilna. Me�utim, ona nije eko-

nomiqna jer na svakom vremenskom sloju treba rexavati diskretizovan

problem eliptiqkog tipa.

Razmotrimo shemu oblika

Bvt + Λv = f̄ (4.18)

gde je B = B1B2 · · ·Bn, Bi = I+ τ
2
Λi. Pixu�i proizvod B1B2 . . . Bn u razvi-

jenom obliku dobijamo

B = I +
τ

2

n∑
i=1

Λi +
τ 2

4

n∑
i 6=j

ΛiΛj + · · ·+
(τ

2

)n
Λ1Λ2 · · ·Λn .

Odatle, izme�u ostalog, vidimo da je operator B ,,blizak” identiqnom

operatoru I, pa shema (4.18) aproksimira naxu jednaqinu. Poxto su

operatori Λi pozitivno definitni i me�usobno komutativni i poxto je

Λ =
∑n

i=1 Λi neposredno zakǉuqujemo da je uslov (4.17) zadovoǉen

B − τ

2
A = I +

τ 2

4

n∑
i 6=j

ΛiΛj + · · ·+
(τ

2

)n
Λ1Λ2 · · ·Λn ≥ I > 0 ,

pa je shema (4.18) apsolutno stabilna. Operatori Bi su lako inverti-

bilni jer svakom od ǌih odgovara trodijagonalna matrica. Odatle

sledi da isto va�i i za ǌihov proizvod B, pa je shema (4.18) ekonomiqna.

Sheme ovakvog tipa nazivaju se faktorizovanim shemama. One spajaju

dobre osobine eksplicitne i implicitne sheme - ekonomiqne su i apso-

lutno stabilne.

4.2.2 Faktorizovana shema za jednaqinu subdifuzije

Posmatrajmo ponovo poqetno-graniqni problem (2.3)-(2.5). Neka je data

mre�a Q̄hτ kao i u sluqaju implicitne sheme. Zadatak mo�emo aproksimi-
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rati slede�om faktorizovanom shemom

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τv
)k −∆hv

k−1 = f̄k, x ∈ ωh, (4.19)

k = 1, 2, . . . ,M, sa datim poqetnim i graniqnim uslovima

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ γh × ω+
τ , (4.20)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (4.21)

gde je I jediniqni operator a θ je pozitivan parametar. Operatori

∆h, A1 i A2 su dati sa (3.36) i (3.37). Ovi operatori su samokonjugo-

vani, pozitivno definitni i uzajamno komutativni. Tako�e, ukoliko je

f neprekidna funkcija uze�emo da je f̄ = f a inaqe f̄ = T1T2f. Faktori-

zovana shema je i numeriqki efikasna. Zaista, matrice pridru�ene ope-

ratorima (I + θταA1) i (I + θταA2) su trodijagonalne. Da bi se dobila

vrednost rexeǌa v na vremenskom sloju tk, dovoǉno je da se dva puta

primeni Tomasov algoritam. Doka�imo sada stabilnost diferencijske

sheme (4.19)-(4.21) u normi (3.31).

Teorema 4.5. ([17]) Neka je 0 < α < 1 i θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

. Tada je diferencijska

shema (4.19)-(4.21) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u

apriornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤
√

17

8
‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.22)

Dokaz. Pomno�imo (4.19) skalarno sa vk, tj.

(
vk, BDα

t,0+,τv
k
)
h

+
(
vk, Avk−1

)
h

=
(
vk, f̄k

)
h
,

gde je B = (I + θταA1) (I + θταA2) . Ako dodamo i oduzmemo
(
vk, Avk

)
h
dobi-

jamo

(
vk, BDα

t,0+,τv
k
)
h

+
(
vk, Avk

)
h
−
(
vk, A(vk − vk−1)

)
h

=
(
vk, f̄k

)
h
. (4.23)

Kako je i operator B pozitivno definitan i samokonjugovan, norma

‖v‖B = (Bv, v)
1/2
h je dobro definisana. Osim toga postoji i jedinstveni

koren operatora B koga oznaqavamo sa B1/2. On je tako�e pozitivno

definitan i samokonjugovan. Otuda, primenom leme 3.5, sledi

(
vk, BDα

t,0+,τv
k
)
h

=
(
B1/2vk, Dα

t,0+,τB
1/2vk

)
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≥ 1

2
Dα
t,0+,τ (B

1/2vk, B1/2vk)h +
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)
(B1/2vk−1

t , B1/2vk−1
t )

=
1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

B
+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

∥∥vk−1
t

∥∥2

B
.

Daǉe je

(
vk, A(vk − vk−1)

)
h

=

(
vk + vk−1

2
+
vk − vk−1

2
, A(vk − vk−1)

)
h

=
1

2

(
vk + vk−1, A(vk − vk−1)

)
+
τ 2

2

(
vk−1
t , Avk−1

t

)
h

=
1

2

∥∥vk∥∥2

A
− 1

2

∥∥vk−1
∥∥2

A
+
τ 2

2

∥∥vk−1
t

∥∥2

A
.

Primenom Koxi–Xvarcove i ε–nejednakosti iz (4.23) sledi

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

B
+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

∥∥vk−1
t

∥∥2

B
+

1

2

∥∥vk∥∥2

A
+

1

2

∥∥vk−1
∥∥2

A
− τ 2

2

∥∥vk−1
t

∥∥2

A

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε

∥∥vk∥∥2

h
. (4.24)

Va�e jednakosti (3.38) i (3.39). Zatim, za operator B va�i slede�e

B = I + θταA+ θ2τ 2αA1A2 ≥ I, B ≥ θταA,

pa je

‖v‖2
B ≥ ‖v‖2

h i ‖v‖2
B ≥ θτα‖v‖2

A.

Na osnovu toga i koriste�i diskretnu Poenkareovu nejednakost (3.41),

iz (4.24) dobijamo

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+

(
θ

1− 2α

Γ(2− α)
− 1

2

)
τ 2
∥∥vk−1

t

∥∥
A

+
1

2

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+
1

2

∣∣vk−1
∣∣2
H1(ωh)

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+

ε

16

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

.

Za θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

izraz u zagradi na levoj strani prethodne nejednakosti je

pozitivan. Za tako izabrano θ, izostavǉaju�i pozitivne sabirke, tim

pre va�i slede�a nejednakost

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+

1

2

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+

ε

16

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

.

Neka je ε = 4. Dodajmo levoj i desnoj strani δ‖vk‖2
h. Na isti naqin kao i
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u dokazu teoreme 3.23 nalazimo da je δ = 64
17
, pa dobijamo

8Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+

64

17

(∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+ ‖vk‖2
h

)
≤
∥∥f̄k∥∥2

h
.

Mno�e�i sa τ i sumiraju�i po k = 1, . . . ,M, zbog pozitivnosti prvog

sabirka tim pre va�i

64

17

(
τ

M∑
k=1

(
Dα
t,0+,τ

(
‖v‖2

h

))k
+ τ

M∑
k=1

‖vk‖2
H1(ωh)

)
≤
∥∥f̄k∥∥2

h
,

odakle sledi apriorna ocena (4.22).

Na slede�oj slici je prikazan grafik funkcije θmin(α) = Γ(2−α)
2(1−2−α)

koja

predstavǉa najmaǌu dopustivu vrednost θ u zavisnosti od α.
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Slika 2: Doǌa granica dopustivih vrednosti za θ

4.2.3 Konvergencija faktorizovane diferencijske sheme

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) a v rexeǌe

diskretizovanog zadatka (4.19)-(4.21) sa f̄ = T1T2f. Grexka sheme z = u−v
je funkcija definisana na mre�i ω̄h×ω̄τ . Ako stavimo v = u−z u jednaqine

(4.19)-(4.21) dobijamo slede�e

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τz
)k −∆hz

k−1 = ψk, (4.25)

x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . ,M,

z = 0, x ∈ γh, t ∈ ω̄τ , (4.26)

z0 = z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (4.27)

gde je

ψk = (I + θταA1) (I + θταA2)Dα
t,0+,τu

k −∆hu
k−1 − T1T2f

k
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= (I + θταA1) (I + θταA2)Dα
t,0+,τu

k −∆hu
k−1 − T1T2

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

)k
=
(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τu− T1T2D
α
t,0+u

)k
+

[(
T1T2

∂2u

∂x2
1

)k
− uk−1

x1x̄1

]
+

[(
T1T2

∂2u

∂x2

)k
− uk−1

x2x̄2

]
= Dα

t,0+,τu
k + θταADα

t,0+,τu
k + θ2τ 2αA1A2D

α
t,0+,τu

k − T1T2D
α
t,0+,τu

k

+

[(
T1T2

∂2u

∂x2
1

)k
− ukx1x̄1 + ukx1x̄1 − u

k−1
x1x̄1

]
+

[(
T1T2

∂2u

∂x2

)k
− ukx2x̄2 + ukx2x̄2 − u

k−1
x2x̄2

]
.

(4.28)

Qlanove na desnoj strani mo�emo grupisati i zapisati na slede�i

naqin

Dα
t,0+,τu

k − T1T2D
α
t,0+,τu

k =
(
Dα
t,0+,τu

k −Dα
t,0+u

k
)

+
(
Dα
t,0+u

k − T1T2D
α
t,0+,τu

k
)
,

θταADα
t,0+,τu

k = θτα(A1 + A2)Dα
t,0+,τu

k = −θταDα
t,0+,τu

k
x1x̄1
− θταDα

t,0+,τu
k
x2x̄2

,

θ2τ 2αA1A2D
α
t,0+,τu

k =
1

2
θ2τ 2αA1A2D

α
t,0+,τu

k +
1

2
θ2τ 2αA1A2D

α
t,0+,τu

k

=

(
1

2
θ2τ 2αDα

t,0+,τu
k
x̄1x2x̄2

)
x1

+

(
1

2
θ2τ 2αDα

t,0+,τu
k
x1x̄1x̄2

)
x2

,

ukx1x̄1 − u
k−1
x1x̄1

= τ
(ukx̄1 − u

k−1
x̄1 )x1

τ
=
(
τukt̄x̄1

)
x1
,

ukx2x̄2 − u
k−1
x2x̄2

= τ
(ukx̄2 − u

k−1
x̄2 )x2

τ
=
(
τukt̄x̄2

)
x2
.

Sada ψk mo�emo zapisati u slede�em obliku

ψk = ξk1 + ξ̄k2 + ζk1,x1 + ζk2,x2 + ςk1,x1 + ςk2,x2 + χk1,x1 + χk2,x2 + µk1,x1 + µk2,x2 ,

gde su ξ1, ξ̄2, ζ1 i ζ2 ve� definisani, a

ς1 = τut̄x̄1 , ς2 = τut̄x̄2 ,

χ1 = −θταDα
t,0+,τux̄1 , χ2 = −θταDα

t,0+,τux̄2 ,

µ1 =
1

2
θ2τ 2αDα

t,0+,τux̄1x2x̄2 , µ2 =
1

2
θ2τ 2αDα

t,0+,τux1x̄1x̄2 .

Lema 4.6. ([17]) Faktorizovana diferencijska shema (4.19)-(4.21) je apso-

lutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena
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‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C
[
‖ξ1‖2

L2(Qhτ ) + ‖ξ̄2‖2
L2(Qhτ )

+
2∑
i=1

(
‖ζi‖2

L2(Qihτ ) + ‖ςi‖2
L2(Qihτ ) + ‖χi‖2

L2(Qihτ ) + ‖µi‖2
L2(Qihτ )

) ]1/2

. (4.29)

Dokaz. Ako pomno�imo jednaqinu (4.25) skalarno sa zk, dobijamo

(
zk, (I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τz
k
)
h
−
(
zk,∆hz

k−1
)
h
−
(
zk, ξk1

)
h

=
(
zk, ξ̄k2

)
h

+
(
zk, ζk1,x1

)
h

+
(
zk, ζk2,x2

)
h

+
(
zk, ςk1,x1

)
h

+
(
zk, ςk2,x2

)
h

+
(
zk, χk1,x1

)
h

+
(
zk, χk2,x2

)
h

+
(
zk, µk1,x1

)
h

+
(
zk, µk2,x2

)
h
. (4.30)

Sada mo�emo lako da ocenimo qlanove na desnoj strani. Primeǌuju�i

ve� poznate nejednakosti i parcijalnu sumaciju sledi

∣∣(zk, ξ̄k2)h∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zk∥∥2

h
+

1

2ε1

∥∥ξ̄k2∥∥2

h
≤ ε1

32
|zk|2H1(ωh) +

1

2ε1

∥∥ξ̄k2∥∥2

h
, ε1 > 0,

∣∣(zk, ζk1,x1)∣∣ =
∣∣(ζk1 , zkx̄1)1h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄1∥∥2

1h
+

1

2ε1

∥∥ζk1∥∥2

1h
,

∣∣(zk, ζk2,x2)∣∣ =
∣∣(ζk2 , zkx̄2)2h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄2∥∥2

2h
+

1

2ε1

∥∥ζk2∥∥2

2h
,

∣∣(zk, ςk1,x1)∣∣ =
∣∣(ςk1 , zkx̄1)1h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄1∥∥2

1h
+

1

2ε1

∥∥ςk1∥∥2

1h
,

∣∣(zk, ςk2,x2)∣∣ =
∣∣(ςk2 , zkx̄2)2h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄2∥∥2

2h
+

1

2ε1

∥∥ςk2∥∥2

2h
,

∣∣(zk, χk1,x1)∣∣ =
∣∣(χk1, zkx̄1)1h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄1∥∥2

1h
+

1

2ε1

∥∥χk1∥∥2

1h
,

∣∣(zk, χk2,x2)∣∣ =
∣∣(χk2, zkx̄2)2h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄2∥∥2

2h
+

1

2ε1

∥∥χk2∥∥2

2h
,

∣∣(zk, µk1,x1)∣∣ =
∣∣(µk1, zkx̄1)1h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄1∥∥2

1h
+

1

2ε1

∥∥µk1∥∥2

1h
,

∣∣(zk, µk2,x2)∣∣ =
∣∣(µk2, zkx̄2)2h

∣∣ ≤ ε1

2

∥∥zkx̄2∥∥2

2h
+

1

2ε1

∥∥µk2∥∥2

2h
.

Transformiximo levu stranu u (4.30) kao u dokazu teoreme 4.5 pri qemu

ulogu f̄k igra ξk1 . Odatle sledi

1

2
Dα
t,0+,τ‖zk‖2 +

1

2
|zk|2H1(ωh) ≤

1

4ε
‖ξk1‖2

h +
( ε

16
+
ε1

32
+ 4

ε1

2

)
|zk|2H1(ωh)

+
1

2ε1

(
‖ξ̄k2‖2

h + ‖ζk1‖2
1h + ‖ζk2‖2

2h + ‖ςk1 ‖2
1h + ‖ςk2 ‖2

2h
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+‖χk1‖2
1h + ‖χk2‖2

2h + ‖µk1‖2
1h + ‖µk2‖2

2h

)
.

Ocena (4.29) lako sledi za dovoǉno malo ε i ε1 i posle sumiraǌa po

k = 1, . . . ,M.

Teorema 4.7. ([17]) Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5)

pripada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄)) ∩ C1([0, T ], H3(Ω)) i neka je θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

.

Tada rexeǌe v diferencijske sheme (4.19)-(4.21) sa f̄ = T1T2f konvergira ka

u i va�i slede�a ocena brzine konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τα). (4.31)

Dokaz. Da bismo dobili ocenu brzine konvergencije sheme (4.19)-(4.21)

neophodno je oceniti qlanove na desnoj strani (4.29). Za neke qlanove

je to ve� uqiǌeno pa va�i (3.28), (3.30), (3.49), (3.50), dok se χ i µ

oceǌuju skoro direktno pa imamo(
τ

m∑
k=1

‖χki ‖2
ih

)1/2

≤ Cτα ‖u‖C1([0,T ],C1(Ω̄)), i = 1, 2, (4.32)

(
τ

m∑
k=1

‖µki ‖2
ih

)1/2

≤ Cτ 2α ‖u‖Cα+([0,T ],H3(Ω)), i = 1, 2. (4.33)

Poka�imo stabilnost sheme i u normi ‖·‖H2,α
+ (Ωhτ ). Ta ocena je diskretna

verzija teoreme 2.8 u sluqaju kada je L = −∆.

Teorema 4.8. ([12]) Neka je 0 < α < 1 i θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

. Tada je shema (4.19)-

(4.21) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.34)

Dokaz. Mno�e�i (4.19) skalarno sa Avk, na sliqan naqin kao u dokazu

teoreme 4.5 dolazimo do nejednakosti

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

AB
+
τ 2−α(1− 2−α)

Γ(2− α)

∥∥vk−1
t

∥∥2

AB
+

1

2

∥∥Avk∥∥2

h
+

1

2

∥∥Avk−1
∥∥2

h
− τ

2

2

∥∥Avk−1
t

∥∥2

h

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε

∥∥Avk∥∥2

h
.

86



Kako va�i (3.39) i

‖v‖2
AB ≥ ‖v‖

2
A = |v|H1(ωh) , ‖v‖2

AB ≥ θτα ‖v‖2
A2 = θτα|v|2H2(ωh)

sledi

1

2
Dα
t,0+,τ

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+

(
θ

1− 2α

Γ(2− α)
− 1

2

)
τ 2
∣∣vk−1
t

∣∣
H2(ωh)

+
1

2

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

+
1

2

∣∣vk−1
∣∣2
H2(ωh)

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

.

Za θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

, ε = 1/4 i sumiraju�i po k = 1, . . . ,M, dobijamo

2τ
M∑
k=1

Dα
t,0+,τ |vk|2H1(ωh) + τ

M∑
k=1

|vk|2H2(ωh) ≤ 4‖f̄k‖2
L2(Qhτ ),

odnosno

τ
M∑
k=1

|vk|2H2(ωh) ≤ 4‖f̄k‖2
L2(Qhτ ). (4.35)

Iz (4.19) sledi

∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥
h
≤
∥∥BDα

t,0+,τv
k
∥∥
h
≤
∥∥Avk−1

∥∥
h

+
∥∥f̄k∥∥

h
=
∣∣vk−1

∣∣
H2(ωh)

+
∥∥f̄k∥∥

h
.

Kvadriraju�i posledǌu nejednakost i sumiraju�i po k, dobijamo

τ
M∑
k=1

∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
≤ 2τ

M∑
k=1

∣∣vk−1
∣∣2
H2(ωh)

+ 2τ
M∑
k=1

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Daǉe je

τ

M∑
k=1

∣∣vk−1
∣∣2
H2(ωh)

= τ
M−1∑
k=0

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

= τ
M−1∑
k=1

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

≤ τ
M∑
k=1

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

,

pa tako, uzimaju�i u ozir (4.35), dobijamo

τ

M∑
k=1

∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
≤ 10τ

M∑
k=1

∥∥f̄k∥∥2

h
.
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Sabiraǌem ove nejednakosti sa (4.35) dolazimo do

τ
M∑
k=1

∥∥Dα
t,0+,τv

k
∥∥2

h
+ τ

M∑
k=1

∣∣vk∣∣2
H2(ωh)

≤ 14τ
M∑
k=1

∥∥f̄k∥∥2

h
.

Poxto f ∈ C(Q̄) jednaqina (4.19) se redukuje u jednaqinu

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τv
)k

+ Avk−1 = fk, x ∈ ωh, (4.36)

Grexka z zadovoǉava jednaqinu

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τz
)k

+ Azk−1 = ψk, x ∈ ωh, (4.37)

i homogene uslove (4.26), (4.27). Ovde je oznaqeno

ψk = (I + θταA1) (I + θταA2)Dα
t,0+,τu

k −∆uk−1 − fk

= ξk1 + µ̄k +
2∑
i=1

(
νki + ςki + χ̄ki

)
,

gde su

χ̄i = −θταDα
t,0+,τuxix̄i = χi,xi ,

µ̄ = θ2τ 2αDα
t,0+,τux̄1x̄1x2x̄2 = µ1,x1 + µ2,x2 .

nove veliqine, dok su ostale poznate od ranije.

Teorema 4.9. ([12]) Neka va�e pretpostavke prethodne teoreme i neka

rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) pripada prostoru C2([0, T ],

C(Ω̄)) ∩ Cα
+([0, T ], H4(Ω)) ∩ H1((0, T ), H2(Ω)). Tada rexeǌe v diferencijske s

heme (4.19)-(4.21) konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine konvergen-

cije

‖u− v‖H2,α
+ (Qhτ ) = O(h2 + τα).

Dokaz. Primeǌuju�i apriornu ocenu (4.34) na (4.37) dobijamo

‖u− v‖H2,α(Qhτ ) = ‖z‖H2,α(Qhτ ) ≤ C‖ψ‖L2(Qhτ ) ≤ C

[
‖ξ1‖L2(Qhτ )

+‖µ̄‖L2(Qhτ ) +
2∑
i=1

(
‖ηi‖L2(Qihτ) + ‖ςi‖L2(Qihτ ) + ‖χ̄i‖L2(Qihτ )

)]
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Qlanovi χ̄i i µ̄ se oceǌuju skoro direktno

‖χ̄i‖L2(Qhτ ) ≤ Cτα ‖u‖Cα+([0,T ],H2(Ω)), (4.38)

‖µ̄‖L2(Qhτ ) ≤ Cτ 2α ‖u‖Cα+([0,T ],H4(Ω)). (4.39)

Rezultat sledi iz (3.28), (3.58), (4.38) i (4.39).

4.2.4 Modifikovana faktorizovana shema

U novije vreme se, u literaturi, mo�e sresti jox jedan oblik faktori-

zovane sheme za poqetno-graniqni problem (2.3)-(2.5) ([52]). Za razliku

od sheme koja je opisana u prethodnom odeǉku i kod koje uz frakcioni

izvod imamo proizvod dva diferencijska operatora, ovde imamo samo

jedan ǌegov ,,deo”. Osim toga, nova shema je, u osnovi, i pre dodatka

tog operatora, implicitna. Naime, umesto jednaqine (4.19) posmatrajmo

jednaqinu (
I + µ2A1A2

)
Dα
t,0+,τv

k + Avk = f̄k, x ∈ ωh, (4.40)

gde je µ = Γ(2 − α)τα. Toj jednaqini pridru�ujemo poqetne i graniqne

uslove (4.20), (4.21). I ova shema je numeriqki efikasna. Ako diskretizo-

vani frakcioni izvod predstavimo formulom (3.2), jednaqina (4.40) je

ekvivalentna slede�oj

(
I + µ2A1A2

) τ−α

Γ(2− α)

(
vk +

k−1∑
l=1

[ak−l+1 − ak−l] vl − akv0

)
+ A1v

k + A2v
k = f̄k,

koja se, posle mno�eǌa sa µ, lako transformixe u slede�u jednaqinu

(I + µA1) (I + µA2) vk =

−
k−1∑
l=1

[ak−l+1 − ak−l]
(
vl + µ2vlx1x̄1x2x̄2

)
+ ak

(
v0 + µ2v0

x1x̄1x2x̄2

)
+ µf̄k.

Da bismo dobili vrednost rexeǌa na k−tom sloju neophodno je rexiti

dva sistema jednaqina sa trodijagonalnom matricom.

Teorema 4.10. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (4.40), (4.20),

(4.21), apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu

ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.41)
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Dokaz. Pomno�imo jednaqinu (4.40) skalarno sa vk, tj.(
vk, B̃Dα

t,0+,τv
k
)
h

+
(
vk, Avk

)
h

=
(
vk, f̄k

)
h
,

gde je B̃ = I + µ2A1A2. Kako je B̃ pozitivno definitan i samokonjugovan

operator, norma ‖v‖B̃ = (B̃v, v)
1/2
h je dobro definisana. Sliqno kao i u

dokazu teoreme 4.5, dolazimo do slede�ih nejednakosti(
vk, B̃Dα

t,0+,τv
k
)
h
≥ 1

2
Dα
t,0+,τ‖vk‖2

B̃
,

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

B̃
+
∥∥vk∥∥

A
≤ 1

4

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε

∥∥vk∥∥2

h
,

B̃ = I + µ2A1A2 ≥ I, ‖v‖2
B̃ ≥ ‖v‖

2
h ,

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+
∣∣vk∣∣

H1(ωh)
≤ 1

4

∥∥f̄k∥∥2

h
+

ε

16

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

,

odakle se, na ve� poznati naqin, dobija apriora ocena (4.41).

U odnosu na klasiqnu faktorizovanu, prednost ove sheme je u tome

xto se posti�e nexto ve�a brzina konvergencije u normi ‖ · ‖B1,α/2 .

Neka je u rexeǌe zadatka (2.3)-(2.5) a v rexeǌe (4.40), (4.20), (4.21)

sa f̄ = T1T2f. Grexka sheme z zadovoǉava jednaqinu

(
I + µ2A1A2

)
Dα
t,0+,τz

k + Azk = ψk, x ∈ ωh, (4.42)

i homogene uslove (4.26), (4.27). Funkcija ψ se mo�e razlo�iti na

slede�i naqin

ψk =
(
I + µ2A1A2

)
Dα
t,0+,τu

k + Auk − T1T2

(
Dα
t,0+u−

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

)k
=

ξk1 + ξ̄k2 + ζk1,x1 + ζk2,x2 + µ̃k1,x1 + µ̃k2,x2 ,

gde je

µ̃1 =
1

2
µ2Dα

t,0+,τux̄1x2x̄2 µ̃2 =
1

2
µ2Dα

t,0+,τux1x̄1x̄2 .

Teorema 4.11. Diferencijska shema (4.42), (4.26), (4.27) je apsolutno sta-

bilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C

[
‖ξ1‖L2(Qhτ ) + ‖ξ̄2‖L2(Qhτ ) +

2∑
i=1

(
‖ζi‖L2(Qihτ ) + ‖µ̃i‖L2(Qihτ )

)]
.
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Teorema 4.12. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄)) ∩ Cα
+([0, T ], H3(Ω)). Tada rexeǌe v diferenci-

jske sheme (4.40), (4.20), (4.21) sa f̄ = T1T2f konvergira ka u i va�i slede�a

ocena brzine konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + min{τ 2α, τ 2−α}).

Dokaz. Tvr�eǌe sledi iz (3.28), (3.49), (3.50) i slede�e ocene za qlan

µ̃i (
τ

M∑
k=1

‖µ̃i‖2
ih

)1/2

≤ Cµ2 ‖u‖Cα+([0,T ],H3(Ω)) = Cτ 2α ‖u‖Cα+([0,T ],H3(Ω)) .

Tako�e, nije texko pokazati stabilnost sheme i u normi ‖ · ‖H2,α
+
. U

toj normi, pod nexto jaqim uslovom na glatkost rexeǌa dobijamo istu

brzinu konvergencije kao i u prethodnoj teoremi.

Teorema 4.13. Neka je 0 < α < 1. Tada je diferencijska shema (4.40), (4.20),

(4.21), apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu

ocenu

‖v‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.43)

Dokaz. Analogno dokazu teoreme 4.8.

Teorema 4.14. Za f̄ = f, diferencijska shema (4.42), (4.26), (4.27) je apso-

lutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖H2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

[
‖ξ1‖L2(Qhτ ) +

2∑
i=1

‖νi‖L2(Qihτ ) + ‖µ̃‖L2(Qhτ )

]
,

gde je µ̃ = µ2Dα
t,0+,τux1x̄1x2x̄2 , dok su ξ1 i νi definisane ranije.

Dokaz. Za f̄ = f ∈ C(Ω̄), desna strana u (4.42) je oblika

ψk =
(
Dα
t,0+,τu−Dα

t,0+u
)k

+ Auk +

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

)
+ µ2A1A2D

α
t,0+,τu

k

= ξk1 +
2∑
i=1

νki + µ̃k.

Primenom apriorne ocene (4.43), tvr�eǌe teoreme neposredno sledi.
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Teorema 4.15. Neka rexeǌe u poqetno-graniqnog problema (2.3)-(2.5) pri-

pada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄)) ∩ Cα
+([0, T ], H4(Ω)). Tada rexeǌe v diferenci-

jske sheme (4.40), (4.20), (4.21) konvergira ka u i va�i slede�a ocena brzine

konvergencije

‖u− v‖H2,α(Qhτ ) = O(h2 + min{τ 2α, τ 2−α}).

Dokaz. Tvr�eǌe sledi iz (3.28), (3.58) i slede�e ocene za qlan µ̃

(
τ

M∑
k=1

‖µ̃‖2
h

)1/2

≤ Cµ2 ‖u‖Cα+([0,T ],H4(Ω)) = Cτ 2α ‖u‖Cα+([0,T ],H4(Ω)) .

4.2.5 Faktorizovana shema za jednaqinu sa promenǉivim koefici-
jentima

Ocene stabilnosti i brzine konvergencije dobijene u odeǉku 4.2.3 va�e

i kada se posmatra jednaqina s promenǉivim koeficijentima (2.6). Fakto-

rizovana shema je data jednaqinom

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τv
)k

+ Lhvk−1 = f̄k, x ∈ ωh, (4.44)

i uobiqajenim poqetnim i graniqnim uslovima (4.20), (4.21), gde je

diferencijski operator Lh definisan formulom (3.66). Napomenimo

da se modifikovana faktorizovana shema (4.40), (4.20), (4.21), ne mo�e

preneti na jednaqinu s promenǉivim koeficijentima (2.6). Slede�i

rezultati se mogu na�i u [12].

Teorema 4.16. Neka je 0 < α < 1, aij, a ∈ C(Ω̄) i θ ≥ Γ(2−α)
2(1−2−α)

maxi,j ‖aij‖C(Ω̄).

Tada je, za dovoǉno malo τ, diferencijska shema (4.44), (4.20), (4.21) apso-

lutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

‖v‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f̄‖L2(Qhτ ). (4.45)

Dokaz. Mno�e�i (4.44) skalarno sa vk, koriste�i (3.67) i

‖v‖2
B = ‖v‖2

h+ θτα‖v‖2
A1+A2

+ θ2τ 2α‖v‖2
A1A2

= ‖v‖2
h+ θτα‖v‖2

H1(ωh) + θ2τ 2α‖vx̄1x̄2‖2
0h,
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na sliqan naqin kao u dokazu teoreme 4.5 dolazimo do

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+
(
θ

(1− 2−α)

Γ(2− α)
− c1

2

)
τ 2
∣∣vk−1
t

∣∣2
H1(ωh)

+
( 1− 2−α

Γ(2− α)
− c2

2
τα
)
τ 2−α ∥∥vk−1

t

∥∥2

h
+
c0

2

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+
c0

2

∣∣vk−1
∣∣2
H1(ωh)

≤ 1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε

∥∥vk∥∥2

h
,

odakle za

θ ≥ θ0 =
c1Γ(2− α)

2(1− 2−α)
=

Γ(2− α)

1− 2−α
max
ij
‖aij‖C(Ω̄)

i

τ ≤ τ0 =

(
2(1− 2−α)

c2Γ(2− α)

)1/α

=

(
2(1− 2−α)

Γ(2− α) ‖a‖C(Ω̄)

)1/α

,

dobijamo

1

2
Dα
t,0+,τ

∥∥vk∥∥2

h
+
c0

2

∣∣vk∣∣2
H1(ωh)

+
c0

2
|vk−1|2H1(ωh) ≤

1

4ε

∥∥f̄k∥∥2

h
+ ε‖vk‖2

h.

Odavde, sliqno kao i u dokazu teoreme 3.23, dolazimo do tvr�eǌa teo-

reme.

U ovom sluqaju grexka sheme zadovoǉava jednaqinu

(
(I + θταA1) (I + θταA2)Dα

t,0+,τz
)k

+ Lhzk−1 = ψk, x ∈ ωh, (4.46)

gde je

ψk = (I + θταA1) (I + θταA2)Dα
t,0+,τu

k + Lhuk−1 − T1T2f
k

= ξ̄k + η̄k +
2∑

i,j=1

(
ηkij,xi + ζkij,xi

)
+

2∑
i=1

(
χki,xi + µmi,xi

)
,

i

η̄ = aǔ− T1T2(au),

ζij =
τ

2

[ (
aijux̄j t̄

) ∣∣
(x,t)

+
(
aijuxj t̄

) ∣∣
(x−hei,t)

]
,

Teorema 4.17. Pod pretpostavkama teoreme 4.16, shema (4.46), (4.26),

93



(4.27) je apsolutno stabilna i va�i slede�a apriorna ocena

‖z‖B1,α/2(Qhτ ) ≤ C
[ 2∑
i,j=1

(
‖ηij‖L2(Qihτ ) + ‖ζij‖L2(Qihτ )

)
+

2∑
i=1

(
‖χi‖L2(Qihτ ) + ‖µi‖L2(Qihτ )

)
+ ‖ξ̄‖L2(Qhτ ) + ‖η̄‖L2(Qhτ )

]
.

Teorema 4.18. Neka va�e pretpostavke teoreme 4.16, aij, a ∈ H2(Ω) i

neka rexeǌe u zadatka (2.6), sa poqetno-graniqnim uslovima (2.4), (2.5)

pripada prostoru C2([0, T ], C(Ω̄))∩Cα
+([0, T ], H3(Ω))∩H1((0, T ), H2(Ω)). Tada

rexeǌe v diferencijske sheme (4.44), (4.20), (4.21) sa f = T1T2f konvergira

ka u i va�i slede�a ocena brzine konvergencije

‖u− v‖B1,α/2(Qhτ ) = O(h2 + τα).

Dokaz. Ako predstavimo η̄ = η̄1 + η̄2, gde je

η̄1 = aǔ− T1T2(aǔ) i η̄2 = T1T2(aǔ)− T1T2(au) = −τT1T2(aut̄),

onda za η̄1 va�i ocena oblika (3.72), dok se qlanovi η̄2, ζij, χi i µi mogu

oceniti direktno

‖η̄2‖L2(Qhτ ) ≤ Cτ‖a‖C(Ω̄)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Q)

≤ Cτ‖a‖C(Ω̄)‖u‖C1([0,T ],L2(Ω)), (4.47)

‖ζij‖L2(Qihτ ) ≤ Cτ ‖aij‖C(Ω̄)‖u‖H1((0,T ),H2(Ω)), (4.48)

‖χi‖L2(Qihτ ) ≤ Cτα ‖u‖Cα+([0,T ],H2(Ω)), (4.49)

‖µi‖L2(Qihτ ) ≤ Cτ 2α ‖u‖Cα+([0,T ],H3(Ω)). (4.50)

Rezultat sledi iz (3.71)-(3.73) i (4.47)-(4.50).

4.2.6 Numeriqki eksperiment

Posmatrajmo poqetno graniqni problem (2.3)-(2.5) sa

f(x, t) = f(x1, x2, t) = sin(πx1)t2
(
t−αΓ(3)

Γ(3− α)
x2(1− x2) + π2x2(1− x2) + 2

)
,
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qije je taqno rexeǌe

u(x, t) = u(x1, x2, t) = sin(πx1)x2(1− x2) t2.

Problem je rexen primenom faktorizovane sheme (4.19)-(4.21). Norma

u kojoj smo merili veliqinu grexke i odre�ivali brzinu konvergencije

data je sa (3.31).

Tabela 3: Grexka i brzina konvergencije za fiksirano τ = 2−15.

α h ‖z‖B1,α/2(Qh,τ ) log2

‖z‖
B1,α/2(Qh,τ )

‖z‖
B1,α/2(Qh/2,τ )

0.9 2−2 6.620177 · 10−3 2.03
2−3 1.626035 · 10−3 2.09
2−4 3.810321 · 10−4 2.44
2−5 7.039282 · 10−5 /

Tabela 4: Grexka i brzina konvergencije za fiksirano h = 2−9.

α τ ‖z‖B1,α/2(Qh,τ ) log2

‖z‖
B1,α/2(Qh,τ )

‖z‖
B1,α/2(Qh,τ/2)

0.7 2−4 8.996563 · 10−2 0.79
2−5 5.204351 · 10−2 0.78
2−6 3.040074 · 10−2 0.74
2−7 1.817394 · 10−2 0.71
2−8 1.108810 · 10−2 /
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Slika 3: Numeriqko rexeǌe na vremenskom sloju tM = 1, za α = 0.9,
h = 2−5 i τ = 2−6
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5 Zakǉuqak

Ideja za uvo�eǌe pojma izvoda razlomǉenog reda pojavila se gotovo

kada i diferencijalni raqun. Me�utim, pomak u istra�ivaǌu frakci-

onog raquna desio se u drugoj polovini dvadesetog veka. Ispostavilo

se da izvodi razlomǉenog reda, kao operatori nelokalnog karaktera,

mogu imati znaqajnu primenu u modelovaǌu procesa sa ,,memorijskim

efektom”. Xirok je spektar mogu�nosti za ǌihovu upotrebu; od opisa

procesa u mehanici i dinamici pa do opisa procesa u �ivim orga-

nizmima i druxtvenim zajednicama.

U ovom radu prikazan je poqetno-graniqni problem za dvodimenzionu

jednaqinu subdifuzije. Uvedeni su specijalni funkcionalni prostori

soboǉevskog tipa u kojima je izgra�ena teorija egzistencije i jedin-

stvenosti rexeǌa. Doprinos ovog rada je u konstrukciji ekonomiqnih

diferencijskih shema za rexavaǌe datog zadatka. Implicitna shema je

zbog svoje apsolutne stabilnosti boǉa u odnosu na eksplicitnu. Me-

�utim, u vixedimenzionim zadacima, u opxtem sluqaju, sistemi line-

arnih jednaqina koji se dobijaju primenom implicitne sheme nisu lako

rexivi. Zato se tada pribegava lokalno jednodimenzionim ili mno-

gokomponentnim shemama. U radu su predlo�ene aditivna i faktori-

zovana shema za koje je ispitana stabilnost i odre�ena ocena brzine

konvergencije u odgovaraju�im normama.

Numeriqki eksperiment pokazuje da je brzina konvergencije aditivne

sheme po vremenskoj promenǉivoj nexto ve�a od dobijene teorijske, xto

podstiqe na daǉa istra�ivaǌa. Tako�e se pretpostavǉa da brzina

konvergencije zavisi od glatkosti generalisanog rexeǌa posmatranog

poqetno-graniqnog problema pa je u interesu xto vixe sniziti uslov na

glatkost rexeǌa. I najzad, sheme predlo�enog tipa mogu se primeniti

za aproksimaciju drugih problema za parcijalne jednaqine razlomǉenog

reda kao xto su poqetno-graniqni problemi za jednaqinu superdifuzije,

problemi s interfejsom ili transmisioni problemi.
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uravneni� s drobnoĭ proizvodnoĭ po vremeni. Vestn. Sam. gos. tehn.

un-ta. Ser. Fiz.-mat. nauki, 17(2): 13–20, 2008.

[2] A. A. Alikhanov. A priori estimates for solutions of boundary value problems

for fractional-order equations. Differential Equations, 46(5): 660–666, 2010.

[3] A. A. Alikhanov. Boundary value problems for the diffusion equation of the

variable order in differential and difference settings. Appl. Math. Comput.,

219(8): 3938–3946, 2012.
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[17] S. G. Hodžić. Factorized Difference Scheme for 2D Fractional in Time Diffusion

Equation. Aplicable Analysis and Discrete Mathematics, 9(2): 199–208, 2015.
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[20] B. S. Ĭovanoviq. Additivna� raznostna� shema dl� nestacionarnogo

uravneni� qetvertogo por�dka v proizvol~noĭ oblasti. �urnal vy-
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D. Baleanu (eds.), Mathematical Methods in Engineering, pp. 23–55. Springer.

[39] R. Metzeler, J. Klafter. The random walk’s guide to anomalous diffusion: a

fractional dynamics approach. Phys. Rep., 339: 1–77, 2000.

[40] S. Momani, Z. Odibat. Homotopy perturbation method for nonlinear partial

differential equations of fractional order. Phys. Lett. A, 365: 345–350, 2007.

[41] A. M. Nahuxev. Drobnoe isqislenie i ego primenenie. Fizmatlit,

2003.

[42] K. B. Oldham, J. Spanier. The Fractional Calculus. Academic Press, New

York, 1974.

[43] I. Podlubny. Fractional Differential Equations. Academic Press, San Diego,

1999.

[44] J. P. Roop. Computational aspects of FEM approximation of fractional advec-

tion dispersion equations on bounded domains in R2. J. Comput. Appl. Math.,

193: 243–268, 2006.

[45] A. A. Samarskii. The Theory of Difference Schemes. Pure and Applied Math-

ematics, Marcel Dekker, 2001.

[46] S. G. Samko, A. A. Kilbas, O. Marichev. Fractional Integrals and Derivatives

and Some of Their Applications. Minsk, Nauka i Tekhnika, 1987. (in Russian).

[47] W. R. Schneider, W. Wess. Fractional diffusion and wave equations. J. Math.

Phys., 213(1): 205–213, 2006.

[48] E. M. Stein, G. L. Weiss. Introduction to Harmonic Analysis on Euclidean

Spaces. Princeton Mathematical Series, Princeton Univ. Press, 1971.

[49] Z. Z. Sun, X. Wu. A fully discrete difference scheme for a diffusion-wave system.

Appl. Numer. Math., 56(2): 193–209, 2006.

[50] H. Triebel. Interpolation Theory, Function Spaces, Differential Operators.

North-Holland Publishing Company, 1978.
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