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Naslov doktorske disertacije: Konvejeva notacija u teoriji ¢vorova i njena
primena u metodima za odredivanje rastojanja ¢vorova

Rezime: Glavni sadrzaj ovog rada je konstrukcija novih metoda za odredivanje
razlicitih tipova rastojanja ¢vorova - rastojanja cvorova nastalih promenama
preseka (Gordijeva rastojanja) i rastojanja ¢vorova nastalih zaravnjivanjem
(s-rastojanja).

U radu su predstavljeni razli¢iti nacini prikazivanja ¢vorova, a posebno model
ogledalskih krivih. Prikazana je primena ovog modela, kodiranje ¢vorova u
njemu, uveden metod za odredivanje ¢vorova predstavljenih ovim modelom i
izvedeni svi ¢vorovi koji mogu biti smesteni u mreze dimenzija p x ¢ (p < 4,
q < 4). Detaljnije su opisane i razli¢ite notacije ¢vorova, a poseban akcenat je
postavljen na Konvejevu notaciju i njena topoloska svojstva. Konvejeva notacija
ima glavnu ulogu u dobijanju novih rezultata u ovom radu.

U postoje¢im tablicama Gordijevih rastojanja ¢vorova izostavljen je veliki
broj neracionalnih ¢vorova jer su se dosadasnji algoritmi bazirali na algebri
veriznih razlomaka koji su usko vezani za prezentaciju racionalnih ¢évorova.
Predmet ovog rada je implementacija metoda ¢ija je osnova odredivanje novih
distanci jednakih 1. Ovi metodi zasnivaju se na neminimalnim prezentacijama
racionalnih i neracionalnih ¢vorova, generisanju algoritama baziranih na ge-
ometrijskim svojstvima Konvejeve notacije i pretrazi tezinskog grafa. Rezul-
tati su organizovani u tablicama Gordijevih rastojanja ¢vorova do 9 preseka
i prilozeni uz rad. PredloZen je i metod za prosirivanje rezultata na famil-
ije ¢vorova koji pruza moguénost za kasnije prosirivanje tablica (na ¢vorove sa
veéim brojem preseka) predlozenim algoritmima.

Na osnovu uocene relacije izmedu Gordijevih brojeva ¢vorova i s-brojeva
odvezivosti predstavljeni su novi metodi za odredivanje s-brojeva odvezivosti
i rezultati, organizovani u listama ¢vorova do 11 preseka. Primenom ovih
metoda i svojstava Konvejeve notacije generisani su i algoritmi za odredivanje
s-rastojanja c¢vorova. Novi rezultati su organizovani u tablicama ¢vorova sa
najvise 9 preseka i, zajedno sa prethodnim, prilozeni uz rad.

Promene preseka na ¢vorovima, kao i zaravnjivanje preseka ¢vorova, mogu
posluziti za modelovanje akcija topoizomeraza i rekombinaza nad DNK lancima.
U radu je izlozen nacin za izucavanje promena uzrokovanih ovim enzimima.

Kako se svi metodi i rezultati, koji predstavljaju doprinos ovog rada, zas-
nivaju na svojstvima Konvejeve notacije, predlozen je i metod izvodenja novih
¢vorova u Konvejevoj notaciji prosirivanjem C-linkova. Zbog nedostatka adek-
vatnog obrasca u formiranju dosadasnjih tablica ¢vorova u DT-notaciji, u njima
ne postoji uredenje zasnovano na topoloskim svojstvima ¢vorova. U ovom radu
predlozen je metod za klasifikaciju ¢vorova zasnovan na Konvejevoj notaciji i
generisane su tablice svih ¢vorova sa 13 preseka i alternirajuc¢ih ¢vorova sa 14
preseka koje su prilozene uz rad.

Predmet ovog rada je, izmedu ostalog, i razmatranje Bernhrad-Jablanove
hipoteze za odredivanje broja odvezivosti preko minimalnih dijagrama ¢vorova.
Odredivanje broja odvezivosti ima veliku ulogu u prora¢unima razlicitih ras-
tojanja ¢vorova. U radu je predlozen i novi metod za minimizaciju ¢vorova,



jednog od glavnih problema teorije ¢vorova. Pomenuti metod se zasniva na
primeni lokalnih i globalnih minimizacija.

U radu su definisani i novi pojmovi kao sto su maksimalni broj odvezivosti
i mesoviti brojevi odvezivosti. Prilikom njihovog odredivanja, razmatrani su
¢vorovi koji nakon jedne promene preseka ne menjaju svoj minimalni broj pre-
seka. Uocene su tri klase ovakvih ¢vorova koje su nazvane po autorima - Kauf-
manovi ¢vorovi, Zekovi¢ ¢vorovi i Tanijamini ¢vorovi. Najinteresantnija pojava
vezana za Zekovi¢ ¢vorove je da su svi do sada izvedeni Perkovi ¢vorovi (za
n < 13 preseka) upravo Zekovié¢ ¢vorovi. Definisanje ove klase ¢vorova pruza
moguénost definisanja specificnih svojstava veoma cuvenih, ali do sada slabo
izucavanih Perkovih ¢vorova.

Kjucéne reci: Konvejeva notacija, rastojanje ¢vorova, broj odvezivosti, mini-
mizacija ¢vorova, Perkov par ¢vorova

Nauéna oblast: Racunarstvo

Uza naucna oblast: Teorija ¢vorova

UDK broj: 515.162:[004.577.213.3](043.3)



Doctoral dissertation title: Conway notation and its appliance in knot dis-
tance determination methods, in knot theory

Abstract: A main focus of the paper is construction of new methods for
defining diverse knot distance types - the distance of knots made by cross-
ing changes (Gordian distance) and the distance among knots made by crossing
smoothing (smoothing distance).

Different ways of knots presentation are introduced, with objective to a
mirror curve model. It is presented a purpose of the model, coding of knots, by
using the model preferences, as well as introduction of a method to determinate
a knots presented by the model and derived all the knots that could be placed to
a nets dimensions px ¢ (p < 4, ¢ < 4). Diverse knot notations are described into
details, with a focus to Conway’s notation and its topological characteristics.

As it is known, a present algorithms are based on an algebra of chain frac-
tions, that are in close relation with a presentation of rational knots, which
results in an absence of a huge number of non-rational knots, in an existing
Gordian’s distance tables. The subject of the paper is an implementation of
methods with bases on determination of new distances equal 1. The methods
are based on a non-minimal presentation of rational and non-rational knots,
generation of algorithms established on geometrical characteristics of Conway’s
notation and a weighted graph search. The results are organized into Gordian’s
distance knots tables up to 9 crossings, and have been enclosed with the paper.
In order to append the table with knots having a bigger number of crossings, it
has been suggested a method for extension of results for knot families.

Using facts of relation among Gordian’s numbers and smoothing numbers,
a new method for smoothing number determination is presented, and results in
a form of lists for knots not having more then 11 crossings. In conjunction with
Conway’s notation concept and the method, algorithms for a smoothing distance
are generated. New results are organized in knot tables, up to 9 crossings,
combined with previous results, and enclosed with the paper.

A changes and smoothing to a knot crossing could be applied for modeling
topoisomerase and recombinase actions of DNA chains. It is presented the
method for studying changes introduced by the enzymes.

A main contribution to the paper is the concept of Conways notation, used
for all relevant results and methods, which led to introduction of a method for
derivation a new knots in Conways notation by extending C-links. In a lack of
an adequat pattern for an existing knot tables in DT-notation, there is usage of
a structure based on topological knot concepts. It is proposed a method for knot
classification based on Conways notation, tables of all knots with 13 crossings
and alternated knots with 14 crossings has been generated and enclosed.

The subject of the paper takes into consideration Bernhard-Jablan’s
hypothesis for a determination of unknotting number using minimal knot di-
agrams. The determination is crucial in computation of diverse knot distances.
The paper covers one of main problems in knot theory and contains a new
method of knot minimization. The method is based on relevance of local and
global minimization.



There are defined new terms such as a maximum and a mixed unknotting
number. The knots that do not change a minimum crossing number, after only
one crossing change are taken into consideration for the analyzes. Three classes
of the knots are recognized, and called by authors . Kauffman’s knots, Zekovic
knots and Taniyama’s knots. The most interesting conclusion correlated with
Zekovic knots is that all derived Perko’s knots (for n < 13 crossings) are actually
Zekovic knots. Defining this class of knots provides opportunity to emphasize
new definitions of specifis featured for well-known Perko’s knots.

Keywords: Conway notation, knot distance, unknotting number, knot mini-
mization, Perko pair knots

Scientific field: Computer science

Scientific discipline: Knot theory

UDC number: 515.162:[004.577.213.3](043.3)



Predgovor

Cvorovi su prisutni u razli¢itim podrucjima svih ljudskih prakti¢nih ak-
tivnosti, nauke i umetnosti od preistorijskog doba do danas. U ovom radu se raz-
matraju aktuelni na¢ini kodiranja ¢vorova i predlazu novi metodi za odredivanje
razlicitih tipova rastojanja medu ¢vorovima. Odredivanje rastojanja dva ¢vora
moze imati veliku ulogu u predvidanju promena koje nastaju u genetskom ma-
terijalu. Takvo predvidanje ¢ini odredivanje rastojanja posebno vaznim i mo-
tivisalo me je za rad i istrazivanje u ovoj oblasti. U tome mi je izuzetno pomogao
dr Slavik Jablan, ¢ija ogromna energija i entuzijazam predstavljaju pravi podsti-
caj za rad, kome ovom prilikom zelim posebno da zahvalim. Pored dragocenog
vremena koje mi je posvetio, neizmerno sam mu zahvalna na snaznoj motivaciji
koju mi je pruzio, na klju¢noj pomoci u prekretnicama, na nesebicnom deljenju
misli i sjajnih ideja zasnovanih na najnovijim naucnim rezultatima. Veoma sam
mu zahvalna na velikoj podrsci, kako u izradi ove disertacije, tako i u svakod-
nevnom zivotu. Najiskrenije se nadam prilici za nove zajednicke uspehe.

Veliku zahvalnost dugujem i dr Dusanu Tosi¢u na svemu $§to me je naucio
tokom mnogo godina studija. Posebno sam mu zahvalna na poverenju koje mi je
ukazao, na razumevanju i podrsci, na vrednim savetima i brojnim sugestijama
zahvaljujuci kojima je ova teza poprimila postojeci oblik.

Zahvalna sam dr Marku Stosi¢u i dr Ljiljani Radovi¢ na detaljnom ¢itanju
preliminarnih verzija rada i korisnim predlozima. Zahvaljujem se ¢lanovima
komisije dr Zoranu Raki¢u, dr Vladimiru Gruji¢u i dr Vladimiru Filipovicu.

Neizmernu zahvalnost dugujem svojoj porodici, na vaspitanju, podsticanju
i usmeravanju koje mi pruzaju tokom svih ovih godina i time omogucavaju da
ostvarim svoje akademske, ali i druge ciljeve. Narocito se zahvaljujem Alek-
sandru na bezgrani¢noj ljubavi, podrsci i razumevanju koji su mi rad na ovoj
disertaciji ucinili neuporedivo laksim.
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1 Uvod

Ne bismo pogresili kada bismo tvrdili da nas zivot poc¢inje ¢vorom. Kada se
rodimo, pup¢ana vrpca se preseca i vezuje u ¢vor! Od njega se ubrzo rastajemo,
ali se nedugo zatim sre¢emo sa novim ¢vorovima. Od prvih patika i decijeg
vezivanja pertli, preko pletenica u kosi, sve do kravata, sre¢emo se sa raznim
nac¢inima preplitanja niti i vezivanja ¢vorova koje svakodnevno koristimo.

U moreplovstvu, ¢vorovi imaju veoma veliku ulogu i svaki mornar prepoznaje
i ume da barata sa nekoliko desetina ¢vorova. Ti raznovrsni ¢vorovi se mogu
klasifikovati po svojoj nameni, ali ve¢inom sluze za osiguravanje, ucvrséivanje
i fiksiranje, te se slobodno moze tvrditi da od umeca vezivanja i rasplitanja
uzadi zavisi opstanak broda i ljudi na njemu. Pored ovih ¢vorova, ¢vorovi u
moreplovstvu su se ranije koristili i za merenje brzine kretanja broda.

U hirurgiji, rane su se vekovima zagivale koriséenjem ¢vori¢a na krajevima
Savova i znacajan je bio nacin na koji se to radi — najbolji ¢vorovi su omogucavali
brze zaceljivanje rana. U svom eseju o ortopedskim ¢vorovima grcki ortoped
Heraklas (I vek) opisao je i objasnio, dajuéi detaljna uputstva, Sesnaest nacina
vezivanja ortopedskih udlaga. Ovaj rad, obnovljen i preveden na latinski, pred-
stavlja najstarije svedo¢anstvo o primeni ¢vorova u nauci [3].

Cvorovi su prisutni u razli¢itim podruéjima svih ljudskih praktiénih ak-
tivnosti, nauke i umetnosti od preistorijskog doba do danas. Njihovi primeri
mogu se pronac¢i u svim drevnim civilizacijama, pocev od prikaza zmije koja
grize svoj rep u Mesopotamiji, mozaika iz Anatolije, kineskih tradicionalnih
dekorativnih ¢évorova, do anticke Gréke. Drevne Inke su koristile ¢vorove kao
pismo — vezivanjem ¢vorova u razli¢itom rasporedu na konopcu ili Stapu, formi-
rali su tekstove. Jedna od najlepsih legendi Grcke mitologije vezana je bas za
¢vorove i u njoj se govori o neresivom problemu, gde jedini izlaz simbolizuje
grubo presecanje ¢vora (Gordijev ¢vor). U staroj Grékoj, ¢vorovi se takode
mogu sresti i u mozaicima, juvelirstvu, medicini, i sl. Pretpostavlja se da kelt-
ska umetnost ¢vorova, koriséena u religiozne i dekorativne svrhe, zapocinje jos
u desetom ili jedanaestom veku sa pojavom istoénjackih mozaika, posebno per-
sijskim poplocavanjem. Crtezi u pesku plemena Cokve (Tchokwe) (slika 1),
vezani za prepricavanje poslovica, igre i zagonetke deo su njihove duge tradicije
i imaju vaznu ulogu u prenoSenju znanja sa generacije na generaciju [53]. Kao
osnovu ovi crtezi koriste senke ¢vorova. Sli¢ne crteze mozemo sresti u kulturi
Tamila, na pragovima kuca stanovnika Juzne Indije.

Leonardo i Direr (Diirer), mozda najveéi renesansni slikari i matematicari,
bili su veoma zainteresovani za sofisticiranu konstrukeiju i dizajn ¢vorova koji je
blisko povezan sa ogledalskim krivama [34]. Oni su bili upoznati sa ¢injenicom
da ogledaska kriva, smestena u pravougaonu mrezu RG|p, q], dimenzija px ¢, gde
su duzine stranica p i ¢ uzajamno prosti brojevi, predstavlja jednokomponentnu
zatvorenu krivu koja ravnomerno ispunjava pravougaonik i u svojim delima su
koristili tu osobinu. Takode je i Mikelandelo (Michelangelo) na svojim crtezima
koristio konstrukcije zasnovane na ¢vorovima. Verovatno najpoznatiji primer je
Mikelandelov trg u Firenci.

U modernoj umetnosti primeri ¢vorova i minimalnih povrsi konstruisanih
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Slika 1: Crtezi u pesku plemena Cokve

nad njima se javljaju u radovima N. Gaboa (N. Gabo) i drugih vajara kon-
struktivista, a Gesto su koriséeni i u arhitekturi. Cvorovi u dizajnu su primer
modularnih struktura [6], imajuéi u vidu da se senke svih évorova i linkova mogu
konstruisati od samo pet osnovnih elemenata (modula). Na slici 2 su prikazani
osnovni elementi (moduli) koje je predlozio S. Jablan u radu [104] i nazvao ih
KnotTiles. Slican skup elemenata za konstrukciju mozaika ¢vorova koristili su S.
Lomonako (S. Lomonaco) i L. Kaufman (L. Kauffman) i istrazivali njihovu vezu
sa kvantim rac¢unarima [89]. Vise o évorovima u umetnosti moze se procitati u
radu [105] ¢iji su autori S. Jablan, Lj. Radovi¢, R. Sazdanovié¢ i A. Zekovié.

Slika 2: KnotTiles

Mnostvo interesantnih podataka vezanih za istoriju teorije ¢vorova mogudce
je naéi u knjizi [7].

U nauci, ¢vorovi su prisutni u biologiji, fizici, hemiji, a poseban osvrt ¢emo
dati u radu na njihovu pojavu u lancima DNK.
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1.1 Senke ¢vorova

Sledec¢a definicija predstavlja strogi matematicki opis konacnog ¢vora:

Definicija 1 Cuor predstavlja glatko utapanje (eng. embedding) kruga S* u Eu-
klidski trodimenzioni prostor R3 (ili trodimenzionu sferu S*), dok je
c-komponentni link glatko utapanje c disjunktnih krugova S* u R3 (ili S®), gde
slike krugova S} predstavljaju njegove komponente (i=2,5,...,c).

Neformalno, svaki ¢vor mozemo zamisliti kao proizvoljno upetljani kanap.
Osnovna razlika izmedu ” matematickog” ¢vorai ¢vorova koje koristimo u svakod-
nevnoj praksi je ta sto su u matematickom ¢voru krajevi spojeni. Na slici 3 je
prikazan ¢uveni mornarski ¢vor "osmica” (eng. figure-eight) i njegov prikaz u
teoriji ¢vorova. Takode, u matematickom ¢voru debljina njegovih niti je ap-
strahovana i mozemo smatrati da one nemaju debljinu, kao i da su potpuno
elasticne (bilo koja nit se moze proizvoljno produziti, skratiti ili deformisati).
Cvor predstavlja zatvorenu krivu u prostoru bez samopreseka. Sli¢no, linkove —
visekomponentne ¢vorove, mozemo posmatrati kao skup jednog ili vise ¢vorova
koji medusobno mogu biti prepleteni [57]. Jasno je da ¢vorovi predstavljaju
specijalni slucaj linkova — jednokomponentne linkove (c¢=1). Cvor koji nema
nijedan presek smatra se trivijalnim cvorom i zva¢emo ga necvor ili krug.

Bez obzira na to sto ¢vorovi predstavljaju krive u prostoru bez samopreseka,
u teoriji ¢vorova koristicemo izraz "presek”. Naime, svaka projekcija nekog
¢vora (linka) na ravan predstavlja 4-valentni graf ¢ija temena ¢emo (snabdevena
dodatnom informacijom o prostornom odnosu projektovanih niti ”iznad-ispod”)
nazvati presecima.

Slika 3: Pleteni ¢vor ”osmica” i ¢vor ”osmica” u teoriji ¢vorova

Jedan od glavnih zadataka teorije ¢vorova je klasifikacija ¢vorova i linkova.
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Definicija 2 Dwva ¢vora Ky i Ko su ambijentalno izotopna ukoliko postoji
neprekidna funkcija H : R® x [0,1] — R3 takva da:

1) hog = H((x,vy, 2),0) je identitet R®> — R3,

2) za sve t € [0,1], hy = H((z,y,2),0) je homeomorfizam R? — R3,

3) ako je hy = H((x,y,2),1), onda h1(K;) = K.

Dakle, dva évora K1 i Ky su ambijentalno izotopna (ekvivalentna) ako pos-
toji neprekidno kretanje (ili deformacija) prostora S® koje transformise K; u
K>. U fizickom smislu, transformacijom jednog ¢vora u drugi mozemo smatrati
proizvoljno premotavanje jednog ¢vora u drugi bez secenja ili ponovnog spajanja
njegovih niti i bez sazimanja nekog dela ¢vora u tacku.

Posto su svaka dva kruga medusobno homeomorfna, homeomorfizam samih
¢vorova nije dovoljan za njihovu klasifikaciju. Imajuéi u vidu da svaki ¢vor pred-
stavlja glatko utapanje kruga S u Euklidski trodimenzioni prostor R3, zapravo
¢emo raditi sa homeomorfizmom komplemenata ¢vorova smestenih u R3. Posto
je ambijentalna izotopija relacija ekvivalencije, svaki ¢vor (link) predstavljade
klasu ekvivalencije u odnosu na ovu relaciju, pri ¢emu svaki pojedinacni ¢vor
(link) moze posluziti kao predstavnik cele klase ekvivalencije.

Umesto da radimo sa ¢vorovima u prostoru, neke od problema sa kojima
se suocavamo je dovoljno razmatrati na dvodimenzionom modelu, te rad sa
¢vorovima u tom slucaju mozemo svesti na rad sa njihovim dvodimenzionim
projekcijama (dijagramima).

Definicija 3 Senka c¢vora je projekcija évora K C S® na 2-dimenzionu ravan,
takva da ne postoje tri tacke évora K koje odgovaraju jednoj tacki ravni, odnosi
"iznad-ispod” nisu definisani, niti se ukrstaju poprecno.

U cilju o¢uvanja kompletne informacije o nekom neorijentisanom ¢voru u
prostoru, pri njegovom projektovanju na ravan potrebno je uvesti binarnu re-
alaciju odnosa niti ”iznad-ispod”, dok u slucaju orijentisanih ¢vorova uvodimo
i znake preseka. Na projekciji ¢évora, u svakom preseku nit koja se nalazi u
prostoru iznad druge niti bi¢e oznacena neprekidnom, a druga nit prekinutom
linijom. Orijentacijom &vora smatramo izbor smera kojim se obilazi ¢vor. Za
svaki neorijentisani ¢vor K postoje dve razli¢ite orijentacije i dva orijentisana
¢vora K’ i K”. Prilikom obilaska ¢vora, ukoliko nit po kojoj se kre¢emo (na
slici 4 predstavljena debljom linijom), u samom preseku prolazi ”iznad” druge
niti (gde se operacija ”iznad” posmatra u odnosu na ravan projekcije), tada taj
presek nazivamo O-presekom (od engleske reci overcrossing), a u protivnom U-
presekom (od engleske rec¢i undercrossing). Ovi tipovi preseka se mogu odrediti
i na projekcijama neorijentisanih ¢vorova.

Promenom odnosa ”iznad-ispod” u svim presecima nekog ¢vora (linka) ili
promenom orijentacije, dobijamo njegovu "levu” i "desnu” formu, tj. sliku u
ogledalu. Za ¢vor K, njegovu sliku u ogledalu ¢emo oznacavati sa !K. Am-
fihiralni ¢vorovi su ¢vorovi koji su ambijentalno izotopni sa svojom slikom u
ogledalu; u protivnom, ¢vor je hiralan.

Na projekcijama orijentisanih ¢vorova presecima se moze dodeliti i znak.
Svaki presek nekog ¢vora moze u tom slucaju biti pozitivan ili negativan, u
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Slika 4: O-presek i U-presek

zavisnosti od orijentacije tog ¢vora. Znak preseka, tj. oznaka —1 ili 1, dodeljuje

AKX

Slika b: Pozitivan i negativan presek

Pozitivne i negativne preseke mozemo razmatrati i na neorijentisanim pro-
jekcijama. Oznacimo u nekom preseku nit koja se nalazi iznad i nacrtana je
punom linijom sa O, a nit koja se nalazi ispod i nacrtana je prekinutom lini-
jom sa U. Posmatrajmo desno orijentisanu rotaciju za 90° koja jedan kraj niti
O prevodi u susedni kraj niti U. Regione koji se nalaze izmedu takvih krajeva
oznacimo sa A. Preostala dva regiona oznac¢imo sa B. Presek u kome se javljaju
dva horizonatalna regiona A je pozitivni presek i ozna¢avamo ga sa +1, a presek
u kome se javljaju dva horizontalna regiona B je negativni presek i oznacavamo
ga sa —1 (slika 6) [114].

Ako ovakav postupak ponovimo u svim presecima nekog neorijentisanog
dijagrama D, svakom preseku mozemo pridruziti duz koja spaja A-regione i
sadrzi tacku preseka ili osenciti u svakom preseku A-regione. Kao rezultat do-
bijamo Kaufmanovo A-stanje (ili s-stanje). Na isti nacin, ukoliko to u¢inimo
sa B-regionima, dobijamo Kaufmanovo B-stanje (ili s_-stanje) dijagrama D.
Kaufmanova stanja igrace veliku ulogu pri izracunavanju Kaufmanovog zagrada
polinoma (eng. Kauffman bracket polynomial), proucavanju adekvatnosti dija-
grama, itd.

Definicija 4 Projekcija (dijagram) évora je senka ¢vora sa dodatnom informa-
cijom o odnosima “iznad-ispod”.

Definicija 5 Orijentisana projekcija (dijagram) évora je projekcija cvora sa
dodatnom informacijom o orijentaciji krive.

Sa matematickog stanovista, dijagram koji predstavlja c¢vor ili link je 4-
valentni planarni graf na sferi ili u ravni kome je svakom temenu grafa prikljucena
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Slika 6: Pozitivan i negativan presek
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Slika 7: Cvor trolisnik: (a) u prostoru; (b) njegova senka; (c) njegova projekcija
(dijagram)

informacija o prostornom odnosu ”iznad-ispod”.

Neka su date tacke Pj, P, ..., P. takve da svaka pripada razli¢itoj orijenti-
sanoj komponenti dijagrama L’ linka L i neka se one kre¢u po odgovarajuéim
komponentama prateéi njihovu orijentaciju. Ukoliko svaka tacka P; (i = 1,2, ..,¢)
pri svom kretanju naizmeni¢no nailazi na 0-preseke i U-preseke, takav dijagram
L' zovemo alternirajuéim; u protivhom, dijagram nazivamo nealternirajucim

[87).

Definicija 6 Cuor (link) sa bar jednim alternirajuéim dijagramom zove se al-
ternirajuci cvor (link); u protivnom, govorimo o nealternirajuéem cvoru (linku).

Definicija 7 Ako svakom preseku évora K promenimo znak (tj. odnos "iznad-
ispod”), tada novonastali évor zovemo slikom u ogledalu (eng. mirror-image)
cvora K i obelezavamo je sa K.

Spajanje (direktni proizvod) dva évora se dobija tako Sto svakom évoru
odstranimo deo nekog luka, a zatim spojimo cetiri slobodna kraja novim lukovima
(videti sliku 8 preuzetu iz [97]). Proizvod je nezavistan od mesta spajanja
évorova. Cvor je slozen (ili kompozitni) ukoliko se moze prikazati kao spoj
netrivijalnih ¢vorova, a prost u suprotnom. Proizvod ¢vorova K; i Ky se
obelezava sa K1# K>

Na slici 8 je prikazan spoj dva ista ¢vora — trolisnika 31, gde je oznaka 3,
preuzeta iz klasiéne notacije ¢vorova. U klasiénoj notaciji simbol n] predstavlja
i-ti ¢vor ili link sa n preseka i j komponenata iz standardnih tablica ¢vorova
i linkova. Kod ¢vorova je gornji indeks j = 1 i izostavlja se iz zapisa. Za
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31834
Slika 8: Slozeni (kompozitni) ¢vor 31431

¢vorove, ova notacija je poznata kao Aleksander-Brigsova notacija (J.W. Alexan-
der, G.B. Briggs) [1] i navedena je, kao i Konvejeva (J.H. Conway) notacija, u
Dodatku A knjige [35]. Aleksander-Brigsova i Konvejeva notacija ¢e biti opisane
u poglavlju 1.6 ovog rada.

1.2 Prepoznavanje ¢vorova

Veliki problem u teoriji ¢vorova predstavlja njihovo prepoznavanje, tj.
odredivanje da li su dva ¢vora K; i K9 ambijentalno izotopna. Problem transfor-
macija ¢vora u S® moze se svesti na transformaciju dijagrama u ravni, koriséenjem
Rajdemajsterovih (K. Reidemeister) poteza. Rajdemajsterovi potezi g, 01, Q
i Q3 su prikazani na slici 9. Radi izbegavanja divljih ¢vorova, imajuéi u vidu
da teorija glatkih ¢vorova i teorija poligonalnih ¢vorova daju istu klasifikaciju
([31], [46]), Rajdemajsterovi potezi su predstavljeni poligonalnim linijama.

v ) )

) = X
N

~ )| -
Ve

N
AN 2

Slika 9: Rajdemajsterovi potezi g, 21, Q2 1 Q3

Rajdemajster je dokazao [19] da su navedeni potezi i njihovi inverzi do-
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voljni da se svaka ambijentalna izotopija ¢vorova prikaze pomocu dijagrama u
kona¢nom broju koraka. Ukoliko pogledamo poteze sa slike, mozemo primetiti
da potez 2y predstavlja odmotavanje petlje, 22 izvlacenje niti koja prolazi iznad
(ili ispod) druge, dok Q3 predstavlja pomeranje niti sa jedne strane preseka na
drugu. Primetimo da potezi £2; i 22 smanjuju broj preseka dijagrama, prvi za
jedan, a drugi za dva.

Dijagram sa minimalnim brojem preseka zvac¢emo minimalnim dijagramom.
Na prvi pogled izgleda da bismo proizvoljni dijagram ¢vora K mogli redukovati
na minimalni dijagram samo uzastopnom primenom poteza 21 i {25. Medutim,
problem nije tako jednostavan. U nekim slucajevima je u procesu redukovanja
¢vora do njegovog minimalnog dijagrama u nekom trenutku potrebno povecati
broj preseka (koristeéi inverzne poteze Qq i Qs), $to znaci da broj preseka u nizu
dijagrama koji prikazuju proces redukcije ne predstavlja uvek strogo opadajuci
niz. L. Geric (L. Goeritz) [5] je bio prvi koji je prepoznao ¢vorove sa takvom
osobinom. Na slici 10 su prikazani primeri ne¢vorova koji u procesu redukovanja
na minimalni dijagram, krug, zahtevaju poveéanje broja preseka [48]. Ovde
mozemo uociti dva problema: da se redukovanje nekog neminimalnog dijagrama
do minimalnog dijagrama ne zasniva uvek na uzastopnom smanjivanju broja
preseka i da redosled primene Rajdemajsterovih poteza u procesu minimizacije
nije unapred odreden, tj. jednoznacan.

Slika 10: (a),(b) ”Nevaljali nec¢vor”; (c¢) Gericov necvor; (d) ”Monstruozni
necvor”

Postoji algoritam koji su predlozili V. Haken (W. Haken) i Dz. Hemion
(G. Hemion) [4, 36], koji garantuje minimizaciju dijagrama i prepoznavanje
neévora, ali je previse kompleksan za implementaciju. Cak i njegov specijalni
slu¢éaj, prepoznavanje necvora (Haken) je u klasi NP i gornja granica broja
Rajdemajsterovih poteza neophodnih za redukovanje dijagrama sa n preseka
koji predstavlja ne¢vor do njegovog minimalnog dijagrama, kruga, iznosi 27,
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gde je ¢ = 101,

Minimizacijom ¢emo smatrati postupak redukovanja dijagrama ¢vora do
njegovog minimalnog dijagrama.

Jedan od najvaznijih pojmova u teoriji évorova, koji je uveo Konvej [33], je
pojam spleta (eng. tangle).

Definicija 8 I-dimenziona mnogostrukost smestena u 3-dimenzioni disk se
naziva splet (ili 2-splet) ako se sastoji od dva luka i proizvoljnog broja krugova.

Isti termin ”splet” ¢e oznacavatii projekciju prostornog spleta u 2-dimenzioni
disk.

Intuitivno, splet (ili preciznije, 2-splet) u okviru dijagrama nekog ¢vora
(linka) je oblast u projekcionoj ravni R? (ili na sferi S®) okruzena krugom
takvim da projekcija ¢vora (linka) sece ovaj krug u cetiri tacke. Iz presec¢nih
tacaka izlaze ¢etiri luka u smerovima kompasa: severiostok (SI), severozapad
(SZ), jugoistok (JI) i jugozapad (JZ) (slika 11).

Spletovi dopustaju razlic¢ite transformacije. Jedna od njih je flip (eng. flype),
potez koji je uveo P.G. Tejt (P.G. Tait). Flipovi su veoma poznati iz njegove
Flip Hipoteze (1876/77) (ili Tejtove trece hipoteze), koju su dokazali 1990., vise
od sto godina posle njenog formulisanja, S. Menasko (S. Menasco) i M. Tistltvejt
(M. Thistlethwaite) [8, 9]. Tejtova Flip Teorema tvrdi da se svi minimalni dija-
grami nekog alternirajuéeg ¢vora (linka) mogu dobiti pomoéu flipova iz bilo kog
njegovog minimalnog dijagrama, tj. da su svi minimalni dijagrami proizvoljnog
alternirajudeg ¢vora (linka) flip-ekvivalentni. Algoritamski nac¢in prikazivanja
flipa pomoc¢u niza Rajdemajsterovih pozeza je jos uvek nepoznat.
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Slika 11: (a) Splet, (b) flip; (¢) mutacija; (d) vertikalna mutacija; (e) horizon-
talna mutacija.

Cvorovi mutanti nastaju kada se na neki od spletova koji pripadaju nekom
¢voru primeni odgovarajuca operacija refleksije ili rotacije. Mutacije su nezah-
valna pojava, jer dva ¢vora mutanta imaju veliki broj istih invarijanata, izmedu
ostalog sve standardne polinomske invarijante, pa ih je veoma tesko razlikovati.

Standardni metod za prepoznavanje ¢vorova je polinomsko prepoznavanje.
Polinomi koji se najcesée koriste su Konvejev, Dzonsov (Jones), HOMFLYPT,
Kaufmanov polinom sa dve promenljive i obojeni DZonsov polinom. Svi nave-
deni polinomi imaju isto svojstvo: dva ¢vora K; i Ko su razlicita ukoliko im
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odgovaraju razli¢iti polinomi. Medutim, ukoliko su za neke ¢vorove polinomi
jednaki, to ne znaéi da su ti ¢vorovi medusobno ekvivalentni (ambijentalno
izotopni). Cvorove mutante nijedan pomenuti polinom ne moze da razlikuje.
Detaljniji komentar i kriticki osvrt na polinomsko prepoznavanje ¢vorova bice
naknadno izlozen u radu (u poglavlju 3.3).

Najbolji program za prepoznavanje ¢vorova je trenutno KnotFind, modul
programa Knotscape koji je napisao M. Tistltvejt [70]. On je, umesto koriséenja
samo osnovnih Rajdemajsterovih poteza, definisao 13 izvedenih poteza i ko-
risted¢i heuristike napisao program koji uspesno prepoznaje ¢vorove do 49 pre-
seka. Ovakav program za linkove jos uvek ne postoji.

U svom radu [98] C. Musik (C. Musick) je 2011. predstavio algoritam za
prepoznavanje ne¢vora (baziran na 3-dimenzionoj prezentaciji ¢vorova), koji u
polinomskom vremenu detektuje ne¢vor. Algoritam je prikazanu njegovoj dok-
torskoj disertaciji i testiran na zahtevnim dijagramima necvorova do 45 preseka
koje su konstruisali M. Ociai (M. Ochiai) i Haken.

1.3 Broj odvezivosti

O tezini izrac¢unavanja broja odvezivosti mozda najbolje svedo¢i i sam naziv
te invarijante — Gordijev broj. U grékoj mitologiji postoji legenda koja se vezuje
za Aleksandra Velikog i simbolizuje neresivi problem predstavljen Gordijevim
¢vorom koji je nemoguée odvezati, a razresava ga Aleksandar Veliki tako §to
Gordijev ¢vor preseca macem. Pre samog upoznavanja sa procesom odvezi-
vanja, potrebno je naglasiti da ovaj postupak ne treba poistoveéivati sa reduko-
vanjem dijagrama ¢vora do ne¢vora. U procesu redukovanja dijagrama formira
se niz ekvivalentnih ¢vorova, predstavljenih razlic¢itim dijagramima. Prilikom
izracunavanja broja odvezivosti transformacije koje se koriste su promene pre-
seka dijagrama i svaka promena preseka daje neki novi ¢vor.

Za izracunavanje broja odvezivosti koristiCemo operaciju promene preseka.
U tom procesu neophodno je koristiti ”hirurgiju”, tj. preseé¢i jednu od niti
preseka, a zatim je ponovo spojiti kao na slici 12, menjajuci presek iz O u U
ili obrnuto. Promene preseka su odvezujuce operacije, tj. svaki ¢vor mozemo
svesti na ne¢vor kona¢nim brojem promena preseka. Lako se dokazuje da se svaki
dijagram sa n preseka svodi na neévor pomocu najvise |4 | promena preseka,
gde oznaka | | predstavlja ceo deo broja.

\\‘j/\/

Slika 12: Promena preseka

Topoizomeraze su enzimi koji u¢estvuju u promenama lanaca DNK. Topoizo-
meraza | raskida jednu nit dvostrukog lanca DNK, dopustajuc¢i da druga nit
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prode kroz novonastali prolaz, a zatim ponovo povezuje po¢etnu nit. Topoizomer-
aza II omogucava slican proces, ali raskidanjem obe niti u lancu. Na ovaj nacin
topoizomeraze vrse promene preseka u lancima DNK istovetne sa upravo defin-
isanim promenama preseka u ¢vorovima, te se teorija ¢vorova moze iskoristiti za
izucavanje akcija topoizomeraza. Topoizomeraze su odgovorne za sprecavanje
formiranja supernamotaja (eng. supercoiling) lanaca DNK, za kondenzaciju hro-
mozoma, prekidanje lanaca prilikom genetske rekombinacije, za razmrsavanje
isprepletenih lanaca nastalih u procesu mitoze i razne druge procese. ”Ne bi
bilo iznenadenje kada bi ovi enzimi ucestovali u skoro svim bioloskim procesima
koji ukljucuju DNK” napisao je u svom radu [55] Dz.K. Vang (J.C. Wang) koji
je otkrio topoizomeraze.

Definicija 9

1. Broj odvezivosti u(D) dijagrama ¢vora D predstavlja minimalni broj prom-
ena preseka na dijagramu neophodnih da se dobije dijagram mecvora;

2. um(K) évora K u R3 je najmangi u(D,,) uzet preko svih dijagrama sa
minimalnim brojem preseka D, koji predstavljaju c¢vor K;

3. Broj odvezivosti u(D) ¢vora K u R® je najmanji u(D) uzet preko svih
dijagrama D koji predstavljaju cvor K.

Dijagrame sa minimalnim brojem preseka ¢emo u daljem tekstu zvati min-
imalnim dijagramima. Kako svaki ¢vor K ima beskonacan broj dijagrama i
konacan broj minimalnih dijagrama, postavlja se pitanje: dali je broj odvezivosti
izracunljiv iz minimalnih dijagrama ¢vora K7 Postoje dva razli¢ita pristupa za
dobijanje broja odvezivosti ¢vora K:

1. prema klasi¢noj definiciji, nakon svake promene preseka dozvoljeno je
izvrsiti ambijentalnu izotopiju, pa nastaviti proces odvezivanja na novodobi-
jenoj projekciji;

2. standardna definicija zahteva da se promene preseka vrSe simultano na
fiksiranim projekcijama.

Ove dve definicije su ekvivalentne (videti [57]).

Rukovodedéi se standardnom definicijom, ako za polazne uzimamo samo min-
imalne projekcije i sve promene preseka vrsimo istovremeno na fiksiranoj pro-
jekciji, ne¢emo uvek dobiti tac¢an broj odvezivosti. Ovo je ilustrovano poznatim
primerom minimalnog dijagrama ¢vora 10g koji su uoé¢ili J. Nakanisi (Y. Nakan-
ishi) [42] i S.A. Blejler (S.A. Bleiler) [43]. Cvor 10g ima samo jedan minimalni
dijagram koji je prikazan na slici 13a.

Prema standardnoj definiciji, ako polazimo od minimalne fiksirane projekcije
¢vora 514 (slika 13a), potrebno je izvrsiti najmanje tri istovremene promene
preseka da bismo dobili ne¢vor. Na slici 13a krugovima su obelezeni preseci
u kojima je potrebno izvrsiti promene da bi se dobio nec¢vor. Pored svakog
preseka zapisan je ¢vor koji se dobija kada se promeni taj presek. Zahvaljujuci
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Slika 13: (a) minimalna fiksirana projekcija ¢vora 10g = 514 koja zahteva na-
jmanje tri istovremene promene preseka da bi se évor odvezao; (b) minimalna
projekcija ¢vora 312 sa brojem odvezivosti 1; (¢) neminimalna fiksirana projek-
cija ¢vora 514 iz koje se dobija tacan broj odvezivosti u(514) = 2

fiksiranju projekcija, redosled promena preseka u ovom slucaju ne menja ishod.
Vratimo se na pocetnu minimalnu projekciju ¢vora 514 prikazanu na slici 13a.
Ukoliko promenimo sredidnji presek (obelezen centralnim krugom) i izvrsimo
minimizaciju, dobijamo ¢vor 312 (slika 13b). Za odvezivanje ¢vora 312 je
potrebna samo jos jedna promena preseka (obelezenog krugom) da bi se dobio
necvor. Dakle, ovim postupkom do necvora smo stigli menjajuci samo dva
preseka na minimalnim dijagramima i vrse¢i minimizaciju nakon svakog koraka.
Sta bi se dogodilo ako ne podemo od minimalne projekcije? Na slici 13c¢ prikazan
je neminimalni dijagram ¢vora 5 1 4 kome su potrebne samo dve promene preseka
(obelezenih krugovima na slici) da bismo iz fiksirane projekcije dobili neévor.
Dakle, polazeé¢i od neminimalne fiksirane projekcije, uspeli smo da dobijemo
necvor koristec¢i samo dve promene preseka, tj. dobili smo tacan broj odvezivosti.
Iz ovoga sledi zakljucak: iz fiksiranih minimalnih dijagrama ne moze se uvek
dobiti tacan broj odvezivosti.

Postujudi klasiénu definiciju, tacan broj odvezivosti (10g) = 2 smo mogli do-
biti iz minimalne projekcije prikazane na 13a nizom promena preseka, pri cemu
nakon svake promene preseka, vrsimo minimizaciju. Odatle sledi inspiracija za
hipotezu koju navodimo nakon sledeée definicije:

Definicija 10 Za dati presek v dijagrama D, koji predstavlja c¢vor (ili link) K,
neka D, oznacava dijagram cvora dobijen iz D promenom preseka v.

a) Broj odvezivosti w(D) dijagrama D je minimalni broj promena preseka na
dijagramu D neophodan da se dobije necvor;

b) broj odvezivosti cvora K, oznacen sa u(K) se moze definisati kao u(K) =
n}:i)n u(D), gde je minimum uzet preko svih dijagrama cvora K.
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¢) BJ-broj odvezivosti up j(D) dijagrama D je definisan rekurzivno na sledeéi
nacin:
1. ups(D) =0 ako i samo ako D predstavlja necvor.
2. upy(D) = l—l—r%in upy(Dy) gde je minimum uzet preko svih minimal-
nih dijagrama évora prikazanih preko D, za koje je vrednost up (D)
vel izracunata.
d) um(K) = InDin u(D) gde je minimum uzet preko svih minimalnih dijagrama

D koji predstavljaju K.

e) BJ-broj odvezivosti upgj(K) cvora K je ugy(L) = mDin upy(D) gde je

minimum uzet preko svih minimalnih dijagrama D koji predstavljaju K.

[87].

Hipoteza 1 Bernhard-Jablanova hipoteza (1994; 1995): Za svaki évor (ili link)
K vazi u(K) =up;(K).

Ovo znaci da uzimamo sve minimalne dijagrame ¢vora (ili linka) K, vrsimo
pojedinacne promene svih preseka i onda minimizujemo sve dijagrame dobijene
promenom preseka. Isti algoritam primenjujemo na prvu, drugu, ... k-tu gen-
eraciju dobijenih ¢vorova. B.J-broj odvezivosti je minimalni broj koraka k u
ovom rekurzivnom procesu odvezivanja.

Dakle, hipoteza upucuje na sledeci rekurzivni algoritam za odredivanje broja
odvezivosti u g, koji primenjujemo na sve minimalne dijagrame ¢vora (ili linka)

K:

ALGORITAM 1
1. polazimo od minimalne projekcije D cvora (ili linka) K ;
2. wrsimo promenu preseka v na njoj;
3. minimizujemo dobijeni dijagram D, i dobijamo cvor K_;

4. ponavljamo korake 2. i 3. za sve preseke v polaznog minimalnog dijagrama
D ¢vora K;

5. ponavljamo korake 1.-4. za sve movodobijene ¢évorove K_, sve dok ne
odveZemo prui.

Broj odvezivosti up; predstavlja minimalni broj koraka u ovom rekurzivnom
procesu koji vodi do dobijanja necvora. Mnogi brojevi odvezivosti dobijeni na
ovaj nac¢in su potvrdeni racunanjem signature ¢vora K (ili njegove Rasmusenove

signature), gde za obe signature vazi |U(2K )| < u(K). Ukoliko je za neki ¢vor K
|@| =ups(K), sledi u(K) = ups(K).
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Posledica Tejtove flip-teoreme [56] (Teorema 3) jeste da sve minimalne pro-
jekcije D, alternirajuéeg ¢vora K imaju isti broj odvezivosti upg s (D,,), te je pri-
likom izrac¢unavanja broja odvezivosti up;(K) dovoljno posmatrati samo jednu
minimalnu projekciju. Medutim, to ne vazii za nealternirajuce ¢vorove i linkove.
A. Stoimenov je 2001. uocio nealternirajuci é¢vor 1436750 koji ima dve minimalne
projekeije sa razlicitim brojevima odvezivosti upy (11 2), te odatle sledi da je
kod nealternirajuéih ¢vorova neophodno posmatrati sve njihove minimalne dija-
grame. U slucaju nealterniraju¢ih ¢vorova, algoritam za izracunavanje up j(K)
se moze uciniti efikasnijim ako umesto svih dijagrama ¢vora K koristimo pred-
stavnike flip-klasa ekvivalencije njegovih minimalnih dijagrama (o ¢emu ¢ée vise
biti re¢i u petom poglavlju).

1.4 Rastojanja ¢vorova

Definicija 11 (Gordijevo) rastojange (distanca ili udaljenost) dva évora Ky i
K5 predstavlja minimalan broj promena preseka potreban za konvertovangje ¢vora
K; u Ks. Rastojanje cvorova K i Ko obelezZava se sa d(K7, K2).

Kao sto smo pomenuli, jedna od primena izracunavanja rastojanja ¢vorova je
proucavanje transformacija koje se vrse u lancima DNK. Posto su topoizomer-
aze enzimi koji ucestvuju u promenama preseka u lancima DNK, udaljenost
dva ¢vora predstavlja minimalni broj dejstava topoizomeraze na DNK u cilju
prelaska jednog lanca (&vora) u drugi.

Trefoil évor

|

Slika 14: (a) izdvojeni trolisnik u DNA; (b) uévorena DNK i akcije virusa

Rastojanja ¢vorova imaju svojstvo metrike:

1. d(K1, K3) =0 akko Ky = K»;

2. d(K;,K2) = d(Kq, Ky);

3. d(K;1,Ks) < d(K1,K)+ d(K, Ks), gde je K proizvoljni évor [47].

Posebno, vazi nejednakost d(K1, K3) < u(K7) + u(Ks), gde je u(K) broj
odvezivosti ¢vora K (videti Definiciju 2). Ova osobina je od velikog znacaja za
odredivanje rastojanja dva ¢vora i moze se koristiti kao gornja granica rasto-
janja.
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Specijalan slu¢aj predstavlja rastojanje nekog ¢vora od nec¢vora i tada je ono
jednako broju odvezivosti, tj. w(K) = d(K,01), gde je 01 oznaka za neévor.
Primetimo da za izra¢unavanje broja odvezivosti «(K) minimum mora biti uzet
preko svih dijagrama D ¢vora K. U izvesnim slucajevima, kada u procesu kon-
vertovanja K7 do Ko prolazimo kroz neévor (pa je d(K1, K2) = u(K7)+u(K2)),
prema Bernhard-Jablanovoj hipotezi postoji sansa da u(K1) i u(K3) izracunamo
rekurzivnim procesom iz minimalnih dijagrama. Nazalost, rastojanja ¢vorova
najcesce se realizuju na neminimalnim dijagramima i ne vode preko nec¢vora, tj.
ne zahtevaju kompletno odvezivanje ¢vora K i dobijanje ¢vora Ky iz nec¢vora
pomocu niza promena preseka. Naime, za rastojanja ¢vorova vazi nejednakost
trougla d(Ky, K2) < d(K1,01) + d(01, K2) = u(K1) + u(K2), ali je gotovo uvek
zadovoljena stroga nejednakost d(K7, K2) < u(K7) + u(Ka).

Udaljenost ¢vora 61 = 42 od njegove slike u ogledalu 167 = —4 —2 je 1, ali
se ne moze realizovati na minimalnim dijagramima. Na slici 15 je prikazan ¢vor
61, njegov nemiminimalni dijagram na kome je potrebno izvrsiti jednu promenu
preseka (obelezenu krugom), dijagram dobijen nakon te promene preseka koji
predstavlja ¢vor 167 i na kraju minimalna projekcija ¢vora !6;. Na slici se lako
moze videti da se nijedan od 6 preseka minimalnog dijagrama ne moze promeniti
i na taj nacin pocetni ¢vor konvertovati do njegove slike u ogledalu, te se prom-
enama preseka na minimalnom dijagramu svakako ne ostvaruje odgovarajuce
rastojanje 1 ¢vora 6, od njegove slike u ogledalu 16,.

Naravno, konverziju ¢vora 6; u !6; moguce je izvrsisti na neekonomic¢an
nacin, odvezivanjem ¢vora 61, svodenjem na necvor (krug) i njegovom konverzi-
jom u ¢&vor !61. U tom slucaju, posredstvom necvora, posto je u(61) = u(161) =
1, za konverziju ¢vora 61 u |61 posredstvom necvora bile bi potrebne dve promene
preseka.

W, {7 %, W

Slika 15: Cvor 6, i njegova slika u ogledalu 16, na rastojanju 1

Tablice rastojanja Cvorova (eng. strand passage metric tables) sadrze
izracunate vrednosti rastojanja izmedu ¢vorova sa odredenim brojem preseka.
Neke od vrednosti rastojanja ¢vorova su jos uvek nepoznate, ali se moze na neki
nacin proceniti gornja ili donja granica rastojanja. Te granice se takode unose
u tablice. U daljem radu da¢emo pregled trenutnih rezultata navedenih u tabli-
cama, izvrsiti kriticki osvrt na nacin njihovog odredivanja, predloziti nove ideje
i algoritme za racunanje rastojanja ¢vorova i navesti dopunjene tablice.

Rastojanja zasnovana na promenama preseka ¢emo dalje nazivati Gordijevim
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rastojangima, da bismo ih razlikovali od s-rastojanja dobijenih zaravnjivanjem
koja ¢emo upravo uvesti. Za Gordijeva rastojanja se koristi i naziv obicna
rastojangja ili samo rastojanja.

Svaki presek moze biti razresen (eliminisan) njegovim zaravnjivanjem (eng.
smoothing). Zaravnjivanje preseka mozemo poistovetiti sa postavljanjem dvos-
tranog ogledala u tacki preseka. Na slici 16 prikazano je razreSavanje razlicitih
preseka zaravnjivanjem i ishodi ovakvih zaravnjivanja. Orijentisano zaravnji-
vanje cuva broj komponenata cvora ili linka. Ukoliko se ogledalo postavlja u
preseku dve komponente nekog linka, bez obzira da li se postavlja vertikalno ili
horizontalno, broj komponenata se smanjuje za jedan, tj. komponente koje
sadrze presek se spajaju u jednu (slika 16a). Ako se ogledalo postavlja u
samopreseku jedne krive (komponente), radi oc¢uvanja broja komponenata,
neophodno je voditi racuna o orijentaciji krive i polozaju ogledala. Na slici 16b
se moze videti da, u zavisnosti od polozaja uvedenog ogledala u tacki saopre-
seka jedne komponente, moze se ocuvati broj komponenata ili se ta komponenta
moze podeliti na dve. Ovakvo neorijentisano zaravnjivanje moze ocuvati broj

— P —

komponenata ili ga uvecati za jedan.
(a)
(b)

Slika 16: Zaravnjivanje u preseku (a) dve razlicite krive; (b) samopreseku jedne
krive [87].

L W

Oznakama L, L_ i Ly ¢emo obelezavati tri linka koji su identicni svuda
sem u jednom preseku, gde su preseci redom prikazani na slici 17. Trojku
(L4, L_, Ly) nazivamo skein trojkom (eng. skein triple). Skein je izraz koji je
ranije koriséen kao mera za duzinu kanapa.

Skein relacije su relacije medu stanjima preseka. Vidimo da skein relacije,
koje sluze za izracunavanje polinomskih invarijanata ¢vorova (Konvejevog, Alek-
sanderovog, Dzonsovog, HOMFLYPT ili Kaufmanovog polinoma), koriste zar-
avnjivanje preseka.

Definicija 12 Broj odvezivosti, koji se dobija zaravnjivanjem preseka (eng.
smoothing number ) dijagrama D évora K, predstavlja minimalan broj potrebnih
zaravnjivangja preseka cvora K da bi se dobio dijagram necvora. Broj odvezivosti
dobijen zaravnjivanjem preseka évora K predstavlja minimum brojeva odvezivosti
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A X )(

Slika 17: Skein trojka

dobijenih zaravnjivanjem preseka svih njegovih dijagrama. Ovaj broj odvezivosti
nazivamo s-brojem odvezivosti ¢vora K.

Definicija 13 Rastojanje dva cévora K; i Ky nastalo zaravnjivanjem (eng.
smoothing distance ), predstavlja minimalan broj zaravnjivanja preseka potrebnih
za konvertovanje cvora K1 u K. Takvo rastojanje ¢vorova K i Ko nazivamo
s-rastojanjem.

Specijalno, s-rastojanje izmedu ¢vora K7 i necévora 0 prestavlja s-broj
odvezivosti ¢vora K.

Rekombinaze su proteini koji presecaju DNK lanac na dva mesta i uzrokuju
promene kao $to su brisanje/umetanje, inverzija, translokacija i kasetna raz-
mena. Na slici 18 su prikazane akcije rekombinaza koje prouzrokuju inverz-
iju i brisanje nad lancem [94]. Dz. Hoste (J. Hoste), J. Nakanisi i K. Tani-
jama (K. Taniyama) su uveli H(n)-pokret [54], koji ¢emo kasnije analizirati i
uociti paralelu izmedu dejstva rekombinaza i specijalnog slucaja H (n)-pokreta,
konkretno H(2)-pokreta. Dalje, bi¢e pokazana ekvivalentnost zaravnjivanja pre-
seka sa H(2)-pokretom. Na taj nacin rastojanja c¢vorova, dobijena
zaravnjivanjem preseka, mogu biti koriS¢ena za proucavanje dejstva rekombi-

naza na lance DNK.
-7
|_'iIJ —
\_/
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Slika 18: Cvorovi i linkovi dobijeni dejstvom rekombinaza (a) inverzijom; (b)
brisanjem

Pored izracunavanja Gordijevih rastojanja ¢vorova, ovde ¢e biti izvrSen osvrt
na dosadasnje rezultate u tablicama s-rastojanja ¢vorova, predlozeni novi na¢ini
njihovog izracunavanja i izlozeni novi rezultati dobijeni tim metodima.
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1.4.1 Tablice rastojanja ¢vorova

Primenom razli¢itih metoda za odredivanje rastojanja proizvoljnih ¢vorova,
kao rezultate mozemo ocekivati parove ¢vorova za koje imamo potvrdena
konkretna rastojanja na kojima se nalaze, dok za neke parove kao rezultat do-
bijamo samo procenjeni interval u kome se rastojanje nalazi. Takve rezultate
mozemo organizovati i prikazati u listama ili tablicama rastojanja.

U ovom radu, tablice Gordijevih i s-rastojanja bi¢e prikazane u skladu sa
slede¢im formatom i opstim pravilima.

U 0-toj vrsti i 0-toj koloni matrice Ali,j] predstavljeni su évorovi u
Aleksander-Brigsovoj notaciji (za ¢vorove do 10 preseka [35]) i KnotScape no-
taciji (za ¢vorove sa vise od 10 preseka). Presek i-te vrste i j-te kolone (A[i, j])
predstavlja rastojanje ¢vorova A[i, 0] i A[0, j] (ili interval u kome se ono nalazi).
Detaljnije o notaciji ¢vorova pogledati u tre¢em poglavlju. Posto bioloske nauke
prave razliku izmedu ¢vora K i njegove slike u ogledalu ! K, prilikom odredivanja
rastojanja razmatracemo oba Cvora, tj. njegovu ”levu” i ”desnu” modifikaciju.

Rezultati o parovima ¢vorova koji se nalaze na Gordijevom rastojanju 1 ili s-
rastojanju 1 predstavljeni su listama parova ¢vorova. U listama parova ¢vorova
koji se nalaze na Gordijevom rastojanju 1 ili s-rastojanju 1, nisu ukljuceni parovi
¢vorova koji zadovoljavaju sledec¢a opsta pravila.

Za Gordijeva rastojanja 1 ¢vorova:

1. ako je {A, K} par évorova na rastojanju d, pri ¢emu je A amfihiralan évor,
onda su ¢vorovi {4, K} takode na rastojanju d i par {A,!K} izostavljamo;

2. ako se u nekom paru ¢vorova javljaju ¢vor K i direktni proizvod K# K1,
pri ¢emu broj odvezivosti ¢vora K; iznosi u(K;) = 1, onda su takvi évorovi
uvek na rastojanju 1 i takve parove izostavljamo;

Za izostavljanje izvesnih parova ¢vorova iz lista parova ¢vorova, koji se nalaze
na s-rastojanju 1, vaze analogna pravila.

Za navedene parove ¢vorova rastojanja 1 smatramo trivijalnim i zbog toga
su izostavljeni iz lista. U tablicama Gordijevih i s-rastojanja ¢vorova navedena
su i trivijalna rastojanja u cilju kompletne popunjenosti tablica.

Jedna od invarijanata koja ¢e biti cesto koris¢ena u ovom radu je signatura
¢vora ili linka, koja se definise pomocu Sajfertove (H. Seifert) matrice ¢vora
(videti [58]).

Definicija 14 Ako je M dijagonalizovana Sajfertova matrica linka L, razlika
izmedu broja pozitivnih i negativnih dijagonalnih elemenata se naziva signatura
linka L i oznadava sa o(L).

Neke od bitnih osobina signature su:

1. o(L1#L2) = 0(L1) + o(Ls) za svaka dva linka Ly, Lo;
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2. o(L) = —o(!L), gde je |L is slika u ogledalu linka L;

3. lo(Dy) — o(D-)| € {0,2}, gde su Dy i D_ dijagrami linka L koji se
razlikuju u samo jednom preseku.

Veéina polinoma (Dzonsov, HOMFLYPT, Kauffmanov polinom, Kaufmanov
polinom sa dve promenljive, itd.) je pretezno u stanju da razlikuje "levu” i
"desnu” formu nekog hiralnog ¢vora K, oznacenu redom sa K i !K. Medutim,
postoje tzv. mnedetektabilni hiralni évorovi (videti [87], str. 356), tj. hiralni
évorovi za koje je P(K) = P(!K) za neki od polinoma P. Stavise, postoje hi-
ralni ¢vorovi ¢iju hiralnost ne detektuje nijedan polinom. Medu ¢vorovima sa
n < 9 preseka jedini takav ¢vor je 942, dok je za detektovanje "leve” i ”desne”
forme svih ostalih ¢vorova sa n < 9 preseka dovoljan Dzonsov polinom. Ovo
znaci da ni za jedan od parova u kojima ucestvuje ¢vor 942 i neki drugi hiralni
¢vor K, tj. za parove oblika { K, 942}, na osnovu svih polinomalnih invarijanata
izuzev Hovanovljevog polinoma, nismo u stanju da konstatujemo da li se radi
o rastojanju {K,942} ili {K,!940}. Medutim, resenje ovog problema nudi sig-
natura, koja je jednaka 2 za ¢vor 949 1 —2 za ¢vor 194s.

Amfihiralni ¢vorovi do n = 9 preseka su: 41, 63, 83, 89, 812, 817, 818, 31#!31
i41#4,.

1.5 Program LinKnot

Racunarski alat Knot2000 (K2K), ¢iji su autori M. Ociai i N. Imafudzi
(N. Imafuji) (Graduate School of human culture, Nara Womens University,
Nara, Japan) je razvijen kao podrska istrazivanju u teoriji ¢vorova. Nastao
kao programski paket koji radi pod programom Mathematica, sastoji se od 19
funkcija i javno je dostupan.

S. Jablan i R. Sazdanovi¢ (Matematicki institut, Beograd, Srbija) od 2003.
godine razvijaju program LinKnot koji proSiruje Knot2000, prvenstveno kao
program koji pruza podrsku radu sa ¢vorovima i linkovima u Konvejevoj no-
taciji. Umesto grafickog unosa ulaznih podataka i Dovkerovih (C.H. Dowker)
kodova, ovo je prvi i jedini program koji kao ulaz koristi simbolicku i ljudima
razumljiviju Konvejevu notaciju iz koje se mogu generisati Dovkerovi kodovi i
P-podaci (P-data) koji predstavljaju ulaz za Knot2000 funkcije. Na taj nacin,
sve funkcije iz paketa Knot2000 ostaju dostupne i u LinKnot paketu. LinKnot
omogucava i rad sa linkovima, a ne samo sa ¢vorovima i ne postoji ogranicenje
broja preseka kod ¢vorova i linkova. Razli¢ite notacije ¢vorova i linkova ¢e de-
taljnije biti opisane u narednom poglavlju.

Neke od najvaznijih funkcija programa LinKnot su crtanje ¢vorova i linkova,
racunanje polinomskih invarijanata, rad sa pletenicama (eng. braids) i reduko-
vanje ¢vorova i linkova. Ovo je prvi program koji koristi Bernhard-Jablanovu
hipotezu (videti formulaciju Hipoteze 1) za racunanje BJ-broja odvezivosti
¢vorova i linkova. Program obezbeduje kompletnu bazu alternirajucih i neal-
ternirajuéih ¢vorova i linkova do 12 preseka datih u Konvejevoj notaciji i svih
bazi¢nih poliedara do 20 preseka. Implementirane su funkcije koje za sve al-
ternirajuce ¢vorove i linkove rac¢unaju minimalne Dovkerove kodove, nalaze
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neizomorfne projekcije, pruzaju mogucénost za rad sa grafovima ¢vorova i linkova
i izratunavaju neke od najbitnijih invarijanata kao $to su broj povezivosti (eng.
linking number), broj secenja (eng. cutting number), broj razdvojivosti (eng.
splitting number), signaturu (videti Definicije 15, 16, 17, 18), itd.

Definicija 15 Broj razdvojivosti (eng. splitting number) s(L) linka L je mini-
malni broj potrebnih promena preseka nad svim projekcijama linka L neophodnih
da bi se dobio razdvojeni link, tj. link sa odvojenim komponentama, gde kom-
ponente ne moraju da budu necvorovi [87].

Definicija 16 Neka su ¢1 i co dve komponente linka L. Broj povezivosti (eng.
linking number) ovih komponenata je apsolutna vrednost zbira znakova njihovih
preseka podeljena sa 2. Broj povezivosti linka L je zbir brojeva povezivosti svih
njegovih komponenata [87].

Definicija 17 Dzonsov polinom V (L;t) € Z[t=2] [52] za orijentisani link L je
mwvarijanta klase izotopije linka L i definise se na sledeci nacin:

V(U;t) = 1; (1)

WLy t) —tV(L_;t) = (Y2 =t Y2V (Lo t). (2)
gde je U trivijalni évor, a (L4, L_, Lgy) skein trojka [102].

Determinanta ¢vora K definiSe se na sledeéi nacin:
det(K) = |V(K;—1)|. (3)

Definicija 18 Signatura o(K) dvora K moZe biti izracunata koriséenjem sledede
aksiome:

o(U) = 0; (4)
o(L-)—2<o0o(Ly) <o(L-) (5)
(=1)7U)/2 = gign V (K; —1). (6)

gde je U trivijalni ¢vor, (L4, L_, Lg) skein trojka, a signV(K;—1) = %

[102].

Glavna odlika programa LinKnot je otvaranje vrata eksperimentalnoj matem-
atici kao istrazivackom sredstvu za formulisanje (ili negiranje) hipoteza. Ovaj
program pruza podrSku radu sa beskona¢nim familijama i klasama Cvorova
i linkova, omogucava izracunavanje razlicitih invarijanata familija i testiranje
odredenih svojstava. Do svih novih rezultata, dobijenih koris¢enjem metoda
koje ¢emo izloziti u narednim poglavljima u ovom radu smo dosli koris¢enjem
funkcija ovog programskog paketa.

LinKnot je takode javno dostupan kao programski paket i webMathematica
aplikacija za dinamicko interaktivno izracunavanje na adresi

http://math.ict.edu.rs
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1.6 Notacije ¢vorova
1.6.1 Klasi¢na notacija

Aleksander i Brigs su 1927. uveli notaciju ¢vorova koja je poznata kao
klasi¢na notacija. Tablice ¢vorova koje koriste klasiénu notaciju, pracene di-
jagramima ¢vorova, moguce je nac¢i na kraju gotovo svake od knjiga iz oblasti
teorije ¢vorova. D. Rolfsen 1976. objavljuje knjigu [35] koja u Dodatku A sadrzi
tablice ¢vorova i pored klasi¢ne notacije, upotrebljava i Konvejevu notaciju koja
je uvedena u radu [33]. Pored évorova sa n < 10 preseka, Rolfsenove tablice
sadrze i linkove sa n < 9 preseka, gde n predstavlja i-ti ¢vor ili link sa n pre-
seka i 7 komponenata. Za ¢vorove se indeks j izostavlja. Osnovne prednosti
Rolfsenovih tablica u odnosu na ostale su sto njegove tablice sadrze i linkove do
n =9 preseka i sto koriste i Konvejevu notaciju.

Klasi¢na notacija klasifikuje ¢vorove po broju preseka. Da bi se ¢vorovi
imenovali, neophodno je prvo napraviti bazu (tablice) évorova. U svojim tabli-
cama Rolfsen navodi ¢vorove do n = 10 preseka, pa se ove tablice mogu pri-
hvatiti kao standard. Na slici 19 su predstavljeni svi ¢vorovi do n = 7 pre-
seka u Aleksander-Brigsovoj notaciji. Sa ove slike mozemo uoc¢iti da su svi
¢vorovi sa n < 7 preseka alternirajuc¢i. Prvi nealternirajuéi ¢vorovi javljaju se
za n = 8, pocev od &vora 819. Najmanji nealternirajuéi link je 63. Pored nave-
denih ¢vorova, postoji 21 ¢vor sa n = 8 preseka, 49 ¢vorova sa n = 9 preseka i
165 ¢vorova sa n = 10 preseka. K. Perko je pronasao duplikat u ovim tablicama
— ¢vorove 10161 1 10162, pa ova dva ¢vora nose naziv ”Perkov par”.
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Slika 19: Cvorovi sa n < 7 preseka
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Prve tablice ¢vorova do n < 11 preseka izveli su P.G. Tejt, T.P. Kirk-
man i K.N.Litl (C.N. Little) krajem XIX veka. Nakon bezuspesnih pokusaja
J.B. Listinga [7] da konstruiSe invarijantu ¢vorova zasnovanu na dijagramima i
njihovim regionima, prva polinomska invarijanta, Aleksanderov polinom,
koris¢ena je u knjizi K. Rajdemajstera Knotentheorie za razlikovanje ¢vorova.
Na kraju ove knjige nalaze se tablice ¢vorova do n = 9 preseka. U knjigama
koje sadrze tablice ¢vorova, oni su najceSée praceni i polinomalnim invarijan-
tama koje ih razlikuju. Tako, u Rolfsenovoj knjizi uz ¢vorove i linkove i njihove
dijagrame su navedeni (koncizni) Aleksanderovi polinomi, u knjizi L. Kauffmana
[20] navedeni su L-polinomi, itd. Tabelacija ¢vorovasan > 11 postala je moguéa
tek nakon pojave racunara. Izvodenje ¢vorova sa n < 16 preseka ostvareno je
primenom rac¢unarskog programa KnotScape [70]. Njihovo izvodenje opisano je
u radu The First 1,701,936 Knots [10], ¢iji su autori Dz. Hoste, M.Tistltvejt i
Dz. Viks (J. Weeks).

Za ¢vorove do n = 16 preseka koristi se KnotScape notacija. Ova notacija
nosi naziv po pomenutom programu koji je posluzio za izvodenje ovih ¢vorova
i koji sadrzi bazu ¢évorova i linkova do n = 16 preseka. K13al u KnotScape
notaciji oznacava prvi alternirajuéi (a) ¢vor (K) sa n = 13 preseka. L15n2
oznacava drugi nealternirajuéi (n) link (L) sa n = 15 preseka u skladu sa tabli-
cama linkova koje je izveo M. Tistltvejt.

Za upotrebu klasi¢ne notacije neophodno je prisustvo baze ¢vorova. Na os-
novu same oznake nije moguée rekreirati (nacrtati) ¢vor, tj. znati o kom se
¢voru radi. Za ¢vor dat u ovoj notaciji, neophodno je identifikovati ga u bazi
na osnovu oznake. Kako je u bazi, tj. tablicama, takode prisutna i slika samog
¢vora, tek nakon pretrage tablica mozemo znati kako cvor zaista izgleda. U
Rolfsenovim tablicama svi alterniraju¢i ¢vorovi prikazani su dijagramima koji
odgovaraju njihovim Konvejevim simbolima. Medutim, to nije sluc¢aj sa neal-
ternirajuéim ¢vorovima ili svim alterniraju¢im i nealternirajuc¢im linkovima. Na
primer, dijagrami nealterniraju¢ih algebarskih ¢vorova 819, 829 i 821 su svi izve-
deni iz dijagrama alternirajuceg nealgebarskog ¢vora 817 (o klasifikaciji ¢vorova
na racionalne, Montezinosove, algebarske, nealgebarske, itd. videti podpoglavlje
1.6.4). Zapravo, svi dijagrami é¢vorova do n = 9 preseka i kod Rolfsena i kod svih
ostalih autora, koji ih navode, kopirani su iz Rajdemajsterove knjige [19]. Tra-
gajudi za nekim obrascem koji eventualno postoji u formiranju tablica ¢vorova,
mozemo jedino uociti da su na pocetku svih tablica navedeni racionalni ¢vorovi.
Nakon racionalnih ¢vorova, nemoguce je uociti bilo kakav obrazac u formiranju
tablica koji ukazuje na klasifikaciju ¢vorova.

Tako klasi¢na notacija ne pruza nikakvu algebarsku informaciju o samom
¢voru ili linku, osim broja preseka i broja komponenata, to je notacija koja se
najcesce koristi.

1.6.2 Numericka kodiranja

U ovom delu bice dat pregled najpopularnijih nacina za numericko kodiranje
¢vorova i linkova. Biée napravljen osvrt na ogranicenja koja pruzaju ovakvi
nacini notacije pri izucavanju transformacija ¢vorova i linkova.

31



K.F. Gaus (C.F. Gauss) je bio prvi koji je posmatrao ¢vorove kao matematicke
objekte i predlozio nacin njihovog numerickog kodiranja.

Prikaza¢emo primer generisanja Gausovog koda na ¢voru 41 (¢voru osmici,
prikazanom na slici 20). Posmatrajuéi dijagram ¢vora kao zatvorenu krivu, prvi
korak je uvodenje orijentacije krive koju obilazimo i dodeljivanje nekog naziva
(npr. slova ili broja) svakom preseku. Zatim je potrebno izabrati proizvoljnu
tacku krive razlicitu od preseka i zapoceti obilazak iz nje (na primer, polazeéi
iz tacke E na slici 20). Prilikom obilaska krive u odredenom smeru, potrebno
je zapisati redosled preseka na koje nailazimo, dok se svaki presek ne obide
dva puta, tj. dok se ne vratimo u polaznu tacku. Tada se algoritam zavrsava.
Posto kroz svaki presek prolazimo dva puta, prvi put prolazimo preko gornje,
a drugi put preko donje niti ili obratno. Sekvenca (re¢) koja odgovara obilasku
krive, ukoliko se polazi iz tacke E, jeste {{A,C,D,A,B,D,C,B}} i ova ret
predstavlja Gausov kod senke ¢vora 4. Da bismo dobili Gausov kod évora 44
ovoj re¢i moramo pridruziti dodatnu informaciju o presecima kroz koje pro-
lazimo (O ili U) i znake preseka. Primetimo da Gausov kod nije jednoznaéno
odreden i zavisi od izbora orijentacije i polazne tacke. Uzimanjem tacke F' za
pocetnu i koristeci istu orijentaciju, dobijamo Gausov kod senke cvora 4; koji
glasi {{B,A,D,C,A,B,C,D}}. Oznake ”{” i ”}” u notaciji Gausovih kodova
(a kasnije i Dovkerovih) preuzete su iz Mathematica notacije za obelezavanje
listi. Dakle, viticaste zagrade se u ovom slucaju koriste za obelezavanje listi, a
ne skupova.

Slicno kao u slucaju Dovkerovih kodova, jednoznacnost prikazivanja ¢vorova
Gausovim kodom mozemo postic¢i ako svaki ¢vor prikazemo njegovim minimal-
nim Gausovim kodom, gde kao minimalni kod biramo rec¢ koja je prva u leksiko-
grafskom poretku medu svim re¢ima koje predstavljaju Gausove kodove nekog
cvora.

Umesto slovnih oznaka, u programu LinKnot kori§éene su numericke oz-
nake preseka, a Gausov kod je snabdeven dodatnim informacijama o odnosima
”iznad”-"ispod” i znacima preseka. U takvom sistemu oznacavanja, jedan od
mogucih Gausovih kodova ¢vora 41 bice O1+U2403—-U4—024+U14+04—U3—,
a njegov minimalni Gausov kod ¢e biti O1+U2—03—-U14+044+U3—-02—-U4+.
Ovakvi Gausovi kodovi mogu biti koriséeni i za numericko kodiranje virtualnih
¢vorova [18].

Gausov kod krive sa n preseka je duzine 2n i predstavlja permutaciju oznaka
njegovih preseka, gde se svaka oznaka pojavljuje dva puta. Medutim, nije svaka
(proizvoljna) permutacija ostvariva, tj. ne mozemo iz svake ovakve permutacije
konstruisati senku ili dijagram ¢vora. Permutacije iz kojih je moguce dobiti
dijagrame ¢vorova nazivamo ostvarivim (realizabilnim), a ostale neostvarivim
(nerealizabilnim). Na primer, kod {{A, B, A, B}} je neostvariv. Problemom
ostvarivosti Gausovih kodova bavili su mnogi matematicari, po¢ev od M. Dena
(M. Dehn, 1936). Ovaj problem ima poseban znacaj u teoriji virtualnih ¢vorova
Ciji je zacetnik L. Kaufman. Pored planarnosti grafa koji odgovara nekom kodu,
kao kriterijum ostvarivosti koda mozemo koristiti i kriterijum parnosti: izmedu
svake dve pojave istog preseka (slova) u Gausovom kodu nalazi se uvek paran
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Slika 20: Cvor osmica

broj slova, tj. ciklicno rastojanje svakog slova od samog sebe u Gausovom kodu
je uvek parno. Svakako, ukoliko polazimo od ostvarivog Gausovog koda, iz njega
se jednostavnim algoritmom moze rekreirati (nacrtati) dijagram (senka) ¢vora
— lukove dijagrama izmedu dva preseka ¢e definisati uredeni parovi odredeni sa
svaka dva susedna simbola u Gausovom kodu, gde prvi i poslednji ¢lan koda
takode smatramo susednim (slika 21).

Gausov koéd nazivamo redukovanim ukoliko nema petlji. Na slici 21 mozemo
videti senku ¢vora trolisnika ¢iji je Gausov kod {{A,B,C,D,B,C,D,A}}. On ima
petlju u okolini preseka sa oznakom 1. Petlja se prepoznaje u Gausovom kodu
na osnovu uzastopne pojave istog preseka (slova), gde se prva i 2n-ta pozicija
takode smatraju uzastopnim. Odstranjivanje petlji se moze izvrsiti brisanjem
svih pojava preseka koji odreduju petlje.

E‘f\_“rﬂ > &

yD
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Slika 21: Senka trolisnika koja odgovara neredukovanom Gausovom kodu
{{A7B7C7D7B7C7D7A}}

Kod Gausovog koda za linkove neophodno je za svaku koponentu izabrati
pocetnu tacku i orijentaciju komponente. Posmatrajué¢i Boromejske prstenove
63 na slici 22, ako za pocetne tacke komponenata i njihove orijentacije uzmemo
Ai 1@, AiAEiBiBE dobijamo Gausov kod

{{A,B,F,D},{A,E,F,C},{B,E,D,C}}.

Gausovi kodovi omogucavaju jos jednu graficku interpretaciju: tetivne di-
jagrame (eng. chord diagrams). Preseci ¢vora prikazani su pomocéu n tacaka
na orijentisanom krugu, pri ¢emu se svaki presek javlja dva puta i predstavl-
jen je parom tacaka oznacenih istim brojem i spojenih orijentisanim tetivama,
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Slika 22: Boromejski prstenovi 63

pri ¢emu je svaka tetiva orijentisana od O ka U. Znaci preseka su prikazani
dodatnim oznakama prodruzenim svakoj tetivi ili razli¢itom bojom tetiva (npr.
plavom za +1 preseke, a crvenom za —1) (slika 23).

Slika 23: Tetivni dijagram ¢vora 4; datog Gausovim kodom O1 4+ U2 4 O3 —
U4—-02+U14+04—-U3—-

Gausov kod za ¢vorove se moze svesti na Dovkerov kéd sledeéim algoritmom
[87]:

ALGORITAM 2

1. svaki simbol (slovo ili broj) se pojavljuje dva puta uw Gausovom kodu —
izdvojiti njegove pozicije u uredeni par;

2. svaki par sadrZi parni i neparni broj — postaviti meparni broj za prvi u
uredenom paru;

3. sortirati uredene parove u rastucem poretku;

4. izdvojiti samo druge elemente uredenih parova w listu.

Lista dobijena na kraju predstavlja Dovkerov kod senke ¢vora. Posma-
trajmo Gausov kdd senke évora osmice sa slike 20 {{A,C, D, A, B,D,C, B}}.
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Pozicije simbola A su {1,4}, simbola C' su {2,7}, simbola D su {3,6}, a sim-
bola B {5,8}. Odgovarajuéi uredeni parovi tako da neparan broj zauzima prvo
mesto su {1,4}, {7,2}, {3,6}, {5,8}. Njihova sortirana lista je {1,4}, {3,6},
{5,8}, {7,2}. Niz njenih poslednjih ¢lanova, koji predstavlja Dovkerov kod,
je {4,6,8,2}. U Dovkerovom kodu kao prvi ¢lan obi¢no navodimo i broj pre-
seka, pa je Dokerov kod izveden iz Gausovog koda za senku ¢vora 4 sa slike
20 ima oblik Dow={{4},{4,6,8,2}}, gde broj 4 oznacava broj preseka Cvora.
Dovoljnu dodatnu informaciju o ¢voru predstavljaju oznake tipa preseka O ili
U. Pri tome koristimo sledece pravilo: u svim presecima koji prate alterniranje
dodeljujemo broj +1 (pozitivan znak), tj. u Dovkerovom kodu alternirajuceg
¢vora svi brojevi ¢e biti pozitivni; presecima koji ne prate alterniranje (tj. koji
su invertovani u odnosu na alternirajuéi ¢vor tako da je O-presek zamenjen U
presekom i obratno) dodeljujemo broj —1, tj. negativan znak. Ovaj nac¢in do-
deljivanja znakova presecima prati odnose O i U i ne treba ga mesati sa znacima
preseka ¢vorova prikazanim na slici 5. Posto je ovakav nacin kodiranja ¢vorova
koriséen u programu KnotScape, ¢iji je jedan od autora M. Tistltvejt, ovakvi
Dovkerovi kodovi ¢esto se nazivaju i DT-kodovi (Dovker-Tistltvejtovi kodovi),
a sama notacija se naziva DT-notacija.

Druga moguc¢nost je da svakom preseku u Dovkerovom kodu pridruzimo znak
preseka u skladu sa dogovorom prikazanim na slici 5 i tada dobijamo Dovkerov
kod sa znacima preseka. Uocimo da ¢e u tom slucaju negativni znaci moci da
se pojave i u Dovkerovom kodu nekog alternirajuceg ¢vora. Na primer, ¢vor
4, ima dva pozitivna i dva negativna preseka, pa ¢e njegov Dovkerov koéd sa
znacima preseka biti {{4}, {6,—8,2,—4}}.

Dokerov kod za linkove se izvodi na slican nac¢in, polazeci od njihovih Gauso-
vih kodova. Ukoliko u prvom koraku algoritma za kreiranje Dokerovog koda do-
bijemo neki uredeni par sa elementima iste parnosti, tada je potrebno cikli¢cno
zarotirati za jedno mesto komponentu linka u Gausovom kodu ¢iji je element
odreden drugim elementom uredenog para, pa krenuti ispocetka sa algorit-
mom za generisanje Dokerovog koda. Gausov kod za Boromejske prstenove
sa slike 22 je {{A,B,F,D},{A,E,F,C},{B,E,D,C}}. Pozicije simbola A
su {1,5}, pa drugu komponentu moramo zarotirati, tj. zapoceti algoritam
iznova za kod {{A, B, F, D},{E,F,C, A},{B,E,D,C}}. Sada su pozicije sim-
bola {{1,8},{2,9},{3,6},{4,11},{5,10}, {7, 12} } i parnost se ne ponavlja. Dalje,
uredivanjem parova i sortiranjem liste dobijamo {{1,8},{3,6}, {5,10},{7,12},
{9,2},{11,4}}, pa je Dow={{2,2,2},{8,6,10,12,2,4}}, gde brojevi u prvoj listi
predstavljaju niz duzina komponenata, a elementi druge liste niz poslednjih
¢lanova sortirane liste.

LinKnot funkcija fDowCodes izraCunava sve ostvarive Dokerove kodove
¢vorova i linkova realizovanih u ravni R2.

Umesto oznaka O i U koris¢enih u Gausovim kodovima mozemo koristiti
i znake + 1 —. U tom slucaju dobijamo oznacene Gausove kodove. Oznacen
Gausov koéd za alternirajuéi évor sa slike 20 jeste {{A,—C,D,—A,B,-D,
C,—B}}. Primetimo da znaci simbola u oznactenom Gausovom kodu alterni-
rajuéeg ¢vora takode alterniraju, tj. naizmeni¢no prelaze iz pozitivnih u nega-
tivne. Sa ciljem pojednostavljanja ovakvog zapisa, kao i u slucaju DT-kodova,
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moze se uvesti pravilo da se simbolima ne dodeljuju znaci ukoliko je ¢vor alterni-
rajuéi, a u sluc¢aju nealternirajucéeg ¢vora ili linka suprotan znak sticu samo oni
preseci u kojim se znak razlikuje od znaka koji bi imali u alternija¢em dijagramu
tog cvora.

Najzad, svakom preseku u Gausovom kodu mozemo dodeliti i znak preseka.
Ovakve Gausove kodove naziva¢emo Gausovim kodovima sa znacima preseka.
Najkompletniju informaciju daje kompletan Gausov kod (npr. O1+ U2+ O3 —
U4—02+Ul+ 04 —U3-) koji pruza informaciju o tipu svih preseka (O ili U)
i znacima preseka.

Gausov kod deluje na prvi pogled veoma pogodnim za pracenje promena pre-
seka i zaravnjivanja preseka ¢vorova. Posmatrajmo oznaceni Gausov kod ¢vora
sa slike 20. Ako se vrsi promena preseka C, tada je u Gausovom kodu pocetne
krive neophodno samo promeniti znak ispred svakog pojavljivanja simbola C' da
bi se dobio novi kéd: {{A,C,D,—A,B,—D,—C,—B}}.

Ako je u nekom preseku ¢vora sa slike izvrseno orijentisano zaravnjivanje
(zaravnjivanje koje ¢uva broj komponenata), kako ¢e to uticati na njegov Gausov
k6d? Zamislimo vertikalno ogledalo postavljeno u preseku D koje simulira
zaravnjivanje. Tada presek A prestaje da postoji, levi luk sa krajevima C' i
D se spaja sa lukom DA, a desni luk C'D se spaja sa lukom DB.

Teorema 1 Za dati Gausov kéd G dijagrama évora, Gausov kéd G' dijagrama
nad kojim je izvrseno zaravnjivanje u presekup (p € 1,...,n) se dobija obrtanjem
niza simbola izmedu dva pojavljivanja simbola p, a p se brise [136].

Na taj nacin, prilikom obilaska krive iz pocetne tacke E, dobijamo kod
{{A,C, B, A,C, B}}. Ukoliko je potrebno zadrzati informacije o preseku u kome
je izvrseno zaravnjivanje, tada ga mozemo i zadrzati u zapisu sekvence, ali ga na
neki nac¢in oznaciti nepostoje¢im (npr. nadvuéi ga): {{A4,C, D, B, A, D,C, B}}.
Niz Gausovih kodova, koji se dobija primenom zaravnjivanja preseka, nazivamo
nizom zaravnjivanja. Primena zaravanjivanja preseka na dijagramu prikazanom
Gausovim kodom ¢uva ostvarivost koda. U ovom radu, posmatra¢emo samo
klasi¢ne ¢vorove za koje zaravnjivanje preseka predstavlja odvezujuc¢u operaciju.

Svaka notacija ima svoje prednosti i nedostatke. Velika prednost ovakve no-
tacije je jednostavan algoritam za zaravnjivanje preseka koji garantuje ocuvanje
broja komponenata. Minimalni Gausovi i Dovkerovi kodovi jedinstveno defin-
isu ¢vor i predstavljaju jednostavan ulaz za racunarske programe. Prilikom
racunanja rastojanja ¢vorova, potrebno je pronaci najkraci put od jednog ¢vora
do drugog, tj. izra¢unati minimalni broj operacija nad presecima (promena pre-
seka ili zaravnjivanja) potrebnih da se jedan ¢vor konvertuje u drugi.
Najkrac¢i put u ovom slucaju predstavlja minimalni niz ¢vorova kojim se ost-
varuje konvertovanje jednog ¢vora u drugi. Ova procedura zahteva da se op-
eracije na presecima vrse u svakom od njih, zato Sto, na zalost, ovakvi kodovi
ne pruzaju informacije o klasama ¢vorova, niti o ekvivalentnosti nekih poteza,
pa nijedan presek nema prioritet niti se moze pretpostaviti da li najkraci put
vodi preko njegove promene. Na taj nac¢in vr§imo mnostvo suvisnih poteza i
neophodno je ispitati i testirati ogroman broj Gausovih kodova dobijenih prome-

36



nama
pojedinac¢nih preseka.

Cak i sa sazetijim DT-kodovima ne postizemo veliki napredak. DT-notacija
i sva slicna kodiranja ¢vorova (PD-notacija koriséena u programu KnotAtlas,
pd-notacija koriséena u programu Knot 2000 (K2K), itd.) su zasnivane na nu-
merickom kodiranju i za sve promene preseka u dijagramu sa n preseka dobijamo
2™ novih kodova dijagrama dobijenih promenama. Takode, nijedan od ovakvih
nacina kodiranja ne pruza mogucnost za generalizaciju rezultata dobijenih za
neki par ¢vorova, gde jedan predstavlja originalni ¢vor, a drugi je dobijen iz
njega samo jednom promenom preseka, tj. para ¢vorova cije je rastojanje 1.

Zbog svega navedenog, u ovom radu za kodiranje ¢vorova koristi¢emo sim-
bolicku Konvejevu notaciju koja pruza informacije o algebarskim i geometrijskim-
topoloskim osobinama samog ¢vora (linka) i omoguéava progirenje pojedina¢nih
rezultata na familije ¢vorova ili linkova.

1.6.3 Konvejeva notacija

Konvejeva notacija [33], [35], [87] je veoma zahvalna, jer veé na prvi pogled
zapis ¢vora u toj notaciji pruza informacije o topologiji ¢vora i klasi kojoj pri-
pada, tako da iz nje direktno dobijamo informacije o nekim svojstvima ¢vora
ili linka, kao Sto su prepoznavanje svetova (eng. worlds) koji su opisani u radu
[37]. Konvejeva notacija nam omogucava jednostavan rad sa podfamilijama i
familijama ¢vorova i ¢esto iz nje lako dolazimo do informacija o simetriji évora.
Ona nam takode pruza jednostavan dokaz ekvivalentnosti dva racionalna ¢vora
ili linka, koji se moze izvesti na osnovu direktne veze uspostavljene izmedu
racionalnih ¢vorova i linkova u Konvejevoj notaciji sa veriznim razlomcima.
Konvejeva notacija je uvedena 1967. u [33] i od tada se veoma efikasno koristi.
Program LinKnot pruza kompletnu podrsku radu sa ¢vorovima i linkovima u
Konvejevoj notaciji.

Prevodenje klasicne notacija ¢vorova i linkova u Konvejevu notaciju
omoguéava LinKnot [87] funkcija £ClassicToCon. Konvejevi simboli za évorove
do n = 10 preseka i linkove sa sa n < 9 preseka dati su u Dodatku A knjige [35].

Osnovni gradivni element Konvejeve notacije predstavlja splet (eng. tangle).
Tri osnovna spleta su prikazana na slici 24.

—~ X X
0 1 -1

Slika 24: Elementarni spletovi
Svaki slozeni splet moze biti dobijen primenom slede¢ih operacija nad sple-

tovima: sabiranjem (eng. sum), proizvodom (eng. product) i razgranavanjem
(eng. ramification).
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Kao sto smo rekli, splet (ili preciznije, 2-splet), u okviru dijagrama nekog
¢évora (linka), je oblast u projekcionoj ravni R? (ili na sferi S®) okruzena kru-
gom takvim da projekcija ¢vora (linka) sece ovaj krug tacno u cetiri tacke.
Iz presecnih tacaka izlaze Cetiri luka u smerovima kompasa: severoistok (SI),
severozapad (SZ), jugoistok (JI) i jugozapad (JZ) (slika 11).

Sabiranje spletova a i b se obelezava sa a + b i predstavlja spajanje SI niti
spleta a sa SZ niti spleta b i JI niti spleta a sa JZ niti spleta b, kao sto je
prikazano na levom delu slike 25. Spletovini —n, gdejen=1+1+...4+1,
a-—n = (-1)+(=1) + ... + (1), pri éemu se elementarni spletovi 1 i —1
javljaju m puta, nazivaju se celobrojnim spletovima (eng. integer tangles) ili
tvistovima. Posebno, za n = 2 ili n = —2 celobrojni spletovi, u geometrijskom
smislu, predstavljaju bigone (dvouglove). Za celobrojne spletove a i b splet a+b
odgovara i algebarskom pojmu zbira brojeva: splet a + b je zbir vrednosti a i b
(npr. sabiranjem spletova 5 i 3 dobijamo splet 8).

NSNS
= {L
SRS N
ab

Slika 25: Sabiranje spletova, slika u ogledalu i proizvod spletova

Slika u ogledalu spleta a se obelezava sa a0 i dobija se kao odraz spleta a,
gde ogledalo predstavlja ravan SZ-JI. Slika u ogledalu prikazana je na sredisnjem
delu slike 25.

Proizvod spletova a i b obelezava se sa ab (ili sa ab) i definiSe se koriséenjem
ve¢ definisanog sabiranja i slike u ogledalu kao ab = a0 + b. Proizvod spletova
prikazan je na desnom delu slike 25.

Razgranavange (ili operacija zarez) spletova a i b definise se sa a,b = a0+b0
i prikazana je na slici 26. U tablicama se operacija ramifikacije favorizuje u
odnosu na operaciju sabiranja, ali se primenjuje samo na dva ili vise operanada
u zagradi.

SN N

a,b = a0+b0

Slika 26: Proizvod spletova

Na slici 27 su prikazani primeri generisanja spletova 2, 212 i 2, 2.
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Slika 27: Spletovi (a) 2 = 1+1, (b) 212 = (1+1)1(1+1), (c) 2,2=(1+1),(1+1).

Splet se moze zatvoriti bez uvodenja novih preseka na dva nacina (slika
28a,b). Spajanjem (u parovima) niti (SI,SZ) i niti (JI,JZ) dobijamo brojilacko
zatvorengje (eng. numerator closure), dok spajanjem niti (SI,JI) i (SZ,JZ) do-
bijamo imenilacko zatvorenje (eng. denominator closure). Baziéni poliedar 1*
koji se dobija kao zatvaranje spleta 1 prikazan je na slici 28c.

(a) (b) (©)

Slika 28: (a) Brojilacko zatvorenje; (b) imenilacko zatvorenje; (c) baziéni
poliedar 1*

Definicija 19 Racionalni splet je konacan proizvod elementarnih spletova.
Racionalni ¢vor ili link je brojilacko zatvorenje racionalnog spleta [87]. Racionalni
splet koji ne pocinge sa 1 ili -1 se naziva R-splet.

Definicija 20 Racionalni ¢vor ili link w Konvejevoj notaciji se zapisuje kao
niz prirodnih brojeva mins ... ng koji ne pocinge i ne zavrsava se jedinicom.
Obrtanje niza definise isti cvor [87].

Racionalni ¢vorovi (linkovi) su poznati i pod nazivom kao 4-plats ili évorovi
(linkovi) sa dva mosta (eng. 2-bridge knots (links)). Most (eng. bridge) u
nekom dijagramu ¢vora ili linka je svaki luk maksimalne duzine koji sadrzi samo
O preseke. Broj mostova linka L, koji se oznacava sa b(L) je najmanji broj
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mostova uzet preko svih dijagrama linka L [57]. Cvor (link) L je racionalan ako
i samo ako je b(L) = 2.

LinKnot funkcija RationalKL za dato n (koje predstavlja broj preseka)
racuna Konvejeve simbole i broj svih racionalnih ¢vorova i linkova sa n pre-
seka.

Svakom racionalnom spletu nj nsy . ..ng mozemo dodeliti verizni razlomak

p 1
r=—-=n,+————-—— 7
q nk—l‘i‘% ()

gde r = 2 (NZD(p,q) = 1) predstavlja nagib (eng. slope) tog racionalnog
spleta. Zatvorenje nqnz ...ng se u tom slucaju obelezava sa L(%) i ukoliko je
p neparno u pitanju je ¢vor, a u suprotnom se radi o linku.

J.H. Conway je 1969.[33] formulisao teoremu koja uspostavlja veoma vaznu
vezu izmedu racionalnih ¢vorova (linkova) i veriznih razlomaka:

Teorema 2 Dwa racionalna spleta su ekvivalentna ako i samo ako njihovi verizni
razlomci daju isti racionalni broj ([33]). Neorijentisani racionalni évorovi i

linkovi L(%) i L(f;—;) su ambijentalno izotopni ako i samo ako:

1.p=p i
2. wazi jedno od sledeéa dva: q = ¢'(modp) ili q¢' = 1(modp) ([2])

Dokaz teoreme 2 moguce je nacéi u radovima [44], [46], [65], [84].

Ova veza izmedu racionalnih ¢vorova i racionalnih brojeva koji se dobijaju iz
odgovarajucih veriznih razlomaka je posluzila kao osnov za izracunavanje svih
rastojanja racionalnih évorova (linkova) dobijenih u [69], [66], [97].

Na slici preuzetoj iz [97] mozemo videti primer dva spleta, koji su ekviva-
lentni na osnovu sledece jednakosti:

1 _ 14 _ 1
2+ 1+~ 5 3+ -+ X

Na taj nacin, rad sa racionalnim ¢vorovima i njihovo prepoznavanje moze se
spustiti sa nivoa topologije na algebru veriznih razlomaka. I. Darsi (I. Darcy) i
D.V. Samners (D.W. Sumners) su 1998. [69] objavili tabele rastojanja racional-
nih ¢vorova i njihovih direktnih proizvoda, zakljucno sa ¢vorom 8g. U tom
radu ¢italac moze pronaci veoma znacajan opis veze izmedu topologije ¢vorova
i DNK.

Svi racionalni &vorovi i linkovi koji su prikazani u Konvejevoj notaciji i ¢iji
zapis sadrzi samo pozitivne brojeve (tj. pozitivne celobrojne spletove) su alterni-
rajuéi. Sta se dogada ukoliko u Konvejeve simbole racionalnih évorova i linkova,
(tj. ¢vorova i linkova formiranih kona¢nom primenom operacije proizvoda na
celobrojne spletove) uklju¢imo i celobrojne spletove koji su negativni? Tada
dobijamo nealternirajuce racionalne dijagrame koje jednostavno mozemo kon-
vertovati u alternirajuée (minimalne) racionalne dijagrame zahvaljujuéi algebri
veriznih razlomaka. LinKnot funkcija RatReduce, koristec¢i kao ulaz racionalni
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Slika 29: Ekvivalentni spletovi

dijagram dat u Konvejevoj notaciji, koji sadrzi i pozitivne i negativne celobrojne
spletove, redukuje ovakav dijagram do minimalnog alternirajuceg.

Drugi algoritam, ¢ija se primena znatno ubrzava zahvaljujuéi veriznim ra-
zlomcima, odnosi se na izracunavanje B.J-broja odvezivosti za racionalne ¢vorove
i linkove. Bernhard-Jablanovu Hipotezu primenjujemo na minimalne dijagrame
racionalnih évorova i linkova. Posto su svi racionalni ¢vorovi i linkovi alterni-
rajudi, za izratunavanje B.J-broja odvezivosti up (K ) nekog racionalnog ¢vora
ili linka dovoljno je koristiti samo jedan njegov minimalni dijagram. U svakom
minimalnom dijagramu koji je dat Konvejevim simbolom nins...n;, gde su
svi brojevi n; (i € {1,2,...,;j}) pozitivni, svaka promena preseka se svodi na
zamenu pozitivnog celobrojnog spleta n; spletom n; — 2. Nakon ove zamene do-
bijeni izraz redukujemo pomoc¢u LinKnot funkcija RatReduce. U skladu sa for-
mulacijom Bernhard-Jablanove hipoteze, isti algoritam primenjujemo na prvu,
drugu, ... k-tu generaciju dobijenih ¢vorova. B.J-broj odvezivosti je minimalni
broj koraka k u ovom rekurzivnom procesu odvezivanja. Pri tome, ceo postupak
se svodi na promene preseka zamenama n; — n; — 2 i racionalne redukcije, sve
dok kao rezultat ne dobijemo neki dijagram ¢iji je nagib r = % jednak 1 ili —1
i koji predstavlja dijagram necvora. Zahvaljujuéi tome, za izracunavanje B.J-
broja odvezivosti racionalnih ¢vorova i linkova, koristimo veoma brzu LinKnot
funkciju UnR.

Definicija 21 Splet je algebarski ako se moZze dobiti primenom operacija zbira
1 proizvoda nad elementarnim spletovima. Cwor ili link je algebarski ako pred-
stavlja brojilacko zatvorenje algebarskog spleta [87].

Definicija 22 4-valentni, 4-iviéno povezani i najmangje temenski bipovezan pla-
naran graf naziva se baziénim poliedrom [87].

Eliminaciju ivica jednog bigona (tretiranog kao graf), tj. identifikaciju nje-

govih temena nazivamo kolapsom bigona. Bazi¢éni poliedar [33], [35], [87] ¢vora
(linka) se moze dobiti rekurzivnim kolabiranjem svih njegovih bigona, dok se
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svi ne iscrpe. Bazi¢ni poliedar 1* je veé¢ prikazan na slici 28c. Drugi primer
bazi¢nog poliedra (odnosno alternirajucéeg linka koji mu odgovara) su Borome-
jski prstenovi, link 63 prikazan na slici 22, kome odgovara baziéni poliedar 6*.
Montezinosovi spletovi i njima odgovarajuéi Montezinosovi linkovi dobijaju
se primenom ramifikacije na n alterniraju¢ih racionalnih spletova ¢;, od ko-
jih barem tri spleta tx, & € 1,2,...,n nisu elementarna. Obelezavaju se sa
ti,ta, ... tn, (n > 3,4 € {1,...,n}) i prikazani su na slici 30. Pereca (eng.
pretzel) ¢vor ili link se dobija ukoliko su svi spletovi ¢;, (n > 3,7 € {1,...,n})

celobrojni.
I I RS ALY %

Slika 30: Montezinosov link ¢, o, ..., ¢,

Poliedarski (nealgebarski) évor ili link se moze dobiti iz bazi¢nog poliedra
zamenom njegovih temena spletovima. Konvejeva notacija za bazic¢ni poliedar je
ni*™ (Sto je isto sto i ni*™1.1....1, pri ¢emu se elementarni splet 1 koji se nalazi
u svakom temenu bazi¢nog poliedra ni* javlja n puta). *m je skracena oznaka
za nizove od m zvezdica koris¢ene u originalnoj Konvejevoj simbolici, a 7 je
redni broj baziénog poliedra u listi baziénih poliedara sa n preseka. Cvor koji je
dobijen iz bazi¢nog poliedra ni*™ zamenom njegovih temena (tj. elementarnih
spletova 1 u simbolu ni*™1.1....1) spletovima ay, ..., ax (k < n) zapisuje se kao
ni*™ay.ag . ...a. Zapis se moze skratiti izostavljanjem jedinica i koris¢enjem
dodatnih skraéenih simbola koji zamenjuju nizove tacaka (npr. simbola : koji
zamenjuje .., simbola :. koji zamenjuje ...).

Pored Reimeisterovih poteza koji su definisani u ravni, mozemo posmatrati
i flip potez (eng. flype) prikazan na slici 31 koji je uveo P.G. Tejt. Ukoliko je
oznakom L obelezen splet, flip potez predstavlja rotaciju spleta prikazanu na
slici 31, takvu da krajevi a, b, ¢ i d niti ostaju fiksirani. Presek, koji se nalazio sa
leve strane spleta na slici, nakon takve rotacije (flip poteza) prelazi na njegovu
desnu stranu.

Ovakav potez omogucava tranformaciju ¢vora ili linka koja se ne ostvaruje u
ravni, ve¢ u prostoru, a Tejt je formulisao hipotezu (teoremu) o ekvivalentnosti
takvih dijagrama.

Teorema 3 (Tejtova flip teorema) Pretpostavimo da su L' i L” dva redukovana
alternirajuéa dijagrama linka L na sferi S3. Tada L' moZemo konvertovati u
L" primenom konacnog broja flip poteza [87].

Uoc¢imo da flip potez mozemo primeniti i na neki nealternirajuci splet L i
prateéi presek dokazati da svaki flip potez predstavlja ambijentalnu izotopiju
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Slika 31: Flip potez

proizvoljnog ¢vora ili linka.

Uocimo da u operaciji prozvoda spletova zamena mesta spletova nije dozvol-
jena, tj. spletovi ne komutiraju. Isto vazi i, u opstem slucaju i za ramifikaciju.
Medutim, u ovoj operaciji elementarni splet 1 ili —1 moze da komutira sa bilo ko-
jim drugim spletom. Ova osobina omogucava da neki celobrojni splet ”putuje”
duz nekog drugog celobrojnog spleta koji je ortogonalan u odnosu na njega,

tj. da komutira sa bilo kojom jedinicom iz niza preseka 1,1,...,1 (zahvaljujuéi
flip potezima). Ako je ¢ proizvoljni splet, spletovi iste duzine (¢,1,1,...,1),
(L,¢,1,...,1), (1,1,¢,...,1), ... koji se sastoje od preseka 1 i spleta ¢ bice

medusobno ekvivalentni. Svaki od njih dobijen je iz susednog jednim flip pote-
zom. Uocimo da samo prvi splet (¢,1,1,...,1) i poslednji splet (1,1,1,...,¢)
sadrze u sebi nizove maksimalne duzine koji se sastoje samo od preseka 1, dok
je u svim drugim navedenim spletovima niz jedinica podeljen na dva podniza.
U skladu sa Tejtovom flip teoremom za svaki alterniraju¢i ¢vor mozemo
generisati sve njegove minimalne (alternirajuée) dijagrame koristeéi flip poteze.
Izracunavanje svih minimalnih dijagrama nekog alternirajuceg cvora ili linka
omogucava LinKnot funkcija fDiffProjectionsAltKL. Na primer, ¢vor 7¢ =
2112 poseduje dva minimalna dijagrama (slika 32). Konvejev simbol prvog dija-
grama je 2112 =(((2,1,1),1),1,1), dok drugi dijagram poseduje nestandardni
Konvejev simbol (((1,2,1),1),1,1). Uocimo da se u prvom dijagramu splet 2
nalazi na pocetku niza (2,1,1), pa su svi celobrojni spletovi u ovom dijagramu
maksimalnih duzina, te je broj spletova minimalan, dok je u dijagramu splet 2
na drugoj poziciji u nizu (1,2,1), pa deli ovaj niz na dva spleta. Kanonskim
Konvejevim simbolom nazivamo Konvejev simbol nekog alternirajuceg ¢vora
ili linka koji sadrzi celobrojne spletove maksimalnih duzina, pa je broj sple-
tova minimalan. Drugim rec¢ima, u kanonskom Konvejevom simbolu u svakom
spletu koji se sastoji od spleta t i niza preseka 1, splet ¢ ¢e se nalaziti na prvoj
poziciji. Ovaj princip nazvaéemo mini-max principom primenjenim na sple-
tove: kanonski Konvejev simbol sadrza¢e minimalni broj celobrojnih spletova,
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pri ¢emu ¢e svaki od njih biti maksimalne duzine. U petom poglavlju bice vise
reci o kanonskim Konvejevim simbolima i odnosu izmedu Konvejevih simbola
i minimalnih Dovkerovih (ili minimalnih Gausovih) kodova ¢vorova ili linkova,
kod kojih mini-max princip za spletove ne mora biti zadovoljen.

/ ~/

Slika 32: Minimalni dijagrami ¢vora 7¢ = 2112

2 Razliciti nacini prikazivanja ¢vorova
2.1 Pletenice (braids)

Izuzev notacija ¢vorova i linkova, koje koriste kodove i Konvejeve notacije,
¢vorove 1 linkove moguée je predstaviti pomoc¢u pletenica (eng. braids) i odgo-
varajuée notacije koja koristi pleteniéne reci. Pleteni¢ne reci su konacni nizovi
slova na osnovu kojih mozemo rekonstruisati (nacrtati) datu pletenicu ili obavl-
jati izvesne algebarske operacije definisane nad ovim skupom reci, kojima odgo-
varaju ambijentalne izotopije (zatvorenih) pletenica. Ovakva notacija ¢vorova je
u tom smislu najslicnija Konvejevoj notaciji, jer predstavlja simbolicku notaciju
koja omogucava algebarske operacije sa pleteniénim re¢ima. Stavige, pleteniéna
notacija je ekvivalentna sa Konvejevom notacijom, pa ¢ak i opstija od nje (u sim-
bolickom pogledu) posto omoguéava kompletnu simbolicku notaciju svih ¢vorova
i linkova, za razliku od Konvejeve notacije koja je kompletno simbolicka (alge-
barska) samo na nivou algebarskih ¢vorova i linkova, dok u sluc¢aju poliedarskih
¢vorova i linkova, zahteva i koriSéenje baze podataka: liste bazi¢nih poliedara.

Gaus je prvi uocio da pletenice mogu biti koriséene za opisivanje ¢vorova.
Aleksander je 1923. god. otkrio fundamentalnu vezu izmedu ¢vorova i linkova
i zatvorenih pletenica: svaki ¢vor ili link moze se prikazati pomocu zatvorenih
pletenica.

Definicija 23 Pletenica sa n niti (ili kratko: n-pletenica) se sastoji od n dis-
junktnih lukova postavljenih vertikalno u prostoru R3, pri éemu polazne tacke
niti pripadaju istoj horizontalnoj liniji (slika 33). Svaka pocetna tacka nekog
luka mora lezati tacno iznad krajnje tacke nekog luka.
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Zatvarange pletenice dobijamo spajanjem pocetnih tacaka niti sa krajnjim
tackama, pomoc¢u lukova koji ne daju dodatne preseke (slika 33b).

s S X8
i-a §-~)

\
(a) (b)

Slika 33: (a) Pletenica koja zatvaranjem daje trolisnik 31; (b) pletenica koja
zatvaranjem daje Hopfov link 22

Na slican nacin kao kod ¢vorova i linkova izotopne (tj. ekvivalentne) pletenice
se dobijaju njihovim deformacijama bez izmena pocetnih i krajnih tacaka i bez
kidanja i ponovnog povezivanja niti. Dve pletenice su izotopne ako i samo ako
postoji glatka deformacija sa fiksiranim tackama koja prevodi jednu pletenicu u
drugu. Mozemo govoriti o klasama ekvivalencije pletenica u odnosu na relaciju
izotopije pletenica.

Veza teorije ¢vorova i pletenica pociva na Aleksanderovoj teoremi:

Teorema 4 Svaki cvor ili link moZe biti prikazan kao zatvorena pletenica [128]

Proizvod dve pletenice se dobija tako sto ih nadovezujemo, spajajuc¢i gornji
deo druge pletenice sa donjim delom prve. Pletenica sa jedim presekom se
naziva elementarnom pletenicom. Lako se primecuje da se svaka pletenica moze
prikazati kao niz proizvoda elementarnih pletenica. Crtezi koji predstavljaju
pletenice mogu se algebarski interpretirati i na osnovu njih se moze generisati
pleteniéna re¢. Pokazimo na primeru sa slike 34 nacin generisanja pleteni¢ne
rec¢i. Navedena pletenica ima ukupno pet niti, koje "padaju” odozgo na dole.
Tih pet niti generisu cetiri "reda” preseka koje mozemo numerisati sa leva na
desno rednim brojevima (1. red preseka, 2. drugi red, itd.). Ukoliko u pre-
seku i-tog reda nit koja dolazi sa leve strane prolazi ispod niti koja dolazi
sa desne strane, tada taj presek obelezavamo sa b;, a u suprotnom sa bi_l.
Pleteni¢na rec, tj. algebarski kod pletenice sa slike 34 generisan na ovaj nacin
je bibabiby tbaby thoby thaby byt

Izotopija pletenica izrazena jezikom pleteni¢nih reci opisuje se sledeé¢im relaci-
jama:

1. komutativnost za udaljene pletenice

beJ—bjbl za |Z—]|22, Z,jzl,,n—l, (8)
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Slika 34: Pletenica bybsbib) *baby "boby 'b3by by !

2. Artinova relacija (ili pleteniéna relacija)

bibi11b; = biy1bibiy1, t=1,...,n—2 9)

Ove relacije omogucavaju kompletnu zamenu geometrijskih manipulacija
vezanih za izotopiju pletenica algebarskim operacijama. Prema tome, dve
pletenice su izotopne ako i samo ako se rec¢ koja predstavlja jednu od njih moze
transformisati u re¢ koja predstavlja drugu pomocéu kona¢nog niza zamena koje
zadovoljavaju relacije (8) i (9). U cilju pojednostavljenja notacije, koristi¢emo
A, B, C, ... umesto by, by, bs,... 1 a, b, c, ... umesto by, by, byt,...; aP Ce
biti pojednostavljena oznaka za a...a, gde se slovo a javlja p puta.

Kako svaki ¢vor ili link moze biti prikazan kao zatvorena pletenica, da
bismo koristili pletenice u teoriji ¢vorova, neophodno je govoriti o ekvivalent-
nosti zatvorenih pletenica. Dva ¢vora su ekvivalentna ukoliko se mogu trans-
formisati jedan u drugi primenom Rajdemajsterovih poteza. Ekvivalent Red-
majesterovih poteza nad pletenicama su potezi Markova. U radu objavljenom
1935. god. A.A. Markov je formulisao teoremu, Teoremu Markova, koja opisuje
poteze Markova i dokazuje njihovu ekvivalentnost sa Rajdemajsterovim potez-
ima. Dve pletenice nazivamo Markov-ekvivalentnim ako njihova zatvaranja daju
isti ¢vor ili link.

Sa potezima Markova imamo isti problem kao sa Rajdemajsterovim potez-
ima: iako su dovoljni za transformisanje bilo koje zatvorene pletenice u bilo koji
njen ekvivalent, ne postoji algoritam za nalazenje odgovarajucéeg niza Markovl-
jevih poteza koji omogucavaju ovakvu transformaciju. Svaki ¢vor ili link L pose-
duje beskonatno mnogo razlic¢itih zatvorenih pleteni¢nih reprezentacija.
Pleteni¢na reprezentacija koja odgovara nekom ¢voru ili linku L moze se dobiti
primenom Vozelovog (P. Vogel) algoritma [131], koji je implementiran u Lin-
Knot funkciju GetBraidRep. Obratni put od pleteni¢ne reci do odgovarajuceg
¢vora omogucava LinKnot funkcija KnotFromBraid ¢iji je ulaz neka pleteni¢na
rec.

U vreme uvodenja pletenica u teoriju ¢vorova nivo algebre vezane za pletenice
bio je mnogo visi od nivoa na kome se nalazila teorija ¢vorova, pa je njihovo
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uvodenje u prvom momentu izgledalo kao izvanredna moguénost za reSavanje
vedine problema u teoriji ¢vorova njihovim svodenjem na teoriju pletenica (i
teoriju reci). Pocetno odusevljenje bilo je uskoro zamenjeno delimi¢nim
razocCarenjem, jer su se u teoriji pleteni¢nih rec¢i matematicari, koji su se bavili
teorijom ¢vorova, sreli sa sli¢nim ili istim neresivim problemima (poput nepos-
tojanja algoritma za odredivanje niza Markovljevih poteza). Bez obzira na to,
mnogi problemi u teoriji ¢vorova reSavaju se upravo koriséenjem pletenica. Na-
jjednostavnije 2-pletenice oblika A™ (n > 2) definisu familiju ¢vorova i linkova
nastalih zatvaranjem celobrojnih spletova n, tj. familiju 22, 31, 41, 51,... Zbog
svoje jednostavnosti, 3-pletenice igraju posebnu ulogu u teoriji ¢vorova. Iz-
vanredan primer za to su bazi¢ni poliedri 6%, 8%, 10*,. ... koji se mogu prikazati
pleteni¢nim rec¢ima oblika (Ab)™. Iz ovih redi, zamenom slova A ili b stepen-
ima tih slova, dobijamo sve pleteni¢ne reprezentacije antiprizmati¢nih ¢vorova
ili linkova sa celobrojnim spletovima. Slican postupak moze biti primenjen
za prikazivanje svih bazi¢nih poliedara (i familija bazi¢nih poliedara), kao i
poliedarskih ¢vorova i linkova sa celobrojnim spletovima izvedenih iz njih.

Iz svega ovoga jasno je da pletenice omogucéavaju kompletnu simbolicku
notaciju ¢vorova i linkova i rad sa njom, na donekle slican nac¢in kao §to to
omogucava Konvejeva notacija. Medutim, svaka od ovih notacija ima svoje pred-
nosti i nedostatke. Na primer, pleteni¢na notacija omogucava rad sa bazi¢nim
poliedrima i poliedarskim ¢vorovima i linkovima sa celobrojnim spletovima, ali
bar za sada ne omogucéava potpuno efikasnu upotrebu R-spletova ili C-linkova
(koji ée biti uvedeni u petom poglavlju), koriséenih u Konvejevoj notaciji.

U cilju uvodenja jednoznacne notacije, T. Gitings (T. Gittings) je
definisao, opisao i generisao minimalne pletenice za ¢vorove sa n < 10 preseka i
orijentisane linkove sa n < 9 preseka. Kao kriterijume minimalnosti pleteni¢nih
reci, svrstane po redosledu njihovog znacaja, koristio je cetiri kriterijuma ([133],
Definicija 1). Ne ulazeéi u detaljnu analizu ovih kriterijuma, moze se zakljuciti
da minimalne pletenic¢ne re¢i obezbeduju jednoznacnost pletenicne notacije za
sve cvorove i linkove.

Posto je jedan od ciljeva ove disertacije proucavanje dejstva odvezujuéih op-
eracija: promena preseka i zaravnjivanja, razmotrimo kako ¢e se ove operacije
realizovati na nivou pleteni¢nih re¢i. Prva od njih, promena preseka se vrsi
veoma jednostavno: u pleteni¢noj rec¢i presek zamenjujemo njegovim inverzom,
tj. proizvoljno slovo W zamenjujemo sa w. Ova operacija je relativno do-
bro proucena u radu T. Gitingsa [133], gde je, pored ostalog, uveden i broj
odvezivosti pleteni¢nih re¢i u(w), gde je w pleteni¢na rec i definise se kao mini-
malni broj promena u fiksiranoj pleteni¢noj re¢i w potrebnih da se dobije necvor.
Posto je minimalna pleteni¢na rec¢ jednoznacna za svaki ¢vor ili link L, ova invar-
ijanta je takode jednoznacno definisana na skupu minimalnih pleteni¢nih reci za
svaki ¢vor ili link L. Medutim, treba imati u vidu da, posmatrana kao dijagram
¢vora ili linka L, minimalna pleteni¢na re¢ moze predstavljati i neminimalni
dijagram ¢vora ili linka L. Na primer, minimalna pleteni¢na re¢ koja odgovara
alterniraju¢em ¢voru 5o = 32 sa n = 5 preseka je duzine 6 i glasi aaabAb. To je
razlog zasto Nakanisi-Bleilerov primer, ¢vor 10g = 514, nije dosao do izrazaja
kao izuzetak pri izracunavanju njegovog broja odvezivosti primenom minimal-
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nih pletenicnih re¢i. Naime njegova odgovaraju¢a minimalna pleteni¢na re¢ ima
duzinu 11 i glasi aaaaa BaBCbC. Medutim, primeri slicni Nakanisi-Bleilerovom
dosli su do izrazaja kod nekih drugih ¢vorova i linkova datih pomocu svojih
minimalnih pleteni¢nih re¢i. Ukoliko bismo hteli da posmatramo pletenicni broj
odvezivosti kao invarijantu ¢vora ili linka L, morali bismo da je rac¢unamo preko
svih pleteni¢nih reci koje predstavljaju link L i u tom sluc¢aju ova invarijanta bi se
podudarala sa brojem odvezivosti (L) linka L, ali bi takode bila neizracunljiva
kona¢nim postupkom, posto za svaki link L postoji beskona¢an broj pleteni¢nih
reci koje ga predstavljaju. Kao i u slu¢aju BJ-broja odvezivosti up (L), i ovde
bismo mogli da formulisemo analogon Bernhard-Jablanove hipoteze tako §to
¢emo raditi sa svim pletenicnim rec¢ima minimalne duzine koje predstavljaju
neki link L i dozvoliti, posle svake promene preseka, minimizaciju dobijenih
pleteni¢nih re¢i — nijhovo svodenje na ekvivalentne pleteni¢ne re¢i minimalne
duzine, tj. realizovati BJ-algoritam na nivou svih pleteni¢nih re¢i minimalne
duzine koje predstavljaju link L.

Druga odvezujuéa operacija koju direktno mozemo primeniti na pleteni¢ne
reci je zaravnjivanje. Medutim, pri tome treba imati u vidu da pre zatvaranja
pleteni¢ne reci nismo u stanju da uvedemo orijentaciju linka koji se dobija zat-
varanjem i na osnovu nje prepoznamo o kom se zaravnjivanju radi u datom
preseku: da li se radi o zaravnjivanju koje ¢uva ili ne ¢uva broj komponenata
linka L. Ukoliko se ogledalo (marker) poklapa sa vertikalnom osom pletenice,
tj. postavljeno je duz pletenice, tada takvo zaravnjivanje zovemo ” vertikalnim”.
Ono se izvodi takode veoma jednostavno: presek u kome vrsimo zaravnjivanje
zamenjujemo proizvodom nekog slova i njegovog inverza, tj. izrazom wW ili
Ww, gde je w proizvoljno slovo. Ovakva zamena predstavlja zamenu pos-
matranog preseka celobrojnim spletom (1, —1) postavljenim duz vertikalne ose
pletenice, koji se redukuje Rajdemajsterovim potezom II i predstavlja ekvivalent
vertikalnog zaravnjivanja.

Najzad, mozemo pokusati da, u okviru neke pletenice, izvrsimo ”horizon-
talno” zaravnjivanje, tj. zaravnjivanje preseka pomocu dvostranog ogledala
(markera) ortogonalnog u odnosu na vertikalnu osu pletenice. Neka je dat ¢vor
937 = 3,21,21 (slika 35a) kome odgovara minimalna pleteni¢na reé¢
aaBacBADcBeD (slika 35a). Posle zaravnjivanja prikazanog na slici 35b do-
bijenom rezultatu, direktnom proizvodu Hopfovog linka i ¢vora 6; = 42, odgo-
vara pleteni¢na re¢ aaBaCcBADcBeD (slika 35b) koja je dobijena iz pocetne
pletenicne rec¢i aaBacBADcBeD zamenom prvog slova ¢ izrazom Ce, tj. ver-
tikalnim zaravnjivanjem u prvom preseku c. Medutim, pleteni¢nu re¢, koja
odgovara ¢voru dobijenom drugim (horizontalnim) zaravnjivanjem, nismo u
stanju da zamenama dobijemo iz pocetne pleteniéne re¢i aaBacBADcBceD.
Jedino $to mozemo da kazemo je da ovom zaravnjivanju odgovara neminimalna
pleteni¢na re¢ AbCCdC BacDEdCdfedCbCDCBEFe, ali nismo u stanju da
uspostavimo nikakvu direktnu vezu izmedu nje i navedene pocetne minimalne
pleteni¢ne reci koja odgovara ¢voru 9s7.
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Slika 35: (a) Cvor 93; i njegova odgovarajuéa minimalna otvorena
pletenica aaBacBADcBcD (b) zaravnjivanje ¢vora 937 i otvorena pletenica
aaBaCcBADcBeD dobijena vertikalnim zaravnjivanjem u preseku c

2.2 Ogledalske krive

Ogledalske krive vode poreklo iz korparstva, pletenja i tkanja, a zatim su
prenosene na druge medije, najcesée u vidu crteza ili reljefa (prepleta). Javljaju
se u umetnosti razlic¢itih kultura, u Tamilskoj kulturi kao crtezi na pragovima
kuca, u okviru keltskih ¢vorova, crteza u pesku plemena Cokve [85], kao i u
radovima Leonarda i Direra. P. Gerdes (P. Gerdes) [71] je uocio vezu izmedu
ogledalskih krivih i algoritamskih matematickih struktura: mozaika ¢vorova,
Lunda matrica, krivih bez samopreseka (eng. self-avoiding curves) i éelijskih
automata [59, 60].

Ogledalske krive takode imaju svoju ulogu i u nauci, posebno primenjenoj
fizici i biologiji. U casopisu Science, Uro§ Tkalec i njegovi saradnici su predlozili
novi nacin konstrukcije ¢vorova uredivanjem cestica u hiralnim nematickim
koloidima, nematickoj fazi hiralnih te¢nih kristala, laserskim secenjem njihovih
tzv. ”Saturnovih prstena” i njihovim ponovnim prespajanjem [86].

Dobijene formacije se mogu uporediti sa kDNK mitohondrije, koja se sastoji
od povezanih mikrokrugova. Algoritam njihovog uvezivanja jos uvek nije poz-
nat, ali sigurno nije nasumican. Pokazalo se da ovi mikrokrugovi imaju vaznu
ulogu u promenama genetskog materijala [79]. Mozda se eksperimentalno kon-
trolisanje povezivanja cestica, Cije je temelje postavio Tkalec sa saradnicima,
moze primeniti kao katalizator nekih modifikacija u DNK? U ovom radu pose-
ban osvrt ¢e biti napravljen na rezultate akcije topoizomeraza nad lancima DNK.
Promene koje prouzrokuju topoizomeraze biée predstavljene matematickim mod-
elima, operacijom promene preseka i zaravnjivanjem preseka, nakon cega ¢emo
analizirati moguénost konvertovanja jednog évora (lanca DNK) u drugi, pri-
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menom odredenog broja ovih operacija. Broj operacija koje je neophodno pri-
meniti u ovom procesu nazivamo ”rastojanjem ¢vorova”. U skladu sa principom
ekonomije, razlicita rastojanja ¢vorova nam govore o verovatnoci prelaska ¢vora
iz jednog stanja u drugo. Posedujuéi takvu informaciju, kao i alat koji pred-
stavlja katalizatore prepovezivanja lanaca na proizvoljnima mestima, mozemo
ocekivati da ¢e u buducénosti biti moguce predvideti formiranje kriticnog genet-
skog materijala, spreciti njegov nastanak i ubrzati proces pozeljnih promena na
DNK.

U ovom poglavlju da¢emo predlog jos jednog nacina predstavljanja ¢vorova
i linkova, model ogledalskih krivih (eng. mirror curves), koji je usko povezan sa
formacijama koje su generisane u navedednom radu U. Tkaleca, kao i osvrt na
najnovije rezultate u ovoj oblasti.

Na pocetku ¢emo dati opstu definiciju ogledalske krive na proizvoljnoj povrsi
u prostoru R?, a zatim se zadrzati na ogledalskim krivama smestenim u neku
vrstu koordinatnog sistema, pravougaone mreze sa celobrojnim stranicama, koje
omogucéavaju kodiranje ogledalskih krivih i njihovu primenu u racunarstvu.

Ogledalske krive se mogu konstruisati u okviru bilo kog dela ravanske teselacije
(poplo¢avanja ravni) T na proizvoljnoj povrsi primenom slede¢ih koraka. Prvi
korak predstavlja spajanje sredista susednih ivica. Kao rezultat ovog spajanja
dobija se 4-valentni graf koji nazivamo sredisnje-iviénim grafom (eng. mid-edge
graph). Zmajuéi da svaki 4-valentni graf predstavlja senku nekog ¢vora ili linka,
u dobijenom grafu potrebno je iscrtati njegove komponente. Prilikom dolaska u
neko teme ovog grafa, tj. nailaska na srediste ivice, put nastavljamo naspram-
nom ivicom grafa, tj. ne skre¢emo ni levo ni desno, veé nastavljamo pravo.
U narednim koracima se vrsi postavljanje dvostranih ogledala u tackama pre-
seka komponenata, ili tackama njihovih samopreseka. Realizacija je u skladu
sa pravilima o neorijentisanom zaravnjivanju preseka, Sto znaci da u bilo kojoj
tacki preseka mozemo postaviti vertikalno ili horizontalno dvostrano ogledalo
(marker).

Postoji znacajna veza izmedu grafova ¢vorova, linkova i njihovih sredisnje-
ivicnih grafova: iz oznacenog grafa G, ¢vora ili linka L (grafa ¢ijim su ivicama
pridruzene oznake preseka + ili —), mozemo rekonstrisati L konstruisuéi njegov
sredisnje-ivi¢éni graf G s, pri ¢emu postoji obostrano jedoznaéna korespondencija
izmedu bigona u grafu G i bigona u sredi§nje-ivicnom grafu G, (slika 37).

2.2.1 Kodiranje ogledalske krive i izvodenje ¢vorova

U istoriji umetnosti i matematike, prvo je razmatran najjednostavniji nacin
konstrukcije ogledalskih krivih, povezan sa njihovim fizickim modelom, a onda
su vrdena uopstenja. Pocetak je vodio od pravougaonih mreza RG|p, q] sa ivi-
cama celobrojnih duzina p i ¢, ¢ije su spoljasnje ivice sa unutrasnje strane
oblozene ogledalima. Ogledalske krive najcesce konstruiSemo u okviru neke
pravougaone mreze sa dvostranim ogledalima. Neka je data pravougaona mreza
RG|p,q] sa ivicama celobrojnih duzina p i ¢ (p > 1, ¢ > 1). Sam naziv
”ogledalske krive” sledi iz njihovog fizickog modela izvedenog iz ovakve mreze
¢ije su spoljne ivice ogledala. U unutrasnjosti mreze neke ivice mogu biti zamen-
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Slika 36: Konstrukcija jednokomponentne ogledalske krive: (a) deo teselacije
T: (b) povezivanje sredista susednih ivica; (c¢) iscrtavanje komponenata; (d)
ubacivanje unutrasnjeg ogledala koje vrsi spajanje dveju komponenata u jednu

(a) (b)

Slika 37: (a) Sredisnje-ivi¢ni graf dobijen iz grafa tetraedra; (b) oznacena mreza
RG[3,4]

jene dvostranim ogledalima koja se poklapaju sa ivicama mreze ili su postavljena
ortogonalno u njihovim sredistima.

Ako se zrak svetlosti emituje iz sredisnje tacke bilo koje ivice mreze pod
uglom od 45°, on ¢e se odbijati redom o ogledala na koja nailazi i na kraju ¢e se
vratiti u pocetnu tacku. Putanja tog zraka e biti jedna komponenta odgledalske
krive. Ako nakon iscrtavanja jedne komponente zrak nije obisao sve sredisnje
tacke ivica, bira se nova polazna tacka i iz nje emituje sledeéi svetlosni zrak tako
da se kre¢e novom putanjom. Ovaj proces se ponavlja dok se ne obide kom-
pletna pravougana mreza. Ogledalska kriva koja odgovara pravougaonoj mrezi
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prikazanoj na slici 38b predstavljena je na slici 40. Dobijenu ogledalsku krivu,
koja predstavlja 4-valentni graf, mozemo (uvodenjem odnosa ”iznad”-"ispod”
u njenim preseénim tackama) transformisati u projekciju ¢vora ili linka. U tom
slucaju, pored dvostranih ogledala koja predstavljaju zaravnjivanja u sredisnjim
tackama mreze RG|p,¢|, u ostalim presecima koristimo i znake preseka +1 ili
—1. Prema tome, svaka ivica nosi¢e oznaku 2, —2, 1 ili —1, gde 2 oznacava dvos-
trano ogledalo koje se podudara sa ivicom, —2 dvostrano ogledalo ortogonalno
na ivicu u njenom sredistu, +1 (ili samo 1) pozitivni presek +1, a —1 negativni
presek, kao $to je prikazano na slici 38a [135]. Primer oznacene pravougaone
mreze dimenzija 3 x 4 prikazan je na slici 38b.

|
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/7 upp o2 42
/ 2 1 1
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@) (b)

Slika 38: (a) Oznacavanje ivica; (b) oznac¢ena mreza RG(3, 4]

U najjednostavnijem slucaju, bez upotrebe unutrasnjih ogledala, u
pravougaonoj mrezi se kao rezultat dobija senka nekog ¢vora ili linka ¢iji je
broj komponenata NZD(p,q), $to znac¢i da se ¢vorovi dobijaju kada su p i ¢
uzajamno prosti brojevi. S obzirom da su ovakve ogledalske krive zasnovane na
refleksijama, moguce je uspostaviti vezu izmedu njih i tzv. bilijarskih ¢vorova
(eng. billiard knots) ili Lisazovih (J.A. Lisajous) ¢vorova u ravni ili u pros-
toru. Za proizvoljno p (p > 3) i ¢ = 2 dobija se niz racionalnih évorova i
linkova koja pocinje ¢vorom 7, = 313 i nastavlja se racionalnim ¢vorovima
i linkovima 31213, 3121213,... [87]. Naredni korak predstavlja uvodenje
unutrasnjih ogledala. U datoj RG]p, q], bez unutrasnjih ogledala, maksimalni
alternirajuci ¢vor ili link koji je prekriva oznacicemo sa L, ). U tom slucaju svi
¢vorovi i linkovi bez cikla koji se mogu dobiti iz mreze RG|p, q] nakon uvodenja
unutrasnjih ogledala su ¢vorovi koji se dobijaju iz L, 4 pomocu promena pre-
seka i neorijentisanih zaravnjivanja. Cvorovi (linkovi) bez cikla — komponenata,
bez preseka, su ¢vorovi (linkovi) koji nemaju izolovanih ogledala, tj. smeSteni
suu RG(p,q) bez "rupa”.

Ogledalske krive se mogu kodirati u Mathematica okruzenju listom lista (t;.
matricom) koja se sastoji od oznaka unutrasnjih ivica koje odgovaraju vrstama
i kolonama mreze RG|p,q]. U tom slucaju, pravougaonoj mrezi sa slike 38b
odgovara kod
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Ul={{-2,-1,-1,2},{1,2,-1,1},{2,1, -1}, {1,-2,-1},{1, -2, —1}}.

Slika 40: Ogledalska kriva Ul

Uvodenjem oznake 0 za prikaz virtualnih preseka, predlozeno kodiranje
ogledalskih krivih se direktno proSiruje na teoriju virtualnih ¢vorova i linkova
[18] dobijenih iz ogledalskih krivih.

U daljem tekstu koristicemo opstiji termin ”link” kada god istovremeno
govorimo o ¢vorovima i linkovima.

Ogledalska kriva predstavlja dijagram nekog linka. Link koji predstavlja
mrezu RGp, q] je pomenuti maksimalni alternirajuci link L, 4 ¢iji je dijagram
odreden ogledalskom krivom u ovakvoj mrezi koja je oznacena tako da ne sadrzi
unutrasnja ogledala i sve oznake preseka u njoj su istog znaka. Posto sadrzi
samo oznake ivica 1 ili —1, on predstavlja alternirajuc¢i link. Na primer, mrezi
RG(2,2] odgovara link Lo 0y =47 = {{1,1},{1,1}}.

Problem odredivanja svih linkova koji se mogu smestiti u praovugaonu mrezu
RG|p, q] razmatran je u radu Mirror-curves and knot mosaics Ciji su autori
S. Jablan, Lj. Radovié, R. Sazdanovié¢ i A. Zekovié [106]. Resavanje ovog prob-
lema se moze svesti na rad sa operacijama promene i neorijentisanog zaravnji-
vanja preseka koje su opisane u poglavljima 1.3 i 1.4. Naime, vazi ekvivalencija
izmedu sledeca dva pristupa koji opisuju nac¢ine izvodenja ¢vorova:



e Odrediti sve linkove koji mogu biti predstavljeni ogledalskim krivama u
mrezi RG|p,q|;

e QOdrediti sve linkove koji se dobijaju promenama ili zaravnjivanjem preseka
linka L, 4 koji predstavlja mrezu RG/[p, q|.

Trivijalno, ne¢voru odgovara mreza RG[1,1]. Za svaki dati link L je potrebno
nac¢i mrezu najmanjih dimenzija u koju se L moze smestiti. Ukoliko on kasnije
bude generisan i u nekoj ve¢oj mrezi, tada ga ne treba ponovo navoditi.

Polaze¢i od mreze RG|[2,2] i njoj odgovarajuéeg linka 42 (slika 41a) pri-
menom operacije promene preseka na Gordijevom rastojanju 1 od linka 4%
mozemo dobiti samo Hopfov link 22 prikazan na slici 41b. Na s-rastojanju
jednakom 1 nalazi se takode samo jedan ¢vor — trolisnik 3; prikazan na slici
41c. Daljim primenama operacija promena preseka i zaravnjivanja ne mogu se
dobiti novi ¢vorovi u ovoj mrezi.

a b <\ c
8588 &
Slika 41: (a) Link 42; (b) neminimalni dijagram Hopfovog linka 2%; (c) ¢vor 3;

xR S5

(b) (c)
/\./2
>
N
(d) (e)

Slika 42: Konstrukcija ogledalske krive ¢vora 4, = 22

h

Mrezi RG|[p, 1] odgovara zatvorenje celobrojnog spleta p koje je neévor. Pri-
menom operacija promena ili neorijentisanih zaravnjivanja preseka iz njega se
ne mogu dobiti netrivijalni linkovi. Medutim, klasa mreza RG|p,2] ¢e nam
obezbediti osnovu za izvodenje racionalnih ¢vorova i linkova:
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Teorema 5 Svaki racionalni ¢vor ili link moZe biti izveden kao ogledalska kriva
u pravougaonoj mrezi RG[p, 2|, p > 2 [106].

Iz mreze RG([3,2] i njoj odgovarajuéeg alternirajuéeg ¢vora 7,=31 3 se moze
izvesti ¢vor 5o = 32 koji se nalazi na Gordijevom rastojanju 1 od njega kao i
évorovi i linkovi 41 = 22, 6 = 312, 67 i 31#3; na s-rastojanju 1. Pored njih,
primenom operacija promene i neorijentisanog zaravnjivanja preseka fiksnog di-
jagrama évora 7,4, mogu se izvesti i évorovi i linkovi 22422, 51, 52 = 212, 3;#22
i6; =42.

Dosadasnje izvodenje linkova ograniceno je na mreze maksimalnih dimenzija
pxq(p<4iqg<4). Naovaj nacin izvedeno je vise od 1000 prostih ¢vorova
i linkova do n = 12 preseka funkcijama implementiranim u programu LinKnot.
U dobijenoj listi nedostaju ¢vorovi i linkovi 924, 934, 937, 940, 930, 935, 954 1 975
koji zahtevaju upotrebu veé¢ih mreza. Funkcija fDTMirror implementirana za
potrebe ovog istrazivanja vrsi prepoznavanje ¢vora ili linka koji je dat kodom
ogledalske krive [106].

Obrnut postupak — konstruisanje ogledalske krive za dati ¢vor se zasniva
na spletovima iz Konvejeve notacije i moze se opisati primerom konstrukcije
ogledalske krive ¢vora 4; = 22 (slika 42).  Spletovi se na pocetku
postavljaju u svoje pozicije (horizontalno ili vertikalno) u odgovarajuéem re-
dosledu u pravougaonu mrezu. Nakon toga, vrsi se povezivanje njihovih slobod-
nih krajeva u skladu sa pravilima Konvejeve notacije. Ukoliko se jave prazna
polja u mrezi, ona se popunjavaju petljama. Neki linkovi, dobijeni kao ogledalske
krive, mogu biti smesteni u neminimalnim pravougaonim mrezama. Ovaj prob-
lem se moze resiti redukovanjem mreza primenom ”poteza preko svega” (eng.
all-over move) pomocu kog se od linka smestenog u mrezi RG[p, ¢| dobija isti
link smesten u mrezi RG[p — 1, ¢ (slika 43). Ovaj potez, kao i implemenetacija
Rajdemajsterovih poteza (slika 44) opisani su u [106]. Minimalni dijagrami
ogledalskih krivih odgovaraju kodovima sa minimalnim brojem oznaka +1.

N
r (b) ©) (d)

Slika 43: (a) "Potez preko svega”; (b-g) redukcija neminimalnog dijagrama
3 — 13 smestenog u mrezi RG[3,2] na ¢vor 3; smesten u svojoj minimalnoj
mrezi RG[2,2]

p-1

(a)
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Slika 44: Implementacija Rajdemajsterovih poteza

U cilju definisanja algebarske operacije proizvoda ogledalskih krivih izve-
denih iz iste mreze RG|p, q], mozemo izvrsiti zamenu oznaka 2, —2, 1,1 —1 u
njihovim kodovima elementima neke polugrupe reda 4. Neka je S polugrupa
reda 4 sa elementima A = {a,aba}, B = {b,bab}, C' = {ab}, i D = {ba}, data
Kelijevom tablicom

O Q| & >

Q| = 3| »=| >
sei@|les/k@!]live
W QE Qla
wikdlwllglw

Proizvod ogledalskih krivih My x Ms, za My = {{-2,—-2,1,1},{1,2},{—1,1},
{-1,-2}}i My ={{-2,-2,1,1}, {—1,—-2},{1,—1},{2, —1}} ¢e nakon zamena
2—a, —2—b,1— ab, —1 — ba biti

My x My ={{-2,-2,1,1},{2,1},{-2,2},{-1,—-1}}. (10)

Lako se pokazuje da se proizvoljna kriva izvedena iz mreze RG|p,q] moze
predstaviti proizvodom dve ogledalske krive smestene u mrezu istih dimenzija
¢iji kodovi sadrze samo oznake 2 i —2. Ogledalske krive koje sadrze samo ove
oznake predstavljaju ne¢vorove i nelinkove.

Metod ogledalskih krivih pruza moguénost da se svaki évor ili link (neza-
visno od broja preseka) moze kodirati koriséenjem samo oznaka 1, —1, 2 i
—2, ili koris¢enjem oznaka 2, —2 i operacije proizvoda. Ukoliko postoje ra-
zlicite prezentacije nekog linka u nekoj mrezi, za predstavnika te ogledaske
krive (tj. ¢vora ili linka), koristi¢emo binarni kod te ogledalske krive. Bina-
rni kod {p,q, m,n} ogledalske krive M, smeStene u mrezu dimenzija p x g,
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dobija se slede¢im postupkom koji je opisan na primeru krive M date kodom

Ul ={{1,-2},{2,-1}}:

e Dekomponovati M na proizvod dve ogledalske krive

M = My x My = {{2,-2},{2, -2}} x {{-2,-2},{2,2}}.

M i My ¢e uvek sadrzati samo oznake 2 i —2, pa je mogucée izvrsiti zamene
2 —01i—-2— 1. Tada ¢e ogledalskim krivama M; i Ma odgovarati sledeci
binarni nizovi i njima odgovarajuce dekadne vrednosti

My = 0101 = (5)ppc = m, My = 1100 = (12)pgc = n.

e Binarni kod krive M = Ul tada je

Ulgry = {2,2,5,12}.

Ogledalske krive i njihovi binarni kodovi [106] predstavljaju efikasan nacin
kodiranja ¢vorova jer omogucavaju da se ¢vor ili link sa proizvoljnim brojem
preseka uvek predstavlja listom od samo 4 elementa.

2.2.2 Primene ogledalskih krivih — CNC

U. Tkalec, M. Ravnik, S. Copar, S. Zumer i I. Musevi¢ 2011. godine ob-
javljuju rad Reconfigurable Knots and Links in Chiral Nematic Colloids [86]
u casopisu Science. Tema ovog rada je konstrukcija ¢vorova i linkova u hiral-
nim nematickim teénim kristalima (eng. skraceno: CNC'). Daéemo osvrt na
ideje predlozene u ovom radu i uporediti Semu konstrukcije ¢vorova i linkova
koju navedeni autori primenjuju u svojim istrazivanjima sa modelom ogledal-
skih krivih.

Generisanje i manipulacija nad ¢vorovima i linkovima vrsi se primenom vi-
sokofokusiranog svetlosnog zraka i laserskih pinceta. Osnovna gradivna jedinica
¢vora ili linka je defektni prsten (tzv. Saturnov prsten) koji je topoloski ek-
vivalentan nec¢voru i javlja se spontano oko svake mikrosfere u hiralnom ne-
matickom koloidu. Ovo je prikazano na slici 45A koja je preuzeta iz pomenutog
rada. Konstrukcija netrivijalnih ¢vorova i linkova vrsi se secenjem i spajanjem
Saturnovih prstenova u ¢vorove i linkove proizvoljne kompleksnosti primenom
laserskih pinceta. Laserskim pincetama je moguce priblizavati osnovne koloidne
Cestice ¢iji se Saturnovi prstenovi u nekim sluc¢ajevima mogu sami spojiti, a
nekada spajanje zahteva opticku asistenciju. Na slikama 45B-E prikazane su
formacije duzih petlji sastavljenih od dve ili viSe Cestica, pri cemu svaka od njih
i dalje predstavlja necvor. Najprostija netrivijalna topoloska konfiguracija, koja
je dobijena sekvencom lokalnih opticki indukovanih pokreta, je Hopfov link 22
prikazan na slici 45F.

Laserska tehnika upletanja ¢vorova pokazuje svoju punu mo¢ kada se pri-
menjuje na matrice cestica vec¢ih dimenzija. Na slikama G, H, I i J prikazane su
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Slika 45: Vezivanje ¢vorova i linkova u hiralnim nematickim koloidima

konfiguracije nematickih pletenica formiranih u mrezama 3 x 3, 3x4, 3x51 3 x6.
Primenom Redmejsterovih poteza i Kaufmanovog zagrada polinoma, prepoznati
su dobijeni ¢vorovi i linkovi ¢ija je relaksacija ilustrovana na slici primenom pro-
grama KnotPlot [81]. Pored generisanja celobrojnih spletova, laserske pincete
autorima omogucavaju i preciznu manipulaciju nitima na proizvoljnom mestu.
Ukoliko svaku od osnovnih ¢estica posmatramo kao splet sa ¢etiri slobodne niti,
ovim pristupom je omoguceno raskidanje proizvoljnog prstena jedne cCestice i
spajanje sa slobodnim krajem nekog od svojih najblizih suseda, $to nije nista
drugo nego Konvejeva teorija elementarnih spletova primenjena na CNC. Na
slici 46 su prikazane moguée opticke operacije prepovezivanja niti na proizvoljno
odabranoj lokaciji. Posmatrajuci konfiguraciju kao dijagram ¢vora, ove operacije
se mogu posmatrati kao uvodenje dodatnog preseka, horizontalno ili vertikalno
zaravnjivanja preseka.

Posedujuéi eksperimentalnu kontrolu nad ovakvim formacijama u CNC,
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Slika 46: Ponovno uvezivanje ¢vorova i linkova primenom laserskih pinceta

Tkalec i saradnici su u moguénosti da generisu ogroman broj razli¢itih ¢vorova
i linkova korigéenjem laserskog alata za mikromanipulaciju. U radu [86] slika
47 ilustruje primer generisanja konfiguracije hiralnog nematickog koloida koji
odgovara Boromejskim prstenovima 63 (slika 47a). Prvi korak u tom procesu je
specifiranje dimenzije matrice ¢estica, u ovom slucaju 4 x 4 (slika 47b). Nakon
toga, izabrana je konfiguracija, a zatim polinomskim invarijantama identifiko-
van ¢vor (link) koji se dobija (slika 47¢). Tkalec i saradnici su za prepozna-
vanje ¢vorova koristili Kaufmanov zagrada polinom. Oni su prepoznali da su
jedini¢ne cestice nemati¢nog koloida sa svojim prstenovima u direktnoj korespo-
denciji sa osnovnim elementima dijagrama ¢vorova koji se primenjuju u proce-
duri racunanja Kaufmanovog zagrada polinoma. Sli¢no zapazanje je navedeno
i u radu Mirror-curves and knot mosaics [106]. Uvodenjem smene A — t~iu
Kaufmanov polinom, dobijamo Dzonsov polinom koji je jedinstven za ¢vorove
do n = 9 preseka, pa je on dovoljan za prepoznavanje ¢vorova generisanih u
njihovom radu.

Knitting choice:
Borromean rings Amray design Tangle specification
a) b) c)

Slika 47: Konstrukcija Boromejskih prstenova u hiralnom nematickom koloidu

Pristup generisanju ¢vorova na ovaj nacin je primena modela ogledalskih
krivih i vazi naredna implikacija

Link L moZe biti generisan u hiralnom nematicnom koloidu na matrici ¢estica
dimenzija p X ¢ =

Link L moZe biti predstavljen ogledalskom krivom u mrezi RG[p — 1, q|.

Biranje pozicije laserske operacije, koju je potrebno izvrsiti nad prstenovima

Cestica koloida, prikazane su na slici 47b oznakom ”7”. Ukoliko se same Cestice
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(sfere) zamene oznakama ” (presek) 17, a praznine (oznake ”7?”) zamene sa 0z-
nakom 7 (presek) 17, 7 (ogledalo) 27 ili ” (ogledalo) -2”, tada dobijamo ogledalsku
krivu. Fiksiranjem izbora oznake za sferu, skup linkova koji se dobija na ovaj
na¢in predstavlja podskup ogledalskih krivih na mrezi RGI[3,4]. Zbog toga
su rezultati, skupovi ¢vorova i linkova dobijeni matricom sfera hiralnog ne-
matickog koloida, uporedivi sa rezultatima generisanim modelom ogledalskih
krivih. Tkalec i saradnici su u svom radu prezentovali ¢vorove i linkove koje su
kreirali koriste¢i matricu Cestica 4 x 4 ([86], Table S1). Greskom su u toj tabeli
izostavljena dva linka 63 i 97, prikazana ogledalskim krivama na slici 48 [135].

b)

Slika 48: Ogledalske krive linka (a) 63 = 33; (b) 939 = 4,3, —2

Ako analiziramo konstrukciju prikazanu na slici 47b i uporedimo je sa kon-
strukcijom ogledalskih krivih, uoci¢emo jednu sustinsku razliku: u slucaju
ogledalskih krivih u sredistu svake od ivica mreze, tj. u svakom preseku, mozemo
slobodno izabrati bilo koje od stanja preseka: 1, —1, 2 ili —2. Za razliku od toga,
u slucaju CNC, izbor mozemo vrsiti samo u presecima koji se nalaze izmedu
sfernih cestica i koji su oznaceni sa ”?”, dok svi preseci koji se nalaze u tackama
iznad sfera ostaju fiksiranog znaka i ne pruzaju mogucnost promena stanja.
Prema tome, CNC konstrukcija predstavlja suzenje prethodne konstrukcije, t;j.
konstrukciju ogledalskih krivih uz izvesne dodatne, unapred zadate uslove za
izvesne preseke. Zbog toga ovakvu konstrukciju mozemo nazvati ”konstrukci-
jom sa ogranicenjima”.

Najvaznije otvoreno pitanje je: da li je u okviru CNC pristupom pomoéu
”konstrukcije sa ograni¢enjima” moguée dobiti sve évorove i linkove (u okviru
oblasti CNC proizvoljno velikih dimenzija). Za teoriju ogledalskih krivih,
T. Kirija je svojim dokazom Lomonako-Kaufmanove hipoteze potvrdio da se svi
¢vorovi i linkovi mogu realizovati kao ogledalske krive, ali ovo jos nije dokazano
u slucaju CNC.

Za prepoznavanje linkova generisanih u nematickim koloidima, u istrazivanju
predstavljenom u [86], korigéen je Dzonsov polinom buduéi da on efikasno pre-
poznaje ¢vorove sa n < 9 preseka koji su ovog puta bili fokus istrazivanja autora.
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Za polinomske invarijante ne vazi uvek pravilo da su dva ¢vora jednaka ukoliko
su im polinomi jednaki. Ovo svojstvo se ¢esce javlja za ¢vorove sa veéim bro-
jem preseka i, na zalost, ne vazi samo za Dzonsov polinom, veé¢ i mnoge druge
polinomske invarijante. U poglavlju 3.3.1 bi¢e napravljen kriticki osvrt na poli-
nomski nac¢in prepoznavanja ¢vorova.

Za prepoznavanje ¢vorova u nematickim koloidima sa proizvoljnim brojem
preseka se umesto Dzonsovog polinoma moze koristiti funkcija £DTMirror [106]
koja generise Dovker-Tistletvejtov kod ¢vora koji odgovara datoj ogledalskoj
krivi.

2.2.3 Kaufmanov zagrada polinom

U radu [106] prikazali smo i efikasan algoritam za racunanje Kaufmanovog
zagrada polinoma [20, 84] nekog linka L direktno iz ogledalske krive koja odgo-
vara tom linku. Kaufmanovo stanje linka L predstavlja izbor nac¢ina neorijenti-
sanog zaravnjivanja svakog preseka datog linka. Svaki presek se moze zaravniti
na dva nacina, vertikalnim ili horizontalnim ogledalom. Analogno tome, neka
je Kaufmanovo stanje mreze RG[2, 2] ogledalska kriva koja sadrzi samo oznake
2 1 —2. Za svaki alternirajuéi link L, Kaufmanov zagrada polinom je dat kao
suma preko svih mogucih zaravnjivanja, tj. Kaufmanovih stanja

ZQA(S)Q—B(S)(_G2 —a2)si
5

Ovom formulom se za izrac¢unavanje Kaufmanovog polinoma alternirajuceg
linka izbegava primena rekurzivne definicije Kaufmanovog polinoma koja ko-
risti skein relacije. Na isti na¢in on moze biti izracunat kao suma preko svih
mogucih stanja ogledalske krive koja odgovara datom linku, gde za svako stanje
|S| oznacava broj komponenata (regiona) odgovarajuée ogledalske krive koja
sadrzi samo oznake 2 1 —2, tj. njen svaki presek je zaravnjen. Na primer, ¢vor 31
dat kao ogledalska kriva kodom {{1,1}, {1, —2}} ima 8 stanja: {{2,2}, {2, —2}},
{{27 2}a {_2a _2}}7 {{2a _2}7 {25 _2}}v {{27 _2}7 {_27 _2}}7 {{_2v 2}7 {25 _2}}7
{{-2,2},{-2,-2}}, {{-2,-2},{2,-2}}, {{—2, -2}, {—2, —2}} (slika 49). Ako
je broj preseka linka L jednak c, broj preseka u linku L promenjenih iz 1 u 2 u
Kaufmanovom stanju M; iznosi a;, a broj regiona (komponenata) je s;, tada se
Kaufmanov zagrada polinom moze odrediti formulom [106]

2°—1

Z aaia*CJrai(_aQ _ a72)si71 (11)
1=0

Primenom ove formule, lako se odreduje vrednost Kaufmanovog zagrada
polinoma alterniraju¢eg ¢vora 31:

(M)=—a""—a"3+4d".

Za izracunavanje ovog polinoma nealternirajucih linkova neophodno je pri-
meniti skein relacije, tj. neorijentisano zaravnjivanje preseka. Koriste¢i notaciju
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2.1 @23
225 (2.2, (2,29)
(2.2.11) 22,13 (2.2,15)

Slika 49: Izracunavanje Kaufmanovog zagrada polinoma za ¢vor 31

za definisanje skein trojke, mozemo na sli¢an nac¢in uvesti i skein ¢etvorku. Oz-
nakama L4, L_, Ly i Lo ¢emo obelezavati cetiri linka koji su identi¢ni svuda
sem u jednom preseku, gde su preseci redom prikazani na slici 50. Cetvorku
(L4, L_, Lo, Loo) nazivamo skein céetvorkom (eng. skein quadruple). Uvodenje
orijentacije radi razlikovanja L od L_ i Ly od L uovom slu¢aju nije neophodno.

A X OO X

Slika 50: Skein ¢etvorka

Opsta rekurzivna formula, koja koristi skein relacije i primenjuje se za
izratunavanje Kaufmanovog zagrada polinoma [20, 84], kako alternirajuéeg tako
i nealternirajuceg ¢vora ili linka L, ima slede¢i oblik

e (O)=1
e (LUQ) = (=a®> —a?)(L);
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o (L) =a(Le)+a *{Lo).

gde je (O standardna oznaka necvora, tj. kruga. Drugo pravilo ukazuje na
to da dodavanje necvora disjunktnog sa ostatkom linka L odgovara mnozenju
navedenog koeficijenta sa vrednoséu Kaufmanovog zagrada polinoma ostatka
linka L.

Izracunavanje polinoma u zagradama nealternirajuceg ¢vora datog ogledal-
skom krivom mozemo zapoceti primenom ove rekurzivne formule. Rekurzivni
postupak se ogleda u neorijentisanom zaravnjivanju negativnih preseka ogledalske
krive, po jednog u svakoj iteraciji. Opisa¢emo ovaj postupak na primeru
izra¢unavanja polinoma nealternirajuceg linka 65 = 2,2, —2 kome odgovara
ogledalska kriva M = {{1,1,—1},{1,1,-1}},{-2,2,-2},{-2,2,—2}} data u
mrezi RG[3,3]. Pocetak postupka je opisan na slici 51. Rekurzivne korake je
potrebno primenjivati dok sve ogledalske krive, koje ucestvuju u formuli, ne
postanu alternirajuce.

(m)={

=ala(

Slika  51: Izracunavanje Kaufmanovog zagrada polinoma Borome-
jskih prstenova predstavljenih ogledalskom krivom M =

{{1,1,-1},{1,1,-1}},{—2,2, —2},{-2,2, -2}}

Nakon primene rekurzivnog postupka dobijen je sledeéi izraz:

(M) = a®(Mo) + (M) + (My) + a~2(M3) (12)
gde su My, My, M3 i M, alternirajuce ogledalske krive date kodovima

M, = {{1,1,-2},{1,1,-2},{-2,2, -2}, {-2,2,—2}}
My = {{1,1,-2},{1,1,2},{-2,2, -2}, {-2,2, -2} }
M; = {{1,1,2},{1,1,-2},{-2,2,—2},{-2,2,-2}}
My = {{1,1,2},{1,1,2},{-2,2,-2},{—2,2, —2}}.

Primenom formule 11 za odredivanje Kaufmanovog zagrada polinoma al-
terniraju¢ih ogledalskih krivih My, M7, Ms i M3 izraz (12) dobija vrednost

(M) =a"1+a"2 4 24d°.

U [106] predstavljen je i efikasan algoritam za izracunavanje L-polinoma [20].
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2.2.4 Ekvivalentne prezentacije ¢vorova

Postoje jos dva nacina prezentacije ¢vorova koji su ekvivalentni
predstavljanju ¢vorova pomoc¢u ogledalskih krivih: mozaici évorova [89] i mrezni
dijagrami (eng. grid diagrams) [90, 91, 92]. Svaki mozaik lako mozemo trans-
formisati u ogledalsku krivu i obratno. U radu [93], na str. 15 prikazani
su ilustrativni primeri transformacije mozaika ¢vorova u ogledalske krive: do-
voljno je sliku mozaika zarotirati za 45° stepeni, ukloniti prazne delove i dodati
dvostrana ogledala kao na slici 52. T. Kurija (T. Kuriya) je u [93] dokazao
Lomonako-Kaufmanovu hipotezu [89] da se svaki ¢vor ili link moze prikazati
kao mozaik i pokazao da su teorija mozaika ¢vorova i teorija kona¢nih ¢vorova
ekvivalentne. Odatle sledi da je teorija ogledalskih krivih ekvivalentna teoriji
konaé¢nih évorova. Sa druge strane, u skladu sa Propozicijom 8.4 [93], postoji
obostrano-jednoznac¢na korespondencija izmedu mozaika ¢vorova i mreznih di-
jagrama. Ekvivalentnost ove tri teorije i dokaz Kaufman-Lomonakove hipoteze
[93] potvrduju da svaka od njih, pa samim tim i teorija ogledalskih krivih,
omogucava prikazivanje bilo kog linka kao ogledalske krive u mrezi RG|p, q| do-
voljno velikih dimenzija. 1z ovoga sledi da ¢e za dobijanje ¢vorova i linkova 994,
934, 937, 940, 93, 933, 93, 1 975, koji nedostaju u dosadasnjem izvodenju, biti
dovoljno korisc¢enje ve¢ih mreza.

CN
N

Slika 52: (a) Cvor 41; (b) Boromejski prstenovi iz rada [89] transformisani u
ogledalske krive

U teoriji mozaika ¢vorova je (do na rotacije za 90°) dovoljno 5 osnovnih
modula za generisanje projekcija svih ¢vorova i linkova. Kodiranje ovih modula
i njihovih polozaja znatno je komplikovanije u odnosu na kodiranje ogledalskih
krivih pomo¢u samo 4 oznake: 1, —1, 2 i —2. Sem toga, u okviru mozaika,
izmedu modula javljaju se i prazni delovi koji odgovaraju praznom modulu.
Zbog toga, u odnosu na mozaike, ogledalske krive imaju sledece prednosti:

1. Konciznija prezentacija;
2. Jednostavnije kodiranje.

Ogledalske krive predstavljaju zahvalan model za prezentaciju formacija koje
se mogu javiti u raznim naukama (primenjenoj fizici, hemiji, biologiji, kvantnom
racunarstvu,...). U ovom modelu su implementirane funkcije prepoznavanja i
identifikacije ¢vorova koji odgovaraju ogledalskim krivama.
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3 Gordijeva rastojanja ¢vorova

Gordijevo rastojanje ¢vorova K7 i Ko predstavlja minimalni broj promena
preseka ¢vora K7 da bi se on konvertovao u ¢vor Ks. Na jedno od najkompliko-
vanijih pitanja u teoriji ¢vorova, odredivanje broja odvezivosti ¢vora, nailazimo i
pri odredivanju rastojanja ¢vorova. Dz. Has (J. Hass), Dz.K. Lagarias (J.C. La-
garias) i N. Pipenger (N. Pippenger) su dokazali da je problem odvezivosti u
klasi NP [21, 22]. D. Knut i Haken su opisali algoritam za prepoznavanje triv-
ijalnog ¢vora. Problem prepoznavanja trivijalnog ¢vora jo§ uvek nije resen za
Dzonsov polinom (Definicija 17) (tj. pitanje da li postoji netrivijalan ¢vor ¢iji
je Dzonsov polinom trivijalan), ali su P.B. Kronhajmer (P.B. Kronheimer) i
T.S. Mrovka (T.S. Mrowka) [23] dokazali da Hovanovljev polinom (M. Kho-
vanov) detektuje ne¢vor. U ovom poglavlju govoriéemo o na¢inu odredivanja
broja odvezivosti koris¢enjem Berhnard-Jablanove hipoteze, prikazati metode
za odredivanje novih ¢vorova sa brojem odvezivosti jednakim 1, razmatrati
dosadasnje rezultate u tablicama Gordijevih rastojanja, predloziti metode za
njihovo prosirivanje, priloziti novodobijene rezultate i prezentovati prosirene
tablice Gordijevih rastojanja.

3.1 Tablice rastojanja ¢vorova I. Darsi

Prve tablice Gordijevih rastojanja ¢vorova su objavili I. Darsii D.V. Samn-
ers 1998. [67, 69]. One su sadrzale samo racionalne ¢vorove i proizvode racional-
nih ¢vorova zakljucno sa ¢vorom 8g. Nakon toga, I. Darsi u svojoj doktorskoj
disertaciji [66] prosiruje tablice prostih racionalnih ¢vorova i njihovih direktnih
proizvoda, obuhvatajué¢i racionalne ¢vorove do n = 14 preseka i neke nera-
cionalne ¢vorove do n = 8 preseka [73]. Rastojanja su odredivana pomodéu
racunarskih programa ¢iji su se algoritmi zasnivali na algebri racionalnih sple-
tova i prikazivanju racionalnih spletova veriznim razlomcima.

U daljem radu bi¢e nam potreban i pojam neredukovanog celobrojnog spleta.
Splet oblika ¢t = (£1,+1,... 4+ 1), u kome se javlja m (m > 0) preseka +11in
(n > 0) preseka —1, naziva se neredukovani celobrojni splet. Posto preseci
u ovakvom spletu mogu da komutiraju (primenom flip poteza), nakon pre-
grupisanja preseka i redukcije primenom Rajdemajsterovog poteza II, ovakav
splet se svodi na celobrojni splet m — n.

Posmatrajmo splet 7 prikazan na slici 53. Promenom jednog znaka preseka,
ukupan broj preseka u tom spletu se smanjuje za 2 (splet 7 prelazi u splet
5). Kako presek u neredukovanom celobrojnom spletu moze da komutira sa
ostalim presecima u istom spletu, svaka promena preseka u celobrojnom spletu
k (k > 0) daje splet k — 2, dok svaka promena preseka u spletu —k (k > 0) daje
splet —k + 2.

Imajuéi ove osobine u vidu, pogledajmo na koji nacin se problem odredivanja
broja odvezivosti racionalnog ¢vora sa topologije ¢vorova moze svesti na reSavanje
problema u algebri veriznih razlomaka.
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Slika 53: Promena preseka u celobrojnom spletu

PRIMER 1 Odrediti broj odvezivosti racionalnog ¢vora 312 datog u Konvejevoj
notaciji.

Prema Bernhard-Jablanovoj hipotezi, algoritam za izracunavanje B.J-broja
odvezivosti ¢vora K se svodi na trazenje minimalnog broja uzastopnih promena
preseka koji ¢e ¢vor K konvertovati u trivijalni évor (ne¢vor). Trivijalnom ¢voru
odgovara verizni razlomak % = +1. Verizni razlomak ¢vora 312 je

P _ 121
q 3+ 1+3 71

Tri moguée promene preseka (redom u celobrojnim spletovima 3, 1 i 2),

uzimajuéi u obzir prethodno pomenuto svojstvo promena preseka u celobrojnim

spletovima, svode ovaj ¢vor na sledeca tri i njima odgovarajuce verizne razlomke:

112=2=14+-1-#1

q 1+3

3 12_(1—3—1—?_’_2;—1

310=L=3+1#1

Primetimo da ¢voru 3 —12 odgovara verizni razlomak koji je jednak 1, sto
znaci da on predstavlja neévor. Cvor 312 smo sveli na neévor u prvom
rekurzivnom koraku algoritma, pa odatle sledi da je njegov broj odvezivosti
(Gordijev broj) jednak 1.

Ovim smo ilustrovali nac¢in svodenja nekih problema teorije ¢vorova na al-
gebru veriznih razlomaka. Polaze¢i od Teoreme 2, probleme prepoznavanja
¢vorova, kao i odredivanje nekih rastojanja, mozemo resavati koris¢enjem veoma
brzih  funkcija  dostupnih u  programu  Mathematica —  funkcija
ContinuedFraction[] i FromContinuedFraction[].

Opésti oblik racionalnih ¢vorova, ¢iji je Gordijev broj jednak 1, opisuje sledeca
teorema [24]:

66



Teorema 6 Svaki racionalni c¢vor sa Gordijevim brojem jednakim 1 moZe se
1zraziti jednim od sledeéih Konvejevih simbola

ot oo Crorcr1l(cp—1)croq ... q

coct oo Crog (e =D 1lepepoq ... e,

gdejec; >0 z2a1=0,...,7 ic, > 2.

J. Nakanisi [25] 1 A. Stojmenov (A. Stoimenow) [26] su dokazali da Bernhard-
Jablanova hipoteza vazi za slede¢u klasu racionalnih ¢vorova i linkova:

Teorema 7 Ako neki racionalni ¢évor ili link ima Gordijev broj jednak 1, tada
se on realizuje na minimalnim dijagramima.

Drugim recima, svaki minimalni dijagram racionalnog ¢vora sa Gordije-
vim brojem jednakim 1 sadrzi presek ¢ija promena daje necvor. Pomenuta
klasa racionalnih évorova (linkova) je jedina klasa évorova (linkova) na kojoj je
potvrdeno vazenje Bernhard-Jablanove hipoteze.

PRIMER 2 Izracunati rastojanje racionalnih ¢vorova 99 = (=4 —2 —3) i 913 =
3213.

Ako u minimalnom dijagramu ¢évora 199 = (—4 — 2 — 3) izvr§imo promene
preseka u celobrojnim spletovima —4, —2 i —3, kao rezultat redom dobijamo
dijagrame (—2 —2 —3), (—40 —3) i (-4 — 2 — 1) koji se svode na racionalne
¢vorove 75, 171 1 175. Na isti nacin, promene preseka u celobrojnim spletovima
3,2, 113, od kojih se sastoji ¢vor 913, daju redom dijagrame (1213), (3013),
(32 —13)1(3211) koji se svode na racionalne ¢vorove 74, 73, 151 i I75. Prema
tome, zaklju¢ujemo da je rastojanje ¢vorova 99 i 913, koje se moze dobiti preko
njihovih minimalnih dijagrama, veée od 1. Medutim, ¢vor 913 = (321 3) se moze
prikazati neminimalnim dijagramom (—3 — 2 — 212). Nakon jedne promene
preseka 1 u —1, dobija se neminimalni dijagram (—3 —2 —2 —12) koji se svodi
na minimalni dijagram (—4 — 2 — 3) ¢vora !99. Prema tome, zaklju¢ujemo da
rastojanje racionalnih ¢vorova 199 i 913 iznosi 1 i ostvaruje se iskljuc¢ivo preko
neminimalnih dijagrama.

Zahvaljujuéi Teoremi o ciklicnoj hirurgiji (eng. Cyclic Surgery Theorem) [27]
I. Darsi [28, 29] i T. Tanaka su uspeli da potpuno klasifikuju racionalne évorove
sa Gordijevim rastojanjem jednakim 1. Uzimajuc¢i kao osnovu vezu racional-
nih ¢évorova sa veriznim razlomcima, I. Darsi i njeni saradnici su napisali pro-
grame za racunanje Gordijevih rastojanja 1 racionalnih ¢vorova [69, 82, 81]. U
okviru programa Knotplot ([81]), koji je razvio R. Sarejn (R. Scharein) i detaljno
opisao u okviru svoje doktorske disertacije, implementirana su izracunavanja
rastojanja racionalnih ¢vorova i prateca vizuelizacija. Progam Knotplot pred-
stavlja, u grafickom smislu, najkvalitetniji program za vizuelizaciju i manipu-
laciju ¢vorovima u 3D, koji omogucava i rad sa spletovima i ogledalskim krivama.

Kako su nedostajali metodi za rad sa neracionalnim ¢vorovima, rastojanja
izmedu ¢vorova, koja su se realizovala posredstvom neracionalnih ¢vorova, bila
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su procenjena sa malom preciznos¢u. Putem od ¢vora A do ¢vora B smatramo
niz ¢vorova koji poc¢inje ¢vorom A i zavrsava se ¢vorom B i gde je svaki évor
u nizu nastao jednom promenom preseka u prethodnom ¢évoru u nizu. Ukoliko
postoji put od neracionalnog ¢vora A do neracionalnog ¢vora B, koji se sastoji
samo od racionalnih ¢vorova, tada se duzina tog puta moze uzeti kao gornja
granica rastojanja ¢vorova A i B. Ovim je ostavljena moguc¢nost da neki drugi
put, koji vodi i preko neracionalnih ¢vorova, moze biti i kracii dati bolju procenu
gornje granice rastojanja. Posto nisu postojali metodi za ispitivanje takvih
rastojanja, u tablicama Gordijevih rastojanja, rezultati koji su se odnosili na
neracionalne ¢vorove i dalje nisu bili dovoljno precizni.

Videli smo da se vecina rastojanja ¢vorova realizuje preko neminimalnih di-
jagrama. Problem konstrukcije neminimalnih dijagrama racionalnih ¢vorova na
rastojanju 1 resava se primenom Teoreme o cikli¢noj hirurgiji i veriznih razlo-
maka, ali nije reSen za ¢vorove koji nisu racionalni. Zbog toga je bilo neophodno
razvijanje novih metoda za rad sa neracionalnim ¢vorovima i njihovim rasto-
janjima.

3.2 Tablice H. Mun

U tablicama I. Darsi, ¢ak i rastojanja izmedu nekih ¢vorova sa malim brojem
preseka ostala su neodredena. Rad na prosirenju ovih tablica je nastavila njena
ucenica H. Mun (H. Moon) i prosirene rezultate prikazala u svojoj doktorskoj
disertaciji [97]. Ovim tablicama H. Mun je obuhvatila ¢vorove do n = 9 preseka.

Inspirisana akcijama topoizomeraza i njihovom vezom sa promenama preseka
¢vorova, H. Mun se posvetila izucavanju metoda za poboljsavanje dotadasnjih
rezultata. A. Stoimenov je u [78] odredio vezu izmedu ¢vorova sa oznadenim
brojem odvezivosti jednakim 1 i Dzonsovog polinoma. Kako je broj odvezivosti
specijalni slucaj rastojanja ¢vorova, Mun istrazuje vezu izmedu Dzonsovog poli-
noma i Gordijevih rastojanja. Pri tome koristi svojstva Dzonsovog polinoma
za testiranje donjih granica rastojanja, konkretno za proveru da li se donja
granica moze sa 1 povecati na 2. Zajedno sa Dzonsovim polinomom, signatura
je koriséena za povecavanje donje granice oznacenih rastojanja (videti Definicije
24, 25 preuzete iz [72]).

Definicija 24

1. Ly — L_ se naziva +— promenom preseka.

2. L_ — L se naziva —+ promenom preseka.
pri cemu su Ly i L_ elementi skein trojke (slika 17).
Definicija 25

1. d+ (K1, K3) je minimalni broj +— promena preseka potrebnih za konver-
tovanje K1 u Ka, gde su dozvoljene i —+ promene, ali se ne broje. Ne
postoji ogranicenje za broj +— promena.
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2. d_(K1,Ks) je minimalni broj —+ promena preseka potrebnih za konver-
tovanje K1 u Ko, gde su dozvoljene i +— promene, ali se ne broje. Ne
postoji ogranicenje za broj —+ promena.

3. dy4 (K7, K2) je minimalni broj +— promena preseka potrebnih za konver-
tovanje K1 u Ka, gde su dozvoljene samo +— promene.

4. d__ (K1, K3) je minimalni broj —+ promena preseka potrebnih za konver-
tovanje K1 u Ka, gde su dozvoljene samo —+ promene.

Napomenimo da nijedno od oznacenih rastojanja nema svojstva metrike, ali
svako od njih zadovoljava svojstvo nejednakosti trougla. Takode, vazi

d(Kl, KQ) Z max[d+(K1, KQ), d,(Kl, KQ)]

Stoga se oznacena rastojanja mogu koristiti za poboljsavanje donjih granica
rastojanja. dy je ve¢ izracunavala I. Darsi za proste i slozene racionalne ¢vorove
u [66].

Podsetimo da poveéavanjem donju granicu priblizavamo gornjoj, a krajnji
cilj nam je da se one poklope i tako odredimo tacno rastojanje dva ¢vora.

Medu 50 000 parova ¢vorova, Cija je donja granica rastojanja bila 1, Mun je
detektovala 6 457 parova (za proizvoljan broj preseka n) kojima je donju granicu
rastojanja uspela da poveca na 2 zahvaljuju¢i Dzonsovom polinomu. Na osnovu
signatura nije uspela da napravi nikakva nova poboljsanja donjih granica koja
nisu veé¢ dobijena koriséenjem DZzonsovog polinoma [97]. Medu novim rezulta-
tima koje je dobila je i povetanje broja odvezivosti ¢vora 815, sa 1 na 2. Taj
rezultat je u meduvremenu potvrden drugom metodom i prikazan u [78]. Mun je
modifikovala program svoje mentorke I. Darsi, integrisala ga sa programom Lin-
Knot [87] i implementirala metode koji se zasnivaju na oznacenim rastojanjima,
DzZonsovom polinomu i signaturi.

Nove tabele Gordijevih rastojanja prikazane su u [97] u Dodatku C.

3.3 Izbor metoda za prepoznavanje ¢vorova
3.3.1 Polinomske invarijante ¢vorova

U radovima I. Darsi [66] i H. Mun [97] za prepoznavanje ¢vorova koriséen
je Dzonsov polinom. Na kraju [97] H. Mun navodi programe koje je napisala
za racunanje Dzonsovog, polinoma modifikujuéi program za rac¢unanje HOM-
FLYPT polinoma, koji su napisali B. Eving (B. Ewing) i K. Milet (K. Millet).
Na samom pocetku naseg rada potrebno je opredeliti se za nacin prepoznavanja
¢vorova Cija rastojanja su racunata. Priizboru metoda prepoznavanja rukovodili
smo se slede¢im kriterijumima, svrstanim po redosledu njihove vaznosti:

1. pouzdanost prepoznavanja;
2. brzina izrac¢unavanja;

3. mogucénost primene istih algoritama za rad sa ¢vorovima sa ve¢im brojem
preseka bez modifikovanja programa.
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Za prepoznavanje ¢vorova stajali su nam na raspolaganju program KnotFind,
deo programa KnotScape i razli¢iti programi za racunanje polinomskih invari-
janata (Aleksanderovog, Konvejevog, Dzonsovog, HOMFLYPT polinoma, Kauf-
manovog polinoma sa dve promenljive, itd.) kojima raspolaze program LinKnot.
Posto smo odlucili da radimo sa ¢vorovima sa n < 9 preseka, trebalo se opre-
deliti za nacin prepoznavanja ¢vorova koji maksimalno zadovoljava pomenute
kriterijume.

Program KnotFind optimalno zadovoljava gotovo sve kriterijume. Posto
nije zasnovan na polinomskim invarijantama, ve¢ na izracunavanju minimalnog
Dovkerovog koda za ¢vorove do maksimalno n = 49 preseka, ovaj program
omogucéava potpuno jednoznac¢no prepoznavanje cvorova. Postoji obostrano
jednoznaé¢na korespondencija izmedu ¢vorova i njihovih minimalnih Dovkerovih
kodova (DT kodova u smislu programa KnotScape). Medutim, za nas osnovni
cilj: izracunavanje rastojanja ¢vorova, program KnotFind ne zadovoljava jedan
od glavnih zahteva: ne razlikuje ”levu” od ”desne” forme istog cvora, cije je
razlikovanje u biologiji neophodno. Sa druge strane, polinomske invarijante ne
omogucéavaju jednoznac¢no prepoznavanje ¢vorova sa ve¢im brojem preseka. Za
¢vorove sa n < 9 preseka Dzonsov polinom obezbeduje kompletno prepozna-
vanje ¢vorova, izuzev §to nije u stanju da razlikuje ¢vor 942 od njegove slike u
ogledalu, ¢vora !1942. Razlikovanje ova dva ¢vora obezbeduje se ra¢unanjem nji-
hovih signatura. ”Levu” i ”desnu” formu ovog ¢vora takode mozemo razlikovati
primenom Hovanovljevog polinom.

Zbog toga smo se opredelili na kombinaciju metoda za prepoznavanje i raz-
likovanje dobijenih ¢vorova:

1. u prvom koraku koristimo program KnotFind koji obezbeduje kompletno
prepoznavanje dobijenih ¢vorova, ali ne razlikuje njihovu ”levu” i ”desnu”
formu;

2. u drugom koraku, nakon identifikovanja dobijenog ¢vora, razlikujemo nje-
govu "levu” i ”desnu” formu koristec¢i polinomske invarijante;

3. u slucaju ¢vorova, ¢iju "levu” i "desnu” formu ne razlikuje ni jedan od
pomenutih polinoma, koristimo dodatne kriterijume (npr. signaturu) za
razlikovanje ¢vora i njegove slike u ogledalu.

Za identifikovanje "leve” i ”"desne” forme ¢vorova sa n < 9 preseka koris-
tili smo Dzonsov polinom. Opredeljujuéi se za Dzonsov polinom, imali smo u
vidu brzinu njegovog izracunavanja, koja je mnogo veca od brzine izracunavanja
nekih selektivnijih, ali mnogo slozenijih polinoma (na primer, HOMFLYPT poli-
noma ili Kaufmanovog polinoma). Za nastavak izracunavanja Gordijevih ras-
tojanja ¢vorova i njihovo izracunavanje za ¢vorove sa n > 9 preseka umesto
Dzonsovog polinoma bilo bi korisno koristiti neki od selektivnijih polinoma
(HOMFLYPT ili Kaufmanov polinom) koji omoguéava pouzdanije razlikovanje
7leve” i 7desne” forme ¢évorova. Naime, koriste¢i program KnotFind resili smo
prvi i najtezi problem: identifikovanje ¢vorova. Nakon toga nam preostaje samo
razlikovanje njihove ”leve” i ”desne” forme.
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Cinjenica da su pri svim dosadasnjim izracunavanjima rastojanja ¢vorova za
prepoznavanje ¢vorova koriSéene iskljuc¢ivo polinomske invarijante, kao i prob-
lemi i dileme sa kojima smo se susreli pri izboru optimalnih metoda rada, povod
su da damo osvrt na polinomske invarijante ¢vorova, koje svakako predstavljaju
najcesée koris¢en nacin za prepoznavanje ¢vorova.

Na samom pocetku razvoja teorije ¢vorova, u nedostatku invarijanata, pre-
poznavanje ¢vorova vrSeno je rucno. Ipak, prve tablice ¢vorova, ¢iji su autori
P.G. Tejt, T.P. Kirkman i K.N. Litl, u kojima gotovo da nema gresaka, nastale
su krajem XIX veka. Zatim se viSe od pedeset godina nista bitno nije dogadalo
u oblasti tabelacije ¢vorova, sve do uvodenja kompjutera i nesto kasnije, su-
perkompjutera koji su bili koriséeni za dalje proracune. M. Tistltvejt sa svojim
saradnicima je napravio prvi program za enumeraciju ¢vorova i sastavljanje nji-
hovih tablica — program KnotScape [70].

Prvi polinom u teoriji ¢vorova je uveo Dz.V. Aleksander, a koristio ga je
K. Reidmajster u svojoj knjizi Knotentheorie 1932. za razlikovanje ¢vorova
do n = 9 preseka. Prekretnicu u razvoju polinomskih invarijanata predstavlja
pojava Dzonsovog polinoma, prvog polinoma preko kojeg se mogla razlikovati
”leva” i ”desna” forma ¢vorova. Nakon toga dobijene su mnoge nove polinomske
invarijante, gde je svaka bila vezana za neki napredak u razlicitim poljima
matematike - HOMFLYPT polinom, Kaufmanov polinom sa dve promenljive,
obojeni Dzonsov polinom, Hovanovljev polinom koji predstavlja homolosku kat-
egorifikaciju Dzonsovog polinoma, itd.

Jedna od prvih stvari koja se uci u teoriji ¢vorova jeste racunanje polinom-
skih invarijanata, posebno onih koje koriste skein relacije. Medutim, da li je
mozda prevelik znacaj dat ovim invarijantama? Ono §to znamo je da, ako do-
bijemo dva razli¢ita polinoma za dva ¢vora (ili linka), tada znamo da su oni
razli¢iti, ali ako dobijemo jednake polinome, ne mozemo konstatovati da li su
ti ¢vorovi isti ili razliciti. Jedna od mogucénosti da se selektivnost poboljsa
je istovremena upotreba nekoliko razli¢itih polinoma koji su medusobno neza-
visni. Naime, dve vrste polinoma, npr. Aleksanderov i Konvejev polinom su
medusobno ekvivalentni (zavisni), posto se Aleksanderov polinom dobija iz Kon-
vejevog zamenom promenljive, DZzonsov polinom se dobija iz HOMFLYPT poli-
noma njegovim svodenjem na polinom sa jednom promenljivom, dok su neki
polinomi medusobno nezavisni.

Ve¢é pri prvom susretu sa polinomima upoznajemo se sa ¢injenicom da Alek-
sanderov polinom ne moze da razlikuje trolisnik od njegove slike u ogledalu, tj.
"levu” i "desnu” formu bilo kog ¢vora. Dzonsov polinom ima tu mogucnost,
a potencijalno i mogucénost za detektovanje trivijalnog ¢vora. Medutim, kao
§to je slucaj sa svim ostalim polinomima, ni pomoé¢u DZonsovog polinoma nije
moguce razlikovati ¢vorove mutante. I za sve ostale polinome pronadeni su
mnogi primeri ¢vorova i linkova (razli¢iti od mutanata) koje oni ne mogu da ra-
zlikuju, ali nije postojala nikakva mera pouzdanosti za konkretne polinomske in-
varijante. Zbog toga S. Jablan i Lj. Radovié u [99] izvode statisticke prora¢une o
pouzdanosti najvaznijih polinomskih invarijanata koje se koriste. Njihov ¢lanak
predstavlja osnovnu inspiraciju za ovo poglavlje o polinomima i razmisljanje da
li se rezultati u tablicama rastojanja ¢vorova mogu dalje poboljsati koris¢enjem
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nekih svojstava polinomskih invarijanata, ili je potrebno krenuti u nekom dru-
gom pravcu. Rezultati rada [99] ée biti ukratko predstavljeni u ovom poglavlju.

Za proracune u navedenom radu su koriséeni svi ¢vorovi i linkovi sa n < 12
preseka - ukupno 8677 ¢vorova i linkova od kojih je 4684 alterniraju¢ih (1851
¢vorova 1 2833 linkova) i 3993 nealternirajucih (1126 ¢évorova i 2867 linkova)
i prikazane su tabele koje pokazuju procenat ¢vorova (linkova) koji imaju isti
polinom kao i neki drugi ¢vor (link). Rezultati su razvrstani po alternirajuéim i
nealternirajuc¢im ¢vorovima i linkovima, a zatim je posmatrano i njihovo ukupno
ponasanje. Ovde izdvajamo tabelu u kojoj su navedeni nazivi polinoma, broj
¢vorova koji daju isti polinom za dva ili vise razlicitih ¢vorova, njihov procenat
u odnosu na sve ¢vorove, iste rezultate za linkove i na kraju ukupan broj ¢vorova
i linkova koje ne mozemo razlikovati pomocu svakog od posmatranih polinoma.
Statistika razlikovanja ¢vorova i linkova koris¢enjem polinomskih invarijanata
data je u sledecoj tabeli preuzetoj iz rada [99].

Cvorovi Linkovi Ukupno
Aleksander 1832 62% | 4169 | 73% 6001 69%
Dzons 1213 41% 1565 27% 2778 32%
Hovanov 1117 38% 921 16% 2038 23%
HOMFLYPT 600 20% 707 12% 1307 15%
Kaufman 239 8% 570 10% 809 9%

Iz tabele vidimo da pomo¢u Aleksanderovog polinoma nije moguce razliko-
vati cak 62% c¢vorova, tj. da svaki od njih pripada paru ili grupi ¢vorova koji
daju isti polinom. Za linkove je taj broj jos ve¢i. Postoje familije ¢vorova
i linkova za koje svi ¢évorovi, koji pripadaju tim familijama, imaju isti Alek-
sanderov polinom. Na primer, za sve ¢vorove familije nealternirajuceg pereca
évora (2k+1),3, —3 (slika 54a), Aleksanderov polinom je 2 — 5z + 222, Pomoéu
Aleksanderovog polinoma ne uspevamo da razlikujemo linkove po broju kom-
ponenata (na slici 54b je prikazan primer 2-komponentnog i 4-komponentnog
linka koji imaju isti Aleksanderov polinom), dok za linkove do n = 12 preseka
ipak uspevamo da razlikujemo linkove sa parnim brojem komponenata od onih
sa neparnim. Upotrebom drugih polinoma moguce je kompletno razlikovanje
linkova po broju komponenata, a samim tim i razlikovanje ¢vorova od linkova.

Pomoc¢u Kaufmanovog polinoma je moguce razlikovati najvise ¢vorova i
linkova (medu kojima se nalaze i ¢vorovi mutanti, koje nijedan polinom ne
razlikuje), ali ni on za 570 ¢vorova ne omogucéava kompletno (jednoznacno) pre-
poznavanje.

Za svaki polinom (sem Kafumanovog polinoma) postoje parovi (ili ¢ak i
grupe) ¢vorova ili linkova koji imaju iste polinome od kojih su neki alterni-
rajuci, a drugi nealternirajuc¢i. Dakle, nijedan polinom, sem Kaufmanovog ne
prepoznaje da li je ¢vor ili link alternirajudi ili nealternirajuc¢i. Za Kaufmanov
polinom smo sigurni da, ako dobijemo dva ¢vora sa istim polinomoma, tada oni
imaju isti broj preseka.

Veé¢ medu ¢vorovima sa n = 10 preseka javljaju se ¢vorovi koji su kom-
pletno nedetektabilni u pogledu hiralnosti, tj. hiralni cvorovi ¢iju ”levu” i

72



£ R

b L
‘\_/
(2) b

Slika 54: (a) Familija ¢vorova (2k+1),3,-3; (b) 2-komponentni link
(21,21)1(2,2+) i 4-komponentni link (2,2,2)(21,21)

”desnu” formu ni jedan od pomenutih polinoma nije u stanju da razlikuje. Nji-
hova signatura je jednaka 0, pa ne omogucava razlikovanje. Posto je program
KnotFind koriséen za prepoznavanje ¢vorova, u nastavku izrac¢unavanja rasto-
janja cvorova san > 10 preseka glavni problem bice razlikovanje ”leve” i ” desne”
forme. Primeri takvih nedetektabilnih ¢vorova sa 10 < n < 12 preseka su al-
ternirajuci ¢vorovi 1071, K12a126, K12a132, K12a214, K12a222 i K12a697.
Njihovu ”levu” i ”desnu” formu mozemo razlikovati izracunavanjem n-obojenog
Dzonsovog polinoma (n > 3).

U radu [99] testirana je moguénost detektovanja prostih ¢vorova. Za sve
polinome (sem za Hovanovljevog) vazi P(Li#Ls) = P(L1)P(L2). Medutim,
svi pomenuti polinomi, izuzev Kaufmanovog, faktorizabilni su i za neke proste
¢vorove, pa ne mogu biti koriSéeni kao pokazatelj da li je neki ¢vor prost ili
slozen (tj. prikaziv kao direktni proizvod neka dva prosta ¢vora). U ¢lanku su
navedeni primeri prostih ¢vorova i linkova ¢iji se Dzonsov, obojeni Dzonsov ili
HOMFLYPT polinom mogu faktorizovati. Tatov polinom (W.T. Tutte), poznat
iz teorije grafova i primenjen na senke ¢vorova, moze se koristiti za detekciju
prostih ¢vorova.

3.4 Metodi koriséeni u ovom radu

U tablicama H. Mun nisu izracunata rastojanja za veliki broj neracionalnih
¢vorova. Rezultati nedostaju za sve ¢vorove 931 — 949. U tablicama I. Darsi
izostavljeni su ¢vorovi 1046 — 10145, & za mnoge racionalne ¢vorove rezultati su
dati samo u vidu donjih i gornjih granica rastojanja sa veoma velikim rasponom.

Osnovni cilj metoda koji predlazemo je nalazenje novih parova ¢vorova sa
Gordijevim rastojanjem 1, a zatim odredivanje Gordijevih rastojanja vec¢ih od 1
za parove ¢vorova K i Ko za koje je samo poznato da je d(K7, K2) > 1. Naime,
ako je K ¢vor koji se nalazi na rastojanju 1 od ¢vorova K; i Ko, onda na osnovu
relacije trougla d(Ky, K) + d(K, K3) < (K1, K2) direktno konstatujemo da je
d(K;,Ks2) < 2. Koristeéi polinomske obstrukcije za izvesne parove évorova,
mozemo nacéi donju granicu rastojanja. Ako za takav par ¢vorova K i Ko
uspemo da pokazemo da je d(K7, K2) > 1, dokazali smo da je d(K7, K2) = 2.
Velika poboljsanja izvrsena su ¢ak i za ¢vorove za koje je u [97] konstatovano
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samo da se njihova rastojanja nalaze u intervalu 1 — 8, kao $to su, na primer,
¢vor 995 1 njegova rastojanja do ¢vorova 62, 63, 77, 919, 1 944 za koja smo uspeli
da pokazemo da su jednaka 1.

Bernhard-Jablanova hipoteza [87] tvrdi da postoji moguénost da se za svaki
¢vor K njegov broj odvezivosti évora (koji zapravo predstavlja rastojanje ¢vora
K od neévora) dobije rekurzivnim algoritmom iz minimalnih dijagrama. Na
zalost, rastojanja medu ¢vorovima ostvaruju se uglavnom preko neminimalnih
dijagrama, pa ne postoji mogucnost da se za izracunavanje rastojanja cvorova
formulise, dokaze i primeni neka sli¢na hipoteza. Podsetimo se ¢vora 61 i nje-
gove slike u ogledalu (slika 55) za koji vazi d(61,!61) = 1, ali se ovo rastojanje
1 ne moze ostvariti na minimalnim dijagramima, ve¢ se ostvaruje na nemini-
malnim dijagramima 3 —1 —3 i 31 —3. Istu osobinu ilustruje i Primer 2. Prema
tome, izracunavanje novih rastojanja zasnivat¢emo na radu sa neminimalnim
dijagramima racionalnih i neracionalnih ¢vorova prikazanih u Konvejevoj no-
taciji. Ukoliko koristimo minimalne dijagrame, za sluc¢aj alterniraju¢ih ¢vorova,
buduéi da su svi minimalni dijagrami flip ekvivalentni (kao posledica teoreme
3), koristi¢emo samo jedan minimalni dijagram kao polazni, dok éemo za neal-
ternirajuce koristiti sve minimalne nealternirajuée dijagrame, tj. reprezentante
svih klasa ekvivalencije dijagrama u odnosu na flip poteze.

6,=42 3-1-3 31-3 16, =-4-2

Slika 55: Cvor 6, i njegova slika u ogledalu 16, ¢ije je rastojanje 1

Za generisanje neminimalnih dijagrama racionalnih ¢vorova koristi¢emo
metode bazirane na veriznim razlomcima koje su razvili i koristili I. Darsi i
njeni saradnici.

Za generisanje neminimalnih dijagrama neracionalnih ¢vorova koristili smo
sledeca dva metoda.

METOD 1 Swaki celobrojni splet (ukljucujuci i spletove duZine 1) alternirajuceg
cvora zamenjujemo negationim celobrojnim spletom jednake ili veée duZine i iste

parnosti.

Na ovaj nacin, polazec¢i od proizvoljnih alternirajuc¢ih dijagrama, dobijamo
minimalne ili neminimalne nealternirajuc¢e dijagrame ¢vorova.

METOD 2 Ceo pozitivni racionalni splet zamenjujeno njegovim ekvivalentnim
nealternirajucéim spletom, tj. spletom sa mesovitim znacima.
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Pozitivnim (negativnim) racionalnim spletom nazivamo racionalni splet koji
u svom Konvejevom simbolu sadrzi samo pozitivne (negativne) brojeve. Ovakav
splet naziva¢emo i alternirajucim racionalnim spletom. U suprotnom, govorimo
o racionalnom spletu sa mesovitim znacima ili nealternirajuéem racionalnom
spletu. Svaki racionalni splet sa meSovitim znacima dozvoljava lokalnu reduk-
ciju i ima svoj redukovani ekvivalent — pozitivan (negativan) splet koji uvek
sadrzi manji broj preseka nego pocetni splet. Pri tome je bitno ne poistovecivati
ga sa minimalnim dijagramom nekog racionalnog ¢vora koji se dobija reduko-
vanjem nekog njegovog neminimalnog dijagrama primenom veriznih razlomaka.
Svaki racionalni ¢vor je brojilacko zatvorenje nekog racionalnog spleta, dok su
prethodno pomenuti spletovi otvoreni, pa na njih ne mozemo primeniti iste
algoritme za redukciju koje primenjujemo na dijagrame racionalnih ¢vorova.

Za redukciju spletova mesovitog znaka primenjuje se slede¢i algoritam koji
koristi Mathematica funkcije ContinuedFraction i FromContinuedFraction:

ALGORITAM 3
1. invertovati Konvejev zapis racionalnog spleta;
2. predstaviti ga veriznim razlomkom;
3. odrediti racionalni splet koji odgovara veriZnom razlomku.

Navedeni algoritam omogucéava generisanje baze racionalnih spletova sa n
preseka sa mesovitim znacima i njima ekvivalentnih pozitivnih (negativnih) sple-
tova. Zamene ekvivalentnim spletovima se mogu vrsiti u svim ¢vorovima izuzev
racionalnim i izvedena baza omoguéava dvosmerni proces [87]:

1. redukciju évora ili linka zamenom spletova sa meSovitim znacima njihovim
redukovanim ekvivalentom;

2. prosirenje c¢vora ili linka, zamenom redukovanih spletova njihovim ekvi-
valentima sa mesSovitim znacima.

Za generisanje neminimalnih dijagrama ¢vorova od posebnog interesa je
drugi deo ovog postupka. Na primer, dijagram (—=51—-1-1),(—41-1-11),
(3—12—11) san = 23 preseka predstavlja neminimalni dijagram Montesinosovog
¢vora 3,21,2 sa n = 8 preseka posto racionalni spletovi sa mesovitim znacima
(=51-1-1), (-<41-1-11) i (3—12—11) predstavljaju, redom, ekvivalente
pozitivnih spletova 3, 21 i 2. Zamenivsi redom u neminimalnom dijagramu
Montezinosovog ¢vora sa n = 14 preseka racionalne spletove sa meSovitim
znacima (—2—12), (—=311) i (—22) ekvivalentnim pozitivnim spletovima 31,
221 21, ovaj neminimalni dijagram se redukuje na minimalni dijagram istog
¢vora 31,22,21 sa n = 11 preseka.

Zamene se ne moraju vrsiti samo na spletovima sa n > 1 preseka. Navedeni
algoritam i pomenuti metodi, za dato n, omogucéavaju generisanje svih racional-
nih spletova sa n preseka sa mesovitim znacima, ekvivalentnih spletu 1. Splet
1 se javlja u svim temenima bazi¢nih poliedara, pa su od velike vaznosti nem-
inimalni ekvivalenti ovog spleta. Spletu 1 ekvivalentni su jedan splet sa n = 4
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preseka: (—21 —1), dva spleta sa n = 6 preseka: (=31 —1—1), (=2 —11 —2),
Cetiri spleta sa n = 6 preseka: (—41—-1-2), (=3 -11-3),(-2-21-1-1-1),
(-2 =1 —-11 -2 —1), itd. Ne postoje spletovi sa neparnim brojem preseka
ekvivaleni spletu 1.

Algoritmi za generisanje neminimalnih dijagrama ¢vorova su implementirani
u Mathematici koris¢enjem funkcija programskog paketa LinKnot.

3.4.1 Odredivanje parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1

Parove ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1, koje se realizuje na njihovim
minimalnim dijagramima, nalazimo direktno, vrseé¢i promene preseka u mini-
malnim dijagramima. U cilju nalazenja parova ¢vorova sa Gordijevim rasto-
janjem 1 koje se realizuje na neminimalnim dijagramima, polazna ideja je da
nakon generisanja razli¢itih neminimalnih dijagrama nekog ¢vora K1, odredimo
sve cvorove koji se dobijaju iz ovih neminimalnih dijagrama ¢vora K; jednom
promenom preseka. Ako u nekom neminimalnom dijagramu ¢vora K izvr§imo
jednu promenu preseka i to ¢inimo redom u svim presecima, a zatim dobijene
dijagrame minimizujemo, kao rezultat dobijamo razli¢ite ¢vorove K5 i za svaki
od njih vazi d(K;, K) = 1.

Namece se pitanje: kako na optimalan nacin izvrsiti sve promene preseka?
Ako izvrsimo promenu u svakom pojedinacnom preseku, kao $to bismo to morali
da ¢inimo ako koristimo bilo koji od numerickih kodova ¢vorova (Gausov kod,
Dovkerov kéd, itd.) za dijagram sa n preseka ukupan broj moguénosti bio bi
2™, Ovde dolaze do izrazaja prednosti Konvejeve notacije koja proglasava neke
od promena preseka suvisnim, izjednacavajuéi preseke u sledeé¢em smislu:

Definicija 26 Dwva preseka p; i p; dijagrama cvora Ky datog u Konvejevoj no-
tacigi su ekvivalentna kao kandidati za promenu preseka ukoliko postoji celobrojni
splet u zapisu cvora Ky koji sadrZi oba preseka p; @ pj.

Gausov kod ¢vora sa 7 preseka na levoj strani slike 56 je {{1,—6,2,—7,5,—1,
3,—4,6,—2,7,—5,4,—3}}. Na osnovu ovakvog zapisa rac¢unarskim programom
nije moguce odrediti da li ¢e se nekim promenama preseka kao rezultat do-
biti identican ¢vor. Stoga se namece ideja da vrsimo promenu svakog od 7
preseka, a zatim razmatramo novodobijene ¢vorove. Ukoliko se promeni pre-
sek 2 (oznacen strelicom na slici), dobija se ¢vor prikazan u gornjem desnom
uglu slike. Gausov kdd ¢vora sa promenjenim presekom se jednostavno do-
bija tako S$to se u pocetnom Gausovom kodu promene predznaci ispred sim-
bola koji oznacava presek u kome se dogodila promena, pa dobijamo Gausov
kod {{1,-6,-2,—-7,5,—1,3, —4,6,2,7, 5,4, —3}}. Novodobijeni Gausov kod
poseduje isti broj preseka kao i polazni kod. Sa slike se vidi da su preseci 21 7
suvisni i da se ovaj Gausov kod moze pojednostaviti primenom drugog Rajde-
majsterovog poteza.

Sa druge strane, ukoliko se isti dijagram posmatra u Konvejevoj notaciji
(donji levi ugao slike 56), situacija se racunski pojednostavljuje. Konvejev zapis
¢vora 73 je 34. Prethodna definicija nam govori da je promena preseka ps
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Slika 56: Promena znaka preseka u ¢voru 73 zapisanog u Gausovoj i Konvejevoj
notaciji

ekvivalentna promeni bilo kog od preseka pi, po ili ps, a promena preseka u
celobrojnom pozitivnom spletu k daje celobrojni splet & — 2 (tj. u spletu 2 na
ovom primeru). Dakle, novodobijeni ¢vor je 32, i ima 3 + 2 = 5 preseka. Na
osnovu toga, umesto 7 pojedina¢nih promena preseka u Gausovom kodu, broj
promena preseka je smanjen na 2 (samo jedna promena preseka u spletu 3 i
samo jedna u spletu 4).

Dakle, Konvejeva notacija nam omogucéava da promene preseka vrsimo u
celobrojnim spletovima, a ne u pojedina¢nim presecima. Na taj nac¢in dimenzija
problema se smanjuje sa n na n., pri ¢emu je n broj preseka u dijagramu, a n.
broj celobrojnih spletova u Konvejevom zapisu tog dijagrama.

Osnovu svih nasih proracuna, koriséenih za konstrukciju tablica rastojanja
¢vorova, ¢ine upravo parovi ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1. Kao i H. Mun,
koristi¢emo svojstvo da se svaka dva ¢vora K1 = N(T4) 1 Ko = N(T-), gde
su Ty 1 T_ spletovi koji se razlikuju u jednom preseku, a N(T') predstavlja
brojilacko zatvorenje spleta T, nalaze na rastojanju 1 [97]. Polazeéi od parova
¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1, zahvaljujuéi svojstvima Konvejeve no-
tacije da odredene promene u delu ¢vora ostaju lokalizovane i ne uticu na
ponasanje ostatka ¢vora, dobijene pojedina¢ne rezultate mozemo prosiriti sa
parova ¢vorova na familije ¢vorova.

Na slici 57 u gornjem levom uglu prikazan je ¢vor 55 ¢iji je Konvejev simbol
23. Posto se ¢vorovi zapisani u Konvejevoj notaciji sastoje od spletova, sve
promene nad njima se mogu posmatrati nad njihovom algebrom. Promene ¢emo
vrsiti u desnom spletu 3 i posmatrati kako se one odrazavaju na ostatak ¢vora,
u ovom slucaju na splet 2 (zaokruzen plavim krugom na slici). Ukoliko broj
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Slika 57: Cvor 23 i posledice poveéavanja preseka u spletu 3

preseka spleta 3 povecamo sa 3 na 5, dobijamo ¢vor 25 prikazan u donjem
levom uglu slike. Promena je lokalizovana u smislu da dodatni preseci ostaju u
spletu 5 i nijedan se, u smislu Konvejeve notacije, ne moze ” prosetati” do ostatka
¢vora, tj. preneti u splet 2. Splet 2 (ili bilo koji drugi deo ¢vora koji bi se u
opstem sluc¢aju nasao na njegovom mestu) ostaje neizmenjen. Takode, krajevi
niti spleta 2 ostaju povezani na isti na¢in kao na pocetku — nit SZ se spaja sa
niti JI, a nit SI sa niti JZ. Na identican nac¢in se ¢vor ponasa ukoliko se splet 3
uveca do spleta 7 (videti ¢vor 2 7 na slici 57). Obratimo paznju da, ukoliko splet
3 povetamo samo za jedan presek, krajevi niti spleta 2 ne ostaju povezani na isti
nacin (videti ¢vor 24 na slici 57) — SI nit se povezuje sa JI niti, dok se SZ spaja
sa JZ niti. Ovo moze prouzrokovati promenu broja komponenata ¢vora ili linka.
Prema tome, kao rezultat dodavanja dva preseka bilo kom celobrojnom spletu,
broj komponenata ostaje o¢uvan, promene ostaju lokalizovane i kao rezultat
daju familije ¢vorova ili linkova. Isti postupak mozemo koristiti i za smanjenje
duzina celobrojnih spletova. Promene nisu lokalizovane samo u dva specijalna
(grani¢na) sluc¢aja — zameni spleta 2 spletom 0 i zameni spleta 1 spletom —1 ili
obratno.

Cvor ili link ¢iji su svi celobrojni spletovi duzine 2 ili 1, tj. évor ili link dat
Konvejevom notacijom, koji sadrzi u svom zapisu samo celobrojne spletove 1,
—1, 2, ili —2, naziva se osnovni link (eng. source link). Ukoliko pored ovih
spletova sadrzi i spletove 3 ili —3, ovakav ¢vor ili link nazivamo generisucim
évorom ili linkom [87).

Formalna definicija familija ¢vorova i linkova datih u Konvejevoj notaciji
glasi:
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Definicija 27 Za cévor ili link L, dat u neredukovanoj Konvejevoj notaciji sim-
bolom C(L), * oznacimo sa S skup brojeva u Konvejevoj notaciji, pri éemu su
iz ovog skupa iskljuceni redni brojevi bazicnih poliedara i nule (koje oznacavaju
poloZaje spletova u temenima bazicnih poliedrara). Za C(L) i proizvoljan
(neprazan) podskup S skupa S familija Fg(L) cvorova ili linkova izvedenih iz
L se dobija zamenom svakog a € S, a # 1, sa sgn(a)(|a| + ka) 2a ko € N, gde
je sgn(a) znak broja a [87].

To znaci da svi ¢vorovi ili linkovi, koji se dobijaju iz nekog osnovnog ¢vora
S ili linka zamenom pojedinacnih celobrojnih spletova duzine 2 spletovima vece
duzine, predstavljaju familiju izvedenu iz S.

Cvorovi ili linkovi izvedeni iz generisuéeg linka G dodavanjem nekog is-
toznacnog parnog broja svakom celobrojnom spletu duzine 2 ili 3 ¢ini podfamiliju
izvedenu iz G.

Ovo znaci da podfamiliju dobijamo ako su svi k, u definiciji familije parni.
Svi ¢vorovi (linkovi), koji pripadaju istoj podfamiliji, imaju isti broj kompone-
nata.

Iz proizvoljnog para ¢vorova sa rastojanjem jednakim 1 koji su zadati u
nekoj numerickoj notaciji (Gausovim kodiranjem, Dovkerovom notacijom, P-
data, ...) ne mozemo rezultate prosiriti na ¢vorove sa slicnim osobinama jer
nam numericka kodiranja ne pruzaju nikakve informacije o samoj topologiji
¢vora i celobrojnim spletovima koji ucestvuju u njima. Zahvaljujuéi Konveje-
vim simbolima, mnoga svojstva ¢vorova mozemo generalizovati i proSiriti na
(pod)familije ¢vorova ili linkova. Na slici 55 prikazan je ¢vor 67 i njegova slika
u ogledalu 164, ¢ije je Gordijevo rastojanje jednako 1 i ostvaruje se na njihovim
neminimalnim dijagramima (3 —1-3) i (31—3). Na slici je oznacen sredisnji
presek u kome je potrebno izvr§iti promenu (tj. prevesti splet —1 u 1) da bi
se ¢vor 61 konvertovao u !6;. Kao i u prethodno opisanom primeru, svojstva
koja vaze za ¢vorove 67 i !61, mozemo proSiriti na njihove familije koje su date
svojim neminimalnim dijagramima (2p+1) =1 —(2¢+1)i (2p+1)1 — (2¢+1).
Za dato p i g, ¢vorovi iz ove dve familije ¢e se ponaSati na isti nacin kao i
¢vorovi 61 1 161, tj. u évoru (2p + 1) —1—(2g + 1) e biti potrebno promeniti
sredisnji splet —1 u 1 da bi se dobio évor (2p + 1)1 — (2¢ + 1), pa Ce ras-
tojanje dobijenih dijagrama takode biti jednako 1. Na kraju, posto radimo
sa neminimalnim dijagramima familija, potrebno je ove dijagrame minimizo-
vati. Na taj nacin, polazeéi od ¢vorova 67 i 61, u okviru navedenih famil-
ija dobijamo redom parove ¢vorova (81,83) = (62,44), (104,103) = (82,64),
(12a803,12a1166) = (102,84),... sa Gordijevim rastojanjem jednakim 1. Na
slici 58 prikazani su ¢vorovi (81,83) = (62,44), koji su ¢lanovi podfamilija
2p+1)—1—-(2¢+1)i(2p+1)1—(2¢+1) za p = 2,¢ = 1, i njihovi nemini-
malni dijagrami. Crvenim je obelezen presek nad kojim se vrsi promena.

Za minimizaciju dijagrama ¢vorova koriséen je program KnotFind, a u cilju
prepoznavanja "leve” i ”desne” forme ¢vorova koriséen je Dzonsov polinom (i
signatura u sluc¢aju ¢vora 942).

1 Konvejeva notacija se naziva neredukovanom ako u simbolima bazi¢nih poliedara elemen-
tarni spletovi 1 u pojedina¢nim temenima nisu izostavljeni.
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Slika 58: Cvorovi 8 i 85 i njihovi neminimalni dijagrami na kojima se realizuje
Gordijevo rastojanje 1

KnotFind vrsi minimizaciju ¢vorova koriste¢i heuristike, a za modeliranje
ambijentalnih izotopija koristi, pored osnovnih Rajdemajsterovih poteza, ukupno
13 izvedenih poteza na dijagramima ¢vorova. Za ¢vor dat ulazom, Dovkerovim
kodom u Knotscape formatu, program KnotFind racuna njegov minimalni di-
jagram i prikazuje ga minimalnim Dovkerovim kodom. Ako su K; i Ky dva
proizvoljna ¢vora, a fKknotFind (K) izlaz iz KnotFind programa za dati ¢vor K,
tada vazi:

K1 i Ky suambijentalnoizotopni < fKnotFind(Ky) = fKnotFind(Ks)
(13)
Za sve polinomske invarijante P vazi samo implikacija:

K1 i Ky suambijentalnoizotopni = P(K;) = P(K>) (14)

Za dva ¢vora kojima odgovara isti polinom ne moze se tvrditi da su medusobno
jednaki (ambijentalno izotopni), pa polinomsko prepoznavanje ¢vorova ne daje
kompletne i jednoznacne rezultate.

Originalni program KnotFind kao ulaz i izlaz koristi zapise u tekstualnim
fajlovima. Takva implementacija znatno usporava proracune, pa je u cilju
ubrzanja program KnotFind prilagoden direktnoj komunikaciji sa programom
Mathematica. Za integraciju sa Mathematica-funkcijama koriséen je simbolicki
interfejs visokog nivoa — MathLink i kreirana Mathematica-funkcija fKnotFind
koja kao ulaz, pored Dovkerovih kodova, prihvata i Konvejevu notaciju. Na taj
nacin, ulaz je generisan u programu Mathematica i prosleden MathLink pro-
gramu KnotFind koji se poziva iz Mathematica okruzenja. Na kraju, rezultat
funkcije se vrac¢a u program Mathematica.

Navedeni metodi koriséeni su u ovom radu za odredivanje parova ¢vorova
¢ije je Gordijevo rastojanje 1.
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Slika 59: Broj parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem jednakim 1

Koriséenjem predlozenih metoda dobijeno je 330 parova ¢vorova Cije je Gordi-
jevo rastojanje jednako 1. Proracuni su obuhvatili sve ¢vorove sa n < 9 pre-
seka, dok su se dosadasnji proracuni zasnivali uglavnom na radu sa racionalnim
¢vorovima te su rezultati koji ukljucuju évorove 935 — 949 bili izostavljeni iz
tablica rastojanja.

Od 330 dobijenih parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem jednakim 1,
123 su novi parovi, tj. u postoje¢im tablicama Gordijevih rastojanja do sada
za njih nije bila utvrdena vrednost rastojanja 1. Ukoliko se uporede vrednosti
iz tablica rastojanja ¢vorova samo do ¢vora 939, tada se predlozenim metodima
dobijaju 44 nova para ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1. Na grafiku sa slike
59 prikazani su i uporedeni brojevi parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1
dobijeni metodima izlozenim u ovom poglavlju i dosadasnjim tablicama Gordi-
jevih rastojanja.

Kao referentne rezultate posmatrac¢emo tablice date u doktorskoj disertaciji
H. Mun [97] koje predstavljaju prosirenje tablica D.V. Samnersa i I. Darsi
[67, 69]. Rezultati H. Moon prikazani su na delu grafika oznacenog natpisom
"H. Moon”. U delu grafika ozna¢enom narandzastom bojom i natpisom ”fGor-
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dianDistance” prikazani su rezultati dobijeni metodima predlozenim u ovom
poglavlju. Na levoj strani grafika prikazani su rezultati iz tablica Gordijevih
rastojanja koji sadrze ¢vorove sa n < 9 preseka, zaklju¢no sa ¢vorom 932. Na
desnom delu grafika prikazani su rezultati iz nasih tablica Gordijevih rastojanja
za sve cvorove do n < 9 preseka, tj. zakljucno sa ¢vorom 94¢.

Poboljsanja u tablicama Gordijevih rastojanja su ostvarena cak i za neke
parove ¢vorova za Cije rastojanje nije postojala nikakva procena, tj. interval
u kome se ono oc¢ekivalo bio je [1,n — 1], gde je n broj preseka veéeg ¢vora u
datom paru. Posebno je interesantan ¢vor 932. U dosadasnjim tablicama ras-
tojanja, za njega nije izracunato konkretno rastojanje ni do jednog ¢vora, iako
se njegovo rastojanje 1 do nekih ¢vorova ostvaruje veé na njegovom minimal-
nom dijagramu. To vazi za parove ¢vorova {922,162}, {922,63} 1 {922, 77}, dok
se za ¢vorove {922,919} rastojanje 1 ostvaruje na njihovim neminimalnim dija-
gramima. U postoje¢im tablicama, rastojanja izmedu ovih ¢vorova se ocekuju
u intervalu [1, 8]. Predlozenim metodama odredeni su dijagrami ¢vorova na ko-
jima se ostvaruje Gordijevo rastojanje 1 za ove parove. Time je dokazano da
vazi d(922,!62) = 1, d(922,63) = 1, d(922,77) =1i d(922,919) = 1. Takode,
pokazano je i da vazi d(922,944) = 1. Na slici 60 prikazani su dijagrami na
kojima se ostvaruju ova Gordijeva rastojanja 1.

Lista parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1 se moze preuzeti iz doku-
menata sa sajta Matematickog instituta (za parove ¢vorova kojima do sada
nije potvrdeno rastojanje 1 navedeni su i dijagrami na kojima se to rastojanje
ostvaruje):

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/GordianKnotDistanceslZekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/GordianKnotDistanceslZekovic.pdf.
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3.4.2 Donje granice Gordijevih rastojanja

Osnovu za izracunavanje Gordijevih rastojanja vec¢ih od 1 ¢ine Gordijeva
rastojanja jednaka 1 koja smo odredili predlozenim metodima.

Jos 1985. godine u [47] H. Murakami je definisao donju granicu Gordijevih
rastojanja ¢vorova i dokazao slede¢u teoremu koja procenjuje rastojanje ¢vorova
na osnovu vrednosti njihovih signatura.

Teorema 8 Za dva ¢vora K i Ko vazi
1
d(Kl,KQ) Z 5|0’(K1) — 0'(K2)| (15)

J. Mijazava (Y. Miyazawa) je u svom radu [101] predlozio nac¢in odredivanja
donje granice Gordijevih rastojanja nekih ¢vorova koristeéi tri polinomske in-
varijante: HOMFLYPT polinom, Dzonsov polinom i Q-polinom. Na osnovu
polinomalnih opstrukcija, Mijazava je iskljucio vrednosti 1 za neke od rasto-
janja.

HOMFLYPT polinom [49] predstavlja generalizaciju DZzonsovog polinoma na
dve promenljive. Njegov naziv je nastao od pocetnih slova prezimena njegovih
pronalazaca (J. Hoste, A. Ocneanu, K. Millet, P.J. Freyd, W.B.R. Lickorish,
D.N. Yetter, J. Przytycki i P. Traczyk).

Definicija 28 HOMFLYPT polinom P(L;v,z) € Z[v*!, 2% za orijentisani
link L je invarijanta klase izotopije linka L i definise se na sledeci nacin:

PU;v,z)=1; (16)
v P(Ly;v,2) —vP(L_;v,2) = 2P(Lg;v, 2). (17)

gde je U trivijalni évor, a (L4, L_, Lgy) skein trojka [101].
Mijazava je u [101] dokazao slede¢u teoremu koja daje donju granicu Gordi-

jevog rastojanja dva ¢vora, a moze se oceniti na osnovu vrednosti HOMFLYPT
polinoma u tacki (z,y) = (i,), gde je ¢ imaginarna jedinica i = v/—1.

Teorema 9 Za dva cvora K; i Ko sa Gordijevim rastojanjem d(Kq, Ks) = n
vazi

P(Ky;i,1)/P(Kasi,i) € {(—2)%0 <[ k |[< n} (18)
gde je i = +/—1.

Dzonsov polinom V[L;t] € Z[t*'/?] je specijalni slucaj HOMFLYPT poli-
noma, za u = t, v = t/2 — +71/2 (videti Definiciju 17). U istom radu [101]
dokazana je sledec¢a teorema koja pruza nova ogranicenja za vrednosti Gordije-

vih rastojanja u zavisnosti od vrednosti DZonsovih polinoma tih ¢vorova u tacki
im/3
e/,

Teorema 10 Za dva évora Ky i Ko sa Gordijevim rastojanjem d(K;1, Ko) =n

vazi

V(K1;e™3) )V (Ko e™/3) € {£(iv3)F);0 <| k |[< n}. (19)
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Q-polinom je uveden u [50].

Definicija 29 Q-polinom Q(L;z) € Z[z*'] za neorijentisani link L je invari-
janta klase izotopije linka L i definise se na sledeci nacin:

QU;z) =1; (20)
Q(L+;Z)+Q(L—;Z) = Z(Q(LO72)+Q(LOO7Z))7 (21)
gde je U trivijalni ¢vor, a (Ly,L_, Lo, Loo) skein cetvorka [102].

Veza izmedu Gordijevog rastojanja dva ¢vora i vrednosti njegovih Q-polinoma
data je slede¢om teoremom [101].

Teorema 11 Za dva évora Ky i Ko sa Gordijevim rastojanjem d(Ki, Ka) =n
vazi

Q(K1: —1)/Q (K2 1) € {(=3)%0 <| k |< n}. (22)

Mijazava u [101] takode definise i dodatne uslove Teoreme 8 pod kojima vazi
stroga nejednakost:

d(Ky, K>) > %|U(K1) — o (K>)). (23)

Ogranicenja data formulama (15), (18), (19), (22) i (23) bice koriséena pri
proceni vrednosti Gordijevog rastojanja dva ¢vora. Za svaki par ¢vorova bice
razmatrano koji su od uslova definisanih gornjim teoremama zadovoljeni i na
taj nacin ¢e biti odredena donja granica njihovog rastojanja. Naravno, ukoliko
na osnovu ovih ogranicenja bude dobijeno nekoliko razli¢itih vrednosti donjih
granica, uzimace se najveca od njih. U narednom odeljku predlozi¢emo metode
za odredivanje gornjih granica rastojanja ¢vorova. Ukoliko neki par ¢vorova
ima jednaku gornju i donju granicu rastojanja, ta vrednost se upisuje u tablice
kao kona¢na vrednost rastojanja. U suprotnom, u tablice se, umesto celobro-
jne vrednosti koja predstavlja rastojanje, upisuje interval u kome se rastojanje
nalazi.

3.4.3 Gornje granice Gordijevih rastojanja ¢vorova

Gordijevo rastojanje ¢vorova ima svojstvo metrike:
1. d(K1, K3) =0 akko Ky = K»;
2. d(K;,K2) = d(Kq, K1);
3. d(K1,K2) <d(Ki,K) + d(K, Ks), gde je K proizvoljni ¢vor [47].
Specijalno, nejednakost trougla za slucaj K = 0; ima slede¢i oblik:
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gde je u(K) broj odvezivosti évora K.

U opstem slucaju, ukoliko za proizvoljan par ¢vorova K, K’ postoje parovi
¢vorova {K;, K;11} za koje vazi d(K;, K;+1) = 1 (i = 1,..,n), gde je K =
K, K' = K,, tada vazi:

1<d(K,K'Y<n-1 (25)

Gordijeva rastojanja jednaka 1, koja su odredena metodima prikazanim
u prethodnom odeljku i nejednakost 25, predstavljaju osnovu za generisanje
tezinskog grafa ¢ija temena predstavljaju ¢vorove. Ivice tezinskog grafa nose in-
formaciju o Gordijevom rastojanju izmedu dva ¢vora (koja se nalaze u temenima
koje povezuje ta ivica), ukoliko je ono poznato. Najkraéi poznati put izmedu
dva temena grafa predstavlja gornju granicu Gordijevog rastojanja za ¢vorove
koji se nalaze u temenima grafa.

Zbir brojeva odvezivosti dva évora (nejednakost 24) i najkraéi put koji
povezuje ova dva ¢vora, dobijen obilaskom tezinskog grafa, ¢ine gornje granice
koje ¢emo koristiti pri proceni vrednosti Gordijevog rastojanja ta dva ¢vora.

3.4.4 Tablice Gordijevih rastojanja ¢vorova

Mijazava u [101] koristi sledeée posledice teorema koje je dokazao i koje
definisu uslove za odredivanje konkretnih rastojanja medu nekim ¢vorovima u
zavisnosti od vrednosti njihovih brojeva odvezivostii determinanata tih ¢vorova.

Posledica 1 Neka su Ky i Ko c¢vorovi za koje vazi u(Ky) = m i u(Ka) = I.
Neka vazi k = m+1—1iek = —(0(K1) — 0(K3))/2,e = £1. Ako vaZi
V(Ky;e™/3) |V (Ky; e™/3) = —(i\/gil)ak, tada je

d(K1, K3) =m +1. (26)

Posledica 2 Neka za ¢vor Ky vaziu(Ky) =1, 0(K1) = 0 idet(Ky) = —1(mod 3)
i neka za évor Ky vazi u(Ka) =1, o(K2) = £2 i det(K3) = 0(mod 3). Tada je

d(Ky, Ky) = 2. (27)

Koriséenjem ogranicenja definisanih u odeljcima 3.4.2 i 3.4.3 i posledica teo-
rema dokazanih u [101], izracunata su neka nova Gordijeva rastojanja ¢vorova
do n =9 preseka. Za neke parove ¢vorova jos uvek nije odredeno rastojanje, veé
samo intervali u kome se ono oc¢ekuje. U odeljku 3.4.1 opisan je nac¢in na koji se
rezultat dobijen za rastojanje odredenog para ¢vorova moze proSiriti na familiju
¢vorova. Naveden je primer para ¢vorova {61,161} sa rastojanjem d(61,!61) =1
i njihove odgovarajuce familije. Ova osobina vazi i za proizvoljna rastojanja
¢vorova, a ne samo za rastojanja 1, pa je ukljucena u algoritam za proracun
rastojanja.

Kompletni rezultati su organizovani u tablicama Gordijevih rastojanja ¢vorova,
medu kojima jos uvek postoje neodredene vrednosti (intervali kojima rastojanja
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Tabela 1: Gordijeva rastojanja ¢vorova
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pripadaju). U tabeli 1 prikazan je pocetni deo tih tablica. Rastojanja koja su
nova u odnosu na tablice H. Mun obelezena su crvenom bojom. Za parove
¢vorova {51,85} 1 {61,8s} utvrdeno je rastojanje 2. Ono se ostvaruje posred-
stvom cvorova 821 1944 (d(51, 821) = d(821, 85) =11 d(61, 944) = d(944, 88) = 1)

Prilikom poredenja sa aktuelnim tablicama ovog tipa (tablicama H. Mun),
neophodno je uzeti u obzir da je u odnosu na njih invertovana orijentacija
sledecih ¢vorova:

737 747 777 84; 85; 87; 887 810; 8197 937 95; 9107 911; 913; 9147 915; 9177 919; 921; 9227 926;
929, 930.

Kompletne tablice Gordijevih rastojanja mogu se preuzeti iz slede¢ih doku-
menata sa sajta Matematickog instituta:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/GordianKnotDistancesZekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/GordianKnotDistancesZekovic.pdf.

3.5 Hirurgija na ¢vorovima

Fundamentalna teorema koja povezuje teoriju povrsi u 2 i teoriju ¢vorova
je Sajfertova teorema. Ova teorema koju su prvi objavili F. Frankl i L. Pontjagin
(L. Pontryagin) 1930. god., a dokazao Sajfert 1934. god. glasi:

Teorema 12 Za svaki origentisani link L postoji orijentisana, povezana povrs
S u R ¢ija je granica L (tj. povrs S koja razapinje L [138].

Povrs S naziva se Sajfertova povrs linka L. Vizuelizaciju konstrukcije Sajfer-
tove povrsi, koja odgovara datom linku L, omogucava program Seifert View J.J.
van Vijka (J.J. van Wijk) [139].
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Slika 61: Sajfertova povrs

Homotopije, kao topoloske transformacije koje ¢uvaju invarijante, ne
dozvoljavaju sec¢enja i lepljenja. Medutim, upravo ova dva postupka predstavl-
jaju osnov hirurgija: operacija na povrSima koje menjaju njihove topoloske
osobine, ali omoguéavaju prelaz sa jedne klase ili vrste topoloskih povrsi na
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druge. Tipi¢an primer za to je konstrukcija povrsi roda g > 1 kao sto je "sfera
sa ruckama”.

Analizirana hirurgija u ovom radu je lepljenje traka koriséeno kao odvezujuéa
operacija ekvivalentna sa zaravnjivanjem. Umesto zaravnjivanja nekog preseka,
isti efekat se moze postiéi i lepljenjem traka na ivicu Sajfertove povrsi, pri cemu
se razlicite transformacije nekog ¢vora ili linka u neki drugi ¢vor ili link mogu
ostvariti lepljenjem uvrnutih traka ili veceg broja traka sa krajevima zalepljenim
na razlicitim delovima Sajfertove povrsi. Slika 62a ilustruje ekvivalentnost lep-
ljenja traka i (orijentisanog ili neorijentisanog) zaravnjivanja, a slika 62b ilus-
truje uvrtanje trake zalepljene na ivicu Sajfertove povrsi ukoliko se krajevi trake
kreé¢u po ¢voru ili linku. Konstatovali smo da su lepljenje traka i zaravnjivanje
ekvivalentne operacije u odnosu na rezultat koji daju, ali izmedu njih postoji
izvesna razlika u informacijama koje nose. U sluc¢aju lepljenja traka svi preseci
pocetnog dijagrama ostaju neizmenjeni, pa je na taj nacin o¢uvana kompletna
informacija o njima. Pri zaravnjivanju, presek u kome se zaravnjivanje vrsi biva
zamenjen dvostranim ogledalom (markerom), pa informacija o tome da li je to
bio pozitivan presek +1 ili negativan presek —1 ne ostaje oc¢uvana. To znaci
da je ¢vor dobijen zaravnjivanjem nekog preseka ¢ mogao da nastane iz dva
razlicita ¢vora: jednog u kome je presek ¢ bio pozitivan, a drugog u kome je on
bio negativan. Ovo ilustruje slika 62c: na gornjem delu slike prikazane su obe
operacije, lepljenje trake i zaravnjivanje primenjene na ¢vor (1,1,1) = 31, au
donjem delu slike iste operacije primenjene na neévor (1,1,—1) = 0y, tj. &vor
31 u kome je desni pozitivni presek zamenjen negativnim. Dok na dijagramima
sa lepljenjem trake uocavamo ovu razliku, na dijagramima koji prikazuju zar-
avnjivanje vidimo samo da smo u oba slucaja dobili isti rezultat, necvor, ali
ne znamo da li je on dobijen zaravnjivanjem iz ¢vora 3; ili iz neminimalnog
dijagrama necvora (1,1, —1) = 0;.

Hirurgija molekula i hirurgija DNA igra veoma znacajnu ulogu u hemiji i
biologiji. Sezdesetih godina proslog veka hemicari su se zaisteresovali za sin-
tezu molekula u obliku ¢vorova i linkova, pa H. Fris (H. Frish) i E. Vaserman
(E. Wasserman) 1961. sintetiSu prvi par molekularnih prstenova u obliku Hop-
fovog linka 2%, a 1989-te K. Ditrih-Buseker (C. Dietrich-Bushecker) i J.-P. Sovaz
(J.-P. Sauvage) sintetisu prvi molekularni évor, trolisnik 3; koji se sastojao od
124 atoma [140].

Sa razvojem nanotehnologije biolozi i hemicari su danas u stanju da ”pletu”
molekule DNA u formi poliedara. Slika 63 prikazuje DNA-kocku realizovanu u
laboratoriji N. Simana (N. Seeman) [141].

Poliedarski ¢vorovi i linkovi [142] predstavljaju siroko i jos uvek nedovoljno
prouceno podrucje teorije ¢vorova, ¢iji teorijski rezultati mogu da posluze kao
povod za prakticnu realizaciju poliedarskih ¢vorova i linkova u hemiji i biologiji
(slika 64).

3.6 Topoizomeraze

DNK ¢évorovi i linkovi se u biologiji nazivaju katenani (eng. catenanes) i
javljaju se u toku replikacije (kopiranja DNK) i rekombinacije (rearanziranja
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~]

Trolisnik Orijentisano i Lepljenje Cvor sa trakama i Ekvivalencija lepljenja
neorijentisano traka prekinutim nitima  traka i zaravnjivanja

(a)

A

zaravnjivanje

(b) (c)

Slika 62: (a) Ekvivalentnost zaravnjivanja i lepljenja traka; (b) uvrtanje trake
pri kretanju njenih krajeva po linku (c) lepljenje traka i zaravnjivanje u ¢voru
31 ine¢voru (1,1, —1) =04

Slika 63: DNA-kocka

DNK). Cvorovi i linkovi DNK se takode javljaju kao rezultati enzimskih akcija,
kao $to su dejstva topoizomeraza, rekombinaza i transposaza [76, 45]. Nakon
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Slika 64: Poliedarski link izveden iterativnim postupkom

prvih snimaka DNA koja formira ¢vorove (slika 65) iz 1985. god., K. Ernst i
D.V. Samners su prvi koristili spletove za modelovanje protenskih-DNK kom-
pleksa [132]. Pod mentorstvom D.V. Samnersa i u svom daljem samostalnom
radu I. Darsi nastavlja u istom pravcu, izucavajucéi primene teorije ¢vorova u
molekularnoj biologiji resavanjem topoloskih jednacina spletova, stavljajuéi ak-
cenat na racionalne ¢vorove. Od svog nastanka do danas, teorija ¢vorova u DNA
postaje znacajna oblast primena teorije ¢vorova, ¢iji su neki od najznacajnijih
protagonista A. Stasiak, D. Bak (D. Buck), M. Vaskez (M. Vazquez), autor pro-
grama Tangle Solve [143], K. Valensija (K. Valencia), N. Janoska koja se bavi
DNA racunarstvom, i dr. Detaljan pregled gotovo svih znacajnih dostignué¢a u
ovoj oblasti dat je u radu D. Bak [96].

Slika 65: DNK ¢vor snimljen elektronskim mikroskopom

Modelovanje akcija nekih proteina na lancima DNK diskutovano je u radu
[94]. Ukratko ¢emo predstaviti nac¢in modelovanja akcija topoizomeraza.

Izomeraze su enzimi koji katalizuju odredeno strukturno preuredivanje
izomera. Topoizomeraze su izomeraze koje menjaju topologiju DNK molekula.
Topoizomeraza I je protein koji raskida jednu nit dvostrukog lanca DNK,
dopustajuci da druga nit prode kroz novonastali prolaz, a zatim ponovo povezuje
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pocetnu nit. Topoizomeraza I je protein koji omogucava slican proces, ali raski-
danjem obe niti u lancu. DNK tezi da se nalazi u nekom od kompaktnih oblika, u
supernamotaju, u¢vorena ili spojena u obliku lanca sastavljenog od karika (kate-
nacija). U toku procesa replikacije i transkripcije DNK mora biti slobodna kako
bi se moglo pristupiti informacijama, pa je DNK u tim slu¢ajevima potrebno
odmotati. Topoizomeraze su zasluzne za navedena odmotavanja i zamotavanja
DNK. Vezivanjem za jednu ili obe niti DNK, topoizmeraza privremeno raskida
tu nit (ili obe) generisuéi prolaz, propusta drugi deo lanca kroz njega i ponovo
povezuje iste krajeve koje je rastavila.
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Slika 66: Akcija topoizmeraze na supernamotaju DNK

Na slici 66 je prikazan nacin delovanja topoizomeraze nad supernamotajem
DNK, kao i na¢in na koji se vrsi promena preseka. Topoizomeraza je oznacena
zutim oblikom prikazanim na slici. Ona se vezuje za crnu nit i nakon toga
izvrSava promenu preseka u kome je crna nit prelazila preko crvene. Nakon ak-
cije topoizomeraze, crna nit ¢e se u tom preseku nalaziti ispod crvene, a potom
¢e uslediti relaksacija. Supernamotaj mozemo jednostavno vizuelizovati tele-
fonskim kablom koji je spiralnog oblika. Ukoliko fiksiramo jedan kraj takvog
kabla, a drugi kraj potnemo da uvréemo, primeticemo da kabl postaje napet
i otprilike na sredini, pocinje da se uvrée sam oko sebe, tj. da pravi namotaj
oko namotaja, preciznije — supernamotaj. Na slici 66 se vidi da se promenom
jednog preseka supernamotaja, njegov ukupan broj preseka smanjuje za dva i
supernamotaj postaje relaksiraniji. Posto osnova za koju se vezuje topoizomer-
aza moze biti jednostruki ili dvostruki lanac, na slikama ¢emo ih predstavljati
jednom linijom, ali uz napomenu da ona oznacava oba tipa DNK lanaca.

Na slici 67 prikazano je vezivanje topoizomeraze na DNK sa 4 preseka.
Crvenim krugom je oznacena lokacija na kojoj topoizomeraza vrsi promenu pre-
seka, nakon ¢ega se DNK odmotava, tj. prelazi u necvor.

D)

Slika 67: Model akcije topoizomeraze koja menja presek DNK
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Primer koji je naveden je ¢vor koji se odvezuje promenom samo jednog pre-
seka i to bilo kog. Da bi se odvezali, nekim ¢vorovima je dovoljna jedna prom-
ena, ali tacno odredenog preseka. Postoje naznake da topoizomeraze mogu
da naprave razliku izmedu preseka, tj. da ocene koji presek bi najbolje bilo
promeniti da bi se $to pre stiglo do nec¢vora [80].

Naravno, neée biti mogucée svaki u¢voreni lanac DNK odvezati samo jed-
nom promenom preseka, pa nam tada broj odvezivosti ¢vora moze posluziti za
izucavanje akcija topoizomeraza [69]. Ukoliko je broj odvezivosti nekog ¢vora K
jednak u = u(K), to zna¢i da taj enzim mora da dejstvuje najmanje u puta da
bi se taj lanac DNK odvezao. Sli¢no, ukoliko je rastojanje izmedu dva ¢vora K;
i K3 jednako d = d(K, K2), to znadi da topoizomeraza mora delovati najmanje
d puta na lanac DNK koji predstavlja prvi ¢vor, da bi se on transformisao u
lanac DNK koji odgovara drugom ¢voru.

Topoizomeraze su katalizatori DNK replikacije i transkripcije [75, 83], a
imaju¢i u vidu da se cCelije raka replikuju mnogo brze nego zdrave Celije,
topoizomeraze predstavljaju jednu od glavnih meta lekova protiv raka [64]. Ve-
liki broj antibakterijskih lekova takode ima za cilj ometanje funkcije topoizomer-
aza.

U vecini slucajeva, velicina DNK| koja je vezana u okviru proteinskog DNK
kompleksa, je mala [94] pa se takvi delovi DNK mogu modelovati ¢vorovima sa
malim brojem preseka. Zbog toga se tabele rastojanja ¢vorova do n = 9 preseka,
koje su date u ovom radu, mogu iskoristiti za odredivanje verovatnoce prelaska
DNK ¢vora iz jednog stanja u drugo, tj. predvidanje formiranja nekog novog
DNK c¢vora nastalog ovim prelaskom. Imajuc¢i u vidu da su postavljene osnove
kontrolisanog povezivanja i raskidanja Cestica [86], tabele rastojanja se mogu
iskoristiti za predvidanje promena nad konfiguracijom nekog ¢vora DNK; izbega-
vanje nezeljenih promena nad lancima, kao i katalizaciju promena ka pozeljnim
stanjima.

Potencijalna tema istrazivanja moze biti suzavanje klase posmatranih ¢vorova,
tj. izdvajanje konkretnih pocetnih i krajnjih stanja lanaca DNK i procena
moguénosti prelaska iz jednog navedenog stanja u drugo primenom rezultata iz
tablica rastojanja. Rastojanja ¢vorova u tablicama su izra¢unata za sve parove
¢vorova do n = 9 preseka. Algoritam koji je koriséen se moze, bez dodat-
nih modifikacija, primeniti i za odredivanje rastojanja ¢vorova sa veéim brojem
preseka. Jedino ogranicenje predstavljaju fizicki resursi racunara. Suzavanjem
klase ¢évorova koju posmatramo dobijamo manje precizne rezultate (zato sto
ne uzimamo u razmatranje svih moguéih putanja u grafu rastojanja ¢vorova),
ali ih dobijamo brze. U zavisnosti od tipa zadatka (ukoliko nam je dovoljna
samo gornja granica rastojanja), ovakav nacin odredivanja rastojanja moze biti
prihvatljiv.
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4 Rastojanja ¢vorova nastala zaravnjivanjem (s-
rastojanja)

Promena preseka je odvezujuéa operacija. Cvor takode mozemo odvezati i
operacijom zaravnjivanja preseka. Operacija zaravnjivanja je komplikovanija za
implementaciju u ra¢unarskim programima od operacije promene preseka, pa je
zbog toga do sada rede koris¢ena i u manjem broju istrazivanja su razmatrane
ove promene. Zaravnjivanje ima veoma vaznu ulogu u teoriji ¢vorova bududi da
sve skein relacije, koje se primenjuju prilikom izracunavanja najvaznijih poli-
nomskih invarijanata ¢vorova (Konvejev, Aleksanderov, Dzonsov, HOMFLYPT
ili Kaufmanov polinom), koriste zaravnjivanje preseka.

Slika 68: Tlustracija zaravnjivanja preseka

Podsetimo se da rastojanje ¢vorova nastalo zaravnjivanjem preseka, tj. s-
rastojanje ¢vorova K i Ky, predstavlja minimalan broj zaravnjivanja preseka
¢vora K7 potrebnih da bi se on konvertovao u ¢vor Ky, gde je minimum uzet po
svim dijagramima ¢vora K;. Specijalno, s-rastojanje ¢vora K7 do ne¢vora 01 je
s-broj odvezivosti ¢vora Ki. Broj odvezivosti nastao zaravnjivanjem, tj. s-broj
odvezivosti nekog ¢vora K, predstavlja minimalan broj potrebnih zaravnjivanja
preseka ¢vora K; da bi se on odvezao, takode uzet po svim dijagramima ¢vora
K;. Kao i u slucaju Gordijevih rastojanja, s-rastojanja ¢e se najcesce realizo-
vati na neminimalnim dijagramima, sto predstavlja glavnu otezavajuéu okolnost
prilikom njihovog izracunavanja.

T. Abe i T. Kanenobu su u [103], [102] prikazali tablice ¢vorova do n = 9 pre-
seka koji imaju s-broj odvezivosti jednak 1. U ovom poglavlju bic¢e dat pregled
metoda koje su koristili, a zatim ¢e biti predlozen novi algoritam za odredivanje
s-broja odvezivosti. Koriséenjem ovog algoritma smo otkrili neke ¢vorove sa
s-brojem odvezivosti jednakim 1 koji nedostaju u postojeé¢im tablicama. Na
kraju ¢e biti prikazane prosirene tablice ¢vorova do n = 11 preseka sa s-brojem
odvezivosti jednakim 1.

Abe i Kanenobu su izrac¢unavali s-rastojanja ¢vorova i objavili tablice za
¢vorove do n = 7 preseka. U ovom poglavlju bi¢e dat pregled njihovih metoda,
predlozeni novi metodi za izracunavanje s-rastojanja ¢vorova i uporedeni rezul-
tati. Na samom kraju, bic¢e izlozene prosirene tablice s-rastojanja za ¢vorove do
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n = 9 preseka.

4.1 Transformacija dijagrama linka pomo¢u H(n)-pokreta

Dz. Hoste je dokazao da se svaki link moze odvezati upotrebom H(S3)-
pokreta. Generalizaciju ove operacije na dijagramima linka prikazali su u svom
zajednickom radu Dz. Hoste, J. Nakanisi i K. Tanijama [54]. Oni uvode H(n)-
pokret na nac¢in prikazan na slici 69. H(n) je lokalna promena dijagrama koja
se vrsi na trivijalnom spletu koji se rotira na nacin prikazan na slici 69, dok
ostatak dijagrama ostaje nepromenjen.

H(m)—
move

Slika 69: H(n) pokret

H(n)-pokret se definiSe na neorijentisanim dijagramima linkova. U istom
radu autori uvode analogni SH(n)-pokret koji predstavlja H(n)-pokret na ori-
jentisanim dijagramima linkova. Sve teoreme u njihovom radu dokazane su za
oba slucaja, na neorijentisanim i orijentisanim dijagramima.

Teorema 13 Za dato n € N svaki cvor se moZe konvertovati u trivijalni cvor
(necvor) primenom konacnog broja H(n)-pokreta, tj. H(n)-pokret predstavlja
odvezujuéu operaciju [54).

U istom radu uveden je broj odvezivosti u,(K) ¢vora K.

Definicija 30 Za dati ¢cvor K € S3, n € N, n > 2, u,(K) predstavlja min-
imalni broj potrebnih H(n)-pokreta koji transformisu cvor K wu trivijalni cvor,
gde je minimum uzet po svim dijagramima cvora K.

Posebno, kao specijalni slu¢aj autori isticu H(2) pokret prikazan na slici 70
i zabranjuju promenu broja komponenata prilikom izvodenja te operacije. U
narednoj lemi, citiranoj iz njihovog rada, Hoste i njegovi saradnici dokazuju da
je H(2) odvezujuéa operacija. U radu uvode i njoj odgovarajuéi broj odvezivosti
uz(K) ¢vora K kao minimalni broj H(2)-pokreta neophodnih da bi se évor K
odvezao, gde je minimum uzet po svim dijagramima cvora K.

Lema 1 Svaki cvor se moZe transformisati w trivijalni cvor konacénom pri-
menom H (2)-pokreta.

95



: @ ! H(2) move @ :

Slika 70: H(2)-pokret

Definicija 31 H(2)-Gordijevo rastojanje dva ¢vora K i Ko predstavlja mini-
malan broj H(2)-pokreta potrebnih za konvertovanje évora Ky u Ks, gde je min-
imum uzet po svim dijagramima cvorova Ky i Ko i obelezava se sa da(K7, K2).

Specijalno, H(2)-Gordijevo rastojanje ¢vora K do necvora jeste H(2)-broj
odvezivosti tog ¢vora, tj. da(K,01) = uz(K).

Hoste i njegovi saradnici su definisali i invarijantu h(K) ¢vora K kao min-
imalno n za koje vazi u,(K) = 1. U svom radu oni odreduju zavisnost ove
veli¢ine u odnosu na Gordijev broj u(K) ¢vora i minimalni broj preseka ¢vora
K, a takode odreduju i odnose izmedu razli¢itih brojeva odvezivosti. Navesé¢emo
relacije koje su interesantne za dalji tok nasih istrazivanja.

Teorema 14 Za c¢vor K wvazi sledece:

1. ug
2
3
4. h
5

gde je u(K) standardni broj odvezivosti (tj. Gordijev broj), a cr(K) minimalni
broj preseka ¢vora K.

Navedena teorema predstavlja autorov izbor relacija navedenih u razlic¢itim
teoremama u [54], gde su one i dokazane.

4.2 H(2)-pokret i operacija lepljenja traka

Hoste, Nakanisi i Tanijama su uveli H(n)-pokret — transformaciju dijagrama
linka. Posebno razlikuju H(2)-pokret, operaciju koja zahteva o¢uvanje broja
komponenata. Dokazali su da je H(2) odvezujuca operacija i definisali H(2)-
broj odvezivosti uz(K) ¢vora K kao minimalni broj H(2)-pokreta neophodnih
da bi se odvezao ¢vor K, gde je minimum uzet preko svih dijagrama ¢vora K.
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V.B.R. Likoris (W.B.R. Lickorish) [51] i K. Nakadzima (K. Nakajima) [68] su
izracunali H(2)-brojeve odvezivosti é¢vorova do n = 7 preseka. U radu [95] Ka-
nenobu i Mijazava uvode nove kriterijume za odredivanje ovog broja odvezivosti
i prosiruju tablice obuhvatajuci ¢vorove do n =9 preseka.

Abe i Kanenobu generalizuju prethodni koncept posmatrajuéi operaciju lep-
ljenja traka (eng. band surgery) na neorijentisanim dijagramima koja se moze
opisati kao u [103] na sledeé¢i nac¢in. Neka je L link, a b: I x I — S utapanje
takvo da L Nb(I x I) = b(I x JI), gde je I jedini¢ni interval [0,1]. Ukoliko
je link M = (L(I x 0I)) Ub(9I x I), tada kazemo da je M dobijen iz linka L

operacijom lepljenja trake B, gde je B = b(I x I) (videti sliku 71).

= )€

L LUB=MUB

oy 6
«) SD

Slika 71: Operacija lepljenja traka

U radu [102] Kanenebu izucava H(2)-rastojanje ¢vorova, operaciju koja za-
hteva ocuvanje broja komponenata i navodi nekoliko kriterijuma za odredivanje
ovog rastojanja.

Prvi od njih je kriterijum koji se zasniva na invarijantama ¢évorova (koristi
signaturu, Arf invarijantu i Dzonsov polinom) i opisan je teoremom 3.3 datoj u
[102].

Na osnovu navedene teoreme i nejednakosti da(K7, K2) < ua(K1) + ua(Ka2)
lako se mogu izracunati sledeca rastojanja:

U2(818) = 3, u2(821) = 3, U2(31#940) = 3id2(31#31, 51) = 3. (28)

Drugi kriterijum se odnosi na évorove K; i Ky za koje vazi V(Kj;w) =

+iv/3, V(Ka;w) = +iy/3. U [102] su dati uslovi koji moraju biti zadovoljeni da

bi dva ¢évora imala H(2)-rastojanje jednako 2 i dokazano je da se sledeéi parovi

¢vorova { K7, K»}, koji zadovoljavaju navedeno svojstvo i imaju determinantu
deljivu sa 3, nalaze na rastojanju 2:
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Tabela 2: H(2)-Gordijeva rastojanja ¢vorova do 5 preseka

[+ & [ = [
3 0 |1Fig6|2IV,V'| 21T
3,0 || 21 2TV',V’ | 1 Fig.6
4 0 23110 | 1 Fig.6
51 0 2V
5! 120 | 2V
5! 2 IIT’
{31,61}, {131,61}, {31,71}, {61,31#41 }, {161, 3144}, {77,177} (29)

Dokaz se razlikuje za slucajeve |o(K1) — o(K2)| =21 o(K1) = 0(Ka).
U istom radu navoden je i tre¢i kriterijum. On se zasniva na vrednostima

Q-polinoma. Ako je p(K) = Q(K;(v/5—1)/2)), tada vazi sledeéa teorema [95].

Teorema 15 Ukoliko za évorove K1 i Ko vaZi do(K1, K2) = n, tada:

p(K1)/p(K2) € {£V5 V5 "k = 0,41, .., £(n — 1)} (30)

Iz navedene teoreme direktno sledi da, ukoliko je p(K) = £+/5 ", tada vazi
Uy > N.

Osvrnimo se i na odnos H(2)-Gordijevog rastojanja i obi¢nog Gordijevog
rastojanja. Ako su K; i Ky ¢vorovi takvi da d = d(K1, K3), tada je d broj
preseka koje je potrebno promeniti da bi se ¢vor K7 konvertovao u Ks. Svaki
od tih d preseka moze biti pozitivan ili negativan. Neka je dT broj preseka koji
su pozitivni, a d~ broj negativnih. Tada vazi teorema 10.1 iz [102]:

Teorema 16
do(K1, Ko) < d(Ky,Ks) + 1. (31)

Ukoliko su d* i d~ parni, tada
do (K1, Ko) < d(Ky, K3). (32)

Primenom navedenih kriterijuma, Kanenobu i njegovi saradnici su izveli
tablice H(2)-Gordijevih rastojanja za ¢vorove do n = 7 preseka i prikazali ih
u svom radu. U Tabelama 2 i 3 prikazan je deo tih tablica, za ¢vorove do n = 6
preseka. U svakoj koloni, pored samog rastojanja ¢vorova, navode se i metodi
koji su u tom radu primenjeni za odredivanje rastojanja. Oznake 1-2, 2-3, 1-3
znace: 11ili 2, 2ili 3, 1 ili 2 ili 3, redom. Lista metoda je navedena u [102] u
devetom poglavlju. Za sliku u ogledalu ¢vora K u navedenom radu koriséena je
oznaka K.
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Tabela 3: H(2)-Gordijeva rastojanja ¢vorova do 6 preseka

I 60 | 6 | 6 | s | 3143,

31 2 VI’ 1 Fig.7 | 21V(44) 1 Note 1 1 Note 1

31! 2 VI’ 2 111 1 Fig.7

44 2V(55) | 2V(31) | 1Fig.7 | 21(31), V(31) | 21(31), I1(31), V(31)

51 1-20° | 1Fig.7 | 2 V(65) 3VD 21(6,!)

51! 1 Fig.7 1-2 O 3Vr

59 1 Fig.7 | 21D 1 Fig.7 2 1(34!) 21(34!)

5! 21V’ | 1Fig.7 21(31)

61 0 1-2 0’ 2 11(52) 2-3 11T’ 1 Fig. 7

61! 1-2 0O’ 2 IV’ 2-3 1IT’

65 0 1 Fig.7 21(31) 21(31)

65! 2 11T 21(3,!)

63 0 2 1(77) 3 VI(34)
31#3, 0 2 111(31)
31143, 1-2 0(3y)

Za sve parove ¢vorova za koje je primenom navedenih kriterijuma izracunato
rastojanje jednako 1 dati su dijagrami koji ta rastojanja prikazuju. Lepljenjem
(wvrnutih) trake Kanenobu i njegovi saradnici ukazuju na lokaciju H(2)-pokreta
koji prevodi jedan ¢vor u drugi. Lepljenje traka za parove ¢vorova iz Tabela 2 i
3, koji imaju H(2)-rastojanje jednako 1, prikazali su na slikama 72 i 73.

IRIRE

-'-ll —}31 52—}311 D92 —}4]_

Slika 72: Lepljenje traka na ¢vorovima do 5 preseka

U tablicama objavljenim u navedenom radu postoje i dalje neodredena rasto-
janja. Za par ¢vorova {51,!51} nije utvrdeno da li je H(2)-Gordijevo rastojanje
jednako 1 ili 2. Metodima koje ¢emo predloziti u ovom poglavlju pokazac¢emo da
je ono jednako 1. Iz tablica koje su rezultat nasih istrazivanja biée izostavljeni
neki parovi évorova kao $to su npr. {31,31#31} 1 {31, 31#!31} na osnovu pravila
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635 — 52 63 — 4 63 — 62 6 —> 5o
N N
7SS

31431 — 31! 3 1#3,! = 6,

WSS

D
05290

Slika 73: Lepljenje traka na ¢vorovima do 6 preseka

datih u poglavlju 1.4.1 i imajuéi u vidu da je uz(31) =11 ua(!31) = 1.
Kanenobuove tablice su rezultat istrazivanja H(2)-pokreta koji zahteva
ocuvanje broja komponenata.
Nasuprot tome, u radu [103] Abe i Kanenobu ispituju operaciju lepljenja
traka, dozvoljavaju promenu broja komponenata linka nakon primene ove
operacije i uvode sledeée pojmove rastojanja i broja odvezivosti.

Definicija 32 Neka su Ly i Ly neorijentisani ¢vorovi. b-Gordijevo rastojanje
(od eng. band-Gordian distance) linkova L1 i Lo oznacava se sa dy(L1, L2) i
definise kao minimalan broj operacija lepljenja traka potrebnih za konvertovange
linka Ly w Lo. Specijalno, b-broj odvezivosti évora K, uy(K), definise se kao
b-Gordijevo rastojanje cvora K do trivijalnog cvora, tj. up(K) = dp(K,01).

Abe i Kanenobu su definisali kriterijume za odredivanje b-broja odvezivosti i
njihovom primenom izracunali b-brojeve odvezivosti ¢vorova do n = 9 preseka.
Njihove tablice su prikazali u radu u [103]. H(2)-pokret se moze realizovati
kao operacija lepljenja trake. Pri primeni operacije lepljenja traka moze se
zahtevati o¢uvanje broja komponenata ili dozvoliti promena broja komponenata.
U slucaju odredivanja H(2)-broja odvezivosti ¢vora, zahteva se da nakon svake
operacije lepljenja traka broj komponenata ostaje ocuvan, tj. da niz odvezivanja
u tom slucaju sadrzi samo ¢vorove. Sa druge strane, u nizu linkova koji nastaje
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pri odredivanju b-broja odvezivosti mogu se naci linkovi koji imaju razli¢it broj
komponenata. Ocigledno je da takav niz moze biti kraé¢i od niza koji nastaje
odredivanjem H(2)-broja odvezivosti, pa vazi:

up(K) < ug(K). (33)

Nejednakost moze biti i stroga, Sto se moze uociti na primeru ¢vora 815 za
koji vazi up(818) = 2 1 ua(818) = 3. Pored ovog ¢vora, postoji beskonaéno
mnogo ¢vorova K za koje vazi up(K) = 2 1 ug(K) = 3 ([103], Teorema 7.1).
Stavise, vazi naredna teorema data u [103] koja opisuje relaciju izmedu H(2)-
Gordijevih rastojanja i b-Gordijevih rastojanja. Primenom ove teoreme moguce
je uporediti rezultate koji se nalaze u ovim dvema vrstama tablica.

Teorema 17 Za proizvoljne cvorove Ky i Ko vazi
dy(K1, K2) = dao(Ky, Kp) — 1 (34)
ili
dy(K1, K2) = da(K1, K3). (35)

Ukoliko je dy(K1, K2) neparno, tada dy(Ky, Ko) = do( K1, K2). Slicno, uko-
liko je do(K1, K2) parno ili jednako 1, tada dp(K1, Ko) = da(K1, K3).

Specijalno, ukoliko je K iz gornje teoreme necvor, tada vazi naredna posled-
ica.

Posledica 3 Za proizvolyni évor K vazi
up(K) =ua(K) —1 (36)
ili
up(K) = ua (K). (37)

Ukoliko je up(K) neparno, tada up(K) = ua(K). Slicno, ukoliko je us(K) parno
ili jednako 1, tada up(K) = uz(K).

4.3 Metodi koriséeni u ovom radu

Koriste¢i jednostavne topoloske argumente pokazuje se da je H(2)-pokret
ekvivalentan orijentisanom zaravnjivanju nekog preseka c. Naime, ukoliko u
preseku ¢ (proizvoljnog znaka) primenimo H(2)-pokret (slika 74) pracen prvim
Reidmeisterovim potezom (odmotavanje petlje), rezultat toga ¢ée biti orijenti-
sano zaravnjivanje preseka ¢ (postavljanje vertikalnog ogledala u tacki preseka).
Na isti nacin moze se pokazati i ekvivalencija neorijentisane operacije lepljenja
traka i neorijentisanog zaravnjivanja.

Kako je u nasem istrazivanju paznja usmerena na operaciju zaravnjivanja
preseka, korisno je upravo definisane operacije, brojeve odvezivosti i rastojanja
opisati jezikom zaravnjivanja.
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>< orijentisano zaravnjivanje

Slika 74: Ekvivalencija H(2)-pokreta i zaravnjivanja preseka

H(2)-broj odvezivosti us(K) évora K je, zapravo, broj odvezivosti orijenti-
sanim zaravnjivanjem us (L), dok up(K) mozemo poistovetiti sa brojem odvezi-
vosti neorijentisanim zaravnjivanjem wuy(L), gde je L link. U prvom slucaju,
u procesu odvezivanja, broj komponenata linka ostaje nepromenjen, dok se u
drugom, on moze menjati u svakom koraku. U svakom koraku, broj preseka
se smanjuje za jedan, tako da su oba broja odvezivosti kona¢na. Pored broja
odvezivosti, Abe i Kanenobu su uveli H(2)-Gordijevo rastojanje i b-Gordijevo
rastojanje. Za dva ¢vora K7 i K5 oba navedena rastojanja nastala zaravnjivan-
jem predstavljaju minimalan broj zaravnjivanja preseka koji prevode K; u Ka,
gde je minimum uzet preko svih dijagrama ¢vorova K i Ka, uz napomenu da
je u prvom sluc¢aju u procesu transformacije ¢vora neophodno u svakom koraku
birati ono zaravnjivanje koje ne menja broj komponenata, tj. orijentisano zar-
avnjivanje, dok se u drugom broj komponenata moze povecavati ili smanjivati
nakon zaravnjivanja.

U ovoj radu izucavac¢emo rastojanja i brojeve odvezivosti zaravnjivanjem
koje ¢uva broj komponenata. Odredivanje s-rastojanja ¢vora K; do ¢vora Ko
predstavlja pronalazenje najkrac¢eg niza ¢vorova koji vodi od K7 do Ky gde je
svaki naredni ¢vor u nizu dobijen orijentisanim zaravnjivanjem nekog preseka
prethodnog ¢vora. Neophodno je da svi ¢lanovi ovog niza budu ¢vorovi, tj.
linkovi sa jednom komponentom. Prilikom odredivanja s-broja odvezivosti ¢vora
K1, potrebno je odrediti ovakav niz koji vodi do ne¢vora.

Napomenimo da se metodi koje ¢emo predloziti mogu primeniti i na izracuna-
vanje rastojanja neorijentisanim zaravnjivanjem (b-Gordijevog rastojanja), ali
je u ovom istrazivanju ono isklju¢eno zato Sto trenutno ne postoji adekvatan
racunarski program koji vrsi minimizaciju linkova. Za minimizaciju ¢vorova
koristili smo funkciju fKnotFind koja se primenjuje samo na ¢vorove.

4.3.1 Odredivanje ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1

Veliki napori su do sada ulozeni za kreiranje tablica brojeva odvezivosti
zaravnjivanjem us(L) i up(K) za ¢vorove do n = 9 preseka. J. Bao (Y. Bao)
je u [100] objavio kriterijume za odredivanje racionalnih ¢vorova sa s-brojem
odvezivosti jednakim 1. U radu [95] Kanenobu i Mijazava definisali su metode za
odredivanje us broja odvezivosti koji se zasnivaju na vrednostima velikog broja
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razli¢itih invarijanata ¢vorova. Omni su objavili tablice us-brojeva odvezivosti
¢vorova do n = 9 preseka, koje prosiruju Abe i Kanenobu u [103].

Podsetimo se da ako za ¢vor K vazi uz(K) = 1, tada je i up(K) = 1 na
osnovu jednakosti 37. Prilikom izracunavanja broja odvezivosti u(K) najcescée se
primenjuje jednostavan metod za odredivanje njegove donje granice koji koristi
signaturu ¢vora, tj. sledeéu nejednakost

u(K) > o(K)| (38)

Medutim, ne postoji slican jednostavan opsti metod za izra¢unavanje kojim
se moze utvrditi donja granica s-broja odvezivosti nekog cvora. Zbog toga,
utvrdivanje da li neki ¢vor ima s-broj odvezivosti veé¢i od 1 zahteva pojedinacnu
proveru za svaki ¢vor.

Metodi izracunavanja H(2)-rastojanja, koje su primenjivali Kanenobu i nje-
govi saradnici, kao osnovu koriste veliki broj razlicitih invarijanata ¢vorova. Za
izracunavanje rastojanja koriséene su grupe homologija na ciklicno razgrana-
tim pokrivanjima prostora, Dzonsov polinom, Arf invarijanta, signatura i Q-
polinom.

Sledeéi algoritam opisuje metod odredivanja H(2)-broja odvezivosti koji su
koristili Kanenobu i Mijazava.

ALGORITAM 4

I, Ako je n nagmangi broj generatora prostora Hy(X(K); Z), tada je uz(K) >
n.

II Ako je o(K) =0 1 Arf(K) =1, tada je uz(K) > 1.
II’ Dodatno, ukoliko je uw(K) =1, tada je us(K) = 2.
IIT Ako je o(K) =44 i Arf(K) =0, tada je uz(K) > 1.
III’ Dodatno, ukoliko je w(K) = 2, tada je us(K) = 2

IV Pretpostavimo da je o(K) = 2¢ (mod8), Arf(K) = 0 idet(K) = 0 (mod 3).
Ukoliko ne vazi kongruencija V' (K; —1) = 8¢ (mod 24) ili vazi V (K; e'™/3) #
i3, tada je uz(K) > 1.

IV’ Dodatno, ukoliko vazi u(K) =1, tada je us(K) = 2.
Vi Ako je p(K) = —\/5n_1, tada je ua(K) =n
V/

n

Dodatno, ukoliko je u(K) =n — 1, tada je ua(K) = n,

gde je X(K) dvostruki pokrivac prostora S* razgranatog duz évora K, ¢ = +1,
p(K) = Q(K;(v/5—1)/2)), a Arf invarijanta je definisana u [32].
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H(2)-brojevi odvezivosti, dobijeni primenom navedenog algoritma, objavlje-
ni su u tablicama u radu [95]. Tablice sadrze ¢vorove do n = 9 preseka, ali neki
rezultati nedostaju. Za slede¢ih osam ¢vorova: 81g,921, 923, 926, 928,931,932 1
945 se predlozenim algoritmom nije mogao utvrditi broj odvezivosti.

u2(81s) = 3 je dokazano u [102].

Bao definise neophodne kriterijume ([34], Proposition 1.1) za racionalne
¢vorove sa H(2)-brojem odvezivosti jednakim 1 i dokazuje da za bilo koji évor
K e {921592379265931} vazi 'LLQ(K) =1.

Abe i Kanenobu, primenom kriterijuma navedenih u poglavlju 4.2, dokazuju
da za proizvoljni évor K € {925,932,945} vazi us(K) = 1 i prosiruju tablice.
Kao referentne rezultate posmatra¢emo njihove rezultate date u [103], bududi
da objedinjuju sva prethodna istrazivanja.

U ovom radu razmatra¢emo najprostiji slucaj, ¢vorove sa s-brojem odvezi-
vosti jednakim 1. Umesto upotrebom komplikovanih matematickih invarijanata
opisanih u navedenim radovima, u nasem radu svi ¢vorovi sa s-brojem odvezivosti
jednakim 1 dobijeni su slede¢im algoritmom koji je predlozen u radu [137].

ALGORITAM 5

1. Uzeti digagram cvora Ko ¢iji je broj odvezivosti jednak 1, datog u Konve-
Jjevoj notacigi;

2. pronaci presek u Ko koji je potrebno promeniti iz +1 u —1 da bi se dobio
necvor;

3. zameniti ovaj presek spletom (1,—1) i (1,—1)(1,—1). Ovom zamenom
dobijagu se digagram cvora Ky 4 dijagram linka Li. Izabrati zamenu koja
dage cvor;

4. minimizovati dijagram K1 1 prepoznati dobijeni cvor K.

Tvrdimo da ¢vor K dobijen navedenim algoritmom ima s-broj odvezivosti
jednak 1 realizovan na neminimalnom dijagramu K.

Dokaz: Dokazimo da se nakon primene ovog algoritma na ¢vor Ky, za koji
vazi u(Kp) = 1, kao rezultat dobija ¢vor K takav da je us(K) = 1. Na slici 75
je ilustrovan dokaz. Neka je K ¢vor iz koraka 1 Algoritma 5. Presek dijagrama
¢vora K koji je potrebno promeniti iz +1 u —1 je prikazan na slici 7ba. U
koraku 3 Algoritma vrsi se zamena spleta 1 spletom (1, —1) (prikazanim na slici
75b), ili spletom (1, —1)(1,—1) (prikazanim na slici 75¢) u zavisnosti od toga
koja od ove dve zamene daje kao rezultat ¢vor. Navedeni spletovi u stvari pred-
stavljaju dva razli¢ita zaravnjivanja (”vertikalno” i ”horizontalno”) na koja se
svode primenom Rajdemajsterovog poteza II. Neka je odabrana zamena preseka
spletom (1, —1). Ukoliko se izvrsi zaravnjivanje preseka kao na slici 75b, splet
¢e se konvertovati u —1. Posto su na slici prikazane samo lokalne promene, a
ostatak dijagrama ¢vora je isti za svih Sest slucajeva, odatle sledi da su sva tri
dijagrama sa desne strane slike jednaka i predstavljaju dijagram ne¢vora. Dakle,
samo jednim zaravnjivanjem preseka dijagrama ¢vora dobijenog u koraku 3 Al-
goritma i prikazanog na slici 75b, dobijen je nec¢vor pa i za ¢vor K dobijen u
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Slika 75: Generisanje ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1

koraku 4 vazi us(K) = 1. Na slici 75¢ je prikazan presek koji je potrebno zar-
avniti u slu¢aju zamene spletom (1, —1)(1, —1) da bi se évor odvezao u jednom
koraku.

PRIMER 3 Racionalni ¢vor 84 = 413 ima s-broj odvezivosti 1.

Za racionalni ¢vor Ky = 914 = 41112 vazi u(Kp) = 1. Promenom treceg
presecka 1 u —1 dobijamo neévor 411 —12. Zamena —1 — (1, —1) daje ¢vor
K; =411(1,-1)2 &ji je minimalni dijagram K = 413. Cvor K ima s-broj
odvezivosti ua(K) = 1 koji se realizuje na neminimalnom dijagramu K; =
411(1,—1)2 (videti sliku 76).

-
85 &0

41112 4111(1,-1)2=413

Slika 76: Cvor 9,4, =41112sa brojem odvezivosti jednakim 11 ¢vor 84 =413
sa s-brojem odvezivosti jednakim 1

Otvoreno pitanje: Da li se moze dokazati da je predlozeni Algoritam is-
crpljujudi, tj. da li se na ovaj nacin mogu dobiti svi ¢vorovi koji imaju s-broj
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odvezivosti jednak 17

Zbog ekvivalentnosti H(2)-pokreta i orijentisanog zaravnjivanja (koje se pri-
menjuje u Algoritmu 5), za uporedivanje rezultata se mogu upotrebiti tablice
H(2)-broja odvezivosti za ¢vorove do n = 9 preseka koje su Abe i Kanenobu
objavili u [103]. Uporedujuéi rezultate dobijene za ¢vorove do n = 9 preseka, iz-
gleda da navedeni algoritam jeste iscrpljujuéi i da se njegovom primenom mogu
dobiti svi ¢vorovi za koje vazi ug(K) = 1.

Rezultati koje smo dobili primenom Algoritma 5 se skoro poklapaju sa rezul-
tatima navedenim u tablicama u [103], uz slede¢e napomene. U tablicama Abea
i Kanenobua su izostavljeni ¢vorovi 5a, 923 i 995. Tacan rezultat us(52) = 1
je dat u [102], dokaz za u2(923) = 1 je prikazan u [103] (Figure 15), a za &vor
955 su Kanenobu i Mijazava potvrdili broj odvezivosti 1 u [95]. Na slici 77 su
prikazani dijagrami ¢vorova 5y i 925 na kojima se ostvaruje s-broj odvezivosti 1
(dobijeni u tre¢em koraku Algoritma 5). U tablicama [103] ¢vor 924 se greskom
nalazi u dve liste, u onoj sa us = up = 11 us = up = 2. Tvrdimo da za ovaj
¢vor vazi ug(924) # 1.

Slika 77: a) Cvor 5y = 32 i njegov neminimalni dijagram 2 (1,—1)12 sa s-
brojem odvezivosti 1; b) ¢vor 995 = 22,21,2 i njegov neminimalni dijagram
6*210.(1,—1)0.2.: 20 sa s-brojem odvezivosti 1

Primenom Algoritma 5 dobijeno je i 5 slozenih ¢vorova koji nedostaju u
dosadasnjim tablicama. Slozeni ¢vor 131441 ostvaruje s-broj odvezivosti 1 na
neminimalnom dijagramu 22 ((1, —1)(1,—1)) 12,3;#52na23 ((1,-1)(1,-1)) 12,
41#52 na 211,32, ((1,-1)(1,-1),—1,1), 43452 na 311((1,-1)(1,-1))22 i
317162 na 3 ((1,—1)(1,—1)) 1113 (slika 78).

Nt
(a) (k) {c) (d) (e)

O (IS EOD 5D ()
(Ca) R § 5 @; {J\jjf

Slika 78: Neminimalni dijagrami ¢vorova a) !31#41; b) 31#52; ¢) 41#!59; d)
41#59; e) 31#!62 na kojima se ostvaruje s-broj odvezivosti 1
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Bao je dokazao da racionalni ¢vorovi 921, 923, 926 1 931 imaju H(2)-broj
odvezivosti 1, a u radu [103] su prikazani dijagrami tih ¢vorova na kojima se
H(2)-operacijom taj broj i ostvaruje. Na slici 79 su prikazani neminimalni di-
jagrami évorova 921, 923, 926 1 931 (dobijeni treéim korakom Algoritma 5) na
kojima se ostvaruje s-broj odvezivosti 1.

N IR
VOO

P

= Y

( (©) (d)

Slika 79: Neminimalni dijagrami ¢vorova a) 921; b) 923; ¢) 926; d) 931 na kojima
se ostvaruje s-broj odvezivosti 1

Algoritam 5 je primenjen i na ¢vorove sa 11 > n > 10 preseka, pa su nje-
govom primenom odredeni ¢vorovi do n = 11 preseka sa s-brojem odvezivosti 1.
Nova, prosirene liste ¢vorova do n = 11 preseka sa s-brojem odvezivosti 1 mogu
se preuzeti iz sledeéih dokumenata sa sajta Matematickog instituta (u listama
su navedeni i dijagrami na kojima se to rastojanje ostvaruje):

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/SmoothingNumberiZekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/SmoothingNumberiZekovic.pdf.

Na grafiku prikazanom na slici 80 prikazani su i uporedeni brojevi ¢vorova sa
s-brojem odvezivosti jednakim 1 dobijenih agoritmom 5, sa rezultatima nave-
denim u dosadasnjim tablicama koje su kreirali Bao, Kanenobu, Mijazava i Abe.
Kao referentne rezultate koristili smo najnovije tablice date u radu [103] Abea
i Kanenobua koje sadrze sumirane rezultate prethodnih radova [100, 95, 102].
Rezultati Abea i Kanenobua prikazani su plavim stubom i oznaceni natpisom
”Abe, Kanenobu, n < 9”7, dok su rezultati dobijeni algoritmima implemen-
tiranim za potrebe naseg rada obojeni narandzastom i zutom bojom. Abe i
Kanenobu su izracunali da 46 ¢vorova sa n < 9 preseka ima s-broj odvezivosti
jednak 1. Koris¢enjem Mathematica funkcije £Smoothing, u kojoj je implemen-
tiran Algoritam 5 u okviru nasih istrazivanja, odredena su 54 ¢vora sa s-brojem
odvezivosti 1 za ¢vorove do n = 9 preseka i ti rezultati su oznaceni natpisom
7fSmoothing, n < 9”. Ista funkcija primenjena je i na ¢vorove do n = 11 pre-
seka. Kao rezultat dobijena su 324 ¢vora sa s-brojem odvezivosti jednakim 1 i
oni su prikazani na delu grafika oznacenog natpisom ”fSmoothing, n < 11”.

Funkcija fSmoothing se moze primeniti i za izracunavanje s-broja odvezivosti
¢vorova sa n > 11 preseka, bez dodatne modifikacije.

U nagim tablicama ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1, ¢vorovi su
dati u Aleksander-Brigsovoj notaciji (za n < 10 preseka) ili Knotscape notaciji
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Slika 80: Brojevi ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1

(za ¢vorove san = 11 preseka). Navedeni su u Konvejevoj notaciji i Konvejevom
notacijom neminimalnog dijagrama na kome se realizuje s-broj odvezivosti jed-
nak 1.

4.3.2 Odredivanje parova ¢vorova sa s-rastojanjem 1

Kao i u slu¢aju Gordijevih rastojanja, s-rastojanja ¢vorova ¢e najcesce biti
realizovana na neminimalnim dijagramima. Za generisanje neminimalnih dija-
grama Cvorova koriséeni su metodi opisani u poglavlju 3.4 (Metod 1, Metod 2,
Algoritam 3).

Parove ¢vorova sa s-rastojanjem 1, koje se realizuje na njihovim minimalnim
dijagramima, nalazimo direktno vrSeé¢i zaravnjivanje preseka na minimalnim
dijagramima. U cilju pronalazenja parova Cvorova sa s-rastojanjem 1 koje se
realizuje na neminimalnim dijagramima koristicemo sli¢nu ideju kao i prilikom
odredivanja parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem 1. Nakon generisanja
razli¢itih neminimalnih dijagrama nekog ¢vora K7, polazna ideja je da odredimo
sve ¢vorove koji se dobijaju iz ovih neminimalnih dijagrama ¢vora K; jednim
orijentisanim zaravnjivanjem preseka. Ako na nekom neminimalnom dijagramu
¢vora K izvr§$imo jedno orijentisano zaravnjivanje i to ¢inimo redom u svim
presecima, a zatim dobijene dijagrame minimizujemo, kao rezultat dobijamo
razli¢ite évorove Ky 1 za svaki od njih vazi da (K7, K2) = 1.

Kao i kod Gordijevih rastojanja, i ovde se namece pitanje: kako na optimalan
nacin izvrsiti sva orijentisana zaravnjivanja preseka? Ponovo dolaze do izrazaja
prednosti Konvejeve notacije koja proglasava neka zaravnjivanja suvisnim, iz-
jednacavajuci preseke u slede¢em smislu:
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Definicija 33 Dwva preseka p; i p; dijagrama cévora Ki, datog v Konvejevoj
notaciji, ekvivalentna su kao kandidati za orijentisano zaravnjivanje preseka
ukoliko postoji celobrojni splet u zapisu cvora Ky koji sadrzi oba preseka p; i p;.

Kod primene operacija zaravnjivanja preseka, u cilju ocuvanja broja kom-
ponenata, neophodno je voditi rac¢una o orijentaciji dijagrama, tj. primenjivati
orijentisano zaravnjivanje. Na slici 81a prikazan je orijentisani dijagram ¢vora
75 ¢iji je Konvejev simbol 4 3. Operaciju zaravnjivanja mozemo izvrsiti u svakom
od 7 preseka ovog ¢vora. Medutim, na osnovu prethodne definicije znamo da su
neke od tih operacija suvisne, tj. kao rezultat generisu iste ¢vorove.

Konvejeva notacija nam omogucava da orijentisano zaravnjivanje vrsimo na
nivou celobrojnih spletova, a ne u pojedina¢nim presecima, pa je zbog toga
dovoljno razmatrati samo po jedno zaravnjivanje u spletu 4 i spletu 3.
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Slika 81: a) Orijentisana zaravnjivanja ¢vora 4 3; b) vertikalno zaravnjivanje
celobrojnog spleta duzine n; ¢) horizontalno zaravnjivanje celobrojnog spleta
duzine n

U cilju ocuvanja broja komponenata dijagrama, orijentisano zaravnjivanje
u spletu 3 se realizuje postavljanjem dvostranog ogledala na nacin prikazan na
slici 81a — ogledalo se pruza duz spleta i takvo ogledalo nazivamo vertikalnim.
Orijentisanim zaravnjivanjem ovakvog spleta ukupan broj preseka u tom spletu
se uvek smanjuje za 1 (videti sliku 81b na kojoj je prikazan opsti slu¢aj), pa
orijentisano zaravnjivanje spleta 3 ¢vora 43 daje ¢vor 4 2.

Orijentisano zaravnjivanje spleta 4 ¢vora 4 3 se realizuje postavljanjem dvos-
tranog ogledala upravnog na splet i takvo ogledalo nazivamo horizontalnim. U
ovom slucaju razresavanje spleta je nezavisno od broja preseka pocetnog spleta
i ovakvo zaravnjivanje taj splet uvek konvertuje u splet 0 kao na slici 81c. Cvor
4 3 se nakon orijentisanog zaravnjivanja spleta 4 konvertuje u ¢vor 3, tj. trolisnik
31 =3.

Dakle, orijentisano zaravnjivanje celobrojnog spleta duzine n kao rezultat
daje splet n—1ili 0 u zavisnosti od orijentacije pocetnog spleta. Kako Konvejeva
notacija dozvoljava da orijentisano zaravnjivanje vrsimo nad celobrojnim sple-
tovima, a ne pojedina¢nim presecima, i ovde je, kao i u metodima za odredivanja

109



Gordijevog rastojanja, dimenzija problema smanjena sa n, gde je n broj preseka
u dijagramu, na n., gde je n. broj celobrojnih spletova u Konvejevom zapisu tog
dijagrama. Posebno, kada se vrsi zaravnjivanje kao na slici 81c, broj spletova u
narednom koraku se smanjuje na n. — 1. Zaravnjivanje tog tipa realizuje se u
[ %] spletova racionalnog ¢vora.

Koriséenje neminimalnih dijagrama ¢vorova, a zatim zaravnjivanje jednog
njihovog preseka ¢iji se izbor vrsi na upravo opisan nac¢in, predstavlja prvi metod
za dobijanje parova ¢vorova koji se nalaze na s-rastojanju jednakom 1.

Drugi metod za generisanje parova ¢vorova sa s-rastojanjem jednakim 1, koji
je primenjen u ovom radu, zasniva se na istoj ideji koju smo koristili za gener-
isanje ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1. Doprinos ovog rada jeste
veliki broj novih parova ¢vorova sa Gordijevim rastojanjem jednakim 1 koji su
dobijeni primenom metoda opisanih u treéem poglavlju. Skup tih parova ¢emo
upotrebiti kao bazu za generisanje parova ¢vorova sa s-rastojanjem jednakim 1
primenom narednog algoritma.

ALGORITAM 6

1. Uzeti dijagrame évorova K|, i Kfj koji se nalaze na Gordijevom rastojanju
jednakom 1, date u Konvejevoj notaciji;

2. pronaci presek u dijagramu cévora K| koji je potrebno promeniti iz +1 u
—1 da bi se dobio dijagram cvora K{;

3. zameniti ovaj presek spletom (1,—1) dli (1,—1)(1,—1). Ovom zamenom
dobijaju se dijagram cvora Kj ili dijagram linka L. Izmedu ove dve,
izabrati zamenu koja daje cvor;

4. minimizovati dijagrame K1 i K{ i prepoznati dobijene évorove K' i K.

Tvrdimo da za ¢vorove K’ i K vazi do(K', K") =11 da se to s-rastojanje
realizuje na dijagramima K7 i K{/. Dokaz je identi¢an kao i za tvrdene o rezul-
tatu Algoritma 5.

U okviru nasih istrazivanja implementirana je Mathematica funkcija
fSmoothingDistancel koja primenom dva navedena metoda odreduje parove
¢vorova K1 1 Ko za koje vazi do(K1, Ko) = 1, a zatim, zahvaljujudi svojstvima
Konvejeve notacije, rezultate za pojedinacne parove ¢vorova prosiruje na njihove
familije. Navedenom funkcijom odredeni su parovi ¢vorova do n = 9 preseka sa
s-rastojanjem jednakim 1 i prikazani u tablicama datim kao prilog ovog rada i
navedenim u slede¢em poglavlju.

Funkcija fSmoothingDistancel se moze primeniti i za odredivanje parova
¢vorova sa n > 9 preseka koji se nalaze na s-rastojanju jednakom 1, bez dodatne
modifikacije.

Kao referentne rezultate koristili smo Kanenobuove tablice parova ¢vorova sa
H (2)-rastojanjem jednakim 1 koje sadrze ¢vorove do n = 7 preseka date u ([102],
Tables 3-6). U njima je dato 49 parova ¢vorova sa rastojanjem jednakim 1 od
kOth su 4 trivijalna - {31, 31#31}, {31, 31#!31}, {41, 31#41}, {31#!31, 31#41}.
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Primenom metoda prikazanih u ovom poglavlju, koji se zasnivaju na neminimal-
nim dijagramima i Konvejevoj notaciji, za ovih 49 parova je potvrdeno rastojanje
jednako 1. Pored njih, za jo§ osam parova ¢vorova sa n < 7 preseka, za koje
nije bilo utvrdeno da li je njihovo rastojanje jednako 1 ili 2, ovim metodama je
izrac¢unato da ono iznosi 1.

Kanenobu ne navodi opsti metod za odredivanje da li se dva ¢vora nalaze
na s-rastojanju 1, ve¢ za dva ¢vora koja se nalaze na s-rastojanju jednakom 1,
on to rastojanje dokazuje lepljenjem (uvrnutih) traka na dijagrame tih ¢vorova
(slike Figs. 6-8 u [102]). U njegovom radu nije opisan metod kojim se vrsi
izbor polozaja ovakvih traka, pa nije precizirano na koji nacin se ovakav metod
moze primeniti na odredivanje parova ¢vorova sa s-rastojanjem 1, koji imaju
vise od n = 7 preseka. Na pomenutim slikama, koje ilustruju dokaz da se
dva ¢vora K7 i Ko nalaze na s-rastojanju jednakom 1, ¢vor sa veéim bro-
jem preseka je uvek prikazan svojim minimalnim dijagramom, pa pretpostavl-
jamo da Kanenobu, prilikom odredivanja rastojanja dva ¢vora u svojim is-
trazivanjima, nije polazio od neminimalnih dijagrama ¢vorova. U prilog ovoj
tvrdnji stoji i ¢injenica da u njegovim tablicama nedostaju parovi ¢vorova
¢ija se rastojanja 1 realizuju upravo na neminimalnim dijagramima ¢vorova.
Osam takvih parova je odredeno primenom funkcije fSmoothingDistancel:
{51,151}, {51, 72}, {52,171}, {62, 72}, {63, 71}, {71,175},  {71,77},{74,31#!31}.
Neminimalni dijagrami prostih ¢vorova iz ovog skupa, na kojima se realizuje
s-rastojanje 1, prikazani su na slici 82.

(N 2D AN R
S %)@@
(a) :‘x (b) = (c) Py (d)

Slika 82: Parovi ¢vorova sa potvrdenim s-rastojanjem 1 a) {51,!51}; b) {51,72};
¢) {52,!71}; d) {62, 72}; €) {63, 71}; £) {71,!75}; ) {71, 77}

Na grafiku prikazanom na slici 83 prikazani su i uporedeni brojevi parova

¢vorova koji se nalaze na s-rastojanju jednakom 1 dobijeni metodima predlozenim
u ovom radu sa dosadasnjim rezultatima. Kao referentne rezultate koristili smo
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tablice date u Kanenobuovom radu [102]. Oni su prikazani plavim stubom na
grafiku i oznaceni natpisom ”Kanenobu, n < 7”7, dok su stubovi koji prikazuju
rezultate dobijene algoritmima implementiranim za potrebe nasih istrazivanja
obojeni narandzastom i zutom bojom. Kanenobu je dokazao da se 49 parova
¢vorova sa n < 7 preseka nalazi na s-rastojanju jednakom 1. Koris¢enjem
Mathematica funkcije fSmoothingDistancel u kojoj su implementirani metodi
zasnovani na neminimalnim dijagramima i Konvejevoj notaciji, dokazano je da
se 57 parova cvorova sa n < 7 preseka nalaze na s-rastojanju jednakom 1. Ti
rezultati su oznaceni natpisom ”fSmoothDistancel, n < 7”7. Ista funkcija pri-
menjena je i za odredivanje parova ¢vorova sa n < 9 preseka koji se nalaze
na s-rastojanju jednakom 1 i kao rezultat je dobijeno 776 parova ¢vorova sa
ovom osobinom. Taj rezultat je prikazan na delu grafika oznac¢enog natpisom
”fSmoothDistancel, n < 9”

500
! 78
o mKanenobu, n=y
T
gon | @ moothDistancet, n=f

- SmoothDistance!, n=g

400 -|
300 -
o !
100 48 5T
a I i——————

Slika 83: Broj parova ¢vorova koji se nalaze na s-rastojanju 1

4.3.3 Tablice s-rastojanja ¢vorova
s-rastojanje ima svojstvo metrike:
1. da(K1, K2) =0 akko K1 = Ko;
2. da(K1, K3) = d(Ko, K1);
3. do(K1, K3) < da(K1, K) + da(K, Ks), gde je K proizvoljni &vor.

Specijalno, vazi
dQ(Kl,KQ) SUQ(K:[)‘"UQ(KQ) (39)

U opstem slucaju, ukoliko za proizvoljan par ¢vorova K, K’ postoje parovi
¢vorova {K;, K;11} za koje vazi do(K;, Kiv1) =1 (i = 1,...,n), gde je K =
Ky, K' = K, tada vazi:
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1<do(K,K')<n-—1 (40)

Nejednakost 40, ¢vorovi sa s-brojem odvezivosti jednakim 1 (odredeni pri-
menom metoda opisanih u poglavlju 4.3.1) i ostali parovi ¢vorova koji se nalaze
na s-rastojanju jednakom 1 (odredeni primenom metoda opisanih u poglavlju
4.3.2), predstavljaju osnovu za generisanje tezinskog grafa dobijenog na isti
nacin kao i graf koji je opisan u poglavlju 3.4.3.

Nejednakost 39 i najkraci put koji povezuje ¢vorove Ki i Ko, dobijen obi-
laskom navedenog tezinskog grafa, predstavljaju gornje granice koje ¢emo ko-
ristiti pri proceni vrednosti da (K71, K3).

Donje granice su odredivane primenom kriterijuma I-VII datih u ([102],
strana 825) koji su rezimirani u poglavlju 4.2 i implementirani u Mathematica
programu koji se sastoji od niza obstrukcija koje dokazuju da se neki ¢vorovi ne
mogu nalaziti na s-rastojanju 1 (pa im je donja granica rastojanja jednaka 2) i
da za neke ¢vorove Ky i Ky vazi do(K7, K2) = 3.

Ukoliko se gornja i donja granica s-rastojanja poklapaju, ta vrednost je tacna
vrednost rastojanja. Na ovaj nacin, pored 776 parova ¢vorova sa s-rastojanjem
1 dobijenih metodima navedenim u prethodnom poglavlju, odredeno je 2997
parova sa rastojanjem 2 i 270 parova sa rastojanjem 3. Navedeni rezultati dati
su u tablicama s-rastojanja koje se nalaze u prilogu. Ukoliko se gornja i donja
granica za neki par ¢vorova ne poklapaju, tada se u tablicu unosi interval koji
one odreduju. Za potrebe rac¢unarskih programa tablice su sacuvane u obliku
lista koje koristi Mathematica.

Kompletne prosirene tablice s-rastojanja ¢vorova do n = 9 preseka, dobi-
jenih metodima opisanim u ovom radu, mogu se preuzeti sa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/SmothingKnotDistancesZekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/SmothingKnotDistancesZekovic.pdf.

4.4 Rekombinaze

Pored topoizomeraza, rekombinaze ¢ine drugu klasu proteina koje mogu da
ucévore DNK ili da ga spoje u lanac koji se sastoji od karika (proces katenacije).
Rekombinaze su proteini koji raskidaju DNK na dva mesta, a zatim je ponovo
zatvaraju tako Sto spajaju svaki kraj jednog prekida sa krajem drugog prekida.
Preciznije, rekombinaze se vezuju za dva razlicita segmenta DNK, prekidaju
oba, a nakon toga spajaju pocetak prvog segmenta sa krajem drugog i obr-
nuto. Na taj nacin vrse razmenu genetskog materijala, ¢iji rezultat moze biti
brisanje, umetanje i inverzija segmenta DNK. Na slici 84, koja je preuzeta iz [94],
prikazane su moguce akcije rekombinaza na cirkularnoj DNK. Mesto vezivanja
rekombinaze prikazano je isprekidanim krugom. Postoje dva nacina delovanja
rekobinaze u zavisnosti od orijentacije mesta za koje se vezala.

Na slici 84 su debljim strelicama oznaceni segmenti za koje se rekombinaza
vezala 1 prikazan je nacin na koji se ovi segmenti spajaju — pocetak jednog
spaja se sa krajem drugog i obratno. Tanjim strelicama je oznacena orijentacija
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Slika 84: (a) Direktno i (b) indirektno ponovljena mesta vezivanja rekombinaza

pruzanja sekvenci na ¢voru. DNK sekvence za koje se rekombinaza vezala mogu
biti direktno ponovljene (npr., — CTTGA — — — CTTGA —) na cirkularnoj
DNK kao sto je sluc¢aj na slici 84a, ili obrnuto ponovljene (npr, — CTTGA ———
AGTTC —) kao na slici 84b, pri ¢emu treba obratiti paznju na orijentaciju krive
u odnosu na segmente.

Transformacija prikazana na slici 84 predstavlja zamenu vertikalnog zaravn-
jivanja horizontalnim, tj. Hs-potez Lo <> Lo koji ¢éemo razmatrati u narednom
podpoglavlju.

Kada se radi o direktnom ponavljanju, tada rekombinaza deli cirkularnu
DNK na dve komponente. Ova akcija odgovara brisanju — sekvenca DNK se
odvojila od originalne cirkularne DNK. Ovaj proces je prikazan na slici 84a, ako
se ona posmatra sa leva na desno. Ukoliko sliku posmatramo sa desna na levo,
uocavamo da rekombinaza, ukoliko se veze za dva molekula DNK, moze spojiti
te dve komponente DNK i kao rezultat dovesti do umetanja jednog segmenta
DNK u drugi. Na ovaj nacin se virusna DNK moze ubaciti u DNK domacina.

Kada je rekombinaza vezana za dve obrnuto ponovljene sekvence, kao na slici
84b, tada se njenim delovanjem menja sekvenca DNK. Jedan od dva segmenta
ogranicenih prekidima, koje je napravila topoizomeraza, nakon ponovnog spa-
janja se obrce u odnosu na oznacenu orijentaciju ¢vora. Ovaj proces se naziva
inverzija DNK i on za posledicu moze imati promenu ekspresije gena.

Farmaceutska industrija je u poslednje vreme veoma zainteresovana za genet-
ski modifikovane organizme i testiranja da li neka mutacija u odredenom genu
vodi do bolesti [96]. Rekombinaze predstavljaju alat za preciznu manipulaciju
na DNK pa su one jedna od glavnih tema takvih istrazivanja. Posto nije moguce
predvideti ponasanje DNK primenom samo bioloskih nauka, matematicki mod-
eli mogu biti od velike koristi za predvidanje topologije DNK.

Model akcije rekombinaze, prikazan na slici 84, ekvivalentan je H(2)-pokretu
koji ne ¢uva broj komponentata ¢vora ili linka [54]. Za svaki neorijentisani
H (2) pokret postoji neorijentisano zaravnjivanje preseka koje daje ekvivalentan
¢vor kao rezultat. Zbog toga, za izucavanje svih akcija topoizomeraza moze
se koristiti neorijentisano zaravnjivanje. Za izucCavanje inverzije, dovoljno je
koristiti orijentisano zaravnjivanje.

Tabela sa ¢vorovima, koji imaju s-broj odvezivosti jednak 1, prilozena u
ovom radu, daje sve DNK ¢vorove koji se mogu odvezati jednom akcijom
topoizomeraze. Slicno kao i u sluc¢aju topoizomeraza, tabele s-rastojanja ¢vorova,

114



prilozene u ovom radu, mogu posluziti za ocenu koliko puta topoizomeraza treba
da izvrsi akciju nad jednim ¢vorom DNK da bi ga prevela u drugi, u cilju pred-
vidanja formiranja kriticnog genetskog materijala, sprecavanja njegovog nas-
tanka i ubrzavanja pozeljnih promena na DNK.

4.5 Odvezivanje pomocu operacije Lg <> L.,

Na slici 84 prikazana je operacija koju vrse rekombinaze na DNK. Za ra-
zliku od svih do sada razmatranih odvezujuc¢ih operacija: promene preseka ili
zaravnjivanja, koje su primenjivane na preseke, ova operacija se primenjuje na
regione. Navedena operacija predstavlja zamenu jednog zaravnjivanja drugim

(slika 85).

Ly Lo

Slika 85: Lg > Lo, pokret

U odnosu na dvostrana ogledala (markere), koje, prilikom zaravnjivanja
uvodimo u nekom preseku ¢, to znac¢i da jedan marker rotiramo za 90°, dok
svi ostali preseci ostaju neizmenjeni. Posto prilikom svih zaravnjivanja markere
brisemo sa dijagrama, to znac¢i da na dijagramu ostaju samo ”uspomene” na
markere, tj. "preseci” L ili Lo, koje samo uslovno mozemo nazvati presec-
ima, posto se na dijagramima, dobijenim nakon zaranjivanja i brisanja mark-
era, nikakva informacija o bivéem (zaravnjenom) preseku ne ¢uva. U principu,
ovakvu operaciju mozemo izvrsiti na bilo kom delu datog linka L koji predstavlja
neku oblast ravni odredenom senkom linka L. U tom slucaju biramo podoblast
ove oblasti koja predstavlja splet Lg ili Lo, tj. disk koji sadrzi dve paralelne niti
sa Cetiri slobodna kraja koji izlaze iz diska. Pomenuti disk zvacemo aktivnim
regionom i oznacavatemo ga isprekidanom linijom kao na slici 84. Problem
H(2) odvezivanja resavamo tako $to u aktivni region uvodimo novi presek ¢,
a zatim posmatramo §ta se deSava kada u tom preseku izvrsimo oba zaravn-
jivanja. Nakon tih zaravnjivanja dobijamo ¢vorove ili linkove Ly i Lo, koji su
tada povezani H (2)-pokretom u preseku c.

Ukoliko radimo sa orijentisanim linkovima, naredna stvar koja nas interesuje
je orijentacija niti koje pripadaju aktivnom regionu, koja moze biti paralelna ili
antiparalelna. Transformacija koju vrsimo bi¢e kompatibilna sa orijentacijom
linka L samo u slu¢aju antiparalelne orijentacije niti u aktivnom regionu (slika
86). Da bismo izbegli probleme na koje nailazimo podelom regiona na osnovu
orijentacije pripadnih niti, radicemo iskljuc¢ivo sa neorijentisanim linkovima.
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Slika 86: (a) Paralelna i (b) antiparalelna orijentacija niti

U radu [54], nakon uvodenja H(2)-pokreta koji ne ¢uvaju broj kompone-
nata, dokazano je da za svaki neorijentisani H(2)-pokret postoji neorijentisano
zaravnjivanje preseka koje daje ekvivalentan ¢vor kao rezultat i da operacija
Ly <> Lo predstavlja odvezujucéu operaciju, tj. da za svaki neorijentisani link I
postoji konacan broj Ly <> L, poteza koji ga transformisu u ne¢vor. Slike 84a
i 84b, posmatrane sa desna na levo, predstavljaju odvezivanje Hopfovog linka
22 i ¢vora trolisnika, redom.

Odvezivanje Hopfovog linka prikazano je na slici 87. Vrsi se uvodenjem
preseka umesto aktivnog regiona koji kao rezultat daje ¢vor 3;. Pomocu neori-
jentisanih zaravnjivanja dobijamo Hopfov link 22 i ne¢vor. Prema tome, Hopfov
link ima H(2) broj odvezivosti jednak 1 i realizuje se uz pomo¢ minimalnog
dijagrama ¢vora 371 koji ovde sluzi kao posrednik. Istu takvu ulogu posednika
mogao je da odigra ne¢vor (1,1, —1) i neorijentisana zaravnjivanja u njegovom
preseku —1.

Nesto slozeniji primer predstavlja odvezivanje cvora 7¢ = 2212 pomocu
jednog H(2)-poteza, pri ¢emu kao posrednik sluzi nealternirajuéi link 9%, =
(3,—2)(2,2) dat svojim minimalnim dijagramom 6* — 3.20.1.1.1.1. Zaravnji-
vanja u prvom preseku 1 daju évor 7g i nelink. Ovo odvezivanje prikazano je na
slici 87b. Nakon $to u ovom linku nademo presek u kome kao rezultate zaravn-
jivanja dobijamo ¢vor 7¢ i nelink, splet koji sadrzi samo ovaj presek pretvaramo
u aktivni region i time dobijamo trazeni rezultat.

Posto operacija Ly <+ Lo predstavlja odvezujuéu operaciju, javlja se stan-
dardni problem izra¢unavanja odgovarajuéeg H(2)-broja odvezivosti neorijenti-
sanog linka L, koji ¢e predstavljati minimum brojeva odvezivosti uzet po svim
dijagramima linka L. Vise o nacinu odredivanja ovog broja odvezivosti bice
razmatrano u sedmom poglavlju.
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Slika 87: (a) Odvezivanje Hopfovog linka 22; (b) odvezivanje ¢vora 7g
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5 1Izvodenje ¢vorova u Konvejevoj notaciji

Dzon Konvej je u svom radu An enumeration of knots and links and some of
their algebraic properties [33] objavljenom 1969. god. uveo Konvejevu notaciju
¢vorova i linkova i izveo u ovoj notaciji tablice ¢vorova do n = 11 preseka i
linkova do n = 10 preseka.

Jedina knjiga koja sadrzi tablice ¢vorova i linkova i pored klasi¢ne notacije
koristi i Konvejevu notaciju je knjiga D. Rolfsena Knots and Links (1976) [35].
U ovoj knjizi date su tablice svih ¢vorova do n = 10 preseka i linkova do n =9
preseka.

Najznacajniji rad koji prosiruje Konvejeve rezultate i daje izvodenje ¢vorova
i linkova u Konvejevoj notaciji: algebarskih ¢vorova i linkova do n = 13 pre-
seka, svih ¢vorova i linkova do n = 10 preseka i poliedarskih alternirajué¢ih
¢vorova i linkova do n = 11 preseka je rad A. Kaudrona (A.Caudron) Clas-
sification des noeuds et des enlacements [37] objavljen 1982. godine. Funda-
mentalni znacaj ovog rada, teksta od preko 360 strana, koji je objavio Uni-
verzitet u Orseju, nije samo prosirenje tablica ¢vorova i linkova, ve¢ uvodenje i
tumacenje novog originalnog pristupa njihovom izvodenju i klasifikacija na ” sve-
tove” (racionalni, stelarni, arborescentni, poliedarski...), zasnovana na teoriji
grafova, koja omoguéava izgradnju ” periodnog sistema” ¢vorova i linkova. Naime,
ako analiziramo sve prethodne tablice ¢vorova (pri éemu se tablice linkova uopste
ne javljaju) veoma je tesko uociti ikakav klasifikacioni princip, izuzev ¢injenice
da alternirajuci ¢vorovi prethode nealterniraju¢im, da se na pocetku tablica
nalaze racionalni ¢vorovi (uz izvesne izuzetke, npr. u slucaju ¢vorova 8s, 819
itd.) i da se bazi¢ni poliedri nalaze na kraju delova tablica koji sadrze alterni-
rajuée ¢vorove (sa izuzetkom &vora 940 = 9* koji prethodi poliedarskom ¢voru
941 =20:20:20). Odgovor na fundamentalno pitanje popularno na Inter-
netu: ”Postoji li periodni sistem za ¢vorove?” [38] nudi upravo ovaj Kaudronov
rad.

Svi ¢vorovi i linkovi dati u Konvejevoj notaciji u Konvejevom i Kaudronovom
radu izvedeni su ru¢no i uporedivani sa tada jedinim postoje¢im tablicama koje
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poticu sa kraja XIX veka i koje su izveli Tejt, Kirkman i Litl. T pored toga,
u Konvejevim tablicama ¢vorova javljaju se greske: cuveni Perkov par ¢vorova
10161 1 10162 ponovljen i u prvom izdanju Rolfsenove knjige, koji zapravo pred-
stavlja dva razna minimalna dijagrama jednog istog nealternirajuceg ¢vora. Ovu
gresku uocio je K. Perko [39].

Mada je u uvodu svog rada Konvej napomenuo da je njegova notacija izuzetno
povoljna za racunarsku uporebu, prvenstveno zahvaljujué¢i svojoj konciznosti,
ona ostaje gotovo neprihvacena u teoriji ¢vorova sve do danasnjeg dana. Pri-
marni razlog za to je verovatno notacija poliedarskih ¢vorova i linkova koja
se zasniva na bazi podataka o bazi¢nim poliedrima i veoma je neprikladna za
upotrebu (u poredenju, sa npr. DT notacijom koja je samo-dovoljna).

Konvejeva notacija prosirena je u programu LinKnot na sve ¢vorove i linkove
do n = 12 preseka i na razlicite klase ¢vorova i linkova (racionalne, Montesinos),
bez ogranicenja za broj preseka. Pored toga, zahvaljujuéi bazi podataka za
bazi¢ne poliedre koja sadrzi 83178 bazi¢nih poliedrara do n = 20 preseka,
omogucen je rad sa svim poliedarskim ¢vorovima i linkovima koji se mogu dobiti
iz ovih bazi¢nih poliedara bez ogranicenja za broj preseka.

Izvodenje cvorova sa n < 16 preseka u Dovkerovoj notaciji (ili Dovker-
Tistltvejtovoj, tj. DT notaciji) izvedeno je koriséenjem rac¢unarskog programa
KnotScape [70] i opisano u radu [10]. Generisanje alternirajué¢ih ¢vorova sa
n < 16 preseka u programu KnotScape izvrSeno je primenom narednog algo-
ritma.

ALGORITAM 7
1. Neka je P, skup svih permutacija brojeva {1,2,..n}. Generisati skup P, ;

2. Neka je dowk : {np,,Nny, .y on, } = {{n}, {nny, gy .oy nin, }} preslika-
vanje iz P, u D, gde je D, skup DT kodova. Generisati skup D,, pres-
likavanjem svake permutacije p € Py,;

3. Iz skupa D, izbaciti sve DT kodove koji su nerealizabilni;
4. Minimizovati svaki DT kod;
5. Izbaciti ponovijene DT kodove.

Rezultat navedenog algoritma je skup D, koji se sastoji od svih alterni-
raju¢ih ¢vorova sa n preseka. Zbog velikog broja nerealizabilnih DT kodova
ovakav metod generisanja ¢vorova se moze smatrati prilicno neefikasnim. Uko-
liko se ovaj metod koristi za generisanje ¢vorova sa 13 preseka, za svaki 7is-
pravan” ¢vor potrebno je u proseku generisati vise od 620000 potencijalnih DT
kodova. Prednost ovog algoritma je u tome sto minimalni DT kodovi jedin-
stveno odreduju neki ¢vor, pa posto je algoritam iscrpljujuéi, on garantuje da
¢e njegovom primenom biti generisana baza ¢vorova u kojoj nijedan ¢vor necée
nedostajati, niti ¢e biti ponovljenih alternirajucih ¢vorova.

Znatno tezi problem predstavlja generisanje nealternirajuc¢ih ¢vorova koji se
dobijanju iz alternirajuéih promenom preseka. U tom slucaju gruba (neoptimi-
zovana) varijanta algoritma za izvodenje nealternirajuéih ¢vorova glasi:
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ALGORITAM 8

1. Neka je D minimalni DT kéd nekog alternirajuceg cvora sa n preseka. U
ovom kodu vrsimo promenu znaka u svakom pojedinacnom preseku. Kao
rezultat dobijamo 2™ novih dijagrama ?;

2. Racunamo razlicite invarijante svakog od dobijenih dijagrama i testiramo
da li se ¢vor koji odgovara tom dijagramu veé nalazi u listi L svih ¢vorova
sa n ili manje preseka koji su prethodno dobijeni;

3. Ako se ovaj ¢vor me nalazi u pomenutoj listi L, smestamo ga u listu L i
nastavljamo ovakav rekurzivni postupak sa svim alternirajuéim cvorovima
sa n preseka.

Veliku olaksicu pri izvodenju nealternirajucih ¢vorova u programu KnotScape
omogucio je heuristicki program KnotFind koji na osnovu 12 razli¢itih poteza,
birajuéi u svakom koraku optimalnu strategiju, minimizuje dati DT koéd neal-
ternirajuceg dijagrama. Primenom ovog progama izbegnuta je kompletna rekurz-
ija, posto nakon minimizacije direktno izdvajamo minimalne dijagrame neal-
ternirajuc¢ih ¢vorova sa n preseka i uporedujemo ih iskljucivo sa ve¢ izvedenim
nealterniraju¢im ¢vorovima sa n preseka.

S obzirom da se radi o heuristickom programu, u cilju eliminacije duplikata,
potrebna je dvostruka provera dobijenih rezultata. Ona se vrsi izraCunavanjem
razli¢itih invarijanata nealternirajué¢ih ¢vorova, posebno hiperbolickih invari-
janata. Odredivanje hiperbolickih invarijanata omogucéava program Snappea
J. Viksa (J. Weeks) koji je ukljucen u distribuciju programa KnotScape. Pored
toga, minimizaciju svakog nealternirajuceg ¢vora sa 15 < n < 16 preseka
KnotScape proverava u listi duplikata koja je deo programa. Detaljan opis
izvodenja 1 701 936 ¢vorova koji je ostvaren pomocu programa KnotScape, dat
je u radu The first 1,701,936 knots ciji su autori Dz. Hoste, M. Tistltvejt i
Dz. Viks [10]. Posto je od ovog izvodenja ostvarenog pomocu tadasnjeg najbrzeg
racunara "Krej” (Cray), proslo vige od 30 godina, o danasnjem stanju stvari na-
jbolje govore re¢i M. Tistltvejta: ”When generating knots now, I’'m content to
get a raw list with appreciable redundancy, and then use hyperbolic geometry
to eliminate (nearly all) duplicates.” (” Ako se prilikom izvodenja ¢vorova moze
dobiti sirova lista ¢vorova sa dosta duplikata, iz koje je primenom hiperbolicke
geometrije moguée izbaciti skoro sve duplikate, tada sam zadovoljan.”) [12].
Kompletan osvrt na izvodenje ¢vorova i linkova dat je u radu The enumeration
and classification of knots and links [11]. Interesantno je da su nakon 30 godina
rezultati izvodenja ¢vorova poboljsani samo u odnosu na alternirajuce ¢vorove
koje su S. Rankin, O. Flint i Dz. Serman (J. Schermann) izveli do n = 22 preseka
[15, 16].

U ovom poglavlju prikaza¢emo nove metode izvodenja ¢vorova u Konvejevoj
notaciji, ¢iji je cilj proSirenje tablica ¢vorova prikazanih u Konvejevoj notaciji
na sve ¢vorove sa n = 13 preseka i alternirajuce ¢vorove sa n = 14 preseka. Za

2Ukoliko nismo zainteresovani za razlikovanje &vorova i njihovih slika u ogledalu, dovoljno
je izvrsiti [ 5 | promena preseka.
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proveru dobijenih rezultata koris¢eno je prevodenje Konvejevih simbola izve-
denih ¢vorova u minimalne DT kodove i uporedivanje ovih rezultata sa pos-
toje¢im KnotScape tablicama.

Drugi cilj u ovom poglavlju je konstrukcija konciznih tablica ¢vorova i linkova
datih u Konvejevoj notaciji. Naime, koris¢enjem C-linkova, koje ¢emo uvesti
u ovom poglavlju, biéemo u moguénosti da kompletne liste ¢vorova i linkova,
datih u Konvejevoj notaciji, zamenimo konciznim listama koje su u proseku bar
tri puta kra¢e od kompletnih lista. Na primer, kompletna lista ¢vorova i linkova
sa n =9 preseka sadrzi 96 alternirajucih i 36 nealternirajuc¢ih ¢vorova i linkova,
tj. ukupno 132. Ako koristimo C-linkove, koncizne tablice ¢e sadrzati samo
24 alternirajuca i 11 nealterniraju¢ih, dakle ukupno 35 C-linkova. U ovom
poglavlju ogranic¢i¢éemo se samo na koncizne tablice alterniraju¢ih ¢vorova sa
3 < n < 14 preseka.

U tablicama ¢vorova datih DT kodovima kao reprezent svakog ¢vora u tabli-
cama nalazi se njegov minimalni DT kod. To znac¢i da su za svaki ¢vor do
n < 16 preseka izracunati minimalni (u leksikografskom smislu) DT kodovi
svih njegovih minimalnih dijagrama i onda odreden minimalni (prvi u leksiko-
grafskom poretku) medu ovim kodovima. U sluéaju alternirajuéih évorova, svi
minimalni dijagrami nekog ¢vora mogu se dobiti pomo¢u flipova (flypes) iz bilo
kog minimalnog dijagrama, tj., u skladu sa Tejtovom Flip-Teoremom, pripadaju
istoj flip-klasi ekvivalencije, dok minimalni dijagrami nealternirajuceg ¢vora
mogu pripadati razli¢itim flip-klasama ekvivalencije. Na primer, alternirajuéi
¢vor 97 (slika 88) je u tablicama dat minimalnim DT kodom {{9}, {4, 12,16,
18,14,2,10,8,6}}.

U postoje¢im tablicama ¢vorova u Konvejevoj notaciji ¢vorovi su oznaceni
kanonskim Konvejevim simbolima. Konvejev simbol minimalnog dijagrama
nazivamo kanonskim ako sadrzi minimalni broj celobrojnih spletova, pri ¢emu je
svaki takav celobrojni splet maksimalne duzine (mini-max princip). Pri tome,
izbor vrsimo medu svim flip-ekvivalentnim Konvejevim simbolima tog dija-
grama. Neka je dat proizvod pq dva celobrojna spleta p i g (p > 2, ¢ > 2).
U tom slucaju, zahvaljujuéi flipovanju, splet pq moze se prikazati u obliku:
(p,1,1,...,1), (1,p,1,...,1),...,(1,1,1,...p), pri cemu se u svakom nizu 1 javlja
q puta. Izmedu svih ovih prikaza opredeljujemo se za prvi od njih. Isti takav
postupak primenjujemo na proizvod bilo kog racionalnog spleta ¢ i celobrojnog
spleta ¢q. Kanonski simbol nekog alternirajuceg dijagrama dobijamo tako §to
navedeni postupak primenjujemo rekurzivno na sve spletove koji sadrze op-
eraciju proizvoda.

U slucaju alternirajuc¢ih algebarskih ¢vorova, izbor kanonskog Konvejevog
simbola je jednoznacan. U slucaju poliedarskih alterniraju¢ih ¢vorova, opre-
deljujemo se za ”standardne” Konvejeve simbole, gde pod pojmom ”standardni”
podrazumevamo simbole koriséene u Konvejevom radu [33] i Rolfsenovoj knjizi
[35]. Za sve nealgebarske (poliedarske) ¢vorove sa veéim brojem preseka ”stan-
dardnim” ¢emo smatrati Konvejeve simbole dobijene na osnovu analogije sa
”standardnim” Konvejevim simbolima ¢vorova sa manjim brojem preseka nave-
denim u pomenutom radu i knjizi.

U slucaju nealternirajuc¢ih ¢vorova, svakoj flip-klasi ekvivalencije odgovara
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jedan kanonski Konvejev simbol. U tom slucaju, biraju¢i Konvejev simbol nekog
nealterniraju¢eg ¢vora, opredeljujemo se za jedan kanonski simbol na osnovu
sledec¢ih kriterijuma:

1. Ako neki nealternirajuéi ¢vor poseduje nekoliko kanonskih simbola medu
kojima se javljaju algebarski i nealgebarski simboli, opredeljujemo se za
neki od algebarskih simbola. U protivnom, biramo nealgebarski (poliedarski)
simbol koji ne sadrzi izolovane negativne preseke (pojedinacne preseke —1
u okviru bazi¢nog poliedra);

2. Medu algebarskim simbolima opredeljujemo se za ”standardne” simbole
(npr., u sluc¢aju Konvejevih simbola (3,3, -2), (3,—-2 —1,2), (-2 —1,3,2)
i (3,3,2—), koji predstavljaju isti nealternirajuéi évor 819, opredeljujemo
se za poslednji simbol kojim je ovaj ¢vor oznacen u Konvejevom radu [33]
i Rolfsenovoj knjizi [35]). Za nealternirajuce ¢vorove sa veéim brojem
preseka ”standardnim” ¢emo i dalje smatrati Konvejeve simbole dobijene
na osnovu analogije sa ”standardnim” Konvejevim simbolima ¢vorova sa
manjim brojem preseka navedenim u pomenutom radu i knjizi;

3. U sluéaju poliedarskih nealterniraju¢ih ¢vorova (tj. nealterniraju-
¢ih évorova koji nemaju ni jednu minimalnu algebarsku reprezentaciju),
koristimo slicnu analogiju sa "standardnim” Konvejevim simbolima
poliedarskih ¢vorova sa manjim brojem preseka.

I pored uvedenih kriterijuma, moramo priznati da ne postoje jedistveni kri-
terijumi koji bi obezbedili jednoznacnost Konvejeve notacije.

Kod minimalnih DT kodova navedeni princip kanoni¢nosti ne mora biti zado-
voljen, pa zbog toga minimalni DT kod nekog ¢vora u opstem sluc¢aju ne odgo-
vara kanonskom Konvejevom simbolu tog ¢vora, posto je biran isklju¢ivo na
osnovu leksikografskog poretka. Na slici 88a prikazan je dijagram ¢vora 97 koji
odgovara njegovom minimalnom DT kodu. Cvor 97 je alternirajuéi, pa odatle
sledi da su svi njegovi minimalni dijagrami flip ekvivalentni, tj. svaki drugi min-
imalni dijagram mozemo dobiti iz dijagrama sa slike 88a koristeci flip poteze.
Takav je i dijagram na slici 88b koji odgovara kanonskom Konvejevom simbolu
342 ¢vora 97.

Algoritam za konverziju minimalnog DT koda u kanonsku Konvejevu no-
taciju jo§ uvek ne postoji i zbog toga nije moguce iskoristiti postojece tablice
¢vorova u DT notaciji (koje obuhvataju ¢vorove sa n < 16 preseka) za prosirivanje
tablica ¢vorova u Konvejevoj notaciji (koje za sada obuhvataju samo &vorove
sa n < 12 preseka). U ovom poglavlju predlozi¢emo metode izvodenja ¢vorova
u Konvejevoj notaciji koji su nezavisni od postojecih tablica ¢vorova u DT no-
taciji, dok ¢e se prepoznavanje izvedenih ¢vorova vrsiti pomoéu minimalnih DT
kodova.

Glavne prednosti Konvejeve notacije u odnosu na druge notacije su:

e Konvejeva notacija je jedina simbolicka notacija dok su ostale (Gausova
notacija, DT-kodovi, PD-notacija, itd.) samo razli¢iti nacini kodiranja;
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a) b)

Slika ~ 88: (a) Dijagram koji odgovara minimalnom DT kodu
{{9},{4,12,16,18,14,2,10,8,6}} ¢vora 97; (b) dijagram koji odgovara
kanonskom Konvejevom simbolu 342 ¢vora 97

e Primenom Konevejeve notacije moguce je napraviti podelu ¢vorova i linkova
na osnovu njihovih topoloskih/algebarskih /graf-teorijskih osobina u dobro
definisane klase ¢ovorova i linkova kao §to su racionalni, Montezinosovi,
algebarski, poledarski, itd.;

e Neke transformacije ¢vorova i linkova (kao Sto su promena preseka,
zaravnjivanje preseka, flipovanje, itd.), mogu se primeniti na (celobrojne)
spletove, a ne samo na pojedinacne preseke.

Svi metodi koji predstavljaju doprinos ovog istrazivanja i izlozeni su u
prethodnim poglavljima, zasnivaju se na svojstvima Konvejeve notacije. Osvr-
nuvsi se na bogatstvo topoloskih svojstava ¢vora na koje ukazuje Konvejeva no-
tacija, smatramo da je ona nepravedno zapostavljena u dosadasnjim istrazivanja
u teoriji ¢vorova. Primena vecine metoda u teoriji ¢vorova zavisi od baze ¢vorova
na koju se oslanja i zbog toga verujemo da bi vazan podsticaj daljoj upotrebi
Konvejeve notacije i metoda koji se na njoj zasnivaju, predstavljalo prosirivanje
postojece baze ¢vorova u Konvejevoj notaciji. Ovo poglavlje se moze smatrati
svojevrsnim vidom zahvalnosti Dzonu Konveju na notaciji koju je uveo u radu
[33] zahvaljujuéi kojoj smo dobili veliki broj novih rezultata.

U ovom poglavlju bi¢e predlozeni metodi za izvodenje novih ¢vorova u Kon-
vejevoj notaciji i generisane tablice svih ¢vorova sa n = 13 preseka (ukupno 9988
¢vorova) i svih alternirajuéih ¢vorovasan = 14 preseka (ukupno 19536 ¢vorova).
Zbog nedostatka adekvatnog obrasca u formiranju dosadasnjih tablica ¢vorova,
u ovom poglavlju bi¢e predlozen metod za klasifikaciju ¢vorova u tablicama.
Navedeni metod primenjen je za kreiranje nasih tablica ¢vorova u Konvejevoj
notaciji do n = 14 preseka koje ¢e biti prilozene uz ovaj rad.

Postupci generisanja novih ¢vorova u Konvejevoj notaciji bi¢e opisani na
primeru ¢vorova sa n = 13 preseka.
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5.1 Metod izvodenja prosirivanjem C-linkova

U ovom poglavlju predlazemo metod za izvodenje ¢vorova koji koristi bazu
C-linkova (videti definiciju 34) i ukupno tri operatora: GENKL, CROSS™ i
D. Proces izvodenja se sastoji od dve faze, a obe faze se sastoje iz dva dela:
”generisanja” i "prepoznavanja”’. Prva faza se sastoji iz generisanja alterni-
rajué¢ih ¢évorova primenom operatora GENKL nad bazom C-linkova, a zatim
njihovog prepoznavanja primenom operatora D, dok se u narednoj fazi operator
CROSS™ primenjuje nad generisanim alterniraju¢im ¢vorovima i na taj nacin
se dobijaju preostali (nealternirajuéi) ¢vorovi sa datim brojem preseka, koji se
zatim prepoznaju ponovo primenom operatora D.

Definicija 34 Dijagram C' koji se dobija nakon sto se u dijagramu cvora ili
linka svi pozitivni R-spletovi zamene spletom 2, a negativni R-spletovi zamene
spletom -2, naziva se Kaudronov link dijagram, tj. C-link dijagram.

Neophodno je uociti razliku izmedu C-linkova koji su uvedeni u ovom is-
trazivanju i osnovnih linkova (eng. source links). Osnovni linkovi su specijalni
slucaj C-linkova kod kojih se umesto R-spletova zamenjuju celobrojni spletovi.
Dakle C-link je ¢évor ili link ¢iji su svi celobrojni spletovi duzine 2 ili 1, tj.
¢vor ili link dat Konvejevim simbolom koji sadrzi u svom zapisu samo celobro-
jne spletove 1, —1, 2, ili —2. Na primer, svi racionalni ¢vorovi i linkovi biée
predstavljeni C-linkom 2, svi alternirajuc¢i Montezinosovi ¢vorovi i linkovi sa
tri racionalna spleta C-linkom 2,2,2; svi nealterniraju¢i Montezinosovi ¢vorovi i
linkovi sa tri racionalna spleta (do na sliku u ogledalu) pomocéu C-linka, 2,2,-2,
itd.

C-link odreduje strukturu krajnjeg cvora ili linka. Krajnji cvor ili link se
dobija iz C-linka zamenom spletova 2 polaznog C-linka proizvoljnim pozitivnim
R-spletovima i zamenom spletova -2 polaznog C-linka proizvoljnim negativnim
R-spletovima. Ovakav proces naziva se prosirenje linka C.

Tako se, na primer, iz C-linka 2, 2, 2 mogu izvesti ¢vorovi (7,3,3), (3111,31,
3)i(421,22,2)san = 13 preseka, dok su ¢vorovisa n = 13 preseka (2,22) 1 (2,
22)1 (221,2)1(3,2) izvedeni iz C-linka (2,2)1(2,2).

Namece se pitanje: na koji nacin generisati bazu C-linkova?

5.1.1 C-linkovi

Na osnovu definicije C-linka, sledi da je za generisanje svih racionalnih
¢vorova dovoljan samo C-link 2. Sa druge strane, za izvodenje Montezinosovih
¢vorova sa n = 13 preseka, nije dovoljan jedan C-link, ve¢ se oni mogu izvoditi iz
C-linkova (2,2,2), (2,2,2,2), (2,2,2,2,2), itd. Arborescentni ¢vorovi (&vorovi
koji se dobijaju proizvodom spletova nastalih razgranavanjem) mogu se izvoditi
iz C-linkova (2,2)(2,2) i (2,2,2)(2,2,2), ali i mnogih drugih, pa se namecée
pitanje koji od njih su neophodni i postoji li garancija da je odgovarajuéi skup
C-linkova dovoljan za generisanje svih ¢vorova sa datim brojem preseka.

Za generisanje baze C-linkova osloni¢emo se na pristup koji je opisao Kau-
dron u radu [37]. U tom radu Kaudron uvodi grafovske prezentacije klasa
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¢vorova koji su nam predstavljali osnovnu inspiraciju za uvodenje pojma C-
linka. Za opisivanje algebarskih ¢vorova Kaudron je koristio drvece. Grafovske
prezentacije nealgebarskih (poliedarskih) ¢vorova neée biti predmet razmatranja
ovog rada, budud¢i da veé¢ posedujemo odgovaraju¢u bazu osnovnih linkova za
poliedre (a C-linkovi se jednostavnim algoritmom mogu dobiti iz postojeé¢ih
osnovnih linkova), ali smatramo da se predlozeni metodi mogu, uz neznatnu
modifikaciju, primeniti i za generisanje C-linkova za poliedarske ¢vorove na os-
novu njihovih grafovskih prezentacija.
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Slika 89: Grafovski prikaz (a) racionalnih; (b) Montezinosovih; (c) arborescent-

nih ¢vorova

S obzirom na oblast kojom se prevenstveno bavimo, umesto termina cvor
grafa u ovom poglavlju koristi¢emo termin teme grafa radi lakseg pracenja izla-

ganja.
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Racionalne ¢vorove Kaudron opisuje prostim grafovima, 1-drvetom (drvo u
kojem svaki roditelj moze imati samo jednog potomka). Montezinosove évorove
("stelarne”, tj. zvezdaste) opisuje ”zvezdastim” grafovima, drvetima sa cen-
tralnim temenom koje se identifikuje sa operacijom ramifikacije (zarez). Za
arborescentne (razgranate) ¢vorove koristi razgranatu strukturu koja ¢ini kom-
poziciju prethodne dve. Na slici 89 je dat primer grafovskih prezentacija nekih
racionalnih, Motenzinosovih i arborescentnih ¢vorova.

Kaudronove grafovske prezentacije su nam posluzile kao inspiracija za gener-
isanje baze C-linkova na sledeci nacin. Neka je K¢ klasa ¢vorova koji se mogu
dobiti progirivanjem datog C-linka C. Ako C' posmatramo kao predstavnika
klase K¢, tada treba da definisemo takve grafove G koji mogu biti predstavnici
klasa grafova K, tj. posluziti nam za generisanje drugih grafova.

Ako C-link posmatramo kao predstavnika klase ¢vorova koji se mogu do-
biti njegovim prosirivanjem, treba da definiSemo takve grafove koji mogu biti
predstavnici klasa i posluziti nam za generisanje drugih grafova.

Definicija 35 Stepen temena t grafa G = (V, E) je jednak broju ivica koje mu
pripadaju. Racionalnom spletnom granom zovemo povezan podgraf G' grafa G
koji se sastoji od onih iwica grafa G cija oba temena imaju stepen mangi ili
jednak 2 i njihovih temena.

\,,Jg:/ / :

L ]
\
y kontrahovanje *\-
— LN A

. "
C-graf ‘e

L

Slika 90: Sazimanje grafa do C-grafa

Definicija 36 Graf G zovemo C-grafom ako ne sadrzZi ivicu c¢ija oba temena
imagu stepen mangi ili jednak 2.

Drugim rec¢ima, C-graf je graf koji ne sadrzi racionalnu spletnu granu.

Definicija 37 SazZimanjem grafa do C-grafa nazivamo proceduru uklanjanja
svih njegovih racionalnih spletnih grana (videti sliku 90).

Neka je dat ¢vor K i neka njemu odgovara Kaudronov grafovski prikaz G.

Sazimanje ¢vora K do njegovog C-linka je zamena svih njegovih pozitivnih R-
spletova spletom 2 i negativnih R-spletova spletom —2. Kontrahovanje grafa G
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do C-grafa GGy odgovara sazimanju cvora K do njemu odgovarajuéeg C-linka
Ky, tj. ¢voru Ky odgovarac¢e Kaudronov C-graf Gy. Proces kontrahovanja grafa
nazivamo jos i kolabiranjem grafa. Kako se po Kaudronu svaki ¢vor K moze
prikazati grafom, a C-link ¢vora K moze prikazati C-grafom, za generisanje
baze C-linkova iskoristi¢emo C-grafove (tj. kolabirane grafove) drveta.

Ovaj proces zapocinje generisanjem svih neizomorfnih drveta sa datim bro-
jem temena, koja se zatim kontrahuju. Za ovu priliku implementirana je Math-
ematica funkcija TreeContraction koja vrsi kontrahovanje drveta i generisanje
skupa neizomorfnih C-grafova. Pokazuje se da je za generisanje algebarskih
¢vorova do n = 13 preseka dovoljno koristiti polazna drveta do n = 9 temena.

Veli¢ina C-linka je broj spletova od kojih se C-link sastoji (npr. veli¢ina
C-linka (2,2)1(—2,2) je 5). Primenom funkcije TreeContraction dobijamo
po jedan C-graf koji ¢e biti primenjen za generisanje C-linkova veli¢ine 1 i 3,
dva C-grafa za generisanje C-linkova velicine 4, Cetiri za generisanje C-linkova
veli¢ine 5, osam za generisanje C-linkova veli¢ine 6, itd. Na slici 91 su prikazani
C-grafovi neophodni za generisanje C-linkova veli¢ine manje ili jednake 6.

Ideju generisanja C-linkova, koris¢enjem osnovnog grafa, preuzeli smo od
Kaudrona, a opisana je slede¢im primerima. Slova A, B, C, D, E, F u opstem
sluéaju mogu uzimati vrednosti iz skupa {2, —2,1, —1}.

Najprostiji C-graf, graf sa slike 91a, generise C-link A (A € {1,-1,2,—2}).
U ovom slucaju, jedini C-link koji se moze izvesti je 2 i on se koristi za izvodenje
svih racionalnih ¢vorova i linkova. Graf sa slike 91b generise C-linkove (A, B, C)
(A,B,C € {1,-1,2,—-2}}). Ovaj C-link se koristi za izvodenje svih Montezi-
nosovih ¢vorova i linkova sa 3 R-spleta. Grafovi sa slike 91c generisu sve C-
linkove veli¢ine 4 oblika (A, B,C, D) i (A, B) (C, D).

Na osnovu kontrakovanih grafova sa slike d) mozemo generisati C-link za
Montezinosove évorove sa 5 R-spletova (A, B,C, D, E) i C-linkove za arbores-
centne cvorove:

1. (A,B)(C,D,E),
2. (A,B)C (D,E),
3. (A,B),C,(D,E).
C-linkovi veli¢ine 6 generisani na ovaj nacin su:
1. (A,B,C,D,E,F),
A B,C),D,(E,F),
B)(C,D,E,F),
B),(C, D), (E, F),
A, B,C)(D,E,F),
(4, B),C) (D, (E, F)),
A, B,C)D(E,F)

NS ot N

(
(4,
(4,
(
(
(
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Slika 91: C-grafovi za C-linkove velicine (a) 1; (b) 3; (c) 4; (d) 5; (e) 6

8. (A4,B),C,D,(E,F)

i dobijeni su na osnovu kolabiranih grafova prikazanih na slici 91e.

Bazu C-linkova ¢ini skup C-linkova generisanih ovim metodom, nakon zamene
slova vrednostima iz skupa {2, —2, 1, —1}. Bazu C-linkova za generisanje ¢vorova
sa n preseka zovemo iscrpljuju¢om ako se u njoj nalaze svi C-linkovi generisani
na gore navedeni nacin, polaze¢i od drveta sa n temena i njima odgovarajucih
kolabiranih grafova, gde su slova iz prethodnih primera zamenjena svim vred-
nostima iz skupa {2, —2,1, —1}. Iscrpljujuca baza se u praksi ne koristi jer ée
vec¢ina C-linkova generisati iste rezultate, tj. krajnje ¢vorove. Zbog toga, u
skladu sa trenutnim zadatkom, iz iscrpljujuc¢e baze se koriste samo odabrani
C-linkovi.

5.1.2 Operator GENKL

Operator GENKL se koristi u prvoj fazi procesa izvodenja ¢vorova i to u
njenom prvom delu koji predstavlja proces generisanja alternirajuc¢ih ¢vorova i
primenjuje se na C-linku. Zadatak operatora GENKL jeste da izvrsi zamene
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spletova 2 i —2 u C-linku R-spletovima i na taj nacin generiSe sve moguce
¢vorove sa datim brojem preseka n. Kako je zbir duzina svih spletova Konve-
jevog zapisa nekog ¢vora jednak broju preseka ¢vora, za generisanje svih ¢vorova
sa n preseka iz nekog C-linka neophodno je koristiti (uredene) particije broja n.

Na primer, za n = 9, C-link (2,2, 2) mozemo prosiriti na sledec¢i na¢in. Prvo
je potrebno generisati sve particije broja n = 9 u tri dela, od kojih je svaki
vedi ili jednak 2: (5,2,2), (4,3,2) 1 (3,3,3). U sledeéem koraku generisu se
uredene particije koje ne pocinju jedinicom (imajuéi u vidu da predstavljaju
R-spletove koji, po definiciji, ne smeju pocinjati jedinicom) i uklanjaju se du-
plikati. Kao rezultat dobijamo Montezinosove alternirajuce ¢vorove i linkove
koji sadrze tri R-spleta i imaju n = 9 preseka: (5,2,2), (41,2,2), (32,2,2),
(311,2,2), (23,2,2), (221,2,2), (212,2,2), (2111,2,2), (4,3,2), (4,21,2),
(31,3,2), (31,21,2), (22,3,2), (22,21,2), (211,3,2), (211,21,2), (3,3,3),
(3,3,21), (3,21,21)1 (21,21,21).

Za implementaciju operatora GENKL u opstem slucaju C-linkova, koris-
tili smo LinKnot funkciju fGenKL. Za generisanje razlicitih particija broja n
ova funkcija koristi funkcije Mathematica programskog paketa Partitions and
Sums of Integer Powers koji je napisao J. Rangel-Mondragén [92]. Funkcija
fGenKL je modifikovana za ove potrebe tako da iz dobijenih rezultata selektuje
samo ¢vorove koriste¢i funkciju fComponentNo. Takode, izvrsavanje ove funkcije
je ubrzano tako sto za izvesna izvodenja koristi funkcije namenjene izvodenju
posebnih klasa alternirajuéih ¢vorova i linkova, npr. funkciju RationalKL [n],
koja izvodi sve racionalne ¢vorove i linkove sa n preseka, funkciju fStellar [n],
koja izvodi Montezisosove ¢vorove i linkove sa n preseka, itd. Da bi se obezbe-
dilo koriséenje potrebnih posebnih funkcija, funkcija £GenKL u prvom koraku
vrsi sintakticku analizu ulaznog stringa koji predstavlja polazni C-link i, uko-
liko on pruza mogucénosti za to, vrsi izbor posebne funkcije. Isti postupak iz
koga je samo izostavljena pocetna eliminacija linkova, moguce je primeniti i na
izvodenje svih alternirajué¢ih ¢vorova i linkova sa n preseka iz datog C-linka.

5.1.3 Operator D

Operator D se koristi u drugom delu obe faze procesa izvodenja ¢vorova:
u delu prepoznavanja. Ovaj operator prepoznaje ¢vorove i vrsi njihovu identi-
fikaciju u postoje¢im tablicama ¢vorova do n = 16 preseka u kojima su ¢vorovi
dati svojim minimalnim DT kodovima [10]. Takode, ovaj operator moze ko-
ristiti i LinKnot funkcije za prepoznavanje ¢vorova i linkova u Konvejevoj no-
taciji fFindCon ili fFindConway i dodeliti svakom izvedenom ¢voru ili linku
jednoznac¢no definisan Konvejev simbol iz LinKnot baze podataka Konvejevih
simbola ¢vorova i linkova do n = 12 preseka i odgovarajuéi minimalni DT kod.
Primenom operatora D na skup C-linkova prepoznajemo ¢vorove koji se ponavl-
jaju, izbacujemo duplikate iz skupa izvedenih ¢vorova i uparujemo svaki izvedeni
¢vor dat u Konvejevoj notaciji sa njegovim minimalnim DT kodom.

Kao osnova za implementaciju operatora D kori§¢ena je funkcija fKnotFind.
U slucaju linkova, za ovaj deo postupka potrebno je koristiti funkcije za pre-
poznavanje bazirane na polinomalnim invarijantama i minimalne DT kodove iz
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samo delimi¢no objavljenih tablica linkova koje je izveo M. Tistltvejt.

5.1.4 Izvodenje alternirajucéih ¢vorova

Izvodenje alternirajucih ¢vorova je prva faza generisanja ¢vorova metodom
koji predlazemo. Ako skup alterniraju¢ih ¢vorova oznacimo sa A, proces nji-
hovog izvodenja predlozenim metodom se opisuje formulom

A = D(GENKL(B)).

Baza C-linkova B se moze generisati na nacin predlozen u poglavlju 5.3.1.
Prilikom primene Kaudronovog grafovskog pristupa oznac¢avanja ¢vorova, susreli
smo se sa dva problema:

1. ViSeznacnost notacije drveta;
2. Odsustvo Konvejeve operacije sabiranja + u okviru Kaudronovih grafova.

Ukoliko je drvo koje prikazuje ¢vor pomo¢u Kaudronovog grafa viseznacno,
tada se viseznacnost prenosi i na C-grafove koje smo generisali u ovom radu.
Posmatrajmo poslednji C-graf na slici 91. Ovaj graf se moze zapisati kao C-link
(A,B),C,D,(E,F), ali i kao C-link (A, B)(C,D)(E,F). Pri tome, mozemo
pokazati da su navedena dva C-linka ekvivalentna i da pomoc¢u opratora GENKL
generisu isti skup ¢évorova i linkova za svako fiksirano n. Bez obzira na to, u
slucéajevima kada se neki C-graf moze zapisati na vise nacina (kao u navedenom
primeru), u bazu C-linkova ¢emo uvrstiti sve moguée zapise tog C-grafa u obliku
C-linkova. Uklanjanje duplikata medu ¢vorovima dobijenim pomocéu operatora
GENKL za dato n predstavlja manji problem nego eventualni manjak C-linkova.

Kada se dva ili viSe spletova javljaju kao clanovi operacije ramifikacije, tada
operacija ramifikacije ima prioritet u odnosu na operaciju sabiranja na osnovu
jednakosti (t1,t9, ..., t,) = t10+t20+...+¢,0 i na taj nacin se izbegava upotreba
operacije sabiranja koja nedostaje u grafovskom prikazu ¢vorova. Operator +
se javlja i u spletovima oblika a+ koje je Konvej definisao na nac¢in prikazan na
slici 92.

Slika 92: Splet a+
Kada su spletovi ty, to, ..., t,, racionalni, primenom flip pokreta lako se pokazuje

da je pozicija spleta 1 u (1,2, ..,t,) nevazna i da se sve jedinice mogu dovesti
na kraj spleta, kao u narednom primeru:
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(1,3,1,2) = (3,1,1,2) = (3,2,1,1).

Ako se u operaciji ramifikacije na kraju Montezinosovog spleta
ti,te, oy tn,1,...,1

javlja niz jedinica duzine ¢, tada se na osnovu definicije operacije sabiranja ovaj
niz moze zameniti celobrojnim spletom ¢, pa je

tl,tQ, ...,tn, 1, ey 1= tl,tQ, veey tn + c.
Vazi i obrnuto, pa ¢emo C-linkove oblika
ti,to,....tn + ¢

pisati kao
t1,to, cytn, 1,001,

pri ¢emu je niz jedinica koje se nalaze na kraju ovog spleta duzine c¢. Tako ¢emo
izbeci upotrebu operacije + u okviru Montezinosovih spletova. Na primer, C-
link (2,2 +1)(2,2,2+ 2) pisa¢emo kao (2,2,1)(2,2,2,1,1) i sl.

Za izvodenje alternirajuc¢ih ¢vorova dovoljno je da baza C-linkova sadrzi
samo C-linkove sa spletovima 1 i 2. Pokazuje se da je za izvodenje algebarskih
alterniraju¢ih ¢vorova sa n = 13 preseka dovoljna baza C-linkova prikazana
tabelom 4. U tabeli su za 8 < n < 13 date liste C-linkova koji su dovoljni
za generisanje algebarskih alternirajucih ¢vorova sa datim brojem preseka. Svi
¢vorovi 3 < n < 7 preseka su racionalni, pa se izvode iz samo jednog C-linka 2
Zbog toga C-linkovi potrebni za njihovo generisanje nisu navedeni u tabeli. Za
generisanje svih algebarskih alternirajuc¢ih ¢vorova sa n = 8 preseka dovoljno
je koristiti C-linkove navedene u koloni oznacenoj brojem 8. Za generisanje
¢vorova sa brojem preseka nm > 8, neophodno je upotrebiti C-linkove nave-
dene u svim kolonama oznacenim brojevima manjim ili jednakim n. Dakle,
za generisanje svih algebarskih ¢vorova sa n = 13 preseka, neophodno je vrsiti
prosirivanje C-linkova navedenih u kolonama 8, 9, 10, 11, 121 13.

Primenom metoda progirivanja C-linkova, 27 C-linkova navedenih u tabeli,
dovoljno je za generisanje svih algebarskih alternirajucih ¢vorova sa n = 13
preseka kojih ima ukupno 1452.

Dejstvom operatora GENKL na celu navedenu bazu spletova, dobija se skup
¢vorova u kome se neki ¢vorovi ponavljaju. U cilju uklanjanja duplikata ¢vorova
iz dobijenog skupa i generisanja konacnog skupa alternirajucih ¢vorovasan = 13
preseka u Konvejevoj notaciji, na njega je potrebno primeniti operator D.

Operator GENKL se moze primeniti na C-link bilo kod tipa, tj. na C-
link koji definise bilo koju klasu ¢vorova (racionalne, Montezinosove, preostale
algebarske, poliedarske). Efikasnije izvodenje ¢vorova se moze izvrsiti podelom
ulaznog skupa C-linkova na podskupove koje omogucavaju izvodenje po klasama
¢vorova. Ukoliko se izvrsi podela po klasama ¢vorova, pruza se moguénost za
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Tabela 4: C-linkovi potrebni za izvodenje algebarskih alterniraju¢ih ¢vorova do
n = 13 preseka

8 9 10 11 12 13
2 2221 22211 2,2,2,2 2,2,2.2,1 2,2,2.2.1,1
2,2,2 (2,2) (2,2) | 222111 | 2221111 | 22211111

(2,2) (2,2,1) | (2,2,1) (2,2,1) | (2,2) (2,2,1,1,1)
(2,2) 1(2,2) | (2,2) (2,2,1,1) (2,2,2) (2,2)
(2,2) 1 (2,2,1) | (2,2,1) (2,2,1,1)
(2,2),2,(2,2) | (2,2) 1(2,2,1,1)
(2,2,1) 1 (2,2,1)
(2,2) 2 (2,2)
(2,2),2,(2,2,1)
(2,2) 2,2,2
(2,2) 1,(2,2),2
(2,2),(2,2),2,1

optimalni izbor baze C-linkova za svaku konkretnu klasu, tj. baze koja sadrzi
manji broj C-linkova i daje manje ponovljenih ¢vorova. Pored toga, podela
ulaznih C-linkova se pretezno moze obaviti na sintaksnom nivou.

Zbog toga je izvodenje ¢vorova najbolje zapoceti izvodenjem racionalnih
cvorova.

Za izvodenje racionalnih ¢vorova i linkova korisc¢ene su vec¢ postojece funkcije
programskog paketa LinKnot iz sekcija Rational KLs i Derivation of KLs.

Za dato n, LinKnot funkcija RationalKL izracunava broj racionalnih ¢vorova
sa n preseka i njihove Konvejeve simbole. Napomenimo da se svaki racionalni
¢vor ili link u Konvejevoj notaciji zapisuje kao niz prirodnih brojeva ni ng ... ng
koji ne pocinje i ne zavrsava se jedinicom, pri ¢emu obrtanje (revertovanje) niza
definiSe isti ¢vor ili link. Posto brojevi ni,ns, .., ng oznacavaju duzine celobro-
jnih spletova, vazi jednakost n = ny +ns + .. +ny. Funkcija RationalKL koristi
ovu zavisnost, pa racionalne ¢vorove duzine n generise koristeci uredene particije
broja n, na isti nacin kao funkcija £GenKL. Za prepoznavanje racionalnih ¢vorova
dovoljno je koristiti verizne razlomke, Sto je znatno efikasniji nacin prepozna-
vanja od izracunavanja minimalnih DT kodova. Navedeni na¢in prepoznavanja
je implementiran u funkciji RationalKL.

Prema tome, primenom funkcije RationalKL implementirani su operatori D
i GENKL u odnosu na racionalne ¢vorove. Primena funkcije £GenKL na C-link
2 nije potrebna, posto funkcija £GenKL samostalno generisu racionalne ¢vorove
sa n = 13 preseka i pri tome ne daje ponovljene ¢vorove.

Za n = 13 preseka funkcija RationalKL daje 528 ¢vorova i linkova, od kojih
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su 352 ¢vorovi. Svaki od ovih évorova je na osnovu svog minimalnog Dovkerovog
koda prepoznat u tablicama ¢vorova u DT notaciji.

Naredni korak u u izvodenju ¢vorova sa n = 13 preseka u Konvejevoj notaciji
je izvodenje Montezinosovih ¢vorova. Podsetimo se da se Montezinosovi spletovi
i njima odgovaraju¢i Montezinosovi linkovi dobijaju primenom razgranavanja
na n alternirajuc¢ih racionalnih spletova ¢;, od kojih barem tri spleta tj, k €
1,2,...,n nisu elementarna, tj. razlicita su od 1. Montezinosovi ¢vorovi i linkovi
obelezavaju se Konvejevim kodom tq,to,...,t,, (n > 3, ¢ € {1,...,n}), na
isti na¢in kao i njihovi odgovaraju¢i Montezinosovi spletovi. Pereca ¢vor ili
link se dobijaju ukoliko su svi spletovi ¢;, (n > 3,7 € {1,...,n}) celobrojni.
Montezinosov link, dobijen razgranavanjem cetiri R-spleta prikazan je na slici
93.

Slika 93: Montezinosov link sa ¢etiri R-spleta i njegova senka

Pomenuli smo da se u Kaudronovom radu [37] Montezinosovi linkovi nazivaju
zvezdastim (od eng. stellar) linkovima, jer im odgovaraju Kaudronovi grafovi
zvezdaste strukture, tj. drvo sa centralnim temenom koje oznacava operaciju
razgranavanja.

Racionalne spletove u okviru Montezinosovih ¢vorova ili linkova zvaé¢emo
"stubovima”. To su delovi Konvejevog koda koji se u zapisu Montezinosovog
¢vora ili linka nalaze na prvom mestu, na poslednjem mestu ili izmedu zareza.
Montezinosovi ¢vorovi sa n = 13 preseka mogu imati najvise 6 stubova, pa
zbog toga uvek imaju sledeéi oblik ty,ts,..,t;, i € {3,4,5,6}, gde su t; R-
spletovi od kojih su bar tri netrivijalna, tj. nisu jedinice. Za generisanje
ovakvih ¢vorova opet ¢ée biti koris¢ene uredene particije broja 13. Pri tome,
neophodno je imati u vidu da su Konvejevi kodovi Montezinosovih ¢vorova i
linkova invarijantni u odnosu na cikli¢ne permutacije niza R-spletova ty,ts, .., t;
ili inverziju (obrtanje) tog niza. To znaci da ¢e, na primer, Konvejevi kodovi
(4,2,3,2), (2,3,2,4), (2,4,2,3), (3,2,4,2) i (4,2,3,2) oznacavati isti Montezi-
nosov link. Uoc¢imo da zamena mesta razlicitih susednih R-spletova u Konve-
jevom kodu nekog Montezinosovog linka predstavlja mutaciju, pa ¢e, na primer,
linkovi (3,2,3,2) i (3,3,2,2) predstavljati razlicite Montezinosove linkove koji
se dobijaju jedan iz drugog mutacijom, $to znaci da ni jedna polinomska in-
varijanta neée biti u stanju da ih razlikuje. Naravno, razlikovaée se njihovi
minimalni DT kodovi. Zbog toga, permutacije stubova (tj. ¢inilaca operacije
razgranavanja), koje predstavljaju ekvivalentne évorove ili linkove, neée biti
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generisane, pa LinKnot funkcije fStellar i £StellarPlus daju isklju¢ivo ra-
zlicite Mintezinosove linkove. Primenom ovih funkcija ve¢ na samom pocetku
(u fazi generisanja), izbegnuto je izvodenje velikog broja ponovljenih ¢vorova
koje se javlja u slucaju primene funkcije fGenKL na Montezinosove C-linkove
(2,2,2), (2,2,2,2),...,(2,2,2,1), (2,2,2,2,1), itd.

Prema tome, primenom funkcija fStellar i £StellarPlus, implementirani
su operatori D i GENKL u odnosu na Montezinosove ¢vorove. Primena funkcije
fGenKL na C-linkove (2,2,2), (2,2,2,2), itd. nije potrebna, posto navedene dve
funkcije samostalno generisu odgovaraju¢e Montezinosove ¢vorove sa n = 13
preseka i pri tome ne daju ponovljene ¢vorove.

Za n = 13 funkcija fStellar daje 1218 ¢vorova i linkova, medu kojima su
493 ¢vora. Funkcija £StellarPlus daje 743 ¢vora i linka, medu kojima je 285
¢vora. Svaki od ovih ¢vorova je, na osnovu svog minimalnog Dovkerovog koda,
prepoznat u tablicama ¢vorova u DT notaciji.

Naredni korak predstavlja izvodenje preostalih algebarskih alternirajuc¢ih
¢vorova sa n = 13 preseka. Za njihovo izvodenje koriséeni su C-linkovi iz tabele
4, izuzimajuci C-linkove ¢ijim se proSirivanjem dobijaju racionalni i Montezi-
nosovi ¢vorovi, posto je njihovo izvodenje veé izvrseno. ProSirivanjem preostalih
17 C-linkova dobijena su 1452 razlicita algebarska alternirajuca ¢vora. Medu
izvedenim ¢vorovima duplikati su eliminisani primenom operatora D (koris¢enjem
funkcije fKnotFind) i prepoznati u tablicama ¢vorova u DT notaciji.

Dodatnu proveru, da su svi ¢vorovi koji su izvedeni u prethodnim koracima
upravo alternirajuci algebarski ¢vorovi sa n = 13 preseka, omogucava LinKnot
funkcija fBasicPoly koja za ¢vor ili link dat svojim DT kodom identifikuje
njegov odgovarajuc¢i bazicni poliedar. Svaki alternirajué¢i ¢vor pripada tacno
jednoj flip klasi, pa mu jednozna¢no odgovara i bazi¢ni poliedar iz koga je izve-
den. Primenjujuéi funkciju fBasicPoly na tablice DT kodova alternirajuéih
¢vorova, mozemo direktno konstatovati da li je neki alternirajuci ¢vor dat svo-
jim DT kodom algebarski ili poliedarski i identifikovati njegov odgovarajuci
bazi¢ni poliedar. Ovakva dodatna provera i identifikacija bazi¢nog poliedra,
koji odgovara nekom ¢voru ili linku na osnovu njegovog DT koda, moguca je
samo za alternirajuce ¢vorove i linkove. Neki nealternirajuéi ¢vor ili link moze
posedovati vise razli¢itih minimalnih dijagrama (posmatranih do na flip ekvi-
valenciju), pri ¢emu neki od njih mogu biti algebarski, a drugi nealgebarski.
Tada razli¢itim minimalnim dijagramima (posmatranim do na flip ekvivalen-
ciju) mogu odgovarati razli¢iti baziéni poliedri.

Sledeca klasa ¢vorova koje ¢emo generisati jesu poliedarski, tj. nealgebarski
alternirajuci ¢vorovi sa n = 13 preseka.

Podsetimo se da se poliedarski (nealgebarski) ¢vor ili link dobija iz nekog
bazi¢nog poliedra zamenom njegovih temena spletovima. Originalna Konvejeva
oznaka za bazi¢ne poliedre sa n temena je izraz oblika ni*™ (sto je skradena oz-
naka za ne*"1.1....1, pri ¢emu se elementarni splet 1, koji se nalazi u svakom
temenu baziénog poliedra ni*, javlja n puta). U LinKnot notaciji bazi¢nih
poliedara n je i dalje broj preseka, a ¢ = m je redni broj bazi¢nog poliedra u
listi bazi¢nih poliedara sa n preseka. Dakle, originalnom Konvejevom simbolu
bazi¢nog poliedra 10* odgovara LinKnot simbol 101x, originalnom Konvejevom
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simbolu bazi¢nog poliedra 10** odgovara LinKnot simbol 102x%, itd. Prvu listu
bazi¢nih poliedara do n = 12 preseka izveo je Kirkman, koji je izostavio bazi¢ni
poliedar 12***** = 12F (ili u LinKnot oznaci 125%). U svom radu Konvej [33]
preuzima Kirkmanovu listu bazi¢nih poliedara 6*, 8%, 9*, 10*, 10**, 10***, 11* i
za isti bazi¢ni poliedar 6* uvodi dve razlicite oznake: 6* i 6** = .1, koje rezulti-
raju i dvoznacnim sistemom oznaka poliedarskih ¢vorova i linkova izvedenih iz
bazi¢nog poliedra 6*. Kaudron koriguje Kirkmanovu (mozda svesnu) omagku?
i izvodi kompletnu listu baziénih poliedara sa n < 12 preseka, koja sadrzi jedan
bazi¢ni poliedar 6* sa n = 6 preseka, bazi¢ne poliedre 8%, 9*, 10*, 10**, 10***,
11%, 11 1 11%"* sa 8 < n < 11 preseka i 12 bazi¢nih poliedara sa n = 12 pre-
seka, oznacenih u njegovom radu sa 12A-12L. Za 13 < n < 20 preseka, jedinu
referentnu listu (bazu podataka) baziénih poliedrara sadrzi program LinKnot.

U originalnoj Konvejevoj simbolici, ¢vor koji je dobijen iz bazi¢nog poliedra
ni*™ zamenom njegovih temena (tj. elementarnih spletova 1 u simbolu
ni*™1.1....1) spletovima aq,...,ar (kK < n), zapisuje se kao ni*™aj.as ... .ax.
Zapis se moze skratiti izostavljanjem jedinica i kori§¢enjem dodatnih skracenih
simbola koji zamenjuju nizove tacaka (na primer, simbola : koji zamenjuje ..,
simbola : . koji zamenjuje ...). Na primer, koncizna oznaka 6*2 : 2 : 20 oznacava
¢vor 6%2.1.2.1.20.1, a 6*21.2.32 : —220 oznacava ¢vor 6721.2.32.1. — 220.1
(slika 94). U okviru programa LinKnot jedina razlika je Sto su baziéni poliedri
ni*™ oznacavaju kao ni*, pri cemu je i = m.

f{: 1232:22 0=
6°21.2.3 2,122 0.1

Slika 94: Bazicni poliedar 6* i ¢vorovi 6*2.1.2.1.20.11 6*21.2.32.1. —220.1

Konvej je u radu [33] uveo dve oznake za isti bazi¢ni poliedar: 6* i 6** = .1
i koristio obe za oznacavanje ¢vorova i linkova izvedenih iz bazi¢nog poliedra
6*. Kao rezultat, dobijene su dve vrste oznaka ovakvih ¢vorova i linkova. Na
primer, ¢vor 84, izveden iz bazi¢nog poliedra .1, oznacen je sa .2.20, a ¢vor
939, izveden iz bazi¢nog poliedra 6x sa 2 : 2 : 20, pri ¢emu je kod ¢vorova i
linkova izvedenih iz bazi¢nog poliedra 6* simbol bazi¢nog poliedra izostavljen.
U knjizi [87] na strani 249. data je komparacija ¢vorova i linkova zapisanih u
obe notacije. Zbog uniformnosti notacije, koristi¢emo samo prvu oznaku 6*.

Dakle, poliedarski ¢vor ili link se dobija tako §to vr§imo zamenu temena
dijagrama u osnovnom bazi¢nom poliedru (6*,8*,9* 10*,10**,10***,...) alge-

3Bazi¢ni poliedar 12E je jedini bazi¢ni poliedar sa n = 12 preseka koji je 2-temeno povezan,
pa ne predstavlja poliedar u geometrijskom smislu.
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barskim spletovima. Proces izvodenja alterniraju¢ih poliedarskih ¢vorova je
identican sa metodom prosirivanja C-linkova. Za svaki bazi¢ni poliedar se
generisu svi njegovi osnovni linkovi (koji predstavljaju specijalan slucaj C-
linkova) ¢ijim se proSirivanjem izvode krajnji ¢vorovi. ProSirivanje osnovnih
linkova i dalje se zasniva na koris¢enju particija broja n, gde je n broj preseka
¢vora. Za izvodenje osnovnih linkova iz bazi¢nih poliedara koriééena je funkcija
fForSourcelinks, koju je napisala Radmila Sazdanovié, a za izvodenje ¢vorova
funkcija fGenKL.

Izvodenjem ovih klasa ¢vorova generisano je svih 4878 altenirajucih ¢vorova
sa n = 13 preseka datih u Konvejevoj notaciji, koji su prepoznati u tablicama
¢vorova u DT notaciji. Alternirajuéi évorovi izvedeni u Konvejevoj notaciji ¢e
biti iskoriséeni za izvodenje nealterniraju¢ih primenom operatora CROSS™.

5.1.5 Operator CROSS™

Operator CROSS™ se primenjuje u prvom delu druge faze metoda izvodenja
¢vorova prosirivanjem C-linkova i koristi se za izvodenje nealternirajucih ¢vorova.
Primenom funkcija navedenih u prethodnim poglavljima izveden je skup svih
alterniraju¢ih ¢vorova sa n = 13 preseka. Oznac¢imo taj skup sa A. Operator
CROSS™ se primenjuje nad proizvoljnim ¢vorom K € A. Njegov zadatak je da,
na osnovu datog minimalnog dijagrama ulaznog alternirajuceg ¢vora, generise
minimalne dijagrame nealternirajucih ¢vorova sa istim brojem preseka zamenom
znaka jednog ili viSe racionalnih spletova.

Pozitivnim racionalnim spletom nazivamo racionalni splet koji u svom Kon-
vejevom simbolu sadrzi samo pozitivne brojeve, a negativnim racionalnim sple-
tom onaj koji sadrzi samo negativne. Pozitivne i negativne racionalne sple-
tove zajednickim imenom nazivamo spletovima konstantnog znaka, a sve os-
tale racionalne spletove nazivamo spletovima mesovitog znaka. Spletove kon-
stantnog znaka nazivamo i alternirajuéim (ili lokalno-redukovanim) racionalnim
spletovima. Ovaj drugi naziv sledi iz ¢injenice da ¢e svaki racionalni splet
mesovitog znaka moc¢i da se lokalnom redukcijom svede na racionalni splet
konstantnog znaka sa manjim brojem preseka, dok su spletovi konstantnog
znaka ireducibilni. Zamena znaka racionalnog spleta R ¢vora K predstavlja
promenu znakova svih brojeva u njegovom Konvejevom simbolu i oznacava
se sa ¢ (R). Pod ”promenom znaka” smatramo prelazak svakog pozitivnog
broja, u oznaci spleta, u negativni i obrnuto. Na primer, promena znaka
racionalnog spleta R = 21 u ¢voru K = (21,2)(213,2) prevodi ovaj ¢vor u
K1 =(-2—-1,2)(213,2) (slika 95).

Kako je domen operatora CROSS ™ skup alternirajué¢ih ¢vorova u kojima su
svi racionalni spletovi alternirajuéi i imaju pozitivan znak, zamena znaka ¢e u
ovom slucaju podrazumevati zamenu pozitivnog racionalnog spleta negativnim
racionalnim spletom.

Ako ¢vor K sadrzi n racionalnih spletova i ¢; predstavlja znak i-tog
racionalnog spleta u Konvejevom zapisu ¢vora K, tada varijacijom njegovih
znakova
oznacavamo niz {ci, ca,..,cn}, ¢; € {+,—1}, i = 1,..,n. Dve varijacije znakova
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Slika 95: Operacija ¢~ (21) prevodi ¢vor K = (21,2)(213,2) u K; = (-2 —
1,2)(213,2)

{d, ey, .yenyi{dl,dy, .., cl} nazivamo simetri¢nim ukoliko za svako i,7 =1,..,n
vazi jedna od sledec¢ih jednakosti:

r_ "o
c;=+,¢ =—

’ "o
¢, =—,c; =+.

Dodeljivanjem varijacije znakova ¢ nekom ¢voru K oznacavamo sledeci pro-
ces: u datom évoru K svakom racionalnom spletu (i-tom po redu u Konvejevom
zapisu) dodeljujemo onaj znak koji se nalazi na i-tom mestu u varijaciji ¢. Na
primer, primena varijacije {+,+,—,—} na ¢vor K = (—2-1,2)(213,2) daje
¢vor K/ =(21,2) (—2-1-3,-2).

Narednim algoritmom opisana je primena operatora C ROSS™ na minimal-
nom dijagramu alternirajuceg ¢vora K, koja kao rezultat generise skup mini-
malnih dijagrama nealternirajucéih ¢vorova K.

ALGORITAM 9

1. Neka je n broj racionalnih spletova u Konvejevom zapisu alternirajuceg
évora K datog svojim minimalnim kanonskim dijagramom. Generisati
skup svih varijacija znakova duzine n izuzimajucéi simetricne.

2. Za svaku varijaciju ¢, neka K’ predstavlja dijagram cévora koji se dobija
dodeljivanjem te varijacije ¢voru K. Ukoliko minimalni dijagram cévora
K’ ima isti broj preseka kao minimalni dijagram cévora K, dodati K' u
Ky.

Izvodenje skupa nealternirajucih ¢vorova u Konvejevoj notaciji podrazumeva
primenu navedenog algoritma na svakom ¢voru K iz skupa A.
5.1.6 Izvodenje nealternirajuéih ¢évorova

Izvodenje nealterniraju¢ih ¢vorova je druga faza generisanja ¢vorova
metodom koji predlazemo. Ako je skup alterniraju¢ih ¢vorova izvedenih u pr-
voj fazi oznacen sa A, a skup nealterniraju¢ih oznacen sa N, proces izvodenja
nealternirajucih ¢vorova predlozenim metodom opisuje se slede¢om formulom
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N = D(CROSS~(A)).

Primenom operatora CROSS™ na svaki ¢vor iz skupa A, biée generisani
neki ponovljeni nealternirajuci ¢vorovi. Izracunavanjem minimalnih DT kodova
dobijenih nealternirajucih ¢vorova mozemo ih prepoznati, a zatim odstraniti du-
plikate ¢vorova iz skupa izvedenih ¢vorova, kao $to je to uradeno za alternirajuce
¢vorove. Takav metod izvodenja nealternirajuéih ¢vorova u Konvejevoj notaciji
se ne bi razlikovao od nacina klasifikacije u dosadasnjim tablicama ¢vorova gde
svakom ¢voru odgovara ta¢no jedan minimalni dijagram, tj. minimalni DT kod.
Medutim, smatramo da kod nealternirajucéih ¢vorova nije uvek dovoljno posma-
trati samo po jednog predstavnika, tj. koristiti kao predstavnika samo jedan
minimalni dijagram. Ovo stanoviste ¢e detaljnije biti razmotreno u narednom
poglavlju.

U fazi izvodenja nealterniraju¢ih ¢vorova se modifikovanim operatorom D
vrsi prepoznavanje ¢vorova, ali se duplikati ne izbacuju iz skupa izvedenih
¢vorova, veC se oni grupisu u skladu sa ¢vorovima koje predstavljaju. Na taj
nacin, za svaki nealternirajuci ¢vor dobijamo kompletnu listu minimalnih dija-
grama (do na flip ekvivalentnost) koji ga predstavljaju.

Nealternirajuéi évorovi se takode mogu izvoditi i direktno iz C-linkova uko-
liko posedujemo odgovarajuéu bazu C-linkova.

5.1.7 Tablice ¢vorova u Konvejevoj notaciji

Primenom metoda prosirivanja C-linkova izvedeni su svi alternirajuci i neal-
ternirajudi ¢vorovi sa n = 13 preseka (njih 9988), kao i alternirajuéi ¢vorovi sa
n = 14 preseka (njih 19536). Rezultati su organizovani u tablicama na nacin
prikazan u narednom poglavlju.

Predlozeni metodi se mogu primeniti za izvodenje nealternirajué¢ih ¢vorova
sa n = 14 preseka, kao i ¢vorova sa n > 14 preseka.

5.2 Kilasifikacija ¢vorova

U dosadasnjim tablicama ¢vorova nije uspostavljen strogi redosled navodenja
¢vorova u Konvejevoj notaciji. Jedini sablon koji se moze prepoznati jeste da
su u tablicama prvo navodeni racionalni ¢vorovi, zatim algebarski, poliedarski
i na kraju nealternirajuci, mada ni ovaj princip organizacije tablica nije uvek
dosledno postovan. U Rolfsenovim tablicama [35] su crtezi dijagrama ¢vorova
preuzeti iz Rajdemajsterove knjige [19]. Zbog toga izvesne slike ¢vorova ne
odgovaraju Konvejevim simbolima koji se navode uz njih.

Posebno interesantan primer su dijagrami ¢vorova 817, 819, 829 1 821 dati u
Rolfsenovim tablicama (slika 96). Prvih 18 ¢vorova sa n = 8 preseka navedenih
u ovim tablicama su alternirajuéi, dok su poslednja 4 nealternirajuca. Izbor
dijagrama za slike ¢vorova 819, 890 i 821 oslikava lepu ideju da se nealternirajuci
¢vorovi predstavljaju dijagramima koji nasleduju neke osobine alternirajucih di-
jagrama iz kojih su dobijeni, u ovom slu¢aju - senku. Dijagrami ¢vorova 819, 899 i
891, prikazani na slikama 96¢ i 96d, imaju istu senku kao dijagram alternirajuceg
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3,32-  3212- 21,212-
a) b) c) d)

Slika 96: Nealternirajuéi Montezinosovi ¢vorovi (a) 817; (b) 819; (¢) 820; (d) 821
prikazani u Rolfsenovim tablicama poliedarskim dijagramima dobijenim pomocéu
promena preseka u dijagramu poliedarskog alternirajuéeg ¢vora 817 = .2.2

¢vora 817 prikazanog na slici 96a. Medutim, Konvejevi simboli pridruzeni ovim
nealterniraju¢im ¢vorovima ne odgovaraju dijagramu koji je prikazan slikom,
iako je to slucaj sa svim prethodnim (alternirajuéim) évorovima u Rolfsenovim
tablicama. Takode, Konvejevi simboli ¢vorova 819 = 3,3,2—, 899 = 3,21,2—
i 831 = 21,21,2—, navedeni u Rolfsenovim tablicama, imaju po n+1 = 9
preseka 1ak0 su u pitanju ¢vorovi ¢iji minimalni dijagrami imaju n = 8 preseka.
Razlog za to je Konvejeva teznja da izbegne nejednoznacnost njegove notacije
u pogledu nealterniraju¢ih ¢vorova: Montezinos ¢vor 819 = 3,3,2— prikazan
Konvejevim simbolom sa n = 9 preseka moguce je oznaciti Konvejevim sim-
bolima sa minimalnim brojem preseka (koji iznosi 8) na tri moguéa nacina: kao
(3,2,-2), (3,—-2 —1,2) i (-2 — 1, 3,2). Ovakav nacin oznacavanja algebarskih
nealternirajucih ¢vorova sa n preseka pomoc¢u neminimalnih Konvejevih simbola
sa n+1 preseka dosledno je korigéen u Konvejevom radu [33] i Rolfsenovoj knjizi
[35]. U ovim radovima algebarski nealternirajuéi évor 10145 je oznacen nemi-
nimalnim Konvejevim simbolom (3,2) (3,2—) sa n + 1 = 10 preseka, umesto
nejednozna¢nim Konvejevim simbolima (3,2) (3,-2) = (-2 — 1,2) sa n = 10
preseka.

Kako ovde razmatramo izvodenje ¢vorova u Konvejevoj notaciji i kreiranje
novih tablica, namece se pitanje o njihovom redosledu navodenja i klasifikaciji u
tablicama. Sto se ti¢e alternirajuéih évorova, postovali smo dosadasnju praksu.
Prvo su navodeni racionalni, zatim Montezinosovi, arborescentni (algebarski), i
na kraju poliedarski ¢vorovi (sortirani po redosledu baziénih poliedara iz kojih
su izvedeni). Kako do sada nije ustanovljena dobra praksa za organizaciju neal-
ternirajuéih ¢vorova u tablicama, u ovom poglavlju predlozi¢emo nov metod za
njihovu klasifikaciju i uredenje.

5.2.1 Flip klase ekvivalencije

Tejtova Flip teorema tvrdi da se svi minimalni dijagrami nekog alterni-
rajuc¢eg ¢vora mogu dobiti pomocu flipova iz bilo kog njegovog minimalnog di-
jagrama, tj. da su svi minimalni dijagrami proizvoljnog alternirajuc¢eg ¢vora
flip ekvivalentni. Na primer, racionalni ¢vor dat standardnim kanonskim Kon-
vejevim dijagramom 2511312 ima 48 minimalnih dijagrama koji su flip ek-

139



vivalentni. Od ovih 48 dijagrama za predstavnika u tablicama bira¢emo onaj
dijagram kome odgovara kanonski Konvejev simbol.

Medutim, kod nealternirajucih ¢vorova je situacija drugacija. Svi minimalni
dijagrami nekog nealternirajuceg ¢vora ne moraju biti flip ekvivalentni.

Posto flip potezi ¢uvaju brojeve odvezivosti, svi minimalni dijagrami alterni-
rajuéeg ¢vora imaju iste brojeve odvezivosti upy. Medutim, to nije slucaj i sa
svim minimalnim projekcijama nealternirajuc¢ih ¢vorova. Razli¢iti minimalni
dijagrami nealternirajuceg ¢vora mogu imati razli¢ite up s brojeve odvezivosti,
kao Sto je slucaj sa ¢vorom 1436750 koji je uoc¢io A. Stoimenov. Dva razlicita
minimalna dijagrama tog ¢vora imaju, redom, brojeve odvezivosti 1 i 2 (slika
97). Medutim, ipak nije potrebno rac¢unati ovu invarijantu za svaki minimalni
dijagram posebno jer ¢e ona biti ista za pripadnike iste flip klase ekvivalencije.
Zbog toga, potrebno ju je izracunati samo za predstavnike flip klasa ekvivalen-
cije.

Slika 97: Dijagrami ¢vora 1436750 sa brojevima odvezivosti 1 i 2

Flipovi ¢uvaju sve dijagramske invarijante. To znaci da ée te invarijante
imati jednu vrednost za jednu klasu dijagrama (flip klasu), a na drugoj klasi
mogu uzimati neku drugu vrednost.

Poznati Perkov par — par ¢vorova 10161 1 10162 (prikazan na slici 98), zapravo
predstavlja isti évor koji je prvo Konvej, a onda Rolfsen [35] greskom naveo u
svojim tablicama dva puta, predstavljajuéi isti ¢vor razli¢itim dijagramima koji
pripadaju razlicitim flip klasama ekvivalencije. Ova dva dijagrama imaju ra-
zlicitu invarijantu koja predstavlja zbir njihovih znakova preseka — broj uvrnu-
tosti (eng. writhe). Za pomenuti par ¢vorova, kao i sve ostale ¢vorove sa ovom
osobinom, adekvatniji naziv je ”"Perkov ¢vor”, a ne ”Perkov par”, s obzirom
na to da se radi o jednom ¢évoru, u ovom slucaju ¢voru 10161, a ne o paru
razli¢itih ¢vorova. I naredna invarijanta, broj cikla u Kauffmanovim stanjima
(eng. Kauffman states) s+ i s— (koji se racuna kod proucavanja adekvatnosti
¢vorova, pri cemu su svi alternirajuéi évorovi adekvatni), konstantna je za sve
minimalne dijagrame alternirajué¢ih cvorova (jer pripadaju istoj flip klasi), ali
je razlicita za neke razlicite flip klase minimalnih dijagrama nealternirajué¢ih
¢vorova. Flipovi ¢uvaju adekvatnost (semi-adekvatnost, neadekvatnost), kao i
druge dijagramske invarijante. Posto ne postoji nikakav dodatni razlog da neka
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dijagramska invarijanta uzima iste vrednosti na razlic¢itim flip klasama ekviva-
lencije, reprezentanti ovih flip klasa bi¢e nam neophodni za izracunavanje svih
invarijanata nealternirajuc¢ih ¢vorova koje se rac¢unaju preko svih minimalnih

)
A (5
NS

Slika 98: Perkov par ¢vorova 10161 =3: —20: —20 = 10162 =21: —-20: —20,
prvi sa brojem uvrnutosti w = 8, a drugi sa brojem uvrnutosti w = 10.

Posto razlic¢iti dijagrami nealterniraju¢eg ¢vora, do na flip ekvivalenciju,
mogu imati razlicite dijagramske invarijante, smatramo da nije dovoljno da se u
tablicama kao predstavnik nealternirajuc¢eg ¢vora navodi samo jedna projekcija
tog ¢vora i da je znacajno navesti predstavnike svih njegovih flip klasa ekviva-
lencije.

Napomenimo da se DT kod projekcije ¢vora odreduje tako $to prvo nu-
meriSemo (imenujemo) temena te projekcije, a zatim, prilikom obilaska pro-
jekcije, zapisujemo temena na koja nailazimo. Grupisanje temena u uredene
parove daje DT kod. Razlicit redosled imenovanja temena ¢e davati razlicite
DT kodove za istu projekciju. Prvi takav DT kod (u smislu leksikografskog
poretka) nazivamo minimalnim DT kodom projekcije.

Minimalnt DT kod ¢vora je najmanji minimalni DT kod projekcije uzet preko
svih njegovih projekcija.

Za svaki ¢vor postoji tacno jedan njegov minimalni DT kod i na tome
pocivaju sve tablice ¢vorova datih u DT notaciji. Na osnovu tog koda, svaki
nealternirajuci ¢vor sa n < 16 preseka mozemo prepoznati u tablicama ¢vorova
do n = 16 preseka koje su ukljuéene u distribuciju programa KnotScape [70]
i u kojima su svi ¢vorovi dati svojim minimalnim DT kodovima. Predstavl-
janjem nealternirajuéeg ¢vora njegovim minimalnim DT kodom, napravljen je
izbor jedne flip klase ekvivalencije minimalnih dijagrama tog ¢vora koja ne mora
odgovarati ni jednom kanonskom Konvejevom kodu tog ¢vorai koja je, iskljucivo
po principu leksikografskog poretka, izabrana da bude predstavnik tog ¢vora u
tablicama.

Dve projekcije ¢vora, koje pripadaju istoj flip klasi ekvivalencije, imace isti
minimalni DT kod projekcije (do na apsolutnu vrednost), a razli¢it ukoliko pri-
padaju razlicitim klasama ekvivalencije. LinKnot funkcija MinDowProjAltKL
izrac¢unava minimalni DT kod projekcije ¢vora ili linka datog Konvejevim sim-
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bolom, DT kodom ili pomo¢u P-data. Navedena funkcija je primenjena za
grupisanje dijagrama (nealternirajuéih) ¢vorova u flip klase ekvivalencije.

U nasim tablicama svaki nealternirajuci ¢vor je prikazan pomocu dve liste.

U prvoj listi se nalaze svi predstavnici flip klasa ekvivalencije tog Cvora,
gde su za predstavnike uzeti ¢vorovi sa kanonskim Konvejevim simbolom. Za
prvog ¢lana prve liste, koji ¢e biti koriséen kao ”standardni” Konvejev simbol
tavniji” reprezentant u smislu Konvejevog zapisa. Kao kriterijumi za davanje
prioriteta nekom Konvejevom kanonskom zapisu u odnosu na ostale zapise istog
tipa, koriS¢ena je prvenstveno hijerarhija uspostavljena u Kaudronovom radu
[37):

Montezinosovi < arborescentni < poliedarski ¢vorovi.

Ovakva hijerarhija je poStovana i na podnivoima, pa poliedarski ¢vorovi, koji
sadrze samo racionalne spletove, prethode poliedarskim ¢vorovima koji sadrze,
pored racionalnih, i Montezinosove spletove, itd. Drugi kriterijum primenjen
na poliedarske nealternirajuée ¢vorove je (ukoliko je ono mogudée) izbegavanje
zapisa poliedarskih ¢vorova koji u sebi sadrze elementarne spletove —1 u po-
jedinacnim temenima bazi¢nih poliedara. Biraju¢i izmedu dva zapisa nekog
¢vora koji odgovaraju tom ¢voru i njegovoj slici u ogledalu, s obzirom da u
tablicama Konvejevih kodova nismo vodili ra¢una o orijentaciji ¢vorova (”levoj”
i ”desnoj”), biran je zapis sa manjim brojem minusa (negativnih celobrojnih
spletova), itd. T pored pokusaja da bar donekle obezbedimo jednoznacnost i
standardizaciju Konvejeve notacije za nealternirajuce ¢vorove, gde je svaki ¢vor
predstavljen jednim Konvejevim kodom, mozemo re¢i da je ovakva standard-
izacija tesko izvodljiva jer zahteva preveliki broj dodatnih kriterijuma.

U drugoj listi se nalaze dva elementa: prvi je kanonski Konvejev kod flip klase
ekvivalencije kojoj pripada minimalni DT kod, a drugi je upravo taj minimalni
DT kod.

Na ovaj nacin, tri nealternirajuca ¢vora, data na slici 96, predstavljena su
narednim listama.

810: {{(3,3,-2),(—2—1,3,2), (6" =2.2. — 1 : —1), (6*—2.—20 :: —1),
(8*—1:—1:-1:-1)}{(-2-1,3,2),{{8},{4,8,—12,2, —14, —16,
—6,—10}}}}

8201 {{(3,-3,2),(21,-2-1,2),(21,3,-2), (6*—2.—2.—1), (6*2.—20),
(8*—1.—1.—1.—1.—1)},{(21,-2—1,2), {{8}, {4,8, 12,2, —14, —6,
—16,-10}}}}

821 : {{(21,21,-2),(21,-3,2),(6*2.—2), (6*—2.—20.—1)},
{(21,21,-2), {{8},{4,8,—12,2,14,-6,16,10}} } }

Iz navedenog primera se vidi da ¢vorovi sa istim brojem preseka mogu imati
razlicit broj flip klasa ekvivalencije. Cvor 819 ima 5 flip klasa ekvivalencije, 89
ih ima 6, a 821 ih ima 4. Neki nealternirajuc¢i ¢vorovi mogu imati samo jednu
flip klasu ekvivalencije, kao sto je slucaj sa svim alterniraju¢im ¢vorovima.
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Medu svim flip klasama ekvivalencije, ta¢no jedna odgovara minimalnom
DT kodu. Konvejev kod ove klase ekvivalencije unosimo u drugu listu koja
odgovara posmatranom nealterniraju¢em ¢voru. Pored njega, u drugoj listi
navodi se i minimalni DT koéd ¢vora. Na primer, druga lista ¢vora 819 je
{(-2-1,3,2),{{8},{4,8,—12,2,—14,—16,—6,—10}}}. Iz nje vidimo da dija-
gram —2 —1, 3, 2, koji predstavlja jednu flip klasu ekvivalencije ¢vora 819, odgo-
vara minimalnom DT kodu ¢vora 819: {{8},{4,8,—-12,2,—14,—16,—6,—10} } }.
Prema tome, minimalni DT kod ¢vora 819 je minimalni DT kod njegove projek-
cije (—2—1,3,2).

Nasa istrazivanja su usmerena ka racunarskim obradama podataka u teoriji
¢vorova, pa ¢e zbog toga iz tablica biti izostavljene slike samih ¢vorova jer
su neupotrebljive za racunarsku analizu. Kako je do sada postojala praksa
objavljivanja slika ¢vorova uz njihove tablice, ukoliko se ukaze potreba za slikama
(dijagramima ¢vorova), predlazemo da prosirivanje tablica dijagramima ¢vorova
bude izvedeno na slede¢i na¢in (u zavisnosti od namene tablica):

1. Nacrtati dijagram ¢vora na osnovu prvog Konvejevog koda prve liste neal-
ternirajuceg ¢vora ukoliko se vrsi vizuelna obrada podataka, budu¢i da je
ovo najreprezentativniji i najjednostavniji dijagram posmatranog ¢vora;

2. Nacrtati dijagram ¢vora na osnovu Konvejevog koda iz druge liste neal-
ternirajuceg ¢vora i dijagram koji odgovara minimalnom DT kodu ¢vora,
ukoliko se koristi KnotScape notacija, tj. minimalni DT kodovi.

Crtanje ¢vorova i linkova, na osnovu njihovih Konvejevih kodova u programu
LinKnot, omogucava funkcija ShowKnotfromPdataNew. Ova funkcija bilo koji
Konvejev kéd nekog évora ili linka (ukljuc¢ujuéi kodove koji nisu kanonski) pre-
vodi u P-data, a zatim prikazuje odgovarajuéi 3D dijagram.

Pored originalnog programa KnotScape, crtanje ¢vorova datih njihovim (min-
imalnim) DT kodovima, omoguéava i program LinKnot, u kojem se koristi kom-
binacija funkcija £SignsKL i fPDataFromDowker. Kombinacija ovih funkcija
pd=£fSignsKL [fPDataFromDowker [DT]] prevodi minimalne DT kodove iz
KnotScape formata u P-data, na osnovu kojih mozemo nacrtati 3D dijagram
koji odgovara datom DT kodu koristec¢i funkciju ShowKnotfromPdataNew.

Kako su svi dijagrami alterniraju¢eg ¢vora flip ekvivalentni, alternirajuéi
¢vorovi su u nasim tablicama predstavljeni samo jednom listom sa dva elementa:
kanonskim Konvejevim kodom i minimalnim DT kodom. Posto kanonski Kon-
vejev kod u opstem slucaju ne odgovara minimalnom DT kodu ¢vora, za crtanje
dijagrama ¢vora, koji ¢e posluziti kao slika u tablicama, bolje je koristiti kanonski
Konvejev k6d. On bolje oslikava topoloska (strukturna) svojstva samog ¢vora
i omogucava (bar delimi¢no) njihovo vizuelno identifikovanje koje je, u slucaju
¢vorova prikazanih nekanonskim kodovima, znatno teze. Vizuelna identifikacija
odnosi se na prepoznavanje da li se radi o racionalnom, Montezinosovom, ar-
borescentnom ili poliedarskom ¢voru.

Crtanje dijagrama ¢vorova i linkova u formi podesnoj za stampu (u EPS-
formatu) omogucéavaju dodatne LinKnot funkcije ili komunikacija izmedu pro-
grama LinKnot 1 programa KnotPlot [81] koji omoguéava eksportovanje slika
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¢vorova i linkova u EPS formatu. Veéina crteza dijagrama ¢vorova i linkova u
ovom radu dobijena je koriséenjem dodatnih LinKnot funkcija.

Znacajna prednost navodenja druge liste kod nealternirajucih ¢vorova, snab-
devenih pomenutim skupom podataka, je mogucénost uspostavljanja relacije
nasledivanja senke alternirajuceg ¢vora iz koga je posmatrani nealternirajuci
¢vor nastao odgovaraju¢im izborom znakova preseka. Za proizvoljni nealterni-
rajuéi ¢vor na ovaj nacin mozemo jednostavno odrediti alternirajuéi ¢vor koji
ima istu takvu senku. Ideja je donekle slicna Rolfsenovom (tj. Rajdema-
jsterovom) prikazu dijagrama nealternirajuéih évorova 819, 829 i 821, koji su
prikazani na slici 96. Medutim, u Rolfsenovim tablicama Konvejevi kodovi ovih
Montezinosovih ¢vorova, (3,3,2—), (3,21,2—)1 (21,21,2—) ne odgovaraju di-
jagramima koji su prikazani na navedenoj slici pa, na osnovu ovih dijagrama,
nije moguce konstatovati da se radi o Montezinosovim, a ne o poliedarskim
¢vorovima. Druge liste nealternirajucih ¢vorova 89 i 821 imaju slededi oblik:

{(21,-2-1,2), {{8},{4,8,—12,2, —14, -6, 16, — 10} },

{(21,21,-2),{{8},{4,8,-12,2,14,-6,16,10} } } }.

Na osnovu njih se jednostavno zakljucuje da oba nealternirajuca ¢vora

nasleduju senku alternirajuc¢eg ¢vora 21,21, 2. Minimalni DT kod ovog alterni-
rajuéeg cvora se dobija trivijalno, uklanjanjem znakova ”—" iz minimalnih DT
kodova ovih nealterniraju¢ih ¢vorova. U ovom slucaju, za oba ¢vora dobijamo
(ocekivano) isti minimalni DT kod alternirajuéeg ¢vora {{8}, {4, 8,12, 2, 14, 6, 16,
10}}.
Medutim, alternirajuci ¢vor, ¢iju su senku nasledili, nije poliedarski ¢vor 817 =
.2.2 za koji se Rolfsen opredelio u svojim tablicama. Primenom ovde opisanog
metoda koji nealternirajuce ¢vorove svrstava u flip klase ekvivalencije, alterni-
rajuéi ¢vor ¢iju senku nasleduju ¢vorovi 80 i 891 je ¢vor 815 = 21,21,2. U
skladu sa ovakvim pristupom, projekcije ¢vorova, koje su predlozene da u tabli-
cama ¢vorova predstavljaju ¢vorove 815, 829 1 821, prikazane su na slici 99.

U skladu sa metodom flip klasa ekvivalencije, ako minimalnim dijagramima
nekog alterniraju¢eg i nekog nealternirajuéeg ¢vora odgovara ista senka, tada
se dijagram nealterniraju¢eg Cvora nalazi u istoj flip klasi ekvivalencije kojoj
pripada i dijagram na kome se realizuje minimalni DT kod tog nealternirajuceg
cvora.

Neke od prednosti organizovanja tablica ¢vorova na osnovu flip klasa ekvi-
valencije su sledece:

1. Obezbedena je podrska radu sa dijagramskim invarijantama ¢vorova.

2. Relacijom nasledivanja senki minimizovan je ukupan broj senki u tabli-
cama Cvorova.

3. Uspostavljena je direktna korespodencija izmedu nealternirajuéih i alterni-
raju¢ih ¢vorova na nivou minimalnih dijagrama.
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N B (A

815 820 8n
21212 21,-2-1,2 21,212
481221461610 48-12 2-14 -6 -16 -10 48-12214-61610

Slika 99: Cvorovi 815, 820 1 821 prikazani u tablicama zasnovanim na metodu flip
klasa ekvivalencije, dati svojim Konvejevim simbolom i minimalnim DT kodom
cvora

Navedeni novi metod formatiranja tablica ¢vorova primenjen je za prikaz
novih ¢vorova u Konvejevoj notaciji izvedenih u okviru nasih istrazivanja — al-
ternirajucih i nealternirajuc¢ih ¢vorova sa n = 13 preseka i alternirajucih ¢vorova
sa n = 14 preseka.

Imajuéi u vidu prednosti koje pruza svrstavanje ¢vorova u flip klase ekvi-
valencije, predstavnike flip klasa smo odredili i za sve ranije izvedene ¢vorove
u Konvejevoj notaciji sa n < 13 preseka i rezultate organizovali u novim tabli-
cama.

Nove tablice ¢vorova u Konvejevoj notaciji mogu se preuzeti sa sledeéih
adresa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList12Zekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList12Zekovic.pdf.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList13Zekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList13Zekovic.pdf.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList14Zekovic.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ConwayList14Zekovic.pdf.

5.3 Metod minimizacije ¢vorova i linkova

Minimizacija ¢vorova i linkova je jedan od najaktuelnijih problema u teoriji
¢vorova. U uvodnom poglavlju 1.2 predstavljeni su najpoznatiji metodi i pro-
grami za minimizaciju i prepoznavanje ¢vorova i linkova. Slozenost algoritama,
koji se primenjuju u njima, raste sa brojem preseka ¢vora ili linka. Trenutno
najbolji program za prepoznavanje ¢vorova je KnotFind. Ovakav program za
linkove jos uvek nije napravljen. U ovom poglavlju predlozi¢emo algoritam za
minimizaciju u kome je dimenzija problema smanjena sa n, gde je n broj pre-
seka, na n,., gde n, oznacava broj R-spletova u Konvejevom zapisu dijagrama.
Algoritam se moze primeniti i na ¢vorove i na linkove.
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Svaki dijagram ¢vora ili linka moze se pomocu flipova transformisati u kanon-
ski Konvejev dijagram D. U ovom dijagramu mozemo razlikovati neminimalne
(nelaternirajuée) R-spletove koji mogu biti redukovani na minimalne (R-spletove
konstantnog znaka). Takve redukcije zva¢emo lokalnim radukcijama. Za real-
izaciju lokalne redukcije moze se primeniti Algoritam 3.

U svakoj lokalnoj redukciji mozemo posmatrati razliku dr izmedu broja
preseka cr neredukovanog R-spleta R i broja preseka cpr/ redukovanog spleta
R': dgr = cg — cg > 01 zvati tu razliku lokalnim defektom R-spleta. Ovo
mozemo uraditi sa svim R-spletovima dijagrama D. Zbir lokalnih defekata uzet
preko svih R-spletova dijagrama D ¢emo zvati lokalnim defektom dijagrama D.
Oznacimo sa D’ lokalno minimizovani dijagram D. Nakon toga mozemo dobiti
iz D' njegov odgovarajuc¢i C-link C’. Na dijagrame D’ i C' moZemo primeniti
globalnu minimizaciju, tj. redukovati ih na minimalne dijagrame D!, i C/ .
Oznacimo broj preseka dijagrama D’ sa ¢(D’), broj preseka C-linka C” sa ¢(C"),
broj preseka dijagrama D!, sa ¢(D),), a broj preseka minimalnog dijagrama C,
sa ¢(C),), izracunajmo razlike d' = ¢(D') —¢(D;,) > 0idy = ¢(C")—¢(C},) > 0
i nazovimo ih, redom, globalnim defektom i globalnim C-defektom.

Hipoteza 2 Za svaki lokalno minimizovani dijagram D’ vazi d' = dy,.

Koristeé¢i ovu hipotezu u suprotnom smeru, u cilju prosirenja C-linkova,
tvrdimo da globalni defekt ostaje o¢uvan pri prosirenju C-linkova.

PRIMER 4 C-link C = (2,-2) (2,—2) sa n = 8 preseka se minimizacijom svodi
na Boromejske prstenove, link 63 = 6* sa n = 6 preseka, pa je di, = 2. Ako
prosirimo C do dijagrama D' = (321,—4 —3)(214,-2 — 1) sa R-spletovima
konstantnog znaka, on ima n = 23 preseka i minimizacijom se svodi na D!, =
{{21}, {4, 14, 26, 28, 30, 20, 2, 42, 40, 10, 34, 36, 12, 8, 6, 18, 38,22, 24,32, 16} } san
21 preseka, tako da je d' =2 = di.. U opstem slucaju, ako je Hipoteza 2 tacna,
tada za proizvoljne pozitivne R-spletove ty, to, ts, t4a @ D' = (t1, —t2) (t3, —t4),
globalni defekt iznosi d' = d, = 2.

Ovo znaci da pri minimizaciji svakog dijagrama nekog ¢vora ili linka primen-
jujemo slededi algoritam:

ALGORITAM 10
1. Transformisemo pomocu flipova dijagram D u njegovu kanonsku formu;
2. Vrsimo sve lokalne redukcije R-spletova i dobijamo dijagram D';

3. Za lokalno redukovani dijagram D’ nalazimo njegov odgovarajucéi C-link
c’;

4. Minimizujemo C' i dobijamo C/, ;

5. Na D' primenjujemo isti minimizacion: postupak kakav je koriséen u ko-
raku 4).
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Svakako, glavni problem ostaje korak 4., ali je mnogo lakse uociti optimalnu
minimizacionu strategiju radeéi sa malim C-linkovima C’ i C?,, nego sa znatno
veéim dijagramom D’. Na ovaj na¢in, problem minimizacije se svodi sa veceg
¢vora i dimenzije n, koja predstavlja njegov broj preseka, na dimenziju njegovog
C-linka, tj. broj R-spletova polaznog (veéeg) ¢vora - n,.

U izvesnim slucajevima, minimizaciju mozemo vrsitii u ¢vorovima i linkovima
datim u opstem obliku.

PRIMER 5 Neka je data familija D' = 6*2: —a : —b0.c (a>2,b>2,¢>2)
neminimalnih osnovnih dijagrama sa ¢(D’') = a + b+ ¢ + 4 preseka, koji se
minimizacijom svode na D, = 6*(a — 1).(b —1).(c+1) : =20 sa ¢(D,,) =
a+ b+ c+ 3 preseka, pa je globalni defekt d' = 1. Od dijagrama D' dobijamo
nemanimalni C-link C' = 6*2 : =2 : —=20.2, a od D,, minimalni C-link C,, =
6°2.2.2: =20, pajed =1=d.

6 Pojedinac¢ne promene preseka koje cuvaju min-
imalni broj preseka

U ovom poglavlju razmatrani su ¢vorovi koji, nakon jedne promene preseka,
ne menjaju svoj minimalni broj preseka. Uocene su tri klase ovakvih ¢vorova
koje su nazvane po autorima.

Definicija 38 Neka je dat minimalni dijagram D ¢vora K san preseka i njegov
presek c. ¢ se naziwa presekom koji ¢uva minimalni broj preseka ako promena
preseka ¢ daje minimalni dijagram D' ¢vora K' sa istim (minimalnim) brojem
preseka n. Par ¢vorova (K, K') se naziva parom koji ¢uva broj preseka.

6.1 Kaufmanovi, Zekovi¢ i Tanijamini ¢vorovi

L. Kaufman je prvi predvideo da promena preseka u nekom minimalnom
dijagramu D alternirajuceg ¢vora K ne mora uvek dati kao rezultat sman-
jenje broja preseka, tj. predvideo je postojanje parova ¢vorova koji cuvaju broj
preseka kod kojih je prvi ¢vor K alterniraju¢i. Ovo svojstvo ¢emo zvati Kauf-
manovim svojstvom. Svaki par takvih ¢vorova (K, K') ¢emo zvati Kaufmanovim
parom, a alternirajuci ¢vor K ¢emo zvati Kaufmanov c¢vor.

Kaufmanovi parovi se po prvi put javljaju medu ¢vorovima sa n = 13 pre-
seka. Na primer, dijagrami (D, D’) dati Konvejevim simbolima D = 10**.20 :::
20.20i D' =102**—1.20::: 20.20, sa DT kodovima {{13}, {6, 16, 22, 20, 24, 18,
26,4,8,12,2,14,10} }1 {{13}, {6, 16,22,20,24,18,26,4,8,12,2, —14, 10} } (¢iji je
presek ¢ = 14 zaokruzen na slici 100 crnim krugom) i njima odgovarajuéi ¢vorovi
K = 13a4586 1 K’ = 13n1214, predstavljaju primer Kaufmanovog para.

Nealternirajuéi ¢vor K nazivamo skoro-alternirajuéim ako poseduje dijagram
D koji pomocu jedne promene preseka postaje dijagram nekog alternirajuceg
¢vora.
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Slika 100: Dijagrami D = {{13},{6,16,22,20,24,18,26,4,8,12,2,14,10}}
i D' = {{13},{6,16,22,20,24,18,26,4,8,12,2, —14,10}} i Kaufmanov par
(13a4586, 13n1214)

Uocimo da je drugi ¢lan svakog Kaufmanovog para, évor K’, uvek skoro-
alternirajuéi ¢vor sa istim brojem preseka kao njemu odgovarajuéi alternirajuci
¢vor. Zan < 12 preseka svi skoro-alternirajuci ¢vorovi imaju manji broj preseka
od njima odgovarajuc¢ih alternirajucih ¢vorova.

Definicija 39 Neka je dat minimalni dijagram D nekog alternirajuceg cvora K
sa n preseka i neka svi preseci dijagrama D zadovoljavaju Kaufmanovo svojstvo.
Tada se ¢vor K naziva Super-Kaufmanovim ¢vorom.

Primeri Super-Kaufmanovih ¢vorova prikazani su na slici 101b,c. Prvi évor
je alternirajuca verzija satelitskog ¢vora (2-kabliranog ¢vora) 815 = 8%, a drugi
je torusni évor T'(5,4) transformisan u alternirajuéi ¢vor, tj. pleteni ¢vor (eng.
weaving knot) W(5,4) (baziéni poliedar 1599*).

Slika 101: (a) Satelitski ¢vor (2-kabl) ¢vora 815 = 8*; (b) njegova alternirajuca
verzija; (c) pleteni évor W (5,4) = 1599*

Autor ovog rada je prvi uocio par nealternirajuéih ¢vorova koji ¢uvaju broj
preseka nakon jedne promene preseka. To je par évorova (10161, 10139) prikazanih
svojim minimalnim dijagramima u Rolfsenovoj knjizi (Appendix A, [35]). Uoc¢imo
da je prvi ¢vor u tom paru, K = 10161 = 3 : —20 : —20 poliedarski, a da je
drugi, K/ = 10139 = 4,3,3— algebarski, ali su njihovi minimalni dijagrami
oba poliedarski. Prema tome, takve parove nealterniraju¢ih ¢vorova zvac¢emo
Zekovié¢ parovima. Pomenuti Zekovi¢ par je prikazan na slici 102.
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(a) (b)

Slika 102: Poliedarski minimalni dijagrami ¢vorova (a) 10161; (b) 10139 iz Rolf-
senove knjige. Drugi dijagram je reflektovan u horizontalnom ogledalu u odnosu
na originalni crtez

K. Tanijama je predlozio prvi dijagram nealternirajuceg ¢vora, satelitskog
¢vora 818 = 8 sa svojstvom oc¢uvanja broja preseka zadovoljenim u svakom pre-
seku. Svaki nealternirajuci ¢vor takvog tipa zva¢emo Tanijamin ¢vor. Pomenuti
Tanijamin ¢vor je prikazan na slici 101a.

Kaufmanovi, Zekovié i Tanijama ¢vorovi uvedeni su u [123].

Presek se naziva izolovanim ako predstavlja presek nekog bazi¢nog poliedra.

Teorema 18 Parovi ¢vorova koji ¢uvaju broj preseka mogu biti izvedeni samo iz
poliedarskih minimalnih dijagrama promenama preseka u izolovanim presecima
14li —1 [123].

U cilju kompletnog (iscrpljujuéeg) izvodenja svih dijagrama koji ¢uvaju broj
preseka, mozemo koristiti Algoritam 11 zasnovan na Teoremi 18.

ALGORITAM 11

1. Iz tablica ¢vorova sa n preseka, datih u Konvejevoj notaciji, izabrati sve
minimalne poliedarske dijagrame D ¢évora K ;

2. U svakom od njih izvrsiti sve moguce kombinacije pojedinacnih promena
preseka u svim izolovanim presecima koji sadrze elementarne spletove 1
il —1;

3. Minimizovati sve dijagrame dabijene u delu 2) i izabrati medu njima sve
dijagrame sa brojem preseka n.

U slucaju alternirajucih ¢vorova, u potrazi za Kaufmanovim parovima, za-
hvaljujuci Tejtovoj Flip teoremi, za svaki ¢vor je dovoljno koristiti samo jedan
minimalni dijagram D. Medutim, kod nealterniraju¢ih ¢vorova, u potrazi za
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Tabela 5: Kaufmanovi ¢vorovi koji pomocéu dveju razli¢itih promena preseka
daju dva razlicita skoro-alternirajuca ¢vora

13a3804 | 13a3764 | 13a3507 | 13a3647 | 13a3448
13n710 | 13n711 | 13n9954 | 13n4000 | 13n4000
13n3351 | 13n4006 | 13n710 | 13n711 | 13n4031

Zekovi¢ ¢vorovima, moramo koristiti sve razlic¢ite predstavnike flip klasa ekvi-
valencije koji predstavljaju minimalne dijagrame datog nealternirajuceg ¢vora
K.

Kao $to smo ve¢ pomenuli, Kaufmanovi é¢vorovi se javljaju po prvi put medu
¢vorovima sa n = 13 preseka. Za n = 13 dobili smo 159 parova Kaufmanovih
¢vorova. Interesantno je uociti da ni jedan od njih nije dobijen iz ¢vorova sa
bazi¢nim poliedrima 6* i 8*: prvi bazi¢ni poledar koji daje Kaufmanove ¢vorove
je 9*. Dobijenih 159 parova poticu od 154 alternirajuca cvora i daju kao rezul-
tat 80 skoro-alternirajué¢ih évorova. Za n = 14 dobili smo 1043 Kaufmanovih
parova ¢vorova koji su izvedeni iz 984 alternirajuca ¢vora i daju kao rezultat
529 skoro-alterniraju¢ih ¢vorova. Kompletni rezultati za Kaufmanove ¢vorove
sa n = 13 preseka, zajedno sa crtezima odgovarajuc¢ih minimalnih dijagrama se
mogu preuzeti sa sledecih adresa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanKnots13.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanKnots13.pdf.

Sliéna lista Kaufmanovih ¢vorova sa n = 14 preseka, ali bez njihovih crteza,
moze se preuzeti sa adresa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanKnots14.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanKnots14.pdf.

Interesantni primeri iz ovih lista su ¢vorovi koji pomocu dveju razlicitih
promena preseka u svom minimalnom dijagramu daju po dva razlic¢ita skoro-
alternirajuc¢a ¢vora. Oni su navedeni u tabeli 5. Prvi od njih, ¢vor 13a3804,
koji nakon jedne promene preseka daje skoro-alternirajuci ¢vor 13n710, a nakon
druge daje skoro-alternirajuci ¢vor 13n3351, prikazan je na slici 103.

Naredno pitanje je: da li mozemo izvesti sve Kaufmanove parove ¢vorova sa
datim brojem preseka n bez koriséenja kompletnih tablica alternirajuéih ¢vorova
sa n preseka datih u Konvejevoj notaciji.

Hipoteza 3 Neka je dat skoro alternirajuci dijagram D nekog cvora koji pri-
pada nekom Kaufmanovom paru ili Zekovié paru i neka D' predstavlja mjegov
odgovarajuéi C-link. Bilo koje posirenje dijagrama D' ¢uva minimalnost ¢ daje
novi minimalni Kaufmanov (ili Zekovié) dijagram.

150



SN (1= § \r§

Slika  103: Kaufmanovi parovi ¢évorova (a) (13a3804,13n710); (b)
(13a3804,13n3351)

Izvodenjem svih poliedarskih C-linkova iz liste bazi¢nih poliedara i njihovim
prosirivanjem pomo¢u funkcije £GenKL, u skladu sa Hipotezom 3, mozemo izvesti
sve Kaufmanove parove ¢vorova bez koriséenja kompletnih lista alternirajuéih
¢vorova sa n preseka datih u Konvejevoj notaciji.

PRIMER 6 Neka je dat Kaufmanov par évorova (13a4586,13n1214) minimalnim
dijagramima prikazanim na slici 100. Primenjujucéi LinKnot funkciju fGenKL
na polazni C-link 13n1214 = 10™* — 1.20 ::: 20.20, u skladu sa Hipotezom
3, za n = 15 dobijamo 16 skoro alternirajucih minimalnih dijagrama: 10** —
1.2110::20.20, 10" —-1.220::: 20.20, 10" —-1.310::: 20.20, 10** —1.40 :::
20.20, 10 —-1.20::: 210.210,10* —1.20 ::: 30.30, 10" — 1.20::: 2110.20,
10%* — 1.20 ::: 220.20, 10 — 1.20 ::: 310.20, 10" — 1.20 ::: 40.20, 10** —
1.210::20.210, 10 —-1.30:::20.30, 10" —1.20:::20.2110, 10" —1.20 :::
20.220, 10" —1.20:::20.310, 10" —=1.20::: 2040, 10 —1.210::: 210.20,
10 —1.30 ::: 30.20, 10 — 1.20 ::: 210.30, 10** — 1.20 ::: 30.210, 10** —
1.210::20.30, 10" —=1.210::: 30.20, 10** —1.30:::20.210, ¢ 10** —1.30 :::
210.20, tako da kao konacni rezultat dobijamo 16 Kaufmanovih parova ¢vorova
sa n = 15 preseka: (15a52868,15n78717), (15a84825,15n62453), (15a84845,
15n66710), (15214093, 151n2659), (15a37451, 15n38245), (15a79039, 15n64907),
(15479038, 15n75492), (15a45437, 15n80156), (15a83243, 15n46719), (15452722,
15n16863), (15a78977,15n31094), (15478976, 15n31085), (15238764, 15n34121),
(15a83237,15n66710), (15a52001, 151n44984), i (15a29067, 15n53618).

Izvodenje Zekovi¢ parova ¢vorova se vrsi iz minimalnih poliedarskih dija-
grama nealternirajuc¢ih ¢vorova. Nakon toga je potrebno izvrsiti promene pre-
seka u njihovim izolovanim presecima, izabrati dijagrame koji ¢uvaju broj pre-
seka i prepoznati njihove odgovarajuée ¢vorove.

Zekovi¢ parovi su nealternirajué¢i ¢vorovi sa istim brojem preseka i na
medusobnom rastojanju 1 koje se ostvaruje na njihovim minimalnim dijagramima.
Prvi Zekovié parovi ¢vorova javljaju se za n = 10 preseka i to su ¢vorovi
(10161, 10139) (slika 102) i (10161, 10145). Za n = 11 postoji 12 Zekovié parova:
(K11n118, K11n84), (K11n145, K11n96), (K11n104, K11n135), (K11n102,
K11n116), (K11n102, K11n135), (K11n116, K11n49), (K11nl11l, K11n116),
(K11nl111, K11n143), (K11nl159, K11n95), (K11n143, K11n49), (K11lnlll1,
K11n135), 1 (K11n145, K11n145).
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Najinteresantnija pojava vezana za Zekovi¢ ¢vorove je da su svi do sada
izvedeni Perkovi ¢vorovi (za n < 13 preseka) Zekovié évorovi.

Interesantan fenomen predstavlja Zekovié¢ par (K11n145, K11n145) koji se
sastoji od minimalnih dijagrama D = 9*.2.—1: —=2.—1:.—1 = {{11}, {6, 14, 10,
—18,2,22,-20,4,-12,-8,—-16}} i D' = 9*2. —1 : =2. -1 : —-1. -1 =
{{11}, {6, 14,10, —18,2,—22,—20, 4, —12, —8, —16} } koji se razlikuju samo u jed-
nom preseku i predstavljaju ¢vor K11n145 i njegovu sliku u ogledalu (slika 104).
Rastojanje 1 izmedu ¢vora i njegove slike u ogledalu moze se pojaviti i kod al-
ternirajuc¢ih ¢vorova, ali se moze ostvariti samo preko neminimalnih dijagrama
(npr., kod évora 61). Za n = 12 je dobijeno 399 Zekovié¢ parova dijagrama i 117
Zekovi¢ parova ¢vorova. Kompletni rezultati za Zekovié¢ ¢vorove sa n = 12 pre-
seka, zajedno sa crtezima njihovih odgovarajué¢ih minimalnih dijagrama mogu
se preuzeti sa adrese:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ZekovicKnots12.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ZekovicKnots12.pdf.

Slika 104: Zekovié par ¢vorova koji se sastoji od ¢vora K 11n145 i njegove slike
u ogledalu

Izuzev Kaufmanovih i Zekovi¢ ¢vorova razmotri¢emo takode i Kaufmanove i
Zekovié linkove, pri ¢emu osnovne definicije, svi algoritmi za njihovo izvodenje i
sva tvrdenja ostaju ista. Za prepoznavanje linkova umesto programa fKnotFind,
bilo je neophodno koriséenje polinomskih invarijanata, pri ¢emu najpouzdanije
rezultate daje Kaufmanov polinom sa dve promenljive.

Kaufmanovi osnovni linkovi su izvedeni iz poliedarskih osnovnih linkova,
gde je za svaki takav link koriSéen samo jedan njegov minimalni dijagram, u
kome su zatim vrsene promene preseka u izolovanim presecima u cilju izdvajanja
dijagrama koji ¢uvaju broj preseka. Izvedena je lista Kaufmanovih linkova iz
liste osnovnih linkova sa n < 12 preseka izvedenih iz bazi¢nih poliedara 6*-1212*.

Kao rezultat je dobijeno 45 parova minimalnih dijagrama koji daju 37 Kauf-
manovih parova linkova (koji mogu biti prosireni na veéi broj preseka koriséenjem
Hipoteze 3). Najmanji (i jedini) Kaufmanov link sa n = 11 preseka je (L11a506,
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L11n260) i dat je minimalnim dijagramima D = 9*2: .2 = {{3, 3,5}, {8, 10, 14,
16,18,22,4,20,2,6,12}}i D' =9*2.—1:2 = {{3,3,5},{8,-10, 14, 16, 18, 22,4,
20,2,6,12}} (slika 105). Svi pomenuti Kaufmanovi linkovi sa n < 12 preseka su
izvedeni iz 35 osnovnih linkova. Kao rezultat, dobili smo 27 skoro alternirajuc¢ih
Kaufmanovih linkova. Njihova lista moze se preuzeti sa adresa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanLinks12.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/KauffmanLinks12.pdf.

BE

Slika 105: Kaufmanov link (L11a506, L11n260)

Prvi Zekovi¢ linkovi javljaju se za n = 9 preseka, na primer, par minimalnih
Zekovi¢ dijagrama D = 6*2 : =20 : —20 = {{4,5},{10,—-12,18, 14,6, 16, —4,
—8,2}}iD' =6*2: —-20.—1.—20 = {{4,5},{10,—-12,18, —14,6, —16, —4, —8, 2} }
koji predstavlja Zekovié¢ par linkova (92;,925) (slika 106). Zekovié linkove smo
izveli za n < 11 preseka i dobili 74 Zekovi¢ parova. Njihova lista moze se preuzeti
sa adresa:

http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ZekovicLinks11.nb.
http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/ZekovicLinks11.pdf.

Parovi ¢vorova, koji ¢uvaju minimalni broj preseka nakon jedne promene
preseka, posebno su interesantni za definisanje maksimalnih brojeva odvezivosti
koje ¢emo uvesti u sedmom poglavlju.

6.2 Perkovi ¢vorovi

Jednu od najjednostavnijih dijagramskih invarijanata ¢vorova predstavlja
broj uvrnutosti w(D) (eng. writhe) nekog dijagrama D — zbir znakova preseka
ovog dijagrama. Ukoliko nismo zainteresovani za "levu” i "desnu” orijentaciju
¢vorova, umesto izraza w(D) moZzemo posmatrati njegovu apsolutnu vrednost
|w(D)|. Lako se pokazuje da broj uvrnutosti, uzet preko svih dijagrama nekog
¢vora, nije invarijanta tog ¢vora: Rajdemajsterov potez I menja broj uvrnu-
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Slika 106: Zekovié¢ par linkova (92, 925)

tosti. Stoga njegovu vrednost mozemo uciniti proizvoljnom dodajuéi dijagramu
D petlje "leve” ili "desne” orijentacije (ili ih eliminisuéi). Prema tome, pri
razmatranju broja uvrnutosti moramo se ograniciti na redukovane dijagrame —
dijagrame bez petlji. Naredno pitanje vezano je za Rajdemajsterove transfor-
macije koje ¢uvaju broj uvrnutosti: jasno je da Rajdemajsterovi potezi II i I11
ne menjaju broj uvrnutosti. Takode, flip potezi ¢uvaju broj uvrnutosti, pa vazi
teorema (Druga Tejtova hipoteza) koja tvrdi da svaka dva minimalna dijagrama
jednog alternirajuceg ¢vora imaju isti broj uvrnutosti. Ista osobina vazi za neal-
ternirajuce minimalne dijagrame nealternirajuceg ¢vora koji pripadaju istoj flip
klasi ekvivalencije (takvi dijagrami ¢e imati isti broj uvrnutosti). Medutim,
pomenuli smo da ovo svojstvo ne mora da vazi za minimalne dijagrame istog
¢vora koji pripadaju razli¢itim flip klasama ekvivalencije: primer za to su mini-
malni dijagrami Perkovog ¢vora 10141, prikazani na slici 98, koji imaju razlicite
brojeve uvrnutosti.

Posto je bitan deo ovog rada posveéen radu sa Konvejevom notacijom i
izracunavanju svih klasa flip ekvivalencije minimalnih dijagrama (nealterni-
raju¢ih) évorova, u ovom poglavlju prikazac¢emo neke od rezultata koji se dobi-
jaju na osnovu prethodnog.

Znacaj tacke 1. u listi navedenih prednosti pristupa kreiranju tablica Konve-
jevih évorova zasnovanog na flip klasama ekvivalencije ilustrova¢emo na primeru
pojma minimalnog broja uvrnutosti nekog ¢vora i Perkovih ¢vorova, razma-
tranih u radu [88] i novodobijenih Perkovih ¢vorova sa n = 13 preseka.

Prica o ¢uvenom Perkovom paru, nealternirajué¢im ¢vorovima 10141 i 10162
je zapravo prica o ponovljenim greskama koje mogu dovesti do interesantnih
zapazanja i otkri¢a. Prvu senzaciju predstavljala je ¢injenica da se u fundamen-
talnom radu Dz. Konveja [33] i prvom izdanju Rolfsenove knjige objavljenom
1976. godine [35] potkrala greska: pojavila su se dva ¢vora 10161 = 3 : —20 :
—201 10162 = 21 : =20 : —20 koji zapravo predstavljaju dva razlicita dija-
grama istog ¢vora. Neobicno je da se ova greska dogodila sa ¢vorovima koji
imaju relativno mali broj preseka: svega 10. Ovu gresku uocava K. Perko
[39], matematicar koji je studirao na Prinstonu (Princeton), izmedu ostalih kod
R.H. Foksa (R.H. Fox), Dz.V. Milnora (J.W. Milnor), H.F. Trotera (H.F. Trot-
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ter) i dr. i koji je svoju karijeru nastavio kao advokat [40]. Da stvar bude
interesantnija, ovo je prvi (i jedini medu ¢vorovima do n < 10 preseka) primer
¢vora koji poseduje dva razlicita (flip-neekvivalentna) minimalna dijagrama sa
razli¢itim brojevima uvrnutosti: 8 i 10, respektivno (slika 98). Podsetimo se da
u slucaju alternirajucih ¢vorova ovakva pojava nije moguca posto, u skladu sa
Tejtovom Flip Teoremom, svi minimalni dijagrami nekog alternirajuceg ¢vora
pripadaju istoj flip klasi ekvivalencije, a flipovi cuvaju broj uvrnutosti. Nastavak
propusta vezanih za Perkov par vezan je za pojavu drugog izdanja Rolfsenove
knjige objavljenog 2003. godine [35] u kome je, umesto da ¢vor 10162 bude
izostavljen, a naredni ¢vorovi sa n = 10 preseka prenumerisani i oznaceni sa
10162-10165, ovaj ¢vor jeste izostavljen, ali prenumerisanje nije izvrseno. Kao
rezultat, pojavila se nova omaska, prisutna i na sajtu Wolfram MathWorld
[41]. Naime, ¢vorovi koji bi trebalo da predstavljaju Perkov par su ¢évorovi
10161 = 3 : =20 : =201 10163 = —30 : —20 : —20 iz (neprenumerisanih)
Rofsenovih tablica i oni ne predstavljaju Perkov par, tj. isti ¢vor. Kao i ranije,
ovu omasku opet uocava K. Perko.

Svaki ¢évor koji poseduje dva ili vise minimalnih dijagrama sa razli¢itim bro-
jevima uvrnutosti nazivamo Perkovim ¢vorom. Primeri ovakvih ¢vorova retko
se javljaju u literaturi. U radu [88] nadeni su svi Perkovi évorovi sa n < 12
preseka, kojih ima ukupno 29 i to:

e Perkov ¢vor 10141 sa n = 10 preseka;
e 3 ¢vora: 11n116, 11n135, 11n143 sa n = 11 preseka;

e 25 cvorova: 12n349, 12n382, 12n394, 12n398, 12n417, 12n430, 12n436,
12n519, 121535, 12n552, 12n579, 12n594, 12n617, 12n624, 12n629, 12n638,
12n640, 12n644, 12n647,12n650, 12n655, 12n739, 12n764, 12n850, 12n851
sa n = 12 preseka.

Uocimo da su svi ovi ¢vorovi nealgebarski.

Za generisanje svih Perkovih ¢vorova sa n < 12 preseka dovoljni su C-linkovi:
6" —22.—2:20,6%2: —-20: —-20, 6*2. — 2. —20.20, 8 —20.20. — 20,
8%2.—2.—-20.20,9%2. — 2. — 20.

Perkovi ¢vorovi dozvoljavaju prosirenje na familije sa istim svojstvom: famil-
ija ¢vorova izvedena iz Perkovog para 10161 = 3 : —20 : =201 10162 = 21 :
—20: —20 daje redom &vorove 12n850, 14126229, 161965076, ... Cvorovi koji
pripadaju ovoj familiji poseduju par minimalnih dijagrama (2k+1) : —20: —20
i (2k)1 : —20 : —20 ¢iji se brojevi uvrnutosti zazlikuju za 2. Perkov par
(10161,10162) se dobija za k = 1 iz ove familije. Na isti nacin, familija ¢vorova
koja se sastoji od ¢vorova 11n135, 13n3546, 151114094, ... poseduje isto svo-
jstvo koje se realizuje na njihovim minimalnim dijagramima 2 (2k) : —20: —20
i2(2k—-1)1:-20:-20, k = 1,2,3,... U skladu sa metodom zasnovanom
na C-linkovima, ocekujemo da se ista pojava realizuje na svim parovima dija-
grama t (k+1): —20: =201 tkl: —20: —20 koji predstavljaju isti ¢vor,
pri ¢emu je ¢ pozitivni racionalni splet, a k celobrojni pozitivni splet (k € N).
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Posto odgovaraju¢im izborom spleta t i parametra k za svako n > 10 mozemo
postic¢i da dobijeni dijagrami predstavljaju neki ¢vor, tj. da broj komponenata
dijagrama bude 1, o¢ekujemo da za svako n > 10 postoji bar jedan Perkov ¢vor.
Svi navedeni parovi dijagrama imaju brojeve uvrnutosti koji se razlikuju za 2.

U odnosu na Perkove ¢vorove namecu se slede¢i otvoreni problemi:
e Da li postoje algebarski Perkovi ¢vorovi?

e Koliko razli¢itih vrednosti brojeva uvrnutosti mogu imati razli¢iti mini-
malni dijagrami istog Perkovog ¢vora?

e Da li je moguce naci Perkov ¢vor sa n preseka za koji razlika brojeva uvr-
nutosti njegovih minimalnih dijagrama moze biti proizvoljan paran broj
2k (k <n)?* (k > 0). Nadi gornju granicu broja k.

U svojoj nedavno zapocetoj prepisci K. Perko je postavio sledec¢a pitanja:
"Po ¢emu se navedenih 29 c¢vorova razlikuje od svih ostalih nealternirajuc¢ih
¢vorova sa n < 12 preseka? Da li je moguce, izracunavanjem nekih poznatih
polinomskih invarijanata, razlikovati ove ¢vorove od ostalih?” Drugim rec¢ima, da
li neka polinomska invarijanta prepoznaje Perkove ¢vorove sa n preseka (n > 10)
medu svim nealterniraju¢im ¢vorovima sa n preseka.

Moguce je da je odgovor na ovo pitanje, bar delimi¢no, pozitivan. U radu
[109] M. Kidvel i A. Stoimenov su definisali stepen deg,(F') Kaufmanovog poli-
noma sa dve promenljive F'(a, z) ¢vora K kao maksimalni stepen promenljive
z u okviru ovog polinoma izracunatog za ¢vor K. Za alternirajuc¢e ¢vorove sa
n preseka ovaj stepen je konstantan i iznosi n — 1 (n > 3). Medutim, za neal-
ternirajuce ¢vorove sa n preseka ovaj stepen moze uzimati razlic¢ite vrednosti.
Kidvel i Stoimenov su zapazili da je stepen Perkovog ¢vora 10161 jednak 6, dok
za sve ostale nealternirajuc¢e ¢vorove sa n = 10 preseka iznosi 8. Medu 185
nealternirajuc¢ih ¢vorova sa n = 11 preseka postoje 2 ¢vora sa stepenom 7 i 8
¢vorova sa stepenom 8, dakle ukupno 10 ¢vorova sa stepenom manjim od 9,
dok preostalih 175 ¢vorova imaju stepen 9. Medu nealternirajué¢im ¢vorovima
sa n = 12 preseka postoje 24 ¢vora sa stepenom 8 i 47 ¢vorova sa stepenom 9,
dakle ukupno 71 ¢évor sa stepenom manjim od 10, dok preostalih 817 ¢vorova
ima stepen 10. Na osnovu ovih rezultata uocili smo sledeéu osobinu Perkovih
¢vorova: ni jedan Perkov ¢vor sa n < 12 preseka ne poseduje maksimalni stepen
koji mogu da dostignu nealternirajuéi ¢vorovi sa n preseka (n < 12).

Za n = 13 preseka nedavno je prepoznato 148 Perkovih ¢vorova. Svi oni,
ukljucujuéi i Perkove ¢vorove sa n < 12 preseka, imaju dve bitne osobine:

1. ni jedan Perkov évor sa n preseka ne dostize maksimalni stepen deg. (F)
Kaufmanovog polinoma sa dve promenljive F'(a, z) koji mogu da dostignu
nealternirajuci ¢vorovi sa n preseka;

2. svi Perkovi ¢vorovi su Zekovié ¢vorovi.
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Slika 107: (a) Perkov potez. Splet 1 ostaje fiksiran, a spletovi 2 i 3 se flipuju;

(b) Perkov potez primenjen na minimalne dijagrame ¢vora 10161 ¢iji je w = 8 i

w =10 [13]

U radu [10] u listi poteza koje koristi program KnotScape, tj. njegov pot-
program KnotFind, naveden je i Perkov potez. U okviru ovog poteza, koji
predstavlja specificnu mutaciju, splet 1 ostaje fiksiran, a spletovi 2 i 3 se flipuju
(slika 107a). Perkov potez transformise minimalni dijagram ¢vora 10161, ¢iji
je broj uvrnutosti w = 8, u minimalni dijagram istog cvora ¢iji je w = 10, i
prikazan je na slici 107b [13].

7 Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti

U prethodnom izlaganju rekli smo da je u svakom preseku ¢vora K ili linka
L moguce uvesti jednu od tri odvezujuce operacije: promenu preseka i dve vrste
zaravnjivanja — orijentisano zaravnjivanje pod kojim podrazumevamo ”zaravn-
jivanje koje ¢uva broj komponenata” i neorijentisano zaravnjivanje pod kojim
podrazumevamo ”zaravnjivanje koje ne mora da ¢uva broj komponenata”.

Kao rezultat promena preseka ili orijentisanih zaravnjivanja dobijamo dve
klasi¢ne invarijante ¢vorova: broj odvezivosti u(K) i (orijentisani) s-broj odvezi-
vosti s(K). Ove dve invarijante su ve¢ razmatrane u tre¢em i cetvrtom poglavlju.
Kao rezultat neorijentisanog zaravnjivanja dobijamo (neorijentisani) b-broj
odvezivosti uy(K). Sve tri operacije su definisane kao minimum broja pomenu-
tih operacija potreban da bismo od ¢vora K dobili ne¢vor 01, gde se minimum
uzima preko svih dijagrama ¢vora K ili linka L. PosSto su tri pomenute operacije
odvezujuce operacije, takode mozemo razmatrati i mesovite brojeve odvezivosti,
gde je u svakom koraku procesa odvezivanja dozvoljena upotreba bilo koje op-

4Razlika brojeva uvrnutosti razlicitih dijagrama nekog ¢vora mora uvek biti paran broj 2k.
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eracija promene preseka ili (orijentisanog ili neorijentisanog) zaravnjivanja, tako
da u svakom koraku mozemo vrs§iti optimizaciju strategije izborom operacije
odvezivanja.

Posto su svi pomenuti brojevi odvezivosti definisani kao minimumi preko svih
dijagrama ¢vora K, oni su invarijante neizracunljive kona¢nim postupkom. Da
bismo ih uéinili izrac¢unljivim, mozemo koristiti Bernhard-Jablanovu hipotezu
(za broj odvezivosti u(K)) ili njene ekvivalente koje mozemo formulisati za
s(K), up(K), ili mesoviti broj odvezivosti. U svim tim slucajevima, struktura
algoritma za izracunavanje BJ-brojeva odvezivosti upj(K), spj(K) i upp.s(K)
i meSovitog BJ-broja odvezivosti je ista:

1. Uzmimo sve minimalne dijagrame D,, ¢vora K;

2. Izvrsimo sve pojedina¢ne promene u presecima svih dijagrama D,,;
3. Minimizujmo sve dobijene dijagrame;

4. Ponavljamo korake 2) i 3) sve dok ne dobijemo necvor.

Broj odvezivosti ups(K) (i svi ostali navedeni brojevi odvezivosti) predstavl-
jaju minimalni broj koraka u takvom rekurzivnom procesu odvezivanja. U
svim slucajevima, BJ-odvezivanje se vrsi samo preko minimalnih dijagrama.
U slucaju alterniraju¢ih ¢vorova, zahvaljujué¢i Tejtovoj Flip Teoremi, dovoljan
je jedan polazni minimalni dijagram, dok u sluc¢aju nealterniraju¢ih ¢vorova
moramo raditi sa svim minimalnim dijagramima (tj. svim njihovim razli¢itim
klasama flip ekvivalencije).

7.1 Maksimalni broj odvezivosti

Umesto optimalnih (najkraé¢ih, minimalnih) strategija odvezivanja, mozemo
razmatrati i najgore moguce (najduze, maksimalne) strategije odvezivanja. Na
isti nac¢in kao kod izracunavanja BJ-brojeva odvezivosti, radi¢emo samo sa min-
imalnim dijagramima, ali ¢emo sada traziti maksimalne brojeve odvezivosti, tj.
najduze puteve od datog ¢vora K do nec¢vora. Kao najjednostavniji primer, raz-
motrimo ¢vor 6; = 42 dat u Konvejevoj notaciji. Jasno je da je ovo racionalni
¢vor sa brojem odvezivosti 1, tako da je uw(61) = ups(61) = 1. Ovaj broj
odvezivosti se realizuje ako izaberemo optimalnu (minimalnu) strategiju odvezi-
vanja: vr§imo promenu preseka u celobrojnom spletu 2 i dobijamo necvor
4(1,—1) = 0;. Ako izaberemo najgoru moguéu strategiju na istom minimal-
nom dijagramu 4 2, izvr§i¢emo promenu preseka u celobrojnom spletu 4 i dobiti
(1,1,1,-1)2 = 22 = 4;. U narednom koraku, strategija je iznudena: kakvu
god promenu preseka izvrsimo na minimalnom dijagramu ¢vora 4;, dobijamo
nec¢vor. Prema tome, maksimalni broj odvezivosti ¢vora K = 61 je U(K) = 2.

Na slican nacin ne¢vor mozemo dobiti iz ¢vora 52 = 32 pomocu dva orijenti-
sana zaravnjivanja, ali je maksimalni broj zaravnjivanja ovog ¢vora jednak 3. U
prvom slucaju vrsimo prvo zaravnjivanje u celobrojnom spletu 2 i svodimo dobi-
jeni ¢vor na trolisnik 3;. Nakon toga, drugim zaravnjivanjem dobijamo necvor.

158



U drugom slucaju, vrsimo prvo orijentisano zaravnjivanje u celobrojnom spletu
3 i dobijamo ¢vor 4;, zatim narednim zaravnjivanjem dobijamo trolisnik 31,
i konacno, tre¢im zaravnjivanjem dobijamo necvor. Prema tome, maksimalni
broj zaravnjivanja ¢vora 52 je 3.

To znaci da maksimalne brojeve odvezivosti dobijamo zamenjujuéi u prethod-
nom algoritmu re¢i "minimalni broj koraka u takvom rekurzivnom procesu
odvezivanja” re¢ima ”maksimalni broj koraka u takvom rekurzivhom procesu
odvezivanja”. Uoc¢imo da ako definiSemo maksimalne brojeve odvezivosti preko
svih dijagrama, a ne samo preko minimalnih, dobijeni maksimalni brojevi
odvezivosti mogu biti neograniceni, pa je to razlog da ih definiSemo samo preko
minimalnih dijagrama. Druga moguénost za pojavu beskona¢nih maksimal-
nih brojeva odvezivosti (koju je uoc¢io K. Tanijama) je sledeca: pretpostavimo
da se u rekurzivnom procesu odvezivanja ”promena preseka/minimizacija” pri-
menjenom na neki polazni ¢vor Ky javio ¢vor K sa m preseka i sa minimal-
nim dijagramom D. Ako se D nakon jedne promene preseka moze reduko-
vati na minimalni dijagram D’ ¢vora K’, takav da dijagram D’ ima takode
n preseka, tada u narednom koraku mozemo izvrsiti slican postupak. Sledeéu
promenu preseka mozemo izvrsiti u dijagramu D’ tako da se on konvertuje
ponovo u ¢vor ¢iji je minimalni dijagram D. Na taj nacin u svakom narednom
koraku mozemo prelaziti (”oscilovati”) sa ¢vora K na K’ i obratno. Posto je
izracunavanje maksimalnog broja odvezivosti potraga za najgorom strategijom
odvezivanja, u ovom sluc¢aju nikada neé¢emo sti¢i do ne¢vora 01, pa ¢e maksimalni
broj odvezivosti pocetnog ¢vora K biti beskonacan. Stoga, u definiciji mak-
simalnog broja odvezivosti moramo dodati zahtev da se u nizu ¢vorova, koji
se javljaju u ovom rekurzivnom procesu odvezivanja, nikada ne javlja petlja
tipa K... — K’ — K, tj. neki ponovljeni ¢vor K. Kaufmanovi, Zekovié
i Tanijamini ¢vorovi su ¢vorovi koji mogu da generiSu ovakvu petlju. Na isti
nacin dobijamo ostale vrste pomenutih maksimalnih brojeva odvezivosti kod ko-
jih, u slucaju maksimalnih brojeva odvezivosti dobijenih zaravnjivanjima, nije
potreban ovaj dodatni zahtev jer svako zaravnjivanje smanjuje broj preseka.
Medutim, kod mesovitih brojeva odvezivosti ovaj dodatni zahtev je neophodan
posto su promene preseka uklju¢ene u ovakav rekurzivni proces odvezivanja i
mogu dovesti do pojave takve beskonacne petlje.

Koriste¢i navedeni BJ-algoritam, mozemo posmatrati ne samo ekstremne
(maksimalne i minimalne) puteve od nekog ¢vora K do necvora 01, veé sve
moguce puteve. Ako dozvolimo ne samo pojedina¢ne, nego i visestruke promene
preseka (ukljucujuéi i obe vrste zaravnjivanja: orijentisana i neorijentisana),
mozemo raditi sa parcijalnim poretkom ¢évorova (koji je definisao K. Tanijama
u radovima [120, 121, 122]).

7.2 Tablice

U ovom potpoglavlju razmotri¢emo i uporediti razne minimalne i maksi-
malne brojeve odvezivosti. Cvor se moze odvezati primenom odvezujuéih op-
eracija promena preseka, orijentisanih zaravnjivanja, kao i neorijentisanih zar-
avnjivanja i svih njihovih mogué¢ih kombinacija na dati ¢vor. Na taj nacin,
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imac¢emo pet minimalnih brojeva odvezivosti:

1. klasi¢ni broj odvezivosti u, koji se dobija pomoéu promena preseka u
nekom ¢évoru ili linku L

2. broj odvezivosti dobijen orijentisanim zaravnjivanjem (zaravnjivanjem koje
¢uva broj komponenata) s i koji se moze ra¢unati samo za ¢vorove

3. broj odvezivosti dobijen neorijentisanim zaravnjivanjem (zaravnjivanjem
koje ne mora da ¢uva broj komponenata) uy i koji se moze rac¢unati i za
¢vorove i za linkove

4. mesoviti broj odvezivosti .5 koji se dobija koriséenjem promena preseka
i orijentisanih zaravnjivanja i koji se moze racunati samo za ¢vorove

5. meSoviti broj odvezivosti u.s koji se dobija koris¢enjem promena preseka
i neorijentisanih zaravnjivanja, a koji se moze racunati i za ¢vorove i za
linkove.

U dva poslednja slucaja, u svakom koraku procesa odvezivanja, mozemo bi-
rati izmedu odgovarajucih dveju odvezujucih operacija pokusavajué¢i da nademo
najbolju odvezujuéu strategiju. Svi pomenuti brojevi odvezivosti su konaéni i
racunaju se preko svih dijagrama ¢vorova i linkova.

Posto svaki ¢vor ili link ima beskona¢no mnogo razlicitih dijagrama, ne
postoji konacan algoritam za izracunavanje bilo kog od pomenutih brojeva
odvezivosti. Za sve njih, izuzev za klasi¢ni broj odvezivosti u, mozemo za-
kljuciti da su za njihovo izrac¢unavanje neophodni i neminimalni dijagrami, tj.
da se ovi brojevi odvezivosti ne mogu dobiti samo koris¢enjem minimalnih dija-
grama. Podsetimo se, Bernhard-Jablanova hipoteza opisuje rekurzivni postupak
odvezivanja, kod kojeg se u svakom koraku vrsi minimizacija dijagrama. Broj
rekurzivnih koraka nazivamo upy(L) broj odvezivosti, a Bernhard-Jablanova
hipoteza tvrdi da je on jednak klasicnom broju odvezivosti u(L). Za sve pre-
ostale brojeve odvezivosti je jednostavnio navesti primere ¢vorova i linkova koji
daju korektne brojeve odvezivosti samo ako su izracunati preko nenimimalnih
dijagrama. Na primer, posmatrajmo broj odvezivosti s(K) koji se dobija ori-
jentisanim zaravnjivanjem. Ako primenimo orijentisano zaravnjivanje na mini-
malni dijagram ¢vora 52 = 3 2, kao rezultat prvog koraka mozemo dobiti ¢vorove
31 = 314y, = 22. Naredno zaravnjivanje prvog ¢vora daje nec¢vor. Prema tome,
broj odvezivosti dobijen na taj nacin bi¢e 2. Medutim, neminimalni dijagram
2(1,—1) 12 ¢vora 52 (slika 108a) odvezuje se samo jednim orijentisanim zaravn-
jivanjem, pa je s(52) = 1. Znatno interesantniji je primer alternirajuceg ¢vora
995 (slika 108b): svi njegovi minimalni dijagrami (koji su flip ekvivalentni) mogu
se odvezati pomoc¢u najmanje cetiri orijentisana zaravnjivanja, ali njegov nemi-
nimalni dijagram 6*210.(1,—1)0.2.: 20 daje s(925) = 1. U éetvrtom poglavlju
predstavljen je metod za odredjivanje s-broja odvezivosti, tj. broja odvezivosti
koji se dobija orijentisanim zaravnjivanjem. Taj metod se zasnivao na nemini-
malnim dijagramima ¢vorova. U tabeli brojeva odvezivosti bi¢e uporedjen broj
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odvezivosti, dobijen na ovaj nacin, sa brojem odvezivosti orijentisanim zaravn-
jivanjem koji se odredjuje samo preko minimalnih dijagrama. U tabeli su prvi
od njih dati u koloni sa oznakom s[nm] (nm="neminimalni dijagrami”), a drugi
oznakom s[m] (m="minimalni dijagrami”).

SN YYo=

Slika 108: (a) Cvor 53 = 32 i njegov minimalni dijagram 2 (1, —1) 12 koji moze
biti odvezan pomo¢u jednog orijentisanog zaravnjivanja; (b) ¢vor 995 = 22,21,2
i njegov neminimalni dijagram 6*210.(1,—1)0.2. : 20 koji moze biti odvezan
pomocu jednog orijentisanog zaravnjivanja

Za ovu priliku smo definisali sve pomenute vrste maksimalnih brojeva
odvezivosti zasnovane na "najgorim” strategijama odvezivanja. Kao §to smo veé
pomenuli, da bismo dobili kona¢ne invarijante, maksimalni brojevi odvezivosti
su definisani samo preko minimalnih dijagrama i uz izvesne dodatne uslove
vezane za rekurzivni proces odvezivanja kojima izbegavamo pojavu petlji
(ponovljenih ¢vorova):

1. maksimalni broj odvezivosti U koji se dobija pomoc¢u promena preseka
2. maksimalni brojevi odvezivosti S dobijeni orijentisanim zaravnjivanjem

3. maksimalni brojevi odvezivosti U, dobijeni neorijentisanim zaravnjivanjem
cvorova

4. maksimalni mesoviti brojevi odvezivosti ¢vorova U, dobijeni koris¢enjem
promena preseka i orijentisanih zaravnjivanja

5. maksimalni mesSoviti brojevi odvezivosti ¢vorova U.s dobijeni koris¢enjem
promena preseka i neorijentisanih zaravnjivanja.

Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti svih pomenutih vrsta su dati za
¢vorove u tabelama 61 7, a za linkove u tabelama 8 i 9. Svi prorac¢uni su izvrseni
za ¢vorove i linkove sa n < 9 preseka.

Razmotrimo i moguéi naéin odredivanja broja odvezivosti u’ (L) koji se
dobija primenom operacije Ly <> Lo. I u ovom sluc¢aju ogranicicemo se na
izrac¢unavanje BJ-broja odvezivosti u% ; (L), primenom BJ-algoritma na min-
imalne dijagrame. Takode ¢emo pokazati da nejednakost u% ;. (L) > ul (L)
moze biti stroga.

Da bismo pristupili izra¢unavanju broja odvezivosti u% Joo(L), prvo moramo
da identifikujemo minimalne dijagrame D1 i D- takve da se jedan od njih trans-
formise u drugi nekim Ly <> Lo, potezom. U tom cilju koristi¢emo rezultate
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dobijene neorijentisanim zaravnjivanjem linkova. Neka je dat minimalni ne-
orijentisani dijagram D linka L. Ako u njegovom preseku ¢ izvr$imo oba ne-
orijentisana zaravnjivanja, kao rezultat dobijamo dijagrame Dy i Do koji su
medusobno povezani Ly <+ L, potezom. Nakon minimizacije ovih dijagrama,
dobijamo linkove L’ i L” koji prelaze jedan u drugi jednim Lo <> L. pote-
zom. Ovakav postupak vrsimo u svim presecima linka L i kao rezultat dobi-
jamo skup neuredenih parova linkova u kome su svaka dva linka, koja pripadaju
istom neuredenom paru, povezana nekim Lo <> Lo, potezom. Ovakav algo-
ritam sprovodimo na svim dijagramima linka L. Kao rezultat dobijamo skup
neuredenih parova linkova koji se medusobno nalaze na d2, rastojanju 1. Od
posebnog interesa ¢e biti oni parovi linkova medu kojima je jedan od njih, npr.
L' trivijalan, tj. predstavlja nec¢vor. U tom slucaju broj odvezivosti drugog
linka L” iz tog para je u’ (L") = 1.

Da bismo ovo ostvarili, nisu nam potrebni dodatni proracuni. Kako smo
prvo odredili brojeve odvezivosti dobijene neorijentisanim zaravnjivanjem, te
rezultate iskoristi¢emo za odredivanje u’_, brojeva odvezivosti. U listama ne-
orijentisanih zaravnjivanja linkova svaki ¢lan liste sadrzi polazni link L, ¢ije je
neorijentisano zaravnjivanje preseka izvrseno, i linkove L’ i L”, od kojih je jedan
dobijen postavljanjem vertikalnog ogledala u presek, a drugi horizontalnog. 1z
tih lista potrebno je samo izdvojiti sve neuredene parove (L', L"). Nakon toga
treba konstruisati graf ¢ija ¢e temena biti navedeni linkovi i u tom grafu za svako
teme naci najkraci put koji ga spaja sa temenom koje predstavlja ne¢vor. Duzina
ovog najkrac¢eg puta je BJ broj odvezivosti u%(]oo(L). u?_ -brojevi odvezivosti
odredeni na ovaj nacin, za ¢vorove i linkove sa n < 8 preseka, prikazani su u
tabelama 6 i 8.

Za ove brojeve odvezivosti vazi¢e nejednakost u% ; (L) > u% (L). Pokazimo
da ona moze biti stroga. U poglavlju 4.5 je prikazana ekvivalentnost Lo <
Lo 1 neorijentisanog H(2) pokreta. Cvor 83 = 44, dat svojim neminimalnim
dijagramom 42 (1, —1) 2, ima orijentisani broj odvezivosti s(83) = 1, pa samim
tim i broj odvezivosti ul (83) = 1. Medutim, njegov BJ broj odvezivosti je
u% ;. (83) = 2. Zbog toga bi bilo znacajno uspostaviti relaciju izmedu broja
odvezivosti ul (L) i nekih drugih invarijanata linka L koje predstavljaju donju
granicu za ovaj broj odvezivosti i koje bi u izvesnim slucajevima mogle da
potvrde da je u% ;. (L) = ul (L). S obzirom da smo za sve &¢vorove i linkove
sa n < 8 preseka dobili da je njihov broj odvezivosti u?, jednak 1, 2 ili 3,
takve donje granice mogle bi da pokazu da izvesni ¢vorovi ili linkovi imaju broj
odvezivosti ul, > 1, tj. da on iznosi 2.

Ako zelimo da nademo maksimalni BJ broj odvezivosti U% ; (L), to postizemo
trazenjem puta maksimalne duzine od posmatranog linka L do ne¢vora u grafu
neuredenih parova linkova povezanih operacijom Ly <+ Lo,. Medutim, ako to
pokusamo da uradimo trazenjem svih puteva od datog linka L do necvora, a
zatim biramo put maksimalne duzine, ¢ekac¢e nas neprijatno iznenadenje. Na
primer, postojace put (za koji ¢ak ne garantujemo da je najduzi) izmedu neévora
i linka 83 koji ima duzinu 54. Prema tome, jasno je da trazenje svih puteva u
pomenutom grafu prevazilazi mo¢i nasih racunara. Razlog zaSto ¢e duzina ne-
minimalnih puteva biti tako velika je Sto radimo u neorijentisanom grafu, pa
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prema tome u svakom koraku dozvoljavamo i prelazak Lo — L, ali i prelazak
Lo — Lg. Jedan od njih moze smanjiti broj preseka, ali ga drugi moze povecati.
Na taj nacin, umesto da se ciljno kre¢emo ka necvoru stalno smanjujuéi broj
preseka (kao 3to je to bio slu¢aj sa svim procesima odvezivanja ¢vorova ili linkova
zaravnjivanjem), mi mozemo da svakim potezom "uvezujemo” i ”odvezujemo”
dati link. Na zalost, uredenje parova ¢vorova i linkova L’ i L”, koji se dobijaju
zaravnjivanjem istog preseka ¢ nekog ¢vora ili linka L, tako sto ¢e prvi clan
uredenog para imati jedan presek manje ili vise od drugog ¢lana nije moguce jer
postoje parovi (L', L") u kojima L’ i L” imaju isti broj preseka, npr. par (7%, 77).

U tabelama 6 i 7 su dati:

e BJ-brojevi odvezivosti ¢vorova u g (koji se poklapaju sa klasiénim brojem
odvezivosti ) i njihovi maksimalni brojevi odvezivosti U;

e brojevi odvezivosti dobijeni orijentisanim zaravnjivanjem izracunati preko
svih dijagrama, oznaceni u tabeli sa s[nm], minimalni brojevi odvezivosti
dobijeni orijentisanim zaravnjivanjem iz minimalnih dijagrama oznaceni u
tabeli sa s[m], kao i njihovi maksimalni brojevi odvezivosti S;

e minimalni u; i maksimalni U, brojevi odvezivosti dobijeni neorijentisanim
zaravnjivanjem ¢vorova iz njihovih minimalnih dijagrama;

e minimalni . i maksimalni U.s; meSoviti brojevi odvezivosti ¢vorova dobi-
jeni koriS¢enjem promena preseka i orijentisanih zaravnjivanja, izracunati
iz njihovih minimalnih dijagrama;

e minimalni u.s i maksimalni U.s mesSoviti brojevi odvezivosti ¢vorova dobi-
jeni koriséenjem promena preseka i neorijentisanih zaravnjivanja, izracunati
iz njihovih minimalnih dijagrama;

e minimalni broj odvezivosti u2 (L) évorova dobijeni primenom operacije
Lo <> Lo, izracunati iz njihovih minimalnih dijagrama (samo u tabeli 6).

U tabelama 8 i 9 su dati:

e BJ-brojevi odvezivosti linkova up s (koji se poklapaju sa klasi¢nim brojem
odvezivosti u) i njihovi maksimalni brojevi odvezivosti U;

e minimalni s[m| i maksimalni S brojevi odvezivosti dobijeni orijentisanim
zaravnjivanjem linkova, izracunati iz njihovih minimalnih dijagrama;

e minimalni u; i maksimalni U, brojevi odvezivosti dobijeni neorijentisanim
zaravnjivanjem linkova, izracunati iz njihovih minimalnih dijagrama.

e minimalni broj odvezivosti u (L) linkova dobijeni primenom operacije
Lo <> Lo, izracunati iz njihovih minimalnih dijagrama (samo u tabeli 8).
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Tabela 6: Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti ¢vorova sa n < 8 preseka
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Tabela 7: Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti ¢vorova sa n = 9 preseka
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Tabela 8: Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti linkova sa n < 8 preseka
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9 preseka

Tabela 9: Minimalni i maksimalni brojevi odvezivosti linkova sa n
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Dobijene rezultate ilustrovac¢emo na primeru ve¢ pomenutog ¢vora 5y =
32. Njegov broj odvezivosti upy je 1 (slika 109a). Njegov maksimalni broj
odvezivosti Upy je 2, jer nakon promene preseka u celobrojnom spletu 3 ovaj
¢vor se svodi na trolisnik 3; = 3, koji se odvezuje pomocu proizvoljne promene
preseka (slika 109b). Minimalni broj odvezivosti, dobijen orijentisanim zaravn-
jivanjem s ovog ¢vora uzet preko svih dijagrama, iznosi 1 i moze biti izrac¢unat
samo iz neminimalnih dijagrama (slika 77a). Njegov minimalni broj odvezivosti
dobijen orijentisanim zaravnjivanjem s izracunat iz minimalnog dijagrama je
2 jer kao rezultat prvog orijentisanog zaravnjivanja dobijamo ¢vorove 3; = 3
i4; = 22 (slika 109¢), a narednim proizvoljnim zaravnjivanjem prvi ¢vor se
odvezuje. Njegov maksimalni broj odvezivosti dobijen orijentisanim zaravnji-
vanjem S je 3. U prvom koraku, kao i u prethodno navedenom slucaju, mozemo
dobiti ¢vorove 31 = 3147 = 22. U drugom koraku mozemo izvrsiti zaravn-
jivanje u ¢voru 41 = 22, koji se, zatim, bilo kojim orijentisanim konvertuje u
trolisnik 3;. Troslisnik se sigurno odvezuje u idu¢em koraku. Njegov minimalni
broj odvezivosti, dobijen neorijentisanim zaravnjivanjem ws, dobija se pomocu
dva neorijentisana zaravnjivanja, prvog koje daje Hopfov link 22 = 2, i dru-
gog koje ga odvezuje (slika 109e). Njegov maksimalni broj odvezivosti dobijen
neorijentisanim zaravnjivanjem U, iznosi 4, jer postoje dve najgore strategije
odvezivanja duzine 4, prva koja daje niz (53 — 42 — 3; — 22 — 01), a druga
(59 — 41 — 31 — 27 — 01) (slika 109f). Posto je broj odvezivosti évora 55 jed-
nak 1 i ostvaruje se na njegovom minimialnom dijagramu, oba meSovita broja
odvezivosti @es 1 Ues iznose 1. Maksimalni megoviti broj odvezivosti U .5, do-
bijen koris¢enjem promena preseka i orijentisanog zaravnjivanja je 3, i dobija se
iz niza (52 — 41 — 31 — 01) (slika 109g). Maksimalni meSoviti broj odvezivosti
U,s dobijen pomocu promena preseka i neorijentisanih zaravnjivanja je 4 i dobija
se iz niza (52 — 41 — 31 — 2% — 01) (slika 109h).

Iz ovih tabela mozemo da skoro direktno izvedemo izvesne interesantne za-
kljucke. Na primer, maksimalni broj odvezivosti dobijen neorijentisanim zar-
avnjivanjem Up 1 maksimalni mesoviti broj odvezivosti U,s, dobijen promenama
preseka i neorijentisanim zaravnjivanjem, medusobno se podudaraju za sve al-
ternirajuce ¢vorove, ali se mogu razlikovati za nealternirajuée. Drugi intere-
santan problem je uspostavljanje izvesnih veza izmedu maksimalnih brojeva
odvezivosti i nekih poznatih numerickih invarijanata ¢vorova. U slucaju min-
imalnih brojeva odvezivosti ili minimalnih brojeva odvezivosti zaravnjivanjem
takve relacije su veé¢ poznate. Relacije koje povezuju broj odvezivosti (Gordi-
jev broj) sa signaturom ili Rasmusenovom signaturom smo koristili da bismo
potvrdili izvesne brojeve odvezivosti ili predvideli njihovu donju granicu. U
slucaju broja odvezivosti dobijenog zaravnjivanjem (s-broj odvezivosti), pos-
toji serija zabrana (opstrukcija) koja se zasniva na relaciji izmedju tog broja
odvezivosti i izvesnih polinomskih invarijanata [102, 101].
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Slika 109: (a) Promena preseka u ¢voru 59 koja daje necvor; (b) promena preseka
u celobrojnom spletu 3 koja daje ¢vor 31; (c) orijentisana zaravnjivanja koja
daju ¢vorove 31 = 31 41 = 22; (d) orijentisano zaravnjivanje u ¢voru 4; koje
daje trolisnik 31; (e) niz neorijentisanih zaravnjivanja (52 — 27 — 01); (f)
nizovi (5 — 43 — 31 — 22 — 01) i (52 — 41 — 31 — 22 — 01); (2) niz
(52 — 41 = 31 — 01) (h) niz (52 — 41 = 31 — 2% — 01)

8 Zakljucak

U ovom radu su prikazani ra¢unarski metodi za odredivanje razlicitih tipova
rastojanja ¢vorova - Gordijevih rastojanja ¢vorova i s-rastojanja ¢vorova. Os-
novu ovih metoda ¢ine neminimalne prezentacije ¢vorova, kodiranje ¢vorova
u Konvejevoj notaciji i uspostavljanje veze izmedu operacije promena preseka
sa operacijom zaravnjivanja. Dosadasnji metodi, poznati u literaturi, koji su
se koristili za odredivanje rastojanja ¢vorova, primenjivali su algebru veriznih
razlomaka i razne matematicke invarijante. Tokom nasih istrazivanja, pri-
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menom metoda navedenih u ovom radu i upotrebom Mathematica softver-
skog paketa LinKnot, potvrdena je veéina dosadasnjih rezultata, ukazano je
na neophodne modifikacije ve¢ postojecih rezultata i prezentovani su novi rezul-
tati u prosirenim tablicama rastojanja ¢vorova. Opisan je metod za prosirivanje
rezultata na familije ¢vorova koji pruza mogucénost za buduce prosirivanje tablica
(na ¢vorove sa veéim brojem preseka).

Predstavljen je model ogledalskih krivih za prikazivanje ¢vorova, kodiranje
i prepoznavanje ¢vorova u njemu i izvedeni su svi ¢vorovi za mreze dimenzija
pxq(p<4,q<4). Uaktueloj literaturi prikazan je na¢in konstrukcije ¢vorova
laserskim pincetama u teénim kristalima (CNC-konstrukcija, [86]), koji smo u
ovom radu uporedili sa modelom ogledalskih krivih. CNC-konstrukcija pred-
stavlja eksperimentalno kontrolisano povezivanje ¢estica u tecnim kristalima,
koje se moze uporediti sa formacijama kDNK mitohondrije.

Prilikom izucavanja operacije promene preseka, uocena je njena veza sa ak-
cijama topoizomeraza na lancima DNK. Pokazano je da se rezultati, navedeni u
ovom radu mogu, iskoristiti za izucavanje akcija ovih enzima na lancima DNK.
U skladu sa principom ekonomije, razli¢ita rastojanja ¢vorova nam govore o
verovatnoci prelaska ¢vora iz jednog stanja u drugo. Posedujuéi takvu infor-
maciju, kao i alat koji predstavlja katalizatore prepovezivanja DNK lanaca na
proizvoljnim mestima, postavlja se pitanje da li ¢e u buduc¢nosti biti moguce
predvideti formiranje kriticnog genetskog materijala, spreciti njegov nastanak
ili ubrzati proces pozeljnih promena na DNK.

Pored promene preseka, u nasim istrazivanjima je izucavana operacija ori-
jentisanog zaravnjivanja preseka i njoj odgovarajuci s-brojevi odvezivosti i s-
rastojanja cvorova. Predstavljeni su metodi za odredivanje ovih rastojanja
medu ¢vorovima koris¢enjem simbolickih, graf-teorijskih i geometrijskih svo-
jstava Konvejeve notacije. Dobijeni rezultati su predstavljeni u tablicama ras-
tojanja ¢vorova. Pored topoizomeraza, rekombinaze predstavljaju drugi tip en-
zima koje smo izucavali. Rekombinaze su proteini koji presecaju lanac DNK na
dva mesta i uzrokuju promene kao S§to su brisanje/umetanje, inverzija,
translokacija i kasetna razmena. U radu je opisan nacin modelovanja ovakvih
promena zaravnjivanjem preseka ¢vora i izlozen nacin za izucavanje akcija rekom-
binaza pomocu s-rastojanja.

Potencijalna tema istrazivanja moze biti suzavanje klase posmatranih ¢vorova,
tj. izdvajanje konkretnih pocetnih i krajnjih stanja lanaca DNK i procena
moguénosti prelaska iz jednog navedenog stanja u drugo. Ovde opisani algo-
ritmi mogu se, bez dodatnih modifikacija, primeniti i za odredivanje Gordijevih
i s-rastojanja ¢vorova sa veéim brojem preseka nego oni koji su analizirani u
nasim istrazivanjima. Jedino ograni¢enje predstavljaju fizicki resursi rac¢unara.
Suzavanjem klase ¢vorova koju posmatramo dobijamo manje precizne rezultate
(zato $to ne uzimamo u razmatranje sve moguée putanje u grafu rastojanja
¢vorova), ali ih dobijamo brze.

Tablice rastojanja su u ovom radu generisane samo za Cvorove, ali ne i
za linkove zbog nedostatka adekvatnog alata za prepoznavanje linkova. Za
svrhu prepoznavanja ¢vorova koriséena je funkcija fKnotFind (modul programa
KnotScape [70] modifikovan za potrebe ovog rada), pa je potencijalna tema
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generisanje programa za prepoznavanje linkova. Na taj nacin bi bila omogucéena
primena metoda predstavljenih u radu i na linkove i time omogucéeno prosirivanje
tablica novim rezultatima. Primenom takvog programa bi bilo moguce i
izucavanje operacije neorijentisanog zaravnjivanja preseka navedenim metodama.

Kako se svi metodi, koji predstavljaju doprinos nasih istrazivanja, zasni-
vaju na svojstvima Konvejeve notacije, u drugom delu rada je predlozen metod
izvodenja novih ¢vorova u Konvejevoj notaciji proSirivanjem C-linkova. Zbog
nedostatka adekvatnog obrasca u formiranju dosadasnjih tablica ¢vorova, u
njima ne postoji uredenje zasnovano na topoloskim svojstvima ¢vorova, nego
samo uredenje koje pociva na minimalnosti DT kodova. Opisan je metod za
klasifikaciju ¢vorova u tablicama zasnovan na Konvejevoj notaciji. Generisane
su tablice svih ¢vorova sa 13 preseka i alternirajuéih ¢vorova sa 14 preseka.
Prikazani metodi se mogu upotrebiti za izvodenje nealternirajuc¢ih ¢vorova sa
14 preseka, kao i ¢vorova sa n > 14 preseka.

U ovom radu predstavljen je i novi metod za minimizaciju évorova (jednog
od glavnih problema teorije ¢vorova) zasnovan na primeni lokalnih i globalnih
minimizacija.

Prilikom istrazivanja klasi¢nih brojeva odvezivosti, definisali smo i pojam
maksimalni broj odvezivosti ¢vora, izracunali njegove vrednosti i uporedili sa
raznim minimalnim i maksimalnim brojevima odvezivosti. U toku istrazivanja
maksimalnog broja odvezivosti zapazeni su ¢vorovi koji, nakon jedne promene
preseka, ne menjaju svoj minimalni broj preseka. Uocene su tri klase ovakvih
¢vorova koje su nazvane po autorima: Kaufmanovi ¢vorovi, Zekovié¢ évorovi i
Tanijamini ¢vorovi. Najinteresantnija pojava vezana za Zekovi¢ ¢vorove je da su
svi do sada izvedeni Perkovi ¢vorovi(za n < 13 preseka) istovremeno i Zekovié
¢vorovi. Time je uspostavljen pokusaj prenoSenja svojstava Perkovih ¢vorova
na Siru klasu ¢vorova.

8.1 Nauc¢ni doprinos rada

Najvazniji nauc¢ni doprinosi dobijenim istrazivanjem prikazanim u ovom
radu su:

e Kreiranje metoda za racunanje Gordijevih rastojanja ¢vorova koris¢enjem
simbolickih i geometrijskih svojstava Konvejeve notacije;

e Kreiranje metoda za racunanje s-rastojanja ¢vorova koriséenjem simbolickih
i geometrijskih svojstava Konvejeve notacije;

e Prosirivanje tablica ¢vorova sa s-brojem odvezivosti jednakim 1;
e Prosirivanje tablica za distance oba tipa;

e Izlaganje metoda koji se mogu primeniti za dalje proSirivanje tablica ras-
tojanja;

e Prosirivanje tablica ¢vorova prezentovanih Konvejevom notacijom i uvodenje
metoda za klasifikaciju ¢vorova u tablicama;

171



e Predlog metoda za minimizaciju corova;

e Definisanje klase ¢vorova (Zekovié évorovi) koja sadrzi poznate Perkove
¢vorove i time omogucava uspostavljanje pokusaja definisanja specificnih
svojstava Perkovih ¢vorova po kojima se razlikuju od ostalih ¢vorova;

e Definisanje maksimalnog broja odvezivosti ¢vorai generisanje tablica mak-
simalnih brojeva odvezivosti.

Resenja prikazana u ovom radu se uspeSno mogu primeniti na reSavanje
opisanih i sliénih problema. Naucno istrazivanje opisano u ovom radu daje
doprinos primeni Konvejeve notacije, problemu pronalazenja Perkovih ¢vorova,
kao i oblasti koja se odnosi na promene nad presecima u svim vrstama ¢vorova
(bez ograni¢enja na racionalne), njihovim posledicama i primenama. Deo do-
bijenih rezultata je ve¢ objavljen u medunarodnim ¢asopisima i ¢asopisima od
nacionalnog znacaja, dok su ostali delovi u pripremi za objavljivanje.
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M3jaBrbyjeM Aa je wrtamnaHa Bepauja Mor OOKTOPCKOr paga WCTOBETHA ENeKTPOHCKO]
BEpP3Wju Kojy caM npepao/na 3a objaBrbuBake Ha noptany Aurdtandor
peno3uTopujyma YHuBRep3uteta y Beorpaay.

[o3sorbaBam ga ce ob6jase Moju NWYHM nNodaum BesaHu 3a Aobujare akagemckor
3Barba AOKTOpa Hayka, Kao LWTo cy MMe U NpeauMe, roamHa u mecto.pofjera n aatym

onbpaHe paaa.

OBu nWMYHM nogauM Mory ce objaBUTM Ha MpexHUM CcTpaHuuama AaururanHe
BubnuoTeke, y ENeKTPOHCKOM KaTanory u y nybnukauujama YHusepauterta y beorpagy.

MoTtnuc pokTopaHAaa

Y Beorpaay, 10 OA. 2ONS.
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Mpunor 3.

Uzjaga o kopuwhery

O:::;ﬁ?weh-ﬂ JHUEEPS}iFercyy 6ubnuoteky ,CseTozap Mapkosuh® ga y Avrvtani
EacnOBO:AP_“JYM YHusepsuteta y Beorpagy yHece Mojy AokTopcky AvcepTauujy noA

KO‘(W)QB"JP( WOTALMOA I TEofuIU  UhHPOBRA (A WeHa NPVMEMA
J MEIOAUMA _ 2ph  DNRCHUBAIDE  Pactiodfton  UborobA

Koja je Moje ayTopcKo feno.

[ucepTtauujy ca cBUM NpUnosuma npenao/na cam y enekTpoHcKoMm ¢opmarty noro4HoOM
3a TpajHO apxuBUpame.

Mojy [OKTOPCKY AvcepTaLujy noxpamweHy y [lurutanHu penosutopujym YHusepaurtera y
Beorpaay Mory Aa KopucTe CBM Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y oaabpaHoM TUny
nuueHue KpeatusHe 3ajeaHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ogny4yuo/na.

1. AyTopCTBO
@Ayropcmo - HeKomepuujanHo
3. AyTOpCTBO — HEKOMepLWjanHo — 6e3 npepaae
4. AyTOpPCTBO — HEKOMEPLIMjanHo — AENUTU NoA UCTUM ycnoeuma
5. Aytopcteo — 6es npepane
6. AyTopcTBO — AENUTU NOA UCTUM ycnosuma

(Monumo fa 3aokpyxuTe camo jeaHy oa Lwect noHyfeHnX NuuUeHum, kpaTak onuc

nMLEeHUM AaT je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc aokropaHaa

Ap -0A- 3oAS.

Y beorpaay,

tﬁhw \}'\OAJ‘\);




1. AyTtopcTeo - [loaBorbaBsate yMHOXaBatbe, AUCTpUOYLMjy W jaBHO caomnwTaBake
Aena, v npepape, ako ce Haseje UMme aytopa Ha HauuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa
WNW AaBaoua NUUEHLE, Yak U Y KoMepuujanHe cepxe. OBo je HajcroboAHuja oA CBuX
NULEHLMN.

2. AYTOPCTBO — HeKkoMepLujanHo. [loaBorbaBaTte yMHOXaBare, AUCTpUBYLMjy 1 jasHO
caonlTaBake Aena, U npepaje, ako Ce Hasefe WMe ayTopa Ha HauuH oapefeH oA
cTpaHe ayTopa Wnu fasaoua muueHue. OBa NUUeHLa He A03BOTbaBa KOMepuujanHy
ynotpeby aena.

3. AytopcTBo - HekomepuujanHo — Gea npepage. [oasorbasare YMHOXaBatbe,
avcTpubyuujy M jaBHO caonwTasake Aena, ©e3 nNpoMeHa, npeobnukoeata WUnu
ynoTpe6e aena y CBOM Aeny, ako ce HaBeae uMe aytopa Ha HaduH oapeheH oa cTpaHe
ayTopa wnv gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He A03B0IbaBa xomepumjanHy ynotpedy
pena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM nuUEHLOM Ce orpaHv4aBa Hajsehu
o6um npasa kopuwhera Aena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEpuMjanHo — AENUTU Nod WUCTUM ycnosuma. [lossornasate
yMHOXaBate, AMCTpUOYLMjy U jaBHO CaOoNLUTaBaH-e pena, u npepane, ako ce Haseae
UMe ayTopa Ha HauuH ogpefleH of cTpaHe ayTopa Wiw JaBaola nuueHue U ako ce
npepaga Aauctpubyupa nog WCTOM MU cnuuHoM nuueHuom. Osa nuueHua He

[103BOrbaBa KoMepuujanHy ynoTpeby fena v npepaaa.

5. AytopcTeo — 6e3 npepane. JlosBorbaBaTte YMHOXaBatbe, avcTpubyuunjy U jaBHo
caonwTaeatbe Aena, 6e3 NpoMeHa, npeoBnukoBatba unm ynotpebe aenay ceoM Aeny,
aKo ce HaBefe MMe ayTopa Ha Ha4vH oppefieH of cTpaHe ayTtopa unv fasaoua
nuueHue. OBa nuueHUa A03B0/baBka KoMmepLUmjanHy ynotpeby aena.

- pgenuTw nog WCTUM  ycnosuma. [Jo3sorbaBate YMHOXaBah-e,
ancTpubyumjy U jaBHO caonlUTaBarke Aena, U npepage, ako ce HaBeae UMe ayTopa Ha
HaumH oapeheH op cTpawe aytopa wnn Aasaoua nuvueHue W axko ce npepana
avcTpubyupa noa  UCTOM ANW ciMdHOM nuueHuom. OBa nuueHua Ao03BO/basa
KoMepuujanHy ynotpeby nena # npepapa. CnudHa je codpTBEpckMM nuUeHUaMa,

OAHOCHO nuuyeHuama oTBOpEeHor KoAa.

6. AyTOpCTBO
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