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Porodict



O NEKIM TRANSMISIONIM PROBLEMIMA
U DISJUNKTNIM OBLASTIMA

Rezime

U primenama, narocito u inzenjerstvu, ¢esto se sre¢u kompozitne ili slojevite
strukture, pri ¢emu se osobine pojedinih slojeva mogu znacajno razlikovati od oso-
bina okolnog materijala. Slojevi mogu imati strukturnu, termicku, elektromagnet-
sku ili opticku ulogu itd. Matematickim modelovanjem prenosa energije i mase u
oblastima sa slojevima dobijaju se tzv. transmisioni problemi.

Na samom pocetku, u disertaciji se razmatra transmisioni spektralni problem
u oblasti koja se sastoji od dva disjunktna intervala. Na svakom intervalu zadat
je problem sopstvenih vrednosti, dok se interakcija izmedu njihovih resenja opisuje
nelokalnim uslovima saglasnosti. Dokazana je egzistencija prebrojivog niza generali-
sanih resenja, pri ¢emu uredeni parovi sopstvenih funkcija pripadaju odgovarajuéim
prostorima Soboljeva. Opisana je struktura spektra i asimptotsko ponasanje sop-
stvenih vrednosti. Konstruisana je diferencijska shema za njihovo resavanje.

Pored transmisionog spektralnog problema, u disertaciji se razmatraju klase ne-
standardnih eliptickih i paraboli¢kih transmisionih problema u disjunktnim oblas-
tima. Kao modelni primer uzeta je oblast koja se sastoji iz dva nesusedna pravougao-
nika. U svakoj podoblasti zadat je grani¢ni problem eliptickog tipa, odnosno pocetno-
grani¢ni problem parabolickog tipa. Interakcija izmedu resenja opisuje se pomocu
nelokalnih uslova saglasnosti na granicama posmatranih podoblasti. Razmotreno je
viSe primera fizickih i inzenjerskih zadataka koji se svode na transmisione probleme
slicnog tipa. Za modelne probleme dokazana je egzistencija i jedinstvenost resenja
u odgovarajué¢im prostorima Soboljeva. Takode su konstruisane diferencijske sheme

za njihovo resavanje i dokazana njihova konvergencija.

Kljucne reci: transmisioni problem, razdvojene oblasti, nelokalni uslovi sagla-
snosti, prostori Soboljeva, slaba resenja, apriorna ocena, konacne razlike, greska,

konvergencija.
Nauc¢na oblast: Matematika
Uza nauéna oblast: Numericka matematika

UDK broj:[517.956.227+517.956.2+517.956.4]:[519.632/.633] (043.3)



ABOUT SOME TRANSMISSION PROBLEMS
IN DISJOINT DOMAINS

Abstract

In applications, especially in engineering, often are encountered composite or
layered structures, where the properties of individual layers can vary considerably
from the properties of the surrounding material. Layers can be structural, thermal,
electromagnetic or optical, etc. Mathematical models of energy and mass transfer
in domains with layers lead to so called transmission problems.

At the beginning, in this dissertation we consider a transmission spectral problem
in the area, which consists of two disjoint intervals. At each interval was given a
eigenvalue problem, while the interaction between their solutions is described by
means of the nonlocal integral conjugation conditions. The existence of countable
series of generalized solutions is proved, whereby ordered pairs of eigenfunctions
belong to the corresponding Sobolev spaces. The structure of the spectrum and
asymptotic behavior of eigenvalues is described. A difference scheme for solving
them is constructed.

In addition to the spectral transmission problems, in this dissertation we con-
sider a class of non-standard elliptic and parabolic transmission problems in disjoint
domains. As a model example it is taken an area consisting of two non-adjacent
rectangles. In each subarea was given a boundary problem of elliptic type, as well
as initial-boundary problem of the parabolic type. The interaction between their
solutions is described by means of the nonlocal integral conjugation conditions. It
was considered more examples of physical and engineering tasks which are reduced
to transmission problems of similar type. For the model problems the existence and
uniqueness of its weak solution in appropriate Sobolev-like space is proved. They
are also constructed a finite difference schemes for solving them and proved their

convergence.

Key words: transmission problem, disjoint domains, nonlocal integral conjuga-
tion conditions, Sobolev spaces, weak solution, a priori estimate, finite differences,

error, convergence.
Scientific field: Mathematics
Scientific subfield: Numerical mathematics
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Predgovor

U ovom radu razmatraju se transmisioni problemi ¢ija su reSenja definisana u dve
ili viSe razdvojenih i nepovezanih oblasti. Takva situacija nastaje, na primer, ako je
reSenje u meduoblasti poznato, ili se moze odrediti reSavanjem jednostavnijeg prob-
lema. Efekat delovanja meduoblasti moze se modelovati pomocu nelokalnih uslova

saglasnosti na granicama posmatranih podoblasti (videti [4],[5],[8], [13],[27],[35]).

Ovakvi problemi se ¢esto javljaju u poljima fizike i tehnike. Na primer, telo se
moze sastojati od vise slojeva materijala, ¢ije se osobine znatno razlikuju od os-
obina materijala koji ih okruzuje. U zavisnosti od primene, slojevi imaju razlicite
uloge: strukturnu, elektromagnetnu, opticku, termicku itd. Matematickim modelo-
vanjem prenosa energije i mase u takvim oblastima dobijamo transmisione probleme.
Transmisioni problemi u disjunktnim oblastima predstavljaju se sistemima parcijal-
nih diferencijalnih jedna¢ina sa dodatnim uslovima (pocetni i grani¢ni uslovi, uslovi

saglasnosti).

Numericke metode za resavanje transmisionih problema eliptickog tipa razma-
trane su u radovima [14], [12],[26],[28],[39],[34]. Pocetno grani¢ni problemi parabolic¢-
kog tipa i odgovarajuée metode za njihovo resavanje razmatrani su u [17],[18],[24],[25],

[32] 1 [33], dok su problemi hiperboli¢kog tipa istrazivani u radovima [22],[9].
Rad je podeljen na Sest poglavlja.

Prvo poglavlje je uvodno. U njemu su predstavljeni modelni problemi u jednodi-

menzionom i dvodimenzionom sluc¢aju kao i primeri transmisionih problema.
Drugo poglavlje sadrzi osnovne pojmove i tvrdenja koji ¢e biti koriséeni u radu.

U trecem poglavlju predstavljen je transmisioni spektralni problem u jednodi-
menzionom slucaju (videti [9]). Kao modelni primer uzeta je oblast koja se sastoji
od dva nesusedna intervala. U svakoj podoblasti zadat je Sturm-Liuvilov problem sa
grani¢nim uslovima Robinovog tipa (u spoljasnjim grani¢nim tackama) i nelokalnim
uslovima saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog tipa (u unutrasnjim grani¢nim tackama).
Dokazana je egzistencija i jedinstvenost sopstvenih vrednosti i slabih sopstvenih
funkcija. Opisana je struktura spektra i asimptotsko ponasanje sopstvenih vred-

nosti. Izvedena je numericka aproksimacija metodom konac¢nih razlika.



U cetvrtom poglavlju je predstavljen transmisioni problem eliptickog tipa u
dvodimenzionom slucaju (videti [34]), dok je u petom poglavlju predstavljen trans-
misioni problem parabolickog tipa, takode u dvodimenzionom slucaju (videti [18]).
Kao modelni primer uzeta je oblast koja se sastoji od dva nesusedna pravougaonika,
odnosno dva simetricna jedini¢cna kvadrata. U svakoj podoblasti zadat je granicni
problem eliptickog tipa, odnosno pocetno-grani¢ni problem parabolickog tipa sa
Robinovim grani¢nim uslovima. Interakcija izmedu resenja iz razli¢itih oblasti opisuje
se nelokalnim uslovima saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog tipa. Pretpostavljeno je da
koeficijenti zadatih jednacina zadovoljavaju uslove regularnosti i elipti¢nosti koji
omogucavaju postojanje generalisanih resenja u odgovaraju¢im prostorima Sobolje-
va. Dokazana je egzistencija i jedinstvenost resenja koris¢enjem metoda funkcionalne
analize i teorije parcijalnih diferencijalnih jednacina (prostori Soboljeva, teoreme
potapanja, teoreme o tragu, lema Laksa-Milgrama itd). Izvedena je numericka
aproksimacija metodom konac¢nih razlika kao i ocena brzine konvergencije. Pri-
likom konstrukcije metode konac¢nih razlika i ispitivanja njenih osobina koris¢ene su
metode teorije diferencijskih shema (prostori funkcija diskretnog argumenta, metoda
energetskih nejednakosti itd). Za izvodenje ocene brzine konvergencije koriséene su
metode teorije diferencijskih shema, kao i metode teorije funkcionalnih prostora
(prostori Soboljeva, teoreme potapanja, teoreme o tragu, prostori multiplikatora,

integralne reprezentacije, lema Brambla-Hilberta itd).
Zakljucak rada dat je u Sestom poglavlju.

Matematicki fakultet

Beograd, 2015. Zorica Milovanovié¢



1 Modelni problemi

1.1 Jednodimenzioni problem
U intervalu €2 = (a, b) razmotrimo jednacinu parabolickog tipa (videti [16]):
ou 0 Ju
W5 = (P01 5E) +ata= s (1)

Pretpostavimo da je interval Q podeljen na tri podintervala Q; = (aq, b1), Q. =

(b1, a2) 1 Qo = (ag, bg), pri ¢emu je a = a; < by < ag < by = b (slika 1).

| |

Q Q. Q,

| 2
b b, a, b,

Slika 1
Neka je dalje
p1 = 1, X E Ql,

p=9p~0, xe€,
pe <1, x €.

Ako pustimo da py, ps — 11 p. — 0 i uvedemo oznake:

pi(x), x€Q, @ (), x € Q,
p(x) = pe(r), x€Q, @) =qa(@), xe,
p2(z), x€ Q. (), x € Q.
filz,t), x€ W, uy(z,t), x€Qy,
flx,t) =4 foz,t), x€Q., ulr,t)=uz,t), xecQ,
fo(z,t), x € Qs. ug(z,t), x € Q.

jednacina (1.1) se svodi na sledeci sistem:

ot ox ox

- o (0 5E) +aoude) = ).z, (13)

am‘“g(mgpm)+%@mmw=ﬁ@wx re®, i=12 (L2

Prirodno je zahtevati da resenje w i fluks p(m)g—; budu neprekidni u tackama b,



iagi

Ul(bht) = Uc(bl,t)7 Uc(ag,t) = u2(a2,t), (14)
P00 S0, 0) = pe02) S 01,0, pelan) e an,t) = pafan) e, ). (19

Jednacina (1.3) predstavlja obi¢nu linearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda

po promenljivoj x. Njeno opSte reSenje je
ue(z,t) = Ci(t)v1 () + Cao(t)va(x) + w(z,t), (1.6)

gde su vy, v9 1 w(x,t) poznate funkcije (v; 1 vy su linearno nezavisna resenja odgo-
varaju¢e homogene jednacine, dok je w partikularno resenje jednacine (1.3)). Za-

menom (1.6) u (1.4) dobijamo sledeéi sistem linearnih jednacina:

Cl (t)’l)l (bl) + Cg(t)'l)g(bl) = Uux (bl, t) — UJ(bl, t) (1 7)
Cl (t)?)l (CLQ) + Cg(t)UQ(CLQ) = UQ<CL2, t) — QU(CLQ, t)

iz kojeg odredujemo C(t) i Co(t).

Dakle,
w1 (b1, t) —w(by,t)  wva(by) us(as, £) — wlag, t) v1(az)
Ov(f) = us(ag, t) — wiag,t) v2(az)  Oyt) = up(by, t) — wébl,t) v (by)
gde je ,

U1 (bl) Ug(bl)

U1 (CLQ) (%) ((12)

A:

Iskoristimo sada uslov neprekidnosti (1.5) i opSte resenje jednacine (1.3):

Pa(b) 220y, 1) = pel) o lcl (t)01 () + Colt)or() + w(, t)]
, a0 ]
= pe(b1) {Cl (t)vy(b1) + Ca(t)vh(br) + %(bl, t)}
palas) 2 0, 0) = pulan) | Ca ) a) + Calt)an) + (a1



Posle kratkog rac¢una, koristeéi resenja sistema (1.7) dobijamo:

m(h)%(bh t) = —aqui(bi, t) + Brug(as, t) + 1 (t), (1.8)
- pz(@)%(agy t) = —agua(ag, t) + Baui (b1, t) + 72(1), (1.9)
gde je
o p6<b1> / / _ p0<b1) / /
ap=—x (vi(az)vy(br) —va(az)vy(br)), Br = A (= v2(ba) (b1) 401 (b1) vy (br)),
o pC(CLQ) / / _ p0<a2) / /
ap=—x (vi(br)vh(az) = va(br)vi(ag)), B2 = A (vi(az)vh(az) — va(az)v)(az)),

_ Pe(br) (] va(br) wy(b) vi(az) vi(br) | dw
1A < ‘ v1(b1)  vi(by wiant) + va(az) vy(by (b1, 8) + 4 Ox (bl’t))

 pelag) (| vaaz) vh(az)) w v1(by) v (as) ) ow .
R (' vi(ag) vi(az) (b, 8) ¢ va(b1) vh(ap (a2,%) A@x( 2’t>>'

Tako je problem sveden na odredivanje funkcija u; i us koje zadovoljavaju jednacine
(1.2) i uslove saglasnosti (1.8) i (1.9). Da bi se izdvojilo jedinstveno resenje potrebno

je jos zadati granicne uslove u tackama ay i bg, na primer:

ul(al,t) = 51(t), UQ(bg,t) = 52(t), (110)

kao i pocetne uslove:
UZ(JZ,O) = Uio(l’), T € QZ‘, 1= 172 (]_1]_)

Tako dobijamo pocetno-grani¢ni problem (1.2), (1.8)-(1.11).
Granicni uslovi (1.10) mogu se zameniti granicnim uslovima Robinovog tipa:
81@

0
—Pl(ﬂh)%(al, t) + orui(aq, t) =0, pz(%)%

(bg,t) + 02u2(b27t) =0.

Moguéa je i mesovita kombinacija kada je u jednoj od tacaka (npr. a;) zadat

Dirichlet-ov, a u drugoj Robinov uslov.



1.2 Dvodimenzioni problem

Razmotrimo sledeéi pocetno grani¢ni problem: Odrediti funkcije uy (x,y,t) i us(z, y,t)

koje zadovoljavaju sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina parabolickog tipa:

ou; 0 ouy d duy _
= (e 52) - o (aenGr) + nlegn = Al (L12)

(x,y) € Q1 = (a’hbl) X (C7 d)7 t> 07

8uQ 0 81@ 0 au2 B
P A % <p2(x,y)%> - a—y <QQ(x,y)a—y> +r2(az,y)u2 = f2(gj7y7t)7 (1_13)

(Qﬁ,y) € QZ = (a'27b2) X (07 d)7 t> 07

gde je —00 < a3 < by < ag < by < 400 (slika 2),

\J

a, b, a, b, x

Slika 2

pocetne uslove:
ul(x7y70) =U10($,y), (xay) EQI) UQ(.T,y,O) :’U/Q()('T,y), (mvy) EQQ7 (114)
standardne Dirihleove uslove na spoljasnjem delu granice:

ul(abyv t) = 07 y e (Ca d)a Ul(l’,C, t) = Ul(l',d, t) = 07 S (al,bl),
(1.15)

ug(be,y,t) =0, y € (c,d), wus(x,c,t)=us(x,d,t) =0, x € (ay,by),



i nelokalne uslove saglasnosti Robin-Dirihleovog tipa:

Ouy

d
p1<blay) 81’ (b17y7t) +a1<y)u1<blayvt) :/ 51(1/73/)U2(a27y/7t) dyla (116>

au d / / /
—pQ(%,y)a—;(az,yJ) +a2(y)u2(a2,y,t) :/ ﬂ2(y>y)ul(bl>y>t) dy (1-17)

y € (¢,d), t>0.

Uslovi saglasnosti (1.16)-(1.17) mogu se smatrati generalizacijom uslova (1.8) 1 (1.9).

Smatratra¢emo da ulazni podaci zadovoljavaju standardne uslove regularnosti i

elipticnosti
pi(m,y), Qi(may)> 7",'($,y) S Loo(Ql)7 = 1727 (118)
0 < Dio S pl(may>7 O < qio0 S Ql<$7y) S.5 U Qi? 1= 172 (119>
a; € Loo(c,d), Bi € Los((c,d) x (c,d)). (1.20)

Sliéno kao u jednodimenzionom slu¢aju, Dirichlet-ovi grani¢ni uslovi (1.15) mogu

se zameniti Robinovim grani¢nim uslovima:

9,
—h1 (ala y)%(ala Y, t) + Ul(y)ul(ab Y, t) = Oa
_Qi(xvc)%cuqt) +6'1($>U1($,C,t> 207
Y
Ou; A
QZ(x7d)a_($7d7t> +0’Z<I>UZ($,d,t> =0,
Y
8uQ
pQ(b%y)%(b%yut) + OQ(y)UQ(b%yut) = 0.

Takode, pretpostavicemo da su zadovoljni sledeé¢i uslovi regularnosti

0; € Lo(c,d), 0; € Log(as, b;), 6 € Loo(ai, b;), i=1,2.

1.3 Primeri

U ovom odeljku razmotri¢emo nekoliko primera prenosa energije koji se svode na
evolucione probleme s nelokalnim uslovima saglasnosti.

Prvi primer se odnosi na prenos toplote zracenjem. Posmatrajmo jednostavan
fizicki sistem Q = Q; U Qy, gde su Q; i Qy dva crna tela u RY, N > 2, okruzena
prozirnim medijumom €2¢. U tom sluc¢aju dovoljno je posmatrati zracenje sa povrsine

Q91 8Q.



Za &, n € RY oznac¢imo sa [€,7n] duz koja spaja tacke € in, tj. [£,1] = {aé + (1 —
a)nla € [0,1]}. Oznacimo takode I'; p = {£ € O%|In € Qs = [E,n] N = 0}, i
podelimo 0; \I'; g nadvadela: I'; p i I'; 5. Sledi 0Q; =T, pUT; p UL N, 1 =1, 2.

Nestacionarno toplotno zracenje u sistemu crnih tela €2 i {25 moze se opisati slede¢im

jedna¢inama:
au, al O
Z A;k §t i) 5 L) = fi(6t), € t>0 (1.21)
k:
ui(£,0) = w;0(§), €€ (1.22)
ui(§,t) = @i(§,t), £€lip, t>0 (1.23)

Z AL (&t ) gf cos(v, &) + hi(wi(€,1)) =
jk=1 (1.24)

/(99 4 h3—i(u3—i(77= t))w(Th 57 t) da(ﬁ) + gz(§7 t)u g € Fi,R U Pi,Nu t>0.

v(m)

Slika 3

Pri tome je v(&) spoljasnja jedini¢na normala na 02 u tacki &, do — Lebegova mera
na 0%, u;(&,t) — temperatura tela €;, A;k(f ,t,u;) — tenzor toplotne provodljivosti,
hi(u;(&,t)) — povrsinska gustina zracenja, ‘/.893—1' hs—i(us—i(n, t)w(n, &, t)do(n) —
gustina apsorbovanog zracenja u tacki £, i ¢ = 1,2. Ako tela miruju, funkcija w

(tzv. koeficijent vidljivosti) ne zavisi od vremena ¢ i ima oblik:

(w(n),£—n)(¥(§),n—¢) [EnNnQ=10

w(n, &) = byln—¢NFt
0, [ n] N0,

(1.25)



gde je by = mesSy_1/(N — 1), Sy_; — jediniéna sfera u RV, (£,n) — standardni
euklidski skalarni proizvod u RV, i [¢| = (&, €)Y/2 — euklidska norma u RY. U
sluéaju zracenja Stefan-Bolcmanovog tipa gustina zracenja se izrazava formulom
oblika: h;(u;) = o;|u;|3u;.

Mozemo primetiti da se modelni zadatak (1.12) — (1.17) svodi na linearizovani
nestacionarni problem toplotnog zracenja tipa (1.21) — (1.25) ako se koeficijenti f;
izaberu u skladu sa (1.25):

04371'(?/)(@2 - 51)2
2[(az = b1)2 + (y — y)?P/*

Bi(y,y) = i=1,2. (1.26)
Problemi tipa (1.21)-(1.25) razmatrani su u [3],[10],[27],[35].

Kao drugi primer razmotrimo analogan problem s pravougaonicima razlicite
Sirine: Ql = (al,bl) X (Cl,dl), QQ = (ag,bg) X (Cg,dg), o < ¢ < dy < dy. Tada se
umesto (1.17) dobija uslov saglasnosti oblika:

8uQ
_pQ(a27 y)%(a% Y, t) + Qg (y)u2(a27 Y, t) =

di

Cc

—
Sy

[y

2(y, v )ua (b1, 9/ 1) dy' + f;ll Bz(y, 2 ui(2', er,t) da’, Y € (e2, 1), (1.27)
Q(yay/)ul(blaylat) dylv Yy e (Clad1)7

1

2
Rey)

S Baly.y (b ) dy' + [ Baly. 2 s (o dust) da', g € (dy, ),
gde je
Boly. o) = ay(2')(c1 — y)(ag — 2') Bl ') = () (y — dy)(az — ')

2(a — /)2 + (e — g7 Mlan — o)+ (y — VP2

funkcija fa(y, y') je definisana formulom (1.26), dok su é;(x) i &4 (x) koeficijenti koji
imaju analognu ulogu kao a;(y). Osim toga, Dirihleov graniéni uslov uy(x,¢1,t) =0

zamenjuje se nelokalnim uslovom saglasnosti:

ou .
—ql(x,cl)a—yl(x,cl,t) + vy (x)uy(x, 1, t) =/ Bi(z,y )us(az,y', t) dy,

gde je

< N Gy —y)(a — )
Bi(z,y') = (s — 2)2 + (1 — ¥ )22

i analogno za y = d;.



Slika 4

U slede¢em primeru razmatramo prenos toplote u zidu koji se sastoji iz dva
paralelna sloja € i )5 izmedu kojih se nalazi Supljina ispunjena vazduhom €2, koja
se ne provetrava niti zagreva. Kroz povrsi I'yg i I'yp toplota se prenosi konvekcijom
iz slojeva zida u vazduh, ¢ija je temperatura 7'(t) uniformna u ¢itavoj Supljini.
Zracenje izmedu suprotnih povrsi Supljine se zanemaruje. “Spoljasnja” granica €2;,
i = 1,2, moze biti podeljena na dva dela: 9Q; \ T';o = I'; U F;, pri ¢emu se na [;
odvija konvektivni prenos toplote u spoljasnju sredinu, dok je na F; temperatura

zadata. Takode je zadat pocetni raspored temperature u oba sloja zida.

| PR

Slika 5

Odgovarajuéi matematicki model glasi: Odrediti funkcije u;(x,y,t), (z,y) € Q; (i =
1,2), koje zadovoljavaju jednacine (1.12) i (1.13), pocetne uslove (1.14), Dirihleove



. . .y / . .
i Robinove grani¢ne uslove (na I'; odnosno I';) i uslove saglasnosti

8U1

Pig - = hig(uy = T), (x,y) € ', t >0 (1.28)
3u2
—p2% = hao(uz = T), (,y) € I'eo, T >0. (1.29)

Zanemarujudi toplotni kapacitet vazduha i uzimajuéi u obzir da se unutrasnja Supljina
ne provetrava niti zagreva, zaklju¢ujemo da ulazni i izlazni toplotni fluks moraju biti

u ravnotezi [27]:

/ hlo(ul — T) do + / hgo(Ug — T) do =0
T'o

T'20

odakle sledi:
_ fFlO h10u1 do + frzo hgo'LLg do

T(t) =
( ) ffm th do + szo h20 do

Na taj nacin, eliminisanjem 7'(t), uslovi (1.28) — (1.29) se svode na homogene

nelokalne uslove koji uopstavaju (1.16) — (1.17).
Na slican nacin, zadrzavajuci uslove prenosa toplote u zidu iz prethodnog primera,

moze se razmatrati prenos toplote u kompozitnoj strukturi prikazanoj na slici 6.

Slika 6



Kao rezultat se dobija pocetno-grani¢ni problem:
LzuZ:fZ(x7y7t)7 (%y) EQ’U t>07 7’:1727374a

ul(xayao) :U’iO(‘T;y)7 (%y) € Qi: = 1;273747
sa uslovima saglasnosti na unutrasnjim granicama I';; = I'j;:

an
.0 Di——
ij or

8Ui

v, =P or

7 i?j:17273747

Dirihleovim uslovima na spoljasnjoj granici:

U; = 0, Fl = 8QZ \ (UjI‘ij), 1= 1, 2, 3,4,

r;
i nelokalnim uslovima saglasnosti na [';:

v

= hzo(ul — T(t)), na Fi07 = 1, 2, 3,4,
gde je:
4
Zj:l frjo hjou;do
7 .
> i1 Jr,, hiodo

Na samom kraju, analogno prethodnim primerima, razmotrimo prenos toplote u

T(t) =

zidu u kome postoji supljina .

Slika 7

Strukturi, prikazanoj na slici 7, pridruzujemo sledec¢i pocetno-grani¢ni problem:

Lu= f(x,y,t), (z,y) €, t>0

10



u(,y,0) = uo(z,y), (,y) € Q

sa Dirihleovim uslovima na spoljasnjoj granici:
u{F =0, I'=09

i nelokalnim uslovima saglasnosti na 'y = 0€:

ou
—a = ho(U — T(t)), na FO
gde je:
houdo
T(t) Jry o
fFo hodO’

11



2 Matematicki aparat

U ovom poglavlju dat je kratak pregled osnovnih pojmova i tvrdenja koji ¢e biti
koriséeni u radu (videti [1],[5],[7], [11], [15],[20],[30],[31],[37],[38],[40]).

2.1 Teorija operatora

Teorije granicnih problema za linearne parcijalne diferencijalne jednacine i diferen-
cijskih metoda njihovog resavanja bitno se oslanjaju na funkcionalnu analizu, speci-

jalno na teoriju linearnih operatora u Hilbertovom prostoru.

Pretpostavimo da su ¢ i V normirani linearni prostori sa normama || - ||/ 1
| - llv 1 neka je U skup u U. Neka je A preslikavanje koje svakom elementu u € U
pridruzuje jednoznacno odreden element u V. Ozna¢imo ovaj element sa Au i red¢i
¢emo da ovakvo peslikavanje definise operator A na skupu U. Skup U je domen
operatora A i oznacavamo ga sa D(A), a skup R(A) ={v €V, v = Au, u € D(A)}

nazivamo oblas¢éu vrednosti operatora A.

Dve norme || - ||; 1 || - ||z na linearnom prostoru U su ekvivalentne ako postoje

pozitivne konstante C; i C5 tako da vazi:
Cillully < lullz < Collully, Vueld

Za preslikavanje A : U — V kazemo da je injekcija, ako za svaki element v € R(A)
postoji jedinstveno odreden element u € D(A) tako da je Au = v. Preslikavanje
A:U — V je surjekcija ako je R(A) = V. Ako je preslikavanje A : U — V injekcija,
tada mozemo definisati inverzni operator A™' : R(A) — D(A) stavljajuéi u = A~ lw.
Za operator A ¢emo reéi da je neprekidan ako kad kod u,, — v u U onda Au,, — Au
u V, za svaki niz {u,}>,, tako da u,, € D(A)iu € D(A).

Operator A je linearan ako je A(au+ fv) = cAu+ fAv, Yu,v € D(A), Yo, B €
R. Ako postoji pozitivan realan broj K takav da je

[Aully < Kllully  Vu € D(A) (2.1)

kazemo da je operator A ogranicen. Skup svih ogranicenih linearnih operatora
A:U — V oznacavamo sa L(U, V).

Najmanju konstantu za koju vazi uslov (2.1) nazivamo normom operatora A i
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obelezavamo sa || A|| tj.

[All = sup [[Auflyv/[lull (2.2)
0#4ueD(A)

Neka su ¢ i V dva normirana linearna prostora i 4 C V. DefiniSemo jedini¢ni
operator I : U4 — V, tako da je Iu = u, za svako u € U. Jedini¢ni operator je
linearan. Ako je osim toga ovaj operator neprekidan, onda ¢emo takvo preslikavanje
zvati potapanjem iz prostora U u prostor V. Ako potapanje postoji, re¢i ¢emo da
je prostor U potopljen u prostor V i pisa¢emo U — V. Neprekidnost operatora
potapanja iz prostora U u prostor V implicira postojanje pozitivne konstante K
tako da vazi:

[ully < Kllulle Vued.

Pretpostavimo sada da je A ogranicen linearan operator iz Hilbertovog prostora
U u U, sa skalarnim proizvodom (-,-) i normom || - ||. Veli¢inu (Au,u) nazivamo
njegovom energijom. Operator A ¢emo zvati nenegativnim ako je (Au,u) > 0, pozi-
tivnim ako je (Au,u) > 0, u # 0 i pozitivno definitnim ako je (Au,u) > §||ul]?, 6 =
const > 0.

Ako su A i A* linearni operatori koji preslikavaju U u U takvi da je (Au,v) =
(u, A*v), za svako u,v € U kazemo da je operator A* konjugovan k operatoru A.
Ako je A = A* kazemo da je operator A samokonjugovan. Ako je A = A* >0i A~!

postoji, tada je A~! = (A71)* > 0, pa mozemo definisati tzv. “negativnu normu”:

llul|a-1 = (A_lu, u)l/z.

|(u,0)]

llolla

Moze se pokazati da je ||ul[4-1 = sup,

Teorema 2.1. Da bi linearni operator imao inverzni operator A~' : R(A) — D(A)

potrebno je i dovoljno da je Au =0 samo za u = 0.

Teorema 2.2. Neka je A: D(A) — R(A) linearan operator. Da bi inverzni opera-
tor A1 postojao i bio ogranicen potrebno je i dovoljno da postoji konstanta & > 0
takva da je za svako u € D(A) : ||Aul| > 6||ul|. Pri tome je ||A7']| < 1/4.

Teorema 2.3. Neka je A linearan operator i D(A) = U. Da bi operator A imao

inverzni operator A™! s oblaséu definisanosti D(A™Y) = U potrebno je i dovoljno da

13



postoji konstanta 6 > 0 takva da je za svako w € U : [|Aul| > 0||u|| i ||[A*ul| > 0] A]|.
Pri tome je || A7 < 1/6.

Posledica 2.4. Ako je A pozitivno definitan linearan ogranicen operator, s oblaséu
definisanosti D(A) = U, tada postoji inverzni operator A™Y, s oblaséu definisanosti
DA™Y =U.

Neka je U normiran linearan prostor i pretpostavimo da je YV = Cili ¥V = R. Tada
operator A : U — V zovemo funkcionalom. Sa U’ oznacimo skup svih ograni¢enih
linearnih funkcionala definisanih na normiranom linearnom prostoru U.

U’ je linearan prostor u odnosu na sabiranje linearnih funkcionala i mnozenje line-

arnog funkcionala skalarom, ako se ove operacije definiSu na uobicajen nacin:

(f +9)() = f(u) +g(u), fLgeU ucld
M) (w) =Af(u), feU uel, AeR (ili C).

Prostoru U’ pridruzujemo normu || - ||, na sledeéi nacin:
flu
Il = smp HU0L
ozueut |[ullu

Normiran linearan prostor U’ zovemo dualnim prostorom prostora .

2.1.1 Bilinearni funkcionali na realnim Hilbertovim prostorima

Neka je U realan Hilbertov prostor sa normom || - ||, i neka je a(-, -) funkcional defin-
isan na Dekartovom proizvodu U x U takav da je:

1) bilinearan, tj. a(w,v) je linearan po w za v fiksirano i linearan po v za w fiksirano
2) ograniCen, tj. postoji pozitivan realan broj ¢; takav da vazi slede¢a nejednakost

|a(w, )] < erflwlllvfl, Vw,veld

3) U-koercivan, tj. postoji pozitivan realan broj ¢y takav da vazi:
a(v,v) > co|lv||?, Vv eU.

Bilinearan funkcional se jo§ naziva i bilinearna forma.
Varijaciona formulacija grani¢nih problema za diferencijalne jednacine cesto ima

slede¢u formu: za dati ogranicen linearan funkcional f na realnom Hilbertovom
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prostoru U i U-koercivan ogranicen bilinearan funkcional a(-, ) nad XU, naéi u € U
tako da vazi a(u,v) = f(v), Yv € U.

Teorema 2.5. (Lax-Milgram): Neka je f realan ogranicen linearan funkcional na re-
alnom Hilbertovom prostoruld sa normom ||-|| i neka je a(-,-) U-koercivan ogranicen

bilinearan funkcional na U xU. Tada postoji jedinstven element u € U tako da vazi:
a(u,v) = f(v) Yvel.
Osim toga, vazi ||ul| < %”f”u’

2.1.2 Neograniceni linearni operatori

Neka je H realan separabilan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom (-, -) i nor-
mom || - ||, A neograni¢en, samokonjugovan, pozitivno definitan linearan operator sa

oblagéu definisanosti D(A) gustom u H.

Lako se proverava da izraz (u,v)s = (Au,v), u,v € D(A) zadovoljava aksiome
skalarnog proizvoda. Ako se domen D(A) kompletira u odnosu na normu |ju||4 =
(u, u)}f dobija se nov Hilbertov prostor Hy C H. Izraz (u,v) -1 = (A" 'u, v) takode
zadovoljava aksiome skalarnog proizvoda. Ako se prostor H kompletira u odnosu na
normu ||ul|4-1 dobijamo prostor Ha-1 O H, Hy—1 = (H,)'. Skalarni proizvod (u,v)
moze neprekidno da se produzi na Hy -1 X H 4, a operator A moze da se produzi do
preslikavanja A : Hy — Ha-1.

Prostori Vi = Ha, H, (Vi)' = Ha-1 predstavljaju Geljfandovu trojku, odnosno
V1 € H C (V1)". Pri tome su ova potapanja neprekidna.

Analogno mozemo definisati prostore:

Vo=Hpe, (Vo) =Hpo, Vs=Hys, (V3))=Hys...

Pri tome je
lullaz = [|Aull, [Jufla-z = [|A |

lullas = [[Aulla, Julla-s = A" ullamr - ..

i vaze potapanja
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2.2 Elementi teorije interpolacije

Neka su A; i A; dva Banahova prostora, linearno i neprekidno potopljeni u topoloski
linearni prostor A. Dva takva prostora nazivamo interpolacioni par {A;, As}. Raz-

motrimo takode prostor A; N Ay sa normom:

lalla,na, = max{|lal[a,, [lalla,}
iprostor Ay + Ay ={a € A:a=ay+ay, aj € A;, j=1,2} sa normom:

fallayen =, inf_ Llarlla + sl

Vazi AlﬂAQCAjCA1+A2, 7=12.

Uvedimo sada pojam kategorije.

Definicija 2.1. Kategorija C se sastoji od:

1) klase objekata ob(C) (najéesée ih oznacavamo sa A, B,C,... a umesto A € 0b(C)
obicno pisemo A € C)

2) svakom uredenom paru (A, B) objekata A, B € C, odgovara skup hom(A, B) ¢ije
elemente zovemo morfizmima sa domenom A i kodomenom B. Za f € hom(A, B),
pisemo f: A — B i reéi ¢emo da je f morfizam iz skupa A u skup B

3) za svaka tri objekta A, B,C sadrZana u C, binarnu operaciju hom(A, B) x
hom(B,C) — hom(A,C) zovemo kompozicijom morfizama; kompoziciju f : A — B
1 g: B — C oznacavamo sa go f tako da su zadovoljene sledece aksiome:

D ako je (A, B) # (C, D) tada su hom(A, B) i hom(C, D) disjunktni
@akof:A—>B, g:B—C ih:C—D onda ho(gof)=(hog)of

® za svaki objekat A, postoji morfizam 14 € hom(A, A) tako da je fola=f za
Vf e hom(A,B) i 1laog=g za Vg € hom(B, A).

Razmotrimo kategoriju C;, gde su objekti A, B,C,... Banahovi prostori, dok
su morfizmi ograniceni linearni operatori L € L(A, B). Neka je Cy kategorija, ¢iji
su objekti interpolacioni parovi { Ay, Ay}, { By, B2} sa morfizmima L koji pripadaju
skupu L({A;, A2}, {B1, B2}) ogranicenih linearnih operatora iz A; + As u By + B,
takvi da njihove restrikcije na A; pripadaju skupu £(A;, B;) j =1,2.
Preslikavanje F : C; — C; zovemo interpolacioni funktor ako za svaki interpolacioni
par {A;, Ay} vazi:

Al N AQ C F({Al,AQ}) C Al + A2
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dok je svaki morfizam L € L({Ay, As}, { By, Ba}) restrikcija operatora L na
F({A;, As}).

Odgovarajuéi Banahov prostor A = F({A;, A2}) zovemo interpolacioni prostor.

Pretpostavimo da postoje realni brojevi C' > 116 € (0, 1) tako da je nejednakost

I Lllwgar, a0 -7 1B < CILN S 5 I L1y 5,

zadovoljena za svako L € L({Ay, Ao}, {B1, B2}). Tada za interpolacioni funktor F
kazemo da je tipa 6. Ako je C'=1 tada je F tacan interpolacioni funktor tipa 6.

Razmotrimo K-metod realne interpolacije. Neka je {A;, A2} interpolacioni par.

Definisimo funkciju:

K(t,a, A1, As) = inf {llaslla, + tllasla,}-

a€A1+Az,a=a1+az2,a;€A

Za fiksirano t € (0,00), a — K(t,a, Ay, As) je norma u prostoru A; + A, ekvivalentna
normi a — |lalja,44,- Za 0 <0 <1i1l < ¢q < oo definiSemo prostor (A;, As)s,, kao

skup svih elemenata a € A; + Ay za koji je norma |[|a||(4,,4,),, konacna, gde je

L, dt\ '
oo, = [ Ko Al %) L 1< g <o
0

|’aH(A11A2)9700 = Sup tieK(ta a, Aly A2)7 q = OQ.

0<t<oo

Normiran linearni prostor (A;, As)g, je interpolacioni prostor. Vaze sledece relacije:

(A1, A)pg = (A, A1 g,
(A, A)og = 4,
(A1, Ag)gr C (A1, Ag)g, C (A1, Ag)eg C (A1, Ag)poo, 1< q<§< o0,
(A1, A2)oq C (A1, As)g, ako A; C Ay, 0<0<f<1,1<q<q< o0,

3 Coq>0Vae AN Ay, llalla, a0, < Cogllalli’llal’,-

2.3 Prostori neprekidnih i integrabilnih funkcija

Otvoren i povezan skup 2 C R™ nazivamo oblaséu. Granicom oblasti 2 nazivamo
skup I' = 9Q = Q\ Q. Nosaéem neprekidne funkcije u definisane na skupu €, u
oznaci supp u, nazivatemo zatvorenje skupa tacaka {x € Q | w(z) # 0}. Mul-

tiindeksom nazivamo n-torku a = (ai,a,...,a,) € Nj. Nenegativan ceo broj
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la| = || + || + -+ - + |an| zovemo duzinom multiindeksa a.

Parcijalne izvode oznacava¢emo na sledeéi nacin:

ou olely
= Du =DM DS ... Do = .
ox;’ " b2 " 0xroxs? ... Qxon

Diu

Koristi¢emo sledece funkcionalne prostore:
C*(2) — prostor funkcija neprekidnih u © zajedno sa svim parcijalnim izvodima
reda < k.
C*(Q)) — prostor funkcija neprekidnih u Q zajedno sa svim parcijalnim izvodima

reda < k. U prostoru C*(Q) norma se uvodi na slede¢i nacin:

lullor@ = Y sup [D%u(x)].

|O¢|Sk‘ e

Specijalno, sa C'(Q2) = C°(Q) oznacavamo prostor neprekidnih funkcija, a sa C*°()
prostor beskonac¢no diferencijabilnih funkcija.

C° () — skup svih beskonaéno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosac¢em
u €.

Zak € Ni0 < \ <1, oznacimo sa C**(Q) skup svih funkcija u € C*(Q) za koje je

polunorma

L |0%u(x) — 9"u(y)|
|U|Ck,>\(9) = Imax sup X
lo|=Fk py,z,yeQ |z —y|

konacna.

C**(Q) je Banahov prostor sa normom:
[ullcrn@) = llullor@) + [ulcra@)-

Kada u pripada prostoru C%*(2),0 < X < 1, kazemo da je u neprekidna po Hélderu
na § sa eksponentom \; ako je A = 1 za funkciju v kazemo da je neprekidna po

Lipschitzu na Q.
Za svaki realan broj p > 1 i otvoren skup 2 C R™ oznacimo sa L, (2) skup svih

Lebesgue-merljivih funkcija u definisanih na  tako da je |ul? integrabilna na 2 u

odnosu na Lebesgueovu meru dx = dx; . .. dx,.
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L,(€2) je Banahov prostor sa normom:

1/p
[ull @) = (/Q|U(x)|”d:r) :

Za p =2, Ly(R) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom:

(u,v) :/Qu(:v)v(:v)d:v

L (€2) oznacava skup svih Lebesgue-merljivih funkcija u definisanih na 2 tako da
|u| ima konacan esencijani supremum; esencijalni supremum |u| je definisan kao in-
fimum skupa svih pozitivnih realnih brojeva M takvih da je |u| < M skoro svuda
na §2.

L+(€2) je Banahov prostor sa normom:

[ull2oc(0) = ess. sup [u(z)]
e
Holderova nejednakost. Neka u € L,(Q2) i v € Ly,(Q2), gde je 1/p+1/q = 1,

1 <p<oo. Tada uv € L1(Q) i

< lullz,@ [0l Lo

‘ /Q u(@)v(x)de

Za p = q = 2, iz Holderove nejednakosti dobijamo nejednakost Cauchy-Schwarz-a:

|(w, )] < [Jull o) V] Lo

e-nejednakost. Neka su a,b > 0. Za proizvoljno € > 0 vazi
2 1oy
ab < ea” + —b°.
4e
Young-ova nejednakost. Neka su a,b >0, p,g >0 i % + é = 1. Tada je

a? bl
ab < — + —.
p q
Nejednakost trougla. Neka su funkcije v i v iz prostora L,(£2), 1 < p < co. Tada
je
[+ vl < lullz,@ + llvllz,@
Kada u € Li(0), za svaki skup O C Q, takav da je O C Q, kazemo da je u

lokalno integrabilna funkcija na €2. Skup svih lokalno integrabilnih funkcija defin-
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isanih na Q oznacavamo sa Ly j,.(€2). Analogno se definise Ly ,.(€2).

2.4 Prostori Soboljeva

U ovom delu uvodimo klasu prostora, koju zovemo prostori Soboljeva. Prostori
Soboljeva igraju vaznu ulogu u teoriji diferencijalnih jednacina. Pre nego sto damo
preciznu definiciju, uvedimo pojam slabog izvoda. Pretpostavimo da je u glatka
funkcija, u € C*(€2), Q otvoren podskup od R™ i neka je v € C5°(2); onda je

zadovoljena sledec¢a formula parcijalne integracije:
/ Du(x)v(z)dz = (—1)1 / u(z)D(x)dx, |af < k,Yve CF(Q).
Q Q

Pretpostavimo da je u lokalno integrabilna funkcija, definisana na 2. Pretpostavimo

takode da postoji funkcija w,, lokalno integrabilna na €2 tako da vazi:

/Qwa(:z)v(x)dx = (—1)|“|/u(:v)Dav(:E)d:L', Yo € C5° ().

Q

Tada kazemo da je w, slabi izvod funkcije v reda a = (aq,a9,...,a;,) 1 piSemo

wy = D%u.
Za nenegativan ceo broj ki1 < p < oo, definiSemo prostor Soboljeva:

WkQ) ={u e L,(Q): D e L,(Q),|a] <k}

p

Sa 1normaoin

1/p
Hu”Wl’f(Q) = ( Z |’Dau‘|ip(g)>

la|<k
kadajel <p<o0oi

Julbws ) = max [ D%} g,

kada je p = oo.

Odgovarajuc¢a polunorma u prostorima Soboljeva se definise na slede¢i nacin:

1/p
ulwsey = ( 3 HD%HL(Q))

|a|=k
kadajel <p<o0oi

ulwe @) = ax HDaquoo(Q)

|al
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kada je p = oc.
Za p = 2 prostori Soboljeva W¥(€Q) su Hilbertovi prostori. Hilbertove prostore

Soboljeva ¢emo oznacavati sa H*(2).

Definicija 2.2. Pretpostavimo da je €2 ogranicen otvoren skup u R"™. Granica OS2
oblasti ) je meprekidna po Lipschitzu ako za svako x € OS2, postoji otvoren skup
OCR", 2€0, a=(a,as,...,a,) € R, a; > 0 i lokalno ortogonalni koordinatni

sistem sa koordinatama ¢ = (C1, ..., ) = (¢, ), tako da vazi:

O:{C:—aj<gj<aj, ].S]STL}

Takode, postoji Lipschitz-neprekidna funkcija ¢ definisana na skupu
O/:{C'ERnfl:—aj<Cj<aj, 1§j§n—1}

sa osobinom

() < an/2, (€0
QNO={C:¢<p(().( €0} 00NO={C: =) €0}

Ogranicen otvoren skup sa granicom koja je neprekidna u Lipschitzovom smislu

zovemo Lipschitzov domen.

U teoriji prostora Soboljeva fundamentalnu ulogu imaju teoreme potapanja.

Teorema 2.6. (Teorema potapanja Soboljeva) Pretpostavimo da je 0 Lipschitzov
domen u R™. Neka su j > 0 im > 1 celi brojevi i neka je k ceo broj, 1 < k < n.
Oznacimo sa Q¥ presek oblasti Q sa hiperravni dimenzije k; u stvari QF = Q kada
jek=mn. Zal < p < oo vaZe sledeca potapanja:

1) ako jemp < niilijen—mp <k <niip=1in—m <k <n, tada za
p < q < kp/(n—mp), Wit (Q) € W/(Q")

2) ako je mp =n, tada za 1 <k <nip<q< oo, Wg*m(Q) C WqJ(Qk)

3) ako je mp > n > (m — 1)p, tada WJT™(Q) C C9(Q), za 0 < X <m —n/p.
Potapanje vazi zan=(m—1)pi0<A<lizan=m-1,p=1:i0<A<1.

Za 0 < 0 < 1 definiSimo polunormu:

_ p 1/p
’u‘Wg(Q) — (/ dedy) , 1 é p < o0
QJQ

|z —y["tor
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ili
Ju(z) — u(y)]

[u|wg (@) = ess.sup >, p=o0.
z€Q) |$ - y|
Prostor Soboljeva W;(€) sa razlomljenim pozitivnim indeksom, s = [s] + o,

0 < o < 1, definiSemo kao skup funkcija u € W,”(Q) sa normom:

1/p
el = (|ruw;vy(m+\ul”;<m) 1<p<o

gde je
1/p
_ a, ||P
|U|W5(Q) = (lo;s] [ UHW;[S](Q))
kadajel <p<ooi

lullwa@ = Nl + s @)

kada je p = o0.

Lema 2.7. Sledeée norme su ekvivalentne:

||U||%2(Q) + |U|%11(Q) = ||U||%2(aﬂ) + |U|%11(Q)-

Zatvorenje skupa Cg°(€2) u normi prostora W;(€2) je potprostor od W;(€2) koji

oznacavamo sa WPS(Q)

Definicija 2.3. Za niz funkcija ¢; € C5°(R™) kaZemo da konvergira ka funkciji
p € C(R™) ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. Postoji kompaktan skup K C R™ takav da supp ¢; C K za svako j.

2. Za svaki multiindeks o, niz D%p; uniformno konvergira ka D% na K kada

J — 0.

Prostor C3°(R™) sa ovako definisanom konvergencijom oznac¢avamo sa D = D(R").
Ako je Q oblast u R" sa D(2) C D oznacavac¢emo skup osnovnih funkcija ¢iji su

nosaci u €2, a njegove elemente nazivamo osnovnim funkcijama.

Definicija 2.4. Linearne neprekidne funkcionale na skupu D(R™) nazivamo dis-
tribucijama ili generalisanimm funkcijama. Skup distribucija oznacavamo sa D' =
D'(R™). Vrednost distribucije f € D' na osnovnoj funkciji o € D oznacavamo sa
(f, ). Pritome (f,p) € C, i vaze sledeéi uslovi:

linearnost: (f, A\p + pb) = Xf, ) + pu(f,¥), VA, u€C, Vo, €D,
i neprekidnost: ako pr — ¢, k — oo u D, tada (f,ox) — {f,¢), k— oo uC.
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Prostor W,*(€2) je dualan prostor prostora W;,(Q), W-5(Q) = (W%(Q))/, 1<
p < oo, 1/p+1/p =1, sa normom:

_ [{u, ¥)]
pEW?, () Pliwe, (@)

Teorema 2.8. (Friedrichsova nejednakost): Pretpostavimo da je ) Lipschitzov
domen u R™, sa konacnom Sirinom d, u smislu da oblast Q2 lezi izmedju dve paralelne

hiperravni dimenzije n — 1, koje su na rastojanju d. Tada postoji konstanta ¢y, koja

zavisi od s, p,d tako da je:

[ullws@) < cxulws@)

za svakouEW;(Q), s>0,1<p<oo.

Teorema 2.9. Nekau € W (S2), s > 1/p, s # ceo broj+1/p, s —[s]~ > 1/p i neka
je granica oblasti 0 dovoljno glatka, tj. T € O+ gde [s]~ oznacava najveéi ceo
broj manji od s. Tada postoji trag funkcije w na granici I, koji pripada prostoru

W3 YP(T) i wazi ocena:

lellyys=1r0 0y < Cllullwgo

Teorema 2.10. Neka u € WPS(Q), s > 0 i neka je granica oblasti ) neprekidna po
Lipschitzu. Tada vaZe sledeca potapanja:

a) ako je sp < n tada

b) ako je sp =n tada

c¢) ako je sp > n tada

W2(Q) € C(9Q).

Teorema 2.11. Nekaje 0 <t <s<oo,l<p<g<ocis—n/p>t—n/q. Tada

W3 (Q) C W)

p
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2.4.1 Anizotropni prostori Soboljeva

Cesto se pojavljuju funkcije koje imaju razlicitu glatkost po pojedinim promenljivim.

Prostori takvih funkcija nazivaju se anizotropnim.

Neka je R skup nenegativnih realnih brojeva. Elemente skupa R’} nazivacemo
multiindeksima. Za o = (o, ..., a,) € R’ oznacimo:
[o] = ([aa], s [am]), laf =+ +-Fan, [o]” = (] o] 7).
Neka je € oblast u R™ sa granicom neprekidnom po Lipschitzu. Za o € R i

1 < p < oo defini§imo polunormu |u|,,, na slede¢i nacin:

‘U’Z HuHLP Q) 051:&2:"'2057120

Dhpe, p '
vl = // | |2|1+pal)| dhidz, 0<a; <1, ap=0, k#i

Ao Ny ou(z)P
Iuli,pz// ( [ Dhses Diye;2U2) dhidh;de, 0<aga; <1, ay=0, k#i, ]

|| Lpes | | 1 pes

A e’ A e
|UI’Z,p=// | Bine, mmen WO 0y g 0 < oy < 1
QJ . n(x)

|h1|1+pa1‘ |h |1+p0cn

[ulf,, = 10"ul?

af[a}vp ak Z 1

Kada je p = oo, polunorma | - |, se definise na slede¢i nacin:

Ulaoo = [[ullp@), 1 == =a,=0

| Ahiei U(l’)|

|t]g,co = €SS.8UD
wEQ,hiGQi(I)

, O0<a; <1, ap =0, k#1i

itd.
Ovde je oznaceno:
QZ(Z') = {hl Tx+ hiei € Q},

QZ](I') = {(hz, h]> T+ cihl-ei + thjej c Q; Ci,Cj = O, 1},

Dy n(z) ={(h1,..., hy) : x+chhkek € aq.=0,1;k=1,...,n},
k=1

Apu(z) = ul@ +h) —u(@), Apu(r) = Ap(Ay u(z)),

dok e;, kao i obi¢no, oznacava jedinicni vektor ¢-te koordinatne ose.
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Konac¢an skup multiindeksa A C R zovemo regularnim ako 0 = (0,...,0) € A,

i za svako o = (ay, ..., ;) € A postoje realni brojevi B > oy, k =1,...,n tako da
ﬁkek c A.

Ako je A regularan skup multiindeksa, definisSimo norme:

1/p
lullwsiey = (Z |u|z,p<ﬂ>) 1<p<oo

acA
HUHWog(m = Iggf |U\a,oo7 p =00

Neka je U Banahov prostor sa normom || - ||y, i neka je | - |y, polunorma na U
tako da je zadovoljena nejednakost |uly < ||ully, za Yu € U. Pretpostavimo da je
(¢, d) neprazan otvoren interval realne ose i neka je 1 < p < co. Razmatramo skup
L,((c,d);U) svih funkcija w : (¢, d) — U tako da je

/Hw(t)ngdt oo, 1<p<oo

ess. sup [|[w(t)|ly < oo, p= 0.
te(e,d)

L,((¢,d);U) je Banahov prostor sa normom

p
oy eaes (/nw ||5,dt> Cl<pes

HwHLoo((c,d);u) = ess.sup |lw(t)|ly, p = oo.
te(e,d)

Neka je 1 < p < oo, r > 0, i zapi§imo r u obliku r = m+0, 0 < 0o < 1, gde
je m = [r] celobrojni deo od r. Oznacimo sa W] ((c,d),U) skup svih funkcija w €
Ly((c,d);U) &ji je m-ti izvod w™ na intervalu (c, d) element prostora L,((c,d);U)

) (r) —w™ (), w
(// |7’—7'/|1+p‘7 dr dr’ <oo, o>0.

Prostor W ((c,d),U) je Banahov prostor sa normom

i

1/
lwllwseaw (HwHLP (edyuy T ™ ”]zp((c,d),u) +N‘1€p(w)> '
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i odgovaraju¢om polunormom, koju definiSemo kada je r = m > 0 ceo broj i kada

r > 0 nije ceo broj, redom

‘w‘W;((C,d),L{) = Hw(m)HLI)((C)d)vu)7 ‘w‘W;((Cyd)’u) = an(w).

Neka je @ = Q x I, gde je Q2 C R, Lipschitzov domen i I = (¢,d) C R. Ako su s
i r nenegativni realni brojevi, anizotropni prostor Soboljeva W;»"(Q) definisemo na
slede¢i nacin:

WT(Q) = Ly(I: W (9) W (L Ly(2)

Sa NOrImoIn:

d 1/p
HUHWE’T(Q) = (/C Hu(t)Hp ;(Q)dt+ ||U||p Z?;([;LP(Q))) , 1<p<oo

sa odgovaraju¢om izmenom za p = co. U daljem radu koristi¢emo prostor W s/ 2(Q) =
Ly (I, W3 () N W3 (15 ()

Teorema 2.12. Pretpostavimo da u € W5 (Q), s,7 > 0 i neka « € N* i k € N

zadovoljavaju uslov % + % <1

Tada 920fu € W (Q) gde je & =% =1— (M + %), dok su 9, 9, parcijalni izvodi

s

po x = (x1,....7,) i t redom.

Teorema 2.13. Pretpostavimo da v € W35 (Q), s > 0,7 > 1/2. Tada za nenegati-

van ceo broj k,k < r—1/2 postoji trag %L:toef € W3 (), gde jeq = 2(r—k—1/2).

Razmotrimo na kraju ponderisani prostor Soboljeva. Neka je {2 oblast u R" i

neka je p(x) € C*°(Q2) nenegativna funkcija. Za s = 0,1,2... uvedimo prostor:

We ={f:p"D*f € L,(Q), 0< |af < s}

sa normom y
p
1 fllws e = ( S ||pa'Daf||fzp<9)) 1<p<oo
lo|<s
sa odgovaraju¢om izmenom za p = 00.
Pri tome pretpostavljamo da je p(z) beskonaéno diferencijabilna funkcija na €,

pozitivna na {2 i anulira se na granici I' = 02 € C'*°, koja je istog reda kao rastojanje
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tacke z € 2 od granice I" d(z,T"), tj. da vazi :

. plz)
L TENY)

#0, g€l

2.4.2 Lema Brambla-Hilberta

Lema 2.14. Neka je Q) oblast u R™ sa Lipschitzovom granicom, s pozitivan realan
broj i Ps skup polinoma (po m promenljivih) stepena < s. Tada postoji konstanta

C = C(8,s,p) takva da je zadovoljena sledeéa nejednakost:
Anf 1f = Pllwsy < Clflws@), Vf e Wi(Q).

Neka je A C R regularan skup nenegativnih realnih multiindeksa. Sa x(A)
ozna¢imo konveksan omotac skupa A u R". Neka je dyx(A) deo granice skupa x(A)
koji ne pripada koordinatnim ravnima i As = AN 80/£—(A). Neka je B podskup od
Ay, takav da je B U {0} regularan skup multiindeksa i

v(B)={B eNt: DM 28 =0, Ya € B}

Sa Pp oznacimo skup polinoma oblika

acv(B)

Lema 2.15. Neka je Q oblast u R™ sa Lipschitzovom granicom i neka skupovi multi-
indeksa A i B zadovoljavaju gornje uslove. Tada postoji konstanta C = C'(Q2, A, B, p)

takva da je zadovoljena sledeca nejednakost:

: A

PlengB 1f = Pllwaey < C; | flap V€ W, ().
Lema 2.16. Neka su zadovoljeni uslovi Leme 2.14 i neka je n(f) ogranicen linearan
funkcional na WAQ) koji se anulira kada je f(x) = x*, « € v(B). Tada postoji
konstanta C = C (2, A, B, p) takva da za svako f € W];“(Q) vazi nejednakost:

(A< C D | flas-

aeB

Lema 2.17. Neka Ay, By i Q) uw R™, (k= 1,2,...,m) zadovoljavaju iste uslove
kao A, B i Q. Neka je n(fi, fo,..., fm) ogranicen multilinearan funkcional na
WAH(Q1) x Wi (Qa) X -+ X WiA(Qyy,), koji se anulira ako je neki od njegovih
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argumenata oblika fr = z®, v € Qk, o € v(By).
Tada postoji konstanta C' = C(4, Ay, By, p1,Q2, Ag, Ba, Doy -, Qs Ay By D) takuva
da za svako (f1, fa, ..., fn) € Wi (1) x Wi2(Qa) x - - - x WA (Q,) vaZi nejednakost

|77(f17f2a"'7fm)| < CH Z |fk|047pk'

k=1 a€By,

2.4.3 Multiplikatori u prostorima Soboljeva

Neka su V' i W dva funkcionalna prostora u oblasti 2 C R™. Za funkciju a(x),
definisanu takode na (2 kazemo da je multiplikator iz V' u W ako za svako f € V
proizvod a(x)f(z) pripada prostoru W. Skup ovakvih multiplikatora oznac¢avamo
sa M(V — W). Specijalno za V' =W stavljamo M (V) = M(V — V).

Lema 2.18. Ako a € M(W}(R") — W3 (R")) t > s >0 tada
a € M(W,7*(R") = Ly(R"))

a€ MW (R) - WE7(R") 0< o0 <s
D% e M(W/(R") — W;_M(R")) la| <'s
D% € M(W/™H(R") — L,(R™)) |o| < s

Lema 2.19. Ako a, € M(W; */(R") — Wi 5 (R")) s > k, za svaki multiindeks o,

tada diferencijalni operator

Lu= Z ao(x) D%, x € R"

| <k

definise neprekidno preslikavanje W5(R") — Wi=5(R™).

Lema 2.20. Neka diferencijalni operator L definise neprekidno preslikavanje iz
WE(R") u W R") i neka je p(s — k) > n, p > 1. Tada a, € M(W§_|a|(R") —

W= R")), za svaki multiindeks o.

Prethodni rezultati se mogu preneti i na prostore Soboljeva u oblasti {2 C R".
Preciznije, ako je © Lipschitzova oblast u R™ i a pripada prostoru M(W;(Q) —
W3 (§2)) tada postoji produzenje @ funkcije a na R™ koje pripada prostoru M (W (R")
— W3 (R™)). Vazi i obrnuto: suzenje multiplikatora a € M(W}(R") — W;(R")) na
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Q pripada prostoru M (W;(Q) — W3 (Q)).

Lema 2.21. Pretpostavimo da je §2 ogranicena Lipschitzova oblast u R™, s > 0, p >
1. Ako a € W[(Q) gde je:

q=7p, t=s, kada je sp>n ili

g>n/s, t=s+ec¢ N, >0 kada je sp <mn,

tada a € M(W;(£2)).

Lema 2.22. Neka je Q ogranicena Lipschitzova oblast w R", s > 0, p > 1. Ako
a € L,(Q) gde je:

q=p, kada je sp > n il

q > p, kada je sp=n i

q >n/s, kada je sp <mn,

tada a € M(WPS(Q) — L,(Q)).

Lema 2.23. Neka je €2 ogranicena Lipschitzova oblast u R™ 1

a(z) = ag(r) + Z D;a;(x)

Ako ag € M(WEHQ) — Ly(Q)) i a; € M(WEQ) — W 5(Q) N MWL Q) —
Ly(Q) i=1,2,...m, gde je 0 < s <1<t <2is+#1/2, tada a € M(Wi(Q) —
Wy ().

2.5 Prostori Besova

Neka je 2 otvoren skup u R™ i § > 0. Definisimo podoblast:

Qs ={z € Q:dist(xz,00) >}

Pretpostavimo daje s >0, 1 <p<>oil<qg<oo. Nekajes=m+o0,0<0<1

reda |a| = m zadovoljavaju nejednakost:

o] ) th 1/q
Nopq(u) = {/0 [t‘” sup || A7 8o‘u||Lp(th)] —} < 0

B <t t
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akojel <g<o0i

Noc,p,oo(“) = Sup {t_a sSup “ Aizz 8au||Lp(QQ|h):| <0
>0 Ih|<t

ako je ¢ = oo.
Prostor B (€2) zovemo prostorom Besova. Norma u Besovljevom prostoru B ()

definiSe se na sledeéi nacin:
1/p
fullag o = (alt, + 3 AZy))
ja=m|

B () sa ovako uvedenom normom je Banahov prostor. Ako je Q0 Lipschitzov

domen onda postoji sledec¢a veza izmedu prostora Soboljeva i prostora Besova:

W;(Q) =B, ,(2), s>0, s nije ceo broj

p

W3(Q) =B, (), s>0, s jeceo broj, p=2
W3(Q) # B, (Q), s je ceo broj, p # 2.
Vaze sledec¢a potapanja:
By () = W3 (Q) = By,() 1<p<2
By o(2) = Wi (Q) — By (2) 2<p<oo

Za s < 0il < p < oo definisemo By (R") kao dualan prostor prostoru Besova
B,y (R"), gde je 1/p+1/p' =1, 1/q+1/¢' =1.

2.6 Osobine interpolacije prostora Soboljeva

Za 0 < 51,8 < 00,8 #82,0<0<1,1<q< o0 vazi
(WHR™), W2 (R"))gq = B, ,(R"), 5= (1—0)s1 + 05y
Za q=pis#ceo broj, s = (1 —0)s; + Osy vazi:

(W5 (R™), W2 (R"))gp = WP(R™), s = (1= 6)s1 + O
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Za p = 2 ova relacija je zadovoljena bez restrikcija:
(W3 (R"), W52 (R"))gp = Wy~ 77 (R")

Prema tome, W5 (R™) je interpolacioni prostor. Analogni rezultati interpolacije vaze

za prostore Soboljeva na Lipschitzovom domenu 2 C R".

2.7 Pojam diferencijske sheme

Neka se u oblasti €2 promenljivih x1, 2o, ..., x, trazi reSenje u parcijalne diferenci-

jalne jednacine:

Lu(z) = f(z), z=(x1,22,...,2,) € (2.3)

koje na granici I" oblasti {2 zadovoljava dodatne (grani¢ne, pocetne) uslove:
lu(x) =g(x), zeTl. (2.4)

Da bismo ga lakse resili, zadatak (2.3)-(2.4) diskretizujemo. Pre svega, oblast Q =
QUT zamenjujemo skupom diskretnih tacaka (évorova) €, koji nazivamo mrezom.
Mrezu Q, razbijamo na skup unutrasnjih ¢vorova €, i skup grani¢nih évorova I', =
Qp, \ Q. Gustinu rasporeda ¢vorova karakteriSemo parametrom h koji moze biti i
vektor: h = (hy, hs, ..., h,). Ukoliko je norma vektora h, |h|, manja utoliko je mreza
guséa. Zamenjujudi izvode koji se javljaju u (2.3)-(2.4) koli¢nicima razlika funkcije

u ¢vorovima dobijamo diskretni zadatak:
Lyvop(z) = fu(z), x€Qp (2.5)

lhvh(x) = gh(ZE), zely (26)

koji aproksimira (2.3)-(2.4).
Zadatak (2.5)-(2.6) predstavlja sistem algebarskih jednacina. Njegovo resenje vy,
zavisi od parametra h, odnosno od izbora mreze €2;,. Familiju zadataka (2.5)-(2.6)

koji zavise od h, nazivamo diferencijskom shemom zadatka (2.3)-(2.4).
U skupove funkcija definisanih na Qj, Qi I', uvedimo redom norme ||-||1 4, ||*||2.n

i -|ls.n- Sa w, oznacimo projekciju resenja u = u(x) zadatka (2.3)-(2.4) na prostor

funkcija definisanih na €. Oznacimo sa z, = v, —uy, gresku sheme. Ako su operatori
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Ly, il linearni tada z, zadovoljava uslove:
Lhzh(:v) = g&h(x), z e Qy (27)

lhzn(x) = Yp(z), zely (2.8)

gde su ¢, 1 9y, greske aproksimacije diferencijalne jednacine (2.3) i dodatnog uslova
(2.4).

Za diferencijsku shemu (2.5)-(2.6) kazemo da aproksimira zadatak (2.3)-(2.4) ako
3.h = O(’h|k) kazemo

da shema ima k-ti red aproksimacije. Kazemo da diferencijska shema konvergira,

lenll2n — 0, [¥nllsn — 0 kada |h| — 0. Ako je |lonllon, [|tn

odnosno konvergira brzinom O(|h|*) ako ||vy, — up||1n — 0 kada |h| — 0, odnosno
1n = O(|h]F). Za shemu (2.5)-(2.6) kaZzemo da je stabilna ako za

dovoljno malo |h| < hg njeno resenje v, neprekidno zavisi od ulaznih podataka fy, gs,

ako je [|vn, — uy

pri ¢cemu je ta zavisnost ravnomerna po h. Ako su operatori Ly i [, linearni tada
stabilnost znaci da postoje konstante M; i M, koje ne zavise od h, f, i g, takve da
je za |h| < hg:

[onllin < Mill full2n + Mol gallsp- (2.9)

Ako je shema stabilna i aproksimira polazni zadatak tada ona konvergira.

Primenjujuéi ocenu (2.9) na zadatak (2.7)-(2.8) dobijamo:

lon — unllin = |zl < Millonllon + Ma||Ynl|sn, [h] — 0.

Nejednakosti tipa (2.9) nazivaju se apriornim ocenama za shemu (2.5)-(2.6). Dobi-
janje ovakvih ocena jedan je od vaznih zadataka teorije diferencijskih shema.
Ako je diferencijska shema (2.5)-(2.6) stabilna i za |h| < hy jednoznacéno resiva pri

proizvoljnim ulaznim podacima f; i g, kazemo da je ona korektna.

2.7.1 Mreza i osnovni diferencijski operatori

Neka je h = (hi,ho,...,hy) 1 hy > 0, i = 1,2,...,n. Sa R} oznac¢imo skup
tacaka R} = {(i1hy, ioha, ..., inhy)| 1,12, ... ,43, = 0,£1,£2, ... } koji ¢emo nazivati

mrezom. Kod eliptickih problema najcesée ¢emo koristiti mreze sa istim korakom

u svim pravcima hy = hy = -+ = h,, = h. Kod parabolickih i hiperbolickih prob-
lema obi¢no se u pravcu prostornih promenljivih zq, x5, ..., z,_; koristi jedan korak
hy =hy =---=h,_1 = h, au pravcu vremenske promenljive z, =t drugi h,, = 7.

Neka je €2 C R™ ogranicena, konveksna, jednostruko povezana oblast i [' njena
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granica. Sa (2, oznacimo skup tacaka xr € R}, koje pripadaju €2 zajedno sa svojom
okolinom O(z) = {(x1 + i1h1, o + igho, ..., Ty + inhy)|i1, ia, ..., i, = 0,£1}, sa Ty,
skup tacaka iz R} koje pripadaju  ali ne pripadaju ©Q, i sa Q, skup Q, UT). €,
nazivamo skupom unutrasnjih tacaka, a I'j, skupom grani¢nih tacaka. Mrezu €2,
nazivamo povezanom ako proizvoljna dva njena ¢vora mozemo spojiti izlomljenom
linijom ¢iji su odsecci paralelni koordinatnim osama, a vrhovi pripadaju §2y,.

Neka je v funkcija definisana na mrezi €, . Oznaéimo vy, 4, ;. = v(ithy,igha, . .. inhy).

Operatore kolicnika razlika definiSemo na slede¢i nacin:

(Vg )it seositroniin = WVireosiinttymsin: = Vit )/ e = (Va3 )ity 1 in

( o (2.10)
Vi, = (Vg + Vg,

v, hazivamo razlikom unapred, vz, razlikom unazad, v;, centralnom razlikom.

2.7.2 Neke diferencijske formule

Posmatrajmo jednodimenzioni slu¢aj. Sa @y, oznacimo mrezu na odsecku [0, 1], @y, =
{z; =ihli=0,1,...,N,Nh = [}. Uvedimo sledeée oznake:

N-1 N N-1
(u,v) =h Z wvg, (u,v] = hZuivi, [u,v) = h Z w;v; (2.11)
i=1 i=1 i=0
lull = (uw, )2, ] = (u, a2, ([l = [u,u)"?

Formuli diferenciranja proizvoda (uv) = w'v + v'u odgovaraju sledece formule s

koli¢nicima razlika:

(W) g = Ug iV + Uit 1Vg s = Uy ;Ui + UiUy

(U0)z; = Uz iV + Uim1Vz; = Uz ;Vi—1 + Uilz

Formuli parcijalne integracije:

I I
/ wv'dr = uvl) — / w'vdx
0 0

odgovara formula:

(u,v;) = uyvy — upvy — (uz, v] (2.12)
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2.7.3 Diferencijski analogoni teorema potapanja

Lema 2.24. Za svaku funkciju v definisanu na mrezi wy, i jednaku nuli za x =0 1

x = [ vazi nejednakost:
= | < _ .
Jollen = guax ful < Villes]l/2 (213)

Ako je v jednako nuli samo na jednom kraju intervala umesto (2.13) vazi slabija

nejednakost ||v]|c, < VI||vg]|. Za proizvoljnu funkciju v definisanu na @, vazi:
[VlIEn < 2QUvall* +v0), vl < 2@Ulvall* +vR) (2.14)

Lema 2.25. Za proizvoljnu funkciju v definisanu na mrezi wy i jednaku nuli za

x =012 =1 vaZe nejednakosti:
hljvz]] < 2[joll < if|vg]]

2.7.4 Princip maksimuma

Razmotrimo u oblasti €2, sledeéi zadatak:

Lv] = Z b(x,&)v(€) = f(x), == (r1,29,...,7,) € Qy
€0 (2)
v(z) =g(z), zely (2.15)

gde je O'(z) = O(z) \ {z}, a koeficijenti a(z) i b(x, {) zadovoljavaju uslove:

a(x) >0, b(x,&) >0 pricemu je b(x,&) > 0,ako je & =z, #j (2.16)
f-:xjj:h- (1=1,2,...,n)
d(x) — ) b(x,§) >0

£e0/(x)

Teorema 2.26. (Princip maksimuma) Neka je funkcija v = v(x) definisana na
mrezi Qp, 1 razli¢ita od konstante. Ako je L[v] > 0 (L[v] < 0) tada v(z) ne moze
dostizati najvecéu pozitivnu (najmangju negativnu) vrednost u unutrasnjoj tacki mreze

Qp.

Teorema 2.27. Neka je funkcija v = v(x) definisana na mrezi 0y, @ nenegativna
na 'y i@ neka je ispungen uslov Liv] > 0 na Q. Tada je v(x) nenegativna za svako
x € Q. Vazi i obrnuto: ako je v(x) < 0 na Ty, i Lv] <0 na Qy,, tada je v(z) < 0
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za svako x € Q.
Posledica 2.28. Zadatak (2.15) ima jedinstveno resenje.

Teorema 2.29. (Teorema poredenja) Neka je v(x) resenje zadatka (2.15), a v(x)
resenje zadatka koji se dobija iz (2.15) zamenom f(z) sa f(z) i g(x) sa g(z). Ako
je |f(@)| < f(z) i |g(x)] <G(x) tada je [v(x)] < B(z), = € Q.

Posledica 2.30. Za resenje zadatka:
Liv] =0, x € Qp; v(z) =g(z), x €Ty vazi ocena:

max [v(z)| = max [v(z)| = max |g(z)].
. Ty, T
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3 Transmisioni spektralni problem
Razmotrimo slede¢i problem sopstvenih vrednosti na dva disjunktna intervala [9]:
— (p(@)u) + q(@)u(2) = Ay (z), 2 €U = (ar,b), (3.1)

— (po(@)uh)" + @2(2)uz(2) = Aug(z), 2 € Qy = (ag, by), (3.2)

gde je a3 < by < ag < by, sa Robinovim grani¢nim uslovima u krajnjim spoljasnjim

tackama a; i by:

—p1(ar) uy(ay) + oyui(ar) = 0, (3.3)
P2(b2) uy(bs) + oaus(ba) = 0 (3.4)
i nelokalnim Robin-Dirichlet-ovim uslovima saglasnosti u krajnjim unutrasnjim tacka-
ma by 1 as:
p1(b1) uy(b1) + cqug (by) = Brus(ag), (3.5)
—pa(as) uy(as) + asus(as) = Loui(by). (3.6)

Pretpostavimo da je §; # 0, i = 1,2, jer se u suprotnom problem (3.1)-(3.6) svodi

na dva nezavisna Sturm-Liouville-ova problema.

3.1 Egzistencija sopstvenih vrednosti

Na samom pocetku definisimo prostor u kome ¢emo resavati ovaj problem. Neka
je Lo proizvod prostora Ly = Lo(€21) X Lo(£2s), snabdeven skalarnim proizvodom i

odgovaraju¢om normom

1/2
(u,v)r, = |Ba|(u1, v1) Loy + Bl (U2, v2) Loy, VL, = (UW)L/2 ;

gde je (uj,vi)y0) = Jo wivide, i=1,2.
Takode uvedimo prostor H' = H'(1) x H'(Q), snabdeven skalarnim proizvodom

i odgovaraju¢om normom

(va)Hl = \52|(U1701)H1(91) + \51\(U2,U2)H1(92), HUHHl = (U,U)}{/E,

gde je

(Umvz')Hl(Qi) = (uiavi)LQ(Qi) + (UQ,UZ/-)LQ(QZ-), 1 =1,2.

Na osnovu osobina prostora Soboljeva sledi da su H' i L, Hilbertovi prostori,

gde je H' kompaktno sadrzan u Lo.
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Na standardan nacin formulisimo slabu formu spektralnog problema (3.1)-(3.6):
odrediti (A\,u) € R x H' tako da vazi

a(u,v) = \(u,v)p,, VYoveH, (3.7)

gde je

b1 b2
alu,v) = | / (v, + quugvn) de + || / (Pt + gouizvs) de
al a2

HBolovun (a)vr (ar) + | Bu|oatin (b2)vs (b2) + | Balontes (b )vr (br) (3.8)

+|Bi|agua(az)va(az) — Bi|B2| ua(az)vi(by) — |Bi]Bawi (br)va(az).

Lema 3.1. Ako su zadovoljeni uslovi 5152 > 0 i p;, ¢; € Loo(€2;), i = 1,2, bilinearna
forma a, definisana sa (5.8), je simetriéna i ogranicena na H' x H'. Ako su pri
tome zadovoljeni i uslovi p;(x) > pig = const > 0, i = 1,2, ova forma zadovoljava
Gardingovu nejednakost na H*, odnosno postoje pozitivne konstante m i k tako da
vazi

a(u,w) + & lullf, = mlullzn Vue H.

Dokaz. Simetri¢nost bilinearne forme se dokazuje jednostavnom proverom. Dokazimo

da je bilinearna forma ogranic¢ena. Iskoristimo prvo uslov regularnosti.

2
|a<u,v>rs2|ﬂ3_1|<upi||wi> / et dz + il / rumda:)
=1 % i

+2|Bal(lon] + laa ) urll o lorlle@n) + 2081 I(o2] + [ez])[uallc@y) lvallo,)

+ [B1l]Ba| (HulHC(Ql)HUQHC(Qg) + HU2HC(92)HUlHC(Ql))-

Koristeé¢i nejednakost Cauchy-Schwarz-a i potapanje H(Q;) C C(), i = 1,2,

dobijamo
Ui H Lo (Q‘))

+ 20m§X(|0z‘| + |aul) (|51|||U1||H1(Ql)||vl||H1(Ql) + |52|||U2||H1(Qg)||U2||H1(92)>

Ui || Lo 103l o) + 1601l Lo @) 1 | Lace2)

2
la(u,v)| < Z |Bs—i (Hpi”Loo(Qi)

=1

+ C1A15] (||u1||H1<Ql>||v2||H1<QQ> ; ||u2||H1<Q2>||v1||H1<Ql>).
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Dalje, majoracijom desne strane sledi

2

Ja(u, )] <> 1Bs-il (1pill oo ) + N6l e 20)) (1l Loy + 5] 2o (02))
=1

(ol zateny + ]| ageny) +2C max(las] + o)l g o e

+ CV B Bal el g [Joll e < 281 (182l l|ual| s ey lloa ] ey

+ 181l llusll s ol ) + 0(2 max[as] + ml\w) ol o
<20, (BalllurlZn iy + 181wzl an) > (1Balllollzn g + 18 vl )

0 (2max(on + o) + VBT lulln o

1/2

< Calullm[[vll -

Dokazimo Gardingovu nejednakost. Vazi sledece

JullZ,

— max (losll + les| 4+ 18:]) [|B2lui(ar) + |Balu? (by) + |Br]u3(az) + B1|us(bs)].

a(u, u) = minpio [['[|7, — max [1gil| o (o)

Ocenimo vrednost u?(a;), i = 1, 2:

2
1 a;+e 1 a;+e
u(a;) = {ui(ai) - g/ ui(x)dx + g/ ul(x)dx}
2
1 a;+e T . 1 a;+e€
= —= uy (y)dydz + — wi(z)dx
€ Ja; ai € Ja;
aijte  px a;+e 2
/ / uy (y)dydx / ui(x)dx

2 a;+e T a;+e T 5 2 a;+e€ a;+e€ )
= / dyd:c/ / |uf (v)] dydx—l—g/ da:/ lup ()| dx

2 52 a;+e 9 2 a;+e
<S5 @l [ P

2
+ —
2

IN

2
g2

IN

T i

b; b;

3 2 3
SE/ |ua<x>|2da:+—/ fur ()2 d

a; € a;

2
< ellui 1,000 + gHull‘%g(ai,bi)? 0<e<b—a.
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Na slican nac¢in dobijamo i:

2 .
ulz(bl) S €||u/1’|%2(a,,b,) + g“ulH%g(ai,bi)? 0 <ée S bl - ai? v = 17 2

Na osnovu prethodnih nejednakosti dobijamo:

2
o) el |3, =l = o el + 2l
112 2 2
>(es— e, — (e o2 )l

Za dovoljno malo ¢ dobijamo

2
o) 2wl = (-t e +m) Jul,

odnosno

a(u,u) + llullz, = miulz.
[l

Lema 3.2. Neka su zadovoljeni uslovi Leme 3.1. Ako su pri tome zadovoljeni i
uslovi
oi, iy Bi >0, qi(x) >0, =12 aiag > B

bilinearna forma a, definisana sa (3.8) je koercivna (koeficijent k u Gardingovoj

nejednakosti je nula), tj. postoji konstanta cy > 0, tako da vazi
a(u, u) > collull3.
Dokaz.
a(u,u) > miinpio |u/ |31+ Baorul (ay) + Broaus(by) + Bacyui(by)
+B1agus(az) — 26182 ug(az)ur (by)
> miinpio |Ul|12ql + 5201?!%(@1) + 5102U§(b2)
aq

B (Euﬁbu 22 as) 2, [ 2 |u2<a2>||u1<b1>|)

2
i oy + (o) + Srran)+ (| 5t (0] = 2wt
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Primenom Leme 2.7 dobijamo

2
a(u,u) > collullf + ﬁlﬂQ(\/Ewl(bl)‘ - %Iw(az)l) > collullin
A Ba

Sto je i trebalo dokazati. O

Teorema 3.3. Pod uslovima Leme 3.1 problem (3.1)-(3.6) ima prebrojiv niz realnih

generalisanth sopstvenih vrednosti
—I€<A1§)\2§)\3§"'—>OO.

Odgovarajuci generalisani sopstveni vektori u™ = (u},uy), n = 1,2,..., se mogu
odabrati tako da budu ortonormirani u Lo. Oni obrazuju Hilbertovu bazu za H' kao

1 20 Lo.

Sopstvene vrednosti A, zadovoljavaju princip minimuma Rayligh-jevih koeficije-

nata R(u) = a(u, u)/||u||%2

A1 = min R(u) = R(u")

ueH!

An = min R(u) = R(u"), n=23...

ueH!, a(u,u?)=0, i=1,...,n—1

3.2 Asimptotsko ponasanje sopstvenih vrednosti

Vazi sledece tvrdenje:

Teorema 3.4. Ako su zadovoljeni uslovi Leme 3.1 sopstvene vrednoosti A\, grani¢nog
problema (3.1)-(3.6) zadovoljavaju sledeéu asimptotsku formulu

A\p =< 02, n=12,...

Dokaz. Na osnovu teorije spektralnih problema sa klasicnim grani¢nim uslovima
moze se dokazati da je asimptotska distribucija sopstvenih vrednosti svih regularnih
problema oblika (3.1)-(3.6) koji zadovoljavaju pretpostavke Leme 3.1 ista kao kod

problema sa konstantnim koeficijentima:
—u] = Auy, x € (ay,by), (3.9)

—uy = Aug, z € (ag, ba), (3.10)

40



—}(a1) + oy (ag) = 0, (3.11
wy(by) + oaus(by) = 0, (3.12

i (br) + aqui (br) = Prug(az), (3.13
—ul(az) + aus(as) = Bouy (by). (3.14

Pretpostavimo, prvo, da je sopstvena vrednost A negativna, A = —p?. Tada

sopstveni vektor u = (uy, us) problema (3.9)-(3.14) mozemo predstaviti u obliku:

uy(z) = A sinh (u(x —ay) + ’yl) , x € (ay,by),

us(z) = Agsinh (p(bs — z) +72) x € (ag, ba).

Jednacine (3.9) i (3.10) su zadovoljene za A = —p?. Iz (3.11) i (3.12) sledi:

tanh%:ﬁ, 1=1,2,

dok iz (3.13) i (3.14) dobijamo:
Ay [peosh (u(by — ar) + ) + aq sinh (u(by — a1) + 71)]
—Agﬁl sinh (/,L(bQ — CLQ) + ’}/2) = 0,
—Alﬁg sinh (/,L(bl — (ll) + ’71)
+As [,u cosh (,u(bg —ag) + 72) + ap sinh (M(b2 —ag) + 72” = 0.

Da bi homogeni sistem po promenljivim A; i A, imao netrivijalno resenje deter-
minanta sistema mora biti jednaka nuli. Nakon kratkog racuna dobijamo slede¢u

jednacinu za u:

B B2

p=—[ag pi(p) + az pa(p)] + ©1(p)pa(p), (3.15)

gde je:
tanh pu(b; — a;) + £

(1) = . =12
Pl 1+ £ tanh p(b; — a;) !

Na osnovu osobina funkcije tanh p lako zaklju¢ujemo da jednacina (3.15) ima konacan
broj korena, odakle sledi da moze postojati najvise kona¢no mnogo negativnih sop-
stvenih vrednosti problema (3.9)-(3.14).

Proverimo sada da li nula moze biti sopstvena vrednost problema (3.9)-(3.14).
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U tom slucaju sopstveni vektor u = (uy, us) je oblika:

Ul(I):Al(ZL‘—(Il —f-’}/l), xr € (al,bl),

Ug(l‘) :Ag(bg —.’L'—l—’}/z), x € (ClQ,bg).

Stavljajuéi u u (3.9)-(3.14), posle kratkog racuna dobijamo:

1 1
1—|-Oé1<bl—a1+—> +Oé2<bz—a2+—>
01 02

(3.
+(a1a2—ﬁ1ﬁ2)(b1_al+gil) (1o — 0o + 1 ) -0 3.16)

02

Odavde sledi da je nula sopstvena vrednost problema (3.9)-(3.14) ako i samo ako
ulazni podaci zadovoljavaju uslov (3.16).
Konaé¢no, za pozitivne sopstvene vrednosti A > 0 uzimamo A\ = p? i trazimo

odgovarajuci sopstveni vektor u obliku:

ui(z) = Aysin (p(z — a1) +m), x € (a1,b1),

us(z) = Agsin (pu(by — x) +72) z € (az, by).

Analogno prethodnom slucaju, posle zamene u u (3.9)-(3.14) dobijamo odgovarajuéu

jednacinu za u:

B B
1

po=— a1 (p) + ag ha(p)] + Y1 () (p), (3.17)

gde je:
tan p(b; — a;) + & 1
11— L tanp(b; —a;)’ T

Vi)

Funkcija na desnoj strani jednacine (3.17) ima dve prebrojive familije vertikalnih

asimptota pu = fi;,, 1 = 1,2, n=1,2,... gde su fi;, koreni jednacine:
tanu(bi—ai):ﬂ, i=1,2.
1

U okolini svake vertikalne asimptote postoji jedinstveno resenje p = p;, jednacine

(3.17). Asimptotskim razvojem funkcija tan p(b; — a;) i ¥;(1) dobijamo:

ni
Hin =

b —a; +O(%)’

odakle sledi tvrdenje. O]
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3.3 Aproksimacija metodom konacnih razlika
Pretpostavimo da su p;, ¢; € C([a;, b;]). Neka je @w; uniformna mreza na intervalu
[ai, bil:

W ={xij =a;+jh;|7=0,1,....N;, hy = (b; —a;)/N;}, w; =w;N(a;b;).

Operatori konaé¢nih razlika se definisu na standardan nacin [37]

~v@ A hy) —wvi(w)
V() = . = v z(z — hy).

Aproksimirajmo spektralni problem (3.1)-(3.6) slede¢om diferencijskom shemom:

—(P1vig)e + Qo = A v, T E€uwp,

—(]52 Uzj)z + qa U2 = )\h V2, T E W,

2 [ —pi(ar) vi4(ar) + o1 Ul(al)] + qi(a) vi(ay) = Moy (ay),

2 (3.18)

[152(52)’02@(52) + 02112(52)} + Ga(b2)va(ba) = N'vg(by),
3 [}51(51) v1z(01) + oqui(br) — Ba UQ(QQ)} +qi(b1) vi(br) = A" v1(b1),

7 [— P2(ag)vaz(az) + agva(as) — 52711(51)} + Go(az)va(az) = N'va(as),
gde je pi(x) = pi(x — hi/2) 1 §;(x) = qi(z).

Posmatrajmo jednostavniji sluc¢aj. Neka je p;(x) =11 ¢;(x) = 0. Pretpostavimo
da su odsecci [ay, by] 1 [ag, by] samerljivi i izaberimo prirodne projeve N i No, kao i
korak h tako da je
B by —ay by — ap

h
N, Ny
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Diferencijska shema (3.18) se svodi na :

h
—Vi,zz = A V1, T € w

h
—Vozg = AN V2, X Ewy,

% [ —vig(a1) + o1 U1(a1)] = \'vi(a),
: (3.19)
7 |:U2,i<b2) + 02’(12([72)} = Ay (by),
% [vm(bl) +arvi(b) — B 02(@2)} = \N"v(by),
% [ — Vg (a2) + aava(az) — 5201(171)} = )\hUZ(CQ)'

Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori sheme (3.19) se mogu predstaviti analogno
neprekidnom slucaju. Zaista, za A" < 0 sopstveni vektor v = (v1,vy) trazimo u

slede¢em obliku:
vi(z) = Ay sinh (,u(x —ap) + 71) ) T € wi,
v9(x) = Ay sinh ([L(bg — )+ 72) , T € wo.

Prve dve jednacine u (3.19) su zadovoljene ako je

4 h
X' =~ sinl’ % (3.20)

Iz sledeée dve jednacine (3.19) sledi:

inh ph
tanh~; = o : , 1=1,2.
0

Iz poslednje dve jednacine sheme (3.19), analogno neprekidnom sluc¢aju, dobijamo

slede¢u jednacinu za p:

B B
In(p) = — [an pan(p) + g pan(p)] + [}:(:) ©1n () an (), (3.21)
gde je:
. tanh u(b: — a: In(w)
l_()_smh,uh ' _ tan pu(b; — a;) + o i—19
1AV L ) Pin\ b 1+@tanhu(bi—ai)’ y 4

k3

Proverimo da li nula moze biti sopstvena vrednost diferencijske sheme (3.19).
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Sopstveni vektor v = (v, v2) trazimo u obliku:

vi(z) = Ai(z —ar +m), T € wi,
Uz(l’) :AQ(b2—$+’YQ), Tr € wa.
Zamenimo v u (3.19) i posle kraceg racuna dobijamo uslov (3.16).

Kona¢no, za pozitivhe sopstvene vrednosti A" > 0 sopstveni vektor trazimo u

obliku:
vi(z) = A sin (M(f —ay) + 71) ; T € wr,

va(x) = Agsin (u(by — ) +12), T € wo.
Analogno prethodnim sluc¢ajevima, posle zamene v u (3.19) dobijamo:

M= — sin? | (3.22)

gde je pu koren sledece jednacine:

1 Bo
In(e)

Jp(p) = — [oq Yrp () + g Yo ()] + Vin (1) Van(fe), (3.23)

sin puh tan pu(b; — ay) + .
- ’ Yin(p) = T i=1,2.
" 1= 20 an (b, — a)

Y Y

In (1)

Neka je A, n-ta sopstvena vrednost problema (3.9)-(3.14) i A n-ta sopstvena

n

vrednost diferencijskog problema (3.19). Iz (3.15), (3.17), (3.20)-(3.23) pomocéu

asimptotskog razvoja zakljucujemo da je za fiksirano n

AN — A =03,  h—0.
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3.4 Numericki eksperiment

Distribucija sopstvenih vrednosti zavisi od ulaznih parametara, Sto je pokazano u

sledeé¢im numerickim eksperimentima. Prve ¢etiri sopstvene vrednosti u svakom

cksperimentu su dobijene numericki, resavanjem jednac¢ina (3.15) i (3.17).

Sve

sopstvene vrednosti su pozitivne ili postoji samo jedna negativna sopstvena vred-

nost. Sopstvene vrednosti odgovarajuce diferencijske sheme su takode izracunate

i uporedene sa prethodno dobijenim vrednostima. Numericki red konvergencije je

odreden pomoc¢u formule
A=\
A — \/2

R = log,

U svim slu¢ajevima su dobijene vrednosti priblizno jednake 2.

Eksperiment je uraden za sledeée ulazne vrednosti problema (3.9)-(3.14):

a) a1=0, by=3/8, as=5/8, bo=1, 01=1, 09=2, a1 =2, as=4, [1=1, P2=2;
b) a1=0, bi=1/2, ay=3/4, by=1, 01=1, 09=2, a1 =2, ap=4, [1=1, 52=2;
) a1=0, bj=4/8, a3=5/8, ba=1, 01=1, 03=2, a1=V/3, ax=1, B1=1, Boa=V/2;
d) a1=0, b1=2/5, as=4/5, be=1, 01=1, 09=5, a1=10, ax=>5, f1=1, [fo=1;
) a1=0, b1=3/8, a2=5/8, be=1, 01=1, 09=2, a1=1, =2, =2, fo=4;
) a1=0, b1=1/2, a3=3/4, bo=1, 01=1, 09=2, a1=1, =2, [1=2, [fo=4;
g) a1=0, by=4/8, ay=5/8, ba=1, 01=1, 09=2, an=1, ap=1, f1=V13, Bo=1;

o

@

)
h) CL1:0, b1:4/8, CL2:5/8, bgzl, 0'1:1, 0'2:]./2, Oélzl, Oé2:1/4, 51:11, 62:1

Dobijeni rezultati su prikazani u Tabeli 1.
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Tabela 1: Prve ¢etiri sopstvene vrednosti problema (3.9)-(3.14) i (3.19)

Primer n=1 n=2 n=3 n=4

a An 5.954928 | 13.417067 82.588610 100.669336
A h =0.0375 5.958409 | 13.428963 82.020102 100.101870
b2 5.955797 | 13.420033 82.446073 100.526934

Red konvergencije | 2.000829 2.002791 1.995784 1.994565
b An 4.555675 | 20.191656 50.629881 168.017194
Mo h =0.05 4.559030 | 20.246621 50.315818 162.896546
A/ 4.556512 | 20.205292 50.551085 166.724103

Red konvergencije | 2.003013 2.011093 1.994860 1.985503

c An 3.104324 8.091749 49.062458 85.422242
Mo h =0.041667 | 3.105280 8.097992 48.835303 84.721527

Ab/2 3.104563 8.093307 49.005558 85.246434

Red konvergencije | 2.000000 2.002544 1.997177 1.994827
d An 13.618646 | 42.439346 | 101.167731 | 294.156362
Mo h = 0.04 13.621885 | 42.607664 | 100.510131 | 285.780459
AL/2 13.619454 | 42.480976 | 101.003403 | 292.046234

Red konvergencije | 2.003121 2.015494 2.000632 1.988914

e An -1.924075 | 12.330178 70.183854 98.345322
Avh =0.0375 -1.922794 | 12.340203 69.608510 97.777327

A2 -1.923754 | 12.332678 70.039662 98.202813

Red konvergencije | 1.996625 2.003602 1.996434 1.994825
f An -1.682198 | 14.308157 47.641283 157.913670
Mo h = 0.05 -1.680374 | 14.322663 47.341644 152.786405
A/ -1.681742 | 14.311776 47.566053 156.619148

Red konvergencije | 2.000000 2.002987 1.993845 1.985770

g An -0.029665 | 8.697649 45.685857 85.642406
Mo h =0.041667 | -0.029655 | 8.704169 45.451210 84.938331

A/ -0.029663 | 8.699276 45.627101 85.465800

Red konvergencije | 2.321928 2.002658 1.997684 1.995195

h An -9.076577 | 7.673762 41.176814 77.239915
MNh = 0.04 -9.051004 | 7.677784 40.901047 76.574761

b2 -9.070151 7.674766 41.107792 77.073030

Red konvergencije | 1.992629 2.002154 1.998322 1.994834
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4 Transmisioni problem za jednacine eliptickog
tipa

4.1 Formulacija problema

Na samom pocetku, definisimo oblasti Q! i Q2 na sledeéi naéin:

QY = (a1, b1) x (¢,d), Q% = (ag,by) X (¢,d), —00 < a3 < by < ay < by < 400 i
¢ < d (slika 8). Oznacimo sa I'* = 9OF = U7, _ T}, granice posmatranih oblasti,
gde je T, = {z = (v1,20) € Ty = a4}, Ty = {x € T2y = by}, T =
{x € TF|ay =c}, Tk, = {z € TF|ay =d}, T2, = {z = (21,79) € T? |11 = an},

I, ={z el |z =b}iAF =Tk  xTPF k=12
A

d r‘iz

Q'
I 1_'{2

11

8
1—‘Zl

\/

a b, a, b,

Slika 8

Kao modelni primer, razmatramo sledeéi grani¢ni problem: Odrediti funkcije u!(z1, z2)

i u?(z1, z9) koje zadovoljavaju sistem eliptickih jednacina:

LFyr = fk(xl,xQ) x = (x1,29) € 0F (4.1)
rfud3k, ek, |
Ik = b (4.2)
07 YIS Fk \ Flf,3—k7
2
0 ouk
LEuk = — e kyk 4.3
b E L)
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2
o k
Fuk = Z pfj 8_1;:] cos (V% ;) + aFuF, (4.4)

t,j=1

(r*u®*)(z) = B (g, xh) udF(ah) AT, (4.5)

ik
v* je jedini¢na spoljasnja normala na I'* (k = 1,2).
Granicni uslovi (4.2) na T'" \ I'{ 5_, predstavljaju standardne Robinove granicne
uslove dok na F’f73_k razmatramo nelokalne uslove saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog
tipa.

Pretpostavimo da su zadovoljeni standardni uslovi regularnosti i elipticnosti:
P =1k e L¥(QF), ¢" e L=(QF), o eL>=T"), prel=(A), (46)
2 2 2
D & <Y PG <) & veedt veeRr: (4.7)
i=1 ij=1 i=1

Sa O, ¢; i ¥ oznacavamo pozitivne konstante, koje ne zavise od resenja grani¢nog
problema i koraka mreze. Pri tome, C' moze uzeti razlicite vrednosti u razli¢itim

formulama.

4.2 Egzistencija i jedinstvenost slabog resenja

Na samom pocetku definiSimo prostor u kome ¢emo resavati ovaj problem. Neka je

Lo proizvod prostora
Ly = Ly(QY) x Ly(Q?) = {v = (v}, v?)|v* € Ly(QF)},
snabdeven skalarnim proizvodom i odgovaraju¢om normom
1/2

(uvv)Lz = (u17U1)L2(Ql) + (u27U2)L2(Q2)7 ||UHL2 = (U7U)L2 )

gde je
(uk7vk)L2(Qk) = // ukok dedy, k=1,2.
Qk

Takode uvedimo prostor

H® = {v= ("0} " € H(Q")}, s=1,2,..
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snabdeven skalarnim proizvodom i odgovaraju¢om normom

s = (U,v)}{z,

(u,v)gs = (ul,vl)Hs(Ql) + (u2,v2)H5(Qz), ||v]

gde je H*(2*) standardni prostor Soboljeva.

Odredimo sada bilinearnu formu a(u, v) asociranu s grani¢nim problemom (4.1)-
(4.2), gde je u = (u',u?) i v = (v',v?). Oznac¢imo Lu = (L'u', L*u?). Pomnozimo
jednacinu (4.1) funkcijom v*(x1,z5), integralimo po oblasti QF i sumirajmo po k.

Vidimo da leva strana dobijene jednakosti ima oblik:

= 2 our ovk
a(u,v) = (Lu,v)r, = Z // ( pfj T2 O + qkukvk> dzy das
k=1 9k =1 7 (4.8)

+ / oFukok drk — / / ﬁ’“u?’kvde?’de’“).
Tk Tk, . F{’;k

1,3—1

Dakle, slaba forma grani¢nog problema glasi: Odrediti funkciju v € H' tako da
vazi afu,v) = (f,0)1,, Yo H' gde je f = (f', f2).

Lema 4.1. Ako su zadovoljeni uslovi (4.6) bilinearna forma a, definisana sa (4.8),
je ograniéena na H' x H'. Ako su pri tome zadovoljeni i uslovi (4.7), ova forma
zadovoljava Gardingovu nejednakost na H', odnosno postoje pozitivne konstante m
1 Kk tako da vazi

a(u,u) + kllullz, = mlulfp, YueH.

Ako su B dovoljno mali, o* > 0 i ¢"(x) > ¢, > 0 (k = 1,2), bilinearna forma a je

koercivna (k = 0). Dovoljni uslovi su

2/al(z)a?(x)

18" (@) + Bl )| < DA,

Vo eTli, Vi el?,. (4.9)

Dokaz. Pokazimo da je bilinearna forma a ogranicena.

dridxy + //
Qk
u?k vk‘ dr3-* dFk> )

, €8S.sup ak‘, €ss. sup ‘5'“’}
zcl'k zCEAF

Iskoristimo uslov regularnosti:

2 2
< C
> (o2 L.
k=1 3,7=1
2
—|—/ ukvk’dl“k+ / /
Ik Z:; ok, Jritk

gde je (7 = max { ess. sup
zeNk

out ov!
an 6xi

uFoF | deydy

‘a(u, v)

k
Pij

k
, €SS. sup ‘q
ek

20



Primenjujuéi nejednakost Cauchy-Schwarz-a dobijamo:

(a(u,v)‘gkz?:{cl (//Qk axj dxldx2> (//m
() o)

+< uk‘QdFk> ( ’dl“"‘) §
S b)) )

1,3—1

1/2
dl’ldl‘g)

ox;

odnosno,
1/2
a(u,v)| < { (//m &Cl‘ dxldm) (//m ) dxldm)
/2 1/2
(//Q ‘dmldm) _ [(//Q o d:cld@) <//Q o da:ldx2>

1/27
) + ”uk”Lz(QQk)||Uk||L2(8Qk) + 02||U3_kHL2<893k)”kam(am)}

SV/AS

Majoracijom desne strane nejednakosti dobijamo:

2 1/2
| <3| [ (5] 5]+ i Yo
ok 2 P ) 1/2
//Qk ( oz vk‘ )dxld:m]

aZEQ
+HukHL2(aﬂk’)HkaLz(aﬁk) + C2HUSkHLz(aﬂf’—k)HUkHLz(an)}-

_|_

Na samom kraju, iskoristimo teoremu o tragu:

2
)a(u,v)‘ <y (401y|u’fy|H1(Qk)|\vkuH1(m) + Ol 111 1 0% | 1
k=1
+C3C'2|]u37k||H1(937k)||UkHH1(Qk)) < C(HU1HH1(91) + Hu2HH1(Qz)) X (Hvll‘Hl(Ql)

vl 02) < Clluflm vl
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Da bismo dokazali Gardingovu nejednakost iskoristimo prvo uslov elipti¢nosti:

2 2 ) ,
ouF ouF ok
E o
> —
Pt //Qk = Pij Oxj Ox; drydrs ZCO //Q ((axl) <(9x2> ) dxidxy

2
= coluMinany = Clulip.
k=1

Dalje,

2
S [ > -, 3 20

k=1

Ocenimo sada clanove [, of (u*)?dl*, k=12,

2
k 2 k L™ Lo
(u”(bg, a))* = § u” (b, 22) — — u®(z1,x2) dxy + — u®(xy, xq) day
b €

€ k—€ b —e
1 ’
// (2}, xo) daydxy + — / u”(xq, x9) day
€ by —e
bk 6.7}1
2 2| 2
< // (2}, xo) da'dxy +—2/ u®(x1, xe) day
6 6 bk—e
bk 6331
be by
— //dxld:zzl //’ (2], x2) d:cldx1+— / lu (21, 29)|? dayday
bp—e J by
bk €T bk €ET]
2 ("% 2
// (2], o) d:v’ldxl—i——/ |u® (21, 22)|” day
€ br—e
bk EX]
2 b k112
ou” k ou
k 2 k|2
/ ol a2 [M b Pan = 55 o1
ag 1 Lo(ag,br) €

Integracijom po x5 dobijamo:

k112

I k k 2 du 20 k2
c " (by, x2) (u”(bg, x2))" dre < Ce e +CZHU 1 7.%)

Lo (QF)

odnosno,

k112

/ oF(uF)?drk < Ce u?
r 0

2 k|2
k S O
12

Lo (QF)
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Na isti nacin se dobija:

k112

i

/ o/“(uk)2 dT* < Ce Ou
Ffj 0

Lo (02k)

Ocenimo I3 = frk

1,3—k

Jpo—r fFWPF AT ATE, k=1, 2.
1,k

1/2
Is < C |u®F|2ar3—* drk |u*|2dr* =k dr*
p="5 Ik 3=k F3 k
1,3—k 1,k 13 k

1/2
= Os(d — c)(/ |3k 2Ar3- k) (/
rik rk

|| dFk>
1,3—k

Is < Oﬂ(d - C)||U3_k||L2(aQH)||Uk||L2(an)
Koristeé¢i multiplikativnu nejednakost traga [6] dobijamo:

1/2 1/2 1/2 1/2
Iy < C'C(d = ) [t {1} 5y ¥ Mg 0 1 i 16 13

2 o
+ CE"uk"%Q(Qk)’ 1,] = 1,2

HY (%)

C'Cs(d—c¢ _ _
< S (1 sl Has- + 1 s e L)
O/OB(d—C) 1 _ _ 1
< 4 EHU?’ k“%Q(m—k) + e|u’ k”%ﬂ(m—k) + EHukH%Z(m) + EHukH%{l(Qk)
C'Cs(d - ¢) |
< SO (g + g, ).
€
Dakle,
Fk F]f3 k F3 r
/ ¥ (uF)?| dT* + / / |85 uF k| dr3—F drk
F’f3 k Fsk
ouk |I? out ||? 2
: CE( 021 ' 7 ) + Ol o)
C'Cy(d )CE1 e IERRaen” 2
B —C * * %
# CEZ (a4 2l ) < Celulf + 02l

Iz dobijenih nejednakosti sledi:

2
a(u,u) = Cluffn — Cellullfn — O —lulz, — cqllullZ,

Odatle, za C' — C*e > 0 dobijamo trazenu Gardingovu nejednakost.

Sada treba pokazati da je bilinearna forma a, pod dodatnim uslovima o* > 0,
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¢"(x) > cp > 01 (4.9), koercivna. Ocenimo slede¢i izraz:
d

Log _/ ! (bi, ) (u! (b, 72))* davy +/ a®(ag, ) (u®(az, v2))* das

C

/ / (29, 5) + (20, 25))u' (b1, 22)u*(az, 25 dreda).

Koriste¢i nejednakost (4.9), dobijamo:

bl, .fL'Q (bl, x2>>2 + CMZ(GQ, $2) (uz(ag, 33'2))2) d.]?gdeQ

2,/ 2
ala / / }u (b1, z2)u ag,x2 ‘dxgde

/ / (\/al(bl,:@) ‘ul(bl,x2)| — vV a?(ag, ) ‘UQ(QQ,$2)|)2CZIQCZJI/2 > 0.

T d—c .

Odatle dalje dobijamo

d

d
a(u,u) > Collul|3: +/ al(ay, x9) (u' (a1, 12))? day —|—/ o (by, 13) (u?(ba, 22))? do

~ C/d /d (Val(br, ) [ul (by, 22)| — /a2(ag, 22) |u(az, 22)|)° dasday
+Z (/ (21, ¢) (u*(z1,0))* day + /bk o (z1,d) (u" (1, d))* dx1>

a ag

odakle sledi:
a(u,u) > C’o||u||§{1.

]

Teorema 4.2. Neka su zadovoljeni uslovi (4.6),(4.7),(4.9) i a® >0, ¢* > ¢, >0 i
neka f € Ly. Tada granicéni problem (4.1)-(4.5) ima jedinstveno resenje u € H* (),
koje neprekidno zavisi od f (videti Teoreme 17.9 1 17.10 u [40]).

Dokaz. S obzirom da su ispunjeni uslovi Lax-Milgramove leme, zaklju¢ujemo
da grani¢ni problem (4.1)-(4.5) ima jedinstveno resenje u € H'(f2) koje neprekidno
zavisi od f.

a(u,u) = (f;u)e, < | flleallulle, < [1F1|z, lul[m

Koristeci prethodnu lemu, odnosno koercivnost bilinearne forme, dobijamo:

, 1
Collullz < I flrallullz, - ullm < ool e O
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4.3 Aproksimacija metodom konacnih razlika

Neka je Wy, uniformna mreza na intervalu [ay, by], sa korakom hy, = hy = (b —
ag)/ng, k =1,2. Oznacimo sa wy, := wy, N (ag, by) podmrezu mreze Wy, . Analogno,
definiSemo mrezu @y, na intervalu [c, d], sa korakom h3 = hyy = (d—c¢)/ns (k = 1,2)
i odgovaraju¢om podmrezom wp, = wWp, N (¢,d). Pretpostavimo da je h; < hy <
K =W, X Why, VF =
@ ﬂFk,f_yU =W ﬂF”,’ylj —{xef_yf] : c<x2<d},7fj’ :{meﬁfj s e < xy < d},
’Ylj ={z E”Ylj D e <z < df, ’Ylg _’Ylg\ﬁja ”Ygg ={z G’_Ygg Doap < 1y < by,
75]'_ ={z € '75;‘ Coap < xp < byl 72]‘ ={r € %gj Doap < oy < byt '72] = 723 \'75]‘7
= \{Uigh ) g k=12

hs =< h = max{hy, ho, hg}. Takode, definisemo sledeée mreze: w

Razmatra¢emo vektorske funkcije oblika v = (v!, v?) gde je v* funkcija definisana
na mrezi o*, k= 1,2.

Operatore konacnlh razlika definisemo na uobi¢ajen nacin [37]:

gde je (v¥)*(z) = v¥(x & hiee;), e; predstavlja jedini¢éni vektor ose xy, i,k = 1,2.

Definisimo diskretne skalarne proizvode i norme:

[WF, Wk, = hkh3z P (x)wh(z) + hkzhs Z P (x)wh(z) + hkThs ka(x)wk(x),

TEWk zEYR\vE xeYk

[0 w*)i = hihs Z o (2)wk (z) + fichs Z P (x)w(x),

2
TEWkUYE IE’ygji’lU’Yg:i,g
k k k hyhs k k
(v, Wi = hhs Z v (x)w" (z) + 5 Z v (x)w" (x),
wakU’ng 1’€7§i—i,1U’Y§i}-72
W = [0 0", MR, = 08, 0F)ks, 0PI, = (08, 0¥k,
Pt =hihs 3 @t IR = o
xewkU'yf;U’ygf
(0F, whl = hehs Y oM@wt(x), M = (08,0,
mekU71+U7
W ory = I0FR b L+ 10, R 1[0 leo@s) = max 0" ()],
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P 3—i
¥, Wk = heg i ) oF(@)wt(e) + =5 oF(@)ut(e), ¥ = [, v"Ls

2
zevf; zevtr
('Ukv wk)'yfj = hk,S—i Z Uk(x)wk(x)7 ||Uk||3f] = (Uka Uk)yfja
xevg
[Uk7wk)7fj_ = h’k,3—i Z ’Uk<x)wk(x)> HUkH,zyZ* = [Ukvvk)'yfj—a
xévfj_

2
2 = h2. Z Uk(x) - Uk(x/)
Hl/Q(»yij*) k,3—1 T3 i — ngi )

k7
x, 33’677;]' , o' Fx

M By = 15y + Prosce 3 (s + g ) @)P
12y = 1V T2 ko) k,3—i hg,3—i P53 o)l
; : S NTs i B = =
o

gde je lpy =d—cilgy = by — ag.

Za v = (vt v?)iw=(w', w?) oznacimo

[U7w] = [Ulvwl]l + [U27w2]27 HU”2 = [U7U]7 |[UHH1

1= e + 07l @)

Takode, definisemo Steklovljeve operatore usrednjenja [15]:

1
1

T fM(x) = 2/ (1 — &) f* (@ + hyrle:) Ao, kyi=1,2.

)
0

Ovi operatori komutiraju i transformisu izvode u konacne razlike, na primer:

ouk ouk o*uF
T+ =k T 2= ) = F T2 —uk
ki (8%) Yai ki (0%) Yo ki 0x? Yais

U nastavku ¢emo pretpostaviti da generalisano resenje problema (4.1)-(4.5) pri-

pada prostoru Soboljeva H*, 2 < s < 3, dok ulazni podaci zadovoljavaju sledece

uslove glatkosti:

piy € HHQY), ot e B2, o e C("), °e HTHAY),
(4.10)
fre Qb FeH XY kyi,j=1,2.
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Uvedimo oznake:

(T2 T2 fF z et
ff= TlgziTkQ,&ifk, e /T e
T, vent
( T2 T2q", r € wk
§* = T,ffT,?’s_iq’“, v ek /xenk
. Tk?liTkQ;E ,, S ’Vf
dk:T,ig_iak, T €N UL, =1, 2,
ar =T5 ",  weql, i=12
i
3k Tlc22/6k> S ’Vf,sfk’
TEBE, =€ fyf*g_k.

Bilinearnu formu :
2 2
our ov*
k k k. k k, k k 17k
— v dz, d dr’
a(u,v) ; (//Qk (i’jlpw oz, O + ¢"u"v ) T xg—l—/rka u®v

1
. / / ﬁk u3—k Uk dFB—k dFk)
rh,  JIik

1,3—1
aproksimirajmo diskretnom bilinearnom formom

2 2
1

ap(u,v) = [Lyu, v] = 5 2 | Pl v ki + (ol o5 Ju
2

2
Hpf s gul, v e+ (s, v’;]k] + [§"u”, M) + Z Z By, 5_i@" uFoF

5,j=1 IEG’YZ‘
1 - - 5 _
+5 Z(hkgo/f + b @) uFo* — R, Z Z B (x, 2 F (2 )ok ()
zeyk TEVY 5k o' EY; L
eSS e @)
2 ' ' (4.11)
TEN x’E'yf’,;k)*

Kako je (Lu,v)r, = a(u,v) ~ ap(u,v) = [Lyu,v], vrsedi parcijalnu sumaciju u

formuli (4.11), zaklju¢ujemo da se grani¢ni problem (4.1)-(4.5) moze aproksimirati
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na sledeéi naéin:

gde je Ljv

Liv =4

(

\

hv—fk r e, k=12

2
—%Z[pm u)g + (), ]+qv

[\

_[1

[ ph+Gintt 1
2

Chigt s - k).,
(P31 v1,),, — % (P32 Ualcz)@ — 5 (phvi,),, +3'0'

1311‘*'(7311)Jr
B - plQUxQ + al“
2 1,1 P3a+(phy) T2 ~1,.1 ~1,1
+h—3 |:_p2lvzl - T%g +oav| +qv,

1,1 4 ~11 1,1
Ugy — P12Vz, T Q10U ] —2 <p12 Uiz)xl

1 1 \—2
2 |1 Pao+(P3o) 1 ~1,.1 1,1 ~1,1
+1 [pglvm1 R ol agut | =2 (pyy vg,),, + G

[.,1 1 \-1 1
P11+(p11) 1 1 Vaptvuz ~1,1
S, P S aw

T
—[8(z,),v* ()]
_<p21 0%1)51:2 - %

1y-1 ~ 3
ﬁﬂ%Lw%+mw;+¢w—wwW%“0wﬂ
1401 \42 -
—i—h% [ — P21z, — % Ui2 * a%vl]

—2 (p%Z 'UQISQ)jl -2 (pél U%l)mQ + 611)17

rq 1 y—1 ~ s
O o1l alo! — 5o, ), (0 ]

1 1 \—2
2 .1 ,.1 P22+ (P39) 1 ~1,.1 ~1,1
+h—3 [pzlvgzl + 22—, v | g

_ p%2+(p%2)+2 1 1 +Uzc1

2 Uz _p21 +alv ] - (pél /03131):1:2

_(pb U;,g)jl - % (p%l Uil)g—cl -3 (pn Uél)xl + g,

M1 1 y—2 1 1
PotPa) " 1 1 Y%yt =11 1,1
2 Ui, Pyt atet| = (phy %)@

€2

(] 1) _l(l 1) _l(l 1) ~1,,1
(pIQU:EQ 1 2 pllvzl 1 2 pllvil x1+q v,

L?v se definise analogno.

(4.12)

Trew

T €1y

x = (ay,c)

x = (ay,d)

T € Yy

x = (b, c)

xr = (bl,d)

T E Yy

T € Y3

Shema odredena jednac¢inom (4.12) moze biti predstavljena kao operatorska dife-

rencijska shema na sledeci nacin:

LhU:f

gde je v = (v',0), f = (f1, f*) i Lyv = (Lo, L}v).
Vazi sledec¢i analogon Leme 4.1.

(4.13)
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Lema 4.3. Ako su zadovoljeni uslovi (4.10), bilinearna forma ap, definisina sa
(4.12) je ograni¢ena na Hi x H}. Ako su pri tome zadovoljeni uslovi (4.7), ova forma
zadovoljava Gdrdingovu nejednakost na H}, odnosno postoje pozitivne konstante m
1 Kk tako da vazi

ap(v,v) + /%||v||%2 > m||v||§1}11 ., YveH.

Lema 4.4. Neka koeficijenti pfj, a® > 0 i % zadovoljavaju uslove (4.10), ¢* > 0
i neka su uslovi (4.9) zadovoljeni. Tada, za dovoljno mali korak mreze h, postoje

pozitivne konstante co i c3 tako da vazi slede¢a nejednakost:
eal[v]lin < an(v,v) = [Lyw,v] < esllv]f.

Dokaz. Pokazimo da vazi ap,(v,v) = [Lyv,v] < cs|[v]]3,. Vazi slede¢a jednakost:
h

2 2
1
5 Z Z [[pzvlafﬂ U];i)k‘,i + (pflvl;l? ,Ula%]kﬂ' _'_ [p?,?)fivigfﬂ ’U‘];Z)k' + (p’i:}f’ivlzgg,,i’ 'Ua]:;‘l]k‘

2 2 2
1
N £ 9 9l [ERARR AN
k=1 i=1 j=1
2
hk,3—i i— %
S ok |
=1
(4.14)
Odatle dobijamo,
2 2 2
S {530 (bt e e
2 i 1]7 x; 1] 750 T4
k=1 i=1 j=1
2
k,3—1 i— i
M S k)
2 (12 =1 L 2 2
k3—;
<> {350 [ e oh ]+ T30 04
k=1 =1 j=1 i=1 j=1 |
2
<O ST (IR N2 + 115 12.).
k=1

Dalje je,

(70", vk < Clv®, ¥ = CyllW*]fi.
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Sada treba oceniti sabirke:

2

Z{ Z Z hy 35— aF ok 4 2 Z thOél + hklon)
k=1

i,j=1 :cew” IG%

YOS et k()

k 3—k
TEY 5 m'€71,k

_h_iz >y 6k(m,x')v3_k(x/)vk(33)}‘

xe% Bk aey

< caﬁz{ S Y s L S ik )

1,j= 1z€'y zeyp
h2
g g [0 (2 ()| + ﬁ g g 3_k(:v')vk(x)|}.
xevf,s—k fE/G’Yf;ek 3736713 kr€7(3 o)
Posmatrajmo granicu ¥,
2 nz—1 2 ns—1 ik k 2
h h =S by S0 2L
k2 (V" k2 Uo] = k2 — Nk o + vy
k=1 zenk, - k=1 j=1 I=1 k1
2 nz—1 ) 2 nz—1
<§: h § 2( Py Y0k +hie Y 2(0f)?
> k2 k1 T, k2 ij .
k=1 j=1 =1 j=1

Primenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-a dobijamo:

> 5 ! ﬁzﬁwiﬁ%mé3m>wm2<@ﬂ

k=1 ze~k, k=1 j=1 =1 j=1
nz—1 ng nz—1
< Z {Qhkghkl bk — ak Z Z + hk? Z (UZ)Q}
7j=1 [=1 j=1
Pomnozimo poslednju nejednakost sa hg; i prosumirajmo za i = 1, ..., ng.
ng nz—1 2 nE ny3—1 ng
3 32005 < 3 {2t i 33 50,
=1 j=1 k=1 =1 j=1 =1
ng nay—1
+mmzzmw}
i=1 j=1

Odatle dobijamo

2 nzg—1 2 ng na—1 thlth ng na—1

B NIENEIEIID D NCWES =PI,
- k — Uk

k=1 j=1

k=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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ng—1nz—1

) 2ty o= T
:Z;{ bk—akhklhmzz mm2 - kQZZ Vi }

—a
i=0 j=1 br ko1 =1

Analogne nejednakosti vaze za ostale delove granice i za temena posmatranih oblasti.

Ocenimo preostali izraz:

Z{h DD DRLCIIITERE I Sy B—kwk(@}

TEVY 5_p w' €Ny TEN_ kxE'y(s Fpx
2 1/2
i ¥ X otte ) he( ¥ % o)
TEVY 5y, €Y N TEY 5 kxe“ﬁk
Pka 3—k 2 12
(2 s ) w2y wer)
erf% kT (37@* 1"671,371@ ﬁv k)x
2 h h
k2 _ k2
Z{( NGRS (v'%x))?)
k= a'eni ik TE€YY 5y,
h h
D M D ST
vy TNk

Kao sto vidimo, i on se ocenjuje preko diskretnih L, normi po delovima granica

oblasti. Sumiranjem svih nejednakosti na kraju dobijamo:

an(v,v) = [Lyv,v] < es(|vg, Iz + [z, 72 + [[WF1E) = esl[v]l7;.

Pokazimo da vazi obrnuta nejednakost co|[v]|%, < an(v,v) = [Lyv,v].

|H11

Koriste¢i jednakost (4.14) dobijamo slede¢u ocenu:

2 2
Co .
LhUUEZ{jz I + 05 ) chkth ok I,

k=1 i—1
. 1 . .
+ Z Z By i@ vF vk + 3 Z (hpo@® + hypad) v™o*
1,7=1 mE'kaj xe'yf

iy Y Y By )

k 3—k
TEVL 3k T'EV] i

_% D ﬁk(x,x’)v?’_k(m')vk(m)}

z€YTs 33—k T 67(3 F)*
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2

2 2
>3 (Co— Cihng ) IR IE + D0 D haid (08

k=1 i=1 i3=1 2k,
1
+3 D (ol 4 hyads) (8 = by Y Y B )P (@)t ()
SCE'YE IE'Y{C’3_)€ xle'}/f;ck

LYY Ao

€L _h E’Y<3 k)

Koristeé¢i uslove (4.9) ocenimo slededi izraz :

Z { Z hg@l (’Ul)2 + Z h3d2 (02)2 + % Z hg@i (’Ul 2

k=1 $E’y%2 xE’Y%l xe’y%g
1 - _
PG VD SR CRI T
:B€711 ac€71 3k T G'yl k

Ly oy Mxx3%>%ﬁ

ze'Y13 kT E'ﬁk

nzy—1

ny—1 2
> Y 3 m((Va),,, - (V) )

=1 j=1

. 2

= ~1,,1 _ 52,2 >
(V) - (), ) =0

Dalje je,
[0 0 e > Colv* 0" = Cyl[v*]7-

Na osnovu dobijenih nejednakosti, sledi:

2 2
Lol 2 S LS A A GRS Y e (0

k=1 i=1 ,5=1 xe’}’”\{’hz 'Y%l}
ny—1nz—1

by (hadt a0 Y3 e (V) - (VE),,)

zeyi\{7i5 i1} j=1 j=1
+—h3(<\/d%v1) — (\/@%zﬁ) ) >0, iy, <hg=—.
2 00 3k 207

Dakle,

n10

@mﬂzmm@,@:mwﬁéé}
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4.4 Analiza greske diferencijske sheme

Neka je u = (u',u?) reSenje grani¢nog problema (4.1)-(4.5), i neka je v = (vl v?)

reSenje diferencijske sheme (4.13). Greska z = (2!, 2?) = u — v zadovoljava sledece

uslove:
LYz =k, T € ", (4.15)
pri cemu je :
¢ 2

> nka +ut x €W,

ij=1

;%77%1+h%77%2+77%1,:22+ﬁ%2,22+}%<1+/}1a T €Yy,

Z (L + e+ +G) + & (T + e+ G) + 1 x = (a1,0),

_h_21 (i)' = h_21 (o) ™ 731, 25+ 20,2y + h% ¢t ;%Xl + Atz €y,

ot = 4 FE) T = ) T X+ (st it Q) + it @ = (b o),
h3 7721+h Moo M,z + Mo, 2y T s 2 !t T € Va1,
i Ut st G+ 2 (=307 = (%) 71+ G) + it z = (ar,d),
h%, [=(131) 7" = (m30) 7 4 ¢+ 77%1,5:1"‘ 77%2,5:1"‘ i, T € Y3,

= [=h) T = (i) T G X

\ +% [—(730) ™" = (71e) ™"+ G3) + 2, x = (by,d),

1% odredujemo na isti nacin,

k _ 2 kN\+i/, k \+i k
nij - TkiTk,S—z( z] a ) Py ngu% (pij) Z(u:Ej) ’ ) T ew,
=k + 24+ Pl p k k— k—
Mii = T L5 z( ) = . U’xﬂ TEV1 [ TEV
+ 2+ k k k k—
Tszk?) z(pZS 7 8333 ) pz,3 iux3,i7 YIS 7372',17
—1

~k -
Ni3—i = ok

+2— k ko N+i( k  \+i k—
TkiThg,i (Pi,s_i —8x3 > - (pz',3—i> ' (U:zs_l) Y T € Y3 i
—1

¢F = (Tpa" " — Th(o*ub), S ’Yz{;ti,l U 7§7i,27

CF = (T byt = T (oMb),  w el
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= (TlgiTlg,&iqk)Uk - Tl?iTkz,B.fi(qkuk)a z € wh,
ﬂ (Tk23§ zT ) g _Tlg,:g—iTlfi(qkuk)a VIS 73 i1 /T € ’Y —i2>

= (T TR~ T TG, ek,

= / T3, (@, 2y (') AT

_ h _
_h?» Z T,fQBk(x,x')u?’ k(JU/) - 53 Z T,fzﬁk(x,x’)us k(x/)a LS 753—1“
@' €7y @' €Ny
X = / TRl () At
2 gl 3—k 2+ gk 3—k kx
Z T B (@, 2" )u” " (2) Z Ty B (2,2 )u”"(2), = €Ny
x nylk T E’ylk

U cilju izvodenja odgovarajuce apriorne ocene diferencijske sheme (4.16), potrebni

su nam slede¢i pomoc¢ni rezultati:
Lema 4.5. [19] Vazi sledeéa nejednakost:

k k

0¥, k) | < Ol im0 s

Lema 4.6. [19] Neka je v* funkcija mreze &% tada

[0"]le@r) < 10g [[0"] |1 o

Dokaz. Predstavimo funkciju v*(z1, 22) u sledeéem obliku:

n3
PTXY Iy Ik Iy
(ay, 29) E E ar, cos cos = E Cy (1) cos
d—c d—c

—Qa
=0 p=0 b, — ax =0

gde je
n n—1
/
E by =bo/2+ E by + b /2.
1=0 1=1

Odatle neposredno sledi

= 3 1/2 n3 1/2
(21, 22)| < ; |CF(21)] < (; \/W(Cf(x1))2> (2 ——)\11+ 1)

2
lth
gde je \j = ( sin (di)>.
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n3
Ostaje da ocenimo S; = " /A, + 1 (CF(z;))?. Koristeéi nejednakost (videti [4])
1=0

ng—1 nk

1 1 !
max CH@)|” < ety Y (CF,, (ar+mhy))>+ (— + > hi Y (CF(artmhy))?,

€l by, — ax

m=0 m=0
gde je C*(x1) funkcija definisana na mrezi za x; € {ay, ax+hy, ..., ap+hgng}, € > 0,
dobijamo
n3 , n3 , ni—1
VA T(CHx))? <D VA + 1{5,hk > (CF,, (ak + mhy))?
1=0 1=0 m=0

1
br—ay

= (N + 1)g;. Dobija se kvadratna jednacina sa dva

1+4/1+4(N\+1) (be—ar,
2(A+1) (b —ax)

Izaberimo ¢; iz uslova Ell—i-

2
reSenja, od kojih biramo pozitivno: ¢ = ”  Tako dobijamo

n3

/1+\/1+4(>‘l+1)(bk_ak)2 ng—1 . 2
S, < E A c )

- 1=0 2 )\l+1(bk—ak) k Z( l,xl(ak+m k)) +
ng

(N +1) hy, Z/(C’f(ak + mhk))2}

m=0

m=0

1+4/1+4(\+1) (b —ax )2
2V +1(bg—ay)

Primetimo da koli¢nik opada sa rastom [ (odnosno \;):

L4+ /144N + 1) (b, — ax)? - L+ /144N + 1) (b — ay)?
2v/ N+ 1(b, — ay) - 2v/ Ao + 1(by — ay)
L 14 1+ 4(be — ag)?
n 2(by — ag) '
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Zato je dalje

-y s 14+ /1+4(b, — az)?

Nk

O+ D) b Y (Cl(ar+ mhk))Q}

m=0

_1+\/1+4(bk—ak)2 o 12 oF 12 0F112) =
=~ —and o Ulen i+ 1513+ 117)

1+ /T4 4(by — ay)? ;
(bk — ax)(d — c) | [V e -

Trazeni rezultat sledi na osnovu dobijenih nejednakosti, stavljajuéi h = max{hy, h3},
k=12 [

Lema 4.7. [17] Neka je w* € W (T'};), 0 <r < 0.5. Tada

|le,_3—iwk|w21/2 < C(r)h =12 |wk|W2T(Ffj)'

(Sl
Dokaz. Bez gubljenja opstosti posmatrajmo slucaj kada je ¢ = 7 = 1. Dakle,

nz3—1 nz—1

Z Z kgw ak,Zhg) T]:,rgwk(akajh3)}2

T e 2
1=1 j=1,j#i Zhg N ]hg)
n3—1 i—1 ak ih ) T+ wk(ak ]h )}2
_ 2h§ Z k y 0163 k,2 » J 103
i=1 j=1 (ihy — jha)?
n3—1i—1 1 thg+hs  pjhs+hs 2
= 2h§ Z Z { 3 / / [wk(ak, IQ) — wk<ak7xl2):| deéde’Q} (ih3—jh3)_2
i=1 j=1 3 Jih Jhs

nz—1 i—1 ih3+h3 jh3+h3 w a k Nk
9 Z Z k,$2) w (akn%)} /
<273 {/ / (w9 — ah)tH2r drade:

=1 j=1
thg+hs Jh3+h3 >1+27"
dz,d .
{/ / 2h3—]h3) " xQ}

Majoracijom desne strane dobijamo:

ihs+hs ]h3+h3 )1+2T
dxtd
{/ / Zh3—1h3) " xQ}

{/«zh3+h3 /‘]h3+h3 Zh3 4 h3 _jh3)1+27" ! de} B h2h2r 1( ] + 1)1+27"
(ths — jhg)? 2 (1—7)2

i—j+1

<2FRIRT T Jerje 1 < ——
L=

<2
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Dakle,

n3—1 i—1 iha+h jhs+h k k 7\]2
2h2 Z Z 1 thg+hs jh3+h3 ak,ng) —w (ak,xg)} d ,d
3 h4 .1' _xl)1+2r Lol
i=1 ] 1 3 ih _] 2 2

ih3+h3 Jh3+h3 )1+27‘
X dz! de} )
{/1 jh 2h3 —J hs) 2

n3—1 i—1 ihs+hs ]h3+h3 k Kk 1\12
ak,xg) w”(ag, x4)
< 2h, 221+2rh2h2r 1 E {/ / o ] dﬁédl’z
- (xg — %)

=1 j=

ak7362 wk(ak,xg)f
o 21+2rh2r 12/ / dx 2dl’2 21+2rh2r 1 |'LU

k .

]

Preuredimo sabirke greske ¥* na sledeéi naéin:

gde je
_ ki 0 ouk
UZ:i_3 T&(@(,L_S‘(p?i 6’:1:’-))’ 1’€7§—i,1 /xe’yg—m
B 0 ouk h O*uk
_k ki 4 k ki ot [ K
N = =TT c — T v
77%3—1 3 ki (ax?)_i pz,3—z 83:3_,)) + 9 ki (pz,?)—z 837:22,1)
Ckipt (2 K
i ’“(axi Pia=i gy )

hkz
i? (Tlij?)[—iTlgiqk> <T’“8 T3 s

k k
a >7 T € Y3 i1 | x € V3,25

k k
TEY 1/ TEY o

hkz 8u hkz au
Iu j:? (TQ:tTkZ:I;: z ><TI€2:§ zaxl>i 3 <Tl3:§ lTICZ’L:t k) <Tk2zia T3_ l)’ LS ’yf

Na osnovu Lema 4.5-4.7 dobijamo slede¢i rezultat.
Teorema 4.8. Diferencijska shema (4.16) je stabilna u smislu apriorne ocene

|H1 <C {Z ( Uzj”k,i + ¢k

2,7=1

1 T V% R 17 R Y

Y ey + ylog - 3 (Zr< |+h|u**’“|)} (416)

1,7,1=1 xEyk i=1
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Dokaz. Pomnozimo jednacinu (4.16) skalarno sa z.
Lz, 2le = [¥*, 2k

Neka je k = 1.

2
W2 = —hahs Y Y (?71-11 + 7732) 2,

i=lzewlUyd, Uy,

h1h32 > (n31+n;2)z;—hlh3z > (niﬁn}g)z;

=leey;” 11U73 0,2 loey;~ le'Vs 0,2

hih hih
1.1 113 1.1 132:11
+h1h35 Wz +TE wz +T nz

zewl zey\~l zey}
hihs hih
1.1 17%3 11 1.1 3 1.1
PR A RN e by Y (e Y (2 Y
IE'YI\'Y»{ IG’yi WG'YHU'YU IE'YQlU'YQQ IE’Y,{

+_ ZgQZ + X Z ’712

zEY}

Vaze sledeée ocene:

2
—hihs Z Z (772'11 + 771‘12) Zil - hlh3 Z Z (771‘11 + 771‘12) Z;Z

i— 1 el
=laewtuyUny =laey;Z; Ui
2

Z 771]”11 |H1 )

hihs hih
hlh:}Zﬂl 1 1 32:#121_’_%2 1.1 H ” H ”Hl

rEwW! zeyl\y} zEY)

B s () (g )

1x 1 1
Yo Y12 Y12 Y12

+(%Z<xl> ) (s e) (o) (B o)

1x 1x 1%
12 V12 Y12 Y12

(ex ) (B <o )

1x
Y12 12 Yi2 Yi2
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Zatim, primenom leme 4.5 dobijamo :

2
hlhg Z —1 =1 1 51 .1
2 (nil iz ) 22, = Chi[mj’ zzi)Vézi,l

- 1— 1—
Z_lxe')’:s—i,lu'yzs—i,z

< Ch; ’ [7711] HH1/2(V§:“) ’ [21] ‘Hl("jl)'

Dalje, primenjujuéi lemu 4.6 dobijamo sledece ocene:

h h * h h *x *
12 2Nt % Y wtzt < 2Cmax{ha, b} | |2 o

zey \ 1 zevt

1 1
+Chihs max {\/Iog e \/bg Es} ezlm*ﬂ‘ (R
z ’y*

h h
hy D0 (b 30 2 YA+ DG <Gy I e

€Y1 U, T€Y3, U3y x€y} zEY)
hs 1 L1 hi 1 Lol
+C—flog— > I [ m@n + Coryflog + > 16 @
2 hs 2 h1
zETH zEY)
Analogno se dobija za k = 2. H

4.5 Ocena brzine konvergencije diferencijske sheme

Teorema 4.9. Neka su pretpostavke Leme 4.4 zadovoljene. Tada resenje diferencij-
ske sheme (4.13) konvergira reSenju granicnog problema (4.1)-(4.5) i vazZe sledece

ocene brzine konvergencije

1
[u— ]| < Ch*™ \/1og = (1 + max [|pf; || -1 ax) + max [|¢° | -2 (an)
h h 1,5,k J k (417)
+Iiﬂ]aX || 1a-3/2(rk) F MAX 8% Hsfl(Ak)> l|w|| s, 25 <s<3
7
1\ 3/2

u—v < CR? | log — <1+max y + max ||¢"

o= olly < n (1o ) (1 maxloh o + g el .

max o | sraqes) + max |8l mecan ) lulls, 5 =3,
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Dokaz. Predstavimo nfj u obliku:
772]‘3' = 7711‘3‘1 + 77ij + 7753 + 771(347 x € wh
. Ouf ou”
7751 = TI;;Tk?,?)—z( Pij O ) - TI;ETIS,B—i<p?j)Tl:;TIc2,3—i <%)
j
1 ou
772]2 |:T13;Tk3 ’L(plj) 2(pfj + (pl_]> ):| TI;TIC?) 1(ax )
J

1 i ouF 1 ;
ths = 50+ 0B T2y (G ) = 3l + )™)
J

1 i i
Mys = =3 (P — i) ) (i, = (uz,) ™),
Uvedimo elementarne pravougaonike ef = efi(x) = {y : |y; — z;| < hy;, 7= 1,2}

ief =cf(x)={y:m <y <+ hi, |ysoi — T3] < hesi}, i=1,2, k=1,2.
Linearnom transformacijom y = x + hy;x*, uspostavlja se obostrano jednoznacno
preslikavanje izmedu pravougaonika ef, e¥ i standardnih pravougaonika Fy = {z*
|z <1, j=12}i By ={2": 0<ua; <1, |23 | <1}

Oznacimo takode, pi(z*) = pf(x + hia*), uM*(2*) = u*(z + hypa*).

Predstavljaju¢i Steklovljeve operatore usrednjenja u razvijenom obliku, dobi-

jamo:
zi+hg;T3—ithe3_;

1 1 |w3_y — 5| ou*
kE ? 3—1i k / / /
Mij1 = 7 . / / (1 - Torai Py D (z') dry_,; dz}

Ty w3—i—hg3_;
Ti+hgiT3—ithe3—;

1 1 ‘1'3,2' — 1’%_’ i , , ,
- 1 — =8 T gk () dak . da
ki hk,?)—z' / / ( hk,3—z‘ Dij ('T ) L3_; ATy

i ®3—i—hg3;
Ti+hg;T3—ithE3—;

1 1 \1'34 - xé_’> ouF ' / /
— 1— : x')dxs_, dz;
Poi Ie,3—i / / ( P 3—i Ox; () dz;

i x3—i—hg3;

o e i
L. ou
-//<1—|x3_|>a dx}
]
E

Odatle sledi
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Daljom majoracijom dobijamo:

— (//pw o)

b Ny A0, u>1,q>2.
= Tens ||WA %(El) U p=1,9

q—2

(V0

E;

D=

k
Nij1| <

Mozemo zakljuciti da je 7, () ogranicen bilinearni funkcional (pf*, u**) € W (E;) x
VV“2 (EZ), gde je A >0, p>11igq> 2 Dalje, nf;(z) = 0 kada je pf¥ konstanta
ili kada je u** polinom prvog stepena. Koristeéi bilinearnu verziju Leme Brambla-
Hilberta [5],[15], dobijamo:

k*|W“2q (), 0<ALST 1<pu<2

Fox
Tlwa e

‘772]1| — h

q—2

Vra¢anjem na stare koordinate, oznacavajuéi h = max{hyy, hxo} dobijamo:

1| < CRA 2l lwaen [t lwe, (@), 0SA<T, 1< p<2,

ﬁ —

Sumiranjem po ¢vorovima mreze, koriste¢i Holderovu nejednakost, dobijamo slede¢u

nejednakost:

hihs Y (152" < OO 2 Np Ry o 1t s, @iy 0SAST 1< p<2,

k| K
rew Uy

Vaze sledec¢a potapanja:

Wyt C W) za p>2-2/g i WM C W’; za A >2/q.
=

Stavljajuéi A + p = s, dobijamo

hkh?’ Z (777,]1) < Ch25 QHpUHW“’ 1 Qk)HukHIQ/VQS(Qk)7 2<s S 3.

k
TEW U’y,L1

71



Koristedi reprezentaciju

TithgT3—ithes—i

1 1 |xs_; — x5 | 1

k 2 3—1i k / / / k
AU 1] — = 2=t “(x") d dx, — = (p~.
T]Z]Q (hkz h,k73_i / ( . pz]( ) ‘/E3—’L 1 2 (pZ]

Ti x3—i—hp3_;
xi+hyiT3—ithr 3

. 1 1 |ZL’3_Z' — I,_-l Guk
k\+7 L o 3—1 / r /
k) >) et o [ (1 i ) o) Aol

Ty w3—i—hp3_;

dobijamo

auk*

il < s {/ 11— [ l[p5| da* + max |k }'//ll—lx&ill it ”
E;
kx
<o { [ wstar w55
< hkg Z{// Pk | da* + max |l }’|Uk*|wgo(Ei)

< Hp

*

1w e ><—||p sy - 14 lwa -

Dakle, za s > 2, ¥, (z) je ogranicen bilinearni funkcional (pf;, u¥) € W5~ (e;) x
W1 (e;), koji se anulira kada je pfj* polinom prvog stepena ili kada je u** konstanta.

Koriste¢i Lemu Brambla-Hilberta, posle vra¢anja na stare promenljive, dobijamo:
k s—2|(, .k k
‘mﬂ‘ <Ch 2|’pinW§—1(e§)|u |W010(e§)7 2<s<3.

Sumiranjem po ¢vorovima mreze, koriste¢i Holderovu nejednakost, kao i potapanje

W5 C WL za s> 2 dobijamo slede¢u nejednakost:

hkh3 Z (anQ) < Chzs QHPUHW“" 1 Qk)HukHIQ/VQS(Qk)7 2<s S 3.

k
TEW U’yl1

Izraz n};; mozemo direktno oceniti na sledeci nacin:

|771]3‘ <max‘p ‘—(//‘aL dz* —|—max}uk*|)

Odatle dobijamo

HW;(E»’ s> 1.

] < 5 Hp
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Za s > 1, nf4(x) je ograniten bilinearni funkcional (pf*,u**) € C(E;) x W3 (E;),
koji se anulira kada je u** polinom drugog stepena. Na isti nacin, kao u prethodnim
slucajevima, koristeéi potapanje Wi™' C C, za s > 2, posle vracanja na stare

koordinate i sumiranja po ¢vorovima mreze, dobijamo nejednakost:

hihs D (fis)® < CR I 1 g I [z 2 <5 <3,

zewkUWzl

Izraz 7754 ocenjujemo na slede¢i nacin :

C C
] < maxe [pif | - mac [u™*] < -[|pif

HW“A (Ei)’
q—2

q>2,/\>2/q,,u>1—2/q.

Ocena se dalje izvodi analogno kao za 7y,

Dakle, ¢lanovi nfj u &évorovima mreze w® U~ zadovoljavaju sledeéu nejednakost:

hihs D (05)* < OWP PG5 s o 16 lvzanyy 2 <5 <3.

zEWFUYE

Ocenimo sada ¢lanove u granicnim ¢vorovima mreze (vg_i e 2).

Podimo od izraza
b 8u pr o+ (ph)™ hkZ %) x Out

i predstavimo ga u obliku

k k k k k k
Nii = Mg + Migz T Miiss VS 734,1/x € V3_ip

au 8uk
o\ i (Pk) Ou”
E ok + i [ +
iz = T (03) T <8xz> 2 T (8%)
ou

iy = T T (pf’ 8x-> ~ T (pfl 8x-) i ?TI:Z <3l’3~ <pfl 8x>)

ps . k; . k . . o ~ k . k; . .o - .
Clanovi 77“1 1 735 se ocenjuju na slican nacin kao n;5; 17,5, u unutrasnjim ¢vorovima

mreze w*. Za s > 2.5, 77133 je ogranicen linearan funkcional od w = pfl Qu* e Wi,

gde je

koji se anulira kada je w = 1, z;. Koriste¢i Lemu Brambla-Hilberta i osoblne multi-
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plikatora u prostorima Soboljeva [31], dobijamo sledeéi rezultat:

8uk 2

hkh3 Z (77273)2 < Ch28—2 pm O

k— k—
TE€Y3_; 1YYz 42

< Ch*7|pj)

Wyl (QF)

ivgfl(m)\|uk\|3v5(m), 2.5 < s <3.
Clan

ko _ =k _k
Niz—i = Mi3—i — Mi3—

ouk B 0 ouF
= TI:ZTI?E‘;*Z (pﬁi%—zﬁ) p13 i $3 i + _Tkz (axs (ng za$3 ))

hkz + 82 k hkz + 0 k 8Uk
+—- 9 Tlm( Pi3— zag ) TTk"L 3_5131 pi’?’*"@x—g_i

predstavimo u obliku

E ok k k k k—
Miz—i = Miz—i1 T Miz—i2 T Miz—iz T Mi3—ia T E Y3 i1

gde je

ouk ou* i d Ou*
7753—1‘,1 - TI;ZT’CZ:;” (pf’g_ia T3 1) T (1%3 "0 ) i 3 T’:;(&U?)—i (pf’g_iaxi%—i))7
ou” h 0 du
k + ki k
k=T, — | = =T} 3—in
Mi3—i2 = Lk ( D3 7’81‘3 Z) (81‘1 (pz’sz 8[183_1'))’
ou Pk d*u”
k _ .k + i oh olf IS
Mig—i3 = Pis—i { - Tk’3_i<a$3i) T Tk <521’3i ’

h aQuk 82uk
k ki + k k +
Nig—ia = B {Tm ( p; 3_i—82x3_i) - pz‘,3—iTki (32$3_i)] .

= . k . k . . . . “ k k .
Clanovi ;3 ;1 1 7/3_, 5 se ocenjuju na isti nacin kao n7,. Za s > 2.5, 13 ;3 je

ograni¢en linearan funkcional od u € Wi, koji se anulira kada je u = 1,zy, 23

Koriste¢i Lemu Brambla-Hilberta i potapanje u prostorima Soboljeva, dobijamo

sledeéi rezultat:

hihs Z (77534,3)2 < Ch2572||pfi||20((_2’€)HukH%/VQS(Q’“)

.1:6’}/5711
< Ch2s 2||p”||WS 1 (k) ||U/k||Ws (Qk)» 25 < s S 3.
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NFs_; 4 oceniemo direktno. Neka jei =11z = (21,¢) € NET

z1+hy x1+hy

h 0?u* , 1 ok ,
oo =3 (o [ hGEGhadd - shmog [ Sheiow)

1 1
z1+h1
hl k(.0 k O*u* / /
_ o) — LN (2, e)d
Ti [ 0hieho - shin ) G0 i
z1
x1+hy TY
1 opy O*uP
—5 | [ 2o @ i ait < o

2 8371 %

8])12
8$1

82 k
‘ o3

Lo(T%) Lo(T%)

1 1

Analognu integralnu reprezentaciju dobijamo za = € 755 , kao i za i = 2. Dakle,

hkhg Z (775,371',4)2 S ChQHPzzHWS 1 (%) HukHWS (kY3 s > 2.5.

k— k—
TEY3_; 1YV3_4.2

Kona¢no, iz prethodnih nejednakosti dobijamo

05 [k < Chs_l||P§j||w;*1(9k)||Uk||W;(Qk)a 250 <s<3. (4.19)

Ocenimo sada ¢lan g% u unutragnjim évorovima mreze:

= (TkziTkQ,s—iqk>Uk - TinTI?,ZS—i(qkuk) =pf+ps, et

gde je,

le = (TlgiTliii—iqk)uk - (TlgiTlii%—iqk) (TlgiTli?)—iuk)

/llzC = (TlgiTkQ,Z%—iqk) (TISiTkQ,?)—z‘uk) - TISiTlg,S—i(qkuk)'
Predstavljajuci Stekljovljeve operatore u razvijenom obliku, dobijamo

zithy;

1 T — T,
wy =TT s iq" ) | u (21, 20) — — / 1- o @i
' Pogei Pogei

xi—hy;
x3—i+hg3—;

1 i — Xh_;
T / (1——’31:3 hkglj?’ Z‘)uk(x’l,x'z)dx’l dx’Q)

xi+hi; T3—ithg3—;

1 1 |ZE—ZL‘,| ’.77371‘—]7/_-‘
— (72772 k / / P A Y B T b et e 1
( kit k3=id ) (hkz Ig3—i Pogi hi3—i

Ti—hg; T3—i—hK3-;

(uF (21, 2) — (2, o)) Ao da
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Sledi,

zi+hi; T3—ithez—i @)

L1 ou® o
h_kihk,S—i / / {/8 5 (21, v2) doy daty darf

Ti—hg; T3—i—hg3_; <1

‘M’f(z)‘ <C Tl?iTigz—iqk

Z‘/

ouk
+/8x”( 1,x2)dx1dx2dx]

x2

< CquHLq(e’g)\Uk\WSZj (k)

—2

Neka je 2 < ¢ < 2/(3 —s). Za 2 < s <3, u¥ je ogranicen bilinearan funkcional od
(¢, u¥) € L,(ek) x WS 1( k). Anulira se ako je u* polinom prvog stepena. Koristeéi

Lemu Brambla—Hllberta, potapanja W52 C L,1i W5 C ng;ql i sumiranjem po
q—2

¢vorovima mreze dobijamo sledec¢u ocenu:

hkh3 Z( ) < Ch’Qs 2Hq HWS 2(Qk) HukHWS(Qk)7 2<s<3.

rEwk

Slicno, u%(z) je ograniéen bilinearan funkcional od (¢*, u*) € Wi5=2(ek) x WL (ef),

koji se anulira kada su ¢ ili u* konstante. Kao u prethodnom slucaju koristeéi

potapanje W5 C W1  dobijamo ocenu:

hkh3 Z( ) < Ch25 2” kHWS 2 Qk)”ukH%Vf(Qk), 2 < S S 3

TEwk

Prelazimo sada na delove granice i ocenjujemo ¢lan i~

) ) R our
pt =it = = (T Tad e = T3 Tid ) F 51T T >(T’3"az3 >

Predstavimo ¢lan p* u slede¢em obliku:
pt = ngl + [, T e ’Y:’)f:i,l/x € ’Viif:z‘,Q

gde je

hy, ouk
i = (TR T2 ~ 1253 7 2z (12 )

Za 2.5 < s < 3, ocena se izvodi analogno kao za p¥ i g5 u unutrasnjim évorovima

mreZe, jer je juf, ogranicen bilinearan funkcional koji se anulira kada je u* konstanta.
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Konac¢no, iz dobijenih ocena sledi
]k < ORI  ws-2qam lu lwyry, 25 <'s <3. (4.20)

Sada je potrebno oceniti ¢lan [|4**||.x . Dovoljno je izvesti ocenu za i = j = 1. Za
1]
ostale delove granice, ocena se izvodi na isti nacin.

Stavljajuéi x = (ag,z2) € 75, dobijamo:

h ouk
o (1) 1)
b 5 ag+hy , ] xo+hs3 ’ ,‘
3 Ty — ag To — Xy P , ,
e L= = 1- 2= dz' d
3 {hk / ( hi, >h3 / ( hs )q (x1>x2) L1 ATq
Ak zo—hs
1 z2+h3 | ) | a .
Lo — Ty u , ,
T 1= dh.
hs / ( hs )a%”“%)%
xo—hs

Primenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-a i ocenjujuci poslednji ¢lan njegovim mak-

simumom, dobijamo

*k(

|:u Qs 33'2)| < C qu||L2((ak:ak+hk)X(szhs,:terh?,)) HUHC’l(Qk)

Sumiranjem po évorovima ¥, dobijamo
11 1, < CRY2 1108 2ot x ey 11 o @) -
Koristeé¢i poznatu nejednakost (za funkcije jedne promenljive) [20]
1fll2om < CRV2 | fllerony,  O0<h<1,  r>1/2

1 teoremu potapanja

||Uk||cl((zk) < C ¥ s ary,s 5> 2
dobijamo
||N*kH~,{q <Ch quHHT(Qk) [ Hs(QF) r>1/2, s> 2.
Odatle, stavljajuéi r = s — 2, dobijamo:
1%, < Chl g2 ¥y, 25 <5 <3 (421)
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**k‘_

Na slican nacin ocenjujemo clan |u Posmatrajmo donju levu grani¢nu tacku

(ak, c):

sk M ( oyt k 2+ Ou” P (oo 2+ Ou*

P (a, ¢) = 3 <Tk1 Ty q ) <Tk2 8_951) + B} (Tm Ty CI> (Tm 8_x2>
Kao u prethodnom slucaju, dobijamo
|:u**k(ak7 C)| < C qu||L2((ak,ak+hk)><(c,c+h3)) ||uk||cl(ﬁk)
Dalje je
||qk||L2((ak,ak+hk)x(c,c+h3)) < ||qk||L2(Qk) < qu| H5=2(QF), s>2
i
lu*ller i@y < C Ml [l o), §>2.
Dakle,
|N**k| <C qu\ Hs—2(Qk) [l Hs(Qk)) T e vf, s> 2. (4.22)

Ocenimo sada ¢lan

¢* = (ThaM)u® — T (aFub).
Predstavimo ga u obliku
¢* =+ o z €Yy 1 U 7§—i,2a
gde je
Cfo = (leﬂkmk - (Tkziak)(Tinuk)
C§0 = (Tlgiak)(TkZiuk) - Tkzi(ak“k)-

Za ocenu ¢lana (F), zadrza¢emo se na slucaju kada je i = 2, odnosno posmatra¢emo

granicu ~F,. Koristeéi reprezentaciju

zo+hio
1 _/
¢& (apsa) = (Thpat) (u%k,xz)—— / (1—M)uk<ak,x;>dx;)
P A P
zo+hio | , e
X T
— (T20%) (1— 2 2)(u’“(ak,m)—u(ak,x@)dx;
hio A hio
T2—NE2
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To2+hia

1 |zo — 24| T out
= (Tk22ak)h_k2 / (1 T he 2 0t (ax, x3) dah dag
Ta—hio xh
dobijamo

au
|Clo(an, z2)| < CHOékHC(rf;1

ouF
a (ak7'x2)dx2 dSC S CH& HC Fk ax
2(c,d)
ou* 0
< C2l|0M |, || 5 < ORI M oqryy | 22
022wy (e 02 [lwy /2@
< Oty o g < OO lab sy ey 7> 172
Vazi potapanje W;_3/2 CC,zas>25,s=2r+1
6ol < CR Ak s-0r2 gl s o 25<s<3.

(50 je ogranicen bilinearan funkcional od (o, u") € W/ (

se anulira kada su u* ili o konstante. Koriste¢i bilinearnu verziju leme Brambla—
Hilberta, sumiranjem po ¢vorovima mreze y;_, ;, dobijamo

||C20||73 i < C'hﬂrp||ak||wr

3”)||u||W (F Ly 0<r<l, 0<p<1, ¢>2

Za0<r<l1, 1—5§p§1va2epotapanja

r+2-1 .
W2 ’ q(F§ zg) g W?“(Flg zj) 1 W (F§ zg) C W (Fg ©,] )
Sledi:

Ic0ll-s ,, < CH™*P[la®]]
3]

11 [kl wrth
W, 2 q(Fl?ffi,j)

T,
Koristedi teoremu o tragu [30] i teoremu potapanja, imamo

k + k k
||C20H“f§_i- < Ch™la wa%—é(rfg_. )H“ ||Wp+%+%(m)
+ k k
< C]’LT pHOé ” r-‘rp ?(Flg 1])”” HW2P+7"+1(QI¢).

Stavljajuéi r +p = s — 1, dobijamo

I20lls ,, < ChH "]

. (Fk )Hukng(Qk), 2<s S 3.
2

3—1,5

Sumiranjem nejednakosti za Cfo 1 Cé“o, dobijamo ocenu
1¢F 0, < R o yemsra gy
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Predstavimo ¢lan ¥ u slede¢em obliku:
Czk = (Tlgziak)uk o lezi<akuk) zl + z27 YIS foa

gde je,
G = (T o) (uf — (Ti5Fu"))

)

i = (T ) (T ) — T (ofu).

Posmatrajmo donje levo teme.

5 apthg ,
(e ) (#Han.0) — (et ) a
ag
ap+hg
(TQ:I: k)2 k/k 1 _ak au( )d d//
— s a ua
hk: hk axl 1 1 1
ag ay
ou* ou*
< ChY2 (M| orn, < Chll¥llogs,y |5
ax (lk;,ak-‘rhk) 81'1 WQT(almbk)
ou*
= ChHakHC(F’fl) 3_x1 WHL/2 (k) = ChHakHW;“W(F’fl)HukHWJH/QH(Q’“)
2

< ChHOékngrfl/z(F;fl)HukHW22r+1(Qk), > 1/2.

Analogno u ostalim temenima.

Stavljajuci 2r + 1 = s, dobijamo

IChl < Ol vy Nz, s>2 weqk,
% je ograniCen bilinearan funkional od (o, u*) € W7 (I'5_, ) x WPQq (T5_; ;) koji se
anulira kada su u* ili o* konstante. Ocena se izvodi analogno kao za (5.
G5l < Ol vy Nz, s>2 ek
odnosno,
G < Chllat sy Nz, s >2,  weak (4.24)

Clan x* mozemo oceniti na sledeéi nacin: oznacimo

h
h=1(g) = [ gla)de =5 1o(0) + 9(h)]
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Za r > 0.5 I(g) je ogranicen linearan funkcional od g € H"(0,h) koji se anulira

kada je g(z) =11 g(z) = x. Primenom Leme Brambla-Hilberta dobijamo
‘II‘ < Chrii/2 |9’Hr(o,h), 0.5 <r <2,

odakle je

/Olg(x)dx—h[@—l—nzlg(ih)—l—@]

i=1

§ Ch" ’g'H’"(O,l); 05<r S 2.

Na osnovu ovih nejednakosti, koristec¢i osobine multiplikatora u prostorima Sobolje-

va, dobijamo

X ()] < CRT [| T, 8% () u?=* ()]

Hr(T%.%)

< CW || T84, )

HT(Fi’I:k) ||u3_k()‘ H’“(l“?;k) ) 1l<r<2

kada = € 7{"73_“ a analogna nejednakost vazi i za x € vfg_k. Posle sumiranja po

¢vorovima mreze 5, , dobijamo

s, < OR8]

3—k’

1<r<2.

HT(AF) Hu Hr(D3ky

Konacno, primenom teoreme o tragu [30] i stavljajuéi r = s — 1, imamo

XM, < CRe[ 87 2 <s<3. (4.25)

1,3—

3—k’

Hsfl(Ak) Hu HS(Q37k)’

Ostalo je jos da ocenimo ¢lan ”ﬁfj”ﬁm(yg*. - Primenom leme (4.7) dobijamo

d ou”
(ng (pfz 32’)) Wy (TE_, )

k
(i@au ))H . 0<r<05
3x3_i (91;1 W2T+1/2(Qk)

Koriste¢i nejednakost [36]

: S Chr—i—l/Q

i
|77iz‘ | [/[/21/2 (7§:i,k

< Chr+1/2

e [ Fllwg 0.0, 0<7r<0.5,
1Flla00) < CQ e log L[[Fllyp1i2y, 7= 0.5,
£1/2 ”FHWUQ(O ) r > 0.5,
2

7),
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gde je 0 < € < 1, dobijamo

1 1 _k 2
- Z ($3i + hi3—i/2 * 1—x3;— hk,3i/2) <17”)

k—
xe’YB i,k

k 2
<c g | (5 <pﬁ-ai>)H
h 8953 i 8ZEZ W{(Flg,zk)

8 2
<C’h2r+llg ( ! . 0<r<05
81‘3 i 8.1:% W27‘+1/2(Qk)

1 1 o
" Z (9‘33i + hps—i/2 * 1—w5_; — hk,3i/2> (77”)

e (Gl ) |
= al’g ; u amz W21(Qk)

Stavljajuc¢i » + 2.5 = s i koriste¢i osobine multiplikatora u prostorima Soboljeva,

dobijamo

Hﬁﬁ”w;ﬂ(q,g:i,k)) < Ch*2log 3 Ipiillws 1 aey 1" lws o) (4.26)
za 2.5 <s<31
178z < Ch (g )Y g lulhwgan: (4.27)
Analogna ocena vazi za ﬁfjgfi zamenjujudi pt sa pf’&i.

Na osnovu (4.19)-(4.27) dobijamo trazenu ocenu. O

4.6 Nekoercivan slucaj

Razmotrimo slucaj kada uslovi (4.9) nisu zadovoljeni. Pretpostavimo da je
B (xg, 2h) = B2(xh, 72). (4.28)

Tada je operator L samokonjugovan. Na osnovu toga mozemo zakljuciti da je opera-
tor L + kI samokonjugovan i pozitivno definitan, pa su mu sve sopstvene vrednosti
realne i pozitivne, a jedina tacka nagomilavanja im je +o0o. Odatle sledi da su sve
sopstvene vrednosti operatora L takode realne i vete od —k i da im je jedina tacka
nagomilavanja +o0o. Prema tome moze postojati samo konatno mnogo negativnih

sopstevnih vrednosti operatora L. Oznacavajuéi sopstvene vrednosti operatora L sa
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Ai, 1 =1,2,... zakljuéujemo da postoji indeks [ takav da je:
—K< A< A< <N <0< N1 <

Odgovarajuéi sopstveni vektori u; = (u},u?) su ortogonalni u odnosu na skalarni
proizvod (-,-)r2. Pretpostavimo da 0 nije sopstvena vrednost operatora L. Tada

postoji inverzni operator L™! i delujuéi njime na (4.1) dobijamo
u=L"'f

odakle sledi

lullawnr = I1L7" fllpanr

Primenom Parsevalove jednakosti dalje dobijamo

B 0o fz 2 1/2_ [} /\z‘i‘/f 2 fi2 1/2
s ={ S0 ($) = {2 () v
A+ K i 2 1/2_max N\ + K
Py )\z + K - i )\Z

gde su sa f; oznaceni Furijeovi koeficijenti elementa f: f; = (f,u;), i =1,2,...

< max
3

||f||(L+nI)*17

i

Pokazimo da je koli¢nik % ogranicen. Zaista, za 1 <1 <1 je
)\i+/{_)\i+/{: K _1§i_17
Ai Al |\l RY
dok jezai>1+1
A+ K A+ K K K
= =—+1< —+1.
i i i s A1 *

Na taj nacin, iz prethodnih relacija dobijamo apriornu ocenu

lullanr < callfllpann-1s (4.29)

gde je oznaceno

{ K | A +1}
¢4 =maxq — — 1, —— .
! |\l A1

const.

min; | A

malna po modulu sopstvena vrednost priblizava nuli.

i tezi beskonac¢nosti kada se mini-

Primetimo da se konstanta ¢4 ponasa kao
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Analogni rezultati se dobijaju u diskretnom slucaju. Dakle

HUHLthfdh < C5HfH(Lh+th)_l7 (430>
gde je

{ K K +1}
C; = Mmax < —— —
AV A?H

Operatoru Ly, + kI, pridruzujemo sledeé¢u bilinearnu formu
ap(v,w) = [(Ly, + RIp)v, w| = ap(v,w) + Klv, w].
Na osnovu (4.12) i Leme 4.3 dobijamo sledece
colllly < 1018, ens, < ol (4.31)
gde jecg =mic; =c3+R.
Primenjujuéi (4.30) na (4.15) i koriste¢i (4.31) dobijamo

Cs W? U)]

sup

[2]m < Wl (pprany-1 =
\/_6 WD) \/Ee w#0 Hw]|Lh+fdh

odakle, na isti nacin kao u dokazu Teoreme 4.8, dobijamo apriornu ocenu oblika

(4.16). Napomenimo, da konstanta C' u ovoj apriornoj oceni sada zavisi od cs.

Vazi sledece tvrdenje.

Teorema 4.10. Neka su uslovi (4.10) i (4.28) zadovoljeni i neka 0 nije sopstvena
vrednost problema (4.1) niti problema (4.13). Tada resenje diferencijske sheme

(4.12) konvergira ka resenju granicnog problema (4.1)-(4.5) i vaZe ocene brzine kon-
vergencije (4.17) i (4.18).
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5 Transmisioni problem za jednacine parabolickog
tipa
5.1 Formulacija problema

Posmatrajmo dva nesusedna pravougaonika iz cetvrtog poglavlja: (a1, b;) X (¢,d) i
(ag,by) X (¢,d) pri cemu je ay < by < ag < by i ¢ < d. Neka je a > 0. Neposredno se

proverava da je sa (z1,x2) — (2, x5) gde je

x1—b1
ba @ —00 < w1 < by,
To — C
/o 2a o as+b1 . / —
Ty = a2_b1{L‘1 aa2_b1, b1 < T < asg, 1 Ty d—c
Tr1—ao
- a2+a ay < x1 < 400

zadato obostrano jednozna¢no preslikavanje R? na R?. Pri tome se pravougaonik
(a1, b1)x(c, d) preslikava na jedini¢ni kvadrat (—1—a, —a)x (0, 1), dok se pravougaonik
(ag,by) x (c,d) preslikava na njemu simetri¢an jedini¢ni kvadrat (a,a + 1) x (0, 1).
Zato ¢emo se u daljem radu ograniciti na slucaj dva simetri¢no rasporedena kvadrata,
Sto ¢e nam pojednostaviti izvodenja.

Neka je Q' = (—a — 1,—a) x (0,1) i Q* = (a,a + 1) x (0,1), gde je a > 0.
Oznacimo ' = 9QF = UZ,_ T}, gde je T}, = {2 = (21,22) € T' |21 = —a — 1},
I'y={zelt|rn =—a}, T} ={z el =0}T) ={r el =1}
dok se delovi I'}; granice I'? definisu analogno. Dalje, oznac¢imo Q* = QF x (0,T),
SE=TFx (0,T), 35 =TF x (0,T) i A =Tk, x PN (ki 5 =1,2).

Kao modelni primer, razmatramo slede¢i po¢etno-grani¢ni problem:

85; LRab = f*, (o) € QF, (5.1)

Pyt rfuth o (2,t) € By, (5.2)
0, (z,1) € ZF\XF,

ub(2,0) = uf (), x e OF (5.3)

gde je

0 ou”
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2
0
Pk = f; 6i cos (V% ;) + a*u”, (5.5)

ij=1
(r"uF) (z,t) .= B (x, ") udF (2! 1) AT 7F, (5.6)
rik

V¥ je jediniéna normala na I'* i k = 1, 2.

Granicni uslovi (5.2) na X%\ ¥} ;_, predstavljaju standardne Robinove granicne
uslove, dok na E’fﬁ_  Tazmatramo nelokalne uslove saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog
tipa. Takvi uslovi konjugacije modeluju linearizovani problem toplotnog zracenja
[3].

Pretpostavimo da su zadovoljeni standardni uslovi regularnosti i elipticnosti::

a =df; € L°(QF),  oF e L™(TF),  pF e L®(AF), (5.7)
25 < Z ab&i€; < cf wa Vo e QF, VEeR (5.8)
t,j=1

SaC, ¢ i cf oznacavamo pozitivne konstante, koje ne zavise od resenja pocetno-
grani¢nog problema i koraka mreze. Pri tome, C' moze uzeti razlicite vrednosti u

razlicitim formulama.

5.2 Egzistencija i jedinstvenost slabog resenja

Za dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti slabog resenja koristimo prostore nave-
dene u odeljku 4.2.

Sa u = (u',u?) iv=(v' v?) definisemo bilinearnu formu:
b )

2 k
E (// kj But Ov* dxq dzo +/ aFukor ark
-1 Ok .7 1 al’] aIZ Tk

/ / Bk 3— k’Uk dF3 kdrk>
rk 3k

1,3—1

(5.9)

Vazi sledece tvrdenje:

Lema 5.1. Ako su zadovoljeni uslovi (5.7) bilinearna forma A, definisana sa (5.9),
je ograniéena na H' x H'. Ako su pri tome zadovoljeni i uslovi (5.8), ova forma

zadovoljava Gdrdingovu nejednakost na H' | odnosno postoje pozitivne konstante c,
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1 ¢1 tako da vazi
A(u,u) + e |Julli, > collullfn, YueH.

Napomena 5.2. Ako su koeficijenti o pozitivni i 8% dovoljno mali, onda je bilin-

earna forma A koercivna, ¢y = 0. Dovoljni uslovi su
|8 (z,2") + B2 (2, 2)| < 2/al(z)a?(z!), VaecTly, Va' €li,
ili, grublje, ali jednostavnije

181 oo ary + |82 oo (az) < 214/ ¢h 3,

gde su ¢k pozitivne konstante tako da vazi o*(z) > &, k=1,2.
Na standardan nacin (videti [30]) definiSemo anizotropne prostore Soboljeva H*"
u oblasti Q! x Q2

H*" = Lo((0,T), H) N H'((0,T), Ly).

Neka je (H') dualan prostor prostora H'. Prostori H', Ly i (H')" formiraju Gelj-
fandovu trojku H' C Ly C (H')' (videti [40]), sa neprekidnim i gustim potapanjima.

Takode, uvedimo prostor

W(0,T) = {u ‘ we Lo((0,T), HY), % € L,((0,T), (Hl)')}

snabdeven skalarnim proizvodom

wowan = [ [0, o0+ (Gen Gien) T

Slaba forma pocetno-granicnog problema (5.1)-(5.6) je:
ou 1
E('ut% v +A(U(,t)7 U) = (f(7t>a v)LQa Vv e H . (510)
Lo

Problem (5.10) se uklapa u opstu teoriju parabolickih diferencijalnih operatora u
Hilbertovom prostoru (videti [40]). Primenom teoreme 26.1 iz [40] na (5.10) dobi-

jamo sledece tvrdenje:

Teorema 5.3. Neka su zadovoljeni uslovi (5.7) i (5.8) i neka je ug = (ug,ud) € Lo,
f= ("1 € Ly((0,7), (H")). Tada za 0 < T < 400 pocetno-graniéni problem
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(5.1)-(5.6) ima jedinstveno slabo resenje u € W(0,T), koje neprekidno zavisi od f i

Ug-

5.3 Apriorna ocena

Posto norma || - || g1y nije efektivno izracunljiva ogranici¢emo se na slucaj kada je:
Oprx) [ (21,25, ) | OOn(wa) [ (21, 22, 1))
8x1 aIQ

/fk3 l'l,xg,t t,) fkg(xba:?at,vt)
it —¢]

fk('TthJt) = ka(IIJ‘TQJt) +

dt’, k=1,2

(5.11)
pri cemu fko’fkl,ka € L2<<O’T>7L2(Qk)) = LQ(Qk>7 fk3 € LQ((O7T)27L2(Qk)) =
Ly(R¥), RF =QF x (0,T)?1

pr=Ci(r1+a+1)(—a—m), 1€ (—a—1,—a), C; >0
p2=Ch(xy —a)la+1—x1), x1 € (a,a+1), Co>0
Qk = 031’2(1 — 132), T € (0, 1), 03 > O, k= 1,2

U nastavku, potrebno je da ocenimo polunorme razlomljenog reda u odnosu na
promenljivu ¢t. Pokazimo kako takve polunorme mogu biti predstavljene preko Fu-
rijeovih koeficijenata. Neka je ¢ € Ly(0,7T) realna funkcija definisana na intervalu

(0,7). Njen sinusni i kosinusni Furijeov razvoj definisemo na sledeéi nacin:

ag > gt = . gmt
= 5 —+ ;CLJCOST’ Sp(t) = ;bjSZTLT7 O <t < T,

pri cemu je

T - 4/ T Y]
Jmt 2 . gmt
a; = a;[p] = T/o p(t)cos == dt', by = byle] = T/o p(t)sin=r-dt'.

Poznato je da vazi sledeéa jednakost (videti [2], [29]):

7 | ettt ae= LS o folastul = 3 blelb)
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Za 0 < a < 1 definiSemo polunormu

T | 7\ |2 1/2
p(t) — ()]
|| a0y = (/ / |t—t’|1+2a dtdt') )

Lema 5.4. [25], [30] VazZe sledeée asimptotske jednakosti:

> kaRle) < |elnem), Ve € HY0,T), 0<a<1
k=1
X Vo € H*(0,T), 0<a<1/2
> 6] = [lpllmeom),
k=1 Vo € HY(0,7), 1/2<a<1

dok za o = 1/2 imamo

() 1/2
@mm%ms(zwwﬂ < Cullell i on

pri cemu je

T
1 1
6l 0, = eon + [ (3 + 7 )oloPdt

Teorema 5.5. Neka vaze uslovi (5.7) i (5.8) i neka je ul € Lo(QF), f*0, fF1 2 €
Ly(Q%), 73 € Ly(R¥), k = 1,2. Tada pocetno-granicni problem (5.1)-(5.6),(4.10)

ima jedinstveno reienje u = (u*,u?) € HYY/2 i vazi apriorna ocena:

2

lullF22 < C (HU'S\|i2(m)+|\f‘“0HiQ(QkﬂrHf’“II%Q(QkﬁHf’“Q\!iQ<Qk)+!\f’“?’|liQ<Rk)>-
k=1

(5.12)

Dokaz. Pomnozimo jednacinu (5.1) funkcijom u*, k = 1,2, integralimo po oblasti

QOF, koristeéi parcijalnu integraciju i sumirajmo po k:
Ju ou
a(-,t),u(-,t) + A(u(-,t),u(-,t)) = (fol( ), ul-, 1), — [ pfi(, 1), a—(-,t)
Lo 1 Lo

T
<9f2( 1), 5“( t>)L +/(f3<“"l’f2’tvt>—fsmwz»t,t),u(-,t)nz y
20

|t =t

pri Cemu je fo = (flo,fQO)a pfr = (p1f117p2f21>7 0fs = (‘91f12,92f22) 1 fs =
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—2c1t 3

(f'3, f?*). Pomnozimo poslednju jednakost sa 2e i iskoristimo vezu

<%(.7 t), u(-, t)) . = (%HUH%Q),
9,

o (emuuua) 207l + 267 A 1), (- 1)

(o 2n) /Tf3 o) = o120 s s o
0

|t =¥

Koriste¢i Gardingovu nejednakost i nejednakost Cauchy-Schwartza dobijamo:

0 —2c —2c —2c 1 du
g (7l )+ 2l < lf(conunz + DI, + o 2
1 ou 1
- O F(-. )2
T IR (o NP AGETS
T
+2/ (f3('7t7tl) _f3('7tlut)7€7261tu('7t))[/2 dt' |.
7]
0

Integralimo dobijenu nejednakost od 0 do 1™

Ta T T
/ a(‘f‘z‘“HuHi) d”/ 2c0e 2 |ul[3p dt < / e ful[3 dt
0 0 0

1
+ / c_e_%lt(llfo(-,t)lli +lpfi(OIE, + 1040, 1)]17,) dt
0

Tt / 2cit
t,t —ea AN
o [ [0 B DD gy
0 0

=]
Dalje je,
T ) T T
| (e2otul, aer [ ool < [ c(inc.l,
0 ot 0 0
HIACOI, + 152 DIE,) de

T T
ttl —201t . t) — —2c1t' ,, (. tl
+2// u(? ) € u(? ))LQ dtdt/

t =7
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odakle sledi
. T
%e%fﬂuw;agmwz+cﬂ(wwﬁMJWﬁ@m&

T T
A / —2cit,, (. 21t Yy
R R %
0 0

|t =]

Ocenimo sada poslednji ¢lan desne strane u prethodnoj nejednakosti.

T T
2// St el ) — e ul ), dt dt’
0 0

t =t

T —2c t —2c1t
ae [ [l - CuC O,
— 4e2c1T /) ’t _ t/|2

4€2C1T 7
S [ e, ara

Co€
0 0

Majoracijom desne strane dobijamo:
T
0

£ el t) — ul )2 [t — e Y, )3
e 1 —u-, 7 —ea e T ul-, 7
2 2dtdt’ +2 2 dedt’.
// t_t/‘2 + // t—t/‘2
0 0 0 0

Prvi integral s desne strane nejednakosti se lako ocenjuje:

£ el t) — ul- )3 e NI

// . — L2 gt dt’ g// ke qedt.
t—ty t—t|

0 0 0 0

Na samom kraju, koriste¢i Lagrange-ovu teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo:

[ TII “2at — el 1) [ 1(t — ') (=2¢c1)u(-, ¥)||7
// L2 gt de’ g// 0L g qf
1&—75’|2 15—75’|2

0 0 0 0

T T

t—t
//4 2] ! luC, 1L, 4, o4 <4C§T/||u N2, dt’ <4c§T/||u i dt’

t/’2

He—cht t) 6—26115 ( )

[t — ]2

I, dtdt’ <

St~

Izaberimo 0 < € < 1/(4¢3T). Tada, iz prethodnih nejednakosti dobijamo slede¢u
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ocenu:

HUH%Q((O,T),Hl) < C(HUOH%Q + HfOH%z((o,T),LQ) + Hfl”%2((0,T),L2)

(5.13)
helom + ||f3||i2<<o,T)2,L2>) el 1
gde je
2 2c1T 4 2c1T 2 2c1T 16 2T 2c1T
o= maX{LCf,og,og, ¢ } > 2 max{ch,Cg,Cg,L}.
Co CoE Co Co

Da bi dokaz teoreme bio kompletan, potrebno je oceniti polunormu |u]§{1 12((0.T),La)*
Pomnozimo jednac¢inu (5.1), sa desnom stranom (5.11), funkcijom sin k7t/7T" i inte-
gralimo u odnosu na promenljivu ¢ u granicama od 0 do T'. Ograni¢imo se prvo na

oblast Q. Analogno vazi u Q2. Koristeéi relacije

T 1 T
ou kmt km kmt kn T
; Esn?dt——/o ?ul STdt:—?EGk[U (.]71,.1'2, )],
T a 1 8u1 . kﬂ't T r a . 8u1 _
_\A axl <a11 81‘1) Sin T dt = _Ebk _a_xl (alla_xl) (l‘l, T2, )— R
o ([, out kmt T [0 ul -
- 1 dt = —=b. | — | a}, =—
/0 05172 (a21 0331) S T 2 K _8.73'2 (a21 1'1) (1'1, Z2, )_ )
To oul . knt T 0 oul 7
_/0 axQ (a§2 81‘2) Sin T dt = —Ebk _G_xg (05272) (CL’l, Ta, )_ ,
T 1 1
d ou . kmt T 0 ou
_/0 8x1 (0&2 8x2> S111 T dt = —§bk {8_951 (CL%QE) (xl, X9, ):|

T
/ (flO + Jcll + f12 4 FIB) Sln?dt
0

0| 20 s )| 0 2O )] el 1)

gde je oznaceno

T
13 PNt oy
Flg(l‘17x2,t) :/f (371,:13‘2, bl ’t) z;]:.‘ (:Cl,xQ’ , )
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dobijamo

km 0 ou' 0 ou
O aution 0] = b (a5 Y o) = e (b G ) )

—bk{ai <a222u1)(x1,:ﬂ2,-)} —bk[ail <amg“ )(xl,;@,-)} — b2y, 22, )]

—by, {%fln)(m,:@, -)} — by, {aglwim)(xl,xg, -)} — b [F'3 (1, 3o, )]

Pomnozimo poslednju jednakost sa ay[u' (21, 72, -)], integralimo po oblasti Q' i sumi-

rajmo po k:

ou'
Z/Ql —ap[ut (21, 29, )] dzy dag = Z/Ql { _bkl (anax >($1,$27')}

aglut (z1, 22, )] — by {882 (amgu >(x1,x2, q} aglu (z1, 72, )]
by L)i (a22 g;‘ > (21, 22, q} aglu (z1, 22, )]

e (b ) )l (., )] T, el )

(0, f12)
8%2

—bp[F3 (21, 2o, )] ag[u' (21, 22, )]} dzy das.

(21, 29, -)]ak[ul(xl,xz, )] — bk[ (21, 22, -)] aplu' (21, T2, )]

o7 [ I Y CL ) e
by {a% (@12—2) (21, 22, -)} aglut (z1, 22, )] — by {8(352 (a22 g;) (21, 22, -)}

1 9 , Ou! 1
ag[u (1,9, )] — by 8_:161 a128_.172 (21,22, ) | ak[u (21, 22, °)] p dz1 dzg

=3 [ {ebton o S

+a;2(x1,x2)bk{6“ (21, s, )] [6’u (21, 3, )}

0xo 0o
out 8

+aly (1, )by | (21, T2, ) | @t | o (21, 22, )
0xo 0xy

93



b, (21, )by B—Z(:ﬁl,@,.)} [2“2 (21, 22, )”dxl day
+§:;/Ol{al(x2)bk[u1( a— 1,29, apfu(—a — 1,29, )]

+Z / )bl (21,0, Yagu (21,0, )

—a—1

ot (@) b[ul (21, 1, ag[ul (21, 1 ,-)]}dxl

—i/l/lﬁl(wz,x;)bk[uQ(a,xé,-)]ak[ul(-a,m, )] ds da

I (@) i
+(gz (z1, T2, )> )dxldxgdt+// (( —a—1,1,- ) ( —a, g, - ))2
et} Yarsas [ (#0000) + () Y]
Analogno dokazu leme 4.1, koristedi poznatu e-nejednakost, dobijamo sledece ocene:

[ () (o)
(e Yo [ () s ()

2

O Lo e SN [-L Ou” 22, 0
Tl R 2 R el 81:1 P L
Dakle,
slsg(\a—“ 2 'ai 2 +e'a—“1 L e
TNzl Ly 102l 110711, s
T | T )
Oz La2(QY) Ory g2y € Fa@)

Vaze sledeée ocene:

_i//Ql DR[£ (21, @, )ag[u' (21, 9, -)] dary dg
%i// bl 1 (21, 2, )]* + agfu' (21, 22, -))?) dzy das

1
_—HmeLQ(Ql) Flut L),
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_Z//lek{ gﬁu xl,arg,-)]ak[ul(:pl,xg,-)]dxldxg
:‘Z//Ql (p1 1) belf! (wl,xz,-)])ak[ul(ml,xg,-)]dxldmg
=3 //Q pr(0) i ! (xl,xg,')]ak[g—w(xl,xg,')] day da,

Iy

out ||?
< 1 e+ '—
@ T axl La(QY)
1
o (0, 12
_Z// bk[ (.7 )(xhxg,-)]ak[ul(xl,xQ,-)]dxldxg
o T2
- // o (el 2o ) el o2, e
o1 0X2
ou'
= / el(IQ)bk[f (xlax% )] a (%1,1’2, ) dxl dl’g
k=17 /! L2
oul ||
A e L
211L2(QY)

Koristeéi Lemu 5.4 ocenimo sumu:

b F*2 (21, 2, )] ag[u* (21, 22, -)] dzy day

Ql

fO fol $1,l’2,t)g(371’1‘27t) dxl dl‘g dt‘
< C'sup
g Zk:l fol ’fbi[g(:m, T2, )] daq dzg

0 1/2
X <Z //Q1 kailu'(z1, 29, )] day dx2>
k=1

I F13(2y, a9, ¢, ¢1) 220220 =0(@120.8) 0 Q) At AY
0J0 Q

|t—t']

: CSI;p T , 1/2
<f0f0 fol |9($1,w2,ﬁ1:f,(|£§1,m2,t )] dl’l dx2 dt dt,)

1 INE 1/2
// // ey @) Z w2 OF 4 g gear
o |t—t’|2

< CHfBHLz(Rl)‘U ’Hl/Z((O,T),LQ(Ql)) < _HfISH%Q(Rl) + 5|u1’§{1/2((0,T),L2(Ql))'

Analogno se dobija za u?(x1,z,t). Uzimajuéi dovoljno malo § > 0, iz prethodnih
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nejednakosti, sledi:

|U|§{1/2((0,T),L2) < C(HUH%Q((O,T),Hl) + ||f0||%2((O,T),L2) + ||f1||%2((O,T),L2)
(5.14)

N — r\f3r\%2<<o,T>z,L2)).

Konaéno, za dovoljno malo € > 0 i na osnovu nejednakosti (5.13) i (5.14) dobijamo
(5.12). O

5.4 Aproksimacija metodom konac¢nih razlika

Neka je n,m € Nyn > 2 m > 1, h = 1/ni7 = T/m. Razmatramo uniformnu
mrezu OF sa korakom h u QF i uniformnu mrezu @, sa korakom 7 na intervalu [0, T).
Takode, oznac¢imo w* = @*NO* w, =0, N(0,T), w; =&, N[0, T), wf = w.N(0,T],
yk:wkﬂfk,ﬁfj:w ﬂF”,%] {:L‘Gﬂ“j:0<x2<1} 7 = {z €
W 0< o <1,y ={z ey 0 <o <1}, 9 =\ =
{fr ey —a—-1<uz < —al, v, ={z e —a—-1<x < —a},
')/21]+ ={r ey —a—1<z < —alyy; ={r €733 a <z <a+tl}
vy ={r €% a<m <a+l}, v ={r e a<az <at+l}, 8 =3\
YW=\{Uik}, of =k xwr, ok =3k xw 1 QF =@ x @y, 0,5,k =1,2.
Operatori konac¢nih razlika se definisu na standardan nacin [37]:

pri cemu je (v¥)*(z,t) = v*(x & he;,t), e; je jediniéni vektor ose x;, 9F(x,t) =
vz, t+ 1) i 0% () = oF (et — 1), ik =1,2.
Pored diskretnih skalarnih proizvoda i normi uvedenih u odeljku 4.2, uvedimo

sledec¢e diskretne skalarne proizvode i odgovarajuce norme:

lWMIZ=7 > 1EOP, R =7 ) 1"

tewd tewd
[ DR I L) S| =T pIRICACY: I,
‘ tGwZ-L xE’kaj tGwT
Hvk||i2(w;ﬁ"ﬁl/2(7 =T Z | H1/2 )
tGwT

k k(. +\]|2
k(2 2 [[0"(, ) — o™ )[R
v |H1/2(GJT,L2(wk)) =T Z (t — 1) ’

tt/ Cor, t'#t
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gl

1 1
041, 2y = 1V a7 Z(HT/Q+ _HT/Q)HU’“('J)]I%,

|[Uk]|iz FoHV @k T Z | |H1
tEwT
Hvk”?p,uz(leT) = |[Uk]|iz(wj_-7H1(o—Jk)) + |'Uk|§_11/2(a,_r’L2(@k))-

Za v = (vt v?) iw= (w', w?) oznacimo
[o,w] = [, W' + V" w2, ] = [v,0],

]l = [ M @) + 07l @)

011002 = |[Ul]|§{171/2(Q}1”) + Hvz]\izl,l/z(QgT)-

ht

Takode, definiSemo Steklovljeve operatore usrednjenja sa koracima h i 7 [38]:

1
T fF(x,t) = / (x4 hale, t) dal = T f¥(x + hey, t) = Ty f*(x + 0.5he;, 1),
0

T Rz t) = 2/ (1 — 2}) f*(x &+ hale;, t) da, 1=1,2,
0
i

T, fF(x,t) = / o, t +rt)d = T; f* (@, t + 1) = Tif* (@, t + 0.57).
0
Aproksimiramo pocetno grani¢ni problem (5.1)-(5.6) slede¢om eksplicitnom she-

mom konac¢nih razlika:

vt—i-th—fk, red®, tew,
(5.15)
v*(2,0) = ub(x), r € k=1,2
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pri cemu je

2 au) 1 12 ~1,1 1,1
D Vg, — a12 +a } - (a12 U@)ml
1 1 1(,1 .1
_(“21 “xl)@ 3 (%2 Uwz)f 2 (a22 "sz)
I 1 1 y+1 1 \+2
2 arjt+(agq) 1 1,1 1 ,,1 azst(az,) 1
h - 2 vxl - 011211502 - a’?lvafl 2 /UZ'Q
+(al + ab],
[ 1 1 y+1 1 1 \—2
2 aj+(aiy) 1 1,,1 1 azot(ags) 1
AT T2 Uny T GV, A9 U + T g,
~1 . ~1y,,1 1,1 1,1
+(ag + ag)v ] -2 (a12 U@)M —2 (a21 le)@,
LIU = 2 a11+(‘111) 1 +
" h T% tap—5ta
o .l
3 (. 2), 020 J (a0, )@
(11 11 1 1(1 1
(“21 %)m 2 (“22 Uz, ) 7y 2 (%2 ng)x ’

1 1 \—1
apt(a) ™ 1 1,1
[ D) Uz, T G190,

- [8'(a,
o 2 (aél Uf%‘l).’ﬂg’

1 1\—
1 agst(aszs) 1
+ 2 Uf2

B, v2<->1ﬁ1],

i analogno za ostale ¢vorove mreze,

=N

+(ag + ad)vl
—2 (a%2 U3132):f

|:a}1+(“%1)_

5 .t a12v + a21v

2
h
+(at + &%)vl

L?v se definise analogno,

TRT3T I, € wh

fE=Q TETL TR zerh/oeqk

TETET % weqd
ok =T o, T ENEUANE, i=1,2,
af = T**ak T €~ i=1,2
i
- T3 8%, T EV g p
T§i5k7 S 71 3—k-

rEw

T €My
r=(—a—1,0)
r=(—a—1,1)
T € Y

z = (—a,0)
r=(—a,l)

T € Y3 U sy
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Diferencijska shema (5.15) moze biti predstavljena kao eksplicitna operatorska

diferencijska shema na sledec¢i nacin

vy + Lyv = f, v}tzozuo, (5.16)

U nastavku ¢emo pretpostaviti da generalisano resenje problema (5.1)-(5.6) pri-
pada prostoru Soboljeva H**/2, 2 < s < 3, dok ulazni podaci zadovoljavaju sledece

uslove glatkosti:

al € HH(QF), o e H*7¥(TE), o eC(T¥), preHH(AF),
(5.17)
fEe B2 QN uf e HUNQY),  kyij=1,2

Razmotrimo bilinearnu formu Ay, (v, w) pridruzenu diferencijskom operatoru Ljv:

2 2
1
An(v,w) = [Lov, w] = 5 > [[aﬁ-vfi, Wik + (@il wh e

1
"’[ais—z‘vig_i, wi)k + (af,?)—ivlz_;g_i? wlg—;]k} +h Z avtut
zeyF\vy
h ! I~
EDIC IR TRV DD M AT I

Ty 9567{6,3—1@ fﬂle’ﬁik

gde je

S o) =3 vl +% 3 o).

mE"yfj xeﬁ“j xévfj*

Vazi sledece tvrdenje:

Lema 5.6. Neka koeficijenti af;, o i 8% zadovoljavaju uslove (5.7), (5.8) i (5.17).
Tada, za dovoljno mali korak mreZe h, postoje pozitivne konstante co, c3 @ ¢y tako

da je zadovoljena sledeca nejednakost
csl[v]l — callv]]” < An(v,v) = [Lav, v] < eal[v][7-

Dokaz je analogan dokazu Leme 4.3.

Definisimo operator Ly na isti na¢in kao Lj, zamenom o sa 1 i ¥ sa 0. Dalje,
neka je Lpy = L, — Lpg. Operator Lyg je samokonjugovan ( [Lpov,v] = [v, Lpov]) i
pozitivno definitan, dok je operator Lj; podreden operatoru L. Preciznije, sledece

tvrdenje je zadovoljeno:
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Lema 5.7. Neka koeficijenti aU, o i B% zadovoljavaju uslove (5.7), (5.8) i (5.17).
Tada, za dovolyno mali korak mrezZe h, postoje pozitivne konstante cs, cg and c; tako

da je zadovoljena sledeca nejednakost
cs|[v]lzn < |[VIIZ,, = [Laov, o] < csl[v]f3,

[Lnav, w]* < erl ] [[V]] 2| [w]] ][] 2,

Dokaz je analogan dokazu lema 5.1 1 5.6.
Diferencijska shema (5.15) je efikasno izracunljiva. Ako je korak po vremensko]

osi 7 dovoljno mali, shema je takode stabilna u smislu sledec¢eg tvrdenja.

Lema 5.8. Neka su pretpostavke Leme 5.6 zadovoljene. Tada postoji pozitivna kon-
stanta cg takva da za T < cgh? resenje diferencijske sheme (5.15) zadovoljava sledeéu

apriornu 0Cen

TZ| |Lh0—i—7' Z t_t,() t/)]| <C’(|[u0 |2+7_Z| h01>

tewt t,t'€wr, t'F#t tewr

pri cemu je
PGl = L £ 1), FC. 02 = sup “h( H)L =

Lema 5.9. Neka vaze pretpostavke Leme 5.8. Resenje diferencijske sheme
vy + Lpv = ¢y, v‘t:():()

zadovoljava apriornu ocenu

2

(- )]? k112
T Z ‘ |Lh0 + T Z t . t/) S CZ H¢ ] H1/2(@7—,L2(&;k))'

tewt Lt €Dy, t#t k=1

U oba slucaja konstanta C' zavisi od T: C =< O e“?7.

Dokazi obe leme izvode se analogno dokazima Leme 6 i Leme 7 u radu [23].

5.5 Analiza greske diferencijske sheme

Neka je u = (u',u?) reSenje pocetno-grani¢nog problema (5.1)-(5.6), i neka je v =

(v',v?) regenje diferencijske sheme (5.15). Greska z = (2!, 2?) = u — v definisana na
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oblasti Q}_ x Q% zadovoljava sledeée uslove

zt—i-Lhz—z/Jk, z € o, tcw,,
(5.18)
2F(z,0) =0, r €k, k=1,2

pri cemu je

( 2
1 § : 1 1
ét + nij,a’civ rTew,

ij=1
~ 2 2 ~ N 2
§t1+g77%1+%77}2+7751,5c2 +n%2,3‘:2+ﬁgla 5567111,
¢1: ft 7 (7711+7712+7721+7722+§1 +C2) r=(—a—1,0),

~ 2 2 _ B B 2 2
ftl h(7711) 1‘%(77%2) 1+77%1,i2+7752,i2+EC1+EX17 $€’7112:
étl + E [_(77%1)_1_ (77%2)_1“‘ ﬁ%ﬁ‘ Mg+ C11+ C21+ Xl} , L= (—a,O),

i analogno za ostale ¢vorove mreze,

\

¢lan 12 se definiSe analogno,

EF = uk — T2T2u", z € wh,
z 2+
¢F =uh - TPFTF b, T €V /T €Y,
z 24 24
&8 = uh — TETT b, x ek,
ouk 1 . A
E _ 2 otk k k\+if, k \+ k
Ny = 17°T5 T, (a’ij _8 D) [az]ul’] + (aij) Z(U@-) ‘, TEew,
. Ouf af + (ak)*
~k +2+ 4 k
U T T3 zT < COxs - 92 < u:viﬂ x 673 i,1 / T 673 1,29
7
ouk
+r24+ et [k k k k—
i T35 (%3—2' ors ) g3 Ugy ;> T € V3419
~ —1
Niz—i = Ok
+r2— et u ko ik O\ k-
T T3 ZT ( 13 % a$3 > - (ai,3—i) Z(ua':g,_i) 27 U 7371',27
—1
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¢ = (TPab)ut — TRT (ofu®),

YIS %ffz‘,l U 7:?4,27
¢F = (TP oMk — TP (aFub),

T €,

= / T )T ) T

9 T € ’753—197
@ €Ty ¢
= [ TP T g AT
T
—h Z T2EB% (x, 2" (2!, 1), x Evf*?)_k.
S

Izveséemo odgovarajuéu apriornu ocenu diferencijske sheme (5.18), koju éemo
koristiti u analizi greske.

Preuredimo sabirke greske ¢ na slede¢i nacin:

n=nh i, =8+, =gy

gde je

h o)
=4 T+T+<

. Ouf A A
, T € Y3, T € Y3,
3 Dzs_; Qy; 8951)) V3—i1 / Y3-i,2

h 0 h Pt
_k — 4t ot
,r]i,?)—i_:l:gjjzﬂ <a <13 1831>):F2TT (z?) 28x3 Z)
h our
+2 T+T+( ( ﬁg " D )>7 S 7§—i,1 [z € ’Yétma
& =57

ouk
T3—i<%>? T e %kl /x € ’Yfm

= h 8u h ouF

Koriste¢i grani¢ne uslove (5.2) dobijamo

f Af%dz_’_ul—i_y +I{ xe’%ﬁl/xG’Y@g? Z':]-727

gde je

h ak3_-8uk
N =T T
’ 3 st ( ak 8t>

h o [afs ;)\ ouF
i —¢3T32 T, (83:3 (&Z)at)’ T €Y [ T €Ny

k k
TEY /T E Y,
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h ok ou¥
v = 3 ST (a_kﬁ ; z € 7 U,

h

— T3, L Bk (x, 2 0w (z/,t) A3k x €AY
/ik _ 3 25t alfl F‘;’,;’“ ) ot ’ 1k ) 1,3—k>

0, ey, (,7)#(1,3—Fk).

Na slican nacin, odredujemo

(M = M+ AL = A5) + g + v+ py + g, z=(~a—1,0),

o

£ = ) )
M=M=+ A] +pl+vi +pb+m3+r 2= (—a,0),

o

gde su Al i A} isti kao ranije i

h
Hi g it (9x3 i

13 z)

h al du
1 ok

. (%‘t)

)

vy = 33115

1
o=y (o [ s O (a1 ars),
aj, ot

3 r2,

analognu reprezentaciju dobijamo za ostale ¢vorove mreze 7} i 2.

Sledecée tvrdenje je jednostavna posledica lema 4.3, 4.4, 5.8 1 5.9.

Teorema 5.10. Neka su pretpostavke Lema 5.8 i 5.9 zadovoljene. Tada reSenje

diferencijske sheme (5.15) zadovoljava sledecu apriornu ocenu:

2l e < OZ{ /266, o) +Z( i lir + 16 s ) + I0¢ ot
2

'Lj 1
th Y Ay r vz, +hZ|A’“I|L2 wr iy + ARl
2,5,0=1 4,j=1
2
S (g Al ) + oy flos £ 305 Ik o+ >||T)}.
1,7=1 i=lgeqk

(5.19)

5.6 Ocena brzine konvergencije diferencijske sheme

U skladu sa Teoremom 5.10, problem odredivanja brzine konvergencije diferencijske

sheme (5.15) se svodi na ocenu ¢clanova desne strane nejednakosti (5.19).
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Teorema 5.11. Neka su pretpostavke lema 5.7 i 5.8 zadovoljene i neka je 7 < h?
(tj. coh? < 7 < cgh? za neke pozitivne konstante cg i co). Tada resenge diferenci-
jske sheme (4.15) konvergira reSenju pocetno-grani¢nog problema (5.1)-(5.6) i vaze

sledeée ocene brzine konvergencije

1
[[u — v]\H1 12 < OR*! Ulogﬁ (1 + max @] grs-1(ny + max ||

+max HB’“|]HS_1(M)> lullgosrs,  25<s<3

s— k
Hs=3/2(TF)

3/2
[u — v]|H1 12 < Ch? (log h) (1 + mex |k lm2eom + max ||a || prasz (k)

o+ max |8 2 an)) s, 5=

k

Dokaz. Clanovi 772’-‘;- u unutrasnjim ¢vorovima mreze " mogu biti ocenjeni na isti

nacin kao u slucaju Dirihleovog pocetno-grani¢nog problema (videti [15]):

TR () < O Al e o 1

tewy zEwkUYE

Hss 5/2(Qk) 2 < S S 3

U grani¢nim évorovima 7% mogu biti predstavljeni na slede¢i nacin

= 775;,1 + 775,2 + 775,3 + 775’,47 S 7§:i,0.5:p0.5=
gde je
au ouk
_ et + k ++
77111 T T ( awz> - (T‘z aiz’) (7_; T;f axz>

a4+ ak ™t ouk
775,2 N [(T;ag) B T} <T+Tt+ 8%)

k kTl k k
k a;, + ay; ( 4y OU ) ( +ou )
K= (T — (T
"ii;3 2 [ ‘ ox; b ox; )|

b= Trmg (o 5) - (dh ) 7 5 1 (5 (dh ) )

Clanovi 775’,1 zal = 1,2,3 zadovoljavaju iste uslove kao ¢lanovi u [15], pa se primenom
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leme Brambla-Hilberta dobija:
PR S ) < ORI e s g [ g 2 <5 <3 (520)
tewr IG’Y:};:i,oU'Yg:i,l

k ouk Ws 1,(s—1)/2

il dz;

koji se anulira za w = 1, 1, 22, t. Primenom leme Brambla-Hilberta [5, 11] i osobina

Za s > 2.5 ¢lan nk 4 Je ogranicen linearan funkcional od w = a;

multiplikatora u prostorima Soboljeva [31] dobijamo sledeéi rezultat

ool p Ouf 2
T Z h2 Z <77274)2 < Ch’2 2 5 O, lws—1(— 1)/2(Qk)
tewr mEvg__iOUW;f_i 1 v (521>
s— k
< Ch2 2 Ha’mHWS 1 Qk ||u ||2 SS/Z(Qk) 25 < S S 3

Sliéno, u grani¢nim &vorovima, ¢lan n¥, . mozemo predstaviti na sledeéi nacin

k k k k k k—
Mig—i = Miz—i1 T Mig—i2 t Miz—iz T Miz—i4 T € Y34 0.570.55
gde je
ouF ouk
2+
7713 zl_T+T3 th+< 13 1631) T+T+< 13 zaxB 1>

$§T+T+<ai ( ﬁgi%D,
i = 1T (o ) =1 (oo o)

131831 231(91'32

h o ouk
N T+T+ ko
9 i Tt (3% <a2’3_’ 8:6;;))’
auk auk h (92uk
o T-‘r _ Ti | — ) £+ = T+T+
nz3 3 T |: (81’3 z) 31(8273_7;) 2 ! (axgz)],

h O*uk 9*uF
77?,3—@4 = 12 [T+T+( Qi3 8 > - aii&—i Tﬂ? (aﬁ)} :

)

Clanovi nfs_;, i n¥y_; , zadovoljavaju ocene analogne (5 21). Za s >25iaf;; €

C (Q) clan nf's_; 4 je ogranicen linearan funkcional od u* € Wy’ /2

koji se anulira za
uF =1, 1, 79, t, 12, 1179, r3. Primenom Lema Brambla-Hilberta i teoreme potapanja

u prostorima Soboljeva dobijamo sledeci rezultat

T Z h2 Z (775,3—2',3) < OhQS ? || Qi3 z||C’(Qk)||ukH2 SS/Q(Qk)
tewr x€7§7i0U7§72‘ 1 (522)

< Oh?s 2 Haz?) z||V[/5 1 (QF) ||uk||2 s, g/Q(Qk) 25<s S 3.
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Clan 7f;_; , mozemo oceniti direktno. Nekajei =2, k=1iz = (—a—1,22) € 7.
Tada

r2+h t+7 -732

h 2 dal y 0?u!
77%,1,4(93,75) :§h7 / // 8:15221 2)8—m§(_a_1’$2’ )d:B dt’ dxg,

dok za ostale grani¢ne ¢vorove, i takode za ¢ = 1, vazi analogna integralna reprezentacija.
Isto vazi za k = 2. Otuda

2

dak, . O2uF
Tzhg Z (nfs_4)" < Ch* = u2
o 0x; 0xt ||, sk
tews  zevhT,, Lo(Tk,) 2(3i) (5.23)
Na osnovu nejednakosti (5.20)-(5.23) dobijamo
(755 i < CP 7 llagg gm0y sz ey 25 <5 < 3. (5.24)

Clan £¥ u unutrasnjim évorovima mreze je ocenjen u [15]. U grani¢nim ¢évorovima,

k

za clan &F vazi analogna integralna reprezentacija kao kada x € w”*. Otuda, vazi

sledece
113 ]|W1/2( L@@ty < Ch*~'y/log + ||a s Q,€)||u ||W s2gryy 2<s<3. (5.25)
Clanovi ¢* na granici a’g_@k mogu biti predstavljeni na slede¢i nacin
¢" = (TPa¥) (uf = TETF ) + [(T20") (TPT; u) = T2 (" Tiub) | = GGy + G

Za s > 251ia" € C(T% ik) Clan (% je ogranicen linearan funkcional od u* €
A 0 i) koji se anulira kada je v* = 11 «* = x3_;. Primenom Leme

Brambla-Hilberta i teoreme potapanja u prostorima Soboljeva dobijamo

||C(])€1||g§ < Chs_l||04k||c(rlg_i,k)||Uk||W;—1’<$—1>/2(2§717k)

(5.26)
< Ch e

kHWS 3/2(F3 k)HukHWjS/Q(Qk)’ 25 < s <3.

Clan ¢k, je ogranicen bilinearan funkcional od (o, T} u¥) € Wi (T, ) x Why (T4, 1),

q—2

q > 2, koji se anulira kada je u* = 1 ili T,7u* = 1.
Primenom bilinearne verzije Leme Brambla-Hilberta, teoreme potapanja u pros-

torima Soboljeva i Holderove nejednakosti, posle sumiranja po ¢vorovima mreze
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fyé“_i’k dobijamo sledeéi rezultat

||§(l)€2||y§_i,k < Chr+p”04k||vv;(rg_iyk)||Tt+uk||W§q/(q72)(rg_iyk)

< Ch™P|l”|| , 0<r<1, 1-2<p<L

1_1
379k

THuF 1
Wi 1T erf*é

k
3—i,k)
Sumiranjem po ¢vorovima mreze w; i primenom teoreme potapanja i teoreme o

tragu dobijamo

k r+p k
IGhllot o < R N0ty
r+p k k
< Ch™|la ng*%*%(rg%k)”u |\W§+%+g,%<p+%+%>
< Chrer k
=~ HC( HW;H?i%(ngi’k)

k
[l +$é(p+%)(z,§ »
ik

S

Q%)
k
[u HW2r+p+1,%<r+p+1)(Qk)'

Konac¢no, stavljajuéi r +p = s — 1, dobijamo

Il < OH b lyysgy ey 2<5S3 (6.27)
Na osnovu (5.26) i (5.27) sledi
(e - Chs—l||ak||W;_3/2(F,§%)||u’“||W;,s/2(Qk), 2.5 <s<3. (5.28)

Za x € 5%, dobijamo

¢ = (TPa¥) (u — i) + [(T2ab) (T b) = T2 (0 )] = ¢ + G

(2

Zar > 051a" e C(I'f;,) clan (i je ogranicen linearan funkcional od u* €
W3 (0,T) koji se anulira kada je u* = 1. Primenom Leme Brambla-Hilberta, teoreme

potapanja i sumiranjem po ¢vorovima mreze w_ dobijamo

Il < CTT||Oék||C(r§_Z.7,€) lu(z, ) lwg o)

< ChQT"&k"W§T71/2(F§_i’k)HukHWQZTH’TH/Q(Qk)’ 05 <r< 1,

i stavljajuc¢i 2r + 1 = s,

Ik, < Chs_1||ak||w2573/z(r§7 k)||uk||W2$,s/2( 2<s5<3. (5.29)

- i, Qk)’
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Zai=1,k=1ix=(—a—1,0) imamo

/

2 h
C112(_0J - 17 Oa t) = %/(; (1 - %)al(x/la O) [Tt+u1(_& - 17 Oa t) - TtJrul(x/la O?t)} dxll

/ / 1 — Lol (2],0) 8(’1;’1 w) (27,0, t) da'{ dz).

Analogne reprezentacije vaze za ostale ¢vorove x € 7! i takode za i = 2, kao i za
k = 2. Otuda,

(T, u*) H

c5] < Ch ¥l || =5

K +, K

pri ¢emu, posle sumiranja po ¢vorovima mreze w_, dobijamo
ls Hfgcnumﬂ|53mwhw)mﬁmﬁﬁaww 5> 2. (5.30)
Na osnovu (5.29) i (5.30), za = € 7§*, ., dobijamo

Ocenimo sada |[77UHL2(W WA ) Primenom leme 3.6 dobijamo

0 ¢, out
& (W(aﬁ' aZ)) Wik,

0 . Ouf
T( (ak 5 )H . 0<r<o0s
8x3 i axz W2T+1/2(Qk)

Koriste¢i nejednakost [36]

_k +1/2

< thr+1/2

e[| Fllwg0,1) 0<r<0.5,
1Fla00) < CF € Tog L IF s, =05,
81/2 HF||W1/2(0 1)’ r> 05,
2 )
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gde je 0 < € < 1, dobijamo
1 1 2
h nk
Z (xl + h/2 * l—x; — h/2> (7:)

T+( 9 (a,k auk>) H2
t 61’3_1‘ “ Ox WT(Fk_

3zk)

2
T g <ak8“>  0<r<05
al’ 34 " 8$7, W2T+1/2(Qk)

S Ch2r+1 log%

1
< Ch2r+11 -
S og h

hd (xl—i—h/Q 1—;1:i1—h/2> ()"

E’Y3 i,k
(ax (Cliz 9u ) H )
3—1 VVl (QF)

Na osnovu dobijenih nejednakosti, sumiranjem po ¢vorovima mreze w_ , stavljajuci

1
< Ch?log® =
< g L[

r + 2.5 = s i koris¢enjem osobina multiplikatora u prostorima Soboljeva, dobijamo
170 sy < O 2 l0g E ok lgvion 68y (5:32)
za 2.5 <s<3i

”ﬁzki||L2(MT,W21/2(7§:Z,J€)) <Ch (log h) ||a ”W2 QF) ||u||W3 3/2(Qk) (5'33)

T —k k k
Analogne ocene se dobijaju za 7)7;_; zamenom az; sa a;'_;.

Clan AF je slicne strukture kao 7]@] Primenjujudi slican postupak za 2.5 < s < 3

dobijamo
k ey e k
”)\ HL2 (wr W 1/2( k— S Ch*™ 10gg 7]'6' HU HW;’S/Q(Q’“)’
@ w2 am)
gde je || - ||M(W;*2(Qk)) norma u prostoru multiplikatora u W52(QF) [31]. Dalje,

za 2.0 < s < 31 q > 2, koristec¢i osobine multiplikatora u prostorima Soboljeva i

pretpostavke (4.7), dobijamo

k

Qi3
k
ii

<C

M(W5~2(QF))

<C <Ha§,3—iHqu(Qk) + Haﬁqul(m))
Wh©k)

<C (||aﬁ3—z‘||vv;*1(m)) + ||afz‘||w25*1(m))> :
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Konacno,

IS g 2oy < C 210 & (Tl
et (5.34)
+Hai‘,3,iHW;-1(m)) [ sy, 25 <5 <3
i analogno
3/2
1A k”sz W2 (k) <Ch( %) (Ha HW2
(5.35)

+Hai,3,i||wg<m>)uu lyssmge,  5=3

Zar > 051 alf, afs ; € C(QF) élan AM* je ogranicen linearan funkcional od

uf € W3 (0,T) koji se anulira kada je u* = 1. Primenom Leme Brambla-Hilberta,

kao u slucaju ¢f dobijamo

Nl < Ch 2 lazs il gy 1 v 2<s<3. (5.36)

Q%)

Clanove ¥ i u¥ mozemo oceniti direktno:

ok ouF ok
[V/]lox, < Ch||—; = Ch‘ — HukHWS,S/z(Qk)
i La(sk,) @i llo(rk,) ’ (5.37)
< Ch (||ak||wé vaeny + kg o ) le sy 5> 25

[1lox, < Ch (Ila sy + llag s llws—1 (e ) [l sz ey 5> 25 (5.38)
Clan Xk mozemo predstaviti na slede¢i nacin
X" =X+ x5,
gde je

/
&= [ T T A = b Y T T ),
1 P e:yiik k

1 Y7 T ) [T ) - )]

1 ~=3—k
TTEV L

ako © € {3 y, dok se za = € e %_x operator usrednjenja T3 zamenjuje sa T3 ili

T3*. Oznacimo

h=1(o) = [ gta)de =5 1o(0) + 9(h)]
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Za r > 0.5 I(g) je ogranicen linearan funkcional od g € H"(0,h) koji se anulira

kada je g(z) =11 g(z) = x. Primenom Leme Brambla-Hilberta dobijamo
‘II‘ < Chrii/2 |9’Hr(o,h), 0.5 <r <2,

pri cemu je

/Olg(x)dx—h[@—l—nzlg(ih)—l—@]

i=1

§ Ch" ’g|H’"(O,1)> 05<r S 2.

Na osnovu ovih nejednakosti, koriste¢i osobine multiplikatora u prostorima Sobo-

ljeva, dobijamo

Xi(z, )] < O™ || TZB% (@, ) T, 1)

Hr(T5%)

< Ch" || 1554z, )|

7;+u3_k('7 t) ‘

1l<r<2

i || i
Hr(T3.7) Hr(T3.7)0

kada x € 7{",3_ w dok za x € fo;_k dobijamo analogne nejednakosti. Posle sumiranja

~ . v — k .e
po Cvorovima mreze 073 dobijamo

A lat,, < OB ]|

HT(AF) ||u3_kHHm'/2(2§;’“)> 1<r<2.

Konacno, primenom teoreme o tragu za anizotropne prostore Soboljeva [30] i stavlja-

ju¢i r = s — 1, dobijamo

37k|

|[X]1€]|5Jf737k S Chs*l Hﬁkl Hsfl(Ak) Hu HS7S/2(Q3*’C)’ 2 <5 S 3 (539)

Oznac¢imo

t+7
L= hlg) = Tio) —gt) = 7 [ o(t)a —o0),

I5(g) je ogranicen linearan funkcional od g € H"(t,t + 7), r > 0.5, koji se anulira

kada je ¢g(t') = 1. Primenom Leme Brambla-Hilberta dobijamo
1] < Crr1/2 |g|HT(t,t+T)7 05 <r<1.

Na osnovu ovih nejednakosti mozemo zakljuciti da je zadovoljena sledec¢a nejed-

nakost

X5, Ol < CT 7218 loam max [Ju*™ (2, )l eorn),
x'ely,
pri cemu posle sumiranja po ¢vorovima mreze 5’1‘“73_ > primenom teoreme potapanja
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i teoreme o tragu u prostorima Soboljeva, dobijamo

HXISHafgfk < C7" 8% loan max, [ (', ) | o)
) z,/

1k

<7’ HﬁkHHzr(Ak) HugikHH2’I‘+1,’I‘+1/2(Q3—I€), 0.0 <r<1.
Koriste¢i pretpostavku 7 =< h? i oznacavajuéi 2r + 1 = s, dobijamo

D]lor, < CRH|18Y| 2 <5< 3. (5.40)

Hs—1(AF) Hus_k||HS’S/2(Q3*k)’

k

Clan " mozemo oceniti direktno:

oud~ k 2
"z, 1) < C118" | cean (/ /Fd ) ( “ : ’)) dFS_’“dt’>

Posle sumiranja po évorovima mreZe &5, ,, dobijamo

1/2

k k ousk
[ lse, < CRIIB* llogar
el T s (5.41)
S Oh H/BkHHS 1 Ak Hug k’ HS’S/Z(QB_k)7 S > 25
Tvrdenje sledi na osnovu (5.20)-(5.41). ]

5.7 Numericki eksperiment

Test primer je problem (5.1)-(5.6), sa a = 1, T = 0.001, L*u* = —Au* k = 1,2,
Bl = % = (xg + 1/4)(7/4 — x3) (2 + 1/4)(7/4 — 24), dok su o', o, ub, ud, f1if?

definisani na takav nacin da je u = (u', u?),

ul (w1, 22, 1) = (=21 — 1/4)(9/4 + 1) (w2 + 1/4)(7/4 — 22)e ",
u?(wy, T9,t) = 2 (11 — 1/4)(9/4 — x1) (22 + 1/4)(T/4 — x9)e™*

tacno resenje problema (5.1)-(5.6). Dakle,

ot (=2,m9) = &, al(21,0) =&, al(z1,1) = &, a'(—1,22) = 2.045312,
a?(1,z9) = 0. 911328125, o?(x1,0) =2, o?(z,1) =3, o?(2,m0) = 2,

US( )—2(%—1/4)(9/4—$1)(332+1/4)(7/4—562)
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[ 1, we,t) = 2(—x1 — 1/4)(9/4 + 21)e" + 2(x + 1/4)(7/4 — x2)e™!
—(=21 = 1/4)(9/4 + 1) (w2 + 1/4)(7/4 — wa)e™,
(1,0, t) = 4(xy — 1/4)(9/4 — 21)e b + 4(wy + 1/4)(7/4 — z9)e™!
—2(zy — 1/4)(9/4 — 1) (22 + 1/4)(7/4 — x9)e".

Problem (5.1)-(5.6) je aproksimiran diferencijskom shemom (5.21). Posto su

ulazni podaci glatke funkcije, Stekljovljevi operatori usrednjenja nisu koriséeni.

U Tabeli 2 prikazane su vrednosti greske i red konvergencije(CR), dobijen dvostru-
kim principom mreze,u dve tacke A = (—1.5,0.5,0.001) € Q'i A% = (1.5,0.5,0.001)
€ Q2. Svi proracuni su uradeni u programskom paketu Matlab 7.9.0.529. Numericki

eksperiment daje potvrdu teorijskih rezultata.

Tabela 2: Greska i red konvergencije (CR)

Mreza Al A?
h T Greska (CR) Greska (CR)
0.125, 0.00004 2.2258e-008 4.2773e-008

0.0625,  0.00001 4.3861e-009 (2.3433) | 8.7712¢-009 (2.2859)
0.03125, 0.0000025 | 1.0957¢-009 (2.0011) | 2.1915e-009 (2.0009)
0.015625, 0.000000625 | 2.7394e-010 (1.9999) | 5.4787¢-010 (2.0000)

5.8 Faktorizovana shema

Eksplicitna shema je ekonomic¢na, s obzirom da se vrednosti resenja v na vremenskom
sloju t = t;;1 neposredno izracunavaju kada su poznate vrednosti resenja v na
prethodnom vremenskom sloju ¢ = ¢;. Lako se vidi da je ukupan broj aritmetickih
operacija koje je pri tome potrebno izvrsiti proporcionalan s brojem ¢vorova mreze
olUw?, tj. O(n?). Medutim, na osnovu leme 5.8 mozemo zakljuciti da je eksplitictna
shema uslovno stabilna. Uslov 7 < cgh? predstavlja jako ogranicenje: usled njega
mreza mora biti znatno guséa po ¢t nego po x.

Za razliku od eksplicitne sheme, implicitna shema je apsolutno stabilna i konver-
gira istom brzinom kao i eksplicitna shema. Medutim, ova shema nije ekonomicna,
jer se na svakom vremenskom sloju zahteva reSavanje dvodimenzionalnog eliptickog
diferencijskog problema.

Razlicite metode promenljivih pravaca [37] objedinjuju dobre osobine eksplic-
itne i implicitne sheme, tj. one su apsolutno stabilne (bez obzira na odnos koraka
h i 7) i ekonomicne (broj aritmetickih operacija za prelazak na slede¢i vremen-

ski sloj istog je reda velicine kao u sluc¢aju eksplicitne sheme). Posebnu grupu
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medu njima ¢ine faktorizovane sheme. Uzimajuéi u obzir specificnosti problema
(5.1)-(5.6) aproksimirac¢emo ga slede¢om dvokomponentnom faktorizovanom difer-

encijskom shemom:

(I' + o' T A (I + o' T A2l + Liv = 1, o', =up, (5.42)
(I% + > 7 AP (12 4 027 A2)0? + L2 = f2, UZ’t:o =, (5.43)
gde je
( 1 1 1 1 ( 1 1 1 1
—VUpz,, L1 € w Uy U, Ugyz,s T2 € W U Uy,
1,1 _ 2 4 1 12,1 2 1
Av = ——Uy, T EN, AN = — =V, T E Yo,
h h
2 4 1 2 4 1
L E’U:Ep T € Y2, L E’Ui‘w T € Y2,
( 2 2 2 2 ( 2 2 2 2
—Vpz L1 € w” Uy U, —Vpyzys T2 € WU Uiy,
21 2 2 _ 2 2 2 _
A = __%2:17 T e ”yfl, A = ——219262, T e 731,
h h
2 ) 2, )
\ EU:EN T € Vg, \ EU@’ T € Yo

i I* identicki operator, I*v* = v*. Ovde je o* € [0, 1] slobodan tezinski parametar.
Za o* = 0 shema (5.42)-(5.43) se svodi na eksplicitnu shemu.

Pisuci u (5.42) razliku po vremenu u razvijenom obliku dobijamo
(I' + o' A (I + o' 7AP)0 = ¢' = (1T + o' 7 AY) (I + o' T AP0 + 7 (fl — L,llv)

Odatle vidimo da je za odredjivanje ¢! potrebno invertovati operatore I +ol7A! i

I'+o'7A2. Ako se ¢vorovi mreze !

numersu na pogodan nacin (redom po vrstama,
odnosno kolonama) ovim operatorima ¢e odgovarati trodijagonalne matrice. Tako
se problem svodi na resavanje dva sistema linearnih jednacina s trodijagonalnim
matricama. Koriséenjem Thomasovog (odnosno Gaussovog) algoritma [37] za to
¢e nam biti potrebno O(n?) aritmetikih operacija. Vrednosti 92 odreduju se na
analogan nacin. Na taj nacin, shema (5.42)-(5.43) je ekonomicna.

Ako je 0% dovoljno veliko
oF > Qmaxmax\afj(:c)], i,5,k=1,2

,J xeQk

Leme 5.8, 5.9 i 5.10 i dalje vaze i to bez dodatnog uslova 7 < cgh?, tj. shema
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(5.42)-(5.43) je stabilna bez obzira na odnos koraka po prostoru i vremenu.
Neka je u = (u',u?) resenje pocetno-grani¢nog problema (5.1)-(5.6), i neka je
v = (v',0?) resenje diferencijske sheme (5.42)-(5.43). Greska z = (2',2%) = u — v

definisana na oblasti @} x Q7 zadovoljava sledece uslove

(I' + o T A (I + o' T A2 + L2 = i (5.44)
(I% + 27 N2 (1% 4+ 027 AP?) 22 + L2z = 2 (5.45)
pri cemu je
( ,lp +ﬁ1x1+§2x2+ﬁ3x1x27 xewk?
w’“+hz9k+q92m+hq93x2, T €,

sz - ,ébk - E(ﬁlf) + 192 ,T2 - h(ﬁ]§$2)_1’ T G 7{627

—a—1,0), k=1
4o F{(a 0). ,

k k
+ 19 L2y
¥ 22 (a,0), k=2,

h h h

| 1 analogno u ostalim ¢vorovima mreze ",

= —oFr ok

k_ k. k k_ ko k k_ k\2 2 k k
Vi =0"Tu Uy =0 "Tu v = —(d")*T7u = —ofr9 .

x1t) xot) rixot 1,22

ik=1,2.

Pod pretpostavkom da je 7 < h?, neposredno se pokazuje da faktorizovana
diferencijska shema (5.44)-(5.45) zadovoljava apriornu ocenu analognu (5.19), pre-
ciznije

2

212 < CZ { /2@ aateiy 9 (1l + 151 ) + 10,

ij=1

2
&
+h Z 7351l aor 260, ) + 1 > (X o 125

i,5,0l=1 t,j=1
| Cal +h2(uz o+l )
1,7=1
+hy[log ZZ |IC’“ M+ @)l >+Z|19 ||mT}
1=1xe~k

(5.46)

Na taj nacin, da bi se dobila ocena brzine konvergencije faktorizovane sheme

(5.42)-(5.43) dovoljno je oceniti |[U¥||xin (poSto su ostali sabirci na desnoj strani
nejednakosti (5.46) ve¢ ocenjeni).

Lako se vidi da je 9% ogranicen linearan funkcional od u* € W;’S/2(Qk) za s > 2.
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Osim toga, 9% = 0 ako je u* = 1,21, 2o, t, 23, 1179, 3. Primenjujuéi lemu Brambla-

Hilberta, slicno kao u ranijim slucajevima, dobijamo

|[19ﬂ|k,i,h7 <Cu 2<s<3.

>~ k”W;Sﬂ(Qk)a

Na taj nacin, i za faktorizovanu diferencijsku shemu (5.42)-(5.43) vaze ocene

brzine konvergencije iz Teoreme 5.11.
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6 Zakljucak

U disertaciji su opisani transmisioni problemi u disjunktnim oblastima.

U prvom poglavlju disertacije predstavljeni su modelni problemi u jednodimen-
zionom i dvodimenzionom sluc¢aju. Prikazano je nekoliko primera transmisionih

problema.

U drugom poglavlju se uvodi neophodan matematicki aparat za istrazivanje ovih

problema.

U tre¢em poglavlju razmatra se transmisioni spektralni problem u dva disjunk-
tna intervala. U svakom intervalu zadat je problem sopstvenih vrednosti, pri ¢emu
se interakcija izmedu komponenata sopstvenih vektora opisuje nelokalnim uslovima
saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog tipa. Dokazana je egzistencija prebrojivog niza sop-
stvenih vrednosti i odgovarajué¢ih sopstvenih vektora. Opisane su osobine spektra i
asimptotsko ponasanje sopstvenih vrednosti. Izvedena je numericka aproksimacija

metodom konac¢nih razlika.

U cetrvrtom poglavlju razmatra se elipticki transmisioni problem u dve strogo
disjunktne, nesusedne pravougaone oblasti. U svakoj podoblasti zadat je grani¢ni
problem eliptickog tipa, pri ¢emu se interakcija izmedu njihovih reSenja opisuje
nelokalnim uslovima saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog tipa. Dokazana je egzistencija
i jedinstvenost reSenja. Izvedena je numericka aproksimacija metodom konacnih

razlika i ocena brzine konvergencije. Za ocenu brzine konvergencije oblika
|u — v|| gm(a,) < CR°"ullms @), m<s<m-+r

Cesto se kaze da je “saglasna s glatkoséu resenja” ([15]). Ovde je u reSenje granic¢nog
problema (definisano u oblasti €2), v je reSenje odgovarajuce diferencijske sheme
(definisano na mrezi Q;, C ), h je parametar diskretizacije (korak mreze), r je data
konstanta (najve¢i moguéi red konvergencije), H*(2) je prostor Soboljeva i H™ ()
je prostor Soboljeva u diskretnom slucaju. Na taj nacin, ocena greske dobijena u
teoremi 4.9 je saglasna s glatkoséu resenja do na (sporo rastuci) logaritamski faktor
koraka mreze. Razmotren je slucaj nekoercivnosti bilinearne forme i izvedena odgo-

varajuca apriorna ocena.

U petom poglavlju razmatra se parabolicki transmisioni problem u dve strogo dis-
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junktne, nesusedne kvadratne oblasti. U svakoj podoblasti zadat je pocetno-granicni
problem parabolickog tipa, pri cemu se interakcija izmedu njihovih resenja opisuje
nelokalnim uslovima saglasnosti Robin-Dirichlet-ovog tipa. Dokazana je egzistencija
i jedinstvenost resenja. Izvedena je numericka aproksimacija metodom konacnih ra-
zlika i ocena brzine konvergencije. Stabilnost diferencijske sheme (5.15) dokazana je
pod pretpostavkom 7 < cgh?. Ovo ogranicenje je tipi¢no za eksplicitnu diferencijsku
shemu. Ocena brzine konvergencije u teoremi 5.11 izvedena je pod pretpostavkom
7 =< h?, koja takode povezuje korak po vremenu 7 sa odgovarajuéim korakom h u

prostoru. Takode je razmotrena faktorizovana shema.

Dalji rad ¢e biti usmeren ka visedimenzionim problemima, koji ¢e pored eliptickih
i parabolickih transmisionih problema ukljuc¢iti u razmatranje i hiperbolicke trans-
misione probleme. Takode razmatrace se i nelinearni nestacionarni problemi sa

nelokalnim grani¢nim uslovima.
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