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Naslov. Nejednakosti izoperimetrijskog tipa u prostorima analitickih funkcija

Rezime. Rad se sastoji od tri glave. Prva glava sadrZi dobro poznate Cinjenice o Hardi-
jevim klasama harmonijskih, analitickih 1 logaritamsko subharmonijskih funkcija u disku
i njihove primene. Zatim kratko govorimo o harmonijskim i minimalnim povrSima i
klasi¢noj izoperimetrijskoj nejednakosti, kao i o rezultatima koji su povezani sa ovom ne-
jednakos$cu. Jedan od najelegantnijih nacina da se ustanovi izoperimetrijska nejednakost
je preko Karlemanove nejednakosti za analitiCke funkcije u disku. U drugoj glavi prezen-
tujemo rezultate naseg skorijeg rada [29] koji se odnose na harmonijska preslikavanja
diska na proizvoljnu Jordanovu povrs. U ovoj glavi su klasi¢ni rezultati Karateodoria i
Smirnova za konformna preslikavanja razmotreni za prethodni tip preslikavanja. Na kraju
glave prethodne rezultate primenjujemo u cilju dokaza izoperimetrijske nejednakosti za
Jordanove harmonijske povrsi omedjene rektificijabilnom krivom. U trecoj, prema [35],
izvodimo dokaz jedne nejednakosti izoperimetrijskog tipa, slicne Karlemanovoj, za anal-
itiCke funkcije viSe promenjivih. Prva verzija ove nejednakosti je za analiticke funkcije u
proizvoljnoj Reinhardtovoj oblasti, a druga se odnosi na funkcije koje pripadaju Hardije-

vim prostorima na polidisku.
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Title. Isoperimetric Type Inequalities in Spaces of Analytic Functions

Abstract. This work consists of three chapters. The first one contains some well known
facts about Hardy classes of harmonic, analytic, and logarithmically subharmonic func-
tions in the unit disk, as well as their applications. Then we briefly talk about the har-
monic and minimal surfaces, the classical isoperimetric inequality, and the more recent
results related to this inequality. One of the most elegant way to establish the isoperimet-
ric inequality is via Carleman’s inequality for analytic functions in disks. In the second
chapter we present the results from our recent work [29] for harmonic mappings of a disc
onto a Jordan surface. In this chapter we establish the versions of classical theorems of
Carathéodory and Smirnov for mappings of the previous type. At the end of the head
we apply these results to prove the isoperimetric inequality for Jordan harmonic surfaces
bounded by rectifiable curves. In the third chapter, according to the author paper [35], we
prove an inequality of the isoperimetric type, similar to Carleman’s, for functions of sev-
eral variables. The first version of this inequality is for analytic functions in a Reinhardt

domain. The second one concerns the functions that belong to Hardy spaces in polydiscs.

Key words. The Isoperimetric Inequality, Hardy Spaces, Bergman spaces, harmonic

mappings.
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Glava 1

Uvod

Ovo poglavlje zapo€injemo sa poznatim tvrdjenjima o reprezentaciji harmonijskih
funkcija. Posle dolazi kratka diskusija o subharmonijskim funkcijama. Obe teme su
od fundamentalnog znacaja za teoriju Hardijevih klasa analitickih funkcija u jedini¢nom
disku; navodimo zatim neke bitne primene ove teorije (teorema Smirnova za konformna
preslikavanja). Potom uvodimo Hardijeve klase (logaritamsko) subharmonijskih funkcija,
koje igraju vazu ulogu u tre¢em poglavlju. U drugom odeljku navodimo ¢injenice vezane
za povrsi smeSete u R" 1 preciziraCemo pojam harmonijske povrSi. Na kraju je re¢ o

klasi¢noj izoperimetrijskoj nejednakosti i novijim povezanim rezultatima.

1.1 Hardijeve klase i njihove primene

1.1.1 Harmonijske funkcije

Posledica Grinove teoreme je Grinov identitet:

ov ou
/D (uAv —vAu)dA = /1“ (u% — v%) ds; (1.1)

ovde je D unuta$njost glatke krive I', ds oznaCava element duzine I', dA je Lebegova
mera, J/0n ima znaCenje izvoda u pravcu spoljne normale, a realno vrednosne funkcije
u i v poseduju neprekidne izvode do drugog reda u D (u, v € C?(D)). Ukoliko je
funkcija v harmonijska u D, odnosno ako se Au ponistava u ovoj oblasti, uzimajuéi za

v konstantnu funkciju u identitetu (1.1), neposredno nalazimo da se fluks za u poniStava,

/ %ds = 0. (1.2)
Iy

odnosno
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Iz (1.2) sledi da harmonijska funkcija u otvorenom skupu D poseduje svojstvo srednje

vrednost — vredi
1

" or

2m
u(2) / u(z + re?)do (1.3)
0

za sve z € D i pogodne radijuse 7 = r(z) > 0. ViSe od toga, ovo svojstvo karakterise
harmonijske funkcije: neprekidna funkcija koja ima svojstvo srednje vrednosti mora biti
harmonijska. Iz svojstva srednje vrednosti relativno brzo se dolazi do principa maksi-
muma — harmonijska funkcija u oblasti D (oblast je otvoren i povezan skup) ne moze
dostizati ni lokalni maksimum ni lokalni minimum u D, osim ako nije re¢ o funkciji
koja je jednaka realnoj konstanti u celom domenu. Dakle, ako je funkcija harmonijska u
ograni¢enoj oblasti D i neprekidna u D, maksimum i minimum se dostiZzu na granici D.

Dirihleov problem se sastoji u tome da se odredi funkcija harmonijska u zadatoj
oblasti D, neprekidna u D, koja se poklapa sa zadatom neprekidnom funkcijom na granici
0dD. Jedinstvenost reSenja za ograni¢ene oblasti sledi iz principa maksimuma. Medjutim,
egzistenciju resenja nije uvek lako utvrditi. Ukoliko je granica 0D dovoljno dobra, el-
egantan dokaz se moZze izvesti posredstvom familije subharmonijskih funkcija u D koje
su na granici 0D odozgo omedjene zadatom funkcijom; re¢ je o ¢uvenom Peronovom
metodu [1].

Resenje Dirihleovog problema uvek postoji ako je D Jordanova oblast. Medjutim, do
ovog zakljucka moZe se do¢i indirektno koriS¢enjem osobina harmonijskih funkcija. Pre
svega, doboro je poznato da je realno vrednosna funkcija harmonijska u prosto povezanoj
oblasti ako 1 samo ako je realan deo funkcije analiticke u istoj oblasti. Odavde sledi da
konformna preslikavanja ¢uvaju harmonijske funkcije — ako je f konformno preslikavs-
nje oblasti D* na D, tada je u o f harmonijska funkcija u D*, ako je v harmonijska u
D. Imajuéi u vidu Rimanovu teoremu o konformnim preslikavanjima i Karateodorijevu
teorema o ekstenziji, Dirihleov problem za Jordanove oblasti je dovoljno razmotriti za
jedini¢ni disk.

Kada je zadata oblast disk, Dirihleov problem moZe se resiti eksplicitno. Uzmi-mo
u razmatranje jedini¢ni disk U = {z € C : |z| < 1}. Neka je funkcija ¢ neprekidna u
segmentu [0, 27] i neka je pri tome ©(0) = ¢(27). Puasonova ekstenzija (ili Puasonov

integral) za ¢ je

1 [ .
= —/ P(r,0 —t)p(t)dt, z=re", (1.4)
21 Jo
gde je
1—r?

P(r,0) =
(r.0) 1 —2rcosf +r?’

0<r<1,0<6<2r

Puasonovo jezgro.
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Budu¢i da konformna preslikavanja ¢uvaju harmonijske funkcije, relacija (1.4) se za
o(t) = u(e) moze izvesti iz (1.3) za funkciju u(z) harmonijsku u disku |z| < 1 i
neprekidnu u zatvorenom disku |z| < 1. Drugim refima, funkcija «(z) harmonijska
u |z| < 11 neprekidna u |z| < 1 se moZe rekonstruisati iz svoje grani¢ne funkcije
o(t) = u(e™) prema (1.4).

Obrnuto, u(z) zadata Puasonovim integralom (1.4) je harmonijska u disku |z| < 1
i neprekidna u |z| < 1, pri tome je u(e) = ¢(t). Dakle, u(z) je reSenje Dirihleovog
problema za jedini¢ni disk. U dokazu ove Cinjenice, izmedju ostalih, bitnu ulogu igraju

naredna svojstva Puasonovog integrala:

P(r,0) >0, P(r,0)= P(r,—0)

S 2TrP(r,zf)dzf: 1, 0<r<1,0<60<2m.
2 Jo

Pretpostavimo sada da funkcija ¢(t) koja figuriSe u (1.4) ima prekid prve vrste u
0. Dakle, neka u tacki 6 leva i desna grani¢na vrednost ¢(0—) i p(6+) postoje, ali je
0(6—) # p(0+). Neka je jos ¢(t) € L'. Tada je u(z) = P[p](z), harmonijska u disku

|z| < 11 poseduje radijalnu grani¢nu vrednost

: ; 1
lim u(re”) = = (o(0—) + ©(0+)).
r—1- 2

Opstije, kada se tacka z unutar jedini¢nog diska priblizava e? duz luka koji se zavrSava u
ovoj tacki zahvatajuéi sa jedini¢nom kruznicom ugao o (0 < o < ), moZe se pokazati

da u(z) tezi odgovarajucem usrednjenju

Zo(0-) + (1= =) (6.

Uopstavajuci dalje (1.4), dolazimo do Puason-Stiltjesovog integrala. Funkcija koja

ima formu o
u(z) = PS[p)(2) = — / P(r.0 — t)du(t), (1.5)

2m
gde je u(t) ograniene varijacije u [0, 27], je takodje harmonijska u disku |z| < 1.
Posebno, za ju(t) = f(f o(t)dt, gde je p(t) € L' i ¢(0) = p(27), imamo

Sli¢na tvrdjenja koja smo ranije naveli o granicnom ponaSanu mogu se pokazati 1 za
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klasu integrala (1.5). Simetri¢ni izvod () u tacki 6 je

t—0 2t

Teorema 1.1. Neka je u(z) harmonijska funkcija u disku |z| < 1 zadata Puason—Stiltje-
sovim integralom (1.5), pri Cemu je |(t) ograniene varijacije. Ako simetricni izvod

Du(0) postoji u tacki 0, tada postoji i radijalna grani¢na vrednost

lim wu(re®)
r—1-

i jednaka je Dy(0).

Zapravo, moguce je ustanoviti da u(z) tezi ka Du(f) duz proizvoljnog luka u je-

dini¢nom disku koji se zavr$ava u €' i koji ne tangira jedini¢nu kruZnicu u ovoj tacki.

1.1.2 Klase harmonijskih funkcija

Realno vrednosna funkcija u(z) harmonijska u |z| < 1 pripada Hardijevoj klasi

h? (0 < p < o0) ukoliko integralno usrednjene
1 ) 1/p
M,(r,u) = {Q—Iu(rew)]pde} (0 < p<o0);
T
Meo(r,u) = sup |u(re”)]

6€[0,27]

ostaje ogranieno pri — 1~. Naprimer, jasno je da h> obuhvata ograni¢ene harmonijske
funkcije, kao i da vredi h? D h*" akoje 0 < p < p’ < oco. Isto tako, nije tesko proveriti
da je h? linearan prostor.

Naredna teorema o reprezentaciji igra veoma bitu ulogu.
Teorema 1.2. Sledece tri klase funkcija u jedinicnom disku se poklapaju:
1. Puason—Stiltjesovi integli;
2. razlike pozitivnih harmonijskih funkcija;
3. hh.

Dokaz koji se bazira na Helijevoj teoremi o izboru izveden je u [16]. Teoremu o
izboru navodimo niZe, jer je reC o tvrdjenju koje ¢e biti od koristi u narednoj glavi, takodje
prilikom ustanovljenja jedne teoreme o reprezentaciji; dokaz se moZze videti, naprimer, u

monografiji [40].
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Lema 1.1 (Helijeva teorema o izboru). Neka je {1, (1)} niz funkcija uniformno ogranicne
varijacije u segmentu |a, b] koji je jos i uniformno ogranicen. Tada postoji podniz { i, (t)}
koji konvergira svuda u |a,b] ka p(t) takodje ogranicene varijacije. Pri tome za svaku

funkciju ¢(t) neprekidu u [a, b] vredi

b b
i [ o0t = [ e

Teorema 1.2 pripada Risu. Funkcija ;(t) ograni¢ene variacije u [0, 27| koja odgo-
vara u(z) € h! posredstvom Puason-Stiltjesovog integrala (1.5) je, u izvesnom smislu,
jedinstvena. Posebno, svaka pozitivna harmonijska funkcija u jedinicnom disku se moze
predstaviti u formi Puason—Stieltjesovog integrala neke neopadajuce funkcije pu(t).

Kako je funkcija ograniCene varijacije s.s. (skoro svuda) diferencijabilna, imamo
vaznu posledicu: u(z) € h' poseduje radijalnu (i netangencijalnu) grani¢nu vrednost
u s.s. taCkama jedini¢ne kruznice; meru koju podrazumevamo na kruznici T = {|z| = 1}
je normalizovana mera dm(e'’) = df /2.

Kako postoji obostrano jednoznacna korespodencija izmedju klase {u(()} realnih
Borelovih mera na jedini¢noj kruznici i klase {1(¢) } normalizovanih funkcija ogranic¢ene
varijacije u [0, 27] (u(t) je normalizovana u [0,27] ako vredi p(t) = wu(t+) za sve

0 <t < 27), napomenimo da se Puason—Stiltjesov integal moZe predstaviti u formi

P%WWQZwaFiAH%OWK%|A<L

gde smo ozacili
P(Zag):P(T,Q—t), Z:r€i97 gzeit'

1.1.3 Subharmonijske funkcije

Subharmonijske funkcije smo pomenuli kod Peronovog metoda. Ovde ¢emo prvo
precizirati sam pojam. Odozgo poluneprekidna funkcija —oo < u(z) < 400 u oblasti
D, koja nije jednaka —oo u celoj oblasti, je subharmonijska u D ako za svaku ogrni¢enu
oblast B koji se komaktno sadrZi u D (tj. B C D) i za svaku harmonijsku funkciju U(z)
u B, neprekidnu u B, za koju je u(z) < U(z) na granici 0B, vredi u(z) < U(z) u celoj
oblasti 5.

Subharmonijske funkcije se mogu okarakterisati na ovaj nacin: neophodno i dovoljno
da je odozgo poluneprekidna funkcija u(z) (koja nije jednaka —oo svuda) bude subhar-

monijska u D jeste da ze sve zy € D postoji po = po(20) > 0 tako da se disk |z — zo| < po
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sadrzi u D i da je ispunjeno

27
u(zg) < —/ u(zo + pe')do (1.6)
0

za sve p < po.

Naprimer, ako je funkcija f(z) analiticka u oblasti D i ako je p > 0, tada je u(z) =
| f(2)|P subharmonijska u D; ako je f(z) harmonijskau D ip > 1, tada je | f(z)|?” subhar-
monijskau D.

Neka je

" logx, akojex > 1,
log" z = i
0, akoje 0 <z < 1.

Funkcija u(z) = log™ | f(2)] je subharmonijska, ako je f(z) analiti¢ka.

Teorema 1.3. Neka je funkcija u(z) subharmonijska u disku |z| < 1. Tada je

m(r) = - /0 " (e,

" or

neopadajuca funkcije promenjive 0 < r < 1.

1.1.4 Klase analitickih funkcija

Hardijeva klasa analitickih funkcija H? (0 < p < co) moZe se uvesti na sli¢an nacin
kao i klasa h?. Dakle, H? salinjavaju funkcije f(z) analiticke u disku |z| < 1 za koje
integralno usrednjenje M, (7, f) ostaje ograniceno pri 7 — 1~. MoZe se lako ustanoviti:
f € HP akoisamo ako Rf € h? i3 f € hP.

Kako smo veé naveli, funkcija koja pripada h' poseduje radijalnu (i netangencijalnu)
grani¢nu vrednost u s.s. pravcu. Dakle, isto vredi i za elemente klase H' i, posebno, za el-
emente [ *°. Zapravo, isto svojstvo ostaje na snazi i za one funkcije koje pripadaju Hardi-
jevom prostoru H? kada je p < 1, uprkos Cinjenici da sli¢no tvrdjenje nije na snazi za
harmonijske Hardijeve klase. Medjutim, ovo se moze utvrditi posmatrajuci klasu Nevan-
line.

Klasa Nevanline [V, ili klasa funkcija ogranicene karakteristike, se definiSe kako sledi.

Analiticka funkcija f(z) u disku |2z| < 1 pripada kalasi /V ako je familija integrala

2m
{/ log™ |f(re®)|dd : 0 < r < 1}
0

ograni¢ena. Kako je ovde log™ | | subharmonijska, integrali koji se pojavljuju u (1.1.4)

rastu sa porastom r. Jasno je da NV sadrzi H? za sve 0 < p < oo.
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Teorema 1.4 (F. i R. Nevanlina; videti [16]). Analiticka funkcija u jedinicnom disku pri-
pada klasi N ako i samo ako se moZe predstavti kao kolicnik dve ogranice-ne analiticke

funkcije.

Bitnost ove teoreme se ogleda u tome da reprezentacija o kojoj je re¢ dozvoljava da
se svojstva klase /V izvedu iz odgovarajucih svojstava ograni¢enih analitickih funkcija.
Naprimer, oslanjajuéi se na teoremu 1.4 moZe se pokazati naredno tvrdjenje o grani¢nom

ponasanju.

Teorema 1.5 (videti [16]). Svaka funkcija f € N poseduje radijalnu (i netangencijalnu)
granicnu vrednost f(e?) s.s., pri tome je log |f(e)| € LY, osim u slu¢aju f = 0. Ako
f € HP zaizvesno 0 < p < oo, tada f(e?) € LP.

Izmedju ostalog, teorema govori da ako za f € N vredi f(e”?) = 0 na skupu pozi-
tivne mere, tada je f = 0. Drugim reCima, funkcija koja pripada klasi N je jedinstveno
odredjena svojim grani¢nim vrednostima u proizvoljnom skupu pozitivne mere.

Uslov rasta koji je nametnut elementima Hardijevih prostora i klasi Nevanline se
odrazava na brzinu konvergencije nula ka granici: Neka je f(z) # 0 analiti¢ka funkcija
u disku |z| < 11 neka su zj, zs,... sve njene nule, koje se zastupljene u nizu prema

multiplicitetu. Upotrebljavajuéi Jensenovu formulu [1], moguce je pokazati da je

2
| toglrtreyias
0

ograniceno (u odnosu na 0 < 7 < 1) ako i1 samo ako je

[e.o]

D (1= |z]) < 0. (1.7)
n=1
Kao posledicu imamo da nule funkcija koja pripada klasi /N moraju zadovoljavati prethodni
uslov. Na prvi pogled mozZe se ocekivati da vredi jaci uslov od (1.7) za funkcije koje pri-
padaju Hardijevoj klasi, budu¢i da je uslov rasta zahtevniji. Medjutim, i kada je f € H*,
niSta viSe ne mora da vazi.

Neka je {z,} proizvoljan niz brojeva u jediniénom disku takav da vredi uslov (1.7).
Postoji ogranicena analitiCka funkcija &ije su nule, racunajuéi multiplicitet ta¢no {z,}.
Neka je m nenegativan ceo broj koji predstavlja broj pojavljivanja nule u nizu {z,} i neka
je {a,} niz koji se dobija iz {z,} tako §to se precrtaju ¢lanovi koji su jednaki nuli; jasno

je da {a,} takodje zadovoljava Blaskeov uslov. Beskonacni proizvod

a,| 2
mH\a\l_a (1.8)

n=1
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je analitiCka funkcija u disku |z| < 1. Svaki ¢lan niza {z,} je nula B(z), raunajué
multiplicitet, pri tome B(z) nema drugih nula u jedini¢nom disku. StaviSe, B(z) < 1 za
sve |z| < 11i|B(e?)| = 1 s.s. Prethodne ¢injenice se mogu naci u [16]. Napomenimo da
niz nula { z,, } moZe biti konacan ili ak prazan. Ako je {z,} prazan, tada podrazumevamo

B(z) = 1. Funkcija oblika (1.8) naziva se Blaskeov proizvod.

Teorema 1.6 (F. Ris; videti [16]). Svaka funkcija f # 0 koja pripada prostoru H? (0 <
p < 00) moZe se faktorisati u formi f = By, gde je B BalaSkeov proizvod, g pripada HP

i ne ponistava se nigde u jedinicnom disku.

Teorema 1.7 (Konvergencija u srednjem; videti [16]). Ako je f € HP, tada vredi

2m 27
iim [ \fre")Pao = [ IfePds (0 <p< o)
r—1- 0 0
i 2
lirfl |f(re®®) — f(e)Pd9 =0 (0 < p < o).
r—1 0

Neka HP (0 < p < oo) oznaCava klasu svih grani¢nih funkcija f(e?), f € HP.
Naravno, identifikujemo grani¢ne funkcije koje se poklapaju s.s. Prema teoremi o kon-
vergenciji u srednjem, imamo H? C LP za sve 0 < p < oo; lako se vidi da je ‘H?
potprostor Lebegovog prostora.

Norma u H? (0 < p < 00) se uvodi prvom relacijom koja sledi

1 2m ‘ 1/p
11 = tim M0 1) = {5 [ 1rtelan}
druga jednakost sledi iz teoreme 1.7. Dakle, H? je izometri¢an sa H? posredstvom
f(z) = f(e?). Sledi, ako je 1 < p < oo, HP je normiran prostor. Akoje 0 < p < 1,
tada || - ||, nije norma u strogim smislu, zapravo prostor H? tada nije normabilan, ali je
pogodno da se koristi re¢ "norma”.

Teorema 1.7 se moZe pokazati upotrebom Risove teoreme o faktorizaciji, medjutim
to se moze izbedi pristupom koji koristi maksimalnu funkciju. Prema istoj teoremi, kod
Risove faktorizacije sledi || f||, = |/g]|,-

Teorema 1.7 se moZe iskoristiti za novo tvrdjenje o reprezentaciji:

Teorema 1.8. Funkcija f(z) analitika u disku |z| < 1 moZe se predstaviti u formi Pua-

sonovog integrala

1
o

f(2) /027T P(r,0 —t)p(t)dt, =z= re?,

gde je p(t) € L, ako i samo ako je f € H*. Pritome je o(t) = f(e) s.s.



GLAVA 1. UVOD 9

1.1.5 Primene

Sada ¢emo se okrenuti nekim poznatim primenama teorije Hardijevih prostora; re¢
je o primenama u teoriji mere (teorema F. i M. Risa) i teoriji konformnih preslikavanja
(teorema Smirnova).

Za kompleksno vrednosnu funkciju ograni¢ene varijacije p(t), Kosi-Stiltjesov inte-

Fz) = = /Oﬂd“—(t) (1.9)

- o 1 —e ity

gral

odredjuje par analitickih funkcija: jednu u disku |z| < 11 drugu u oblasti |z| > 1.
Kosi-Stiltjesov integral (1.9) je povezan sa Puason—Stiltjesovim integralom za istu

funkciju p(t) slede¢im identitetom:

Fe)~ F(1/2) = 5 /0277 P(r,0 — t)dp(t), (1.10)

7r
gdejez =re? 0 <r <1

Moze se pokazati F'(z) € HP zasve 0 < p < 1. Zato prema teoremi 1.5, radijalna
grani¢na vrednost

lim F(re) postoji s.s.
r—1-

Medjutim, kada » — 1~, desna strana relacije (1.10) tezi p/(6) s.s. (prema teoremi 1.1).

Dakle, i spoljna grani¢na vrednost mora postojati s.s. Prema tome je

lim F(re”) — lim F(re) = 1/ (0) s.s.

r—1-— r—1+t

Relacija (1.10) se moZe upotrebiti da se pokaZe naredna

Lema 1.2. Za kompleksno vrednosnu funkciju p(t) ogranic¢ene varijacije, slededi iskazi

su ekvivalentni:

1.
2
/ e™Mdu(t) =0 zasve n=0,1,2,...
0

2. Kosi-Stiltjesov integral

F(2) 1/07r dp(t)

- o 1 —e itz

se ponistava u |z| > 1.
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3. Puason—Stiltjesov integral

je analiticka funkcija u |z| < 1.
Oslanjajudi se na lemu, pokaza¢emo

Posledica 1.1. Funkcija f(z) analiticka u disku |z| < 1 je KoSi-Stiltjesov integral svoje

granicne funkcije:
1 27 f eit dt
£(z) = )

21 Jo 1 —e7itz

gde je p(t) € L, ako i samo ako je f € H'. Pritome je p(t) = f(e) s.s.

Dokaz. Ranije smo ustanovili da se f € H' moZze predstaviti u formi Puason-Stiltjesovog

integrala:
1

T or

2
f(2) /0 P(r,0 —t)f(e")dt, z=re”.

Kako je na levoj strani funkcija analiticka u disku |z| < 1, na osnovu prethodne leme
sledi da se Kosi-Stiltjesov integral F'(z) za du(t) = f(t)dt poniStava u oblasti |z| > 1.

Tvrdjenje sada sledi na osnovu identiteta (1.10). [

Kako smo veé rekli, kompleksno vrednosna funkcija j(t) ograniene varijacije u
[0, 27] je normalizovana ako vredi pu(0) = p(6+) za sve 0 < 6 < 27, odnosno, ako
je p neprekidna sa desne strane u svim taCkama segmenta. Prethodni rezultati se mogu

upotrebita da se ustanove neki biti rezultati u teoriji mere.

Teorema 1.9 (F. i M. Ris). Neka je 1i(t) normalizovana kompleksno vrednosna funkcija

ogranicene varijacije u segmentu [0, 27|, sa svojstvom
2m )
/ e™du(t) =0 zasve n=1,2,...
0

Tada je 11(t) apsolutno neprekidna.

Dokaz. Premalemi 1.2 pretpostvaka u ovoj teoremi povlaci da je funkcija zadata Puason—
Stiljesovim integralom f(z) = PS[u(t)](z) analititka u |z| < 1. Dakle, f € H'. Sledi
da se f(z) mozZe predstaviti u formi

1 2

f(z)=— fr,0 —t)f(eMdt, z= re®

:27T0
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(teorema 1.8). Kako je Puasonova reprezentacija jedinstvena, sledi

dpu(t) = f(e")dt.
O]

U opstem slucaju, neprekidna funkcija ograni¢ene varijacije ne mora biti i apsolutno
neprekidna. Poznat je primer Lebegove funkcije nad Kantorovim skupom koja je mono-
tona, neprekidna i potpuno singularna. Za one funkcije koje su grani¢ne analitickih u
disku, neprekidnost je ekvivalentna sa absolutnom neprekidnoshéu. Zapravo, moguce je

pokazati i jaCe tvrdjenje:

Teorema 1.10. Ako f(z) € H' i ako se f(e) s.s. poklapa sa funkcijom ogranice-ne

varijacije, tada je f(z) neprekidna u |z| < 11i f(e) je absolututno neprekidna.

Klasa funkcija koja se upravo pojavila — analiticke funkcije sa apsolutnonepre-kidnom
radijalnom grani¢nom funkcijom — moze se okarakterisati jednostavnijim uslovom: f’ €
H*. Izraz f'(e?) ubuduée ima dva razlicita znadenja. MoZe oznacavati radijalnu grani¢nu
vrednost f'(z) ili izvod u odnosu na promenjivu é radijalne grani¢ne funkcije f(e¢%)); ako

se izuzme faktor ie?, re¢ je o istom:

Teorema 1.11. Funkcija f(z) analticka u |z| < 1 je neprekidna na |z| < 1 i apsolut-
noneprekidna na |z| = 1 ako i samo ako f € H'. Ako f' € H', tada je

a%f(ew) — je'? rl_igl, f'(re?) s.s. (1.11)
Tvrdjenja koja su upravo navedena mogu se iskoristiti da se izvedu neki dublji rezultati
u teoriji konformnih preslikavanja.
Jordanova kriva (prosta zatvorena kriva) I je slika neprekidne kompleksno vrednosne
funkcije I'(¢) (0 < ¢t < 27) za koju jo§ vredi ['(0) = ['(27w) i ['(t1) # T'(t2) za sve
0 <ty <ty <27 Kriva I je rektificijabina ako je I'(¢) ograniCene varijacije. Duzina L

se tada definiSe kao totalna varijacija funkcije I'(¢):

L = sup Z IT(tr) — T(tr_1)];
k=1

supremum se uzima po svim moguéim podelama 0 = ¢y < ¢; < --- < t,, = 27 segmenta
0, 27]. Lako se da utvrditi da L zaista zavisi samo od krive I", odnosno da je L invarijntno

u odnosu na promenu parametrizacije. Ako je I'(¢) apsolutnoneprekidna, duZina dela luka
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na [ koji odgovara nekom segmentu a < ¢ < b je data sa

b
/ (1)t

dokaz se moze na¢i u monografiji [40]. Sledi da svaki skup £ C [0, 27| merljiv u Lebe-

govom smislu ima sliku na I' koja je mere

| Wl

Zaista, formula je ocito tacna za otvorene skupove F, i dakle za GG5 skupove (prebrojive
preseke otvorenih skupove). Kako se proizvoljan merljiv skup £ sadrzi u nekom G
skupu iste mere, formula vredi u opStem slucaju.

Neka je f(z) konformno preslikavanje |z| < 1 na unutra$njost Jordanove krive T'.
Prema teoremi Karateodoria, f(z) poseduje jednoznanu neprekidnu ekstenziju na |z| <
1. Posebno, I'(t) = f(e") je parametrizacija krive T.

Primenjujuéi teoremu 1.10 1 teoremu 1.11, dolazimo do narednog bitnog rezultata.

Teorema 1.12 (Smirnov). Neka je f(z) konformno preslikavanje diska |z| < 1 na un-

utrasnjost Jordanove krive I'. Tada je T rektificijabilna ako i samo ako f' € H*.

Teorema je “ocCigledna” kada se posmatra geometrijski. Ona govori da su duZine

27
L, = r/ \f’(rew)]dQ
0

slike kruzZnice |z| = r ogrnani¢ene ako i samo ako granica ima kona¢nu duZinu.

Ukoliko je granica rektificijabilna, radijalna grani¢na funkcija f’(e?) postoji s.s. na
granici jedini¢nog diska, pri tome je f'(¢%) povezana za izvodom apsolutnoneprekidne
grani¢ne funkcije f(e%) i|f’(e%)] je integrabilna. Merljiv skup E na jedini¢noj kruZnici

se posredstvom f slika na podskup I" koji ima meru

[ 1t as.

Obrnuto, podskup |z| = 1 ima meru jednaku nuli ako i samo ako njegova slika na I' ima
meru nula. Dakle, skupovim mere nula na odgovarajuéim granicama se ¢uvaju priliom
konformnog preslikavanja.

Prethodni rezultati koji se ti¢u konformnih preslikavanja mogu se sumirati:
Posledica 1.2. Neka je D prosto povezana oblast omedjena Jordanovom krivom I' i neka
je f(z) konformno preslikavanje diska |z2| < 1 na D. Oznacimo sa T'(0) = f(e?)

parametrizaciju krive .
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Sledeci iskazi su ekvivalentnit:
1. T'(0) je apsolutnoneprekidna;
2. fle HY

3. kriva I je rektificijabilna.

Ako vredi neki od iskaza (1) — (3), tada je
I'(0) = i f'(e) s.s. (1.12)

Dakle, u okviru posledice 1.2, teorema Smirnova govori da je iskaz (2) ekvivalentan
iskazu (3). Odredjenu verziju teoreme Smirnova i posledice 1.2 pokaza¢emo u narednom

poglavlju za harmonijska preslikavanja.

1.1.6 Karakteristika analitickih Hardijevih klasa

Kako smo veé naveli, ako je f(z) analitiCka u oblasti D, tada je | f(z)|’ subharmoni-
jskau D. Ovo znaci da je za svaki disk koji se kompaktno sadrzi u D, |f(2)|P natkrivena
harmonijskom funkcijom — Puasonovim integralom grani¢ne funkcije na disku. Naravno,
ne mora uvek postojati jedinstvena harmonijska funkcija koja natkriva |f(z)[? u celoj
oblasti D. Uopste, proizvoljna funkcija g(z) poseduje harmonijsku majorantu u D ako
postoji funkcija U(z) harmonijska u D tako da vredi g(z) < U(z) zasve z € D. Akoje g
odozgo poluneprekidna i ako poseduje harmonijsku majorantu, tada je ona ocito subhar-
monijska u D; medjutim obrnuto nije na snazi.

Naredna nejednakost je od koristi:

2T
log |f(7"ei9)| < %/ P(r,0 —t)log |f(eit)|dt, (1.13)
0

zasve f € HP (0 < p < 00).
Neka je sada f(z) analiticka funkcija u disku |z| < 1 i neka je U(z) harmonijska

majorant za | f(z)|P. Prema teoremi o srednjoj vrednosti, nalazimo
My(r, f) <U0), 0<r<1.

Obrnuto, ako f € H?, prema nejednakosti (1.13) i Jensenovoj nejednakosti (za konveksnu
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funkciju ¢t — exp{p - t}) sledi

2
FP = explp-log £} < exp {p- - [P0 o) 10g] (el |
0
1 2w i 1p
<3 [ Peo- ol

Dakle, | f(2)|? je natkrivena Puasonovim integralom

1
21

2
U(z) /)PWQ—MﬂﬁWﬁ
0
Zaprvo, moze se proveriti, da je U(z) najmanja harmonijska majoranta za | f(2)|P. Naime,
neka je V(z) proizvoljna druga harmonijska majoranta za istu funkciju, tada je U(z) <

V(2), |z| < 1. Zasve 0 < p < 1 vredi

U(z) = i/0 FP(T,@ — )| f(e")|Pdt < %/0 7rP(T,@ — )V (pet)dt = V(pz)

2m
Pustajuci p — 17, nalazimo U(z) < V(z).
Na osnovu prethodnog, imamo narednu karakteristiku Hardijevih prostora: Analiticka
funkcija f(z) u disku |z| < 1 pripada prostoru H? (0 < p < oo) ako i samo ako |f(z)[?
poseduje harmonijsku majorantu u |z| < 1. Ako je U(z) najmanja harmonijska majoranta

za|f

P neposredno sledi
1f1lp = U(0)"?.

1.1.7 Kanonska faktorizacija

Vratimo se Risovoj teoremi o faktorizaciji (teorema 1.6). Posredstvom ove teoreme
dolazi se do kanonske faktorizacije. Neka f(z) # 0 pripada klasi H? za izvesno 0 < p <
oc. Prema teoremi 1.5, f(e?) € LP ilog|f(e?)| € L'. Razmotrimo narednu analiticku

funkciju u jedini¢nom disku

2m it
F(z) :exp{ ! / - +Zlog|f(ei6)|dt} (1.14)
0

21 et — z

Neka je, prema teoremil.6, f(z) = B(z)g(z); dakle g(z) # 0 za sve |z| < 1i |g(e¥?)]| =
|f(e)] s.s. Prema nejednakosti (1.13), |g(z)] < |F(z)| za sve |z| < 1. Takodje,
|g(€?)] = |F(e?)] s.s., prema posledici teoreme 1.1. Prema tome, ako je ¢ = g(0)/]g(0)|,
funkcija S(z) = e g(2)/F () je analiti¢ka u jedini¢énom disku i poseduje naredna svo-
jstva

0<|S(2) <1, S(?)=1ss., S(0)>0.
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Ovo pokazuje da je — log S(z) pozitivna harmonijska funkcija koja se ponistava s.s. u je-
dini¢noj kruznici. Prema Risovoj teoremi o reprezentaciji i prema teoremi 1.1, — log S(z)
se moZe predstaviti u formi Puason-Stiltjesovog integrala izvesne neopadajuce funkcije

w(t), za koju jo§ vredi 1/ (t) = 0 s.s. Kako je S(0) > 0, analiticka dopuna

2m it
S(z):exp{—/o e.t+zd,u(t)}. (1.15)

et — 2z

Sve zajedno, imamo narednu faktorizaciju
f(2) =" B(2)S(2)F(z).

Navedimo terminologiju koja se koristi. Spoljna funkcija za klasu H? je funkcija koja

] 1 2w it
F(z) =¢€"exp {—/ ‘ 2 log@b(t)dt} )
O Z

2T ezt —

ima formu

gde je v realan broj, ¥(t) > 0, log(t) € L', i(t) € LP. Dakle, funkcija koja se
pojavljuje u (1.14) je spoljna za klasu H?

Unutra$nja funkcija je proizvoljna funkcija f(z) analiticka u |z| < 1, koja pose-
duje naredne dve osobine |f(z)] < 1i |f(e?)] = 1 s.s. Primetimo da smo prethodno
pokazali da se svaka unutra$nja funkcija moZze faktorisati u formi e B(2)S(z), gde je
B(z) Blaskeov proizvod i gde je S(z) funkcija koja ima formu (1.15), () ograni¢ena
neopadajuca singularna funkcija (tj. 1/(t) = 0 s.s.). Takva S(z) se naziva singularna

unutrasnja funkcija.

1.1.8 Klase subharmonijskih funkcija

Na ovom mestu je pogodno da uvedemo Hardijeve klase logaritamsko subharmoni-
jskih funkcija koje Ce kasinije igrati bitnu ulogu.

Funkcija U(z) koja uzima nenegativne vrednosti je log. subharm. u oblasti D ako je
U = 0 ili ako je log U(z) subharmonijska u istoj oblasti. MoZe se lako proveriti da je
suma ili proizvod log. subharm. funkcija takodje log. subharm. (pogledati i prvu lemu
koja sledi). Sli¢no, U? je log. subharm. ako je to U, pri ¢emu je p proizvoljan pozitivan
broj. Slede¢i [3, 4], koristi¢emo oznaku PL za klasu svih neprekidnih log. subharm.
funkcija u jedini¢nom disku.

Naredne dve leme se odnose na (logaritamsko) subharmonijske funkcije 1 bice kasnije
od koristi. Dokazi se mogu videti, naprimer, u uvodnim delovima Ronkinove monografije
[47]. Zapravo, imajuci u vidu narednu €injenicu, dovoljno je obe leme razmotriti samo za

subharmonijske funkcije: U(z) je log. subharm. ako i samo ako je e®**#VU(2), 2 = x+iy
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subharmonijska za svaki izbor realnih brojeva a1 3.

Lema 1.3 (videti [47]). Neka je A neprazan skup i {U,(z), o € A} familija (logaritam-
sko) subharmonijskih funkcija u oblasti D. Tada je

U(z) = sup Ua(2)
a€A
takodje (logaritamsko) subharmonijska u D, ukoliko je odozgo poluneprekidna u istoj

oblasti.

Lema 1.4 (videti [47]). Neka je U(z, x) odozgo poluneprekidna u D x X, gde je D oblast

i X toploski prostor. Pretpostavimo da je i konacna mera na X. Tada je

U(z):/XU(z,x)du(x)

(logaritamsko) subharmonijska u D, ukoliko isto svojstvo poseduje U, = U(z,- ) za s.s.

(u odnosu na meru ) x € X.

Za proizvoljno 0 < p < oo neka je PL, podklasa PL koju saCinjavaju funkcije
U € PL zakoje integralno usrednjenje M, (U, r) ostaje ogranieno prilikom r — 1.
Poznato je da U(z) € PL, poseduje radijalnu (i netangencijalnu) grani¢nu vrednost u

9 za s.s. 6. Grani¢nu funkciju obelezavamo sa U (). Pokazuje se log U(e?) € L! kao

o
i U(e") € LP. Isto tako, mogude je pokazati da vredi konvergenciju u srednjem, drugim
re¢ima na snazi je verzija teoreme 1.7 za klasu PL,,, (0 < p < 00).

Iako PL, (0 < p < oo) nema strukturu linearnog prostora, uvodimo “normu” na

sledeci nacin:

1 2 ‘ 1/p
U], = lim M,(U,r) = {— / U(e*))PdQ}
r—1- 2m Jo
(druga jednakost sledi iz konvergencije u srednjem).
Klase PL, (0 < p < 0o) su izuCavane, naprimer, od strane Privalova [46]; naprimer,
u radu [59] je primeceno da neka svojstva analitickih Hardjevih klasa vredi 1 za upravo
uvedene Hardijeve klase logaritamsko subharmonijskih funkcija.

Naredno jednostavno tvrdjenje bice kasnije od koristi.

Lema 1.5. Za sve U(z) € PL, (0 < p < 00) postoji F(z) € H? tako da vredi

Uz) < |F(2)|, |7z] <1

|F ()| = U(e?) s.s.
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Dokaz. Neka je U(z) € PL, i bez umanjenja opstosti pretpostavimo U # 0. Ozna¢imo
P(t) = U(e™). Kako je tada log 1 (t) € L' i 4(t) € LP, uzmimo u obzir spolju funkciju

F(2) = exp {i /ZW o z/z(t)dt} |
0

2 et — 2
za klasu HP. Jasno je da vredi |F(e?)| = ¢(0) = U(e?) s.s. Kako je log U(z) subhar-
monijska u disku |z| < 1, sli¢no kao i (1.13) , moZe se pokazati

™

1 2m ]
logU(z) < 2—/ P(r,0 — t)log U(e™)dt = log |F(2)],
0
gde je z = re'. Dakle, U(z) < |F(z)| za sve |z| < 1. O

1.1.9 Klase analitickih funkcija u oblasti

U slucaju prosto povezane oblasti D sa najmanje dve tacke na granici, postoje dva
’prirodna” nacina da se uvedu klase analitickih funkcija u tom domenu analogne Hardi-
jevim klasama analitickih funkcija u disku. Nevesc¢emo obe definicije i dati neophodan i
dovoljan uslov za podudaranje.

Ne postoji bitna poteSkoca kod definisanja klase H*°(D), svih ograni¢enih analiti¢kih

funkcija u D; re€ je o linearnom prostoru sa normom
IfI]' = sup [f(2)].
z€D

Ako je p pozitivan broj, pojavljuju se najmanje dve alternative. MoZemo zahtevati ograni-
Cenost familije integrala za | f|P duZ krivih koje u izvesnom smislu konvergiraju granici, ili
moZemo zahtevati da | f|” poseduje harmonijsku majorantu. Poslednja definicija je daleko
prostija.

Analiti¢ka funkcija f(z) u oblasti D pripada klasi H?( D) ako subharmonijska funkcija
|f(2)|P poseduje harmonijsku majoranu u D. Norma se moZe uvesti na nacin: || f|| =
U(z)/?, gde je z, proizvoljna fiksirana tatka u D i U(z) najmanja harmonijska majo-
ranta za |f(z)[P (u celoj oblasti). Lako je videti da je klasa H?(D) konformno invari-
jantna: ako f € HP(D) i ako je z = ¢(w) konformno preslikavanje domena D* na D,
tada je f o p(w) € HP(D*). Vise od toga, ako je norma u H?(D*) definisna posredstvom
wo = ¢~ (20), tada je f — f o izometri¢ni izomorfizam.

Funkcija f analiticka u D pripada kalsi EP(D) (klasa Smirnova u oblasti D) ako
postoji niz rektificijabilnih Jordanovih krivih I';, I's,... u D, koji konvergira granici

domena u smislu da unutraSnjost I',, sadrZi svaki kompaktan podskup oblasti D pocevsi
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od nekog indeksa, tako da je za sve n ispunjeno

/F F(2)]ldz] < M < oo,

gde je M konstanta.

Na prvi pogled nije jasno ni da li se EP(D) podudara sa H” kada je D jedini¢ni
disk. Ispostavlja se da je dovoljno uzeti u obzir krive I',, koje su nivo—krive proizvoljnog
(ali istog) konformnog preslikavanja jedini¢nog diska na oblast D. Ovo izmedju ostalog

obezbedjuje dokaz da je klasa EP(D) linearan prostor (Sto iz same definicije nije jasno).

Teorema 1.13 (Keldis i Lavrentjev; videti [31]). Neka je p(w) proizvoljno konformno
preslikavanje diska |w| < 1 na D i neka je U, kriva koja je slika kruznice |w| = r

posredstvom . Tada za svaku funkciju f € EP(D) vredi

sup [ |f(2)P]dz| < oo.
0<r<1 Jr,

Kao neposrednu posledicu imamo
Posledica 1.3. Naredni iskazi su ekvivalenti:
1. f(z) € EP(D);

2. F(w) = fopw)y (w)/P € HP za izvesno konformno preslikavanje ¢(w) diska
|lw| < 1na D;

3. F(w) € HP za svako preslikavanje o prethodnog tipa.
Iz poslednjeg rezultata se nazire razlika izmedju H?(D) i EP(D). Naime, f € H?(D)
ako i samo ako f o p(w) € H?, dok f € EP(D) ako i samo ako

fop(w)g' (w)'/? € HP.

Dakle, klase H?(D) i EP(D) se poklapaju ako je |¢'(w)| uniformno odvojeno od 0 i
oo u oblasti D. Ovo ¢e biti slucaj, naprimer, ako je D unutrasnjost anaiticke Jordanove
krive, ili, opstije, prema [58], ako je 0D glatka kriva u smislu Dini. Prema teoremi koja

sledi, uslov koji se nametnuo kao dovoljan je 1 neophodan.

Teorema 1.14 (videti [16]). Neka je D prosto povezana oblast Cija je granica sastavljna
od najmanje dve tacke. Tada se H?(D) i E*(D) podudaraju kao linearni prostori ako i

samo ako postoje konstante a i b tako da vredi

O<a<|(w)|<b weD, (1.16)
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gde je p(w) (proizvoljno) konformno preslikavanje diska |w| < 1 na oblast D.

Ako je ¢(z) konformno preslikavanje diska |z| < 1 na unutra$njost rektificijabilne
Jordanove krive I', tada je neprekidno proSirenje na |z| < 1 konformno u s.s. tacki
|z| = 1. Preciznije, neka je v luk u |2| < 1 koji se zavriava u zy = €' i neka u ovoj tacki
ne tangira jedini¢u kruZnicu, odnosno neka grani¢na vrednost arg{z — zo}, v 3 z — 2
postoji i neka je razliita od 6y + 7/2. Slika luka v je novi luk § unutar krive I' koji
se zavriava u ¢(z). Kako dip(e'?)/df postoji za s.s. 0 = 0y, sledi da u s.s. tatkama
kriva I poseduje tangentu. Za s.s. 6y ugao izmedju d i I u ¢(zo) postoji i jednak je uglu
izmedju v i jedini¢ne kruznice u tacki zy. Drugim recima, preslikavanje ¢ ¢uva uglove u
s.s. tatkama na granici jedini¢nog diska.

Vratimo se klasama EP(D) (0 < p < o0). Pretpostavimo sada da je D prosto
povezana oblast omedjena rektificijabilnom Jordanovom krivom I'. Na osnovu prethodne
napomene o konformnim preslikavanjima i posledici 1.3, moZemo govoriti o s.s. netan-
gencijalnim pravcima za oblast D. Sledi: funkcija f € E?(D) poseduje netangencijalne
grani¢ne vrednosti s.s. taCkama na I', i one se ne poniStavaju u skupu pozitivne mere,

osim ako je f = 0. Pri tome je
/|f(C)||dC| < oo akoisamoako f € EP(D).
r

U klasi E7(D) (0 < p < o0) je prirodno uvesti normu na sledeéi nacin

1 1/p
1o = { o= [ r@lact}

Nas ¢e ubuduée zanimati klasa EP(D) kada je D prosto povezana oblast omedjena
glatkom krivom u smislu Dini. U ovom slu¢aju harmonijska majoranta je obezbedjena

zbog poklapanja sa klasom H?(D).

1.2 Povrsi

1.2.1 Regularne povrsi

Regularna povr$ ¥ smestena u R” je skup koji se moZe reprezentovati u formi

gde je
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glatko (najmanje C'*—glatko) injektivno preslikavanje u prosto povezanoj oblasti D koje

jos zadovoljava

VUKo, X2) (X, X,) — (X, X,)2 > 0 u celoj oblasti D. (1.17)

Uslov (1.17) govori da su tangentni vektori X, X, linearno nezavisi za sve (z,y) € D,

<]

ima rang dva za sve (x,y) € D. Preslikavanje X (x,y) se naziva parametrizaicja povrsi

odnosno matrica

Y2, Naravno, parametrizacija povrsi nije jedinstvena; svaka nova parametrizacija ima
formu X o ¢, gde je ¢ difeomorfno preslikavanje oblasti D* na D.

Prva fundementalna forma povrsi ¥2 je odredjena izrazom
ds* = Edz® + 2Fdzdy + Gdy®;

ovde
E=(X,X,), F= <X1,Xy> , G= <Xy,Xy>

zadovoljavaju £ > 0, F' > 0i EG — F? > 0 svudau D. Uslov (1.17) se moZe zameniti

Sa

VEG — F? > 0.

Gausova krivina K (z,y) povrsi 22 C R? se obi¢no uvodi preko prve i druge fun-
damentalne forme povrsi. Medjutim, za povrsi koje nisu smestene u R? druga funda-
mentalna forma se ne definiSe, jer ona zavisi od Gausove normale koja nije definisana na
ocigledan na¢in u R", n > 4. Naredna relacija izrazava Gausovu krivinu dovoljno glatke

regularne povrsi posredstvom koeficjenata prve fundamentalne forme

K =(EG—F?*) F,—1G, E F
e F G
27 (1.18)
0 3E, iG,
2\ —2
— (EG — F?) i, E F
G, F @

Odavde se vidi i alternativan nacin da se izrazi fundamentalna teorema Gausa (teorema
Egregium) koja govori da Gausova krivina ne zavisi od toga da li je povr§ smeStena u R?
ili R", n > 4.
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1.2.2 Izotermna parametrizacija

Ako je F = G i F = 0, tada parametrizacija X odredjuje izotermalne koordiante
ili konformne koordinate na povrsi ¥2; kazemo jo$ da je X konformna parametrizacija
povrsi X2, Veoma opsta teorema govori da bilo koja regularna povrs sa glatkom parametri-
zacijom (C'—glatkost) poseduje izotermnu parametrizaciju (u globalu).

Ako je E = F' = )\, tada se malo pre navedena formula za Gausovu krivinu znatno

pojednostavljuje; naime, vredi

K= %(Ai + A2 = AAN).
Sleds AAN — (A2 4+ \2)
Alog \ = v LB
odakle imamo vaznu formulu .
K = —ﬁAlog A

1.2.3 Harmonijske i minimalne povrsi

Harmonijska povrs smestena R” je slika vektorsko vrednosne injektivne funkcije X =
(x1,...,z,) definisane u prosto povezanoj oblasti sa najmanje dve granice tacke. Drugim
re¢ima, povr§ X2 je harmonijska povrs ako postoji (neobavezno izotermna) parametrizacija
¢ije su sve koordinate harmonijske funkcije. Kako je prosto povezana oblast sa najmanje
dve tacke na granici konformno ekvivalenta jedinicnom disku, dovoljno je razmotriti
slu¢aj jedini¢nog diska kao parametarske oblasti. Harmonijska povr§ ne mora obavezno
biti regularna, odnosno uslov (1.17) ne mora biti ispunjen, osim ako nije re¢ o ravhom
slucaju tj. ako je x; = 0 za sve j = 3,...,n (prema Levijevoj teoremi [32]). Dakle,
harmonijska povrs u smislu naSe definicije moZe imati tacke grananja, tj. tacke u kojima
se izraz EG — F? poniStava.

Postoji nekoliko ekvivalentnih nacina da se uvede minimalna povrS. Naprimer, do-
voljno glatka povr§ smestena u R3 je minimala ako je njena srednja krivina jednaka nuli;
teorija minimalnih povrs$i je, naprimer, izloZena u Osermanovoj knjizi [42].

Naredna dve teoreme su dobro poznate.

Teorema 1.15 (VajerStras; videti [6]). Povrs zadata u izotermnim koordinatama je mini-

malna ako i samo ako je harmonijska.

Teorema 1.16 (videti [6]). Harmonijska povrs je minimalna ako i samo ako je zadata u

izotermnim koordinatama.
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Svaka prosto povezana minimalna povr§ ¥.? poseduje Eneper—Vajeritrasovu parame-
terizaciju:
X(x,y)=(:E1(x,y),...,xn(x,y)), (J},y)ED

za koju vredi

zj(z,y) = Ra;(z), z=1x+1y,

gdejea; (j =1,...,n) analiticka funkcija i pri tome je

Z ai(z)? =0
j=1

u celom domenu D.

Svaka izotermna parametrizacija minimalne povrS$i je harmonijska parametriza-cija
1 ona se poklapa sa Eneper—VajerStrasovom. Ako je povrS parametrizovana izotermnim
kordiantama, ona je minimalna ako i samo su sve koordinate harmonijske funkcije. Dakle,
pojam harmonijske povrsi je generalizacija minimalnih povrsi.

Napomenimo da izotermna parametrizacija mininalne povrsi uvek postoji, bez obzira
na to Sto su dozvoljene izolovane tacke gde je naruSena regularnost; lokalno gledano
postoji eksplicitna konstrukcija izotermnih kooridanta u proizvoljnjoj tacki povrsi koje

teorema o uniformizacij dovodi do globalnih koordianta (Oserman [42]).

1.3 Izoperimetrijska nejednakost i

povezani rezultati

Neka je D prosto povezana oblast omedjena rektificijabilnom krivom 0D. Prema

klasi¢noj izoperimetrijskoj nejednakosti vredi
47 - PovrSina(D) < Duzina(9D)?, (1.19)

pri ¢emu se jednakost dostize ako i samo ako je D disk. Za obimnu diskusiju o nejed-
naksti (1.19) upucujemo na Osermanov pregledan rad [41] 1 na skoriji rad Gardnera [20].
Na oba mesta rec je povezanosti izoperimetrijske nejednakosti sa poznatim analitickim
nejednakostima. Jedna od njih je Karlemanova koju navodimo niZe i kojom se detaljnije

bavimo u tre¢em poglavlju.
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1.3.1 Izoperimetrijska nejednakosti i klase
analitickih funkcija

Karleman [12] je prvi, i to veoma elegantno, izveo (1.19) u okviru teorije funkcija
kompleksne promjenljive. Izmenom Karlemanovog pristupa, Strebel [54, str. 96-98] je
uspostavio narednu nejednakost izoperimetrijskog tipa (verizija Karlemanove): ako f(z)
pripada Hardijevoj klasi H?, gde je p pozitivan broj, tada f(z) pripada i Bergmanovoj
klasi L?P, pri tome vredi

in /| eaAG) < {/ B \f(Z)\ple|}1/p; (120)

jednakost se dostiZe u (1.20) ako i samo ako je

A

(1— zw)¥»

f(z) =

za izvesno |w| < 11 konstantu .
Napomenimo da (teZinsku) Bergmanovu klasu L/, ,_, sacinjavaju funkcije f(z) anal-

iticke u disku |z| < 1 za koje je norma

1lha-2 = { /| N f(zﬂpdaq_z(z)}up

kanacna; ovde je 0 < p < oo, 1 <g<ooi
dag—»(z) = (¢ — D)r (1 = [2*)"?dA(2)

normalizovana teZinska mera u disku |z| < 1. Posebno, L? je netezinska Bergma-nova
klasa (¢ = 2).

Dakle, postoji elegantan dokaz (1.19) i jednakosti u okviru do sada izloZene teorije.
Interesantno je primetiti da taj dokaz povezuje klasicne rezultate Rimana, Karateodoria
1 Smirnova za konformna preslikavanja i veriziju Karlemanove nejednakosti (1.20). Uz
notaciju kao u posledici 1.2, neka je I rektificijabilna kriva. Prema teoremi Smirnova,
f' € H'. Dalje, povr§ina A oblasti D i duZina L krive T' (videti (1.12)) su dati ovim

izrazima:

A= [ WA =l L= [ eI =271
z|<1

|z|=1
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Izoperimetrijska nejednakost (1.19) sada sledi primenom (1.20) zap = 11 f = ¢
A A = 47 ||| %2 < 472||¢ |13 = L2 (1.21)

Budu¢i da su poznate sve ekstremalne funkcije za (1.20), to nam daje moguénost da
odredimo sve ekstremalne oblasti za izoperimetrijsku nejednakost. Jednakost vredi na

drugom mestu u (1.21) ako i samo ako je

A

@(Z)Zm,

gde je |¢] < 11X # 0 (poslednja konstanta je razli¢ita od nule, jer je ¢ konformno pres-
likavanje). Ovo znaci da je ¢ racionalna (Mebijusova) transformacija. Kako takva pres-
likavanja prevode jedini¢ni disk na poluravan ili na novi disk, neposredno se zakljuCuje
da ekstremalne oblasti moraju biti diskovi; obrnuto je jasno.

Dokaz (1.20) kao i odgovarajuceg tvrdjenja za jednakost je izveden takodje u [57],
medjutim ovde je primeceno da Karlemanov pristup vodi i ka jednostavnijem dokazu
jednog od rezultata Hardija i Litlvuda [23] o ograniCenosti inkluzivnog operatora H?
L?. Sli¢an pristup je dat mnogo ranije od strane Mateljevica [36]. Dokaz (1.20) moze
se takodje naci u treem poglavlju ovog rada; videti teoremu 3.1. Zapravo, nejednakosti

sli¢ne (1.20) su glavni objekti naseg proucavanja u tom poglavlju.

1.3.2 Izoperimetrijska nejednakost i

minimalne povrsi

Namece se pitanje da li (1.19) vredi za oblasti D koje leze na povrsi. U tom slucaju
(1.19) treba razumeti u kontekstu unutrasnje geometrije. Istorijski gledano, prvi rezultat
koji se tice klasi¢ne izoperimetrijske nejednakosti za povrSi promenjive Gausove kriv-
ine se takodje duguje Karlemanu [12], gde je razmotren slu¢aj minimalne povrsi. Dokaz
se bazirao na VajerStrasovoj parametrizaciji i narednoj nejednakosti (koju takodje for-

muli§emo u izmenjenom obliku): za sve f; € H'i f, € H' vredi
i [ nEIaEaAE < [ e [ s, a2
z|<1 zl=1 zl=1

pri ¢emu se jednakost dostize ako i samo ako je ili f;fo = 0ili

A . v

fiz) = a—z0e fa(2) = 1—z0e
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za izvesno |¢| < 11 nenulte konstante A i v. Prethodna nejednakost je varijanta (1.20),
kako ¢e biti ustanovljeno u tre¢em poglavlju.

Ovde ¢emo dati dokaz klasi¢ne izoperimetrijske nejednakosti za oblasti na minimal-
noj povrsi koji se razlikuje od Karlemanovog pristupa po tome $to umesto nejednakosti
(1.22) koristi (1.20). Dakle, neka je minimalna povrs 32 smeStena u R odredjena pres-

likavanjem
X(‘/‘U?y) = (xl(:l:?y)?"‘?xn(x?y))7 (x7y) E ‘D7

pri cemu oblast D sadrzi jedini¢ni disk (Sto ne umanjuje opStost), tako da je svaka koor-

dinatna funkcija x;, £k = 1,...,n harmonijskau D i

_ dxi(z) Z@xk(z) _ 23:1%(2)

Ox oy 0z FETtw

ax(2)

analitiCka u istoj oblasti, pri ¢emu jo§ vredi

Z ar(2)* =0

U ovom okruzenju, povrSina A domena koji je slika jedinicnog diska i duZina L granice

su dati relacijama

. N 1/2
1 1
A= [ 5> la(2)PdA(2), L=/ {§Z|ak<z>l2} dz]
<t 215 |z|=1 k=1

|z

Primenom nejednakosti (1.20) za p = 1 na svaku od koordiantnih funkcija ay(z) ponaosob,

sumiranjem po svim £ = 1,...,n, potom primenom nejednakosti Minkovskog (videti,

naprimer, [22], str. 146):
" ) n 1/2
(o) <3/ (zgk)
k=1

k=1

2

za g, = |ag|?, dolazimo do (1.19).

1.3.3 Izoperimetrijska nejednakost i log. subharm.
funkcije
Pitanje koje se sada prirodno namece jeste da se odrede neophodni i dovoljni uslovi

koje treba da zadovolji dovoljno glatka povrs tako da izoperimetrijska nejednakost vredi

za prosto povezane oblasti. Ovaj problem je reSen u radovima Bekenbaha i1 Radoa [3, 4].
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Njihovi radovi uspostavljaju vezu izmedju Gausove krivine dovoljno glatke povrsi i sub-
harmonijskih funkcija (videti izraz za Gausovu krivinu u izotermnim koordinatama). Po-
tom je ustanovljeno da Karlemanova nejednakost vredi ako se | f| zameni sa proizvoljnom
nenegativnom funkcijom ¢iji je logaritam subharmonijska funkcija [4]. Kao posledica, u
istom radu, je pokazano da izoperimetrijska nejednakost vredi za prosto povezane oblasti
na povrsi nepozitivne Guasove krivine.

Obrnuto tvrdjenje je ve€ bilo poznato u vremenu kada su nastajali malo pre pomenuti
radovi: ako (1.19) vredi za sve prosto povezane oblasti D na povsi X2, tada njena Gausova
krivina K nikada ne moZe biti pozitivna. Naime, neka je P proizvoljna tacka na ¥2, neka
je L(r) duzina geodezijskog diska radijusa r sa centom u P i neka je A(r) povrSina istog

diska. Mogu se izvesti naredne relacije

L(r) =2nr — gK(p)r?’ +0@r");  Alr) =mr* — %K(p)r4 + O(r®).

Sledi ,
K(P) = —lim L(r)* — 47TA<7’)‘

r—0 7‘('27"4

Dakle, vredi

Teorema 1.17 (Bekenbah i Rado; videti [4]). Neka je 3? dovoljno glatka povrs sa Gauso-
vom krivinom K. Neophodno i dovoljno da (1.19) vredi za sve prosto povezne oblasti D

omedjene glatkom krivom jeste da Gausova krivina zadovoljava: K < 0 svuda na ¥.2.

Glatkost povrsi koju je zahtevalo izvodjenje od strane Bekenbaha 1 Radoa je glatkost
do treeg reda (Sto je i uobiCajeno u geometriji povrsi); neSto kasnije Lozinski [33] je
pokazao da je dovoljno pretpostaviti glatkost drugog reda.

Kasnije, Fiala [19] je posmatrala analitie povrsi Cija je krivina K nenegativna 1 pot-

puno razli¢itim pristupom dos$la do nove izoperimetrijske nejednakosti

L* > 2A {271' — / de} (df je element povrsine).
D

Jednakost vredi ako 1 samo ako je ' = 0 1 ako je D geodezijski krug.

Navodimo sada jedan rezultat koji se tice (logaritamsko) subharmonijskih fu-nkcija i
koji se duguje Huberu [26].
Teorema 1.18 (videti [26]). Neka je funkcija u(z) u zatvorenom disku |z| < 1 razlika dve
subharmonijske funkcije

u(z) = u1(2) — ua(2).

2m ) 2
Am(1 — a)/ 2@ dA(z) < {/ e“(elg)dﬁ} ,
|z|<1 0

Tada vredi
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gde je

o= [ duslo)
|z]<1

i gde ps(z) oznacava distribuciju korespodentu funkciji us(z) (Risovo razlaganje subhar-

monijskih funkcija). Jednakost vaZi ako i samo ako u(z) ima formu

u(z) = log |F'(2)| + ag(z, —5/62) 0<a<l),
pri éemu je F(z) = (az+b)/(cz + d) linearna funkcija, analiticka u |z| < 1; g oznacava

Grinovu funkciju u |z| < 1.

Huber je potom primenio ovaj rezultat na dovoljno glatke povrsSi i time uopstio ranije

navedene rezultate:

Teorema 1.19 (videti [26]). Ako rektificijabilna Jordanova kriva I duZine L obuhvata

prosto povezanu oblast D ¢ija je povrsina A, tada vredi
2A(27 — JT) < L?

Jednakost se dostize ako i samo ako je K = 0 u D i T je geodezijska kruZica; ovde J*

oznacava vrednost

1 1
Jt = / (Au)"dA; u=-logE = =log .
D 2 2



Glava 2

Prilog teoriji harmonijskih

preslikavanja

Ova glava je posvecena harmonijskim preslikavanjima. Jedan od motiva za izuCavanje
harmonijskih preslikavanja jeste njihova bliska veza sa minimalnim povrSima. Sledeci na§
skoriji rad [29], izloZi¢emo dve teoreme za harmonijska preslikavanja — verziju teoreme
Karateodoria i Smirnova za harmonijska preslikavanja sa jedinicnog diska na (otvorenu)
Jordanovu povrs. Preciznije, u nastavku pokazujemo da jedno takvo preslikavanje pose-
duje ekstenziju ograniCene varijacije na granicu diska. Za istu klasu preslikavanja je
pokazana teorema Smirnova, koja govori da ugaoni izvod pripada odgvarajuc¢oj Hardi-
jevoj klasi ako i samo ako je granica Joradanove povrsi rektificijabilna. Teoreme do kojih
dolazimo u prvom delu glave uporedjujemo kasnije sa nekim dobro poznatim za mini-
malne povrsi. Posle toga izvodimo izoperimetrijsku nejednakost za Jordanove harmoni-

jske povrsi.

2.1 Harmonijska preslikavanja

Pod harmonijskim preslikavanjem ovde podrazumevamo naredni tip preslikavanja.
Neka je D oblast u ravni. Vektorsko vrednosna funkcija F' = (f!,..., f") : D — R" je
harmonijsko preslikavanje u D ukoliko je injektivno u ovoj oblasti 1 ako je svaka od ko-
ordinata f7 (j = 1,...,n) (realno vrednosna) harmnonijska funkcija u D. Primetimo da
odmabh sledi da je kompozicija harmonijskog sa konformnim takodje harmonijsko pres-
likavanje: ako je g konformno preslikavanje oblasti D* na D, tada je f o g harmonijsko u
D*, ukoliko je f harmonijsko preslikavanje u D.

Pod h? (0 < p < o0) ovde podrazumevamo klasu svih harmonijskih preslikavanja
jedni¢nog diska (u gornjem smislu) koja zadovoljavaju odgovarajuce restrikcije koje se

tiCu srednjeg rasta prlikom pribliZavanja granici; drugim re¢ima ako moduo preslikavanja

28
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pripada Hardijevoj klasi subharmonijskih funkcija. Lako se proverava: F' = (f!,..., f") €

h? ako i samo ako f/ € h? zasve j = 1,...,n.

Neposredno se adaptira Risova teorema o reprezentaciji harmonijskih funkcija na har-
monijska preslikavanja koja pripadaju h? (1 < p < oo). Neka BV|[a, b] oznacava klasu
svih funkcija [a, b] — R™ koje su ograniCene varijacije u ovom segmentu, odnosno klasu
preslikavanja ® = (¢4, ..., ,) takvih da je svaka od koordinatnih funkcija ¢; (j =
1, 2,...,n) (realno vrednosna) funkcija ograniene varijacije u [a, b]. Totalnu varijaciju
®(t) € BV([a, b]) obelezavamo sa Vo (®(t)).

Prema Risovoj teoremi, F'(z) € h' poseduje reprezentaciju u formi vektorskog Puason—

Stiltjesovog integrala

1
o7

2m
F(z) = PS[o()](2) / P(r,0 — )dD(t), == re® @1
0
za izvesnu vektorsko vrednosu funkciju ®(¢) u segmentu [0, 27]; sli¢no tome, ako je har-
monijsko preslikavanje F'(z) ogranieno u jedini¢nom disku, tada je
1

F(=) = POW](2) = o /0 " Pt — 0)D(1)dt 2.2)

za (s.s. odredjeno) & € L, ®(0) = d(2m).

2.2 Verzije klasicCih rezultata za

harmonijska preslikavanja

Ovde razmatramo harmonijska preslikavanja jedinicnog diska na proizvoljnu Jorda-
novu povr$ smestenu u R"”; podskup ¥ uR” je zatvorena Jordanova povrs (govoricemo
jo§ Jordanova povrS smeStena u R") ukoliko je homeomorfna slika zatvorenog jedni¢nog
diska, odnosno ako je i mogudée predstaviti u formi ¥ = X (U) za izvesno injektivno
i neprekidno preslikavanje X : U + R". KaZemo da je &~ omedjena Jordanovom
krivom I' = X (T). Ako je pri tome I rektificijabilna kriva, govorimo da je 3? zatvorena
Jordanova povrs sa rektificijabilnom granicom; u ovom sludaju, 3% = ¥ \ I' zovemo

(otvorena) Jordanova povrs sa rektificijabilnom granicom I'.

2.2.1 Reprezentacija harmonijskih preslikavanja

Naredna teorema uspostavlja reprezentaciju harmonijskih preslikavanja posredstvom

preslikavanja ogranicene varijacije i bice kasnije od znacajne Koristi.
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Teorema 2.1 (videti [29]). Neka je X? Jordanova povrs sa rektificijabilnom granicom T’
i neka je F(z) harmonijsko preslikavanje jedinicnog diska na 2. Tada postoji funkcija
ogranicene varijacije ®(t) : [0,27] — T', ®(0) = ®(27) tako da vredi F(z) = P[®(t)].

Dokaz. Neka je X homeomorfno preslikavanje zatvorenog diska U na zatvorenu Jor-
danovu povrs ¥, Tada je f = X! o F homeomorfizam jedini¢nog diska na sebe. Neka
je {7} niz strogo rastuéih pozitivnih brojeva koji zadovoljava lim,,_,, r,, = 1. Ozna¢imo
D, = f~1(U,,) i neka je g,, konformno preslikavanje diska U na oblast D,, tako da vredi
9,(0) = 01g,(0) > 0. Bez gubljenja opStosti, moZemo pretpostaviti 0 € D,, za sve n.
Tada je f, = r,'(f o g,) homeomorfizam zatvorenog jedini¢nog diska na sebe. Neka
je Yn = fulr. Postoji , tako da je o, (e") = 1) i tako da je 3, (striktno) mono-
tona funkcija i (F o g,)|r = X o (r,p,). Prema Helijevoj teoremi o izboru (videti
lemu 1.1), postoji konvergentan podniz {¢,, } niza {¢,}. Neka je ¢ = limg_ o0 Pn,
1 ¢ = limp_o n,. Tada je ¢ monotona i prema tom ograni¢ene varijacije. Dakle,
(X o Fogy,)lr — ¢ Sledi limy oo (F 0 gn,) = (X 0 ¢), jer je X! homeomor-
fizam 5~ na U. Kako je I rektificijabilna kriva prema geferovoj teoremi [51], funkcija
X je ograniCene varijacije na T. Dakle, kako je ¢ monotona i prema tome ograni¢ene
varijacije, sledi da je preslikavanje & = X o ¢ takodje ogranicene varijacije. Niz funkcija
{Fy = (F o gn,)|r} je niz neprekidnih i uniformo ograniCenih (sa || X||»,) funkcija i pri
tome su F' o g, harmonijske. Prema Lebegovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji,
nalazimo limy_,., F' o g,, = P[F}] = P[X o ¢|. Sledi da je niz {g,,, } konvergentan.
Uvedimo oznaku g = limy_,~ ¢y, . Kako je g konformno preslikavanje jednini¢nog diska
na sebe, koje zadovoljava g(0) = 01 ¢’(0) > 0, sledi g = Id. Dakle, F' = P[®] (gde smo
stavili ® = X o). Konacno, kako je X neprekidno preslikavanje i funkcija ¢ monotona,
moZemo zakljuciti da je preslikavanje ¢ neprekidno izuzev u prebrojivo mnogo tacaka

gde poseduje levu 1 desnu grani¢nu vrednost. 0

2.2.2 Verzija teoreme Karateodori

Naredna teorema je adaptacija odgovarajuceg rezultata za harmonijske funkcije.

Teorema 2.2. Neka je F(z) = P[®(t)| harmonijska funkcija u jedini¢nom disku, pri cemu
je ®(t) € L', ®(0) = ®(2) i neka za izvesno 0y € [0, 27] vredi

i 20 = o
i
lim ®(0) = B,.

0160
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Za X\ € [—1,1], nekaje Tx(t) C U, 0 < t < 1 luk koji se zavrsava u T'y(1) = €% i koji

formira ugao —”—2’\ sa jedinicnom kruZnicom u ¢ . Tada imamo

lim F(DA(1) = £(1 - M)Ay + 31+ ) By,
Naravno, ako je Ag = By = ®(6y) (drugim rec¢ima ako je ® neprekidna u 6), tada je
dobro poznato da F' poseduje neprekidnu ekstenziju na e U U.
Ako je F' definisana u jedinicnom disku U i ako je ¢ € T, skup tataka nagomilavanja
Cy(F, ¢) se definiSe na slede¢i nacin: w € Cy(F, () ako postji niz {z,} C U tako da je
lim,, o 2, = C1lim,,_,o F(2,) = a. Dobro je poznato da je za sve i F' skup Cy(F, ()

neprazan i zatvoren.

Teorema 2.3 (videti [29]). Neka je %% Jordanova povrs sa granicom T'. Neka je F(z)
harmonijsko preslikavanje diska |z| < 1 na X? koje se moZe predstaviti u formi F(z) =

P[®](z), gde je  kao u teoremi 2.1. Tada imamo:

1. ako T ne sadrZi deo neke prave, tada F(z) poseduje neprekidnu ekstenziju na |z| =
1,

2. ako je ty € [0, 27| tacka prekida za ®, tada postoje

Ao =1lime(t), By =lime(t)

CU(‘ﬂ eito) = [A(), Bo] Q F

Dokaz teoreme 2.3. Neka je 6, € [0,2x] proizvoljno odabrano. Postoje leva i desna
grani¢na vrednost ¢ u tacki 6. Neka je limgrg, f(€) = A ilimgyg, f(e?) = Bo.
ZaR>0i—-1< X< 1nekaje

Am

2).

zp=e%(1 - Re™

Tada zz — €% ako R — 0 i ugao izmedju poluprave 'y = {25 : 0 < R < oo} u R =0

i tacke €0 jednaks je —\7 /2. Imajuéi u vidu teoremu 2.2, sledi

. 1 1
lim f(zg) = 5= A)Ag + 5(1 + A)Bo.

Dakle, [Ag, Bo] C Cy(f, ). Kakoje f : U — %2 homeomorfizam, imamo Cy( f, %) C
I. Dakle, [Ao, B(]] g I
Ako I' ne sadrzi nijedan segmenent tada je Ag = By, drugim re¢ima ¢ je neprekidna

u e, Ovim je ustanovljeno (1).
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Da pokaZemo (2), pretpostavimo [Ag, By] € Cy(f, €'®). Tada postoji wy € Cy(f, ')\
[Ap, By]. MozZemo pretpostaviti da wy, Ay, By leze na granici I' u pozitivnom smeru i
neka je C' luk na I od wy do By. Prema teoremi 2.2 moZemo odabrati Jordanov luk [ u
U takav da su graniéne tacke za [ ' i "2 i tako da f|; ima neprekidnu ekstenziju na
Ii f(e) € T'\ C, f(e") lezi u unutrasnjosti luka od wy do Ay. Neka je D Jordanov
domen omedjen sa [ i granicom jedini¢nog diska koji sadrzi ¢® na granici. Prema teo-
remi 2.2 i prema definiciji skupa Cy(f, €'®), postoje dva niza {(, } i {z,} u D tako da je
Co — €90 2z, — e f((,) — tacki wy € [Ag, By, f(2n) — wo. Tada su obe tacke wy i
w; na granici za f(D), $to je protivre¢nost. Dakle, Cy( f, %) C [Ay, By). O

Prvi deo teoreme se moze videti kao teorema Karateodori za harmonijska preslika-
vanja jedini¢nog diska na otvorenu Jordanovu povrS omedjenu rektificijabilnom krivom.
Teorema koju smo upravo pokalzali generalizuje glavni rezultat Hengartnera i Sobera

[24], gde autori pokazuju istu teoremu ali za Jordanove oblasti u ravni.

2.2.3 Verzija teoreme Smirnova

Da ustanovimo verziju teoreme Smirnova za harmonijska preslikvanja (teorema 2.4),

bi¢e nam potrebna naredna dva rezultata.

Lema 2.1 (videti [29]). Neka je 3 Jordanova povrs omedjena krivom T i pretpostavimo
da je F(z) harmonijsko preslikavanje diska |z| < 1 na ¥*. Dalje, neka je T, = F(|z| =
r), 0 < r < 1 familija krivih na povrsi 32, Tada je niz duZina {|T,|} rastuéi u odnosu na
T I pri tome je

| <), (23)

pri cemu podrazumevamo |I'| = oo ako kriva T nije rektificijabilna.

Dokaz. Pretpostavi¢emo da je I rektificijabilna. Postoji ®(¢) ograniCene varijacije tako
da je F(z) = P[®(t)] (prema teoremi 2.1). Imajuéi u vidu (2.2), upotrebom parcijalne

integracije, sledi da se 0y F'(z) moZe napisati kao Puason-Stiltjesov integral za ®(¢):

27 2
OpF (2) = % /0 0y P(r, 0 — ) (t)dt = —% /0 O,P(r,0 — )®(t)dt
2

= —(2m)  P(r 0 — ) (1) + % / P(r,0 —t)d®(t)
1 2

:5 ;

P(r,0 —t)d®(t) = PS[®(¢)](2),

pri ¢emu je z = re?. Oznacimo sa Ty(t) = Vi(®(t)) totalnu varijaciju funkcije ®(¢) u
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segmentu [0, t] (0 < ¢ < 27). Dalje imamo

00 f(2)] < %/0 " P(r,0 — )dTa(0).

Kako je
1 2
P(r,0 —t)do =1,

27 Jo

primenom Fubinijeve teoreme nalazimo

27 2m 2m
T, = / By F(re®)|df = — / a6 / P(r,G—t)dCI)(t)'
0 21 Jo 0
1 27 27 21 1 21
- d@/ P(T,G—t)chp(t)zf —{/ P(r,e—t)de} dT(t)
0 0 21 0

2 Jo

IN

2w
< [ o < VEe®) < )
0
zapravo, lako je proveriti da vredi
V(@) = [T.

Medjutim, |T'| # fO27T |®’(t)|dt, jer u opstem slucaju, ® ne mora biti apsolutno neprekidna.
Kako je 0,F'(z) (vektorsko vrednosna) harmonijska funkcija, sledi da je |0;F"| subhar-

monijska funkcija u jedini¢nom disku, prema tome |I',| raste sa porastom 7. [

Lema 2.2 (videti [29]). Neka je ¥? Jordanova povrs omedjena krivom T i neka je F(z)
preslikavanje diska |z| < 1 na X% Pretpostavimo da F(z) ima neprekidnu ekstenziju
na |z| = 1, izuzev u najvise prebrojivo mnogo tacaka {a,}, pri cemu je skup tacaka
nagomilavanja Cy(F, a,) segment. Dalje, pretpostavimo da su krive I',,, 0 < r < 1

definisane na nacin T, = f(|z| = r) rektificijabilne. Tada je
limsup T, | > [T,
r—1

pri Cemu, ako T nije rektificijabilna, uzimao |I'| = oo.

Dokaz. Neka je d(x,y) = |z — y| euklidsko rastojanje izmedju tacaka x, y € R™ i

E = U C{U(f, ak).

k>1

Neka je € > 0 fiksirano i pretpostavimo da je I' rektificijabilna (ako nije, dokaz je slican).
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Postoje wy, wy,...,w, € I' tako da vredi

Y d(wj,wien) > [T — /2,

J=0

gde smo stavili w,, 11 = wy. MoZemo pretpostaviti, bez umanjena opStosti, da se nijedna
od njih ne sadrzi u E.

Budu¢i da f poseduje neprekidnu ekstenziju na granicu povrsi X2 iskljuCujudi seg-
mente, moZemo naci tacke (; € T tako da je f((;) = w; zasve j =0, 1,...,n. Neka
jew; = f(r¢;) € I',. Rastojanje izmedju 7(; i (; je 1 — r za sve j. Kako je n fiksirano,
postoji r dovoljno blisko 1 tako da vredi

Sp = Zd(w;,wj) < e/4.
=0

Primenjujuéi nejednakost trougla nalazimo

d(wj,wjy1) < d(wj, w y)"‘d( 3 ]+1)+d( ]+17WJ+1)

Sledi

n

rr\>2d W )r) 2 D dws i) = 28, > || <.
7=0

Kako € moZemo birati proizvoljno, imamo

limsup |I',| > |[].

r—1—

]

Teorema 2.4 (videti [29]). Neka je 3? Jordanova povrs omedjena krivom T i neka je F(z)
harmonijsko preslikavanje diska |z| < 1 na ¥2. Pretpostavimo da suT,, 0 < r < 1 krive

definisane na nac¢in T, = F(|z| = r). Tada O,F € h' ako i samo ako je T rektificijabilna.

U ovom okruZenju,

Dokaz teoreme 2.4. Ako je I rektificijabilna kriva, prema lemi 2.1 imamo |I',| < |T|, §to
znaci

2w
/ 0, f (re™)|dt < |I'| < oo.
0

Dakle, O, f € h'.

Obrnuto, ako d;f € h', tada postoji ®(t) ograniCene varijacije tako da je 0, F(z) =
PS[®(t)], odnosno vektorsko vrednosnom Puason—Stiltjesovom integralu za ¢. Neka je
U(z) = P[®(t)]. Tada je 0;U(z) = 0;F(z). Buduéi da je harmonijski konjugovana
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funkcija 0,U(z) = 0,F(z) jedinstvena, sledi r0,U(z) = r0,F(z). Prema tome, imamo
0U(z) = 0,F(2)10.U(z) = 0,F(2). Dakle, postoji (vektorsko vrednosna) konstanta
C' koja zadovoljava F'(z) = U(z) + C = P[® + C](z). Sada je prema teoremi 2.3,
U := & + C preslikava [0, 27| u I' i sve pretpostavke leme 2.2 su zadovoljne. Prema ovoj
lemi i lemi 2.1, |I'| je kona¢no.

Budu¢i da imamo harmonijsku parametrizaciju, |I',| je rastu¢a po 0 < r < 1. Sledi
lim, ;- |T';| < |T'| (prema lemi 2.1). Obrnutu nejednakost imamo prema drugoj lemi 2.2.
Dakle, lim, - |I';] = |T']. O

Teorema Smirnova za konformna preslikavanja moze se pokazati za odgovarajucu
klasu analitickih prelikavanja jedini¢nog diska u C" zahtevajuéi da je slika diska razapeta
rektificijabilnom Jordanovom konturom. Ovaj rezultat je ustanovljen od strane Globevnika
i Stouta [21]. Teorema Smirnova se takodje moZe pokazati za klasu harmonijskih K —kvazi-
konformnih preslikavanja i klasu (K, K’)—kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja
[30, 43]. Mi smo pokazali veriziju teoreme Smirnova za harmonijska preslikavanja, koja,
naravno, nisu uvek kvazikonformna i prema tome, u izvesnom smislu, nase pretpostavke
su optimalne.

Primetimo da sledi:

Posledica 2.1 (videti [29]). Neka je 3* Jordanova povrs omedjena krivom T i F(z) har-
monijsko preslikavanje diska |z| < 1 na X2

Ovi iskazi su medjusobno ekvivalentni:

1. postoji funkcija ®(t), ®(0) = ®(27w) ogranicene varijacije tako da vredi F(z) =
P[O()](2);
2. (9,5F c hl,'

3. T’ je rektificijabilna.

Ako vredi neki od prethodnih uslova, tada je
T = V5™ (2(1)).

Prethodna posledica se moZe uporediti sa posledicom 1.2. Parametrizacija krive I'
koju inducira preslikavanje F' nije uvek apsolutno neprekidno (ili ¢ak neprekidna, naprimer
ako I" sadrzi segmente). Medjutim, ako je n = 2 i ako je pri tome F' konformno preslika-
vanje, tada ono indukuje na I' apsolutno neprekidnu parametrizaciju krive I' (posledica
1.2). Dakle, postoji razlika izmedju harmonijskih i konformnih preslikavanja u pogledu

apsolutne neprekidnosti grani¢ne fu-nkcije.
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Vise od toga, ako je X2 minimalma povrs omedjena rektificijabilnom krivom I', tada je
parametrizacija krive I' inducirana izotermnim koordinatama povrsi ¥? takodje apsolutno
neprekidna [55].

2.3 Izoperimetrijska nejednakost i

harmonijske povrsi

2.3.1 Jordanove harmonijske povrsi

Jordanova povrs Y2 je Jordanova harmonijska povrs ako postoji harmonijska parametri-
zacija X : U — X2, Primetimo da poslednje preslikavanje ne mora posedovati homeo-
morfnu ekstenziju na U. Isto tako, ono ne mora biti regualrno preslikavanje. Za kon-
traprimer videti [17] kao 1 sledeci.

Primer 2.1 (videti [17]). Neka je m > 2ceo broj, 0 =6y < 61 < --- < 001 = 271

definiSimo

o= Z 05X10,,0,11]-
=0

Tada je f = P[¢], ¢(t) = €¥*) harmonijsko preslikavanje (difeomorfizam) jedini¢nog
diska na Jordanovu oblast koju zatvaraju poligonlanle linije sa vrthovima u tatkama % | j =
0, 1, 2,...,m. Ovaj primer se moZe lako modifikovati do preslikavanja jedinicnog diska

na harmonijsku povr$ Y2, kako sledi. Neka je

F(z) = (h(2), Rf(2), 3f(2)),

gde je h proizvoljna realno vrednosna harmonijska funkcija koja je neprekidna do na

granicu. Tada je skup tacaka nagomilavanja za F u ¢'% segment
[(h(e), cos 6;,sin60;), (h(e"), cos 0;41,sin6;41)].

Uzmimo, naprimer
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1. Neka je F'(z) = (5Rz,Rf(2),Sf(2)). Tada F odredjuje harmonijsku povr§ 32 =
F(U) C R3. Granica ove povrsi se sastoji od Sest segmenata koji ne prave poligon
i homeomorfna je T U [0, 1]. Primetimo da je >? Jordanova povrs sa zasekom duZ

segmenta.

2. Ako umesto F uzmemo EF = (Rf(z),3f(2), Larg(l + z)), tada dolazimo do
Jordanove harmonijske povrSi. Njena granica se sastoji od Sest segmenata koji

obrazuju poligon.

2.3.2 Izoperimetrijska nejednakost za Jordanove

harmonijske povsi

Ovde ¢emo ustanoviti klasi¢nu izoperimetrijsku nejednakost za Jordanove harmoni-
jske povrsi omedjene rektificijabilnom granicom. Rezultat koji je klju¢an u tom pravcu
jeste konstatacija da je Gausova krivina (regularne) harmonijske povrsi nepozitivna, i to
je sadrzaj leme 2.4. Iako moZzda ocekivan, izgleda da ovaj rezultat nikada nije bio pub-
likovan. Sva je prilika da se nejednakost izoperimetrijskog tipa za harmonijska preslika-
vanja prvi put pojavila u poznatoj Kurantovoj monografiji [13], ali bez precizne konstante.
Upuéujemo takodje na Sifmanov rad [53] o sedlastim povr§ima. Navedene reference su
bile 1 motiv za rezultate koji slede.

Pre svega, naredna lema daje izraz za Gausovu krivininu regularne i dovoljno glatke

povrsi koji nam je podesniji za naredna razmatranja.

Lema 2.3 (videti [29]). Neka je ¥.? povrs smestena u R™ i neka dopusta dovoljno glatku

parametrizaciju

X(z,y) = (Xa(z,9), ..., Xu(z,y)), (2,y) €D.
Gausova krivina K (x,y) povrsi $* moZe se izraziti na sledeéi nacin

K =
det {[Xm,Xx,Xy] X [ny,Xx,Xy]t} — det{[Xxy,Xx,Xy] X [Xl,y,Xx,Xy]t}
(1Xa21X, 2 — (Xa, X,)%)?

U ovoj lemi smo za vektore A = (ay,a9,...,a,), B = (b1,be,...,b,) 1 C =
(c1,¢a,...,¢n) sa A, B, C] oznadili matricu
a, a2 ... Qp
[A,B,C] — bl bg bn

Cit Co ... Cp
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U standardnom izrazu za Gausovu krivinu (koji ukljucuje drugu fundamentalu formu
povrsi) figuriSu parcijalni izvodi parametrizacije do tre€eg reda i obi¢no se pretpostavlja
njihova neprekidnost. Medjutim, u formuli za krivivnu koja se nalazi u lemi 2.3 imamo
samo parcijalne izvode do drugog reda. Ipak, nas dokaz leme zahteva postojanje par-
cijalnih izvoda do treceg reda parametrizacije X. Buduci da je nasa glavna primena za

regularne harmonijske povrsi, ovo nam nece smetati.

Dokaz leme 2.3. Neposredno se proveravaju jednakosti:

E

=2 (Xoy, Xo) s By = 2 (X Xo) + 2| X[,

Fm = <X:c;me> + <Xac7X:vy> )
ny = <Xxxy7 Xy> + <Xx$7 ny> + ‘Xﬂ?y‘2 + <XI’ Xxyy> )

G =2(Xop, Xy) s G = 2 (X, X)) +2[ X0

_%Eyy + ny - %Gm = <Xm7ny> - |Xzy’2-

Na osnovu ovih relacija, nalazimo

det{[X .y, Xu, X,] X [Xoy, Xo, X, '}

Xl 3B, 3G
=| i, E F
G, F G
X2 0 0 0 1E, iG,
=| i, E F|+|iE, E F
G, F G G, F G
0 1B, iG,
= Xy (EG-F*)+|iE, E F
¢, F G
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det{[X .z, Xu, X)) X [Xyy, Xu, X, '}

|Xacy|2 - %Eyy + Fay — %Gm %Ex I — %Ey
= F, — %Gz E F
%Gy F G
|me|2 0 0 _%Eyy + Fay — %Gm %Ex I — %Ey
= Fy—%Gx E F |+ Fy—%GI E F
%Gy F G %G’y F G
_%Eyy + Fay — %Gm %Efv Iy — %Ey
= | Xu*(EG — F?) + F,-1a, E F
%Gy F G
Jednakost za Gausovu krivinu sada sledi iz (1.18). ]

Lema 2.4 (videti [29]). Ako je X? harmonijska povrs koja dozvoljava regularnu harmoni-

jsku parametrizaciju X, tada je Gausova krivina povrsi X2 nepozivitna.

Dokaz. Kako je AX = (0,...,0), sledi X,, = —X,,. Imajuéi u vidu ovu relaciju i

lemu 2.3, nalazimo

K p—
det{[X e, Xo, X,] % [Xyyr X, X,J1} — det{[Xuy, X, X,] % [Xoy, Xoy X,
(1X221X, 2 = (X, X,)%)?
— det{[Xuw, Xu X,] X [Xuzs Xo, X, )1 — det{[Xuys X, X,] X [Xays Xos X, ]}
(X221 2 = (X, X,)%)?

<0

— ’

jer su obe matrice koje se pojavljuju simetri¢ne. [

Kako je Gausova krivina unutrasnja invarijanta povrsi, iz upravo pokazane leme izve-
S¢emo naredni rezultat koji govori o izoperimetrijskoj nejednakosti za Jordanove har-

monijske povrsi omedjene rektificijabilnom krivom.

Teorema 2.5 (videti [29]). Neka je X% Jordanova harmonijska povrs sa rektificijabilnom

granicom T, tada vredi klasicna izoperimetrijska nejednakost

dm|2?| < TP 2.4)

ovde | 2| oznacava povrsinu.
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Dokaz. Neka je X harmonijska parametrizacija Jordanove harmonijske povrsi X2, S
obzirom da X nije nepohodno i regularna parametrizacija, kao i u [53], doda¢emo dve
dodatne dimenzije ovoj parametrizaciji i time perturbovati povr§ ¥ u R"*2. Preciznije,

za proizvoljno € > 010 < r < 1 uzmimo u obzir harmonijsko preslikavanje
XE,T(:B7 y) = (X(?”ZL', T?J)> ET, Ey)a

koje definiSe regularnu harmonijsku parametrizaciju nove Jordanove harmonijske povrsi
¥2, = X.»(U) (koja pri tome ima analiticku granicu). Kako je Gausova krivina za %2,

nepozitivna (lema 2.4), primenom klasi¢nog rezultata Bekenbaha i Radoa, nalazimo
47r\2§’r\ < |l (2.5)

Pustajuci prvo € — 0, potom r — 1, prema teoremi 2.4, dolazimo do (2.4).

Dajemo i drugi dokaz ove teoreme pozivajuci se na glavni rezultat Besona [5] 1 naSu
teoremu 2.4. Kako X konvergira ka X ikako |2 | konvergira ka ||, sledi da |2 | teZi
|2|; imajuéi u vidu (2.5), nejednakost (2.4) sledi direktno. O

Primedba 2.1. Teorema 2.5 se moze videti kao varijacija jedne od teorema koja pripada
Sifmanu [53]. U cilju uspostavljanja klasi¢ne izoperimetrijske nejednakosti za harmoni-
jske povrsi, Sifman je za pretpostvaku uzeo da je harmonijska parametrizacija X home-
omofizam tako da X |r € BV. Nas$ dokaz (videti teoremu 2.3) pokazuje da je ovaj uslov

suviSan, ako razmatramo Jordanovu harmonijsku povrs sa rektificijabilnom granicom.

Primedba 2.2. U Kurantovoj monografiji (videti dokaz [13, Teorema 3.7]), koja je pub-
likovana nekoliko godina posle citiranog Sifmanovog rada, pokazuje se da za povr§ sme-

Stenu u R? vredi naredna nejednakost
4|27 < TP,

uz uslov ¥? = X (U), gde je X harmonijska parametrizacija sa apsolutno neprekidnim

grani¢nim vrednostima.



Glava 3

Analiticka izoperimetrijska
nejednakost za funkcije

na polidisku

Izlozi¢emo prvo kratku pozadinu problema koji ¢e nas zanimati u ovoj glavi. Ukratko,
glavni objekti naseg daljeg istrazivanja su generelizacije Karlemanove nejednakosti za
analitiCke funkcije viSe promenjivih, kao i ekstremalni problemi koji su povezani sa tim
nejednakostima. Na kraju, sledeéi [35], dolazimo do nove analiticke izoperimetrijske

nejednakosti za funkcije na polidsiku.

3.1 Pozadina

Polazimo od jednog rezlutata koji su ustanovili Mateljevi€ i Pavlovié, kao i Burbea.

Rec je o narednoj tatnoj nejednakosti

m—1

™

/ IO aAe) < 115 G.1)

ovde je f € HP, p je pozitivan, dok je m > 2 ceo broj. Ekstremalne funkcije su iste
one koje se pojavljuju u posebnom slu¢aju m = 2 prethodne nejednakosti, kada imamo
modernu varijantu Karlemanove.

Interesantno je da postoji veza izmedju (3.1) 1 jednog Rudinovog problema, kako je to
primeceno od strane Mateljevica 1 Pavlovica [39]. Pristup Burbee [11] u otktivanju (3.1)
je drugaciji i bio je motivisan drugim razlozima.

Da bismo videli o ¢emu se radi, naveS¢emo prvo definiciju Hardijevih klasa na polid-
sku U". Neka je dm,, normalizovana Lebegova mera na torusu T". Za pozitivan broj

p, Hardijeva klasa H?(U") obuhvata funkcije f(z) = f(z1, ..., 2,) analiticke u U" koje

41
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zadovoljavaju

1/p
I = sup 30r.) = s { [ 1500am, 0} <o
0<r<1 o<r<1 {Jn
klasa H>(U") se sastoji od svih ograni¢enih funkcija analitickih u jedini¢nom polidisku.
Za teoriju funkcija u polidisku upuéujemo na Rudinovu monografiju [48].

Za konkretne vrednosti n = 21 p € {1, 2}, Rudin [48, str. 53 i 69] je pokazao da,
ako f € H?(U"), tada g(z) = f(z,..., z) pripada Bergmanovom prostoru L?. Na istom
mestu je postavljen problem da se ovaj rezultat razmotri za druge vrednosti p i n. Kasnije,

u [18] je pokazano sledeée: nekaje 0 < p < p' < coin > 2, tada
[ la@p - japrraae) < o
|z|]<1

zasve f € HP(U™). Zapravo, pokazano je mnogo vise. Oznacimo sa

dijagonalno preslikavanje; D, prevodi analitiCke funkcije u polidisku U™ u analiti¢ke
funkcije u disku U. Za 0 < p < oo, D, je ograni€en linearan operator koji preslikava
HP(U™)u LY

a,n—2*

Drugim re¢ima, postoji konstanta C' tako da za sve F' € HP(U") vredi

n—1

1D F 2 = /| (DuF)(2)P(1 = [2*)"?dA(2) < C||F 5. (3.2)
z|<1
Kako je pokazano u [25], D, : H?(U") = L, , je i sirjektivan operator za sve p > 1.
Rezultati koje smo naveli ponovo su dobijeni novim pristupom od strane éapiroa [52].
Mateljevié i Pavlovié [39] su izveli (3.1) razmatraju¢i Rudinov problem. Analizirajuéi
stepeni red funkcije analiti¢ke u jedini¢nom polidisku, uvideli su da je nejednakost (3.2)

tacna za C' = 11 za paran ceo broj p > 2. Dalje su primetili da ako se za f € H? postavi

F(z)=F(z1,...,20) = f(z1) - f(zn)

u (3.2), dolazimo upravo do (3.1) zam = nip = 2; F € HP(U") se moZe proveriti
primenom Fubinijeve teoreme. Nejednakost (3.1), kao i njena ta¢nost, za ostale vrednosti
p sada sledi prema Risovoj teoremi o faktorizaciji.

U [11], koji se uglavnom bazira na njegovom ranijem radu [9], Burbea je pimetio
da je moguce izvesti (3.1), uz malo napora, iz njegovih ranijih rezultata. Interesantno je

pomenuti da je incijalni Burbein motiv za radove koji su se pojavili po¢etkom osamdesetih
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bio da se ustanovi viSedimenzionalna verzija nejednakosti

g - ! /z|<1 lexp f(2)](1 — |2[*)"*dA(2) < exp {qiﬂ sz !f’(Z)\2dA(Z>} )

gde je ¢ > 1 realan broj i f(z) funkcija analiticka u disku |z| < 1 sa kona¢nim Dirih-

leovim integralom koja jo§ zadovoljava f(0) = 0. Jednakost vredi ako i samo ako je f(z)

moguce izraziti u formi
f(z) = qlog

1—zw
zaizvesno |w| < 1. Upucujemo na rad Saitoa [50], gde se nejednakost pojavljuje prvi put.
Medjutim, Saitov dokaz njegove nejednakosti (tacnije, dela koji se odnosi na jednakost)
je bio krajnje sloZen; Burbein dokaz [9] je jednostavniji, u ovom radu je pokazana gen-
eralizacija i reSen je odgovarajuéi ekstremalni problem za viSedimenzionalne Dirihleove
prostore.

Dakle, nejednakost (3.1) i ekstremalne funkcije mogu se videti kao posledica narednog

tvrdjenja.

Teorema 3.1 (videti [11]). Neka je m > 2 ceo broji f;(z) € H? (0 < p; < 00) za sve
j=1, 2,...,m. Tada

m
H filP € Ly,
j=1

/KI{H\f |pﬂ}damz lf[m

Jednakost vredi ako i samo ako je ili H;n:1 fi = 0ili ako svaka od funkcija f; (j =

1, 2,...,m) ima formu
fi(z) = ¢ Ku(2)"P

za izvesno (zajednicko) |w| < 1ic; # 0; ovde K (z,w) = (1 — zw)™*

ima ulogu Kosi—

Segovog jezgra.

Slucaj u teoremi 3.1: "p; = 2 zasve j = 1, 2,...,m”, koji ¢emo zvati Hilbertov,
moze se izvesti iz dosta opsteg razmatranja koje ukljucuje teoriju reproduktivnih jezgara.
Ovo je razlog zbog kojeg se u formulaciji teoreme pojavljuje Kosi—Segovo jezgro. Metod
prezentujemo u narednom odeljku i to je klju¢ni momenat u dokazu teoreme 3.1; teorema
se potom pokazuje na nacin koji je uobicajen, primenom Risove teoreme o faktorizaciji —
pristup koji je takodje upotrebio Burbea [11]. Kasnije, u ¢etvrtom odeljku, prezentujemo
pristup koji ne koristi faktorizaciju, uspostavljaju¢i nejednakost u teoremi 3.1 za funkcije

koje pripadaju Hardijevoj klasi subharmonijskih funkcija PL.
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Od interesa je primetiti da je teorema 3.1, zapravo, ekvivalentna sa nejednakoscu (3.1)
uzeta sa odgovarajuc¢im tvrdjenjem za jednakost. Ovo je primefemo i ukazano nam od
strane profesora Pavlovica. Naime, neka je f; (j = 1, 2,...,m) kao u teoremi. Kako
smo vec rekli, dovoljno je razmotriti Hilbertov slucaj i mozemo joS pretpostaviti da se

fi(2) (j =1, 2,...,m) ne poniStava nigde u disku. Neka je

9(z) = (fi(2) fal2) -+ frnl2) V™,

pri ¢emu uzimamo neku granu korene funkcije. Primenom Holderove nejednakosti, nalaz-

1mo
m

Hfj

=1

lgll5" = lg™ l2/m =

m
< T2 < .
j=1

2/m

Dakle, g € H?. Primenom (3.1) zap = 21i f = g, potom poslednje nejednakosti, sledi

m

/ { |fj(Z)|2}damz(Z)= [ g dana(z) < gl
|z|<1 j=1 |z|<1
S

Ako se jednakost dostiZze na svakom mestu u gornjem nizu, tada se iz druge relacije moze
zakljuditi da je to slucaj ako i samo ako je ili ¢ = 0ili g(z) = M1 — 2w) 7' = M, (2)
za |w| < 1 i nenultu konstantu \, prema delu koji govori o jednakosti u (3.1). Ukoliko
je g = 0, jasno je da mora biti f; = 0 za isvesno 1 < j < m. Imajuci u vidu slucaj
jednakosti u Holderovoj nejednakosti, povezanost izmedju g i f; (j = 1, 2,...,m) i
¢injenicu: ako su ¢(z) i ¢(2) analiticke funkcije disku |z| < 11iako je |p(2)] = |[¢(2)| za
sve |z] < 1, tada je ¢ = o) za izvesnu konstantu |a| = 1, neposredno sledi da jednakost
vredi na treem mestu ako i samo ako je f;(z) = ¢;K,(z) zasve j = 1, 2,...,m, pri
¢emu je c; nenulta konstanta. Dakle, ovim smo izveli teoremu 3.1 iz (3.1) i odgovarajuceg
tvrdjenja za jednakost.

Prema samoj definiciji Bergmanovih prostora, (3.1) je moguce predstaviti u formi

1 lmpm—2 < [ fllp, [ € H”. (3.3)
1z (3.3) sledi
H? C LZ%_Q. (3.4)

Vise od toga, sledi da je norma inkluzivnog operatora jednaka jedinici, buduci da je ne-
jednakost (3.3) tacna.

Inkluzija koja je nadjena nije iznenadjenje i ona sledi iz Djurenove generalizacije
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poznate Karlesonove teoreme [15, 16]. Informativno, neka je 0 < p < p/ < c0i p
konacna (pozitivna) mera na disku |z| < 1. Tada postoji konstanta C' = C'(u) tako da

vredi

1/p
{ /| |1\f(2)\p'du(2)} < Clfl, fem

ako i samo ako je p p’ /p—Karlesonova mera. Ako je p = p/, imamo Karlesonovu teoremu.
Moze se proveriti da je da,,—» m—Karlesonova za sve m > 2 1 potom sledi (3.4). Med-
jutim, ovo razmatranje je veoma opSteg karaktera i nije od pomo¢i u nalaZzenju norme
inkluzivnog operatora (ili Sto je isto, tacne izoperimetrijske konstante) i1 ekstremalnih
funkcija.

Ovo poglavlje sadrzi jos tri odeljka. Drugi odeljak je posvecen prenoSenju Hilber-
tovog slucaja Karlemanove nejednakosti u veoma opsStem kontekstu. Pokazujemo verz-
iju za funkcije analiticke u proizvoljnoj kompletnoj Reinhardtovoj oblasti u C". Sledeci
Burbein pristup [9], ovde pokazujemo nesto opstiju formu i dajemo jednostavniji dokaz.
Burbea je upoterebio ovu formu nejednakosti zajedno sa jednim njenim analogom (videti
takodje citiran radi) za izvodjene ineresnatnih nejednakosti izmedju funkcija koje pri-
padaju raznim prostorima analiti¢kih funkcija sa Hilbertovom strukturom (izmedju ostlog,
Saitove nejednakosti). Posebno, jedna primena dovodi do nejednakosti izoperimetrijskog
tipa za funkcije koje pripadaju H?(U"). U &etvrtom odeljku nas cilj je pokazati novu
formu i to za funkcije koje pripadaju H?(U"); takodje, cilj je odrediti sve ekstremalne
funkcije za novu formu izoperimetrijske nejednakosti. Buduci da ne postoji direktan ana-
log Risove teoreme o faktorizaciji za Hardijeve prostore na polidisku, ovaj problem je

nesto teZzi.

3.2 Karlemanova nejednakost i teorija

reproduktivnih jezgara

IzloZi¢emo prvo osnovne teorije reproduktivnih jezgara sledi¢i Aronsajzov rad [2],
gde je teorija dobila svoje uporiSte. Nama je ona potrebna radi odredjenih prelimi-
narnih rezultata. Posle toga pokazujemo Karlemanovu nejednakosti u formi nejednakosti

izmedju analiti¢kih funkcija u proizvoljnoj kompletnoj Reinhahdtovoj oblasti.

3.2.1 Reproduktivna jezgara

Neka je ‘H Hilbertov prostor koji se sastoji od kompleksno vrednosnih funkcija defin-
isanih u nekom nepraznom skupu X. Oznacimo sa (f, g), f, g € H unutra$nji proizvod

i neka je || f|| = (f, f}l/ ® norma na H generisana skalarnim proizvodom. K (z,y) :
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X x X + C je reproduktivno jezgro za H ako vredi:
1. zasve z € X, K,(w) = K(z,w), kao funkcija promenjive w, pripada H;

2. svojstvo reproduktivnost; za sve z € X isve [ € H,
fz) ={f, K2). (3.5)
Primenom (3.5) za K, 1 w, nalazimo
K. (w)=(K.,K,), z welX.
Prema prvom svojstvu, imamo
K(z,w) = (K., Ky)

zasve z, w € X.

Prema prethodnoj relaciji, za sve z € X sledi
1| = (KL, Ko)'? = K (2,2)'2, (3.6)

Hilbertov prostor H koji se sastoji od funkcija definisanih u nepraznom skupu X
naziva se Hilbertov prostor sa reproduktivnim jezgrom (HPRJ), ako postoji reproduktivno
jezgero K za H. Hilbertov prostor sa reproduktivnim jezgrom K ozna¢avamo sa H x (X).
Korespodentnu normu sa || - || x (ili || - ||z, ) 1 unutrasni proizvod sa (-, -) - (ili eventualno
(,*) 1,.» @Ko je to potrebno radi jasnoce).

Ukoliko Hilbertov prostor H funkcija na skupu X dopusta reproduktivno jezgro, tada
je ono jedinstveno. Naime, neka je K (z,w) reproduktivno jezgro za H i neka isto vredi

za K'(z,w). Tada, za sve z € X, primenom drugog svojstva za K i K’, nalazimo

1K - K| = (K. - K., K. - K)
<Kz K/ > <Kz _K;7K2>
= (Kz - z)(z) - (Kz - K;)<Z)
=0

Dakle, K, = K. (K.(y) = K.(w) zasve w € X). Ovo zna¢i K (z,w) = K'(z,w) za sve
z, we X.

Pokazuje se naredna fundamentalna ¢injenica:

Teorema 3.2. Hilbertov prostor H funkcija definisanih na X, poseduje reproduktivno



GLAVA 3. ANALITICKA IZOPERIMETRIJSKA NEJEDNAKOST 47
jezgro K (odnosno ‘H je HPRJ) ako i samo ako je funkcional evaluacije
"o [ f(z2)

ogranicen linearan funkcional za sve z € X).

Neka je X proizvoljan skup i neka je K : X x X — C jezgro na X (tj. neka poseduje
svojstva 1. 12.). Jezgro K se naziva pozitivno definitno jezgro ako za proizviljan konacan
skup tacaka {y1,,...,y,} € X i kompleksne brojeve ¢4, ..., &, vredi

> eEiK(yiy) > 0.

1, j=1
Jos se kaze da je K pozitivno definitivna matrica u smislu Mura.

U teoriji reproduktvnih jezgrara pokazuju se naredna dva tvrdjenja.

Teorema 3.3. Reproduktivno jezgro K za HPRJ Hy je pozitivno definitivna matrica (u
smislu Mura). Vredi i obrnuto, za proizvoljno pozitivno definitno jezgro K : X x X — C,
postoji jedinstven HPRJ H; koji se sastoji od funkcija na X, Cije je reproduktvno jezgro

upravo K.

Teorema 3.4. HPRJ H (D) se sastoji od analitickih funkcija u oblasti D ako i samo ako

je jezgro K je seskvi analiticko i lokalno ograniceno u D.

3.2.2 Prostori analitickih funkcija u kompletnoj

Reinhardtovoj oblasti

Oblast D C C" se naziva kompletna Reinhardtova oblast ako z € D povlaci z-w € D

—n .o . ..
za sve w € U ; koristimo oznaku - za sledecu operaciju na C™:

Z2-W = (21W1, ..., 2y Wy),
gde je
w = (Wy,...,W,).
konjugovan vektor sa w; ovde su z = (z1,...,2,) i w = (wy,...,w,) koordinatne

reprezentacije za z i w u standardnoj bazi prostora C" (posmatran kao vektorski pros-
tor nad poljem C). Iz same definicije sledi da je kompletna Reinhardtova oblast zvezdast
skup koji sadrzi 0 € C". Jedno od dobro poznatih tvrdjenja u teoriji analitickih funkcija

viSe promenjivih jeste da se funkcija f analiticka u takvom domenu D moZe predstaviti u
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formi stepenog reda

f(z) = Zaaza, z€D. (3.7)

Pri tome podrazumevamo da je konvergencija uniforma (i absolutna) na kompaktnim pod-
skupovima D. Dakle, prostor svih analiti¢kih funkcija u oblasti D, koji oznaCavamo sa
H(D), moze se videti kao zatvorenje (u lokalno uniformnoj topologiji D) linearnog pros-

tora koji je generaisan skupom {z® : o € Z'} }. Za koeficjente stepenog reda (3.7) vredi

_0°f(0)

al

Ao = aa(f)

, a€Zl.

Do kraja ovog odeljka, ozanaka D bice rezervisana za Reinhardtov domen.
Uvedimo dve klase analiti¢kih funkcijau D, P(D) i Poo(D) C P(D). Klasa P(D)

se sastoji od svih ¢ Ciji stepeni red

o(2) = Z 2%, z€D,

n
a€Zl

ispunjava uslov

ca >0 zasve acZl.

Podklasu P, (D) definiSemo zahtevom: ¢ € P(D) pripada P, (D) ako je

#(C-¢) =00 zasve z€ID.
Funkciji ¢ € P (D) pridruZimo
Ky(z,w) = ¢(z-w), =z, we D.

Lako se proverava da K, (z, w) zadovoljava pretpostavke teoreme 3.3 i teoreme 3.4. Sledi
da postoji jedinstven HPRJ za koje je K4 reprodkutivno jezgro. Vise od toga, kako je K,
prema teoremi 3.4, sledi da je prostor Hy, sastvaljen od analitiCkih funkcija u oblasti D.

Sledeca lema bliZe opisuje prostor H g, generisan jezgrom K.

Lema 3.1. Neka ¢ € P(D). Prostor Hy, se poklapa sa Hilberovim prostorom
Ho ={f € HD) : [[flls < oo}
ovde smo za f € H(D), ¢iji je stepeni red f(z) = > anz2%, z € D, oznadili

£ =D ca'laal®, (3.8)

a€Zl
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normu generisanu unutrasnjim proizvodom

(f.9) =Y ca'aaba, (3.9)

a€Zl}

pri Cemu je g(z) = Zaem boz®, z € D. Zapravo, unutrasnji proizvod (i korespodentna

norma) za Hg, i Hy su isti.

Dokaz. Lako se proverava da je H 4 Hilbertov prostor sa unutraSnjim proizvodom (3.9).
Proverimo da je H Hilbertov prostor sa reproduktivnim jezgrom; zasve ¢ € Di f € H,

nalazimo

FO=2 aa"= ) &M aacal®) = (£,6(-Q)),.

a€Zl a€Zly

Dakle,
FOI< (- O YIIflle (¢ €D, ¢ €Mty)

primenili smo Kogi-Svarcovu nejednakosti i [|¢( - ¢)|l, = ¢(C - )/2. Ovo pokazuje da
je funkcional evaluacije ogranien na H,. Sledi da H4 poseduje reproduktivno jezgro.

Kako se reproduktivna jezgra poklapaju, K4 = ¢( - (), sledi poklapanje i dva Hilbertova

prostora. [

3.2.3 Karlemanova nejednakost

Dolazimo do glavnog dela ovog odeljka. Re¢ je o teoremi 3.6 koja uspostavlja tacnu
nejednakost izmedju funkcija koje pripadaju razli¢itim HPRJ analiti¢kih funkcija u proi-
zvoljnoj Reinhardtovoj oblasti. Teoremu pokazujemo oslanjajuci se na prethodno izloZeno
i primenom Karlemanove ideje [12]. SuStina se nalazi u narednom rezultatu, koji je
pogodniji za poredjenje sa originalnom Karlemanovom nejednakoS¢u.

Primetimo prvo da ¢, ¢ € P(D)(Px (D)) povlati ¢pvp € P(D)(Pas(D)). Prema ovoj

primedbi i lemi 3.1 imamo
Teorema 3.5 (videti [9, 10, 11]). Neka je D Reinhardtova oblast, ¢, v € P(D)i f €

He, g € Hy. Tada
fg9 € Hoy

£ gllow < W Fllsllgll-

Jednakost se dostiZe ako i samo ako je ili fg = 0 (odnosno f = 0ilig=0)ili f i g imaju
formu
J=CK}, g=C Ky
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za isvesno (zajednicko) w € C" koje zadovoljava ¢(w - W), ¥(w - W) < oo i nenulte
konstante Cy, Cy; ovde su Ky(z,w) = ¢(z - W) i Ky(z,w) = (2 - W) reproduktivna
Jjezgra za Hy i Hy, respektivno.

Ako pored gornjih pretpostvaki imamo ¢ € P (D) ili ) € Poo(D), tada se uslov za

w moZe zameniti jednostavnijim: w € D.
Naredna jednostavana lema bi¢e od koristi prilikom naseg dokaza teoreme 3.5.

Lema 3.2. Neka je C' # 0 konstanta i {\, : v € Z}'} niz kompeksnih brojeva koji

zadovoljava
Aat+p = CAaAg

za sve o, 3 € 7. Tada niz ima formu
A =CT'w, yeZl,

gde je w € C".
Dokaz. Nekajey = (v1,...,7j,---,7) € Z. Ako postoji 1 < j < n tako da vredi
v; # 0, tada je

Ay = A, (CA,).

Imajudi u vidu ovu relaciju, indukcijom po ||, neposredno se moze proveriti da vredi

J=1
pri ¢emu smo uveli oznaku
w; = CA,
(zasvej =1, 2,...,n)1
w = (wy,...,w,).

Kako je \g = O\, sledi \y = 0ili \y = C~1. U oba slu€aja dolazimo do reprezentacije

niza {\,} kao u lemi. O

Dokaz teoreme 3.5. Ako je

o(z) = Z 2™ 1 U(2) = Z dg2",

a€Zl BEZY

tada je stepeni red proizvoda ¢i):
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gde je
M, = Z cadg, v €L

a+f=y
Napomenimo da se sumiranje odnosi na sve parove («, 8) € Z" x Z} koji zadovoljavaju

a+B=r.
Sli¢no, ako je

f)= ) aaz® i glz)= ) b2,

a€Z¢ BGZ’}r
tada vredi
f(2)g9(z) = Z A, zeD,
7€Z1
gde je
Ay= > anbs, VETLL.
a+pB=y
Prema tome
A1 =D eatlaal®, gl = > dg'[bsl”
a€Zl ,BEZ?‘_

IfalZ, = > MIA, P

7621

Sada se vidi da je tvrdjenje ove teoreme (dakle, nejednakost

17 gllsw < 17 1lsllglly

1 deo koji se odnosi na ekstremalne funkcije) ekivalento sa narednim koje se tice iskljucivo

koeficjenata u razalaganju svih funkcija:

Vredi
SOMALP <Y Mol p D dytbsl? (3.10)

YELT a€Zh BEZT

sa jednakoSc¢u ako i samo ako je zadovoljen neki od sledec¢a dva nezavisna uslova:

1. an, =0zasvea € Z ilibg = 0 za sve 3 € Z; (imajuci u vidu stepene razvoje za

f i g, ovaj iskaz je ekvivalentan sa f = 0ili g = 0);

2. aq = Cie,uw®, o € 2 ibg = ngg@ﬁ, B e 7", gde jew € C"iCy, Cy nenulte
konstante (drugim recima, f = C1K§ i g = C2K7).
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Pokazimo (3.10). Prema Kogi-Svarcovoj nejednakosti, nalazimo

2 2
2 _ aabp 1/2
A, |7 = Z aabpg Z W(%dﬁ)
a+B=y a+B=y
|aal? |bs|? |aal? |bgl?
< —_— oldp p = —— M
{3 BELE 5 - { 3 ElE,
atp=y o+ B=y a+B=v
zasve y € Z". Dakle,
MIMALP < Y e aal dg'[bsl. (3.11)
a+f=y

Sumirajuéi (3.11) po svim v € Z", dobijamo (3.10); naime,

aal* Ibﬁ!
SoMAP< Y Y .

YELY YELZY atf=y
-1y, |2 —11 12
=14 2 ca'laal > dz'lbsl” ¢
aEZ pewn

sto potvrdjuje nejednakost.

Ostatak ovog dokaza je posvecen ispitivanju jednakosti,odnosno nalaZzenju ekstremal-
nih funkcija. Prvo primetimo da ako je 0 < A, < B, zasve v € Z'}, tada je > _ LAy <
> ., By; ako pri tome postoji 7, tako da je ispunjeno A,, < B,,, tada vredi striktna nejed-
nakost ) LA, < > ., B,. Dakle, jednakost vredi u (3.10) ako i samo ako jednakosti vredi
u (3.11) za sve v € Z}. Ovo je ekvivalentno postojanju A\, € C, v € Z} tako da vredi

aabﬂ = )\A/Cadﬂ (312)

za sve parove («, 3) € Z7 x 7 koji zadovoljavaju o + 3 = .
Uzmimo =017y = a, potom o = 01~ = S u(3.12). Nalazimo

(Zabo = )\acado, o€ Zi i (lobﬁ = )\QCOdﬁ, ﬁ S ZTJLF (313)

Razmotri¢emo u nastavku dva nezavisna slucaja agby = 01 agby # 0.
Ako je agby = 0, tada iz (3.13) imamo \, = 0 za sve v € Z'. Naprimer, neka je
ap = 0. Ako je bg = 0 za sve 3, tada vredi prvi iskaz. Ako postoji bg, # 0, u (3.12)

uzmimo 3 = [y, nalazimo a,bg, = 0, o € Z} i dakle a, = 0 za sve o € Z. Dakle,
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nalazimo da prvi iskaz vredi takodje. Neka je sada ag # 01 by # 0. Prema (3.13),
ao = (by'do)NaCa, € 7y, i bg= (aalco))\ﬁdg, pez.

Prethodne dve relacije zamenimo u (3.12); nalazimo

Aatp = CAAg, «, BeZl,
gde smo oznatili C' = (ag ' coby 'dp). Prema lemi 3.2 imamo

A =CT'w, yeZ}
zaizvesno w € C". Dalje je
aq = Cicw®, a€Zl, i bg= ngﬁﬁﬁ, B ez,

pri Cemu je
ClzaoCal#O, szbodal#o

Ovim je pokazan drugi iskaz.
Konacno, ako ¢ € P ili v € P, tada w € D. Naime, ako su f i g ekstremalne

funkcije za nejednakost, tada

115 = 1C1Po(w @), [IfI = |Caf*(w - w)

(ponovimo, | K%l = ¢(w-w)*2, || K¢y = ¢(w-w)'/?). Kako je oblast konvergencije
za ¢(w - W) i Y (w - w) tatno D, sledi w € D. O

Sluzeéi se teoremom 3.5 1 indukcijim, dolazimo do glavnog rezultata:

Teorema 3.6 (videti [9, 10, 11]). Neka je m > 2 ceo broj i D Reinhardtova oblast. Neka
p;eP(D)if; € Hg zasvej=1,2,....,m. Tada

m
H fj € Hoips6m
j=1

m

Hfj

J=1

m
< TLusl,,-
j=1

Jednakost se dostiZe ako i samo je ili H;n:1 fi = 0ili svaka funkcija f; (j =1, 2,...,m)

P12 Pm
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ima formu
_ YW
f] - OJK¢j

za izvesno w € C", ¢;(w - W) < oo zasve j =1, 2,...,m i nenultu konstanutu C;.
Ako postoji 1 < j < m tako da ¢; € Ps(D), tada je prethodni uslov za w moguce

zameniti sa: w € D.

Kao direktnu posledicu teoreme 3.6 imamo: Neka ¢ € P(D)i f € Hy, tada f €
1™ g < WA

pri tome jednakost vredi ako i samo ako je f do na multiplikativni faktor jednaka restri-
hovanom reproduktivnom jezgru K¢’ za izvesno w € C" koje zadovoljava ¢(w - w) < 00;
posebno, ako ¢ € P, (D), tada se uslov za w moze zameniti sa w € D.

Prethodna teorema je formulisana u Burbeinom radu [11]. Poseban slu¢aj dokaza se
moze videti u njegovim ranijim radovima [9, 10]. Mi smo donekle pojednostavili dokaz iz
[9] uz primedbu da je u sustini isti dokaz primenjiv, uz odredjene korekcije, za analiticke
funkcije u proizvoljnoj Reinhardtovoj oblasti (ne samo za jedini¢nu loptu i ceo prostor

C", kako je razmatrano u [9]).

3.3 Osobine funkcija u polidisku

Da bismo nastavili potrebno nam je da navedemo neke Cinjenice koje pripadaju teoriji
funkcija u polidisku. Ovaj odeljak je posvecen tom cilju. Citiraemo jednu teoremu o
faktorizaciji 1 teoremu Kalderon—Zigmunda o iteriranim grani¢nim vrednostim. Sledimo,
uglavnom, Rudinovu monografiju [48] i rad [14].

Ako je funkcija f(z) odredjena u polidisku U™ i ako je 0 < r < 1, r—dilatacija f je
fr(2)=flrz1,... rz), z=1(z1,...,2,) € U™

Klasa Nevanline N (U") se sastoji od svih funkcija f(z) analitickih u U” za koje vredi

sup [ 1og™ £,(Oldma () < .
0<r<1.JTn
f € N(U") pripada N*(U") ako je familija

{log|f;| : 0 <r <1}

uniformno integrabilna.
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Neka je ¢(t) strogo konveksna. Funkcija f(z) analiticka u polidisku U™ pripada klasi
H,(U"), ukoliko je

sup | ¢(log™ [ f-(C))dmi(¢) < co.

0<r<1 JTn

Moze se pokazati da je prethodni uslov ekvivalentan zahtevu da ¢(log™ | f(2)|) poseduje
n—harmonijsku majorantu u U"; napomenimo, neprekidna funkcija u(z) = u(z1, ..., 2,)
u polidisku U" je n—harmonijska ako je harmonijska u odnosu na svaku promenjivu
z;j (j = 1,...,n) ponaosob. Sli¢no se definiSe n—subharmonijska funkcija u polidisku.
Ako je ¢(t) = exp{p - t}, tada imamo ranije uvedene Hardijeve klase na polidisku.
Klasa N*(U") je unija svih klasa H,(U") [48].
Za f € N(U") neka je

() :Tl_iffl, fréy,...,r¢,) zass. CeT"

(videti [48]). Tada je f*(¢) merljiva na torusu T" i pri tome je log™ | f*(¢)| € LY(T").

3.3.1 Teoreme o faktorizaciji

Ograni¢ena funkcija g(z) analitiCka u polidisku U” je unutra$nja ako grani¢na funkcija
g*(¢) zadovoljava |g*(¢)| = 1 za s.s. ¢ € T". Unutra$nja funkcija g u U" je pogodna
ako je Ulg] = 0; ovde Ulg] oznaCava najmanju n—harmonijsku majorantu za log|g| u
polidisku U™. Kako je log [¢*| = 0 s.s. na T™ ako je g unutra$nja, onda je ona pogodna
unutras$nja ako jednakost vredi u prethodnoj nejednakosti. Sledi da je unutrasnja funkcija
g pogodna ako i samo ako je U[g(z)](0) = 0.

U disku U svaka unutrasnja funkcija g(z) ima formu g(z) = B(z2)S(z), gde je B

Blaskeov proizvod i gde je

S(2) :exp{—/o% eit“du(t)}, 2] < 1

et — z

singularna funkcija (pri tome je ;. neopadajuca i singularna). Kako je U[B] = 01 U[S] =
—PS[du], pogodna unutra$nja funkcija u disku U je Blaskeov proizvod.

Svakoj funkciji f € H? pripada Blaskeov proizvod B za koji h = f/B ne poseduje
nule u U, h € HP(U) i pri tome je ||h||, = || f||,- Ako se HP zameni sa H?(U"), n >
1, moze se ocekivati da ulogu Blaskeovih proizvoda preuzimaju pogodne unutrasnje
funkcije. Ovo je tano ali uz odgovarajuca ogranicenja: analog vredi samo za one f €
HP(U™) za koje je najmanja n—harmonijska majoranta U|[f] (za log | f|) realan deo neke
analitiCke funkcije, tj. U[f] € RP(U").

Precizirajmo, ako su f; i f, analiticke funkcije u polidisku U”, iskaz: " f; i fo imaju
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iste nule” zna¢i: fo = hfi, gde je h analiticka u U” i ne poniStava se nigde u U"”.
Naredne dve teoreme, koje dovode do faktorizacije slicne Risovoj, mogu se na¢i u Rudi-

novoj monografiji.

Teorema 3.7 (videti [48]). Neka f € N(U"), neka je g pogodna unutrasnja funkcija, h
analiticka u U" i f = gh. Tada h € N(U"). Pri tome vredi:

1. ako f € N*(U"), tada h € N*(U");
2. ako f € H?(U") (0 < p < 0), tada h € HP(U") i ||h|l, = || f]],-
Teorema 3.8 (videti [48]). Neka f € N(U"). Vredi:

1. ako U[f] ne pripada RP(U"), tada ne postoji pogodna unutrasnja funkcija koja

ima iste nula kao i f;

2. ako U[f] € RP(U"), tada takva funkcija postoji (jedinstvena do na nenulti multip-
likativni faktor).

3.3.2 Iterirane grani¢ne vrednosti

Pretpostavimo f € N(U")i(; € T ineka je

fo(za, oo 2,) = Um f(rCi, 22, .., 2n),

r—1-

ukoliko je re¢ o analitickoj funkciji u polidisku U"~!. Zigmund [60] je pokazao: za
feNUiss. ¢ €T, f, € N(U"'). Prema tome, za ¢; € T koje zadovoljava

prethodni uslov, mozemo razmotriti funkciju

f<IC2 (23’ Tt Zn) - Tl_ig{ f41 (TC27 L3y e e ey Zn) € N(IU’TL—2)7

za s.s. (o € T. Nastavljajuci ovaj proces dolazimo do iterirane grani¢ne vrednosti

faco=1m fe, ¢ (rG).
r—1

Davis [14] je pokazano da za f € N*(U") iterirana grani¢na vrednost f;, ., postojiza
s.s. (C1,...,C,) € T™1ida je nezavisna od poretka iteracije. Zapravo, iterirana i radijalna
grani¢na vrednost ff . = f *(C1, ..., Cn) sus.s. jednake. Sli¢na teorema vredi i za H,,
(kao posledica). Zigmund [60] je pre pokazao prethodno, ali za uzu klasu N,,_;(U") od
N*(U™). Potom su Kalderon i Zigmund postvili problem da se N,_;(U") zameniti sa

klasom Nevanline N (U"). Ovaj problem je kasnije reSen u pozitivnom smislu.
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Ukoliko f(z) = f(z1,...,2,) € N(U") (Hy(U")) i1l < k < n — 1 ceo broj,
tada f. oz = (oo Znmktts oo 20) € N(U™F) (H,(U™F)). Ovo se mozZe
najjednostavnije pokazati upotrebom n—harmonijske majorante za moduo funkcija koje
pripadaju klasi N (U") (H,(U™)).

Nama ¢e u narednom odeljku biti potrebna sledeca posledica ¢iji dokaz sledi neposre-

dno iz navedenih rezultata.

Posledica 3.1. Neka f(z) = f(z1,...,2,) € HP(U") (0 < p

< o). Tada za ceo broj
1 < k < n — 1imedjusobno razlicite cele brojeve {ji, ..., jx} € {1l,...,n} imamo

L foyoy, € HYU™ ) zasve (s .12 € U
2. ijl-quk. S Hp(Un_k) zZa s.s. (le, ce 7Cjk) e T*.

Posebno, iterirana granicna funkcija ij1~~~<jk se poistovecuje sa radijalnom (netangen-
cijalnom) grani¢nom funkcijom fc*j1 ¢, 24 S.s. (Ciyy -+, C,) € TR Sledi da funkcija
fC.h---C.ik ne zavisi od poretka po kojem se vrse iteracije, zato se moZe pretpostaviti ured-

jenjel < j; < -+ < Ji < n.

3.4 Novi oblik Karlemanove nejednakosti

Vratimo se Karlmanovoj nejednakosti u opstoj formi koju smo uspostavili u drugom
odeljku ove glave. Teorema 3.6 je rezultat sa interesantnim primenam do koji se dolazi
birajuci za ¢; (j = 1, 2,...,m) konkretne funkcije koje pripadaju klasi P (D) (ili even-
tualtno uzoj klasi P, (D)). Bududi da je ovde naSe interesovanje isklju¢ivo na funkcije
analiticke u polidisku, mi ¢emo izvesti samo jednu primenu. Rec je o niZe formulisanoj
posledici 3.2 za generalizovane Hardijeve klase na polidisku. Cilj ovog odeljka je pokazati
nov oblik Karlemanove nejednakosti i to za funkcije koje pripadaju Hardijevim klasama
koji nemaju obavezno Hilbertovu strukturu.

Za primene teoreme 3.6 na razli¢ite HPRJ analitickih funkcija, kao $to su, naprimer,

generalizovani FiSerovi prostori, upuc¢ujemo na radove Burbee.

3.4.1 Generalizovane Hardijeve klase na polidisku

Neka je g proizvoljan i n nenegativan ceo broj. Tada je rastuci faktorijel

q(¢g+1)---(g+n—1), akojen > 1,
(@)n = ~
1, akojen = 0.
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Pogodno je prethodnu definiciju prosiriti: za g = (q1,...,¢,) € C"ia = (ay,...,q,) €

77} neka je
(@)a = H(qj')aj-
j=1
Zaq = (q1,...,q,) > 0 (napomenimo da ovo znali: ¢; > O zasve j = 1,...,n)

uzmimo u obzir narednu funkciju

n

de(z) =1 - 2)7%, z=(2,...,2,) €U"

J=1

Lako se proverava
(@)a

al’

aa(ﬁbq) =

ponovimo da je a,, : H(D) — C funkcional koji daje a—koeficjenat u stepenom razvoju

a2l

f € H(D), pri tome je D proizvoljna Reinhardtova oblast u C". Odavde imamo
bq € Poo(U").

q—Hardijev prostor na polidisku U" je HPRJ koji je generisan posredstvom Ky (2, w);
reC je prostoru Hyg bq” odnosno Hg_, prema oznakama iz drugog odeljka. Ovaj prostor u
nastavku obelezavamo jednostavno sa H,(U"). Odgovarajucu normu || - ||k, (odnosno

| - ||¢,) 1 repreoduktivno jezgro K, oznaCavamo sa || - ||, i K4, respektivno. Dakle,
n
Ky(z,w) = ¢4z -w) = [ [(1 = 2m;) 7"
=1
zaz=(z1,...,2n), w=(wn,...,w,) € U". Eksplicitno, norma je odredjena izrazom

|
2= 3" el f(2)= Y anz® € HUY).

Q€L (@) Q€L

Pod familijom generalizovanih Hardijevih prostora na polidisku podrazumevamo famil-

iju svih g—Hardijevih prostora (g > 0).

Normalizovanu teZinsku meru na polidisku uvodim na sledeéi na¢inZa g = (q1, ..., q,) >
1 (Sto znaCig; > 1zasve j = 1,...,n)neka je
d(lq_g = daql_g X X daqn_g.

Za g = 1 pogodno je uvesti da_; = dm,,.
Primetimo da se za ¢ > (1,...,1), zbog lema 3.1 i Parsevalove teoreme, kvadrat
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norme || - ||, i skalarni proizvod (-, -), mogu izraziti integralnom reprezentacijom

[¥il =/\f!2daq2, (f,9),= /f?dan, f, g€ Hy(U"). (3.14)

U (3.14) podrazumevamo integraciju u odnosu na U", ako je ¢ > 1,1 u odnosu na jedini¢ni
torus T", ako je ¢ = 1. U zadnjem slucaju objekat integracije su radijalne grani¢ne
funkcije.

Zbog istovetnosti reproduktivnog jezgra, teoreme 3.3, teoreme 3.4 i leme 3.1, sledi da
je Hi(U") Hardijev prostor H?(U") idaje H,(U"), ¢ > 1 je teZinski Bergmanov prostor
12, ,(U").

Za 0 < g < 1 generalizovana Hardijeva kalsa H,(U") je poznata pod nazivom
Bergman-Selbergova.

Teorema 3.6, koju smo pokazali u drugom odeljku, ima narednu reformulaciju za

generalizovane Hardijeve klase na polidisku.

Posledica 3.2 (videti [10, 11]). Neka je q; > 0i f; € Hy,(U") zasve j =1, 2,...,m.
Ozancimo ¢ = Y7, q;. Tada je

H fj € Hq(Un)

j=1

m n
11510 < Il
i =1

pri Cemu jednakost vredi ako i samo ako je ili H;”:l fi = 0 ili svaka funkcija f; (j =
1, 2,...,m) ima formu
fi = C3Ky,

za izvesno (zajednicko) w € U™ i C; # 0.

Dokaz. Dovoljno je da primetimo da je H;”zl ¢q; = ¢q- Dakle,

H : ||<f)q1¢q2"'¢qm - H ' ||¢q

Primenom teoreme 3.6 dolazimo do konkretne nejednakosti u ovoj posledici. Kako svaka
od funkcija ¢; (j =1, 2,...,m) pripada klasi P, (U"), sledi w € U™. O
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3.4.2 Glavna teorema i nejednakost

Pre formulacije naSeg glavnog rezultata u ovom odeljku, re€ je o teoremi 3.9, usvoji¢emo
dogovor koji se ti¢e oznaka: (q,...,q) € R™ obelezavamo kratko sa ¢; iz konteksta

¢e biti jasno da li se radi o vektoru ili o broju. Sli¢no, (teZinski) Bergamnov pros-

.....

Lr (U"), dag i || - ||p,q, respektivno. Imajuci u vidu ove oznake, pokazavemo u nastavku

viSedimenzionalnu varijantu Karlemanove nejednakosti:

Teorema 3.9 (videti [35]). Neka je m > 2 ceo i fj(z) € HP(U") (0 < p; < 00) za sve
7=1,2,...,m. Tada

L1151 € L, o (U)
j=1

A {H rfj<z>rpj} dan(2) < LA

Jednakost vredi ako i samo ako je ili H;":l fj = 0ili ako svaka funkcija f; (j =1, 2,...,m)
ima formu
fi(2) = ¢ (2)*/P

za izvesno (zajednicko) w € U™ i nenultu konstantu c;; ovde K(z,w) ima ulogu Kosi—

Segovog jezgra za polidisk U".
Naredna posledica sledi direktno iz teoreme 3.9.

Posledica 3.3 (videti [35]). Neka je p pozitivan broji f; € HP(U")zasvej =1, 2,...,m.

Tada .
H fj S Lg,m—Q(Un)
j=1
11+ < Tl
J=1 pm—2 J=1

Jednakost vredi ako i samo ako je ili H;”Zl f; = 0ili ako je svaka funkcija f; (j =

1, 2,...,m) nenulti multiplikativni faktor restihovanog jezgra K2? za izvesno w € U™

Primedba 3.1. Prema posledici 3.3, polilinearan operator II odredjen na slede¢i nacin

H(f17f27"'7fm):f1f2"'fm

je dobro definisan kao operator m—tostrukog proizvoda H?(U™) u L”

a,m—2

(U™), nepreki-

dan je i1 ima nornu jednaku jedinici. Ovo se moze videti kao jednostavna reformulacija
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tane nejednakosti koja se pojavljuje u posledici 3.3.
Primedba 3.2. Neka je sada f € HP?(U") i u posledici 3.3 uzmimo f; = f za sve
j=1,2,...,m.Nalazimo f € L)" ,(U")i

a,m—2

”f”mp,m—? < Hf”p

Dakle,
HP(U") C L, (U") (3.15)

1 pri tome je norma inkluzivnog operatora jednaka jedinici.

Ovde jos dajemo dokaz Hilbertovog dela teoreme 3.9; opvsti sluc¢aj dokazujemo nize.

Dokaz Hilbertovog dela teoreme 3.9. Ovde se naSa teorema svodi na to da se pokaze
posledica 3.3 za p = 2. Medjutum, ovaj deo teoreme je ve¢ pokazan; potrebno je samo
detaljnije pogledati posledicu 3.2.

Dakle, pretpostavimo f; € H*(U") zasve j = 1, 2,...,m. U posledici 3.2 uzmimo
qj=1zasvej=1, 2,...,m. Kakoje f; € H*(U") = H,(U"), prvo sledi

1/ € HalUm) = £2,,_,(U").
j=1

Prema istoj posledici, imamo nejednakost

H fj H fj
j=1 Jj=1

< JIWflla.y = TNl
j=1 j=1

2,m—2 (m,...,m)

Jednakost vredi ako i samo ako je ili [}, f; = 0 ili svaka funkcija f; (j = 1, 2,...,m)
ima formu
fi=6KY

zaizvesnow € U" i ¢; # 0. Kako je

Ky(zw) =[] = zm;) ™",

j=1

sledi da je K(z,w) KoSi-Segovo jezgro, koje obeleZavamo sa K (z, w). O

3.4.3 Nekompletan dokaz teoreme 3.9

Skiciracemo ovde jednostavan ali nekompletan dokaz teoreme 3.9 baziran na teore-

mama 3.7 1 3.8. Ovaj dokaz, motivisan standardnim pristupom; iako nekompletan za
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n > 1, on dovodi do dokaza nasSe teoreme za n = 1, odnosno teoreme 3.1.

Dakle, pretpostavimo f; € HP/(U") i bez gubitka opstosti, neka je f; # 0 za sve j =
1, 2,...,m. Uvedimo dodatnu pretpostavku: svaka funkcija log |f;| (j = 1, 2,...,m)
poseduje n—harmonijsku majorantu koja pripada RP(U"). Neka je f; = g;h;, gde je g,
pogodna unutra$nja funkcija u polidisku U” sa istim nulama kao f;; recimo da uzimamo
lgj| = 1, ako f; ne poseduje nule. Kako se /; ne ponistava nigde u U”, moguce je izdvojiti
odredjenu granu h;(z) = h;(z)Pi/2.

Budu¢i da je modul unutrans$ne funkcije < 1 svuda u polidisku U”, imamo
[ < hi(z)], 2 e U™ (3.16)
Kako je |g;(()| = 1 zas.s. ¢ € T", sledi

|hi (O] = [£;(Q)] zass. (€T
Dakle,
1A 113 = 151122, 3.17)

odakle imamo h; € H?(U").

Prema (3.16), imamo

I ZOREN (IR

Dakle,
/ {H |fj(z>|w} day, 5(2) < / {H |ﬁj(z>|2} day 5(2).  (3.18)
Uzmimo fzj (7 =1, 2,...,m) upokazanom Hilbertovom slu¢aju nase teoreme. Prvo
sledi

H ltlj S Li,mf2<Un)'

J=1

Ovo znaci da su oba integrala u (3.18) konacna; sledi
L1151 € L}, _o(um).
j=1

Dalje imamo

< TIWmlz @19
j=1

2,m—2
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takodje prema Hilbertovom slucaju nase teoreme. Imajuci u vidu (3.17), nejednakost u
teoremi sada sledi prema (3.18) i (3.19).

Razmotrimo sada ekstemalne funkcije. Ako se jednakost dostiZe, tada jednakost mora
vredeti u (3.18) 1 (3.19). Buduc¢i da su ekstremalne funkcije u Hilbertovom slucaju odred-
jene, sledi da jednakost vredi u (3.19) ako i samo ako je fzj = ¢;K,, zaizvesnow € Ui
¢; #0zasve j =1, 2,...,m. Dakle, jednakost vredi u (3.18) ako i samo ako je |g;| =1
za sve j. Ovo znaci

fi = K,

gde je c; nova nenulta konstante (za sve 7 = 1, 2,...,m). Ovim je nas prvi dokaz

kompletiran.

3.4.4 Dokaz teoreme 3.9

Za kompletan dokaz teoreme 3.9, koji nameravamo da izloZimo u nastavku, bi¢e nam
potrebna dva pomoc¢na rezultata koji su mozda od samostalnog interesa. Rec je o narednoj
teoremi, koja uspostavlja izoperimetrijsku nejednakosti za logaritamsko subharmonijske

funkcije Hardijeve klase PL4, 1 teoremi 3.11.

Teorema 3.10 (videti [35]). Neka je m > 2 ceo broj i Uj(z) € PLy za sve j =
1, 2,...,m. Tada

[T, e s
/|<1 {H Uj(Z)} day,5(2) < H 1Uj -

Jednakost vredi ako i samo ako ili postoji 1 < j < m tako da je U; = 0 ili svaka funkcija

U;(j =1, 2,...,m) ima formu
Uj(2) = N[ Ku(2)[?

za izvesno |w| < 1i \; > 0; ovde je K (z,w) = (1 — 2w) " KoSi-Segovo jezgro.

Dokaz. Bez umanjenja opStosti, preptostvaicemo dodatno da je U; # 0 za sve j =
1, 2,...,m. Ovo tvrdjenje izveSéemo kao posledicu teoreme 3.1 (u vezi sa ovim, pogle-
dati prvu primedbu posle ovog dokaza). Prema lemi 1.5, postoji (spoljna) funkcija f;(z)
za klasu H'! tako da vredi

Ui(=) < 1)) J2l <1 (3.20)
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U;(e?) = | f;(e)] s.s. (3.21)

U teoremi 3.1 uzmimo gornje funkcije f; (j = 1, 2,...,m). Primenom nejednakosti
(3.20) 1 na kraju (3.21), nalazimo

j=

/ {H Uj(z)} day—2(z) < / {H |fj(2)|} dam—s(2) < [T I1£ilh
|z]<1 1 lz[<1 | j=1 j=1
- (3.22)
=[T1uil.
j=1
¢ime je nejednakost u teoremi pokazana.
Kakoje f; # 0 (j = 1, 2,...,m), jednakost vredi na drugom mestu (3.22), imajuci
u vidu deo teoreme 3.1 koji se odnosi na jednakost, ako i samo ako svaka funkcija
fi (=1, 2,...,m)imaformu f; = ¢; K2 za izvesno |w| < 1 i nenultu konstantu c¢;. U
ovom slucaju | f;| se ne ponistava nigde u jedini¢nom disku. Sada, prema (3.20), sledi da
jednakost vredi na prvom mestu (3.22) ako i samo ako je u; = |fj| zasve j =1, 2,...,m
(budu¢i da su sve funkcije neprekidne). Sve zajedno, jednakost se dostiZe na oba mesta

(3.22) istovremeno ako 1 samo ako je
U = | fil = X Kul®
zasve j =1, 2,...,m;uveli smo oznaku \; = |¢;| > 0. O
Primedba 3.3. Primetimo prvo narednu Cinjenicu. Za pozitivan broj p vredi
Ue€ PL,< U € PL, & UP? € PL,. (3.23)

Naravno, (3.23) nije tako jednostavno izraziti ako umesto Hardijeve klase P L, figuriSe
klasa H?.

Neka je U € PL, ipostavimo U; = U? (j =1, 2,...,m) u teoremi 3.10. Imajuci u
vidu (3.23), nalazimo

m—1

™

/ U(2)™(1 — |z|))™2dA(z) < U7 (3.24)
|z]<1

Jednakost vredi u (3.24) ako i samo ako je

A

V) = AR =
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zaw| <1iA>0.
Kako je
{U=1fl:f€H}CPL,

nejednakost (3.24) se moze videti kao uopstenje (3.1). Iz istog razloga teorema 3.10
moze se uzeti kao uopstenje teoreme 3.1, jer se 1 ekstremalne funkcije koje se pojavljuju
u teoremi 3.1 mogu odrediti iz korespodentnog dela teoreme 3.10.

Primetimo jos da se teorema 3.10 moZe ustanoviti primenom samo Hilbertov dela teo-
reme 3.1; taj dokaz bi bio priblizno iste duZine kao 1 dokaz koji smo naveli, medjutim ovaj
pristup ne koristi Risovu teoremu o faktorizaciji za Hardijeve klase analitickih funkcija u

jedini¢nom disku.

Primedba 3.4. Imajuci u vidu Huberove rezultate [26], od interesa je da se uspostvi
nejednakost izoperimetrijskog tipa i za superharmonijske funkcije.
Neka je D oblasti i U € C?*(D) superharmonijska funkcija u D koja svuda uzima
pozitivne vrednosti. Neposredno se nalazi
_ —AU(2z) | |VU(2)]?

AlogU ™' (z) = > D.
ogU ™ (2) 00 + 02(z) >0, ze€

Sledi da je U~ logaritamsko subharmonijska u oblasti D. Dakle, vredi: Neka je U
dovoljno glatka, pozitivna i superharmonijska funkcija u disku U i neka U™' € PL,,.

Tada imamo narednu striktnu nejednakost izoperimetrijskog tipa:

m— 1

[ v A < vt
|z]<1

T
gde je m > 2 ceo broj.

Teorema 3.11. Za f(z) = f(z1,...,2,) € HP(U") il < j; < --- < ji < n, gde je
1 < k < n ceo broj, funkcija

U(Zju s 7ij) = ||fzg'1...2jk, ||£

je dobro definisana u polidisku U*. Vise od toga, U € PL,(U*) i norma funkcije U je

data izrazom ||U ||, = || f|[P.
U dokazu ove teoreme upotrebi¢emo nekoliko rezultata koji slede.

Lema 3.3 (videti [56]). Neka je p pozitivan broj. Za sve z € U™ vredi naredna (optimalna)

ocena modula

F)P < !

A= 12) (1 = |z?) £,
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gdeje F(z) = F(z1,...,2,) € HP(U"). Jednakost se dostiZe ako i samo ako je
F(z) = MK, (2)¥?,

gde je w € U™ i \ proizvoljna konstanta.

Lema 3.3 moze se naci u radu [56] za Bergmanove prostore u jedini¢noj lopti prostora

C"™. Medjutim, isti pristup je od koristi u dokazu prethodnog rezultata.

Lema 3.4. Neka je D oblast, (X, i) merljiv prostor i neka je funkcija F(z,w) odredjena
uDx X takodajeF, € L*(X,u)zasve z € DiF, € C(D)zas.s. w € X. Ako za
svaki kompaktan skup K C D postoji G € L*(X, 1) koja je natkivajuéa za familiju

{F,:z € K},
tada je
Z / F(z,w)du(w)
b's
neprekidna u D.

Dokaz prethodne leme sledi neposredno iz Lebegove teoreme o dominantnoj konver-
genciji. Napomenimo da ako je (X, i) merljiv prostor i A neprazan skup indeksa, tada
kazemo da je G natkrivajuéa za familiju {G, : o € A} realno vrednosnih merljivih
funkcija u X ako je G,(z) < G(x) zas.s. z € Xisvea € A.

Dokaz teoreme 3.11. Samo radi jednostavnijeg zapisa, pretpostavicemo j;, =n — k + 11

prema tome j; = n. Imajuéi u vidu prvi deo posledice 3.1, vrednost funkcije

U<ank+17 ceey Zn) = Hfzn,kJrl...zn Hg

= / . ‘f:n_k+1.,,zn(C1a s 7Cn—k)|pdmn—k(Cla R Cn—k)
N

[ Mo Gk ) PG G
’H‘nfk

je konac¢na za sve (2, g1, .- .,2n) € U,
Neka je 2’ = (21,...,20-k) 1 2" = (Zn—k+1,-- -, 2n); sli¢no tome, uvedimo oznake

C/ = (Cla ce 7€n—k) i C// = (Cn—k—i—la .- aCn)

Zasve 0 < r < 1nekaje
U,(2") :/ | frer (2 [PAmy(¢), 2" € U~
Tk

Primetimo da U, nije r—dilatacija funkcije U.
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Imajuéi u vidu lemu 1.4, funkcija U, je k—logaritamsko subharmonijska u polidisku
U*, jer isto vredi za
Uk 5 Z// — |f7’§’(2”)|pa

zasve (' = ((1,...,Cu k) € T"*i0 < r < 1. Konvergencija
U (2" = U>Z"), r—1"
je neopadajuéa u odnosu na r, ako je 2" = (2,_p41,. .., 2,) € UF fiksirano, jer je
Uy (") = ME(for,7)

ifne Hp(Unfk). Sledi
U(z") = sup U.(2")

0<r<1
zasve 2" = (2, ki1, - -, 2n) € UF. Dakle, prema lemi 1.3, da ustanovimo da je funkcija
U neprekidna k—logaritamsko subharmonijska u polidisku U*, odnosno, da pripada klasi
PL(U¥), ostaje da se pokaze da je U neprekidna u istoj oblasti.

Da ustanovimo neprekidnost, primeni¢emo lemu 3.4. Neka je K proizvoljan kompak-

tan podskup polidiska U*. Potrebno je naéi natkrivajuéu funkciju za familiju
{1/ 2" = (Zneksts - 2) €K, = (Gyeny Guog) € T F}
Postoji konstanta C' = C'(K) tako da vredi

1
0 ) A=) =€ (3.25)

zasve 2" = (2n_p41,- .., %) € K. Kakoje f& . € HP(U*) zass. (Ci,. .., Cok) €

T~ (videti drugi deo posledice 3.1), prema lemi 3.3, nalazimo

[Fpar—i4
£ e (b, 20) P < Lok P : (3.26)
Gl (1= |zp—r1?) -+ (1 = [2a]?)
zasve (2, pi1,---,2,) € UF. Ocena rasta (3.26) dovodi do natkrivajuée funkcije. Neka
je

GG sGos) = ClfE e |2
_C / o Cotrtsee o PG 1 Co)
TTL

definisana za s.s. na torusu T"~*. Funkcija G je integrabilna, jer je prema Fubinijevoj
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teoremi i teoremi 3.1:

[ Gt =€ [ 17 (G A6 G) = CIF I < oo,

Prema ocenama (3.26) i (3.25), sledi

o iiren G G [P S GG Gak)s

zass. (Ciy..oGuok) € T Fisve (2 pi1,...,2,) € K. Kako je funkcija | £ (2")[P
neprekidna (za s.s. ¢’ = (C1,...,(u k) € T" ¥, kao moduo analiticke funkcije, prema

teoremi 3.1), na osnovu leme 3.4 sledi da je funkcija
Uennnsoovzn) = [ 1 o dmas(Gose G
Tn—

takodje neprekidna u polidisku U*.
Da bismo zavrsili dokaz ove leme, potrebno je jo§ da pokazemo U € PL;(U*) i

|Ul1 = || f]|5. Pre svega, za sve 0 < 7 < 1 vredi
A4i([ﬁ7ﬁ
= [ petzamicn = [ L[ ireicipan, ) amic
-/ { / |f:<~<§’>|pdmk(<">} a6 = [ Mp(fr) dmua6)
Trn—k Tk Tn—k
< [ g dmanatc) = 171 < o
Tn—k

Sledi
0l = sup My(O,r) < 51,
0<r<1

Dakle, U € PL;(U*). Da bismo pokazali obrnutu nejednakost, treba samo primeniti
lemu Fatua. Kako je U € PLy, radijlna grani¢na vrednost U (") postoji u s.s. taCkama

(" = (Cotsts - - -5 Ca) € TF i pri tome imamo

U(Crtits---,C) = lim U(rCy_ge1,---,7¢)

r—1—

= 0 oy I2 2 1y 2

Sada nalazimo

01 = [ 0@ dmic’) = [ 1520 dmi(c) = 171
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¢ime je dokaz leme zavrsSen. [

Sledi dokaz teoreme 3.9 u opsStem slucaju. Kako ¢e se iz samog dokaza videti, ko-
risticemo veé ustanovljen Hilbertov slucaj naSe teoreme prilikom dokaza drugog dela

tvrdjenja koji se tice ekstremalnih funkcija.

Dokaz teoreme 3.9. Primeni¢emo indukciju po dimenziji n. Za n = 1 naSa teorema se
reducira na teoremu 3.1. Pretpostavimo sada da teorema vredi za n — 1. Pokazademo da
vredi i za n. Neka je f;(z) = f;(#,2,) € H?(U") zasve j = 1, 2,...m; napomenimo
da smo uveli oznaku 2’ = (z1,...,2,-1). Kako je f;* € HPi(U""') za proizvoljno

|zn| < 1, primenom induktivne hipoteze nalazimo

/U {H!fz” \pﬂ}dam2(z’)§HHf;”H§;. (3.27)
n—1 e

Prema teoremi 3.11, neka je funkcija U; € PL; odredjena na sledeci nacin

Uj(zn) = £ 115 (3.28)

Primenom logaritamsko subharmaonijske verzije Burbeine nejednakosti, odnosno teo-

reme 3.10, nalazimo

/| | {HU n }damg(zn) <ITuil (3.29)
zn|<1

j=1

Prema istoj lemi,
Ul = 1£5115 (3.30)

(zasve j = 1, 2,...,m). Kako je da,,_o(2) = day,—2(2") X dap_o(z,), primenom

Fubinijeve teoreme, potom (3.27) i (3.29), i konac¢no prethodne jednakosti, dolazimo do

| {H|f |p7}dam 2(2) =

- (3.31)
g/ {HUj(zn)}dam 2(2n) < H||U 1

lznl<1 j=1 j=1
= L LI
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Sto potvrdjuje glavnu nejednakost.

Imajuéi u teoremu 3.10, lako je utvrditi da prethodna nejednakost ostaje na snazi ako
imamo U; € PLy(U") umesto f; € H'(U") (zasvej = 1, 2,...,m)sa PL;(U")—norma-
ma odgovarajucih funkcija na desnoj strani. Ovo je bitno primetiti zbog nastavka dokaza
koji se ti¢e ekstremalnih funkcija. Naime, da bi ustanovili samu nejednakost dovoljno je
uzeti u obzir dilatacije U;(rz), 0 < r < 11 potom pustiti » — 17; za dilatacije funkcija
U; (7 =1, 2,...,m) moZe se utvrditi glavna nejednakost na sli¢an na¢in kako je to urad-
jeno gore za analiticke funkcije (zapravo, jednostavnije, jer su u ovom slucaju u pitanju
ogranicene funkcije).

Dakle, drugi deo ovog dokaza je posvecen ekstemalnim funkcijama. Medjutim, napravi-

¢emo digresiju i pokazati da je funkcija

o= [ {H \ff"(z')!pﬁ} ool

(koja se pojavljuje na pocetku ovog dokaza kao podintegralni izraz u (3.27)) neprekidna
u svim tackama |z,| < 1. Imajuéi u vidu lemu 3.4, dovoljno je da ustanovimo da za
proizvoljan kompaktan podskup K diska U postoji funkcija G(2’) € L} ,(U""!) domi-

nantna za familiju
{szz’) | I K} |
j=1
Da ovo ustanovimo, neka je C' = C'(K) konstanta izabrana tako da vredi

1

1—|Z|2§C7 ZnGK.

Kako je ff' € HPi za 7/ € UL, prema lemi 3.3, imamo ocenu
P < — 7zl <1
J o =1 — |z, J py> n )
Prema tome, za z,, € K vredi
m m
E ) =11 ) < om [T 0, e
j=1 j=1

gde smo oznacili
U;() = Iff IIbs, 2 e U
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(zasve j =1, 2,...,m). Dakle,

za
m
= H ), 2 elUr

Ostaje da se pokaze G € L! ,(U"1). Kakoje U; € PL, (U™ ) zasvej =1, 2,...,m,

prema glavnoj nejednakosti za klasu PL;(U""1), nalazimo

G(z’)dam72<zl> < o™ /n 1 {HU }dam 2( /)

Un-1 un—

< TLIG I < oc.

j=1

Predjimo sada ne drugi deo teoreme koji se tice ekstremalnih funkcija. Radi jasnoce,
u nastavku piSemo K, za KoSi—Segovo jezgro za polidisk U”. Jednakost se dostize u
glavnoj nejednakosti ako i samo ako jednakost vredi na oba mesta u (3.31). Ako postoji
1 < j < mtako da je f; = 0, tada je jednakost oCito ispunjena na svakom mestu. U
nastavku uzimamo da to nije slucaj i pokazacemo, prvo, da ako jednakost vredi, tada se
nijeda funkcija f; (j = 1, 2,...,m) ne poniStava u jedini¢cnom polidisku. Na kraju,
da bismo izveli ekstemalne funkcije, iskoristiti¢emo da su nam ve¢ poznate ekstemalne
funkcije u Hilbertovom slu¢aju naSe teoreme.

Prema (3.28) imamo U; # 0 za sve j = 1, 2,...,m. Dakle, jednakost vredi na
drugom mestu u (3.31) ako i samo ako postoji A; > 0 i (zajednicko) |w”| < 1 tako da je

Ui(za) = N[ K (20, w")|*

zasve j = 1, 2,...,m (videti kada vredi jednakost u teoremi 3.10). Ovo znaci da se
nijedna od funkcija U; ne poniStava nigde u jedini¢nom disku. Primetimo sada da se prva

nejdnakost u (3.31) moZe napisati u sledecoj formi

[ Py < nd{HU n }dam_2<zn)_

Kako su funkcije F'(2,) i [}, U;(2,) neprekidne za sve |2,| < 1, jednakost se pojavljuje
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u prethodnoj nejednakosti ako i samo ako je

m

F(z,) = HUj(zn) zasve |z,| < 1.

Jj=1

Ovo znaci da jednakost vredi u (3.27) takodje za sve |z,| < 1, §to je moguce (imajuci
sada u vidu slucaj jednakosti u indukcijskoj hipotezi) ako i samo ako je

Fi1(2') = ¢j(zn) Knoa (2,0 (2)) 2P
zasve j =1, 2,...,m;ovde je w'(z,) € U"'ic(z,) # 0. Naime, kako se U;(z,) ne
ponistava nigde u jedini¢énom disku, nije moguce da postoje 1 < j7 < m i |z,| < 1 tako
daje f; = 0 (videti (3.28)).

Dakle, ako jednakost vredi u glavnoj nejednakosti (i ako je pri tome f; # 0 za sve
j=1,2,...,m), tadase f; (j =1, 2,...,m) ne ponistava nigde u polidisku U". Sledi
da je moguce izdvojiti granu ff i? e 2(U™). Pozivajuéi se na deo tvrdjenja koji se
odnosi na jednakost u Hilbervom slucaju nase teoreme i to za fj’.’ il 2, 7 =1 2,...,m,
nalazimo da jednakost vredi ako i samo ako svaka funkcija f; (7 = 1, 2,...,m) ima

formu ffj/Q(z) = ¢;K,(z), odnosno,
fi(2) = ¢iKu(2)*P

za izvesno w € U" i konstane ¢; # 0, ¢; = ~j2-/ P7 =4 0. Ovim je pokazan deo tvrdjenja

teoreme 3.9 koji se odnosi na jednakost. [

3.4.5 Karlemanova nejednakost i klase Smirnova

Polidisk je proizvod Dy X --- x D,, C C", gde je D; (j = 1,...,n) prosto povezana
oblast sa najmanje dve taCke na granici. Mi Cemo pretpostviti da je svaka oblast D;
omedjena kriviom I'; koja je u najmanju ruku rektificijablina. Granica polidiska D u
smislu Silova je I' = I'; X --- x I',. Proizvod ovog tipa nazivamo polikriva.

Klasa H?(D; x - - - x D,,) se definiSe kako sledi. Analiti¢ka funkcija f u Dy x---x D,
pripada H?(D; x - -+ x D,,) ako | f|? (n—subharmonijska u U™) poseduje n—harmonijsku
majorantu u oblasti D. Lako se pokazuje da je H?(D) bi—analiticko invarijantan.

Niz {I = T x---xT¥ C Dy x---xD,} konvergira ka granici Silova polidiska D; x
.-+ x D, ako se svaki kompaktan podskup D se sadrZi u unutrasnjosti Silova polikrivih
pocevsi od nekog indeksa. Analiticka funkcija f u D pripada klasi Smirnova EP(D) ako

postoji niz rektificijabilnih polikrivih I'; u D koji konvergira ka granici i konstanta M
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tako da vredi
|f (21,0 zn)|Pldzy L |d2n] < M < 0.

I x-o-xTY,

Ovde je bitno da istaknemo da je do na permutaciju koordianta z1, . . ., 2,, svako bi—
analiticko preslikavanje ®(z) : U" — D = Dy x -+ x D,, odredjeno konformnim pres-
likavanjima ¢; : U +— D;, (j = 1,...,n) usmislu ®(z) = (v1(21),...,¢n(2n)), z =
(z1,...,2,) € U"; videti [48, Teorema 7.3.3]. Zbog ovog tvrdjenja, kao i za n = 1 vredi:

Teorema 3.12. Neka je ® : U" — Dy X --- X D,, bi-analiticko preslikvanje i neka
je I's, 0 < r < 1 nivo-polikriva za ®, odnosno I', = ®(|w| = r). Tada za | €
EP(Dy x --- x D,,) vredi

sup |f (21,0 z0)|Pldz1] . . |dzn| < 0.
0<r<1Jr,

Kako neposednu posledicu imamo ekvivalentnost iskaza:

1. fe EP(Dy x - x Dy);

2. F = (fo®)(g)?--(¢)" € HP(U") za izvesno bi-analititko preslikavanje
D= (o1, n);

3. F € H?(U") za sva preslikavanja ¢ gornjeg tipa.

Sledi: f € H?(D) ako i samo ako fo ® € HP(U")i f € EP(D) ako i samo ako

(fod) (&))P - (o)"" e HP(UM).

Dakle, dve klase se poistovecuju ako je jakobijan

[Tr®(w)| = |@ (wi)] - - - g, (wn)]

uniformno odvojen on nule i beskonace tacke u celom polidisku D. Vredi i obrnuto:
H?(Dy x -+ x D,) = EP(D; x --- x D,) ako i samo ako postoje konstante « i b tako da
vredi

0 <a<|p(w)l,. .., @, (wn) <D,

zasve w = (wy, ..., w,) € U". Naprimer, uslov ¢e biti ispunjen ako je granica polidiska
(u smislu Silova) glatka u smislu Dini; pod ovim podrazumevamo da kriva 0D; glatka u
smislu Dinizasve j = 1,...,n.

Pretpostavimo sada daje D = D; x --- x D,, polidisk sa rektificijabilnom granicom
SilovaT' =Ty x --- x I',. Linearni izomorfizam koji postoji izmedju EP(D, - -- x D,,)

i H?(U") daje moguénost da se norma na E7(D) uvede tako ako ovaj izomorfizam bude
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izometican. Kako bi—analiticko preslikavanje ® : U™ +— D, --- x D, ¢uva "uglove”,
moZemo govoriti o ’netangencijalnim” grani¢nim vrednostima za funkciju koja pridadaju

klasi Smirnova. Normu u klasi Smirnova je moguce izraziti na sledeci nacin

1/p
1o = { e [ 156l lacal}

Naime, ako je ® : U" — D bi-analiti¢ko preslikavanje, tada je norma f € E?(D) (prema

definicji) jednaka ||(f o ®)(})"? - - (gpn)l/ ?|l,; uvodeéi smenu promenjive, nalazimo

1 Wy = 1 0 @) (@) () P

(2; @I )l dn,

OPFIdG T . . - [dGal.

Rezultate do kojih smo dosli u prethodnim delovim, mogu se sada formulistati za
prostore Smirnova na polidisku. Dokaze izostavljamo, jer su neposredni; videti [11] 1
tezu [34].

Pre formulacije, recimo da se Poenkare—Bergmanova metrika na prosto povezanoj

oblasti D sa najmanje dve tacke na granici definiSe na slede¢i nacin

¥'(2)

AolE) = TR

zeD,

gdesup : U Divy = ¢ ': D+ Ukonformna preslikvanja. Poenkare-Bergmanova
metrika na polidisku D = Dy x --- x D, je

Ap(2) = Ap(z1, ...y 2n) = H/\Dj(zj)‘

Uvedimo

dag—o,p(2) = dag_o,p,(21) X -+ X dag_s.p, (2n),

gde je
dag_op(2) = (¢ — )7 A" (2)dA(2)

za n = 1. Naprimer, lako je proveriti da je da,—oy~» normalizovana teZinska mera na
polidisku U™.

Teorema 3.13 (videti [35]). Neka je D = Dy X - - - x D, polidisk sa Dini glatkom grani-
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comi fi(z) = fi(z1,...,2,) € EPI(D)zasve j =1, 2,...,m. Tada

[11517 € L), (D)
j=1

i naredna nejednakost izoperimetrijskog tipa vredi

l/‘{IILf Pf}dam2D ii\ﬂ

Jednakost vredi ako i samo ako je ili H;ﬂ’zl f; = 0.ili svaka funkcija f; (j =1, 2,...,m)

n 1/p;
= ¢ {H @}(Zj)}

za izvesno (zajednicko) bi—analiticko preslikavanje ® = (¢1,...,0n) : Dy X -+ X D, +—
U™ i konstantu c; # 0.

ima formu

Tezinski Bergmanov prostor L? (D), 0 < p < 0o, 1 < ¢ < oo na polidisku D =

a,q—2
Dy x --- x D, je prirodno definisati u odnosu na korespodentnu Poenkare—Bergmanovu

metriku Ap. Dakle, f € H(D) pripada L, ,_,(D), ako je norma

1/p
ummaﬂz{éuwwmww@@

kona¢na. Drugim re¢ima, L, . ,(D) je potprostor Lebegovog prostora Ly ,(D) = L*(D,

da,—_2 p) koji se sastoji od funkcija analitickih u D.

Posledica 3.4. Neka je p pozitivan broj i f;(z) = fi(z1,...,2,) € EP(D) za sve j =
1, 2,...,m. Tada

Hf]eLamQ )

i vredi

11+ < JJIflpo-

7=t lpm-2,D j=1
Jednakost se dostize ako i samo ako je ili ]~ i1 f; = 0ili svaka funkcija f; (j =
1, 2,...,m) ima formu

n 1/17
=¢ {H 90}(21‘)} :
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Posledica 3.5. Neka je f € EP(D), gde je D = Dy X --- X D,, polidisk sa Dini glatkom

granicom u smislu Silov. Tada

FeL™ (Dyx-x D)

a,m—2

||f||mp7m—2,D < Hf”ana

pri cemu jednakost vredi ako i samo ako je

n 1/p
f(z1, o 20) = A {H gpg(z])}

za izvesno bi—analiticko preslikavanje ® = (1, ..., ¢,) : D — U™ i konstantu \.

Primedba 3.5. Sledi inkluzija

EP(Dy %+ x D) € L™ _(Dy x -+ x Dy,), (3.32)

a,m—2
pri ¢emu je norma inkluzivnog operatora jednaka jedinici.

Primedba 3.6. Teorema 3.4 mozZe se naéi u [38] u posebnom slucaju; ovde su Matel-
jevi€ i Pavlovié, drugim pristupom, dobili isti rezultata za prosto povezane oblasti u ravni
omedjene analitickom krivom. Aronszajn [2] je primenio teoriju reproduktivnih jezgara i
pokazao naSu teoremu u slucaju p; = p; = 21 za oblasti omedjene analitickom krivom.
Saito [49] je pokazao varijanu teoreme 3.4 za ravne oblasti koje nisu obavezno prosto

povezane (takodje u Hilbertovom slucaju).



Literatura

[1] L. Ahlfors, Complex Analysis, third ed., McGraw-Hill, 1979.

[2] N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels, Trans. Amer. Math. Soc. 68 (1950),
337-404.

[3] E. F. Beckenbach and T. Rado, Subharmonic functions and minimal surfaces, Trans.
Amer. Math. Soc. 35 (1933), 648-661

[4] E. F. Beckenbach and T. Rado, Subharmonic functions and surfaces of negative
curvature, Trans. Amer. Math. Soc. 35 (1933), 662-674.

[5] M. Beeson, On the area of harmonic surfaces, Proc. Amer. Math. Soc. 69 (1978),
143-147.

[6] M. Beeson, Notes on minimal murfaces, preprint, 2011.

[7] J. Burbea, Total positivity of certain reproducing kernels, Pacific J. Math. 67 (1976),
101-130.

[8] J. Burbea, Norm inequalities of exponential type for holomorphic functions, Kodai
Math. J. 5 (1982), 339-354.

[9] J. Burbea, Inequalities for holomorphic functions of several complex variables,
Trans. Amer. Math. Soc. 276 (1983), 247-266.

[10] J. Burbea, Inequalities for reproducing kernel spaces, Illinois J. Math. 27 (1983),
130-137.

[11] J. Burbea, Sharp inequalities for holomorphic functions, lllinois J. Math. 31 (1987),
248-264.

[12] T. Carleman, Zur Theorie der Minimalflichen, Math. Z. 9 (1921).

[13] R. Courant, Dirichlet’s principle, conformal mapping, and minimal surfaces,
Springer—Verlag, New York—Heidelberg, 1977.

77



LITERATURA 78

[14] C. S. Davis, Iterated limits in N*(U™), Trans. Amer. Math. Soc. 178 (1973), 139-
146.

[15] P. Duren, Extension of a theorem of Carleson, Bull. Amer. Math. Soc. 75 (1969),
143-146.

[16] P. L. Duren, Theory of H? spaces, Academic Press, New York and London, 1970.
[17] P. Duren, Harmonic mappings in the plane, Cambridge University Press, 2004.

[18] P. L. Duren and A. L. Shields, Restrictions of Hp functions to the diagonal of the
polydisc, Duke Math. J. 42 (1975), 751-753.

[19] F. Fiala, Le probleme des isopérimetres sur les surfaces ouvertes a courbure positive,
Comment. Math. Helv., 13 (1940-41), 293-346

[20] R.J. Gardner, The Brunn—Minkowski inequality, Bull. Amer. Math. Soc. 39 (2002),
355-405.

[21] J. Globevnik and E. Stout, Analytic discs with rectifiable simple closed curves as
ends, Ann. Math. 127 (1988), 389-401

[22] G. H. Hardy, J. E. Littlewood and G. Pélya, Inequalities, The University Press,
Cambridge, 1959.

[23] G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some properties of fractional integrals, 11, Math.
Z. 34 (1932), 403-439.

[24] W. Hengartner and G. Schober, Harmonic mappings with given dilatation, J. London
Math. Soc. 33 (1986), 473-483.

[25] C. Horowitz and D. M. Oberlin, Restriction of H? functions to the diagonal of U",
Indiana Univ. Math. J. 24 (1975), 767-772.

[26] A. Huber, On the isoperimetric inequality on surfaces of variable Gaussian curva-
ture, Ann. Math. 60 (1954), 237-247.

[27] A. Huber, On subharmonic functions and differential geometry in the large, Com-
ment. Math. Helv. 32 (1957/58) 13-72.

[28] D. Kalaj, On isoperimetric inequality for the polydisk, Ann. Mat. Pura Appl. 190
(2011), 355-369.

[29] D. Kalaj, M. Markovi¢ and M. Mateljevi¢, Charathéodory and Smirnov type theo-

rem for harmonic mappings, Ann. Acad. Sci. Fenn., pojavice se.



LITERATURA 79

[30] D. Kalaj and M. Mateljevié, (K, K')—quasiconformal harmonic mappings, Poten-
tial Analysis 36 (2012), 117-135.

[31] M. Keldysh and M. Lavrentiev, Sur la représentation conforme des domaines limités
par des courbes rectifiables, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 54 (1937), 1-38.

[32] H. Lewy, On the non—vanishing of the Jacobian in certain in one—to—one mappings,
Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936), 689-692.

[33] S. Lozinsky, On subharmonic functions and their application to the theory of sur-
faces, Bull. Acad. Sci., SSSR. Sér. Math., 8 (1944), 175-194

[34] M. Markovi¢, Varijante Karlemanove nejednakosti, magistarski rad, Beograd, 2012.

[35] M. Markovié, A Sharp inequality for holomorphic functions on the polydisc, Proc.
Amer. Math. Soc. (pojavice se).

[36] M. Mateljevié, The isoperimetric inequality and some extremal problems in H', in
Analytic functions, Kozubnik 1979 (Proc. Seventh Conf., Kozubnik, 1979), 364—
369, Lecture Notes in Math. 798, Springer, Berlin 1980.

[37] M. Mateljevi¢, Quasiconformality of harmonic mappings between Jordan domains
2, Filomat 26:3 (2012), 479-510.

[38] M. Mateljevi¢ and M. Pavlovié, New proofs of the isoperimetric inequality and some
generalizations, J. Math. Anal. Appl. 98 (1984), 25-30.

[39] M. Mateljevi¢ and M. Pavlovié, Some inequalities of isoperimetric type for the inte-
gral means of analytic functions, Mat. Vesnik 37 (1985), 78-80.

[40] I. Natanson, Theory of Functions of a Real Variable, Ungar, New York, 1955 and
1960.

[41] R. Osserman, The isoperimetric inequality, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1978), 1182—
1238.

[42] R. Osserman, A survey of minimal surfaces, 2nd edition, Dover Publ. Inc., New
York, 1986.

[43] D. Partyka and K. Sakan, On bi—Lipschitz type inequalities for quasiconformal har-
monic mappings, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 32 (2007), 579-594.

[44] M. Pavlovié, usmena konverzacija.



LITERATURA 80

[45] M. Pavlovi¢ and M. Dostani¢, On the inclusion H*(U™) C H*"(B,,) and the isoperi-
metric inequality, J. Math. Anal. Appl. 226 (1998), 143—-149.

[46] 1. Privaloff, Sur certaines classes de fonctions subharmoniques et leur

représentation analytique, Bulletin de I’academie des Sciences de I’'URSS 1938.

[47] L. I. Ronkin, Introduction to the theory of entire functions of several variables,

American Mathematical Society, Providence, 1974.
[48] W. Rudin, Function theory in polydiscs, Benjamin, New York, 1969.

[49] S. Saitoh, The Bergman norm and Szego norm, Trans. Amer. Math. Soc. 249 (1974),
79-82.

[50] S. Saitoh, Some inequalities for analytic functions with a finite Dirichlet integral on
the unit disc, Math. Ann. 246 (1979/80), 69-77.

[51] L. Scheeffer, Allgemeine Untersuchungen iiber Rectification der Curven, Acta Math.
5 (1885), 49-82.

[52] J. H. Shapiro, Mackey topologies, reproducing kernels, and diagonal maps on the
Hardy and Bergman spaces, Duke Math. J. 43 (1976), 187-202.

[53] M. Shiffman, On the isoperimetric inequality for saddle surfaces with singularities,
Studies and Essays Presented to R. Courant on his 60th Birthday, January 8, 1948,
pp. 383-394. Interscience Publishers, Inc., New York, 1948.

[54] K. Strebel, Quadratic Differentials, A Series of Modern Surveys in Mathematics,
Springer — Verlag, 1984.

[55] M. Tsuji, On a theorem of F. and M. Riesz, Proc. Imperial Acad. 18 (1942), 172-175.

[56] D. Vukoti¢, A sharp estimate for AP functions in C", Proc. Amer. Math. Soc. 117
(1993), 753-756

[57] D. Vukotié, The isoperimetric inequality and a theorem of Hardy and Littlewood,
Amer. Math. Monthly 110 (2003), 532-536.

[58] S. E. Warschawski, On the differentiability at the boundary in conformal mapping,
Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961), 614-620.

[59] S. Yamashita, Growth properties of subharmonic functions in the unit disk, Ann. Sc.
Norm. Sup. di Pisa 15 (1988), 515-527.



LITERATURA 81

[60] A. Zygmund, On the boundary values of functions of several complex variables, 1,
Fund. Math. 36 (1949), 207-235.



Biografija autora

Marijan M. Markovi¢ je rodjen 21.04.1982. u Kotoru. Diplomirao je na Prirodno—
matematickom fakultetu, Univerziteta Crne Gore, 2005. godine. Zvanje magistra matema-
tickih nauka stekao je na Matematickom fakultetu, Univerziteta u Beogradu, 2012. go-
dine, na temu “Varijante Karlemanove nejednakosti”, pod rukovodstvom prof. dr Mio-
draga Mateljevi€a i prof. dr Davida Kalaja. Od 2005. godine je zaposlen na Prirodno—
matematickom fakultetu, Univerziteta Crne Gore, prvo kao saradnik u nastavi, a potom
kao saradnik na projektu. Oblasti nau¢nog interesovanja su: Kompleksna analiza, Ge-

ometrijska teorija funkcija, Diferencijalna geometrija.

Spisak publikovanih i radova prihvaéenih za stampu:
e D. Kalaj and M. Markovié, Optimal Estimates for the Gradient of Harmonic Functions
in the Unit Disk, Complex Analysis and Operator Theory 2011, DOI: 10.1007/s11785—
011-0187-5
e D. Kalaj and M. Markovié, Optimal Estimates for Harmonic Functions in the Unit Ball,
Positivity 2011, DOI: 10.1007/s11117-011-0145-5
e M. Markovi¢, A Sharp Inequality for Holomorphic Functions on the Polydisc, Proceed-
ings of the American Mathematical Society (prihvacen za Stampu)
e D. Kalaj, M. Markovi¢ and M. Matelevi¢, Carathéodory and Smirnov Type Theorems
for harmonic mappings onto surfaces, Annales Academi& Scientiarum Fennicae — Math-
ematica (prihvaéen za Stampu)
e D. Kalaj and M. Markovié, Norm of the Bergman Projection, Mathematica Scandinavica

(prihvacen za Stampu)

Adresa: Cetinjski put bb, 81000 Podgorica, Crna Gora

Elektronska adresa: marijanmmarkovic @ gmail.com















