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O redukcijama sistema linearnih operatorskih jednacina

Apstrakt:

Predmet izucavanja disertacije je primena nekih tehnika linearne algebre u resavanju

problema redukcije sistema linearnih operatorskih jednacina oblika

A(z1) = bnxy+biza+ ...+ bz, + 1
A(Ig) = bgll'l + 6221’2 4+ ...+ anZL’n + Y2

A(xn) - bnlxl + bn2x2 + ...+ bnnxn + P,

gde je B = [bij]nxn matrica nad poljem K, A linearni operator vektorskog prostora
V nad K i gde su ¢, 2, ...,¢, vektori iz V. Posebno se razmatra redukcija si-
stema dejstvom opste linearne grupe GL(n, K), kao i koriséenjem karakteristicnog
polinoma Apg(A) matrice B i rekurentnih formula za koeficijente adjungovane ma-
trice karakteristicne matrice A - I — B matrice B. Upotrebom kanonskih formi ma-
trica, razmatramo transformacije polaznog sistema linearnih operatorskih jednacina
u neke jednostavnije sisteme i takav tip transformacija odreduje parcijalne redukcije
polaznog sistema. Dobijeni rezultati o parcijalnoj redukciji sistema predstavljaju
nove primene duple prateée matrice koje je uveo J.C. Butcher u [5]. Takode, ra-
zmatramo transformacije polaznog sistema linearnih operatorskih jednacina prvog
reda u sisteme operatorskih jednacina viseg reda po jednoj promenljivoj i takav tip
transformacija odreduje totalnu redukciju polaznog sistema. Dobijeni rezultati o
totalnoj redukciji sistema bi¢e povezani sa rezultatima rada T. Downsa [13].

Teza se sastoji iz dva dela. U prvom delu se bavimo racionalnom i Zordanovom
kanonskom formom. Polazi se od osnovne strukturne teoreme za konac¢no generisane
module nad glavnoidealskim prstenima. Primenom date teoreme na konac¢no dimen-
zionalni vektorski prostor nad poljem K koji posmatramo kao modul nad prstenom
polinoma po jednoj promenljivoj K|[x] dobijamo osnovni rezultat o racionalnoj i
Zordanovoj formi, koje zatim primenjujemo na transformacije linearnih sistema ope-
ratorskih jednacina. Izlaganje u uvodnoj glavi prati knjigu Abstract Algebra autora
D. S. Dummit i R. M. Foote [I4]. Neki dokazi su izmenjeni i prilagodeni radi lakseg
uklapanja u celinu i stavljanja akcenta na kanonske forme. Druga glava sa detaljno
bavi normalnim formama, Ermitovom, Smitovom, racionalnom i Zordanovom, kao i
vezom izmedu njih. Eksplicitno su odredene matrice transformacije polazne matrice
na matricu u odgovarajucoj formi. Neke teoreme su razmatrane sa vise aspekata.
Dat je jedan sveobuhvatan prikaz teme prema knjigama [14], 19, 37, 34, 35], 20, [57]
i [11, 22, 48], 52, 54], 60].
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Drugi deo rada se odnosi na originalne rezultate. Okosnicu ¢ine radovi [42] 43].
[lustruju se metode parcijalne i totalne redukcije sistema dve ili tri promenljive.
A zatim se razmatraju parcijalna i totalna redukcija za sisteme n promenljivih.
Parcijalna redukcija se vrsi prelaskom na novu bazu u kojoj je matrica sistema u
Zordanovoj ili racionalnoj kanonskoj formi. Takode se razmatra i totalna reduk-
cija ovako dobijenih sistema. Podsekcija 4.4 |, Totalna redukcija za linearne sisteme
kod kojih je matrica sistema u formi prate¢e matrice” je jedan interesantan na-
stavak pomenutih radova. U datoj podsekciji se oslanjamo na radove L. Branda
[3, 4]. Peta glava predstavlja uopstenje cetvrte glave jer se razmatraju sistemi po
n promenljivih sa n razlic¢itih operatora. Uvodi se pojam karakteristicnog polinoma
po vise promenljivih - uopsteni karakteristi¢ni polinom, i u tom smeru se razmatra
transformacija sistema. Sesta glava je skup primena i primera navednih teorema par-
cijalne i totalne redukcije. Dati su primeri za sisteme diferencijalnih jednacina prvog
i viseg reda, kao i razliciti pristupi za izrac¢unavanje racionalne i Zordanove forme ma-
trice. Poslednja glava se bavi diferencijalnom transcendentnoséu resenja linearnog
sistema diferencijalnih jedna¢ina prvog reda sa konstantnim koeficijentima nad po-
liem C, gde su o1, s, ..., ¥, meromorfne funkcije, u zavisnosti od diferencijalne
transcendentnosti jedne od funkcija ¢, ¢o, ..., ¢,, koriS¢enjem metode totalne re-
dukcije. Kratko je prvo dat pregled pojmova prema [45] [44) 39| (50, [7, 33, 15} 23, 36].

Kljucne reci: totalna i parcijalna redukcija linearnih sistema operatorskih jednacina,
prateca matrica, dupla prate¢a matrica, sume glavnih minora, karakteristicni poli-
nom, invarijantni faktori, racionalna kanonska forma, Zordanova kanonska forma,

Smitova normalna forma, diferencijalna transcendentnost
Naucna oblast: Matematika
Uza naucna oblast: Algebra

UDK: 512.647(043.3)
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On reduction formulas for linear systems of operator equations

Abstract:

This dissertation deals with an application of some linear algebra techniques for

solving problems of reduction of system of linear operator equation of the form

A(z1) = bnxy+biza+ ...+ bz, + 1
A(Ig) = bgll'l + 6221’2 4+ ...+ anZL’n + Y2

A(xn) - bnlxl + bn2x2 + ...+ bnnxn + P,

where B = [b;j]nxn is matrix over the field K, A is linear operator on the vector
space V over K and where ¢, 9, ..., ¢, are vectors in V. In particular, we consider
reduction of such system under the action of the general linear group GL(n, K) and
also reduction by using the characteristic polynomial Ag()\) of the matrix B and
recurrence for the coefficients of the adjugate matrix of the characteristic matrix
A - I — B of the matrix B. The idea is to use rational and Jordan canonical forms
to reduce the linear system of operator equations to an equivalent partially reduced
system, i.e. to decompose the initial system into several uncoupled systems. This
represents a new application of doubly companion matrix introduced by J.C. Butcher
in [5]. In this work we are also concerned with transformation of the linear system
of operator equation into totally reduced system, i. e. completely decoupled system
of higher order linear operator equations. This results are related to results given
by T. Downs in [13].

The thesis consists of two parts. The first part deals with properties of rational and
Jordan canonical form. We start with Fundamental Theorem of Finitely Generated
Modules Over a Principle Ideal Domain. If we consider finite dimensional vector
space V' over K as module over the ring K[z] of polynomials in = with coefficients
in K, the Fundamental Theorem implies that there is a basis for V' so that the
associated matrix for B is in rational or Jordan form. The first section is adapted
from Abstract Algebra of D. S. Dummit i R. M. Foote [I4]. In the second section
we look more closely at Hermite, Smith, rational and Jordan form and establish
the relation between them. The structure of the similarity transformation matrix is
also described. Some of theorem are considered from several aspects. This section
provides a detailed exposition of normal forms using [14], [19, 37, 34] 35], 20, 57] and
[1, 22, 48], 52}, 54], [60].

The second part concerns with author’s original contribution and it relies on papers

[42) [43]. First we illustrate methods of the partial and the total reduction of systems



in two or three unknowns and then we study reductions of systems in n unknowns.
The partial reduction requests changing of basis so that the system matrix is in
the rational or Jordan form. We also treat the total reduction of the obtained
partially reduced systems in this manner. Subsection 4.4. ”Total Reduction for
Linear Systems of Operator Equations with System Matrix in Companion Form” is
one interesting way to proceed consideration started in previously mentioned works.
It is based on papers of L. Brand [3, 4]. The fifth section is generalization of the
forth. Here we examine systems in n unknowns and with different linear operators.
We introduce the notion of characteristic polynomial in more than one unknown -
generalized characteristic polynomial and a method for total reduction by finding
adjugate matrix of the generalized characteristic matrix of the system matrix. The
sixth section is a summary of applications and examples of methods for partial
and total reduction. There are some examples of the first and higher order linear
systems of differential equations and different approaches for calculating rational
and Jordan canonical forms. The last section is devoted to the study of differential
transcendence of the solution of the first order linear system of differential equations
with complex coefficients, where exactly one of the following meromorphic functions
V1, P2, - - -, @, is differentially transcendental, using method of total reduction. We
review some of the standard facts on differential transcendence following books [45],
441,139, (501, [7, B3, 15, 23], 36].

Key words: Partial and total reduction for linear systems of operator equations,
companion matrix, doubly companion matrix, sum of principal minors, character-
istic polynomial, invariant factors, rational canonical forms, Jordan canonical form,

Smith normal form, differential transcendence
Scientific field: Mathematics

Narrow scientific fields: Algebra

UDC: 512.647(043.3)
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1 Uvod

U uvodnoj glavi dajemo kratak pregled teorije prstena i modula prema knjigama
[2], [58] i [14].

1.1 Prsteni i ideali
1.1.1 Prsteni i homomorfizmi prstena

Komutativan prsten sa jedinicom je neprazan skup R sa dve binarne operacije,

tj. uredena trojka (R, +,-) takva da vazi:

1. (R,+) je Abelova grupa (neutralni element oznacavamo sa 0);
2. (R,-) je komutativan monoid (jedini¢ni element oznacavamo sa 1);

3. operacija - je distributivna u odnosu na operaciju +.

Ako je 0 =1, onda je R nula prsten. Nula prsten ima samo jedan element 0.
Homomorfizam komutativnih prstena sa jedinicama (Ry,+,-) i (R, ®, )

je preslikavanje f : Ry — Ry takvo da vazi:

L (Va,y € Ry) f(z+y) = f(x) ® f(y);
2. (Vo,y € Ry) f(z-y) = f(2) © f(y);

3. f(1g,) = 1g,.

U daljem tekstu podrazumevaéemo da je prsten komutativan sa jedinicom, ako nije
drugacije naglaseno. Ako je preslikavanje f : Ry — Ry surjektivno, injektivno ili
bijektivno, onda homomorfizam f nazivamo epimorfizmom, monomorfizmom
odnosno tzomorfizmom, respektivno. Ako su f i ¢ homomorfizmi prstena, onda

je g o f homomorfizam prstena (ako je g o f definisano).

1.1.2 Ideali i koli¢nicki prsteni

Potprsten S prstena R je uredena trojka (S, +,-), ) # S C R, koja je komutativan
prsten u odnosu na restrikcije binarnih operacija prstena R i za koju vazi 1 € S,
gde je 1 jedini¢ni element prstena (R, +,-). Preslikavanje f : S — R definisano sa
(Vx € S)f(x) = x je homomorfizam prstena.

Ideal I prstena R je skup I C R takav da vazi:

1. (I,+) je podgrupa grupe (R, +);

2. Ve eR)(Wel)z-yel, tj. R-1CI.



Ako je f: Ry — Ry homomorfizam prstena, onda je

Ker f = f_l(OR2) = { r e R | f(ZL‘) = ORz}

ideal prstena Ry, a skup svih slika

Imf=f(R)={yeR|(FzeR)y=[f(x)}
potprsten prstena Rs.
Neka je (R, +,-) komutativan prsten sa jedinicom i I ideal prstena R. Na skupu R
definisemo relaciju ~ sa: © ~ y < x —y € I. Relacija ~ je relacija ekvivalencije.
Klasu ekvivalencije elementa x € R oznacavamo sa x + I. Na skupu svih klasa

ekvivalencije R/I definisimo operacije @ i ® sa:

(z+Doy+I)=(r+y) + I

x4+ Wy+I)=(x-y) +1.
Uredena trojka (R/I, ®, ®) je komutativan prsten sa jedinicom, koji nazivamo kolié-
nic¢kim prstenom. Neutralni element za operaciju ¢ je 0 + I. Suprotan element
elementa z + [ je —x + I. Jedini¢ni element za operaciju © je 1+ I. Preslikavanje
m: R — R/I, n(x) = x + I, je surjektivan homomorfizam prstena i nazivamo ga
kanonskim ili prirodnim homomorfizmom.
Kazemo da element x € R deli element z € R i piSemo x | z, ako postoji element
y € R takav da vazi z -y = z.
Invertibilan element u prstenu R je element x koji deli 1, tj. element za koji
postoji element y iz R takav da vazi x - y = 1. Element y je jedinstven i oznacava
se sa 1. Skup svih invertibilnih elemenata u prstenu R obrazuje Abelovu grupu
GG u odnosu na operaciju -. Polje je nenula prsten u kome je svaki nenula element
invertibilan.

Karakteristika polja je najmanji prirodan broj n takavdajel +1+4...+1=0.

Ako takav prirodan broj ne postoji kazemo da je polje karakteristike n?ﬂa.
Delitelj nule u prstenu R je element x koji deli 0, tj. element za koji postoji
element y # 0 iz R takav da vazi x -y = 0. Integralan domen je nenula prsten
koji nema delitelja nule razlicitih od nule. Svako polje je integralan domen.

Ideal P nazivamo prostim akovazi P# Rix-ye€ P=x € PVy &€ P. Ideal M
nazivamo maksimalnim ako vazi M # R i ako ne postoji ideal I takav da vaze
stroge inkluzije M C I C R. Ideal P prstena R je prost ako i samo ako je R/P
integralan domen. Ideal M prstena R je maksimalan ako i samo ako je R/M polje.
Svaki maksimalan ideal je prost.

Umnosci a - x elementa x € R obrazuju glavni ideal prstena R, koji oznacavamo



sa (z) ili Rz. Prema tome, y € (x) ako i samo ako x | y, odnosno ako i samo ako
(y) C (x). Glavni ideal je ideal. Takode vazi: element z € R je invertibilan ako
i samo ako vazi (z) = R = (1). Glavnoidealski prsten je integralan domen u
kome je svaki ideal glavni. U glavnoidealskom prstenu svaki nenula prost ideal je
maksimalan.

Element p € R je prost ako vazi (Vz,y € R)p|z-y=p|xVp|y. Ideal (p)
generisan prostim elementom p je prost. Vazi i obrat. Element a € R je nesvodljiv
ako iz @ = u - v sledi u je invertibilan ili v je invertibilan. Svaki prost element
prstena R je nesvodljiv. Obrat ne vazi u proizvoljnom prstenu. U glavnoidealskim
prstenima vazi i obrat. Elementi x,y € R su asocirant ako jey =u-x zau € G.

Prsten sa jednoznacénom faktorizacijom je integralan domen za koji vazi:

1. svaki nenula element z € R se moze predstaviti kao proizvod nesvodljivih

elemenata x =py - pa ... Pu;

2. akojex =qy-qy- ... q drugo takvo predstavljanje, onda je £ = n i postoji

permutacija o € S, za koju je ¢,(;) asocirano sa p; za svako 1 <i < n.

Svaki glavnoidalski prsten je i prsten sa jednoznacnom faktorizacijom.

1.1.3 Kineska teorema o ostacima

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i A proizvoljan skup. Neka je {I,}aca
familija ideala prstena R indeksirana skupom A.

Suma familije ideala {I,}.c,

Z]a — { Zxa | (Va € A) z, € 1,1 za konacno x,, o € Avazix, # O},

acA acA

je najmanji ideal prstena R koji sadrzi sve ideale I, a € A.

Presek familije ideala {1,}qca,

ﬂ[a:{x\(VaeA)xela},
acA
je najvedi ideal prstena R koji je sadrzan u svim idealima I, o € A.

Proizvod konacéne familije ideala I, 15,...,1I,,
L-Iy-...- 1, = { Y aeaTla T2 Tpa | Tha € I, 1 <k <ni
za konacno o € A vazi 14 Toq " ... * Tpa 7 O},
definisemo kao ideal generisan proizvodima x1 - T« ... Ty, o) € I, 1 < k < n.



Lema 1.1 Za ideale I, J © K prstena R vazi:
e (I+J) K=1-K+J-K;
e [-JCINJ;

o [+ J=R=1-J=1INJ.

Dokaz:

e Zaista,iz I, J C I+J, zakljucujemo I- K, J-K C (I+J)-K. Kakoje [-K+J-K
najmanji ideal koji sadrzi ideale I- K'i J- K imamo [ - K+J-K C (I+J)- K.
Za proizvoljan element ideala (I + J) - K vazi

n n n

D (ia+jo) ko= iakatY jokea €I-K+J-Kiqg €l jo€Jik, €K
a=1 a=1 a=1

o Zatim, I - JCINI-JCJ=1-JCINJ.

e lnakrajuy I+ J =R = (diel)FjeJ) i+j=1 Zax € R vaz
r=x-1=xz-(i+j)=z-i+x-j. Dalje,z € INJ povlacidajex € [ iz € J,

paimamox-j € [-Jix-i € [-J, odakle zakljucujemoz =x-14+x-5€1-J.
O

Radikal ideala I definiSemo sa 7(/) = { v € R | (3n € N) 2™ € I }. Radikal
ideala I, r(I), je ideal prstena R.

Lema 1.2 Za ideale I © J prstena R vazi:
o 1Cr(1);

o r(r(l))=r(I);

o r(I+J)=r(r)+r(]));
e Ako je P prost ideal prstena R, onda je (Vn € N) r(P") = P.
Dokaz:

e Prva konstatacija jasno vazi, izaberimo n = 1.



e Kako je r([) ideal prstena R, inkluzija (1) C r(r(/)) jasno vazi. Ako
je x € r(r(I)), onda postoji n € N takav da je 2™ € r([), odnosno postoji
m € N takav da je (z")™ = 2™ € [. Odakle zakljucujemo da je x € r(I) i
r(r(I)) Cr(I).

e Dalje, za = € r(I - J) postoji element n € N takav da je 2" € [ -J. Kako
jeI-J CINJimamo 2" € I NJ, odnosno = € r(I N J). Odakle sledi da
jer(I-J) Cr(INJ). Zatim iz x € r(I N J) imamo prvo da postoji n € N
takvo da 2™ € I N J, pa zatim 2" € I i 2" € J odakle zakljucujemo x € r(I) i
z €r(J),odnosno x € r(I)Nr(J). lzz er(I)Nr(J)sledizer(l)izer(J)
Sto povlaci da postoje n,m € N za koje vazi 2" € [ i 2™ € J, odakle dobijamo
™ =gt e - J tj. xer(l-J).

e Sto se tice suprotnog smera situacija je jasna. Za direktan smer, imamo da
r(I) = (1) povlaci 1 € r(I), pa postoji element n € N takav da je 1" =1 € I,
odakle zaklju¢ujemo I = (1).

e Ako je x € r(I + J), onda postoji element n € N takav da je 2" € I + J.
Kako je I Cr(I)iJ C r(J) imamo da je 2™ € r(I) + r(J), odnosno vazi da
jex er(r(l)+r(J)). Obrnuto, za = € r(r(I) + r(J)) postoji element n € N
takav da je 2™ € r(I) +r(J). Postoje elementi u € r(I) i v € r(J) takvi da je
2" = u +v. Za elemente u i v postoje m,k € N takvi da jeu™ € I iv* € J.
Dalje, vazi (z")™+F = (u + v)™+h = 27 (M) mHR-iyi  sabirei u kojima
je © > k pripadaju idealu J, a oni u kojima je i < k, odnosno m + k — i > m,
pripadaju idealu I. Odakle zakljuc¢ujemo z" € I + Jixz € r(I + J).

e I na kraju imamo r(P") = r(P). Pokazimo da za prost ideal P vazi r(P) = P.
Jasno imamo P C r(P). Za x € r(P), postoji element n € N takav da je

"™ € P. Kako je P prost ideal imamo x € P. Odakle zaklju¢ujemo r(P) = P.
O]

Za ideale I i J kazemo da su koprosti (komaksimalni) ako vazi I + J = R.

Lema 1.3 Neka su I i J ideali prstena R za koje vazi r(I) +r(J) = R. Tada i za
tdeale I i J vazi I +J = R.

Dokaz: 1z r(I) + r(J) = (1) sledi da je r(r(I) + r(J)) = r(1) = (1). Na osnovu
prethodne leme imamo da je r(r(I) +r(J)) = r(I + J) sto daje r(I + J) = (1) i na

kraju dobijamo da je I + J = (1). .

Nekasu Ry, Ro, ..., R, komutativni prsteni sa jedinicama. Direktan proizvod prstena

Ry, Ry,...,R,, uoznaci R =[], R;, je skup uredenih n-torki & = (21,22, ..., 2,),
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x; € R;, 1 < i < n. Na skupu R definiSemo pokoordinatno sabiranje i mnozenje.
Uredena trojka (R, +,-) je komutativan prsten sa jedinicom (1,1,...,1). Projekcije
m; : R — R; date sa m;(z) = x; su homomorfizmi prstena. Neka je R prsten i neka su
I, I, ..., I, ideali prstena R. Definis$imo homomorfizam prstena ¢ : R — [[}_, R/I;
sao(z)=(r+Li,x+ I ...,x+1,).

Teorema 1.4 (Kineska teorema o ostacima)
i) Ako su I; i I; koprosti ideali za i # j, onda je |1, I = (i L.
ii) Preslikavanje ¢ je surjektivno ako i samo ako su ideali I; i I; koprosti za i # j.
i) Preslikavange ¢ je injektivno ako i samo ako je (\;_, I; = 0.

Dokaz: i) Dokaz izvodimo indukcijom po broju ideala n. Pokazali smo da tvrdenje
vazi za dva ideala. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1 ideala I, I, ... 1, 1 i
dokazimo da vazi za n ideala Iy, I, ..., I, 1, I,. Ideali I; i I,, su koprosti za svako 1,
1<i1<n—1 Zasvako, 1 <1 <n—1,vazi [;+ [, = R, odnosno postoje elementi
x; € I; 1y; € I, takvi da vazi x; +y; = 1. Element H?:_ll T; € H;:ll I; mozemo
zapisati u obliku [[=) ; = [/ (1—y;) = 1+y, zay € I,, odnosno 1 = [[=]' z;—v.
Pa su ideali [[/Z]' I; i I,, koprosti. Odakle zakljucujemo [[1_, I; = [[/=; L N I,. Na
osnovu indukcijske hipoteze imamo H?;ll I, = ﬂ?;ll I; i kad to ubacimo u gornju
jednakost dobijamo [[;_; I; = i, L-

i1) =: Neka je preslikavanje ¢ surjektivno. Pokazimo da su ideali I; i I koprosti.
Postoji element = € R takav da vazi ¢(z) = (1 + I1,1Io,...,1,). Odnosno x —1 € I;
izel,;2<i<n Vazil=(1-2z)4+2x € 1+ 1Lt L1+, = R Odakle
zakljucujemo da su ideali I i I koprosti. Na isti nac¢in zakljucujemo da su i ostali

ideali koprosti u paru.

«: Neka su I; i I; koprosti ideali za @ # j. Pokazimo da postoji element z € R
takav da vazi ¢(z) = (14 Iy, Iy, ..., I,)). Kako je I + I; = R za svako i, 2 <i < mn,
postoje elementi u; € I, i v; € I; takvi da vazi u; + v; = 1. DefiniSimo element
zsax =[] ,v. Vazi v € [[_,I; C I; za svako i, 2 < ¢ < n. Takode imamo
r =l yv =11 —w)=1+uzauec I;. Odakle zakljuéujemo da je ¢(z) =
(1+ L, L,...,1,).

i1i) Za jezgro homomorfizma ¢ vazi Ker ¢ = { x € R | ¢(x) = (I1, L, ..., I,) }.
Prema tome, element = € R pripada jezgru preslikavanja ¢ ako i samo ako x pripada

svakom od ideala Iy, I, ..., I,, odnosno ako i samo ako x € (., ;. 0

Lema 1.5 Ako su I; i I; koprosti ideali za i # j, onda za ideale J; =[]}, I; vazi

iy
J+J+...+J,=R.



Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po broju ideala n. Za dva ideala tvrdenje jasno
vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1 ideala Iy, I, ... I, 1 i dokazimo da
vazi za n ideala I, I>,...,I,_1,1,. U okviru dokaza Kineske teoreme o ostacima
pokazali smo da su ideali [, i H;L:_ll I; koprosti. Na osnovu indukcijske hipoteze

: n—1 n—1
imamo )~ [[/_, I; = R. Prema tome,
i#i

R = L+[[\2 =R L+ T2

n—1 n—1 n—1
= Zi:l j:llj‘In+Hj:1 Ij

J#F
= YOI AL =Dt a4 e o
J#

Napomena 1.6 Prethodna lema je originalan doprinos autora.

1.2 Moduli

1.2.1 Moduli i homomorfizmi modula

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Modul nad prstenom R ili R-modul

M je Abelova grupa (M, +) sa preslikavanjem - : R x M — M za koje vaze aksiome:
lL.a-(x+y)=a-z+a-y;
2. (a+b)-x=a-z+b-x;
3. (ab) -z =a-(b-x);
4. 1-z =z,

a,be R, x,y € M.
Ako su zadovoljene gore navedene aksiome kazemo da prsten R linearno dejstvuje na
M. Neka su M i N dva R-modula. Homomorfizam R-modula ili R-linearno

preslikavange iz M u N je preslikavanje f za koje vazi:

L flz+y) = f@)+ fy);

2. fla-a)=a-f(),

a€ R, x,ye M.

Homomorfizam R-modula f : M — N je homomorfizam Abelovih grupa M i N
koji komutira sa dejstvom svakog elementa a € R. Ako je preslikavanje f : M — N
surjektivno, injektivno ili bijektivno, homomorfizam f nazivamo epimorfizmom,
monomorfizmom i izomorfizmom, respektivno. Cinjenicu da su R-moduli M

i N izomorfni oznacavamo sa M = N. Skup svih homomorfizama iz M u N je
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R-modul, koji oznacavamo sa Hompg(M, N), gde su binarna operacija + i linearno

dejstvo - definisani sa:

L (f+9)(x) = f(x) + g(w);
2. (a- f)(z) =a- f(x).

Za proizvoljan R-modul M vazi Homg(R, M) = M.

Primeri modula:

1. Svaki prsten je modul nad samim sobom.

Homomorfizam R-modula f: R — M je jedinstveno odreden vrednoséu f(1),
jer je (Va € R) f(a) =a- f(1).

2. Ideal I prstena R je modul nad prstenom R.

3. Modul V nad poljem K nazivamo vektorskim prostorom.

K-linearno preslikavanje iz V u V nazivamo linearnim operatorom.

4. Dekartov proizvod R-modula M i N sa pokoordinatnim sabiranjem i mnozenjem

elementima iz R je R-modul.
5. Svaka Abelova grupa (G, +) je Z-modul.

6. Neka je R = K|[x] prsten polinoma po promenljivoj z nad poljem K. Neka
je V vektorski prostor nad poljem K i L : V — V fiksirani linearni operator.

Tada je V modul nad prstenom R, gde je R-linearno dejstvo na V' definisano

sa f(z)-v = f(L)(v).

Podmodul N modula M je podgrupa grupe (M, +) koja je zatvorena za mnozenje
elementima iz R, odnosno skup () # N C M koji je Abelova grupa u odnosu na
restrikciju binarne operacije + i za koju vazi (Va € R)(Vx € N) a-x € N. Svaki

R-modul M ima najmanje dva podmodula, ceo modul M i trivijalni podmodul 0.

Koliéni¢ki modul R-modula M po podmodulu N je Abelova grupa (M /N, ®) za
koju vazi (Va € R)(Vz € M) a-(x+ N) = (a-z)+ N. Preslikavanje 7 : M — M/N,
m(x) = x + N, je surjektivan homomorfizam R-modula i nazivamo ga kanonskim
ili prirodnim homomorfizmom. Ako je f : M — N homomorfizam R-modula,
onda je jezgro od f, Ker f = {x € M | f(x) = Oy}, podmodul R-modula M.
Slika od f, Im f = f(M), je podmodul R-modula N. Kojezgro od f, Coker f =
N/Im f, je koli¢nicki modul R-modula N i njegovog podmodula I'm f. Neka je L
podmodul R-modula M za koji vazi L C Ker f. Tada homomorfizam f: M — N
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indukuje homomorfizam R-modula f : M/L — N, definisan sa f(z + L) = f(z).
Cinjenica da je L C Ker f nam obezbeduje dobru definisanost preslikavanja f. Ako
za L uzmemo bas Ker f i ako izvrsimo restrikciju po kodomenu homomorfizam
f M /Ker f — Im f postaje izomorfizam i prema tome vazi prva teorema o
izomorfizmu za module tj. M/Ker f = Im f. Za R-module L C N C M, vazi
(M/L)/(N/L) =2 M/N. Dato tvrdenje se naziva treca teorema o izomorfizmu, a

dokaz se izvodi primenom prve teoreme o izomorfizmu na homomorfizam R-modula

0:M/L— M/N.

1.2.2 Konacno generisani i slobodni moduli

Neka je R prsten i I proizvoljan skup. Oznacimo sa R skup familija (a;)ses, indeksi-
ranih skupom [/, elemenata iz R takvih da je a; = 0 osim za konac¢no koordinata
i € I. Prema tome, R je podskup Dekartovog proizvoda R’ i takode podmodul od
R-modula R!, ako pretpostavimo da je na skupu R! definisana struktura R-modula
sa pokoordinatnim sabiranjem i mnozenjem skalarima iz prstena R. Ukoliko je [
konaéan skup, vazi RY) = RI. Za j € I, familiju (6;)ics, gde je 6;; = 1, §;; = 0
za i # j, oznacimo sa e; € RY). Svaki element (a;)jc; € RY ima jedinstveno
predstavljanje kao kona¢na linearna kombinacija elemenata e; sa koeficijentima iz R,
odnosno (a;)jer = >_ ey aje;. Familiju (e;)jer nazivamo kanonskom bazom od
RW).

Neka je M modul nad prstenom R i neka je (M;);e; familija podmodula od M.
Skup svih suma .,

nule nazivamo sumom modula M;, u oznaci ) |

xi, x; € M; u kojima je samo konacno sabiraka razli¢ito od
ser M;. Suma modula M; je najmanji
podmodul od M koji sadrzi sve module M;. Sumu konacno modula My, Ms, ..., M,
nazivamo direktnom ako je homomorfizam f : Y "  M; — M; x My x ... x M,
dat sa f (> ;i) = (z1,29,...,2,) izomorfizam. Za x € M, skup {ax | a € R}
je podmodul R-modula M, koji oznacavamo sa Rz ili sa (x) i nazivamo ctkli¢nim
modulom. Ako vazi M =)

modula M. Svaki element iz M se moze izraziti, ne obavezno na jedinstveni nacin,

.1 Rr;, kazemo da je {z; | i € I} skup generatora
kao konac¢na linearna kombinacija elemenata x; sa koeficijentima iz R. Za R-modul
M kazemo da je konaéno generisani ili da je konaénog tipa ako ima konacan
skup generatora. Za proizvoljnu familiju (z;);c; elemenata R-modula M definisemo
linearno preslikavanje ¢ : RY) — M tako da svakom elementu (a;);e; € RY
pridruzujemo element » ., a,x; € M. Jasno je da za kanonsku bazu (e;);ec; od
R vazi ¢(e;) = x; za svako i € I. Skup {z; | i € I} je linearno nezavisan ako
i samo ako je preslikavanje ¢ injektivno. Skup {z; | ¢ € I} generise modul M ako

i samo ako je preslikavanje ¢ surjektivno. Ako je preslikavanje ¢ bijektivno, onda



skup {x; | i € I} nazivamo bazom modula M. Modul koji ima bazu nazivamo slo-
bodnim modulom. Konacno generisan R-modul je izomorfan nekom koli¢nickom

modulu R-modula R". Konacno generisan slobodan R-modul je izomorfan sa R".

1.2.3 Neterini moduli

Lema 1.7 Za parcijalno ureden skup (3, <) sledeéa turdenja su ekvivalentna.

i) Svaki lanac x1 < xo < ... <z, < ... u X je stacionaran, tj.

(meN)(VneN)n>m =z, = z,,.

it) Svaki neprazan podskup od ¥ ima maksimalan element.

Dokaz: i) = ii) Pretpostavimo suprotno, da postoji skup ) # T C ¥ koji nema
maksimalan element. Tada je za svaki element x € T' skup elemenata iz T" koji su
veéi od = neprazan. Na osnovu aksiome izbora postoji preslikavanje f : T — T
takvo da je f(x) > x za svako x € T. Za proizvoljno zy € T indukcijom definisemo
niz (Tn)nengs Tni1 = f(z,). Dati niz je strogo rastuéi, pa samim tim ne moze biti
stacionaran.

it) = i) Neka je z,,, maksimalan element rastuceg niza (z,)nen,. Tada za svako
n > m vaz x, > T, jer je niz rastuéi i x, < x,, jer je x,, maksimalan element
niza (Z,)nen,. Prema tome, za svako n > m vazi x,, = x,,, odnosno niz (z,)nen, je

stacionaran.

OJ

Ako je ¥ skup podmodula R-modula M ureden inkluzijom C, onda uslov ) nazivamo

uslovom rastuéih lanaca, a uslov ii) uslovom maksimalnosti.

Teorema 1.8 Za R-modul M sledeca tvrdenja su ekvivalentna.
i) Svaki lanac My C My C ... C M, C ... podmodula modula M je stacionaran.
it) Svaka neprazna familija podmodula od M ima maksimalan element.

iii) Svaki podmodul R-modula M je konacéno generisan.

Dokaz: i) < ii) Sledi na osnovu leme [L.7]

i1) = 1i1) Neka je N podmodul R-modula M i neka je ¥ skup svih kona¢no generi-
sanih podmodula od N. Skup X je neprazan jer je 0 € ¥X. Prema tome, Y ima
maksimalan element, oznacimo ga sa Ny. Pokazimo da je N = Ny. Vazi da je
Ny C N i ako postoji x € N \ Ny, onda je Ny pravi podmodul kona¢no generisanog
modula Ny + Rz, Sto je suprotno ¢injenici da je Ny maksimalan kona¢no generisan

podmodul od N. Prema tome, N = Ny i N je konacno generisan R-modul.
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i1i) = i) Neka je My C My C ... C M, C ... rastudi lanac podmodula R-modula
M. Tada je N = U/ M, podmodul od M, koji je na osnovu uslova iii) kona¢no
generisan. Neka su xq, 2o, ..., T, generatori modula N. Za svako 7, 1 < i < m,
postoji n; takvo da je x; € M, . Neka je n = max{ni,no,...,n,}. Tada za svako
1, 1 < i < m, vazi da je x; € M,, odakle zaklju¢ujemo da je N C M,. Kako je
N = Ut M, vaziida je M, C N, odnosno M, = N, pa samim tim je niz (M, ),en

stacionaran.
O

Modul M koji zadovoljava ekvivalentne uslove i), i7) i ii) nazivamo Neterinim.

Prsten R je Neterin ako je Neterin kao R-modul.
Posledica 1.9 Svaki glavnoidealski prsten je Neterin.

Dokaz: Ako prsten R razmatramo kao modul nad samim sobom, onda njegove
ideale mozemo posmatrati kao njegove podmodule. U glavnoidealskom prstenu
svi ideali su kona¢no generisani, generisani su sa jednim elementom, pa na osnovu

prethodne teoreme sledi tvrdenje. 0

1.2.4 Moduli nad glavnoidealskim prstenima

Neka je R integralan domen i K polje razlomaka od R. Slobodan R-modul izomorfan
sa RY) za neko I mozemo utopiti u vektorski prostor K¥) nad poljem K. Isto vazi i
za podmodul M slobodnog R-modula. Dimenziju potprostora vektorskog prostora
KW generisanog sa M nazivamo rangom od M. Odnosno, rang R-modula M
je maksimalan broj R-linearno nezavisnih elemenata od M. Ako je M slobodan
i ako ima bazu sa n elemenata, onda je rang od M jednak n. Zaista, ako je M
slobodan R-modul i ako ima bazu sa n elemenata, onda je M = R™ i vazi M C K™.
Kako K" predstavlja n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K, svakih n+ 1
elemenata iz M je K-linearno zavisno. Mnozenjem jednakosti linearne zavisnosti sa
proizvodom imenilaca koeficijenata iz K dobijamo jednakost linearne zavisnosti nad

R. Prema tome, maksimalan broj R-linearno nezavisnih elemenata od M je n.

Teorema 1.10 Neka je R glavnoidealski prsten, M slobodan R-modul ranga n i N
podmodul od M. Tada vazi:

i) N je slobodan R-modul ranga m, 0 < m <n;

it) za podmodul N # 0, postoji baza (y1,Yya, - ., Yn) modula M i nenula elementi
ai,as,...,a, € R takvi da je (ayy1, asya, ..., GmYm ) baza od N i a; | ajiq,
1< <m-—1.

11



Dokaz: Za N = 0 tvrdenje trivijalno vazi. Neka je N # 0. Za svaki homomorfizam
R-modula ¢ iz M u R slika ¢(IN) od N je podmodul R-modula R, odnosno ideal
prstena R. Prsten R je glavnoidealski, pa je ideal ¢(N) glavni i generisan npr.
elementom a, € R. Oznacimo sa ¥ = {(a,) | ¢ € Homg(M, R)} familiju ideala
prstena R koji su slike podmodula N pri homomorfizmima iz M u R. Familija X
je neprazna jer je 0 € ¥ kao slika trivijalnog homomorfizma. Na osnovu Posledice
familija ¥ ima maksimalan element, ozna¢imo ga sa (a;). Prema tome, postoji
homomorfizam v iz M u R takav da je v(N) = (a,) = (a1). Odakle zaklju¢ujemo
da postoji element y € N takav da vazi v(y) = a;. Dokazimo da je a; # 0. Neka je
(21,22, ..., x,) proizvoljna baza slobodnog R-modula M ineka je m; € Homg(M, R)
prirodna projekcija na i-tu koordinatu u odnosu na datu bazu. Posto je N # 0
postoji i, 1 <i < n, takvo da je m;(IN) # 0, odakle zaklju¢ujemo da familija ¥ sadrzi
netrivijalan ideal. Ideal (a;) je maksimalan i prema tome a; # 0. Dokazimo i da
za svaki homomorfizam ¢ € Homg(M, R) vazi ay | ¢(y). Oznacimo sa d generator
sume ideala (a;) i (¢(y)). Postoje elementi ry, 7o € R takvi da je d = riay +rap(y).
Kako je Hompg(M, R) modul nad R zaklju¢ujemo da je ¢ = r;v+ryp homomorfizam
iz M u R. Vazi d = riay + rap(y) = riv(y) + rap(y) = ¥(y) € ¥(N). Pa imamo
(d) € ¥(N). Na osnovu definicije ideala (d) vazi (a1) C (d). Maksimalnost ideala
(a1) zajedno sa (a1) C (d) C ¥(N) daje (a1) = (d) = ¥(N). Odakle zaklju¢ujemo
da je ¢(y) € (a1), odnosno a; | ¢(y), za svaki homomorfizam ¢ € Hompg(M, R).
Prema tome, a; | m;(y), odnosno postoje elementi b; € R takvi da vazi m;(y) = b;a
za svako 7, 1 < ¢ < n. Definisimo element y; sa y; = Z?Zl bix;. Imamo ay; =
ary o by = >0 abiry = Y0 mi(y)r; = y. Posto je a = v(y), na osnovu
prethodnog imamo a; = v(y) = v(a1y1) = av(y1). Prsten R je integralan domen,

odakle zaklju¢ujemo v(y;) = 1. Pokazimo sada da vazi:
(a) M = Ry, & Ker v;
(b) N = Rayy, & (Kerv N N).

Proizvoljan element z € M zapisimo u obliku z = v(z)y; + (z — v(x)y;) 1 pokazimo
da z—v(z)y; € Ker v. Zaista v(z —v(z)y) = v(z) —v(x)v(y) = v(z) —v(z) = 0.
Svaki element x € M predstavili smo kao sumu jednog elementa iz Ry, i jednog
elementa iz Ker v. Ostaje jos da pokazemo da je suma direktna, odnosno da je
Ry; N Ker v = {0}. Neka proizvoljan element ry; modula Ry; pripada modulu
Ker v. Tada je 0 = v(ry1) = rv(y1) = 7, odnosno ry; = 0. Sto se tice dela (b),
posto je ¥(N) = (a;) za svaki element 2’ € N postoji element b € R takav da vazi
v(z') = bay. Zatim x’ mozemo zapisati u obliku sume ' = v(z")y; + (2’ — v(z")y1),

kao §to smo to uradili u delu (a). Za v(z')y; vazi v(z')yy = bayy; € Rayy;. Zatim
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v(z')yy = bayy; = by € N, odakle zakljuéujemo 2’ — v(z')y; € Ker v N N.
Suma u delu (b) je direktna kao posledica ¢injenice da je suma u delu (a) direktna.
Dokazimo tvrdenje i) indukcijom po rangu m podmodula N. Ako je m = 0, tada
za svaki element =’ € N i za svako r € R vazi rz’ = 0, pa zaklju¢ujemo da je
N = 0. Pretpostavimo sada da je m > 0. Posto je suma u ii) direktna Ker v N N
je ranga m — 1. Na osnovu indukcijske hipoteze Ker v M N je slobodan R-modul.
Dodavanjem elementa a;y; bazi modula Ker v N N dobijamo bazu za N. Pa je N
slobodan R-modul ranga m. I na kraju dokazujemo tvrdenje ii) indukcijom po rangu
n modula M. Na osnovu tvrdenja i) zakljucujemo da je podmodul Ker v modula M
slobodan, a na osnovu dela (a) da je ranga n—1 (suma u (a) je direktna). Primenimo
indukcijsku hipotezu na slobodan R-modul Ker v ranga n — 1 i njegov podmodul
Ker v N N. Postoji baza (ya,...,y,) modula Ker v takva da je (agys, ..., amYm)
baza za Ker vN idavazia; | a;41,2 <i < m—1. Posto susume u (a) i (b) direktne
imamo baze (y1,Y2,...,Yn) 1 (@1y1,a2y2, ..., anYm) od M i N respektivno. Ostalo
je jos samo da pokazemo da a; | as. Definisimo homomorfizam R-modula ¢ iz M u
Rsap(y) =1, o(y2) =11i¢y) =0za2<i<n. Vazi p(ary:) = arp(yn) = a,
odnosno a; pripada ¢(N), pa imamo (a;) € ¢(N). Ali (a1) je maksimalan element
familije X, pa je (a1) = p(N). Takode, as = p(asys) € ¢(N). Odakle zakljué¢ujemo
as € (a1), tj. a1 | as. .

Neka su N i L dva podmodula R-modula M. Skup (N : L) definisan sa
(N:L)y={reR|(VxeL)rx e N}

je ideal prstena R. Specijalno ideal (0: M) = {r € R| (Vx € M) rx = 0} nazivamo
anhilatorom R-modula M i oznac¢avamo sa Ann(M). Za ciklicni R-modul Rx i
surjektivan homomorfizam 7 : R — Rz definisan sa 7(r) = rz imamo R/Ker m =
Rz. Kako je Ker f ={r € R|rz =0} = Ann(x) vazi R/Ann(z) = Rx. Ukoliko je
prsten R glavnoidealski, postoji element a € R takav da vazi Ker m = (a), odnosno
R/(a) = Rx.

Posledica 1.11 Neka je R glavnoidealski prsten « M konacno generisani R-modul.

Tada je modul M izomorfan direktnoj sumi ciklicnih modula R/(a;), 1 <i <mn, tj.

M= R/((ll) @R/(ag)@@R/(an)a

gde za elemente ay,as,...,a, € R vazia; | a;41, 1 <i<n-—1.
Dokaz: Neka je {x1,s,...,2,} konacan skup generatora R-modula M. Neka je
(e1,€a,...,e,) kanonska baza R-modula R". Homomorfizam R-modula ¢: R" — M
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dat sa p(e;) = x;, 1 < i < n, je surjektivan. Na osnovu prve teoreme o izo-
morfizmu za module imamo R"/Ker ¢ = M. Na osnovu Teoreme m postoji baza
(y1,--,Yn) od R" i nenula elementi aq,...,a, € R takvi da je (a1y1, ..., @mYm)

baza od Ker pia; | ai1,1 <i<m-—1. Nekajea; =0zam+1<j <n. Tada je
M = (Ry; ® Ry ® ... ® Ry,)/(Raiy1 ® Rasys @ . .. ® Rayyy,).

Za kanonski homomorfizam 7 : Ry ®Ry>®. . . ®Ry,, — R/(a1)®R/(az)®...®R/(ay)

dat sa m(a1yr, a2ys, ..., Auyn) = (1 + (a1), a2 + (az), ..., a, + (a,)) imamo

Kernm = {(1y1, 002, .., un) | @i € (a;),1 <i<n}
= Ra1y1 ® Rasys & ... D Ra,yy,.

Prema tome, na osnovu prve teoreme o izomorfizmu za module zakljucujemo

M 2 R/(a1) ® R/(@) & ... & R/(a,).

Akojea =0,ondaje R/(a) = R. Paje M = R/(a1)®R/(a2)®...®R/(a,)HR"™™.
Ako je a invertibilan element prstena R, onda je R/(a) = 0. Ako pretpostavimo
da je skup generatora {z1,zs,...,x,} modula M najmanje kardinalnosti, onda je
svaki od elemenata ai,as,...,a,, € R neinvertibilan. U suprotnom bismo dobili

skup generatora koji ima manje elemenata od n.

Element m iz R-modula M nazivamo torzionim elementom ako postoji nenula
element r € R takav da vazi rm = 0, odnosno ako je Ann(m) # 0. Skup svih

torzionih elemenata R-modula M oznacavamo sa Tor M, tj.
Tor M ={me M| (Ir € R\ {0}) rm = 0}.

Ako je R integralan domen, onda je T'or M podmodul R-modula M, koji nazivamo
torzionim podmodulom. Zaista, za elemente my, my € Tor M postoje elementi
r,79 € R\ {0} takvi da je rym; = 0 i rgmg = 0. Dakle, za proizvoljne elemente
t1,t2 € R vazi da je riro(tymy + tams) = 0. Uslov da je prsten R integralan domen,
obezbeduje nam da je rir9 # 0. Ako je Tor M = M, onda kazemo da je modul M
torzioni modul. Ako je Tor M = 0, onda kazemo da je modul M bez torzije.
Odnosno R-modul M je bez torzije ako (Yme M)(VreR)rm =0=r =0V m = 0.
Pokazimo jos da je R-modul M/Tor M bez torzije. Neka je m+ Tor M proizvoljan
element modula M/Tor M i neka je r nenula element prstena R. Tada iz niza
jednakosti r(m + Tor M) =rm + Tor M = Tor M zaklju¢ujemo da rm € Tor M,

odnosno da postoji nenula element s prstena R takav da je srm = 0. Prsten R je
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integralan domen, pa je sr # 0, odnosno m € Tor M. Dakle m + Tor M = Tor M.

Posledica 1.12 Neka je R glavnoidealski prsten © M konacno generisan R-modul
bez torzije. Tada je R-modul M slobodan.

Dokaz: Na osnovu Posledice [I.11] modul M je izomorfan direktnoj sumi cikliénih
modula R/(a;)®R/(az)®. . . ®R/(a,). Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da su svi elementi ay, as, . . ., a, neinvertibilni, tj. da za svako i, 1 <i <mn, (a;) # R.
U suprotnom odgovarajuée elemente mozemo izbrisati iz sume. Kako vazi da je
(a1) # R postoji nenula element x; € R/(a;). Ako pretpostavimo da je a; # 0,
onda postoji i nenula element a € (ay).

Za element © = (x1,0,...,0) € R/(a1) ® R/(a2) ® ... ® R/(ay,) vazi ax = 0 i
a # 01ix # 0, odnosno z je torzioni element, Sto je u suprotnosti sa ¢injenicom
da je R-modul M bez torzije. Prema tome, a; = 0. Slicno pokazujemo da vazi
as =az=...=a, = 0. Odnosno R-modul M je izomorfan slobodnom modulu R",

pa je i sam slobodan. 0O

Posledica 1.13 Neka je R glavnoidealski prsten i neka za R-modul M vazi M =
R/(a1) ® R/(a2) ® ... B R/(am) ® R*™™, gde su ay,as, ...,an € R nenula elementi
koji misu invertibilni i za koje vazi a; | a;y1, 1 < i < m —1. Tada je Tor M =

R/(a1) ® R/(as) ® ... ® R/(an) i Ann(Tor M) = (a,).

Dokaz: Ako je {z1,xs,...,x,} konacan skup generatora R-modula M. Onda je
Ann(M) = (-, Ann(zy). Kako je Ann(R/(a)) = (a), imamo da je Ann(M) =0
zan #miAnn(M) = (ax) = (an) zam =n, jer vazia; | az | ... | ap. Prema
tome, Tor M = R/(a1) ® R/(as) ® ... ® R/(an) i Ann(Tor M) = (an,). 0
Posledica 1.14 Neka je R glavnoidealski prsten © M konacno generisan R-modul.
Tada je R-modul M izomorfan direktnoj sumi R-modula M;, gde je svaki od modula
M; jednak ili R ili R/(p®), za proste elemente p € R.

Dokaz: Neka je a nenula element glavnoidealskog prstena R. Posto je R i domen
sa jednozna¢nom faktorizacijom element a je asociran sa proizvodom stepena ne-
asociranih nesvodljivih elemenata, tj. postoji invertibilan element u € R takav da je
a=upl'py?...pp*. Ideali (pj") generisani odgovarajuéim elementima su jedinstveno
odredeni, jer je faktorizacija jedinstvena do na mnozenje invertibilnim elementom.
Svaki nesvodljiv element u glavnoidealskom prstenu je prost. Radikali ideala (p;*) i
(p?j) su prosti ideali (p;) 1 (pj), koji su za i # j koprosti. Ako su radikali dva ideala

koprosti, onda su i dati ideali koprosti. Pa na osnovu Kineske teoreme o ostacima
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R/(a) = R/(p{*p3?...pp*) 1 R/(pi*) @ R/(p5?)®...® R/(py*) su izomorfni prsteni.
Na osnovu posledice modul M je izomorfan direktnoj sumi ciklicnih modula
R/(ay) ® R/(a2) @ ... ® R/(a,) i primenom prethodnog imamo da je modul M
izomorfan direktnoj sumi R-modula M;, gde je svaki od modula M; jednak ili R ili

R/(p®), za proste elemente p € R. 0

Neka je M modul nad prstenom R i a element od R. Tada je aM = {am | m € M}
podmodul modula M.

Teorema 1.15 (Teorema o primarnoj dekompoziciji za torzione module)

Neka je R glavnoidealski prsten i M torzioni R-modul sa anhilatorom (a). Neka je
a = up{'py*...pp* faktorizacija elementa a na proizvod invertibilnog elementa u i
stepena neasociranth nesvodljivih elemenata. Neka je N; = {m € M | p{"m = 0},
1 <i<k. Tada je N; podmodul modula M sa anhilatorom (p;*), i za svako m € N,
Ann(m) je generisan nekim stepenom od p;. Takode vazi M = N1 @ Ny @ ... & Ni.

Dokaz: Pokazimo da je N; = {m € M | p{"m = 0} = ¢;M, za svako i, 1 <1i <k,
gde je ¢; = a/p;". Kako je Ann(M) = (a), za svako m € M vazi am = 0, odnosno
za svaki element ¢;m € ¢; M vazi pi"¢g;m = am = 0. Pa imamo inkluziju ¢;M C N;.
Posto su ideali (pf*) i (p;’) koprosti za i # j, argument izlozen u Kineskoj teoremi
o ostacima obezbeduje da su i ideali (¢;) i (pj”) koprosti. Prema tome, postoje
elementi r, s € R takvi da je rg; + sp;* = 1. Za proizvoljan element m € N; imamo
m=1-m = (rqg; +sp;")-m = rq¢;-m+ sp" -m = rq; -m € ¢;M. Pa vazi i
druga inkluzija, odnosno N; C ¢;M. Pokazimo da je Ann(¢;M) = (p;*). Jasno
vazi (pi") € Ann(q;M). Neka je r € Ann(¢;M). Tada za svako m € M vazi
rq; - m = 0. Odnosno rq; € Ann(M) = (a), pa a | rq;. Kako je a = pi“g; i kako je
R integralan domen imamo p;" | r, odnosno r € (p;*). Pa vazi Ann(¢;M) C (p;").
Za svako m € N; imamo (pj") = Ann(N;) C Ann(m). Prsten R je glavnoidealski
pa postoji ¢ € R takvo da vazi Ann(m) = (¢). Prema tome, p{* € (gq), odnosno
q | pi". Jedini elementi prstena R koji dele p;” su stepeni od p;. Na osnovu Leme
iz ¢injenice da su ideali (p;) i (p?j) koprosti za i # j, zaklju¢ujemo da vazi
(1) + (g2) + ... + (¢u) = R. Odnosno, postoje elementi r1,79,...,7, takvi da je
1=rig1 +1r2g2+ ...+ 1rpq,. Pa zasvako m € M vazi

m=1-m=(rq+rag+...+7q) - M="1q1 - M~+T2gs- M+ ...+ Tpqy - m.

Za svako 7, 1 < ¢ < n, imamo r;q; - m € N;. Pokazimo jo§s da je suma R-modula
N;, 1 <i < n, direktna, tj. da je N;(>, N; = 0. Proizvoljan element m € )  N;
j=1 j=1

I J#i
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je oblika m = )" q; - m;, za m; € M. Kako pj" deli g; za svako i # j, element m
j=1
iAi

n

mozemo zapisati u obliku m = p* >~ ¢;/pi" - m;. Ako element m pripada i modulu

j=1
i#i
N; zakljucujemo da je m = 0. 0

Module N; nazivamo p;-primarnim komponentama R-modula M.

Ako je modul M konacéno generisan torzioni modul onda je na osnovu Posledica[I.1]]

i pi-primarna komponenta N; jednaka direktnoj sumi ciklicnih modula
R/(0f") ® R/(0}*) ® ... ® R/(pi™).

Za R-modul M kazemo da je p-primaran ako ima samo jednu komponentu, tj.

ako mu je anhilator generisan stepenom prostog elementa p prstena R.

Teorema 1.16 Primarna dekompozicija je jedinstvena do na raspored p;-primarnih
komponenata; tj. ako su q;, 1 < j <k, neasocirani nesvodljivi elementi prstena R i
ako sa M; oznacimo q;-primarne module ¢iji su anhilatori generisant elementima qjj
1 za koje vazi M = My ® My @ ... D My, onda je k = n i postoji permutacija o € Sy,
za koju je Ny = My, gde su sa N; oznacene p;-primarne komponente modula M.

Takode vazi da su elementi p; i g,y asocirani i da je o; = By(;y za svako i, 1 < i < n.

Dokaz: Ideali Ann(M;) = (¢) i Ann(M,) = (qu) su koprosti za i # j, pa vazi da
je Ann(M) = ﬂ;?:l Ann(M;) = H§:1 Ann(M;). Prema tome, za b = ¢} ¢5> ... ¢}*
vazi Ann(M) = (b). Odakle zaklju¢ujemo da su elementi a i b asocirani. Kako je
R prsten sa jednoznacnom faktorizacijom vazi k = n i postoji permutacija o € 5,
za koju su p; i q(;) asocirani i za koju je oy = By;), 1 < i@ < n. Prema tome,
Ann(M, ) = (qu@()>) = (p;") pa vazi My € N;. Kako je My @ My @ ... @ M, =

N1 @ Ny @ ... ® N, imamo da vazi M, = N; za svako 1, 1 <1 < n. 0

Lema 1.17 Neka je R glavnoidealski prsten i neka je p nenula prost element prstena

R. Oznacimo polje R/(p) sa K.
i) Ako je M = R*, onda je M /pM = K*.

ii) Ako je M = R/(a), za nenula element a € R, onda je

K, pla;

0, wu suprotnom.

M/pM%{
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iii) Akoje M = R/(a1)®R/(az)®. .. ®R/(ay,), gde p deli sve elemente ay, asy, . . ., ap,
onda je M /pM = K".

Dokaz: i) Za kanonski homomorfizam 7 : R¥ — (R/(p))* dat sa

m(ag, g, ... o) = (g + (p),as + (p), ..., ax + (p))

imamo Ker m = {(ay,0,...,0,) | p| as,1 <i <k} =pRF. Pa na osnovu prve
teoreme o izomorfizmu zakljuéujemo R*/pR* = (R/(p))*.

i1) Za modul M = R/(a) vazi pM = ((p)+(a))/(a). Zatim, (p)+(a) = (p) ako p deli
a. U suprotnom, (p)+ (a) = (1), jer je p prost element prstena R. Prema tome, ako

p deli a imamo ((p) +(a))/(a) = (p)/(a), odnosno M/pM = (R/(a))/((p)/(a)), a na
osnovu trece teoreme o izomorfizmu imamo M/pM = (R/(a))/((p)/(a)) = R/(p).

Ako p ne deli a imamo ((p) + (a))/(a) = R/(a), pa sledi M/pM = 0.

i11) Sledi na osnovu 7). u

Teorema 1.18 (Osnovna strukturna teorema za konacno generisane module nad
glavnoidealskim prstenima) Neka je R glavnoidealski prsten i M konacno generisan

R-modul. Tada vaZe sledeéa tvrdenja.
i) Modul M je izomorfan direktnoj sumi konacno ciklicnih modula, tj.
M=R'®R/(a1)®R/(az) ... D R/(an),

za nenula elemente aq,as, ..., a,, prstena R koji nisu invertibilni 1 za koje vazi

ap |as | ... | am.

i1) Modul M je izomorfan konacnoj direktnoj sumi R-modula M;, gde je svaki od

modula M; jednak ili R ili R/(p®), za proste elemente p € R. Preciznije,
M= R'e R/ & R/(05*) & ... @ R/ (b)),

za stepene prostih, ne obavezno razlicitih, elemenata py,pa, ..., P:.

i11) Dekompozicija u delu 1) je jedinstvena u sledecem smislu. Ako je
MZR ®R/(b)®R/(b2)®...B R/(),

za nenula elemente by, bo, ..., by prstena R koji nisu invertibilni ¢ za koje vazi

by |ba| ... | by, ondajek =1, m=11i/(a;) = (b;), za svako i, 1 <i < m.
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iv) Dekompozicija u delu ii) je jedinstvena u sledecem smislu. Ako je
M =R @ R/(¢") ® R/(¢") @ ... ® R/(¢"),

za stepene prostih, ne obavezno razli¢itih, elemenata qi,qo, . ..,qs, onda vazi
da je k =r, t = s i postoji permutacija o € Sy takva da je (p;*) = (qf‘(’i()i)), za

svako 1, 1 <1 <'t.

Dokaz: Tvrdenja i) i ii) slede na osnovu Posledica i[l.14]

Pokazimo da vaze tvrdenja iii) i iv). Na osnovu Posledice[L.13|imamo da je Tor M =
R/(a1)® R/(az) ® ... ® R/(am)iTor M = R/(by) ® R/(by) & ...® R/(b;). Pasu
slobodni moduli R* 2 M/Tor M i R" = M/Tor M izomorfni. Neka je p nenula
prost element prstena R. Tada iz R*¥ = R" dobijamo R*/pRF = R"/pR". Na
osnovu prethodne leme R*/pRF = R™/pR" je izomorfizam konac¢no dimenzionalnih
vektorskih prostora K* = K" za K = R/(p). Pa je k = dim(K*) = dim(K") = r.
Nadalje mozemo pretpostaviti da je M torzioni modul, tj. M = T'or M. Na osnovu
Teoreme|l.16/imamo da je dekompozicija torzionog modula M na sumu p;-primarnih
komponenata N; jedinstvena do na njihovu permutaciju. Pa je dovoljno pokazati
da je dekompozicija p; komponenata R/(p")@® R/(p¥)@®...® R/(pF™) jedinstvena.
Prema tome, bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je R-modul M p-primaran i
neka susa R/(p™)®R/(p*2)®...®R/(p*) i R/(p")® R/ (p™)D...® R/(p*) date
dve njegove dekompozicije, pri cemu vazi a1 < ap < ... < i) < Py < ... < S,
Pokazimo da je t = s i da je oy = f;, za svako i, 1 < ¢ < t. Dokaz izvodimo
indukcijom po stepenu «; generatora p® anhilatora modula M. Ako je dati stepen
jednak 0, onda vazi da je M = 0. Pretpostavimo da je a; # 0. Zatim neka vazi
dajeay =g =...=0;, =112 < g1 < agro < ... < ay, neka jos vazi i da je
r=Po=...=0=112<Fpy1 < P2 <. < B

Za R-modul pM vaze izomorfizmi pM = R/(p®s+ " ®R/(p*+2 ) b...dR/(p* 1)
ipM = R/(pPro-VYOR/(pPrr2 Y@, . .®R/(p’~1). Prema indukcijskoj pretpostaveci
t—g=s—hiog—1=04; —1,zal <i<t-g. Pazakljucujemo da je
Ogri = Bhyi, zal <1 <t —g. Na osnovu Leme imamo da za koli¢nicki modul
M /pM vaze izomorfizmi M/pM = K'i M/pM = K* za K = R/(p). Odakle
dobijamo da je t = s. I na krajut =sit—g = s — h daju g = h, sto pokazuje
tvrdenje iv). Faktorizacijom elemenata ay, as, . .., a,, dobijamo dekompoziciju u 7).
Primetimo da iz relacija a; | az | ... | an sledi da je a,, proizvod invertibilnog
elementa i prostih elemenata sa najvec¢im stepenima koji ucestvuju u dekompoziciji
i1), zatim da je a,,_1 proizvod invertibilnog elementa i prostih elemenata sa najveéim

stepenima posto izuzmemo one elemente ¢iji proizvod daje a,,. Ostali elementi se
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formiraju na isti nac¢in. Takode, faktorizacijom elemenata by, bs, . .., b,, na proizvode
stepena prostih elemenata dobijamo jos jednu dekompoziciju oblika ii). Kako je
dekompozicija ovog oblika na osnovu iii) jedinstvena, i kako vazi by | by | ... | by
zakljucujemo da vazi iv). u

Prirodan broj k£ u Teoremi nazivamo slobodnim rangom ili Beti brojem od
M. Elemente ay,as, ..., a, € R nazivamo tnvarijantnim faktorima, a elemente

Pt pe?, ..., pit € R nazivamo elementarnim deliteljima od M.

Napomena 1.19 Neka je R glavnoidealski prsten i neka je M konacno generisan
modul nad prstenom R. Tada su elementarni delitelji od M stepeni prostih faktora
mvaryjantnih faktora od M i najveci invarijantni faktor od M je proizvod najvecih

razlicitih stepena prostih elemenata iz skupa elementarnih delitelja modula M.
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2 Normalne forme linearnih operatora i matrica

U okviru ove glave izlozene su standardne teoreme o Ermitovoj, Smitovoj, Zorda-
novoj i racionalnoj formi. Svaka matrica nad prstenom polinoma K[z] moze se
elementarnim transformacijama vrsta redukovati na ekvivalentnu gornje trougaonu
matricu. Zatim daljom primenom elementarnih transformacija vrsta mozemo smanji-
ti stepene polinoma iznad glavne dijagonale trazenjem ostatka pri deljenju svih
elemenata u koloni sa odgovaraju¢im dijagonalnim elementom. Ovako dobijena ma-
trica je matrica u Ermitovoj normalnoj formsi i ima primene u reSavanju sistema
diferencijalnih jednacina viseg reda sa konstantnim koeficijentima. FErmit je dokazao
postojanje date forme za matrice nad prstenom celih brojeva 1851. godine u svom
radu ”Sur I'introduction des variables continues dans la théorie des nombres”, [21].
Ako uz elementarne transformacije vrsta primenimo i elementarne transformacije
kolona polaznu matricu sa koeficijentima u prstenu K [z] mozemo svesti na dijago-
nalnu matricu kod koje svaki element deli naredni element. Data matrica se naziva
matricom u Smitovoj normalnoj formi. U svom radu ”On systems of linear
indeterminate equations and congruences”, [59], Smit je uveo pojam elementarnih
delitelja i konstruisao je Smitovu normalnu formu za matrice nad prstenom celih
brojeva. Pretpostavimo da je polje K algebarski zatvoreno, tj. da svaki polinom sa
koeficijentima u K ima linearnu faktorizaciju u K. Tada postoji invertibilna n x n

matrica P nad K takva da vazi da je P~ - B - P blok dijagonalna matrici oblika

J 0 ... 0
0 Jo ... 0
0 O Ji
a svaki od blokova .J; oblika
_ , ;
0 A
Jp=
1

Svaki od blokova odgovara jednom elementarnom delitelju matrice B. Zordan je
1870. godine u svojoj knjizi " Trait des substitutions et des quations algbriques”, [29],
opisao Zordanovu kanonsku formu matrica nad konaénim poljima nezavisno

od Vajerstrasa koji je u svom radu ”Zur Theorie des quadratischen und bilinearen
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Formen”, [63], to uradio dve godine ranije nad poljem kompleksnih brojeva. Jos
jedan blok dijagonalni oblik matrice je racionalna kanonska forma. Racionalna

kanonska forma matrice B se sastoji iz blokova oblika

1 0
0 1
Ca(:c): : : : : ’
0 0 0 R |
| —dy —duy —dno ... —di |

gde su polinomi a(z) = 2" + dyx" ' + ... + d,,_1x + d,, invarijantni faktori matrice
B. Invarijantne faktore uveo je Kroneker 1874. godine, a Frobenijus je u svojim
radovima [I7, [I§] dao vezu invarijantnih faktora i racionalne kanonske forme. On
je takode uveo i pojam minimalnog polinoma i prvi je dokazao Kejli-Hamiltonovu

teoremu za proizvoljno n.

2.1 Racionalna kanonska forma

Teoreme u ovoj sekciji preuzete su iz knjige [14].

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K i neka je fiksiran linearni
operator 7' : V' — V. Vektorski prostor V' mozemo posmatrati i kao K[z]-modul,
gde je K|x] prsten polinoma po promenljivoj z nad poljem K. Element x dejstvuje
na V kao linearni operator T', prema tome polinom f(z) € Klz| dejstvuje na V
kao operator f(7'), odnosno f(x)-v = f(T)(v) za svako v € V. Prsten polinoma
K|[z] je glavnoidealski prsten. Kako je V konacno dimenzionalni vektorski prostor
nad K, odnosno konacno generisan K-modul, imamo da je V' kona¢no generisan
K[z]-modul. Prema tome, na K[z]-modul V' mozemo primeniti osnovnu strukturnu
teoremu za konac¢no generisane module nad glavnoidealskim prstenima, tj. V je
izomorfan direktnoj sumi cikliénih modula K [x]*® K [x]/(ay(2))®. . . @ K[x]/(am(z)),
za polinome ai(x),as(z),...,a,(x) ¢ji je stepen najmanje jedan i za koje vazi
ar(x) | as(x) | ... | am(z). Slobodan K[z]-modul Klz]*¥ je beskona¢no dimen-
zionalni vektorski prostor nad K, a po pretpostavci je V' kona¢no dimenzionalni

vektorski prostor nad K, pa vazi da je k = 0, odnosno V' je torzioni modul i
V= Klz]/(a1(z)) & Klz]/(az(2)) ® ... & K[z]/(am(2)).

Invarijantni faktori a;(x),...,a,(z) su jedinstveni do na mnoZenje invertibilnim
elementima prstena K [x], Sto su nenula elementi polja K. Bez umanjenja opstosti

mozemo pretpostaviti da su polinomi a;(x), 1 < i < m, moni¢ni. Pa uz datu dopunu
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imamo jedinstvenost invarijantnih faktora.

Neka je B = (ey,ea,...,6,) jedna baza vektorskog prostora V' i neka je T'(e;) =
Z?Zl bije; za svako i, 1 < i < n. Tada je matrica B = [b;j],xn Cija i-ta vrsta pred-
stavlja koordinate vektora T'(e;) u bazi B matrica linearnog operatora 7" u odnosu

na bazu B. Neka je B’ = (€], ¢€),...,¢e),) druga baza vektorskog prostora V' i neka

’rn
je e; = Z;;l pije; reprezentacija vektora e; u bazi B'. Tada je matrica P = [Dijlnxn
¢ija i-ta vrsta predstavlja koordinate vektora e; u bazi B’ matrica prelaska sa baze B
na bazu B’. Matrica linearnog operatora 7" u odnosu na bazu B’ jednaka je P~1BP.
Vektorski potprostor V3 od V' je K|x]-podmodul od V' ako je invarijantan u odnosu
na linearni operator 7', tj. ako za svako v € V; vazi T'(v) € V;. Ako prvih k vektora

baze B formira bazu vektorskog potprostora V;, onda matrica linearnog operatora

c; 0
T u odnosu na bazu B ima oblik C' = ! . Ako je V =V, @ V3, gde su

Q1 Q2
vektorski potprostori V; i V5 invarijantni u odnosu na linearni operator 7' i takvi

da prvih k£ vektora baze B formira bazu od V; a ostalih n — k£ bazu od V5, onda

C; 0
matrica linearnog operatora 7' u odnosu na bazu B ima oblik C'= ! o | Ako
2

jeV=VielV,&...8V,, gde su vektorski potprostori Vi, Vs, ...V, invarijantni

u odnosu na linearni operator 7' i takvi da je baza B unija baza potprostora V;,

1 <4 < m, onda matrica linearnog operatora 7" u odnosu na bazu B ima blok
cy, 0 ... 0
.. o Cy ... 0 . - . .
dijagonalni oblik C'= | = = | . Oznacimo sa T; restrikciju preslikavanja
0 0 ... Cpy

T na potprostor V;. U blok dijagonalnoj matrici C' matrica C; predstavlja matricu
linearnog operatora 7T; u odnosu na neku bazu. Pisemo T'=T, & T, & ... d T, da
bismo naznagcili da je V' direktna suma 7T-invarijantnih prostora i da je 7; restrikcija
preslikavanja 7" na invarijantni potprostor V;. Takode pisemo C' = C; & Co®...HC,,
da naznac¢imo da je matrica C' blok dijagonalna sa blokovima C1, Cs, ..., C,.

Za vektorski prostor Kx]/(a(x)), gde je a(z) = 2™ + dyz" ' + ... + d,1x + d,,

i linearni operator T koji dejstvuje na K[z]/(a(x)) kao mnozZenje sa = vazi da je

T(1)=x, T(x) =22 ..., T(@" ") = —-d, —d,_1x — ... — dyz"!. Matrica linearnog
operatora T' u odnosu na bazu (1,z,..., 2" ') je
_ , . ;
0 1
Ca(m) =
0 0 0 R |
| —dy —dy1 —dps ... —dy |
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Matricu Cy(,) nazivamo prateéom matricom moniénog polinoma a(zx). Za
vektorski prostor V' = K[z]/(a1(x)) ® K[z]/(az(z)) @ ... ® K[z]/(an(z)) izaberimo
bazu B da bude unija skupova B; formiranih od elemenata iz V' koji odgovaraju gore
navedenim bazama cikli¢nih faktora K[z]/(a;(z)) pri datom izomorfizmu. Matrica
linearnog operatora T; u odnosu na bazu B; je prateca matrica Cy, () polinoma a;(x).

Matrica linearnog operatora T u odnosu na bazu B je matrica
C = Cal(w) ) Caz(x) D...D Cam(w).

Matrica C' je jedinstveno odredena invarijantnim faktorima.
Matrica C' je u ractonalnoj kanonskoj formi ako je jednaka direktnoj sumi
pratecih matrica Cy, ) monicnih polinoma a,(x) stepena deg(a;(x)) > 1, takvih da

a;(x) | ajp1(z) zasve i, 1 <i<m—1,tj.

Cal(w) 0 0
o] 0 G
0 0 oo Capo)

Polinome a;(x) = 2™ + d; 12" + ... + d; n, 17 + d; n, Nazivamo invarijantnim
faktorima matrice C'. Matricu C' nazivamo i blok dijagonalnom matricom sa
blokovima koji su prateée matrice polinoma a;(x). Racionalna kanonska forma
linearnog operatora 7' je matrica operatora T  koja je u racionalnoj kanonskoj formi.
Videli smo da svaki linearni operator 1" ima racionalnu kanonsku formu. Pokazimo
jos da je ona jedinstvena. Neka su bi(x),bs(x),...,b/(x) moni¢ni polinomi stepena
najmanje jedan za koje vazi b;(z) | bjy1(x), 1 < j < 1 —1. Neka je C' matrica
linearnog operatora 7' u odnosu na bazu B’ u racionalnoj kanonskoj formi i neka su
blokovi matrice C” prateée matrice C’{)j(x) polinoma b;(x), 1 < j < [. Za vektorski
prostor Vvazi V =U, @& Uy & ... U, gde su potprostori Uy, Us, ..., U; invarijantni
u odnosu na linearni operator 7', takvi da je baza B’ unija baza B; potprostora Uj
i da je matrica restrikcije linearnog operatora T' na U; u odnosu na bazu B} blok

C’l’)j (- Neka je e, prvi element baze B}. Tada za elemente baze B vazi

/ _ / _ _ k=1 _1 o :
ey = T(ejpy)=...=T (), 2<k<n;—1, i
/ . ! / !/ / U !
T(@j,nj> = €51~y 1€ = —dy€G
_ ! / i ! ! n;—1(,/
= €0 — Ay 1 T(€G0) = = A5 T (e,

Mnozenje elementom z dejstvuje kao linearni operator 7. Pa imamo e} , =kt ey,
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2<k<n—1ib(x)-ej, =@V +d2m "+ . +dj, w+d, ) €, =

Odnosno Uj je cikliéni K[z]-modul sa anhilatorom (b;(x)), tj. U; = K[z]/(bj(x)).
Pa za K[z]-modul V vazi V = K[z]/(bi(x)) ® K[z]/(ba(x)) & ... K[z]/(bi(z)). Na
osnovu Teoreme imamo da je m = [ i da su polinomi a;(x) i b;(z) asocirani,
1 <7 < m. Kako su polinomi a;(z) i b;(x) monicni, zakljuéujemo a;(x) = b;(z),

1 <i < m. Prema tome, dokazali smo slede¢u teoremu.

Teorema 2.1 (Racionalna kanonska forma za linearne operatore) Neka je V' konacno

dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K i neka je T linearni operator nad V.

i) Postoji baza vektorskog prostora V' takva da je matrica linearnog operatora T

u odnosu na datu bazu u racionalnoj kanonskoj formi.

ii) Racionalna kanonska forma linearnog operatora T je jedinstvena.

Za linearne operatore 77 : V. — V i Ty : V. — V kazemo da su sliéni ako postoji
izomorfizam U : V — V takavdavazi Ty = U o Th o U.

Teorema 2.2 Neka je V' konacno dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K 1

neka su Ty 1 Ty linearni operatori nad V. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna.
i) Linearni operatori Ty i Ty su sliéni.

it) K[x]-moduli dobijeni od vektorskog prostora V- pomocu linearnih operatora Ty

1Ty su 1zomorfni.

iii) Linearni operatori Ty i Ty imaju iste racionalne kanonske forme.

Dokaz:

i) = i) Linearni operatori su sliéni ako postoji izomorfizam U : V' — V takav da
vazi Ty = U~' o Ty o U. Izomorfizam vektorskih prostora U mozemo posmatrati i
kao izomorfizam K [z]-modula, gde = dejstvuje na vektorski prostor V' prvo kao 77,
a zatim i kao T3, pa imamo U(x - v) = U(T1(v)) = (U o Ty)(v) = (T o U)(v) =
Ty(U(v)) =z - U(v).

i1) = 411) Ozna¢imo sa Vi K[z]-modul V' gde x dejstvuje kao T, a sa Vo K[z]-modul
V gde z dejstvuje kao Ty. Izomorfni K[z]-moduli V; i V5 imaju iste invarijantne
faktore, pa linearni operatori 77 i 75 imaju iste racionalne kanonske forme.

i1i) = 1) Neka linearni operatori 7} i T imaju iste racionalne forme. Odnosno,
matrica linearnog operatora 7} u odnosu na bazu B; je jednaka matrici linearnog
operatora Ts u odnosu na Bs. Prema tome, za izomorfizam U koji slika bazu B; u
bazu By vazi Ty = U~ o Ty o U. Pa zakljuéujemo da su linearni operatori T} i T

sliéni. 0
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Neka je B matrica reda n nad poljem K. Neka je V' vektorski prostor dimenzije n
nad K. Definisimo linearni operator 7" nad vektorskim prostorom V' sa T'(v) = B v,
za svako v € V, gde vektor v sa desne strane jednakosti razmatramo kao kolonu
v = lv; vy ... vn]T € K™ koordinata vektora v u odnosu na fiksiranu bazu.
Primetimo da je matrica linearnog operatora 7' u odnosu na datu bazu bas matrica
B. Pa je svaka n x n matrica nad poljem K matrica nekog linearnog operatora u
odnosu na standardnu bazu n dimenzionalnog vektorskog prostora nad poljem K.
Neka su B i By dve matrice reda n nad poljem K. Matrice By i B, su sliéne ako

postoji invertibilna n x n matrica P nad poljem K takva da vazi B; = P~!- By - P.

Teorema 2.3 Neka je B matrica reda n nad poljem K.
i) Matrica B je sliéna matrici u racionalnoj kanonskoj formi.
it) Racionalna kanonska forma matrice B je jedinstvena.

Dokaz: Data teorema je direktna posledica Teoreme 0

Invarijantni faktori matrice B su invarijantni faktori njoj slicne matrice u racional-

noj kanonskoj formi.

Teorema 2.4 Neka su By i By matrice reda n nad poljem K. Sledeca tvrdenja su

ekvivalentna.
i) Matrice By i By su slicne.
it) Matrice By i By imaju istu racionalnu kanonsku formu.

Dokaz: Data teorema je direktna posledica Teoreme 0

Neka je K potpolje polja F. Matricu B nad poljem K mozemo posmatrati i kao

matricu nad poljem F'.

Posledica 2.5 Neka je K potpolje polja F i neka su By © By matrice reda n nad
poljem K.

i) Racionalna kanonska forma matrice By je ista bez obzira da li se racuna nad
poljem K li F'. Invarijantni faktori matrice By su isti bez obzira da lt matricu

By posmatramo kao matricu nad K il F.

it) Matrice By i By su slicne nad poljem K ako i samo ako su sliéne nad poljem
F', t3. postojgi invertibilna n X n matrica P nad poljem K takva da vazi By =
P=1. By - P ako i samo ako postoji invertibilna n x n matrica Q nad poljem

F takva da vazi B; = Q™' - By - Q.
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Dokaz: i) Neka je C4 racionalna kanonska forma matrice B; nad poljem K a Cs
racionalna kanonska forma nad poljem F. Kako C'; mozemo posmatrati i kao matricu
nad poljem F'ikako je i u racionalnoj kanonskoj formi nad F', na osnovu Teoreme[2.3
imamo da je C; = (5. Pa su i invarijantni faktori matrice B; posmatrani nad K i
Fisti.

i1) Ako su matrice By i By slicne nad poljem K, onda su one jasno sli¢ne i nad poljem
F. Obrnuto, ako su matrice By i Bs sli¢ne nad poljem F', onda na osnovu Teoreme
one imaju istu racionalnu kanonsku formu nad F. Na osnovu i) imaju istu
racionalnu kanonsku formu nad K, pa ponovo primenom Teoreme zakljucujemo

da su matrice By i By slicne i nad poljem K. O

Racionalna kanonska forma matrice B je najbolji blok dijagonalni oblik koji mozemo
dobiti u polju koeficijenata date matrice. Kao sto smo dokazali racionalna kanonska
forma matrice ne zavisi od toga da li se racuna nad poljem koeficijenata date matrice

ili nad nekom njegovom ekstenzijom.

2.2 Minimalni i karakteristi¢ni polinom

Teoreme u ovoj sekciji preuzete su iz knjige [14].

Neka je V' vektorski prostor dimenzije n nad poljem K i neka je dat linearni opera-
tor T': 'V — V. Element A\ € K nazivamo sopstvenom wvrednoséu linearnog
operatora T ako postoji nenula vektor v € V takav da vazi T'(v) = Av. Vektor v
nazivamo sopstvenim vektorom linearnog operatora 1" koji odgovara sopstvenoj
vrednosti A. Za sopstvenu vrednost A skup svih vektora v € V za koje vazi T'(v) = v
¢ini potprostor vektorskog prostora V' koji nazivamo sopstvenim prostorom line-
arnog operatora T'. Skup svih sopstvenih vrednosti linearnog operatora 7' nazivamo
spektrom linearnog operatora 1.

Neka je B matrica reda n nad poljem K. Sopstvena vrednost matrice
B je element A € K za koji postoji nenula vektor v = [v; vy ... v,]T € K™!
takav da vazi Bv = Av. Vektor v nazivamo sopstvenim wvektorom matrice B
koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Za sopstvenu vrednost A skup svih vektora
v € K™ za koje vazi Bv = A\v ¢ini vektorski prostor koji nazivamo sopstvenim
prostorom matrice B. Skup svih sopstvenih vrednosti matrice B nazivamo spek-
trom matrice B. Neka je B = (ey,eq,...,¢,) fiksirana baza vektorskog prostora
V. Tada svakom linearnom operatoru 7" mozemo pridruziti n X n matricu B, ¢ija
i-ta vrsta predstavlja koordinate vektora T'(e;) u bazi B. Obrnuto, za proizvoljnu
n x n matricu B definiSemo linearni operator 7" nad vektorskim prostorom V' sa

T(v) = Bw, za svako v € V, gde vektor v sa desne strane jednakosti razmatramo
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kao kolonu v = [v; vy ... v,]T € K™*! koordinata vektora v u odnosu na bazu B.
Prema tome, vektor v € V' je sopstveni vektor linearnog operatora 1" koji odgovara
sopstvenoj vrednosti A\ ako i samo ako je kolona [v;vs...v,]| koordinata vektora
v u odnosu na bazu B sopstveni vektor matrice B koji odgovara sopstvenoj vred-
nosti A\. Sopstvene vrednosti linearnog operatora 71" su iste kao i sopstvene vrednosti
matrice B linearnog operatora 7' u odnosu na neku bazu vektorskog prostora V.
Determinanta linearnog operatora 7' je determinanta matrice datog linearnog ope-
ratora u odnosu na bilo koju bazu vektorskog prostora V. Zaista, ako su B i B’
dve matrice linearnog operatora 7' u odnosu na baze B i B’ vektorskog prostora
V, onda postoji regularna n x n matrica P takva da vazi B’ = P~!- B - P. Pa
imamo det(B') = det(P~'BP) = (detP)~'det B detP = detB, odakle zaklju¢ujemo

da determinanta linearnog operatora 1" ne zavisi od izbora baze.

Polinom det(xI —T') nazivamo karakteristiénim polinomom linearnog operatora
T i oznacavamo ga sa Ar(z). Polinom det(z] — B) nazivamo karakteristiénim
polinomom matrice B i oznacavamo ga sa Ap(z). Sopstveni vektori matrice B
su nenula vektori za koje vazi Bv = Av, odnosno netrivijalna resenja homogenog
sistema (B — Al)v = 0. Homogen sistem ima netrivijalno resenje ukoliko je matrica
sistema B—\I singularna, tj. ako je det(B — M) = 0. Karakteristi¢ni polinom line-
arnog operatora T' (matrice B) je moni¢ni polinom stepena n i nule datog polinoma

su upravo sopstvene vrednosti linearnog operatora 7' (matrice B).

Pokazali smo da je vektorski prostor V' torzioni K|[x]-modul i da je
V = Klz]/(a1(x)) @ K[z]/(az(x)) & ... ® K[2]/(am(x)).

Minimalni polinom linearnog operatora T', u oznaci pr(x), je najveéi invarijantni
faktor a,,(z). Polinom pr(z) je monicéni generator anhilatora K[z]-modula V, tj.
pr(z) je moni¢éni polinom najmanjeg stepena koji pripada Ann(V'). Odnosno pr(z)
je monicni polinom najmanjeg stepena za koji vazi ur(7T) = 0. Minimalni poli-
nom matrice B, u oznaci ug(z), je moniéni polinom najmanjeg stepena za koji vazi

Lema 2.6  Karakteristicni polinom pratece matrice Coy monicnog polinoma
a(z) € K[z] je a(xz). Odnosno det(xl — Coy) = a(x).

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po stepenu polinoma a(x). Ako je a(z) = z+d;,
onda je Cy(y) matrica oblika [—dy] i det(x] — Cyry) = « + dy. Neka je

a(z) =2" +di2" '+ ..+ dy 7+ d,
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Laplasovim razvojem po prvoj koloni imamo

z -1 0 0
0 x -1 ... 0
det(a:[—Ca(x)) = : : : : =
0 0 0o ... -1
dp dp_1 dp_o ... T+d;
T -1 0 -1 0 0
: r -1 0
= x ' + (=1)""d,
0 0o ... —1 : : .
dp1 dp_o ... x+dy o o0 ... —1

Na osnovu indukcijske hipoteze vazi

T -1 ... 0
' ' ‘ ' ="V dis" i 4+ d,,
0 o ... -1

dp1 dp_—o ... x+d;

pa zakljuéujemo det(z]—Clyy)) = (" +dia" 2 +. . 4dp_1)+(—1)"T(-1)""d, =

2"+ diz" .+ dyr+ d,. N

Lema 2.7 Karakteristicni polinom matrice u racionalnoj kanonskoj forma
C = Cal(x) ) Caz(x) D...D Cam(m)
jednak je proizvodu polinoma ai(x),as(x),. .., an(x).

Dokaz: Za kvadratne matrice By, B, ..., B,, imatricu B = B1®By®...® B,, vazi

B, 0 ... 0
0 By ... O
detB = | . o ) = detBy detB, . ..detB,,. Na osnovu prethodne leme
0 0 ... B,

imamo da je det(z] — Cy,2)) = ai(x), 1 < i < m, pa zakljucujemo det(zl — C) =

det(x] — Cqyz)) det(x] — Copay) - - - det(x] — Co,,(2)) = a1 (x) - az(x) - ... - am(2). 0

Lema 2.8 Slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome. Odnosno, ako su B

i By slicne n x n matrice nad poljem K, onda je Ap,(z) = Ap,(z).
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Dokaz: Ako su By i Bs sliéne n x n matrice nad poljem K, onda postoji invertibilna

n x n matrica P nad poljem K takva da vazi B, = P~!- B; - P. Pa imamo da je
Ap, (z) =det(xl — By) = det(x] — P™'-By-P)=det(P~'-xl-P— P! By -P)
= det(P~' - (xI — By) - P) = det(P~') det(xI — By) detP

= det(xl — By) = Ap,(z). 0

Teorema 2.9 Neka je B matrica reda n nad poljem K. Tada vaZe sledeca tvrdenja.

i) Karakteristicni polinom matrice B jednak je proizvodu invarijantnih faktora

matrice B.
it) Minimalni polinom matrice B deli karakteristicni polinom matrice B.

iii) Minimalni i karakteristicni polinom matrice B imaju iste korene, neracunajuci
npthovu wvisestrukost. Karakteristicni polinom matrice B deli stepen mini-

malnog polinoma matrice B.

Dokaz: i) Oznac¢imo sa C' matricu u racionalnoj kanonskoj formi koja je slicna
matrici B. Na osnovu prethodne leme matrice B i C' imaju iste karakteristicne
polinome. Na osnovu Leme karakteristi¢ni polinom matrice C' je proizvod njenih
invarijantnih faktora. Kako su invarijantni faktori matrica B i C isti, pokazali smo

tvrdenje.

i1) Karakteristiécni polinom matrice B je jednak proizvodu invarijantnih faktora
matrice B. Minimalni polinom matrice B je njen najveci invarijantni faktor. Pa
prema tome, minimalni polinom matrice B deli njen karakteristi¢ni polinom.

i11)Za invarijantne faktore ay(z), ..., a,,(x) matrice B vazi a;(z) | ag(z) |...| am(x).
Zakljucujemo da minimalni polinom a,,(z) ima iste korene kao i proizvod [[" | a;(z).
Prema tome, minimalni i karakteristicni polinom matrice B imaju iste korene i jasno

je da karakteristi¢ni polinom matrice B deli m-ti stepen minimalnog polinoma. 0

Iz tvrdenja ii) prethodne teoreme sledi da matrica B anulira svoj karakteristicni
polinom, tj. Ag(B) = 0. Ovu direktnu posledicu nazivamo Kejli-Hamiltonova
teorema. Takode na osnovu i) jasno vazi i da je stepen minimalnog polinoma n x n

matrice B najvise n.

2.3 Smitova normalna forma

U ovoj glavi tvrdenja su preuzeta iz [22], 35 48]
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U daljem tekstu razmatramo matrice sa koeficijentima u prstenu polinoma K|x], gde
je K polje. Za kvadratnu matricu B nad prstenom K|[z] kazemo da je regularna
ako polinom det(B) nije identicki jednak nuli, tj. ako mu nisu svi koeficijenti jednaki
nuli. Za kvadratnu matricu B nad prstenom K[z] kazemo da je unimodularna ako
je det(B) nenula element polja K. Neka je B = [b;;j(2)],xn kvadratna matrica nad
prstenom K[z]|. Algebarski kofaktor (komplement) elementa b;;(x) matrice B
je polinom By;(z) = (—=1)" D;;(x), gde je D;j(z) minor reda n — 1 koji dobijamo iz
det(B) izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone. Adjungovana matrica matrice B
je matrica adj(B) = [Bi;(x)|L,, = [Bji(¥)]nxn. Za matricu B i njenu adjungovanu
matricu adj(B) vazi adj(B)-B = B-adj(B) = det(B) I. Kvadratna n x n matrica B

je tnvertibilna ako postoji kvadratna nxn matrica S takva davazi B-S = S-B = 1.

Lema 2.10 Kwvadratna matrica B nad prstenom Klz| je invertibilna ako i samo

ako je unimodularna.

Dokaz: =: Ako je n x n matrica B invertibilna, onda postoji n x n matrica S takva
daje B-S=S5-B=1. Paimamo da je det(S) det(B) = det(S - B) = det(l) = 1.
Prema tome, det(S) i det(B) su invertibilni elementi prstena K[z], tj. det(S) i
det(B) su nenula elementi polja K.

<: Ako je n X n matrica B unimodularna, onda je det(B) nenula element polja K.
Iz adj(B) - B = B - adj(B) = det(B) I, zaklju¢ujemo da je

1 1
dj(B)-B=1B- dj(B) =1
dei(B) “VP) dei(B) "I B = 1
odnosno da je matrica B invertibilna i njen inverz je B~! = detl( B) adj(B). 0

Lema 2.11 Neka su B i S matrice reda n nad prstenom Klz]. Ako je S-B =1,
onda je B-S = 1.

Dokaz: Ako je S- B =1, onda je det(S) det(B) = det(S - B) = det(I) = 1. Prema
tome, element det(B) je invertibilan element prstena K[z], odnosno nenula element
polja K. Pa je B unimodularna matrica i na osnovu prethodne leme invertibilna
matrica. Odakle sledi da postoji n xn matrica B~! takvadavazi B-B~! = B~1.B =
Iiimamo S=S-1=S-(B-B')=(5-B)-B'=1-B"'=DB"' Prema tome,
vaZiB~S:B~B_1:I.D

Teorema 2.12 (Kejli-Hamiltonova teorema) Matrica B nad poljem K anulira svoj

karakteristicni polinom, tj. za matricu B vazi Ag(B) = Q.
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Dokaz: Neka je Ag(z) =2" + diz" ' + ... + d,_17 + d,, karakteristi¢ni polinom
matrice B. Adjungovanu matricu B(z) = adj(z — B) matrice I — B mozemo
posmatrati kao polinom po promenljivoj x ¢iji su koeficijenti matrice nad poljem
K. Neka je g(x) = Byx* +Bia* '+ .. 4+ By_1x+ By i By # 0. Prema tome,
stepen polinoma B(z) - (zI — B) je k + 1. Iz jednakosti B(z) - (zI — B) = Ag(z)]
zakljucujemo da je kK + 1 = n. Odnosno da je polinom E(x) stepena n — 1. Zatim,

imamo da je

B(z)- (I = B) = (Byz" '+ Bia" 2+ ... 4 By sx+ By 1) (x] — B) =
= Bol'n + (Bl - BO : B).Z'n_l + ...+ (anl - Bn,gB)x - anlB-

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene promenljive x u jednakosti
B(z) - (zI — B) = Ap(z)I dobijamo veze izmedu koeficijenata karakteristicnog
polinoma Ag(z) matrice B i koeficijenata adjungovane matrice B () matrice I — B.
Vazi

By =1,

By—By-B=dyI,

Bn—l - Bn—2 -B = dn—lla

—Bn,1 . B == dn[
MnoZenjem prve jednakosti zdesna sa B", druge sa B" !, i tako dalje imamo
By - B" = B",

Banil — B[) . B = danil,

B,.1-B—-B, - B? = dn—lBa
—B, 1-B=4d,l.
Sabiranjem datih jednakosti zaklju¢ujemo

B"+d,B*'+...+d, B+d,] =0.

Odnosno Ag(B) = O. 0

Istaknimo da za koeficijente matrice B(z) = adj(z] — B) vaze rekurentne formule
Byo=1, Bp,=By1B+di za 1 < k < n. Takode, iz poslednje jednakosti
mozemo zakljuciti da za adjungovanu matricu matrice B vazi

adj(B) = (1) Y(B" '+ d\B"* + ...+ d,_1I).
Pogledati i [54].
Elementarna matrica I tipa je n xn matrica koja na dijagonali ima sve elemente

izuzev na poziciji (i,1), 1 < i < n, jednake 1, na poziciji (7,7) je invertibilan element
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prstena K [z], a elementi van dijagonale su jednaki 0; odnosno to je matrica koja se

od jedini¢ne matrice razlikuje samo u jednom elementu na dijagonali i koja je oblika

1 ... 00 0 ... 0
0
E = 0 wu
0 0

o ... 00 0 ... 1

Primetimo da je matrica F invertibilna i da je njen inverz

(1 .. 0 0o o ... 0]
0 1 0 0
E' = ul 0
0
0O ... 0 0 0 .. 1

takode elementarna matrica I tipa. Mnozenje sleva proizvoljne n x k matrice B
matricom FE kao rezultat daje matricu B kod koje je i-ta vrsta pomnozena elementom
u. Mnozenje zdesna proizvoljne k x n matrice B matricom F kao rezultat daje
matricu B kod koje je i-ta kolona pomnozena elementom wu. Jedini¢na matrica [
je elementarna matrica I tipa, za invertibilan element u uzmimo 1. Elementarna
operacija I tipa na vrstama matrice B je mnozenje jedne vrste matrice B inverti-
bilnim elementom prstena K|[x]. Elementarna operacija I tipa na kolonama
matrice B je mnozenje jedne kolone matrice B invertibilnim elementom prstena
K|[z]. Izvrsavanje elementarne operacije I tipa na vrstama (kolonama) matrice B je
u stvari mnozenje matrice B sleva (zdesna) elementarnom matricom I tipa. Zatim,
elementarna matrica II tipa je jedinicna n x n matrica kod koje su i-ta i j-ta

vrsta zamenile mesta, odnosno to je matrica oblika

1 ... 0 ... 0 ... 0
0 0 1 0
E= :
0 1 0 0
0 0 0 1]
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Datu matricu £ mozemo dobiti i zamenom mesta i-te i j-te kolone u jedini¢noj ma-
trici. Matrica E je invertibilna i njen inverz je ona sama. Mnozenje sleva proizvoljne
n X k matrice B matricom E kao rezultat daje matricu B kod koje su i-ta i j-ta
vrsta zamenile mesta. Mnozenje zdesna proizvoljne £ X n matrice B matricom F
kao rezultat daje matricu B kod koje su i-ta i j-ta kolona zamenile mesta. Otuda
zakljuéujemo da je F? = I, tj. da je matrica F sama sebi inverz. Elementarna
operactja II tipa na vrstama matrice B je zamena mesta dvema vrstama date
matrice. Elementarna operacija II tipa na kolonama matrice B je zamena
mesta dvema kolonama matrice B. IzvrSavanje elementarne operacije I tipa na
vrstama (kolonama) matrice B je mnozenje matrice B sleva (zdesna) elementarnom
matricom II tipa. FElementarna matrica III tipa je n X n matrica koja na
dijagonali ima sve elemente jednake 1, na poziciji (4, j) proizvoljan element prstena
K|[z], koji je razlic¢it od 0, i sve ostale elemente jednake 0; odnosno to je matrica koja

se od jedini¢ne matrice razlikuje samo u jednom elementu van dijagonale i oblika je

1 0 0 0
0 1 f(z) 0
E= : :
0 0 1 0
|0 0 0 1]

1 0 0 0
0 1 —f:(m) 0
E~' = : :
0 0 1 0
L0 (; 0 1 |

takode elementarna matrica III tipa. Mnozenje sleva proizvoljne n X k matrice B
matricom E kao rezultat daje matricu B kod koje je i-ta vrsta zamenjena zbirom i-te
vrste i j-te vrste pomnozene sa f(x). Mnozenje zdesna proizvoljne k x n matrice B
matricom E kao rezultat daje matricu B kod koje je j-ta kolona zamenjena zbirom
j-te kolone i i-te kolone pomnozene sa f(x). Elementarna operacija III tipa

na vrstama matrice B je zamena jedne vrste matrice B sa zbirom te vrste i neke
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druge vrste pomnozene sa polinomom iz K[z]. Elementarna operacija III tipa
na kolonama matrice B je zamena jedne kolone matrice B sa zbirom te kolone i
neke druge kolone pomnozene sa polinomom iz K[z|. Izvrsavanje elementarne ope-
racije III tipa na vrstama (kolonama) matrice B je u stvari mnozenje matrice B
sleva (zdesna) elementarnom matricom III tipa. Elementarne matrice I, 1T ili 111
tipa dobijamo primenom elementarnih operacija I, I ili IIT tipa na vrste (kolone)
jedinicne matrice I. Elementarna matrica je elementarna matrica I, II ili ITI
tipa. Elementarna operacija na vrstama je elementarna operacija I, II ili TII
tipa na vrstama. FElementarna operacija na kolonama je elementarna ope-
racija I, IT ili III tipa na kolonama. Matrice B; i By su vrsta-ekvivalentne ako
se matrica By moze dobiti iz matrice B; primenom konac¢nog broja elementarnih
operacija na vrstama. Matrice By i By su kolona-ekvivalentne ako se matrica
By moze dobiti iz matrice By primenom kona¢nog broja elementarnih operacija na
kolonama. Matrice By i By su ekvivalentne, u oznaci By = B, ako se matrica
By moze dobiti iz matrice B; primenom konacnog broja elementarnih operacija
na vrstama i kolonama. Odnosno, n X k matrice By i By su vrsta-ekvivalentne
ako postoji konacan niz elementarnih n X n matrica Py, P, ..., P, takvih da vazi
By = PP, ... P.B;. Matrice B; i By su kolona-ekvivalentne ako postoji konacan
niz elementarnih k£ x k£ matrica QQ1,Qo, ..., Q, takvih da vazi By = B1Q1Qs ... Q.
I na kraju, matrice By i By su ekvivalentne ako postoje elementarne n x n ma-
trice Py, P, ..., P, i elementarne k£ x k matrice Q1,Qs,..., Qs takve da vazi By, =
P P,... P.B1Q1Qs...Qs. Vrsta-ekvivalencija, kolona-ekvivalencija i ekvivalencija
su relacije ekvivalencije na skupu svih n x k matrica sa koeficijentima iz polja K|x].
Zaista, refleksivnost sledi iz ¢injenice da je jedinicna matrica elementarna matrica.
Simetri¢nost sledi iz ¢injenice da su elementarne matrice invertibilne. Pokazimo
tranzitivnost. Neka za n X k matrice By, By i Bs vazi By = By i By = B3. Tada
postoje elementarne n x n matrice Py, P, ..., P, P/, P5,..., P/, i elementarne k x k
matrice Q1, Q2, ..., Qs, Q1, QY ..., Q) takve davazi By = P/ Ps... P,B1(Q1Q)s . .. Qs
i By=P/Py...P,BQ\Q5...Q,. Paimamo

Bg :PllpzlP;/PlpgPrBlQlQQQSQllQéQ;/,
odnosno B; & Bs.

Teorema 2.13 (Egzistencija Smitove normalne forme) Neka je B n X k matrica
sa koeficijentima u prstenu polinoma K|x], gde je K polje. Tada je matrica B

ekvivalentna dijagonalnoj matrici oblika
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b1 () 0 0 0 0 0
bo(z) 0 0 0 0
0 by(a) 0 0 0
bi(z) 0 0|’
0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 e 0 0 ... 0 |
gde su by(x),...,b(x) monicni polinomi za koje vazi by(x) | ba(z) | ... | bi(x).

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po zbiru broja vrsta i kolona matrice B. Ako
jen+ k = 2, onda je B matrica tipa 1 x 1. Mnozenjem matrice B sa nenula
konstantom dobijamo matricu ¢iji je jedini ¢lan monicni polinom. Neka je B matrica
tipa n X k za n + k > 2 1 neka je tvrdenje tacno za sve matrice tipa n’ x k/, gde
jen+k >n'"+ k. Ako je B nula matrica tvrdenje jasno vazi. Pa prema tome,
pretpostavimo da je B # Q. Neka je A skup svih nenula elemenata svih matrica
ekvivalentnih sa matricom B i neka je b;(z) € A polinom najmanjeg stepena, tj.
neka za svako b(x) € A vazi da je deg(bi(z)) < deg(b(z)). Neka je B; matrica
ekvivalentna matrici B ¢iji je bi(z) element. Ako je element b;(x) na poziciji (4, 7),
onda zamenom prve i i-te vrste matrice By, pa zatim zamenom prve i j-te kolone,
dobijamo matricu By ekvivalentnu matrici B; u kojoj je element bi(x) na poziciji

(1,1). Matrica B, je oblika

bl (3?) blg(l’) . blk(l‘)
bgl (l‘) b22 (x) P bgk (a:)
bnl(l‘) bng (ZE) [P bnk (.Z’)
Prsten polinoma K|x] je Euklidov, pa postoje jedinstveni polinomi ¢a(x), ..., g.(z)

i ro(x),...,ru(2z) takvi da vazi by (z) = ¢(z)bi(x) + ri(x), gde je ri(x) = 0 ili
deg(ri(z)) < deg(bi(x)), 2 < i < n. Tada je r;(z) = by (z) — ¢;(x)bi(x). Mnozenjem
prve vrste sa —¢;(x) 1 dodavanjem i-toj vrsti za 2 < ¢ < n dobijamo ekvivalentnu

matricu Bs matrici By. Matrica Bjs je oblika

bl (l‘) b12($) e blk(x)

ra(z)  boa(x) — qa(z)bi2(z) ... bor(2) — q2(x)bik(z)

n(r)  bn2() = gn(@)bra(z) .. buk(x) = gn(2)bik ()
Posto je matrica Bj ekvivalentna matrici B, elementi ro(x),...,r,(z) pripadaju
skupu A. Polinom b, (x) € A je najmanjeg stepena, pa je ro(z) = ... = r,(z) = 0.
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Odnosno matrica Bj je oblika

bl(l’) b12(IL') . blk(l')
0 bgg(.’ﬁ) - q2($)b12($) e ka(.’E) — QQ(.’E)blk(l')
0 bp2(x) —agn(z)bia(z) ... bpr(x) — gn(z)bik(x)

[stim rezonovanjem, samo Sto umesto elementarnih operacija na vrstama vrsimo

elementarne operacije na kolonama, formiramo matricu B, koja je oblika

0 bos(x) — g2()bra(x) ... bor(x) — q2(x)b12(x) B 0 Dhy(z) ... bhy(x)
0 bpo(x) — gn()bia(x) ... bpk(x) — ¢n(z)bik(z) 0 bo(x) ... b .(2)
Za n = 1 matrica By je oblika [ bi(z) 0 ... 0O ], pa je tvrdenje dokazano. Za
T
k = 1 matrica B4 je oblika [ bi(z) 0 ... 0 } , pa opet imamo da tvrdenje vazi.

Neka je n > 21 k > 2. Pokazimo da polinom b;(x) deli sve elemente matrice
By. Dokazimo da by(x) deli proizvoljan element b};(z) matrice By za 2 < i < n
i 2 < j < k. Dodavanjem i-te vrste prvoj vrsti matrice By dobijamo matricu Bs

ekvivalentnu matrici By koja je oblika

[ bi(@) by(a) o (@) . () |
0 By@) ... bylx) ... by(a)
0 byla) ... B@) ... @)
|0 bo(x) oo by () ... b;k(w)_

Koristimo istu argumentaciju kao u prvom delu dokaza.

Kako postoje polinomi gy(), ..., q,(x) i 75(), ..., 7} (v) takvi da vazi da je bj;(z) =
¢;(z)bi () + ri(x), gde je ri(z) = 0 ili deg(r)(z)) < deg(bi(z)), 2 < j < k, imamo
da je r’(x) = b};(x) — ¢}(x)bi(x). Mnozenjem prve kolone sa —¢}(x) i dodavanjem
j-toj koloni za 2 < 7 < n dobijamo ekvivalentnu matricu Bg matrici B5. Matrica
Bg je oblika

bi(z) ry(x) ... (@) ... (o)

0 byo(w) ... bhyi(x) ... bh(w)

0 bio(z) ... bi(x) ... by(x)
0 bo(x) ..o by(z) ... b (%) |
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Posto je matrica Bg ekvivalentna matrici B, elementi ri(z),..., 7. (x) pripadaju
skupu A. Polinom b;(z) € A je najmanjeg stepena, pa je ry(x) = ... =1l (z) = 0.
Odnosno, polinom b;(z) deli polinom b;;(x). Prema tome, postoje polinomi c;;(z)
takvi da vazi da je bj;(r) = bi(z)ci(z) zasvako 2 <i<ni2<j<k.

Ozna¢imo sa C' (n — 1) x (k — 1) matricu ¢iji su elementi polinomi ¢;;(z). Matrica

Bs se moze zapisati u blok dijagonalnom obliku

by(x) 0

Kako je matrica C' formata (n — 1) x (k — 1) na osnovu indukcijske hipoteze ona je

ekvivalentna matrici oblika

co(zr) 0
0 c3(x)
C'= 0 0 ... glx) 0 ... 0],
0 0 0
0 0 ... 0 0 ..0]
gde su co(x), c3(x), . .., c(r) nenula polinomi za koje vazi co(z) | c3(x) | ... | ¢(x).

Odnosno postoje matrice P i @ takve da vazi P-C -Q = C’, gde je matrica P
proizvod elementarnih (n — 1) X (n — 1) matrica, a matrica @) proizvod elementarnih

(k—1) x (k— 1) matrica. Pa imamo

P (b1 (2)C)Q =by () P-C-Q =by ()" = 0 0 ...b(2)a()0...0

0 0...0
0 0 ... 0 0..0|
0 1

Blok matrice

P 0

0
0 ] su takode proizvodi elementarnih n X n i k X k

matrica pa vazi
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10 bi(z) 0 1 ol_lbl(x) 0 B
iz 0 mh@c | Lo | 0o PhOQ |
[ by () 0 0 0 0]
0 bi(x)ea(x) 0 0 0
0 by (z)cs(x)
by (x)ey(x) 0
0 0
R C e

Ako je bj(x) = by (x)cj(z) za 2 < j <, onda je matrica B ekvivalentna dijagonalno]

matrici ) )
bi(z) 0 0
bi(x) ’
0
0 0 0 0 0 0
gde su by (z), by(z), . .., b(z) monicni polinomi za koje vazi by(x) | bo(x) | ... | b(x).
0
Matrica B je ekvivalentna matrici oblika diag(1,...,1,a1(z),. .., an(x),0,...,0) =
[ 1 0 0 0 ... 0 0 ..0]
0
ax(z)
0 ax(x)
am ()
0
0 0 0 0 e 0 0 ... 0

gde su ay(z),as(x),. ..
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za koje vazi ay(x) | as(x) | ... | am(x) i koju nazivamo matricom u Smitovoj

normalnoj forma.

Posledica 2.14 Neka je B kvadratna matrica nad prstenom polinoma K[x], gde je

K polje. Matrica B je invertibilna ako i samo ako je proizvod elementarnih matrica.

Dokaz: =: Neka je B invertibilna matrica. Na osnovu Teoreme matrica B je
ekvivalentna matrici oblika C' = diag(1,...,1,a1(z),...,a,(x),0,...,0), odnosno
postoje invertibilne n x n matrice P i () takve da vazi P- B -(@Q = C. Matrica C'
je proizvod invertibilnih matrica pa je i sama invertibilna. Na osnovu Leme
imamo da je det(C) nenula element polja K. Odakle zaklju¢ujemo da je matrica C
oblika diag(1,...,1,a1(x),...,an(z)). Determinanta dijagonalne matrice je jednaka
proizvodu elemenata na dijagonali, pa imamo da je det(C) = [[-, a;(x) nenula
1 m

element polja K. T za svaki polinom a;(x) vaz a;(z) - (det—(c) 1= ai(x) =1,
A

1 <i < m. Prema tome, svaki od polinoma a;(x) je invertibilan element prstena

K[z]. Pa je matrica C' proizvod elementarnih matrica I tipa

1 0 0 ]
0 0
0 ai(z)
0 0

0 0 1]

Matrice P i ) su proizvodi elementarnih matrica pa su i njhove inverzne matrice
P~1i Q7! takode proizvodi elementarnih matrica. Odakle zakljuéujemo da je i
matrica B = P~ - C - Q™! proizvod elementarnih matrica.

<: Elementarne matrice su invertibilne, pa je proizvod elementarnih matrica inverti-

bilna matrica.

0
Neka je P m x n matrica, @ n X m matrica i ¢ : {1,2,...,m} — {1,2,...,n}
preslikavanje za koje vazi ¢(1) < ¢(2) < ... < ¢(m), m < n. Koristimo vrednosti

¢(1),¢(2), . ..

P, zatim da izaberemo odgovaraju¢ih m vrsta matrice () pomocu kojih formi-
ramo m X m matricu Qy. Za matrice P i Q vazi det(P - Q) = >, det(Py)det(Qy).

Odnosno det(P - Q) je suma proizvoda svih minora maksimalnog reda m matrice P

, (m) da izaberemo m kolona matrice P i formiramo m x m matricu

i odgovaraju¢ih minora istog reda matrice (). Navedeno tvrdenje nazivamo Bine-

-Kosiyevom teoremom.
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Takode, vazi i da je minor reda k matrice P-Q jednak sumi proizvoda odgovarajué¢ih
minora reda k matrica P i Q. Preciznije akosuty : {1,2, ..., k} — {1,2,..., m}
i @ {1,2,...,k} = {1,2,..., m}, k < m, dva preslikavanja za koja vazi da
je (1) < ¥1(2) < ... < (k) 1 9he(1l) < ¥(2) < ... < )o(k), onda minor R
reda k matrice P - @ Cije su vrste ¥1(1),...,11(k) i kolone ¥5(1),. .., 1s(k) mozemo
predstaviti kao determinantu proizvoda k xn in x k matrica Py, i Qy, koje dobijamo
izabirom k vrsta, odnosno k kolona pomocu preslikavanja 1; i ¥5. Prema tome,
primenom Bine-Kosijeve teoreme imamo da je R =}, det((Py,)s)det((Qy,)s), gde
je ¢ = {1,2,...,k} — {1,2,...,n} proizvoljno preslikavanje za koje vazi da je
o(1) < o(2) <...<o(k).

Neka je B matrica nad prstenom polinoma Klz|, K je polje. Rang matrice B je
red njene najvec¢e regularne kvadratne submatrice. Kvadratna n x n matrica B je

regularna ako i samo ako je njen rang jednak n.
Lema 2.15 Rang matrice je invarijantan u odnosu na elementarne transformacije.

Dokaz: Neka su Bj(z) i By(z) ekvivalentne matrice. Pokazimo da je rang m od
Bi(z) jednak rangu ry od By(z). Posto su matrice Bi(x) i By(x) ekvivalentne
na osnovu Teoreme postoje invertibilne matrice P(z) i Q(x) takve da vazi
By(xz) = P(x)By(x)Q(x). Primenom Bine-Kosijeve teoreme prvo na proizvod ma-
trica P(x)By(z), pa zatim na proizvod P(z)Bs(x)Q(x), zaklju¢ujemo da se minor
reda k matrice Bj(z) moze predstaviti kao sumu proizvoda odgovarajué¢ih minora
reda k matrica P(z), Q(z) i Ba(x). Ako postoji minor reda k matrice By(x) ra-
zlicit od nule, onda je bar jedan minor reda k matrice By(x) koji ucestvuje u sumi
razli¢it od nule, pa je r < ry. Posto su matrice P(z) i Q(x) invertibilne vazi da je
By(z) = P71 (x)By(x)Q (). Istom argumentacijom zaklju¢ujemo da je i ry < 7y,

odnosno da su matrice By(z) i By(x) istog ranga. u

Neka je B matrica nad prstenom polinoma K|[z] ranga r, K je polje. Neka je di(z)
najveci zajednicki delilac svih minora reda k£ matrice B, 1 < k < r. Bez umanjenja
opStosti mozemo izabrati polinome di(x) da budu moni¢ni. Svaki minor reda k,
k > 2, mozemo predstaviti kao linearnu kombinaciju minora reda £ — 1. Prema
tome, di_1(x) deli di(z). Ako definiSemo dy(z) = 1, imamo niz moni¢nih polinoma

do(x),d1(z), ..., d.(x) za koji vazi do(z) | di(x) | do(z) | ... | d.(2).

Lema 2.16 Polinomi dy(z),di(x),...,d.(x) su invarijantni u odnosu na elemen-

tarne transformacije.

Dokaz: Neka su Bj(z) i Bs(x) ekvivalentne matrice. Na osnovu Leme ma-
trice By(z) i By(x) su istog ranga r. Neka su di(x) i gp(z), 1 < k < r, najvedi
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zajednicki delioci svih minora reda k matrica By(x) i By(z) respektivno i neka je
do(z) = go(x) = 1. Kako se proizvoljan minor reda k matrice B;(x) moze predstaviti
kao suma proizvoda odgovarajué¢ih minora reda k matrica P(z), Q(z) i By(x), za-
kljuéujemo da gi(x) deli sve minore reda k matrice Bj(z), pa prema tome deli i
d(z). Takode, proizvoljan minor reda k matrice By(x) mozemo predstaviti kao
sumu proizvoda odgovaraju¢ih minora reda k matrica P~'(x), Q '(z) i Bi(x),
odakle dobijamo da di(z) deli sve minore reda k matrice By(z), pa prema tome
deli i gx(z). Uz pretpostavku da su polinomi di(x) i gx(x) moniéni zakljucujemo
da je dg(z) = gx(z). Odnosno da su polinomi dy(z),di(z), ..., d.(x) invarijantni u
odnosu na elementarne transformacije. 0
Teorema 2.17 (Jedinstvenost Smitove normalne forme) Neka je B matrica sa
koeficijentima u prstenu polinoma Klz|, K je polje. Tada je matrica B ekvivalentna

tacno jednoj matrici w Smitovoj normalnoj forma.

Dokaz: Neka je matrica B ekvivalentna matricama u Smitovoj normalnoj formi
By = diag(by(z),...,b.(x),0,...,0) i By = diag(ci(x),...,q(x),0,...,0).

Ekvivalencija matrica je relacija ekvivalencije pa su i matrice B; i By ekvivalentne
i na osnovu Leme imamo da je r=I[. Neka su di(x) i gx(z), 1<k<r, najveéi
zajednicki delioci svih minora reda k matrica By(x) i Bo(z) respektivno i neka je

do(x) = go(x) = 1. Za matrice By(x) i By(x) vazi da je
di(x) = bi(z), do(x) = by (2)ba(2), ..., d.(z) = bi(x)ba(x)...b.(x) i

g1(z) = c1(2), go(x) = c1(x)ea(x), ...y gr(x) = c1(x)ea(x) ... ().

Na osnovu Leme imamo da je d;(z) = g;(z) za 0 < i < r, odnosno b;(z) =

ci(z) = df_"(l?i), za 1 <1 < r. Odakle zaklju¢ujemo da je Smitova forma matrice B

jedinstvena. 0

Neka je B kvadratna matrica sa koeficijentima u polju K. Matricu I — B nazivamo

karakteristicnom matricom matrice B.

Lema 2.18 Smitova normalna forma karakteristicne matrice B = xI—Clyy) pratece

matrice Coezy monicnog polinoma a(x) € K[x] stepena n, je matrica

S =di 1.....1 .
iag(1,...,1,a(x))

n—1

Dokaz: Neka je a(z) = 2" + dyz" '+ ...+ d,_17 + d,,. Tada je
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_ B . -
0 = —1

B=xl —Cyy) = : : : .o :
0 0 0o ... «x —1
dy dpy dpo ... dy x+d;y

Mnozenjem poslednje kolone sa x i dodavanjem pretposlednjoj, pa zatim mnozenjem
date kolone sa z i dodavanjem prethodnoj, i tako dalje nastavljaju¢i ovaj postupak
u kome vec¢ transformisanu kolonu mnozimo sa x i dodajemo prethodnoj dobijamo

matricu By ekvivalentnu polaznoj matrici koja je oblika

0 -1 0 0
0 0 e 0 —1
G(.Z') a(z)z—dn x2 + d133 + dg T+ dl

Mnozenjem i-te vrste matrice By polinomom koji se nalazi u preseku ¢ + 1. kolone
i n-te vrste i dodavanjem poslednjoj vrsti za 1 < ¢ < n — 1 dobijamo matricu Bs

ekvivalentnu polaznoj matrici koja je oblika

0 -1 0 0
0 0 ... 0 -1
a(x)y 0 ... 0 0

Mnozenjem prvih n—1 vrsta matrice By sa —1 i zamenom mesta kolonama dobijamo

matricu u Smitovoj formi ekvivalentnu polaznoj matrici

0 ...0 0
01 0
0
00 ...0
L a(x)_ D

Teorema 2.19 Smitova normalna forma karakteristicne matrice xI — C matrice u

racionalnoj kanonskoj formi C = Cy, () ® Cayz) @ ... ® Co,,(2) Jje matrica

S =diag(l,...,1,a1(x),as(x), ..., an(z)),

n—m
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gde je n zbir stepena polinoma ay(x), ..., an(x).

Dokaz: Na osnovu Leme svaki blok x1 — Cy,(s) je ekvivalentan nad prstenom
K{[z] matrici S; = diag(1,...,1,a;(x)), 1 < i < m . Pa je matrica 2/ — C' ekvi-

valentna matrici S7 ® Sy @ ... B S,,. Zamenom mesta vrstama dobijamo matricu

S = diag(1, ..., 1,ay(x), a(x), . . ., am(x)).

iag(l, a1(2), az(2), ..., am(2)). o

Posledica 2.20 Neka su polinomi ay(x), as(x), . . ., an(x) invarijantni faktorin x n

matrice B. Tada su polinomi 1,...,1, ai(x), as(x), ..., an(x) najvedi zajednicki
———

delioci svih minora reda 1,2, ...,n matrice xI — B.

Dokaz: Posto su invarijantni faktori matrice B polinomi a,(z), . . ., a,,(z), racionalna

kanonska forma matrice B je matrica C'=Cy,(;) @ ... ® Cq,, (). Pa postoji inverti-
bilna 7 x n matrica P takva da vazi C = P~!. B . P. Prema tome, imamo
P~'.(xI — B)- P = a2l — C. Odakle zakljuc¢ujemo da su matrice xI — B i I — C
ekvivalentne, pa su im, na osnovu Leme [2.16] najvece zajednicki delioci minora istog

reda jednaki. Na osnovu Teoreme [2.19|zaklju¢ujemo da su najveci zajednicki delioci

svih minora reda 1,2,...,n matrice 2/ — B polinomi 1,...,1,a;(x),...,an(x).
NEgL [
n—m
Polinome ay(x), as(x), . .., ay(x) nazivamo i tnvarijantnim faktorima karakteri-

sticne matrice matrice B.

Teorema 2.21 Matrice By © By su slicne ako i samo ako su njihove karakteristicne

matrice xI — By © xI — By ekvivalentne.

Dokaz: =-: Matrice By i B, su slicne ako postoji invertibilna n x n matrica P nad
poljem K takva da vazi B; = P~!- By - P. Pa prema tome, za matrice 21 — B; i
xl —Byvazixl — By =xl — P7'-By- P = P! (I — By) - P. Odakle zaklju¢ujemo
da su matrice xI — B; 1 xI — By ekvivalentne.

<: Na osnovu Leme |2.16|ekvivalentne matrice x[—B; i zI—B, imaju iste invarijantne
faktore. Pa su i invarijantni faktori matrica By i By isti, odnosno matrice By i By

imaju iste racionalne forme. Na osnovu Teoreme matrice By 1 By su sli¢ne. 0

Dokazimo na drugi nac¢in da iz ekvivalencije matrica x/ — By i I — B sledi sli¢nost
matrica By i By. Dati dokaz je preuzet iz [22] i njegov znacaj je u eksplicitnom
izracunavanju matrice T za koju vazi By = T~'- By - T.

Neka su P(z) i Q(x) invertibilne n x n matrice sa koeficijentima u prstenu K|[z]
takve da vazi P(x) - (xI — By) = (xI — Bs) - Q(z). Neka je

P(z) =a2™Pp+ 2™ 'Py_1+...oP,+ Py i Q(x) = 2"Qp + 2" Qr_y + ... 2Q1 + Qo
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za P, # 01 Qp # 0. Tada je
P(z)-(x] —B)) = 2™ P4+ 2™(Pp_1— Py -B)+...4+2(Py—P,-By)— P,- By i

(x] — By) - Q(z) = e"Qr + ‘%k(Qk*l — By Q) + ... +2(Qo — By - Q1) — By - Q.

Odakle zakljucujemo da je m = k i da vazi

Pm:Qm
Pm—l_Pm'Blem—l_BQ'Qm

Poy—P By =Qo— By -Q
—Fy- By = —DBy- Q.

Mnozenjem zdesna prve jednakosti sa B]"*!) druge sa BT, itd. dobijamo
Py, - Bl = Q- B"™

(mel_PmBI)B{”:(mel_BQQm)B{n

(PO_PI'BI)'BI:(QO_B2'Q1>'BI
—Fy - B = By - Qo.

Sabiranjem datih jednakosti i grupisanjem elemenata uz B, imamo
0= (Qu B +Qum_1-Bl"+...4+Qo-B1)— (B QB +.. .4+ By-Q,- B+ By-Qp).
Odnosno dobijamo

(Qm Bl + Qm-1- Bl '+ ...+ Qo) Bi=By- (Qu-Bl"+ ...+ Q1 B1 + Qo).

Oznac¢imo sa 1" matricu @Q,, - B + Q1 - B + ... + Q. Prema tome, vazi
T-By; = By-T. Dokazimo jos da je matrica T invertibilna. 1z jednakosti T- By = By-T
zakljucujemo da vazi T - B? = By - T - By = B3 - T, odnosno da za svako k € N
vazi T - BY = BY - T. Oznacimo sa G(z) inverznu matricu matrice Q(z). Neka je
G(r) = 2'Gi+2'71G_1+. . . +2G, +Gy. Kako vazi da je G-Q = I, izjednacavanjem

koeficijenata uz zP na levoj i desnoj strani imamo da je
I, p=0;
> GinQ;=
0, p#0.

i+j=p
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Neka je R=G;- B+ Gi_1 - By ' + ...+ Gy - By + Gy. Tada je

R-T = (G-BY+ Gy By + .. 4+ G- By+Gy)- T
= G -BYy-T+G_,-Bs'T+... +G -By-T+Gy-T

= G -T-Bi+G_,-T-B7'+... +G-T-B+Gy-T
Bk.T=T.BF

= ZZL:O G- Q- B{H’l + ZZL:O Gt Qs - B{c+l—1 +oF

T:ZZL:Q Qka
>io G Qi By + 300 GoQy - BY
Pregrupisavanjem sabiraka u prethodnoj jednakosti imamo da je

m—+l

R-T=> Y Gi-Q-Bl=1

p=0 i+j=p

Na osnovu Leme zakljucujemo da je i T'- R = I, odnosno da je matrica T
invertibilna. Pa jednakost T'- By = By - T implicira da su matrice By i By slicne,

¢ime je dokaz zavrsSen.

Neka je n x n matrica B sa koeficijentima u polju K slicna matrici C' u racionalnoj
kanonskoj formi. Oznacimo sa S(x) Smitovu normalnu formu matrica x/ — B i
xl — C. Neka su P(x) i Q(x) invertibilne n x n matrice sa koeficijentima u prstenu
K|z] takve da vazi P(x) - (zI — B) - Q(z) = S(x) i neka su U(x) i V(z) invertibilne
n X n matrice sa koeficijentima u prstenu K |[x] takve da vazi U(z)-(zI —C)-V(x) =
S(z). Tada vazi P(z) - (xI — B) - Q(z) = U(zx) - (¢ — C) - V(x), odnosno
imamo da je (zI — B) - Q(x) - V7}(z) = P7Y(x) - U(x) - (xI — C). Neka je
Q(z) - V~Yx) = 2*Ty + 21T}y + ... + 2Ty + Ty. Na osnovu prethodno izloZenog
dokaza Teoremeza matricu T =T}, -C*+Tj_1-C*'+.. +Tyvazi B-T =T-C,
odnosno C' = T~ - B -T. Odakle imamo da matrica T ostvaruje sli¢nost izmedu
matrice B i njene racionalne kanonske forme C'. Matricu 1" nazivamo matricom

transformacije. Primetimo da matrica 7' nije jedinstveno odredena.

2.4 Smitova i1 racionalna forma

Pratec¢i elementarne operacije na vrstama i kolonama pri svodenju karakteristicne
matrice x1— B proizvoljne matrice B nad poljem K na matricu u Smitovoj normalnoj
formi dobijamo matricu transformacije P takvu da vazi da je matrica P~1- B - P u
racionalnoj kanonskoj formi. Neka je B = (e, e, ... , €,) baza vektorskog prostora
V nad poljem K i neka je B matrica linearnog operatora 7' : V. — V u bazi

B. Posmatramo vektorski prostor V' kao K[z]-modul pri ¢emu vazi z - v = T'(v), za
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svako v € V. Tada matrica P predstavlja matricu prelaska sa baze B na novu bazu
u kojoj je matrica linearnog operatora 1" u racionalnoj kanonskoj formi, odnosno u
kojoj je modul V' direktna suma ciklicnih K [z]-modula.

Prvo ¢emo izloziti algoritam za odredivanje generatorskog skupa u kome je proiz-
voljan konacno generisan modul nad glavnoidealskim prstenom suma cikli¢nih modu-
la, a zatim ¢emo dati algoritam primeniti na prsten polinoma K |[x] nad poljem K
i konacno dimenzionalni vektorski prostor V' nad poljem K koji razmatramo kao
K[z]-modul. U narednom tekstu mi u stvari ve¢ poznate Cinjenice stavljamo u novi
kontekst.

Neka je R glavnoidealski prsten i M konacéno generisan R-modul. Neka je {my,. .., m,}
konacan skup generatora modula M. Svaki element modula M mozemo, ne obavezno
na jedinstveni nacin, predstaviti kao R-linearnu kombinaciju elemenata my,...,m,.
Neka je (e, es,...,e,) kanonska baza R-modula R"™. Homomorfizam R-modula
¢ R* — M dat sa ¢(e;) = m;, 1 < i <n, jesurjektivan. Na osnovu prve teoreme o
izomorfizmu za module imamo M = R"/Ker ¢. Oznacimo Ker ¢ sa N. Na osnovu
Posledice prsten R je Neterin. Direktna suma Neterinih R-modula je Neterin
R-modul, pa je modul R™ Neterin [2 str.76]. Na osnovu Teoreme imamo da
je N konac¢no generisan modul, pa postoji konac¢an skup generatora {kq, ko, ..., kp,}
podmodula N. Za svaki element r = (rq,...,7,) = > ., r;¢; podmodula N vazi da

je p(r) = > rim; = 0, pa elementi podmodula N daju relacije izmedu generatora

modula M. Neka je B matrica Cije su vrste koordinate generatora ki, ka,...,k, u
bazi (e1, €, ..., e,). Preciznije, ako je k;j = (bj1,bj2,...,bjn) = > i bie;, 1 < j <p,
bi1 bz ... b1,
. bor baa2 ... ban . .
onda je B = L .| . Tada je R-modul homomorfizam ¢, pa samim
byt bpo .. bym
tim i struktura modula M, odredena bazom (ey, e, . .., €,,) i matricom B. Matricu B

nazivamo relacijskom matricom, videti [52]. Primetimo da matrica B ne zavisi
samo od generatora modula R" i N ve¢ i od njihovog rasporeda, pa ¢emo odgo-
varajuce skupove generatora nadalje tretirati kao uredene. Zamena mesta genera-
tora e; i e; modula R™ implicira zamenu mesta i-te i j-te kolone matrice B. Zamena
mesta generatora k; i k; modula N implicira zamenu mesta i-te i j-te vrste ma-
trice B. Mnozenjem generatora e; modula R" sa invertibilnim elementom wu prstena
R dobijamo novu bazu (ey,...,e;_1,ue;, €41, ..,6,) od R". Relacijska matrica u
odnosu na novu bazu je matrica kod koje je i-ta kolona matrice B pomnozena sa
u~! a sve ostale kolone su kolone matrice B. Mnozenjem generatora k; modu-
la N sa invertibilnim elementom wu prstena R dobijamo novi generatorski skup

{k1,... ki_1,uki, ki1, ..., ky} od N. Relacijska matrica u odnosu na novi gene-
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ratorski skup je matrica kod koje je i-ta vrsta matrice B pomnozena sa u a sve
ostale vrste su vrste matrice B. Za proizvoljan element a € R, zamenom generatora
e; sa e; —ae; dobijamo novu bazu modula R". Relacijska matrica za novu bazu je ista
kao matrica B osim §to je j-ta kolona zbir i-te kolone pomnozene sa a i j-te kolone
matrice B. Zamenom generatora k; sa k; — ak; dobijamo novi generatorski skup
modula N. Relacijska matrica za novi generatorski skup je ista kao matrica B osim
Sto je i-ta vrsta razlika i-te vrste i j-te vrste pomnozene sa a matrice B. Prema
tome, mozemo vrsiti elementarne transformacije vrsta i kolona relacijske matrice
biranjem razli¢itih baza R-modula R™ i N.
Neka su P i () invertibilne p X p i n X n matrice nad prstenom R.

o Viste ki, ky, ..., k, matrice P - B formiraju generatorski skup R-modula N, a

matrica P - B je relacijska matrica u odnosu na dati generatorski skup.

e Ako je Q7' = [Bij]nxn, onda elementi €] = >y Bije; formiraju generatorski
skup R-modula R", a matrica B - ) je relacijska matrica u odnosu na dati

generatorski skup.

e Matrica P- B - (@ je relacijska matrica u odnosu na nove generatorske skupove
R-modula R" i N.

Ako je P = [aj]pxp, onda je i-ta vrsta k; matrice P - B jednaka

p p p
( E Oéijbjl, E Oéijbjg, ey E a’ijbjn)-
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Odnosno vazi da je kj = >0 aijbjier + D0 aijbjaes + .o + D78 qijbjne, =
Z§:1 aij(bjer +bjea + ...+ bjne,) = Z§:1 avk;. Elementi ki, ky, . .., k;, pripadaju
podmodulu N posto su R-linearne kombinacije baznih elemenata ki, ko, ..., k,. Ma-
trica P je invertibilna pa se elementi ki, ko, ..., k, mogu predstaviti kao R-linearne

kombinacije elemenata ki, k5, . . . k. Odakle zakljucujemo da je {k1, k3, .. .k} genera-

torski skup od N. Kako su vrste matrice P- B koordinate generatora ki, k5, . . ., k‘z’j u
bazi (eq,ea,...,e,), matrica P- B je relacijska matrica u odnosu na dati generatorski
skup.

Posto su vrste matrice Q! koordinate vektora €, 5, ..., e, u bazi (e, e, ..., ¢€,),
onda vrste matrice () predstavljaju koordinate vektora e, e, ... , e, uodnosuna
uredeni skup {e/, e, ..., e/ }. Odnosno elementi ey, ey, ..., e, su predstavljeni kao
R-linearne kombinacije elemenata €}, €}, . . ., e/. Pazakljucujemo da je {€],é,,... el }

generatorski skup od R™. Matrica B je relacijska matrica u odnosu na generatorski
skup {k1,ko,...,k,} modula N ibazu (ej,es,...,e,) modula R". Prema tome vazi
[kiks ... k]t = B-lejey ... e,)T. Odakle zakljuéujemo da je

kiko . k)T =B -Q-Q '-[eres...en))]) =B-Q-[eley...e "

n
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Pa je B- (@ relacijska matrica u odnosu na generatorski skup {k1, ks, . .., k,} modula

N i generatorski skup {¢/, €5, ..., e/} modula R".

Neka je B relacijska matrica homomorfizma ¢ : R" — M u odnosu na standardnu

bazu R-modula R". Ako postoje invertibilne matrice P i ) takve da je P- B - (@

dijagonalna matrica D = diag(by, ba,...,b,,0...,0), m < n, onda je
M=ZR/b)®R/(b2) ® ... R/(by) & R"™.

Zaista, vrste matrice P - B - () su koordinate generatora £/, ky, ..., k, modula N u

3 / / / mn / / / 5 ! __ /
bazi (e}, €y, ..., ¢€,) modula R". Odnosno za generatore k', ks, ..., k), vazi k; = bse].

Kako je M = R™/N, na osnovu prethodnog imamo da je

M = (Re} & Rey @ ... ® Re),)/(Rbie] @ Rbyey & ... D Rbyel,).

Za kanonski homomorfizam

TR, D Rey®...HRel, - R/(b) ®R/(ba) ®...B R/(b) ® R™™™

dat sa m(agel, azeh, ... anel) = (ag + (b1), a0 + (ba), ..., + (bn)s Qg1 - -+ Q)
Imamo
Kernm = {(a1€],a06h,...;0n€)) | a; € (i), 1 <i<m,a; =0,m+1<j<n}

= Rbie} ® Rbsel, & ... & Rbyel,.
Prema tome, na osnovu prve teoreme o izomorfizmu modula zakljuc¢ujemo

M= R/(b)@® R/(b) ® ... ® R/(by) ® R™™.

Primenimo prethodno razmatranje na prsten polinoma K[z] nad poljem K i konacéno
dimenzionalni vektorski prostor V' nad poljem K koji razmatramo kao K [x]-modul.
Neka je B = (ey, €9, ..., €,) baza vektorskog prostora V' nad poljem K i neka je B =
[bij]nxn matrica linearnog operatora 7' : V' — V u bazi B. Posmatramo vektorski
prostor V' kao K[x]-modul, pri ¢emu vazi x - v = T'(v), za svako v € V. Elementi
ey, €s, ... e, generisu V i kao K[z]-modul, pa imamo = - ¢; = T'(¢;) = Z?Zl bije;.
Na osnovu Teoreme postoje matrice P i @ sa koeficijentima u prstenu K|z],
takve da vazi P - (zI — B) - Q = diag(1,...,1,a1(x),as(x),...,an(x)). Elementi
——

n—m

fis [y ooy [ny zakojevazi [fi fo ... fu]T = Q7 Yeres ... e,)7, formiraju generatorski
skup K[z]-modula V', u kome dati modul V' mozemo predstaviti kao direktnu sumu
ciklicnih modula. Relacijska matrica u odnosu na novi generatorski skup je matrica
P-(zI—B)-(Q. Prema tome, imamo daje f; = 02za 0 <i <n—mia;()fr_ms; =0
za 1 < j < m. Odakle zakljuéujemo da je V = K[z|fy-mi1 @ ... ® Klz|f, =
Klz]/ai(xz) @ ... ® Klz]/an(z). Odgovarajuéa vektorska baza za ciklicne faktore
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Klz]/ai(x),1 <i <mje fomsis Tlnompir --- , x99@71f . Pa je nova baza

vektorskog prostora V' data sa

B = [faemits T(fammsr)s - T (i) oos fus T(fa), - TN )

Ozna¢imo sa S matricu ¢ije vrste predstavljaju koordinate vektora nove baze B’ u
bazi B. Tada je S matrica prelaska sa baze B’ na bazu B. Pa je S - B-S~! matrica

u racionalnoj kanonskoj formi.

Ako primenimo prethodno razmatranje na vektorski prostor V= K™ ¢iji su elementi
n x 1 kolone sa koeficijentima u polju K sa standardnom bazom (e, es, ..., e,) i
linearni operator 7' : V' — V' ¢ija je matrica u odnosu na bazu (ey, ea, . . ., €,) matrica

B, onda je S - B - S~! matrica u racionalnoj kanonskoj formi sli¢na matrici B.

2.5 Ermitova normalna forma

Cilj ove sekcije je da odredimo matricu koja je vrsta-ekvivalentna datoj matrici nad

prstenom Kz] i koja je jednostavnijeg oblika. Dalje razmatranje prati knjigu [19].

Teorema 2.22 (Ermitova normalna forma) Neka je B n X k matrica sa koeficijen-
tima u prstenu polinoma K[z, gde je K polje. Tada je matrica B vrsta-ekvivalentna

matrici oblika

ajr(z) app(x) az(x) ... ay(x)
0 a22(w) agg(l') ce agk(l')
0 agg(l’) c. agk(llf)
] ' zan >k,
0 0
0 0 0 0
a1 (z) ap(x) az(x) ... a(z) ... ag(z)
0 an(r) ays(x) ... ap(z) ... ak(x)
0 ass(x) ... azgu(x) ... as(z) | zan<k,
0 0 0 coe () oL apg(z)
gde su stepeni polinoma ay;(x), a (), ..., a;—1;(x) mangi od stepena polinoma a;(x),
pod uslovom da vazi a;(x) #0 i 2 <i < min{n,k}. Ako je a;;(z) =c#0, onda su
polinomi ay;(x), ag(x), . .., a;_1;(x) identicki jednaki nuli.

50



Dokaz: Pretpostavimo da prva kolona matrice B = [b;;(x)],xx sadrzi bar jedan
element koji nije identicki jednak nuli. Medu elementima prve kolone razli¢itim od
nule izaberimo onaj element koji je najnizeg stepena b;;(x). Zamenom mesta prve
i i-te vrste dobijamo matricu By = [b};(7)],xx koja je vrsta-ekvivalentna matrici
B. Kako je prsten polinoma K|x| Euklidov domen, postoje jedinstveni polinomi
@), .. qu(x) 1 ro(x), ..., Tp(x) takvi da vazi by (x) = q(x)V(x) + ri(x),
gde je ri(x) = 0 ili deg(ri(z)) < deg(by;(z)), 2 < i < n. Tada je ri(z) =
() — qi(x)b); (). Mnozenjem prve vrste sa —¢;(x) i dodavanjem i-toj vrsti za

2 <1 < n dobijamo ekvivalentnu matricu By matrici B;. Matrica By je oblika

blll(l') blg([E) e blk(l')
ro(z)  bog(x) — qa(x)bia(x) ... bor(x) — go(x)b1x(2)
() bpa() — qu(x)bia(z) ... bur() — ¢u(x)b1s ()
Ako svi ostaci ro(z),73(), . .., (x) nisu identicki jednaki nuli ponavljamo pret-

hodno izlozen postupak. Kako se u svakom koraku smanjuju stepeni polinoma prve
kolone u jednom trenutku dobijamo matricu koja je vrsta-ekvivalentna polaznoj
matrici i u kojoj su svi elementi prve kolone izuzev elementa na poziciji (1, 1) jednaki
nuli. Isti postupak primenjujemo na podmatricu date matrice dobijenu izbacivanjem
prve vrste i prve kolone. Na taj nacin dobijamo matricu koja i u drugoj koloni
izuzev na prva dva mesta ima sve nule. Ponavljanjem ovog postupka dobijamo

vrsta-ekvivalentnu matricu polaznoj matrici koja je jednog od slede¢a dva oblika

[ aj(z) app(x) az(x) ... ap(x) |
0  ag(x) as(z) ... aw(z)
0 0  ag(x) ... ax(x)
' ' ' ' ' zan >k,
0 0 0 e akk(x) o
0 0 0 e 0
0 O 0 0 |
[ aji(z) app(x) az(x) ... ap(z) ... ag(z) |
0 ag(x) as(x) ... ap(x) ... a(x)
0 ass(z) ... as,(z) ... ax(x) | zan <k.
I 0 0 0 ) Api () |
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Ako je polinom agy(x) razlicit od nule nalazenjem koli¢nika i ostatka pri deljenju
polinoma a2(x) polinomom ag(x), i mnozenjem druge vrste sa datim koli¢nikom i
oduzimanjem od prve vrste na poziciji (1, 2) dobijamo ostatak pri ovom deljenju koji
je stepena manjeg od stepena polinoma ag(x). Pri ovoj transformaciji element na
poziciji (1,1) se ne menja. Ako je polinom as(z) konstanta razli¢ita od nule onda
je element na poziciji (1,2) jednak nuli. Istim rezonovanjem smanjujemo stepene

svih polinoma na pozicijama iznad dijagonale. 0

Matricu oblika

a11<l') &12(1‘) alg(lL') . a1k($)
0 ag(x) agz(x) ... agw(x)
0 033(1') e (lgk(x)
‘ ' ' ' ' za n > k, odnosno oblika
0 0 0 o 0
0 0 0 o 0
aj(z) app(x) az(x) ... ap(z) ... ag(z)
0 an(r) aws(x) ... aw(z) ... ax(z)
0 ass(z) ... as,(x) ... ax(x) | zan <k,
0 0 0 ... am(z) ... au(2)
gde su stepeni polinoma ay;(x), ag;(x), . .., a;—1;(x) manji od stepena polinoma a;;(x),

pod uslovom da vazi a;;(z) # 012 < i < min{n, k}, nazivamo matricom u Ermito-

v0oj normalnoj forms.

2.6 Zordanova kanonska forma

Ovu sekciju izlozi¢emo prema knjizi [14] i preuzeéemo terminologiju koju smo uveli u
odeljku o racionalnoj kanonskoj formi. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor
nad poljem K i neka je fiksiran linearni operator 7' : V' — V. Vektorski prostor V'
mozemo posmatrati i kao K[z]-modul, gde je K|[z| prsten polinoma po promenljivoj
x nad poljem K. Element x dejstvuje na V kao linearni operator 7', prema tome
polinom f(z) € K[x] dejstvuje na V' kao polinom f(7T), odnosno f(z)-v = f(T)(v)
za svako v € V.

U sekciji o racionalnoj kanonskoj formi primenili smo osnovnu strukturnu teoremu za
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konacno generisane module nad glavnoidealskim prstenima i pokazali smo da je V' =
K[z]/(a1(z))®Kz]/(az(x))®. . . ®K[x]/(amnm(x)), za polinome a; (), az(x), . .., an(z)
Ciji je stepen najmanje jedan i za koje vazi ay(x) | ax(x) | ... | am(z). Uz pret-
postavku da su polinomi a;(x), 1 <4 < m, moni¢ni imamo jedinstvenost invarijant-
nih faktora. Elementarni delitelji modula V' su stepeni prostih faktora invarijantnih
faktora od V', pa su jedinstveni do na mnozenje nenula elementom polja K. Ako kao
u sluc¢aju invarijantnih faktora pretpostavimo da su elementarni delitelji moniéni,
dobijamo njihovu jedinstvenost.

U daljem tekstu pretpostavicemo da je polje K algebarski zatvoreno, tj. da za
svaki polinom p(x) € K[x] postoji element a € K takav da je p(a) = 0. Jedini
nesvodljivi polinomi u prstenu K[z| su polinomi stepena 1, odnosno svaki poli-
nom sa koeficijentima u polju K stepena veceg od 1 ima linearnu faktorizaciju.
U stvari nama je potrebno da invarijantni faktori ai(x),..., a,(z) imaju linearnu
faktorizaciju, odnosno da su elementarni delitelji modula V' stepeni linearnih poli-
noma. Kako je karakteristicni polinom operatora T proizvod invarijantnih fak-
tora, dovoljno je da svi koreni karakteristicnog polinoma linearnog operatora T’
pripadaju polju K. Uz datu pretpostavku na osnovu Teoreme imamo da
je K[z]-modul V' izomorfan konac¢noj direktnoj sumi cikli¢cnih K[z]-modula oblika
Klx]/(x — A\)*, gde je A\ sopstvena vrednost linearnog operatora T'. Pokazimo da je
{1z — X\, (x — N)?,..., (z — \)* !} baza vektorskog prostora K[z]/(x — \)*. Neka
su vrste matrice P koordinate datih vektora u standardnoj bazi (1, z, 22, ..., 2% 1).
Matrica P je donje trougaona i na dijagonali ima sve elemente jednake 1, pa je
detP = 1, odnosno P je invertibilna matrica. Odakle zakljucujemo da elementi
L,x — A,...,(x — \)*¥~1 &ne bazu vektorskog prostora K[z|/(x — A\)*. Operator T
dejstvuje na K[x]/(z—\)* kao mnoZenje sa x pa imamo da je T'(1) = z = A+ (x—\),
Tx=N)=z(xz—=N) =@-=A+N (=X =Xz-N)+(x=N)? ..., T((x=\)*1) =
z(z — NP1 = Nz — M)+ (z — A)F = Mz — N\)*"L. Matrica linearnog operatora

T u odnosu na bazu (1,2 — A,..., (z — \)f1) je
_ ) -
0 A
J= P
Al
0 A

Matricu J nazivamo Zordanovim blokom dimenzije k ili elementarnom Zor-
danovom kxk matricom. Neka je baza B vektorskog prostora V unija baza

ciklicnih faktora K[z]/(x — A\)¥. Matrica linearnog operatora 7' u odnosu na bazu B
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je direktna suma Zordanovih blokova koji odgovaraju elementarnim deliteljima od
Vitj. J=J1BJy&...8 J;. Matrica J je jedinstveno odredena, do na permutaciju
Zordanovih blokova, elementarnim deliteljima.

Matrica J je u Zordanovoj kanonskoj formi ako je blok dijagonalna matrica sa

Zordanovim blokovima duz dijagonale, tj.

J 0 ... 0
0 Jy ... 0
0 0 ... J

Zordanova kanonska forma linearnog operatora 7' je matrica linearnog opera-
tora T koja je u Zordanovoj kanonskoj formi.

Videli smo da svaki linearni operator T ima Zordanovu kanonsku formu. Kao i
u slucaju racionalne kanonske forme, iz jedinstvenosti elementarnih delitelja line-
arnog operatora T sledi jedinstvenost Zordanove kanonske forme, do na permutaciju

Zordanovih blokova.

Teorema 2.23 (Zordanova kanonska forma za linearne operatore) Neka je V

konacno dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K i neka je T linearni operator

nad V.

i) Postoji baza vektorskog prostora V' takva da je matrica linearnog operatora T u
odnosu na datu bazu u Zordanovoj kanonskoj formi, odnosno matrica linearnog
operatora u datoj bazi je blok dijagonalna matrica sa Zordanovim blokovima

koji odgovaraju elementarnim deliteljima operatora T duz dijagonale.

i) Zordanova kanonska forma linearnog operatora T je jedinstvena, do na per-

mutaciju Zordanovih blokova.

Teorema 2.24 Neka je B matrica reda n nad poljem K @ neka polje K sadrzi sve

sopstvene vrednosti matrice B.

i) Matrica B je slicna matrici u Zordanovoj kanonskoj formi, tj. postoji inverti-
bilna n x n matrica P nad poljem K takva da je P! - B - P blok dijagonalna
matrica sa Zordanovim blokovima koji odgovaraju elementarnim deliteljima

matrice B duZ dijagonale.

ii) Zordanova kanonska forma matrice B je jedinstvena, do na permutaciju Zor-

danovih blokova.
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Matrica u Zordanovoj kanonskoj formi razlikuje se od dijagonalne matrice samo u
eventualnim jedinicama duz dijagonale iznad glavne. Matrica u Zordanovoj kanon-

skoj formi je dijagonalna matrica samo ako su svi Zordanovi blokovi dimenzije 1.

Posledica 2.25 Neka je B matrica reda n nad poljem K i neka polje K sadrzi sve
sopstvene vrednosti matrice B. Tada je matrica B slicna dijagonalnoj matrici nad

poljem F' ako i samo ako minimalni polinom matrice B ima sve razlicite korene.

Dokaz: =-: Neka je matrica B slicna dijagonalnoj matrici D = diag(A1, Ag, ..., Ay).
Elementarni delitelji matrice D su polinomi z — A\, — A9, ..., x — A,. Minimalni
polinom matrice D je njen najveéi invarijantni faktor, pa je na osnovu Teoreme [1.18
minimalni polinom proizvod razli¢itih elementarnih delitelja. Odnosno minimalni
polinom ima sve razli¢ite korene. Slicne matrice imaju iste invarijantne faktore, pa
je minimalni polinom matrice B jednak minimalnom polinomu matrice D.

<: Pretpostavimo da minimalni polinom matrice B ima sve razli¢ite korene. Neka
je J Zordanova kanonska forma matrice B. Matrica J je blok dijagonalna sa
Zordanovim blokovima koji odgovaraju elementarnim deliteljima matrice B duz
dijagonale. Minimalni polinom matrice B je njen najvedi invarijantni faktor, pa
je na osnovu Teoreme [[.18] proizvod najveéih razlicitih stepena linearnih polinoma
iz skupa elementarnih delitelja. Posto minimalni polinom ima sve razli¢ite korene,
odgovarajuéi stepeni su jednaki 1. Pa su Zordanovi blokovi duz dijagonale dimenzije

1. Odnosno matrica J je dijagonalana. O

Ako znamo racionalnu kanonsku formu linearnog operatora 7', odnosno racionalnu
kanonsku formu matrice B, lako mozemo konstruisati Zordanovu kanonsku formu
datog operatora, odnosno date matrice. I obrnuto.

Kao sto smo veé¢ videli elementarni delitelji linearnog operatora 7' (matrice B) su
stepeni nesvodljivih faktora invarijantnih faktora od 7', odnosno od B. Prema tome,
elementarne delitelje dobijamo iz invarijantnih faktora njihovom faktorizacijom na
proizvod stepena razli¢itih linearnih polinoma. Obrnuto, ako su poznati elementarni
delitelji linearnog operatora 7' ili matrice B, invarijantne faktore rac¢unamo kao
proizvode elementarnih delitelja. Najvedi invarijantni faktor je proizvod najvecih
razlicitih stepena nesvodljivih polinoma iz skupa elementarnih delitelja. Slededi
najveéi invarijantni faktor je proizvod najvec¢ih razlicitih stepena nesvodljivih poli-
noma iz skupa preostalih elementarnih delitelja, itd. Listu elementarnih delitelja
delimo na k podlista, svaka podlista odgovara jednoj sopstvenoj vrednosti opera-
tora T' (matrice B). U okviru svake od podlista elementarne delitelje sortiramo po
rastu¢im stepenima. Dodavanjem, ako je potrebno, konstantnih polinoma jednakih

1 na pocetak neke od podlista izjednacavamo broj elemenata u svim podlistama.
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I na kraju, ¢-ti invarijantni faktor dobijamo kao proizvod i-tih elemenata u svim

podlistama.

Neka je B = (eq, e, ..., e,) polazna baza vektorskog prostora V' nad poljem K. Vek-
torski prostor V' mozemo posmatrati i kao K|[x]-modul, pa elementi {ey, ey, ..., e,}
¢ine i generatorski skup od V. Neka je {fo_m+1, fo—m+2,---,fn} skup genera-
tora cikliénih faktora u dekompoziciji na invarijantne faktore K[z|-modula V, tj.
neka za elemente f, i1, famma2, .-, fo vazi Vo= Klz|frn_mi1 @ ... & K[z|f, =
Klz]/ai(z) @ ... ® K|x]/an(z), gde su ai(x), as(z), ..., ay(x) invarijantni faktori.
Dekomporzicija na elementarne delitelje K[z]-modula V' dobija se iz dekompozicije
na invarijantne faktore primenom Kineske teoreme o ostacima na ciklicne faktore
K[z]/ai(z), ..., K[x]/a,(z). Preciznije, neka je a;(x) = (x—X\1)* (2=A2)*% .. (z—Xs)*s
1 <4 <m, gde su A\;, Ag, ..., As razlicite sopstvene vrednosti operatora T' koji
dejstvuje na V' kao mnozenje sa z i a1, s, ..., as € Ny. Tada je na osnovu Teoreme
generator ciklicnog faktora K[z]/(z — A;)® elementarnog delitelja (z — A;)%

a;(z) ‘
(z=X;)%

faktore K[z]/(x — X\;)% je (gij, (x — N)gij, ..., (x — X\)*%1g;;). Pa je nova baza

vektorskog prostora V' unija baza odgovarajuéih ciklicnih faktora. Oznacimo sa S

invarijantnog faktora a;(z) element g;; = frn—mai. Vektorska baza za cikli¢ne

matricu ¢ije vrste predstavljaju koordinate vektora nove baze u bazi B. Tada je S
matrica prelaska sa nove baze na bazu B. Pa je S - B - S~! matrica u Zordanovoj

kanonskoj formi.

Ako primenimo prethodno razmatranje na vektorski prostor V= K™ ¢iji su elementi
n x 1 kolone sa koeficijentima u polju K sa standardnom bazom (e, es, ..., e,) i
linearni operator 7' : V' — V' ¢ija je matrica u odnosu na bazu (ey, ea, . . ., €,) matrica

B, onda je S - B - S~! matrica u Zordanovoj kanonskoj formi sli¢na matrici B.

2.7 Uopsteni sopstveni vektori

U ovoj sekciji uveséemo algebarsku i geometrijsku visestrukost sopstvene vrednosti
A kvadratne matrice B, uopstene sopstvene vektore i uopsteni sopstveni prostor koji
odgovaraju A. Daé¢emo vezu izmedu broja i dimenzije Zordanovih blokova koji odgo-
varaju sopstvenoj vrednosti A sa geometrijskom visestukoséu i stepenima elemen-
tarnih delitelja pridruzenih A, kao i vezu uopstenog sopstvenog prostora sa stepenom
odgovarajuceg faktora u minimalnom i karakteristicnom polinomu. Takode ¢emo
dati eksplicitan oblik matrice transformacije S matrice B u njenu Zordanovu formu

J u zavisnosti od uopstenih sopstvenih vektora, prema [37, I, [60].

Neka je B proizvoljna n x n matrica nad poljem K i neka je A sopstvena vrednost

matrice B. Nenula vektor v = [vivy...v,]T € K™ za koji postoji k € N takvo da
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vazi (B — M )*v = O, nazivamo uopstenim sopstvenim vektorom matrice B
koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Najmanji takav broj k£ nazivamo indeksom
uopstenog sopstvenog vektora. Primetimo da je svaki sopstveni vektor matrice B
uopsteni sopstveni vektor ¢iji je indeks jednak 1. Za sopstveni vekor v vazi da je
(B — A\I)% = v # O i imamo ekvivalenciju jednakosti Bv = Av i (B — A )v = Q.
Neka je Vi, = Ker(B—M)f = {v e K™ | (B—M)*v =0},zak € N. Akosukip
prirodni brojevi za koje vazi k < p, onda je Vj, C V,. Zaista, za v € V}, imamo da je
(B—X)*v = Q, pavazi (B—\)Pv = (B—=X)P"*(B—\)*v = (B-X)P"*0 = Q.
Odakle zakljuéujemo Vj, C V,. Odnosno imamo da je V1 CV5C...CV,C...CK™*L
Kako je vektorski prostor K™*! kona¢no dimenzionalan dati rastuéi lanac vektorskih
prostora je konacan. Vazi i jace tvrdenje. Ako je Vi = Vi1, onda je Vi1 = Viio.
Za v € Viyo vazi (B — X)*2v = (B — AI)*(B — A )v = Q, odakle zaklju¢ujemo
da je (B — X)v € Vjy1 = Vi. Paje (B — M)¥(B — X\)v = O odakle dobijamo da
je v € Viyq. Prema tome, imamo V; C Vo C ... C V.

Skup V), svih vektora v € K™*! za koje postoji j €N takvo da vazi (B—\I)/v=0 ¢ini
vektorski prostor koji nazivamo uopstenim sopstvenim prostorom sopstvene
vrednosti A matrice B. Za vektorski prostor V) vazi V), = U?:l V; = V. Primenimo
Teoremu na vektorski prostor K"*! koji razmatramo kao Kl|r]-modul, gde
dejstvuje na K™*! kao mnoZenje sa matricom B, odnosno za svako v € K™ vazi

x-v = B-v. Anhilator K|[z]-modula K™ je generisan minimalnim polinomom
pp(z) = (x —A)™(z — )™ ... (z — \)™

matrice B. Kako su Ay, ..., )\ razli¢ite sopstvene vrednosti matrice B, imamo da
su (x — A)™, ..., (z — A\)™ stepeni neasociranih nesvodljivih polinoma i da je
K™ =V, @ ...V, Vektorski prostori Vj, su (x — \;)-primarne komponente
¢iji su anhilatori generisani polinomima (x — \;)™, 1 < i < t. Odakle zaklju¢ujemo
da niz vektorskih prostora Vi C ... C Vj pridruzenih sopstvenoj vrednosti A ima
onoliko c¢lanova koliki je stepen sopstvene vrednosti A u minimalnom polinomu, t;j.
k = m,y, gde je m) viSestrukost korena A\ u minimalnom polinomu matrice B.

Zatim, ako su dimenzije vektorskih prostora V] i V5 jednake redom n; i ny onda je
ny —ny < ny. Pretpostavimo suprotno da je ns —n; > n;. Neka je (vq,...,v,,) baza
vektorskog prostora Vi, a (vi,..., U0, Un,s1,---,Vn,) baza vektorskog prostora V5.
Za svako i, 1 <i<ny—ny vazi (B-\I)*v,, =0, odnosno (B—AI)v,,,; € Vi. Ali kako
je dimenzija od V; jednaka n; i kako je no—ny >ny, vektori (B—AI)vy, 4, . .. (B=AI)v,,

su linearno zavisni. Pa postoje elementi cy,...cp,—n, € K takvi da je
1 (B - )\[)UTHJrl + oA Cnyeny (B - )\[)'Un2 = @,
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odnosno (B — AI)(¢1Up41 + -+o + Cngny Uny ) = O. Odakle zakljucujemo da

je C1Up 41 + ...+ Cng—n,Uny, € V4. Prema tome, postoje elementi d;,...d,, € K
takvi da je c1vp,41 + ..+ CuyenyUny = div1 + ... + dy, Uy, Sto je suprotno
¢injenici da su elementi vy, ..., Uy, Upy41, - - - U, linearno nezavisni, odnosno da ¢ine

bazu za V5. Ova ¢injenica vazi za svaka dva uzastopna prostora.

Uopsteni sopstveni prostori Vy,, 1 < ¢ < ¢, su invarijantni u odnosu na mnozenje
sa matricom B. Neka je v € V,,. Tada je (B — \I)™v = 0. Matrice B i
(B — M\I)™ su permutabilne jer su (B — A\;1)™ matri¢ni polinomi m;-tog stepena
po B. Paje (B—\1)"(Bv) = B(B—\I)™v) = B-0 = 0. Odakle zaklju¢ujemo
da je Bv € V),. Oznacimo sa S matricu reda n ¢ije su kolone bazni vektori prostora
Vy,» 1 <i<t. Matrica S je invertibilna, jer su joj kolone linearno nezavisni vektori.
Matrica B=S"1-B- S je blok dijagonalna matrica oblika By, & ... ® B,,, gde su
blokovi By, matrice reda k; ¢ije su kolone koordinate baznih vektora pomnozene sleva
sa B u datoj bazi i k; je dimezija vektorskog prostora V)., , 1 <1¢ < ¢. Jasno je iz
definicije matrice B da su matrice B B sli¢ne. Na osnovu Teoreme [2.8|sliéne matrice
imaju iste karakteristicne polinome. Karakteristi¢ni polinom matrice B jednak je
proizvodu karakteristi¢cnih polinoma njenih blokova By,, 1 < ¢ < t. Pa karakteri-
sticni polinom matrice B), deli karakteristicni polinom matrice B. Pokazimo da
matrica B), ima samo jednu sopstvenu vrednost \;. Pretpostavimo suprotno da

matrica B), ima sopstvenu vrednost A; razlicitu od A;. Tada postoji nenula vektor

u € K%*! takav da vazi By,u = Aju. Defini§imo vektor u € K"™*! blokovski
u=[0 ... O u O .. .QJT. Tada je S-u linearna kombinacija baznih vektora
k k k k
1 i—1 i+1 t

vektorskog prostora V). Sa druge strane imamo
B-u=[0...0Bu0...0]"=[0...0\u0...0]" = \@.

Kako je B-S = S-B, imamo da je (B-S)-@ = (S-B)-&, odnosno B-(5-7) = A;(S-w).
I zakljucujemo da je S-u sopstveni vektor matrice B pridruzen sopstvenoj vrednosti
Aj. Pa S -u pripada V), sto je kontradikcija sa cinjenicom da je S - u € V). Kako
je A; jedina sopstvena vrednost matrice B), imamo da je karakteristicni polinom
date matrice Ap, () = (z — M\i)¥. Ako oznac¢imo karakteristi¢ni polinom matrice
B sa Ag(z) = (x — A\)™ ... (z — \)™, onda za svako i, 1 < i < t, vazi k; < n,.
Kako je k1 + ko + ...+ k; =n =ny +ns + ... ny, zakljucujemo k; = n;, 1 <i < t.
Dimenzije uopstenih sopstvenih prostora jednake su visestrukostima korena \; u
karakteristicnom polinomu matrice B i u daljem tekstu ¢emo ih nazivati algebarske
viSestrukostt sopstvenih vrednosti \;. Dimenzije sopstvenih prostora nazivamo

geometrigskim visestrukostima od );.
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Broj Zordanovih blokova koji su pridruzeni sopstvenoj vrednosti A jednak je geo-
metrijskoj visestrukosti od A, njihove dimenzije su jednake stepenima odgovarajucih
elementarnih delitelja, a zbir im je jednak algebarskoj visestrukosti od .

Za konkretnu sopstvenu vrednost A razmotrimo oblik Zordanovih blokova pridruzenih
A u zavisnosti od njene algebarske i geometrijske visestrukosti. Ako je algebarska
viSestrukost jednaka geometrijskoj, onda je uopsteni sopstveni prostor jednak sop-
stvenom prostoru i odgovaraju¢a baza je sacinjena od sopstvenih vektora, pa je
matrica B) skalarna matrica Al i svi blokovi pridruzeni sopstvenoj vrednost A su
dimenzije 1. Ako je geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti A jednaka 1, a
algebarska visestrukost jednaka k, onda postoji samo jedan sopstveni vektor koji
odgovara A i samo jedan Zordanov blok dimenzije k. Neka je vj, uopsteni sopstveni
vektor indeksa k. Tada je vy = (B — AI)v; uopsteni sopstveni vektor indeksa k—1.

Za vektor v_1 vazi da je
(B—= A"ty = (B=XD)"((B=X)v,) = (B-X)fv, =0 i

(B—=M)"2v,_y = (B—XDF2((B - X)v,) = (B — M)y, £ Q.
Ovim postupkom mozemo definisati i vektore vg_o,...,v; sa
Vi—2 — (B — /\])Uk_l = (B — )\])2’Uk

V-3 — (B—/\])Uk_g = (B—A])gl)k

va = (B—=X)vs = (B-=X)"2y,

U1 = (B — )\I)UQ = (B — )\[)k_l’l}k.
Vektori vg,...,v; su uopSteni sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenoj vred-
nosti A koji redom imaju indekse k, ..., 1. Odgovarajuéi skup {wvg, ..., v} nazivamo

lancem uopstenih sopstvenih vektora, vektor v, nazivamo vrhom lanca, a v,
dnom. Lanac {vg, ..., v} je jedinstveno odreden izborom vektora vy. Razmotrimo

uopstene sopstvene vektore Zordanove k x k matrice

[\ 1 0|

0 A . 0
J=

0 1

0 A
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Primetimo da je

0 0
0 0

Neka je e; kolona c¢ija je j-ta komponenta jednaka 1 a sve ostale su 0 i gde je

1 < j < k. Za vektore e, ex_1,..., e, €1 Vazi

€r—1 — (J—/\])ek
€r—2 — (J—A[)ek,1

€9 = (J — )\I)Gg

er. = (J—=Al)esy
O = (J— /\])61.

Odakle zaklju¢ujemo da je uopsteni sopstveni prostor koji odgovara jedinoj sop-
stvenoj vrednosti A matrice J jednak K*. Neka je B matrica reda k koja je
slicna matrici J. Interesuje nas da odredimo matricu transformacije S za koju

vazi J = S71. B - S uz pomo¢ uopstenih sopstvenih vektora matrice B. Pokazimo

da su vektori vy, . .., vy, koji ¢ine lanac uopstenih sopstvenih vektora, linearno neza-
visni, odnosno ukoliko je civ1 + covg + ... + v = O, za ¢1,...,¢, € K, da je
ci=cy=...=cp=0. Kako je v; = (B — A )* v, 1 <i < k — 1, imamo da je

c1(B =AD" o + co(B =AD" 2up + ...+ e 1 (B — Mg + e = O.
Mnozenjem date jednakosti sa (B — A )*~! dobijamo
c1(B =MD 20 4 co(B— AD*Bup + . A cp_1 (B — MNDFup + (B — M) 1y, = O.
Kako je k najmanji prirodan broj za koji vazi (B — A\ )*v, = O, zaklju¢ujemo da je
(B—AI)"tu, # Q. Zatim za svako i, k < i < 2k—2, imamo da je (B — X )'v, = O,
pa se prethodna jednakost svodi na cx(B — )\[)k_lvk = ¢yv; = 0 1 kako je v; # O
zakljucujemo da je ¢, = 0. Prema tome, polazna jednakost je oblika

C1V1 + CoUg + ... + Cp_1Vp_1 = 0.

[zrazavanjem vektora vy, vs, ..., vx_1 u funkciji od vy, mnozenjem date jednakosti sa
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(B—XI)k=2 i sliénim razmatranjem prethodno izloZzenom dobijamo da je ¢;_1v; = O,
odnosno c¢;_1 = 0. Nastavljajué¢i u ovom duhu zaklju¢ujemo dajec; = ... = ¢, = 0.
Kako su vektori vy, . . ., v linearno nezavisni, kx k matrica S ¢ije je i-ta kolona vektor
v; je invertibilna. Pokazimo jo§ da je J = S~'- B -5, odnosno daje S-J = B - S.
Oznacimo sa (B-95); j-tu kolonu matrice B-S. Tada imamo da je (B-S),; = B-v; =
(B—AI)-vj4+Av; = vj_1+Av;. Primetimo da je proizvod matrice S = [v; |va|. .. | vy ]
i matrice J — Al = [0 |ey|...|ex1] jednak S- (J —AI) =[0 |vy|...|vp—1]. Pa
imamodajeS-J=S5-A+S-(J—=A)=[ vy | Ava|...[ g ] +[0]v|...|vp—r] =
[Avy | Avg +v1 ... | Avg 4+ v—1 | Ako oznacimo sa (S - J); j-tu kolonu matrice S - J,
onda je (S-J);; = M +v;_1, za vy = Q. Cime je leva strana jednakosti S-.J = B-S
jednaka desnoj.

Razmotrimo poslednju moguénost. Neka je algebarska visestrukost sopstvene vred-
nosti A ve¢a od geometrijske i neka je geometrijska visestrukost vec¢a od 1. Neka je
Vi CVaC...CV,, rastudi lanac vektorskih prostora, za V;=Ker{v| (B — A )'v=0}.
Neka je dimenzija vektorskog prostora V; jednaka n;, 1 < ¢ < m. Tada je uopsteni
sopstveni prostor jednak V,, i algebarska visestrukost je jednaka n,,. Vektorski
prostor V) je sopstveni prostor i geometrijska visestrukost je jednaka njegovoj di-
menziji n;. Formirajmo n; lanaca uopstenih sopstvenih vektora na slede¢i nacin. Za
svaki od uopstenih sopstvenih vektora indeksa m sopstvene vrednosti A formirajmo
lanac uopstenih vektora. Takvih lanaca imamo n,, — n,,_1. Zatim formiramo lance
uopstenih sopstvenih vektora indeksa m — 1 od vektora koji ne uc¢estvuju u lancima
duzine m. Datih lanaca ima 71,1 —npm_2— Ny —Npm_1) = 20p_1 — Ny — Nyp_o.
Nastavljaju¢i ovaj postupak stizemo do lanaca duzine 1. Neka su v, 1 u, dva
uopstena sopstvena vektora indeksa redom k i p koji odgovaraju istoj sopstvenoj
vrednosti A. Neka su {vg,...,v1} 1 {up,...,u1} lanci uopstenih sopstvenih vek-

tora ¢iji su vrhovi vektori v; i u,. Ako su sopstveni vektori v; i u; linearno neza-

visni onda su i vektori v, ...,v1,up,...,u; linearno nezavisni. Odnosno, ako je
v + ... Favp +diug + ..o+ dyu, = O, za ¢, ... 0, dy, ..., dy, € K, onda je
aa=...=¢g=d=...=d,=0. Kako jev; = (B—X)F"ly, 1 <i<k—1,i

u; = (B — M )P"'uy, 1 <i < p—1, imamo da je

01<B—)\I)k_1vk + ... + Ck_l(B—)\I)Uk + U +

di(B—X)P"'u, + ... + d,_1(B—X)u, + dyu, =0O.
Neka je k > p. MnoZenjem date jednakosti sa (B — AI)¥~! dobijamo

a(B=AD*uy 4+ o 4 ga(B =MD + (B AD)y +
LB -ADM*P20 1+ .+ d (B—AD)fu, + dy(B— A, — 0.
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Data jednacina se svodi za k > p na cyv; = O, odakle zaklju¢ujemo da je ¢, = 0.
Za k = p dobijamo c,v; + dpu; = 0. Kako su vektori v; i u; linearno nezavisni

dobijamo ¢; = d, = 0. NasSa jednacina sada postaje za k > p

ca(B=AD)*tu, + ...+ ga(B=X)vy, +
di(B—X)P"'u, + ... + dy1(B—X)u, + dyu, =0,

odnosno za k = p

cal(B=AD)*tu, + ...+ g (B=X)vy, +
dl(B—A[)p’lup + ... + dp_l(B—)\I)Up = Q0.

MnozZenjem datih jednakosti sa (B — AI)¥~2 dobijamo za k — 1 > p da je ¢4 = 0,
za k —1 = p imamo ¢;_;v; + dyu; = O, odakle iz linearne nezavisnosti vektora v;
i u; zakljuCujemo c;_; = d, = 0, i na kraju za k = p imamo ¢;_; = dp,—; = 0.
Nastavljajuci ovaj postupak dobijamo ¢; = ... = ¢, =d; = ... =d, = 0.

Ako formiramo n x n matricu S od lanaca uopstenih sopstvenih vektora koji odgo-
varaju svim sopstvenim vrednostima matrice B dobijamo da je B - S = § - J,
zaJ=J1B JoB... B J;, gde je t broj linearno nezavisnih sopstvenih vektora ma-
trice B. Posto su vektori koji formiraju matricu S linearno nezavisni matrica S je

invertibilna.
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3 Parcijalna redukcija linearnih sistema

operatorskih jednacina

U okviru ove sekcije prikaza¢emo primenu Zordanove i racionalne kanonske forme
na redukciju linearnih sistema operatorskih jednacina. Promenom baze dobijamo
jednostavniji oblik sistema, odnosno sistem kod koga su promenljive razdvojene u
podsisteme koji odgovaraju blokovima u Zordanovoj i racionalnoj kanonskoj formi.
Promenljive u razli¢itim podsistemima su medusobno nezavisne. U slu¢aju Zorda-
nove forme sve jednacine su linearne operatorske jednacine prvog reda po najvise
dve promenljive, a u slucaju racionalne forme svaki podsistem se sastoji od jedne
linearne operatorske jednacine viseg reda po samo jednoj promenljivoj i linearnih
operatorskih jednacina prvog reda po dve promenljive. Zordanova kanonska forma
zahteva da je polje nad kojim radimo algebarski zatvoreno, dok kod racionalne
kanonske forme nemamo nikakve dodatne uslove. Prvo ¢emo ilustrovati metodu par-
cijalne redukcije za linearne sisteme operatorskih jednacina po dve ili tri promenljive,

a zatim ¢emo prikazati opsti slucaj.

3.1 Parcijalna redukcija linearnih sistema dve operatorske
jednacine
Neka je K algebarski zatvoreno polje, V' vektorski prostor nad poljem K, i neka je

AV — V linearni operator. Linearni sistem operatorskih jednacina sa konstantnim

koeficijentima po promenljivim z; i x5 je sistem oblika

A(z1) = buzi + biazs + 91
A(xg) = baxy + baoxa + o,

gde su by, b19,b21,b000 € K i 1,9 € V. Dati sistem mozemo zapisati i u vek-

torskom obliku A(Z) = BZ + @, gde je vektorski operator A : V2 — V2 definisan
pokoordinatno sa A = [A A]T, = |11 227 kolona nepoznatih, a @ = [¢1 ¢]”

kolona slobodnih ¢lanova. Interesuje nas Zordanova kanonska forma matrice si-

b b
stema B = e
b21 b22

matrice B. Ako je A\; # Ay, onda je na osnovu Teoreme minimalni polinom

} . Neka su A1 i Ay, ne obavezno razli¢ite, sopstvene vrednosti

matrice B jednak karakteristicnom, a na osnovu Posledice posto minimalni
polinom ima razli¢ite korene, imamo da je matrica B slicna dijagonalnoj matrici
D = diag(A1, \2). Za A\ = Ag imamo dve mogucénosti. Prvo ukoliko je minimalni

polinom matrice B jednak karakteristicnom na osnovu posledice zakljucujemo
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1
A1
polinom oblika & — A\, na osnovu posledice dobijamo da je Zordanova kanonska

. . . A . . .. .
da je Zordanova forma matrice B oblika J = [ 01 } Zatim neka je minimalni

forma matrice B dijagonalna matrica D = diag(A1, A\1). Neka za invertibilnu 2 x 2
matricu S vazi da je J = S-B-S~! matrica u Zordanovoj kanonskoj formi. Tada dati
sistem mozemo svesti na sistem oblika ff(gj) = Jij+, gde je f = STi¢ = S@. Ako
je matrica J jednaka dijagonalnoj diag(Ai, A2) polazni sistem se svodi na totalno
redukovani sistem, tj. sistem u kome su sve promenljive razdvojene jednac¢inama
sistema i koji je oblika

Aly1) = M+

Aly2) = Xaya + 9o

. . . A1 . . . .
Ako je matrica J oblika [ 01 1, onda se sistem svodi na sistem oblika

1

Aly1) = My + v+
Alys) = Y2 + 2,

koji je ekvivalentan polaznom sistemu. Oznac¢imo sa Apg(x) karakteristiéni polinom
matrice B. Promenljivu ys mozemo izraziti u funkciji od y; koristeéi prvu jednacinu
yo = (A — A\)(y1) — ¥1. Zamenom dobijenog izraza u drugu jednac¢inu dobijamo

sistem

Ap(A)(y1) = (A= A)(W1) + 2
Y2 = (A=X)(n) — 1

Dejstvom operatora A — A\; na drugu jednacinu i zamenom izraza Ap(A)(y,) iz prve

jednacine u datu dobijamo totalno redukovani sistem oblika

Ap(A)(y1) = Yo+ (A= X))
(A=M)(y2) = o

Razmotrimo sada racionalnu kanonsku formu matrice B. Ako je minimalni polinom
matrice B jednak njenom karakteristicnom, onda je racionalna kanonska forma C'
0
—ds
Ap(z) = 2> + dyx + dy. Ako je minimalni polinom matrice B stepena 1, onda je

. . . . 1 .
matrice B sastavljena iz samo jednog bloka, odnosno C' = [ p }, gde je
— U1

A1 = A9 i matrica B ima dva jednaka invarijantna faktora, pa je racionalna kanonska
forma sastavljena iz dva bloka i vazi C' = diag(\y, ;). Kao i u sluéaju Zordanove
forme, postoji invertibilna 2 x 2 matrica T takva da je C = T - B - T~! matrica u
racionalnoj kanonskoj formi. Polazni sistem svodimo na sistem oblika A (2) = CzZ+7,

gde je Z=TZ1iv =T@. Ako je matrica C' jednaka dijagonalnoj diag(A;, A1) polazni
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sistem se svodi na totalno redukovani sistem

A(Zl) = )\121+V1
A(Zg) = )\122+V2.

Alz) = Zo + 1
A(ZQ) = —d2z1 — d122 —+ 9.

Iz prve jednagine dobijamo da je zo = A(z1) — 11, i zamenom datog izraza u drugu

jednacinu dobijamo sistem

Ap(A)(z1) = A1) +divi + 15

Z9 = A(Zl)—Vl.

Primetimo da je A(v) glavni minor reda 1 koji sadrzi prvu vrstu i kolonu matrice
A(Vl) 1

A(VQ) —d1 1%} —dl

1
1 , & —(dyvy + 1) glavni minor reda 2 matrice [ " 1 .

3.2 Parcijalna redukcija linearnih sistema tri operatorske
jednacine
Razmotrimo sada linearni sistem operatorskih jednacina sa konstantnim koeficijen-

tima po promenljivim xq, x5 i x3 oblika

A(x1) = byxy + biaxg + bigzs + ¢
A(xe) = barxy + baoa + bazs + o

A(xs) = bsix1 + bgaxa + bazxs + 3.

Neka su A, A2 1 A3 sopstvene vrednosti matrice sistema B i neka je Ag(x) =
2% + dy2? + dox + ds karakteristi¢ni polinom od B. Neka su S i T invertibilne 3 x 3
matrice nad poljem K takve da je J = S - B-S~! Zordanova, a C =T - B - T~
racionalna kanonska forma matrice B. Odgovarajuéi redukovani sistemi polaznog
sistema su ff(gj) =Jy+ 1/7, odnosno /Y(Z) =CZ+7, gde je y= ST, J =9S¢, Z2=T%
iv=T¢g.

Razmotrimo oblike datih sistema u zavisnosti od oblika Zordanove i racionalne
kanonske forme matrice B. Neka su A\;, Ay i A3 razli¢iti elementi polja K. Tada
je minimalni polinom matrice B jednak njenom karakteristicnom polinomu. Svi

koreni minimalnog polinoma su razliciti i Zordanova forma je dijagonalna matrica
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diag(A1, A2, Az). Minimalni polinom u ovom slucaju je jedini invarijantni faktor,

0 1 0
pa je racionalna kanonska forma C matrice B matrica oblika 0 0 1
—ds —dy —d;

Sistem koji odgovara Zordanovoj formi je totalno redukovani sistem oblika

Alyr) = My +a
A(y2) = Aaya + 1o

Alys) = Asys + ¢s.

A(Zl) = 29 + 11
A(ZQ) = z3 + Vo
A(Zg) = —d321 — dQZQ — d123 + V3.

Iz prve dve jednacine dobijamo da je zo = A(z1) — 11 1 23 = A(22) — 19, 1 zamenom

u trec¢u jednacinu dobijamo sistem
Ap(z1) = A%(n) + A() + d1A(ny) + dovy + dyvs + 13
2o = A(z)—1n
z3 = A(z) — vs.
Primetimo da je

Az(V1> + A(VQ) + dlA(Vl) + d2V1 + d1V2 + V3 =

AQ(Vl) 1 0 A(I/l) 1 0 1Z% 1 0
A2(l/2) 0 1 — A(l/g) 0 1 + 1%} 0 1
A2<l/3> —dg _dl A(l/g) —dg —dl V3 —d2 —dl

pri cemu su uokvireni minori ¢ije sume racunamo.
Neka je A\ = Ay # A3. Ako je minimalni polinom matrice B jednak njenom karakteri-
stichnom polinomu, onda Zordanova kanonska forma J matrice B ima dva bloka

jedan dimenzije 2, drugi dimenzije 1, koji odgovaraju sopstvenim vrednostima Ay i

A1 0
Az, odnosno J=1| 0 Ay 0 |. Odgovarajuéi sistem u ovom slucaju je sistem u
0 0 As
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kome su promenljive razdvojene po blokovima (parcijalno redukovani sistem) oblika

Alyr) = My +y%2+
Alya) = My + 1o
Ays) = Asys + 3.

Dejstvom linearnog operatora A— A; na prvu jednac¢inu dobijenog sistema i zamenom

(A — A\)(y2) sa ¥y dobijamo totalno redukovani sistem

(A=X)*(y1) = o+ (A= X)(¥1)
(A=) (2) = ¥
(A=X3) (y3) = s

Racionalna kanonska forma C' matrice B ima jedan blok i razmatranje sistema je isto
kao u sluc¢aju razlicitih sopstvenih vrednosti. Ako je minimalni polinom matrice B
polinom stepena 2 ¢iji su koreni razlic¢iti koreni karakteristi¢cnog polinoma, odnosno
ako je minimalni polinom pg(z) = (z—\;)(z—\3), onda je Zordanova forma matrice
B dijagonalna matrica diag(A1, A1, A3). Ikao uslucaju razlicitih sopstvenih vrednosti

jednostavno formiramo totalno redukovani sistem. Racionalna kanonska forma C

A1 0 0
matrice B ima dva bloka i oblikaje | 0 0 1 |, gdeje ug(x) = 2>+ g1z + go.
0 —g2 —o

Prema tome, polazni sistem se transformise u sistem oblika

A(Zl) = )\121 + 11
A(z) = 23+ 1
A(z3) = —02%2 — §1%3 + V3.

Dati sistem se sastoji od dva nezavisna podsistema, prvi koji sadrzi samo jednu
jednac¢inu po z; i drugi koji sadrzi dve jednacine po promenljivim 25 i z3. Podsistem
po promenljivim 25 i 23 je oblika kao poslednji sistem koji smo razmatrali u slucaju

dve promenljive. Odgovaraju¢im transformacijama dobijamo

(A= M)(z1) = 2
pp(A)(22) = A() + give + 13
z3 = A(Zg) — s,

Pretpostavimo da je \y = Ay = A3. Ako je minimalni polinom matrice B jed-

nak karakteristicnom polinomu, onda je Zordanova forma matrice B sastavljena
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A 10

iz jednog bloka, odnosno J = 0 X 1 |. Promenom baze pomoc¢u matrice
0 0 X

transformacije S dobijamo sistem

Alh) = My + v+
Aly2) = My2 +ys + 1o
Ays) = Mys+ s,

Dejstvom operatora A — A; na drugu jednacinu i operatora (A — \;)? na prvu i

eliminacijom promenljive y3 iz druge i y» iz prve jednacine dobijamo sistem

(A=X)%() = s+ (A= )W) + (A= \)*(¢hn)
(A=) (12) = Us+ (A= X)()
(A - )\1) (93) = 3.

U ovom slucaju je i racionalna kanonska forma C matrice B sastavljena iz jednog
bloka i dobijamo jedan od slucajeva koji smo ve¢ razmatrali. Neka za minimalni
polinom pp matrice B vazi pg(z) = (z — A\)?. Tada i Zordanova i racionalna
kanonska forma imaju po dva bloka. Pa se razmatranje svodi na jedan od prethodnih
slucajeva. Ako je minimalni polinom matrice B oblika pp(x) = x—A;. Onda matrica
B ima tri invarijantna faktora i tri elementarna delitelja koji su jednaki x — A;. Pa
su i Zordanova i racionalna forma jednake dijagonalnoj matrici diag(Ai, A, A1), a

odgovarajuci totalno redukovani sistem je

(A=M)(p) =
(A - /\1)(y2) = 1y
(A—=M)(ys) = s

3.3 Parcijalna redukcija linearnih sistema - opsti slucaj

Uvedimo osnovne pojmove i notaciju potrebnu za dalje razmatranje. Neka je V
vektorski prostor nad poljem K i neka je A :V — V linearni operator. Linearni
sistem operatorskih jednacina sa konstantnim koeficijentima po promenljivim

x;, 1 <1 < n, je sistem oblika

A(l’l) = bul‘l + blgl’g 4+ ...+ banEn + ©1
A(Iz) = bgll’l + bzgl’z + ...+ bgnl’n + )

A(xn) — bnlxl + bn2x2 + ...+ bnnxn + Pn,
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gde su b;; € K1, € V. Matrica B = [bjj|nxn € K™ je matrica sistema, a

F=1lp1 ... on
nazivamo homogenim. U suprotnom kazemo da je sistem nehomogen. Neka je

€ V™1 je kolona slobodnih élanova. Ukoliko je @ = 0 sistem

—

F = [z; ... z,]7 kolona nepoznatih vektora, i neka je vektorski operator
A Vxl 5 Xl Jefinisan pokoordinatno sa A(Z) = [A(z) ... A(x,)]T. Tada dati

sistem mozemo zapisati i u vektorskom obliku
A(Z) = B + &.

Prvo ¢emo razmatrati transformaciju datog sistema prelaskom na novu bazu u kojoj
je matrica sistema u Zordanovoj kanonskoj formi, a zatim ¢emo se baviti redukcijom

sistem koris¢enjem racionalne kanonske forme.

Lema 3.1 Neka je J Zordanova kanonska forma matrice B, tj. neka postoji n x n

invertibilna matrica S takva da vazi J =S - B-S~'. Tada se sistem
A(@) =Bz + @

moZze svesti na sistem
A(y) = Jj+ 1,
po nepoznatoj koloni y = ST, za kolonu vektora J = 5.

—

Dokaz: Posto je operator A : V — V linearan, vazi SA(Z) = A(SZ). Mnozenjem
jednacine A(Z) = B+ sleva matricom S dobijamo A(SZ) = SA(Z) = S(Bi+@) =
S-B-S1t.SF+ S5 Kakoje J=S-B-S™! zakljuéujemo 4(17) = Jy + U, za
j=STiy =397 .

Teorema 3.2 Pretpostavimo da se Zordanova kanonska forma J matrice B sastoji

1z samo jednog bloka, tj.

- ' 0
0 A . 0
J=
1
0 A
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Tada se linearni sistem operatorskih jednacina

A(l’l) = b]lilfl + blz.TQ 4+ ...+ bln.l?n + ®1
A(l’g) = bglxl + bQQLL’Q 4+ ...+ bgn]?n + ©2

A(zn) = buxi+buozs+ ...+ bupTn + ©n
svodi na parcijalno redukovani sistem

Alyn) = A+ +U
Aly2) = Aya+ys+ 1o

A(yn—l) = /\yn—l + Yn + ¢n—1
A(yn> = )\yn + wn7

odnosno na totalno redukovani sistem

(A=N" () = o+ (A= VW) +...+ (A= X" ()
(A=X""y2) = dnt+ (A= N(na) +.. 4+ (A=) ()

(A= 22(yn-1) = n+ (A=) (¥n)
(A=A () = tu,

gde sugj=[y1 ... yn]" ME: [y ... )T odredeni sa ij= ST i J: S za invertibilnu
matricu S takvu da je J=S-B-S71.

Dokaz: Sistem dobijamo iz polaznog sistema primenom Leme Sistem
dobijamo dejstvom operatora (A — \)""1 ... (A — X)?, A — X redom na jednacine
sistema i zamenom izraza (A — \)""17¢(y;) koji se pojavljuju na desnoj strani
jednakosti sa " (A — )" (1), za 2 < i < n, gde je (A — \)? identi¢no preslika-

vanje. O

Teorema 3.3 Pretpostavimo da je Zordanova kanonska forma matrice B matrica

Jo 0 ... 0
0 J ... 0

= . .. . (QStS’FL),
0O 0 ... J;
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gde su matrice J; Zordanovi blokovi dimenzija k; > 1 koji odgovaraju ne obavezno
razlicitim sopstvenim vrednostima X\;, 1 <11 <t. Neka je {1 =0 1 {; = 22;11 k; za

2 <11 <t. Tada se linearni sistem operatorskih jednacina

A(Z’l) = bnxl + blgl’z + ...+ banZn + ©®1
A(l’g) = b21£131 + bgg$2 + ...+ b2n$n + ©2

A(z,) = bpixy + bpoxs + ... + by + 0p

t
svodi na parcijalno redukovani sistem )\ (Py,), gde je svaki podsistem (P ;) oblika
i=1

AWe+1) = AN¥r41 + Yoo + o1

AWev2) = Nilr42 T Yors + Vo402

AYoirki—1) = Niltirkim1 + Yok, T Vty4ki—1

AWerk) = Nilfek;, + Veitris
¢
odnosno na totalno redukovani sistem N\ (T j,), gde je svaki podsistem (T ;,) oblika
i=1

(A=) (Yor1) = Yor + (A= X)(Der—1) + oo+ (A= X)FR (4 10)

(A= X)" M yrr2) = Yern, + (A= X)) (Dranim1) + oo (A= X) 2 (g 40)

(A - /\i)2(y€i+/€i—1) = ¢£i+ki + (A - Ai)(¢€i+ki_1)

(A=XN)  Wosk) = Yotns,

Kolone § = [y1 ... ya|” i = (1 ... Y]t su odredene sa ij = ST i U = S@ za

invertibilnu matricu S takvu da je J = S - B - S~

Dokaz: Prema Lemi [3.1| polazni sistem je ekvivalentan sistemu

/t\ (f‘T(y:) = Jiyi + &z>7
i=1

—
—

gde je 7 = Wesr - Yooow)T 1 0 = [ogr - er,)”. Podsistemi A(7) = Jigh +
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koji odgovaraju blokovima Zordanove forme matrice sistema su bag sistemi (PJ,),

t

pa je dobijeni ekvivalentni sistem ustvari /\ (P,,). Na osnovu Teoreme [3.2|svaki od
i=1

podsistema ovog sistema mozemo svesti na totalno redukovani sistem (7 j,), pa se

t
dati sistem transformiSe u sistem /\
i=1

Neka je M proizvoljna kvadratna matrica reda n sa koeficijentima u polju K. Sumu
glavnih minora matrice M reda k, 1 < k < n, oznacavamo sa 0 = 0,(M). Sumu
glavnih minora matrice M reda k koji sadrze i-tu kolonu oznac¢avamo sa 52 = 5;(M ),
1 <4,k <n. Koeficijente karakteristicnog polinoma Ay (A) = A" +d; A"t +. .. +d,,
matrice M mozemo izraziti u terminima suma njenih glavnih minora. Preciznije

imamo da je dy = (—1)*0,(M), za 1 < k < n. Zaista, ako sa S, oznacimo skup

svih permutacija brojeva 1,2,...,n i ako je p(¢) broj inverzija permutacije ¢ € S,
onda imamo Ay (A) = det(A — M) = 2 (=1)P@) (N1, — Q1g,) - - - (Mg, — Gns),
¢ S’VL
gde je d;, = { 0, it Koeficijent uz A" u polinomu Aj;(\) je suma izraza ob-

y b 7
lika (—1)"7" ¢£n(—1)p O 010 sty - - Oy, Wi 164, Wi,y - Wiy, - DatR
suma je determinanta matrice koja se dobija od matrice M zamenom vrsta i, ..., 1.

vrstama Cija je 1);-ta komponenta 1, a sve ostale su 0. MnoZenjem ovih vrsta
odgovaraju¢im brojevima i dodavanjem preostalim vrstama, dobijamo matricu kod
koje su elementi na pozicijama (11, 11 ), (s, ¥ ), ..., (¥, ¥, ) jednaki 1 i koja u
vrstama i kolonama 1,95, . .., ¥, ima sve ostale elemente jednake 0, ostali elementi
date matrice jednaki su elementima polazne matrice M. Odnosno dobijamo glavni
minor reda n—r matrice M. Pa zakljucujemo da je koeficijent d,,_, jednak sumi svih
glavnih minora reda n —r pomnozenih sa (—1)"~". Neka su vy, ..., v, elementi polja
K. Matricu koja se dobija zamenom i-te kolone matrice M kolonom o = [v; ... v,]"
oznacavamo sa M*(vy,...,v,). Suma glavnih minora matrice M*(vy,...,v,) koji
sadrze i-tu kolonu je 5;(]\/[, v) = 52(M, VlyoonyUp) = 52(Mi(v1, ceeyUp)).

Naredna lema je izlozena i u radu [42].

Lema 3.4 Za matricu M oblika

[ 5 10 ]
by 0
M = : :
bp_1 0 0 1
by, Qn_1 Gnp_2 ay
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vazi sledeca jednakost
k—1
5L (M) = (—1)k(ijak_j—bk) (1<k<n).
j=1

Dokaz: Koristeéi linearnost preslikavanja 5,1(M ) po prvoj koloni [by, ..., b,]T =
Z?:1 b;€;, gde €; oznacava kolonu ¢ija je j-ta komponenta 1, a sve ostale su 0,
dobijamo 5114(]\/[) =30 bj(s,i(]\/[; €;). Potrebno je jos dokazati da vazi

0, k<yg

1 — .
0p(M;é;) = —(-1)F, k=]
(—1)kak,]’, k> 7.

Neka je oy ; proizvoljan nenula minor u sumi 5,1(M, €;). Kako je to glavni minor
koji sadrzi prvu kolonu, on mora sadrzati i prvu vrstu. Dati minor je nenula, pa
mora sadrzati 1 iz prve vrste i druge kolone. Ovaj minor mora sadrzati i drugu
vrstu, tj. 1 iz druge vrste i trece kolone. Ponavljanjem postupka zakljucujemo da
minor oy, ; sadrzi 1 iz i-te vrste i ¢ + 1. kolone za i € {2,...,5 — 2}. Dakle, minor
ay,; mora sadrzati prvih j—1 jedinica iznad glavne dijagonale. Za k < j takav
nenula minor ne postoji. Za k = j jedini nenula minor mora sadrzati prvih j kolona

(odnosno vrsta) i jednak je (—1)*!

. Neka je k > j, zakljucili smo da oy ; mora
sadrzati prvih j kolona (odnosno vrsta). Pretpostavimo da je [ + 1 najmanji indeks
veci od j, takav da ay ; sadrzi [ + 1. kolonu (odnosno vrstu). Prema tome, on mora
da sadrzi element a,,_; iz [ + 1. kolone. Ponavljamo prethodno cik-cak rezonovanje.
Opet moramo uzeti n — [ — 1 jedinica iznad glavne dijagonale pocev od [ + 1. vrste.
Jedini nenula minor reda k mora sadrzati prvih j i poslednjih n — [ kolona (odnosno

vista), pavazidajek=j4+n—1liag; = (1)1 (=1)""a, ;= (1) as_;. 0

Matricu M oblika

5 10 0]
ba 0 1 0
bn_1 0 0 1
bn Ap—1 Ap—2 ... Qa1

nazivamo duplom prateéom matricom. Dati pojam je uveo Butcher, [5]. Ako je

bi= ... =b,_1 =0 dobijamo prateéu matricu polinoma \* —a; \" ' —... —a,_1A\—b,
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oblika

1 0
0 1
M=|: : oo
0 O 0o ... 1
by Qpn_1 Qpn_a ... a1
Akojea; = ... = a,_; = 0 dobijamo prate¢u matricu polinoma \"* —b; \"~1 —.. . —b,
oblika ~ ~
by 1 0
by O
M = : Do oo
bp-y 0 0 ... 1
b, 0 0 0

U radovima [6] i [62] od interesa je izmedu ostalog bilo i izracunati karakteristi¢ni
polinom duple prate¢e matrice. U okviru naredne leme dajemo jos jedan metod za

njegovo izracunavanje.

by 0
bo 0
Lema 3.5 Karakteristicni polinom matrice M = : : : IR je
bp_1 0 0 1
b, Gn_1 Qn—o ... a1

polinom
AM()\) = )\”—(b1+a1))\”_1+(b1a1—b2—ag))\”_2+. . .+blan_1+b2an_2+. .. bn_lal—bn.

Odnosno, za koeficijente dy, karakteristicnog polinoma Apr(X) matrice M vaZi

k—1
dk = E bj&k,j — bk — Qy,
j=1

zal<k<nia,=0.

Dokaz: Za koeficijente karakteristi¢nog polinoma Ay (A) = A" + dy A\t + ... +d,
matrice M vazi dj, = (—1)*0x(M), za 1 < k < n, gde je 0,(M) suma glavnih minora
matrice M reda k. Vazi da je 0,(M) = (5,16(M) +5k(]T/[/), gde je 511(M) suma glavnih
minora matrice M reda £ koji sadrze prvu kolonu, a 5k(ﬁ ) suma glavnih minora
matrice M reda k koji ne sadrze prvu kolonu. Na osnovu Leme imamo da je

(5,1(M) = (—1)k Zf;ll bjar—; — b,. Dok 8:(M) predstavlja sumu glavnih minora
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1 0 ... 0
0
reda k matrice M koja je oblika : .. ¢ |. Matrica M je prateca
0 0 1
Ap_1 Qp_9 ... a1
matrica polinoma a(\) = A""! — a N2 — . .a, o)\ —a,_;. Na osnovu Leme

imamo da je karakteristiéni polinom matrice M jednak a()A). Prema tome, vazi da

je —ap = (=1)k0,(M), za 1 < k < n — 1. Uz pretpostavku da je a, = 0 imamo da

je
d = (~1)*6,(M) = (=D} (OL(M) + 6,(0) = 3 by — by —

zasvakok,lgkgn.D

Lema 3.6 Neka je C racionalna kanonska forma matrice B, tj. neka postojin x n

invertibilna matrica P takva da vazi C = P - B - P~'. Tada se sistem
A(@) =Bz + @

moze svestt na sistem

A(Z)

Cy+ v,
po nepoznatoj koloni Z = PZX, za kolonu vektora v = Pg.

Dokaz: Dokaz se izvodi isto kao i u sluéaju Zordanove kanonske forme. 0

Naredna teorema je navedena i u radu [42].

Teorema 3.7 Pretpostavimo da se racionalna kanonska forma C matrice B sastoji
1z samo jednog bloka, tj. da je matrica C' jednaka pratecoj matrici karakteristicnog
polinoma Ag(\) = \"+d; A" '+ ... +d, 1A +d, = Ac(N). Tada se linearni sistem

operatorskih jednacina
A(l’l) = bnl’l + blgl’z 4+ ...+ b1n$n + ®1

A(za) = barxy + booxo + ... + bopy + @2

A(z,) = buxy + bpows + ... + bppn + 0n
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svodi na parcijalno redukovani sistem

n

Ac(A)(z) = D (=DMOCA (), A ()

k=1
29 = A(Zl) —
z3 = A(ZQ) — (3)
Zn - A<Zn—1) — Un—1,

T

gde su vektori Z = [z1...2,)7 i U = [v1...v,]7 odredeni sa Z = PT i 7V = P@ za

invertibilnu matricu P takvu da je C = P- B - P~

Dokaz: Prema Lemi sistem A(Z) = BZ + @ se transformise u ckvivalentan

sistem ff(??) = CZ+ I koji se moze zapisati u razvijenom obliku

A(21> = Zo+ 1
A(ZQ) = Z3 + V9

A(anl) = Zn+ Vp-1
A(zp) = —dpz1—dy120— ... —d1Zp + Un.

Iz prve jednacine sistema imamo 2o = A(z1) — 14, zamenom datog izraza u drugu
jednacinu dobijamo zz3 = A?(z1) — A(v1) — ve. Zatim vazi z4 = A(z3) — vz =
A3(21) — A%(v1) — A(1p) — 3. Pa svako 2, 2 < k < n, mozemo izraziti u funkciji od
2 sa 2, = AP (z) — Zf;ll AR5 (), gde je A identiéno preslikavanje. Zamenom

datih izraza u poslednju jednacinu dobijamo
A”(zl) + dlAn_l(Zl) + ... + dnflA(Zj) + dnzl =
+ dp1n

+ dyo <A(V1) - 1/2>

+ dsy (An_?’(I/l) + ...+ A(Vn_g) + I/n_2>
+ d1 (An_2<V1) + ...+ A(ang) —+ I/nfl)

- AN + o+ A% (o) + A(Un1) + V.
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Ako oznacimo sa Ag(A) linearni operator A" + di A" ' + ... +d, 1A+ d, i ako

pregrupisemo elemente na desnoj strani dobijamo operatorsku jednacinu

Ac(A)(z1) = (4m(m)
(A2 (0) + d A2 () )

+ (A”—3(y3) - di A3 () + dQA"_?’(yl))

+ (A(Vn—l) + d1A<Vn_2> + dQA(Vn_g) + ...+ dn_QA(V1>>
+ (Vn +diVp_y +datp_o + ...+ dy_svn + dn—1V1>-
Na osnovu Leme [3.4] sledi da je

n

Ac(A)(z1) = D (1)FFE(C; A (1), .. A (1),

k=1

Odakle zakljucujemo da vazi tvrdenje. 0

Dobijeni sistem nazivamo parcijalno redukovanim, jer je samo jedna promenljiva
razdvojena od ostalih linearnom operatorskom jednac¢inom n-tog reda. Primetimo
da je redukcija iz prethodne teoreme reverzibilna, odnosno polazni i dobijeni sistem
su ekvivalentni.

Naredna teorema je navedena i u radu [42].

Teorema 3.8 Pretpostavimo da je racionalna kanonska forma matrice B matrica

Cy 0 0
0 Cs 0
C = | | (2<m <n),
0 O Cn

gde su matrice C; pratece matrice polinoma

AQ()\) = )\nl + d@l)\ni_l +...+ di,ni—l/\ + di,ni

stepena n; > 1 i neka Ac, | Ac,,, 2a svei, 1 <i <m. Nekajel, =0il; = 22;11 n;
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za 2 <1 <m. Tada se linearni sistem operatorskih jednacina

A(l’l) = b]lilfl + blz.TQ 4+ ...+ bln.l?n + ®1
A(xy) = baxy + booxa + ... + bop Ty + @2

A(xn) = bnlml + bn2x2 + ...+ bnnl'n + ©n

k
svodi na parcijalno redukovani sistem \ (Pc,), gde je svaki podsistem (P¢,) oblika
i=1

ng

Aci(A)(zan) = D (1) L(Cs A (), A (V)

k=1
242 = A(zg41) — Vo
Ze;+3 = A(Zfr‘r?) — Vei+2
Rli+n; = A(z&'ﬂufl) = Vtitn;—1-

Kolone 2=z, ... 2,)T i UV=[v1... v, su odredene sa Z = P% i UV = P@ za reqularnu

matricu P takvu da je C = P - B - P71,

Dokaz: Prema Lemi [3.6| polazni sistem je ekvivalentan sistemu
k
() = s+ 7)),
i=1
gde je Z; = 20,41 20,42 - - - Zo,4m,)" 1 Ui = Vo401 Vos12 - - - Voan,|T - Na osnovu Teoreme
podsistemi /T(Z) = C;Z; + v; koji odgovaraju blokovima C; racionalne forme
matrice sistema su ekvivalentni parcijalno redukovanim sistemima (Pg¢, ), gde je
Ac,(A) = A% +d; A" + . 4 dip, 1A + dip,. Polazni sistem je ekvivalentan

k
sistemu A (Pc,). .
i=1

Primetimo da se svaki podsistem (P¢,) sastoji od linearne operatorske jednacine
viSeg reda, po jednoj promenljivoj, i linearnih operatorskih jednacina prvog reda,

po dve promenljive.
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4 'Totalna redukcija linearnih sistema operatorskih
jednacina

Osnovni cilj ove sekcije je svodenje linearnih sistema operatorskih jednacina prvog
reda na sisteme linearnih operatorskih jednacina n-tog reda, kod kojih su promenljive
razdvojene. Dobijeni sistem nazivamo totalno redukovanim. Totalno redukovani
sistem eksplicitno zavisi od polaznog sistema, ima simetri¢ni oblik ali mu nije ekvi-
valentan. Prednost ove metode je i Sto ne zahteva promenu baze, te nije potrebno
racunati matricu transformacije. Kao i u slucaju parcijalne redukcije, prvo ¢emo
ilustrovati metodu totalne redukcije za linearne sisteme operatorskih jednacina po

dve ili tri promenljive, a zatim ¢emo prikazati opsti slucaj.

4.1 Totalna redukcija linearnih sistema dve operatorske
jednacine
Kao i u slucaju parcijalne redukcije neka je dat sistem

A(xy) = bynxy + biazs + ¢
A(xg) = baxy + baoxa + o,

gde su b1y, b1o, b1, bas elementi polja K, @1, o elementi vektorskog prostora V' nad

poljem K, a A : V — V linearni operator. Dati sistem mozemo zapisati u matricnom

obliku
= SOI
Y2

Oznacimo sa B(A) karakteristi¢cnu matricu Al — B matrice sistema B kod koje smo

A— b1 —b1o ) T
—byy A — by

X2

A zamenili sa linearnim operatorom A. Dati sistem mozemo zapisati i u vektorskom
obliku B(A) ¥ = @, gde je & = [11 2»]T kolona nepoznatih, a G = [p; ps]” kolona
slobodnih ¢lanova. Mnozenjem date vektorske jednacine adjungovanom matricom

B(A) matrice B(A) dobijamo (Ap(A)I) ¥ = B(A) @, gde je Ap()) karakteristicni

~ A-=b b
polinom matrice B. Kako je B(A) = > 1, imamo
i by A—bn
Ag(A) 0 | ™ ] _ | A= b bia | | ¥
0 Ap(4) T3 | by A — by o2 |

odnosno

Ap(A)(z1) = A(p1) — baapr + bias
Ap(A)(xe) = Alp2) — b1 + bargr.
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Primetimo da vazi

[ A(pr) | big | | 01 bio |
A(p1) = bagpr + biapa = -
A(pa)  bao 02 ba
[ b11 A(gﬁl) | [ bll Y1 |
A(p2) — b1z + barpr = - )
b1 | A(g2) bai @2

pri cemu u obzir uzimamo samo uokvirene glavne minore.
Ako definisemo vektorski operator Ag sa Ap = [Ap AT, i ako oznacimo sa B;
matricu dobijenu od matrice B zamenom i-te kolone sa kolonom slobodnih ¢lanova

-

@ = [¢1 (,DQ]T, 1 <1 < 2, dobijeni sistem mozemo zapisati u vektorskom obliku

det Bl
det BQ

—

Ap(7) = A(@) —

4.2 Totalna redukcija linearnih sistema tri operatorske
jednacine
Razmotrimo linearni sistem tri operatorske jednacine sa konstantnim koeficijentima

po promenljivim xq, x5 i x3 oblika

A(xy) = biiwy + biawa + bizxs + 1
A(xe) = ba1xy + baoa + bazxs + o
A(zs) = bs11 + bsaxs + b3zxs + p3.

Dati sistem mozemo zapisati u matri¢cnom obliku

A—byy —b1o —bi3 Ty P1
—byr A — by —bys | | 22 =] ¥2
—bs; —bsgy A —bs3 x3 ©3

Oznacimo, kao i u sluc¢aju linearnog sistema dve operatorske jednacine, sa B(A)
karakteristicnu matricu AI — B matrice sistema B kod koje je A zamenjeno sa A,
asa B (A) adjungovanu matrice date matrice. Ako oznac¢imo algebarske kofaktore

matrice E(A) sa éij, 1 <14,j <3, imamo da vazi

511:(71)1“ A — by —bas 7 521:(—1)2“ —b12 —bi3 7 531:(71)3“ —b1a —b13 ’
—b3a A — b33 —b3y A — b33 A —byy —bos
= (A — ba2)(A — b33) — bagbsa = bi2A+ Bo = bisA+ B3

= A? — (baa + b33)A + By
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Bia=(—1)*2 b b , Bop=(—1)2+2 A—bu b3 By = (1) A—byy —bi3 |
—b31 A — b33 —b3; A —bs3 —ba1 —bos
= b A+ By = (A —b11)(A — b33) — bigbs = bo3A+ Bss
= A% — (b1 + b33)A + Bao
By = (—1)1+3 ~bar A=z , Boz = (—1)+3 A=bir ~bi | By = (—1)3+3 A=bin  —bi2 7
—ba1 —b32 —b31 —b32 —ba1 A —bao
= bs1A+ Bis = b3 A+ Bos = (A=b11)(A = bys) — brobay

= A% — (b1 +by2)A + B

gde su B;j, 1 <14, 7 < 3 algebarski kofaktori matrice sistema B. MnoZenjem sistema

datog u matricnom obliku sa adjungovanom matricom dobijamo

Ap(A) 0 0 T
0 Ag(A) 0 oy | =
0 0 Ap(A) x3
[ A% — (by + bsz) A + By bi2A + By bisA + Bs ©1
bor A+ Bia A% — (byy + b33) A + Bao bosA+ Bz | - | w2 |
L bs1 A+ Bi bsaA + Bag A% — (bi1 + baz) A + Bag ©s3

gde je Ap(A) karakteristi¢ni polinom matrice B. Odnosno vazi
Ap(A) (1) = A*(p1) = (bas + b33) A1) + By
+ bi2A(p2) + Baipa + bisA(p3) + Baips
= A%(p1) — [b22A(p1) — bi2A(p2)] — [b3zA(p1) — D13 Alsps)]

+ By + Bapa + Bsips

Ap(A)(z2) = b2 A(p1) + Biawr + bagA(ps3) + Bsaws
+  A%(p2) — (bi1 + b33) Apa) + Baoipo
= A%(p2) = [b11A(p2) — barA(p1)] — [b33A(p2) — basA(p3)]

+  Biapr + Bagpa + Bsaps
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Ap(A)(xs) = bs1A(p1) + Bispr + bsaA(p2) + Baspo
4+ A%(p3) — (bi1 + ba2) A(3) + Bsseps
= A%(p3) — [b11A(p3) — b1 A(p1)] — [baaA(03) — bsa A(i02)]

+ Bisp1 + Baspa + Bssps.

Sto mozemo vizuelno predstaviti u obliku sistema

A%(p1) | bz b3 A(p1) big | bis 1 b1z bi3

Ap(A)(zy) = A%(p2) baa baz | — | | Alp2) baz | bas | + || @2 b bos
A%(p3) b3z bss A(ps) bsa b33 w3 bz b33

[ b11 AQ((,Ol) b13 1 bll A(Spl) b13 bll ¥1 b13

Ap(A)(z2) = bot | A2(p3) | bag | — || b21 | Alp2) | bas || + ba1 @2 bog
| b A%(p3) sz | b1 | A(p3) b33 b3t w3 b33

bir bz A%(¢1) bii bz Apr) bi b2 1

Ap(A)(xs) = bar bz A%(p2) | —| ban | baa A(w2)|| + || bar b2 g2
bs1  baa | A%(p3) bai | bsa  A(ps) b31  b3z2 3

pri cemu u razmatranje uzimamo samo uokvirene glavne minore.
4.3 Totalna redukcija linearnih sistema - opsti slucaj
Razmatramo linearn: sistem operatorskih jednacina oblika

A(.Z‘l) = bllxl + 6121'2 4+ ...+ blnwn + ©1

A(l‘z) = bgll’l + bggl‘z + ...+ bgnl'n + ©2

A(xn) = bnlxl + bn2$2 +...+ bnnxn + Py

gde su b;; € K i¢; € V. Sistem mozemo zapisati i u vektorskom obliku
A(Z) = BT + ¢,

gde je B = [bjjlnxn matrica sistema, ¥ = [z1 xa...x,])7 kolona nepoznatih, g =

(1 @2 ... pn]” kolona slobodnih élanova i A vektorski operator definisan sa A(Z) =
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[A(z1) A(z2) ... A(z,)]". Neka je karakteristicni polinom Apg(\) matrice B jednak
Ap(\) =det(\] — B) = X"+ dy )\ + .+ dy N+ dy.

Pokazali smo da je d, = (—1)*0x(B), gde je 0x(B) suma glavnih minora reda k
matrice B, 1 < k£ < n. Oznac¢imo sa E()\) adjungovanu matricu karakteristicne
matrice AI — B matrice B isa By, B1,...,B,_», B,_1 kvadratne matrice reda n nad

poljem K koje su odredene sa
B(\) = adj(Ml — B) = X" By + A" 2By + ... + AB,_y + By_1.
U okviru Kejli-Hamiltonove teoreme dobili smo slede¢e rekurentne veze
Bo=1, Bpy=Bp_1-B+4+di za 1<k<n.

Sva tvrdenja u okviru ove glave su izlozena i u radu [43].

Teorema 4.1 Neka je dat linearni sistem operatorskih jednacina prvog reda u vek-

torskom obliku
A(Z) = B+ @

i neka su matrice By, ..., B,_1 koeficijenti matricnog polinoma E()\) Tada vazi

Lema 4.2 Za sume glavnih minora reda k, 1 < k < n, matrice B © proizvoljnu

kolonu [v; . ..v,)T € K™ vazi

52(3, Zbljvj, R ,anj'l]j) + 52+1(B;U1, R ,Un) = (Sk(B) * V.
j=1

j=1
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Napomena 4.3 Prethodni rezultat mozemo zapisati i vektorski
51(3 Bv)+5k+1( 7) = 0x(B) -v;, 1<i<n,

0(B; BY) + 0111 (B; 7) = 04(B) - &
za On(B;7) = [6L(B; 7)... 00 (B; 7).

Dokaz: Neka je &, € K™! kolona ¢ija je s-ta komponenta 1, a sve ostale su 0.
Dalje, By, je oznaka za s-tu kolonu matrice B, a [B]; oznacava kvadratnu matricu
reda n — 1 koja nastaje od matrice B brisanjem s-te vrste i s-te kolone. Onda, s
obzirom na uvedene oznake, imamo da [B(B|s)]; oznacava matricu reda n — 1 koja
se od matrice B dobija tako Sto se prvo i-ta kolona zameni s-tom kolonom B, a
zatim se u toj matrici izbriSu s-ta vrsta i s-ta kolona. Koristeci da je (i (B; V)

linearno po v i sredivanjem izraza dobijamo

n

0,(B; BU) + 5k+1< ) = 0u(B; Z vsBys) + 5k+1( szgs)
s=1 s=1

= sz (B; B, +sz w1 (B; @)

s=1
n

= ZUS((SZ(B; BJ,s) -+ (524_1(3;55)) _
s=1

Vi(OW(Bi By) + 041 (Bi€)) + Y vs(04(B; Byy) + 041 (Bi€L)).
o

Rac¢unamo prvi sabirak
i(0(B: Byi) + 041 (B €)) = v;(0,(B) + 04([B;)) = v:0(B).

Ostaje jos da pokazemo da je drugi sabirak jednak nuli. Dovoljno je pokazati da za
s # 1 vazi
Ok(B; Bys) + 011 (B: &) = 0.
Posmatramo minore koji su sabirci u (5;(3; Bis). Oni koji sadrze s-tu kolonu su
jednaki nuli, pa je dovoljno posmatrati samo one minore koji ne sadrze s-tu kolonu.
Otuda je
0k(B: Bys) = 0L(B'(BL.)) = Ox([B'(Bu.)ls).

L i S . o .
Nenula minori u 0, ,(B;€;) moraju da sadrze i-tu kolonu i s-tu vrstu, odnosno
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kolonu. Permutovanjem i-te i s-te kolone dobijamo minore suprotnog znaka od
polaznih, i razvojem dobijenih minora po s-toj koloni, dobijamo glavne minore reda

k matrice B'(By,) koji ne sadrze s-tu kolonu. Odakle zaklju¢ujemo da je

b (BiE) = =04([B'(BL)]s). 5

Naredna lema daje vezu izmedu koeficijenata Bj; matricnog polinoma B (A) =

adj(A I — B) i suma glavnih minora 0, (B; )

Lema 4.4 Za proizvoljnu kolonu [vy ... v,|" € K™ vazi

[ U1 | [ llc—‘rl(B;Ula"')'Un) |
2
. Vg wr1(Bivr, .. 0p) R B
| Un | i Z-t,-l(B;Ula'--aUn)_

Dokaz: Tvrdenje dokazujemo indukcijom po k.
Ako je k = 0, neposredno se proverava da jednakost vazi.
Neka, po indukecijskoj hipotezi (IH), tvrdenje vazi za k — 1.

Mnozenjem relacije By = By_1 - B + d; I, vektorom v zdesna, dobijamo

By-U = DBy_1-(B-7)+dt
5 (~1)F104(B; B - ) + dy
= (=1)*"'(0x(B; B - ¥) — 047)
T (_1>kgk+1(B§U)' 0
Napomena 4.5 Primenom Leme na ¥ = €;, 1 < j < n,iracunanjem i-te

komponente leve i desne strane dobijamo formule 8-10 iz rada [13].

Teorema 4.6 Linearni sistem operatorskih jednacina prvog reda, dat u vektorskom
obliku
A(Z) = BT+ ¢

svodi se na totalno redukovani sistem operatorskih jednacina n-tog reda, u vek-

torskom obliku .

Rp(A)(@) = 3 (—1)*16(B; ().

k=1
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Dokaz: Teorema sledi primenom Teoreme [4.1]i Leme [4.4

—

RpA)@) = Y B AHP)

= ;<—1>’“-16k<3;£”-’“<@>>.m

Prethodna teorema je ekvivalentna slede¢em tvrdenju.
Teorema 4.7 Linearni sistem operatorskih jednacina

A(l’l) = bn%l + blgilfg + ...+ blnl'n + ©1
A(I'Q) = bglﬂfl + 5221‘2 + ...+ anl'n + ©2

A(xn) = bnlxl + bn2$2 + ...+ bnnxn + Py

svodi se na totalno redukovani sistem operatorskih jednacina n-tog reda

n

Ap(A)(w1) =D (1) 16,(B; A (@)

k=1

n

Ap(A)(w:) = (1) 10,(B: A 7M@)

k=1

n

Ap(A)(z,) =Y (1) 00 (B; AF ().

k=1

Napomena 4.8 Dobijeni sistem nazivamo totalno redukovanim zato sto su sve

promenljive razdvojene. Odnosno, svaka jednac¢ina sistema je operatorska jednacina

n-tog reda po jednoj promenljivoj. Date jednacine se razlikuju samo po promenljivoj

1 slobodnom c¢lanu.

Posledica 4.9 U sluc¢aju kada je A nula operator prethodna teorema je ekvivalentna

Kramerovoj teorema.
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4.4 Totalna redukcija linearnih sistema kod kojih je matrica

sistema u formi pratece matrice

U okviru ove sekcije bavimo se linearnim sistemima operatorskih jednacina oblika

A(ry) = To + V1
A() = T3 + P2
A(.I’n_l) = Ty + Pn-1
A(zy,) = —d,r1 —dy_ 119 — ... — dixy + Op,
gde je [z1 w3 ... x,]T kolona nepoznatih, [p; s ... ¢,]" kolona slobodnih ¢lanova,

AV — V linearni operator vektorskog prostora V' nad poljem K i gde je matrica

sistema C' prate¢a matrica polinoma
AcN) =N +d 2"+ b dp N+ dy.

Dati sistem mozemo zapisati i u vektorskom obliku

Videli smo u okviru sekcije o parcijalno redukovanim sistemima kako sistem ovog
oblika svodimo na sistem koji ima jednu jednacinu viseg reda po samo jednoj
promenljivoj i n — 1 jednac¢inu prvog reda po dve promenljive. Primenom Teo-
reme (4.1] Zelimo da transformiSemo dati sistem na sistem u kome su sve promenljive

razdvojene. Na osnovu Leme 2.6l imamo da je karakteristicni polinom matrice

1 0
0 1
C=1 : : : C :
0 0 o ... 0 1
—dy —dpy —dpo ... —dy —dy

jednak Ac(A) = A"+ d A\t + ...+ d, 1A+ d,. Kako je minor reda n — 1 matrice
C dobijen brisanjem n-te vrste i prve kolone jednak 1, na osnovu Posledice
i Teoreme zakljutujemo da je i minimalni polinom matrice C' jednak Ag(N).
Determinanta matrice C' jednaka je (—1)"d,, pa je matrica C' invertibilna ukoliko je
d, # 0.

Sva tvrdenja u ovoj sekciji su izlozena i radu [26].
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Lema 4.10 Neka je d,, # 0. Inverzna matrica matrice C' je matrica

[ dne1i  dn—z dn-s dy 1]
dn, dn, dn dn dn
1 0 0 0 0
G = 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Dokaz: Oznac¢imo sa G_,; j-tu vrstu inverzne matrice G = [g;;]nxn matrice C, za

1 < j < n. Koeficijente g;; matrice G dobijamo iz jednakosti C'- G = I. Zaista,

imamo da je

1 0 G_ G_o
0 1 G_ G_3
C-G= : : : : : : :
0 0 0 0 1 G_n1 G_n
—d, —d,_1 —d,_o —dy —dy G_n H
gdeje H =[hy hy ... h,] € K™ vrsta¢iji suelementioblika h; = — 31" | dyi1-:9i5,

1 <j <n. Kakoje G ;11 = €&, gde je €; € K'*" vrsta ¢ija je j-ta komponenta 1, a
sve ostale su 0, zakljucujemo da je g;41;, =11¢gj410=0,zaj#k, 1 <j<n—-11
1 <k <n. Zamenom datih vrednosti u jednakost h; =0,zal <j<n—-1ih, =1

dobijamo i elemente prve vrste g,

dn_;

dn

Adjungovana matrica matrice C' je

[ Aoy dus dys d 1]
~d, 0 0 ... 0 0
adj(C)=(-1)"*{ 0 —-d, O ... 0 O
0O 0 0 ~d, 0

Odredimo koeficijente C} adjungovane matrice
CA) = N'Co+ AN""'Cr+ ...+ AChg + Chy

karakteristicne matrice A1 — C' pomocu rekurentnih veza koje smo dobili u Kejli-
-Hamiltonovoj teoremi Co =11 Cy,=C - Cp_1 +dpl zal <k <n—1.
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Lema 4.11 Koeficijenti Cj,, 1 < k < n — 1, adjungovane matrice 6’()x) su matrice
oblika

dy, di_1 dip_o ... do dq 1
dk dk—l dg dg dl
0 dy, dy ds do
0 0 0 o dy, dr_1 di—o ... dy dy 1
—dy —dy g —dy s ... —diey O 0 0
0 —dy —dyy ... —dgiy —dpy O 0
0 0 —d, ... —dpyz —dpyr —dpp 0
—dy  —dyy —dys ... —dey OO
i 0 —dp  —dny ... —dpro —dpyr 0

Dokaz: Koeficijente C} matrice 6()\) racunamo pomocu rekurentnih veza Cj =
C-Cy_1+dpl. Imamo da je Cy = I. Za koeficijent C vazi Cy = C'- I +d 1, odnosno

dy 1 0 0
0 dq 0
C) = : : : . : :
0 0 0 ..odp 1
—d,, —d,.1 —d,_—o ... —dy O
Neka je
dip—1  dip_o ... dq 1
0 dr_1 ... dy dy
Co s = 0 0 oo di di_o ... di
—d,, —d,_1 ... —dj 0
0 —d, ... —dpy —dg
0 0 . —d, —d,_1 ... —dip O

Ozna¢imo sa (Cy_1); j-tu vrstu matrice Cy_1, asa (C-Cy_1); j-tu vrstu proizvoda
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matrica C'1 Cy_;. Tada je (C-Cy_1)—; = (Ci—1)=j+1, 1 < j <n—1. Iimamo da je

(Ck—l)—>n -C'=

——
k—2

- [ 0...0 _dn_dn—l-w_dk—i-l —dk]

——
k—1

1 0

0 1

0 0 0
—d, —dy,—1—dp_o...

.0 1

—dy —d,

Kako je C'- Cy_1 = Cy_1 - C, dobijena kolona predstavlja poslednju kolonu trazenog

proizvoda. Odakle zakljucujemo

[ O dk—l d2
0 0 dp_1
—d, —d,_ —d
C . Ck—l _ 1 k
0 _dn _dk+1
0 —d,
0 0

Dodavanjem matrice diI na proizvod C' - C,_; dobijamo da je

de  diy ... dy 1
0 dy, ds do dy

0 0 dy, dr_1 di_o

Co=| —d, —dy y ... —dpsy 0
—dy, ... —dpro —dpp 0

0 oo —dpgs —dpyo —dp

0 0 0 —d, —dy,

—dg 41

o o o = .-
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Teorema 4.12 Linearni sistem operatorskih jednacina oblika

Alzy) = To + 1
A(xg) = T3+ P2
Alzpy) = Tp + Pn-1
Alz,) = —dyoy —dp1x9— ... — dixy, + O,

svodi se na totalno redukovani sistem operatorskih jednacina oblika

n k-1
Ac(A) (1) =D ) di A H (o)
=1 j—=0
n+l—i k—1
Ac(A)(z;) = Z Zden (Pic14k—j) Z Zd A (i 140-g)
k=1 j5=0 k=n+2—1i j=k

Ac(A)(z,) = A"~ 1 (¢n) sz A (Pr—14k—5)

k=2 j=k
gde je dy = 1.
Dokaz: Na osnovu Teoreme imamo AC Z Ci_1- A k (p). Zatim vazi
Crr - AH() =
_dk,1 dk,Q c. d1 1 Ce 0 0 | —An—k((pl) | Zoden_k(SOkfj)
0 dk,1 Ce d2 dl e 0 0 An_k(SDQ) ”
; : . : : AT
0 0 diy di od 1| A M(e)| ;0 AT eng)
—d, —dpq ... 0 0 ... 0 0] [A"®(¢r) on:de”*’“(sanH—j)
0 —d, ... —dg 0 ... 00 An—k((pk+1>
0 0 Ce _dn _dn—l c. —dk 0 Anik(@n) — Z den_k((pn_HC_l_j)

Odakle zaklju¢ujemo da je
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n k—1

Ac< ZdJAn k gOk J
k=1 7=0
ntl—i k-1 n n
= Y Y GA ) =Y D AT (i)
k=1 j—0 k=nt2—i j—k

Ao(A)(wn) = AN py) — ZZM" (Pn-1+k-3)-

k=2 j=k
Drugi nacin da se polazni sistem svede na totalno redukovani sistem zahteva prelazak

na novu bazu u kojoj je matrica sistema u Zordanovoj formi i da se primeni Teorema
B3 U radovima [3] i [4] dat je postupak za odredivanje matrice transformacije S
koja ostvaruje sli¢nost izmedu matrice C' i njene Zordanove kanonske forme J. Neka
jev(A) = [1 A... AT e K™*1. Karakteristicnu jedna¢inu Ag (M) = 0, moZemo

zapisati u matricnom obliku

(X -1 0 1 7T1] [ o]
0 A -1 ... A
M —=C)-v(\) = |: : : IR : o = : = 0.
0 0 0o ... A -1 A2 0
dp dpy dpo ... do AN+ dy Anl Ac(N)
Neka su A, Ao, ..., A\ razlicite sopstvene vrednosti matrice C'. Za svaku od sop-

stvenih vrednosti \;, 1 < i <, vazi Ac(\;) = 0 pa iz prethodne matri¢ne jednacine
zakljuéujemo da su v(\1),v(Na),...,v(\;) sopstveni vektori koji odgovaraju sop-
stvenim vrednostima A1, Ao, ..., A;. Kako je rang matrica \;/ —C' jednak n—1 svakoj
sopstvenoj vrednosti odgovara tacno jedan sopstveni vektor. Pa zakljucujemo da je
geometrijska visestrukost svake sopstvene vrednosti jednaka 1, te Zordanova forma
J matrice C' ima t blokova. Odredimo uopstene sopstvene vektore koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti )\;. Broj uopstenih sopstvenih vektora koji odgovaraju \; je
jednak visestrukost sopstvene vrednosti A\; u karakteristicnom polinomu. Oznacimo

sa k; visestrukost korena \; u polinomu Ags (). Tada je

AcN) = AL = ... = AF V) =0 i A%\ #0.

Diferenciranjem odgovarajuc¢e matricne jednacine po A dobijamo

(M = C) - v(N) = v(\) + (M = C) - '(\) = O,
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odakle zakljuéujemo da je v'(A;)) = [0 1 2);...(n — 1)A? 2T uopéteni sopstveni

vektor. Zatim iz
(AL =C)-v(\)" =20'(\)+ (M - C)-v"(\) = O,

zakljutujemo da je $v”();) = 1[0 0 2 6);...(n — 1)(n — 2)A" 3] sledeci uopsteni

sopstveni vektor. Nastavljajué¢i ovaj postupak iz jednakosti

(A =€) - o)™ = (k= Dp®2(A) + (AT = €) - oD (3) = O,

1
ki—2

v(ki_l)()\l-) uopsteni sopstveni vektor. Neka je S matrica ¢ije su kolone ovako

i ¢injenice da je T
1
(ki—1)!
konstruisani uopsteni sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenim vrednostima \;,

I vFi=2) (\;) uopsteni sopstveni vektor zakljuc¢ujemo da je i

1 <i<t TadajeJ = S~'-C-S matrica u Zordanovoj formi, koja ima ¢ blokova, po
jedan za svaku sopstvenu vrednost i dimenzija svakog bloka je algebarska visestrukost

odgovarajuce sopstvene vrednosti.

Na osnovu Leme sistem

mozemo svesti na sistem i

A (Az) = ciz+7),

i=1
gde je C = C1@®...®Cy racionalna kanonska forma matrice B, 7; = [V, 41 ... Ve, yn,]"
12, = 20,01 200am,| T 2aly =01 ; = E; llnj, 2 < i < k. Na osnovu Teoreme
podsisteme fT(EZ) = C;Z; + V; koji odgovaraju prateéim matricama C; polinoma
Ac,(N) = N+ di A+ o+ dp, N\ + d;n, mozemo transformisati u totalno

redukovane sisteme

ng

Ac, (A)(21,41) sz,yA *(Vh—j)

k=1 5=0
n;+1—t k—1
ok
Ac, (A)(21,41) = E E i g AT (V1) § E di g A" (Vi1 4hj)
k=1 j=0 k=n;+2—t j=k

A (A)(214n,) = A" (Vh4n,) szw‘lm (Viitmi—1+k—3);

k=2 j=k

gde je d; o = 1. Odakle dobijamo jos jedan oblik totalne redukcije polaznog sistema.
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Zaista, promenom baze sistem transformisemo na sistem sa matricom u racionalnoj
kanonskoj formi, a zatim primenjujemo metod totalne redukcije na podsisteme koji
odgovaraju blokovima racionalne forme i dobijamo sistem ¢ije su jednacine opera-
torske jednacine viseg reda po jednoj promenljivoj. Homogeni delovi datih jednacina
odgovaraju invarijantnim faktorima matrice B.

Takode svaki od podsistema ff(zﬂ) = (C;Z; + V;, mozemo prelaskom na novu bazu
transformisati u sistem sa matricom u Zordanovoj formi. Neka su S; matrice kon-
struisane kao u prethodnom delu pomoéu uopstenih sopstvenih vektora matrice C;.
Tada je J; = S[l - C; - S; matrica u Zordanovoj formiiJ;=Ji1®Jio® ... B Jiy,.
Blokovi J; 1, Ji2, . . ., Jit, odgovaraju razli¢itim korenima polinoma A¢; (), a njihove
dimenzije su jednake visestrukostima datih korena. Ako oznac¢imo sa S direktnu
sumu matrica S;, odnosno ako je S = S ® Sy @ ... D Sy, ondaje J =S71.C- S
Zordanova kanonska forma matrica B. Primenom Teoreme dobijamo totalno

redukovani sistem.
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5 Parcijalna i totalna redukcija linearnih sistema

sa razli¢itim operatorima

U ovom poglavlju prosiri¢emo istrazivanje i na sisteme linearnih operatorskih jedna-
¢ina sa konstantnim koeficijentima u kojima figurisu razliciti operatori. Koristi¢emo
slicne tehnike kao i u prethodnim sekcijama. Prvo ¢emo skicirati slucajeve sa dve
i tri operatorske jednacine, a zatim ¢emo prikazati opsti slucaj totalne redukcije.
Takode ¢emo prikazati i metod parcijalne redukcije za sisteme kod kojih je matrica

sistema u formi prate¢e matrice.

5.1 Totalna redukcija linearnih sistema dve operatorske
jednacine
Neka je K polje i V' vektorski prostor nad poljem K, neka su A; : V — Vi

Ay V. — V linearni operatori za koje vazi A; o Ay = Ay o A;. Razmatramo

linearne sisteme operatorskih jednacina po promenljivim x; i x5 oblika
Ai(z1) = buzr + biaxa + 1
Ay(x9) = bogxy + booa + o,
za by, b12,001,090 € K 1 1,09 € V. Dati sistem mozemo zapisati u vektorskom

obliku A(Z) = BZ + @, gde je ¥ = [1 22]T kolona nepoznatih, A : V2 —» V2

- b b
vektorski operator definisan pokoordinatno A = [A; A,]T, B = e

matrica
ba1  bao

sistema i ¢ = [p1 2T kolona slobodnih ¢lanova. Od interesa nam je i matricni

R N N I O

X2 P2
A — by —b12
—ba1 Az — by

zapis polaznog sistema

Al - bll _b12
_b21 AQ - b22

-,

Oznac¢imo sa B(A) = B(A;, Ay) matricu

Mnozenjem prethodne jednacine adjungovanom matricom B(A) matrice B(A) do-
bijamo (AB(X)I) T = B(/_f) . Qﬁ, gde je AB(Al, )\2) = )\1)\2 - (b22)\1 + bll)\Z) + detB.
Polinom Apg(A1, \2) nazivamo wopstenim karakteristi¢nim polinomom ma-
Az — b bio

bor A — bt

~

trice B po dve promenljive. Pa kako je B(A) =

] , imamo
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Ap(A)(x1) = Az(p1) — baapr + biawo

A2 — bas b12 ) ©1
bay Ay —bn P2 ’

odnosno

Ap(A)(z2) = Ai(p2) — bi1s + baepr.

Primetimo da vazi

| A2<901> bi2 ] [ o1 bia ]
AQ(‘Pl) - b22901 + b12902 = _
A2<902> bao Q2 ba
| b1y Al((ﬂl) ] [ b1 ©1 1
Ai(p2) — biips + barpr = _ 7
| bay A1(902) ] i bay ©2 |

pri cemu u obzir uzimamo samo uokvirene glavne minore. Ako definiSemo vektorski
operator &B sa &B = [Ap AB]T i ako oznac¢imo sa B; matricu dobijenu od matrice
B zamenom i-te kolone sa kolonom slobodnih ¢lanova @ = [p; po]T, 1 < i < 2,

dobijeni sistem mozemo zapisati u vektorskom obliku

S A det B
Ap(7) = 2Ae1) - . :
Al ((,02) det B2
L Ao — bao b12 . L .
Matricu B(A1, \2) = mozemo zapisati i kao polinom po pro-
b1 A1 — b1
menljivim A; i A2 sa matricnim koeficijentima. Odnosno vazi da je
- [0 0 10 by —b
B()\l, )\2) - )\1 + )\2 — 22 12
01 0 0 —byy b1

0 0 dj|b 0
i 0 adj [bgz] 0 0

Dato razmatranje se moze nadi i u radu [25].
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5.2 Totalna redukcija linearnih sistema tri operatorske
jednacine
Razmotrimo sada totalnu redukciju linearnog sistema tri operatorske jednacine sa

konstantnim koeficijentima po promenljivim x1, x5 i x3

Ai(z1) = bpyzy + biaxs + bisxrs + ¢
Ag(xg) = borxy + boaa + bazxs + o
As(xs) = b1y + bsawa + byszs + @3,

uz pretpostavku da su linearni operatori A;, A i Az komutativni. Dati sistem

mozemo zapisati u matricnom obliku

Ay —bn —b1a —b13 1 ¥1
—by1 Ay — oy —bys | | T2 | = | 2
—ba1 —bgy Az — bs3 T3 ¥3
B Ay —bn —b12 —bi3
Oznac¢imo sa B(A) = B(Aj, Ay, A3) matricu —by1 Ay — by —bys |, asa
—ba1 —bgy Az — bs3

B(A) = B(Ay, Ay, A3) adjungovanu matrice date matrice. Mnozenjem prethodne
jednacine sa B(A) dobijamo (Ag(A)I) = B(A) 3, gde je Ap(A) = Ap(Ay, Ay, As)

linearni operator dobijen zamenom promenljivih A\;, A2 i A3 redom sa operatorima

Ay, Ay i Az u polinomu
Ap(A1, A2, A3) = AAaAs — (b3s A1 Ag + Do A As + b1 AaAs)

bll blS
b31 633

b22 1923 bll bl2

A1+

)\2 + )\3 — detB.

bgg b33 b21 22

Polinom Ag(A1, A9, A3) nazivamo wopstenim karakteristiénim polinomom ma-
trice B po tri promenljive. Primetimo da su koeficijenti uopstenog karakteristicnog
polinoma glavni minori matrice B, i to uz monome stepena k£ imamo glavne minore
reda 3 — k, 1 < k < 3, koje dobijamo izbacivanjem onih vrsta i kolona u kojima
se nalaze promenljive koje ¢ine dati monom. Ako oznacimo algebarske kofaktore
matrice B(A) sa Bij(A), 1 <i,j < 3, imamo da vazi

. As—b —by: o —b —by: - -b -b
Byy (A)=(—1)1+t |72 2 2, By (A)=(-1)>1| " 2, By (A)=(-1)**! e
—b3a  Az—bs33 —b3a  Az—bs33 Ap—byy  —bos
=(Ag — baa)(As — bsz) — bazbso =b12As3 + Bo =bi13As + B3;

=Az 0 Ay — (baeAs + b33 Az) + Bis
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Bu(@=(-i2| 7 T g e [0 T g gy (e [0 D
—b3; Az—bs3 —b31 Az—bs3 —ba1  —ba3
=bg1 A3 + B =(Ay — b11)(Az — b33) — bi3bsy =bo3 A1 + B
=Az 0 Ay — (b11As + b33 A1) + Bao
Biy(D)=(-1yea | T2 AT gy (T TR gy BT TR
—ba1 —b3o —b31  —b3o —bo1 Aa—bao
=b31 A2 + Bis =b32 A1 + Bas =(A1 — b11)(Az — baz) — bi2bar

=As0A; — (by1 Az + ba2 A1) + Bss

gde su B;j, 1 <14, 7 < 3 algebarski kofaktori matrice sistema B. MnozZenjem sistema

datog u matriécnom obliku sa adjungovanom matricom dobijamo

Ag(A) 0 0 1 Bi1(A) Byn(A) Bsi(A) ©1
0 Ap(A) 0 | @2 | = | Bua(A) Bxn(A) Bsn(A) |- | ¢
0 0 Ap(A) T3 B13( 1) Bas(A) Bss(A) ©3

Odakle dobijamo

Ap(A)(z1) = Bu(A)p1 + Ba(A)ps + Bai(A)ps

Az 0 Ay(p1) — (ba2As(p1) + bszAz(p1)) + Brigs

bi2As(p2) + Ba1pz + bisAs(ps) + Bsips

= Aso A2(901) - [b22A3(<P1) - 512143(%02)] - [533142(%01) - 513142(%03)]
+ Bupr + Baps + Bzips

+

l

Ap(A)(z2) = Bua(A)p1 + Bu(A)pr + Baa(A)gps
= bo1A3(p1) + Biaw1 + basAi(p3) + Bsaps
Az o A1(p2) — (br1As(p2) + b3z A1(2)) + Bazpo
Az o Ai(p2) — [b11A3(902) - 521143(901)] - [533141(902) - 523/11(303)]
+  Biaw1 + Baaps + Baaps

+

Ap(A)(z3) = Bis(A)p1 + Bas(A)ps + Bas(A) s

bs1 Aa (1) + Bizpr + b3 A1 (p2) + Bagpo

Az 0 Ai(p3) — (b Aa(ps) + baaAi(3)) + Bssps

Ag o Ay(ps) — [b11A2(w3) — ba1Aa(w1)] — [b22A1(w3) — b2 A1 ()]
+  Bizp1 + Bagwa + Bszps.

+
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AB(xl)

AB(.’EQ)

AB(LL'3>:

Sto mozemo vizuelno predstaviti u obliku sistema

pri

matricu B(Ar, A2, A3) matrice

Az o Ax(p1)| biz  bis As(p1) bia | bis As(pr) bia big @1 b2 b3
Az o Ax(p2) baa bag | — As(p2) baa | bos As(p2) baa  bos + | |p2 b2 ba3
Az o Ax(ps) bsa  bss As(p3) bza  bss Asx(p3) bsa b33 w3 b3z b33
b1y AsoAi(p1) big | bii As(p1) | bis bii Ai(p1) bis bin »1 bis
bor [Az o0 Ai(p2)| bas | — ba1 As(p2) | bas ba1 |A1(p2) bas + ba1 w2 bos
bs1 Aso Ai(ps) bss | bs1 As(ps) bss bs1 |A1(ps) bss bs1 @3 b33
bin b2 AQOAI(SOI) bi1 big A2(<,01) bin b2 A1(<P1) b11 b2 ©1
bai  baa Ao Ai(p2) | — bai baa As(y2) bor | baa Ai(p2) + bar  baa 2
bs1  bsa |Az 0 Ai(p3) bsi  bsa Aa(ep3) ba1 | b2 Ai(es) b31 b3 3
¢emu u razmatranje uzimamo samo uokvirene glavne minore. Adjungovanu

BX) = B(A, Ao, Ag) =

>\1 - bll
_b21

_b31

_b12
)\2 - b22

_b32

—bis
—bas
)\3 - b33

mozemo zapisati kao polinom po tri promenljive A1, Ay i A\3 sa matri¢nim koeficijen-

tima u obliku

§<)\17)\27)\3) =

0 0 0 0 0 0 1 00
00 O MM+ ]10 1 0]|XMAM+]10 0 0| A
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 533 0 —513 by —b12 0
—| |0 b3 —523 AL+ Ao+ | =bar b1 0 | A3
0 —bsy Do —531 0 0 0
+ adjB.

Primetimo da su koeficijenti matrice E()\b A2, A\3) posmatrane kao polinom po tri

promenljive formirani pomoc¢u adjungovanih matrica podmatrica matrice polaznog

sistema B dobijenih brisanjem onih vrsta i onih kolona u kojima se nalaze promenljive

koje sacinjavaju dati monom, i to tako Sto odgovarajuc¢u adjungovanu matricu

prosirujemo nula vrstama i nula kolonama do dimenzije 3.

Dato razmatranje se moze naci i u radu [25].
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5.3 Totalna redukcija linearnih sistema sa razli¢itim
operatorima - opsti slucaj
U okviru ove sekcije razmatramo sistem operatorskih jednacina oblika

Al(l'l) = b11x1 + b12.1'2 4+ ...+ b1n$n + ©®1
As(x9) = borxy + booa + ... + bopxy, + 2

Apn(zn) = bury + bpora + ..o+ bupp + 00,
uz pretpostavku da linearni operatori Ay, Ao, ..., A,, komutiraju, tj. da vazi A;04; =
AjoA;,zal <4, <n,gdesub; € Kiyp, € V. Sistem mozemo zapisati i u
vektorskom obliku
A(Z) = BT + &,

gde je B = [bjjlnxn matrica sistema, ¥ = [z @a...x,)7 kolona nepoznatih, ¢ =
(1 @32 - . @n]T kolona slobodnih €lanova i A vektorski operator definisan sa A(Z) =
[Ay(z1) As(xs) ... Ay(x,)]T. Matricu oblika

)\1 - bll _b12 oo _bln

- —ba Ag—Dbo ... —bay,
B(Y) = P g
_bnl _an cee )\n - bnn

nazivamo uopsStenom karakteristicnom matricom matrice B. Determinantu

matrice B(\) nazivamo uopS$tenim karakteristiénim polinomom i oznacavamo
sa Ap(X) = Ag(A1, Ag, ..., An). U radu [55] moze se nadi sliéno uopstenje karakter-
isticnog polinoma na polinom po dve promenljive. Ako uopsteni karakteristi¢ni
polinom razmatramo kao polinom po promenljivim Aj,Ao,. .. \,, onda je koeficijent
Uz monom Ay Ay, . - Ag,, 1L <7 <n, ¢ < <...<1, jednak proizvodu (—1)"" 1
glavnog minora matrice B koji se dobija izbacivanjem vrsta i kolona 1,15, ..., 1,.
Zaista, ako sa S, ozna¢imo skup svih permutacija brojeva 1,2,...,n i ako je p(¢)

broj inverzija permutacije ¢ € S,, onda imamo

As(N)= 2 (“1PD(NS1a — bioy) - . M — buss),

¢ € Sn

L i1=¢; . : >
gde je d;4, = { 07 Z ” j; . Koeficijent uz Ay, Ay, - .. Ay, u polinomu Ag(X) je izraz
y b %
oblika (—1)"_’"(2?9 (1) Gy Gy, -+ O, Dsiby,, Dbpizbu oy -+ Dbty

Data suma je determinanta matrice koja se dobija od matrice B zamenom vrsta

1,1, ..., 1, vistama Cija je ¥;-ta komponenta 1, a sve ostale su 0. Mnozenjem
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ovih vrsta odgovaraju¢im brojevima i dodavanjem preostalim vrstama, dobijamo
matricu kod koje su elementi na pozicijama (91, 11), (¢, 12), ... (¥, ¥,) jednaki 1
i koja u vrstama i kolonama 1, 1., ..., 1, ima sve ostale elemente jednake 0, ostali
elementi date matrice jednaki su elementima polazne matrice B. Odnosno dobijamo
glavni minor reda n — r matrice B.

Oznacimo sa B(X) adjungovanu matricu uopstene karakteristicne matrice B(X) ma-

trice B, a sa Ewrﬂwrﬁ._,% koeficijent uz monom Ay, Ay, ... Ay, U B(X), gde je

Y1 < Yo < ool < Yy g < Pryp <L

< . Za matricu B(X) vazi B(\)
ME + AoFEo + ...+ N\ E,, — B, gde je E; matrica ¢iji su svi elementi jednaki 0

izuzev elementa na poziciji (i,7) koji je jednak 1.

Zaista, ako je B = [b;j]axa proizvoljna 4 x 4 matrica sa koeficijentima u polju K,

onda je B(/\) = [61])\1 — bij]4><4 - /\1E11 + )\2E22 ‘I’ )\3E33 + /\4E44 — B 1
A1 —bis —bio —bis —b1a
Ap(R) = —ba1 A2 — bao —bas —baa
—b31 —b3a A3 — b33 —b3y
—byy —bsa —bsz Ay — by
A 0O 0 O A 0 0 —bis
I IR PR R (N P S
10 0 X 0 0 X3 —bs
0 0 0 M 0 0 —by
MO by 0] A =k 0 0] | b 0 0 0
n 0 Ao —bos 0 n 0 —boo 0 0 —ba1 Ao 0 0
0 0 —bs33 0 0 —b3a A3 0 —b3q 0 A3 0
0 0 —bsyz M\ 0 —byo 0 M\ —by 0 0 M\
At 0 —biz —bus At bz 0 —bus At bz —biz 0
+ 0 A2 —baz —bos n 0 —bpx 0 —byu 0 —byp —baz O
0 0 —b3z —bz 0 —bzsz A3 —b3g 0 —bza —b3z3 O
0 0 —bsz —bu 0 —bsz 0 —by 0 —bgp —byz N\
—b A 0 —-b —b Ao —bos 0 —b —b 0 O
n 21 A2 2 | 21 A2 23 n 21 22
—bz1 0 A3 —bz —bz1 0 —b3z O —bz1 —bzx Az O
by 0 0 —by —byn 0 —byz M\ by —bgp 0 N\
A1 —bia —biz —biy b1 0 —biz —bus —bi1 —biz 0 —bu
. 0 —byy —bag —bou . —ba1 A2 —baz —boy —ba1 —baa 0 —ba
0 —bzp —bsz —bay —b31 0 —bzz —bay —b31  —bzs A3 —bay
0 —basz —baz —bus by 0 —bsz —bus —bs1 —bgz 0 —bu
—bi1 —biz —biz O —bi1 —bia —biz —bus
—b —b —b 0 —b —b —b —b
n 21 22 23 n 21 22 23 24
—b31  —bza —b3z O —b31  —bza —bzz —bas
—bgy1 —baz —baz M —bgy1 —bay —bsz —bus
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= AMA2A3 A — 72X 1 A2A3 — 13 A1 A2y — Y2 A1 A3 4 — Ya Ao A3y
+ Y34A1 A2 + Y24 A1 A3 + Y23 A1 A0 + Y14A2 A3 + Vi3 A2 A + Y1223\

— 7Y234A1 — Y134A2 — V12423 — V123 A4 + Y1234,
gde su 7; glavni minori prvog reda matrice B koji sadrze i-tu vrstu i kolonu, v;;
glavni minori drugog reda matrice B koji sadrze i-tu i j-tu vrstu i kolonu, -;j
glavni minori treceg reda matrice B koji sadrze i-tu, j-tu i k-tu vrstu i kolonu i gde
je 71234 determinanta matrice B, za i,j,k € {1,2,3,4} 11 # j # k.
Iz jednakosti B(X)-B(X) = Ag(X\)I zakljuéujemo da je adjungovana matrica uopstene
karakteristicne matrice 4 x 4 matrice B oblika

B(X) = A A2AsMBo 4+ AaAsABi 4+ AAsA By + Ao\ Bs + A3 By
+ AsABis 4+ AaMaBis + A3 Biy + AMAsBas + AiA3Bas + A A Bay
+ A4Bias + A3Bigg + Ao Biss + A1 Bass + Biosa,

Dalje imamo

B(X) - B(X) = A2AA3 M E11 - By + MA2A3AaEas - By + MAaA2 A4 Ess - By + M AsA3Ey - By
+ MA2XsAa(Ery - By + Eay - By + B33 - By + Ea - By — B - By)
+ AN X3 By - By + Mo AaBry - Bs + M3 By - By + MA3\3 Eoz - By
+ MASA B - Bs + M3 Ag B - B, + M A2A3Ess - By + MAZN B33 - B,

+ MoA2M\y B33 - By 4 MAoAZEyy - Bs + MAsAZEy - By 4+ MAsA2Ey - By

+ MA2A3(Br1 - By + Eao - Bog + B33 - By — B+ By)
+ MA2Ay(Er1 - Bis + Esg - Bas + Eyy - B3y — B - Bs)
+ MAsAa(Bry - Bia + Esy - Bog + Eaa - Bag — B - By)
+ AoAsAy(Eaz - Biz + B33 - Bis + Eaa - Bu — B+ By)

+ MXoByy - Bag + AA3E1 - Bog + N3AEn; - Bag + MA3Es - By

+ M3A3E22 - Bia + MNMaEas - Bz + MAEs3 - Bog + MoM3Es3 - Bia

+ M\, FE33 - Bia + MM Eyy - Bas + MoAIEyy - Bis + A3AiEyy - By

+ MA2(Bry - Bisa + Esz - Bagy — B+ Bsa) + MAs(Evy - Biaa + Ess - Baga — B - Boy)
+ MA4(Ery - Bios + Eyy - Baga — B~ Bag) + AaA3(Eaz - Bioa + Es3 - Biss — B~ Bi)
+ Aoy(Esz - Bios + Eus - Biss — B - Bis) + AsAa(Ess - Biog + Eas - Bioa — B - B1a)
+ A2 Eqq - §234 + A3 Ess - §134 + )\§E33 : §124 + N3 Eyq - gus

+ A1(E1 - Biass — B+ Basa) + Aa(Ea - Biass — B - Bisa)

+ A3(Ess - Bigss — B- §124) + A (Eya - Bigss — B- §123) — B - Biass.
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Uporedivanjem koeficijenata na levoj i desnoj strani jednakosti B(X)-B(X) = Ag(X\)]
i B(X) - B(X) = Ag(N)I i ¢injenice da u uopstenom karakteristiécnom polinomu
nema monoma koji ima promenljivu stepena vec¢eg od jedan zakljucujemo da je
Edwiéwrﬂwrﬂmwn =0i EQZ,HWHQ,“%EMW =0zal <i<r <n. Padobijamo da

su svi elementi vrsta i kolona 11,1s, ..., 1, matrice Rpr 1o, jednaki nula.

Uporedivanjem koeficijenata u slucaju n = 4 imamo da je

¢ B, By=0, Fyy-By=0, Es3- By =01 Ey - By = O;
e By -Bi=0, Es3- By =01i Ey- B, = O;

© £y, By =0, Eg3- By=01i Ey - B, = 0;

e By B3 =0, Eyy - By=01i Ey - By = O;

e By, - By=0,Ey -B,=0i Es3- B, = 0;

® B3y Bin=01Ey- By =0;

i E22'§13:@1E44'§13:@;

© Ey Biu=01 Es3- By = 0;

L E11'§23=@1E44'B23:@;

. E11'§24:@1E33'B24:@3
© Eiy By =01 Eyp - By =0
o Fyy- E123 =0;
o [s;- §124 = 0O
o L §134 = 0O
o [y - §234 =0y
Pa za koeficijente adjungovane matrice B (X) vazi
e matrica EO je nula matrica;
e sve vrste izuzev prve matrice El su nula vrste;

e sve vrste izuzev druge matrice By su nula vrste;

e sve vrste izuzev tre¢e matrice Bs su nula vrste;
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e sve vrste izuzev ¢etvrte matrice §4 su nula vrste;
e treca i Cetvrta vrsta matrice §12 su nula vrste;
e druga i ¢etvrta vrsta matrice Elg su nula vrste;
e druga i treca vrsta matrice EM su nula vrste;

e prva i Cetvrta vrsta matrice §23 su nula vrste;
e prva i tre¢a vrsta matrice §24 su nula vrste;

e prva i druga vrsta matrice §34 su nula vrste;

e Cetvrta vrsta matrice Elgg je nula vrsta;

e treca vrsta matrice §124 je nula vrsta;

e druga vrsta matrice §134 je nula vrsta;

e prva vrsta matrice §234 je nula vrsta.

Posto vazi i da je B(X) - B(X) = Ap(X)I zakljuéujemo da su i odgovarajucée kolone

koeficijenata adjungovane matrice B (X) uopStene karakteristiéne matrice B (X) po-

lazne matrice B nula kolone.

Ostale koeficijente matrice §¢T 1o, dobijamo izdvajanjem koeficijenata uz mo-

nom Ay, Ay,. .. Ay, U algebarskim kofaktorima matrice B(X). Kako su algebarski

kofaktori matrice E(X) linearni po svakoj koloni, imamo da ¢e element na poziciji
(i,7) matrice §¢T t1drgo. b, Diti jednak algebarskom kofaktoru elementa na poziciji
(7,7) matrice kod koje su kolone 1,1, ..., 1, matrice —B zamenjene kolonama
Cprs Cpys - - 5 Cy, gde je €y, kolona cija je 1);-ta komponenta 1, a sve ostale su
0, 1 < i < r. Algebarski kofaktor elementa na porziciji (j,7) date matrice koji
sadrzi vrste i kolone 1,49, ...,1, je jednak algebarskom kofaktoru elementa na
poziciji (j — I,i — k) matrice koja se dobija od matrice —B izbacivanjem vrsta i
kolona 1,9, ...,%,.. Brojevi k i [ predstavljaju broj kolona, odnosno vrsta iz
skupa 91,1, ...,1,. za koje vazi redom vy < i i Yy < j, 1 < s,;t < r. Prema
tome, ako matricu B (X) posmatramo kao polinom sa matricnim koeficijentima po
promenljivim Ay, ..., \,, onda koeficijent matrice B(X) uz monom Ay, Ay, - .. Ay,
formiramo pomoc¢u adjungovane matrice podmatrice matrice —B dobijene brisa-
njem vrsta i kolona 1,49, ..., 9., i to tako sto odgovarajuéu adjungovanu matricu

prosirujemo nula vrstama i nula kolonama na pozicijama ¢, 1o, . .., ..

[lustrujmo prethodno razmatranje u slucaju n = 4 na koeficijentu By uz monom

A1 A3 adjungovane matrice uopstene karakteristicne matrice matrice B. Pokazali smo
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da su prva i treca vrsta, kao i prva i tre¢a kolona date matrice nula vrste, odnosno
nula kolone. Ostalo je jos da odredimo elemente na pozicijama (2,2), (2,4), (4,2) i

(4,4). To ¢emo uraditi odredivanjem odgovarajuéih algebarskih kofaktora matrice

—

B(X) i izdvajanjem koeficijenata uz monom A A3. Za algebarski kofaktor Bas()\)

matrice B(\) elementa na poziciji (2,2) vazi

A —bn —b13 —bi4
Bas(A) = —b31 A3 — b33 —b34
—by1 —bsz Ay — by
A 0 0 A1 0 —bua A1 —bi3 —by1 0 0
- 0 )\3 0 |+ 0 )\3 —b34 + 0 —b33 + —bgl )\3 0
0 M\ 0 0 —byy 0 —bys M\ —bya1 0 M\
A1 —biz —bus —bi1 0 —bus b1 —biz 0 —bi1 —biz —bus
+ | 0 —bszs —b3g |+| —b31 A3 —bzy |+| —bs1 —b3z O |+| —bzr —bzz —b3
0 —bsz —bys —bsyr 0 —by —by1 —baz A4 —bs1  —bsz  —byy
= AMA3Ag — bag A1 A3 — b3z A1 Ay — bii sy
—bi1  —biz —bus
—b3z  —bay —bi1 —bus —bi1  —bi3
+ )\1+ )\5+ )\4+ —b3 —b33 —b34
—byz  —byy —byr  —byy —b31  —bs3 '

—byr  —baz  —bys

Prema tome, koeficijent matrice ng(X) na poziciji (2, 2) jednak je koeficijentu —byy
—bga  —bxu ]

uz monom A Ag, Sto je takode koeficijent adjungovane matrice matrice [ ) )
—bsa —bas

na poziciji (1, 1). Sliénim razmatranjem mozemo zakljuciti da ¢e koeficijenti na pozi-

cijama (2,4), (4,2) i (4,4) matrice By biti redom jednaki determinantama

1 0 —byy 1 —bip O 1 —bi2 O
0 0 —boy |,] 0 —bse 1 |1]|0 —byy O
0 1 —bsy 0 —byp O 0 —b3 1

Odnosno imamo da su odgovarajuéi koeficijenti jednaki redom boy, bys i —bas i to su

—b —b
koeficijenti adjungovane matrice matrice 22 2 ] na pozicijama (1,2), (2,1)

—byz  —byy
i (2,2).

Naredna teorema je uopstenje Teoreme [4.1]
Teorema 5.1 Neka je dat sistem operatorskih jednacina u vektorskom obliku
A(Z) = BT+ ¢

i neka je matrica By, p, ..., koeficijent uz monom Ay Ay, .. .\y, adjungovane ma-

trice B(X) uopstene karakteristicne matrice B(X) matrice B predstavljene kao poli-
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nom po promenljivim Ay,\o,. .., \,. Tada vazi

— -,

n—1
Ap(D)@) = Y. BuesamnAp 0 Ag 0.0 Ay ().

r=0 1<y1<...<pr<n

Dokaz: Ako u jednakosti Ag(X)] = B(X) - B(X) umesto X stavimo A dobijamo

= B(A)- (A(Z) — BT)
= B(A)-¢

= Z Z B¢r+1¢r+2~--¢nA1/)1 o) A¢2 ©...0 A’¢r<¢) ]

r=0 1<¢<...<p<n
Matricu koja se dobija zamenom i-te kolone matrice B kolonom o = [v;...v,]"
oznac¢avamo sa B'(vy, ..., v,). Glavni minor matrice B*(vy, . . ., v,) koji sadrzi kolone
Yri1, Uryo, ...,y 1 za koji postoji j, 1 < j < n —r, takvo da vazi i = 1,4,
oznacavamo sa

—

5¢r+1¢r+2mwn(B; U> = 1/)r+1¢r+2~~1bn(B; U1y - ’U”) = Yri1trgo. s (BZ(Ul" e ’U”))’

Yrp1 < WYrgo < ... < YPp. Ako je i # 4, zasvako j, 1 < j < n—r, onda definiSemo
i L, i S
Yry1Prt2..n (B; U> Sa 5¢T+1wr+2---¢n (B; U) =0.

Naredna lema daje vezu izmedu koeficijenata By, 4, 5.4, Mmatricnog polinoma

-

B(X) = adj(B()\)) i glavnih minora 5;%1%”“.%(3; 7).

Lema 5.2 Za proizvoljnu kolonu ¥ = [vy vy ... v,]T € K™ vazi
[ U1 ] | 51lz;r+1¢r+2...wn(3317) ]
2 =
B¢r+1¢r+2~-~wn U= By, 1 U'Q = <_1)n_r_1 d’”lw”?'"w"(B’ !
| Un ] L 5Zr+1wr+2...wn(3”7) i

Dokaz: Adjungovana matrica podmatrice reda n — r matrice —B jednaka je pro-
izvodu konstante (—1)"""~! i adjungovane matrice odgovaraju¢e podmatrice ma-
trice B. Laplasovim razvojem po i-toj koloni imamo da je proizvod adjungovane

matrice matrice B i proizvoljne kolone ¢ jednak koloni ¢ija je i-ta komponenta jed-

106



naka determinanti date matrice kod koje je i-ta kolona zamenjena sa kolonom .
Kako je matrica By, 4, 0.4, jednaka adjungovanoj matrici matrice dobijene od
matrice —B brisanjem vrsta i kolona 1, s, ..., 1, imamo da je i-ta komponenta
proizvoda By, y..»,..4, + U jednaka proizvodu konstante (—1)"~"~! i determinante
podmatrice matrice B koja sadrzi vrste i kolone 1, 19,15 ..., i kod koje je i-ta
kolona zamenjena sa kolonom koju dobijamo od kolone ¢ kod koje su izbrisanje vrste

—

Y1,%s, ..., 1. Odnosno imamo da je i-ta komponenta proizvoda By, ., v, .0, * U

jednaka proizvodu konstante (—1)"~"!

i minora (5w Atrra o (B3 V). u

Napomena 5.3 Za \; = Xy = ... = )\, imamo da je zbir matrica koje pred-
stavljaju koeficijente uz monome totalnog stepena v u adjungovanoj matici E(X)
jednak koeficijentu B, _,._1 adjungovane matrice karakteristicne matrice \I — B ma-
trice sistema B. Odakle zakljucujemo da je Lema [4.4) specijalan slucaj prethodne

leme.

Naredne dve teoreme su uopstenja Teorema 147

Teorema 5.4 Sistem operatorskih jednacina dat u vektorskom obliku
A(@) =Bz + @

svodi se na totalno redukovani sistem operatorskih jednacina u vektorskom obliku

g f Z Z n "~ léwrﬂwrw dJn(B A% © A¢2 <. 0 Al/h“(@))?

r=0 1<i1<...<¥r<n

1 .
Urs1trsnipn (B Ag 0 Ay, 0. 0 Ay, (F))

2 —»
Irirtorsanam (B3 Ag 0 Ay, 0.0 Ay, ()

gde je

5w7>+1¢7-+2...wn (B; Awlkozo' . 'OAwT (93)) =

B ZT+1¢T+2...’¢)”<B; A"/’l OA¢2 ©...0 A¢r (ﬁ))

Dokaz: Teorema sledi primenom Teoreme i Leme

14» f Z Z Bwr+lwr+2-~~wn‘{4wl o Aw2 0...0 ATZJT (SB)

r= 01<w1< <YPr<n

m Z Z n "~ 15¢r+1,wr+27 ﬂbn(B Al/)l OA'(/Q -0 Awr< ))

r=0 1<y <...<pr<n |

By

Prethodna teorema je ekvivalentna slede¢em tvrdenju.
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Teorema 5.5 Linearni sistem operatorskih jednacina
Al(iﬁl) = byxy +bpxre+ ... +bi,z, + ©1
Ag(w) = borwy + bpoo + ... + Doy + 02
An(xn) - bnlxl + bn2x2 + ...+ bnnl'n + Pny
svodi se na totalno redukovani sistem operatorskih jednacina

n r—151 s
Z > 107 g1 trsaton (Bs Ay 0 Ay,0.. 0 Ay, (§))

r=0 1<¢; <...<¥r<n

A' [L’Z Z n " 152",[)7‘+1w7‘+2 wn(B A¢1OA¢2 "oAlDr(SB))

r=0 1<y <.. <¢T<n

Z n r— 16nw7+1’¢'r+2--~wn(3; Ai/JlOA"L’ZO' . OAwT(gB))

r=0 1< <...<¢¥r<n

Prethodna teorema se moze primeniti na probleme razmatrane u radovima [10, 11}
12, [30].

5.4 Parcijalna redukcija linearnih sistema sa razlicitim
operatorima kod kojih je matrica sistema u formi pratece

matrice

U okviru ove sekcije bavimo se sistemima operatorskih jednacina oblika

Ay (z1) = T2 + Q1

A (2) = T3+ @2

Anfl(xnfl) = Ty + ®n—1

An<xn) - _dnxl - dn—1x2 R dlxn + Pns

gde je T =[xy 25 ... z,]7 € K™ kolona nepoznatih, 3 = [p; @ ... |7 € V!
kolona slobodnih ¢lanova, A(Z) = [Ai(z1) As(xs) ... An(a)]” vektorski operator
definisan pokoordinatno pomoc¢u linearnih operatora A; : V' — V vektorskog pro-

stora V' nad poljem K, 1 < ¢ < n, i gde je matrica sistema C' prateta matrica
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polinoma

AcA) = A"+ d A"+ b dp )+ d.

Dati sistem mozemo zapisati i u vektorskom obliku
A@) =CT+ .
Naredna teorema se moze nadi i u radu [27].

Teorema 5.6 Linearni sistem operatorskih jednacina

Ai(z1) = T2+ p1

A (2) = T3 + P2

An—l(xn—l) = Tn + Pn-1

An<$n) = _dnzl - dn—1x2 e T d1$n + ©n,

se svodi na parcijalno redukovani sistem

-,

L(A)(z1) = Y (—)F14(C; Anpro. . .0 As(p1), ..., Ay_yo. . .0 Ai(n))

n—=k n—k

T2 = A1($1)—<,01
xr3 = A2($2)—902

Tpn—1 — A
Tp = Anfl(xn71> — ©n-1,
gde je

L(A) ([L’l) = AnoAn_lo. . .OA1 (ZEl)—i—dlAn_loAn_QO. . .OAl(l’l)—i‘. . .+dn_1A1 ($1)+an1

i gde je 5%(0; Ap_gi10...042(01), ..., Ap_ro...0A1(¢n)) suma glavnih minora reda
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k koji sadrZe prvu kolonu matrice

An,kJrlOAn,k O...OAQ((pl) 1 0 0 0 0 0
An,kJFQOAn,kleO...OAg((pQ) 0 1 0 0 0 0
AnoAn_lo. . .OAk+1(kpk) 0 0 0 0
A1 OA,L O.. -OAk+2(§0k-+1) 0 1 0 0
AgOAl O.. ~0Ak+3(§0k+2) 0 1 0
: : : S : : 0
Ap_k—10A,_p_90...04,(pn—1) O 0 0 0 0 |
| An—k 0Ap_p—10...0A1(pn)  —dno1 —dpnz ... —dpp —dnp—1 —dp_p—2 ... —di|

Dokaz: Iz prve jednacine sistema imamo xy = A;(x1) — ¢1, zamenom datog izraza

u drugu jedna¢inu dobijamo x3 = As(x2) — o = Ay 0 Aj(x1) — Aa(p1) — pe. Zatim
vazi x4 = Az 0 Ay o Aj(x1) — Az 0 As(p1) — As(pa) — ps3. Pasvako zy, 2 < k < n,

mozemo izraziti u funkciji od z; sa

k-1
T = Ak—l o) Ak_Q ©0...0 Al({L‘l) — Z;Ak_l @) Ak_g ©0...0 AJ—Hl((’OJ)
J=1 7.

k—1—j

Zamenom datih izraza u poslednju jednac¢inu dobijamo

ApoA,_10...0A1(x1) +
+

+

d1A,_10 A,_90.. .OAl(ZL‘l) + ...+ dn_lAl(ZL‘l) +d,x =
dn-11

dn—2 <A2(801) + 902)

d2 <An72 (@) An,3 O0...0 AQ(SDl) 4+ ...+ An,Q(QOnfg) + gOn,Q)
dl <An—1 (e} An—2 0...0 AQ(@l) —|— e —|— An—l(gpn—Z) —|— ‘;On—1>

do (An oA, q0...0A(p1)+ ...+ A1) + g0n>,

gde je dg = 1. Ako pregrupisemo elemente na desnoj strani jednakosti dobijamo

operatorsku jednacinu
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L(A)(z,) = (d(]An 0A, 10...0 A2(<p1)>

—+ (dOAn o An,1 o...0 Ag(gpg) + dlAnfl @) An72 O0...0 AQ(SDl))

_|_

/\

n(Yn-1) + di1An—1(Pn—2) + daAn—o(Pn—3) + .~+dn—2A2(801))

_|_

RS

dopn, + di1pn—1 +dopp_o + ... + dy_2p2 + dn—1<ﬁ1>-

Imamo da je L(A )( 1) =Y py Zle dy—j fln—kﬂ‘ 0 Ap_4j-10...0 Aj+1/(90j)-
ntk

Na osnovu Leme [3.4] sledi da je

6%(0, An,k+10. . .OAQ(QOl), e ,An,ko. . OAl(gDn)) =

(D) 8 diejAn—kgs © Anirjr 0.0 Aja (),

odakle dobijamo da je

n
.

L(A) (1) = Y (~1) *16L(Cy Apoprro. . .0As(p1), ..., Ango.. .0 A1(0n)).

k=1
Prema tome, zaklju¢ujemo da vazi tvrdenje. 0

Operator L mozemo dobiti i pomoc¢u uopstenog karakteristicnog polinoma matrice

sistema C. Uopsteni karakteristicni polinom matrice C' jednak je

A —1
0 X
AC(X) =\ : : ) : :
0 0 ... A\ -1
dy, dn_1 ... do N, +d;

Oznacimo sa L(X) polinom A\, Ap_1... A1 + di A1 Ao . AN+ ...+ dpi M+ dy.
Mnozenjem poslednje kolone sa A,,_; i dodavanjem pretposlednjoj, zatim mnozenjem

tako dobijene kolone sa \,,_», i tako dalje nastavljaju¢i ovaj postupak dobijamo da
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je

0 -1
0 0
Ac(X)=| : . : P,
0 0 .. 0 —1
LX) H¥=d A b dide Fde A+ dy

—

a Laplasovim razvojem date determinante po prvoj koloni dobijamo da je Ag(A) =

L(X) Odavde zakljué¢ujemo i da je jedini glavni minor reda n — r matrice C' razlicit
od nule jednak (—1)"""d,,_,.
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6 Primena metoda redukcije na linearne sisteme

diferencijalnih jednacina

U ovoj sekciji bavicemo se metodama reSavanja linearnih sistema diferencijalnih
jednacina sa konstantnim koeficijentima. Prvo ¢emo prikazati standardnu metodu
matricnog reSavanja linearnih sistema diferencijalnih jednacina, a zatim ¢emo ilu-
strovati datu metodu i metode parcijalne i totalne redukcije izvedene u prethodnim

sekcijama na konkretnim primerima.

Neka je {Bg}ren, niz matrica, gde su By = [bg’?)]nxn matrice sa koeficijentima u

polju C. Matriéni red 32 By je matrica [> 5 bz(f)]nm.
o bl(f), 1 <i,7 <n, konvergira i ako je >, °0 bgf) = b;;, onda kazemo da matri¢ni

Ako svaki od redova

red ZZ;B By, konvergira ka matrici B = [b;;]nxn, 1 piSemo ZZ:OB B, = B.
Eksponent matrice B je kvadratna n x n matrica definisana sa e = z:) %Bk.
Matricni red e je konvergentan za svaku matricu B. Navedimo i dokazimo neke od

osobina eksponenta n X n matrice B, prema knjigama [34, 24] i [64], 65].

e Za matricu Q vazi 9 = I.

e Ako za kvadratne n x n matrice Ai Bvazi A-B = B - A,
onda je eAtB = e4eB = eBeA,
e Za svaku n X n matricu B matrica e je invertibilna, tj. (e?)™1 = e P.
e Ako je P invertibilna n x n matrica, onda je P -eB . P~1 = /" BP7",
e Ako je D = diag(dy,ds,...,d,), onda je e = diag(e?, e, ... em).
e Ako je n X n matrica () oblika

01 0 ... 00
0 0 0
Q=" ,
0 0 0
0 1
onda je
B 1 1 1 1 7]
2! (n—2)!  (n—-1)!
1 11 (n713)! (n712)!
n— 1 1
eQ — iQk _ 00 1 .. (n—4)! (n—3)!
k! oo : :
k=0 .
0 0 0 1 1
| 0 0 1
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e Akosu A, Mg, ..., A\, ne obavezno razlicite, sopstvene vrednosti n x n matrice

A2 B

B, onda su e, e2, ... et sopstvene vrednosti matrice e”.

e Ako je tr(B) = 0, onda je det(e?) = 1.
e Izvod matrice M (t) = [my;(t)]nxn definisemo kao M’(t) = LM (t) = [m’;(t)]nxn-

dt (]
tB)/ _d _tB __ BetB

Za matricu e'? vazi (e Le

Dokazimo gore navedene osobine.

e Sledi na osnovu definicije eksponenta matrice.

e Kako matrice A i B komutiraju vazi binomna formula

k
(A+ B) :Z( )AJ Bk,

J=

Zatim imamo

AP = A B = o, () A7 B

= Z ]oj(kJ)A Bk]_z i+j= kjuA lBi

_ +00 1 A5 N0 1y A B
- Z]OJIAZJOIB_GB

e Kako matrice B i —B komutiraju na osnovu prethodnog imamo

B B

Pa je matrica e inverz matrice e”.

e Kakoje P-B*-P'=p.B.-P'.P.B-P' . P.B-P!'=(P-B-P

(.
-~

imamo da je

—+00 —+00

1 k 1 k 1 PBP1
P-eB.p- PZHBP Zk|PBP Zk‘PBP)

e Za matricu D vazi da je D¥ = diag(df,d5,...,d") i za svako i, 1 < i < n,

imamo da je e® = >, ‘i’, ,paizel =310 LDk sledi e? = diag(e®e®,. . ..e%).
e Za elemente qi(f_l) matrice Q! vazi qz(] D= lzaj=1+k—11 q(k D _ 0,

za j #i+k—1,1<4i,5,k < n. Odnosno matrica Q*~! ima sve jedinice
na k-toj dijagonali iznad glavne i sve ostale elemente jednake nuli. Pa odatle
direktno sledi da je e = Zz;é HQF datog oblika.
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e Na osnovu Teoreme svaka matrica B je slicna matrici u Zordanovoj formi
J, tj. postoji invertibilna n x n matrica P takva da je B = P-J - P~ %L
Za matricu B vazi eB = PP = P.e/. P~1. Slicne matrice imaju iste

B .
i

sopstvene vrednosti, pa imamo da su sopstvene vrednosti matrica e i e’ iste.

Matrica J je blok dijagonalna,

J 0 ... 0
A
0 0 Jy

(A, 10 ... 0 0]
0 A 1 0 0
Ji = : : , (1<i<t)
A1
0 A

Matricu J; reda s mozemo predstaviti kao sumu skalarne matrice A\;I i nil-

potentne matrice (), pa imamo

Ji — oNIHQ NI ,Q N0 1K too 1 Mk
e = ¢ =ele® =) o mhid 2to m@
_ L1 . -
2! (s=2)!  (s—1)!
1 1
L1 (s=3)! (s—2)!
1 1
_ Ai 0 1 (s—4)!  (s-3)!
= e
1
i 0 L]
Za matricu e’ vazi
et 0 0
J 0 e 0
e = . )
0 0 et
. . J . . . . .
odnosno imamo da je e’ gornje trougaona matrica sa elementima na dijagonali
eM e .. eM. Prema tome, sopstvene vrednosti date matrice i matrice e
sueM, e .. eM,
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e Nekaje Ag(\) = \"+d) A" ' +. . .+d,_1 )\ +d, karakteristicni polinom matrice
B ineka su A\, Ay, ..., \,, ne obavezno razlicite, sopstvene vrednosti matrice
B. Tada je dy = —tr(B) i d, = (—1)"det(B), jer je tr(B) suma glavnih
minora reda 1 matrice B, a det(B) suma glavnih minora reda n. Kako su
koreni karakteristicnog polinoma matrice B njene sopstvene vrednosti imamo
dajetr(B) =M+ X+ ...+ A\, idet(B) = A\Ag...\,. Prema tome, posto

A2

su sopstvene vrednosti matrice e? jednake e, e ,e* imamo det(eP) =

eMere et = ehFAateddn — otr(B) — 1 jer je tr(B) = 0 po pretpostavci.
e [ na kraju imamo da vazi

(etB)/ — %etB — % Zi?) %(tB)k

= Yl hA(tB)F =Y LkB(tB)!

= BY\2 ey (tB)F ! = Be'®.

Homogen linearni sistem diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima po

promenljivoj t je sistem oblika

l'/l (t) = bllxl (t) + b12$2<t) + ...+ blnxn<t>
.I'/Z(t) = bgll'l (t) —+ bgz&?g(t) 4+ ...+ bgn.’I}n<t)

gde su 1 (t), z2(t), ..., z,(t) proizvoljan broj puta diferencijabilne funkcije. Sistem

mozemo zapisati i u vektorskom obliku

gde e #(t) = [21(t) wa(t). .. aa(0)]7, F(8) = [4(2) 2h(8) .. u(O] 1 B = Digluxa
matrica sistema. OpSte reSenje datog sistema mozemo izraziti u terminu ekspo-
nenta matrice sistema. Odnosno, kako za matricu sistema B vazi (e'B) = Be'B,
zakljucujemo da je sa

#(t) = B0

dato opste resenje sistema, gde je C = [C1C5...C,]T kolona konstanata. Prema
tome, problem odredivanja opsteg resenja datog sistema je ekvivalentan odredivanju
eksponenta matrice sistema. Akoje J = J,& Jo®...® J, Zordanova kanonska forma

matrice B, tj. ako postoji invertibilna n x n matrica P takva da vazi B = P-J-P™1,
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imamo da je opste resenje datog sistema

it)y=P-e’-Pt.C,

gde za matricu €'’ vazi

etJ — etjl @ etJQ @ o @ eth — 6)\1t6tQ1 @ eAgteth @ o @ eAktetQk

t2 tsi_2 tsi_l
Lt 21 (5—2)! (si—1)!
tsi—S tsi_2
o1 ¢t ... i3 i
00 1 .. Lo
s;—4)! s;—3)!
o _ o |
0 0 O 1 t
00 0 0 1

Za S1+ S+ ...+ S =n.

Resenje Kosijevog problema
#'(t) = BE(t), (to) = 7o,
gde je Ty = [wo1 To2 - .. Ton]T, je dato sa
Z(t) = et "0)Bgy

Zaista, mnoZenjem sleva jednakosti &y = Z(ty) = €°PC sa e7B dobijamo da je
C = e 8%, odakle je #(t) = ePC = etPe 0Bz = c(0)BE, Dato Kosijevo

reSenje mozemo zapisati i na slede¢i nacin
Bty =P Pl

Nehomogen linearni sistem diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima

po promenljivoj t je sistem oblika

2 (t) = byxi(t) + biaxa(t) + ... + bz (t) + ¢1(t)

h(t) = bpxi(t) + bnoxa(t) + ... 4 bpnxn(t) + @u(t),
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gdesuxy(t),...,x,(t) ipi(t),...,pn(t) proizvoljan broj puta diferencijabilne funkcije.

Sistem mozemo zapisati i u vektorskom obliku

gde je G(t) = [p1(t) wa(t) ... ou(t)]"
Za proizvoljnu kolonu 9(t) = [vy(t) va(t) ... v, (t)]T vazi ¢'(t) = [v}(t) vh(t) ... v ()T i

/ : i(s)ds = /t:““(s) () o o] ds = | / on(s)ds / oyt [ t W)dsr

Opste resenje sistema #'(t) = BZ(t) + F(t) je oblika
t

#(t) = e'? (C’ —I—/ e(t_s)ng(s)ds>.

to

Zaista, mnoZenjem sleva matri¢ne jednacine Z'(t) — BZ(t) = B(t) sa e ' dobijamo
1) Be () = (PR = e (),
i integracijom date jednakosti na intervalu [tg, t] dobijamo

[ aoyas= [ easas

to to

odnosno

t
e BE(t) — e 0B E(ty) = / e *B3(s)ds

to
Odakle zakljucujemo da je

t

Z(t) = P <C +/ e’SBgB(s)ds)

to

Takode, opste resenje mozemo izraziti i sa

t
#(t) :P-e”~P’1<C+ / P-e’SJ-P’lgB(s)ds).

to
Resenje Kosijevog problema

Z'(t) = BZ(t) + B(t), Z(to) = To,

gde je Ty = [wo1 To2 - .. Ton)T, je dato sa

t
T(t) = el Bz, 4 / =B 3(s)ds

to
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ili sa '
Z(t) =Pt/ . ply 4 / P et=97 . p=L3(s)ds.
to

Ako resavamo Kogijev problem
T'(t) = BE(t) + F(t), Z(to) = o,

metodom totalna redukcije, dodatnih (n—1)? pocetnih uslova dobijamo iz jednakosti
i—1
FO(tg) = B'E(to) + Y _ BFG 1M (1),

k=0

U narednim primerima koristi¢cemo slede¢u notaciju za elementarne transformacije
na vrstama i kolonoma. Neka je M(t) kvadratna n x n matrica sa koeficijentima u

prstenu polinoma C[¢].

e Mnozenje i-te vrste matrice M(t) invertibilnim elementom wu prstena C[t],

odnosno nenula elementom u polja C ¢emo oznacavati sa uRR;.
e Zamenu mesta i-toj i j-toj vrsti matrice M (t) ¢emo oznacavati sa R; <> R;.

e Zamenu i-te vrste matrice M (t) sa zbirom i-te vrste i j-te vrste pomnozene sa
f(t) € C[t] éemo oznacavati sa R; + f(t)R; — R;.

e Mnozenje i-te kolone matrice M (t) invertibilnim elementom u prstena C[t],

odnosno nenula elementom u polja C ¢emo oznacavati sa uC.
e Zamenu mesta i-toj i j-toj koloni matrice M (t) ¢emo oznacavati sa C; <> C;.

e Zamenu i-te kolone matrice M (t) sa zbirom i-te kolone i j-te kolone pomnozene
sa f(t) € C[t] ¢emo oznacavati sa C; + f(t)C; — C;.

Primer 6.1 Odrediti opste resenje sistema diferencijalnih jednacina

Ty = 2x; + x + 26

rh = m + 2wy — 3et

. . . 21 C v s . . .
Matrica sistema je B = l L g ] Karakteristi¢ni polinom matrice B je Ag(\) =

‘ ’ _i A _; =(A=2)2=1=(A-3)(A—1). Kako B ima dve razli¢ite sopstvene
> o . 10
vrednosti njena Zordanova kanonska forma je dijagonalna matrica J = [ - }
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—_ =

. . . -1 1.
Sopstveni vektori matice B su v, = [ ) } 1Vy = [

} , pa je matrica transformacije

-

Resavanje sistema nalazenjem eksponenta matrice sistema

N[

-1 1 . . .
P= { L1 ], a njena inverzna matrica P~! = —

Opste resenje polaznog sistema je dato formulom

¢
Z(t)=P e’ P! ([C’l Cy )" +/ P.e . Pt [2ef — 364S]Td8).

to

Kako je
Pl pl -1 1 et 0 —1/2 1/2 1| e 4et et —¢
e . — . . _— -
11 0 e 1/2 1/2 2| et —et et
i kako je

t
[Cy 02]T+/ P-e*7. Pt (2 —3e* )T ds =
to

Cl /t 1 6—33 + e~s 6—33 — eS8 28
+ 5 . ds =
02 to 2 6735 — eS8 6733 + e~s _3643
_ t
Cl 1 / (2 + 26728 + 3638 _ 365) ds 1 61 + 2% — 6—2t + 63t o 3€t
+ - tOt = — .
Cs 2 / (—2 + 2725 — 3¢ — 368) ds 2 Cy— 2t —e 2t — 3t — 3¢t

to

zakljucujemo da je

T - 1
T2 4

odnosno da je

(C) — Co)et + (Cy + Co)e® + (4t — 2)e! — dett
(—61 -+ (jg)et + (61 + ag)e:“ - (4t + 2)6t - 864t

Y

;= —Chet + Cyedt + (t — %)et — et

gy =  Chel + Chedt — (t+ %)et — 2¢*,

ReSavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u Zordanovoj

kanonskoj formi

Na osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan sistemu dve linearne diferencijalne
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jednacine sa razdvojenim promenljivim
Y 10 Y1 -1/2 1/2 2¢!
/ p— . —|— . 4t y
Ya 0 3 Yo 1/2 1/2 —3e
|7 =

= Pz, 25]7 = P71Z. Odnosno imamao da je

gde je ¥ = [y1 ¥2
yy, = 3ys— %(—2et + 3et).

Odakle zaklju¢ujemo da je

y o= ¢ <C1 -3 /t(2 + 3e*) ds) — €t<61 ~ L2t + eBt))

to

¢
Yy = €% <C’2 — %/ (—2e7% + 3¢*) ds> = Oy — e+ 36t)>.

to

Zatim imamo da je
T B -1 1 U1 -
T 1 1 Y2

Resavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u racionalnoj

1
2
Chet + Coye® — %(Qt +1)el — 2

—Chet + Coed + L(2t — 1)et — e ]

kanonskoj formi

Kako matrica B ima dve razlicite sopstvene vrednosti njena racionalna kanonska

. , . . . 0 1 .
forma je prateca matrica karakteristicnog polinoma C' = U Odredimo

invertibilne matrice P(t) i Q(t) za koje vazi da je P(t)(t/ — B)Q(t) Smitova normalna
forma karakteristicne matrice t/ — B matrice B, a zatim i matricu transformacije T’
koja ostvaruje slicnost izmedu matrice B i njene racionalne forme C.

Nizom elementarnih transformacija vrsta i kolona Ry <> R, (t —2)Ry + Rs — Ry,
(t—2)C1+Cy — Cy i —C7 — Cp matricu tI — B svodimo na ekvivalentnu ma-

tricu [ (1) (- 1)O(t—3) } Za matrice P(t) 1 Q(t) vazi P(t) = [ (1) t—; } 1Q(t) =

[_1 t_j } Zatim imamo da je Q71 (t) = [ ! t_Q} i

0 0 1
Al | -1 t-2
Ll | 0 1

€1
€2

Odnosno f1 = —e1+ (t—2)es = —e; +eaB —2e5 = —ey + (1 +2e5) — 2e5 = 0. Dalje

—ep + (t—2)es
€9 ’
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imamo da je t fo = tey = e + 2e5 odakle dobijamo matricu transformacije

SRR

zakojuvazi C' = T-B-T~'. Na osnovu Leme |3.6| dati sistem je ekvivalentan sistemu

21| | 0 1 al, 0 1 2¢t
24 | -3 4 % 1 2 —3ett |’

de je 7= [z1 2|7 =T - [x1 x5]" = TZ. Odnosno dobijamo sistem
gae ]

€2
er + 2ey

2 = 2 — 3ett
2h = =32 +4zy + 2t — 6et.

Primenom Teoreme dati sistem transformiSsemo u parcijalno redukovani sistem

Ap(L)(z) = [<_364t)/ 1 ] _[ T30t ] ]

(2et — 6ett) 4 2¢t — 6ett 4

2z = 24+ 3e*,
pri ¢emu u razmatranje uzimamo samo uokvirene minore. Dakle dobijamo

2 =42, +32 = — 6Get 4 2¢!

7 = 2z} + 3e.

Opste resenje odgovarajuée homogene diferencijalne jednacine z{ — 4z] + 32z, = 0
je z1, = Chret + Cye®, a partikularno resenje polazne jednacine 2f — 42] + 32, =
—6e* + 2¢t je oblika 21, = Ate' + Be*. Imamo

21, = Ate' + Bet
21, = (At + A)e’ + 4Be"
21, = (At +2A)e' + 16Be™,

odnosno
Ate' + 2Ae" + 16Be — 4(Ate' + Ae' + 4Be™) + 3(Ate' + Be') = —6e* + 2¢.

Odakle zakljuéujemo da je A = =11 B = =2, tj. 2z = Cie’ + Coe® — tet — 2e*.
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Zatim imamo da je zo = Cre! + 3C5e3" — tet — ! — 5e*. Sada vra¢amo smenu

BRI HE e

1) = —Cret + Coe + (t — 1)et — et

2o = Chet + Chedt — tel — 2et.

i dobijamo

ReSavanje sistema primenom metode totalne redukcije

Na osnovu Teoreme dati sistem se svodi na sistem dve diferencijalne jednacine

drugog reda sa razdvojenim promenljivim

N (2¢1) | 1 2¢' 1
B(E)(‘Tl) - (_3641%)/ 9 a —3et 2
o ey | []20 2t ]
An(4 — —
@) = | | ||y g
Odnosno imamo
o —4x) + 3z, = —2e' — 3et
) — 4zl + 3z, = 2e' — 6et.

Odakle dobijamo
1 = Chet + Chedt + tet — et

xo = Csel + Cye3t — te! — 2et.

Ostalo je jos da nademo vezu izmedu konstanata Cy, Cy, C5 1 Cy. Iz prve jednacine

polaznog sistema dobijamo
Chrel 43053 +tel +-et —4ett = 20, e 42053 +-2tet — 26+ el +Cyet —tet —2e* 4 2¢1,
odakle sledi C; + C3+1=01 Cy — Cy = 0. Prema tome, dobijamo opste resenje

r1 = Chrel + Cye® + tel — et
Ty — —C’let -+ 0263t — (1 -+ t)et — 2€4t.

Primer 6.2 Odrediti opste resenje sistema diferencijalnih jednacina

¥y, = w1 — X9+ 2sint

rh = 211 — 9.
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. . . 1 -1 C e . . .
Matrica sistema je B = { A } Karakteristi¢ni polinom matrice B je Ag(\) =
A—1 1 N . : .
2 a1 l|= N —1+2=(A—1)(A+1i). Kako B ima dve razli¢ite sopstvene
.. - ... . . 0
vrednosti njena Zordanova kanonska forma je dijagonalna matrica J = (Z) ,
—1

, pa je matrica trans-
1—1 i
14+i —i |

ReSavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u Zordanovoj

. . . 1 .
Sopstveni vektori matice B su vy = 1w = )
1—1 1+1

: . . 1
, a njena inverzna matrica P! = 3

1
1—7 1+

formacije P = [

kanonskoj formi

Na osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan sistemu dve linearne diferencijalne
jednacine sa razdvojenim promenljivim

vi| |7 0 Y1 +1 1—7 1 2sint
v | L0 =i ] w2 1+4i —i 0o |

gde je ¥ = [y1 y2]T = P71 22)7 = P~'#. Odnosno imamao da je

vy = dyp + (1 —1)sint
yy = —iys+ (1 +1i)sint.

Kako je

. 1 1 .
/sinu e dy = —=ju — —e 2™ + const
sinu e du = gw — Ze + const,

zakljucujemo da je

t
yi = ev <C’1 + (1 — 2)/ sinu e du) = et (C’l — %t + %6_2”>

to

¢
Yy = e (Cz + (1+14) / sinwu e™ du> = % (CQ + %t — %62”))

to

yr |
Y2

Zatim imamo da je

v | 1 11
vo | 2| 1—i 1+

Crett + Coe™it 4 (sint — cost)(t + )
(1—4)Che™ + (14 9)Cae™ — 2t cost +sint |
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Odakle za C; = 61 + 62 iCy = 2(61 — 62) dobijamo opste resenje

21 = Cycost + Cysint + (sint — cost)(t + 3)

Ty = (61 — 6’2) cost + (CN’I + 5’2) sint — 2t cost + sint.

ResSavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u racionalnoj

kanonskoj formi

Kako matrica B ima dve razlicite sopstvene vrednosti njena racionalna kanonska

. , . . . 0 1 .
forma je prateca matrica karakteristicnog polinoma C = Lol Odredimo

invertibilne matrice P(t) i Q(t) za koje vazi da je P(t)(t] —B)Q(t) Smitova normalna
forma karakteristicne matrice t/ — B matrice B, a zatim i matricu transformacije T’
koja ostvaruje slicnost izmedu matrice B i njene racionalne forme C'.

Nizom elementarnih transformacija vrsta i kolona C; <> Cs, —(t +1)R; + Ry — Ro,
—(t—1)C1+Cy — Cy1 —Ry — Ry matricu tI — B svodimo na ekvivalentnu matricu

10 . . 3 3 1 0], Jo 1
[ 0 a1l Za matrice P(t) i Q(t) vazi P(t) = b1 1 } 1Q(t) = [ L1 }
Zatim imamo da je Q7'(t) = [ t_i (1) } i

€2 €1

el

Odnosno f; = (t—1)e; + ey =e1B —e1+e3 = (e1 — e3) — e + e3 = 0. Dalje imamo

61]:[@—1>€1+62

da je t fo =te; = e; — ey odakle dobijamo matricu transformacije

=lfz]=lel-i:]=li 1]

za kojuvazi C = T-B-T~!. Na osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan sistemu

21 Z n 1 0 2sint
A —1 0 % 1 -1 0o |’
gde je 7= [21 2]T =T - [x1 25]7 = T'Z. Odnosno dobijamo sistem
21 = 23+ 2sint
2 = —z + 2sint.

Primenom Teoreme dati sistem transformisemo u parcijalno redukovani sistem

AB(%)(ZQ _ [ 2cost 1]_[ 2s?nt 1 ]

2cost 0 2sint 0

2o = zj —2sint,

pri cemu u razmatranje uzimamo samo uokvirene minore.
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Dakle dobijamo

2 +2 = 2cost+2sint

2y = 21 — 2sint.
Opste resenje odgovarajuée homogene diferencijalne jednacine z{ + z; = 0 je zy, =
(' cost 4+ Cysint, a partikularno resenje polazne jednacine z{ + z; = 2(sint + cost)

je oblika 2, = Atsint + Bt cost. Imamo

21, = Atsint + Btcost
21, = (At + B) cost — (Bt — A)sint
21, = —(At +2B)sint — (Bt — 2A) cost,

odnosno

—(At+2B)sint — (Bt —2A) cost + Atsint + Bt cost = 2(sint + cost).

Odakle zakljucujemo daje A =11 B = —1,tj. z; = Cj cost+Csysint—t cost+t sint.

Zatim imamo da je 2o = —Csint 4+ Cycost +t sint +t cost — cost — sint. Sada

HEE

r1 = Cicost+ Cysint — ¢ cost +t sint
xe = (Cy — Cy)cost + (Cy + Cy) sint — 2t cost + cost + sint.

vra¢amo smenu

i dobijamo

Resavanje sistema primenom metode totalne redukcije

Na osnovu Teoreme dati sistem se svodi na sistem dve diferencijalne jednacine

drugog reda sa razdvojenim promenljivim

Al _2(:ost —1 2sint —1
=z — .
5 ) J .
4 [ 1 2cost 1 QSlnt
Bolip)lr) = o[ 0 2 0
Odnosno imamo
¥y +x1 = 2cost+ 2sint
xh+xe = 4sint.
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Odakle dobijamo

z1 = Cjcost+ Cysint —t cost +t sint
r9 = C53cost + Cysint — 2t cost.

Ostalo je jos da nademo vezu izmedu konstanata C, Cs, C3 1 Cy. 1z prve jednacine

polaznog sistema dobijamo

—Cysint + Cycost — cost +t sint +sint +t cost =
Cicost+ Cysint —t cost +t sint — C3cost — Cysint + 2t cost + 2sint,

odakle sledi Cy = C1 + Cy + 11 C5 = C; — Cy + 1. Prema tome, dobijamo opste
reSenje

x1 = Cicost+ Cysint —t cost +t sint

xo = (C1 — Cy+ 1) cost + (C; + Cy + 1) sint — 2t cost.

U narednom primeru ilustrova¢emo metod totalne redukcije na odredivanju resenja

sistema dve diferencijalne jednacine sa pocetnim uslovima.

Primer 6.3 Resiti Kosijev problem

1= +2x9 + 7
o TTERTE L 0) =1, 22(0) = —1.
Ty = 2T+ T2
1 2
Matrica sistema je B = { ) . Karakteristiéni polinom matrice B je Ag(\) =
)\ - ]. *2 2 1 311
o 1| T (A—=1)"—4=(A=3)(A+1). Na osnovu Teoreme {4.7| dati Kosijev

problem se svodi na sistem dve diferencijalne jednacine drugog reda sa razdvojenim

promenljivim sa cetiri pocetna uslova

. et |9 et 2
Ap(g)(z1) = mun 01

) et ][]
Ap(g)(z2) = N 1y
EXON !
EON !
20 ] [ 2] [« NENRK
a0 ] [ 21 25(0) ol 1]
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Odnosno imamo

o) —2x) —3x; = =27 21(0)= 1, 2/(0)=0

xh =2y —3xy = 2e7, 29(0) =—1, 24(0)=1
Opste resenje homogene diferencijalne jednacine z — 22} — 3x; = 0 je dato sa
xy, = Cre~t 4+ Cye3t. Partikularno resenje jednacine ' — 22} — 3z, = —2¢™! je oblika

x, = Ate”". Odakle dobijamo opste resenje datog sistema

xr1 = C’le_t + CQ€3t + %te‘t

9 = Cye P + Chet — %te*t.

Konstante C, Cy, C5 i Cy odredujemo iz pocetnih uslova

Ci+ Oy, = 1
—C1+3C+3 = 0
s+ Cp = -1
—C5+3C,—1 = 1.
Dobijamo da je Cf = %, Cy = %, C3 = —% iCy= %. Prema tome, zakljucujemo da

je Kosijevo resenje polaznog sistema
_ T—t 1.3t 1y —t
vy = ge "+ ger + jle
o 9,—t 1,3t 1y,—t
Te = —ge  +3e ste".

Primer 6.4 Odrediti opste resenje homogenog sistema diferencijalnih jednacina

= 4z — 1
xhy = 3y + Ty — 3
Ié = I + x3.
4 -1 0
Matrica sistema je B = | 3 1 -1 |. Karakteristicni polinom matrice B je
1 0 1
A—4 1 0
Ag(N) =] -3 A-1 1| =(\—2)3
-1 0 Ax—-1

Resavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u racionalnoj

kanonskoj formi

Odredimo Smitovu normalnu formu karakteristi¢ne matrice t/—B matrice sistema B.
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Nizom elementarnih transformacija vrsta i kolona R; <> Rz, —3R; + Ry — R,
(t — 4)R1 + Rg — Rg, (t — 1)01 + 03 — 03, —Ry— Rl, Ry Rg, (1 — t)RQ + Rg — R3,
—(t—1)(t —4)Cy + C3 — C3, —R3 — R3 matricu tI — B svodimo na matricu S(t)

u Smitovoj normalonj formi

10 0
St)=10 1 0
00 (t—2)3
Invertibilne matrice P(t) i Q(t) za koje vazi da je S(t) = P(t)(t] — B)Q(t) su oblika
0 0 -1 1 0 t—1
P(t) = 1 0 t—4 [1Q(t)=1]10 1 —(t—-1)(t—4) |. Zatim imamo da
t—1 —1 *—5t+7 00
10 —(t—1)
e Q7' t)=10 1 @¢-1)(t—4) | ivazidaje
0 0 1
f1 10 —(t - 1) €1 €1 — (t — 1)63
fol =101 (t=1)t—-4) || e |=]e+({t—1)(—4)e;
f‘g, 0 0 1 €3 €3

Odnosno f; = e; —(t—1)eg = e —e3B+e3 =e; —(e1+e3)+e3 =01 fo =
ea+ (t—1)(t —4)es = ea + e3(B —I)(B —4I) = e3 — ea = 0. Dalje imamo da je

tfs=tes=e; +e3it?fz=5e — ey + es odakle dobijamo matricu transformacije

fg €3 0 0 1
T= tfg = e1 + €3 - 1 0 1 s
t2 f3 561 — €9+ €3 5 —1 1

za koju vazi C' = T - B - T~!, gde je C racionalna kanonska forma matrice B. Na

osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan sistemu

2] 0 1 0 2
21=10 0 1]-|2],
25 8 —-12 6 23

gde je Z = [z 2o 23]7 =T - [xy 29 23)7 = TZ. Primenom Teoreme [3.7] dati sistem

transformisemo u parcijalno redukovani sistem

Ap(g)(z) = 0
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Opste resenje homogene diferencijalne jednacine z{" — 627 + 1221 — 821 = 0 je 21 =

Cre?t + Oyte?t + Cst?e?t. Zatim imamo da je

21 = 0162t + 02t€2t + 03t2€2t
29 = (2C] + Cy)e® + (20, + 205)te? + 205t%e?

3 = (401 + 402 + 203)€2t + (402 + 803)t€2t + 4C3t262t.

Sada vracamo smenu

T -1 1 0 21 — 21+ 29
To | =| =4 5 =1 || 2o | = | =421+ 529 — 23
T3 1 0 0 23 21

i dobijamo
T = (Cl + 02)62t + (02 + 203)t62t + 03t262t
To = (201 + Cg — 203)€2t + (202 + 203)t62t + 203t2€2t

T3 = Cl€2t + 02t€2t + 03t262t.

ResSavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u Zordanovoj

kanonskoj formi

Zordanova kanonska forma J matrice sistema B ima jedan blok reda 3 koji odgovara
sopstvenoj vrednosti 2. Vrste matrice transformacije P su vektori g; = f3 = e3, g2 =

(t—2)g1 = e3B—2e3=e1—e3193 = (t—2)g2 = (€1 —e3) B —2e1 +2e3 = e; — ez +e3,

0 0 1
tj,. P=| 1 0 -1 |. Na osnovu Leme |3.1| dati sistem je ekvivalentan parcijalno
1 -1 1
redukovanom sistemu
Y1 =2y1 + o
Ys =2y + 3
Ys = 2ys.
Zatim imamo da je
y3 = Cre? odnosno
Yy = 2ya + Cre* Yy = Coe® + Cite™
vy = 2y1 + Coe®t + Cite? y1 = Cze? + Cote® + St2e?.
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Vra¢anjem smene dobijamo

22 1 0 (7 Y1+ Y2
o | =21 =1 |- |yp|=|20t+ty—y
T3 10 0 Ys hn

odnosno da je

T = (CQ + Cg)@Qt + (Cl -+ Cg)tegt + %t2€2t
zg = (—=Cy + Cy + 2C3)e* + (Cy + 2Cy)te” + Cit*e™

x3 = C3e? + Cote? + Si2e.

Resavanje sistema primenom metode totalne redukcije

Na osnovu Teoreme [4.7 polazni sistem se svodi na sistem tri diferencijalne jednacine

trec¢eg reda sa razdvojenim promenljivim

Odakle dobijamo
T = 01€2t + Cgt(??t + 03t2€2t

To = C462t + C5t€2t + Cﬁt2€2t

x5 = Cre? + Cgte? + Cot2e®.

Ostalo je jos da nademo vezu izmedu konstanata C,...,Cy. Iz prve jednacine

polaznog sistema dobijamo
(2cl+02>62t+(202+203)t€2t+203t262t = (401—04)€2t—|—(402—C5>t€2t+(403—06>t2€2t

odakle sledi Cy = 2C] — Cy, C5 = 205 —2C5 1 Cg = 2C5. 1z trete jednacine polaznog

sistema dobijamo
(207+Cg)62t—|—(208+209)t62t+209t262t = (Cl—|—C7)62t—|—(Cg+08)t62t+(03+09)t262t

odakle dobijamo vezu izmedu preostalih konstanata Cy = C5, Cy = Cy — 2C5 i
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C7; = C7 — Oy 4+ 2C5. Prema tome, dobijamo opste reSenje

xy = Cre® + Cote* + Cit*e®
To = (201 - Cg)@Qt + (202 — QCg)tGQt + 203t2€2t

T3 = (Cl - OQ + 203)62t + (CQ — 203)t62t + Ogt2€2t.

Primer 6.5 Odrediti opste resenje homogenog sistema diferencijalnih jednacina

xhy = —dx; 4+ Adxg
rh = =27 + 22 + 2uws.
01 0
Matrica sistemaje B= | —4 4 0 |. Karakteristi¢ni polinom matrice B je Ag(\) =

-2 1 2

A -1 0

4 A4 0l=N\-2)>%

2 -1 A—-2

Resavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u racionalnoj

kanonskoj formi

Odredimo Smitovu normalnu formu karakteristiéne matrice ¢t/ — B matrice sistema
B. Nizom elementarnih transformacija vrsta i kolona Cy <> Cy, (t—4)R1+ Ry — Ro,
—Ry +R3 — R3, CQ +03 — 02, tOl +OQ — 02, —Cl — Ol, Ry & Rg, 02 S 03

matricu t/ — B svodimo na matricu S(t) u Smitovoj normalonj formi

St)y=10 t—-2 0
0 0 (t—2)?

Invertibilne matrice P(t) i Q(t) za koje vazi da je S(t) = P(t)(t] — B)Q(t) su

1 00 0 0 1
oblika P(t) = -1 0 1|iQ®#)=| -1 0 t |.Zatim imamo da je Q" *(t) =
t—4 1 0 011
t —1
-1 0 1 | ivazidaje
1
N1 t -1 0 el te; — ey
fol=1-1 0 1 |-|e | =] —e +es
f3 1 00 es3 e1
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Imamo da je fi =tej—ey = e1B—ey =e3—ey =01t f3 =te; = ey odakle dobijamo

matricu transformacije

f2 —e1 + e3 -1 0 1
T= I3 - €1 - 100,
tf3 ey 010

za koju vazi C = T - B-T~!, gde je C racionalna kanonska forma matrice B. Na

osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan sistemu

2 2 0 0 %
2 =10 0 1 || 2|,
2 0 —4 4 2

gde je Z = [z 29 23]7 = T - [x1 2y w3)7 = TZ. Primenom Teoreme (3.7 dati sistem

transformisemo u parcijalno redukovani sistem
21—2z = 0
" /
2y —4zy+429 = 0
23 = zb.

Opste reSenje homogene diferencijalne jednacine 2z, — 22 = 0 je z; = Cie*, a

jednacine 24 — 4z} + 42y = 0 je 2o = Che* + Cste®’. Zatim imamo da je

21 = 0162t
9 = Cgezt + 03t€2t

3 = (202 + Cg)GQt + 2C3t62t.

Sada vra¢amo smenu

2 010 4 2
T2 = 0 01 %) = <3
X3 1 10 zZ3 21+ 29

i dobijamo
T = 026% + Cgt€2t

To = (202 + 613)621E + 203t62t

T3 = (Cl + 02)€2t + Cgt@Qt.
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ReSavanje sistema svodenjem matrice sistema na matricu u Zordanovoj

kanonskoj formi

Zordanova kanonska forma J matrice sistema B ima dva bloka, jedan reda 1, drugi
reda 2, koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti 2. Matrica transformacije S za koju

vazi da je J = S71.C-S dobija se odredivanjem uopstenih sopstvenih vektora blokova
1 00

racionalne kanonske forme, tj. S= | 0 1 0 |.Primetimo da je [1] sopstveni vektor
0 2 1

. s . . . 0 1 .
matrice [2], a da su uopsteni sopstveni vektori matrice [ L4 odredeni metodom
koja je izlozena u sekciji o totalnoj redukciji linearnih sistema kod kojih je matrica

. . , . . 11.10 . . .
sistema u formi prate¢e matrice dati ca [ ) } i [ ) } Matrica koja ostvaruje slicnost

izmedu matrice sistema B i njene Zordanove kanonske forme J jednaka je proizvodu

S~1.T. Na osnovu Leme dati sistem je ekvivalentan parcijalno redukovanom

sistemu
Yy = 2
Ys = 2y2 + y3
ys = 2y3.
Zatim imamo da je
y1 = Cre* i ys = Che?t
yh = 2y + Che* ys = Cye?t + Cyte?t.
Vra¢anjem smene dobijamo
T 010 W Y2
T2 - 0 2 1 Y2 - 2y2 + Ys
T3 110 Y3 Y1+ Y2

odnosno da je
T = C3€2t + Cgt62t

To = (Cg -+ 203)€2t + 202t€2t

I3 = (Cl + 03)€2t + 02t€2t.

ReSavanje sistema primenom metode totalne redukcije

Na osnovu Teoreme 4.7 polazni sistem se svodi na sistem tri diferencijalne jednacine
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trec¢eg reda sa razdvojenim promenljivim

Sy} o)
~~ —
Sl Sl
N— S~—
8 8
[\ —
S— SN—
I I
[a) @)

Sy
—
Sl
SN~—
—~
S
w
N~—
1
e}

Odakle dobijamo
T, = C’leZt + CthQt + 03t2€2t

Tog = C462t + C5t€2t + C6t262t
T3 = C762t + 08t62t + Cgt2€2t.

Ostalo je jos da nademo vezu izmedu konstanata C,...,Cy. Iz prve jednacine

polaznog sistema dobijamo
(201 + 02)€2t + (202 + 203>t€2t -+ 203t2€2t = C462t + C5t€2t + C6t2€2t,

odakle sledi Cy = 201+ Cy, C5 = 205 +2C5 i Cg = 2C}5. 1z druge jednacine polaznog

sistema dobijamo

(204 + C5)62t + (205 + 206>t62t + 206t2€2t =
(404 — 401>€2t -+ (405 — 402)t62t + (406 — 403)t2€2t,

odakle vidimo da je C3 = 0. Iz trece jednacine polaznog sistema dobijamo

(207 -+ Cg)€2t + (208 + 209)756% + 209t2€2t =
(—201 + 04 + 207)€2t -+ (—202 + 05 + QGg)tezt + (—203 + 06 + 209)t262t

odakle dobijamo vezu izmedu preostalih konstanata Cs = Cy, Cy = C5 = 0. Prema

tome, dobijamo opste resenje

T = 01€2t + Czt€2t
To = (201 + C2)62t + 202t€2t
T3 = O7€2t + CQtGQt.

Naredna dva primera mozemo naéi i u radu [25].
Primer 6.6 Resiti homogen sistem diferencijalnih jednacina

x//+x/+y/_2y —
x’—y'—l— r =
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Standardna metoda za resavanje sistema diferencijalnih jednacina ovog oblika je

transformacijom sistema koris¢enjem Ermitove forme. Dati sistem mozemo zapisati

d? d d
A
d d ’
a—i—l ~au Yy 0

Zamenom mesta vrstama, a zatim dodavanjem prve vrste pomnozene sa operatorom

u matricnom oblik

d? d d
weta @~

d d
a1 T

d . ..
— 2 drugoj u matrici

], dobijamo matricu u Ermitovoj formi

4 19 _4d
dt PR i ekvivalentni sistem

¥ —y+ =0

v +y —2y=0.
Resenje linearne diferencijalne jednacine drugog reda y” + ¢y — 2y = 0 je y =
Ciet + Cye 2. Zamenom datog reSenja u prvu jednacinu sistema dobijamo line-
arnu diferencijalnu jednacinu prvog reda cije je refenje x = Cze™ +2Che =% + Slet.

Prema tome, opste reSenje sistema je
x=SZel + 20072 + Cye
y = Cret + Che™2.
Uvodenjem smene z = y — x dobijamo sistem

'+ 22 = x4+ 22

Z = x.
Dati sistem mozemo transformisati na totalno redukovani sistem koristeéi metodu

izlozenu u sekciji totalna redukceija linearnih sistema sa razli¢itim operatorima sa dve

.. . . . . 1 2
promenljive za operatore A; = %—1—2%/ iAy = %. Matrica sistema je B = [ L o } ,

a odgovarajuci uopsteni karakteristicni polinom je

A—1 =2

AB<)\17)\2) 1 A
- 2

:)\1)\2—)\2—2.

Prema tome, sistem mozemo da transformisemo na totalno redukovani sistem

Ap(Ay, Ay)(x) = Ay o Ay(x) — Ag(x) =2 =a"" + 22" — 2’ =20 =0

AB(Al,Ag)(Z) = Al o AQ(Z) — AQ(Z) —2z=27" + 27" — 2 —22=0.
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Resenje totalno redukovanog sistema je

T = Clet + Cge_t + 036_2t
z = C4€t + C5€7t + 0667216.

Iz druge jednacine sistema po promenljivim z i z nalazimo vezu izmedu konstanata
Ci,...,Cg i dobijamo
xr = C’let + 026_t + CgG_Qt

z=Che! — Coe™" — 2Cse7 %,

Vra¢anjem smene y = x + 2z dobijamo opsSte resenje

x= Ciet +Che ™t + Che 2
y =20 + 1Cse 2

Primer 6.7 Resiti sistem diferencijalnih jednacina

y' = =2y —br+3t—1
= y + 2y + el

Dati sistem mozemo zapisati i na slede¢i nacin
5r 4y’ 42 = 3t—1
-y =2y = €.
ili u matricnom oblik

d? d
[ 5 L 424

d d
@ @2
d? 94d
Dodavanjem prve vrste matrice az T Za omnozene sa operatorom — i<
] p d _d P p 5 dt
dt dt

5 & 4 0d
drugoj, dobijamo matricu u Ermitovoj formi L8 a 2 a d
1 (F+2w+53+10>

Ekvivalentan sistem je
be+y"+2y = 3t—1

—s(y" +2y" +5y +10y) = —2(3t—1) +€.

Resenje linearne diferencijalne jednacine drugog reda 3" + 2y” + 5y’ + 10y = 3 — 5¢!
jey = Cre™? 4 Cosin(v/5t) + Cscos(V5t) + & — Ze!'. Zamenom datog reenja u
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prvu jednacinu sistema dobijamo opSte reSenje sistema

= (Cy + 2B0y)sin(V5t) + (Cs — 25Cy)cos(V5t) + 3t — L — Lt

6
y = Cre=? + Cysin(v/5t) + Cycos(Vit) + & — et
Sa druge strane uvodenjem smene z = x — y dobijamo sistem
y' +2y = -5y —52+3t—1
2 =2y + €.
Dati sistem mozemo transformisati na totalno redukovani sistem koristeéi metodu

izlozenu u sekciji totalna redukcija linearnih sistema sa razli¢itim operatorima sa

dve promenljive za operatore A; = j—; + 2% i Ay = %. Matrica sistema je
B = { 72 72 }, a kolona slobodnih ¢lanova je [ a1 ] = [ 3t;1 } Odgovarajudi
P2 e
uopsteni karakteristicni polinom je
A+5 5
Ap(A, )| 7 ) = M As + 5 + 10.
- 2

Prema tome, sistem mozemo da transformiSsemo na totalno redukovani sistem

[[L3t—1)| -5 [|3t—1 —5|]
Ap(Ar, A2)(y) = — - :

& 0 e 9]

[ 5 (£ 124)3t—1) —5 3t—1 |]
Ap(Ay, Ag)(2) = “ pP dtd - - 9 ¢

| 2| (& 29 _ e ||

Odnosno, dobijamo sistem dve diferencijalne jednacine treceg reda sa razdvojenim

promenljivim

y/// + 2y/l + 5y/ + 10y — 3 _ 5et
24+ 22" + 52 4+ 102 = 6t — 2 + Set.

Resenje totalno redukovanog sistema je
y = Cre 2 + Cysin(V/5t) + Cycos(VBt) + & — et

2 = Cye 2 4 Cyssin(v/5t) 4+ Cg cos(v/5t) + 3¢ — 2+ 3¢€.

Iz druge jednacine sistema po promenljivim y i z nalazimo vezu izmedu konstanata

C4 — —Cl
Cs = 28¢
Co = —2L20,
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i dobijamo
y= Cre™? + Cysin(V/5t) + Cscos(VBt) + & — et

z=—Cre ? + %503 sin(v/5t) — %502 cos(Vbt) + 2t — 1 4 2et.

Vra¢anjem smene x = y + 2z dobijamo reSenje polaznog sistema

t

v = (Cy + 2BCy) sin(V/5t) + (=250 + Cy) cos(v/Bi) + 3t — L + Le

=

y = Che 2t + Cysin /5t + Cy cos V5t + 1% — 1%6t~

Prokomentarisimo prednosti i mane izlozenih pristupa u resavanju sistema linearnih
diferencijalnih jednacina. Standardne metode nalazenjem eksponenta matrice si-
stema i svodenjem matrice sistema na matricu u Zordanovoj kanonskoj formi, uko-
liko polazno polje nije algebarski zatvoreno, zahtevaju prosirenje datog polja na
algebarsku ekstenziju koja sadrzi sve korene karakteristicnog polinoma. To u nekim
slucajevima moze dovesti do komplikovanijih izracunavanja. Racionalna kanonska
forma je najbolji blok dijagonalni oblik koji mozemo posti¢i nad polaznim poljem.
Prema tome, metod resavanja sistema linearnih diferencijalnih jedna¢ina svodenjem
matrice sistema na matricu u racionalnoj kanonskoj formi bez obzira na podizanje
stepena jedne diferencijalne jednacine moze biti tehnicki laksi. U sve tri metode
izra¢unamo matricu transformacije matrice sistema na njenu Zordanovu, odnosno
racionalnu kanonsku formu. Prednosti metode totalne redukcije su u ¢injenici da
nema transformacije baze, pa nema potrebe da se racuna matrica transformacije
i njena inverzna matrica. Sve jednacine totalno redukovanog sistema su reda ste-
pena karakteristicnog polinoma, ali se razlikuju samo u nehomogenom delu. Mana
ove metode je Sto naknadno moramo na¢i vezu izmedu konstanata koje figurisu
u resenju. Kod resavanja Kosijevog problema homogenog sistema diferencijalnih
jednacina dati metod je vrlo efikasan, jer se svodi na reSavanje jedne homogene
diferencijalne jednacine viseg reda i zamenu pocetnih uslova.

Razmatranje izlozeno u drugoj i trecoj sekciji ima primenu i u Teoriji linearnih
kontrolnih sistema, pogledati [, 53] 16, 61]. U naredna dva primera razmatra¢emo

linearne vremenski nepromenljive kontrolne sisteme (LTI sisteme) oblika

7'(t) = AZ(t)+ Ba(t)
yit) = CZ(t)+ Du(t),

gde je B(t) = [z1(t) 22(t) ... z,(t)]T vektor stanja, @(t) = [ui(t) ua(t) ... um(t)]*

T

vektor ulaza ili upravljanja i ¢(t) = [y1(¢) y2(t) ... y-(t)]" vektor merenja ili opser-
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vacije. Matricu A tipa n X n nazivamo matricom stanja, matricu B tipa n X m nazi-
vamo matricom ulaza, matricu C' tipa r X n matricom izlaza, a matricu D tipa r X m
matricom direktnog prenosa. Kod veéine realnih sistema matrica D je jednaka nula
matrici. Prvu matricnu jednacinu navedenog sistema nazivamo jednac¢inom stanja
sistema, drugu jednacinu nazivamo jednac¢inom merenja ili opservacije. Dati sistem

mozemo predstaviti blok-dijagramom promenljivih stanja.

4 D

i(t) () #(t) git)
— —31 B | }fﬂfﬁ "

5
O

A K

Slika 1.
Stanje sistema Z(t) predstavlja minimum informacija o sistemu koje treba poznavati,
tako da se uz poznati ulaz u sistem @(t) moze jednoznaéno odrediti buduée ponasanje
sistema.

Naredni primer je preuzet iz knjige [53].

Primer 6.8 Razmotrimo mehanicki sistem koji se sastoji od tela mase m = 1kg
koje wisi na elasticnoj Zici sa koeficijentom elasticnosti k = 2 N/m utopljene u
viskozni fluid sa koeficijentom prigusenja b = 3kg/s, dat na Slici 2. Pretpostavljamo
da je sistem linearan. Spoljnja sila u(t) je ulazni parametar, a elongacija (udaljenost
tela od ravnoteznog polozaja) y(t) je izlazni parametar. Prema tome, dati sistem ima

jedan ulaz 1 jedan izlaz.

Jednacina koja opisuje priguSeno oscilovanje, na osnovu

Njutnovog zakona glasi my” (t) + by'(t) + ky(t) = u(t), sa

k o POCetnim uslovima y(0) = yo i ¥ (0) = y;. Definisimo
U(t) parametar komponente vektora stanja sa z1(t) = y(t) i x2(t) = /().

Prema tome, dobijamo LIT sistem sa pocetnim uslovima

izlazni
Y(t) parametar

zi(t) = xa(t) 1(0) = o
zh(t) = —%xl(t) — %l‘g(fl) + %u(t) 22(0) = i,
Slika 2. y(t) = a(t)
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koji mozemo zapisati u matricnom obliku

[x’l(t)] _ [ 0 1”3:1@)
3(t) | [ 220t
xl(t)]
.TQ(t)

+

0 " z1(0) _ Yo
%] () [mm] [y]
st = |1 o][

Dati sistem mozemo predstaviti blok-dijagramom promenljivih stanja.

u(t) . zy(t) ] z1(t) = ylt)
o Jat e ar o=
i 4
T
&
m Al
Slika 3.

Za konkretne vrednosti m = 1kg, k =2 N/m i b = 3 kg/s dobijamo sistem
o R R N O R
5(1) =2 =3 | | z(t) 2(0) n |
(1) ] |
:CQ(t)

Kako je matrica sistema A prateca matrica polinoma A4(\) = A2 + 3\ + 2, ¢iji su

0
1

+

y() = [1 0]

koreni A\; = —1 1 Ay = —2, imamo da su sopstveni vektori matrice A dati sa [ ) }
. 1 . .5 . . -1 0
S - }, i da je Zordanova kanonska forma matrice A matrica J = [ 0 o ]

Resenje odgovarajuc¢eg Kosijevog problema je dato sa

¢
Zt)=S-e” - S yo " —I—/ S elt=97 . 8710 1] u(s)ds,

0

1 1 2 1
gde je S = { L o ] iS5l = [ L1 ] Prema tome, imamo da je

141



n@) | _ [ @otpe —(o+ye +e fle — e [y eu
xo(t) —(2yo +y1)e t+ 2(yo +y1)e 2 — tf eSu( ds—|—26 2tf e?u(s )ds '

Kako je y(t) = z1(t), dobijamo vrednost izlaznog parametra y(¢) u zavisnosti od

ulaznog parametra u(t)

t t
y(t) = 2yo + y)e™ = (o +y1)e™™ + 6‘t/ e*u(s)ds — e~ / e**u(s)ds.
0 0
Naredni primer je preuzet iz knjige [16].

Primer 6.9 Razmotrimo RLC kolo koje se sastoji od otpornika otpornosti R =
%Q, kalema induktivnosti L = %H i kondenzatora kapacitivnosti C = 1 F, koje je
prestavljeno na Slici 4. Napon koji je generisan signalom generatora u(t) je ulazni
parametar, a struja koja se meri ampermetrom y(t) je izlazni parametar. Dati sistem

ima jedan ulaz @ jedan izlaz.

LTI sistem OZnaéimO sa ZL(t) = Z(t)7 Zc(t)
33;5:1‘? L R ampermelar i ZR(t) = y(t) Struje kroz kalem
N I il L, kondezator C'i otpornik R.
ulazni ift) + izlazni
paramelar C= _v(# paramelar Na osnovu prvog Kirhofovog
o o yt) 4o o . .
- zakona za gornji ¢vor dobijamo

da je ip(t) =ic(t) + igr(t).
Slika 4.

Oznacimo sa vr(t), vo(t) = v(t) i vg(t) napon na kalemu L, kondezatoru C' i otpor-
niku R. Struju u kondezatoru mozemo izraziti sa ic(t) = Cv/(t), a struju u otpor-
niku sa ig(t) = }%UR(t). Na osnovu drugog Kirhofovog zakona za desnu petlju
imamo da je —ve(t) + vg(t) = 0, odakle zakljuéujemo da je vg(t) = v(t). Zamenom

datih izraza u jednacinu iy (t) = ic(t) + ig(t) dobijamo prvu jednacinu LTT sistema

v'(t) = —ggu(t)+&i(t). Na osnovu drugog Kirhofovog zakona za levu petlju imamo
da je —u(t) +vL(t) +ve(t) = 0. Napon na kalemu mozemo izraziti sa vy, (t) = Li'(t).
Odakle dobijamo drugu jednacinu LTI sistema i'(t) = —1v(t) + tu(t). Jednacina
merenja data je sa y(t) = %v(t). Prema tome, dobijamo sistem

V() = —ggut) + Fi(D)

‘) = —1u(t) + Tu(),

y(t) = Fu(t)
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koji mozemo zapisati matri¢cno

V'(t) _ —a55 =
(1) -1 0

o) = 14 o][ié;].
H

~= O

] u(t)

Za konkretne vrednosti R = %Q, L= % i C'=1F dobijamo sistem

"t -3 1 t 0
v O]
i'(t) -2 0 i(t) 2

v(t)
t) = 30
y(t) [ ] [ i) ]
-3 1

Karakteristi¢ni polinom matrice stanja B = je Ag(A) = A? + 3\ + 2, pa

je odgovarajuci totalno redukovani sistem

" / = _ ! : _ o _ ) ;
V(1) + 30 (t) + 20(t) = 20t 0] || 2u(t) 0 ]
11 i/ ] = —_3 0 _ - _ - y
(1) + 30(t) + 2i(t) = 2 [aw)| || -2 2u<t)]’

pri cemu u obzir uzimamo samo uokvirene glavne minore. Zakljucujemo da je

V() + 30(t) + 20(t) = 2u(t)
i"(t) + 3¢(t) + 2i(t) = 2u/(t) + 6u(t).

Kako je y(t) = 3v(t), dobijamo diferencijalnu jednacinu drugog reda koja opisuje

zavisnost izlazne struje od ulaznog napona
y"(t) +3y'(t) + 2y(t) = 6u(t).
Za pocetne uslove y(0) = yo 1 ¥'(0) = yi, dobijamo resenje
t t
y(t) = 2uo+v1)e ™ — (yo +y1)e * + 6e_t/ e‘u(s)ds — 66_2t/ e*u(s)ds.
0 0

Za detaljniji prikaz pojmova koriséenih u ovom primeru preporuc¢ujemo [56].
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7 Diferencijalna transcendentnost i redukcija

linearnih sistema diferencijalnih jednacina

U ovoj sekciji razmatramo linearne sisteme diferencijalnih jednacina prvog reda
sa koeficijentima u polju kompleksnih brojeva C nad vektorskim prostorom mero-
morfnih funkcija M oblika

21(z) = buxi(2) + biaxe(2) + ... 4+ bipzn(z) + p1(2)

2h(2) = bax1(2) + booxa(2) 4+ ... + bopzn(2) + @a(2)

x(2) = buz1(2) + bpazra(2) + . ..+ bpnzn(2) + @n(2),

kod kojih je tacno jedna koordinata kolone slobodnih ¢lanova @ = [p1 s ... @n]T

diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

7.1 Diferencijalni prsteni i diferencijalna transcendentnost
Prvo ¢emo dati kratak pregled teorije diferencijalnih prstena i diferencijalne tran-
scendentnosti prema [39] i [45].

7.1.1 Diferencijalni prsteni i homomorfizmi diferencijalnih prstena

Diferencijalni prsten R je komutativan prsten sa jedinicom sa preslikavanjem

D : R — R za koje vaze aksiome:
1. (Va,y € R) D(z +y) = D(@) + D(y);
2. (Vx,y € R)D(x-y) = D(x)-y+x-D(y).

Preslikavanje D : R — R sa datim osobinama nazivamo tzvodom.
Diferencijalno polje K je polje sa izvodom D : K — K.

Homomorfizam diferencijalnih prstena (Ry, +, - , D1) i (Rs, ®, ®, D3) je
homomorfizam prstena f: R; — Ry takav da vazi (Vx € R)f(D1(z)) = Da(f(x)).

Diferencijalni potprsten S diferencijalnog prstena R je potprsten prstena R
takav da je S diferencijalni prsten u odnosu na restrikciju izvoda D.

Neka je (R, +,-) integralan domen. Na skupu R x R definiSemo relaciju ~ sa:

(a,s) ~(bt)=a-t—b-s=0, a,bs,teR,st#0.
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Relacija ~ je relacija ekvivalencije. Klasu ekvivalencije elementa (a,s) € R x R
a

oznacavamo sa —. Na skupu svih klasa ekvivalencije R x R/ ~ definisimo operacije
s

®106 sa:
a b a-t+b-s . a b a-b

—_ _— —_—_—_—— 1 —_ —_ —_—

st 5.t st st
Uredena trojka (Rx R/ ~, ®, ®) je polje, koje nazivamo poljem razlomaka prstena
a . —a
R. Neutralni element za operaciju & je —. Suprotan element elementa — je —.
s s s

C e .. .S . a .S
Jedini¢ni element za operaciju ® je —. Inverzni element elementa —, a # 0 je —.
S S a

Preslikavanje f : R — R x R/ ~ dato sa f(a) = % je monomorfizam prstena. Pa
mozemo element a € R identifikovati sa njegovom slikom f(a) = % upolju RxR/ ~.
Lema 7.1 Neka je R diferencijalni prsten sa izvodom D : R — R. Ako je R

integralan domen, onda se izvod D : R — R moZe na jedinstveni nacin produziti na

polje razlomaka prstena R.

Dokaz. Neka je D : R — R izvod u prstenu R. Definisimo izvod u polju razlomaka
K prstena R sa:

a D(a)-b—a-D(b
p(5) = PP b0
Pokazimo prvo da je ovako definisan izvod u polju K dobro definisan, tj. da ne
zavisi od izbora predstavnika. Ako je (aq,s1) ~ (a2, s9) imamo a; - so — as - 57 = 0.
Zatim, vazi D(0) = D(0+ 0) = D(0) + D(0), odakle zaklju¢ujemo da je D(0) = 0.
Pa prema tome, primenom izvoda na jednakost a; - s, — as - s = 0 dobijamo da vazi
D(ay)-sa+ay-D(sg)—Dl(as)-s1—ag-D(s1) = 0, a mnozenjem date jednakosti sa s; -9
imamo D(ay)-s1-s5+ (a1-52)-D(s2)s1—D(ag)-s9-57—(az-51)-D(s1)-s2 = 0. Kako
vazi da je ay-Se = as-S1, zamenom izraza a; - S izrazom as-s; i obrnuto u prethodnoj
jednakosti dobijamo (D(ay) - sy —ay - D(s1)) - 83 — (D(az) - 85 — as - D(s3)) - 57 = 0.
Odnosno vazi (D(ay) - 81 —ay - D(s1),8%) ~ (D(as) - 85 — as - D(s9), s3). Dalje, treba

pokazati da je ovako definisan izvod aditivna funkcija. Zaista imamo da je

D(a@b) _ D(a-t+b-s>
S t s-t

D(a-t+b-s)-s-t—(a-t+b-s)-D(s-t)

s? - t?
~ (D(a)-s—a-D(s))-t*+ (D(b) -t —b- D(t)) - s*
N 52 . t2
_ D(a)‘s—a-D(s)@D(b)'t—b-D(t)
s2 t2

- o)er ()
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I na kraju, treba pokazati da vazi i druga aksioma iz definiciji izvoda.

p(ief) = »(%3)

D(a-b)-s-t—(a-b)-D(s-t)

s2 -2
~ D(a)-b-s-t+a-D()-s-t—(a-b-D(s)-t+a-b-D(t)-s)
B s2 - t2
_ (D(a)-s—a-D(s))-b-t+(D®b)-t—b-D(t))-a-s
N 52 . t2

- () oo )

Neka je R diferencijalni prsten sa izvodom D : R — R. Skup
C={a€R|D(a)=0}

nazivamo jezgrom izvoda D, a njegove elemente nazivamo konstantama u R.
Skup svih konstanata C' u R obrazuje diferencijalni potprsten diferencijalnog prstena
R. Ako je R diferencijalno polje, onda je i C' diferencijalno polje. Izvod D : R — R
je C-linearno preslikavanje. Za svako a € C'i x € R imamo da je D(a - z) =

D(a)-z+a-D(x) =a- D(x).
Primeri diferencijalnih prstena i polja:

1. Neka je K polje i neka je izvod D : K — K definisan sa (Vo € K)D(z) = 0.

Tada je K diferencijalno polje. Dato diferencijalno polje nazivamo trivijalnim.

2. Neka je K[z| prsten polinoma po promenljivoj z sa koeficijentima u polju K i
neka je izvod D: K|[z]— K|[z] definisan sa D(a,z"+a, 12" '+.. . +ayx+ag) =

na,z" ' +(n — 1)a, 12" ?+... + a;. Tada je K[z] diferencijalni prsten.

3. Neka je K(z) = {% | p(z),q(z) € K[x]} polje racionalnih funkcija po pro-
menljivoj = sa koeficijentima u polju K i neka je izvod D : K(z) — K(z)
definisan kao produzenje izvoda D : Klzx| — Klz], tj. neka je D (}%) =

q(x
D(p()) - g(x) — p(x) - D(¢(x))
q*(x)

4. Neka je w € C proizvoljan kompleksan broj i neka je r € R pozitivan realan

. Tada je K(z) diferencijalno polje.

broj. Otvoren krug B(w;r) sa centrom u tacki w poluprecnika r je skup svih
tacaka z € C takvih da vazi |z —w| <7, tj. B(w;r) ={z€ C||z —w| < r}.

Probusen krug B'(w;r) sa centrom u tacki w poluprecnika r je skup svih
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tacaka z € C takvih da vazi 0 < |z —w| < r, odnosno imamo da je B'(w;r) =
{zeC|0< |z —w| <r}.

Za skup 2 C C kazemo da je otvoren skup ako za svaku tacku z € € postoji
r > 0 takvo da je B(z;r) C Q. Za skup 2 C C kazemo da je povezan skup
ako se ne moze predstaviti kao unija dva svoja neprazna disjunktna otvorena

podskupa. Otvoren i povezan skup €2 C C nazivamo oblaséu.

Neka je €2 C C oblast. Za funkciju f : 2 — C kazemo da je holomorfna

na skupu €2 ako za svako z € () postoji grani¢na vrednost lim %ﬁzo) Dati
Z—20

limes oznacavamo sa o Oznacimo sa H(€2) skup svih holomorfnih funkcija na
z

Q. Skup H(2) obrazuje diferencijalni prsten sa izvodom D = % Pokazimo
da je prsten H((2) integralan domen. Neka su f i g dve holomorfne funkcije
na skupu  takve da za svako z € Q vazi da je f(z)-g(z) = 0. Ako za
svako z € Q) vazi f(z) = 0 pokazali smo da je prsten #H(S2) integralan domen.
Pretpostavimo sada da postoji element w € Q) takav da je f(w) # 0. Posto
je svaka holomorfna funkcija u tacki w i neprekidna u w, postoji otvoren krug
B(w,r) C Q sa centrom u tacki w takav da za svako z € B(w,r) vazi f(z) # 0.
Prema tome, za svako z € B(w,r) vazi da je g(z) = 0. Na osnovu teoreme
o jedinstvenosti zakljuc¢ujemo da je g(z) = 0 za svako z € Q. Vise detalja
moze se naéi u knjigama [I5, B3]. Polje razlomaka prstena H(2) nazivamo
poljem meromorfnih funkcija i oznacavamo sa M(2). Neka je izvod
D:M(Q)— M(Q) definisan kao produzenje izvoda D :H(2) —H(Q2). Tada je
M(R) diferencijalno polje, (videti [7]).

7.1.2 Diferencijalna transcendentnost

Neka je K diferencijalno polje sa izvodom D : K — K.

Diferencijalni polinom reda n po promenljivoj x je polinom
p(z) € K[z, D(z), D*(z),...,D"(2)] \ K|z, D(x), D*(z),..., D" ()],
tj. to je polinom oblika
p(x) = po(w) - (D"(@))* +pi() - (D"(@))" " + ... + pea(z) - D"(x) + pi(),

22 po(2), p1 (@), ., ph(2) € K[z, D(z), D(@), ..., D" ()] i pola) £ 0.
Red diferencijalnog polinoma p(x) je najvedi prirodan broj n takav da se D" (x)

pojavljuje u polinomu p(z). Ako je p(z) € K, kazemo da je red diferencijalnog
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polinoma p(z) jednak —1.

Stepen diferencijalnog polinoma p(x) je najveéi prirodan broj k takav da se
(D"™(z))* pojavljuje u polinomu p(z).

Diferencijalni prsten polinoma po promenljivoj x, u oznaci K{x}, je naj-
manji diferencijalni prsten koji sadrzi diferencijalno polje K i element x, odnosno
K{z} = K|z, D(x),...,D"™(z),.. ] je skup svih diferencijalnih polinoma po pro-
menljivoj x.

Za diferencijalni polinom p(x) € K{z} kazemo da je jednostavniji od diferenci-
jalnog polinoma ¢(z) € K{z}, ako je red diferencijalnog polinoma p(x) manji od
reda diferencijalnog polinoma ¢(z), ili ako su redovi diferencijalnih polinoma p(z) i
q(z) jednaki, a stepen diferencijalnog polinoma p(z) je manji od stepena diferenci-
jalnog polinoma ¢(z).

Diferencijalni ideal I diferencijalnog prstena K{z} je ideal datog prstena za koji
vazi p(z) € I = D(p(z)) € I.

Diferencijalni ideal prstena K{z} generisan elementom p(z), u oznaci (p(x)), je
najmanji diferencijalni ideal koji sadrzi diferencijalni polinom p(x), tj. (p(x)) =
{po(z)-p(x) +pi(x)-D(p(x)) + ... +pu(x) - D"(2) | po(x), p1(@), . .., pu(x) € K{z}}.

Neka je p(x) diferencijalni polinom reda n, tj.
p(x) = po(x) - (D™ ()" + pi(x) - (D))" + ...+ pra(x) - D"(2) + pr(2),

za po(z),p1(x),...,pk(z) € K[z, D(x), D*(),..., D" ()] i po(x) # 0.

Separant diferencijalnog polinoma p(x), u oznaci s(x), je diferencijalni polinom
s(z) =k -po(x) - (D"(@)) P+ (k= 1) -pi(z) - (D™(x))* 2 + ... + pe_i(2).

Preciznije, separant diferencijalnog polinoma p(x) reda n je diferencijalni polinom
Dy(p(z)), gde je izvod Dy : K[z, ..., D" (x)][D"(z)] — K|z, ..., D" (z)][D"(z)],
definisan sa Dy(D"(z)) = 11 za svako q(z) € K|z, D(x),..., D" (x)] vazi q(z) =
0. Separant s(z) diferencijalnog polinoma p(x) je jednostavniji od diferencijalnog
polinoma p(z).

Neka je p(x) € K{z} diferencijalni polinom i s(z) njegov separant. Defini§imo
skup I(p(z)) = {q(z) € K{z} | (3k € N)(s(2))* - q(x) € (p(z))}. Skup I(p(x)) je
diferencijalni ideal diferencijalnog prstena K{z}.

Teorema 7.2 Neka je K diferencijalno polje karakteristike nula. Za nesvodljiv
diferencijalni polinom p(x) € K{X} \ {0}, diferencijalni ideal I(p(z)) je prost.
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Obrnuto, svaki nenula prost diferencijalni ideal u diferencijalnom prstenu K{X} je

oblika I(p(x)) za neki nenula nesvodljiv diferencijalni polinom p(x) € K{X}.

Dokaz date teoreme moze se naéi u [39], 45].

Diferencijalni polinom p(z) € K{z} nazivamo minimalnim diferencijalnim

polinomom prostog diferencijalnog ideala I(p(x)).

Rang prostog diferencijalnog ideala I(p(x)), u oznaci RD(I(p(x))), jednak je redu
minimalnog diferencijalnog polinoma p(z). Specijalno, za nula ideal (0) definisemo
RD(1(0))=o0.

Neka je K diferencijalno polje karakteristike nula sa izvodom D : K — K. Neka
je K diferencijalno potpolje polja F' i a € F\K. Ozna¢imo sa I(a/K) skup svih
diferencijalnih polinoma iz K{X} koje element a anulira. Preciznije, imamo da je
I(a/K) = {q(z) € K{X} | q(a) = 0}. Pokazimo da je I(a/K) prost diferenci-
jalni ideal diferencijalnog prstena K{X}. Preslikavanje f : K{X} — F dato sa
f(q(z)) = ¢() je homomorfizam diferencijalnih prstena. Jezgro datog preslikavanja
je skup svih diferencijalnih polinoma ¢(z) € K{X} takvih da je f(¢(x)) = ¢(a) = 0,
tj. Ker f = I(a/K). Odakle zaklju¢ujemo da je I(a/K) ideal prstena K{xz}. Slika
datog preslikavanja Im f je potprsten polja F', pa je Im f integralan domen. Na
osnovu prve teoreme o izomorfizmu imamo da je K{x}/I(a/K) = Im f, i kako je
Im f integralan domen zaklju¢ujemo da je I(a/K) prost ideal. Ostalo je jos da
pokazemo da je I(a/K) diferencijalni ideal diferencijalnog prstena K{x}. Zaista, za
svaki diferencijalni polinom ¢(x) € I(a/K) vazi da je f(D(q(z))) = D(f(q(z))) =
D(q(a)) = D(0) = 0. Odakle zakljucujemo da je D(q(z)) € I(a/K). Prema
tome, I(a/K) je prost diferencijalni ideal diferencijalnog prstena K{z}. Na osnovu
prethodne teoreme postoji diferencijalni polinom p(z) € K{xz} takav daje I(a/K) =
I(p(x)). Ako je I(a/K) # (0), onda element o € F'\ K nazivamo diferencijalno-
-algebarskim nad K. Ako je I(a/K) = (0), onda element o € F'\ K nazivamo

diferencijalno-transcendentnim nad K.

Ukoliko je element o € F\K diferencijalno- transcendentan nad K, preslikavanje
f: K{z} — F indukuje izomorfizam izmedu diferencijalnih prstena K{z} i K{a},
gde je K {a}najmanji diferencijalni prsten koji sadrzi diferencijalni prsten K'i element
«a. Najmanje diferencijalno polje koje sadrzi diferencijalni prsten K i element «, u
oznaci K {«a), je bas polje razlomaka prstena K{«a}. Neka je sada element ov€ F\ K
diferencijalno-algebarski nad K. Na koli¢nickom prstenu K{x}/I(a/K) definisimo
izvod Dy : K{x}/I(a/K) — K{z}/I(a/K) sa:

Do(q(x) + I(a/K)) = D(q(x)) + I(/ K).
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Koli¢nicki prsten K{z}/I(«/K) je integralan domen i diferencijalni prsten izo-
morfan sa najmanjim diferencijalnim potprstenom polja F' koje sadrzi K i a. Polje
razlomaka datog diferencijalnog prstena je diferencijalno polje K{«a). Za detalje
pogledati [44].

7.1.3 Stepen transcendentnosti i rang prostog diferencijalnog ideala

Za polje F' kazemo da je ekstenzija polja K, ako je K potpolje polja F'.

Neka je F' ekstenzija polja K i neka je S podskup od F. Za skup S kazemo
da je algebarski zavisan nad K, ako za neko n € N postoji nenula polinom
f(z1,29,...,2,) po promenljivim 1, xs, ..., 2, sa koeficijentima u polju K takav
da je f(s1,82,...,5,) = 0 za neke medusobno razlicite elemente s1,sg,...,s, € S.
Za skup S kazemo da je algebarski nezavisan nad K, ako nije algebarski zavisan
nad K, tj. ako za svako n € N, svaki polinom f(x1,2,...,x,) € K[xy,29,...,2,] 1
razlicite elemente sy, s9,...,s, € S vazi implikacija f(s1,2,...,8,) = 0= f = 0.
Svaki podskup algebarski nezavisnog skupa je algebarski nezavisan. Prazan skup je
algebarski nezavisan. Svaki podskup polja K je algebarski zavisan nad K. Skup
{a} je algebarski zavisan nad K ako i samo ako je element a algebarski nad K, tj.
ako 1 samo ako postoji polinom f(z) € K|z] takav da je f(a) = 0. Svaki element
algebarski nezavisnog skupa je transcendentan nad K, tj. ne postoji polinom po
promenljivoj = sa koeficijentima u polju K koji anulira dati element. Ako je svaki
element iz F' algebarski nad K, onda ekstenziju F' nazivamo algebarskom eks-
tenzijom nad K. Ako je ekstenzija F algebarska nad K, onda je jedini algebarski
nezavisan podskup od F' prazan skup. Ekstenziju F' koja nije algebarska nad K
nazivamo transcendentnom ekstenzijom nad K. Transcendentna baza od

F nad K je maksimalan u odnosu na inkluziju algebarski nezavisan podskup S od F.

Teorema 7.3 Neka je F' ekstenzija polja K, S algebarski nezavisan podskup od
F nad K i neka je « € F\ K(S), gde je K(S) skup svih racionalnih funkcija po
promenljivim iz skupa S sa koeficijentima u polju K. Tada je skup SU{«a} algebarski

nezavisan nad K ako i samo ako je o transcendentan nad K(S).

Dokaz: <: Ako postoje medusobno razli¢iti elementi sy, ss, ..., S,_1 € S i polinom
f(z1,2e,. .., 2,) € K[x1,29,...,2,] takav da je f(s1,S2,...,8,-1,) =0, onda je «
koren polinoma f(s1, S, ..., Sn_1,2n) € K(5)[z,]. Postoje f(x1,xs,...,z,) element
prstena K[zy,xa,..., 2, = Klr1,29,...,2p1]xs], f(x1,29,...,2,) mozemo za-
pisati kao polinom po promenljivoj x,, sa koeficijentima u prstenu K[z, xa, . .., 2, 1],

tj. flxy,z0,...,2,) = Z?:o hi(z1, o, ..., 1, 1)zt . Kako je po pretpostavci element
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a transcendentan nad K (S) iz f(s1, Sg, ..., Sn—1, @) = 0 zaklju¢ujemo da je za svako
i, 0 <i <k, hi(s1,S2,...,8,-1) = 0. Algebarska nezavisnost skupa S nad poljem
K implicira da je h; = 0 za svako i, 0 < i < k. Odakle sledi da je f = 0. Prema
tome, skup S U {a} je algebarski nezavisan nad K.

=: Neka je f(a) =0, za f(z) = Zf:o h;x' € K(S)[z]. Postoji konacan podskup
{s1,82,...,8,} skupa S takav da je za svako i, 0 < i < k, h; € K(s1,52,...5n).

Odnosno za svako i, 0 < i < k, postoje polinomi f;(zq,x2, ..., 2,) 1 gi(x1, 22, ..., 2,)
po promenljivim z1, 2o, ..., x, sa koeficijentima u polju K takvi da vazi da je h; =
3 3925:499M : k . .
% Neka je g(x1, 2o, ..., 2,) = [[;_y gi(@1, 22, ..., 2,) 1 neka je
— g(x1,29,..., 1)
filzr, @, .. xy) = filxy, @a, ..., xy) "€ Kz, w9, .., 20,
gi<l’1, To2,...,Tp

za svako 7, 0 <1 < k. Tada je

k
hx— f7,81,82,..., )xi: $1,82, -, 5n) Y fuls1, 82, sn)x
g 7

gl 81,82,---,5n i—0
Oznacimo sa h(zy,xa, ..., Ty, ) polinom Zf:o fi(w1,m9,... 2,)2" po promenljivim
T1,T,...,T,, T sa koeficijentima u polju K. Kako je f(a) =01 g(s1,82,...,5,) "
invertibilan element u polju K (S), zakljuc¢ujemo da je h(sy, Sa, ..., Sp, @) = 0. Alge-

barska nezavisnost skupa S U {«a} implicira da je h = 0. Odnosno da je za svako i,
0<i<k, f,=0. Odakle dobijamo da je za svako i, 0 < i < k, h; = 0, §to povlaci
idaje f=0. 0
Posledica 7.4 Neka je F' ekstenzija polja K i S algebarski nezavisan podskup od
F nad K. Tada je S transcendentna baza od F nad K ako i samo ako je polje F
algebarsko nad K (S).

Dokaz: Dokaz direktno sledi na osnovu prethodne teoreme. 0

Polje F' se naziva ¢isto transcendentnom ekstenzijom polja K, ako je F' =
K(S), gde je S algebarski nezavisan podskup od F nad K. U ovom slucaju S je
transcendentna baza od F nad K, na osnovu Posledice [7.4, Neka je F proizvoljna
ekstenzija polja K i neka je S transcendentna baza od F' nad K. Oznac¢imo sa
E polje K(S). Na osnovu Posledice polje F' je algebarsko nad F i F je cisto
transcendentna ekstenzija od K. I na kraju polje F' je algebarsko nad K ako i samo
ako je prazan skup transcendentna baza od F' nad K.

Moze se pokazati da svake dve transcendentne baze od F' nad K imaju istu kardi-

nalnost. Za detalje pogledati [23, 36]. Prema tome, mozemo definisati stepen
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transcendentnosti od F' nad K kao broj elemenata transcendentne baze od F'
nad K ukoliko je taj skup konacan, odnosno kao oo ukoliko je taj skup beskonacan.
Stepen transcendentnosti od F' nad K oznacavamo sa tr.deg(F'/K). Jasno je da je
tr.deg(F/K) = 0 ako i samo ako je ekstenzija I algebarska nad K.

Teorema 7.5 Neka je F ekstenzija polja E i neka je E ekstenzija polja K. Tada
jetr.deg(F/K) = tr.deg(F/E) + tr.deg(E/K).

Dokaz: Neka je S transcendentna baza od E nad K i neka je T transcendentna
baza od F' nad E. Pokazimo da je S UT transcendentna baza od F nad K. Posto
je S transcendentna baza od F nad K, na osnovu Posledice [7.4] svaki element iz
E je algebarski nad K(S), pa je i algebarski nad K (S UT). Iz ¢injenice da je
polje E algebarsko nad K (S U T) zakljué¢ujemo da je i polje K(S UT)(E) alge-
barsko nad K(SUT). Kako je K(SUT) = K(S)(T) ¢ E(T) c K(SUT)(FE)
imamo da je polje F(T) algebarsko nad K (S UT). Na osnovu Posledice eks-
tenzija F' je algebarska nad E(T). A na osnovu , Toranj teoreme” [23, [36], koja
kaze da ako je K3 algebarska ekstenzija nad K5 i ako je K, algebarska ekstenzija
nad K7, onda je K3 algebarska ekstenzija nad K7, zakljucujemo da je F' algebarska
ekstenzija nad K(SUT). Na osnovu Posledice , ostalo je jos pokazati da je skup
SUT algebarski nezavisan nad K. Neka je f(z1,...,Zn, Y1, - ., Ym) polinom po n+m
promenljivih sa koeficijentima u polju K za koji postoje medusobno razliciti elementi
S1yevey Sy € Sity, ... ty €T takvi da vazi da je f(s1,...,Sn,t1,...,tm) = 0. Neka
je g1, Ym) = f(S1,-- 1S, Y1, - - -, Ym) POlinom po m promenljivih sa koeficijen-
tima u polju K(S). Kako je K(S) C E, polinom g(y1,. .., ym) mozemo razmatrati i
kao polinom sa koeficijentima u polju E. Iz ¢injenice da je g(t1,...,t,) = 01 da je
T transcendentna baza od F' nad E zakljucujemo da je ¢ = 0. Zatim, polinom
f(z1, ..., 0, Y1, .., Ym) predstavljamo u obliku Y, hi(z1, ..., 20) fi(y1, -, Um),
za hi(zy,...,x,) € Klz1,...,2] 1 filyr, - Um) € Klya, ... ym], 1 <@ < r. Kako
0= g Um) = Doy hils1, .- 80) fi(y1, - -, Um), zakljuéujemo da za svako
i, 1 <4<, vazi hi(s1,...,5,) = 0. Skup S je transcendentna baza od E nad K,
pa iz hi(s1,...,s,) = 0 zakljucujemo da je h; = 0 za svako i, 1 < i < r. Odakle
dobijamo da je f = 0. Pa je skup S UT algebarski nezavisan nad K. Posto je skup
SUT algebarski nezavisan nad K i posto je F' algebarska ekstenzija nad K(SUT),
na osnovu Posledice [7.4] zakljuéujemo da je S UT transcendentna baza od F nad
K itrdeg(F/K) =|SUT|. Skup T je algebarski nezavisan nad E, a za skup S vazi
daje S C E,paje SNT = 0. Sto povlaci

tr.deg(F/K)=|SUT|=|S|+|T| = tr.deg(F/E) + tr.deg(E/K). -
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Lema 7.6 Neka je p(z) diferencijalni polinom reda n i neka je s(x) njegov separant.
Tada je D*(p(x)) = s(2)D"*(x) + au(x), 20 au(x) € K, D(x), .., D)) i
k>1.

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po k € N.
Neka je p(z) = > pi(z)(D"(x))", gde su diferencijalni polinomi p;(x) najvise reda
n — 1. Tada je s(z) = > ip;(x)(D™(x))""! i imamo

D(p(z)) = X% (ipi(x)(D"())' ' D" () + D(pi(2))(D" (x))")

= s(x)D"(z) + 2o, D(pi(@)) (D" (@),

gde je > D(pi(x))(D™(z))" diferencijalni polinom reda najvise n. Prema tome,
pokazali smo da tvrdenje vazi za k = 1. Pokazimo da iz ¢Cinjenice da tvrdenje vazi
za neko k sledi da vazi i za k + 1. Neka za polinom DF(p(x)) vazi D*(p(z)) =
s(z) D"k (x) + qi(x), gde je gi(x) diferencijalni polinom najvise reda n + k — 1.
Tada je D*(p(z)) = D(s(x))D"*(x) + s(x) D" 1 (z) + D(qr(x)). Oznacimo sa
qry1() diferencijalni polinom D(s(z)) D" *(x) + D(qx(z)) koji je najvise reda n+k.
Imamo da je D*'(p(z)) = s(x)D"**1(2) + g1 (x). Sto je trebalo i pokazati. B
Teorema 7.7 Neka je F diferencijalna ekstenzija polja K i « € F\K. Tada je rang
prostog diferencijalnog ideala I(a/K) jednak stepenu transcendentnosti polja K{«)
nad K, tj. RD(I(a/K)) = tr.deg(K (o) /K).

Dokaz: Neka je I(a/K) = (0). Tada je RD(I(a/K)) = oo i diferencijalno polje
K{a) je izomorfno sa poljem razlomaka diferencijalnog prstena K{x} koje je oblika
K(z,D(z),...,D™(z),...) i ima stepen transcendentnosti co. Prema tome, vazi
RD(I(a/K)) = tr.deg(K{a)/K) = cc.

Neka je sada I(a/K) = I(p(x)), za neki nesvodljiv diferencijalni polinom p(z) reda
RD(I(a/K)) = n. Tada je p(a) = 0 i elementi «, D(a), ..., D" !(a) su algebarski
nezavisni nad K. Jasno je i da su elementi o, D(a), ..., D" 1(a), D"(«) algebarski
zavisni nad K. Pokazimo i da su za svako k > 0 elementi a, ..., D" (), D"**(«)
algebarski zavisni nad K. Kako je I(p(z)) diferencijalni ideal imamo da i za svako
k > 1 vazi D*(p(x)) € I(p(z)), odnosno imamo da je D*(p(a)) = 0. Na osnovu

prethodne leme za diferencijalni polinom D*(p(x)) vazi
D*(p(x)) = s(x) D" (x) + qi(@),

gde je s(z) separant polinoma p(z) i qx(z) € K[z, D(x),..., D" (z))]. Pa vazi
0 = D*(p(a)) = s(a)D"*(a) + q(). Kako je red separanta s(z) diferencijalnog
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polinoma p(z) manji od reda datog diferencijalnog polinoma, imamo da je s(«) #
0. Odakle zakljuéujemo da su elementi v, D(), ..., D" *(a), D""*(a) algebarski
zavisni nad K. Posto prethodno razmatranje vazi za svako & > 0, dobijamo da
je skup «, D(a), ..., D" }(a) transcendentna baza od K(a) nad K. Prema tome,

tr.deg(K{a)/K) = n. 0

Posledica 7.8 Neka je F diferencijalna ekstenzija polja K i o € F\K. Tada je
element o diferencijalno-algebarski nad K ako i samo ako je tr.deg(K{(a)/K) < co.

Dokaz: =: Neka je element « diferencijalno-algebarski nad K. Tada postoji nenula
diferencijalni polinom p(x) takav da vazi I(a/K) = I(p(x)). Na osnovu prethodne
teoreme vazi da je tr.deg(K(a)/K) = RD(I(a/K)) < o0

<: Neka je tr.deg(K(a)/K) < co. Na osnovu prethodne teoreme vazi RD(I(a/K)) =
tr.deg(K(«a)/K) < oco. Pa prema tome, postoji nenula diferencijalni polinom p(x)
takav da je I(a/K) = I(p(x)). Odakle zaklju¢ujemo da je element « diferencijalno-
-algebarski nad K. O
Posledica 7.9 Neka je F diferencijalna ekstenzija polja K i o, 3 € F\K. Neka je
B diferencijalno-algebarski element nad K{a) i o diferencijalno-algebarski element

nad K. Tada je B diferencijalno-algebarski element nad K.

Dokaz: Kako je 3 diferencijalno-algebarski nad K («), postoji diferencijalni polinom
p(z) reda n sa koeficijentima u diferencijalnom polju K{«) takav da je I(5/K{a)) =
1(p(
q(x) reda m sa koeficijentima u diferencijalnom polju K takav da je I(a/K) =
I(q(

x)). Posto je a diferencijalno-algebarski nad K, postoji diferencijalni polinom

q(z)). Na osnovu Teoreme [7.7] i Teoreme [7.5] imamo da je

D(I(B/K)) = tr.deg(K(B)/K)
= trdeg(K{a,B)/K) —tr.deg(K (a, 8)/K(S))
< tr.deg(K(o, )/ K)
= tr.deg(K(a)(8)/K{a)) + tr.deg(K(e)/K)
(

= RD(I(B/K(a)))+ RD(I(a/K)) =n+m < 0.

Na osnovu prethodne posledice zaklju¢ujemo da je element 3 diferencijalno-algebarski

naudK.D
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Posledica 7.10 Neka je I diferencijalna ekstenzija polja K i o, € F\K. Neka
su « 1 3 diferencijalno-algebarski elementi nad K. Tada su o+ 5, a- [ i D(«)

diferencijalno-algebarski elementi nad K.
Dokaz: Za elemente o + 8, - § vazi da je

RD(I((a+ B)/K)) = trdeg(K{a+ B)/K) < tr.deg(K(a, 8)/K) < oo i

RD(I((a- B)/K)) = tr.deg(K{a - B)/K) < tr.deg(K{«a, f)/K) < 0.

Prema tome, elementi a + i « - 8 su diferencijalno-algebarski nad K. Pokazimo
i da je element D(«) diferencijalno-algebarski nad K. Za element a postoji nenula
diferencijalni polinom p(z, D(x), ..., D"(x)) po promenljivim z, D(x), ..., D"(z) sa
koeficijentima u polju K za koji vazi p(«, D(«), ..., D"(«)) = 0. Formirajmo novi
diferencijalni polinom q(D(z), ..., D"(z)) po promenljivim D(x), D*(z),..., D"(x)

sa koeficijentima u polju K{«) za koji vazi

q¢(D(z),...,D"(z)) = p(a, D(x),...,D"(x)).
Prema tome, vazi da je ¢(D(a),...,D"(a)) = 0. Posto je ¢ #0, zakljucujemo da je
element D(«) diferencijalno-algebarski nad K («). Kako je element « diferencijalno-

-algebarski nad K, prethodna posledica implicira da je i element D(«) diferencijalno-
-algebarski nad K.

O
7.2 Diferencijalna transcendentnost i redukcija
linearnih sistema diferencijalnih jednacina
U ovoj sekciji razmatramo linearne sisteme diferencijalnih jednacina prvog reda po

promenljivoj z sa koeficijentima u polju kompleksnih brojeva C nad vektorskim

prostorom meromorfnih funkcija M oblika

dzx
T; = bnxl(z) + blgl'g(z) +...+ blnxn(z) + 901(2)
d:L‘Q
el bo1x1(2) + baowa(z) + ... + bopxn(2) + p2(2)
¥ (1)
dz,
—- = bp171(2) + bpaza(2) + ... + bunxn(2) + on(2),

kod kojih je tacno jedna koordinata kolone slobodnih ¢lanova @(z) = [p1(2) . .. n(2)]T
diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Na osnovu Teoreme dati sistem

se svodi na totalno redukovani sistem
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3

Ap(fh)(ea(2) = Y (=) 10x(B; g7 (2)),

gde je Ap(L)(x(2)) = 2™ (2) = 01(B)z™ Y (2) +... 4+ (=1)"0,(B)z(z), 04(B) suma

glavnih minora reda k matrice B, a 51( @) (2)) suma glavnih minora reda

ol

k matrice kod koje je i-ta kolona matrice B zamenjena sa kolonom ¢ "% (z) =
@) @) R a1 <k <,

Teorema 7.11 Neka je x¢(z) € M resenje diferencijalne jednacine
2™ (2) + diz" YV (2) + ..+ dp12'(2) + duz(2) = @(2),

za dy,dy,...,d, € Cip(z) € M. Tada je x¢(z) diferencijalno-transcendentna

funkcija nad C ako i samo ako je ¢(2) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

Dokaz: =: Ako je funkcija :co( ) diferencijalno transcendentna nad C, onda je i
funkcija g(zo(2)) = ZB(() (2 )+d1x0 V() 4. . +dpmo(z ) diferencijalno-transcendentna
nad C, pa je i ¢(z) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. U suprotnom bi
postojao nenula diferencijalni polinom p(f(2), f'(2),..., f®(z)) sa koeficijentima
u polju C po promenljivim f(2), f'(2),..., f*)(z), za neko k > 0, takav da je
P(9(2),2(2), - 9 (2)) = 0, odnosno da je p(g(o(2)), o' (70(2)), ., 6®(w0(2))) =
0, odakle sledi da je x¢(z) diferencijalno-algebarska funkcija nad C.

<«: Ako je funkcija zo(z) diferencijalno- algebarska nad C, onda je na osnovu Posledice
ifunkcija 9(z0(2)) = 25 (2)+dya{V(2)+. . +d,zo(2) diferencijalno-algebarska
nad C, pa je samim tim i funkcija ¢(z) diferencijalno-algebarska nad C. 0
Napomena 7.12 Jedno interesantno uopstenje prethodnog tvrdenja je Teorema 2.8
iz rada [50]. U radovima [38), 40}, 411, 49, 51| razmatrane su razne primene Teorema
2.8 iz rada [50)].

Teorema 7.13 Neka su funkcije 1(z),...,¥0.(2) € M diferencijalno-algebarske

nad C. Tada je funkcija p(z) € M diferencijalno-transcendentna nad C ako i samo
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ako je diferencijalni polinom sa koeficijentima u polju C

p(p(2), -, @ (2), 01 (2), . 0 (), a(2), U (2))

(u kome obavezno figurise funkcija @(z) ili neki od njenih izvoda ©'(2) ..., " (2))

diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

Dokaz: =-: Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Neka je diferencijalni polinom

pp(2), - e @), 01 (2), o 0 (2), L (2), R (2))

diferencijalno-algebarska funkcija nad C. Tada postoji nenula diferencijalni polinom
q(f(2), f'(2),..., f™(2)) sa koeficijentima u polju C takav da je ¢(p, p/,...,p™) =
0. Iz date jednakosti mozemo zakljuciti da je funkcija op(z) diferencijalno-algebarska
nad C(¢r(z),v2(2),...,¢¥n(z)). Uzastopnom primenom Posledice dobijamo da
je ¢(z) diferencijalno-algebarska funkcija nad C.

<: Neka je funkcija ¢(z) diferencijalno-algebarska nad C. Kako su ¢4 (z2),...,¥,(2)
diferencijalno-algebarske funkcije nad C, na osnovu Posledice zakljucujemo da

je 1 diferencijalni polinom

PP(2)y - 0@ (), 01 (2), o 0 (2), o (2), R (2))

diferencijalno-algebarska funkcija nad C. 0

Naredna teorema se moze naci i u radu [43].

Teorema 7.14 Neka su elementi kolone slobodnih ¢lanova sistema

©1(2), -, 0ic1(2), pir1(2), ... on(2) € M

diferencijalno-algebarske funkcije nad C i neka je funkcija p;(z) € M diferencijalno-
-transcendentna nad C. Tada je i-ta koordinata resenja To(z) sistema takode

diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

Dokaz: Na osnovu Teoreme [7.13] slobodni ¢lan i-te jednacine totalno redukovanog
sistema je diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. A na osnovu Teoreme
[7.1TJimamo da je i reSenje date diferencijalne jednacine diferencijalno-transcendentna
funkcija nad C. Posto su jednacine u totalno redukovanom sistemu nezavisne, dato

reSenje predstavlja i-tu koordinatu resenja sistema (|2)). 0

Naredna teorema je uopstenje prethodne i moze se naéi u radu [2§].
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Teorema 7.15 Neka su elementi kolone slobodnih ¢lanova sistema

01(2), .., pic1(2), pir1(2), . pn(z) € M

diferencijalno-algebarske funkcije nad C i neka je funkcija p;(z) € M diferencijalno-
-transcendentna nad C. Tada je j-ta koordinata resenja Zo(z) totalno redukovanog

sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C ako i samo ako se u sumi

Z(—l)k_l(Si(B; FR)(2)) ne pojavijuje funkcija i(z).
k=1

Dokaz: Data teorema je direktna posledica Teorema i7.13] 0

[lustrujmo prethodnu teoremu u slucaju sistema sa dve ili tri diferencijalne jednacine.

Linearni sistem dve diferencijalne jednacine prvog reda po promenljivoj z oblika

2 (2) = buri(z) + biaxa(2) + v1(2)

xh(z) = byw1(z) + bagxa(2) + pa2(2),

transformisemo na totalno redukovani sistem

Ap (i) (21(2)) = ¢1(2) = bap1(2) + biawa(2)

85 (1) @) = ) - buale) + b o).

Na osnovu Teoreme zakljucujemo da ako je funkcija ¢;(z) jedina diferencijalno-
-transcendentna nad C, onda je i-ta koordinata resenja totalno redukovanog sistema
takode diferencijalno-transcendentna funkcija nad C, za 1 < ¢ < 2. Zatim ukoliko
je ¢1(2) jedina diferencijalno-transcendentna funkcija nad C, potreban i dovoljan
uslov da druga koordinata resenja totalno redukovanog sistema bude diferencijalno-
-algebarska funkcija nad C jeste da je by = 0. I na kraju, ukoliko je funkcija
©2(z) jedina diferencijalno-transcendentna nad C, potreban i dovoljan uslov da prva
koordinata resenja totalno redukovanog sistema bude diferencijalno-algebarska nad
C jeste da je bi2 = 0.

Linearni sistem tri diferencijalne jednacine prvog reda po promenljivoj z oblika

2 (z) = buxi(z) + bioxa(2) + biszs(2) + p1(2)
2h(2) = bow1(2) + baoxa(2) + bazxs(2) + ¢a(2)

$é(2) = 5311'1(2) + b321’2(2’) + bggl’g(Z) + 903(2),
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transformiSemo na totalno redukovani sistem oblika

Ag <§l) (@1(2)) = ¢(2) = (b2 + b3s) 1 (2) + Briga ()

+ b1awh(2) + Barpa(2) + bi3ps(2) + Baips(2)

Ap <dZ> (22(2)) = ba1ypy(2) + Biagpi(z) + bass(2) + Bsaws(2)

+  @5(2) = (b11 + bs3)@h(2) + Baapa(2)

Ap (i) (z3(2)) = b31¢](2) + Bizpi(2) + bzah(2) + Baszpa(2)

+ @5(2) = (bi1 + baz)ps(2) 4+ Bazps(2).

Kao i u slucaju sistema sa dve diferencijalne jednacine, zaklju¢ujemo da ako je
funkcija ¢;(2) jedina diferencijalno-transcendentna nad C, onda je i-ta koordinata
reSenja totalno redukovanog sistema takode diferencijalno-transcendentna funkcija
nad C, za 1 < i < 3. Neka je sada ¢;(2) jedina diferencijalno-transcendentna
funkcija nad C. Tada je druga koordinata reSenja totalno redukovanog sistema
diferencijalno-algebarska funkcija nad C ako i samo ako vazi by; = 0 i By = 0.
Treca koordinata resenja totalno redukovanog sistema je diferencijalno-algebarska
funkcija nad C ako i samo ako vazi b3; = 01 Bz = 0. Ukoliko je ¢5(z) jedina
diferencijalno-transcendentna funkcija nad C imamo da je prva koordinata resenja
totalno redukovanog sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C ako i samo
ako vazi bjs = 01 By = 0, kao i da je tre¢a koordinata resenja totalno redukovanog
sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C ako i samo ako vazi bsp = 01 Byz =
0. I na kraju, ako je ¢3(z) jedina diferencijalno-transcendentna funkcija nad C vazi
da je prva koordinata resenja totalno redukovanog sistema diferencijalno-algebarska
funkcija nad C ako i samo ako vazi b3 = 01 B3; = 0, kao i da je druga koordinata
reSenja totalno redukovanog sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C ako i

samo ako vazi b3 = 01 B3y = 0.
Razmotrimo uslove pod kojima se funkcija ¢;(z) € M ne pojavljuje u sumi

Z(—l)k’léi(B; G M (2)), za proizvoljno n € N.
k=1

Koristeé¢i linearnost preslikavanja (52;(3;95 ("=k)(2)) po j-toj koloni F™~*)(z) dobi-
jamo 03,(B; g R (2)) = 31, gpén_k)(z)c%(B; €:), gde € oznacava kolonu ¢ija je s-ta
komponenta 1, a sve ostale su 0. Zatim, posto svaki nenula minor u sumi &y, (B; €;)

sadrzi j-tu vrstu i kolonu, kao i s-tu vrstu i kolonu, imamo da vazi 5?;(3; €;) =
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—5?_1([33'(3“)];), gde je [B7(B,)]s matrica reda n — 1 koja se od matrice B dobija
tako Sto se prvo j-ta kolona matrice B zameni s-tom, a zatim se u toj matrici izbrise
J, J<s

1 . Prema tome, vazi sledece tvrdenje.
J—L J7>s

s-ta kolona i s-ta vrsta, 7' = {

Teorema 7.16 Funkcija p;(z) € M se ne pojavljuje u sumi

n

D (DB (), i #

k=1
ako i samo ako su sume svih glavnih minora reda k, 1 < k <n —1, koje sadrze j-tu
kolonu za j < v, odnosno j— 1. kolonu za j > ©, matrice koja se dobija od matrice B

zamenom j-te kolone i-tom, a zatim izbacivanjem i-te vrste i kolone, jednake nuli.

Razmotrimo sada vezu parcijalne i totalne redukcije linearnog sistema diferencijalnih
jednacina prvog reda kod kojih je matrica sistema u formi pratec¢e matrice polinoma
AcN) ="+ d A"+ ..+ d, 1A+ d, i koji je oblika

% = x2(2) + ¢1(2)
dzo
il x3(z) + p2(z)
: (3)
dznz_l = l’n(Z) + @nfl(z)
% = —dpx1(2) — dp122(2) — ... — d1zn(2) + Pn(2)

i diferencijalne-transcendentnosti koordinata resenja datog sistema u zavisnosti od
diferencijalne-transcendentnosti jedne koordinate ¢;(z) kolone slobodnih ¢lanova
B(2) = [p1(2) ... on(2)]F, 1 < i < n. Koeficijenti polinoma dy, ...,d, su elementi
polja C, a funkcije ¢1(2),...,¢n(2) su elementi vektorskog prostora meromorfnih
funkcija M.

Na osnovu Teoreme [3.7] dati sistem je ekvivalentan parcijalno redukovanom sistemu
oblika
d & 1 _k e
8o (4 )@@ = YD) el )

k=1

z2(2) = % —p1(2)

T 4
nE) = S oe() w
wmz) = Tl )
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1. Neka je funkcijap;(z)jedina diferencijalno-transcendentna koordinata kolone slo-
bodnih ¢lanova @(z) = [¢1(2) ... ¢n(2)]?. Tada je na osnovu Teoreme i funkcija

n

S (=D (2) el ()

k=1

diferencijalno-transcendentna nad C, jer funkcija ¢;(2) figurise u datoj sumi i to
u obliku diferencijalnog polinoma " V(2) + di\" 2 (2) + ... + dp_191(2). Na
osnovu Teoreme zakljucujemo da je prva koordinata zg;(z) resenja polaznog
sistema diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Zatim, iz ¢injenice da je
zo1(z) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C direktno sledi i da je xf,(z)
diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Za ostale koordinate resenja siste-
ma postoje dve moguénosti u zavisnosti od toga da li je razlika z{,(2) — ¢1(2)
diferencijalno-algebarska ili diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Ako je
xg,(2) — p1(z) diferencijalno-algebarska funkcija nad C, onda je i druga koordinata
To2(z) resenja sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C. Zatim, na os-
novu Leme zakljucujemo da su funkcije z(,(2) 1 z(5(2) — 2(z) diferencijalno-
-algebarske nad C. Odakle sledi da je i treéa koordinata xg3(z) reSenja polaznog
sistema diferencijalno-algebarska funkcija nad C. Istim rezonovanjem zakljucujemo
da su i ostale koordinate resenja sistema (|3)) diferencijalno-algebarske funkcije nad C.
Ukoliko je razlika xg, (z) — ¢1(z) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C imamo
da je druga koordinata zgy(z) resenja sistema diferencijalno-transcendentna
funkcija nad C. Posto je ¢o(2) diferencijalno-algebarska funkcija nad C imamo i da je
funkcija x{,(2) —p2(z) diferencijalno-transcendenta nad C, kao razlika diferencijalno-
-transcendentne i diferencijalno-algebarske funkcije nad C. Prema tome, i treca
koordinata x3(z) resenja polaznog sistema je diferencijalno-transcendentna funkcija
nad C. Slicnim rezonovanjem zaklju¢ujemo da su i ostale koordinate reSenja si-
stema diferencijalno-transcendentne funkcije nad C.

2. Neka je sada ¢;(2), 1 < i < n, jedina diferencijalno-transcendentna koordinata
kolone slobodnih ¢lanova. Sliénim razmatranjem prethodnom zaklju¢ujemo da su
koordinate zg1(2), ..., zo;(2) resenja polaznog sistema diferencijalno-transcendentne
funkcije nad C. Sto se ti¢e i + 1. koordinate, ona moze biti ili diferencijalno-
-algebarska ili diferencijalno-transcendentna nad C u zavisnosti od toga kakva je
razlika diferencijalno-transcendentnih funkcija x(,;(z) i pi(z). Ako je i + 1. koordi-
nata reSenja sistema (i3)) diferencijalno-algebarska funkcija nad C, onda su i preostale
koordinate datog resenja diferencijalno-algebarske funkcije nad C. Ako je i + 1.
koordinata resenja polaznog sistema diferencijalno-transcendentna funkcija nad C,

onda su i preostale koordinate diferencijalno-transcendentne funkcije nad C.
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3. Ako je p,(z) jedina diferencijalno-transcendentna koordinata kolone slobodnih
¢lanova, onda su sve koordinate resenja sistema diferencijalno-transcendentne

funkcije nad C.

Zatim, na osnovu Teoreme sistem ({3]) se svodi na totalno redukovani sistem

n k—1

Ac szﬂpk —Jj
k=1 5=0
n+1—i k—1 i

Aol =Y Y a0 - Y Yt 6
k=1 j=0 k=n+2—1 j=k

Ac(L)(@a(2) = o V(2 szm Tbj(

k=2 j=k

gde je dy = 1.
1. Ako je funkcija ¢;(2) jedina diferencijalno-transcendentna koordinata kolone slo-
bodnih ¢lanova G(z) = [p1(2) . .. ¢a(2)]?, onda je na osnovu Teoreme i funkcija

n k-1
Z Z d;p (n— k) z) diferencijalno-transcendentna nad C, jer funkcija ¢;(z) figurise

k=1 j=0
u datoj sumi i to u obliku diferencijalnog polinoma

QOgn 1)( )+d So(n 2)( ) ...+dn71901(2)'

Na osnovu Teoreme zaklju¢ujemo da je prva koordinata ¢ (z) resenja sistema

diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. U sumi

n+1—i k—1

Z Zdﬂ Enlik J Z Zd] znl-]f-)k j

k=1 j=0 k=n+2—1i j=k

za 1 < i < n, funkcija ¢;(z) figurise u obliku —dngo(f 2)( ), odakle zakljucujemo da

je data suma diferencijalno-algebarska funkcija ako i samo ako je d, =0. Teorema
7.11| implicira da su koordinate xgy(z), ..., Ton(z) resenja sistema (b)) diferencijalno-
-algebarske funkcije nad C ako i samo ako je d,, = 0.

2. Neka je sada ¢,,(2), 1 < m < n, jedina diferencijalno-transcendentna koordinata

kolone slobodnih ¢lanova. Nehomogen deo

n+1—i k—1

(n—k) n—k)
> > dpli (=) Z Zd“m”
k=1 j=0 k=n+2—1i j=k
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i-te jednacine sistema , za 1 < i < m, sadrzi funkciju ¢,,(z) u obliku diferenci-

jalnog polinoma
oI (2) + dipl T () L el (2).

Prema tome, Teorema [7.13] implicira da su dati nehomogeni delovi diferencijalno-
-transcendentne funkcije nad C, za 1 < ¢ < m, a na osnovu Teoreme|[7.11/imamo i da
su koordinate xo1(2),...,Tom(2) resenja sistema diferencijalno-transcendentne
funkcije nad C. Funkcija ¢,,(z) figuriSe u nehomogenom delu i-te jednacine si-

stema (), za m + 1 < i < n, u obliku diferencijalnog polinoma

_<dnfm+130gb_2)(z) + dnfm+290£z_3)(z) +.o..t dn@%_l_m)(z»'

Odakle zakljucujemo da je nehomogen deo i-te jednacine sistema diferencijalno-
-algebarska funkcija nad C ako i samo ako je d, 11 = dp_myo = ... = d, = 0,
gde je m+1 < i < n. Na osnovu Teoreme zakljucujemo da su koordinate
Toma1(2), ..., Ton(2) resenja sistema diferencijalno-algebarske funkcije nad C
ako i samo ako je d,, i1 =dp_mio=...=d, =0.

3. Ako je ¢n(z) jedina diferencijalno-transcendentna koordinata kolone slobodnih
clanova, onda su sve koordinate resenja sistema diferencijalno-transcendentne
funkcije nad C, jer gpg b (z) ucestvuje u nehomogenom delu i-te jednacine sistema ,
za 1l <1 <n.

Primetimo da razmatranje diferencijalne transcendentnosti resenja sistema, kod kog
je matrica sistema u formi prate¢e matrice, u zavisnosti od diferencijalne transcen-
dentnosti jedne koordinate kolone slobodnih ¢lanova, koris¢éenjem metode totalne

redukcije sistema, precizira isto razmatranje metodom parcijalne redukcije sistema.

Ukoliko je vise koordinata kolone slobodnih c¢lanova diferencijalno-transcendentno
nad C, diferencijalna transcendentnost koordinata resenja razmatranih sistema za-

visi 1 od diferencijalne zavisnosti datih funkcija, pogledati [46].

Interesantna razmatranja diferencijalne transcendentnosti koordinata vektora stanja
linearno vremenski nepromenljivih kontrolnih sistema u zavisnosti od diferencijalne

transcendentnosti vektora upravljanja razmatrana su u radovima [47, [9].

Prirodan nastavak navedenog proucavanja bi bilo razmatranje veze diferencijalne
transcendentnosti i metode totalne redukcije linearnih sistema sa razli¢itim opera-

torima.
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Indeks pojmova

adjungovana matrica, elementarna operacija na kolonama,
algebarska ekstenzija, [150) elementarna operacija na vrstama,
algebarska viSestrukost, elementarni delitelj,

algebarski element nad poljem, {150 epimorfizam modula,

algebarski kofaktor (komplement), epimorfizam prstena,
algebarski nezavisan skup, [I50] Ermitova forma, [50}
algebarski zavisan skup, [150
anhilator modula,

asocirani elementi,

geometrijska visestrukost,
glavni ideal,
glavnoidealski prsten,
baza modula,

Beti broj,
Bine-Kosijeva teorema, [A0]

homomorfizam diferencijalnih prstena, [144
homomorfizam modula,
homomorfizam prstena,

cikliéni modul, [9]

ideal,
delitelj nule, indeks uopstenog sopstvenog vektora,
diferencijalni ideal, integralan domen,
diferencijalni polinom, [147] invarijantni faktor, 20} [24]
diferencijalni potprsten, invertibilan element,
diferencijalni prsten, invertibilna matrica,
diferencijalni prsten polinoma, [148 izomorfizam modula,
diferencijalno polje, [144] izomorfizam prstena,

diferencijalno-algebarski element, izvod,

diferencijalno-transcendentan element,
- jezgro izvoda,

direktna suma familije podmodula, [9]

dno lanca, kanonska baza, [0]
dupla prate¢a matrica, kanonski homomorfizam, [2]

karakteristicna matrica,
karakteristi¢ni polinom,
karakteristika polja,
Kejli-Hamiltonova teorema, [30]
Kineska teorema o ostacima, [f]
koli¢nicki modul,

koli¢nicki prsten,

kolona nepoznatih vektora,

eksponent matrice, [113

ekstenzija polja, [L50

ekvivalentne matrice,
elementarna Zordanova matrica,
elementarna matrica,
elementarna matrica I tipa,
elementarna matrica II tipa,

elementarna matrica III tipa,
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kolona slobodnih ¢lanova,
kolona-ekvivalentne matrice,
komaksimalni ideali,
komutativan prsten sa jedinicom,
konac¢no generisani modul, [9]
konstante izvoda,

koprosti ideali,

lanac uopstenih sopstvenih vektora,

linearni operator,

linearni sistem diferencijalnih jednacina
homogen, [116
nehomogen,

linearni sistem operatorskih jednacina
homogen,

nehomogen,
linearno preslikavanje, [7]

maksimalan ideal,
matriéni red

konvergentan matri¢ni red,
matrica sistema, [69
matrica transformacije,
minimalni diferencijalni polinom, [149
minimalni polinom,
modul bez torzije,
modul konacnog tipa, [9]
modul nad prstenom, [7]
monomorfizam modula,

monomorfizam prstena,

nesvodljiv element,
Neterin modul,
Neterin prsten,

parcijalno redukovani sistem, [77]

podmodul,
polje,
polje razlomaka,

potprsten, [I]
prateé¢a matrica moni¢nog polinoma,

presek familije ideala,

primaran modul,

primarna dekompozicija,

primarna komponenta,

prirodni homomorfizam, [2]

proizvod kona¢ne familije ideala,
prost element,

prost ideal,

prsten sa jednoznacnom faktorizacijom,

B

racionalna kanonska forma,

radikal ideala, [4]

rang matrice, [41]

rang modula,

rang prostog diferencijalnog ideala,
red diferencijalnog polinoma, [147]
regularna matrica,

relacijska matrica, [47]

separant, [I4§]
skup generatora modula, [9]

slicne matrice,

sliéni linearni operatori,
slobodan modul,

slobodan rang modula,
Smitova forma, [35] [40]
sopstvena vrednost,
sopstveni prostor, [27]
sopstveni vektor,

spektar,

stepen diferencijalnog polinoma, [148
stepen transcendentnosti, (152
strukturna teorema,

suma familije ideala,

suma familije podmodula, [J]
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torzioni element modula,

torzioni modul,

torzioni podmodul,

totalno redukovani sistem, [79]
transcendentan element nad poljem, [150
transcendentna baza, (150
transcendentna ekstenzija, [150)

¢isto transcendentna ekstenzija, [L51

unimodularna matrica,

uopstena karakteristicna matrica, [L00
uopsteni karakteristiéni polinom, {100
uopsteni sopstveni prostor, [57]
uopsteni sopstveni vektor,

uslov maksimalnosti,

uslov rastuc¢ih lanaca,

vektorski operator,
vektorski prostor,
vrh lanca,

vrsta-ekvivalentne matrice,

Zordanov blok,
Zordanova kanonska forma,
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