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3axBaJiHUIIa

BaxBajbyjeM ce MeHTOpy, mpodecopy 3opany llerpuhy Ha npemioxkeHoj Temu, Kao u Ha
KOHCTAHTHOj MMOMONU U ycMjepaBaiby TOKOM IHcamba oBe Te3e. llocebno My 3axBasbyjeM Ha
JBYJICKOCTH, TIOJIPIIIM U pa3dyMmujeBamy. JoBaH IlBujuh je cmarpao ja HaCTaBHUK, OCUM TOTa
IITO YYECHUIIUMA ITPEHOCHU 3Haibe, Tpeba u Kao 4doBjek na uM Oyzae y3op. [Ipodecop Ilerpuh
je ympaBo TakKaB MEHTOP.

Takobe, 3axBasbyjeM ce WIaHOBUMa KOMUCHjE KOjU CYy TAXKJbUBO IIPETrJIEIAJN OBaj TEKCT U
CBOjUM BPUjEIHUM CaBjeTUMa U KOMEHTAPUMa JOIMPUHUJEJIH J1a CE OH YHAIIPUjE/IA U YIIOTITYHHU.
[Tocebno ce zaxBasmyjem Dophy Bapanuhy, Ha quju npujessor cy Ha Kpajy paja J0JaTH IPU-
JIO3U KOjU MOT'Yy TTOMONM 4MTAOILy J1a ce jjakiine cHahe mehy MHOrOOpOjHIM KitacaMa KaTeropuja
IMIOMEHYTHX Y TE3U.

Kemum Takohe nma ce 3axBanum mpodecopy Ceprejy Biragumuposuay CosioBjoBy Ha Op-
3UM W JeTa/bHUM OJIOBOPHMA HA MOja MUTaMa, KOjU Cy MU IIOMOIJIU Jia 00Jbe pasyMujem
onpebene nujenose paza [30].

[Tocebno ce 3axBasbyjeM Kymy Benmbopy BojkoBuhy Koju je CTPIJBUBO YUTAO JIUjEJIOBE
OBe Te3e, MaKO OHa He IPUIIaJia HeroBoj 00JIACTH UCTPAXKUBaha, W JIA0 JIPAroljjeHe caBjere u
cyrecTuje.

Ha kpajy, BesmmKy 3aXBaJHOCT JIyTyjeM CBOjOj IOPOJUIIU U IIPUjaTe/bUMa, KOJU CYy CBOjUM
CTPIJbEH-EM, TIOJIPIIKOM U MO3UTUBHOM €HEPI'HjOM JIOIPUHUjEN PeaJiM3alldji OBOI' paja.



HacaoB mucepranmje: BunpousBo/i y MOHOUIAJTHUM KaTeropujama

Pe3uwme: llenTpasiHo MjecTo y OBOj JucepTallji 3ay3UMajy pPe3yITaTu KOXePeHIlrje 3a ojipe-
bhene TumnoBe 3aTBOpEHUX KaTeropuja. Pe3yraru KOXepeHIje y TeOPUju KaTeropuja 0omIHo
ciiyKe Jia 0be30ujese jeIHOCTABaH MOCTYIIAK OJJIyYMBOCTH 34 jeTHAKOCT CTPEJuIa y HEKOj
kareropuju. [Ipuctyn koxepenmuju Kora hemo ce oB/ije IpuapKaBaTh MOIPA3yMUjeBa TOCTO-
jame BjepHOr (pbyHKTOpa U3 CJIOOOIHO reHeprcaHe Kareropuje A u3BjecHOr TUIA Y KATETOPU]y
B koja omoryhasa JIakIIly IpoBjepy jegHaKocTH crpeniia. Kareropuja B, Koja je mcror Tua
kao un A, 0budHO npejcraB/ba popMmanusalujy oapeheHor rpaduuKkor jesuka.

[Topen koxepeunuje, Ipyru HajBaXKHUjU MIOjaM KOjUM ce DABUMO y JTUCEPTAIUjH je OUITPO-
u3Bog. Ilojam OumpousBojia y KaTeropuju 00je/Inibyje MOjMOBE KOITPOM3BOJA W ITPOU3BO/IA.
I'ytaBHM pe3ynTaTu y OBOj Te3u Cy TeOpeMe KOXEpEeHIIrje 3a TPHU TUIla 3aTBOPEHUX KaTeropuja
ca OUITPOM3BOAVMMA — CHMETPUYHE MOHOWJIAJHO 3aTBOPEHE KATeoropuje ca OUIPOU3BOIMMA,
KOMITAKTHO 3aTBOPEHE KATeropuje ca OUIPOn3BOIMMA U KOMIIAKTHO 3aTBOPEHE KATEeropuje ca
VHBOJIYIIjOM ¥ OUITPOU3BOINMA.

Ocum Tora, y Te3m je M3JIOKeH HOBU J0Ka3 mno3nare Kesm-MekiiejHoBe TeopeMe Koxe-
peHIfje 3a CUMeTpUYHe MOHOUJIAIHO 3aTBOpeHe KaTeropuje. MeTojie Koje KOPUCTUMO § TOM
JIOKa3y Cy Y MOTIYHOCTH JIOKA3HO-TEOPETCKE, a je/IaH OJf KJbYUYHUX €JIEMEHATA Y HEMY je Te-
opeMa O eJIUMUHAIAJU Cjederba. Y CBUM HaBEJICHUM PE3YJITATHMa KOXEPEHIHje rpadUudKku
jEe3UK je 3aCHOBaH Ha KATETOPUjU jeTHOTUMEH3UOHATHUX KOOOpIU3aMa.

Konauno, y Te3u majemo ojgpehene KpuTepujyme 3a MOCTajarbe OUITPOM3BOIA Yy MOHOU-
JnaaHuM Kareropujama. [Iputom ce ocitamaMo Ha HEJIABHO UCTPAKUBAIHE KOje KAPAKTEPUIIe
M3BjeCHU TUT MOHOUJIAJTHUX KATErOpHja ca KOHAYHUM OUIIPOU3BOIMMA KOPUCTENU TOCTOjambe
JIeCHUX JjryaJjia ofpehennx mcrakuyTux objekara. Harmmm Kpurepujymu mpeJicTaB/bajy yOIITe-
Ibe OBOI' pe3yJ/Tara.

KibyuyHe peumn: KOXepeHIrja, CHMETPUYHA MOHOUIAJTHO 3aTBOPEHA KATEropuja, KOMIIAKTHO
3aTBOPEHA KaTeropuja, KaTeropuja ca WHBOJIYIIMjOM, eKBUBAJEHIja JT0Ka3a, KODOPIu3aM
Hay4una obisiacT: Maremaruka

VY2xka HaydHa obusiact: Teopuja kateropuja, Kareropujaina teopuja J10Ka3a



Dissertation title: Biproducts in monoidal categories

Abstract: Central place in this thesis occupy the coherence results for certain types of closed
categories. Coherence results in category theory usually serve to provide a simple decision
procedure for equality of arrows in some category. The approach to coherence that we follow
here implies the existence of a faithfull functor from a freely generated category A of certain
type to the category B in which an equality of arrows can be easily checked. Category B,
which is of the same type as A, usually represents formalisation of some graphical language.

Besides coherence, the second most important notion we consider in this thesis is the
biproduct. The notion of biproduct in a category incorporates notions of coproduct and
product. The main results in this thesis are coherence theorems for three types of closed
categories with biproducts — symmetric monoidal closed categories with biproducts, com-
pact closed categories with biproducts and dagger compact closed categories with dagger
biproducts.

Further, we present a new proof of the well-known Kelly-Mac Lane coherence theorem
for symmetric monoidal closed categories. The methods we use in that proof are completely
proof-theoretical, and one of the key elements in it is the cut-elimination theorem. In all the
above coherence results, the graphical language is based on the category of one-dimensional
cobordisms.

Finaly, we give certain criteria for existence of biproducts in monoidal categories. In this
regard, we rely on recent research that characterizes certain type of monoidal categories with
finite biproducts by using the existence of right duals of some distinguished objects. Our
criteria are a generalization of this result.
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YBOI

MotuBanuja 3a UCTPaKUBaIbe M3JI0KEHO Y OBOj JIMCEPTAIUjU J0JIa3W U3 KATErOpUjaTHe
Teopuje jokaza. To je rpana maTeMaTuke Koja ce HaJjla3u HA IpAHUIU u3Mely JIOTUKe u Te-
opuje KaTeropuja. 3a4eTHUKOM KaTeropujajHe Teopuje Jokaza cmarpa ce Joakum Jlambex,
KOj! je IpBU HPUMHUJETHO J1a ce (POPMAaJIHU CHCTEMH MOI'Y ITOCMaTpPaTH Kao KaTeropuje Uuju
objekTu cy dopMmyIe, a CTpeHIe T0Ka3n (TavHuje, Kiace eKBUBAJICHIIM]E T0Ka3a ), ajid U 00p-
HYTO — jeJIHAKOCHO JiepuHUCAHE CJI0DO/HE KATEropuje ce MOTy IOCMaTpaTh Kao (GOpMaJIHU
cucremu (B. [26]). dakie, murame jeIHAKOCTH CTPEJIMIA Y KATEIOPUJHU U [TUTAHE €KBUBAJICH-
nuje oka3a y oaronsapajyheM (hbopMaJIHOM CUCTEMY Cy JIBa acleKTa UCTor mpodsema. OBo
HaM oMoryhaBa /1a y TeOpHuju KaTeropuja KOPUCTUMO JTOKA3HO-TEOPETCKE TEXHUKE, U OOPHYTO.

Kareropujasna Teopuja mokaza je OJMCKO IMOBe3aHA ca PE3y/ITaTUMa TeopHje KaTeropuja
KOjU Cce Ha3WBajy weopeme korepenuuje. Y HAJIIMPEM CMUCITY, PE3yJTaTu KOXEPEHIUje Ce
OaBe MUTAlBEM KOMYTHUpamba Jujarpama y ojpeheHoM tumy kareropuja. Kao mojam Teopu-
je Kareropuja, KOXepeHIuja ce TpBu myT nomutbe 1963. romuue y MekiejnoBoM pajy [29).
Pezynrar koxepennuje y ToM pajly Kazke J1a c8u JnjarpaMU CACTaBJHEHU OJ] KAHOHCKUX CTPe-
JINIIA Yy MOHOU/JIAJIHOj KATEeropuju KoMytupajy. MehyTum, oBo HUje ciiy4aj y Kareropujama ca
6oraTujoM CTPYKTYPOM, TJje PE3yJITATH KOXEPEHIUje 0OUYIHO ciayzke ja (e(DUKACHO) ONHUIILY
Koju IUjarpaMy y TUM KaTeropujama KoMmyTupajy. Pesymaratu koxepenimje (y ompehenumm
TUTIOBMMA 3aTBOPEHUX KAaTeropuja) 3ay3yMajy IMEeHTPATHO MjeCTO y OBOj JUCEPTAIUjH.

Opn mojaBe mpBobuTHOr MekejHOBOT paja je J0Ka3aHO MHOIO pe3y/TaTa KOXepeHIIH]e,
0J1 KOjuX Cy 3a morpebe oBe jucepTalidje moceObHO 3Ha4YajHa cbejeha JiBa — KOXEpPEeHIrja 3a
cuMeTprYHe MOHOMIAJIHO 3aTBOpene kareropuje (Kemm-Mekiieju, [21]) 1 koxepenimja 3a KoM-
nakTHO 3arBopene kareropuje (Kemu-Jlamnaza, [22]). Takobe, moryhie npumjere pesynrara
KOXepeHIuje cy npoHalhene y pa3zuuMm oOsiactuma MareMmaTuke. IIpumjepa pajiu, MoXKeMO nX
Hahu y teopuju kareropuja, |28, XI.3, Theorem 1|, norumu, [26, Proposition 4|, Teopujn
xomorornuje, [3, Theorem 3.6], kom6uuaropunu, [17, Theorem 2.5|, [4, Theorem 5.2|, HucKO-
JIMMEH3MOHAIHO] Tonosioruju, [38, Theorem 2.5| u maremarudakoj duswnu, [34].

Kao mro ce Mmoxke BujeTu u3 OBUX IpUMjepa, pe3yJITaTi KOXepeHiiuje cy (popMyIucanu Ha
MHOT'O Pa3IuuuTUX (YeCcTo jeBa mnperno3Har/buux) Hadnua. Mu hemo ce y oBoj aucepranuju
JIPXKATH MPHUCTYIA KOXEPEHIIUjU KOjU je yCTaHOB/beH y [9]; HamMme, KOXepeHIUja y Teopuju
KaTeropuja oJiroBapa OHOME INTO O ce ca JIOTMYKE TadKe TJIEUINTa HAa3BAJIO MOTITYHOIINY.
Ogaj mpuctyn notude ox KenujeBor mokyiaja jga mojaM KOXepeHIlrje OUIle Ha YHUBEP3aIHI
naann (B. [19, Ogjespak 1.4]), mro je name passujeno y [39], [36] u [37].

Y ckaagay ca TUM NPHUCTYIIOM, Ha CTPAHW CHHTAKCE UMaMO CJIODOJIHO TE€HEPUCAHY KaTe-
ropujy A, Koja je ommcaHa Ha ojroBapajyhem je3uky W Uhju KOMYTATHUBHU JIMjArDAME CY
AKCHOMATCKU 3aJIaTH, JIOK HA CTPAHU CEMAHTUKE OOMYHO MMAaMO HEeKYy BPCTY ,rpadosa’ (rpa-
duuky je3uk), Koju Mory 6uTu hopMaIU30BaHU Kao crpesuiie oiapehene kareropuje 5 Koja je
wucror Tumna” kao u A. Taza, nparehu [9], Koxepennuja ce MoXKe U3jeJHAYUTH Ca BjepHOIINY
dyukTopa u3 A y B, Koju mocroju 360r Tora mro I3 mpunaia KJjacu y Kojoj je Kareropuja A



VBOJ

ciiobonna. Ilomrro ce o1 TaKBOT pe3ysiTaTa OUeKyje MOCTYIAaK OJIIyIUBOCTHU 3a IIPODIEM KOMY-
THpama Jrjarpama, moKeJbHO je 1a je Taj npobsem ojayduB y B, uin 6ap ja je KoMmyTaTus-
HOCT jujarpama y B ,Jakina 3a pasmarpame” vero y A (8. [9, Onjesak 1.1]). Tpumujerumo
Jla je Ha OBaj HAYMH OCTBapeHa ,[IPUPOJHA WJIX JIOTMYHa IoBe3aHocT’ uaMmely kareropuja A
u B, ma ce ommcaHu MPUCTYI IIOjMYy KOXEPEHIHje Y HMOTIIYHOCTH CJIayKe Ca 3HAUEHEM PHjedn
,KoxepeHIja’ y cprckom jesuky (B. [33]).

Hucepranuja je momujesbeHa y detupu riase. lIpBa riaBa ciyku Jia ce yBey ITOjMOBH
Teopuje KaTeropuja HeOIXOJHU 3a Jasbe u3jarame. [locebHa maxkma je mocBehena kate-
ropuju 1-xkobopmauzama koju ojarosapajy Kenu-MekiiejuoBuM rpadoBuMa KOPUITNEHUM Kao
rpadUUIKN je3UK 33 CHMETPUIHE MOHOUIAJHO 3aTBOPEHE KaTeropuje y moMeHyToM pajy [21].
Y npyroj riaBu je M3JI02KEH HOBU JIOKa3 TeopeMe KOXEPEHIIWje 33 CUMEeTPUYHE MOHOUIAHO
3aTBOpeHe Kareropuje. Harmn joka3 je m3BejieH 10 y30py Ha J0Ka3e pe3y/iTaTa KOXePeHIINje
u3 [9]. Tlonasu ce ox jeaHakocHo JeduHrCcaHe CJI0OOIHE CUMETPUIHE MOHOMJIAIHO 3aTBOPEHE
KaTeropuje, a 3aTUM Ce YBOJIU IbeHA 2eHUEHU3GUUJa — IPOMjeHa je3nKa KOoja HaMm oMoryhasa
Jla JIOKayKEMO TeOopeMy O eJIMMUHAIMjUA Cjeuera y TOj Kareropuju. BjamMuHanmja cjedema
(koja je mpucyTHa u y [21]), mpescTaB/ba KibYyIHN €JIEMEHT y HAIeM JOKa3y.

3a mpeocTaJie JIBUje TJIaBe KJbyUIaH je mojaM Oupou3Boga. Bunpounssos y KaTeropuju ooje-
JINEbYje CBOjCTBa KOIIPOM3BO/Ia U Tpou3Boa. OCHOBHU pUMjepu OUITPOU3BO/IA Cy JTUC]YHKTHA
yHHUja CKYTIOBa y KATErOPUju Uuju cy 00jeKTU CKYIOBHU, & CTPEJIUIIE pesialiije, Kao U JIUPEKT-
Ha CyMa y KaTeropuju BEKTOPCKUX IIPOCTOPA HAJ| HEKUM I10JbEM, WJIHM OIIITHUje, Y KATErOPUjU
MOy/1a HaJl HeKuM npcreHoM. (Ca JIOTWdKe Tadke TJIeIUINTa, OUIPOU3BOIU IPEJICTABIBAjY
caKnMarbe Be3HNKa KOHjyHKIMje U JUC]YHKIIje IIITO NMa MHOTO HeYKeJbeHUX ITOCJHEIAIIA aKO
ce m3yvaBa caMo peJialyja U3BOAUBOCTH, &JIA U JaJbe KaTeropuje ca OUIpon3BOIMMa MOTY OU-
TH BeOMa MHTEePEeCaHTHE MIPUJIMKOM MHTEPIIPeTalje n3Boherba y KOHKPETHUM MaTeMATHIKUM
CTPyKTypaMa.

Burnponssoau y kareropuju josa3ze y MHTEPAKIU]y ca OCTATKOM CTPYKType KOjU OHA TIO-
cjemnyje. HajupocTuju ciydaj je kaja ce 9ucta MOHOUJIAIHA CTPYKTYpa KOMOUHYje ca OuIpo-
u3Boauma. Ha mpumjep, y xomosionikoj asirebpu, Abesose rpyie (mocMarpaHe Kao MOILYJIN
HAJ[ IPCTEHOM 7Z) 3ajeJTHO Ca TEeH30PCKUM MPOU3BOJIOM U JIMPEKTHOM CYMOM IIPEJICTABIbA]Y
jeJIHy MOHOMJIAJIHY KaTeropujy ca oumnpoussomuMma. Jlomarak cumerpuje, 3aTBOperha, UHBO-
JIyIIFje UM KOMIAKTHE CTPYKTYPE OTBapa MOTyNHOCT MCTPaKUBaha PA3JIMYUTUX ITOHAIIAHA
OuIpom3BOIA Y TAKBOM aMOMjeHTY.

Y tpehoj u weTBpTOj IJ1aBM pa3MaTpa ce yIpaBO WHTEPAKIIMja OUIIPOM3BOIA €A PA3HUM
obJyiimMa MOHOUJIATHUX KaTeropuja. [1aBuu pedysnrar Tpehe riiaBe, Koja ce 3acCHUBA HA pa-
ay [32], mpencrasibajy TeopeMe KOXepeHIUje 3a TPU THIIA 3aTBOPEHUX KATEropuja ca GuIpo-
MU3BOJIMMA, — CUMETPUYHE MOHOUJIAJTHO 3aTBOPEHE KATETOpHUje ca OUITPOM3BOANMA, KOMITAKTHO
3aTBOPEHE KaTeropuje ca OMIIPOU3BOIMMA U KOMIIAKTHO 3aTBOPEHE KATErOpHUje ca MWHBOJIYIIN-
jom u GunpousBomuma. OBU pe3yaTaTH ce IPUPOJIHO OCIarbajy Ha IMOoMeHyTe pajose [21] u
[22]. BarBopene cTpyKType ca GUIIPOM3BOUMA KOje PA3MATPAMO ¥ OBO]j IJIABH Cy OJl TOCEOHOT
MHTEpeca 3a UCTpazKuBade Koju ce 6aBe KBanTHUM padyHapcrsoM (B. [1], [2], [35] u [14]). To
OoTBapa HOBE MOT'yYNHOCTH NPUMjEHE UCTPAXKUBAHLA OCTBAPEHUX Y OBOj JTUCEPTAIU)U.

Pesynratn HEKMX CKOpUjUX MCTpayKuBamba Jajy oipeheHe Kpurepujyme IOCTojarba (KO-
HAYHEUX) OMIPOM3BOJA y MOHOMTAIHUM Karteropujama (B. [15], [11]). Komkperno, ayropu y
[11] kapakTepuily u3BjeCHe MOHOWJIAJHE KATErOpUje ca KOHAYHUM OMIIPOM3BOJMMA KAaO Ka-
Teropuje y KojuMa IOCTOje JiecHu JyaJin ojpehenux mcrakunyTtux objekara. HerBpra riasa,
KOja ce 3acHUBa Ha pasxy [40]|, mocsehena je maBamy HOBHX, Oocaab/beHHX KpuTepujyma. Y
jeTHOM on TUX KpuTepujyMa 0aBUMO Ce MOCTOjarheM IPOU3BOJBHUX (HE HYXKHO KOHATHUX )
OUNIPOU3BO/IA Yy MOHOUJIAJHUM KATErOpUjaMa.



I'maBa 1

OcHOBHHU MIOjMOBU

Y 0BOj TyIaBU YBOJIMMO OCHOBHE IIOjMOBE TeOpHje KaTeropuja Koju he HaMm OMTH TOTpeOHU
y HacTtaBKy. Kareropmju jegHOIMMEH3MOHAJHUX KOOOp/M3aMa Kao IpuUMjepy Koju he Outwu
0J1 IOCEOHOTI' 3HAa4Yaja 3a OCTaTaK majarama nocsehyjemo moceban ojjesbak.

1.1 Kareropuje, GyHKTOPH M NPUPOIHE
TpaHcdopmMaIliije

Hedununnmja 1.1. Kawezopuja A ce cactoju ox objexatia (koje o3nadasamo ca A, B, C, .. .)
u cipesuna (Koje o3HadaBamo ca f, g, h,...), Ipu yemy

e 3a cBaky crpesuiy [ nocroje objekru dom(f) u cod(f) Koje HazuBaAMO gomer U KOgomer
on f;3ammc f: A — B 3uaun na je A =dom(f) u B = cod(f);

e zacrpemune f: A— Bug: B — C (cod(f) = dom(g)) nocroju crpenuna gof : A — C
KOjy HA3MBaMO KOMUO3uyuja cTpesuna f u g;

e 3a cBaku objekar A mocroju crpeuna 1, : A — A Kojy Ha3uBaMO jequHuuHa CTUPeAUUT;

e KOMITO3WIIMja je acoljaTuBHA, TO jecT, Baxku h o (go f) = (hog) o f 3a cBe cTpesuie
fitA—-B,g:B—-Cuh:C— D,

e Baxku foly= f=1go f3acsaky crpemy f: A— B.

Kouekmujy objekara kareropuje A oszradaBamo ca ob(A), a Kosekuujy crpesura ca arr(A).
3a objekre A u B kareropuje A, ckyn cBux crpenuna u3 A y B oznagasamo ca Homy (A, B),
nim kpahe ca A(A, B). HanomeHnMO J1a ce CTPEJIUIE YeCTO HABUBA]Y U MOPPHUIMU.

ITpumjep 1.1. (1) Set je kareropuja uuju cy o6jeKTH CKyNoBH, a cTpeuie QyHKIH]e.

(2) Set™ je xareropuja uuju cy 06jEKTH CKYIIOBH Ca UCTAKHYTUM €JIEMEHTOM, & CTPEJIUIE CY
dyHKIHje Koje IyBajy UCTAKHYTHU €JIeMEHT.

(3) Rel je kareropuja unju cy 06jeKTH CKyIIOBH, a CTPEJIUIE OMHAPHE peJalnuje. 3a pejaryje
p C X xYuo CY xZ nebunnmmemo o o p C X X Z Kao CKyl CBUX ypeheHHX mapoBa
(x,z) € X x Z 3a koje nocroju y € Y tako na Baxu (z,y) € pu (y,z) € 0.

(4) Cmd je kareropuja unju 06jeKTH Cy KOMYTATHBHA MOHOUJIM, & CTPEJIUIE XOMOMOPMU3MHI
n3Mehy mux.



1.1. KATEI'OPUJE, ®YHKTOPH U I[IPUPO/IHE TPAHCOOPMAIINJE

(5) Top je kareropuja 4uju 0GjeKTH Cy TOIOJIOIIKK IPOCTOPH, & CTPEJIUIE HEMPEKUIHA [pe-
CIIMKaBambAa.

(6) Vectk je kareropuja auju cy 00jeKTH BEKTOPCKH IIPOCTOPH HAJ[ TIOJbeM [, a cTpesutie cy
JIWHeapHa HpeciauKaBama. Kareropuja FinVecty je ayna wotxamiczopuja’ ox Vect g, unjn
00jeKTH Cy KOHAYHO-IUMEH3UOHAHU BEKTOPCKM ITpocTopu Haul K.

(7) Hilb je kareropuja umju cy objektu Xunbeprosu mpocropu Hagd nosbeMm C, a crpesuiie
orpaHuveHa JimHeapHa IpeciukaBama. Kareropuja FinHilb je nmyna nmorkareropuja o Hilb,
Ynju 00jeKTH Cy KOHAYHO-JIMMeH3noHaJHN Xuiabeprosu mpocropu Has C.

Hedbununuja 1.2. Oynxwop F : A — B uzmehy kareropuja A u B je npeciimkaBame Koje
csimka objekTe y 00jeKTe M CTPEeJUIe y CTPEJIUlle, IIPU Y€MY BaXKu

e cimka crpenune f: A — B je crpemuna F(f) : F(A) — F(B);
o F(1a) = Lr(a;
o Flgof)=F(g)o F(f).

IIpouseog xareropuja A u B je kareropuja A X B, umju cy objektn obsnmka (A, B) 3a
A € ob(A) u B € ob(B), a crpenune obnmka (f,g) 3a f € arr(A) u g € arr(B). Kommnozunuja
je nedunucana 1mo KommnoHenTama, a liap) = (14,1p). ®yHKTOD YMju je JOMEH IIPOU3BOJL
JIBUje Kareropuje HasuBamo bugynkiwop. Kaxkemo na je dyukrop F : A — B sjepan, kKama 3a
cake jiBuje crpenure f,g: A — B jennakocr F'(f) = F(g) nosnauu na je f = g. Y HacraBKy
heMo 9yecTo m30cTaB/baTU 3arpaje ako (PyHKTOP MM CaMO jeJaH apryMeHT.

Hedbunaunuja 1.3. Heka cy F,G : A — B ¢dyukropu. Ilpupoana tpanchopmanmja ¢ :
F — G je dbamumja crpesmna {pa 1 FA — GA| A € ob(A)} TakBa 51a 3a CBaKky CTPEJIHILY
f:A— BBaxu pgo Ff =Gfopy, To ject, cibeiehu qujarpaM KOMyTHpA.

FA 225 GA

| e

FB —— GB
B

Crpenunie v 3a A € ob(A) HazuBaMo kKomUoHeHTe IPUPOIHe TpaHchopMaImje .

Hedbununuja 1.4. Agjynrxyuje namehy kareropuja A u B je nara ca qsa dyukTopa F': A —
BuG:B— Awu asuje npupojane tparchopmarmje 7 : 14 — GF KoOjy HA3WBaAMO jeguHuya
ue: FG — 15 kojy HasuBamo kojegunuya, npu demy 3a cBako A € ob(A) u B € ob(B)
BazKH1

(1.1) Gepongp=1lgp u  €paoFnas=lpa,
TO jecT, cJbefiehu JimjarpaMu KOMYyTHUPA]y.
GB %5 GFGB L, FGRA

o Gl;B \ b

TIyma norkareropuja kareropuje A ce cacroju of nexux objekara Kareropuje A, am ceux crpenma nzmehy
TuX objekara.




1.2. CUMETPUYHE MOHOW/JAJIHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE

Jennakocru (1.1) HasuBamo @poyzaone jegraroctuu. Kaxkemo na je dynrTOp F' aujesu ag-
Jynxw on, G (byukrop G je gechu agjynx@ ox F') u numemo F 4 G.

Hedbununuja 1.5. Crpenuny f : A — B u3 A HazuBamMo u3omoppusam axo MOCTOjU CTpe-
quna g : B — A n3 A Taksa za je

gof=14 m fog=1g.

Kazxxemo jma cy objektu A u B usomoppru, n murmemo A = B, ako mOCTOju M30MOpdHU3aM
n3melhy mux.

1.2 CumMmeTrpuyHe MOHOHNJAJIHO 3aTBOPEHE KaTeropuje

1.2.1 Hdedununuje u nmpumMmjepu

Hedbunnunuja 1.6. Monougaarna xawiezopuja je Kareropuja A 3ajeano ca budyHKTOPOM &) :
A x A — A kora Ha3uBaMO WEH30OPCKY UPOU3EB0J N UCTAKHYTHM 0OjeKTOM [ KOra HAa3mBaMo
JjegquruuHYy 0bjexall, TAKBa J1a TMOCTOje MPUPOTHI U30MOP(MU3MHI Ca KOMIIOHEHTAMAa,

aupc:A®(BRC) = (A®B)®C, M:I®@A—=A  pi A0 — A

Ipu 4eMy c/bejiehn aujarpaMu KOMYyTUPA]Y.

A® (B®(C® D)) 2% (A®B)® (C® D) =222 (A® B)@ C)® D
(1'2) 1a®ap,c,p aa B,oc®lp
A (B®C)® D) YWy » (A (B C))® D
A® (I® B) tALE y (A® 1)@ B
(1.3) \ /
1A®AB pPARLpB
A® B

Kaxkemo ma je MoHommaJiHa KaTeropuja cWpukiling aKo Cy CBe KOMIIOHEHTE O (v, A U
jemHuYIHEe cTpesuie. EKCIMIMTHO, Y CTPUKTHOj MOHOUIAIHO] KaTeropuju A BaxKn

A9 (B®C)=(A®B)®C, A@T=A=10 A
f@geh)=(feg) @h, Jeli=f=1;® [,

3a cBe A, B,C € ob(A) u f,g,h € arr(A).

Hedbumuunuja 1.7. V3 "HoTanujy Kao y gedununuju 1.6, KaxkeMo J1a je MOHOUJAJIHA KaTe-
ropuja A cumetwtipuura aKo JOIATHO TOCjeayje TPUPOTHU M30MOpPU3aM Ca KOMIIOHEHTAMa,
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1.2. CUMETPUYHE MOHOW/JAJIHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE

oap:A®B — B® A TakaB na je 0pa00ap = lagp U pa = A4 004, IPH YeMy cibefehn
JaujarpaM KOMYTHPA.

QA B,C TA®B,C

A® (B®C) (A® B)© C —29"¢ , 09 (A® B)

(1~4) 1a® oB,Cc QC,A,B

A@(C@B) P — (A@C)@B m} (C@A)@B

&A.C,B

ITpernocraBke o komyrarusaHoctn aujarpama (1.2), (1.3) u (1.4) y cumerpudHOoj MOHOHU-
JIAJTHO] KATErOPHjU HA3MBAMO KOTEPEHUUJCKU YCAOBU.

Hedunnunmja 1.8. Heka je A cumerpuana MOHOUATHA KATETOPHja Y KOjO] 38 CBAKM 00jeKaT
A € ob(A) dyukrop A® _ : A — A uma nmecun anjyakr A — _ : A — A. Tana kaxemo ja
je A cumetipuura MOHOUGAAHO 3aTE0PEHE KATETOPHU]A.

IIpumjep 1.2. (1) Kareropuja Set je cumerpuasa MOHOMIATHO 32TBOPEHA KaJ1a y3MEMO Jia. je
® JlekapToB mpou3Bo/ ckymoBa, a X —o Y ckyn dyukiujau3 X y Y. Takobhe, na Set moxxemo
JneduHICATH CUMETPUYHY MOHOUJIAJIHY CTPYKTYPY U KaJia Y3MeMO JIa je & JUCjyHKTHA YHHUja
CKYyIIOBa, aJii y OJHOCY HA OBAaKO Je(UHUCAH TEH30PCKU IMPOU3BO/I Set Huje 3aTBOPEHA.

(2) Kareropuja Set” je cumerpuasa MOHOMIAIHO 3aTBOPEHA KaJla & JeUHUIIEMO KAO pegy-
Kosanu Upouseog® (cBe Tapose 4mja je 6ap jeJHa KOMIIOHEHTa MCTAKHYTH €JEMEHT WJCHTH-
dukyjeMo ca UCTAKHYTUM €JIeMEHTOM TPon3Bosa), a X —o Y Kao ckymn cBux ¢yHkuuja u3z X
y Y Koje 1yBajy UCTAKHYTHU €JIEMEHT, TP 9eMy je UCTAKHYTH ejeMeHT y X —o Y KOHCTaHTHa
dyHKIHja KOja CJIMKa CBAKH eJeMEHT u3 X y UCTAaKHYTHU €JIeMEHT u3 Y .

(3) Kareropuja Rel je cumerpruiasa MOHOMIATHO 3aTBOPEHA KaIa U & U —o JeUHUIIEMO Kao
Hexapros npoussoj, ckynosa. Jeauanauu objekar y Rel je 6usno koju cunriron {*}.

(4) Kereropuja Cmd je cumeTprdHa MOHOHIATHO 3aTBOPEHA KaJla Y3MEMO /1 je & TeH30PCKU
IpoOu3BOJ KOMYTAaTUBHUX MOHOKIQ, A A —o B KOMYTaTUBHU MOHOUJ KOI'a YMHE CBU XOMOMOD-
dbusmum u3 A y B (3a xomomopdusme f u g uz A — B nedunumemo wuxos 36up (f + g)(a)
kao f(a)+ g(a), 3a cBako a € A).

(5) Kareropuja Top je cumerprudHa MOHOWJAJIHA KaTeropuja ako yamemo na je X ®@ Y le-
KapTOB IIPOU3BOJI TOMOJIOMKHX ITpocTopa X u Y ca mpousBos Torojorujom. Mehyrum, Mmoxke
ce ToKa3aTu Jia Kareropuja Top HUje 3aTBOpEHA y OJIHOCY HA OBAKO JIePUHUCAH TEH30PCKU
npousso (B. |6, Proposition 7.1.2]). Wmnak, na Top ce moxke geduHmCATH CHMETPUIHA
MOHOWJIAJTHO 32TBOPEHA CTPYKTypa Ha Japyru Hauud (B. [6, Proposition 7.1.6]).

(6) Kareropuje Vectx u FinVect cy cumerpudate MOHOUJIATHO 3aTBOPEHE, Kajla Y3MEMO 1A
je ® craHmapHU TEH30PCKU MIPOU3BOJ, BEKTOPCKUX MPOCTOpa, a U —o V' BEKTOPCKM TPOCTOP
KOjU Ce CacToju OJ] JuHeapHUX mpecinkapama u3 U y V.

(7) Kareropuja Hilb je cumerpuiana MOHOMIATHA KA1 je & T€H30PCKU MPOU3BO, Xuabepro-
BUX IPOCTOPA, aJi HUje 3aTBOPEHA, jep CKYN CBUX OTPAHWYEHUX JIMHEAPHUX ITPECTMKABAHA
u3Mmelhy gBa XujabepToBa IPOCTOPaA y OIIMITEeM CJIydajy HHje XuiabepToB mpoctop. Mebhy-
tuM, kareropuja FinHilb jecre cumerpmyna MomHOMIAIHO 3aTBOpEHA KaJa y3MEMO J1a je

2enr. smash product



1.2. CUMETPUYHE MOHOW/JAJIHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE

H — K XwunbepToB MPOCTOP KOjU CE CACTOjU OJ] OTPAHMYEHUX JIUHEAPHUX ITPECTIMKABATHA,
n3Melhy KOHaYHO-IUMEH3UOHAJIHNX XUI0epToBux mnpocropa H u K.

Hanmomena 1.1. V¥ nacrtaky hemo 3a crpesnuiy f gecto ymjecto f®L 4 u 14 ® f mucatu fR A
n A® f, peciektuno. Canuno, ymjecto f — 14 hemo mucatu f —o A, a ymjecto 14 —o f
hemo mmcatu A —o f. Jemuuuity m kojenunuily ajjyHkimje A ® - A —o _ o3HauaBaMo ca
Nap:B—A—<(A®B)ucsp: A® (A — B) — B. Tpoyraoue jegnakoctu u3 gedUHUIL]E
1.4 nobujajy obsmk

(1.5) (A —eap)onaas.p=Llas, €a,408 © (A®nap) = Lags.

1.2.2 OcHoBHa cBOjcTBa

JIema 1.1 (|20, Theorem 7, Theorem 9|). (1) Komy@Gamusnocw gujazpama (1.2) u (1.3)
UOBAGHU KOMYWATLUBHOCT cregehes gujazpama.

I®(A® B) nan » I® A)® B
(1.6) \ /
>\A®B Aa®lp
A®B

(2) Komymwatiusroct gujazpama (1.4) v (1.6), ys apucyciso jegnaxociv op 4004 5 = Lagn
U pa = AA 004 TOBAAHY KOMYWAWUSHOCT gujazpama (1.3).

Jloxas. (1) U3 komyraruaoctu pujarpama (1.3) camjenn
(1.7) I ® Mg = (p1 ® Lagn) © A1 1.A9B-
Takobe, 3 KomyTaruHOCTH Jujarpama (1.2) nmamo
QI 1,A9B = Oéf_éf,AB o(arra®lp)oarigano(l;®arap),
na Kaza To yoarumo y jeanakoct (1.7) mobujamo ma je
17 ® Xags = (pr @ Lagr) © a[_éLA’B o(arra®lp)oarigano (Ll @arap).
Ca/ia U3 IIPHPOHOCTH OJf (Vf ) .A.p CTMjem
1 ® Ags = a;y o ((pr®1a) ®1p) o (arr,4a®1p) o argaso (1 ® arap).

Kopucrehu jomr jegaom xomyrarusaocT aujarpama (1.3) umamo ma je (pr ® 1a) o appa =
1; ® A4, omakiie je

17 ® Aagp = 0@}473 o((1;®Aa) ® 1) oargapo (11 ® ara,p)
= ypoarapo(l;®(Aa®1p))o (1 ®aras)
=1, ®(AMa®1p)oasap).
[TocrroMmoOHOBaBEM JIHjeBe U JieCHe cTpaHe jeqHakocTu 1 ®@Aagp = L@ ((Aa®@1p)oar 4 p) ca

Al@(A@B) Y3 KOopuliheme IPUPOJHOCTH O Arg(AgB) A0OUjaMO 1a je Aagp = (Aa®1p)oaras,
To jecr, nujarpam (1.6) KomyTupa.



1.2. CUMETPUYHE MOHOW/JAJIHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE

(2) Uz komyrarusrOCTH nujarpama (1.4) mmamo
(1.8) @ArBo01gBACArBA= (074®1Ip)oarapo (1l ®opa),
a n3 KoMyTtaruBHOCTH Jqujarpama (1.6) mvamo
O‘I,B,A = ()\él X ]lA) O )\B®A n OCI,A,B = ()\;‘1 X ]lB) e} )\A®B-
Kazma o ybarmumo y (1.8) mobujamo
-1 _ -1
aa1,800198,A° (A ®@La)oApga = (074®1p)o (A, ®1p)olagpo (L ®op.a).

Kopucrehn na je o7 4 o )\;11 = pzl U NPUPOJHOCT O OjgR A U AAgp, IPETXOJHA jeIHAKOCT
rmocTaje
-1 -1
aarpo(la®Ag)oopaolpga=(py @1Lp)oopaoApga.

Hakmne, aarpo (ly® )\;31) = pgl ® 1p, omakie je 14 ® A\g = (pa ® 1) 0 aarp, TO jecr,
nujarpam (1.3) KkomyTupa. O

W3 mperxojHe JieMe Caujen ga MOXKEMO JIaTH €KBUBAJEHTHY JAeMDUHUIN]Y CUMETPUIHE
MOHOUJIAJIHE (CUMETPUYHE MOHOWJIAJIHO 3ATBOPDEHE) KATeropuje, y KO0jOj jé KOXEPEHIjCKU
yeaos (1.3) 3amujersen ca (1.6). VY nHactaBky hemMo KOPHCTUTH yOpaBO Ty aJT€PHATHBHY
nedbuHATIA]Y .

Crmano ce Jokasyje u cibeseha gema, Kojy HABOAMMO 6€3 J0Ka3a.

JIema 1.2. (1) Komymatwusroc gujazpama (1.2) u (1.3) @064a4u KoMYTATWUSHOCT C.He-
gehez gujazpama.

@A BT

A® (B®1I) y (A®B)® I
(1.9) \ /
14®pB PA®B
A® B

(2) Komywiatusroct gujazpama (1.4) u (1.9), ys apucyc@eo jegnaroctiv op 40045 = Llagp
U pA = AA O 04 TOBAAHYU KOMYWAWUSHOCT gujazpama (1.3).

Hapenna nema he nam takohe Outu morpebHa y HACTABKY.
JIema 1.3 (|20, Theorem 6]). V wmonougaaroj xaezopuju je A\ = pr.

Jloxas. V3 npupomuroctn ox A umamo Ay o (1; @ Af) = Aj o A\jgr, omakie je 1y @ A\ = Ajgr.
Kaza craBumo A = B = [ y mujarpame (1.3) u (1.6) u uckopuctumo 1; @\ = Ajgr, 1o6ujamo
naje Ay @1y = p;r®1;. [loctkOMIIOHOBaEM U JIMjEBE U JIeCHE CTPAHE IIPETXOJIHE jeIHAKOCTU
ca pr, a 3aTUM KOPHUIMNEHEM MPUPOIHOCTH OJ Py, KAO W YUILEHUIIE Ja je p m3oMopdusam,
jobujamo s1a je A\j = py. O

3a npousBosbHy Kareropujy A Moxkemo meduHHCATH HBEHy cyupotiny kawezopujy A°P,
Koja uMa, ucre objekre kKao A, a crpenune ox AP nobujamMo Kajga 0OpHEMO JOMEH U KOJIOMEH

crpemunama u3 A. @opmanto, ob(A®) = ob(A) u AP(A, B) = A(B, A).
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1.2. CUMETPUYHE MOHOW/JAJIHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE

Hanmomena 1.2. Heka je A cumerpudna MOHOWIATHO 3aTBOPEHa KaTeropuja. 3a objekat B
u crpesuryy f: A — A" w3z A, moxemo nedpunucaru f —o B: A’ — B — A — B kao

(A—cnp)o(A—(f® (A — B)))onaa—s.

Tasa Huje Temko BujeTn Ja 3a cBaku objekar B mmamo dpyHrTop _ — B : A® — A, koju
cmka AyA—-oBufyf-—-oB. Akosza f: A— A ug: B — B ngebunumemo f —o g Kao
(f — B') o (A" — g), umamo 6udyskrop —o: A® x A — A.

Kopucrehu nanomeny 1.2, MoxKeMO JTOKa3aTU GUUPUPOGHOCTL O, 1) U €.

Jlema 1.4. Hexa je B objexaii u f : A — A’ ctipeauya y xawezopuju A. Taga sasice coegehie
jegrarocttiu

(1) (A— (f@B))onas = (f — (A ®B))onaps;
(2) eapo(f@(A — B))=capo (AR (f — B)).
Jlokas. (1) Kopucrehu nanomeny 1.2, mpupoHOCT OJ1 7) ¥ TPOYTAOHY € THAKOCT, HMAMO
(f = (A" ®B))onap=
= (A —cawpp)o(A— (f@ (A — (A®B))))onaa—wass) ©Na.s
A —0 5A’,A’®B) (0] (A —0 (f X (A/ —0 (AI & B)))) (0] (A —0 (A & nAljB)) o 77A,B
A —o (ea,wgp o (f ®@na,p))) o nap

= (
= (
= (A —o (cawgpo (A @nap)o(f®B)))onan
=(A—(f®B))onas.

(2) Kopucrehu monoBo Hamomeny 1.2, MIPUPOTHOCT OJ € U WCTY TPOYTaOHY jeTHAKOCT Kao y
ciyuaajy (1), mobujamo

eapo(A®(f — B))=

=capo(A®(A—cap))o(A®(A— (f& (A — B))))o(A®naa—p)
=caBOEane-—-B) 0 (AR (A— (f® (A — B))))o (AR N -B)

=capo(f® (A — B))oeaag—n) © (AR Na4-8)

=capo(f® (A — B)). n

Cmenehom medunuimjom yBomuMo oapeheny Horammjy Koja he Ham OuTu moTpebHA Yy
HACTaBKY.

Hedununuja 1.9. Heka je A cumerpudHa MOHOUIATHO 3aTBOPEHA KATETOPHja. 3a CTPEJIUIE
f:A®B—>C,g:B—>A—-oCuh:A— Bu A gepunumeno f*: B - A — C,
¢ :A®B - Cu(h)c: A® (B — C) — C na cpenchn nagnm:

'f':(A_Of)OWA,&
° g°=caco(A®yg),
[ ] <h>c :5B,CO (h® (B —o0 C))

Y oznamu (h)c iemo m30cTaB/bATH MHIIEKC KaJjla BEroBO OJICYCTBO HE M3a3WMBa JIBOCMUCIEHOCT.
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1.3. KOMIIAKTHO 3ATBOPEHE KATEI'OPUJE CA UHBOJIYIIHJOM

Jlema 1.5. Ouepayuja _
(1) frog=(fo(A®g)*, 3a f:AQB—=Cug:D— B;
(2) (A—h)of*=(hof)*saf:AB—C uh:C— D;
(3) ey p=1la.p.

Jlokas. (1) Kopucrehu nedununujy 1.9 u mpupomHocT 0/ 1 1Mamo

ffog=(A—flonapog=(A—oflo(A—(A®g))onas
=(A—o(fo(A®g)))onas=(fo(A® [))".

(2) Tonoso uz pedununuje 1.9 caujenn

(A—h)of*=(A—h)o(A— flonap=(A—(hof))onap=(hof).

uma cwegehe ocobure:

(3) Kopucrehu Tpoyraony jeHakocT uMamMo Ja je Eyp = (A—ocecap)onaaos =Lla.p.

)

uma crvegehe ocobume:
(1) fog®=((A—of)ogP,aaf:C—sDug:B—A—oC;
(2) 90 (A®h)=(goh)°, 8ag: B—A—oC uh:D— B;

Jlema 1.6. Ouepayuja

(3) Nas = lags-

Jlokas. (1) Kopucrehu nedununujy 1.9 u mpupomHocT o1 € uMaMo

fog®=foeaco(A®g)=capo(A®(A—f))o(A®yg)
=eapo (AR ((A—o f)og))=((A— f)og)°.

(2) Ionoso u3 gedununumje 1.9 caujenn
o (A®h)=csc0(ARg)o(A®h) =csco(A®(goh)) = (goh)°.

(3) Kopucrehn Tpoyraony jeamakocT mMaMo Jia je 1% p = €4,408 © (A @ 1Nap) = Lags.

Jlema 1.7. 3a capeauue f: A— B ug: D — A sacu (fog)c={(f)co(g® (B — C)).

Zloxas3. Kopucrehu 6udyHKTOpPHjaIHOCT TEH30Pa UMaMO

(fogle=epco((fog)®(B—C))=cpco((f®@(B—=C))o(g®(B—C))
={flco(g®(B—0)).

O

]

]

1.3 KommakTHO 3aTBOpPEHEe KaTeropuje ca MHBOJIYIINjOM

1.3.1 Hdedununuje u nmpumMmjepu

Hedununnmja 1.10. Heka je (A, ®,[) cumerpudHa MOHOMJAJHA KATEropuja U HeKa je A
neku objekat n3 A. Kaxemo na je A* gyana objekra A ako moctoje crpenurie 14 : [ — A*® A

ney: AR A* — I Takse na BaxKu

(1.10) paro (A" ®ea)oayt 4 400 (Na @A) o Njr = T,
(1.11) Aao(ea® A)oagarao(A@na)opy' = la.
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1.3. KOMIIAKTHO 3ATBOPEHE KATEI'OPUJE CA UHBOJIYIIHJOM

Hamomena 1.3. Y ciyyajy kKaja je MoHomgajHa Kareropuja A mu3 mperxomne jgeduHuImje
cwpurmina, jeaaakoctu (1.10) u (1.11) ce cBome Ha

(112) (A*®€A>O(77A®A*):ILA* n (€A®A)O(A®77A):ILA

Hedununuja 1.11. CumerpuyHa MOHOUJIAIHO 3aTBOpeHa Kareropuja A je xomuakTino 3a-
weopena Kama cBaku objekar A € ob(A) nma ayad.

Hedbununuja 1.12. Kawiezopuja ca unsoryyujom® je Kareropuja A 3ajeHo ca WHBOJIYTHB-
HuM pyurTopom T : AP — A koju je mpenturer Ha objekTuMa n3 A. ExcrmmuTHO, TO 3HAYM
na je A" = A 3a caxu objexar A us A u ma 3a cpaky crpemuiy f : A — B mocroju cTpenmma
f: B — A, npn uemy Bazku

L] ]lTA = ]1A;
e (go f) = flog', 3a npoussosmne crpesmme f: A — Bug: B — C;
o 1T = f 3a mpomssospny crpemmny f: A — B.

Hedbumuunuja 1.13. Monougarna xatiezopuja ca UMHB0AYUUJOM j€ MOHOUIAJHA KaTEeropHja
A Koja mMa 1 CTPYKTypy KaTeropuje ca WHBOJIYIUjOM, IIPH YEeMY BaKK

o (f®g) = fl®g', 3a npoussomne crpemune f: A— Bug:C — D;
1 1 1
i O‘ix,B,c = Q4 B0 Aix =\, u PL =Pa -

Axko je monommaHa Kareropuja A J0aTHO M CHMETPUYHA, [IPUA Y€MY je UL B = OB.A, TaJa
KaxkeMo Ja je A cumetlipuuha MOHOUGAAHA KATLEZOPUJA CA UHBONYUUIOM.

Hedbununuja 1.14. Komuakiwno 3aW60peHa KatezZopuja ¢ UHBOAYUUJOM je CUMETPUIHA
MOHOUJIAJTHA KATEropuja ca MHBOJIYIIMjOM, KOja JOJIATHO UMa U CTPYKTYPY KOMIIAKTHO 3aTBO-
peHe KaTeropuje, Ipu 9eMy BazKU JeJHAKOCT 04 A+ O €y = T)4.

IIpumjep 1.3. U3 npumjepa 1.1, kareropuje Rel, FinVect, n FinHilb cy kommakTHO 3a-
tBopene, Rel, Hilb u FinHilb cy kareropuje ca unosymujom, a camo cy Rel u FinHilb
KOMITAKTHO 3aTBOPEHE KATEropuje ca MHBOIYIHjoM. PasMoTpumo mobsimzke MOMEHyTe KaTe-
ropuje.

(1) ¥V xareropuju Rel je je cBaku objekar camo-myasnan, To ject X* = X. 3a penarnujy
p € X x Y pedbunmmemo p! Kao mWHBep3Hy pesanmjy of p, To ject, pl = {(y,z) € Y x X |
(z,y) € p}. Crpemuua n : {*} — X x X je penanuja {(x, (z,2)) |z € X},ae: X x X — {x}
je men unseps {((z,z),*) | v € X}.

(2) Ha kareropuju FinVecty medunuimemMo KOMIAKTHO 3aTBOPEHY CTPYKTYDPY TaKO IITO
y3MeMO Jia je Jiyas oi V' cTaHJap/Hu JyJaaHd npocTop V* (CKyIl CBUX JIMHEAPHUX TPEC/IUKA-
Bamba u3 npocropa V' y nowe K). Axo je (€;)1<i<n 6a3a o1 V u (€');<;<,, myanna 6aza om V*,
JmHeapHa npeciukaBama 1 K — V@V une: V@ V* — K cy oapebhena ca

77(1) = E e' R e, 5(62. ® 67) — 67(61-) _ { , =1,
i=1

0, wuHade.

'V smmrepatypu je wemhu masus 6ogesic vawezopuja (enr. dagger category), aju cMaTpamo Ja je Ha3UB
KAWE20PUJa €A UHBOAYYUUJOM TIPUM]EPEHUJU CPIICKOM jE3UKY.
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1.3. KOMIIAKTHO 3ATBOPEHE KATEI'OPUJE CA UHBOJIYIIHJOM

(3) ¥V kareropmju Hilb, 3a f : H — K npebwnumemo f' : K — H xopucrehn ckamapau
npousBos, HamMe f1 je jemmHCTBeHO MpecmKaBame 3a Koje Baxu (f(x),y) = (z, fT(y)). VY ka-
teropuju FinHilb kommakTHO 3aTBOpEHy cTpyKyTypy Aedunuiremo ucto kao y FinVectg,
a fT nedpunnmenmo ucro xkao y Hilb.

1.3.2 OcHoBHa cBOjcTBa

Jlema 1.8. Csakxa xomuakitino 3amieopena kawezopuja A je cumetlipuyra MOHOUJANHO 3a-
weopera.

Jlokas. Jlokaxkumo Ja je byHrTop A*®_ necan agjyHKT hyHKTOpa A®_ 3a cBako A € ob(A).
Hedbunummmo nap: B — A*@ (A® B)ueap: A® (A*® B) — B na cibenehn naunu

def _ _ def
(1.13) NAB = aA;A,BO(nA@B)o)\BI, €aB = Ao (ca®B)oaaap

U JJOKazKUMO JIa Cy 14 B U €4 p JeJUHNIIA U KOjeIMHUIA aJjyHknuje. JIpyrum pujeduma, Tpebda
JIOKa3aTH Ja Cy N4 p U €4 p Upupoaie (o B) u ga Bayke TPOyraoHe jenHakoCTH. JlOKakuMo
IIPUPOIHOCT OJL )4 g, HOIITO Ce IIPUPOIHOCT O € 4 g JOKa3yje caudano. 3a f : B — B’ nmamo

(A" @A f))onap=(A"® (A f))oaj 450 (1 ® B) oAy
= a0 (A"®A)® f))o(na® B) oy
= 042*171473/ o(Na® f)oAg' = O‘;x*l,A,B/ o(na®@B)o(I®f)oAg
= aylap o (MA@ B)oXy of =nipof.

IIpU Y€MY CMO KOPHUCTUIN OuyHKTOPU]AJTHOCT TE€H30pa U MPUPOTHOCT O ozAT} ApH )\E,l.
Jlokakumo cajia TpOyraoHe jeTHAKOCTU

(A*®eap)onases = lagn u €a,408 ° (A®nap) = Llags.

Jlokazahemo camo JiijeBy jeJIHAKOCT, TIOIITO Ce JleCHa jJoKa3yje camdano. Jlakse, umajyhu y
Buy jeanakoctu (1.13) Tpeba jmokasatu jga je

(1.14)  (A"®@(Apo(ea® B)oaaap)) 0y 4 ggp© (14 ® (A" ® B)) o \ilyp = Laan.

Osnaunmo smjeBy crpany jeanakoctu (1.14) ca L. Kopucrehu komyraruBHOCT amjarpama
(1.2) mmamo ma je

-1 _(Ax -1 ~1 —1
Qpx A, A*@B = (A" ® aA,A*,B) O px A9A*.B © (aA*,A,A* ® B) 0 Qarga,A,B;
ma KaJia To yoarmumo y L mobujamo jia je

L= (A* & AB) @) (A* & (5,4 & B)) o) Oé;’aA@A*,B o (agi,A,A* ® B)
0 Qargaacp O (Na® (A" ® B))oAiigp

Kopucrehu npupomaocT o ag}} ApA«B M QA*@A A+ B AIMAMO 1A je

L=(A"®\g)o O‘Z“},I,B o((A*®ey)®B)o (aAfl’A’A* ® B)
o((na®A")® B)oara-po )‘E’}@B'
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1.3. KOMIIAKTHO 3ATBOPEHE KATEI'OPUJE CA UHBOJIYIIHJOM

Kana mammmemo Ly obauky
L=(A"®\p)oagy 5o (px ® B)o(pa ®B)o (A" ®ea)® B)o(ay: 440 ® B)
o ((na® A") ® B) o (A4 ® B) o (Aa+ @ B) o apar 5 0 Ajigpp
u uckopuctumo jearakoct (1.10) mobujamo ma je
(1.15) L=(A"®Ag)oay 50 (pa ®B)o(Aa ® B)oapap 0 XNgegp.

U3 xomyrarusuocty aujarpama (1.3) mmamo ol ;g o (pyr @ B) = A* @ Aj', a u3 komyra-
tusHOCTH Aujarpama (1.6) mMamMo ara- 5 © Ajigp = Ay ® B. Kaga To y6anumo y (1.15),
nobujamo na je L = 1 +5p. O

Hedbunnunuja 1.15. 3a f : A — B nedunumemo f*: B* — A* ca
fr=pa-o(A"®ep)oay pp. o (A" ® f) @ B") o (na ® B*) 0 Ap..

Kopucrehu nperxomny jgeduHUIN]y HUje TEITKO ITPOBjEPUTH JIa Y CBAKO] KOMIIAKTHO 3a-
TBOpenoj kareropuju A umamo dyukrop _* 1 AP — A. Jlokaxumo caja cibenehy siemy Koja
he nam Outu nmorpebua y riasu 3.

Jlema 1.9. Hexa je f : A — B ciipesuua y xomtaxino 3atmsopero] kawezopuju A. Taga je
(f*®B)ong = (A" ® f) ona.

Zlokas. mamo

(1.16) (f*® B) ong =(pa- @ B) o ((A* ®@ep) ® B) o (42 p p- © B)
o((A*® f)® B*) ® B) o ((na ® B*) ® B) o (A ® B) o np.

U3 komyrarusHOCTH naujarpama (1.2) mmamo Ja je
—1 o * -1 -1
Qg g e @ B = as- pgp+p o (A" ®@app-p) o Qu« B B*oB © ¥A*@B,B*,B

ma kajga 1o ybarmmo y (1.16) u BCKOPHCTUMO HIPUPOTHOCT O XA+ Bop* B 1 Oz;@@ B g+ g Aoou-
jamo

(f*® B)ong =(pa- @ B)oaa1po (A" ® (g ® B)) o (A" @ app-p) 0 a4 p pgp
o((A"® f)® (B*® B))o(na ® (B* @ B)) o aj . o (Ap: ® B) 0.
Kopucrehu komyrarusaoct aujarpama (1.3) u (1.6), mobujamo
(f*®@B)ong =(A"®Ap)o (A" ® (ep ® B)) o (A" ® app-B) © A4 p peop
o (A" ® f) @ (B" @ B)) o (14 ® (B* © B)) o Aglap 0 0.
W3 npupogaocTu )\;@)B UMaMo J1a je )\§1®B ong = (I ®np) o\, omaxne je
(f*®@B)ong = (A"®Ap) o (A" ® (g ® B)) o (A" @ ap p-B) © 4 p pep
o((A"® f) @ (B*® B))o (na@ng) o A
= (A"®Ap)o (A" @ (e @ B)) o (A" ® 0B.5+.B) © 04 p prop
o (A" @ f)@np)o(na®I)or".
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1.4. KATEI'OPHUJA 1Cob

1 .
Cana, kopucrehy IpUpPOTHOCT O (v A BB @B 1 GYHKTOPHUjATTHOCT TEH30Pa UMAMO

(ff@B)onpg=(A"®Ap) o (A" ® (ep ® B)) o (A" ® ap p* )
o(A*@ (f@np))oay: 4r0Ma®I)oA?
=(A"®Ap)o (A" ® (65 ® B)) o (A" ® app+,B)
o(A"® (B@ng))o (A" @ (fel))oay 4,0(ma®l)oN

Kopumihemwem jennakocru (1.11), a 3aTuM TpUPOIHOCTH OF ozATi, A7 /106HjaMo

(f*®B)ong=(A"®pp)o (A @ (f®I)oay 4 ;0(ma®I)oA’
= (A*®PB)°0‘;1},B,IO((A*®f)®f)°(77A®I)O)‘I_1
— (A" @ pp) oazlp, o (A" ) oma) @ I) o AT

U3 (1.9) cmjerm (A* ® pp) 0 @yt 51 = pa-eB, Ta KopucTehu TPUPOIHOCT OJT po+gp HMAMO

(ff®@B)ong=((A"® f)ona)opro;’.

Tspheme cana camjeau u3 jgeme 1.3. 0

1.4 Kareropuja 1Cob

Hedopmaimmo, xobopgusam m3mely 3arBopennx® Muoroctpykoctu A m B je KOMIaKTHA

MHOrocTpykoct M duja rpanuiia je aucjyHKTHa yHUja MHOrocrpykoctu A u B. Kobopausme
nuMen3uje n kpahe Ha3WBaMO N-KOOOpPAU3MU. Y OBOM OJje/bKy hemo ce GaBUTH UCKJbY IUBO
1-xkobopau3MuMa, 1a heMo ux 4ecTo Ha3uBaTH U CaMO KOOODIU3MUMA.

[Inb HAM je j1a koHcTpywuiemo kareropujy 1Cob umju o6jekTn he Outm 3aTBOpEHE MHO-
roctpykoctu jgumensuje 0, a crpenure 1-kobopmuamu. Jla 6ucmo To ypajuiau, duhe HAM
OTPeOHO J1a MOYXKEMO TOBOPUTH O JIOMEHY M KOJIOMEHY KOOOp/m3Ma, Kao U Ja MOXKEMO Jie-
dunucatn Kobopauzam u3 objekra y camor cebe. Oba oBa 3axTjeBa ce MOCTUKY C/bejgehom
dbopMasTHOM TePUHUTITOM.

Hedbununuja 1.16. Heka cy A u B 3arBOpene opujentucane 0-TuMEH3MOHAHE TOIIOJIO-
mKe MHOrocrpykoctu. Opujentucany 1-xob6opgusam ox A no B je tpojra (M, fi, f2), taje
je M xoMmakTHa OpHjeHTHuCaHa 1-IMMEH3MOHAJIHA TOIOJIONTKA MHOTOCTPYKOCT €& T'PAHUIIOM
M; U M, (opujenTaruja Ha TpaHWUIU je WHIyKOBaHa opujentarujom Ha M), fi : A — M je
yTamname Koje dyBa opujeHTaIujy n dnja je camka M, a fo : B — M je yramame Koje obphe
opujeHaTarujy u duja je ciauka M.

Hamomena 1.4. V ommrreM ciiy4ajy, n-KOOOpPAU3ME ce JAePUHUITY Yy KATETOPUjU TJIATKUX
MHOTOCTpyKocT. MehyTum, y numen3ujama 0, 1,2 u 3 cBaKa TOIOJIOITKA MHOTOCTPYKOCT J10-
IYIITa TJIATKY CTPYKTYPY, TAKO Ja ce, HedpOpMaJHO, TI0jaM TJIATKe MHOTOCTPYKOCTHU CBOJU Ha
1I0jaM TOIIOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTH. 300r Tora cMO 1-kKobopau3me jiedbuHrcaIn Y KATeropuju
TOIOJIOMIKUX MHOTOCTpyKOocTHu. [IpuMujernmo j1a cmo mpobsem ojpehuBama JOMEHA U KOJIO-
MeHa KOOOp/IM3Ma pa3pujelmivn yBohemeM opujeHTalmje, a mpobjieM mocTojama Kodopau3Ma
u3 objekTa y camor cebe yBohemem yramama f; u fo. Takobhe, 3axTjeB ma fi uyBa opujenTa-
nujy, a fo je oophe HHUje 0O CYyIMITHHCKOT 3Ha4Yaja; MOTJIK CMO HMPETIOCTABATUA U 0OpHYTO. TO
HaM CJIy?KHU CaMo JIa OUCMO OJpeINJIA JIOMEH U KOJOMEH KOOOpInu3Ma.

3xoMmmaxTHEX, 6e3 TpaHUIe
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1.4. KATEI'OPHUJA 1Cob

Cmwenehn kopak y koncrpyucamwy kKareropuje 1Cob je meduHmcame KOMIIO3UIjEe Y TO]
KaTeropuju. Y Ty CBPXy heMO MCKOPHUCTUTH IOjaM Aujel/bera KOOOpIM3aMa, ajiu MpUje To-
ra hieMo ysectu mojaMm amaanzamupare cyme' y Kareropmju. Hamme, amanraMmpana cyMa
Jujarpama

A<f c 241

ce cactoju o objekta P u crpenuna i : A — P, iy : B — P, npu yemy 3a cBaku o0jekar () u
crpemutie j; : A — Q u js : B — @ Takee z1a je j; o f = jg 0 g, MOCTOjU jeIMHCTBEHA, CTPEJIUIA
h : P — () TakBa na cpesiehu aujarpam KoMyTupa. YoOmdajeHa O3HAKa 3a aMajraMUPaHy
cymy je Ao B.

C g
!

l

A——

Cama MmoxkeMo JepUHUCATH JUjelbeibe KOOOp/in3aMa.

Hedunnnnmja 1.17. Heka je (M, f1, f2) kobopauzam on A 1o B u (N, g1, g2) KOGOpIM3aM 01
B 5o C. Heka je M Ug N, 3ajeiHo ca HEIpeKUJIHUM MpecinKaBawuma hy : M — M Ug N
u hy: N - M U N amanramupana cyma (y kareropuju Top) mujarpama M LRy ; JEINGN
Tana kaxkemo ja je kobopauszam (M Lig N, hy o f1, hy 0 go) HaCTAO Aujedserem KOGOpAU3aMA,
(M, f1, fa) u (N, g1, 92) (B. cobenelin pujarpam).

C
g2
B—% N
f2 ihQ
A T> M R MJBN

Hamomena 1.5. ¥V kareropuju Top mocToju amajraMupaHa CyMa 3a CBaKH map oOjekaTta
(B. =mmp. [28, V.9]), rako ma 3Hamo ma curypHo nocroju objekatr M Up N. Mebhyruwm, na 6u
npeTxo/iHa JeduHuImja Ouaa KOpekTHa, Tpeba JIoKa3aTu Ja je TomnoJiomku mpoctop M Lg N
3amcra (KOMIIAKTHA) MHOrocrpykoct. Jlokas Te uutbenuiie hemMo MpecKOYnuTH, a YUTaola,
ynyhyjemo na [23, Onjessax 1.3.2]. Taxobe, npumujeTumo sa je onepanumja JMjerbemba 106po
neduHICAHA CAMO g0 Ha Tomeomopdusam. 300r Tora, ga OUCMO UMAJH JT0OPO AePUHUCAHY
kommosutujy y kareropuju 1Cob, mpenasumo Ha Kjace eKBUBAJEHIN]e KOOOPIIm3aMa.

Hedununmja 1.18. Kaxemo ma cy opujenrucanu 1-kobopmuamu (M, f1, fo) u (N, g1, g2) on
A o B exsusaseniiny ako moctoju xomeomopduzam F : M — N Koju dyBa OpHjeHTAIN]Y,

denr. amalgamated sum, wu wenthe pushout



1.4. KATEI'OPHUJA 1Cob

npu yemy Baxku F o fi = gy u F o fo = go, TO jecT cibesiehu nujarpamMm KOMyTHPA.

Knacy exksuBasennuje kobopausma (M, fi1, fo) osuagasamo ca [M, f1, fa].
Cata KoHaIHO MO2KeMO JlaTu npenusny gedbununujy kareropuje 1Cob.

Hedbununuja 1.19. Kareropuja 1Cob je kareropuja unju 00jeKTH Cy 3aTBOPEHE OpPHjeH-
tucate (-IMMeH3NOHAJHE MHOI'OCTPYKOCTH, & CTPeJuIle Cy Kjace eKBUBaJIeHIuje 1-Kobop u-
3ama. Y3 Horarujy kao y gebununuju 1.17, komnosurujy y 1Cob medbunumemo xkao

[N, g1, g2] © [M, fu, fo] & [M Ug N, hy o fi,hs 0 o).

Takobe, jequaunany crpenuiny 14 : A — A nedunummemo kao [A x [0, 1], f1, f2], vaje je fi(z) =
(2,0), a fo(x) = (x,1).

Hanomena 1.6. /la 6u nperxogna geduHuimja oOuia KOpeKTHa, MOTPEOHO je T0KA3aTH J1a je
KOMITIO3HUIIAja, T00po meduHICaHa U acolldjaTUBHA, Kao W Ja 3a cBaky crpesuity [ u3 1Cob
Baxku foly = f =140 f. Mehyrum, To hemo omer mpeckounTn, a autaora ymyhyjemo Ha
[23, Opjespum 1.3.15 u 1.3.16]. VY nHacraBky hemo uyecTo Kjace eKBUBaJICHIIUjE KOOODM3aMa
3BaTU CAMO KOOODIU3MH.

3arBopene opujentucane (- IUMEeH3NOHAHE MHOTOCTPYKOCTH CY 3allpaBO KOHAYHU HU30BU
Tayaka 3ajeJIHO Ca EBUXOBOM opujeHTarnmjoM (+ wim —), Tako na objekre kareropuje 1Cob
MOKEMO TIPEJICTABUTHA KA0 HU30BE KOJjU Ce CACTOju OJ + U —, Ha npuMmjep + — + + —. Ca
JIpyTe cTpaHe, KOMIIAKTHE OPUjeHTHCAaHEe 1-TUMEeH3UOHAHE MHOTOCTPYKOCTHU Ca TPAHUIIOM CY
XOMeoMOpdHE KOHATHUM KOJIEKIIMjaMa OPUjeHTUCAHNX JIy2Ku 1 KpyroBa. OpujeHTrcany Iy
MoxKeMO ujeHTudgukoBaTu ca cermentoM [0, 1] Ha KOMe je 3a/aTa CTaHIAP/HA OPHUjeHTaIM]a,
(y emjepy o 0 mo 1). Ona wHIyKyje OpUjeHTAIM]y HA KpajeBHMa CerMeHTa, U y HACTaBKY
hemo mozmpasymujeBaTu 12 je MHIyKOBaHa opujenTaruja y ( HO3UTHBHA, a y 1 HeraTwsHA.’
Cranapna opujenTalyja Kpyra je y cMjepy CyIpOTHOM OJi KpeTama Ka3a/bKe Ha carTy.

ITpumjep 1.4. Heka je A = +—+ u B = +. Ilocmarpajmo kobopausam (M, fi, fa) om A mo B,
Ipy 9eMy je MHOTOCTPYKOCT M 1WCjyHKTHA yHUja JIBUje OPUjeHTHUCAHE JIyKU, & yTanama fi| u
fo cy mycrpoBana Ha cibeneho]j comu ujeso. Tana kobopauzam (M, fi, fo) npeacraBbamo
IPTEXKOM Ha cuim JecHo. Jlomen kKobopm3Ma je Ha BPXY IPTeXKa, a KOJIOMEH Ha JHY, TO
jecT Kobop/IM3Me WIyCTPYjeMO IIPTEXKUMa KOjU Cy yCMjepeHU OJI03T0 Ha J0Jjie, a He CJIUjeBa
Ha 7ecHO (Kao mro je cay4aj y [23]). IIpumujerumo ma mamely aBa mcra objeKkTa MoXKe Ja
IIOCTOJU BUIIIE PA3JIMIUTUX KOOOpIU3aMa.

5 . .
°IIITo ce ciake ca CMjepoM KpeTama eJeKTPUYHE CTPYje O IMO3UTUBHOr I0Jia Ka HeraruBHOM. Hapasho,
Hallla, OPUjEeHTAIN]a je CTBap J0TrOBOPa U HEMA HUKAKBE BE3€ CA €JIEKTPUYHOM CTPYjOM.
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N ’ i u
—_ ./_

ITpumjep 1.5. Opujentucana 1-muMeH3MOHAIHA MHOTOCTPYKOCT WJIyCTPOBaHA Ha CJbe1eho]
ciuiu HUje 1-kobopauzam. Jla Oucmo ce yBjepusi y TO, HMPETIIOCTABUMO JIa JATU IIPTEK
npejcraBiba Heku 1-kobopausam (M, fi, f2) on + mo + — —. Tazna 6u muorocrpykoct M Gua
yHUja JIBUje JIyKW, IpU YeMy Ou yTamarme fi; CJIUKaJO + U3 JIOMeHa y +, a yTaname fo ou
CJIMKAJIO —— U3 KozmoMeHa y ++. Mehyrum, To je Hemoryhe, jep rpanuiia ABuje OpUjeHTUCAHE
JIy7KW He MOKe JIa CaJIpK1 TPU TadKe Uhja je OphjeHTaIuja +.

+

£

_|_ — —

IIpumjep 1.6. Ilocmarpajmo kobopausme K; u Ko wimycTpoBane cibeiehuM mpTeKumMa.

+ o+ - + -+

N

K1: KQZ

{Y

+ -+ +

(IIpumujeTnMo 1@ Hallle MHOIOCTPYKOCTH HUCY yTOIJbEHE y PaBaH, Tako ja Kobopmausam K
IIOCMaTPaMO Kao JUC]YHKTHY YHU]Y TPH JIyKu, 03 003upa MITO Ha MPTEXKY MMaMO yKPIITa-
we). Tana je komnosunuju Ky o Ky mpeJicTaB/beHa C/beIeNuM I[PTEXKOM.

+ o+ -
+ o+ =
K20K1 _ /. g N _ \I/
_l’_
_l’_

Jlema 1.10. Kawezopuja 1Cob je xomuaxino 3aieopeHa KatheZopuja ca UHEBOAYUUJOM.

Jlokas. Tlokaxkumo npso ja je 1Cob (crpukTHA) CHMETPpUYHA MOHOUIAIHA KaTeropuja. TeH-
3opcku npon3Bof ® y 1Cob nmedunuemMo Kao IUCjyHKTHY YHHU]Y, TO jECT KaO CTAB/bAE B
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1.4. KATEI'OPHUJA 1Cob

kobopau3ma jeauor nopes apyror. Ha mpumjep,

+ -+ o+

Jenuuauanu objekar 3a oBako jmeduHUCAH TEH30PCKH Mpon3Bo je ) (mpasHa MHOrOCTPYKOCT).
Takobe, kareropuja 1Cob je cumerpuyna, mpu deMy crpeauny o4 : A® B = B® A
onrosapa omapehena mepmyTtanuja ckyna A ® B. Ha mpumjep, 3a A = —+u B = + — —|
CTPEeJINIA 04 p j€ WIYCTPOBAHA CJbeIeNUM IIPTEXKOM.

+ - - = 4+

[Tokaxkumo cajza 1a je 1Cob kommakTHO 3aTBOpena. Jlyam A* nekor objekra A je mctm HuU3
Tadaka ca oopHyToM opujeHTanmjom. Ha mpumjep, ako je A = +— —, taga je A* = —++. 3a
ucro A, crpemmmne 7 1) - A* @ Ane: A® A* — () cy kKobopau3Mu nirycTpoBann cibegehnm
[PTEXKUMA.

+ - - - + +

Jemnakocru (1.12), y HajjennocraBHujeMm obsuky (Kama je A = +) cy miycTpoBaHe Kao:

Konauno, nokaxknmo na je 1Cob kareropmja ca musosymujom. Kobopmmzam fT: B — A
J106mjamMo oOpTarmeM OprjeHTaIlje MHOTOCTPYKOCTH Koja Ipe/icTaBiba Kobopausam f : A — B.
Obpramem opujenTarje Muorocrpykoctu M, yramame f; : A — M mocraje mpecuKaBambe
Koje obphe opujenrarujy, ma A nocraje KojoMen j1obujenor kobopausma. Caudano, B mocraje
meroB goMed. Ha mpumjep, ako je crpenura f wiiycTpoBaHa Ha C/beaenoj CJIMIM JIUjeBo, Taaa
je fT mrycTpoBaHa Ha CHMIH JIECHO.

18



1.4. KATEI'OPHUJA 1Cob

+ — + +
+ + — +
Huje Temko nmposjeputnu 1a Baxke jeiHakocTH u3 jedununuja 1.13 u 1.14. [

IHocwmenuma 1.11. Kawiezopuja 1Cob je cumetipuuna MoHougasio 3ameopena Katezopuja.
Zoxas. Cnujenn nmupekTHO n3 jeme 1.8. [

Hamomena 1.7. Heka cy K; : A - B u Ky : C — D xobopmuamu. Wwmajyhu y Bumy
narnomeny 1.2 u jemy 1.8, mobujamo ma je kobopauzam K; —o Ky : B —o C' — A —o D jegnak
K} ® Ko, npu yemy robopamsam K : B* — A* mobujamo oz K Tako mro My 0OpHEMO JTOMEH
1 KOJOMeH, a objektuma A nu B obpHemo opujenTarujy. Ha mpumjep,

+ -+ 4

AN
- —|—Q—+

Jenuuuna n kojeuuuna agjyukimuje A ® 4 A — _ (3a A = B = +) ¢y wiycTpoBaHe
cibesiehuM 1pTeskuma.

-+ + - 4+
Na,B = \ €AB = U
Tpoyraoue jennakocru (1.5) caga nobujajy cpenehin obmk.
- 4 + o+
- 1 + o+
4 Y Yy B = +¢ 4 o+ =
-+ + o+
-+ + o+
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1.5. CEMHU-AJINTHBHE KATEI'OPUJE

1.5 Cemu-aguTuBHE KaTeropuje

Ia 6ucmo jromnuim 10 AedUuHUIje CEMU-aJIMTUBHE KATeropuje, IpBO NeMo yBEeCTH I0jaM
oborahene kareropuje.

Hedunuunmja 1.20. Obozahena xawezopuja A nan monougaaaom kareropujom V = (V, ®, 1)
je 3amara ckymnom objekara ob(.A), nmpu yemy Baxku cibegehe:

e 3a cBaka JBa objekra A u B n3 A, nocroju A(A, B) € ob(V);

e 3a cBaka tpu objekra A, B u C u3 A, nocroju crpemuna o : A(A,B) @ A(B,C) —
A(A,C) y Vs

e 3a cBaku objekar A u3 A nocroju crpesmna idy @ [ — A(A, A) y V;
e cipesiehn ujarpaMu KOMyTHUPA]Y:

L aca,B)®°

A(A,B)® (A(B,C) ® A(C, D)) A(A,B)® A(B, D)

lo

o A(A, D)

(A(A, B) @ A(B,C)) ® A(C,D) —— A(A,C) @ A(C, D)

o®1a(c,D)

ida®1 404,B)

I® A(A, B) » A(A, A) @ A(A, B)

\ /

B Laa,B)®idp A
Hedbunaunmuja 1.21. Kaxemo na je kareropuja cemu-aguiiuéha ako je oborahena naj Mo-
noujatHOM Kareropujom Cmd.

A(A, B) ® A(B, B)

Heka cy (A,+,04), (B,+,05) u (C,+,0¢) xomyratuBaun monouau. lloxcjermmo ce ma je
f: Ax B — C busuneapro tipecinKaBame n3Mehy KOMyTaTHBHUX MOHOW/IA KaJia 33 CBaKO
ai,a9,a U3 A u by, by, b u3 B BaxKku

o f(a1 +az,b) = f(a1,b) + f(az,b);
L f(a7b1 + b2) = f(a’7 bl) + f<a7b2);
o f(a,0p) =0c = f(04,D).
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

Jpyrum pujeumma, ako (pUKCHpPaAMO OWIO KOjU apryMeHT OWJIMHEAPHOr IpecinKaBama f,
IpecanKaBaibe Koje HacTaje je xoMoMopdu3aM KOMYTATUBHUX MOHOU/IA.

Hamomena 1.8. Csakom xomomopdusmy f : A ® B — C usmely komyTaTuBHUX MOHOHUIA
oziroBapa 6usmHeapHo npeciankasamwe g : Ax B — C nedunucano ca g(a,b) = f(a®b). akie,
ako je kareropuja A oborahena uajx Mmonouga oM Kareropujom Cmd, To 3HaYN J1a 3a CBaKa
nBa objekta A u B u3 A mocroje 6unapua onepanuja + : A(A, B) X A(A,B) — A(A,B) n
koncranta 04 p € A(A, B) TakBe 12 BaxKu:

(1) (A(A,B),+,04 ) je KOMyTaATHBHI MOHOWJ;

(2) ho(f+g)=(hof)+ (hog),3a f,g€ A(A,B)uh e A(B,C);
(3) (f+glou=(fou)+(gou)s3a f,ge A(A B)nue AlC,A);
(4)

4 hOOAB—OAcl/IOABOu—OCB,BahE.A(B C)HUEA(CA)

IIpumjep 1.7. Huje Temxko Bugjeru ja cy Kareropuje Rel, Cmd, Vecty, FinVecty, Hilb
n FinHilb u3 npumjepa 1.1 cemu-aiuTuBHe.

1.6 KomnpousBoau, Mpou3BOoaAu U OMIIPOU3BOIN

1.6.1 [dedwnnunuje u nmpumjepu

Hedbununmuja 1.22. Koupoussog objekara A u B y xareropuju A ce cacroju ox objekTa
AU B u crpenmmra L}A,B cA—> AUBmn L124’B : B — AU B Koje Ha3uBaMo uHjexyuje, Ipu IemMy
3a cBaku objekar C' u crpenune f: A — C u g : B — C nocroju jeIMHCTBEHA CTPEJIUIA
h: AU B — C TakBa ja gujarpam

;
o
Sy

A

LB
I
ih

/i
N

C

komyTtupa. Crpenuiy h obmwbexkaBamo ca [f,g]. lome uniekce y unjeknmjama hemo us-
OCTaB/baTU KaJla HUXOBO OJICYCTBO HE M3a3WBA JIBOCMUCIEHOCT. AHAJOTHO JIepUHUIIEMO U
KOITPOU3BO/I IIPOU3BOJbHE (haMunje o0jeKaTa.

Hedbunaunuja 1.23. IIpoussog objekara A u B y kareropuju A ce cacroju ox objekta A X B
u crpemmna Ty g AX B — Aunhp: Ax B — B Koje HA3MBAMO Upojekyuje, TIPH deMy
3a cBaku objekar C' u crpemuie f : C — A wu g : C — B mocroju jeuHCTBEHA CTPEJIUIA
h:C — A x B TakBa ja aujarpam

komytupa. Crpenuity h obubexxkaBamo ca (f,g). domwe mHjekce y npojekimujama hemo us-
OCTaB/baTU KaJa HUXOBO OJCYCTBO HE M3a3WBA JIBOCMHUCICHOCT. AHAJOrHO meduHHUIIeMO u
IPOU3BO/I, TPOU3BOJbHE (paMuiirje objeKara.
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

Hedbununuja 1.24. Hrnuyujarnu objexa kareropuje A je objekar K € ob(A) Takas na
3a cBaku objekar A € ob(A) mocroju jesumHcTBena crpesmia K — A, Kojy obu/bexkaBaMo ca
k4. Hyamno, @wepmunasnu objexa kareropuje A je objekar T € ob(A) takas na 3a cBaKko
A € ob(A) mocroju jemuucreena crpesmna A — T, kojy obusbexkaBamo ca 74. O6jekar Koju
jé MCTOBPEMEHO M WMHUIIMjAJIHU U TePMHUHAJHU HA3UBAMO HY.AG 00jexaili 1 O0MIbezKaBaMoO ca
0. 3a cBaka jBa objekta A u B kareropuje A koja uma Hy/na objekar crpesmiy A — 0 — B
HA3UBAMO HYAQ CUpeauyq U obuibezkaBaMo ca 04 p.

Hammomena 1.9. Huje Temko Bugjern na ako kareropuja A mma mHUAIMIjaIHd oOjekar, OH je
jemuucTBeH j10 Ha n3omopduszam. Crujenn ma je m Hyaa 00jeKAT jeIMHCTBEH 0 HA M30MOP-
duzam. Ucro Baxku u 3a Tepmunainu od0jekar. Takobhe, Hyna crpesmia u3mehy cBaka j1Ba
objekta A n B je jemuncreena. 3aumcra, Heka cy 0 u 0 Hysa 06jeKTH U IIPETIOCTABUMO 4
“MaMO HyJ1a cTpesuiie g o f u v o u Kao Ha c/bemehem mgujarpamy

A—ts0- 2,8
RT"/ '
0

Hokaxkumo ja je vou = go f. Heka je h jenuncrena crpesuna usdmehy 0° u 0. Iomro je
0" uaunumjaaan objekar, umamo v = g o h. Ciudno, nomTo je 0 TepMUHAJIHU 0OjeKaT, BarKu
f=hou. Hakne, vou=gohou=gof.

Hedbunaunuja 1.25. Heka je A kareropuja ca Hysa objekToM. Butpous3sog objekara A u
B y kareropuju A je objekar A @ B KOju je MCTOBPEMEHO W KOIPOU3BOJ, Ca WHjEKIHjaMa
iyp:A—= A®B, 3 : B - A® B u npoussoz ca npojekuujama my 5 1 A® B — A,
71%7 g A® B — B, npn 4eMy BaxKe jeJIHAKOCTH

1 1 o 2 2 _
Tap©tlap=la, Tap©tlap=1lg,

2 1 1 2
71-A,BOLA,B_OA,Ba TABOlAB _OB7A~

Hamomena 1.10. Y crangapanoj aedununuju us |28, VIIL.2], 6unpousso objekara A u B u3
A ce neburmme kao objekar A® B 3ajesno ca crpenunama ty g i A — ADB, 1 5 B — A®B,
Thp:  A®B = Aun)p: A® B — B, npu deMy BaxKe jeJHAKOCTH

1 T 2 2 1 1 2 2 _
Tap©Olap=1L1a, Typotap=1p, tapoTap+iapomyp= lass.

HapasHo, j1a 61 npeTxoaHe jeIHAKOCTU YOIIIITe MMaJe CMUCIA, HOTPEOHO je IMPEeTIOCTaBUTH
na je kareropuja A cemu-agutuBHa, TO ject oborahena wag Cmd. Hama nedbununuja 1.25 je
MAJIO OMIITH]ja, jep 3aXTHUjeBaMO IIOCTOjare caMo HyJsa crpesmia y A (IITo je eKBUBAJIEHTHO
Tome na je A oborahena Haj kareropujom Set”), asu He U mocrojare onepaimje cabuparba
crpenuna (To ject oboraheme Han Cmd). VY ceMu-aIMTUBHOj KATErOPUjU MOMEHYTe JIBUje
nedbunnnmje cy eksupasentre (B. [28, VIIL.2, Theorem 2|).

Mebyrum, namomeHumo Ja y HegaBHO objaB/beHOM paiy [18], ayrop naje nedbunurmjy
6UIpON3BOIA Y MPOM3BOJHHO] KATErOPHUjHI, He MpeTnocTaBbajyin Hukakso oboraheme (B. [18,
Definition 3.1]).

Y cay4uajy npoussosbHe (Moryhie u 6eckonadne) damuiuje objekara, nMamMo cibenelly me-
dbuHULH]y OUITPON3BOIA.
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

Hedununuja 1.26. Heka je A kareropuja ca nyJsa objekroM. Butpouseog davuinje obje-
kata {A; | j € J} y xareropuju A je objekar B KOju je HCTOBPEMEHO U KOIIPOH3BOJ Ca
unjeximjama {/: A; — B| j € J} u npoussog ca npojekimjama {m/: B — A; | j € J}, upn
JeMy 3a CBaKoO 1, ] € J Baxke jeJTHaKOCTHU

]]-Aiy 1= j?
Oa,,4,, wuHaYeE.

ot =

Hedbununmja 1.27. Kaxemo j1a je A xawezopuja ca buiapoudsoguma ako A nma Hysa obje-
KaT, 1 ako 3a cBaku map objekara A u B u3 A nocroju konpousson A @ B.

[IpumujeTnmo jga KaTeropuja ca OUIPOU3BOAMMA UMa CBe KOHAUYHE, ajii He HY>KHO U Oec-
KOHa4YHE OUTTPOU3BOJIE.

ITpumjep 1.8. (1) Kareropuja Set nma nponsBobHe KOIPOU3BOJIE JATE JIUC]yHKTHOM YHU]OM
U mpous3BoJsbHE Tpou3Boje nare Jlexkaprosum mpoussogom. WMuunwujamau objekar y Set je
pa3aH CKyIl, & TEPMUHAJIHU je Omjio Koju cuuriaToH. Mehyrum, Set mema uHu Hysna objekar
HU OUITPOU3BOJIE.

(2) Kareropuja Set” mma npousso/bHe KompousBoje u npoussoje. Kompoussoy y Set”™ je
Kaunaciia cyma® (JIUCjyHKTHA yHUja Yy KOjOj Cy MCTAKHTYTHU €JIeMEHTH MIeHTH(DUKOBAHU 1
YUHE HOBYM MCTAKHYTH €JIEMEHT), & Mpou3Bo/l je JlekapToB mpou3Bojl CKyIoBa ca UCTAKHYTUM
eJIeMEeHTOM (MCTaKHYTH eJIeMEHT POU3BOJA JiBa CKyma je ypeheHu map MCTaKHYTHX ejieMe-
HaTa TUX cKymnoBa). CBaku CHHIVITOH je Hysa objekar y Set™, amm Set™ nuje kareropuja ca
OUITPOUBBOIUMA.

(3) Kareropuja Rel uma npousBosbte (ykibydyjyhu u 6eckonaqdsne) T-GuponsBoie jJare Jiuc-
JYHKTHOM YHHJOM U CTaHJIAPJHO JedWHUCAHUM HHjEKIMjaMa, a IIPojeKIije cy aeduHucaHe
Ka0 MHBEP3W O/IroBapajyhnx mHjeKImja.

(4) Kareropuja Cmd nMa npousBosbHE KOIIPOU3BOJIE JAaTe JUPEKTHOM CyMOM M IIPOU3BOJHHE
npousBoje nare JlekaproBum mpomsBogoM. OHH ce TOKJamajy Ha KOHAYHUM (aMuImjaMa
objekara, Tako g1a Cmd nma KoHadHE OUIIPOU3BO/IE.

(5) Kareropuja Top nma mpou3BoJbHE KOIIPOU3BOJIE JIATE JINC]YHKTHOM YHUJOM U IIPOU3BOJHHE
npousBojie jare JlekapToBUM IIPOU3BOJIOM TOIOJIOIIKUX ITPOCTOPA Ca MIPOU3BOJ], TOIIOJIOTH]OM,
asm Top Huje KaTeropuja ca OUITPOU3BOIMMA.

(6) Cmmano kao Cmd, u kareropuja Vectx mva mpon3BosbHE KOIPOU3BOJE JATE JTUPEKTHOM
CyMOM W TIPOM3BOJbHE MPOU3BOJIE jare JleKapToBUM MPOM3BOIOM, aJId UMa, CAMO KOHATHE
ounpousBose. Takobhe, kareropuja FinVect nma camo koHadne OUITPOU3BOJIE.

(7) Kareropuja Hilb naciujehyje konaune bunpoussosie u3 Vect . [lrasue, y Hilb numamo

t-ouniponsBoge. Ckastapuu npoussosd vHa H & K je nedpunucan ca

((v1,22), (Y1, 92)) Hox = (T1,y1) 8 + (T1, Y1) K-

Mebytum, Hilb nHema Geckonatne KOIpOU3BOJIE, Ia CAMUM THUM HeMa HU OeCKOHadHe OUIIPO-
uzBoze (B. [14, Lemma 2.3.13]). Takobe, kareropuja FinHilb uma camo konaune f-6u-
IPOU3BOJIE.

Senr. wedge sum
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

1.6.2 (OcHoBHa cBOjCcTBa

Kormpoussos u mpoussoji Takohe MozkeMO fgedUHUCATH ¥ Ha CTPEJIUIAMA.

Hedbunnunuja 1.28. Ako kareropuja A mma kornpouspoge ALl B u C'U D, onma 3a crpeuie
f:A—=>Cug:B— D gedunumemo flLlg: AUB — C'UD Kao jeIMHCTBEHY CTPEJIHILY 34
KOJy Jujarpam

1

L L2
A2y AuB <2 B

I
fl i fug lg

C ——CUD <5— D
tc,p tc,p

komyTupa. pyrum pujeanma, fLlg dof [Llc pof, L%’ pogl. Crpesuny flg HAZUBAMO K0UPOU3E0g

caperuya f u g.

Hedbunaunuja 1.29. Ako kareropuja A nma npoussBoge A X B u C' X D, onjma 3a crpeuie
f:A—=>Cug:B— D nebunnmemo f X g: A X B — C X D Kao jeJUHCTBEHY CTPEJIUILY 3a

KOJy JImjarpam
1 2

A AP A B A2 B

fl ifxg lg
C<«+—CxD—5—D
TC,D TC,D
komyTupa. pyrum pujeuanma, f X g aof (f o7r}47 B gowf‘, 5). Crpenuily f X g HA3UBAMO UPOU3EOG
cawperuya f u g.

Jlema 1.12. (1) 3a f,g: AUB — C, 2gje je AUB xotupouseog, éasicu ga je fory p = gotly g
u fOL124,B 29052473 axo u camo axo je f =g.

(2) Ba f,g : C — A x B, 2gje je A x B apoussog, eavxncu ga je Typof = Thygog u
T 0 f =709 aKo u camo axo je f =g.

Jokas. Tokazahemo camo (1), momTo ce (2) nokasyje amanorso. Heka jeu = foily p = goiy p
nv=fo L1247B =go L1247B. Tana je u crpemmuna u3z Ay C, a v crpesmna u3 B y C. 3namo 1a je
ALl B KonpousBo, I1a MocToju jeanacTeena crpesmna h : AU B — (' 3a kojy je u = ho L}4’ pH
v=ho /,1247 - Iomro nperxosne jelHaKOCTH Bazke Kaja cTaBuMo h = [ u h = ¢, 3aKJbydyjeMo
na je h = f = g. Ipyru cMmjep caujeau IUPEKTHO. [

JIema 1.13. (1) Hexa je AU B xoupoussogu f: A—C,g: B— C uh:C — D cuupeauue.
Taga je ho[f,g] =[ho f,hog].

(2) Hexa cy A; U By, Ay U By xoupouseogu u f1 : Ay — Ay, fo: Ay — C, g1 : By — B,
92 : By — C ctupeauue. Taga je [fy 0 fi,92 0 1] = [f2,92] o (f1 U g1).

(8) Hexa cy Ay U By, Ay U By koupouseogu u fi 1 Ay — Ag, fo: Ay — C, g1 1 By — By,
g2 : By — C ciipesuue. Taga je (f2 U g2) o (fillgr) = (fa0 f1) U (g2091).

Jlokas. (1) U3 pedbununumje konpoussoja ciaujeau na je [ho f,h o g jenuucrsena crpesmna
3a Kojy Baxku [ho f,hoglott =ho fu[hof hogloi> =hog. Mehyrum, Takohe Baxu
uholf,glot = hof, xao u ho|[f,g]o* = hog, na TpaskeHa jelHAKOCT CJIUje]U U3
jemurcTBeHOCTH crpesutie [ho f,ho g]|.
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(2) Kopucrehu medununmjy crpemurne fi U g; u ocobuny (1), umamo

[fo, g2 0 (fillgr) = [fa,g2) 0 [t' 0 f1,0% 0 g1]
= [[f2, 92] © W' o f1, [f; 92) © 12 o 1)
= [f2 o f1,92 0 91]-

(3) Kopucrehu monoBo jedununmjy Konpouspoaa crpesuia u ocobuny (2), umamo

(faUgs) o (fi+g1) =[ o fa,i? o go] o (f1 + 1)
= [L10f20f17L2092091]
= (f20 f1) + (920 q1). u

Baxku u jnyasina BapujanTa mpeTXoHe JieMe, KOjy HaBOJAUMO 0e3 JT0Ka3a.

Jlema 1.14. (1) Hexa je A x B apouseog u f : C — A, g:C — B, h: D — C cuupeauue.
Taga je (f,g) o h = (foh,goh).

(2) Hexa cy Ay X By, As X By tapouseogu u f; : C — Ay, fo 1 Ay — Ag, 1 : C — By,
g2+ Bi — By caipeauye. Taga je (f20 fi,920g1) = (fa X g2) o (f1, 01)-

(8) Hexa cy Ay X By, Ay X By apouseogu u f1 : C — Ay, fo 1 Ay = As, 1 : C — By,
g2 : By — By caupeauue. Taga je (fa X g2) o (fi X g1) = (fao f1) X (g2 0 ¢1).

N3 neme 1.13 cimjenm 1a axo je A kateropuja y K0joj 3a cBaku nap objekara A u B nocroju
korpousBosx A LI B, tama je U : A x A — A 6udynkrop. Cmmano, ako je A kareropuja y
K0joj 3a cBaku nap objekara A m B mocroju npousson A X B, u3 jgeme 1.14 ciaujenu na je
x : Ax A— A oubynkrop.

Hedununuja 1.30. Heka je A objekar kareropuje A y Kojoj mocroju kompoussom A L A.
Tama crpenuiy (14, 14] : AUA — A HA3UBAMO K0gUjaZ0HANHO TPECAUKABAIHE U OOUIHEIKABAMO
ca V4. Cimuno, 3a objekar A xareropuje A y Kojoj mocroju npousBog A X A, crpemuiry
(Ig4,14): A— AX A HaszsuBaMo gujaZonaano GPECAUKGBatbE 1 OOUIbeKaBaAMO ca A 4.

Hamomena 1.11. Heka je A kareropwuja ca 6umnpousBoguma u uveka cy f,g : A — B upo-
sBosbHe crpesute y A. Taga moxkemo nedunucaru f + g kao Ve o (f @ g) o Ay. Jlako ce
LIPOBjepH Jia je oBako AedHHHUCAHA ollepalnja + Ha crpeaunama og A 1o B KoMyTaTUBHA K
na je men HeyTpasd 04 p. Takobe, xommoszunuja je nuctpubyTusHa y ofgHocy Ha +. [laxue,
CBaKa KaTeropuja ca OUITPOM3BOINMA je CEMU-aIUTUBHA.

Jlema 1.15. Hexa je A xatmezopuja y xojoj toctioje butupoudsogu A ® B u C @ D. Taga 3a
capesuye f: A—Cug: B— D sadcu flLUg= [ xg.

/loxas. TlocmaTrpajmo cibenehu mujarpam

77,14,3 7",24,}3
A= AeB —— B
L}A,B ! %24,3
fl 1 fug lg

7r1c,D v W%,D :
C—=CeD—=0D

1
tc,p tc,p
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

U3 nedununmje crpenune f Ll g ciujenu ma je

(1.17) (fug)o L,14,B = LlC,D of m (fug)o L?A,B = LQC,D °g

JIOK u3 jfedunuimje crpeaute f X g UMaMo

W({‘,DO(fXQ):fOWiLB u W%,Do(fXQ):goﬂi,B-

[TocTkoMmoHOBambeM jeanakoctu (1.17) ca mf  mobujamo

(1.18) mepo(fUglowyp=f n 7mepo(fUg)op=0gc.
Ca apyre crpaHe, UMaMo Jia je
f=1/fo 7T,14,B © Lil,B u Opc=fo 7T114,B © %24,37
ofakJie y KomMbuHanuju ca jeaaakocruma (1.18) caujenn
1 1 1 1
Tepo(fUg)otyp=fomspoiap
1 2 1 2
Topo(fUg)otap=fomagotsp.

Iperxonme jeamakocrn u nema 1.12 majy w4 po (fUg) = fom) p.

Cutmano, mocTkoMITOHOBakeM jeanakoctu (1.17) ca 7ré p ¥ TIOHOBHUM KOpPHIITNEmmeM Jjgeme
1.12 nobujamo W%,D o(fUg) =go 71'2173. Cana w3 nmedwununnuje crpeure f X g caujenu
fug=7fxg. H

Hamomena 1.12. Heka je A kareropuja ca ounpounsBoauma. VI3 mperxoiHe jgemMe caujeau 1a
3a cBake nBuje crpesmie f u g moxemo gedbunucaru f @ g kao fUg (mwm f X g). Kopucrehn
jgemy 1.13 mobujamo ga je @ : A x A — A 6udyskrop.

Hedununuja 1.31. Heka je A kareropuja ca bunpousBojnMa u nHBOJyImjoM. Karkemo ma
A xat@iezopuja ca T-6utpoussoguma ako 3a cBaka jipa o0jekrta A u B u3 A Baxkn L1147 5= (7r}4, Bt

n il p=(mhp).
Hoxkaxkumo cana cpesiehy gemy kKoja he Ham 6uTn nmorpedHa y r1aBu 3.
Jlema 1.16. V xatwezopuju A ca uneoryuyujom u t-6utpousdeogquma 6axHcu
(1) (fogt=fogsaf: A=A ug: B— B;
(2) (f+9) =f+4g 3a f g: A— B (+ je gepurucan xao y natomenu 1.11).

Joxas. (1) Jlako ce mokaxe jga y xareropuju A Baxku [u,v]’ = (uf,v"). Cana xopucrehu
nedunnmjy on f @ g n ocobune dyHKTOPa T, IMaMO

(fog)'=lhpof dvpod ={ypof) (Gpog)
= <fT o 77'114/33/79T o 7Tz24l,B/> = fT © gT

(2) U3 [u, 0]l = (uf, o) umano Vi, = Ap u Al = V4. Cazna tepheme cimjenu u3 npsor
nujesa jeme u jeqHakoct f+ g = Vpo (f @ g)oAy. [

Cmweneha nedununmmja he mam 6utn morpedbHa y TyiaBu 4.
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1.6. KOIIPOU3BO/H, IPOU3BOJIU U BUIIPOU3BOJIN

Hedbunnnuja 1.32. Heka je

1

L L2
A2y AUB «22 B

Korpou3Boj aujarpam y kareropuju A. Kaxkemo na dpyukrop F : A — B wysa xotupoussog
AU B ako je

L FL124 B

Fu
FA—2", F(AUB) +—"— FB

KOITPOM3BO/I JUjarpaM y kareropuju .

Amnajioruo ce pedwunmIte U QYHKTOP KOJU “Y6a UPOU3BEO(.
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I'maBa 2

KoxepeHiinja 3a cuMeTpuYiHe
MOHOMJAJIHO 3aTBOPEHE KaTeropuje

I''M. Keau u C. Mekuieju cy 1971. romguue moKa3am TeopeMy KOXEPEHIIHje 38 CHMETPUIHE
MoHOoMaIHO 3arBopere kareropuje (|21, Theorem 2.4]). Hbuxos jokas je mHCHMpucan pa-
nosuma Jlambeka [26] u [27], y kojuma ce pasmarpa ciaudan mpobsem 3a hopMasiHe CUCTEMe
OJIMCKO TIOBe3aHe ca MOHOWIAJIHO 3aTBOPEeHHM Kareropujama. Kao mro cmo Beh momenymu y
yBO#y, JlamMbek y oBUM pajioBuMa IoBe3yje Kareropuje u popMaJHe CUCTEME, IIITO MYy OMOTY-
haBa 51a y Teopuju Kareropuja KOPUCTH TEXHHUKE Teopuje jokKa3a. KoHkpeTHo, omoryhasa ce
Kopuiheme jeJIHOT 0J1 HAjBaXKHUJUX pe3y/iTaTa Teopuje JoKas3a, a To je ['eHIieHoBa TeopeMa
0 eMMUHAIMjK cjederba u3 [13] (3a enrsiecku npesox B. [12]).

13 nomenytux JlambekoBux pajosa (Tadnuje, n3 JlambeKoBUX Bep3uja TeOpeMe O eJIUMU-
Haruju cjederba) Kesm u MekiejH cy npeysenu uiejy o ,eJUMUHAIM]H KOMIO3UIMje”, Koja
IIPEJICTaB/bA jeJaH OJ KJbyUHUX eJIeMeHaTa y IUXOBOM J0Ka3y. 10 je mocTymnak y KoMe KOM-
MO3UIM]y CTPEJIMIA y KaTerOpUju 3aMjemy]y JIPyTUM ollepallijamMa Koje Cy CJIOXKEHUje, aJin
HOrOJIHUje 32 MHJyKTUBHE JIOKa3e (3ampaBo, J03BO/baBa ce ojpeljeHa ,KOHTposmcaHa’ yIio-
Tpeba Kommosuiwje, B. [21, Proposition 6.4]).

Hamomenumo na JlambekoBe Bep3uje Teopeme o eluMuHAIM]Y Cjedera u3 [26] u [27] mpes-
CTaBJbajy IOjadare leHIleHOBe TeopeMe O eJMMUHAIUjU cjedera. Hamme, ['eninienona eJu-
MUHAIM]a Cjederhba KaykKe Jla 3a CBaKM JIOKA3 (¢ HEKOI' CEKBEHTa TOCTOjU JIOKA3 1) MCTOT TOT
CEKBEHTa y KOMe ce He T0jaBibyje cjeuerse, MoK JlamOekoBe Bep3mje JIOMATHO TBPJE Jia CYy
JIOKa3u ¢ u ) exeusasenliny (3a jeduHUIM]y eKBUBAJIeHIje J0Ka3a B. |26, Section 2|).

Y 0BOj Ty1aBU IIPEJCTaB/baMO HOBH JOKa3 TeOpeMe KOXEPEHIIHje 33 CUMETPUYHE MOHOU-
JTAJTHO 3aTBOpEHE KaTeropuje, y KoMe KOPUCTUMO TeXHUKe Teopuje jokKaza. Hamomenumo ma
ce m cama opMyJalnja TeopeMe KOXepPeHIje KOjy JajeMO y OBOj IVIABH MAJiO Pa3JIUKYje
oz dopmynarmje u3 [21]. Harra teopema je dopmynucana y KOHTEKCTY CTPeJIUIA CI0OOHE
CUMEeTPUYIHE MOHOU/IAJTHO 3aTBOPEHE KaTeropuje, a He y KOHTEKCTY IPUPOIHUX TpaHcdopMma-
uja, Kao mro je ciay4vaj y [21]. Ocum rora, ymjecro Kenu-MekiejnoBux rpadoBa Koju CiryxKe
Kao rpacduuku jesuk y [21], opaje kopucTumo Kareropujy l-kobopiauzama.

Hamr noka3 je usBesieH je y ayxy mokasa xoxepennumje u3 [9] u [7]. Hamwme, momaszmmo
0J1 jeJTHaKOCHO Jie(bUHUCAHE CJI000/IHE CHUMEeTPUIHE MOHOUIAJIHO 3aTBOpEHE KaTeropuje Fp, a
3aTUM JIe(DUHUIIIEMO HOBH je3UK KO HAM CJIyKH JIa O3HAUNMO cTpesniie Kareropuje Fp. OBaj
MIOCTYTIAK IIPOMjeHe je3nKa HA3UBAMO 2eHUeHU3aUuja KaTeropuje Fp 1 OH HaM oMoryhasa Jia
JIOKaKeMO TEOPEMY O €JIMMUHAIN]N Cjederha Y KaTeropuju Jp, CAUIHO Kao IITO je ypaheHo y
[9, Onjesbrm 7.7 u 11.2] u |7, Ogjespak 7]. Enumunanuja cjederma y HaIleM JT0Ka3y MPEICTaB/ba
IJIABHU KOpakK, jep HaM omMoryhaBa jga KOPUCTUMO UHIYKIIH]Y.
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2.1. KATEI'OPHUJA Fp

OBa ritaBa caJIp:Ku JBHje Bep3uje TeopeMe KOXepeHIHje 38 CUMEeTPUIHE MOHOUIAJIHO 3a-
TBOpeHe Kareropuje. IIpBy Bepaujy (reopema 2.18) dbopmysumiemo 6e3 kopunihema rpadud-
KOT' je3uka (Kareropuje 1-kobopan3ama), a 3aTHM U3 e U3BOAUMO ,KJIACHIHY (DOPMYIIaIm]jy
(reopema 2.20), Koja MHOTO BuIlle jinuu Ha opuruHajnu Kenu-MekiiejHoB pe3ymrar.

2.1 Kareropuja Fp

VY oBoM ogmjesbKy heMo JepuHUCATH CUMETPUYHY MOHOUJIAJTHO 3aTBOPEHY KaTeropujy Jp
cs1000/THO TeHepucany ckymnoMm P uckazuux cioBa. Eimemente ckymna P hemo y HacTtaBky Ha3u-
BaTH [IPOCTO CA068G U O3HAYABATH Ca D, (,T, ... (Moryhe ca ungekcuma). O6jekTu Kareropuje
Fp cy dopmynse nsrpahere on ciaoBa moMohy jBa OMHApHA BE3HUKA X, —o W KOHCTaHTE I.
@opmyne oznauasamo ca A, B, C,... (moryhe ca unmekcuma). Besnuk ® hemo y HacraBky
Ha3UBATH WEH3OPCKYU UPOU3B0J, & BE3HUK —o NeMO HA3UBATU UMUAUKAUL]A.

Ha oucmo jonumm 10 AeduHAIIje CTPeana KaTeropuje JFp, Tpedba mpBo 1a 1edUHUAIIIEMO
wepme. Pbux neduHummemo uHIyKTUBHO Ha cibefehu nHauma. Ako cy A, B u C' dopwmyie,
Tala UMaMO UPUMUWUUBHE TEPME:

ly:A— A, oap: A® B — B® A,

aapc: A®(BeC)— (A2 B)®C, aypei (A®B)®C - A® (B®O),
A I® A= A, MU A=T®A,

nap: B—A— (A® B), eap: A® (A — B) = B.

Ocrasiz Tepmu cy remepucanu momohy cibegehux oneparuja Ha TepMuMa

f:A—=B g:B—C
gof:A—C

f:tA—=B ¢g:C—D
f®g: AC —-B®D

f:tA—=B ¢g:C—D
f—og:B—oC—A—oD

[IpumujeTrmo jfa 3a ornepanuje Ha TepMUMa KOPUCTUMO HUCTY HOTAIU]y Kao 3a IPaBUJIA
n3Bohema y CeKBEHTHUM CHCTEMHUMA, IIPU YeMy, HA MpHUMjep, IIPBU OJ MPETXOIHUX 3aInca
quTamMo Ha cbesehu Haunn: ,akocy f: A— Bug: B — C tepmu, taajeu go f: A — C
tepMm”’. Ako cy A u B dopmye, uzpas obsmka A — B HasuBamo wut. Kaxkemo mga je A — B
tun tepma f : A — B, kao u qma je A gomen tor Tepma, a B BHBeroB xogomen. Y HACTABKY
heMo wecTO M30CTaB/BATH THUI KaJla MUIIEMO TEPME U IIOJ, TEPMOM heMO moapasyMujeBaTH
camo mu3pa3 ucnpes cumbosa ,,:”. Tepme obusbexkaBamo ca f, g, h, ... (Moryhe ca mamekcuma).

[Tocmarpajmo cajia je3auk Koju ce cacToju o pujeun obsuka f = g, raje cy f u g Tepmu
ucTOr TUna. Y HACTaBKy jeduHuiemMo jempnakocau cucrem £ Koju (ocum akcuome f = f)

caJIpKu cJbesiehe akcroMme:
(El) Baf:A—B,g: B—-Cuh:C — D Baxn
fO:H.A:f::H.BOf, (hog)of:h‘O(gof)u
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2.1. KATEI'OPHUJA Fp

(E2) Ba fi:A—= B, fo:B—>C,q1: A= B ugy: B — C' Baxn
14 ® 1p = Llags, (f2®g2) o (f1®g1) = (f20 /1) @ (g2091),
(E3) Ba fi: A= B, fo:B—C,g,: A — B ' ugy: B — (' Baxu
la—lp=1a.p,  (fi—og)o(fr—g)=(f20/)—(900g),
(E4) Ba f:A—- A, g9:B— B unh:C— (' Baxnu

(f®g)®@h)oaapc =axpco(f®(g®h)),

a;}BC oaapc = lagBeo), aaBc oy e = lagn)sc,
(E5) 3a f: A— A’ Baxnu
foda=Ayo(I®f), Aitoda=1liga, Aao Xy =14,
(E6) Ba f: A— A'ug: B— B Baxnu
(g® f)ooap=o0apo(f®yg), 0B,A°0aB = lagp,
(E7) Ba g: B — B’ Baxu
(A—(A®g))onap=napoyg,  goeap=¢capo(AR(A—oyg)),
(E8) Ba f: A— A’ Baxu
(A— (f®B))onap=(f — (A ®B))onu,s,

eapo(A®(f — B))=capo(f®(A — B)),

(A—ocap)onaa.p=1Lawp, €a4eB°(AR®Nan)=lags,
QagB,c,D © 0ABcep = (@apc ® D) oaspgep o (AR agep),

)
)
) Aes = (A ® B) o ar B,

) acABO0agBcOaapc = (0ac®B)oascpo(A®opc).

Jenrakocuu cucrem £ mMma cibegeha mpaBuiia u3Bohema:

=g f=9 g=h

g=1rf f=h
fi=fo g1 = g2 fi=fa g1 = g2 fi=fa g1 = g2
giofi=ga0fo [i®g =f®g fi—og1=fa—o g

(Y npaBwmity usBohema Koje ce THue KOMITO3UIH]je, IIPETIOCTAB/bAMO JIa Cy TepMU f1, f2, g1, g2
omrosapajyher tuna). Ilocmarpajmo cajia penamujy = Ha CKylly Tepama jedUHUCAHY HA
cbesiehn HaymH

f=g9 xamaje f =g teopemay cucremy &.
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2.1. KATEI'OPHUJA Fp

Huje remko Bugjern na je = penanuja exkpupasiennuje. Heka je [f] kiaca exkBupaseHmje
repma f. Tana kaxkemo na je [f] c@peauua xkarveropuje Fp. Jomen on [f] nedunuimemo kao
JoMeH of, f, kogomen of [f] medunuinemMo Kao KOJOMEH OJI ¢, & jequruyhy clupeauyy Ha A
nedbunumemo kao [14]. 3a f: A — Bug: B — C nebunumemo xomaosuyujy [g] o [f] xao
[go f]. Takobhe,3a f: A— Bug:C — D aedunumeno [f]® [g] kao [f ® g] u [f] — [g] ka0
[f — g]. (Huje Temko mposjepuTu fa cy cBe nperxojne JeduHUIje KOPEKTHE. )

U3 nperxonaux nedununuja u jeaqnakocru (E1) camjenu na Fp 3amcra jecre KaTeropuja.
Y nacraBky hemo crpenuiy |f] osmagaBarm camo ca f, a y KOMIIO3WIMjU CTpesUIa heMo
M30CTaB/bATH 3arpajie 6e3 eKCITHITHOT mo3uBaba Ha jennakoct (E1). Crpemune 14, aa g o,
a;}B’C, AA, )\;11, OA.B; 1A,B U €4 p Ha3UBAMO UPUMULUECHE CUUPEAULE.

U3z (E2)-(E3) caujeau na cy ® u —o 6udynkropu. Uz (E4)-(E6) caujenn na cy a, A u
o upupoauu uzomopbusmu. 13 (E7) caujenn ma cy n u € npupogse rpancdopmanuje, a us3
(ER) ma cy u munpuposne, ok u3 (E9) ciujenn na Bazke TpOyraoHe jeIHAKOCTH. JeIHAKOCTU
(E10)-(E12) o6e36jehyjy ma y Fp Bayke KOXEPEHIIUjCKH YCIOBU.

1s (E1)-(E2), (E4)-(E6), (E10)-(E12) caujenu na je Fp cumeTpudHAa MOHOMIATHA KaTe-
ropuja. U3 (E2), (E4), (E7) u (E9) y3 momoh [28, IV.1, Theorem 2(v)| ciujenu na je 3a cBako
A dyukTop A —o _ necum anjyHkT dpyukropa A® _. akmie, Fp je cMMeTpUIHA MOHOUIAJTHO
3aTBopeHa Kareropuja. Ca apyre cTpane, HUje TEITKO MPOBjePUTH JIa Y CBAKO] CUMETPUTHO]
MOHOM/IAJIHO 32TBOPEHO] Kareropuju Baxe jeguakocru (E1)-(E12).

IraButre, Fp je caobogro zenepucara CKymoM P,y cMuciy ma 3a ¢CBaKy CUMETPUIHY MO-
HOWJIAJTHO 3aTBOpeHy Kareropujy C u 3a cBaky dyukimjy f : P — ob(C) nocroju jenuHcrBeHn
CTPUKTHY CHMETPUYHU MOHOUIAJIHO 3aTBOPeHU (BYHKTOD (KOjU CTPUKTHO UyBa CUMETPUIHY
MOHOWJIAJIHO 3aTBOpeHy cTpykTypy) F : Fp — C Takas na je F(p) = f(p) 3a cBako p € P.

Ha xpajy oBor ojjesbka JOKaXKUMO JIBHje JieMe KOje NeMO KOPUCTUTH y HACTaBKYy. 3a
dopmMmyamujy npse Jieme HaMm je moTpedbaH cibejehn mojam.

Hedbununuja 2.1. Kaxemo j1a je objekar kareropuje Fp KOHCWAHAH aKO HE CAIPKU
HUjeJIHO MCKa3HO CJI0BO (TO ject, usrpaljen je camo oj koHcTante [).

Jlema 2.1. Hexa je A xouc@anmuan objexait xatwezopuje Fp. Taga toctioju uszomoppusam

k:A— I

Zoxas. Jloka3 n3BOAMMO WHIYKIIMJOM II0 OPOjy IOjaB/hHBarha BE3HUKA KX U —o y 00jeKTy A.
Ako ce y A He mojaB/byje ® u —o, Taga je A = I, ma 6a3a WHIyKIAje TPUBUjATHO BAKH.

[IpernmocraBumo ma je A = A} ® Ay. VI3 uHAyKTUBHE XUIIOTE3€ CIUjeIn Ha MOCTOje M30-
mopdusmu ky 0 Ay — I u kg @ As — 1. Heka je k = A\j o (k1 ® ko). Tanma uuje Temko Bumjern
ma je k mzomopdmzam umjn je maseps k1 = (k' @ ky ') o A7 L.

[IpernocraBumo cama ga je A = A; — As. IloHOBO M3 MHAYKTHUBHE XUIIOTE3€ CJUjEIN 1A
noctroje m3omopduamu ky 1 Ay — I mwky : Ay — I. Heka je k = ey o A\;L, 0 (k]! —o ky).
Jokaxknmo fa je k msomopdmzam wuju je maseps k! = (k; —o ky ') o (I —o ;) ony;. Umamo
za je

kok™ =erroXil okt —oky)o (ki —oky')o (I —o ) oy
(2.1) =710 >\1__101 oIl —Ap)onr=crio(I®( — X))o )‘I:lo(I®I) onyr
(2.2) =Aroermgro (I ®nrg)o /\I_1 =Aoljgro /\I_1 =1y,

npu gemy cMo y (2.1) kopuctuim 6udyHKTOPUjaTHOCT UMIIUKAIA]e W ITPUPOIHOCT O )\Llo 7 a
y (2.2) cMO KOpUCTHII IIPUPOJHOCT OJL €71, IPUPOIAHOCT OFf )\;_10( I@r) ¥ TPOYTaoHy jeTHAKOCT.
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2.2. I'EHIJEHU3AIINJA KATEI'OPUJE Fp

Ca mpyre crpame, fga 6ucMo moxasamu aa je k~'ok = 1;_.;, Tpeba 1a T0KaKeMO jeJHAKOCT
(2.3) (k1 —o ky')o (I — Ap)omrroeroAl o (k' —oky) =17

Osmaummo (I —o A\j)omryoerro Ayl ca S. Jla 6memo mokazamu jeqnaxoct (2.3), Tpeba aa
nokazkeMo ja je S = 1; ;. Nmamo na je

(2.4) S=I—-X)onrroeror;=U—X)o(I—o(I®ers))ono;

(2.5) = (I —(Aro(I®ern))onrroAily = (I —o (erroAigu—n)) 0N oA\,
(2.6) = (I —erg)o(I — Agg—n) o (I — (I @XL)) 0nr s

= (I —oerg) o (I — (Arg(r—n © (I ®A7L)))) 011
(2.7) = (I —oer)o (I — (AL 0Arer) omnpror = Lir,

npu gemy cMo (ocuM 6udyHKTOPHjaTHOCTH UMILTHKaIHje) v (2.4) KOPUCTUIIA TPUPOHOCT O/
nr.1, y (2.5) mpupognocT o A7, y (2.6) morHoBo mpupogHOCT O 1)y 1, Uy (2.7) HpUPOTHOCT O
AI@(I—o1) ¥ TPOYTAOHY jEIHAKOCT. [

Y nokasy cibesehe jieme dbuhe HaM moTpebaH 1mojaM caogicerociy, crpenuie. 1o je yKy-
aH 6poj cuMboJIa 0, ® U —o KOjU y4ecTBYjy y meHoM rpahemy. Popmasnna gedunuimja je
UH/TyKTUBHA.

Hedbuunuumja 2.2. Caoorcenoc crpemne f, y o3unamu d(f), neduHnnemMo WHIYKTUBHO HA
cibesiehy HavawH:

(1) ako je f npumuTuBHa crpesura, taga je d(f) = 0;

(2) axo je f obmxa fyo fi, fi ® fo wm f1 —o fy, Tama je d(f) = d(fi) +d(f2) + 1.

Jlema 2.2. Hexa je f: A — B c@ipeauya xawezopuje Fp. Taga ce c6axo uckadno caogo y
wuty A — B tojasnyje uapar 6poj uytia.

Jloxas. Jloka3 W3BOAMMO WHJIYKIIMjOM IO cJioxkeHocTHu crpesuie f. Ako je f cioxkenoctu 0,
Taja je f MPUMHUTHBHA CTPEINIA, [1a TBPheme j1eMe TPUBUjATHO BaXKU.

[IpermocraBumo caga maje f = foofi3a fi: A— Cu fy : C'— B. Heka je p npou3Bo/bHO
CJIOBO Koje ce mojassbyje v Tuny A — B. IlpernmocraBumo 1a ce p mojasibyje a myta y A, b
nyray B ucuyray C. VI3 uHAYKTUBHE XUIIOTE3€ CJHjeqn 1a cy OpojeBu a+ ¢ u b+ ¢ mapHu.
[Momrro je a +b = (a+¢) + (b+ ¢) — 2¢, 3akspydyjemo Ja je u a + b napan 6poj. Mehyrum,
a + b je yupapo 6poj mojaB/buBarma cjiosa p y tuny A — B, na rBpheme jeme Baxku. CimaHO
pa3MarpaMo u caydajeBe Kaja je f obauka fi ® fo mimm fi —o fo. [

2.2 T'ennenmsanuja kareropuje Jfp

[Ton zenuenusayujom kareropuje Fp moJipa3yMujeBamMo IpoMjeHy je3uka Koja he Ham oMo-
ryhuTu 12 J0KaXKeMo eJTMMUHAIA]Y Cjedera y Kareropuju Fp (pesyiarar candan [eHIIeHOBO]
eJIMMUHALINU Ccjedersa y cekBeHTHUM cucremuma LJ u LK, B. [13, Hauptsatz]). Hedunu-
IIIAMO CaJIa HOBU je3WK KOju he HaM CJIY2KUTH JIa O3HAYUMO cTpesuie Kareropuje Fp. Tepme
TOI' HOBOT' je3WKa Ha3uBaMo [enuenosu wepmu U JedUHUIIEMO X WHIYKTUBHO Ha CJbele-
hu wagwn. Ilpumumiueru lernernoBu Tepmu cy 14 @ A — A, raje je A MCKa3HO CJIOBO WJIH
kouctanta I. l'enriernoB Tepm 14 : A — A o3nauasa crpesnuiy 14 : A — A.

Ia bucmo necdpunucanu onepaiyje Ha L'enrenoBuM TepmumMa, Tpeba MpBO J1a YBEJIEMO HEKe
moMohHe mojmoBe.
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Hedbunnunuja 2.3. Konwexcwyarnu gynkwop F : Fp — Fp neduHUIIEMO WHIYKTABHO Ha
cipenehn magwmH.

(1) Jeguuwmanu dbyukrop 1z, : Fp — Fp je KOHTEKCTyaJ HH (DYHKTOD.

(2) Heka je F' : Fp — Fp wourekcryasnu dpyukrop u A objekar kareropuje Fp. Tama
je F® A : Fp — Fp KOHTeKCTyasHU (DYHKTOD Koju cimka objekatr By F(B)® A, a
crpemuity fy F(f)® 1a. Couano, A® F : Fp — Fp je KOHTeKCTyaJHU (DYHKTOD KOjU
cimka objekar By A® F(B), a crpesuiyy fy 14 ® F(f).

Huje Ttemko mposjeputu J1a je mpeciuKaBambe JeUHUCAHO Yy TPETXOIHO] JeDUHUIN]U
sancra dyukrop. Ha npumjep, FF = A® ((B® 15,) ® C) je jeman KoHTeKCTya HE (DYHKTOD,
npu demy 3a X € ob(Fp) u f € arr(Fp) mvmamo na je F(X) = A (B® X)®C) n
F(f)=14® (1p® f) ® 1¢). Y namem Tekcry hemMo KOHTEKCTyasHe (DYyHKTOPE HA3MBATU
kpahe kontexciiu n o3nadasahemo ux ca F' u G (moryhe ca ummexcuma). IIpurom hemo
yMjecTo 1y, mmcaTu JOmy NPTy KOoja O3HadaBa ,IPa3HO MjecTo’ Ha Koje Tpeba ma ybammmo
apryment. Tako, na npumjep, ymjecto A ® (B® 1x,) ® C) mumemo A® (B® _) @ C).

VY nacrasky gedunumemo [eHmnenose onepanuje, Ipu 9€My IIOHOBO KOPUCTUMO HOTAIA]Y
3a mpaBwia u3Bohema. [eHIeHOBe omepalyje 03HAYABAMO CTAPUM HEeMadYKUM CJIOBUMA (O]
KOjUX HEKa MMajy ¥ mHjeKce), a F' o3HayaBa mpoum3BoJ/baH KOHTEKCT. V3pa3s ca jimjeBe crpa-

dn .
He 3HaKa = je ['eHIleHOB TepM, JIOK M3pa3 ca JleCHe CTpaHe TOI 3HAKa O/roBapa CTPEJIUIN
KaTeropuje Jfp Koja je 0O3HaYeHa THM TEPMOM.

fiF(A®B)®C) — D
apf L foF(aspe): F(A® (B®C)) = D

fF(A®(B®C)) = D
0l f L foF(ayly o) F(A® B)®C)) — D

f:F(A) — B
rf L FfoF(A\):F(I®A) — B

f:FI®A) =B

UL foF(M\,Y): F(A) - B

[:F(A® B) =» C
spf L foF(opa): F(B®A) = C

f:A—>B g:F(B)—C

cr(f,9) = go F(f): F(A) = C
fiASB  ¢g:C—D

W) Lf®g:A9C —>B®D

fiA®B—C
mfL B3 A—-C
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f:A—B g:C®D — FE
n(fag)ggo(<f>C®D):(A®(B—OC))®D—>E

[Toxcjernmo ce ma cy osnake f® u (f)c medunucane y rinasu 1 (B. medununmjy 1.9) u
OBJIje UX KOPUCTUMO Kao ckpaheHwurie.

[Tpumujerumo na [eniieHOBU TepMu KOIUPajy U3BOhema y MYJTUILITUKATUBHOM KOHjyHK-
TUBHO-UMILTUKATABHOM (pparMeHTy WHTYUITMOHUCTUYKE JTuHeapHe joruke. Ha mpumjep, ['en-
IIEHOBO]j omneparuju t oAroBapajy mpaBuiia 3a yBoheme MyJITHILINKATUBHE KOHjYHKINje &, TOK
l'ennenoBuM oneparujama m 1 n OAroBapajy MpaBuiia 3a yBoherme JInHeapHe UMILIHKAIje —o.

lennenose omepanmje a,a !, [[[7! u § masuBamo culipyxiiypre Lenmenose omepammje, a
l'ennienoBy omeparnujy ¢ Ha3mBaMo cjeuere. l'eHIleHOBe omeparuje KOJ KOJUX Ce Y MHIEKCY
HaJIa31 caMo KOHTEKCT 1z, fiemo y HacTaBky nucatu 6€3 Jorber nHaekca (Ha IpUMjep, yMjecTo
Ay, f nucahemo camo af). Umamo cipenehy semy.

JIema 2.3 (Jlema o rennenwsanuju). Ceaka clipesuya xatiezopuje Fp je 03HAYEHA HEKUM
T'enuerosum wepmom.

Joxas. Ila bucmo nokazasu na je crpesnuna 1,4 o3HaYeHA HEKUM [ eHIIEHOBUM TE€PMOM KOPHU-
crruheMo MHIYKIMjy MO OPOjy MojaB/buBama cuMbosia ® u —o y dopmyau A. Ako je A uc-
Ka3HO CJIOBO MM KOHCTaHTa [, TBphewme Tpupujaano Baxku. [IpermocraBumo 1a je A obimka
B ® C. Tana je Ha OCHOBY WH/IyKTHBHE XUIIOTe3€e cTpesnia Il g O3HAUeHa HEKUM | eHIIeHOBUM
TepMoM f, a crpenunia 1o o3nadena HekuM lennienoBuM TepmoM ¢g. Kopucrehm jemmakocTu
Ige = 1pR1cu fRg =t(f,g), nobujamo ja je crpenuna 14 o3nauena ['eHIeHOBUM TepMOM

t(f, 9).

[Tpuje mero mrro pasmorpumo ciaydaj kaga je A obauka B —o (') nokaxkumo ma 3a lenre-
nose Tepme f: X — Y u g: U — V Baxu cipeneha jenaakoct y Fp:

(2.8) f —o g =mlsn(f slg).

Kopucrehu nedpununujy l'ennienoBux tepama, mpeTxoHa jeIHAKOCT Ce CBOIU HA
f—og=(golyo ou,I © (flvel)o 01,X®(Y—U) © )‘)_(}g(wa)y'

Osnraunmo JecHy crpany mnperxonne jemnakoctu ca D. Kopucrehu jennakoctu (E5) u (E6)
nMaMo JIa je

D=(golvooproaryo(I®{flu)orsgy )’
=(godvod; o (fHv) = (go (fHv)"
Hasbe, kopucrehu nedununuje oneparmja _°* u (), AMOPUPOIHOCT O £, GUMYHKTOPH]ATHOCT
0/l —o, MPUPOTHOCT OJI 1) U TPOYTAOHY jeTHAKOCT, UMaMo Ja je
D= (X —(goeyyo(f®@ Y —U))))onxy—u
= (X —(goexvo(X®(f—U))))onxy—v
=X —g)o(X —exy)o(X = (X (f —U)))onxy—v
= (
= (

X —g)o(X —exy)onxxuo(f—U)
X —og)olxpyo(f—oU)=f—og,

35



2.3. IHEHTPAJIHU U30MOP®PU3MU

omakJe caujenu na jemHakoct (2.8) Baxku. IIpernocraBumo cana na je A obnmka B —o C.
Kopucrehu nnaykTuBHY XUIIOTE3y UMaMO Jia je crpenuna 1 o3HadeHa HeKuM [ eHIieoHOBUM
tepmoM f, a crpesnuna 1o o3uadena HekuM lenrenoBum TepmoMm g. Kopucrehu jemmnaxocTu
1p.c = 1 — 1¢ u (2.8), nobujamo ma je crpenuna 1,4 o3HadeHa [eHIEHOBUM TEpMOM
ml~lsn(f, slg). Tennenos Tepm koju oznadasa 14 hiemo nucaru Takohe kao 1 4. Jlame umamo
c/besieha odnrie/Ha O3HaYaBaba MPUMUTUBHUX CTPEJIUIA:

dn —1 dn g
al agB)wc = @A,B,C, a lagec) = ¥4 p o
dn —1 dn 1
[ﬂA:)\A; [ ILI®A:)\A )
dn dn
Slpga = 04a.B, mlagp = 14,B-

JlokazKuMo casia Ja je CTPesuIa € 4 g O3HadeHa ['eHrieHoBuM TepMom [_1511(1 4,80l p). Hanwme,
npeTxoaHu [ eHIIeHOB TepM 110 AepUHUIN]H O3HAYABA CTPEJIUILY

IgpoAgoogro({(la)p®I)o 01,A®(A—B) © /\;g(A%B),

3a KOJjy Ce JIAKO IOKazke Ja je jemHaka €4 p kopucrehu jemmaxocru (E5) u (E6).

Nmajyhn y Buny jemnakocru f ® g = t(f, g) u (2.8), ocraje jour ma JoKaxKeMo J1a akO Cy
crpesutie f : A — B u g : B — C o3nauene ['eHnieHOBUM TepMmMa, Taja je U CTPEJIUIA
go f : A — C osnauena lennenoum tepmom. OBO cimjequ U3 OYUIJIEIHE jeTHAKOCTH

gof=c(f.9) 0
Ha xpajy oBor ojijesbKa HABOIUMO jeIHY TOCJHEIUILY JIEMe O TeHIIEHU3AIj .

IMocmwenumia 2.4. 3a ceaxa gea woucwanwuna objexwia A u B wawezopuje Fp wociwioju
TI'enuenos wepm t : A — B.

Joxas. U3 neme 2.1 caujenm ma nmocroje mzomopdusmu kg : A — [ u kg : B — I, ma noctoju
u msomopdmzam k' o ks : A — B. Ilomro je caka cTpesmma Kareropuje Jp O3HAUEHA
HekuM ['eHIeHOBUM TepMOM (J1eMa O TeHIEeHHU3aIyju), TBpheme ciujen Kajga y3MeMo Jia je
t: A — B Tenmenos Tepm Koju o3Haudapa crpemiy kgl ok, : A — B. [

2.3 Ilenrpanau nzomopduMu

Crpenune xareropuje Fp mobujeHe o NPUMHUTHBHHUX cTperuna i, aapc, aAT}B’C, A,
Agl U 04 p y3 HOMON ® 1 o HazmBaMoO uyenwpaare cuupesvye. lIpumujeTnmo ma cy meHTpasIHe
CTpeJIuIle 3aIPaBo U30MOpPGU3MHU, Na heMo WX y HACTABKY HA3UBATH UEHWPAAHU U3OMOD-
dusmu. Hamomenumo fa y mHAEKCHMA MEHTPAJTHUX HM30MOpdU3aMa MOXKE Jia Ce IM0jaBJby-
je Be3HMK —o (Ha HpHUMjep, BE3HUK —o Ce I0jaBJbyje y UHIEKCY MEHTPATHOI u30MOopdusMa
0apoc AR (B—oC)— (B—C)®A).

[IpBu KOpak y jI0Ka3y TeopeMe KOXEepeHIHje 33 CUMETPUYHE MOHOHU/IAJHO 3aTBOPEHE Ka-
Teropuje je pe3yyTaT Koju hemMo Ha3uWBaTH ,KOXEPEHIHja 3a IeHTpaJjHe uzomopdusme”. a
oucMmo Jokazaau Taj pesyarar, ouhe nam norpedbue cibesiehe nedunuimje u geme.

Hedbununuja 2.4. Heka je A objekar kareropuje Fp. Tama daximope on A nedunumemo
WHJIYKTUBHO Ha CJbeJenNn HAaIWH:

(1) A je dakrop ox A;
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(2) ako je A obsmka A; ® Ag, Tana je cBaku dakrop ox Ay wim A yjemHo u dakrop o A.

Hedbunaunuja 2.5. Kaxxemo q1a je popmysia apocitia aKo je OHA UCKA3HO CJIOBO WJIU je 00JIUKa
B — C. ®akTope ox A Koju cy mpocte GpopMmyie Ha3uBaMO UPOCU PaKOPU.

IIpumjep 2.1. Qakropu objexta A = (p®@ ((p — q) — 7))@ (p®I) cy p, (p — q) — 1,
pR((p——oq) —r), I, p®Iu A, nok cy npocru daxropu og A camo p u (p — q) —o 7.

[ToscjeTumo ce ma je mMyatiuckyd KoJeKija objekaTa y K0joj je JT03BOJbEHO TOHABJ/HAHHE
eslemenara. ®opmasnno, mysatuckyn je ypehenn map (A, m), raje je A ckym Kora Ha3uBa-
Mo Hocaw mynruckymna (A,m), a m : A — N dynkumja Koja 3a cBaku ejeMeHT a u3 A
necdunmIe BeroBy suwectpykocwi m(a). Ipecjex nsa mymnruckyna (A,ma) u (B,mp), y
ogaamu (A,ma) N (B,mg), je mynruckyn (C,m¢), npu gemy je C = AN B, a me(x) =
min(ma(x), mp(z)). Cyma mynruckynosa (A,ma) u (B, mg), y ozsamu (A,ma) + (B, mp),
je mynruckyn (C,me), taje je C = AU B, a me(x) = ma(x) + mp(z). dBa mynruckyna
(A,my) u (B, mp) cy jennaka kana je A = B umy = mpg. IIpasan mMystGuckyd je MyITUCKYIT
4MjU je HOCad Ipa3aH CKYII.

Mya@uckya apoctiur paximiopa objexkra A, y osnamu F(A), ce cacToju oj] CBUX IMIPOCTUX
dakTopa objekta A pauyHajyhum mUXOBa BUIIECTpPyKa IOjaB/bUBara. Ha mpumjep, mpocTu
dakTop p ce mojasibyje jBa myTa y objekTy A u3 npumjepa 2.1, ma je

P(A) ={p,p,(p —q) —}.

Jlema 2.5. (1) Hexa je u : A — B uentupaanu uzomoppuszam. Taga objex@u A u B umajy
uctie MYMUUCKYTL08e UPOCTUUT PaKuoPa.

(2) Ipewiaoctiasumo ga objexitiu A u B umajy uctie Mystuckyiose Upociuur Gaxitopa.
Taga woctwioju yenpasnu udomoppuzam u : A — B.

Jlokas. (1) Kopuctumo MHIYKINjY TO CIOXKEHOCTH IeHTpaJHOr n3oMmopdusma u. Kama je u
ciioxkenoctu 0, Taja je u IPUMHATABHU IIEHTPAJIHI U30MOPdU3aM, 1a TBpheme JJeme OIuTae THO
BaxKu.

[IpermnocraBumo 1a je u = u; @ ug 3a Uy : Ay — By v uy : Ay — By. Tana w3 uHIyKTUBHE
xunorese caujeau ga je P(A)) = P(By) u P(Ay) = P(By). lomro je A = A1 @ Ay n
B = B; ® By, ciujenn na je P(A) = P(A)) + P(Ay) = P(By) + P(By) = Z(B).

[IpermocraBumo caga ja je u = usouy 3a Uy : A — C' u ug : C — B. U3 ungyKTUBHE
xurnorese caujean ja je P (A) = P(C)u P(C) = P (B), onakie je u P (A) = P(B).

(2) Ja 6ucmo mokazanu tBpherse (2) npso hemo mokazartu cipenehe momohno Tepheme. Ha-
uMme, nokasahemo ma 3a objekar A u meros dakrop X mocroje objekar A’ u meHTpasHHA
uzomopduzam v : A - A’ ® X. Jla bucmo gokasaum oBO TBphemwe, KOPUCTUMO WHJIYKIIU]Y
mo 6pojy dakrTopa objekta A. Ako objekar A mma camo jeman dakrtop, Taga je X = A, ma
Mozkemo yzern fma je A’ =T mu=\;"

[Tperniocrasumo caza ja je A = A1 ® Ay u na je X dakrop ox Ay (camdHo pe3oHyjemMo u'y
ciaydajy kaga je X daxrop ox Ay). Tama HA OCHOBY WHJIYKTUBHE XUIIOTE3€ 3aKJbY4IyjeMO Ja
nocroju objekar A} m menTpasuu n3omopduzam v’ 1 A — A} ® X. Tspheme seme camjenn
Ka/a ysmeMo ja je A= Ay ® A] 1 v = a4, 41, x © Oarmx,4, © (V@ Ay).

Bparumo ce caza jokasy tephema (2). Kopucruhemo unaykimjy mo 6pojy mpocrux dhak-
topa o1 A u B. Axo A u B memajy npoctux dhaxropa, taga cy A u B uzrpahenu camo or
KoHcTaHTe [ y3 moMoh Be3HUKa ), 11a TBpheme jeMe JIaKO CJIMjeJIH.
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[IpermocraBumo caja ga je X mpousBosban mpocT dakTop ox A m B. Tama na ocHOBY
YIPaBO JOKA3aHOI MOMONHOI TBphema cianjenu Ja nocroje objektu A’ u B’ Kao u meHTpaH
mzomopdusmu uy 0 A - AR X nwuy : B - B'® X. Kopucrehu tepheme (1) oBe jeme
3aKJbydyjemo ga objektu A’ u B’ nMmajy ncre MyJaITHCKYIIOBE IPOCTUX (paKTopa, I1a U3 UHILyK-
TUBHE XWIIOTE3€ CJIMje/l J1a TOoCcToju neHTpaaru usomopdusam v : A — B'. Tepheme (2)
cajla CAMjesn Kaa y3MeMo Ja je u = uy o (v ® X) o uy. [

Kibyunu eneMeHnT y J10Ka3y KOXepeEHIIHje 3a IeHTpaJIHe n30MOopdU3Me je TeopeMa KOXepeH-
Ije 3a CUMETPUYHe MOHOU IaIHe KaTeropuje. Jla 6ucmo popmynucain Ty TeopeMmy y oOJIUKY
KOju HaM OjiroBapa, Tpeba mpBo Jia yBesemo ojpehene mojmose.

Hedununmja 2.6. 3nax tojassusarsa crosa y gopmyau (+ nim —) pedUHUIIEMO THILYK-
THUBHO Ha C.H)e,ZLehI/I Ha4YUMH:

(1) sHak mojaBsbuBama cyoBa p y hOpMyIH p je +;

(2) sHak nojaBsbuBama cyoBa y dopmymu A ® B je uctu kao y A 3a mnojaBpuBame Koje ce
nasasu y A, a uctu kKao y B 3a mnojaBpuBame Koje ce Hajtazu y B;

(3) sHak mojaB/puBama cjaoBa y dopmynn A —o B je ucru kao y B 3a nojaBibuBame Koje ce
Haja3m y B, a mojaB/buBame Koje ce Haja3u y A Mujema 3HaK.

3nak aojasmusatrpa cao6a Yy wutdy A — B neduHMAIIEMO KAao 3HAK I0jaB/HUBAaHA TOT CJIOBA Y
dopmyn A — B.

Hedbununmuja 2.7. KaxkeMo J1a je TUTI ypasHotiestcer aKO ce CBAKO MCKA3HO CJIOBO Y HEMY
TojaBJbyje TaYHO JIBa IIyTa Ca PA3IMUYUTUM 3HAITUMA.

Hedbunnunuja 2.8. Crpenuie Kareropuje Fp u3parxkeHe Ha je3UKy KOjU HE CAJIPIKU BEIHUK
—o ¥ IPUMHTHBHE TEPMe N4 p U €4 p HazuBaMo SM-ciupeasuie.

[IpumujeTumo 1@, 3a pa3iuKy O/ MEHTPAJIHUX U30MOP@U3aMa, BESHUK —o HE MOXKe Ja ce
nojassbyje uu y unjekcuma SM-crpesnuna. Teopema KoxepeHIuje 38 CHMETPUIHE MOHOUIAJTHE

KaTeropuje ce cajia MoyKe McKa3aTh Ha cibenehn nauns (B. [28, Ogjespax 11.1] u [30, Oxjespak
1.4]).

Teopema 2.6. Hexa cy f,g: A — B gsuje SM-ctupeauue xatwiezopuje Fp, Upu yemy je Wut
A — B ypasnotieocen. Taga je f = g.

Y nacrtaBky hemo jokazaru Jjiemy Koja HaM 00e36jehyje upupogrocii IEeHTPATTHUX U30MOP-
duzama. [lognumo ca cpenehum momohHuM mojMoBUMA.

Kaxkemo j1a je dpopmymna A unciianua dpopmyine A’ ako je A nobujeHa CUMYJITAHOM CYIICTHU-
rymujom dopmysa By, ..., B, Ha MjecTa UCKA3HUX CJIOBA P1, . .., P, ¥ dopmymu A’ u numemo

A= A,[Bl/ph .. '7Bn/p”]’

IIPU YeMy IIPETIIOCTaB/haMO Jia Cy MCKa3Ha CJIOBA P1, . .., P, MeyCOOHO pazjm4nTa, JT0K Mehy
dopmynama By, ..., B, Moxe outn u jemanakux. CaIudHO, KayKeMO J1a je cTpeuna f uHctiaHya
crpesuiie [ ako je f mobujena cumysiraHOM cyncTuTyimjom dgopmynaa B, ..., B, Ha MjecTta
UCKA3HUX CJIOBA P1,. .., P, Y UHIEKCHMA of ' U IUIIeMo

f=F[Bi/p1,-..,Bn/pul-
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Huje Temko nposjeputn j1a ako je crpemuna f : A — B uncranna crpemune f' @ A — B,
taga je A uacranna ox A’ u B uncranna ox B’. Takobhe, npumujerumo na 3a crpesnune f u g
u3 Fp BaxKu

(2.9) f=9= flA/p1,.. . An/pn] = 9[A1/D1;s - An/Dnl].

Heka cy pi, ..., p, pazauaura uckasHa ciaoBa u Heka je T'(pi, ..., p,) dopmyrna usrpalena
y3 moMoh Be3HMKa ® OJI MCKA3HUX CJIOBA 1, . . ., Py ¥ KOHCTaHTE | y IPOU3BOJLHOM PACIOPELY
U ca IIPOM3BOJLHO pacnopehenmM s3arpajama, Ipu demy ce 3a cBako 1 < i < n cJIOBO p;
nojassbyje Taqno jemnom y T(py,...,pn). Taga dopmyny T(p1,. .., pn,) HABUBAMO WEHIOPCKU
UPOUZBOG UCKAZHUL CAOBA P1, . . ., Pp-

Hexka je cama T'(pi1,...,pn) TEH30PCKH MPOU3BOJ, UCKA3HUX CJIOBA P1,...,DP, U HEKA Cy
Ay, ..., A, npou3BosbHe, He HYyKHO paziuunte dopmysre. Tamga dopmyny kKoja ce mobuja cu-
MyaTaHOM cyncrurynujoMm dopmyna A, ..., A, Ha MjecTa UCKA3HHUX CJIOBA P1,...,DPn Y DOP-
mysu T(py, ..., pn) o3aauaBamo ca T(Aq, ..., A,), TO jecT BaxKu

T(Ay,.... An) =T(py, - pa)[A1/p1, - - An/pnl.

Hexka je monoso T'(p1,...,P,) TEH30PCKU IPOU3BOJ UCKA3HUX CJIOBA P, ..., P, U HEKA Cy
3a cBako 1 < ¢ < n mare crpenune f; : A; — B;. Taga cumyaTaHoM CyICTUTYIIAJOM CTPEJIN-
na fi,..., fn HA Mjecra MCKa3HUX CJIOBA Pi,...,Pn Y 1(P1,...,Pn) 10OUjAMO CTDEJIUILY THUIIA
T(Ay,...,A,) = T(By,...,B,), kojy osuadasamo ca T (f1,..., fn)-

Jlema 2.7 (Ilpupomnoct nenTpaianux nzomopdusama). Heka cy pi, ..., P, PA3AUNUTGG UCKG-

3na caosa u wexa cy Ty (pr, ..., pn) wTa(p1, ..., Pn) g6a WEHIOPCKA UPOU3BOYGQ CAOBA D1, - . ., Pp.-

IIpewaoctmasumo ga je v : Ti(p1,...,0n) = Ta(p1, ..., Pn) yenlparny udomoppusam u
UAl,...,An = U[Al/pla s 7An/pn]7 UB1,...7Bn - U[Bl/pla s 7Bn/pn]

geuje unctanye udomoppudma v 3a nexe gopmyase Ay, ..., A, u By,...,B,. Hexa cy f; :
A; — B;, 1 <1 <n, apoussonrne cupesuue usd Fp. Taga je

VBB, 0 T (f1, o o) = To(fr, oo fu) 0 VA, A,

wo jectl, coegehu gujazpam KoMywmupa.

Jloxas. Jloka3 n3BOANMO WHIYKITHjOM 110 CJIOKEHOCTH IEHTPATHOT m3oMopdudma v. AKo je v
cioxkenoctu 0, Tajia je v TIPUMHUTHUBHU IEHTPAJHU U30MOpdu3aM, a TBpheme jgeme caujeam
u3 jenmnakocru (E4)-(E6).

[IpernocraBumo caza ga je v obsuka v’ o v’ 3a v : Ti(pr,...,pn) =& X nwd" : X —
To(p1,...,pn). U3 meme 2.5 caujenmn ga objextu Ty(py,...,p,) u X uMajy mcTe MYyJITHCKY-
nose mpoctux ¢akropa, mro 3uaqdu jga je X = T3(p1,...,p,) 38 HEKH TEH30PCKU ITPOM3BO/T
uckasuux ciaosa T3(py, ..., pn). Taga u3 MHIYKTUBHE XUIOTE3€ UMAMO
(2.10) Vg3, T (fi, o o) = T5(f1, . fu) 0 V4, 4,

(211) Ugl,...,Bn o TS(fb BRI fn) = TQ(flv s 7fn) B U;/ll,...,An'

Kana npexommionyjemo jemaaxoct (2.10) ca v g, a 3aTum uckopuctumo (2.11) mobujamo
TpazkeHy jeaHakocT. TBpheme JieMe JIako CIujeau u'y ciaydajy Kaja je v obsmka v’ @ v”. [
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Jlema 2.8. Hexa je u : A — B uenwwipasnu usdomoppusam upu uemy je P(A) = P (B) =
{X1,..., X, }. Taga wocwoje wensopcku upoussogu caosa T(p1,...,pn) w S(P1,...,Dn), ka0
u SM-cwpeavya v’ : T(p1,...,pn) = S(P1,- .., Pn) @Waksa ga je u=u'[X1/p1, ..., X0/pnl-

Jlokas. JToka3 W3BOIUMO WHIYKIMjOM II0 CJIOYKEHOCTHU IEHTPAJTHOT u3oMopdusma u. AKo je
U TPUMHUTUBHU TEHTPaIHI n3oMopduzaMm, Taga u' mobujamMo Kaja cBe mpocre (pakTope Koju

ce NojaBJbyjy y MHJEKCUMa O/l U 3aMUjEHUMO HOBUM MCKA3HUM CJIOBOM U3 CKyna {pi,...,Pn}.
Ha npumjep, veka je Z(A) = Z(B) ={X,Y,X,Y} n

U=0xgyxey  (XQY)®(XQY) = (X®Y)®(X®Y).

Tana je u' = 0p,epypsops + (P1 @ P2) @ (p3 @ pa) = (P3 @ pa) @ (p1 @ pa2).

IIpernocraBumo caja @ je u obsmka u; ® ug 338 uy : Ay — By m uy : Ay — Do, upn
qyemy je A = A1 ® Ay uw B = B ® By, WNwmajyhu y Buny semy 2.5, meka je P(A;) =
P(By) = {X1,...., X}t am < nu P(A) = P(B) = {Ximt1,...,Xn}. Ha ocHoBy mn-

JIYKTUBHE XUIIOTE3€ CJIUjeN JIa TI0CTOje TeH30PpCKY pou3Boiu 11 (p1, .- Pm)s S1(P1,- -+ Pm),
/

T2(pm+17'-'7pn)7 SQ(pm+17"'apn) u SM—CTpGHHHe u/l : T1<p17'-'apm) — Sl(pla'-'apm)a Uy
T2(pm+17 s 7pn) — S2<pm+1> s 7pn) TaKBE Ja .je

ulzull[Xl/plaaXn/pn] u u2:ulz[Xerl/perla"'aXn/pn]-

Tepheme neme camjenu kajaa yamemo ga je T'(p1, ..., pn) = T1(p1, -, Pm) @ To(Pmsts - -+ Pn),
S(p1y--y0n) = S1(p1, -+, Pm) @ S2(Pmsts- - Pn) U U = uf) ® uhy. Cayuaj kaga je u obimka
U © Uy Takohe camjeu TUPEKTHO. O

Jlema 2.9. Hexa cy T'(p1, ..., pn) © S(P1,...,Pn) g6a WEHZOPCKA TUPOUZBOYQ CAOEG D1, . - - , P
u nexa cy Xi,...,X, apoctie gopmynse warse ga je T'(Xy,...,X,) = S(Xy,...,X,). Taga
aoctoju uepmytoyuje T ckyaa {1,...,n} @axsa ga je S(p1,...,pn) = T(Pr1)s - - - Pr(n)), GPU
wemy 3a cearxo 1 < i < n eavcu X; = Xy,

Jlokas. Heka je T,(q) dopmyrna koju Hacraje Kaja CBAKO HCKa3HO cyoBO ¥y T'(pi,...,pn)
3aMUjeHIMO HOTIyHO HOBHM ca0BOM ¢. Cumdano medumnmmenmo u Sy,(g). Hokaxkumo na je
T,(q) = Sp(q), mITo ynpaBo 3HAYH Ja IOCTOJU TPaKeHa II€PMyTAaIUja 7.

[Tpumujerumo ma cy X, ..., X, npoctu daxkropu ox T'(X,...,X,,). Houxose ,mosunuje”
y dopmymu T'( Xy, ..., X,,) jeqnosuatno oapebyjy ,mozuiuje” ciosa q y dopmyinu T,(q). Apy-
ruM pujeunma, ako ca Tx(q) osnaunmo dopmyrny Koja ce nobuja Kaja cse mpocre dhakTope
Xi,..., X, y dopmymun T'(Xy, ..., X,) samujenumo cioBoM ¢, umamo ga je Ty (q) = T,(q).

Cumano, ako ca Sx(q) o3Haunmo dhopmysry Koja ce mobuja Kajua cse daxrope Xi, ..., X,
y dopmymm S(X,...,X,) 3amujerumo cioBoM ¢, mobujamo na je Sx(q) = S,(q). Ilomro
je T'(Xy,....X,) = S(Xy,...,X,), mmamo na je Tx(q) = Sx(q), omakie je T,(q) = Sy(q).
Jlakjie, ocTOju TpaKeHa IepMyTalldja 7T, OJlaKJie JTUPEKTHO Clujen 1a 3a cBako 1 <1 < n
BaxkU X; = Xy (p). L]

[IpuMmujeTrMo J1a IPETXO/IHA JieMa He BaK1 aKoO W30CTaBUMO YCJIOB Ja ¢y Xi, ..., X, IIPo-

cre dopmyne. Ysmumo, Ha npumjep, ga je T(pi,p2,p3) = p1 ® (p2 ® p3) u S(p1,p2,p3) =
(p2 @ p3) @ p1. Tama za X1 =q¢®q, Xo = qu X3 = ¢ umanmo 1a je

T(X1, X2, X3) = S(X1, X5, X3) = (¢®¢q) @ (¢ ®q).

MebyTum, BuamMo Ja 3a cBaky mepmyrtarmjy 7 ckyna {1,2,3} Baxwu ma je S(pi,p2,p3) #

T<p7r(1)7 Pr(2), pﬂ(3))
CaJla KOHAYHO MOYKEMO JOKa3aT! TeopeMy KOXepeHIUje 3a IeHTpaJIHe u30MopdusMe.
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Teopema 2.10 (Koxepeniyja 3a nenrpaise uzomopdusme). Heka cy u,v : A — B uentupan-
HU UBOMOPPUBMU Y KaWeZopuju Fp, Upu Yemy cY C8U HEKOHCTAHTUHY UPOCTU PaAKTLOPU 0g
A pasavvuuu. Taga je u = v.

Jlokas. Heka je Z(A) = Z(B) ={X1,...,X,}. U3 geme 2.8 cimjenu ja mocroje TeH30PCKH
npou3Bojn uCcKa3Hux caoBa 11(p1, ..., pn)s To(D1, - Pn)s S1(P1y- -y Pn)s S2(P1y ..., pn) 1 SM-
crpemunie v : Ty (pr, ..., pn) = To(pry- oy pn), V2 S1(p1y- oy pn) = Sa(p1, - .., Pn) TakBe 12 je
u=vu[X1/p1,... . Xpn/pu) mv =0 [X1/p1,. .., Xp/Dn)-

[IpermocraBumo nipBo ma objektn A m B Hemajy KOHCTaHTHUX mpoctux ¢akropa. C 00-
supoM Ja je T1(Xy,..., X,) = S1(X4, ..., X,) = A, u3 seme 2.9 camjeu 1a MocToju mepMyTa-

muja 7 ckyna {1,...,n} taksa ga je Si(p1, ..., Pn) = T1(Pr(1)s - - - Pr(n)), IPH Y€MY 3a CBAKO
1 <i < nsaxu X; = X;;). Ilomro mehy npoctum dpakropuma Xy, ..., X, Hema jeJHaKUX, 3a-
KJBy9yjeMo J1a T MOpa buru ujeHTuaHa nepmyTanuja. dakme, S1(p1,...,0n) = T1(p1, .-, Pn)-

Ha ucru maunu mokasyjemo na je u Sa(pi, ..., pn) = To(p1, ..., pn). Hakme, SM-crpemumne v’
u v’ ¢y mcror tuna. Taj Tum je ouurie HO ypaBHOTEXKEH, Ia Ha OCHOBY Teopeme 2.6 ciaujesu
na je u' = v'. Kopucrehn jennakoct (2.9) umamo ja je u u = v.

[IpernocraBumo cajsa 1a mehy npoctuMm akropuma X, . .., X, ©UMa KOHCTAHTHUX, U HEKa
cy Ha npumjep Xi,...,X,,, m < n koucrautuu. [locmarpajmo menTpasnu noMopduzam
u (L Xy, X)) = T L X, -, X)) medunucan ca

u" = 'L[,I[I/ph RPN [/pm,Xm+1/pm+17 ce 7Xn/p”]

U3 seme 2.1 camjequ ma 3a cBako 1 < ¢ < m mocroju mzomopdusam k; : X; — I (ako 3a
i,j € {1,...,m} Baxu X; = X, y3umamo ga je k; = k;). Cana u3 jeme 2.7 ciujenu na
cibesiehn mujarpaM KOMyTupa:

T1<X1, ... 7Xm7Xm+17 ... ,Xn) L) TQ(Xl, ... 7Xm7Xm+17 C. ,Xn)

] P

Tl([,...I,Xerl,...,Xn) T) TQ([,...[,Xerl,...,Xn)

rajeje f=Ti(ki, ..., kpm,Ix, 05 -5 1x,) mg=To(k1,... . kn,1x,.,,,---, 1x,). Ilpumujernmo
na cy f u g uzomopdusmu. Crmjeau na Baxku jeanakoct u” = gowuo f1.

Comano, weka je v" : S1(I,..., I, X1, ..., Xp) = So(L, ..., I, Xpiq, .- ., X)) TleHTpasIHI
n3oMopduzam jgeduHuCaH ca

U” = U/[I/pb s 7[/pm7Xm+1/pm+la s 7Xn/pn]

Kopucrehu nonoso siemy 2.7 ciaujenu na cpefehn aujarpaM KOMyTHDPA:

Sl(Xl, C 7Xm7Xm+1a ... >Xn) # SQ(X17 Ce ameXm+17 C 7Xn)

(2.12) il | ,

Sl<],...I,Xm+17...,Xn) T) SQ(I,...],Xm+1,...,Xn)

I‘,Z[je je f/ = Sl(k’l,...,]{?m,]lxm+1,...,]an) u g/ = SQ(]{?l,...,]{?m,]le+1,...,]an). s se-
Me 2.9 camjeu Ja mocroju mepmyTanmja m ckyma {1,...,n} taksa ma je Si(pi,...,pn) =
T1(Pr(1)s - - -+ Pr(n)), TIpU deMy 3a cBako 1 < ¢ < n Baxkn na je X; = X(). Ilocrennuno, 3a
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1 << m Baxu k; = k(). Ilomro cy npoctu dakropu X,41, ..., X, pa3IuuuTi, IMaMoO 12
3a cBako m + 1 < i < n Baxu 7(i) = i, na je

S1(p1s - -3 Pn) = Ti(Pr(1)s - - - s Pr(en)s Pt 15 - - - D)
Cmujemu na je S1(1, ..., [, Xppi1, ., Xn) =T0(1, ..., [, X1, ..., Xp). Takobe,
Si(kr, ook, x5 Ix,) = Ti(keys -5 Brgmys Lxgrs -+ -5 L )-
[Tomro 3a 1 <@ < m Baxu k; = kr(;), uMamMo J1a je
Skt ok, Ixs - Ux,) =Tk, ok, x5 Ly, ),

To jecr, f = f'. Cowano mobujamo So(l, ..., 1, Xy, -, Xn) =To(l, ..., [, Xpi1, ..., Xp) 1
g = ¢’. Canma n3 KomyTarusHOCTH AujarpaMa 2.12 caujenu ma je v” = gowvo f~1. IlenTpannn
uzomopdusmu u” 1 v” ¢y ucror Tuna, Ipu YEMy HUXOB JJOMEH U KOJIOMEH HEMa]y KOHCTAHTHUX
npocTux akTopa, Ia u3 MPeTX0/HO JOKA3aHOT Aujesia TeopeMe ciujenu ja je u” = v”. Jlakie,
gouo f~l=govo f! omakiue je u = v. L

Ha kpajy oBor onjespka hemo nokazartwu joir jeany kopuchy Jiemy. IIpBo mmamo cibenehy
neduHUH]Y.

Hedbununuja 2.9. [hasne yenwpaite usomoppusme 1edpuHUAIIEMO WHIYKTUBHO Ha CJbeaehn
HAYWH:

(1) 3a cse objexre A, B u C' uz Fp, nenrpannn uzomopbusmu 1a, Aa, A\y', aap o, oy’ o n
0Ap Cy TJIABHU LEHTPATIHU U30MOphU3MY;

(2) ako je u ryiaBHU TeHTpaJIHA n30Mopdu3am, Taga cy lg @ u 1 u® 14 TIaBHE HEHTPAJHU
n3Mmopdusmu 3a cBaku objekar A uz Fp.

Jlema 2.11. (1) Heka je f : A — B cuipeauya xamezopuje Fp o3uavena Ienyenosum
wepmom t u nexa je u : A" — A uenwpansnu usomoppusam. Taga Goctoju enuenos wepm
0102...0,t : A" — A xoju o3nauasa ctupesuuy fou, apu wemy je 010 . .. 0, HU3 CUPYKTLYPHUL
TI'enuenosux ouepavyuja.

(2) Hexa je f : A — B ciupesuna ka@ezopuje Fp osnauena [ enuerosum mepmom t u nexa je
0102...0,t : A — B I'enuenos wepm, apu wemy je 010z . .. 0, HU3 clipykmyprux I enyenosur
ouepavyuja. Taga toctwioju yenmpasnu usdomoppusam u : A — A wakxas ga I'enuenos wepm
0105...0,t 03nauasa cwpesuyy f o u.

Jloxas. (1) Heka je v: A — A rnaBau nenTpasnu usomopdusam koju Huje uperrurer. [Ipu-
MUJETUMO JIa TaJia MoCToju CTPyKTypHa [eHieHoBa oneparyja 0 Taksa ja [eHieHoB Tepm 0t
oznavaBa crpesuny f owv. Ha mpumjep, meka je v = lx @ oy z, rgje je A = X @ (Y ® Z)
nA'=X®(Z®Y). Taga Bugumo ja ennenos tepm spt : X ® (Z ®Y) — B o3navasa
crpenuny f o (lx ® oyyz), upu demy je F' = X ® _. Ako je v muenrurer, Taja leHreHoB
tepm |71t osmagaBa crpesuny f owv = f. Tepheme cajma ciujeyu U3 YUILEHUIE Jla CE CBa-
KU [EHTPATHE U30MOPGU3AM U MOXKe MPEJICTABUTHA KAO KOMIIO3UIUja TJIABHUX (OBO Ce JIAKO
JIOKa3yje UHIYKIIMjOM TI0 CJIOYKEHOCTH IEHTPAJHOT n30MOpdu3Ma U, y3 KopuIliheme OndyHK-
TOPUJATHOCTU TEH30DA).

(2) Comjenn qupekTHO U3 AeduHUnUje CTPYKTYPHEX [eHIIEHOBUX omepaluja. [
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Hedbunnunuja 2.10. 3a au3 crpykrypHux [ennenoBux omeparmja 010s - - -0, U3 TBphema
(1) mperxosiHe JieMe KaXKeMo Jia je UHgYKo8aH NEHTPATHUM U30MOPGMU3IMOM u. Y HACTABKY
hemo HEU3 cTpykTypHUX [€HIIEHOBUX Olepalyja WHIYKOBAH IEHTPAJTHIUM H30MOPMU3IMOM U
osHauaBaru ca D,. Caudno, 3a meHTpaJHu n3oMopdu3am u u3 TBphema (2) mperxomute jgeme
KazkKeMo J1a je uHgykosar HU30M CTPYKTypHuUX ['eHIleHOBUX orepariuja 010 ... 0,.

YV HacTaBKy TekcTa heMo decTo KopuctuTu Jieme 2.5 n 2.11 6e3 eKCIUIMIIUTHOT TTO3UBabha
Ha HUX.

2.4 EamMvuHammja cjedema

Y noka3y TeopeMe O eIMMUHAIN]U Cjederha y KaTeropuju Fp he Ham Outu morpedaH rnojam
caootcenoctiu cjeverva. Ja ducmo nedpuHucan Taj mojam, Tpeba IPBO Ja yBegaeMo cibejehe
moMohue 1ojmMoBe.

Hedbnaunmuja 2.11. Heka je t : X — Y I'ennenos tepm u neka je Z daxtop ox X uanm Y.
Hacaegrnuxa dpaxkropa Z, y o3nanu v/, neduHUIIEMO WHIYKTHBHO Ha c/bejehn HavduH.

(1) Heka je t : X — Y npumurusuu I'ennenos tepm. Tama Z nema nHacsemsuka (y ToM
ciyuajy mmmemo vz = ().

(2) Hexka je t obiuka agf:
f:F(A®B)®(C)— D
arf: F(A® (B®C)) - D
Axo je Z mexku dakrop on F(A ® (B ® C)) koju uma 3a dakrop dopmyny B & C,
raga je vZ = (). Axo je Z 6uno koju ox npeocranux daxropa ox F(A® (B ® C)) niu
dakTop ox D, Tana je vZ komnmja Tor hakTOpa Koja ce Hasas3u y tuiy tepma f. CamaHo
JedbUHIITEMO HACIEHIKA U Y Caydajy Kaa je t oomxa az' f, lpf, 71 f, spf u cp(f, g).

(3) Heka je t obmuka t(f,g):
f:A—B g:C—D
t(f,9) : A®C —-B®D
Akoje Z=A®Cwm Z = B® D, tana je vZ = (). Ako je Z nexku daxrop ox A mim
B, tana je vZ xomnmja Tor ¢paxkTopa Koja ce Hajmasu y tuiy tepma f. CamdaHo, ako je £
dakrop on C unu D, taga je vZ komuja Tor (pakTOpa Koja ce HAJIA3U y THUIYy TepMa (.

(4) Heka je t obimka mf:
fiA® B —C

mf:B—A—-C
Axo je Z = A — C, tana je vZ = (). Ako je Z daxrop ox B, tana je vZ kommja TOr
dakTopa Koja ce Haja3m y TUy Tepma f.

(5) Heka je t obmuka n(f,g):
f:A—B g:C®D—FE
n(f,9):(A®(B—C)®@D — E

Axo je Z ueka ox dopmysna B — C, A® (B — C) wm (A® (B — C)) ® D, Tana je
vZ = (. Axko je Z dakrop ox A, taza je vZ xommja TOr pakTOpa KOja Ce HAJIA3U y
tuny tepma f. Ako je Z daxkrtop om D unu E, taga je vZ komnuja Tor ¢pakTOpa Koja ce
HaJIa3u y THUILY T€pMa (.
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Hedurnmmmo cana panr (mojaBbuBama) GakTopa U PaHT Cjederba.

Hedbununnmja 2.12. Heka je t : X — Y T'ennenoB TepMm u Heka je Z dakrop ox X wianm Y.
Hajmamu npupojian 6poj r TakaB ja je

Ha3uBaMoO pahz pakTopa Z y TepMmy t.

Hedbununuja 2.13. Kaxxemo ga ce y I'eHiieHOBOM TepMy He Uo0jasmyje cjeuerve Kaja OH
Hema nogrrepM obsnka ¢p(f, g). Tennenos Tepm obsuka cp(f, g) TakaB ga ce y Tepmuma f u
g He TI0jaBJbyje Cjederhe Ha3UBAMO HAJEUULE CJEUEIbE.

Hedununmja 2.14. V lennenosom tepmy cp(f, g) aBa nojaBpuBama Gopmysie cjedema B
y KOJIOMeHY o f U JIOMEeHy O ¢ HA3UBAMO DPECHEKTUBHO AUJEBG (POPMYAG Cjeuersa U gecHa
Popmyaa cjevwera. Panr mujeBe dopmyse cjedersa y TepMmy cp(f, g) Ha3UBaMO aujesu panz
cjenerva, a paHr jecHe dopmyse cjedema y TepMmy ¢r(f,g) HA3UBAMO gecHU PaHZ Cjeversa.
30up JIMjeBOT U JIECHOT PAHTa Cjevuerhba HA3UBAMO PaAHZ Cjeuetrta.

[IpumujeTnMmo fa je MUHUMAJHU PAHT Cjederha jeTHaK 2.

Hedbunaunmuja 2.15. Bpoj nojaB/buBama Be3HnKa @ U —o y HOPMyJIH Cjeuerba Ha3UBaAMO
cueten cjedema. Cuoocenoct cjeverva je ypehenu map (d,r) ruje je d crenen cjedema, a r
IETOB PAHT.

Ha ckymy maposa (d,r) mocmarpamo Jsiekcukorpadceku nopenak. lakme, Baxu (di, ) <
(da,79) ako u camo axo je di < dy win je dy = dy u 1 < r9.

YV nokasy Teopeme O eJIMMUHAIUjH Cjederba Omhe HaM mOTpeOHA cibeseha Jjiema Koja je y
CYLIITHHU OUPEKTHA MOC/bEauIa jgeme 2.7.

Jlema 2.12. Heka cy F u G xontexciuu u HEKa je ¢ UCKa3Ho CA060 Koje ce He Uojas.nbyje Y
rwuma. Ilpewtomasumo ga je u, = F(q) = G(q) uyentuparrnu usomoppusam. Hexa je f: A —
B apouseonna ciipesuya xamezopuje Fp u neka cy uy : F(A) - G(A) vug : F(B) — G(B)
geuje UHCTGHYE USOMOPPUIME U, KOje HACTLAJY Kaga ce CA080 ¢ Y UHJEKCUMA UEHTPANHOZ
usomoppusma u, 3amujenu gopmyrama A u B, pectiext@iuero, wWo ject,

ua = uy[A/q] U up = u,[B/q].

Taga je up o F(f) = G(f) oua, @wo ject, coegehu gujazZpam Komymupa.

F(A) — G(A

)
F(f)l lG(f)
)

F(B) —— G(B

Jloxas. Heka je P (F(q)) = 2(G(q)) = {X1,..., X,}. U3 neme 2.8 ciamjenu ma mocto-
je Temsopckm mpom3BoM WCKazHUX ciosa 1(py,...,pn), S(p1,...,pa) u SM-cTpemma u; :
T(p1,--,Pn) — S(p1,-..,pn) TaxBa ma je uq = ug[X1/py,..., Xn/py]. omro je g mpoct
dakrop o F(q) u G(q) mmamo na je ¢ = Xy 3a veko k € {1,...,n}. Jakue,

o = WX /B2 0/Pbo s Xo0)
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Crmajenn ma je ua = ug[X1/p1, ..., A/pr, - s Xo/po] mup = up[Xa/pr, .o, B/Dks -, X/ Pnl-
Takobe, umamo ja je

F(A>:T(X17"'7Xk717A7Xk+17"'7Xn)7 G(A) S(X17'"7Xk717A7Xk+17"'7Xn)
FB)=T(Xy,...,Xx-1,B, Xet1,..-, Xy), G(B)=5X1,...,Xe—1, B, Xpy1,. .., Xp)

F(f)=T(1x,,...,1x, o, [ilxe - 1x.), GUf)=50x, -5 Ix [ lxe -5 1x, )
Tepheme cana ciaujeau u3 jgeme 2.7. 0

Cagza MokeMO J10Ka3aTu cibesehy Teopemy.

Teopema 2.13. 3a ceakxu [enuenos wepm t tocwoju I enuenos wepm t' y Kome ce ne uoja-
emyje cjeuerve, upu wemy y Fp easrcu jeghakoct t =t'.

Jlokas. Jloka3 M3BOJMMO MHIYKIM]OM II0 CJIOXKEHOCTH Hajuiier cjeuewa cr(f, g). [Tokazahe-
Mo Ja je ¢p(f, g) jemnak Hekom ['eHIIEHOBOM TepMy y KOME Ce He I0jaBJbyje Cjedere, OJIaKJie
cimjenu TBpheme TeopeMe.

Axo je cnoxenocr cjeuema cp(f,g) jemnaxa (0,2), rana je ¢q(f, g) obmuka ¢(14,14), raje
je A uckazuo cyioBo wau I, mrro je jemnako 1 4, ma 6a3a WHAYKIHWje Baxku. Pa3zMorpumo caja
cibesiehe ciy4aajese. @opmyiny cjedera hemo y HacTaBKy Jd0Ka3a o3HadaBaTHu ca B.

Cayuaj 1. Heka je d >0 u r = 2.
Cayuaj 1.1. Tepm f je obmuka t(f1,g1). Taga Ternenos Tepm ¢p(f, g) uma cipenehn obmk
fi: Ay — B fo: Ay — By
t(f1, f2) : A1 ® Ay — B1 ® By g: F(Bi® By) — C
cr(t(f1, f2),9) : F(A1 ® Ay) = C
raje je B = By ® By. Ilocmatpajmo cana ['enrienoB Tepm
fo: Ay — By g:F(By®B,y) —C
fi: A — By ¢r, (fo,9): F(B1 ® Ag) — C .
cr(f1,¢m (f2,9) 1 F(A1® Ag) = C
rgje je Fi(_) =F(B1®_) u F5(_) = F(_® Ay). Ilokaxumo ga je

(2.13) cr(t(f1, f2),9) = er,(f1,cm (f2, 9))-

[Ipumujernmo na je ¢g (f2, g) HajBuine cjedere y [eHIIEHOBOM TepMy Ha JIECHO] CTPAHU jel-
HakocTH (2.13) u 1a je BeroBa CI0XKEHOCT Maka O]l CJOKEHOCTHU Cjederba Ha JIMjeBOj CTPAHU
Te jesHAKOCTH (CTeleH cjedema ce cMamwuo 3a 1). Jlakie, mpeMa MHIYKTUBHO] XUIIOTE3H,
¢r (f2,9) je jennak HekoMm lennenoBom Tepmy h y KoMe ce He mojaBibyje cjederse. Cana je
¢k, (f1,h) HajBumie cjeyemwe y leHiieHoBOM TepMy Ha JecHOj crpanu jeaHakoctu (2.13) ko-
je je Mame CJI02KEHOCTH O]l Cjedera Ha JIMjeBOj CTPaHU, Ia IMOHOBO MOYKEMO ITPUMUjEHUTH
uHAyKTUBHY xunoredy. [a 6ucmo mokazanu jeanakoct (2.13), Tpeba jia moKaxKeMo j1a je

(2.14) go F(fi® fo) = go Fi([2) o Fa(f1)-
C obzupowm 1a je

F(fi® fo) = F((1p, 0 fi) ® (fao1a,)) = F((I, ® f2) o (f1 ® 1a,))
= F(1p, ® f2) o F(f1 ® 14,) = Fi(f2) o Fa(f1),

umamo Ja (2.14) Baxu, na Baxku u jenHakoct (2.13).

Y

Cayuaj 1.2. Tepm f je obmuka mfi. Tana ennenos repm cp(f, g) uma cibegehu o6k
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fliBl®A—>BQ 91:C—>B1 922B2®D—>E
mfliA—>B1—OBQ ﬂ(gl,gg)l<c®(Bl—OB2))®D—)E,
cF(mfl,n(gl,gg)) : (O@A) KD —>FE
rajeje B=DB; — Byu F(_)=(C®_)® D. Ilocmarpajmo ['ernenos Tepm
[i:BI®A =By, ¢g:B®D—=FE
9120—>B1 CFl(fl,gg)I(Bl®A>®D—>E’
cFQ(gl’cFl(flqu))(O®A) ®D—FE
rgjeje Fi(_)=_®Du F(_)=(_® A) ® D u 10KaxkuMo Ja je

(2.15) cr(mfi,n(g1, 92)) = ¢r, (91, ¢r (f1, 92))-

Cauano kao y ciy4ajy 1.1, oba cjeuera Ha 16CHOj CTPAHU IPETXOHE jeTHAKOCTU UMajy MAFhU
CTeTleH O] Cjeverha Ha JINJeBOj CTPAHU Te jeTHAKOCTH, TTa MOYKEMO MPUMUjEHUTH WHIyKTUBHY
xunoresy. da 6umo qokazanu jeaaakoct (2.15), Tpeba ja T0KaKeMO

(2.16) 920 ({g1)B, ® D) o F'(fY) = ga o F1(f1) o Fa(g1)-

Osnaunmo ((g1)p, ® D) o F(f?) ca L. Nmamo na je
L= ((epy,B, © (91 ® (B1 — By))) ® D) o F((B1 — f1) 0 1p,,a)
((531 B, © (91 ® (B — Bs))) @ D) o (C'® ((B1 — f1) ©np,,4)) @ D)
= (BB, 0 (1 ® (B1 — Bz)) o (C @ ((B1 —° f1) o n5,,4))) ® D
= (BB, © (1 @ ((B1 —o f1) o np,,4))) ® D
(531 B, © (B1® (B1 — f1)) 0 (91 ®1B,,4)) ® D
(2.17) = (f10¢€B,,Biga© (Bl ®np,,4) 0 (1 ® A)) ® D
(2.18) =(fio(1®A)®D=(fi®wD)o (g1 ®A) ®D) = Fi(f1)o Fa(q),

opu 4Yemy CMO, ocuM OGudyHKTOpHjaTHOCTH TeH30pa, y (2.17) KOPHCTHIM TPUPOIHOCT O/
€B,,Byy @y (2.18) Tpoyraomny jegmakocr. laxie, Baxku jenmaxocr (2.16), omakie ciaujeau na
BaxKW U jemHaxoct (2.15).

Caywaj 2. lecau panr cjeuema je Behm o 1.

Cayuaj 2.1. Tepm g je obiuka 0g; 3a HEKY CTPYKTYpHY oleparujy 0 u leHrieHoB TepMm
g1 : F1(B) — C. Tana I'eanenos tepum c¢p(f, g) nma cibenehu obiuk

gllFl(B) - C
f:A—B Dgl:F(B)—>C.
cr(f,0g1): F(A) = C

Hexka je up : F(B) — F\(B) riaBau nearpajnu nzomMopdu3aM nHIyKoBaH [eHIIeHOBOM oOre-
parjom 0 (B. semy 2.11 u gedurunujy 2.10). IIpermocraBumo a je ¢ MCKA3HO CJIOBO KOje ce
He TojaBibyje y KoHTeKcTuMa F' n Fy u Heka je u, : F'(¢) — Fi(q) nenrpannu nzomopduszam
TakaB Ja je up = uy[B/q|. (Uenrpanmn usomopdusam u, mobujamo Tako mro ogrosapajyhe
nojapsbuBame’ dopmyisie By uHIEKCY Ol Up 3aMUjEHUMO ca (.)

Heka je ug @ F(A) — Fi(A) nenrpannn uzomopdusam medunucan ca ug = uy,[A/q).
Osnaammo ca 01 [eHIEeHOBY oneparyjy WHIYKOBaHy Ca U4 ¥ nocMaTpajMo [eHIeHOB TepM

Ixoje umenTHUKYjeMO HA OCHOBY KOHTeKCTa, F
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f:A—=B ¢g:F(B) —C
cFl(f’gl) : Fl(A) — O .
oien (f91)  F(A) = C

JokakuMo J1a je

(2.19) cr(f,001) = 01k (f, 91).

Cjeueme Ha JeCHOj CTPAHU IPETXOJIHE jeTHAKOCTU MMa MarbWd PAHT OJ Cjevuerba Ha JIMjeBOj
CTPAHU Te jeIHAKOCTH, I1a MOYKEMO ITPUMHjEHUTHA WHIYKTUBHY xunore3dy. /la Oucmo nokazaim
(2.19), Tpeba Ja TOKAKEMO jeHAKOCT

giougo F(f)=g10Fi(f)oua,

KOja CJIMjelu JUPEKTHO U3 MPUPOIHOCTH IEHTPATHOr n3oMopdusma ug (nema 2.12).

Cayuaj 2.2. Tepm g je obmuka t(g1, go) : D1 ® Dy — C ® Cy. Tlomro je mo mpermocraBim
JIeCHU paHr cjedersa Behu of 1, mopa 6utn Dy = Fi(B) wim Dy = Fy(B) 3a Heke KOHTEKCTe
Fy u F,. Pasmorpuhemo caMo TpBy OIIHjy, MOIITO C€ JApyra pa3Marpa aHajJorHO. ¥ TOM
ciyuaajy Lennenos repm ¢p(f, g) mma obauk

gliFl(B)%Cl QQZDQ%CQ
fA—)B t(gl,gg)iFl(B)@)Dg—)Cl@CQ
cF(fv t(91792)) : Fl(A) & D2 — Cl ® C’2

raje je F(_) = Fi(_) ® Dy. Tlocmarpajmo caga Tennienos tepm

Y

fA—>B 913F1(B)—>C1
cr (foo1) t FL(A) = G g2 Dy — Cy
t(cFl(fagl)yg2) : FI(A) & D2 — Cl X CQ

7 TOKaXKUMO J1a je

(220) CF(f, t(glqu)) = t<CF1(f7 gl)vg2)7

IpU 9eMY Cjederhe Ha JIeCHO] CTPaHU MPETXOIHE jeTHAKOCTH MMa MarbW PAHT O] Cjederha Ha
nujeBoj crpanu. Jla 6ucmo nokazamu (2.20), Tpeba ja MOKaxKeMo jeJIHAKOCT

(91 ® g2) o (Fi(f) ® Dg) = (g1 0 Fi([f)) ® go,

KOja caujeau u3 OudyHKTOPUjaTHOCTA TEH30DPA.
Cayuag 2.3. Tepm g je obmuka mg,. Tana I'ernenos repm ¢p(f, g) mva obauk
91101®F(B)—)CQ

f:A—=B mgle(B)—>Cl—OC'2'
cr(fimgr) 1 F(A) = C1 — Cy

ITocmaTpajmo cajia I'ennienoB Tepm

ftA=B g :Ci®F(B)—C
¢r (f, 1) : C1® F(A) = Cy ’
mcF1(fagl) : F(A) _>C1 —002
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raje je Fi(_) = Cy ® F(_). Tokaxumo na je

(2.21) cp(fymgr) = mep, (f, 1)

U TIPUMUJETHUMO Ja Cjevderhe Ha JIECHO] CTPaHMW IMPETXOJHE jeTHAKOCTH MMa MakbWd PAHT Of
cjeuersa Ha JinjeBoj crpanu. Jla 6ucmo mokasasu (2.21), Tpeba Ja MOKaXKeMoO jeHAKOCT

gio F(f) = (g10(Ci® F(f)))*,

KOja JUPEKTHO ciujesau nu3 jieme 1.5.

Cayuaj 2.4. Tepm g je obsuka n(gy, g2) : (D ® (E — G)) ® H — C 3a neke l'enrienoBe Tepme
g1:D— FuG®FE — C. IlomTo je mo mpeTnocTaBiiu IeCHA paHT cjedersa Behu ox 1, Mmopa
6utn D = F(B) unmu H = F,(B) 3a Heke kouTekcre ] u Fy. Pasmorpuhemo camo cirydaj
kasa je D = Fi(B) nomro ce npyru ciydaj pasmarpa aHajorHo. Lenrnenos tepM g (f, g) numa
00 TIK

g1: Fi(B)—> E gp:GRH—=C
f:A—B n(gl,gg):(Fl(B)®(E—oG))®H—>C,
cr(fn(g1,92)  (Fi(A) @ (E—G)®@H = C
raje je F(_) = (F1(_) ® (F — G)) ® H. Ilocmarpajmo cana ['ernenos repm

fA-)B glF’l(B)—>E
cr (foq1) s Fi(A) — C g GRH —=C
n(cFl(f,gl),QQ) : (Fl(A) ® (E—O G))@H — C

7 JTOKaXKUMO J1a je

(222) cF(fa n(glu 92)) = n(cFl (f7 gl)? g2>7

Py 9eMY Cjederhe Ha JIEeCHO] CTPaHW MPETXOIHE jeTHAKOCTH MMa MarbWd PAHT O] Cjedera Ha
nujeBoj crpanu. Jla 6ucmo nokazanu (2.22), Tpeba ga JOKaXKeMO jeJIHAKOCT

920 ({g1)a @ H) o F(f) = g20 ({g10 F1(f))e ® H),

Koja ciujenu u3 Jjieme 1.7 u 6uyHKTOPUjATHOCTU TEH30PA.

Caywaj 3. lecuu panr cjeuersa je jeanak 1, a jiijeBu panr cjedema je Behu of 1.

Caywaj 3.1. Tepm f je obnuka 0f; 3a HeKy CTPyKTypHY omepaiujy 0 u l'eHrieHoB TepMm
fi: Ay — B. Tana Tennienos repm cp(f, g) uma cibegehn obuk

fi:Ai— B
offi:A—-B g¢g:F(B)—C
cr(0f1,9): F(A) = C
Hexka je u : A — A; riaBHE HeHTpaIHU H30MOPGMU3aM WHIYKOBAH CTPYKTYPHOM OIEPAIIHjOM

0. OzHaumMo ca 0 CTPYKTYpHY [eHIIEHOBY Olepanujy MHIyKOBaHy IEHTPAJHUM n30MOpdhU-
smoMm F'(u) : F(A) — F(A;) u nocmarpajmo [eniieHos repm

fi:Ai =B g:FB)—C

CF(fl,g) : F(Al) — C '
01CF(f1,g) : F(A) —C
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Jokaxkumo J1a je

(2.23) cr(0f1,9) = 01cr(f1, 9),

IIpU YeMY Cjederhe Ha JeCHO) CTPAHU IPETXOJHE jeTHAKOCTH MMa MambU PAHT Ol Cjederma Ha
JIECHOj CTPaHM, [Ia, MOXKEMO MPUMUjEHUTH HHIYKTUBHY Xxurnoredy. Jla 6ucmo mokazann (2.23),
Tpeda J1a JOKAXKEMO jeTHAKOCT

go F(fiou)=goF(fi)oF(u),
KOja C/Iuje v JUPEKTHO U3 (DyHKOPUjAJTHOCTH KOHTEKCTa F'.

Cayuag 3.2. Tepm f je obmuka n(fi, fo) 3a meke I'enrenoBe Tepme fi @ Ay — Ay u fo
A ® Ay — B. Tana l'ernenos tepum c¢p(f, g) uma cibemehu obmk

Ji: A — Ay foi A3 ® Ay — B
n(fi,f2)  (A1® (A~ A3)) @Ay =B g:F(B)»C
cr(n(f1, f2), f2) : F((A1 ® (A2 —o A3)) ® Ag) — C
Hexka je ¢ uckasuo cJIOBO Koje ce He IojaBjbyje y KoHTeKcTuMa _ ® D u F(_ ® A4) u Heka je
ug 1 ¢q®D — F(q® A,) npousBosban nentpasinu usomopbuszam. Heka cy ug, @ A3 ® D —
F(A3® Ay) u u211®(A2%A3) tF((A ® (Ay — A3)) @ Ay) — (A1 ® (A3 — A3)) ® D nenrpasnnu
n3oMopdusmMu Jle(PUHUCAHU Ca

ua, = UqlAs/ql, uZi@(Ag—o/m) - “;1[<A1 ® (Ay — A3))/q].

Oznaunmo ca ®1 u Dy HU30BE CTPYKTYPHUX | €HIIEHOBUX Ollepalija WHyKOBaHe IeHTPAJTHUM
n3oMopdU3IMHUMA U4, U u;hl@( Ay—oAy)» PECIICKTUBHO. [TocmaTpajmo I'ennenos Tepm

f22A3®A4—>B gF(B)—>C
CF(f27g) : F(Ag (29 A4) - C
HU3 CTPYKTYPHUX ONEpaIyja
f1 : A1 — AQ ©1CF(f2,g) : A3 D —C
n(f1,D1¢p(f2,9) 1 (A1 ® (Ay < 43)) @ D = C
HU3 CTPYKTYPHHUX OIEPAaIy]ja

Don(f1,Dicr(f2,9)) + F((A1 ® (Az — A3)) ® Ay) — C

7 JOKaKUMO Jia je

(2.24) cr(n(fi, f2), fa) = Dan(f1, D1cr(f2, 9))-

Cjederme Ha JIECHOj CTPAHM MPETXOJIHE jeTHAKOCTH MMa MAFbU PAHT O] Cjederha Ha JINjeBOj
CTPAHU T€ jeJIHAKOCTH, [1a MOXKEMO IIPUMUjEHUTH UHIYKTUBHY Xunoresy. Jla bucmo gokazasim
jemnakoct (2.24), Tpeba ma JOKaXKeMo Ja je

(2.25) go F(fao ({(fi)a, ® As)) = go F(fs) oua, o ((fi1)a, ® D)o “211®(A2w/13)'

Kopucrehn npupontoct o1 uy, (71ema 2.12), nmamo na cibenehu aujarpaM KOMyTHpA.

UA;®(Ag—A3)

(Al (% (AQ —0 Ag)) & D > F((Al X (A2 —0 Ag)) X A4)

(f1)a3®D F({f1) a3®A4)

As® D > F(As @ Ay)

UA3
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HHakie, umamMo

((f1) a5 © Ax) © Ua, (a5 a5) © U g ayons)

<<f1>A3 & A4) © ]1A1®(A2—°A3) - F(<f1>A3 ® A4)7

uay © ({f1) a3 ® D) 0yl gy ony = F
F

onakJe caujeau (2.24). OBuM je 3aBpIIEH JOKA3 T€OPEME O eJTUMUHAIU]U Cjeuerba. [

Ha xpajy oBor ojjespka hemo pokazaTu jeJHy JieMy y UHjeM JIOKa3y ce KOPUCTH TeopeMa
0 eJITMMUHAIAJU Cjevuerba. 3a (opMysanujy momenyTe jieme he Ham O6utn morpebHaA cibemeha

neduHUAjA.

Hedbunnnuja 2.16. Kaxemo 1a je objekar kareropuje Fp UpasusaH ako HE CAJIPKH MOT-
dopmyny obuka A —o B, npu demy je B KoHcTanTHa dopmysa, a A HUje KOHCTaHTHA.

Jlema 2.14. Heka jet : A — B Tenuenos twepm, tupu uwemy je objexaws A upasunan, a
objexati B xonctwianwan. Taga je objexatti A KOHCTUAHTAH.

Zloxas. [1oBOJbHO je moKa3aTh JeMy y CJIydajy Kajia ce y t He TojaBbyje cjeuere. Kopuctuhe-
MO MHJIYKIIH]y TI0 CJIOXKEHOCTH | eHIleHOBOTr TepMa t, TpU 9eMy caootcerocti ' eHIieHoBoT TepMa
t medunuIeMoO Kao Opoj MmojaBsbuBama [ eHIleHOBUX omnepalyja y meMmy. AKOo je t CI0XKeHOCTH
0, tama jet =1; u A = B = I, na TBpheme jeme Baku. Y HACTABKY Pas3juKyjemMo 4 ciydaja.

Cayuaj 1. Tennenor tepwm t je obiuka 0t' 3a HeKy CcTpyKTypHY LeHIeHOBY omepanujy 0 u
lennenoB Tepm t' : A — B. O6jektu A’ u A umajy ucre MyJITUCKYTIOBE MPOCTUX (PaKTOPa
mTo 3Ha4M Ja je u objekar A’ mpaBuiaH, ma MOXKEMO NMPUMUJEHUTH WHIYKTUBHY XUIIOTE3y
(Tennenos TepMm t' je mame cioxenoctu of t). lakme, A’ je kKoncranTan objekar, oJaKJe
caujenyu na je u A KoHCTaHTaH.

Cayuaj 2. Tennenos tepum t je obmuka t(ty,ty) 3a Iennenose repme t1 : Ay — By u ty @ Ay —
By, ipu uemy je A= A1 ® Ay u B = By ® By. Csu hakropu o1 A; u As ¢y yjenuo n pbakropu
on A, ma caujeau ga cy A; m Ay npaBminu objektu. Kopucrehu MHIYKTUBHY XUIIOTE3Y,
3aKJbydyjemMo ga cy A; m Ay KoHcranTHu, 1a je n A KOHCTaHTaH.

Cayuaj 3. Tennenos tepm t je obauka mt’ 3a I'ennenos Tepm ' @ B ® A — Bs, ipu uemy je
B = By — Bs. Ilomto je A npaBuyian u B, KOHCTaHTaH, ciaujen j1a je By ® A npaBuiaH, na
je oH mpema MHIYKTHUBHO] XUIOTe3n U KoHcTanTaH. Crenujaino, A je KOHCTaHTaH 0OjeKar.

Cayuaj 4. Tenunenos tepwm t je obiuka n(ty,ts) 3a lenmenoBe Ttepme t1 @ Ay — As u o :
A3®Ay — B, upuuemy je A = (A1®(As —o A3))®A,. VI3 uHAYKTUBHE XUIIOTE3€ TIPUMI]jEHHEHE
Ha TepM t, ciaujenu na je Az ® A, koHctanTtan objekar. CmernumjasiHo, Az je KOHCTaHTaH
na momTo je A mpaBmiian objekar 3akipyuyjemo ga je u As korcramran. Caja MOXKEMO
IPUMUJEHUTH UHIYKTUBHY XUIIOTE3y U Ha TepM t1, ojakje 1obujaMo ja je u A, KOHCTaHTaH
objekar. Jlakmue, Ay, Ay, A3 u Ay cy KOHCTaHTHH, 11a je U A KoHCTaHTaH. [

Hamomena 2.1. YcioB npasusiHocT 0bjekTa A je cymTuHCKU moTpeban caMo y ciaydajy 4.
u3 JIoKa3a nperxone jgeme. MehyTum, Huje TEIKO BUIjeTH Jia JieMa He BaxKu 06e3 TOr yCJI0BA.
Ha npumjep, [Ttsn(1,, [1;) : p® (p — I) — I je Tenuenos Tepm 9muju KOJOMEH je KOHCTAHTAH
objekaT, a JIOMeH HUje KOHCTAHTAaH.

90



2.5. JIBUJE I'’IABHE JIEME

2.5 JIBuje riiaBHe JieMe

Y oBoMm ojjesbKy fiemo jokasaru jBuje Jjieme koje hie (mopej TeopeMe O eJMMUHAIUHU
cjedera) UMATH KJbYyUHY YJIOTY V JOKa3y TeopeMe KOXEPEHIHje 3a CHMEeTPUIHE MOHOUIATHO
3aTBOpeHe Kareropuje. [IpBo medunuiemo rmorpedbHe mojMose.

Hedbunnunmja 2.17. Croorcenoci popmyae A, y osnamm d(A), neduHUIIEMO WHIYKTUBHO
Ha cjpenehu nadumi:

1) ako je A =1, rana je d(A) = 0;

(1)
(2) ako je A mckasno ciaoBo, Taga je d(A) = 1;

(3) ako je A = A; ® Ay, tana je d(A) = d(A;) + d(As);

(4) ako je A = A} — Ay, Taga je d(A) = d(A;) + d(Ay) + 1.
Caoorcenoctu wuta A — B nedunnmemo kao 36up d(A) + d(B).

[Ipumujetumo 1a je caoxkenoct dopmysie A jeqnaka 0 ako u camo ako je A KOHCTaHTHA
dopmysia y K0joj ce He MojaB/byje BE3HUK —o.

Hedbununuja 2.18. Kaxemo ga cy dbopmyne A u B ysajamno tpociie aKO HE MOCTOJH
MCKA3HO CJIOBO KOje ce UCTOBpeMeHo mnojasibyje u y A uy B. Ckynosu dopmyiia Cy y3ajaMHO
IIPOCTH aKO Cy CBU €JIEMEHTH jeTHOT CKYyIa y3ajaMHO IPOCTH Ca CBUM €JIEMEHTHMAa JIPyTOT
CKyTa.

Ha npuwmjep, ckyn {p,p®q, I} je yzajamuo npocr ca {I,r —o [}, aju Huje y3ajaMHO IPOCT
ca {q — r}. Harnacumo sna dopmysie A u B mMory 6uTn y3ajaMHO IIPOCTE UAKO C€ KOHCTAHTA,
I ucroBpemeno mojaBbyje uy Auy B.

Hedunnunmja 2.19. Heka je #(A) mynruckyn npoctux dhakropa dopmyre A u Z(B) myn-
TUCKYTI TIpocTux paktopa dopmysne B. Popmyiy 4uju je MyJATHCKYI TPOCTHX (HakTopa
jemnak P (A) N P(B) oznagasamo ca F(A, B). Y cayuajy kana je P (A) N P (B) npazan
MYJITHCKYT, y3umamo ja je (A, B) = I.

Jlema 2.15. Hexa je f: A® B — C Tenyenos wepm apu wemy cy ckyuosu {B} u {A, C}
y3ajamno upoctiu. Taga toctwioje I'enuenosu wepmu g : B — 1 uh: A — C.

/oxas. JloBospHO je mokasaTu JjieMy y ciIydajy Kaja ce y LerrneHoBom TepMmy f He TojaBibyje
cjeaeme. Kopuctrhemo namaykimjy mo ciaoxxenoctn tuna A® B — C. AKo je CJIOXKeHOCT Tua
A® B — C jennaka 0, rana cy A, B u C' koHCcTaHTHEH 00jeKTH, T1a TBphembe jieMe caujeu u3
nocspeauie 2.4. Y HacTtaBkKy hemo pasziukoBaTu cibenehe ciydajese.

Cayuaj 1. Tepm f je obsuka t(f1, f2) 3a Tennenose Tepme f1: A — Cru fo : B — Cy

fliA—>Cl fQZB—>CQ
t(f1, f2) ! A®B = Ci®Cy’

raje je C' = () ® Cy. Tlocmarpajmo T'ernienos Tepwm [fs : I ® B — Cs. U3 mpermnocraBke J1a
cy B u C yzajamuo mpocre dhopmyie caujenu ga cy B u Cy takohe ysajamuo mpocrte. Twum
I ® B — (5 je mame cioxkenoctu o tuna A ® B — () ® (s, ma u3 WHIYKTUBHE XUIIOTE3€
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caujeqn nma mocroje lennenoBu Tepymu g @ B — [ u hy : I — (5. Caga jgako mobumjamo a
nocroju u Lennenos Tepm h : A — C kaza yamemo ga je h = [Tlst(fy, hy).

Cayuaj 2. Tepm f je obsuka mf) 3a Iernenos repm fi : C) ® (A® B) — Oy

f101®(A®B)—>C'2
mfi: A® B — C) — Cy’

raje je C = C; — Cy. Tlocmarpajmo Tennenos Tepm a 'f; @ (C; @ A) @ B — Cy. Us
WHIyKTUBHE XUTIOTE3e cimjeu jia moctoje Lennenosu tepmu g : B — [ u hy : C7 @ A — (.
Caua ako mobujamo ja mocroju u lennienoB repm h @ A — C' kaza y3memo j1a je h = mhy.

Cayuaj 3. Tepm f je obmuka n(fi, f2) 3a ennenose Tepme f1: A) — Ao u fo: A3®@ B — C

Ji: AL — Ay fo:A3®@ B — C
n(f1, f2) : (AL ® (Ay — A3)) ® B — C’

riaje je A = A1 ® (Ay —o A3). U3 uHIyKTUBHE XUIIOTE3€ IPUMUjEHEHE HA TepM fo CIIMjeIn Ja
noctoje 'ennienoBu Tepymu g : B — [ u hy : A3 — C. T'eanenos tepm h : A — C nobujamo
Kasa yamemo j1a je h = [Tlen(fy, slhy).

Cayuaj 4. Tepm f: A® B — C je obnuka ® f') rije je © uu3 cTpykrypHux [eHreHoBux
onepanuja, a lenrnenoB tepm [ : D — C je nobujen HerkoMm ['eHIIEHOBOM ollepaijom Koja
HUje CTPYKTypHa. PaziukyjeMo Tpu mojaciydaja.

Cayuaj 4.1. Tepm f' : D — C je obmuka t(f1, fo) 3a [ennenose tepme f; : Dy — Cy n
fg : Dg — Cg

f12D1—>Cl f22D2—>02
t(f1, f2) : D1 ® Dy = C1 ® Cy
HU3 CTPYKTYPHHUX OIEPaly)ja

@f(fl,fg) AR B — Cl ®CQ

rajeje C=C1®Cou D =Dy ® Dy. Popmyne A® B u Dy ® Dy umajy ucTe MyJITUCKYIIOBE
npocrux daxkropa. Heka je Ay = P (D1, A), By = P(D1,B), Ay = P(Dy,A) nu By =
P(Dq, B). Tanma nocroje nienrpasaun uzomopdusmu u @ Ay @ By — Dy, v : Ay ® By — Do,
w:A—> A ®Ayus: B— B;® B,. lloacjerumo ce ma ca ®, 03HAYABAMO HU3 CTPYKTYPHUX
lennenoBux oreparyja WHIYKOBaH HEHTPATHUM U30MOPMU3MOM U (CIAMYHO MMAMO O3HAKE
Dy, Dy 1 D;). Iocmarpajmo ennenose Tepme D, f1 0 A1 ® By — C1 u Dy fs 1 Ay @ By —
Cy. Ha ocnoBy mHAyKTHBHE XUIIOTE3€ Caujean Ja nocroje lenmnenosu Ttepmu ¢y : By — 1,
hi: Ay — C1, go: By — I u hy: Ay — Cs. Tepheme neme casia caujenyu Kaja y3MeMo Jia je
g =¢c(Dst(g1,92), 1) m h =D, t(hy, ho).

Cayuaj 4.2. Tepm f': D — C je obimka mf; 3a I'ennenos Tepm fi : C; @ D — Cy

f1 : Ol QKD — 02
mf1 D — 01 —0 Cg
HU3 CTPYKTYPHUX Olepaluja

@mfllA(X)B—)Cl—OCQ
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raje je C' = €7 — (. Ilomro A ® B u D umajy ncre MyJITHCKYTIOBE MPOCTUX (aKTOPa,
nocroju nenTpaaau uzomopduzam u : (C1 ® A)®@ B — C7 ® D. Tlocmarpajmo caja LernieHos
repm D, f1 1 (C1 ® A) ® B — Cy. U3 uapykTuBHe Xunorese caujeiu na mocroje [enmneHoBu
repmu g : B — I uhy : C1®A — Cy. T'ennenos TepM h qobujaMo Kaja y3meMo 1a je h = mhy.

Cayuaj 4.3 Tepm f' : D — C je obmuka m(fy, fo) 3a Iennenose tepme f; : Dy — E u
f2 H® D2 —C

f11D1—>E f21H®D2—>C
n(fi, f2) 1 (D1 ® (E — H))® Dy — C
HU3 CTPYKTYPHUX OIlepaIinja

:Dﬂ(fl,fg) : A®B —-C

I‘,Z[je je D = (Dl X (E —0 H)) X DQ. Hexka je Al = @(Dl,A), B1 = @(Dl,B), A2 =
P(Dy, A) u By = P(Ds, B). Tana nocroje nerrpaaau uzomopdusmu u : A; @ By — Dy
nv: (H®A) ® By - H® Dy, na nocroje u I'eanerou repmu ©,f1 : Ay ® By — E n
Dufo: (H® Ay) ® By — C.

Caywaj 4.3.1. llpernocraBumo na je FF — H dakrop ox A. Taga mocroje meHTpasHu
nzomopdusvu w : A — (A ® (F — H))® Ay u s : B — By ® By. [lpumjerom nHIyKTUBHE
xunore3e Ha ['errenose Trepme D, f1 u D, fo mobujamo ga mocroje I'errenosu repmu g : By —
I,hi : A1 = E, go: By > 1 uhy: H® Ay — C. Tspheme j1eme cama camjenu Kamga y3MEMO
na je g = c¢(Dst(g1, 92), ;) u h = Dyn(hy, ho).

Cayuaj 4.3.2. llpernocraBumo cajna 1a je E — H daxrop ox B. Taga mocroje meHTpasnm
uzomopdusvu w' 0 A - Ay Ay uns B — (B ®(E — H))® B,. Ilpumujerumo ja
caga u3 mocrojama lenmenoBor tepma 9D,f1 : A1 ® By — E He MOXKeMO 3aKJ/by4dUTH 12
nioctoju l'ennienos Tepm tuna By — I, jep dopmyne By u E He Mopajy 6uTH y3ajaMHO IIPOCTE.
MebhyTum, mommro cy Ay u F y3ajaMHO mIpocTe, MOKeMO mocMarpatu [ eHreHoB Tepm §9,, f1 :
By ® Ay — FE, onakje xopucrehu WHIyKTHUBHY XHUIIOTe3y g00MjaMo da moctoje [eHIeHoBH
Tepmu g, : By — Eu hy : Ay — I. Jlame, u3 nocrojama ['ennienoBor repma 2, fo 3aK/bydyjeMo
na nocroju lennenos Tepm asp®, fo : Ay ® (H ® By) — C, taje je F' = _ ® By. Ilpumjenom
MHIYKTUBHE XUIIOTE3e Ha (5%, fa, mobujamo ma mocroje I'ennieHoBu Tepmu gs : H @ By — [
u hy : Ay — C. Tlennenose tepme g : B — I u h : A — C nobujamo Kaja y3MeMmo Ja je
g=2s1(g1,92) 1 h=c(Dyt(Ar, A2), [1¢). O

Jlema 2.15 je amasior Tephema 7.6 uz [21] (B. Takohe u nemy 2 uz [26]). IIpumujernmo na
ce y dopmynanju u goka3y tBphema 7.6 uz [21] nojasibyje yciaos mpaBuiHOCTH O6jeKaTa, 3a
KOra ce McrocTaBiba ja je cysuinas (B. [39, crpana 2|). Hama sema 2.15 je dopmysucana
u JIokazana 6e3 Tor yciaoBa. MehyTum, ycjaoB mpaBUIIHOCTH je HEONXONAaH y cibesiehoj jiemu,
KOja je anasior TBphema 7.8 u3 [21] (B. Takohe u semy 3 u3 [26]).

JIlema 2.16. Heka je f : (A® (B — C)) ® D — E Tenuenos wepm Gpu wemy cy CKYuosu
{A,B} u {C, D, E} ysajammno apoctiu. Ipewiuocmasumo ga cy objextiu (A® (B —o C)) @ D
u E apasusru. Taga wocwoje Ienuenosu wepmu g: A — B uh:C® D — F.

Jloxas. CamaHO Kao y I0Ka3y MPEeTXOAHe JieMe IpeTnocTtasulieMo fa ce 'y ['enmenosoM repmy
f He mojamsbyje cjeuere u KopucTuhieMo MHIAYKIM]y 110 cjaoxkenoctu tuna (A ® (B — C)) ®
D — E. Axko je tuu (A® (B — (C)) ® D — E caoxenoctu 0, tana cy A, B,C,D u
E xoncranTHH 00jeKkTH, 11a TBpheme jeme ciaumjeau u3 nocsbemuie 2.4. CaydajeBu Kaja je
TennenoB tepm f obmuka t(f1, f2), mfi wam n(f, fo) ce aHaTM3UPajy CAMIHO Kao y JIOKA3y
pEeTXoJHe JieMe. ¥ HacTaBKy heMo pa3sMOTpUTH caMo ciydaj Kaja je tepMm [ obiauka D f’,
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rjje je ® Hu3 crpyKTypHUX [eHrieHoBuX onepanuja, a ['ennenos repm [/ B/ — E je nobujen
HEeKOM ['eHIIEeHOBOM omepalyjoM Koja Huje CTPYKTypHA. ¥ HACTaBKYy pa3juKyjeMo cjbeiieha
TpU ciaydaja.

Cayuaj 1. Tepm f' je obnuka t(f1, f2). IlpernocraBumo ja ce dbopmyna B — C Hamasu y
nmomeny Tepma fi (ciaydaj kaga ce B — C Hajazum y JoMeHy o7 fy ce pa3marpa IOTILYHO
anajioruo). Taga lennenos Tepm f uma cibenehn obimk

le(B—OC)—>E1 fQZH—)EQ
t(fl,fg) F(B—OC)®H—>E1®E2
HU3 CTPYKTYPHHUX OIEepaIuja

DU fi, f2) (AR (B—-C)®D — E, @ By

rije je E = Ey ® By. Hexa je M = P(H,A), N = P(H,D), P = P(F(B — C), A)
u@ = PFB — C),D). Qopmyna B — C ce He mojaBibyje y MYJITHCKYILy TPOCTHX
dakTopa objekTa A, jep cy A u C y3sajamuo upocre dpopmyie. Cimano, B —o C' Huje mpoct
dakrop ox D, jep cy B u D y3zajamuo npocre dopmyne. To 3naum ga je P (F(B — () =
P(P)+ 2(Q)+{B — C}.

Cnmjeam ja nocroje nenTpatun nzomopdusmu u : (P ® (B — C)) ® Q — F(B — C),
v:NOM - H, w:A->M®Pus:C®D — (C®Q) N. Iocmarpajmo [enrnenose
repme D, f1 1 (PR (B —C))®Q — E1uD,fs : N®@ M — FE,. VI3 unjyKTuBHE XUIOTE3€
npuMmujemene Ha ), f1 ciujenu mga mocrtoje l'enrenosu Tepvu gy : P — Bu hy : C® Q — Fy,
a m3 jeme 2.15 mpumujemene Ha D, fo camjean ma nocroje lenrernosu tepymu go - M — [ n
hy : N — E5. Cama I'ernenose tepme g: A — Bu h: C® D — E nobujamo Kajia y3MeMo 1a
je g = C(@wt(927gl), []13) uh= @St(hl, hQ)

Cayuaj 2. Tepm [ je obmuka mfi. Tama Iennenos Tepm [ uma cpemehn obmk

f1E1®F(B—OC)—>E2
mle(B—OC>—>E1—OE2
HU3 CTPYKTYPHUX OIlepaInja

raje je B = By —o Ey. @opmyiie (A® (B — C))® D u F(B — C') uMajy ucre MyITHCKYIIOBE
npocTux (dhakTopa, Ia MoCcToju neHTpaann udomopdusam u : (A® (B — C)) @ (D ® Ey) —
E, ® F(B — C). Ilocmarpajmo I'erneros repm D, f1 1 (A® (B — () ® (B, ®@ D) — Ey. U3
WHJIyKTUBHE XUIIOTe3e cimjeu Ja nocroje [ennenosu repmu g : A - Bu hy : C® (E1®D) —
E5. Tennenos Tepm h : C' ® D — E nobujamo kaja y3memo 1a je h = m®,h; 3a 1neHTpaJHun
uzomopduzam v : B ®@ (C® D) — C® (E, ® D).

Y

Cayuaj 3. Tepm f' je obmuka n(fi, f2). Taga Ternenos Tepm f mma crbepehu obmk

fi:K—L forM® N - FE
n(fi, fo)  (K®(L—oM)® N —FE
HU3 CTPYKTYPHHUX OIepaIiyja
on(fi, fo):(A®(B—C))®@D — FE
Heka je A = (A K), Ay = P(A,N), D = P(D,K), Dy = Z(D,N). Y HacraBKy
pPa3uKyjeMo 5 MOJACIyvdajeBa.

Cayuwaj 3.1. @opmyna B — C' je dakrop on K, a L —o M je daxrop ox A. Tama mocroju
nenTpaaan uzomopduzam u : (A;® (B — C))® Dy — K u lennenos repm D, f1 : (A1 ® (B —o
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() ® D; — L. Ilpumujerumo na dopmyrina A; He Mopa 6uTH y3ajamMHO mpocta ca L, ma He
MOXKEMO JIMPEKTHO TPUMUJEHUTU WHIYKTUBHY XWUIIOTe3y Ha l'eHiienoB tepm 2., fi.

Hasme, nocroju merrpasan m3omopdusam v @ Dy @ (M ® Ay) — M @ N u Tennenos
TepM D, fa 1 Dy @ (M ® As) — E. Ckynosu {M ® Ay} u {Ds, E} cy y3ajamuo npoct, na
MoxkeMo nipumujenuTn Jjemy 2.15. Caujenn na mocroje IerrenoBu Tepyu g1 : M @ Ay — [ u
hi: Dy — E. O6jekar M ® A, je mpaBujiaH mpeMa yCaoBy Jeme, mma u3 jeme 2.14 caujem 1a
je M ® Ay xoucranran objekar. Crenmjasiro, M je KoncranTan objekar, 1a IIOHOBO U3 YCJIOBA
NIPAaBUJIHOCTU caujenu Jia je m L koncrantan oOjekar. Kopucrehu jomr jemnom semy 2.14
3akJbyayjemMo Ja je (A; ® (B — () ® Dy koucranTan objekar. lakme, A u B cy KOHCTAaHTHI
objekTn, ma u3 nocspeauie 2.4 caujenu ma nocroju Lenrenos Tepm g : A — B.

[Tomro cy C' u D; Ttakohe koHcTaHTHEH 00jeKTH, U3 HOC/beduiie 2.4 CIMjeau [a ITOCTOjU
lentnienos Tepm hy : C'® Dy — I. Tennenos tepm h : C® D — E cama mobujaMo Kajga y3MeMo
1a je h = ¢(Dy,t(he, hy),1g) 3a nearpanan nsomopdusam w : C ® D — (C' ® Dy) ® Ds.

Cayuaj 3.2. @opmysna B — C' je daxkrop ox K, a L — M je dakrop ox D. Tama cimaro
Kao y MPETXOJHOM CJIy4ajy MOCTOju IeHTpanu nzomopduzam u : (A; @ (B — C))® Dy — K
u lennenos Tepm O, f1 : (A; ® (B — C)) ® Dy — L. Mehytum, cana je A; y3ajaMHO mpocTo
ca L (jep ce L namaszu y D), ma onMax MOKeMO [IPUMUjEHUTH UHIyKTUBHY xunoredy. Jlakie,
noctoje Lerrenosu Tepmu g : Ay - Bu hy : C® Dy — L.

Takobhe, mocroju nenrpanau uzomoppuzam v : (M ® Ds) ® Ay — M ® N u Tennenos
repMm D, 1 (M ® Dy) ® Ay — E, npu yemy cy caga ckynosu { Ay} u {M ® Dy, E'} y3ajamuO
npoctu. Kopucrehu jgemy 2.15 cimjequ ma mocroje I'ennienoBu tepmu gy @ Ay — [ 1 hy -
M ® Dy — E. I'ennienoBe Tepme g : A — Bu h: C® D — E cana modbujamo Kajia y3MeMo 1a
je g = ¢(Dut(g2,91),1p) u h = Dn(hy, hy) 3a nenrpanne nuzomopdusme w : A — Ay ® Ay u

Cayuwaj 3.3. @opmyna B —o C' je daxrop omx N, a L — M je daxtop ox A. Tama mocroje
nenTpasnn u3omopdusmu u : Ay®@D; — Knv: (M®As)®(B — C))®Dy — M®N, Tako 1a
umamo lernenose repme D, f1 1 A1@ Dy — Lu®,fr: (M®Ay)®(B — C))®@Dy — E. Kana
npuMujerumo Jjiemy 2.15 wa Tepm D, fi mobmjamo ma mocroje I'ennenosu tepmu gy @ A — L
u hy : Dy — I, a 3 UHAYKTUBHE XUIIOTE3€e MPUMUjEbeHe Ha TepM D, fo cujeau a mocToje
lennenoBu Tepyu gy : M ® Ay — B u hy : C ® Dy — E. Cana l'ennienoBe tepme g m
h nobujamo kama y3memo ga je g = D,n(g1,g2) u h = ¢(Dst(hy, he),1g) 3a nenrpasne
uzomopduzme w: A = (A Q@ (L —o M) ®@Ayus: C®D — D ®(C® Dy).

Cayuaj 3.4. @opmyina B —o C' je dakrop ox N, a L —o M je dakrop ox D. Tama mocroje
neHTpasaan uzomopbusmu u: D1 ®A; - Knv: (Ay® (B — ())& (M ® Dy) — M & N, tako
na umamo enrenoBe Tepme D, f1 : D1 ®@ Ay = Lu D, fy: (A3 ® (B — () ® (M ® Dy) — E.
Kana npumujenumo jemy 2.15 ma tepm ©, f; mobumjamo [ennenoBe tepme g1 @ A — [ u
hy : Dy — L, a U3 UHAYKTUBHE XUIIOTe3€ IPUMUjeibeHe Ha TepM 2, fo caujenu Jia 1mocroje
lennienoBu Tepmu gy @ Ay — B u hy : C ® (M ® Ds) — E. Ternenose Tepme g u h mobujamo
Kasa y3memo na je g = ¢(D,t(g1,92),11p) u h = Dn(hy, ashy) 3a nenrpaare uzoMopdusme
w:A—-AAns:C®D— (D@ (L—M))® (D C).

Cayuaj 3.5. @opmyne B — C' u L —o M cy jennaxke, To jectr L = B u M = C. Taga nocroje
nentpasau u3omopbusmu u : Ay@ D] — Kuv: (CRDy)®A; - C®N, na umamo [ernenose
repme D, f1 : Ay ® Dy — Bu®,fy: (C® D) ® Ay — E. Kana npumujerumo Jsiemy 2.15
Ha Tepme D, f1 u D, fo, mobujamo ma moctoje I'errenoBu Tepmu g1 : Ay — B, hy : D1 — 1,
g2 Ay - I uw hy : C® Dy — E. TennenoBe tepme g u h mobujamMo Kaja y3MeMo Ja je
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g =c(Dut(g2,91),p) u h=c(Dst(hy, ha), 1) 3a nearpanne nzomopdusme w : A — Ay ® Ay
ns:C®D— D ®(C® D,). O

Hanmomena 2.2. Cayuaj 3.1 y moka3y TpeTXoJiHE JieMe je jeJIMHO MjeCTO Tje KOPUCTUMO
yCJIOB paBuJIHOCTH oOjekaTa. MehyTum, taj yciioB He Moxke 6utu m3ocrapibeH. Jla 6ucmo ce
y TO yBjepuu, mocMarpajMo ['eHIieHOB Tepm

spn(mllsn(Ly, (L), 11,) : (p— 1) = )@ (p— 1)) ®q =g,

raje je F'= _ ®q. Kana yamemo naje A= (p - 1) - I, B=p,C=1uD =F =
q, ounrsiesao Baxku ga je {A, B} ysajamuo upocro ca {C,D,E}. Mebyrum, Huje Temko
nokasaru Jia He nocroju L'ennenos repm tuna (p —o [) —o I — p.

2.6 Koxepennuja

Y 0BOM 0J1jeJbKy IPeJICTaB/baMO IJIABHU PE3YJITAT OBe IyiaBe. KoxepeHIuja 3a CHUMeTpUIHE
MOHOWJIAJTHO 3aTBOPEHE KATEropHuje je MUPEKTHA MOC/heulla cibeiehe Teopeme.

Teopema 2.17. Hexa cy f,q: A — B I'enuenosu wepmu YypasHOWEHCEH0Z WUTA, UPU 4eMYy
cy A u B upasuanu objextwiu. Taga je f = g.

/loxas. JloBOJ/bHO je moKa3aTw TeopeMy y Ciaydajy kKaja ce y ['eHrnenoBuM tepmuMa f u g He
mojaBspyje cjeueme. Jloka3 M3BOAMMO WHIYKIMjoOM 10 cjoxkenoctu tuma A — B. Ako je
IberoBa cjoxkeHocT 0, Taja TBpheme TeopeMe TPUBUjATIHO BaXKM, 11a UMaMO 0a3y WHIYKIIH]e.
Y 3aBucHocTH 0J1 06uKa [enrienoBux Tepama f u ¢ (nmajyhu y Bumy cumerpujy) y HacTaBKy
Tpeba pa3MOTPUTH cbejehe ciydajene:

1. f je obuuka t(f1, f2), a g je obsuka (g1, g2);
2. f je obmuka t(f1, f2), a g je obimka myg';

3. f je obmuka t(f1, f2), a g je obmuka n(gy, ga);

4. fje obnuka t(f1, f2), a g je obnuka ©, ¢, upu yemy je D, HU3 CTPYKTYpHUX [ eHIIEHOBUX
oneparyja, a Lenneno repm ¢ je jnobujern HeKOM ['eHIIEHOBOM olepalujoM Koja Huje
crpykrypHa. OBJje uMaMO TPH MOACTIyYaja:

4.1. ¢ je obnuxka t(g1, g2);
4.2. ¢ je obnuka mg”;

4.3. ¢ je obmuka n(gi, go);
5. f je obumka mf’, a g je obsmka myg’;
6. f je obnuka mf’, a g je obmuka n(g, g2);

7. f je obmuka mf’ a g je obnuka ®.,¢" npu yemy je D, HuU3 cTpyKTYpHuUX [eHIIEHOBUX
onepainuja, a lennenos tepm ¢ je mobujen HeKOM ['eHIIEHOBOM oIepanmjoM Koja Huje
crpykrypHa. VIMamMo Tpu nojciyyaja:

7.1. ¢ je obmuka t(g1, go);

7.2. ¢ je obsmka mg”;
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7.3. ¢ je obsuka n(gy, go);
8. f je obmuka n(f1, f2), a g je obmuka n(gy, g2);

9. fje obmuka n(fi, f2), a g je obmuka ©,¢' npu yemy je D, HU3 CTPYKTYPHUX [ €HIIEHOBIX
omeparja, a lenneHoB trepm ¢’ je mobujern HeKOM ['eHIIEHOBOM oOIepalujoM Koja Huje
cTpyKTypHa. VIMamo Tpu mozaciaydaja:

9.1. ¢ je obmmka t(gy, ga);
9.2. ¢ je obsuka mg”;

9.3. ¢ je obauka n(gi, g2);

10. f je obmmka D, f’, a g je obnuka D,q¢', npu yemy cy D, u D, HA30BU CTPYKTYPHUX
lennenoBux onepanuja, a lennenosu Ttepmu [ u ¢’ cy mobujenn mekom [eHeHOBOM
olepaljoM Koja HUje CTPYKTypHA.

[Ipumujerumo na je caydaj 1 TpuBujanan. Haume, 3 MHIYKTHBHE XUIIOTE3€ MOYXKEMO
3aKJbYIUTH 72 je fi = g1 1 fo = g9, 0f1akse oamax caujean f = g. Ha uctu nHaunn, TpuBujaHm
Cy cydajeBu 5 1 8.

Taxkobe, caydaj 2 me MoxKe J1a ce jecu, jep 306or obauka trepMma f dopmyna B mopa Outu
obsmmka By ® By, a 300r 0b6uKa TepMa g OHa MOpa ouTu obyimka B; —o Bs, mTO je KOHTpa-
muknuja. Ha metm madymn 3ak/bydyjemMo ja He MOry Jia ce jece ciay4dajesu 4.2 u 7.1.

Hasbe, npumujetumo Ja ce ciay4daj 10 cBojim HA HEKU O] MIPETXOIHUX ciydajeBa. Hamme,
nocmarpajmo Lennenos repm ©,-190,,g". Tepmu [/ u ©D,-19,g’ cy ucror Tuna, npu demy je f’
J06ujen HeKOM ['eHIIeHOBOM omeparujoM Koja Huje cTpykTypHa. Jlakse, ako mpeTnocTaBuMo
Jla Cy TPETXOHU CIydajeBu JoKa3aHu, uMamo ja je f' = 0,-19,¢ , omakje Jako caujeau jia
je f=g. Cmuuno mobujamo na ce ciy4aj 4.3 cBoau Ha 9.1, a ciaydaj 7.3 Ha 9.2.

Opn mpeocrayinx cemaM ciIydajeBa y HACTaBKY heMo pa3smMoTpuTu camo ciaydaj 9.1; cBm
ocTajM ciiydajeBu ce pasmarpajy anasorso. Heka je f = n(f1, fo) 3a Tennenose tepme fi :
Al —>A2 u fQ : A3®A4 — Bl®BQ, Ipu quyje A= (A1®(A2 —0A3))®A4 ubB =B & B,.
Haxne, I'enniernos Tepm f uma cibenehn obsmk:

f13A1—>A2 f21A3®A4—>Bl®BQ )
n(f1, f2) 1 (A1 ® (Ay — A3) ® Ay — B1 ® By
Hasbe, veka je g = 9,9/, upu yemy je ¢’ = t(g1, g2) 3a ueke lennenose tepme ¢; : C7 — B

u go : Cy — By u nenrpanuu uzomopduzam u : (A @ (Ay — A3)) ® Ay — C; ® Cy. Taga
lennenos TepMm g uma cibegehu o6/uK:

gl:CléBl QQCCQ%BQ

t(glag2) :C1 @0y = By ® By

HU3 CTPYKTYPHUX Ollepalyja ‘
Qut(gl,QQ) : (Al ® (AQ - A3)) ® Ay — B ® B

Tpeba ma ToKaxkeMo jeIHAKOCT

(2.26) n(f1, f2) = Dut(g1, g2)-

Hexka je D1 = gZ(Ol,Al), D2 = 4@(02,141>, E1 = 4@(017144) u EQ = 9(02,%14). HpeTHOCTa-
BUMO 12 je Ay —o Az dakrop ox C (ciayuaj kajga je Ay — Az dakrop ox Cy ce pa3marpa
anasoruo). Tama mocroje menTpasau uzomopdusmu v @ C; — (D) ® (A — Aj)) ® B,
w:Cy = Dy@FEy,r: Al - Dy®Dyus: Ay — F1 ® Es.
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[Tocmarpajmo lennenoB Tepm D,-1¢; @ (D1 ® (As — A3)) ® By — B;. Kopucrehu ypasro-
rexxkenocT Tuna A — B Huje Tenko qokasaru jga cy ckynosu { Dy, A} u {As, E1, B1} y3ajamHO
npoctu. I[Ipumjepa pajgu, nokaxkumo na cy dopmysne Dy u F; yzajamuo npocre. IIpermo-
CTaBUMO CYIIPOTHO: HEKa je p MCKA3HO CJIOBO Koje ce mojapibyje v Dy u Ey. N3 nedunummja
ckynoBa D u Fy caujenu ma ce p mojaBibyje y A; m Ay. Jlakie, CJIOBO p ce TIojaBibyje Uy THILY
TennenoBor tepma fy @ A3 ® Ay — By ® By, ma us jeme 2.2 caujeau Ja ce p nojasibyje (6ap)
JIBa TyTa y TUITY TepMma fy. MehyTum, To Ou 3HAYUIIO J1a Cce p TOjaBjbyje BUIIe O JIBa IIyTa y
THILy TepMa, f, IITO je Y KOHTPAIUKIUJU Ca IIPETIOCTABKOM J1a je Turl A — B ypaBHOTEXKEeH.
Comano n1okazyjeMo Jia cy u ocrajie dpopmyste u3 ckynosa { Dy, As} u {As, F1, B1} y3ajamuo
pocTe.

HaxkJte, caga Moxkemo npumujeHuTn Jjemy 2.16, omakie ciaujeau ma mnoctoje ['eHrieHOBH
tepmu hy @ D — Ay mw hy @ A3 ® By — B;. Cauuno, u3 mocrojama [eHIleHOBOr TepMma
§90,-192 : Fy ® Dy — By y3 kopuiiheme Jjieme 2.15 3akJbydyjeMo na 1octoje lenrienosu
Tepmu hg : Do — I u hy : E5 — Bs.

[Tocmarpajmo caga lenneno repm D n(hy, hy) : C1 — By. Ilomro je tun C} — By Mambe
cioxkenoctu of, A — B, kopucrehn nuaykTuBHy xunoresy gobujamo aa je g = D,n(hy, he).
Ha wcru waumn, y3 kopuiliere MHIYKTUBHE XUIIOTe3e j100ujamMo Ja je go = D, cp(hg, hy),
f1 = QTCG(h& [hl) n fQ = @S/t(hg, h4), I‘,Hje je F = _®E2, G= _®D1 ns = aAg,El,Ego(Afi@S)'
Haxire, na 6ucmo okazasnu jeaHakoct (2.26), T0BOJBHO je J1a JTOKaKeMO

(227) U(QTCG(hg, [hl), @s/t(hg, h4)) = @uf(fgvﬂ(hl, hg), @wtp(hg, [h4))

[eHIIeHOB TepM Ha JIMjeBOj CTPaHU jeHAKOCTH (2.27) O3HAYABA CTPEJUILY

] (h ® hy) © aay 5,8, © (A3 ® s) © ((h1 0 Ap, o (hs ® D1) o) @ Ay),

1ok [eHIleHOB TepM Ha JIeCHOj cTpaHu jenHakocTd (2.27) o3HAUaBa, CTPEJIUILY

4y ((hgo ((h1) ® Ey) ov) @ (hy o Ag, o (hg ® Ey) o w)) o u.

Hakiie, na 6ucmo jokazanu jeqHakoct (2.27), Tpeba na ToKaXKeMo Ja y KaTeropuju Fp BaxKn
[ = d. Oznaunmo objekar Dy ® (Ay —o A3z) ca H. Kopucrehin 6udyHKTOpHjATHOCT TEH30pA U
gemy 1.7, mobujamo 1a je

l=(hy ®hyg) oay,m mo((hioAp, o(hs®Dy)or)®s)
= (ha ® hy) 0 Ay 5.5, © ((h1) © (Ap, © (hs ® Dy) o) ® (Ag —o A3))) ® s)
= (ha ® hy) 0 Ay By 5, © ((h1) @ (B1 @ Es)) o ((Ap, © (hs ® Dy) or) @ (Ag —o A3)) ® 5)
= (ha ® hg) o (((h1) ® E1) ® E3) o ag,p, p, © (Ap, 0 (hs ® D1) o) @ (Ay —o A3)) ® 5).

Takobe, omer u3 6P YHKTOPUjATHOCTH TEH30PA UMAMO 1A je

d = (ha ® ha) o ((((h1) ® E1) 0v) @ (Ap, © (hs ® Ez) ow)) ou
= (h2 ® ha) o (((h1) ® E1) ® (A, © (hs ® Ep))) o (v @ w) ou
= (h2 ® ha) o (((h1) ® E1) ® Es) o (H ® E1) @ (Ap, © (hs ® Ez))) o (v @ w) o u.

[Mocmarpajmo nenTpaian uzomopduzam u' : (A @ (Ay —o Az) ® Ay) — C1 @ Cy nedunucan
Ha cJbelleny HaduH:

def _ _ _ _
(2.28) W= (T @ wT) o ko, b, © (00 em © B2) 0 (0, 1 p, © B2)
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© ApyoH,ELE © (Apy by ayon, @ (B1 © Ea)) o ((r @ (Ay —o As)) ® ).

U3 ypasuorexkenoctu tumna (A;®(Ay —o A3))® Ay — B1® By cimjeu Ja Cy CBU HEKOHCTAHTHU
npoctu dakropu of (A; ® (As — A3)) ® Ay pasziamauTu, na MOXKEMO IPUMHUJEHUTH TeOPeMY
2.10. Hakne, u = v/, omaxkje ciaujean 1a je

d=(hy®@hyg)o(({h1) ® E1) @ Ey) o ((H® E;) @ (Ag, 0 (hs ® E3))) o (v@w)ou.
Osnaunmo komnosuiwjy ((H @ E1) @ (Ag, o (hg ® E3))) o (v ® w) o v/ ca x. Kopucrehu
6ubYHKTOPHjaIHOCT TEH30Pa U IPUPOIHOCT OJ (v, & © U 0 UMaMO J1a je
v = ((H®E)®Ag,) o (H® E1)® (hs ® E)) © O, py g, © (OD0,10E, @ E2)
o (apy 11,5, ® F2) © apysn gy g © (O, py ayony @ (B1 ® Ep)) 0 ((r® (A2 —o A3)) @ 5)
= ((H ® E1) ® Ag,) 0 0, 1., © ((H ® E1) @ hsg) ® Ea) 0 (0p, mem © E)
o (aps g @ E2) 0 apysn e B, © (Ops by ayony @ (E1 @ Ey)) o ((r® (Ay — As)) @ )
= ((H® E1) ® Ag,) © Qg 1.5, © (0rm0E © E2) 0 ((hs ® (H @ E1)) ® E,)
° (az)i,H,El ® E3) © Ap,gH, BB, © (O‘B;DLAQ%Ag ® (B @ Ey)) o ((r® (Az — A3z)) @ s)
= (H® E) ® Ag,) © g, 1.5, © (01,508 ® Es) o (o] g © Ey) o (((hs ® H) ® E1) ® Ey)
© Dy H BB © (O by Aoty ® (E1 ® Ep)) o ((r @ (Az — A3)) @ 5)
= ((H® E1) ® Ag,) © Qg 1.5, © (0rn0E © E2) 0 (a] 11 g, © E2) © aigm,er B,
o ((h3® H) ® (E1 ® Ey)) 0 (s py ay-ons @ (B1 ® Ep)) o ((r @ (Ay — As)) @ s)
= (H® E) ® Ag,) © o, 1.5, © (01,008 ® E2) o (a] g © E2) 0 rgw m, g,
0 (O] by Ayony @ (B1 @ Ea)) o (((hs ® Dy) @ (Ay — A3)) @ (Ey @ E))
o ((r® (Az — A3)) ® s).

Kopucrehu jorr jeqnom Teopemy 2.10 mmaMo fa je KOMIIO3UIIHja
(H® E1) ® Ap,) © O, 1.5, © (01,108, ® ) 0 (7 jy p, @ Eb)
O AIgH,E, B> © (Off,}jl,Ag—oA?, ® (B @ Ey))
jeHaKa MEHTPATHOM U30MOP(MU3MY
ap g B © (Ap, ® (A2 — A3)) ® (Ey ® E»)).
Cana n3 6udyHKTOPHjaJTHOCTH TEH30Pa CJIUjEIHN 1a je

T = oy p,E © (Ap, ® (A2 —0 A3)) @ (E1 ® E»)) o (((hs ® D1) ® (A2 — A3)) ® (E1 @ Ey))
o ((r®(Az — A;)) ® s)
= ap,p,e, © ((Ap, 0 (hs ® D1)) ® (Ay —o A3)) ® (B ® Ey)) o ((r ® (Ay —o Az)) ® s)
= app,e ° ((Ap, 0 (hs ® D1) or) ® (Ay —o A3)) ® ),

onakJie jgobujamo ja je | = d. O

Cmenehe TBpheme je mpBa Bep3uja TeopeMe KOXEpeHIHje 3a CHMeTPUYIHE MOHOUIAJIHO
3aTBOpEHE KaTeropuje.

Teopema 2.18. Hexka cy f,g: A — B cupeauue xawezopuje Fp, upu vemy je wiua A — B
ypasrowiesicen, a objextiu A u B uapasusnu. Taga je f = g.

Jlokas. Cnujenn mupekTHO U3 Teopeme 2.17 u jeme o rernerusarmju (ema 2.3). Il
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2.7 Kuaacuuyna dopmyJiaiinja TeopeMe KOXepeHIIje

[Tocmarpajmo dyuknujy f u3 ckyna mckasnux caoba P (koju reHepwuine kareropujy Fp)
y ckyn objekata kareropuje 1Cob koja cBako mckasHo cjoBo ciuka y +. Ilomro je Fp
CAMETPUYHA MOHOUMJIAJHO 3aTBOPEHA KaTeropuja cjaoboaHo reunepucana ckynom P, a 1Cob je
CUMETPUYHA MOHOU/IAJIHO 32TBOPEHA KATErOpHja, CJANje/ I J1a TOCTOjU jeINHCTBEHN CTPUKTHH
CUMETPUYIHYM MOHOMIAJIHO 3aTBOpenu dyukrop F' : Fp — 1Cob rakas ga je F(p) = f(p) 3a
cBako p € P. Jlakie, Baxku F(A® B) = F(A)® F(B), F(A — B) = F(A) — F(B), kao u
jETHAKOCTHU WJIyCTPOBAHE CJbe/IchUM IPTEKUMA.

+ + + + + +
F(O‘p,q,r) = F(/\p> = F(‘Tp,q) =
o+ o+ + v+
+ + — +
F(np,q) = m\ F(e?p,q) =
=3 1 +

Jlokas Hape/iHe JleMe je CYIITHHCKU UCTH Kao Joka3 jeme 3.3 u3 [8].

Jlema 2.19. Hexa cy f,g : A — B cwpeauue xawezopuje Fp wakee ga je F'f = Fg. Taga
aocwmoje cupesuve f' g A" — B’ wakxee ga cy f u g uncwianue og f' u g, pectuexiwiusno,
gobujere uctom cyucmutmyyujom, upu wemy je wua A° — B’ ypasrotuesrcen.

oxas. Heka je f = f,ofp10...0fi3a f;:C; - Ciyy,upuuaemy je 1 <1 <n,C;=Amn
Ch41 = B. Cimano, HEKa je ¢ = gm0 Gm—1°0...0¢1 3a gj : D;j — Djyq, mpu gemy je 1 < j < m,
Dy = Amn D,y = B. IlpernocraBumo na 3a cBako 1 <i<nmul < j<m Tepmn f; u g; He
caJip:Ke 3HaK o.

[Tocmarpajmo pexkommosurujy kobopauama F'f #wa xobopmuzme F'fi, ..., F f,. Ckyn kom-
MOHEHTH TIOBe3aHoCcTH Kobopauzama F'fi, ... F f, qujum qujerbemeM ce 1001ja jeHa KOMITO-
HEHTa MOBe3aHOCTH KobopauaMma F'f nasuBamo sanay ox F'f. Cawdano, uMaMo J€KOMITO3UIIN]Y
kobopmusma F'g na kobopausme Fgy, ..., Fg, u anajgorno nedbunumnemo janai o Fg. Ha-
KJIe, CBaKO] KOMIIOHEHTH TOBe3aHOCTU Kobopausma F f = Fg onrosapa jeman janar ox F'f u
jemnan janar ox Fg. Jlanie koju oarosapajy MCTOj KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTU KOOOPIU3Ma
Ff = Fg hemo HasuBaTu Upugpyorceru.

NsBegumo cajga cibemehu moctymnak. CBa cioBa 4mje CJIMKE NMPUITAJIA]Y PUIPYKEHUM
JIaHIIMIMa 3aMI/IjeHI/IMO IIOTIIYHO HOBUM, HUCTUM HCKa3HHM CJIOBOM. Ha Taj Ha4YMH 3a CBaKO
1<i<nul<j<mpodbujamo crpemune f; : Cf — Ciy u g;: Dj — D), Taxee na je
crpenuiia f; uHcTanna o fi, a crpequna g; uncranna on gi. Jakne, za f'= fiof, jo...0f]
ng =g, 09, ,0...0¢q cimjenu na je f nucranma ox f', a g uncranna ox ¢'. U3 yciosa
Ff = Fg nodujamo na je C1 = Dy u C), = D, ,, Tako ga [’ u ¢’ umajy uctu JoMen u
kozomen. Taxobe, ako osuaunmo C] ca A" u C) | ca B', Huje TemKo BUJjeTH Ja je CCKBEHT
A" — B’ ypaHoTexeH. U3 KOHCTpyKIMje BUIUMO Ja je CTpeJnlia ¢ Jo0ujeHa o g’ mCToMm
CYTIICTUTYIIMjOM KOjoM je [ mobujena o f'. O
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IIpumjep 2.2. WiyctpyjMo mpeTxogHu JoKa3 Ha cibesiehem nmpumjepy. Heka cy crpesmie
[,9:p@p—p®paare ca f =¢cppep0 (1, @M,p) U g=0,,00,, Tana je

A=Ci=D,=p®p, fi=1, @,
Co=p®(p—(p@Dp)), f2 = €ppap;
Dy =p®p, g1 = Op,p;
B=C3=D3=p®p, 92 = Opp-

Ha cwenehoj caunm je npukasana jgekoMosuimja kobopansma F' f na kobopausme F' fi u F' fs,
Kao U JIeKOMIIo3uiinja Kobopausma Fg wa kobopausme Fg; u F'fy. 300r npersieIHOCTH CMO
mopeJ; Tadaka y KOOOpAM3MUMa CTABUJIN CJIOBA KOja (yHKTOp F' mpecinkaBa y Te Tadke, a
OpUjeHTaIlje TadaKa CMO U30CTABUIIN.

p D b D
p@p> pigp
p p p p

Bunumo ja kobopausmu F'f u Fg umajy 1o JiBuje KOMIIOHEHTe MoBe3aHocTu. lIpuapyrern
maumum on F'f u Fg cy o3nadenu mcrom 6ojom. Caja mparehn mocTynak onucaH y J0Ka3y
Jeme 2.19 cBa cjI0Ba Yuje CJIMKe MPUITAJIA]y MPUIPYKEHUM JIAHITIMA 03HAYEHUM I1IJIaBOM 00joM
3aMMjeHNMO Ca ¢, & CBa CJIOBA YHje CJUKEe MPUNAJAjy TPUIAPYKEHUM JAHIIIMa O3HAYEHUM
IIPBEHOM 00jOM 3aMUjEHUMO ca 7, KaO IITO je WIYCTPOBAHO Ha cibejsieho] couim.

q r q r
q@q> Tigq
q r q r

HHaxkue, cana je

A'=C=Di=¢q®r, fi=14 @04,
Cé =qQ (q - <Q®r))7 fé = &q,q®r>
D;:’l“®q, g1 = Oqr,
B'=Cy=D;=q®r, Go = Opq.

omakie je f' = e, 90 (L, ® 1) 1 ¢ = 0,400,,. Ounriaenno Baxu fa cy f U g HHCTAHIE Of
f''m ¢, mobujere mcTOM CymCTUTYIIMOM, KAO U Jia je TUI ¢ @ ' — ¢ @ I yPABHOTEXKEH.
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Cienehe TBpheme je ,kiacudna dopmysiaimja’ TeopeMe KOXepeHIrje 38 CHMETPUIHE MO-
HOUJIAJTHO 3aTBOPEHE KaTEropuje.

Teopema 2.20. Hexa cy A u B apasuanu objexttiu kawezopuje Fp U HEKG 3G CUPENUUE
f,9: A— B esaotcu ga je F'f = Fg. Taga je f = g. Jlpyzum pujenuma, pectipuryuja og F
Ha UYHY UOWKAWeZOPUJY 09 Fp ZEHEPUCAHY UPABUAHUM 00JEKTUUMG Je 8jepat, GyHKITOP.

Joxas. N3 jmeme 2.19 caujenu ma nocroje crpesmne [ g @ A' — B’ takse ma cy f u g
uncranne of, f' u ¢', pecleKTuBHO, J00UjeHe UCTOM CYIICTUTYIMjoM, Ipu yeMy je Tun A" — B’
ypaBHoTexkeH. I3 ycioa ma cy A u B npasuiau objekTu caujeau na cy A’ u B’ takobe
npasuiHu objektu, jep cy A u B uncranne og A’ u B’ pobujeHe CyncTUTYIHMjOM MCKA3HUX
cioBa uckasauMm ciosuma. Cama u3 teopeme 2.18 cimjenn nma je f/ = ¢'. Tlomro cy f u g
uncranie ox f' u ¢', nodujeHe NCTOM CYIICTUTYIIU]OM, 3aK/bydyjeMo Ja BaxKu [ = g. [
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I'maBa 3

KoxepeHnuja 3a 3aTBOpeHe KaTeropuje
ca bunpousBoauMa

VY oBoj riaBu he 6utn nokazan cibesiehu pesysarar:

Katreropuja 1Cob, ciobo1H0 oborahena najr kareropujom Cmd n KoMIieTupasa
y OJIHOCY Ha OUIIPOM3BO/IE, IPEJ/ICTaB/ba MOTOJaH TpadUIKN je3UK 3a 3aTBOPEHE
KaTeropuje ca OUIIPOU3BOIUMA.

Hasenenu pesynrar koxepennuje je popmajHO MCKaszaH Teopemama 3.19, 3.22 u 3.24 y
nactaBKy. lIpBa om oBux Teopema ce 6GaBU CUMETPUYHUM MOHOUJIAJHO 3aTBOPEHUM KaTEro-
pujama ca bunpousBomauMa. Kao ny caydajy cCMuMeTpUYHIX MOHOU/IAJIHO 3aTBOPEHUX KATero-
puja, KOMyTaTUBHU JUjarpaMu Cy OIPAHUYEHU HA OHE Y KOJUMA Ce M0jaBJbyjy CAMO MPABUJIHU
objekTr (IIPUMHUJETUMO Jia Ce TOjMOBU HPABUIHOI 00jEKTa Yy CUMETPUYHOj MOHOWJIAJIHO 3a-
TBOPEHO] KATErOPUJjU U CUMETPUIHO] MOHOUIAHO 3aTBOPEHO] KATETOPUjU Ca OUTTPOU3BOIIMA
passuKyjy, yu. nedununimje 2.16 u 3.4).

[TomenyTn pesyaTaT Kake Jia Cy cBake JiBUje cTpesuiie udMehy npaBuaHux objekara, Koje
nmajy uctu ,rpad’, jeqnake. Mebhyrum, mojam rpada crpesnuie je y HaleM ciydajy Ma-
jo npyraquju ox nojma Kemun-MekejuoBor rpada — To je 3ampaBo MaTpUIla 9UjU IJIaHOBU
oarosapajy dopmanauMm cymama Kenu-MekiejuoBux rpadosa. Jpyra m Tpeha Teopema cy
anajorae. OHe ce TUYy CjydajeBa KOMIIAKTHO 3aTBOPEHUX KATErOpHja ca OWITPOU3BOIAMA U
KOMITAKTHO 3aTBOPEHUX KATEropuja ca WHBOJIYIIHjOM U -OMmpom3BojmMa. l[JiaBHA pasyinka
je 1ITo OBa JBa pe3y/ITaTa HUCY OrpaHUYeHa Ha MPAaBUJIHE O0jeKTe.

Tpagunuonaiao, rpadoBu NPUAPYKEHU CTPEIUNAMA 3aTBOPEHUX KATEropuja Cy 3acCHO-
BaHU Ha l-IMMEH3MOHAJHUM MHOrOCTpykKocTuMa (B. |[21], [22]), mok rpadosu morommu 3a
CTPEJIUIE KAaTeropuja ca MPOU3BOIMMa, KOIIPOU3BOIMMa U OUIIPOU3BOIUMA CAJIPKE TPaHAIba
(cunrymapurere) u crora Hucy Muorocrpykoctu (B. [34]). OBa asa rpaduuka je3uka Hemajy
J06py MHTEpaKImjy, Kao Mo je 3anaxeHo y [35, Omnjessak 3|. Ca apyre crpane, ocMaTpaHO
U3 yrjia Teopuje Kareropuja, 3aTBOPEHa CTPYKTypa Ce OJJIUYHO CJaxKe ca OUIIPOU3BOIUMA —
IIpBa CTPYKTypa ce JucTpubyupa HaJ apyroM. Takobe, mocToju MHOTO IpuMjepa KOju IIo-
cjemnyjy obje crpykrype. MebhyTum, jemHu pe3yiaTar KOXEpPEHIMje KOju HaM je IMO3HAT U3
JIUTEpaType U KOjU ce TUYe 3aTBOPEHNX Kareropuja ca oumnpoussoguma je [2, Theorem 21].

Harmre naTepecoBame 3a 3aTBOpEHE KaTeropuje ca OUITPOU3BOINMA je MOTUBUCAHO ITHATA-
IBbUMa KOja Ce MOjaBJ/by]y y KATerOpujaiHOj TEOPUjH J0Ka3a. Y HEeJaBHO 00jaB/beHOM pajy [5]
pa3maTpaH je CeKBEHTHHU CHCTEM Yy KOMe ce I10jaBJbyje BE3HUK KOJU C€ UCTOBPEMEHO IOHAIIA
¥ Ka0 KOHjYHKIja U Kao aucjyHkmnuja. Ca Tadke TJIeIWINTa KATErOPHUjaIHe TeOpHuje JI0Ka3a,
IIOMEHYTH BE3HUK OJI'OBapa OMIIPOU3BOJLY.
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Hanmamo ce ma mamm pesysnrarn Mory mohu y MHTEPaKIUjy Ca MCTPaXKUBAIbUMAa KOja ce
Tudy pobsieMa IIyHe KOXepeHIje y 3arBopeHnM kareropujama (B. [36], [37] u [30]), raje je
nonekas (yi. [37, Lemma 2.7]) ysora 6unpoussoza ounrienna. Takobe, namr npuctyn orsapa
MoryhHOCT j1a ce KOHCTPyHIy JApyru rpadudKy je3uln 3a HeKe KOMILJIMKOBaHUje CTPYKTYDE,
ITO 61 MPOIIUPHIIIO BEOMa CHCTEMATHYIHY JHUCTY Ipadudkux jesuka gary y [34].

3.1 SMCB kareropuje

OBaj omjespak je mocseheH jeHAKOCHOM IPEJCTaB/balby CHMETPUYHUX MOHOUJIAHO 3a-
TBOPEHUX KaTeropuja ca OunpomsBoguMma. Je3wk je m3abpaH Tako ja oMmoryhaBa morojan
MPUCTYT TPOOJIEMY KOXEPEHIIHje.

SMCB xkareropuja A ce cacroju of cKyma objekaTta u cKyma crpenuna. lloctoje mBuje
dyukmje (gomen u Kogomer) Koje CIMKAjy CKyII CTPEJIMIA Y CKYIl o0jeKara. 3a CBaku objekar
A on A nocroju jeauuuana crpenuna 1,4 : A — A. YV ckymy objekaTta MoCTOje JIBa HCTAKHYTa
objekra I m 0. Crpesmmne f: A — Bug: B — C Mory ma ce KoMUoHYjy, IIPU Y€MY Iajy
crpemuity go f : A — C, a crpenure fi, fo : A — B Mory nma ce cabupajy, Ipu deMy Iajy
crpemuity fi1 + fo 1 A — B. 3a cBaka jBa objekta A u B ox A moctoje objektn AR B, A® B
u A — B. Takobe, 3a cBake asuje crpemune f : A — A’ u g : B — B’ nocroje crpesuie
f®g: AB - A®B, f®g: AbB— A ®B uA-—-og: A—oB—A—B.Y Anocroje
cibenehe pamMumje cTpenna HHIEKCUpaHe IeHIM 00jeKTHMA.

aspc: AR (B®C) = (A® B)® C, aABC (AR B)@(C - A® (B® C),
M I®A— A, MU ASTRA,

oap: A®B 5 B® A,

nap: B—A— (A® B), eap: A® (A — B) = B,

typ: A— A® B, g B— A® B,

it A® B - A, ™y A® B - B,

Oap: A— B.

Crpenuie ox A 3aj10B0o/baBajy cibesiehe jeqnakocru, Koje iemMo HazuBaTH axcuome.
(Al)Ba f:A—B,g: B—Cuh:C — D Baxu
fola=f=1gof, (hog)of=ho(gof),

(A2) Ba fi: A= B, fo:B—C,g1: A — B ugy: B — " Baxn

14 ® 1p = Llags, (f2®g2) o (f1®g1) = (f20 /1) @ (g2091),
(A3) Bafi:A— B, fo:B—C,g1: A — B ugy: B — (' Baxu

La®lp=1ags,  (29g)o(i®g)=(f20/)® (g209),
(Ad) Bafi: A= B, fo:B—C,g: A = B ugy: B — C Baxn

A—lp=1a.p, (A—0g2)o(A—g1)=A—(g200),

64



3.1. SMCB KATEI'OPUJE

(A5) Baf:A— A',g:B— B uh:C— (" Baxn

(f®g)®@h)oaapc=anpco(f®(goh)),

a4 o0 aane = Lagsec), aapcoayp e = luspec,
(A6) Ba f: A— A Baxu
foda=Ayo(I®f), Ao = liga, Aao Xyt =1y,
(A7) Ba f: A— A ug: B— B Baxnu
(9@ f)ooap=0capo(f®g), opacoass=1lagn,

(A8) Ba g: B — B’ Baxnu
(A— (A®g))onas=mnap oy,

(A9) Ba g: B — B’ Baxn
goeap=cap o (AR (A—ey)),

(A10) Ba f: A— A'ug: B— B Baxnu
(feg)o L}4,B = LlA’,B’ o f, (f@g)o L,24,B = L2A',B' °g,

(All) Ba f: A— A'ug: B— B Baxnu
fo 7T,£1,B = 7T,14’,B’ o(fDyg), go 773;,3 = 7T,24’,B’ o(f®yg),

(A—ocap)onas.s =Lla.p, €498 ° (A®Nap) = lags,

1 1 _ 2 2 _
Tap©Olap=1L1a, Tapotap=I1p,

(A12)

(A13)

(A14) WE!,B © Lix,B = 04,5, 7T114,B © L?ﬁl,B = 0p,a,
( ) L,l4,B © 7T,14,B + L,24,B © 7T,24,B = lags,

(A16)

3a fi, fo, f3, f : A — B Baxmn
fi+(fa+ f3) = (fi + fo) + f5, fi+ fa=fa+ f1, J+04a5=1,
(A17) Ba f1,fo: A= B,g: B—C,g1,90: A = B u f: B — (' Baxu
(g1 +g2)of=giof+gof, go(fitf2)=gofit+gofo,
(A18) 3a f: A — A’ Baxu
Oarpo f =043, foOpa=0ga,

(A19) aagsopoapcsp = (@apc ®D)oaapgepo (AR apcen),

(A20) Mg = (A4 ® B)oayrap,
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(A21) acapoodagpcoaapc = (0ac®@B)oascpo(ARopc),

(A22) 00’0 — :H_().

Comano kao y oxjessky 2.1, jemmakocru (Al) xaxy ga je A kareropuja. JemHakocTu
(A2)-(A4) xaxy na cy ® u @ 6udynkropu, 10K je A — _ dbynkrop. Jegnakoctu (A5)-(AT)
KaXy Jia ¢y a, A u ¢ npupojan uzomopdusmu. Jeguakocru (A8)-(All) Kaxy Ja cy 1a,€4,L
u 7 npupoare Tpancopmarmje, 10K cy (A12) Tpoyraone jeamakocru. Jemnakoctu (A13)-
(A15) cy jemmakocTu 6unpomsBoja, a (A16)-(A18) kaxy 1a je A oborahena wa kaTeropujom
koMmyTaruHEX MoHOMIa Cmd. Jemnakoctn (A19)-(A22) cy KOXEpPEHIMjCKU YCIIOBH.

Ha mctu Haunn kao y oajesbKy 2.1 3aksbydyjemo na je A cuMeTpudHa MOHOHUIAJTHO 3aTBO-
pena kareropuja. Cibenehe tBpheme 3ajenno ca jemnakoctuma (A13)-(Al4) nokasyje na je
A kareropuja ca GUIPOU3BOIUMA.

Tspbhewe 3.1. 3a ceaxo A u B,

Ll L2 7'('1 7r2
A—=2 A® B+~ B, A+ AeB 2% B

cyY KOUPOU360g u Upou3soq gujazpam y A, peciexiusHo.

Jokas. 3a f: A— Cwug: B — C, nebunummwo [f,g] : A& B — C ca [f,g] = fo7r}4’B+go
771247 5. IBpnumo na je [f, g] jenrmHcTBeHA cTpesmiia TakBa Ja cbeaehn nujarpam KOMyTHDA.

1 2

A2 A B <22 B
l[f,g]
f g
C

Bancra, kopucrehn jenmaxoctn (A17), (A13) u (Al4), mmamo ga je [f,gloty g = fomygo
thp T gomigotyp = f, u cmuano [f,gloz = g. Hexa je h : A® B — C neka
cTpenuna TakBa, J1a Baxu hotly p = fu hotl p = g. Cmujenu na je hotly gonly p = fomy pu
ho pom p = goms p. Kopucrehn nmoroso (A17), mmamo ho (1 pomy g+14 goms g) = [f, gl
Cana jemnakocr (Al5) naje h = [f, g].

Cimuno, 3a f : C — Aug: C — B, gedunummmvo (f,g) : C — AP B ca (f,g) =
thpof+ihpoyg, u apyru guo TBphema CIujeu Ha CIMYaH HAMHH. O

Haxne, ceaka SMCB kareropuja je cumMeTpudHa MOHOUIATHO 3aTBOPEHA KATETOpHja Ca
ounpoussoguma. Ca apyre cTpaHe, HUje TENIKO MIPOBjEPUTH JIa CBAKa CUMETPUIHA MOHOU-
JIaJTHO 3aTBOpPeHa Kareropuja ca obunpoussoguma nma SMCB crpykTypy.

Hamomena 3.1. Heka je, kao u obuuno, Vg = [Ig,1g] u Ay = (14,14), upu uemy cy
[lp,1p| u (1a,14) nedunucanu kao y mokasy tephema 3.1, 1o jecr,

Vp = 7@13,3 + 7129,3 u Ay= L,14,A + L,24,A-
Kopucrehu nuctpubyTuBHOCT KOMIIO3UIIMjE y OJIHOCY Ha + U MPUPOJHOCT OJI L U T UMaMO
f+9=Vpo(f®g)oAa

Jlakite, ceMu-aJuTUBHA CTPYKTypa Kareropuje A mocrynmupana JedUHUIIJOM Ce IMOKJIAIa ca
ceMu-aIUTUBHOM CTPYKTypoMm Ha A Kojy HaMm 06e30jehyje mocTojame bunponssona y A.
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3.2 Ilocspenuiie akcmoMa

YV oBom oxjessky A he yBujek osznagaparu SMCB kareropujy.

Jlema 3.2. Heka cy A, B u C @wpu objextua xawezopuje A. Taga je AR (B®C) = (A®
B)® (A®C).

Jokas. Hebumummmo crpemune pape @ (AQ® B) @ (A®C) - A® (BaC) u Yapc :
AR (B®C) = (A®B)®(A®C) ca

papc=AQipc, A® g,

Yapc = [(4—o L}4®B,A®c) 0N, (A —o LZA@B,A@C) onacl’

Y ocraTky J0kaza hemo mzocraBpaTu Jome nHAekce. Kopucrehm semy 1.6, gmemy 1.13 m
MPUPOJHOCT OJT 1), UMAMO

YaBCOoVABC =

=[A® AR o[(A— M) on, (A —i?*)on°

= (A —[A® A P))o[(A—1i!)on, (A —i®)on))°

[(A—[A®,A® ) o(A—i)on (A—[Ae, A® ) o (A —?) o)
[ =

=(n

— (A® ) onA—o(A®1*)on]° =[noi',noi?°
o[th,*])° = (no1)° =1

Ca npyre ctpane, kopucrehu monoso jemy 1.6 u jgemy 1.13, umamo

YaBc O PaBC =

= [Yapco (AR ), bapco(A® )

[([(A—o ") o, (A—®)on]oih)?, ([(A—o ') om, (A —oi?) on]oi?)]

[((A—o ) o), (A —o ¢*) 0 1)°]

[Lion, P on] = [} 2] =1. O

[IpumujeTumo fa y g0Ka3y jgeme 3.2 HUCMO KOPUCTWUJIM YUeHUITY J1a Kareropuja A nma
O6UITPOM3BOJIE; CAMO CMO KOPHUCTHUJIH Jia je A MOHOMIAIHO 3aTBOPEHA KaTeropuja y Kojoj Io-
CTOj€e KOIPOM3BO/IN.

JIema 3.3. Heka cy cipeauue papc U Yapc K@ Yy gokady seme 3.2 u neka je C' € ob(A).
Taga saoice cwegehe jeguaroctiu:

(1) (C® (7113,3 + 77129,3)) °Ye,BB = 7TIC®B,C®B + W%@B,C@B:’

(2) Yapec=(AQTpc, AR Tho);

(3) Yeaa0(C® (L,l4,A + L,24,A)) = LlC’®A,C®A + L%’@A,C@A;

(4) Yoo (C®(g+h)=(C®g)&(COh))oveaa, safg:A—B.

Aoxas. (1) Kopucrehn nedununujy crpesurie pc p p 1 demy 1.13 mmamo na je sujesa crpana
jemmaxocru (1) jemHaka

(C® (5 +7hp) o (C®ipp), (C®(Tpp+7hp)) o (C® ihp)
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IIperxoman m3pas je game jennax [legp, Logs], mTo je no geduaunumjn jemnaxo by BCowB T
W?}@B,C@B-
(2) Hoosmuo je mokasaru ma je (A ® mp o A® Tha) 0 pape = Luaepjesc). Kopucrehn
sgemy 1.14 mmamo
(A® W}B,a A® 7T125',C> opapc=(A® 7T113,c) °opaBc,(A® 7T129,c) © YA BC)
= ([Laes, 04aec,a08]; [0aeB,480; Lagc))

_ 1 1 _
= <7TA®B7A®C77TA®B,A®C> = ]1(A®B)@(A®C)‘

(3) Kopucrehnu jemnakocr (2) u semy 1.14, umamo ja je numjeBa crpana o (3) jeaHaka
(C® <7T,14,A ° (Lix,A + %24,,4))7 C® (77124,14 ° <L114,A + Li,A))%
o je jenmnaxo (loga, loga), a 0BO je 1o nedunumnuju L%;@AC@A + L%®A70®A.
(4) Tlonoso xopucrehu jemy 1.14 umanmo
Yeppo(C@(g+h)=(C@rpp C@ngp)o(C®(g®h)
=(C®(mppo(g@®h),C®(pz0(g@h)
=(C®(go 7T}4,A>7 C®(ho 7T,24,A)>
(C®g)o(C@®myL), (CR®M)o(CRT L)
(Coga(Ceh)o(Com, Com,),
a 0Bo je jennaxo ((C'®g) ® (C®h))otcaa. O

Jlema 3.4. Hexa cy g,h: A— B u f:C — D capeauue y A. Taga saorcu

feolg+h) =Feg+(feh) uv (g+h)ef=(gaf)+(ha/]).

Jloxas. Heka je C' € ob(A). Hokaxkumo mpso na je C®(g+h) = (C®g)+(C®h). Kopucrehn
manoMeny 3.1 u jemy 3.3, uMamMo
CR(g+h) =0 (7T113,B + 7T123,13) o(g@h)o (0}3,3 + LQB,B)

=(C® (WJIB,B + 7129,3)) opepBoYopro(C®(gDhA)o(C® (LIB,B + LQB,B))
= (Wé®B,C®B + W%@B,C@B) o(Cwg)®(C®h)opcaac(C® (0,14,.4 + L,24,A))
= (Ttep.cas + Teapcen) © (C®9) & (C®h)) o (1tgacen + teaacsn)
=(C®g)+(C®h).

N3C®(g+h)=(C®g)+(C&h), budyuakropujamnoctu o1 & u jenunaxocru (A17) caujenn

f@(g+h)=(fele)®(Ipo(g+h))=(f@B)o(C®(g+h)
=(f®B)o((Ceg)+(Ceh)
=(feB)o(C®yg)+(feB)o(Cah)=(f®g)+(f@h)

Jla 6ucmo joKazajm JIpyry jeaIHAKOCT, KOPUCTUNEMO JUCTPUOYTUBHOCT KOjy CMO YIIPABO JI0-
kazamm u (A7). Vmamo

(gth)@f=oppo(f@(g+h))ooac=0cppo((f®@g)+(f@h))ooac
=oppo(f®g)ooac+oppo(f@h)ooac=(9®f)+(h®f) O
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Jlema 3.5. Hexa cy g,h: A— B u f:C — D cupeauue y A. Taga sasrcu
f—(g+h)=(f—=g)+(f—h) u (9g+h) —f=(g—f)+(h—f)

Jloxas. 3a upBy jeaHakocT ji0BOJbHO je mokazatu (f —o (g + h))° = ((f — g) + (f — h))°.
Kopucrehu npupomnocT o €, umamo

(f—(g+h)" =ecpo(C®(f—(g+h)))
=ecpo(C®(C—(g+h))o(C(f—A)
=(g+h)oecao(C®(f—A)).

Ca npyre crpane, kopucrehu jiemy 3.4 U IPUPOIHOCT OJ £, CIAUjeIN

(f —9)+(f —h) =

=ecpo((C®(f—g)+(C®(f—h))
=ecpo(C®(f—g)+ecso(C®(f—h)

= ((ecpo(C®(C—g)) +(ecpo(C@(C —g)))o(Cx(f—A))
=(g+h)oecao(CR(f— A)).

Jpyry jemHaKOCT JIoKaszyjeMo Ha cawmdaH HauywH. Kopucrehuw NpUpoOTHOCT M AUNPUPOTHOCT
oJ1 €, Jobujamo

((g+h)—f)=ecapo(A®((g+h)— [))
=capo (AR (A—f))o(A®((g+h) —C))
= foeaco(A®((g+h)—C))
= foepco((g+h)®(B—C)).

Takobhe, kopucrehu TBpheme 3.4, TPUPOIHOCT U JUIPUPOTHOCT OJI £, MAMO

((g—f)+(h—f)°=capo(A®((g — f)+(h— [)))
= (capo(A®(9—f))+(eapo(A® (h— [)))
= (foeaco(A® (9 —0C)))+ (foeaco(A® (h—C)))
=(foepco(9g® (B —B)))+(foepco(h® (B —C()))
= foegco((9g+h)® (B —C)). O]

Jlema 3.6. V xawezopuju A je 0 nysa objexat. Taxobe, 3a ceaxu objexain A sastcu A®0 =
0Z00AUA—o0=0=20—A.

Jloxas. Heka je A mpoussospan objexar ox A. Jlokaxkumo na je Oy 4 jeIMHCTBEHA CTPEIHIA
u3 0y A, o ject 0 je ununumjananu objekar. 3a mpousBosbHy crpesuily f : 0 — A, kopucrehu
jemnakoct (A18) umamo fo0 4,0 = 04,4. IIpexomnonosamem ose jegnakoctu ca Oy 4 ¥ KOPHIII-
hemem jegmaxocru (A22) mobujamo f = 0p 4. Cimuano gokadyjemo ma je 040 jeauncTBeHA
crpesunia u3 A y 0, ma je 0 u TepMuHaIHE 00jEKAT.

Hokaxknmo cama na je A ® 0= 0. 13 nperxogsor je 0y ago jeaAuHCTBeHA cTpesuna u3 0y
A ® 0. Takobe, muamo crpesuiy 05 4 o : A ® 0 — 0. Ha ocrosy jemmaxoctn (A18) m (A22)
BaXKu 087 4—0 © 00,420 = 0pp = 1y. Ca npyre crpane, kopucrehn semy 1.6 1 jenuHCTBEHOCT
crpenure y uHUnjaanu objekar 0, mmamo

00,450 © 00, 40 = ((A =0 00,420) © 00,4<0)° = 05 4—o(ac0) = M40 = Laco-
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Caumano mokazyjemo m 0 = 0 ® A. Jla 6ucmo mokasanu jga je A —o 0 = 0, mocmarpamo
crpesutie 04 oo @ A — 0 = 01 0%500 : 0 =+ A — 0 u xopucrumo siemy 1.5. Amnajorno
nokazyjemo u 0 = 0 —o A. O

Hanmomena 3.2. 3aTBOopeHOCT MOHOWAJIHE CTPYKTYPE je HEONXOJHA Ja OMCMO MMAaJIU U30-
mopdumsam A ® 0 = 0. Ha npumjep, ako mocMarpaMo (MOHOMIATHY) KATETOPUjy BEKTOPCKUX
IIPOCTOPa y KOjOj je TEH30PCKM IPOU3BOJ, JIUPEKTHA cyMa, Taja je jacHo ja V @ 0 =V &0
uuje nzoMmopduo ca 0.

Jlema 3.7. 3a cupesuue f: A— A uwg: B — B y xawezopuju A sasrcu:
f®0sp =04gBaen =044 ®g u f—oO0pp =04 opaop =044 —g.

Joxas. Hdoxazahemo camo fa je f ® Op g = Oagp argp, OCTAIN CIIydajeBU Ce JOKa3yjy aHa-
aoruo. Baxn na je f @ Ogp = (fola) ® (0pp ©0p0) = (f ® 00.5) 0 (14 ®0pyp), TO jecr,
crpesnuna [ je mara KOMITO3UIIA]OM

14®0B,0 f®0g, B

A®B A®O0 A'® DB
N3 neme 3.6 je A®0 = 0, ogakie ciaujenn ga je A® 0 nyna oojekar. Jaxie, f ®0p p je Hyna
crpenuna. 13 jenuncrsenocru Hysa crpesuie caujenu [ & Op pr = 0agp a0B- O

3.3 Caoboana SMCB kareropmuja

Jennakocuo npescrasbame SMCB kareropuja nam omoryhasa ja koucrpyuriemo SMCB
kareropujy Lp ca0601HO reHepucany (6eckoHauHUM) CKynoMm P uckasuux ciosa. O6jexiuu o1
Lp cy dopmyste HampaBsbeHe o1 eileMeHaTa ckyna P u koucrantu [ u 0 momohy Tpu GunapHe
omneparje ®, @ u —o. Jla 6ucmo medunucasu crpeune ox Lp, IPBO YBOIUMO WepMe, KOJU
cy HanpaBibeHn O La, aa .o, AA, OAB, 14,8, €4,8, U4 5, Ty p B 04,5 HOMOLY OmepamujcKux
cumbosia ®, @, A —o, + u o. (Caku oBako JedUHUCAH TEPM MMa CBOj JIOMEH M KOJOMEH,
Koju cy objekTu o1 Lp, a KOHCTPYKIHje TepamMa moMohy cumbosia + U o0 cy OrpaHuveHe Ha
oxrosapajyhu momen u kogomen.) Cuwpeauve o Lp 1obujamMo Kaja CKyI Tepama IMOCHjeueMO
[0 KOHI'DYyeHIMju renepucano]j jennakocruma (Al)-(A22). lakie, crpenuna ox Lp je Kiaca
eKBUBAJIEHIIje TepMa.

Hedbununuja 3.1. Heka je A npoumssospan objekar ox Lp. WHAYKIMjOM O CJIOXKEHOCTH

objexkra A nedunmmemo apa Komauna amsa 14 = (19, ..., /s ) ully = (7%,..., 75 ") crpemmn-
na ox Lp Ha cibegehu naumd. Ako je A esiement ox P uiu je koncranTa [ wiau 0, Taga jen = 1
u I, = (14) = 4. Ipernocrasumo ma cy mmsosu Iy, = (19, ..., 1), Hy, = (20, ... a7 h)
uly, = (9, .., 527Y), Iy, = (79, ..., 752" Beh nedunmcanm.

(®) Aro je A=A} ® Ay, Taa je n =ny -ng, n3a 0 < i < ny - ny,

i i/na2] i mod no i _li/n2] i mod na
by = U1 X Ly , Tp = Ty & Ty .

(—) Aroje A= A; — Ay, Tama jen =ny -ng, mu3a 0 < i< ny-ng,
i i/n2| 7 mod ng li/n2] 7 mod ng

— L i
ba =T Ol , Ta=Uu T

70
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(@) Ako je A= A; @ Ay, Tama je n =nq +ng, u3a 0 < i < ny + ng,

1 i : i ol '
) taga, 0l 0 <7< ny, . TLOTA, Ay 0<i<mny,

g 7
2 t=n1 i—n1 2
[’Al,AQ Oty , HHa4e, U o 7TA1,A27 nHa4ve.

Hanmomena 3.3. Ilpumujerumo na kaga je A = Ay @ As Baxku

i 1+s; 1—N1-S; i _1—Mm1-S; 1+s; . . R
LA_LA17A2OL1+S7; s 7TA—7T1+Si O7TA1,A27 raje je s; = \‘

min{i, n;} J |

ny

Ha npumMmjep, kaga je ny = 3 u ny = 2, umamo
_ (0 0 0o 1 150 1o .1 20,0 2o 1
Lia, = (1 ® 19,4 @ gy 11 ® Ly, Lg ® Ly, 17 B Ly, 1] B 1),

_ 0 0,0 1 1 0 1 1 2 0,2 1
HA1®A2 — <7Tl ® 772,771 ® 7T2,7T1 ® 7T2,7Tl ®7T2,7T1 ®7TQ,7T1 ®7T2),

_ /.0 0 0 11 0 _1 12 0 _2 1
Layony = (7] —0 g, T} —0 Ly, ] —0 Ly, T} —0 Ly, T —0 Ly, T} —© L2)7

_ 0 0 0 1 1 0 1 1 2 0 2 1
HAI‘OAQ_ (Ll_07727L1_07727L1_°7727L1_°7TQ’L1_072’L1_072)>

_ (1 0o 1 1 1 2 2 0 2 1
IAIEBAQ - (['Al,Az © Ll’ LAl,AQ © L17 LAl,AQ © Ll’ LA1,A2 © L2’ LAl,AQ © L2)7

(0 1 1 1 2 1 0 2 1 2 )

Hay@a, = (17 0 TA Ay T1 O TA Ay T1 O TAy Ay T2 O TAy Ay T2 ©T Ay A,

ITpumjep 3.1. Heka je A =(p®qg@®ruB=(p®q ®r)X(r®s), rajecy p,q,r u s
esementu o1 P. Tama cy o)y 3a 0 <i <3 uij3a0<j<6 naruy cipenehum rabesama.

b (Li'l’@qzr © Lzlv,q) ® [’1{,5
Li‘ Lll’@q r© Lg q ‘B (Lpqu,r © Lp,q) @ by g
12 LQ, , L?fg (Lll@q,r o L;%,q) ® L%,s
A PO, 'y oo @1

L% L727€BQ,7" ® [’72",3

Hanomena 3.4. Kasna je objekar A msrpaben on enemenara ckyna P kopucrehu camo @,
taga ce Hu3 14 (II4) cacroju ox cBux mujekmja (TpojekIimja) MCKA3HUX CJIOBA OJ KOjUX je
usrpahen objekar A. OBo Huje Tauno Kajga A cagpxku @ y OKBUpPY ® win —o (Kao ILITO je
ciyuaj Kog1 objekta By npumjepy 3.1). 3a cako 0 < i < m, KOIOMEH OJ1 L'y U JOMEH O T4 Cy
jennaku A, nok je momen A’ on iy jeamax Komomeny on 'y, ipu "emy ce y A’ He mojaBibyje
@. lrasumre, ako ce y A e mojasbyje @, taga je [4 = (14) = 4.

Tsphemwe 3.8. 3a ceaxu objexaini A og Lp sascu

io i Las, 1=, i o 1
7TA LA— LA 7TA— A-
O4i a3, unave,
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/oxas. Jlokazyjemo TBpheme mHIyKIMjoM 10 ciioxkenoctn ox A. Kaga je A mckasHo cjioBO
nin koucranta [ wiam 0, cBe MHjeKIMje U MPOjeKInje Cy UICHTUTETH 1a TBpheme Baxku. 3a
MHIYKTUBHU KOPaK MMaMO cJbejeha Tpu cirydaja.

(1) Heka je A = A} ® Ay, vaje je |1a,| = [Ta,| = ny u |Ia,| = |I14,| = no. Tama umamo

nLJ [l mod n Lf J k mod n

T 2 ® 7T2 2) ( 2 ® 2)

nQJ L%J [ mod na k mod na
01;"") ® (my Oy ),

a TBpheme ciujeau Ha OCHOBY WHJIyKTHBHe xumore3e. Takohe, xopucrehm mHIyKTUBHY
XUNOTE3y, MaMO

i

i) L) d o
(Llng O’7T1n )®(L12mo ng Oﬂ_;mo nz)

=0 k=0

Z
N no—1 ni—1
:z [ oS o] = S onty o1,
k=
—1

= L1 om)| ®La, =14, ® La, = Layga,.

(2) Kagma je A = Ay —o Ay, 10Ka3 je cinvyaH Kao y MPETXOIHOM CJIyUajy.

(3) Heka je A = A; @ As, n onoso |I4,| = [II4,| = ny u |I4,] = |I14,] = ne. Kopucrehin
HaIlOMeHY 3.3 uMaMo

k l—n1-5; 1+s 1+sg k—n1-sk
7TA Olg =TMi4s  OT gy Ay Olay Ay ©lits,

[Tomro [ # k moBnaun 14 s; # 1+ s, wu | —ny - s; # k —ny - S, IpBU 110 TBphewma caujenn
U3 WHIYKTUBHE XUIIOTe3€e. 3a JIPYTU U0 TBPhema mMamMo

7 T 1+s; 1—N1-S; 1—N1-S; 1+s;
E Y E bap, A, Clis; O Tiys; Oy a,

=0
ni—1 no—1
_ 1 i i 1 2 J J 2
= E LA Ay OL1 O OTy 4, T+ E VA, Ay Ol O T O Ty, 4,
i=0 j=0
ni—1 no—1
_ 1 2 : i i 1 2 E : J J 2
= lay,A, © Ly O OTay A, + Lay,A, © L3 0T ©T a4,
i=0 Jj=0
1 1 2 2 _
= La;,4, © T a4, + LAy, A5 ©TA Ay = ]]‘A1€BA2' ]
IMociwenuia 3.9. Heka je A objexai og Lp u neka je |L4| = |Il4] = n. Taga Pamuauja

o6jexaiia {A" | 0 < i < n} sajegno ca ciipesuyama {1y : A* — A|0<i<n}u{ry: A—
A0 <@ < n} wunu 6uipoussog.
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Jlokas. Nmajyhin y Bujy Tepheme 3.8 q0Bo/bHO je jokazaru ja je {A* | 0 < i < n} 3ajeano
ca crpesmnama {ty 1 A® = A | 0 < i < n} xompomssog, a {A" | 0 < i < n} 3zajenno ca
crpemmmama {7y : A — A" | 0 < i < n} npousso.

Hexka je B unpousosban objekar ox Lp. IlpermocraBumo ma 3a cBako 0 < i < n mMaMO
crpemune f; 1 A' — B. Tana xopucrehn Tpheme 3.8 muje Temxko sumjetn fa je h : A — B

neduHUCAHA Ca
n—1
i
h = Z fiomy
i=0

jeZIMHCTBEHA CTpemIa TakBa na Baxu ho iy = f; 3a ceako 0 < i < n. CamvHo m0Kaszyjemo u
ma je {A' | 0 <i < n} 3ajenno ca crpemmnamva {7 : A — A" | 0 < i < n} npousso,. O

3.4 MaTtpuyHa HOpMaJn3amuja

Cmenehn muib je ga eauMuHMIIEMO B,: W T U3 CBake crpejune of Lp Yndju JTOMEH W
kKogoMmeH He caapxke . To hemo nmocruhn cwenehom mapuurom Hopmarusayujom Tepama.
3a cBaky crpemuny u: A — B on Lp, raje je Iy = (%, ..., 57", Up = (7%,..., 5,
Heka je M, marpurna dopmara m X n UAjU 1j-TU LIaH W% ouoy. Heka ¢y X sny 1 Yonyxns
neuje marpuie crpeiuna ox Lp. 3a ¢ € {®,—} nera je K,(X,Y) Kponekxepos upoussoq

MATWPUYE, TO jeCT, MaTpuIa popMaTa mj - Mg X Ny + No IUJH je 1j-TU WIAH jeTHAK

T\i/mal,|j/n2] € Yimodma,j modns-

K Too To1 To2 Yoo Yo1
o I
T10 T11 T12 Yo Y11

Too € Yoo Too < Yo1 To1 O Yoo To1<Yor To2 < Yoo To2 < Yoi
Too© Y10 TooC Y11 To1OY10 To1CYir To2C Yo To2 Y11
T10°Y0 T10CYo1 T11OYoo T11CYor T12< Yoo T12 € Yoi
T109Y10 T10CY11 T11OY10 T11OY11 T12°9 Y0 T12 0 Y11

Ha npuwmjep,

je

3a naBuje TakBe marpure X u Y, 1eUHUAIITIEMO

XY ¥ K, (X,Y), X Y ¥ K (XTY),

(o 7)

matpunia X u Y. Axko cy X u Y marpure ucror ¢popMarta 9uju cy oaroBapajyhu 4iaHOBU
ucTor tuma, Tajga je X + Y marpuna mcror dopmara UMjH je 1j-TH WIAH jeAHAK Tjj + Vi
Heka cy marpune X u Y dopmara m X p u p X n, PeCIEKTUBHO, MIPU YeMy Cy 3a CBAKO
0<i<m,0<j5<nu0<k<paebunncane KOMIOSUIH]E Ty, © Y; KOje Cy UCTOT THUIIA.
Tana nedpunumemo X oY kKao m X n MaTPUIy YUjUA je 1)-TA UJaH jeTHAK Zi;(l] Tik © Ygj-
Hpyrum pujeunma, X oY je mpousBoa maTpuiia X u Y.

oK je X @Y nupekTHA cyma

Tephemwe 3.10. Hexa je o € {®,—o, D, +,0}. Taga sasrcu

My ouy = My, © M,,.
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Jlokas. Y upsa Tpu ciaydaja (Kaja je © HeKu on cuMboiia ®, —o u @), IPETIOCTABUMO Ja je

u;: Ay — B; u na je M, marpuna dopmara m; X n;, 3a i € {1,2}.

(1) Kana je ¢ = ®, mmamo

(Mu1®u2)i,j = ﬂ—iBl®Bz © (Ul ® u2) © L‘Z41®A2
LL

=M™ @m0 (@ w) o (4™ @ 4™ ")

|_m2J 0wy 0 Lli’rLQJ) ® ( i mod ma J mod na

(m U O U O Uy

= (My, ® My,)i5-

(2) Anasiorso Jokasyjemo y ciydajy Kaja je ¢ =—o.

(3) 3a o = @ xopucrehu Hanomeny 3.3 umamo

o i—m1-S; 1+s; 1+3j j_nl’sj
(Mul@UQ)iyj - 7T1+Si © 7TB1,B2 o (U;]_ D Uz) © LA1,A2 © Ll-‘rs]'
1—mi-8; 1+s; I+s; Jj—ni-s;

Trl—l—si © u1+5i o 7TA1,A2 o LAl,AQ © L1+Sj

T oy o4, 0<i<my, 0< 5 <n,

i—m1 1

=qmy Mougou, M my <i<myg+mag, ng < J<ng+ ng,

0, nHade,

= (Mm D Muz)iyj'

(4) Ba © =+ u uy, uz: a — b mmamo

(Mul-‘ruz)iJ = ﬂ-iB © (ul + U'Q) © Li&
:WiBouloLi‘—l—ﬂfgougoail
= (Mu, + My, )i -

(5) Heka je o =omuuy : B— C, uy : A — B, upu uemy je M,, marpuna dbopmara k X m, a

M, marpunia dopmara m X n. Tazga, y3 nomoh TBphema 3.8 nmamo

3
L

(My, 0o My,)i; = mhoup oty ol ouy ol

o~
Il
o

m—1
i l l J
=TT, 0Up O L OTp| oug o)y
=
_ i
=T 0 Uy 0 U 0 Ly = (Myyouy)ij-

]

S i i
Tspbemwe 3.11. Hexa je cipesuya u obauxa La, aapc, Aa, 0aB, NAB, €EAB; Uspr Tap
uaw 04 5. Taga cy ceu waanosu matwpuye M, obauxa 1,, 0pgr, Npy Opgs Mpgs Epg UAU Op g,

Upu wemy p u q we cagpoice &b.

Jlokas. (1) Ako je u = 14, Tama je ij-tu 4ian marpune M, jeaHax

, , Ty 1=
(My)ij =mgolgou, = 7 7
0gi g1, wWHAYE.
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3.5. 'PAOUYKU JEBUK

(2) Ako je u = a4 pc, TaJA 3a HEKe iy, iy, i3 U j1, jo, J3 BaXKN

(My)i; = WéA@B)@C ©Q@a,B,CO LJA@(B@C’)
= (v @ 1) @75) o aapco (h ® (1 ® )
Qg1 Biz O35 7:1 = j17 i2 = j27 Z.3 - j37

0401 ®(Bi2@CI3) (A1 @B2)gCis; HHAYIC.

(3) Hdoka3 je aHayoraH IPETXOJHOM CIydajy Kaja je & = \g WIH U = 04 .

(4) Kana je u = na p, kopucrehnu jegnaxocr (A8) u semy 1.4, 3a Heke iy, ig, i3, IMaMO

(Mu)w - WZH:(A(@B) ©7A,B© L{g = (Lij —o (Wff ® 7Ti§)) O 1NAB O L{B
= (7 0}) — (A% ® (7 0 1}))) © Naiz ps
T 4i2 Bi, 1 =1, i3 = J,

OBj,Ailﬂ(AQ@BiF)), nHa4de.

(5) Kana je u = €4 p, 10Ka3 je aHAJIOTAH IIPETXOJHOM CILydajy.

; _ 1 ; i 1 J i i1 1 1 J
(6) Ako je u = Lap, OHIIA je (My)ij = Thep © Lap © L), MTO je JeJTHAKO T4 O T4 5 O ly g O Ly
3a HEKO i1, WIH je JeJIHAKO T2 0 T4 p O LYy p o 1%y, 3a HeKo iy. lTapume,
]lAja .] = ila
045 411, wuHAYE,

iz 2 1 J _ o
TR OMAROLapOly = 045 piz-

i1 1 1 J _
TyOTypOlapOly=
(7) Jokas je aHaIOraH IPETXOIHOM CIIydajy Kaja je i = 13 g, U = Ty p WIK U = T p.
(8) Axo je u =04 p, Tama je (M,);j =T 00450 % =04 pi. O
IMocweaunia 3.12. Csaxu waran mawuue M, ce mootce uspasuitiu 6e3 &, L u .

Joxas. Ilomro je crpemmma u n3rpabhena oxn m3pasza obauka 14, aa p.c, AA; OAB, 1A,Bs EAB;
Uap, Tap B 04p momolly ®, A —o, &, + u o, ocraje camo Jia npumujerumo TBpherba 3.10 u
3.11. ]

IMocwmenuna 3.13. Csaxa ctipesuya ud Lp Yy wujem gomeny u K0gomeny ce ne uojasmyje &
Mootce ga ce u3pasu 6e3 &, L u .

Jlokas. Axko ce y jmoMenHy u KOJIOMEHY O] u He TojaBibyje b, Taja u3 Hamomene 3.4 ciaujean
na je u jenunu 4iaaH marpuie M,. Cana TBpheme cinjenn u3 nocsbeaure 3.12. L]

3.5 I'padbuukmu je3uk

Y oBom ofjesbky hemo yBectu SMCB kareropujy koja he Ham cirykutn Kao Mojest (rpa-
duukn jesuk) 3a crpesune kareropuje Lp. TUIaBHU cacTojak y KOHCTPYUCAY Te KATErOPHje
he 6utn kareropuja 1Cob.

Heka je 1Cob™ kareropmja koja mMa ucte objekre xao u 1Cob, 10K cy crpemie Kare-
ropuje 1Cob" mamehy A m B komaunu (moryhe mpasnm) myaruckynosu crpesuia u3 1Cob
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on A mo B. (Hamomenumo na hemo y HacTaBKy KOPUCTHTH CKyIOBHe 3arpaje {,} 3a mys-
Tuckymose.) Jeaunuana crpesmna 14 : A — Ay 1Cob™ je cunriron {14 : A — A}, a
komnosuiwja crperuna {fj:a —b|je Jyu{fi:b—c|k e K} je

{frofira—cljeJkeK}

Huje remko Bunjern na je 1Cob™ cemu-aanTuBHa KaTeropuja, Ipu demy je cabuparbe cTpe-
JINTIA UCTOT THHa JePpWHUCAHO KAO JUC]YHKTHA YHUja MYJITHCKYIIOBa, a HEYTPAJ je Mpa3aH
MYJITUCKYTI.

Ja 6ucmo nedpunucamn kareropujy 1Cob® koja he 6urn moMenyTn rpadpudky jesux 3a
crpesuiie Kareropuje Lp, buhe HaMm rnorpebHa cibefeha gedpuHumja.

Hedbunnunuja 3.2. Heka je A npousBo/bHaA ceMu-aJuTUBHA KaTeropuja. Komuietwuparbe 0g
A vy ogrocy na buipoussoge je kareropuja A% Ttaksa ma Baxku cipenehe

e o6Gjektu o1 A% cy konaunu Huzosu (Ao, ..., A, 1) objekara u3 A,
e uysa objekar y A% je npazan uusz (J;

e crpesmmne u3mely objekara (Ag,...,A,—1) u (Bo,...,Bmn_1) Cy m X n Marpuie 4ujun
ij-T wiad je crpesmua udMehy A; u By, 3a 0<i<mu0 < j <n;

e xomnosunmja crpesnna y A% je MHoxkeme MaTpuna;

e jenuuumdaHa crpesuna Ha (Ao, ..., A,_1) je n X n MaTpuIa YUju ij-TH 9IaH je jeaHak 14,
3ai=j,a 04,4 3281F].

JIema 3.14. Hexa je A upoussonmna cemu-aguitiusha xaiwezopuja. Taga je A® xaitiezopuja
ca buTPOU3BOGUMAQ.

Jlokas. Heka cy A = (Ao,...,An_1) 1 B = (B, ..., B,_1) objekrn kareropuje A®. Tana
A @ B nedunumiemo kao uu3 (Ao, ..., An_1, Bo, ..., Bn_1), uHjeknuje neduHUIIEMO Kao

1 En 2 0
W 0 ) W E )
(n+m)xn M/ (n+m)xm
2

rije cy B, u E,, jeiuauyane Marpuie, a npojekiuje medunumeno ca wh 5 = (1 )T u 73 5
(¢4 5)T. Cana ce nako NpoBjepu Jia BaxKe jeJHAKOCTH GUITPOU3BOIA.

1

Cibeneha steMa nokasyje ma ce KoHCTpyKnuja kareropuje A® npomupyje u Ha KOMIIAKTHO
3aTBOpeHe KaTeropuje ca maBosymjom (B. [35, Proposition 5.1]).

Jlema 3.15. Hexa je A xomUax@no 36TW60PEHA CEMU-GJUTTUBHA KATLEZOPUIA Y KOJOJ 30 C6€
capesuvye f,g: A— B uh:C — D saocu

(1) h@(f+9)=h@g+h®g;
2) (f+9'=f+4g"
Taga je A® xomtaxino satueopena KaWe2Zopuja ca UHBOAYUUJoM U T-0UTPOUIEOGUMA.
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Jlokas. Tlpumujernmo npso ja u3 yeaosa (1) caujenn qa umamo u (f +g)@h = fQh+g®h
(B. mokaz jieme 3.4), kaou jaje fR0=0u 0® f =0 (B. semy 3.7). Takobe, u3 nedunurmje
Hys1a crpesune camjean na saxku 07 = 0.

Heka cy A = (Ag,...,Ap_1) u B=(By,...,B,_1) ob6jektn y A®. Tenzopcku npousso y
A% nedunnmemo Ha 06jeKTUMA KAO

AR B=(Ay® By,...,A @ Bp_1,..., A1 ® By, ..., A1 ® By_1),

a Ha cTpesmriaMa Kao Kpornekepos npousBoa MaTpuia. JlokaxKumo 1a je Tako gedpuHucan &
oudyuarTop. Jemrakoct 14 ® 1g = 1 agp J1ako caujemqu, ma hemo mokasaru ga 3a f : A — B,
g:B—=C,f:A - B wug:B — (' Baxn

(3.1) (gd)o(f@f)=(gof)®(d of)

Osnaunmo marTpuily ca JujeBe crpane jemnakoctu (3.1) ca L, a mMarpuily ca jiecHe CTpaHe
te jemmakoctu ca D u mpernocraBuMo ga je f = (fij)mxn, § = (9ij)kxm, [ = (fz])m xn/ 1
9" = (gij)rxm- Tama je

mm/—1

Lij = Z (9@9)uo(f& [y

= ) (Guiwstymy © Fugmstim) © (9 mod kg mod mr © S mod mr g mod )
[=0

m—1 m'—1
(32) = Z <(gLZ/k/J’T © fTvU/”'J) ® Z (g; mod k’,s © f;,j mod n’))

r=0 s=0
m—1 _
(3.3) = (GLi/w ) © frolifm)) ) (Z Gimod i,5 © Js modn))
r=0 =0

= (g o f)[z/k’j,[j/n/J ® (g © f )imod k',j mod n/ — Dij7

npu demy cMo y jemnakocru (3.2) kopuctmim yciao (1) seme, a y jemnakocru (3.3) cmo
kopuctun fa je (f+g)@h=f®@h+g® h.

Hyan objekra A = (Ao, ..., A1) nedunnmemo kao A* = (A§,..., A% ), a jeruHuaHU
objexar y A® je (I), npu yemy je I jenunauunu objexkar y A. Crpemuny n4 : () - A*® A
NebUHUIIEMO Kao KOJIOHY ca n’ 4jlaHoBa, IPU YeMy Cy 4IaHoBM uHjekcupanu ca k(n+1), 0 <
k < n jemnaxu 14, , a cBu octanu cy (. Pesonyjyhn na cimmaan Hauws geduHANIIEMO CTPEJIUIE
€4, QA BCy A, PA U 04 B, @ 32THM Ce JJAKO IIPOBjePH [1a BasKe CBe IOTPeOHEe jeHAKOCTH.

3a crpemuny f = (fi;) kareropuje A® nedunumenmo f kao ( flE)T Jlokazkumo, Ha IIpu-
Mjep, 1a je (f o g)l = ¢' o fT, momTo ce ocrane jegmaxocTu u3 JedUHUNT]E KOMIAKTHO
3aTBOPEHE KaTeropuje ca MHBOJIYLIUjOM CJandHO H0Ka3yjy. 3a f = (fij)mxn X 9 = (Gij)nxk
UMaMo

(fog)Ni = (Z(fjk O Ghi ) u Z firog)t = (ghio fl) = (g0 1)y,
k=0 k=0 k=0
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3.6. KOXEPEHI[UJA

[IPU 9eMy CMO Y jeJHAKOCTH (x) KOPUCTHIIH YCJIOB (2) jeme.
U3 jeme 3.14 n nedununmja nHjeknmja u mpojeknuja camjeau ga je A® kareropuja ca
T-Oumrpou3BoIUMA. O

Cana necdunnmenmo xareropujy 1Cob® kao kommnerupame xareropuje 1Cob™ y onmocy
Ha ounpoussose. U3 neme 3.15 mobujamo cibesehe TBphebe U 1HeroBy JUPEKTHY MOCTbEJIHILY .

Tspheme 3.16. Kawiezopuja 1Cob? je xomtiaximino 3aieopena Kamezopuja ca uHE0AYUUJOM
u T-buupoudsoguma.

Jlokas. Hoxaxxumo ma je 1Cob" koMmaxTHO 3aTBOpeHa KaTeropmja ca MHBOJIYIHjOM. 3a
crpeune f u g on 1Cob™ koje cy mare myaryckynosuma {f;:a —b|i€ I} u {g;:c—d|
j € J} pecnextusno, nedunumemo f®g kao {f;®g; | i € I,j € J}. Camuno, f1 nedunumemo
kao {fl : b — a|ie I}. Jako Bumumo nay 1Cob"t Bau h®@ (f+¢) =h®@ f+h@gu
(f +9) = fT + ¢'. Cama Tepheme cimjemn u3 aeme 3.15. O

Iocwenuna 3.17. Katiezopuja 1Cob® je SMCB xaezopuja.

3.6 Koxepenmnuja

Osaj omjespak canp:ku riasHu pesyarar pajga [32]. dedwunumumo npeo Heke momoh-
ue nojmoBe. Ilouehemo ca waaykTHBHOM nedununmjom [-konctantinur u 0-KoHCTWAHTHUT
objekara kareropuje Lp.

Hedbunuunmja 3.3. (1) O6jekar I je I-korcranran, a 0 je 0-KoHCTAHTAH.

(2) O6jekar A @ B je I-xoHcranTaH Kaja je [-KOHCTaHTaH jeman onx objekara A wim B, a
npyru je O-xkoncrantan. Objekatr A @ B je O-xkoucrantan Kaja cy O0-kouncrantou u A u B.

(3) O6jekar A® B (A —o B) je I-koucranTan Kaja cy [-koncraurau objektu A u B, a A® B
(A —o B) je 0-korcTanTan Kaja je O-koHcTaHTaH Oap jeman o objekara A u B.

Hamomena 3.5. Ako ce y objekty A He nmojapibyje b u A je [-koHcTanTaH, Taza je A usrpahen
camo o1 [, ® u —o.

Hedbununuja 3.4. Kaxkemo 1a je objekar A kareropuje Lp UpasusaH Kaga 3a CBaKy IIOT-
dopmyny on A obnuka B — C' umamo j1a ako 3a C' Baxu ja je [-KoHCTaHTaH, Taja je B nm
I-xoucranran mwim O-xkoucrantan. Objekar A je [-upasusan Kaja 3a cBaky motdopmysty ox A
obsimka B —o (' mumamo J1a ako 3a C' BaxKu Jia je [-KoHcTaHnTaH Taja je B takohe [-KoHCTaHTaH.

Hanomena 3.6. U3 nedunuuja oy 1 7', uMaMo Ja ako je A npaBusaH, Taja je JOMeH Of
iy (KomomeH o 7'y) Takobhe mpaBuiIaH.

Hamomena 3.7. Ako je A nmpaBujan objekaT y KOMe ce He TojaBbyje P, Taja win je A Hya
objekar, mim je oH [-mpaBmian o0jekaT Koju He cagapku 0.

[Tocmarpajmo dyukmjy g Koja ciauka ckyn P renepartopa om Lp y CKym o0jekaTa KaTe-
ropuje 1Cob® Tako mro cpakm enement u3 P cimka y mms (+). Ilomro je Lp cirobommo
renepucana SMCB kareropuja, a 1Cob® je SMCB kareropwuja, ciamjeay aa IOCTOJU jeIuH-
creer SMCB dynkTop (koju crpukrao wyBa SMCB crpykrypy) G: Lp — 1Cob?, Takas
na je G(p) = g(p) 3a cBako p € P. Crpemune u3 Lp y KojuMa ce He TOjaBbyjy @, + u
0, ¢, m-crpemuie HazuBamo SMC-cwpesuue.
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3.7. KOMIIAKTHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE CA BUIIPOU3BOJINMA

YV noka3y Teopeme KOXepeHIHje 3a CHUMeTPpUIHe MOHOWIAJIHO 3aTBOPEHE KaTeropuje ca
obunpousBouMa, Kopucruhemo teopemy 2.20 koja cajia gobuja cibejehn 00IuK.

Teopema 3.18. Heka cy f,g: A — B upoussonmne SMC-ctupesuue xatiezopuje Lp waxse
ga je Gf = Gg. Axo 3a objexiie A u B saowcu ga cy [-upasusru, waga je f = g.

Cipesieha Teopema je riiaBHu pesyirar paja [32].

Teopema 3.19. Hexa cy f,g: A — B cupeauue xawezopuje Lp waxse ga je Gf = Gg. Axo
cy A u B apasuaru objextuu, waga je f = g. Apyzum pujenuma, pectipuryuje og G ma ayny
uowkawezopujy og Lp 2eHepucany UpasusHuUM 00jeKTuuUMa je ejepar GYHKTOP.

Jlokas. Tlokaxunmo ma 3a caxo ty € Iy u 7 € Ilp, mmamo 7 0 f oty = mhogoy. U3
nocpemune 3.13, y3 nomoh jenmaxoctn (A17)-(Al8) m mema 3.4, 3.5 u 3.7 cimjenm na je
w0 f oy jennako wiu 04 gi, wian y ,_, fr, n > 1, 3a meke SMC-crpenune fi, 1 < k < n.
Ha ucru maunn ciujenu pa je 7y 0 g o Uy jeauaxo umu 04i pi, Wi y o, gg, m > 1, 3a Heke
SMC-crpenutie g, 1 < k < m.

Ako je 1o f o Lil = OAi.’Bj, taga je G(my o f o /Yy) mpasan myntuckyn. s Gf = Gy
zaKsbyayjemo ma G(my o g oY) Mopa Takohe GurH mpasas MyauTcKy, a momrro G(Y " gr),
3a m > 1, He MOxe 6GUTH Ipa3aH MyJITHCKYI, Caujenu ga je mj 0 g oty = 04i p;. Ha cianuan
HAYMH Pa3MaTpaMo M CJIy4daj Kaja je mg 0 g oty = 04i ps.

Ako je o foly => ) [ frmmpogody => 0" gk, 3an,m > 1, raje cy f, u gp Heke
SMC-crpenurtie, Taga u3 Gf = Gg, caujenn

{Gfk|1§k:§n}:G<ifk>:G<zm:gk.):{ng|1§k§m}.

Haxue, mysnruckynosu {Gfy, | 1 <k <n} u {Gg | 1 <k < m} umajy uctu 6poj einemenara,
TO jecT n = m, u 6e3 ryduTKa OMIITOCTA MOXKEMO IIPETIOCTABUTH J1a 3a cBako 1 < k < n BaxXKwu
G fr = Ggy. VI3 mamomene 3.6 nmaMo fa Cy JOMeH U KOJIOMEH Of1, fr u g; npaBuiau. Takobe, fi
u g cy SMC-crpenurie, na u3 nanomene 3.7 caujean ja cy one I-upasuiane. Caja u3 reopeme
3.18 cimjeqm na 3a ceako 1 < k < n umamo [y = gk, ofakie je w% ofouly= wjé ogoldly.
[TommTo IpeTxoHO BaxKu 3a CBAKO Lf4 clyn WJB € Iz, uz nocmweuiie 3.9 3ak/bydyjeMo j1a
jef=yg H

3.7 KommakTHO 3aTBOpeHe KaTeropmuje ca
OunpousBoaAMMA

[Iparehu mokas teopeme 3.19 Moke ce J0Ka3aTh aHAJOIHUA PE3YJITAT KOJU C€ THIE KOM-
HAKTHO 3aTBOpEHNX Kareropuja ca bunpoussomuma (CCB kareropuja). Onrosapajyhin CCB
jesuk mobujamo ox SMCB jesuka Ha cibenehu mHaunn. Bunapry omnepanujy —o Ha 00jeKTHMA
3aMjerbyjeMO YHAPHOM OIePaIijoM *, a yHAPHY onepanujy A —o _ Ha cTpesuiamMa n30CTaBba-
Mo. Damusmje cTpesula ca KOMIOHEHTaMa 14 g M €4, 3aMjemyjeMo (aMuanjaMa CTPeJInIa
ca KoMmIoHeHTaMa 1)y : [ — A* @ Aney 1 A® A* — I. Konauno, jennakoctu (A4), (A8),
(A9) u (A12) 3amjemyjeMO jeTHAKOCTUMA,

(A" ®e¢) OO‘,}},A,A* o(n® A") = orax, (e®@A)oagara0(A®N) =04y
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3.7. KOMIIAKTHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE CA BUIIPOU3BOJINMA

(JTako ce Bum 1@ y CBaKOj] KOMIIAKTHO 3aTBOPEHO] KATENOPHjH MPETXO/IHE jeTHAKOCTH BayKe
ako u camo ako Baxke jejnakocru 1.10 u 1.11.) Hexka je £, cnobogua CCB kareropuja rese-
pucana ckKymoMm P, KOHCTpyHCaHa y OJIHOCY Ha MPETXOIHU je3uK. 3a PYHKIU]Yy ¢ KOoja CJIUKA
P y ckyn objexara xareropuje 1Cob? nedunucany xao y omjesbky 3.6, mocroju jeamHCTBEH
CCB dyuxrop G’ : L, — 1Cob? Takas na je G’'(p) = g(p) 3a csaxo p € P. Crpemnune u3 L
y KojuMa ce He 1mojaBibyjy P, + u 0, ¢, m-crpenure HazuBamo CoC-cupesuue. Ilpumujermmo
na ako je u neka CoC-crpesunia, taga G'u onrosapa Kenu-Jlamnasunom rpady ox u (8. [22]).

Ia 6ucmo mokazasu pedysrar koxepeniuje 3a CCB kareropuje, Tpeba ma moaudukyjemo
pesynrare gate y omjesbimma 3.3 u 3.4. 3a cBaku objekar A uz L nedunurmemo nnzose 14
u 114 Tako mro y gedununuju 3.1 3amujernmo craBky (—o) ca

(x) Akoje A= A, tamajen =n;u3a0<i<nq, iy = (7)) 7 = ()"

Huje Temko nposjeputn 1a TBpheme 3.8 u mocspeauna 3.9 y kojuma je Lp 3aMUjemEHO ca
'> ocrajy na cuasu. Takobe, nuzocraBbamem ciaydaja (2) y mokasy tephema 3.10, mobujamo
aHaJIOrHy (bopMmysalyjy Tor TBphema y caydajy kareropuje Lp.

Tepheme 3.20. Hexa je o € {®, D, +,0}. Taga sasrcu
My, ouy = My, © M,y,.
Cimenehe TBpheme je anasiorao tphemy 3.11.

Tepheme 3.21. Hexa je ciipeauua u obiuka 1a, aapc, A, 04, N4, €4, Uy g, Ty p UL
04,8. Taga cy ceu wranosu matipuye M, obaura Ly, Qg rs Aps Opgs Mps €p UAU O o, UPU wEMY
P U q ne cagpatce .

Jlokas. Tepheme caujenn kama 3amujernmo ciaydajese (4) u (5) y mokasy rephema 3.11 ciry-
vajesuma (4') u (5') y HacTaBky.

(4) Akojeu=mn4:1 — A*® A, Tana je M, marpura dopmara m X 1 3a HEKO m, jep ce HU3
I; xoju omrosapa objekry I cactoju o camo jeaHor wiana ) = 1j, To ject, I; = (1;). Tana
3a HEKE 11 ¥ io BaXKN

i i1\ * i (&) i1\ * i i
(Mu)io =magaona = ((tx)" ®@m5)ona = ((A")" ® (75 0t}4)) 0 nan

_ J Main, i1 = lg,
B {0[7(Ai1)*®Ai2, nHAYeE,
npu yemy jegHakocT () camjean u3 seme 1.9.
(5") Ba u = £4 pe30HYjeMO CJIUIHO KAO Y IIPETXOHOM CJIyUajy. O
Ciwesiehu pesyarar je cpogan ca |2, Theorem 21|, anm je apyrauuje dbopmyaucan u jo-

kazaH. Unax, y onpehenoMm cmuciy MoxKeMO cMaTpaTH Jla OBa JBa pe3ylITaTa KOXEPEHIHje
MMajy UCTH ,,MaTEMATHIKHN CaIpKa] .

Teopema 3.22. Hexa cy f,g : A — B ciupeauue xatezopuje L' wakse ga je G'f = G'g.
Taga je f = g, wWo jecim, dynxitop G’ : L' — Cob® je sjepan.

/oxas. Camano kao y noxasy teopeme 3.19 moGmjamo na je mho fouly = Yopey from T o
goly => 7 19k 3an >1u CoC-crpenutie fj, u gy, upu demy 3a cBako 1 < k < n Baxku
G'fr = G'gr. U3 [22, Theorem 8.2] saximpydyjemo ma 3a ceako 1 < k < n Baxu fp = g,
onakie je mp o f o ty = TR ogo t'y. Tepheme caga caujeau u3 nocsbeaune 3.9 y kojoj je Lp
3amujemeno ca L. N
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3.7. KOMIIAKTHO BATBOPEHE KATEI'OPUJE CA BUIIPOU3BOJINMA

VY ciydajy KOMIAKTHO 3aTBOPEHHMX KaTeropuja ca mHBosymmjoM u f-6unpoussomuma (DCCB
kareropuje), gobujamo onrosapajyhn jesuk oq CCB jesuka cibenelinm mopudukanujama. To-
JajeMo yHapHy onepanujy T, a dpamuiumje crpesuna o« ', A7 n u © uzocrasmamo. Takobe,
J0/1ajeMO jeTHAKOCTHU

=1 (eg'=red, O-L,BZO-B,A W o4 0El =14,

a y jemHakocTuMa Koje npernocraBibamo 3a CCB kareropuje crpesuiie aAf’lB’C, /\21, N4 1 Li" B
3aMjerbyjeMo ca 0427370, Ay, gaaocly u (7 5)f, pecnexruso.

Hexka je L}, cnobomuna DCCB kareropuja renepucana ckynom P. ITomrro je £, Ttakohe n
CCB xareropuja, nocroju jemuacrsenn CCB dyukrop L : L — L7, Takas ma je L(p) = p 3a
cBako p € P. To 3uaun 1a je L unenrturer Ha objektuma o1 L. Umamo cpenehy semy.

JIema 3.23. Qynxwop L : L — LY, je usomopdpusam.

Jloxas. Tlocmarpajmo CCB dbyukrop H : L}, — L5, Koju je upenTurer Ha 00jeKTUMA, JIOK je
Ha MPUMUTUBHUM CTpeuamMa jeduHucan ca

(1 _
Qu B, UV=0Cy o
—1 - T
a0, v =My,
_ T
O0B,A; UV =04p
_ _
H(v) = qoa-a0ma, v=c¢j,
i _ (i
La,B v = (WA,B) )
_nf
OB,Au v = 0A}B7
LV, nHade.

@yukTop H ce Moxke HA jeIMHCTBEH HAYWH MPOIMUPUTH Ha cBe crpesute u3 L. Ilomro je
', KOMITAKTHO 3aTBOpEHA KATEropuja ca MHBOJYIUjOM U f-6unponsBomanMa, kopucrehn jsemy
1.16 m marmomeny 3.1 mMamo jeTHAKOCTH

(fog)t=glofl, (fogi=flod, (fogt=flagd, (f+9i=r+4

oflaKJIe CaMjesu Ja je cBaka crpenuna y L jeHaKa HEKOj y K0joj ce T mojaBibyje caMo y
OpUMUTHBHAM cTpeiunama. To mam omoryhasa ga H upommupumo Ha cBe crpenurne u3 LY
kopucrehn jemmakoctu H(f o g) = H(f) o H(g), 3a ¢ € {o,®,®,+}, Koje Baxke jep cMO
npernoctasuin ja je H jeman CCB dynkTop.

Cana muje remko Bumjeru na je Ho L : L) — L jenan CCB dyHuKTOp KOjU je mmeHTHTET

Ha objekTmMma, ma momTo je L ciaobomna CCB kareropuja, caujenn na je H o L = Ig,.
Cawmano, Lo H : L, — L/, je DCCB byHukTOp K0ju je njeHTuTeT Ha 06jeKTUMA, T4 TOIITO je
P cnobomna DCCB kareropuja, cinjemu na je Lo H = T.n. [

ITocmarpajMo byHKIH]y ¢ Koja cmKa cKyll Py ckyn objekata kareropuje 1Cob® nedu-
Hucany Kao u panmje. Taza nocroju jemuuctsern DCCB dbynkrop G” : L}, — 1Cob® koju je
npomupee pyaknuje g. Cama mmamo cibenehy reopemy koxepennuje 3a DCCB kareropuje.

Teopema 3.24. Hexa cy f,g: A — B cipeauue xawezopuje L}, warse ga je G"f = G"g.
Taga je f = g, wWo ject, gynxitop G" : L, — Cob® je ejepan.

Joxas. Nmamo na je G" o L : L1, — 1Cob? jenan CCB dbynxTop, ma momto je L) cioboiHa
CCB xkareropuja ciaujequ ga je G” o L = G'. 13 Teopeme 3.22 umamo na je G’ Bjepan, a us
neme 3.23 n1a je L mzomopdusam, ogakiie caujeau jia je G Bjepa. O
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I'maBa 4

KpurepujymMmu nocrojama OUIIPoOU3BOIA
Yy MOHOMJAJIHUM KaTeropujama

P. Xjycron je y [15] mokazao na ce y KOMOAKTHO 3aTBOPEHUM KaTeropujaMa KOHATHH PO~
M3BOJIM M KOIPOU3BO/M TOKJanajy. Harmomenumo na je XjycToH mocMaTpao HECHMETPUTHE
KOMIIAKTHO 3aTBOpeHe Kareropuje (O3HATE U TOJ HA3MBOM QYWOHOMHE WU PUZUGHE KaTe-
ropuje), y KOjuMa cBaku 0bjeKaT MMa U JILJeBU W JIECHU JIyaJl.

Bampapo, XjyCTOH je I0Ka3a0 ONIITUjI PE3y/ITaT OJf TopeHaBeaeHor. [Iperusnanje, qoka3ao
je ma ako je A MOHOHMAJTHA KATEropuja ca KOHAYHWM IMPOU3BOJIMMA M KOIPOU3BOJINMA TAKBA
na 3a cBaku objekar A on A dynkrop A ® _ uyBa mpomsBoje, a ¢GpyHKTOp _ ® A uyBa
KompousBoze, tana A mva xonawne ounpomssoge. V3 [10, Proposition 2.10.8| camjeam ma
[IOCTOjarke JIMjEBOT U JIeCHOT ayasa o A mmmuiupa jga dyarTopu A ® — un _ ® A umajy
U JIMjeBM W JIECHU aJjJyHKT, ojakJye kopucrehn |28, V.5| nobujamo na dynkropn A ® _ un
_ ® A gyBajy npousBojie U KOnpouspoje. V3 nMpeTxoHOr AUPEKTHO CIAUjeIN Ja Cy KOHAYHU
IPOU3BOU OUIIPOU3BOIN Y KOMIIAKTHO 32TBOPEHUM KaTeropujama.

P. Tapuep u /I. Illenu cy y [11] yommruau oBaj pe3ysiTar Tako IITO Cy MOKA3AJIU JIa
MOHOU/IAJIHA KATEroprja ca KOHAYHUM KOompou3BoauMa (ykibydayjyhu naurmjanan objekar 0),
Koje uyBajy dyHkTopu A ® _, mMa Hysla objeKaT M KOHaUHEe OUIIPOU3BOJIE AKO U CaMO AKO
naunmjaaau objekar 0 u konpoussos I L1 umajy jecte gyajie (Baxku Takobhe u jiyasHa Bep3uja
oBor TBphema). VY J0Ka3y Cy KOPUCTHJIM YHUE-EHUILY Ja je Kareropuja ca OMIIPOU3BOIUMA
HYKHO CEeMHU-3/IATUBHA, & jeJlaH OJI OCHOBHUX KOpakKa y JIOKa3y je KapaKTepu3alldja CeMU-
QIMTUBHUX KATEropuja IMPEKO IO0CTOjarba CTPYKTYpe KOMarMe ca KOjeJWHUIIOM Ha CBAKOM
objekTy.

Y oBoj rmaBu he GuTH IpeJCTAB/LEH eJleMEHTapaH JoKa3 (6s1aror yomInrermba) [JIABHOL
pesynrara u3 [11]. Hamme, nokazahemo ma mpermocraBka Koja ce TUYe JECHUX JLyajia MOMKE
outnu ocaabipena. Ilperusnuje, 3a mocTojarbe KOHAUYHUX OMIIPON3BO/Ia je 10BObHO Aa 0 u [ LI ]
uMajy camo siecte cemu-gyase (B. neduruimjy 4.1). Tokas koju hemo oBije nmpencTaBuTH He
KODHUCTH CEeMU-3IUTUBHY CTPYKTYpPY KaTeropmja ca OWIIPOM3BOAMMA HUTU KapaKTEPU3AIH]y
Te CTPYKType MOoMOhy KOoMarmMum ca KOjeIuHUIaMa, U y TOM CMUCIY je jeJIHOCTABHUjU HErO
Jokas u3 [11].

Takobhe, y oBoj rimaBu hemo pasmMoTpuTH aHAJOTHU PE3YIATAT KOj CE THUYE IMPOU3BOJHHUX
(He camo KOHaUHUX) GunpousBoja. IIpuMujeTrmMo Ja je jeslaHn KpUTEePHjyM 3a MOCTOjakhe TPO-
U3BOJBHUX OUIIPOU3BOJIA Y CEMU-aIUTUBHUM Kareropujama gat y [16, Theorem 1.4], kao u
Jla MOHOU/IaJIHE KaTeropuje ca 0eCKOHAYHUM OWIIPOM3BOJMMA UMAjy 3HAYAJHY YJIOTY V KEaH-
WUTATUEHUM  Mogeauma uspasynasara (B. [24, Oxjemax 3| u |25, Ogjessax 111]). Osu
MOJIEJIM Ce OJIHOCE Ha CEMAaHTHWKY JIMHeapHe JIOTUKE y KOjOj ce JOKa3W MHTPEIPETUPAjy Kao
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4.1. IIPUIIPEMHA TBPBERKA

JIMHEeapHa MpeCc/IMKaBama n3Mely BEeKTOPCKUX MpocTopa (MM ONMIITHje MoLyJ/Ia). Beckonaunu
OUIIPOU3BOAM Y OBUM MOJIEIMMa Cy HOTPeOHU 3a KOHCTPYKIHUjy JTHMHEAPHOI eKCIIOHCHIUjasa,
lA. TIomTo KBaHTUTATUBHA CEMAHTUKA UMa IPUMjeHy Y KBAHTHOM padyHapCTBY, OECKOHAYHU
6UIpPON3BOAM HAJIA3e CBOjy IpuMjeHy u y oBoj obsmactu (B. |31, Onjessaxk 4])

4.1 IIpunpemnua tBphema

Y macraBky he Ham GUTH TOTPEOHO J1a MOXKEMO TOBOPHUTH O JyajaHuM objekTuMa y (He
HY?KHO CUMETPUYHUM) CTPUKTHUM MOHOMJIAJHUM KaTeropujama. 360 OJICyCTBa CUMETpUje,
pasiMKyjemMo mojMoBe gechoz u aujesoz myana (ym. gedwununujy 1.10). Takobe, yBomumo u
ojaM cemu-gyang.

Heduuunmja 4.1. Heka je A o6jekar crpukrae MoHOHIaHe KaTeropuje (A, ®, ). Kaxemo
na je B gecnu gyaa om A (A je aujesu gyan on B) xama mocroje crpeaune 7: 1 — B A n
£: A® B — [ TakBe J1a Baxke jeTHAKOCTU

(4.1) (e®A)o(A®n)=14 nu (BRe)o(n® B)=1p.

Axo Bazku camo npBa jegHakoct y (4.1), kaxkemo na je B gechu cemu-gyan on A (A je aujesu
cemu-gyan on B).

JIlema 4.1. Hexa je (A, ®,I) monougaana xatwezopuja ca wyaa objeximom 0 Koza wysajy
Pynxmopu A® _ : A— A, 3a ceaxo A € ob(A). Taga 3a ciipeauye f: A— B ug:C — D
uz A saorcu

(4.2) J®0cp =0agc8ep =045®g.

Hoxas. Imamo na je Oc,p = u o v 3a jenuucrsene crpesune v : 0 — D nv: C — 0. Taga je
f®0cp=(fOu)o(A®v)3a fRUu:A®R0 > B®DuA®v: A®C - A® 0. Ilomro
A® _ gysa 0, mmamo 1a je A ® 0 mysna objekar. Cajta jeTMHCTBEHOCT HyJ/1a CTpesuie u3mehy
nBa objexra nmmnnupa 1a je f ® 0cp = 0agcpep- Apyru nuo jennakocru (4.2) caujequ Ha
CIVYaH HAYWH. 0

Hamomena 4.1. Hexka je (A, ®, ) cTpuKTHA MOHOUIAIHA KATErOPUja KOja TMOCjeyje KOmpo-
u3zox [ LI I. (Y macraBky hemo xompoussoj I U I o3nagasaru ca 2.) Ilpermocrasumo ja
dysrropn A ® _ : A — A, 3a cBako A € ob(A), ayBajy kompoussox 2. Tama moxkemo Jie-
dunucaru kompoussoxa A LI A kao A ® 2, a 3a crpemune f,g : A — B MoxKeMmo jgeduHrCcaTH
fUg: AUA — Bl B ka0 jeluHCTBEHY CTPEJIUIy TaKBY Ja JIHjarpam

A® I I

— A |_| A L A
1 i l
B

B — Bl_IB <—
Bt Beug

komyTupa. Crenujasno, f Ll f ce mokana ca f ® 2. Takobe, qupekTHO ce moKa3yje jia 3a
npousBosban objekar C' u crpenuie u,v : B — C Baxnu

[u,v] o (fUg) =[uo f,vog],
(ulv)o(fUg)=(uof)U(vog),
Co(fug)=Caflu(Cxyg).
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Hammomena 4.2. Axko kareropuja A mma mHunmjaaau oojekar 0, Taga MOKEMO JepUHUCATH
korpon3pos A LI 0 kao A, momrTo je

A48

KOIpou3Bo, aujarpaMm (k4 je jeiMHCTBeHa crpesulia u3 wHUImjagaHor objekra 0). Comdno,
MoxkeMo Jlecdbuancaru Korpoussoa 0 LI A kao A. Chujenm ma 3a crpemuity f : A — B Baxwn
[f,kB| = [ = [kB, []. Takobe, ako je 0 nyna objekar u 74 jeauncrBera crpesmna y 0, MOKEMO
necpurncaru 14 U 74 Kao (14, k4 0 T4] 1 coimano 74 U 14 Ka0 (K4 © T4, 14].

Jlema 4.2. Hexa je (A, ®,1) clUpuk@na morougaita xamiezopuja ca wyaa objexiom 0 u xo-
upouseogom 2, Koje wysajy pymrimopu AQ_ : A — A, 3a cearxo A € ob(A). Ipewitoctiasumo
ga 2 uma gecHu cemu-gyan. Taga woctwoju cupesuua 04 : A — AU A waxsa ga:

(1) 3a jegunc@iseny citipeauuy Ta : A — 0 saotcu (1aU7Ta)0da = (TalUlg)o0da;
(2) 3a f: A— B eaorcu (fU f)ods=dpof;

(3) aa woupoussog ALIB easicu [1Yy ol g, 1% gomi glodaus = laugp, 2gjejeml 5 = [14,05 4]
2 _
u 7TA,B = [OA,Ba ILB}.

/loxas. Heka je D nmecum cemu-iyaa on 2, To ject, moctoje crpeyure 1 @ I — D ® 2 u
£:2® D — I takse 1a je (¢ ®2) o (2®n) = Ly. Hedunumumo upso crpesure x; : D — [
caco(ip;®D),3aie{1,2}, asarnm gedunummmo 4 kao A ® ((x1 U x2) o). Ipuje nero
mro jjokaxkemo TBphema (1)-(3), mokaxkumo cipesehy momohny jemHakoct

(4.3) (x;Uxi)on= L?I, 3a i€ {1,2}.
Kopucrehu nanomeny 4.1, umamo
(iUxi)on=(xi®2)on=(c®2)0(1y;®d®2)0(I®n)

= (e®2) o (@0 =(®2)o(20ir) ®(nol))
:(5®2)O(2®77)04,1:Lif,1-

Bparumo ce caga tBphemuma sieme.

(1) Kopucrehn namomeny 4.1, mvamo

(lad7a)odsa=(LaUTg)o(A® (x1Ux2)) o (A®n)

)
= (Tat7a)o ((A®x1) U(A®x2)) o (A®n)
= (A®x1) U (a0 (A®X2))) 0 (A® 1)
= (A@x)U(rac(A®x1))) o (A®n),

rjje Mocsbe/iiba jeJHAKOCT BaxKu jep je 0 tepmunasnu objekar. Caja, Kopucrehu MTOHOBO
Haromeny 4.1 u jennaxocr (4.3), umamo

(Tal7a)oda=(lal7a)o (AR x1)U(A®x1)) o (A®n)
= (Ialma)o(A® ((aUx1)on) =(lalra)o (A®er;) = La.

Hpyru mwo tBphema (1) camjeau Ha caudaH HAYWH.
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(2) U3 6udyHKTOPHjaTHOCTH TEH30PA UMAMO

(fuf)eda=(f®2)0(A®((xaUxz)on))
=(B@((x1Uxz)on)o(f®l)=1dpo f

(3) Kopucrehu nperxonna TBpherma oBe jieme, nMaMo

[%14,3 © 7T}4,B7 L,24,B © 7‘-124,3] © (LL,B U Lil,B) 004
[t 5, 04,4u8] © 64

[L}LLBaHAUB] o (]IA L TA) e} 5A = L114,B'

1 1 2 2 1
[LA,B OTARB>tABPC 7TA,B] ©0AUB © TW:;

Comano, [t} pomh 5,4 o T4 gl ©0aup 0 14 5 = 14 5, OMaKse ciujenu TBphere. O

4.2 TI'nmaBHa TeopemMa

Cipesieha Teopema je riiaBuu pesyirar paga [40].

Teopema 4.3. Hexa je (A, ®, ) clupukiing MOHOUGAAHG KATLEZOPUIA CO UHULUJAAHUM 06jeK-
wom 0 u Koupoussogom 2, koje wysajy pynx@opu AR _ : A — A, 3a ceaxo A € ob(A). Taga
cy cwegeha wepherva ex8UBANEHTUHA:

(1) 0 je nyaa objexall u c6aKU KOHAYWHU KOUPOU3BOg Koju Gocwoju y A je butipoussoy;
(2) 0 je nyaa objexa u 2 ® 2 je 6uupoudsoy;

(8) objexiu 0 u 2 cy camo-gyarnu;

(4) Gocoju cupeauya u3 I y 0 u 2 uma gechu cemu-gyan.

Jlokas. Ilomro (1) = (2) ounryienno Baxku, nmokaxxumo (2) = (3). doxkaxkumo npso ga je 0
camo-ayastan. OyHkrop A ® _ ayBa mauinmjasaau objekar 0, na je 0 ® 0 uaunmja i objekar
u crora m3omopdan ca 0. Hakse, 0 ® 0 je Takohe u Tepmunanauu objekar. Jledunurmmmo
n: I — 0®0 kao jequncTBeny crpesuily y Tepmuaasan objekatr 0 ® 0, a € : 0 ® 0 — [ kao
jemumHCTBEHY cTpesuily u3 nHunmjaaHor objekra 0 ® 0. Tana jexrarkoctu (0 ®e)o (n®0) = 1y
u (e ®0)o(0®n) = 1o Baxke jep je 1y jemuna crpesmna uz 0y 0.

Hokaxkumo 11a je 2 camo-ayastan. llomro 2 ® _ gyBa KommpomsBoje, UMaMo Jia je

2®L},1 2®L%,1

(4.4) 2 —52®2+——2

KOTIPOM3BO/I aujarpam. Takohe, TBpAuMoO Jia je

2
QTT 1

2
202 ——

2®7r},1

(4.5) 2 L 2

npoussoa aujarpam, raje je mp; = [17,07;] u 77 ; = (07,7, 1;]. Tlomro je 2 ® 2 Gumpoussof,
JIOBOJBHO je J0Ka3aTu

2® 7T},1) °(2® L},[) = Lo, 2® 7T?,1) °o(2® L%[) = Lo,
2® W}J) °(2® L%I) = 02, 2® W?,I) °(2® L},I) = 02,2.
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Oge jemnakocTu caujesie n3 OndyHKTOPUjaTHOCTHA TEH30PA, TeUHATII]je OUTTPOU3BO/IA U JIEMe
4.1, rako na je (4.5) 3amcra IPOU3BOJL JHUjarpaM.

Casa mozkemo gedunucarn 1) 0 I — 2®2 Kao (tf 7,17 ;) (mormro je (4.5) mpousBos ujarpan)
ne:202 — I kao [ﬂ} I 7T% ;] (mormrro je (4.4) xorpoussoj nujarpam). IIposjepumo jenrnakocTn
(4.1). U3 manomene 4.1 nmamo

2®e)o(n®2) =2 ,mil)o(mUn) =2@7 2@ ]o(nUn)
=[2® 7%,1) on, (2® W?,I) on| = [l’},la L?,I] = L,.

Hpyry jennakocr y (4.1) mokasyjemMo Ha CIMYAH HAYWH.

[Momrro mvmmmkanuja (3) = (4) camjean AUPeKTHO, ocTaje jour Ja mokaxkemo (4) = (1).
Hoxazkumo tpBo ga je 0 mysa objekar. Heka je ¢ crpemuma uz [ y 0. 3a A € ob(A) umamo
crpeuiy A® ¢ : A - A® 0, a momro je A ® 0 usomopdHOo ca 0, UMAMO U CTPEJHILY
fus Ay 0. Hokaxumo mga je f jemurcrBena. I3 OudyHKTOPHUjATHOCTH TEH30Pa BaXKH
0®@¢)of =(f®0)o(A®p). IHomro je A® 0 urnmjasnu objekar, crpemuna f @ 0 je
jenHaka jequHcTBeHO] crpenunn £ : A®0 — 0® 0. Takohe, crpesmmia 0 ® ¢ je nHBepTUOMITHA,
oo ¢y 0 u 0 ® 0 uaunmjasan objekt. Ao o3naummo mHBEP3 011 0 ® ¢ ca 1, mmamo 1a je
f=1voko(A® p), omakie ouuryieHO caujeau na je [ jeMHCTBEHA.

Ia bucmo JoKaz3asum j1a cy CBU KOHATHU KOITPOU3BOIM OUITPOU3BO/IH, JOBOJHHO j€ JIOKa3aTHh
Jla Cy CBU KOIPOM3BO/IM MapoBa objekara 3arpaBo dunpoussomau. IIpermocrasumo ma je AL B
KOTIPOM3BO/I U ITOKAXKUMO J1a je oH Takohe u npousBos. IIpojekiuje 7T114, pH 7T124, p deduHuIIEMO
kao y jemu 4.2. 3a npoussosban objekar C' u crpenmune f: C' — Au g : C — B, nedunuinmmmo
h:C— AUB ca

_ 1 2
h = [LA,B o f, ta,B° gl odc,

rije je 6 crpenuna u3 jgeme 4.2. Jla 6ucMo J1oKa3am KOMYTaATUBHOCT MTPOW3BOJL JHjarpama,

kopuctuhemo HaroMmene 4.1 u 4.2, kao u jiemy 4.2, omakJe CIujean

77114,8 oh= 7T,14,B ° [L,14,Bofy L?A,B oglodc =[f,0¢,a]odc
= [f, k4] o (Le UTe) 0 dc = [f, ka] = f.

Jennakocr 74 p o h = g nobujamo Ha ciuuan HauuH. [la GUCMO JIOKA3a/IH jeJMHCTBEHOCT
on h, npernocrasumo ja je h' : C' — AU B Heka cTpejuia TakBa fa je mygoh’ = f u
i g oh’ = g. Hakne, umamo 14 gormhgoh' =1 gofuiygorigoh’ =14 509, mro

MMILTAIIDA, [ty 0 Ty g o W', 1% g oy po '] odc = h. U3 nanmomene 4.1 u neme 4.2 umamo

1 1 ) 2 / 11 1 2 2 ' !
[LA,B OTpB©O h, lap©OTap© R odc = [LA,B OCTaB taB®° 7TA,B] o(hUM)odc

7,1 1 2 2 /AN
= [LA,B OTAB:tABP° 7TA,B] odaupoh =1,

onmakJie caujenu h' = h. O

4.3 Cuaydaj Ipou3BO/bHUX OMIIPOM3BOIA

Y oBoM ozjesbKy hemo pasmorpuTu Bep3ujy Teopeme 4.3 Koja ce TWUe MPOM3BOJbHUX (He
HY?KHO KOHAUHUX) 6unpoussoma. [IpBo hemo mpuiaroguru HOTAIM]y TOM CIy4ajy, a 3aTUM
moauduKoBaTu pedynrare nobujere y oxjesbky 4.1. Heka je A =[] ied A KompomusBo/, ca MH-
jeKImjama Lil :A; — Aszaj e J. Bacrpemure f; : A; — B o3nagasamo ca [f;]jes jequncrseny
crpenuiy Taksy ja je [f;]jesotf = fi 3a cBako k € J. Jlyasmo, neka je A = HjeJ A, mpousBoz,
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4.3. CJAYYAJ IPOU3BO/bHUX BUIIPOU3BO/A

ca mpojekmmjama ) : A — A;zaj € J Tama 3a crpenune f; : B — A; o3nagaBamo ca (f;) e
je/IMHCTBEHY cTpesuiy TakBy ja je mk o (fj)ics = fix 3a cBako k € J Ba crpesmmre u u v

oxrosapajyher tuna umamo u o [filjes = [wo filies u (fj)jes0v = (fjov)jey.

Ba npousBosbaH ckym J, kociwieuen J - A je konpousson |J| konuja ox A, To jecr, J - A =
[I;c; A Y crpukToj monounanuoj xareropuju (A, ®,I) ca kocrenenom .J - I xora 4uysajy
dbyurTOpr A®_, MOxxeMO fedunucaru Kocrener J-A xkao A®(J-I). 3a crpemune f; : A — B,
J € J, moxemo nedunucaru | | jesfitd+A— J- B Kao jequHCTBeHY CTpeJHIY TaKBY Ja 3a

cBako k € J Baxu
(I15)caed)=Beb)ef

jeJ

Axo 3a cBako j,k € J Baxu f; = fi = f, crpemumy ]_[ <y J; osHagaBamo ca J - f u Baxku Ja
ce J - f mokmama ca f ® (J - I). 3a objekar C' u crpemurne g; : B — C Baxkn

g]]GJOHfJ Of]]€J7

jeJ

<ng> o (j]g[}fj) Zggjofm

jed

collrn=][ces

jeJ JjeJ

Heka je A kareropwuja ca waunujagauM objekrom 0 u Heka je k € J pukcupaHu WHIEKC.
Tama moxxkemo nedmHUCATH KOIIPOU3BO/L

A =k
HAj, raje je Aj:{ J ’

ied 0, wuHaue,
kao A. Ba f: A — B, crpenuiy

f7 ]:k7

Kp, WHade,

[fj]jEJZA%B, F,ZLjeje fj: {

ozHauaBaMo ca [f, kp|p m umamo nma je [f, kgl = f 3a cBako k € J. Takobe, ako je 0 nysa
objekar u 74 : A — 0, Taga crpesmily

]lA7 j: ka

TA, WHade,

HijJ'A—>A, rﬂjeje f]:{

jedJ

oznagaBamMo ca (14 U7a),. Cana Ha UCTH HAYMH HA KOjU CMO JloKa3asu jgemy 4.2 mobujamo u
Joka3 cibesehe anaiorue Bep3uje Te JeMe.

Jlema 4.4. Hexa je (A, ®,1) clipukiinag monougarna xamezopuja ca wyaa objextom 0 u
koctueuenom J - 1, xoje wysajy dynk@opu A® _ : A — A, 3a ceaxo A € ob(A). Ilpewio-
cwasumo ga objexat J - I uma gecnu cemu-gyan. Taga wocwoju cpesuya 64 @ A — J - A
waxea qa:

(1) 3a Ta:A—0 u3acearo k € J saorcu (1oL Ta)goda = Ly;

(2) 3a f: A— B eaocu (J- f)ods=0dpo f;
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(3) 3a koupoussog A sasrcu [L‘Z%Oﬂ'i&]je‘]oéA = 14, 2gje cy upojexyuje Wil 3a 7 € J gedpurucane
AHANOZHO KAO Y NEMU 4.2.

Konauno, kopuctehn seme 4.1 u 4.4 u u3Bogehu ncre Kopake Kao y Jiokazy Teopeme 4.3,
J1001jaMo U JI0Ka3 c/begeher aHaJIOTHOT pe3yJITaTa KOju ce THYe IMPOU3BOJFHUX OUIIPOU3BOIA.

Teopema 4.5. Hexa je (A, ®, 1) clupuxiing monougasna kaieZopuja Koja Gocjegyje uHut-
jaanu objexatwi 0 u upoussomHe KocweueHe jeqguHuwHoz objextua I, xoje wysajy Pynrmwopu
A®_: A— A, 3a cearo A € ob(A). Taga cy cwegeha wsephera ex6u8areHTHA:

( 1 ) 0 je nyaa 06jeKatl u UPOUIBOLHYU KOUPOU3BOJU Koju Uoctwoje Yy A cy buuptoussogu;

(2) 0 je nysa objexali u 3a upoussowan kocweter J - I umamo ga je (J - 1)@ (J - 1)
ouUPoOU360g;

(3) objexat 0 u ceu kocwetenu og I cy camo-gyanmu;
(4) aoctioju ctapesuya us I y 0 u céu kocwieuenu og I umajy gecne cemu-gyane.
Ha xpajy oBor ojije/bKa j1ajeMo HEKOJIUKO IIPUMjepa.

ITpumjep 4.1. I[Tocmarpajmo kateropujy Vectr BekTopckux mpocropa HaJl mojbeMm R. Ona je
MOHOMJAJIHA KaJa y3MEMO Ja je ® CTaHJapJHA TEH30PCKHU IPOU3BOJ BEKTOPCKUX IIPOCTOPA
(B. mpumjep 1.2). Muunumjanau objekar y Vectr je TpuBmjasnu BekTOpcku mpocrop {0},
jemuuananu objexar je R, a kompoussos je nupekraa cyma @. N3 Ve{0} = {0} u Vo (ReR) =
(VoR)® (V®R) camjequ na dyukrop V @ _ uysa naunumjaaau objekar {0} u Kormpousso/
R @ R. Heka je {e1,ex} 6aza oq R & R = R% Taza, ako medunumenmo 7 : R — R? @ R? ca

n(l) =e; e + e @ e,

ne:REQR2 > R ca
I, 1=y,
ele; ®e;) = ) ]
(e @e;) {0, i # J,

HUje Temko BuajeTn Ja je objekar R@ R camo-ayasnan. Takobe, mako BuanMo na je m objexar
{0} camo-myaman. Cama uz Teopeme 4.3 cimjeru ja je {0} mysa objekar u jga je Vecty
KaTeropuja ca KOHAYHUM OUITPOU3BOIUMA.

Axo je J beckonauan ckyi, Taja je kocreren V = P es R OeCKOHAMHO-UMEH3UOHAIHN
BekTOpCKHU mpocTop. llokaxkmmo ma V Hema mecHu cemu-iyasi. 3amcra, aKO MPETIOCTABUMO
na je W necuu cemu-syast ox V', Tajia mocroje JimHeapHa mpeciukaBama 1 : R — W @ V u
e:V®W — R, TakBa J1a je KOMIIO3UITHja

eR1Ly

(4.6) VL veweV 2 v

jemnaka ly. IIpernmocrasumo na je {w; | ¢ € A} 6aza og W u {v; | j € B} 6a3a ox V. Tazna
nocroje konaunu ckynosu Ay C A, By C B u peaysnu 6pojeBu ¢; ; TaKBU 12 je

(1) = cijlwi ®v)).
i€Ap
JE€Bo

Hexka je V' mormpocrop ox V' remepucan ca {v; | j € By}. Tana je cimka xomnosunuje (4.6)
cagpzkana y V. Ilomro je V' KoHAYHO-IMMEH3MOHAJIAH, CJUjEeIA Ja je€ ¥ CJIUKA KOMIIO3UIIH]je
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4.3. CJAYYAJ IPOU3BO/bHUX BUIIPOU3BO/A

(4.6) xonauano-gumesnonana (yu. [10, Example 2.10.12]). Mehyruwm, oBo je y KoHTpatuKImjn
ca MpeTIoCTaBKOM Jia je KoMmmosunuja (4.6) jennaka 1y. Jdakne, V Hema jnecHu ceMu-yadt, ma
Ha OCHOBY TeopeMe 4.5 3ak/bydyjeMo ja kareropuja Vectr Hema OeckonadHe OUIIPOU3BOJIE.

IIpumjep 4.2. Monounanana cTpykTtypa Ha kareropuju Rel ckynoBa n OunapHux peJianmja
je medunncana lekaproBuMm mpousBogoMm ckymoba (B. mpumjep 1.2). Vuunumjamam objexar
vy Rel je npazan ckyn (), jequananu objekar je OUIIO KOjU CHHTITOH {*}, & KOIPOU3BOJ je
mucjyakraa yamja Ll I3 X x 0 2 0u X x (YU Z) 2 (X xY)U(X X Z) cmjenm na hyHKTOD
X X _ gysa ununmjaaan objekat () u cBe Kocrenene jemuauanor objekta {*}. U3 mpumjepa
1.3 mmamo na cy csu objektu Kareropuje Rel camo-myannu. Crenujasnno, objexkar () u csu
kocrenenu of {*} cy camo-myannu. Casna us Treopeme 4.5 camjenn na je () mysna objekar u na
kareroprja Rel nma npousBosbhe (KoHauHe u GeCKOHAYHE) GUIIPOU3BOJIE.

Hanomena 4.3. I3 MeksejuoBe Teopeme 0 CTPUKTUMUKAIUUA CJIAUjEU JIa je CBAKA MOHOU-
JIAJTHA KATEropuja eKBUBaJeHTHA CTPUKTHO] MOHOU1a/IHO] Kareropuju (B. [28, X1.3, Theorem
1]). IpumujeTnmo ma cMO y MPETXOIHUM IIPUMjEPHMa 3aIPaBO MOCMATPAJIN CTPUKTH(MUKA-
nuje yobmdajeHnx MOHOMJAJTHUX KaTeropuja Vectr n Rel.
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Cnucak jegHaAKOCTH

OB1je HABOIMMO HajBaXKHU]je jeJIHAKOCTU KOje Ce T0jaBJby]y y NPETXOIHOM TEKCTY.

MONy HUX ce MOry JAedUHHUCATU CBE KJIace KATEropuja IIOMEHyTe Y OBOj Te3H.

(J1) Baf: A= B,g: B—-Cuh:C — D Baxn
Jola=f=1gof, (hog)o f=ho(gof),
(J2) 3a fr: A= B, fo:B—>C,gi: A = B ugs: B — ' pamu
14®1p = lags, (fo®g2)o(fr®ag) = (fa0f1) ®(g2001),
(J3) 3a fr: A= B, fo:B—>C,gi: A = B ugs: B — C pamu
14®1p = lags, (fo®g2) o (fr®g1) = (fa0 f1) B (g2091),
(J4) 3a fr: A= B, fo:B—=C,gi: A = B ugs: B — ' pamu
A—olp=T4.p, (A—oga)o(A—og)=A—(g0oaq),
(J5) Baf: A=A, g:B— B uh:C — (' Baxnu
(f®g)@h)oaapc=aap.co(f®(g®h)),
QZ}B,COQA,B,C = lagBe0) O‘A,B,COOZ;‘}BC = lagB)ec,

Ba f:A— A Baxku folg=Ayo(I® f),

)\ZlOAAI]l]Q@A, )\AO)\zlzﬂA,

palopa=Tagr, paopy =1la,

)
)
)
J9) Ba f: A— A Baxu fopy=pao(f®I),
)
)3af:A—-Aug:B— B Baxku (g® f)ooap=o0apo(f®g),
) 0Bacoap = lags,
)

Ba g: B — B Baxu
(A— (A®g))onap =mnap 09,

(J14) Ba g : B — B’ Baxu
goeap=capo(A®(A—yg)),
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(J15) Ba f: A— A'ug: B — B Baxnu

(fog)o 0,14,3 = L,14',B/ o f, (fog)o 0,24,3 = L,24/,B/ °yg,
(J16) Ba f: A— A ug: B — B Baxn

fo 7T}4,B = 77114/,3' o(f®g), 9077124,3 = 7124/,3/ o(f®g),

(A —° €A,B) ONA,A—-B = 1a—p, €A,AQB © (A & 77A,B) = lawB,;

1 1 _ 2 2 _
Tap©Otlap=1L1a, Tapoityp=I1s,

(J17)
(J18)
(J19) ”31,3 ° L,l4,B = 04,8, 7T,14,B © Li,B = 0p,4,
(J20) L114,B ° 7@1,3 + Li,B ° WE!,B = lass,

(J21)

3a f1, fo, f3, f : A — B Baxu

i+t f)=h+f)+fs,  fith=FL+h  [f+0as=/
(J22) Ba fi,fo: A= B,g: B—=C, g1,g2: A = B u f: B' = C' Baxu
(r+g)of=gof+tgof, go(fitfr)=gofit+tgolf,

(J23) Ba f: A — A’ Baxu

Oapof=0a5, foO0pa=0gu,
(J24) aags,cp © aBoep = (@ac ® D)o aspecp o (A®agcp),
(J25) A® Ap = (pa ® B) o aa s,
(J26) pa=Aaooay,
(J27) acapooagpcoaapc = (0ac®B)oascpo(A®opc),
(J28) 090 = Lo,
(J29) pa- o (A" ®ea) 00y 440 0 (N4 ® A*) 0 Aji = L,
(J30) Aao(ea®A)oapa-ao(ARna)op,' =14,
(I31) =14, (gof)f=flogl fit=r,
(J32) (f®g) = fTadl, aj47B7C = 04,71,13,07 )‘11 =0 Pix =4

(J33) 0273 = 0B.4,

(J34) 0A,A% O 82 =MNa,
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Coucak kareropmuja

Hapenna Tabesna cajip:ku cBe Kjiace KaTeropuja Koje ce IOMHIbY Y OBOj Te3H. 3a CBaKy Off
IbUX HABOJAVUMO KapaKTEPUCTUYIHE jeTHAKOCTU CA ITPETXOIHOT CIIUCKA KOje BaxKe y TO] KJIACH,

Ka0 U TUIIWYIHE TIPUM]jeEpE.

KJaca JETHAKOCTHU npuMjepu
KaTeropuje (J1) Set, Top
MOHOU/IAJIHE KaTeropuje (J1)-(J2), (J5)-(J10), (J24)-(J25) | Set, Top
CUMETPUYIHE MOHOWIAJTHE
carcrommic (J1)-(J2), (J5)-(J12), (J24)-(J27) | Set, Top
CHMEeTPUYIHE MOHOUIATHO (J1)-(J2), (J4)-(J14), (J17)
3aTBOPEHE KaTeropuje (J24)-(J27) Set, Vectx
KOMITAKTHO 3aTBODEHE (J1)-(J2), (J5)-(J12), .
KaTeropuje (J24)-(J27), (J29)-(J30) FinVecty, Rel
: (J1), (J3), (J15)-(J16),
KaTeropuje ca OUITPOU3BOINMA (J18)-(J23), (J28) Vecty, Cmd
MOHOUJIAJTHE KATEropuje (J1)-(J3), (J5)-(J10),
ca GUITPOM3BOUMA (J15)-(J16), (J18)-(J25), (J28) | ¥ ectx, Cmd
CUMETPHUYIHE MOHOW/AJTHE (J1)-(J3), (J5)-(J12),
kaTeropuje ca bunpoussomuma | (J15)-(J16), (J18)-(J28) Vecty, Cmd
CUMETpPUYHE MOHOUJIAJIHO
3aTBOpDEHE KaTeropuje ca (J1)-(J28) Vecty, Cmd
OUIIPOU3BOIUMA
KOMIIAKTHO 3aTBOPEHe (J1)-(33), (J5)-(J12), .
kareropuje ca ounpoussoguma | (J15)-(J16), (J18)-(J30) FinVecty, Rel
KaTeropuje ca MHBOJIYII]jOM (J1), (J31) Hilb, 1Cob
MOHOWJIAJTHE KaTErOPH]je (J1)-(J2), (J5)-(J10), .
ca MHBOJIYIMjOM (J24)-(J25), (J31)-(J32) Hilb, 1Cob
CHMETpHYHE MOHOUIAJIHE (J1)-(J2), (J5)-(J12), .
KaTEropuje ca MHBOJLYIMjOM (J24)-(J27), (J31)-(J33) Hilb, 1Cob
KOMITAKTHO 3aTBOPEHE (J1)-(J2), (J5)-(J12), R
KaTeropuje ca MHBOJIYIIjOM (J24)-(J27), (J29)-(J34) FinHilb, 1Cob
KOMIIAKTHO 3aTBOPEHE
: : (J1)-(J3), (J5)-(J12), R
KaTeropuje ca WHBOJIYIIAjOM FinHilb, Rel
u T-6unpomsBonuMa (J15)-(J16), (J18)-(J35)
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Xujepapxmja KaTeropmja Koje ce
IIOMUBY Y Te3U

Ha cipenehem mujarpamy je mpejcraBibeHa Xujepapxuja (Kiaca) KaTeropuja Koje ce moMu-
by y Te3u. ujarpam autamMo Ha cjbejiehu HaYMH: aKo je KJjaca X CIIojeHa y3/1a3HOM JIMHUJOM
ca kJiacoM Y, To 3Haun jJa je X moTkJaca of Y .

s p
KaTeropuje
7 = \ [ N\ [ - )
KaTeropuje ca OUMpou3BoIUMa MOHOMJIaJIHE KaTeropuje KaTeropHje ca MHBOJIYLHjOM
e - N\ \ N )
MOHOHU/IAJIHE KaTeropuje ca . MOHOHM/IAJIHE KaTeropuje ca
CHUMETPHYHE MOHOHUJIAJTHE KaTeropuje -
Ounpou3BoAMMa HHBOJIYLIHjOM
\ J \_ J \ J
N p
CHUMETPHYHE MOHOHMAIHE KaTeropHje CHMETPHYHE MOHOU/IATHO 3aTBOPEHE CHMETPHYHE MOHOU/IAIHE KaTerOpHje
ca GunpousBoanMa KaTeropuje ca MHBOJIYLIH]OM
J y,
e 1 p
CHMETpPHYHE MOHOHMIAIHO 3aTBOPEHE .
. KOMIIaKTHO 3aTBOPEHE KaTeropuje
KaTeropuje ca OUIpou3BoIuMa
\. J
4 ~ ™ =
KOMITAaKTHO 3aTBOPEHE KaTeropuje ca KOMIIaKTHO 3aTBOPEHE KaTeropuje ca
OounpousBoaMa HHBOJTYLIHjOM
\. J

— =

KOMIIAaKTHO 3aTBOPEHE KaTeropuje ca
UHBOJIYLIHjOM U T-OHIIPOU3BOAMMA
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buorpaduja ayropa

Masen 3ekuhi je pohen 5. moBeMmOpa 1987. rommue y Biacenurmu (COP Jyrociasuja).
Ocuony mikoay ,JoBan /Lyunh” je 3appmmo y [llekouhuma, a I'mmuasujy ,,Mumopan Bia-
quh” y Biracenunu. Kao cpemmorkosial je mocjehuBao cemunape maremaruke y Merpaku-
Baukoj cranuiy [lernuria ko BasbeBa, MITO je mMaJIo JIoCTa yTUIAja HA IHETOBO 00Pa30Balbe.
Marematuaku dakyarer YHupep3utrera y beorpamy je 3appimo 2011. romuue, ca mpocjed-
HOM orjerom 8.78. Mactep paj moa HaAc/JI0BOM Pumarnosa Tutioweda 3a eAutiuvke Kpuse
HAG KOHAYHUM TosuMae ooparuo je 2014. romwHe HA UCTOM (DAKYITETY.

Panno je kao nmacraBuwk y ['mMHa3Wju u cpemmuM CTPYYHUM IKojama y Biacenury,
3aTuM Kao HactaBHUK y OcHoBuOj mkou ,,Hukona Tecna” y Ckenmm kox OOpenoBIia n Kao
capaJHuK y HacTaBu Ha MartemarudkoMm cdakynrery y Beorpamy. TpenyTHo je 3amocsien Ha
Maremarwakom uacturyty CAHY.
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnuncanu-a

Opoj nHpekca

UsjaBrbyjem

[a je OKTopCcKa avcepTauuja nog HacrnoBoM

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeanioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y Aenosuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujakbe OwMNo Koje gunnome npema CTyaujCkuM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBeaEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bbpoj nHaekca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTnucanwn/a

U3sjaBrbyjem Oa je witamnaHa Beps3nja MOr OOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbuBarke Ha noptany AdurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NUYHWM nogaum Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera 1 gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTm Ha MpEXHMM CTpaHuMuama aurntanHe
BubnroTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory uy nybnukaumjama YHuBep3uteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh® aa y [Aurutantyu

penosnTopujym YHusepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy noA
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

HduncepTauunjy ca caum npunosmMma npegao/na cam y enekTpoHckom opmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBUpaH-e.

Mojy AoKTOpCKy ancepTaumjy noxpakweHy y JurntanHm penosntopujym YHmeepauTeTa y
Beorpagy mory na kopucte CBUW Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLINjanHo

3. AyTopCTBO — HEkOMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUUjanHo — AennTn nog UCTUM ycrosmMma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCcTBO — AenuTn No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Jga 3aokpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWx nuueHun, kpatak onuc
nuuUeHuu gat je Ha nonefuHm nucta).

MoTnuc pokrtopaHaa

Y Bbeorpagy,
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