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ÅÊÑÒÐÅÌÀËÍÈ ÏÐÎÁËÅÌÈ ÁÐÀÓÍÎÂÎÃ ÊÐÅÒÀ�À

È ÄÐÓÃÈÕ ÑËÓ×ÀJÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑÀ

• ÐÅÇÈÌÅ. Íåêà jåM ìàêñèìóì è íåêà jå N ìèíèìóì íåíåãàòèâíîã ìàðòèíãàëà X1, X2, . . . , Xn.
Ïîçíàòî jå äà ïîä óñëîâîì X1 = 1, âàæè

γ(‖M‖1) ≤ E (Xn logXn) è γ(‖N‖1) ≤ E (Xn logXn) ,

ãäå jå γ(x) = x− 1− log x, çà ñâå x > 0. Ó îâîj òåçè, ìè ïîêàçójåìî àíàëîãàí ðåçóëòàò ó ñëó÷àjó
êàäà jå 1 < p <∞, òàêî øòî äîêàçójåìî äà âàæè
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ãäå jå p > 1, αj < p − 1 çà j = 1, . . . , n è D (Qn) jå ôàìèëèjà ñâèõ ãóñòèíà íà n-äèìåíçèîíîj
jåäèíè÷íîj êîöêè Qn = (0, 1)n ó Rn. Îâî îìîãó£àâà äîêàç âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Õàðäèjåâå
íåjåäíàêîñòè. Íàèìå, àêî jå f : Rn+ → (0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà, p > 1 è αj < p−1 çà j = 1, . . . , n,
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âèøåäèìåíçèîíè Õàðäèjåâ îïåðàòîð, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+, t = (t1, . . . , tn) è dt = dt1 . . . dtn.
Íåêà jå B(t) ñòàíäàðäíî ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å è íåêà jå r(θ) äóæèíà ïðîjåêöèjå ñëèêå
B[0, 1] íà ïðàâó ãåíåðèñàíó jåäèíè÷íèì âåêòîðîì eθ = (cos θ, sin θ), ãäå jå 0 ≤ θ ≤ π. Ìè íàëàçèìî
çàjåäíè÷êó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ r(θ). Íàèìå, ìè äîêàçójåìî äà âàæè
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çà ñâå x > 0. Êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó, äîáèjàìî äî»å îãðàíè÷å»å çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð
ñêóïà B[0, 1], êîjå jå áî§å îä äî òàäà ïîçíàòîã äî»åã îãðàíè÷å»à. Íàèìå, ïîçíàòî jå äà âàæè
Ed ≥ 1.601, ãäå jå d äèjàìåòàð ñêóïà B[0, 1]. Ó îâîj òåçè ìè ïîêàçójåìî äà âàæè Ed ≥ 1.856.
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EXTREMAL PROBLEMS OF BROWNIAN MOTION

AND OTHER RANDOM PROCESSES

• ABSTRACT. Let M be a maximum and let N be a minimum of the non-negative martingale
X1, X2, . . . , Xn. It is well known, that if X1 = 1, then

γ(‖M‖1) ≤ E (Xn logXn) and γ(‖N‖1) ≤ E (Xn logXn) ,

where γ(x) = x − 1 − log x, for all x > 0. In this thesis, we prove the analogue of this result in the
case when 1 < p <∞, by proving that
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, for all x > 0. We also obtain a probabilistic proof of the fact
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where p > 1, αj < p−1 for j = 1, . . . , n and D (Qn) is family of all densities on the n-dimensional unit
cube Qn = (0, 1)n in Rn. This provides the proof of the multidimensional weighted Hardy inequality.
Namely, if f : Rn+ → (0,∞) is a measurable function, p > 1 and αj < p− 1 for j = 1, . . . , n, then∫
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is a multidimensional Hardy operator, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+, t = (t1, . . . , tn) and dt = dt1 . . . dtn.
Let B(t) be a standard planar Brownian motion and r(θ) be the length of the projection of B[0, 1]
on the line generated by the unit vector eθ = (cos θ, sin θ), where 0 ≤ θ ≤ π. We �nd the common
distribution function F of the random variables r(θ). Namely, we prove that

F(x) = 8

∞∑
n=1

(
1

x2
+

1

(2n− 1)2π2

)
exp

(
−(2n− 1)2π2

2x2

)
,

for every x > 0. As immediate consequence, lower bound for the expected diameter of the set B[0, 1],
better than known, is obtained. Namely, it is known that Ed ≥ 1.601, where d is the diameter of the
set B[0, 1]. In this thesis we show Ed ≥ 1.856.
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Óâîä

Êîëåêöèjà ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, èíäåêñèðàíà ïàðàìåòðîì êîjè ñå îáè÷íî èíòåðïðåòèðà êàî
âðåìå, ïðåäñòàâ§à ñëó÷àjàí ïðîöåñ. Ñëó÷àjíè ïðîöåñè, êàî íà ïðèìåð Áðàóíîâî êðåòà»å, èìàjó
ìíîãîáðîjíå ïðèìåíå ó ðàçíèì îáëàñòèìà ìàòåìàòèêå, ïîïóò àíàëèçå è ãåîìåòðèjå.

Ïðâà ãëàâà îâå äèñåðòàöèjå ïîñâå£åíà jå êëàñè÷íîj âåðîâàòíîñíîj òåîðèjè. Ó ïðâîj ñåêöèjè îâå
ãëàâå äàò jå êðàòàê ïðåãëåä îñíîâíèõ îçíàêà, òâð¢å»à è ïîjìîâà êîjè ñå êîðèñòå ó íàñòàâêó òåêñòà
è êîjè ñå îäíîñå íà âåðîâàòíîñíå ïðîñòîðå è ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå. Ó äðóãîj ñåêöèjè ñå ðàçìàòðàjó
íèçîâè ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, îäíîñíî, ñëó÷àjíè ïðîöåñè. Ïîñåáíó êëàñó ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà
ïðåäñòàâ§àjó ìàðòèíãàëè è îíè ñó çàñòóï§åíè ó òðå£îj ñåêöèjè. Ïîñòîjè âåëèêè áðîj êëàñè÷íèõ,
ê»èãà, ðàäîâà è ìîíîãðàôèjà [1�5,8,10�12,15�17,23�28,33,35�37,39,40,43�45,48,49,51�56] êîjå ñå
áàâå âåðîâàòíîñíîì òåîðèjîì íà ðàçíèì íèâîèìà, ïî÷åâ îä îíîã åëåìåíòàðíîã äî âåîìà íàïðåäíîã.
Ïîðåä òîãà, ó íàâåäíîj ëèòåðàòóðè, îïèñàíå ñó è âåëèêå ïðèìåíå âåðîâàòíîñíå òåîðèjå ó äðóãèì
ãðàíàìà ìàòåìàòèêå, ïðå ñâåãà, ó ðàçíèì ãðàíàìà ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå.

Äóáîâå ìàðòèíãàëíå íåjåäíàêîñòè ñå èçó÷àâàjó ó äðóãîj ãëàâè. Çà âèøå èíôîðìàöèjà ó âåçè
ñà êëàñè÷íèì ìàðòèíãàëíèì íåjåäíàêîñòèìà ïîãëåäàòè [14, 42]. Ó ïðâîj ñåêöèjè ñå ðàçìàòðàjó
Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêñòè, ïðåêî êîjèõ ñå ó íàðåäíèì ñåêöèjàì èçâîäå ñòàíäàðäíå Äóáîâå
Lp íåjåäíàêîñòè. Âàðèjàíòà íåñòàíäàðäíå Äóáîâå L1 íåjåäíàêîñòè, êîä êîjå jå ó ïîñìàòðàíîì
ìàðòèíãàëó ïðâà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà êîíñòàíòíà, äîêàçàíà jå ó [19]. Îðèãèíàëàí äîïðèíîñ
îâe ãëàâe, ïóáëèêîâàí jå ó ðàäó [20] è îäíîñè ñå íà ïðîó÷àâà»å ïîìåíóòå íåñòàíäàðäíå Äóáîâå
íåjåäíàêîñòè, àëè ó Lp ñëó÷àjó, ïðè ÷åìó jå 0 < p < 1 è 1 < p <∞.

Ó òðå£îj ãëàâè jå çàñòóï§åí âåðîâàòíîñíè äîêàç âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Õàðäèjåâå
íåjåäíàêîñòè. Çàïðàâî, öåëà ãëàâà jå áàçèðàíà íà îðèãèíàëíèì ðåçóëòàòèìà ïðåóçåòèì èç
ðàäà [21]. Íàèìå, êîðèñòå£è ðåëàòèâíó åíòðîïèjó, îäíîñíî, Êóëáàê-Ëàjáëåðîâó äèâåðãåíöèjó
âåðîâàòíîñíèõ ãóñòèíà íà jåäèíè÷íîj êîöêè ó âèøåäèìåíçèîíîì ðåàëíîì ïðîñòîðó èçâîäè
ñå âèøåäèìåíçèîíà òåæèíñêà Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò, êîjà êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó èìà
âèøåäèìåíçèîíó Êàðëåìàíîâó íåjåäíàêîñò.

Áðàóíîâî êðåòà»å, êàî jåäàí îä íàjâàæíèjèõ ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà ñà ìíîãîáðîjíèì ïðèìåíàìà,
jåñòå òåìàòèêà ïîñëåä»å ãëàâå. Íåêå îä êëàñè÷íèõ ðåôåðåíöè âåçàíèõ çà Áðàóíîâî êðåòà»å
jåñó [7,31,41]. Íàêîí óâîäíå ñåêöèjå, ó êîjîj ñå ðàçìàòðà ëèíåàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å, ó íàðåäíèì
ñåêöèjàìà ñå èçó÷àâà ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å, îäíîñíî, êîíâåêñàí îìîòà÷, ïåðèìåòàð è
äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à. Ïðåêî î÷åêèâàíîã ïåðèìåòðà êîíâåêñíîã îìîòà÷à
Áðàóíîâîã êðåòà»à, çà êîjè jå ïîçíàòà òà÷íà âðåäíîñò, èçâîäå ñå îñíîâíà îãðàíè÷å»à çà î÷åêèâàíè
äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à. Äîáèjåíå îöåíå çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð ïëàíàðíîã
Áðàóíîâîã êðåòà»à ïîáî§øàíå ñó ó ðàäó [38]. Îðèãèíàëàí äîïðèíîñ îâå ãëàâå çàñíîâàí jå íà
ðåçóëòàòó ïóáëèêîâàíîì ó ðàäó [22], ãäå jå äîáèjåíî íîâî äî»å îãðàíè÷å»å, áî§å îä ïðåòõîäíèõ,
çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à. Ó äîêàçó ñå, ïîðåä âåðîâàòíîñíèõ
ìåòîäà, êîðèñòè è òåîðèjà êîjà ñå îäíîñè íà ãåíåðàëèçîâàíó Jàêîáèjåâó ôóíêöèjó [47], ïðè ÷åìó
jå ñóøòèíñêè äåî îäðå¢èâà»å ôóíêöèjå ðàñïîäåëå ïðîjåêöèjà ñëèêå Áðàóíîâîã êðåòà»à íà ïðàâå
îäðå¢åíå îäãîâàðàjó£èì jåäèíè÷íèì âåêòîðèìà ó ðàâíè.

Ïîñåáíî æåëèì äà ñå çàõâàëèì ñâîì ìåíòîðó ïðîôåñîðó Ïàâëó Ìëàäåíîâè£ó íà óâî¢å»ó ó
íàó÷íè ðàä, íà èçäâîjåíîì âðåìåíó, íà ïðàâèì ñàâåòèìà è ïîäðøöè, êàî è íà »åãîâîj èñòðàjíîñòè
è ïîñâå£åíîñòè ó çàjåäíè÷êîì ðàäó. Çàõâà§ójåì ñå è îñòàëèì ÷ëàíîâèìà êîìèñèjå, ïðîôåñîðèìà
Jåëåíè Jîöêîâè£, Ëåíêè Ãëàâàø è Òàìàðè Êîëåäèí íà êîðèñíèì ñàâåòèìà, ñóãåñòèjàìà è
ïîäðøöè. Íàjâå£ó çàõâàëíîñò äóãójåì ñâîjîj ïîðîäèöè.

Ìèëèöà Jîâàëåêè£

i



Ãëàâà 1

Ñëó÷àjíè ïðîöåñè è ìàðòèíãàëè

Ó îâîj óâîäíîj ãëàâè äàò jå êðàòàê ïðåãëåä îñíîâíèõ ïîjìîâà è ðåçóëòàòà êëàñè÷íå âåðîâàòíîñíå
òåîðèjå, êîjè ñå îäíîñå íà âåðîâàòíîñíå ïðîñòîðå, ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, ñëó÷àjíå ïðîöåñå è
ìàðòèíãàëå.

1.1 Âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð è ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå

I Âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð. Óêîëèêî íèjå äðóãà÷èjå íàãëàøåíî, ó íàñòàâêó, óâåê ïîäðàçóìåâàìî
äà ðàäèìî ó îêâèðó âåðîâàòíîñíîã ïðîñòîðà (Ω,F ,P). Äàêëå, íà çàäàòîì ïðîñòîðó Ω, ôàìèëèjà
äîãà¢àjà F , îäíîñíî, ôàìèëèjà îäãîâàðàjó£èõ ïîäñêóïîâà ñêóïà Ω, jåñòå σ-àëãåáðà, øòî çíà÷è
äà ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• Ω ∈ F ;

• Àêî A ∈ F , òàäà Ω \A ∈ F ;

• Àêî An ∈ F , n ∈ N, òàäà
⋃∞
n=1An ∈ F .

Ôóíêöèjà P : F → R jåñòå âåðîâàòíîñíà ìåðà, îäíîñíî, âàæå äîëå íàâåäåíè óñëîâè:

◦ P(Ω) = 1;

◦ P(A) ≥ 0 çà ñâå A ∈ F ;

◦ Àêî ñó {An : n ∈ N} äèñjóíêòíè äîãà¢àjè èç F , òàäà âàæè P (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 P (An).

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, äèðåêòíî ñå ìîãó èçâåñòè jîø íåêà âàæíà ñâîjñòâà âåðîâàòíîñíå ìåðå P.

� P(∅) = 0;

� P(Ω \A) = 1− P(A) çà ñâå A ∈ F ;

� Àêî çà äîãà¢àjå A,B ∈ F âàæè A ⊂ B, òàäà jå P(A) ≤ P(B);

� Àêî ñó {An : n ∈ N} äîãà¢àjè èç F , òàäà âàæè P (
⋃∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1 P (An);

� Çà äîãà¢àjå A,B ∈ F âàæè P(A) + P(B) = P(A ∪B) + P(A ∩B).

Ñëåäè äà çà âåðîâàòíîñíó ìåðó P âàæè P : F → [0, 1]. Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà ñó A,B ∈ F äàòè
äîãà¢àjè, ïðè ÷åìó jå P(A) > 0. Óñëîâíó âåðîâàòíî£ó äîãà¢àjà B, ïðè óñëîâó A, äåôèíèøåìî êàî

P (B |A) =
P(A ∩B)

P(A)
.

Òàêî¢å, çà äîãà¢àjå A è B êàæåìî äà ñó íåçàâèñíè àêî âàæè P(A ∩B) = P(A)P(B). J
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

I Ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå. Ìåð§èâà ôóíêöèjà X : Ω → R çîâå ñå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà ó
îäíîñó âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð (Ω,F ,P), ïðè ÷åìó ïîäðàçóìåâàìî äà jå ðåàëíà ïðàâà R ìåð§èâ
ïðîñòîð ó îäíîñó íà Áîðåëîâó σ-àëãåáðó B (ìèíèìàëíà σ-àëãåáðà êîjà ñàäðæè ñâå èíòåðâàëå
îáëèêà (a, b], ãäå jå a < b, íà ðåàëíîj ïðàâîj). Äàêëå, òàäà çà ñâàêè ìåð§èâ ñêóï B ∈ B, âàæè
X−1(B) ∈ F , ãäå jå ñà X−1(B) îçíà÷åíà èíâåðçíà ñëèêà ñêóïà B ó îäíîñó íà äàòó ôóíêöèjó X.
Íà ïðèìåð, çà ïðîèçâî§àí äîãà¢àj A ∈ F , ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà 1A : Ω → R äåôèíèñàíà íà
ñëåäå£è íà÷èí

1A(ω) =

{
1, àêî ω ∈ A,
0, àêî ω /∈ A,

íàçèâà ñå èíäèêàòîð äîãà¢àjà A. Ïîðåä òîãà, ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå
X : Ω→ R äåôèíèøåìî ñà

EX =

∫
Ω
X dP.

Òàäà âàæè

E (X1A) =

∫
Ω
X1A dP =

∫
A
X dP.

Òàêî¢å jå

|EX| =
∣∣∣∣∫

Ω
X dP

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|X|dP = E|X|.

Âàðèjàíñà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí

VarX = E (X − EX)2 .

Ïðèìåòèìî äà òàäà çàïðàâî âàæè

VarX = E
(
X2 − 2XEX + (EX)2

)
= EX2 − 2 (EX)2 + (EX)2 = EX2 − (EX)2 ,

øòî jå jîø jåäíà åêâèâàëåíòíà ôîðìóëà çà äåôèíèñà»å âàðèjàíñå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå. J

I Íåjåäíàêîñò ×åáèøåâà. Íåêà jå X ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà, ε > 0 è a > 0. Òàäà âàæè ñëåäå£à
ïîçíàòà íåjåäíàêîñò

P {|X| ≥ ε} ≤ E|X|a

εa
.

Íàèìå, ïðèìåòèìî äà âàæè

E|X|a =

∫
Ω
|X|a dP ≥

∫
|X|≥ε

|X|a dP ≥ εa
∫
|X|≥ε

dP = εaP {|X| ≥ ε} ,

îäàêëå ñëåäè òðàæåíè çàê§ó÷àê. Ïðèìåíîì ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà
jå a = 2 è êàäà óìåñòî ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ïîñìàòðàìî ñëó÷àjíó ïðîìåí§èâó X − EX,
äîáèjàìî

P {|X − EX| ≥ ε} ≤ VarX

ε2
,

øòî jå îñíîâíà âàðèjàíòà íåjåäíàêîñòè ×åáèøåâà. J

I Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò. Çà óðå¢åíè ïàð ðåàëíèõ áðîjåâà (p, q), ãäå jå p > 1 è q > 1, êàæåìî
äà jå ïàð ñïðåãíóòèõ åêñïîíåíàòà àêî âàæè 1/p + 1/q = 1. Ïðåòïîñòàâèìî äîäàòíî äà ñó a è b
íåíåãàòèâíè ðåàëíè áðîjåâè. Òàäà âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (1.1.1)

êîjà jå ó ëèòåðàòóðè ïîçíàòà êàî Jàíãîâà íåjåäíàêîñò. Íàèìå, àêî jå a = 0 èëè b = 0, òàäà
ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò òðèâèjàëíî âàæè. Çàòî, ó íàñòàâêó, ïðåòïîñòàâèìî äà jå a > 0 è b > 0.
Èìàjó£è ó âèäó äà jå x 7→ log x êîíêàâíà ôóíêöèjà, íàëàçèìî

log

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ 1

p
log (ap) +

1

q
log (bq) = log(ab),
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè íåjåäíàêîñò (1.1.1). Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðåòïîñòàâèìî äà ñó äàòå ñëó÷àjíå
ïðîìåí§èâå X è Y . Òàäà âàæè ñëåäå£à ïîçíàòà íåjåäíàêîñò

E|XY | ≤ (E |X|p)1/p (E |Y |q)1/q , (1.1.2)

êîjà ó ëèòåðàòóðè íîñè íàçèâ Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò. Íàjïðå, àêî jå íåêà îä âåëè÷èíà E |X|p
èëè E |Y |q jåäíàêà íåêîj îä âðåäíîñòè 0 èëè ∞, òàäà íåjåäíàêîñò (1.1.2) òðèâèjàëíî ñëåäè. Çàòî
ïðåòïîñòàâèìî äà òî íèjå ñëó÷àj. Ïðèìåíîì íåjåäíàêîñòè (1.1.1) íà âðåäíîñòè

a =
|X|

(E |X|p)1/p
è b =

|Y |
(E |Y |q)1/q

,

äîáèjàìî

E|XY |
(E |X|p)1/p (E |Y |q)1/q

= E

(
|X|

(E |X|p)1/p
· |Y |

(E |Y |q)1/q

)

≤ E
(

1

p
· |X|

p

E |X|p
+

1

q
· |Y |

q

E |Y |q
)

=
1

p
· E |X|

p

E |X|p
+

1

q
· E |Y |

q

E |Y |q

=
1

p
+

1

q

= 1,

îäàêëå ñëåäè òðàæåíà íåjåäíàêîñò. Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà jå (p, q) = (2, 2) äîáèjàìî ñëåäå£ó
íåjåäíàêîñò

E|XY | ≤
√
EX2

√
EY 2,

êîjà jå ó ëèòåðàòóðè ïîçíàòà êàî Êîøè-Øâàðöîâà íåjåäíàêîñò. J

I Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò. Íåêà jå äàòà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X : Ω → R ñà êîíà÷íèì
ìàòåìàòè÷êèì î÷åêèâà»åì è íåêà jå g : (a, b) → R êîíâåêñíà ôóíêöèjà, ãäå jå −∞ ≤ a < b ≤ ∞,
ïðè ÷åìó âàæè X(Ω) ⊂ (a, b). Òàäà âàæè

g

(∫
Ω
X dP

)
≤
∫

Ω
(g ◦X) dP,

èëè åêâèâàëåíòíî, ó äðóãà÷èjåì çàïèñó,

g(EX) ≤ Eg(X).

Íàèìå, îçíà÷èìî

t =

∫
Ω
X dP.

Òàäà äèðåêòíî çàê§ó÷ójåìî äà t ∈ (a, b). Ïîðåä òîãà, èìàjó£è ó âèäó äà jå g êîíâåêñíà ôóíêöèjà,
çà ñâå a < s < t < u < b âàæè

g(t)− g(s)

t− s
≤ g(u)− g(t)

u− t
. (1.1.3)

Íåêà jå

β = sup
s∈(a,t)

g(t)− g(s)

t− s
.
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

Äàêëå, çà ïðîèçâî§íî s ∈ (a, t) âàæè

g(s) ≥ g(t) + β(s− t).

Òàêî¢å, èç íåjåäíàêîñòè (1.1.3), ñëåäè äà çà ïðîèçâî§íî u ∈ (t, b) âàæè

β ≤ g(u)− g(t)

u− t
,

îäíîñíî,
g(u) ≥ g(t) + β(u− t).

Êîíà÷íî, íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã, íàëàçèìî äà çà ñâå s ∈ (a, b) âàæè

g(s) ≥ g(t) + β(s− t),

îäàêëå, äîáèjàìî
g(X)− g(t)− β(X − t) ≥ 0.

Èíòåãðàöèjîì ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè, ïî ïðîñòîðó Ω, ó îäíîñó íà âåðîâàòíîñíó ìåðó P,
çàê§ó÷ójåìî∫

Ω
g (X) dP− g(t)− β

(∫
Ω
X dP− t

)
=

∫
Ω
g (X) dP− g(t) = Eg(X)− g(EX) ≥ 0,

÷èìå jå äîêàçàíà Jåíñåíîâà íåjåäíàêîñò. J

I Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ãóñòèíà ðàñïîäåëå. Íåêà jå X : Ω → R ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà.
Òàäà jå

FX(x) = P {X ≤ x} , x ∈ R,

ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X. Àêî jå fX íåíåãàòèâíà ðåàëíà ôóíêöèjà, òàêâà äà
âàæè

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt, x ∈ R,

îíäà êàæåìî äà jå fX ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X. Ïîðåä òîãà, àêî jå g : R → R
ìåð§èâà ôóíêöèjà, òàäà jå î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå g(X) äàòî ñà

Eg(X) =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x) dx.

Ñïåöèjàëíî, âàæè ñëåäå£à ôîðìóëà

EX =

∫ ∞
−∞

xfX(x) dx,

êîjîì ñå ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ðà÷óíà ïðåêî ãóñòèíå ðàñïîäåëå. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå n ∈ N
è àêî ñó äàòå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X1, . . . , Xn : Ω→ R, òàäà ñå ïðåñëèêàâà»å

X = (X1, . . . , Xn) : Ω→ Rn,

íàçèâà ñëó÷àjàí âåêòîð. Òàêî¢å, ôóíêöèjà

FX (x1, . . . , xn) = P {X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn} , (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

jåñòå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíîã âåêòîðà X. Àêî çà íåíåãàòèâíó ôóíêöèjó fX íà ïðîñòîðó Rn
âàæè

FX (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
fX (t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn, (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

êàæåìî äà jå fX ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíîã âåêòîðà X. Ñà äðóãå ñòðàíå, ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå
X1, . . . , Xn ñó íåçàâèñíå àêî çà ñâàêó n-òîðêó (B1, . . . , Bn) ìåð§èâèõ ñêóïîâà íà ðåàëíîj ïðàâîj
âàæè

P

 n⋂
j=1

{Xj ∈ Bj}

 =
n∏
j=1

P {Xj ∈ Bj} .

Çàïðàâî, èñïîñòàâ§à ñå äà ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X1, . . . , Xn íåçàâèñíå àêî è ñàìî àêî âàæè

FX (x1, . . . , xn) =
n∏
j=1

FXj (xj) ,

çà ñâå (x1, . . . , xn) ∈ Rn èëè àêî è ñàìî àêî âàæè

fX (x1, . . . , xn) =
n∏
j=1

fXj (xj) ,

çà ñêîðî ñâå (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Íàðàâíî, çà íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X1, . . . , Xn âàæè

E (X1 · . . . ·Xn) = E (X1) · . . . · E (Xn) .

øòî £å òàêî¢å áèòè îä êîðèñòè ó íàñòàâêó. J

I Óñëîâíà ðàñïîäåëà. Íåêà jå A ñëó÷àjàí äîãà¢àj, ïðè ÷åìó âàæè P(A) > 0 è íåêà jå
X ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà, ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå FX è ãóñòèíîì ðàñïîäåëå fX , òèì ðåäîì.
Ïðèìåòèìî, äà äèôåðåíöèðà»åì ôóíêöèjå ðàñïîäåëå FX ïî íåçàâèñíîj ïðîìåí§èâîj äîáèjàìî
ãóñòèíó ðàñïîäåëå fX . Óñëîâíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X, ïðè óñëîâó A,
äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí

FX(x |A) = P(X ≤ x |A) =
P ({X ≤ x} ∩A)

P(A)
.

Àêî jå fX(· |A) íåíåãàòèâíà ôóíêöèjà çà êîjó âàæè

FX(x |A) =

∫ x

−∞
fX(t |A) dt,

îíäà êàæåìî äà jå fX(· |A) óñëîâíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X, ïðè óñëîâó
A. Íàðàâíî, äèôåðåíöèðà»åì óñëîâíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå FX(· |A) ïî íåçàâèñíîj ïðîìåí§èâîj
äîáèjàìî óñëîâíó ãóñòèíó ðàñïîäåëå fX(· |A). Ïîðåä òîãà, jàñíî jå äà òàäà âàæè∫ ∞

−∞
fX(t |A) dt = 1.

Ñà äðóãå ñòðàíå, çà ïðîèçâî§íî îäàáðàíå ðåàëíå áðîjåâå x < y, âàæè∫ y

x
fX(t |A) dt =

∫ y

−∞
fX(t |A) dt−

∫ x

−∞
fX(t |A) dt

= FX(y |A)− FX(x |A)

=
P ({X ≤ y} ∩A)

P(A)
− P ({X ≤ x} ∩A)

P(A)

=
P ({x < X ≤ y} ∩A)

P(A)

= P(x < X ≤ y |A).
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

Òàêî¢å, äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà âàæè

P(A |x < X ≤ y) =
P(x < X ≤ y |A)

P{x < X ≤ y}
P(A) =

∫ y

x
fX(t |A) dt∫ y

x
fX(t) dt

P(A). (1.1.4)

Òàäà óñëîâíó âåðîâàòíî£ó äîãà¢àjà A, ïðè óñëîâó X = x, äåôèíèøåìî íà ñëåäå£è íà÷èí

P(A |X = x) = lim
y→x+

P(A |x < X ≤ y).

Íà îñíîâó (1.1.4) äèðåêòíî ñëåäè

P(A |X = x) =
fX(x |A)

fX(x)
P(A). (1.1.5)

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó jåäíàêîñò (1.1.5) äîáèjàìî∫ ∞
−∞

P (A |X = x) fX(x) dx =

∫ ∞
−∞

fX(x |A) dxP(A) = P(A). (1.1.6)

Ôîðìóëà (1.1.6) íîñè íàçèâ ôîðìóëà òîòàëíå âåðîâàòíî£å. J

I Íîðìàëíà ðàñïîäåëà N
(
m,σ2

)
. Êàæåìî äà íåêà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X èìà íîðìàëíó

ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà m è σ2, ó îçíàöè N
(
m,σ2

)
, àêî jå »åíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå fX äàòà íà

ñëåäå£è íà÷èí

fX(x) =
1√

2πσ2
e−

1
2(x−mσ )

2

, x ∈ R.

Òàäà jå

EX =

∫ ∞
−∞

xfX(x) dx è EX2 =

∫ ∞
−∞

x2fX(x) dx,

îäàêëå íàëàçèìî

EX =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

xe−
1
2(x−mσ )

2

dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

(σt+m) e−t
2/2 dt

=
σ√
2π

∫ ∞
−∞

te−t
2/2 dt+

m√
2π

∫ ∞
−∞

e−t
2/2 dt

=
m
√

2√
π

∫ ∞
0

e−t
2/2 dt

= m,

êàî è

EX2 =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

x2e−
1
2(x−mσ )

2

dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

(σt+m)2 e−t
2/2 dt

=
σ2

√
2π

∫ ∞
−∞

t2e−t
2/2 dt+

2σm√
2π

∫ ∞
−∞

te−t
2/2 dt+

m2

√
2π

∫ ∞
−∞

e−t
2/2 dt

= σ2 +m2.
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1.1. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÈ ÏÐÎÑÒÎÐ È ÑËÓ×ÀJÍÅ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÅ

Ñïåöèjàëíî, äîáèjàìî
VarX = EX2 − (EX2) = σ2.

Ïðåìà òîìå, î÷åêèâà»å è âàðèjàíñà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå ñà íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì N
(
m,σ2

)
èçíîñå m è σ2, òèì ðåäîì. J

I Óñëîâíî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å. Íåêà jå X ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà ó îäíîñó íà äàòè
âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð (Ω,F ,P) è íåêà jå σ-àëãåáðà S ñàäðæàíà ó σ-àëãåáðè F , îäíîñíî, íåêà jå
S ⊂ F . Óñëîâíî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà íîâó σ-àëãåáðó S
jåñòå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà E(X | S) ñà ñëåäå£èì îñîáèíàìà:

• Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà E(X | S) jåñòå ìåð§èâà ó îäíîñó íà σ-àëãåáðó S;

• Çà ñâàêè äîãà¢àj A ∈ S âàæè ∫
A
X dP =

∫
A
E(X | S) dP.

Àêî jå Y ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà, òàäà çà ìèíèìàëíó σ-àëãåáðó ó îäíîñó íà êîjó jå Y ìåð§èâà
êàæåìî äà jå σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíîì ïðîìåí§èâîì Y è îçíà÷àâàìî jå ñà σ(Y ).
Óñëîâíî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà ñëó÷àjíó ïðîìåí§èâó Y
äåôèíèøåìî íà ñëåäå£è íà÷èí

E(X |Y ) = E (X |σ(Y )) .

Ìèíèìàëíà σ-àëãåáðà ó îäíîñó íà êîjó ñó äàòå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå Y1, . . . , Yn ìåð§èâå íàçèâà
ñå σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì Y1, . . . , Yn è îáåëåæàâà ñà σ (Y1, . . . , Yn). Òàêî¢å,
òàäà ñå óñëîâíî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâåX ó îäíîñó íà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå
Y1, . . . , Yn äåôèíèøå êàî

E (X |Y1, . . . , Yn) = E (X |σ (Y1, . . . , Yn)) .

Íà ïðèìåð, àêî jå T = {∅,Ω} òðèâèjàëíà σ-àëãåáðà, òàäà ñêîðî ñèãóðíî (äî íà ñêóï âåðîâàòíîñíå
ìåðå íóëà) âàæè

E(X | T ) = EX. (1.1.7)

Íàèìå, EX ñå ìîæå âèäåòè êàî êîíñòàíòíà ôóíêöèjà êîjà jå ìåð§èâà ó îäíîñó íà òðèâèjàëíó
σ-àëãåáðó T è ïîðåä òîãà, âàæè∫

A
X dP =

∫
A
EX dP çà ñâå A ∈ T ,

îäàêëå ñëåäè (1.1.7). Äà§å, àêî çà σ-àëãåáðå R è Q, âàæè R ⊂ Q, òàäà jå ñêîðî ñèãóðíî

E (E (X | Q) |R) = E (X |R) . (1.1.8)

Çàïðàâî, çà ïðîèçâî§àí äîãà¢àj A ∈ R ⊂ Q âàæè∫
A
E(X |R) dP =

∫
A
X dP,

êàî è ∫
A
E (E (X | Q) |R) dP =

∫
A
E(X | Q) dP =

∫
A
X dP.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå äâå jåäíàêîñòè ñëåäè∫
A
E (E (X | Q) |R) dP =

∫
A
E(X |R) dP,

çà ñâå A ∈ R, îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè (1.1.8). Àêî ïðèìåíèìî ñâîjñòâî (1.1.8) íà σ-àëãåáðå R = T
è Q = S è ïîðåä òîãà, äîäàòíî èñêîðèñòèìî ñâîjñòâî (1.1.7), äîáèjàìî äà âàæè

E (E (X | S)) = EX. (1.1.9)
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1.2. ÑËÓ×ÀJÍÈ ÏÐÎÖÅÑÈ

Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X íå çàâèñè îä σ-àëãåáðå S àêî íå çàâèñè îä èíäèêàòîðà 1A çà ñâàêè
äîãà¢àj A ∈ S. Ó òîì ñëó÷àjó ñêîðî ñèãóðíî âàæè

E (X | S) = EX. (1.1.10)

Íàèìå, ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å EX ñå ìîæå âèäåòè êàî êîíñòàíòíà ôóíêöèjà, êîjà jå íàðàâíî
ìåð§èâà ó îäíîñó íà σ-àëãåáðó S è ïîðåä òîãà, çà ñâàêè äîãà¢àj A ∈ S âàæè∫

A
X dP =

∫
Ω
X1A dP = E (X1A) = EXE1A = EX

∫
Ω
1A dP = EX

∫
A

dP =

∫
A
EX dP,

îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè (1.1.10), ãäå ñìî èñêîðèñòèëè ïðåòïîñòàâêó äà ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâåX è
1A íåçàâèñíå. Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà àêî ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà
X íå çàâèñè îä ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ Y1, . . . , Yn, òàäà âàæè

E (X |Y1, . . . , Yn) = EX. (1.1.11)

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X ìåð§èâà ó îäíîñó íà σ-àëãåáðó ãåíåðèñàíó
ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì Y1, . . . , Yn, òàäà äèðåêòíî ïî äåôèíèöèjè óñëîâíîã ìàòåìàòè÷êîã
î÷åêèâà»à íàëàçèìî

E (X |Y1, . . . , Yn) = X. (1.1.12)

Ïðåòõîäíà ñâîjñòâà óñëîâíîã ìàòåìàòè÷êîã î÷åêèâà»à êîðèñòè£åìî ó íàñòàâêó òåêñòà. J

1.2 Ñëó÷àjíè ïðîöåñè

Íåêà jå (Ω,F ,P) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð. Ôàìèëèjà ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ

{Xt : t ∈ T} ,

ãäå jå T ⊂ R ïàðàìåòàðñêè ñêóï, çîâå ñå ñëó÷àjàí ïðîöåñ. Àêî jå ïàðàìåòàðñêè ñêóï T íåêè
èíòåðâàë íà ðåàëíîj ïðàâîj, òàäà çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} êàæåìî äà jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ

ñà íåïðåêèäíèì âðåìåíîì, ïðè ÷åìó ñå ïàðàìåòàð t ∈ T èíòåðïðåòèðà êàî âðåìå. Ó òîì ñëó÷àjó,
óìåñòî îçíàêå {Xt : t ∈ T} çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ, ÷åñòî êîðèñòèìî îçíàêó {X(t) : t ∈ T}. Òàêî¢å,
àêî jå ïàðàìåòàðñêè ñêóï T , ïîäñêóï ñêóïà öåëèõ áðîjåâà Z, òàäà çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xt : t ∈ T}
êàæåìî äà jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì. Àêî jå ω ∈ Ω, òàäà çà ïðåñëèêàâà»å

t 7→ Xt(ω),

êàæåìî äà jå ñòàçà èëè òðàjåêòîðèjà ñëó÷àjíîã ïðîöåñà {Xt : t ∈ T}. Íàðàâíî, êîä ñëó÷àjíîã
ïðîöåñà ñà íåïðåêèäèì âðåìåíîì óìåñòî îçíàêå Xt(ω) ÷åñòî ïèøåìî X(t, ω). Ôàìèëèjà σ-àëãåáðè

{Ft : t ∈ T} ,

íà ïðîñòîðó Ω jåñòå ôèëòðàöèjà àêî çà ñâå s, t ∈ T, òàêâå äà jå s ≤ t, âàæè

Fs ⊂ Ft ⊂ F .

Êàæåìî äà jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} ïðèëàãî¢åí ôèëòðàöèjè {Ft : t ∈ T} àêî jå ñëó÷àjíà
ïðîìåí§èâà Xt ìåð§èâà ó îäíîñó íà σ-àëãåáðó Ft çà ñâå t ∈ T . Çà óíàïðåä çàäàò ñëó÷àjàí
ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} óâåê ïîñòîjè »åìó ïðèëàãî¢åíà ôèëòðàöèjà. Íàèìå, äîâî§íî jå óçåòè äà jå
Ft çàïðàâî σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì {Xs : s ≤ t} çà ñâå t ∈ T . Ñà äðóãå
ñòðàíå, çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} êàæåìî äà èìà íåçàâèñíå ïðèðàøòàjå àêî ñó ñëó÷àjíå
ïðîìåí§èâå

Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 ,
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1.2. ÑËÓ×ÀJÍÈ ÏÐÎÖÅÑÈ

íåçàâèñíå çà ñâå n ∈ N è ñâå èçáîðå ïàðàìåòàðà t1, . . . , tn ∈ T çà êîjå âàæè

t1 < . . . < tn.

Òàêî¢å, çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} êàæåìî äà èìà ñòàöèîíàðíå ïðèðàøòàjå àêî ðàñïîäåëà
ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâåXt+h−Xt = X(t+h)−X(t) çàâèñè ñàìî îä ïðèðàøòàjà h, àëè íå è îä âðåìåíà
òj. ïàðàìåòðà t ∈ T . Äàêëå, àêî jå {Xt : t ∈ T} ñëó÷àjàí ïðîöåñ ñà ñòàöèîíàðíèì ïðèðàøòàjèìà,
òàäà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâåX (t1 + h)−X (t1) èX (t2 + h)−X (t2), èìàjó èñòó ðàñïîäåëó, íåçàâèñíî
îä èçáîðà âåëè÷èíà t1, t2 è h. Âàæàí ïðèìåð ñëó÷àjíîã ïðîöåñà êîjè èìà íåçàâèñíå è ñòàöèîíàðíå
ïðèðàøòàjå jåñòå Áðàóíîâî êðåòà»å êîjå £åìî ðàçìàòðàòè êàñíèjå ó ÷åòâðòîj ãëàâè. Ó íàñòàâêó
íàâîäèìî jîø jåäàí ïðèìåð âàæíå êëàñå ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà, ãäå £åìî ñëè÷íó êîíñòðóêöèjó èìàòè
è êàñíèjå ó äðóãîj ãëàâè.

Ïðèìåð 1.2.1 Çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì {Xn : n ∈ N} êàæåìî äà jå ïðîöåñ
îáíîâå àêî ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå Xn, ãäå jå n ∈ N, íåíåãàòèâíå, íåçàâèñíå è àêî èìàjó èñòó
ðàñïîäåëó. Îâè ïðîöåñè èìàjó ñëåäå£ó èíòåðïðåòàöèjó, îäàêëå è ïîòè÷å »èõîâ íàçèâ. Íàèìå,
ñëó÷àjíe ïðîìåí§èâe Xn, n ∈ N, ïðåäñòàâ§àjó âðåìå òðàjà»à íåêèõ äàòèõ âåëè÷èíà. Äàêëå,
âðåìå òðàjà»à ïðâå âåëè÷èíå ñà ïî÷åòíèì òðåíóòêîì 0 èçíîñèX1, íàêîí ÷åãà ñå îáíàâ§à ñëåäå£îì
âåëè÷èíîì êîjà èìà âðåìå òðàjà»à X2, îäíîñíî, êîjà ñå îáíàâ§à ñëåäå£îì âåëè÷èíîì íàêîí
óêóïíîã âðåìåíà X1 + X2. Ïðåìà òîìå, âðåìå n-òå îáíîâå, ãäå jå n ∈ N, jåñòå äàòî ñëó÷àjíîì
ïðîìåí§èâîì

Sn = X1 + . . .+Xn.

Çà ñâå t ≥ 0 íåêà jå N(t) ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà êîjà áðîjè óêóïàí áðîj îáíîâà íà âðåìåíñêîì
èíòåðâàëó [0, t]. Ôîðìàëíî, âàæè

N(t) = 0 çà t < S1 è N(t) = n çà Sn ≤ t < Sn+1, ãäå jå n ∈ N.

Òàäà çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {N(t) : t ≥ 0} êàæåìî äà jå áðîjà÷êè ïðîöåñ îáíîâå ïðèäðóæåí ñëó÷àjíîì
ïðîöåñó {Xn : n ∈ N}. Ó ïðàêñè ñå îáè÷íî íå ïðàâè ðàçëèêà èçìå¢ó ñëó÷àjíîã ïðîöåñà îáíîâå è
»åìó ïðèäðóæåíîã áðîjà÷êîã ïðîöåñà îáíîâå, îäíîñíî, îíè ñå ïîñìàòðàjó çàjåäíî ó öåëèíè. Íà
ñëèöè èñïîä, ãðàôè÷êè jå ïðèêàçàí jåäàí áðîjà÷êè ïðîöåñ îáíîâå. �

0

1

2

3

N(t)

t

X1 X2 X3

S1 S2 S3

Áðîjà÷êè ïðîöåñ îáíîâå.
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1.3. ÌÀÐÒÈÍÃÀËÈ

1.3 Ìàðòèíãàëè

Íåêà jå (Ω,F ,P) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð è íåêà jå {Xt : t ∈ T} ñëó÷àjàí ïðîöåñ, ãäå jå T ⊂ R
ïàðàìåòàðñêè ñêóï. Òàêî¢å, ïðåòïîñòàâèìî äà jå äàòà ôèëòðàöèjà {Ft : t ∈ T} è äà jå ñëó÷àjàí
ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} ïðèëàãî¢åí îâîj ôèëòðàöèjè. Ó òîì ñëó÷àjó êàæåìî äà jå ïðîöåñ {Xt : t ∈ T}
ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà ôèëòðàöèjó {Ft : t ∈ T} àêî ñó èñïó»åíà ñëåäå£à äâà óñëîâà:

• E |Xt| <∞ çà ñâå t ∈ T ;

• E (Xt | Fs) = Xs çà ñâå s < t.

Óêîëèêî ôèëòðàöèjà ìàðòèíãàëà íèjå ïîñåáíî èñòàêíóòà, îäíîñíî, óêîëèêî ñàìî êàæåìî äà jå
ïðîöåñ {Xt : t ∈ T} ìàðòèíãàë, òàäà ïîäðàçóìåâàìî äà èìàìî ôèëòðàöèjó {Ft : t ∈ T}, ãäå jå Ft
çàïðàâî σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì {Xs : s ≤ t} çà ñâå t ∈ T . Ïðåìà òîìå,
ó äèñêðåòíîì ñëó÷àjó, ìàðòèíãàë áåç ïîñåáíî èñòàêíóòå ôèëòðàöèjå, ìîæåìî äåôèíèñàòè íà
ñëåäå£è íà÷èí. Çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì {Xn : n ∈ N} êàæåìî äà jå ìàðòèíãàë
àêî âàæå ñëåäå£è óñëîâè:

◦ E |Xn| <∞ çà ñâå n ∈ N;

◦ E (Xn+1 |X1, . . . , Xn) = Xn çà ñâå n ∈ N.

Íàðàâíî, êàî øòî ñìî ðàíèjå äåôèíèñàëè, âàæè

E (Xn+1 |X1, . . . , Xn) = E (Xn+1 |σ (X1, . . . , Xn)) ,

ãäå jå σ (X1, . . . , Xn) çàïðàâî σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì X1, . . . , Xn. Ïîðåä
òîãà, àêî ñó {Xn : n ∈ N} è {Yn : n ∈ N} äâà ñëó÷àjíà ïðîöåñà ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì, îíäà
êàæåìî äà jå {Xn : n ∈ N} ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà {Yn : n ∈ N}, àêî ñó èñïó»åíà ñëåäå£à äâà
óñëîâà:

� E |Xn| <∞ çà ñâå n ∈ N;

� E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn) = Xn çà ñâå n ∈ N.

Íàðàâíî, îïåò jå
E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn) = E (Xn+1 |σ (Y1, . . . , Yn)) ,

ãäå jå σ (Y1, . . . , Yn) çàïðàâî σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì ïðîìåí§èâèì Y1, . . . , Yn. Ïðèìåòèìî
äà òàäà, íà îñíîâó ñâîjñòâà (1.1.9), âàæè

E (E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn)) = EXn+1,

çà ñâå n ∈ N. Ñà äðóãå ñòðàíå, íà îñíîâó ãîðå íàâåäåíîã äðóãîã ñâîjñòâà ìàðòèíãàëà, ñëåäè

E (E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn)) = EXn,

çà ñâå n ∈ N. Ïðåìà ïðåòõîäíîì, äèðåêòíî çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

EXn+1 = EXn,

çà ñâå n ∈ N. Äàêëå, äîáèjàìî ñëåäå£å âàæíî ñâîjñòâî ìàðòèíãàëà ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì:

EXn = EX1, çà ñâå n ∈ N.

Ïîäñåòèìî ñå äà àêî ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X íå çàâèñè îä ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ Y1, . . . , Yn,
òàäà âàæè (âèäåòè ñâîjñòâî (1.1.11)):

E (X |Y1, . . . , Yn) = EX.

Òàêî¢å (âèäåòè ñâîjñòâî (1.1.12)), çà äàòó ìåð§èâó ôóíêöèjó g : Rn → R (ïîäðàçóìåâàìî äà jå
ïðîñòîð Rn ìåð§èâ ó îäíîñó íà Áîðåëîâó σ-àëãåáðó Bn, òj. ìèíèìàëíó σ-àëãåáðó êîjà ñàäðæè
ñâå êâàäðå îáëèêà (a1, b1]× . . .× (an, bn], ãäå jå aj < bj , çà ñâå j = 1, . . . , n) âàæè

E (g (Y1, . . . , Yn) |Y1, . . . , Yn) = g (Y1, . . . , Yn) .

Ïðåòõîäíî íàâåäåíà ñâîjñòâà ìîãó áèòè îä êîðèñòè ó íàðåäíèì ðàçìàòðà»èìà.
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1.3. ÌÀÐÒÈÍÃÀËÈ

Ïðèìåð 1.3.1 Íåêà jå Y1, Y2, . . . íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, êîjå èìàjó èñòó
ðàñïîäåëó, ïðè ÷åìó âàæè

EYn = 0 è EY 2
n = σ2 çà ñâå n ∈ N.

Äåôèíèøèìî

Xn =

 n∑
j=1

Yj

2

− nσ2,

çà ñâå n ∈ N. Òàäà äèðåêòíî âàæè

E |Xn| ≤ 2nσ2 <∞, çà ñâå n ∈ N.

Ïîðåä òîãà, çà ñâå n ∈ N, äîáèjàìî

E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn) = E

n+1∑
j=1

Yj

2

− (n+ 1)σ2

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn



= E

Yn+1 +
n∑
j=1

Yj

2

− (n+ 1)σ2

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn



= E

Y 2
n+1 + 2Yn+1

n∑
j=1

Yj +

 n∑
j=1

Yj

2

− (n+ 1)σ2

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn



= EY 2
n+1 + 2EYn+1

 n∑
j=1

Yj

+

 n∑
j=1

Yj

2

− (n+ 1)σ2

= σ2 +

 n∑
j=1

Yj

2

− nσ2 − σ2

= σ2 +Xn − σ2

= Xn.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xn : n ∈ N} ìàðòèíãàë ó îäíîñó
íà ïðîöåñ {Yn : n ∈ N}. �

Ïðèìåð 1.3.2 Íåêà jå {Yn : n ∈ N} ñëó÷àjàí ïðîöåñ è íåêà jå çà ñëó÷àjíó ïðîìåí§èâóX èñïó»åí
óñëîâ E|X| <∞. Îçíà÷èìî

Xn = E (X |Y1, . . . , Yn) ,

çà ñâå n ∈ N. Òàäà jå

E |Xn| = E |E (X |Y1, . . . , Yn)|

≤ E (E (|X| |Y1, . . . , Yn))

= E|X|

< ∞.
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1.3. ÌÀÐÒÈÍÃÀËÈ

Ïîðåä òîãà, êîðèñòå£è ñâîjñòâî (1.1.8), íàëàçèìî äà çà ñâå n ∈ N, âàæè

E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn) = E (E (X |Y1, . . . , Yn+1) |Y1, . . . , Yn)

= E (X |Y1, . . . , Yn)

= Xn.

Ñàìèì òèì, îâàêî ôîðìèðàí ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xn : n ∈ N}, ïðåäñòàâ§à ìàðòèíãàë ó îäíîñó
íà ïðîöåñ {Yn : n ∈ N}. Òàêî¢å, ó ëèòåðàòóðè, ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xn : n ∈ N} íîñè íàçèâ Äóáîâ

ìàðòèíãàëíè ïðîöåñ. �

Ïðèìåð 1.3.3 Íåêà jå Y1, Y2, . . . íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, êîjå èìàjó èñòó ãóñòèíó
ðàñïîäåëå h êîjà jå ñòðîãî ïîçèòèâíà ôóíêöèjà. Ïîðåä òîãà, íåêà çà íåíåãàòèâíó ðåàëíó ôóíêöèjó
g âàæè ∫ ∞

−∞
g(y) dy = 1.

Äåôèíèøèìî

Xn =
g (Y1) · . . . · g (Yn)

h (Y1) · . . . · h (Yn)
,

çà ñâå n ∈ N. Êàêî ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå Y1, Y2, . . . íåçàâèñíå ñà èñòîì ãóñòèíîì ðàñïîäåëå h,
òî äèðåêòíî çàê§ó÷ójåìî

E (Xn+1 |Y1, . . . , Yn) = E
(
g (Y1) · . . . · g (Yn) · g (Yn+1)

h (Y1) · . . . · h (Yn) · h (Yn+1)

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn

)

= E
(
Xn

g (Yn+1)

h (Yn+1)

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn

)

= E (Xn |Y1, . . . , Yn)E
(
g (Yn+1)

h (Yn+1)

∣∣∣∣Y1, . . . , Yn

)

= XnE
(
g (Yn+1)

h (Yn+1)

)

= Xn

∫ ∞
−∞

g(y)

h(y)
h(y) dy

= Xn

∫ ∞
−∞

g(y) dy

= Xn,

çà ñâå n ∈ N. Íàðàâíî, Xn jå íåíåãàòèâíà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà è ñëè÷íî ïðåòõîäíîì, èìàjó£è ó
âèäó íåçàâèñíîñò ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ Y1, Y2, . . . , âàæè

E |Xn| = EXn = E

 n∏
j=1

g (Yj)

h (Yj)



=

n∏
j=1

E
(
g (Yj)

h (Yj)

)
= 1 <∞.

çà ñâå n ∈ N. Äàêëå, îâàêî êîíñòðóèñàíè ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xn : n ∈ N} jåñòå ìàðòèíãàë ó îäíîñó
íà ïî÷åòíè ïðîöåñ {Yn : n ∈ N}. �
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1.3. ÌÀÐÒÈÍÃÀËÈ

Íà êðàjó íàïîìåíèìî, äà àêî jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ {Xn : n ∈ N} ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà ïðîöåñ
{Yn : n ∈ N} è àêî jå k ∈ N, îíäà âàæè

E (Xn+k |Y1, . . . , Yn) = Xn,

çà ñâå n ∈ N. Íàèìå, òâð¢å»å âàæè çà k = 1 äèðåêòíî ïî äåôèíèöèjè ìàðòèíãàëà è ïðåòïîñòàâèìî
äà jå òâð¢å»å òà÷íî çà íåêî k ∈ N. Òàäà jå íà îñíîâó ñâîjñòâà (1.1.8) è ïðåòõîäíå ïðåòïîñòàâêå,
èñïó»åíî

E (Xn+k+1 |Y1, . . . , Yn) = E (E (Xn+k+1 |Y1, . . . , Yn+k) |Y1, . . . , Yn)

= E (Xn+k |Y1, . . . , Yn)

= Xn.

Òèìå jå èíäóêòèâíè äîêàç çàâðøåí.
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Ãëàâà 2

Äóáîâå ìàðòèíãàëíå íåjåäíàêîñòè

Íåêà jå (Ω,F ,P) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð. Òàäà î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà
âåðîâàòíîñíó ìåðó P îáåëåæàâàìî íà óîáè÷àjåí íà÷èí ñà EX. Ïîðåä òîãà, àêî jå 0 < p < ∞,
ïèøåìî

‖X‖p = ‖X‖Lp(Ω,F ,P) = (E |X|p)1/p =

(∫
Ω
|X|p dP

)1/p

.

Ïîäðàçóìåâàjó£è ïðåòõîäíî óâåäåíó íîòàöèjó, ó îâîj ãëàâè ðàçìàòðàìî ðàçíå ìàðòèíãàëíå
íåjåäíàêîñòè Äóáîâîã òèïà. Çàïðàâî, îä ïîñåáíîã èíòåðåñà ñó Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè,
êàî è Äóáîâå Lp íåjåäíàêîñòè.

2.1 Ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè

Íåêà jå X1, X2, . . . íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ ñà èñòîì ðàñïîäåëîì íà âåðîâàòíîñíîì
ïðîñòîðó (Ω,F ,P), êîjè èñïó»àâà óñëîâå

EXj = 0 è EX2
j = σ2 <∞,

çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå j ≥ 1. Ïîðåä òîãà, îçíà÷èìî

Sn = X1 + . . .+Xn, (2.1.1)

çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå n ≥ 1. Ïðèìåòèìî äà âàæè

E |Sn| ≤ E |X1|+ . . .+ E |Xn| <∞.

Ñà äðóãå ñòðàíå, íàëàçèìî

E (Sn+1 |X1, . . . , Xn) = E (Sn +Xn+1 |X1, . . . , Xn)

= E (Sn |X1, . . . , Xn) + E (Xn+1 |X1, . . . , Xn)

= Sn + EXn+1

= Sn.

Èç ïðåòõîäíîã çàê§ó÷ójåìî äà jå {Sn : n = 1, 2, . . . } ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà íèç {Xn : n = 1, 2, . . . }
ïî÷åòíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ. Ñà äðóãå ñòðàíå, çà ñâå n ≥ 1 âàæè VarSn = nσ2 è ïðèìåíîì
íåjåäíàêîñòè ×åáèøåâà äîáèjàìî

ε2 · P {|Sn| ≥ ε} ≤ nσ2, ãäå jå ε > 0.

Âàæè è ñëåäå£à, áî§à, íåjåäíàêîñò

ε2 · P
{

max
1≤j≤n

|Sj | ≥ ε
}
≤ nσ2, ãäå jå ε > 0,

êîjà jå ïîçíàòà êàî íåjåäíàêîñò Êîëìîãîðîâà. Ãåíåðàëèçàöèjà íà ìàðòèíãàëå jå jåäíîñòàâíà, àëè
âåîìà çíà÷àjíà è íàçèâà ñå Äóáîâà ìàêñèìàëíà íåjåäíàêîñò.
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2.1. ÌÀÊÑÈÌÀËÍÅ ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒÈ

Òåîðåìà 2.1.1 (Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè) Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí

ìàðòèíãàë, M = max
1≤j≤n

Xj è N = min
1≤j≤n

Xj. Òàäà âàæå ñëåäå£å íåjåäíàêîñòè

x · P {M ≥ x} ≤ E
(
Xn · 1{M≥x}

)
è

x · P {N ≤ x} ≥ E
(
Xn · 1{N≤x}

)
,

çà ñâå x > 0.

Äîêàç. Äåôèíèøèìî

T =

{
min {j ≤ n : Xj ≥ x} , àêî jå Xj ≥ x çà íåêî j = 0, . . . , n;

n, èíà÷å.

Êàêî jå X1, X2, . . . , Xn ìàðòèíãàë, âàæè EXn = EXT . Î÷èãëåäíî jå äà âàæè

EXT = E
(
XT · 1{M≥x}

)
+ E

(
XT · 1{M<x}

)
.

Àêî jå M ≥ x, îäíîñíî
max

1≤j≤n
Xj ≥ x,

îíäà ïîñòîjè íåêî j = 1, . . . , n çà êîjå jå Xj ≥ x, ïà âàæè XT ≥ x. Äà§å äîáèjàìî

E
(
XT · 1{M≥x}

)
=

∫
Ω
XT · 1{M≥x} dP =

∫
M≥x

XT dP ≥ x
∫
M≥x

dP ≥ x · P {M ≥ x} .

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå M = max
1≤j≤n

Xj < x, îíäà íå ïîñòîjè j = 1, . . . , n çà êîjå jå Xj ≥ x, ïà âàæè
T = n òj. XT = Xn. Äàêëå, âàæè

EXn = EXT ≥ x · P {M ≥ x}+ E
(
Xn · 1{M<x}

)
,

îäíîñíî
x · P {M ≥ x} ≤ EXn − E

(
Xn · 1{M<x}

)
= E

(
Xn · 1{M≥x}

)
.

Òèìå jå çàâðøåí äîêàç ïðâå íåjåäíàêîñòè ó òåîðåìè. Ñà äðóãå ñòðàíå, äà áèñìî äîêàçàëè äðóãó
íåjåäíàêîñò, äåôèíèøèìî

T =

{
min {j ≤ n : Xj ≤ x} , àêî jå Xj ≤ x çà íåêî j = 0, . . . , n;

n, èíà÷å.

Ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì äåëó äîêàçà, âàæè

EXn = EXT = E
(
XT · 1{N≤x}

)
+ E

(
XT · 1{N>x}

)
.

Àêî jå N ≤ x, òj.
min

1≤j≤n
Xj ≤ x,

îíäà ïîñòîjè íåêî j = 1, . . . , n çà êîjå jå Xj ≤ x, ïà âàæè XT ≤ x. Àíàëîãíî äîêàçó çà ïðâó
íåjåäíàêîñò, íàëàçèìî

E
(
XT · 1{N≤x}

)
≤ x · P {N ≤ x} .

Àêî jå N = min
1≤j≤n

Xj > x, îíäà jå Xj > x çà ñâå j = 1, . . . , n, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå T = n, òj.

XT = Xn. Èç ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à ñëåäè

EXn ≤ x · P {N ≤ x}+ E
(
Xn · 1{N>x}

)
,

îäíîñíî
x · P {N ≤ x} ≥ EXn − E

(
Xn · 1{N>x}

)
= E

(
Xn · 1{N≤x}

)
.

Òèìå jå çàâðøåí è äîêàç äðóãå íåjåäíàêîñòè. �
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2.1. ÌÀÊÑÈÌÀËÍÅ ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒÈ

Íàïîìåíà 2.1.2 Íàðàâíî, ïîä ïðåòïîñòàâêàìà Òåîðåìå 2.1.1 âàæå è ñëåäå£å âàðèjàíòå Äóáîâèõ
ìàêñèìàëíèõ íåjåäíàêîñòè

x · P {M > x} ≤ E
(
Xn · 1{M>x}

)
è

x · P {N < x} ≥ E
(
Xn · 1{N<x}

)
,

çà ñâå x > 0. �

Äà áèñìî èç Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè èçâåëè íåjåäíàêîñò Êîëìîãîðîâà, ïîòðåáíà jå
ñëåäå£à ïîñëåäèöà.

Ïîñëåäèöà 2.1.3 Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è íåêà jå M = max
1≤j≤n

Xj . Òàäà

çà ñâàêî x > 0 âàæè:

x · P {M ≥ x} ≤ EXn.

Äîêàç. Êîðèñòå£è ðåçóëòàò ïðåòõîäíå òåîðåìå, çàê§ó÷ójåìî

x · P {M ≥ x} ≤ E
(
Xn · 1{M≥x}

)
=

∫
Ω
Xn · 1{M≥x} dP =

∫
M≥x

Xn dP ≤
∫

Ω
Xn dP = EXn,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Íàïîìåíà 2.1.4 Ó äîêàçèìà ïðåòõîäíå òåîðåìå è ïîñëåäèöå ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà àêî
ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X1, X2, . . . , Xn ôîðìèðàjó ìàðòèíãàë, îíäà âàæè

EX1 = EX2 = . . . = EXn.

Ìå¢óòèì, ïðèìåòèìî äà èñêàçè ïðåòõîäíå òåîðåìå è ïîñëåäèöå îñòàjó íà ñíàçè è àêî çà ñëó÷àjíå
ïðîìåí§èâå X1, X2, . . . , Xn âàæè íåøòî ñëàáèjè óñëîâ

EX1 ≤ EX2 ≤ . . . ≤ EXn,

øòî ìîæå áèòè îä êîðèñòè ó íàðåäíèì ðàçìàòðà»èìà. �

• Î÷èãëåäíî jå äà íèç ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ {Sn : n = 1, 2, . . . } äåôèíèñàí ó (2.1.1) ôîðìèðà
ìàðòèíãàë. Êîðèñòå£è Jåíñåíîâó íåjåäíàêîñò äîêàçójåìî äà çà íèç S2

1 , . . . , S
2
n âàæè

ES2
1 ≤ ES2

2 ≤ . . . ≤ ES2
n.

Íàèìå, êàêî jå {Sn : n = 1, 2, . . . } ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà {Xn : n = 1, 2, . . . }, òî âàæè

E
(
S2
n+1 |X1, . . . , Xn

)
≥ (E (Sn+1 |X1, . . . , Xn))2 = S2

n.

Èç íåjåäíàêîñòè
E
(
S2
n+1 |X1, . . . , Xn

)
≥ S2

n,

ñëåäè
ES2

n+1 ≥ ES2
n,

ïà êîíà÷íî äîáèjàìî
ES2

1 ≤ ES2
2 ≤ . . . ≤ ES2

n.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à, Ïîñëåäèöå 2.1.3 è Íàïîìåíå 2.1.4, ñëåäè äà jå

ES2
n ≥ x · P

{
max

0≤j≤n
S2
j ≥ x

}
,

çà ñâå x > 0. Àêî óçìåìî äà jå ε =
√
x, äîáèjàìî

ES2
n ≥ ε2 · P

{
max

1≤j≤n
|Sj | ≥ ε

}
.

Ïðè äåôèíèñà»ó íèçà {Sn : n = 1, 2, . . . } ó (2.1.1), çàê§ó÷èëè ñìî äà jå ES2
n = nσ2, ïà êîíà÷íî

äîáèjàìî

ε2 · P
{

max
1≤j≤n

|Sj | ≥ ε
}
≤ nσ2.

Òèìå jå äîêàçàíà íåjåäíàêîñò Êîëìîãîðîâà, êîðèñòå£è Äóáîâó ìàêñèìàëíó íåjåäíàêîñò.
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2.2. ÄÓÁÎÂÀ L1 ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

2.2 Äóáîâà L1 íåjåäíàêîñò

Íàjïðå, èìàìî ñëåäå£å jåäíîñòàâíî ñâîjñòâî êîjå ñå îäíîñè íà íåíåãàòèâíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå.

Ëåìà 2.2.1 Íåêà jå X íåíåãàòèâíà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà íà âåðîâàòíîñíîì ïðîñòîðó (Ω,F ,P)
è íåêà jå 0 < p <∞. Òàäà âàæè

‖X‖pp = EXp =

∫ ∞
0

pxp−1P {X ≥ x} dx.

Äîêàç. Âàæè

EXp =

∫
Ω
Xp dP

=

∫
Ω

∫ X

0
pxp−1 dx dP

=

∫
Ω

∫ ∞
0

pxp−1
1{X≥x} dx dP

=

∫ ∞
0

pxp−1

∫
Ω
1{X≥x} dP dx

=

∫ ∞
0

pxp−1P {X ≥ x} dx,

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. �

Ñëåäå£å åëåìåíòàðíî ïîìî£íî òâð¢å»å áè£å îä êîðèñòè ó íàðåäíèì ðàçìàòðà»èìà.

Ëåìà 2.2.2 Íåêà jå κ(x) = x log x çà ñâå x ≥ 0, ïðè ÷åìó ïîäðàçóìåâàìî äà jå κ(0) = 0. Òàäà

âàæè

min
x∈[0,∞)

κ(x) = κ

(
1

e

)
= −1

e
.

Äîêàç. Ïðèìåòèìî äà jå κ′(x) = log x + 1, îäàêëå ñëåäè κ′ ≤ 0 íà [0, 1/e] è κ′ ≥ 0 íà [1/e,∞),
îäíîñíî, ôóíêöèjà κ îïàäà íà èíòåðâàëó [0, 1/e] è ðàñòå íà èíòåðâàëó [1/e,∞). Ñòîãà, ôóíêöèjà
κ íà èíòåðâàëó [0,∞) äîñòèæå ìèíèìóì ó òà÷êè 1/e. Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà äîêàæåìî êëàñè÷íó Äóáîâó L1 íåjåäíàêîñò. Íàðàâíî, jåäàí îä ãëàâíèõ
åëåìåíàòà äîêàçà jåñòå Äóáîâà ìàêñèìàëíà íåjåäíàêîñò.

Òåîðåìà 2.2.3 (Äóáîâà L1 íåjåäíàêîñò) Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è

íåêà jå M = max
1≤j≤n

Xj . Òàäà âàæè

‖M‖1 ≤
e

e− 1
(1 + E (Xn logXn)) .

Äîêàç. Íàjïðå, óî÷èìî äà âàæè ∫ 1

0
P {M ≥ x}dx ≤ 1,

jåð jå P {M ≥ x} ≤ 1. Ñàìèì òèì, òàäà jå

‖M‖1 − 1 = EM − 1 ≤ EM −
∫ 1

0
P {M ≥ x} dx =

∫ ∞
1

P {M ≥ x}dx,
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2.2. ÄÓÁÎÂÀ L1 ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå íà îñíîâó Ëåìå 2.2.1 èñïó»åíî

EM =

∫ ∞
0

P {M ≥ x} dx.

Äà§å, êîðèñòå£è Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè, îäíîñíî Òåîðåìó 2.1.1, êàî è Ëåìó 2.2.2,
íàëàçèìî

‖M‖1 − 1 ≤
∫ ∞

1
P {M ≥ x}dx

=

∫ ∞
1

1

x
· x · P {M ≥ x} dx

≤
∫ ∞

1

1

x
· E
(
Xn · 1{M≥x}

)
dx

=

∫ ∞
1

1

x

∫
Ω
Xn · 1{M≥x} dP dx

=

∫ ∞
1

∫
Ω

1

x
·Xn · 1{M≥x} dP dx

=

∫
Ω

∫ ∞
1

1

x
·Xn · 1{M≥x} dx dP

=

∫
Ω
Xn

∫ ∞
1

1

x
· 1{M≥x} dx dP

=

∫
M≥1

Xn

∫ M

1

1

x
dx dP

=

∫
M≥1

Xn logM dP

=

∫
M≥1

(
Xn logXn −Xn log

Xn

M

)
dP

=

∫
M≥1

(
Xn logXn −Mκ

(
Xn

M

))
dP

≤
∫
M≥1

(
Xn logXn +

M

e

)
dP

≤
∫

Ω

(
Xn logXn +

M

e

)
dP

= E (Xn logXn) +
EM
e

= E (Xn logXn) +
‖M‖1
e

,

îäàêëå, äèðåêòíî çàê§ó÷ójåìî(
1− 1

e

)
‖M‖1 ≤ 1 + E (Xn logXn) ,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

18



2.2. ÄÓÁÎÂÀ L1 ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

• Ó íàñòàâêó ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó

γ(x) = x− 1− log x,

ïðè ÷åìó jå x > 0. Òàäà jå γ′(x) = 1 − 1/x, îäàêëå ñëåäè γ′ ≤ 0 íà èíòåðâàëó (0, 1] è γ′ ≥ 0 íà
èíòåðâàëó [1,∞), îäíîñíî, ôóíêöèjà γ jå îïàäàjó£à íà (0, 1] è ðàñòó£à íà [1,∞). Äðóãèì ðå÷èìà,
ìèíèìóì ôóíêöèjå γ jåñòå γ(1) = 0. Ñëåäè γ(x) ≥ 0 çà ñâå x > 0. Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè
γ′′(x) = 1/x2, øòî ïîâëà÷è äà jå γ êîíâåêñíà ôóíêöèjà íà äàòîì èíòåðâàëó (0,∞).

Òåîðåìà 2.2.4 Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë, M = max
1≤j≤n

Xj è N = min
1≤j≤n

Xj,

ïðè ÷åìó âàæè X1 = 1. Òàäà jå
γ(EM) ≤ E(Xn logXn),

è

γ(EN) ≤ E(Xn logXn).

Äîêàç. Ïðâî, ïðèìåòèìî äà âàæè M ≥ X1 = 1. Ñàìèì òèì, òàäà äîáèjàìî∫ 1

0
P {M ≥ x} dx = 1,

îäàêëå, íà îñíîâó Äóáîâèõ ìàêñèìàëíèõ íåjåäíàêîñòè (âèäåòè Òåîðåìó 2.1.1) è Ëåìå 2.2.1, ñëåäè

EM − 1 =

∫ ∞
0

P {M ≥ x} dx− 1

=

∫ ∞
1

P {M ≥ x} dx

=

∫ ∞
1

1

x
· x · P {M ≥ x} dx

≤
∫ ∞

1

1

x
· E
(
Xn · 1{M≥x}

)
dx

=

∫ ∞
1

1

x

∫
Ω
Xn · 1{M≥x} dP dx

=

∫ ∞
1

∫
Ω

1

x
·Xn · 1{M≥x} dPdx

=

∫
Ω

∫ ∞
1

1

x
·Xn · 1{M≥x} dx dP

=

∫
Ω
Xn

∫ ∞
1

1

x
· 1{M≥x} dx dP

=

∫
Ω
Xn

∫ M

1

1

x
dx dP

=

∫
Ω
Xn logM dP

= E (Xn logM) .

Êàêî jå γ íåíåãàòèâíà ôóíêöèjà, òî äîáèjàìî

EM − 1 ≤ E (Xn logM) ≤ E
(
Xn logM +Xnγ

(
M

XnEM

))
,
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è êàêî âàæè

E
(
Xn logM +Xnγ

(
M

XnEM

))
= E

(
Xn logM +Xn

(
M

XnEM
− 1− log

M

XnEM

))

= E
(
Xn logM +Xn

(
M

XnEM
− 1− logM + logXn + logEM

))

= E
(
M

EM
−Xn +Xn logXn +Xn logEM

)

=
EM
EM

− EXn + E (Xn logXn) + EXn logEM

= E (Xn logXn) + logEM,

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà âàæè EXn = EX1 = 1, òî ñëåäè

EM − 1 ≤ E (Xn logXn) + logEM,

îäíîñíî
γ(EM) ≤ E(Xn logXn).

Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè N ≤ X1 = 1, øòî ïîâëà÷è∫ ∞
1

P {N ≥ x}dx = 1,

îäàêëå, íà îñíîâó Äóáîâèõ ìàêñèìàëíèõ íåjåäíàêîñòè (ó àíàëîãíîj âàðèjàíòè ñà îäãîâàðàjó£èì
ñòðîãèì íåjåäíàêîñòèìà, âèäåòè Íàïîìåíó 2.1.2) è Ëåìå 2.2.1, ñëåäè

EN =

∫ ∞
0

P {N ≥ x} dx =

∫ 1

0
P {N ≥ x} dx

=

∫ 1

0
(1− P {N < x}) dx

= 1−
∫ 1

0
P {N < x} dx

= 1−
∫ 1

0

1

x
· x · P {N < x}dx

≤ 1−
∫ 1

0

1

x
· E
(
Xn · 1{N<x}

)
dx

= 1− E
(∫ 1

0

1

x
·Xn · 1{N<x}

)
dx

= 1− E
(
Xn

∫ 1

N

1

x
dx

)
= 1 + E (Xn logN) .

Çàòèì, àíàëîãíî êàî ó ïðåòõîäíîì äåëó íàëàçèìî

E (Xn logN) ≤ E (Xn logXn) + logEN.
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Êîíà÷íî, íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã ñëåäè

EN ≤ 1 + E (Xn logXn) + logEN,

èëè åêâèâàëåíòíî
γ(EN) ≤ E(Xn logXn).

Òèìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

• Íà êðàjó, ïîðåä ôóíêöèjå γ, ïîñìàòðàjìî è ôóíêöèjó

θ(x) =
e− 1

e
x− 1, x > 0.

Òàäà çà ñâå x > 0 âàæè

γ(x)− θ(x) =
x

e
− log x = x

(
κ

(
1

x

)
+

1

e

)
≥ 0,

ïðè ÷åìó ñìî èñêîðèñòèëè Ëåìó 2.2.2. Ñëåäè

γ(x) ≥ θ(x), (2.2.1)

çà ñâå x > 0. Äî íåjåäíàêîñòè (2.2.1) ñìî ìîãëè äî£è è íà äðóãè íà÷èí. Íàèìå, òðàã ôóíêöèjå θ
jåñòå ïðàâà ñà êîåôèöèjåíòîì ïðàâöà γ′(e), êîjà ó ðàâíè ïðîëàçè êðîç òà÷êó (e, e − 2), ïðè ÷åìó
òà÷êà (e, e − 2) ïðèïàäà òðàãó ôóíêöèjå γ. Ñàìèì òèì, ïðàâà îäðå¢åíà ñà θ jåñòå òàíãåíòà íà
êðèâó îäðå¢åíó ñà γ è áóäó£è äà jå γ êîíâåêñíà ôóíêöèjà, äèðåêòíî äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà
âàæè γ ≥ θ. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå

X1, X2, . . . , Xn,

íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è àêî jå
M = max

1≤j≤n
Xj ,

òàäà ñå Äóáîâà L1 íåjåäíàêîñò ìîæå çàïèñàòè ó ñëåäå£åì åêâèâàëåíòíîì îáëèêó

θ (EM) ≤ E (Xn logXn) .

Èìàjó£è ó âèäó äà jå θ ≤ γ, ïðîöåíà èç Òåîðåìå 2.2.4 jåñòå áî§à îä ïðîöåíå èç Òåîðåìå 2.3.1, óç
âàæíó íàïîìåíó äà ó Òåîðåìè 2.2.4 èìàìî íà ñíàçè äîäàòàí óñëîâ X1 = 1.

x

y

y = θ(x)

y = γ(x)

(e, e− 2)

(1, 0)

Ãðàôèöè ôóíêöèjà y = γ(x) è y = θ(x).
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2.3 Äóáîâà Lp íåjåäíàêîñò

Ó îâîj ñåêöèjè ïîêàçójåìî âàðèjàíòó Lp Äóáîâå íåjåäíàêîñòè. Íàèìå, èìàìî ñëåäå£è ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 2.3.1 (Äóáîâà Lp íåjåäíàêîñò) Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è

íåêà jå M = max
1≤j≤n

Xj. Òàäà çà ñâå 1 < p <∞ âàæè

‖M‖p ≤
p

p− 1
‖Xn‖p .

Äîêàç. Íà îñíîâó Ëåìå 2.2.1 è Äóáîâèõ ìàêñèìàëíèõ íåjåäíàêîñòè (Òåîðåìà 2.1.1) âàæè

‖M‖pp = EMp =

∫ ∞
0

pxp−1P {M ≥ x}dx

=

∫ ∞
0

pxp−2 · x · P {M ≥ x} dx

≤
∫ ∞

0
pxp−2 · E

(
Xn · 1{M≥x}

)
dx

= pE
(∫ ∞

0
xp−2 ·Xn · 1{M≥x} dx

)

= pE
(
Xn

∫ ∞
0

xp−2 · 1{M≥x} dx

)

= pE
(
Xn

∫ M

0
xp−2 dx

)

=
p

p− 1
E
(
XnM

p−1
)
.

Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò ñà ïàðîì ñïðåãíóòèõ åêñïîíåíàòà
(
p, p

p−1

)
,

äèðåêòíî íàëàçèìî

E
(
XnM

p−1
)
≤ E (Xp

n)
1
p E
((
Mp−1

) p
p−1

) p−1
p

= E (Xp
n)

1
p E (Mp)

1− 1
p ,

îäíîñíî
E
(
XnM

p−1
)
≤ ‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p .

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã, ìîæåìî çàê§ó÷èòè

‖M‖pp ≤
p

p− 1
‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p ,

îäàêëå ñëåäè òðàæåíà íåjåäíàêîñò

‖M‖p ≤
p

p− 1
‖Xn‖p ,

÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

• Ó íàñòàâêó, ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó äàòó ñà

δp(x) =

(
1− 1

p

)
x

1
p +

1

p
x

1
p
−1
, x > 0,
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ïðè ÷åìó jå 1 < p <∞. Òàäà, äèðåêòíî äîáèjàìî

δ′p(x) =
1

p

(
1− 1

p

)
x

1
p
−1

+
1

p

(
1

p
− 1

)
x

1
p
−2

=
1

p

(
1− 1

p

)(
x

1
p
−1 − x

1
p
−2
)

=
1

p

(
1− 1

p

)
x

1
p
−2

(x− 1).

Ñàìèì òèì, âàæè δ′p ≤ 0 íà èíòåðâàëó (0, 1] è δ′p ≥ 0 íà èíòåðâàëó [1,∞), îäíîñíî, ôóíêöèjà δp
îïàäà íà (0, 1] è ðàñòå íà [1,∞). Äðóãèì ðå÷èìà, ôóíêöèjà δp èìà ñâîj ìèíèìóì δp(1) = 1. Ïîðåä
òîãà, âàæè

δ′′p(x) =
1

p

(
1− 1

p

)((
1

p
− 1

)
x

1
p
−2 −

(
1

p
− 2

)
x

1
p
−3
)

=
1

p

(
1− 1

p

)((
2− 1

p

)
x

1
p
−3 −

(
1− 1

p

)
x

1
p
−2
)

=
1

p

(
1− 1

p

)2

x
1
p
−3
(

2− 1/p

1− 1/p
− x
)

=
1

p

(
1− 1

p

)2

x
1
p
−3
(

2p− 1

p− 1
− x
)
.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà âàæè

δ′′p ≥ 0 íà èíòåðâàëó

(
0,

2p− 1

p− 1

]
,

è

δ′′p ≤ 0 íà èíòåðâàëó

[
2p− 1

p− 1
,∞
)
,

îäíîñíî, ôóíêöèjà δp jå êîíâåêñíà íà èíòåðâàëó
(

0, 2p−1
p−1

]
è êîíêàâíà íà èíòåðâàëó

[
2p−1
p−1 ,∞

)
.

Òåîðåìà 2.3.2 Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë, M = max
1≤j≤n

Xj è N = min
1≤j≤n

Xj,

ïðè ÷åìó âàæè X1 = 1. Òàäà çà ñâå 1 < p <∞ âàæè

δp
(
‖M‖pp

)
≤ ‖Xn‖p ,

è

δp
(
‖N‖pp

)
≤ ‖Xn‖p .

Äîêàç. Íàjïðå, âàæè M ≥ X1 = 1. Ñàìèì òèì, òàäà äîáèjàìî (âèäåòè Ëåìó 2.2.1)

‖M‖pp = EMp =

∫ ∞
0

pxp−1P {M ≥ x}dx

=

∫ 1

0
pxp−1P {M ≥ x} dx+

∫ ∞
1

pxp−1P {M ≥ x} dx

= 1 +

∫ ∞
1

pxp−1P {M ≥ x} dx.
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2.3. ÄÓÁÎÂÀ LP ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

Äèðåêòíîì ïðèìåíîì Äóáîâèõ ìàêñèìàëíèõ íåjåäíàêîñòè (âèäåòè Òåîðåìó 2.1.1) íàëàçèìî

‖M‖pp − 1 =

∫ ∞
1

pxp−1P {M ≥ x}dx

=

∫ ∞
1

pxp−2 · x · P {M ≥ x} dx

≤
∫ ∞

1
pxp−2 · E

(
Xn · 1{M≥x}

)
dx

= pE
(∫ ∞

1
xp−2 ·Xn · 1{M≥x} dx

)

= pE
(
Xn

∫ ∞
1

xp−2 · 1{M≥x} dx

)

= pE
(
Xn

∫ M

1
xp−2 dx

)

=
p

p− 1
E
(
XnM

p−1 −Xn

)
=

p

p− 1

(
E
(
XnM

p−1
)
− EXn

)
Êàêî âàæè EXn = EX1 = 1, òî äîáèjàìî

‖M‖pp − 1 ≤ p

p− 1

(
E
(
XnM

p−1
)
− 1
)
.

Ñëåäè (
1− 1

p

)
‖M‖pp +

1

p
≤ E

(
XnM

p−1
)
. (2.3.1)

Çàòèì, ïðèìåíîì Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè ñà ñïðåãíóòèì åêñïîíåíòèìà
(
p, p

p−1

)
èçâîäèìî ñëåäå£ó

íåjåäíàêîñò

E
(
XnM

p−1
)
≤ E (Xp

n)
1
p E
((
Mp−1

) p
p−1

) p−1
p

= E (Xp
n)

1
p E (Mp)

1− 1
p ,

òj.
E
(
XnM

p−1
)
≤ ‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p . (2.3.2)

Íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè (2.3.1) è (2.3.2), ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà âàæè(
1− 1

p

)
‖M‖pp +

1

p
≤ ‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p ,

îäíîñíî (
1− 1

p

)
‖M‖p +

1

p
‖M‖1−pp ≤ ‖Xn‖p ,

îäàêëå ñëåäè (
1− 1

p

)(
‖M‖pp

) 1
p +

1

p

(
‖M‖pp

) 1
p
−1 ≤ ‖Xn‖p ,

èëè åêâèâàëåíòíî
δp
(
‖M‖pp

)
≤ ‖Xn‖p .
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Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè N ≤ X1 = 1. Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó Ëåìå 2.2.1, ìîæåìî ïèñàòè

‖N‖pp = ENp =

∫ ∞
0

pxp−1P {N ≥ x} dx

=

∫ 1

0
pxp−1P {N ≥ x} dx+

∫ ∞
1

pxp−1P {N ≥ x} dx

=

∫ 1

0
pxp−1P {N ≥ x} dx

=

∫ 1

0
pxp−1 (1− P {N < x}) dx

= 1−
∫ 1

0
pxp−1P {N < x}dx,

îäàêëå, êîðèñòå£è Äóáîâå ìàêñèìàëíå íåjåäíàêîñòè (âèäåòè è Íàïîìåíó 2.1.2) íàëàçèìî

‖N‖pp = 1−
∫ 1

0
pxp−2 · x · P {N < x} dx

≤ 1−
∫ 1

0
pxp−2 · E

(
Xn · 1{N<x}

)
dx

= 1− pE
(∫ 1

0
xp−2 ·Xn · 1{N<x} dx

)

= 1− pE
(
Xn

∫ 1

0
xp−2 · 1{N<x} dx

)

= 1− pE
(
Xn

∫ 1

N
xp−2 dx

)

= 1− p

p− 1
E
(
Xn −XnN

p−1
)

= 1− p

p− 1

(
EXn − E

(
XnN

p−1
))
,

è êàêî âàæè EXn = EX1 = 1, òî ñëåäè

‖N‖pp ≤ 1− p

p− 1

(
1− E

(
XnN

p−1
))

èëè åêâèâàëåíòíî (
1− 1

p

)
‖N‖pp +

1

p
≤ E

(
XnN

p−1
)
. (2.3.3)

Êîðèñòå£è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò êàî ó ïðâîì äåëó äîêàçà çàê§ó÷ójåìî

E(XnN
p−1) ≤ ‖Xn‖p ‖N‖

p−1
p . (2.3.4)

Òàäà, íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè (2.3.3) è (2.3.4), ñëè÷íî êàî ó ïðâîì äåëó äîêàçà, äîáèjàìî

δp
(
‖N‖pp

)
≤ ‖Xn‖p .

Òèìå jå äîêàç ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �
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Íàïîìåíà 2.3.3 Íåêà jå ïîíîâî X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è

M = max
1≤j≤n

Xj ,

ïðè ÷åìó âàæè X1 = 1. Òàäà íà îñíîâó êëàñè÷íå Äóáîâå L2 íåjåäíàêîñòè (çàïðàâî, ïðèìå»ójåìî
Òåîðåìó 2.1.3 ó ñëó÷àjó p = 2) äîáèjàìî

‖M‖2 ≤ 2 ‖Xn‖2 . (2.3.5)

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðèìåíîì ïðåòõîäíå Òåîðåìå 2.3.2, îïåò ó ñëó÷àjó p = 2, íàëàçèìî

1

2

(
‖M‖2 +

1

‖M‖2

)
= δ2

(
‖M‖22

)
≤ ‖Xn‖2 .

Ñëåäè
‖M‖22 + 1 ≤ 2‖Xn‖2‖M‖2.

Ïðåìà òîìå, âàæè
(‖M‖2 − ‖Xn‖2)2 ≤ ‖Xn‖22 − 1,

îäàêëå, äîáèjàìî

‖M‖2 ≤ ‖Xn‖2 +
√
‖Xn‖22 − 1. (2.3.6)

Íàðàâíî, êàêî âàæè

‖Xn‖2 +
√
‖Xn‖22 − 1 ≤ 2‖Xn‖2,

òî ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå íåjåäíàêîñò (2.3.6) áî§à îä íåjåäíàêîñòè (2.3.5). Ó îïøòåì ñëó÷àjó,
çà ïðîèçâî§íî 1 < p <∞, íà îñíîâó Òåîðåìå 2.3.2, âàæè

δp
(
‖M‖pp

)
≤ ‖Xn‖p .

Ìå¢óòèì, êàêî jå (
1− 1

p

)
‖M‖p ≤

(
1− 1

p

)
‖M‖p +

1

p
‖M‖1−pp = δp

(
‖M‖pp

)
,

òî íà îñíîâó ïðåòõîäíå äâå íåjåäíàêîñòè ñëåäè(
1− 1

p

)
‖M‖p ≤ ‖Xn‖p ,

îäíîñíî, êàî ïîñëåäèöó Òåîðåìå 2.3.2, äîáèjàìî êëàñè÷íó Äóáîâó Lp íåjåäíàêîñò

‖M‖p ≤
p

p− 1
‖Xn‖p .

Íàðàâíî, ñâå ïðåòõîäíî jå èçâåäåíî ïîä äîäàòíîì ïî÷åòíîì ïðåòïîñòàâêîì äà jå X1 = 1. �

Îä èíòåðåñà ìîæå áèòè è ðàçìàòðà»å ïðåîñòàëîã ñëó÷àjà êàäà jå 0 < p < 1. Çàïðàâî, òàäà
íàâîäèìî ñëåäå£è ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 2.3.4 Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë, M = max
1≤j≤n

Xj è N = min
1≤j≤n

Xj,

ïðè ÷åìó âàæè X1 = 1. Òàäà çà ñâå 0 < p < 1 âàæè

δp
(
‖M‖pp

)
≥ ‖Xn‖p ,

è

δp
(
‖N‖pp

)
≥ ‖Xn‖p ,

ïðè ÷åìó jå δp(x) =
(

1− 1
p

)
x

1
p + 1

px
1
p
−1

çà ñâå x > 0.
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2.3. ÄÓÁÎÂÀ LP ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

Äîêàç. Ïîòïóíî àíàëîãíî êàî ó äîêàçó Òåîðåìå 2.3.2, íàëàçèìî äà âàæè

‖M‖pp − 1 ≤ p

p− 1

(
E
(
XnM

p−1
)
− 1
)
,

îäàêëå ñëåäè, (
1− 1

p

)
‖M‖pp +

1

p
≥ E

(
XnM

p−1
)
. (2.3.7)

èìàjó£è ó âèäó ÷è»åíèöó äà jå ñàäà 0 < p < 1. Êîðèñòå£è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò, ó îäíîñó íà

ïàð ñïðåãíóòèõ åêñïîíåíàòà
(

1
p ,

1
1−p

)
, äîáèjàìî äà âàæè

‖Xn‖pp = EXp
n

= E
(
Xp
nM

p(p−1)M−p(p−1)
)

≤
(
E
(
Xp
nM

p(p−1)
) 1
p

)p(
E
(
M−p(p−1)

) 1
1−p
)1−p

=
(
E
(
XnM

p−1
))p

(EMp)1−p

=
(
E
(
XnM

p−1
))p ‖M‖p(1−p)p ,

øòî ïîâëà÷è (
E
(
XnM

p−1
))p ≥ ‖Xn‖pp ‖M‖

p(p−1)
p ,

îäíîñíî
E
(
XnM

p−1
)
≥ ‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p . (2.3.8)

Íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè (2.3.7) è (2.3.8), çàê§ó÷ójåìî(
1− 1

p

)
‖M‖pp +

1

p
≥ ‖Xn‖p ‖M‖

p−1
p ,

îäíîñíî (
1− 1

p

)
‖M‖p +

1

p
‖M‖1−pp ≥ ‖Xn‖p ,

îäàêëå ñëåäè (
1− 1

p

)(
‖M‖pp

) 1
p +

1

p

(
‖M‖pp

) 1
p
−1 ≥ ‖Xn‖p ,

èëè åêâèâàëåíòíî
δp
(
‖M‖pp

)
≥ ‖Xn‖p .

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîïòóíî àíàëîãíî êàî ó Òåîðåìè 2.3.2, äîáèjàìî äà âàæè

‖N‖pp ≤ 1− p

p− 1

(
1− E

(
XnN

p−1
))
,

øòî ïîâëà÷è (èìàjó£è ó âèäó äà jå 0 < p < 1)(
1− 1

p

)
‖N‖pp +

1

p
≥ E

(
XnN

p−1
)
.

Êàî ó ïðâîì äåëó äîêàçà, êîðèñòå£è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò, íàëàçèìî

E
(
XnN

p−1
)
≥ ‖Xn‖p ‖N‖

p−1
p .

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå äâå íåjåäíàêîñòè, èçâîäèìî(
1− 1

p

)
‖N‖pp +

1

p
≥ ‖Xn‖p ‖N‖

p−1
p ,

îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè
δp
(
‖N‖pp

)
≥ ‖Xn‖p .

Òèìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �
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2.3. ÄÓÁÎÂÀ LP ÍÅJÅÄÍÀÊÎÑÒ

Ïîñëåäèöà 2.3.5 Íåêà jå X1, X2, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë è ïîðåä òîãà, íåêà jå N =
min

1≤j≤n
Xj, ïðè ÷åìó âàæè X1 = 1. Òàäà çà ñâå 0 < p < 1 âàæè

‖N‖1−pp ≥ p ‖Xn‖p .

Äîêàç. Ïðèìåíîì Òåîðåìå 2.3.4, íàëàçèìî(
1− 1

p

)
‖N‖p +

1

p
‖N‖1−pp = δp

(
‖N‖pp

)
≥ ‖Xn‖p .

Ìå¢óòèì, êàêî jå 0 < p < 1, òî âàæè

1

p
‖N‖1−pp ≥

(
1− 1

p

)
‖N‖p +

1

p
‖N‖1−pp .

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå äâå íåjåäíàêîñòè, ñëåäè

1

p
‖N‖1−pp ≥ ‖Xn‖p ,

îäíîñíî
‖N‖1−pp ≥ p ‖Xn‖p ,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �
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Ãëàâà 3

Âåðîâàòíîñíè äîêàç âèøåäèìåíçèîíå

Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè

Íåêà jå f : (0,∞) → (0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà è íåêà jå p > 1. Òàäà êëàñè÷íà Õàðäèjåâà
íåjåäíàêîñò ãëàñè ∫ ∞

0

(
1

x

∫ x

0
f(t) dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

f(x)p dx. (3.0.1)

Êîìïëåòíà îáðàäà è ðàçíå ãåíåðàëèçàöèjå îâå çíà÷àjíå íåjåäíàêîñòè íàëàçå ñå ó îäëè÷íîj
ìîíîãðàôèjè [30] è ïðåãëåäíîì ðàäó [29]. Ñà äðóãå ñòðàíå, íàïîìåíèìî äà jå êëàñè÷íà ðåôåðåíöà
âåçàíà çà Õàðäèjåâó íåjåäíàêîñò ìîíîãðàôèjà [18] îä Õàðäèjà, Ëèòëâóäà è Ïî§å. Òàêî¢å, çà íåêå
ñêîðèjå ðåçóëòàòå âåçàíå çà îâó òåìó è îñòàëå ñëè÷íå íåjåäíàêîñòè, òðåáà ïîãëåäàòè èíòåðåñàíòàí
ðàä [32]. Ïîñòîjè ìíîøòâî ðàçëè÷èòèõ è âåîìà çàíèì§èâèõ äîêàçà Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè.
Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðåäñòàâè£åìî ïðîáàáèëèñòè÷êè äîêàç âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Õàðäèjåâå
íåjåäíàêîñòè. Ðàçëè÷èòè òèïîâè âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè ìîãó äà
ñå íà¢ó ó [30]. Êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó, èçâîäèìî âèøåäèìåíçèîíó òåæèíñêó Êàðëåìàíîâó
íåjåäíàêîñò.

3.1 Ðåëàòèâíà åíòðîïèjà

Íåêà jå (Ω,F , µ) ìåð§èâ ïðîñòîð, ïðè ÷åìó jå ìåðà µ íåíåãàòèâíà. Òàäà çà ìåð§èâó ôóíêöèjó

ρ : Ω→ (0,∞),

êàæåìî äà jå âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà íà ïðîñòîðó Ω óêîëèêî âàæè∫
Ω
ρdµ = 1.

Ðåëàòèâíà åíòðîïèjà èëè Êóëáàê-Ëàjáëåðîâà äèâåðãåíöèjà äâå âåðîâàòíîñíå ãóñòèíå ϕ è ρ íà
ïðîñòîðó Ω äåôèíèñàíà jå íà ñëåäå£è íà÷èí:

KL (ϕ ‖ ρ) =

∫
Ω
ϕ log

ϕ

ρ
dµ

Òåîðåìà 3.1.1 Íåêà jå (Ω,F , µ) ìåð§èâ ïðîñòîð è íåêà ñó ϕ è ρ âåðîâàòíîñíå ãóñòèíå íà òîì
ïðîñòîðó. Òàäà âàæè

KL (ϕ ‖ ρ) ≥ 0.

Äîêàç. Âàæè ∫
Ω
ϕdµ = 1,
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3.2. ÂÅÐÎÂÀÒÍÎÑÍÅ ÃÓÑÒÈÍÅ ÍÀ JÅÄÈÍÈ×ÍÎJ ÊÎÖÊÈ (0, 1)N Ó RN

îäàêëå ñëåäè äà jå (Ω,F , ϕdµ) jåäàí âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð. Ïîðåä òîãà, ôóíêöèjà x 7→ − log x jå
êîíâåêñíà. Ñàìèì òèì, ïðèìåíîì Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjàìî

KL (ϕ ‖ ρ) =

∫
Ω
ϕ log

ϕ

ρ
dµ

= −
∫

Ω
ϕ log

ρ

ϕ
dµ

≥ − log

∫
Ω
ϕ
ρ

ϕ
dµ

= − log

∫
Ω
ρdµ

= − log 1

= 0,

ïðè ÷åìó ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà çà âåðîâàòíîñíó ãóñòèíó ρ íà ïðîñòîðó Ω âàæè∫
Ω
ρdµ = 1.

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

3.2 Âåðîâàòíîñíå ãóñòèíå íà jåäèíè÷íîj êîöêè (0, 1)n ó Rn

x1

x2

x3

Q3

Jåäèíè÷íà êîöêà Q3 = (0, 1)3 ó R3.

Íåêà jå Rn+ = (0,∞)n, ãäå jå n ∈ N. Ïîðåä òîãà, íåêà jå
ñàQn = (0, 1)n îçíà÷åíà n-äèìåíçèîíà jåäèíè÷íà êîöêà
ó ïðîñòîðó Rn. Òàêî¢å, äà áèñìî îëàêøàëè çàïèñ ó
íåêèì äåëîâèìà òåêñòà, ïèñà£åìî

dx = dx1 . . . dxn,

ãäå jå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå
ôóíêöèjà

ρ : Qn → (0,∞),

âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà íà jåäèíè÷íîj êîöêè Qn,
îäíîñíî, íåêà jå èñïó»åíî∫

Qn

ρ (x) dx = 1.

Îáåëåæèìî ñà D (Qn) ôàìèëèjó ñâèõ âåðîâàòíîñíèõ
ãóñòèíà íà jåäèíè÷íîj êîöêè Qn. Ðåçóëòàò êîjè ñëåäè
jå îä ïîñåáíå âàæíîñòè çà íàøà áóäó£à ðàçìàòðà»à.

Ëåìà 3.2.1 Íåêà jå p > 1 è αj < p− 1 çà j = 1, . . . , n. Òàäà âàæè

min
ρ∈D(Qn)

∫
Qn

dx1 . . . dxn

ρ (x1, . . . , xn)p−1∏n
j=1 x

αj+1
j

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
.

Äîêàç. Çà (x1, . . . , xn) ∈ Rn+ îáåëåæèìî

ϕ (x1, . . . , xn) =

n∏
j=1

p− αj − 1

p
x
−
αj+1

p

j .
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Ïðèìåòèìî äà âàæè∫
Qn

ϕ (x) dx =

∫
Qn

n∏
j=1

p− αj − 1

p
x
−
αj+1

p

j dx1 . . . dxn =

n∏
j=1

p− αj − 1

p

1

−αj+1
p + 1

= 1

Ïðåìà òîìå, çàê§ó÷ójåìî äà ϕ ∈ D (Qn). Íåêà jå ρ ∈ D (Qn) ïðîèçâî§íà âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà.
Ïîçíàòo ñâîjñòâî òåîðèjå âåðîâàòíî£å, äà jå Êóëáàê-Ëàjáëåðîâà äèâåðãåíèöèjà óâåê íåíåãàòèâíà
(âèäåòè Òåîðåìó 3.1.1), äîâîäè íàñ äî ñëåäå£å íåjåäíàêîñòè∫

Qn

ϕ (x1, . . . , xn) log
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)
dx1 . . . dxn ≥ 0. (3.2.1)

Ìíîæå»åì íåjåäíàêîñòè (3.2.1) ñà p− 1 äîáèjàìî∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn) log

(
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)

)p−1

dx1 . . . dxn ≥ 0. (3.2.2)

Êàêî çà ñâå t > 0 âàæè t− 1 ≥ log t, äîëàçèìî äî êîðèñíå íåjåäíàêîñòè çà íàñòàâàê äîêàçà(
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)

)p−1

− 1 ≥ log

(
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)

)p−1

. (3.2.3)

Êîìáèíàöèjîì íåjåäíàêîñòè (3.2.2) è (3.2.3) íàëàçèìî

0 ≤
∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn) log

(
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)

)p−1

dx1 . . . dxn

≤
∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn)

((
ϕ (x1, . . . , xn)

ρ (x1, . . . , xn)

)p−1

− 1

)
dx1 . . . dxn

=

∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn)p

ρ (x1, . . . , xn)p−1 dx1 . . . dxn −
∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=

∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn)p

ρ (x1, . . . , xn)p−1 dx1 . . . dxn − 1.

Êîíà÷íî çàê§ó÷ójåìî ∫
Qn

ϕ (x1, . . . , xn)p

ρ (x1, . . . , xn)p−1 dx1 . . . dxn ≥ 1,

Êîðèñòå£è ôîðìóëàöèjó ôóíêöèjå ϕ (x1, . . . , xn) äîáèjàìî

∫
Qn

n∏
j=1

(
p− αj − 1

p

)p x
−(αj+1)
j

ρ (x1, . . . , xn)p−1 dx1 . . . dxn ≥ 1,

îäíîñíî ∫
Qn

dx1 . . . dxn

ρ (x1, . . . , xn)p−1∏n
j=1 x

αj+1
j

≥
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
.

Êàêî jå ρ ∈ D (Qn) ïðîèçâî§íà âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà, âàæè

min
ρ∈D(Qn)

∫
Qn

dx1 . . . dxn

ρ (x1, . . . , xn)p−1∏n
j=1 x

αj+1
j

≥
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
. (3.2.4)
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Ñà äðóãå ñòðàíå, íàëàçèìî∫
Qn

dx1 . . . dxn

ϕ (x1, . . . , xn)p−1∏n
j=1 x

αj+1
j

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p−1 ∫
Qn

n∏
j=1

(
x

αj+1

p

j

)p−1
dx1 . . . dxn∏n
j=1 x

αj+1
j

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p−1 ∫
Qn

n∏
j=1

(
x
αj+1
j

) p−1
p

x
αj+1
j

dx1 . . . dxn

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p−1 ∫
Qn

n∏
j=1

x
(αj+1)

(
− 1
p

)
j dx1 . . . dxn

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p−1 n∏
j=1

1

(αj + 1)
(
−1
p

)
+ 1

=

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p−1 n∏
j=1

p

p− 1− αj

=

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
.

Ñàìèì òèì, çàê§ó÷ójåìî äà ñå ìèíèìóì èç íåjåäíàêîñòè (3.2.4) äîñòèæå çà âåðîâàòíîñíó ãóñòèíó
ϕ ∈ D (Qn), îäíîñíî ∫

Qn

dx1 . . . dxn

ϕ (x1, . . . , xn)p−1∏n
j=1 x

αj+1
j

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
.

Òèìå jå äîêàç ëåìå çàâðøåí. �

3.3 Âèøåäèìåíçèîíà òåæèíñêà Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò

Íåêà jå f : Rn+ → (0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà. Äåôèíèøèìî ñëåäå£è âèøåäèìåíçèîíè Õàðäèjåâ
èíòåãðàëíè îïåðàòîð

Hnf (x) =
1

x1 . . . xn

∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
f (t) dt,

ãäå jå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+, t = (t1, . . . , tn) è dt = dt1 . . . dtn. Ñàäà ìîæåìî äà ôîðìóëèøåìî è
äîêàæåìî ãëàâíó òåîðåìó îâîã ïîãëàâ§à. Íàèìå, èìàìî ñëåäå£ó íåjåäíàêîñò.

Òåîðåìà 3.3.1 (Âèøåäèìåíçèîíà òåæèíñêà Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå p > 1 è

αj < p− 1 çà j = 1, . . . , n è íåêà jå f : Rn+ → (0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà. Òàäà âàæè∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hnf (x)p dx ≤

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x)p dx.

Äîêàç. Îáåëåæèìî

L =

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hnf (x)p dx è D =

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x)p dx.

Õàðäèjåâ èíòåãðàëíè îïåðàòîð Hnf (x) ìîæåìî äà çàïèøåìî íà äðóãè íà÷èí. Íàèìå, êàêî jå

1

x1 . . . xn

∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
f (t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn =

∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
f (t1, . . . , tn)

dt1
x1

. . .
dtn
xn

,
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òî óâî¢å»åì ñìåíå

sk =
tk
xk
, òj. dsk =

dtk
xk

ãäå jå k = 1, . . . , n,

ïîñòîjå£å ãðàíèöå (0, xk) ïîñòàjó (0, 1), çà k = 0, . . . n, ïà äîáèjàìî∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
f (t1, . . . , tn)

dt1
x1

. . .
dtn
xn

=

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
f (x1s1, . . . , xnsn) ds1 . . . dsn.

Êîíà÷íî çàê§ó÷ójåìî

Hnf (x1, . . . , xn) =

∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn) dt.

Íåêà jå ρ ∈ D (Qn) ïðîèçâî§íà âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà. Tàäà âàæè∫
Qn

ρ (t1, . . . , tn) dt = 1,

ïà ìîæåìî äà ïðèìåíèìî Jåíñåíîâó íåjåäíàêîñò ó ñëåäå£åì ðàçìàòðà»ó.

Hnf (x1, . . . , xn)p =

(∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn) dt

)p

=

(∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn)

ρ (t1, . . . , tn)
ρ (t1, . . . , tn) dt

)p

≤
∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn)p

ρ (t1, . . . , tn)p
ρ (t1, . . . , tn) dt.

Ñòîãà äîáèjàìî

Hnf (x1, . . . , xn)p ≤
∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn)p

ρ (t1, . . . , tn)p−1 dt.

Êîðèø£å»åì Ôóáèíèjåâå òåîðåìå íàëàçèìî

L =

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hnf (x)p dx

≤
∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j

∫
Qn

f (x1t1, . . . , xntn)p

ρ (t1, . . . , tn)p−1 dt dx

=

∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x1t1, . . . , xntn)p dxdt.

Óâî¢å»åì ñìåíå yk = xktk, òj. dxk = dyk/tk, ãäå jå k = 1, . . . , n, ó ñëåäå£åì èíòåãðàëó∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x1t1, . . . , xntn)p dx,

ãðàíèöå îñòàjó íåïðîìå»åíå, òàêî äà äîáèjàìî∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x1t1, . . . , xntn)p dxdt

=

∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1

∫
Rn+

n∏
j=1

(
yk
tk

)αj
f (y1, . . . , yn)p

1

t1 . . . tn
dy dt.
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Ñòîãà, çàê§ó÷ójåìî

L ≤
∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1

∫
Rn+

n∏
j=1

(
xk
tk

)αj
f (x1, . . . , xn)p

1

t1 . . . tn
dx dt

=

∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1∏n
j=1 t

αj+1
j

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x1, . . . , xn)p dxdt

=

(∫
Qn

1

ρ (t1, . . . , tn)p−1∏n
j=1 t

αj+1
j

dt

)
·D.

Îáçèðîì äà jå ρ ∈ D (Qn) ïðîèçâî§íà âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà, ñëåäè

L ≤

(
min

ρ∈D(Qn)

∫
Qn

dt1 . . . dtn

ρ (t1, . . . , tn)p−1∏n
j=1 t

αj+1
j

)
·D.

Ó Ëåìè (3.2.1) ñìî äîêàçàëè äà jå

min
ρ∈D(Qn)

∫
Qn

dt1 . . . dtn

ρ (t1, . . . , tn)p−1∏n
j=1 t

αj+1
j

=
n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p
,

ïà èìàìî

L ≤

 n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p ·D,
îäíîñíî ∫

Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hnf (x)p dx ≤

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x)p dx.

Òèìå ñìî çàâðøèëè äîêàç òåîðåìå. �

Êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó ïðåòõîäíå òåîðåìå, äîáèjàìî ñëåäå£ó ïîçíàòó âèøåäèìåíçèîíó
âàðèjàíòó Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè.

Ïîñëåäèöà 3.3.2 (Âèøåäèìåíçèîíà Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå p > 1 è íåêà jå äàòà

ìåð§èâà ôóíêöèjà f : Rn+ → (0,∞). Òàäà âàæè∫
Rn+

Hnf (x)p dx ≤
(

p

p− 1

)np ∫
Rn+
f (x)p dx.

Äîêàç. Óçìèìî äà jå αj = 0 çà ñâå j = 1, . . . , n ó Òåîðåìè 3.3.1. Òèìå äîáèjàìî∫
Rn+

n∏
j=1

x0
jHnf (x)p dx ≤

n∏
j=1

(
p

p− 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x0
jf (x)p dx,

îäíîñíî ∫
Rn+

Hnf (x)p dx ≤
(

p

p− 1

)np ∫
Rn+
f (x)p dx,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ïîñëåäèöà 3.3.3 (Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå p > 1 è íåêà jå f : R+ → (0,∞) ìåð§èâà
ôóíêöèjà. Òàäà âàæè ∫ ∞

0

(
1

x

∫ x

0
f(t) dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

f(x)p dx.

Äîêàç. Äèðåêòíîì ïðèìåíîì ïðåòõîäíå Ïîñëåäèöå 3.3.2 ó ñëó÷àjó n = 1 äîëàçèìî äî òðàæåíå
íåjåäíàêîñòè, øòî jå ójåäíî è íåjåäíàêîñò (3.0.1) ñà ïî÷åòêà îâå ãëàâå. �
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3.4 Âèøåäèìåíçèîíà òåæèíñêà Êàðëåìàíîâà íåjåäíàêîñò

Ñåêöèjó ïî÷è»åìî ñà òâð¢å»èìà êîjà ñå îäíîñå íà îïøòó Lp-òåîðèjó âåðîâàòíîñíîã ïðîñòîðà
(Ω,F , µ) êîjà £åìî êîðèñòèòè ó êîíòåêñòó äîêàçà âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Êàðëåìàíîâå
íåjåäíàêîñòè. Íàjïðå, èìàìî ñëåäå£å åëåìåíòàðíî ñâîjñòâî.

Ëåìà 3.4.1 Íåêà jå (Ω,F , µ) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð, f ìåð§èâà ôóíêöèjà è 0 < p ≤ q <∞. Òàäà
âàæè (∫

Ω
|f |p dµ

) 1
p

≤
(∫

Ω
|f |q dµ

) 1
q

.

Äîêàç. Êàêî jå q/p ≥ 1, òî jå x 7→ x
q
p êîíâåêñíà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó jå x ≥ 0. Ñàìèì òèì,

ïðèìåíîì Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè çà êîíâåêñíå ôóíêöèjå, íàëàçèìî(∫
Ω
|f |p dµ

) q
p

≤
∫

Ω
(|f |p)

q
p dµ =

∫
Ω
|f |q dµ,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ïðå íåãî øòî ïðåòõîäíó ëåìó óïîòðåáèìî çà äîêàç òåîðåìå êîjà ñëåäè è êîjó £åìî êîðèñòèòè ó
äîêàçó Êàðëåìàíîâå íåjåäíàêîñòè, áè£å íàì ïîòðåáíà jîø íåêà ñâîjñòâà îäðå¢åíèõ åëåìåíòàðíèõ
ôóíêöèjà, êîjà íàâîäèìî ó ïîñåáíî èçäâîjåíîì ïàðàãðàôó.

• Íàjïðå, êàî øòî ñìî ðàíèjå íàâîäèëè äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà âàæè

x− 1 ≥ log x, (3.4.1)

çà ñâå x > 0. Ïîðåä òîãà, îçíà÷èìî

ϕ(x) =
ax − 1

x
, çà ñâå x > 0,

ãäå jå a > 0. Ïðèìåíîì Ëîïèòàëîâîã ïðàâèëà äèðåêòíî äîáèjàìî

lim
x→0+

ϕ(x) = lim
x→0+

ax − 1

x
= log a.

Ñà äðóãå ñòðàíå, óî÷èìî ôóíêöèjó

ψ(x) = xax log a− ax + 1,

ãäå jå x ≥ 0. Ïðèìåòèìî äà âàæè

ψ′(x) = ax log a+ xax log2 a− ax log a = xax log2 a ≥ 0,

øòî ïîâëà÷è äà jå ψ(x) ðàñòó£à ôóíêöèjà. Ñëåäè ψ(x) ≥ ψ(0) = 0 çà ñâå x ≥ 0. Íà êðàjó,
çàê§ó÷ójåìî

ϕ′(x) =
xax log a− ax + 1

x2
=
ψ(x)

x2
≥ 0,

çà ñâå x > 0. Äàêëå, ôóíêöèjà ϕ(x) jå òàêî¢å jåäíà ðàñòó£à ôóíêöèjà. Ñòîãà, íà îñíîâó ñâåãà
ïðåòõîäíîã, ìîæåìî çàê§ó÷èòè

ax − 1

x
↓ log a êàäà x ↓ 0. (3.4.2)

Ïðåòõîäíî èçâåäåíà ñâîjñòâà, êîðèñòèìî ó äîêàçó òåîðåìå êîjà ñëåäè.

Òåîðåìà 3.4.2 Íåêà jå (Ω,F , µ) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð è f ∈ Lq(µ) çà íåêî 0 < q < ∞. Òàäà

âàæè

lim
p→0+

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

= exp

(∫
Ω

log |f | dµ
)
.
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Äîêàç. Ïðèìåíîì Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè çà êîíêàâíå ôóíêöèjå íà êîíêàâíó ôóíêöèjó x 7→ log x
íàëàçèìî

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

=
1

p
log

∫
Ω
|f |p dµ ≥ 1

p

∫
Ω

log |f |p dµ =

∫
Ω

log |f | dµ,

îäíîñíî, âàæè

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

≥
∫

Ω
log |f | dµ. (3.4.3)

Ïðåëàñêîì íà ãðàíè÷íó âðåäíîñò p → 0+ è êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà íà îñíîâó Ëåìå 3.4.1 ñëåäè
äà âðåäíîñòè

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

,

îïàäàjó êàäà p îïàäà êà 0, ïðè ÷åìó èìàìî äî»å îãðàíè÷å»å ó âèäó íåjåäíàêîñòè (3.4.3), äîëàçèìî
äî çàê§ó÷êà äà ïîñòîjè ãðàíè÷íà âðåäíîñò

lim
p→0+

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

,

è äà ïîðåä òîãà, âàæè

lim
p→0+

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

≥
∫

Ω
log |f | dµ. (3.4.4)

Ñà äðóãå ñòðàíå, ìîæåìî ïèñàòè

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

=
1

p
log

∫
Ω
|f |p dµ

(3.4.1)

≤
∫

Ω |f |
p dµ− 1

p
=

∫
Ω |f |

p dµ−
∫

Ω dµ

p
=

∫
Ω

|f |p − 1

p
dµ,

îäíîñíî

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

≤
∫

Ω

|f |p − 1

p
dµ. (3.4.5)

Íà îñíîâó (3.4.2) âàæè
|f |p − 1

p
↓ log |f |, êàäà p ↓ 0.

Òàêî¢å, çà 0 < p < q âàæè (âèäåòè ïàðàãðàô íåïîñðåäíî èñïðåä îâå òåîðåìå)

|f |p − 1

p
≤ |f |

q − 1

q
,

ïðè ÷åìó ôóíêöèjà íà äåñíîj ñòðàíè ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè ïðåäñòàâ§à èíòåãðàáèëíó
äîìèíàíòó, áóäó£è äà f ∈ Lq(µ). Ïðèìåíîì Òåîðåìå î äîìèíàíòíîj êîíâåðãåíöèjè íàëàçèìî

lim
p→0+

∫
Ω

|f |p − 1

p
dµ =

∫
Ω

log |f |dµ,

øòî ïîâëà÷è äà ïðåëàñêîì íà ãðàíè÷íó âðåäíîñò p→ 0+ ó (3.4.5) äîáèjàìî

lim
p→0+

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

≤
∫

Ω
log |f | dµ. (3.4.6)

Êîíà÷íî, íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè (3.4.4) è (3.4.6), ñëåäè

lim
p→0+

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

=

∫
Ω

log |f | dµ.
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Íà êðàjó, êîðèñòå£è ïðåòõîäíó jåäíàêîñò è íåïðåêèäíîñò åêñïîíåíöèjàëíå ôóíêöèjå, íàëàçèìî

lim
p→0+

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

= lim
p→0+

(exp ◦ log)

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

= exp

(
lim
p→0+

log

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

)

= exp

(∫
Ω

log |f | dµ
)

÷èìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

Íàïîìåíà 3.4.3 Êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó ïðåòõîäíå Òåîðåìå 3.4.2, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ïîä
èñòèì ãîðå íàâåäåíèì óñëîâèìà âàæè

lim
p→∞

(∫
Ω
|f |

1
p dµ

)p
= exp

(∫
Ω

log |f | dµ
)
,

øòî £å áèòè îä êîðèñòè ó íàñòàâêó. �

Ñëåäå£à äâà òâð¢å»à ñó âèøåäèìåíçèîíå âàðèjàíòå íåjåäíàêîñòè äîêàçàíèõ ó [32]. Íàèìå, ó
íàñòàâêó äîêàçójåìî âèøåäèìåíçèîíó òåæèíñêó Êàðëåìàíîâó íåjåäíàêîñò.

Òåîðåìà 3.4.4 (Âèøåäèìåíçèîíà òåæèíñêà Êàðëåìàíîâà íåjåäíàêîñò) Çà äàòå αj ∈ R,
j = 1, . . . , n è çà äàòó ìåð§èâó ôóíêöèjó f : Rn+ → (0,∞) âàæè:∫

Rn+

n∏
j=1

x
αj
j e

Hn(log f)(x) dx ≤ en+
∑n
j=1 αj

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx.

Äîêàç. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî îäàáðàí ðåàëàí áðîj êîjè èñïó»àâà óñëîâ

p > max

{
1, 1 + max

1≤j≤n
αj

}
.

Òàäà î÷èãëåäíî âàæè
p > 1 è p− 1 > max

1≤j≤n
αj .

Äàêëå, èñïó»åíè ñó óñëîâè p > 1 è p− 1 > αj çà ñâå j = 1, . . . , n, øòî íàì îìîãó£àâà äà ìîæåìî

äà ïðèìåíèìî Òåîðåìó 3.3.1 íà ôóíêöèjó f
1
p , îäàêëå íàëàçèìî∫

Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hn

(
f

1
p

)
(x)p dx ≤

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx. (3.4.7)

Ïðèìåòèìî äà âàæè

lim
p→∞

(
p

p− αj − 1

)p
= eαj+1 çà ñâå j = 1, . . . , n.

Òàêî¢å, êîðèñòå£è Òåîðåìó 3.4.2, îäíîñíî Íàïîìåíó 3.4.3, äîáèjàìî

lim
p→∞

Hn

(
f

1
p

)
(x)p = lim

p→∞

(
1

x1 . . . xn

∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
f (t1, . . . , tn)

1
p dt

)p

= exp

(
1

x1 . . . xn

∫ x1

0
· · ·
∫ xn

0
log f (t1, . . . , tn) dt

)
= eHn(log f)(x),
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óç íàïîìåíó äà jå ãîðå íàâåäåíà êîíâåðãåíöèjà ìîíîòîíà (âèäåòè äîêàç Òåîðåìå 3.4.2), øòî
£åìî ó íàñòàâêó èñêîðèñòèòè êðîç òåîðåìó î ìîíîòîíîj êîíâåðãåíöèjè, êîjà îìîãó£àâà ïðîìåíó
ðåäîñëåäà ãðàíè÷íå âðåäíîñòè è èíòåãðàöèjå . Äàêëå, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, ìîæåìî
çàê§ó÷èòè äà ïðåëàñêîì íà ãðàíè÷íó âðåäíîñò p→∞ ó íåjåäíàêîñòè (3.4.7) íàëàçèìî∫

Rn+

n∏
j=1

x
αj
j e

Hn(log f)(x) dx =

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j lim

p→∞
Hn

(
f

1
p

)
(x)p dx

= lim
p→∞

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j Hn

(
f

1
p

)
(x)p dx

≤ lim
p→∞

n∏
j=1

(
p

p− αj − 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx

=
n∏
j=1

lim
p→∞

(
p

p− αj − 1

)p ∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx

=
n∏
j=1

eαj+1

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx

= en+
∑n
j=1 αj

∫
Rn+

n∏
j=1

x
αj
j f (x) dx.

Òèìå jå äîêàç ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �

Ïîñëåäèöà 3.4.5 (Âèøåäèìåíçèîíà Êàðëåìàíîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå f : Rn+ → (0,∞)
ìåð§èâà ôóíêöèjà. Òàäà âàæè∫

Rn+
eHn(log f)(x) dx ≤ en

∫
Rn+
f (x) dx.

Äîêàç. Óçìèìî äà jå αj = 0 çà ñâå j = 1, . . . , n ó Òåîðåìè 3.4.4. Òèìå äîáèjàìî∫
Rn+

n∏
j=1

x0
je

Hn(log f)(x) dx ≤ en
∫
Rn+

n∏
j=1

x0
jf (x) dx,

îäíîñíî ∫
Rn+
eHn(log f)(x) dx ≤ en

∫
Rn+
f (x) dx,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ïîñëåäèöà 3.4.6 (Êàðëåìàíîâà íåjåäíàêîñò) Íåêà jå f : R+ → (0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà.

Òàäà âàæè ∫ ∞
0

exp

(
1

x

∫ x

0
log f(t) dt

)
dx ≤ e

∫ ∞
0

f(x) dx.

Äîêàç. Äèðåêòíîì ïðèìåíîì Ïîñëåäèöå 3.4.5 ó 1-äèìåíçèîíîì ñëó÷àjó n = 1 äîëàçèìî äî
òðàæåíîã çàê§ó÷êà. �
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Ãëàâà 4

Äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã

êðåòà»à

4.1 Áðàóíîâî êðåòà»å

Íåêà jå (Ω,F ,P) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð. Çà ñëó÷àjàí ïðîöåñ {B(t) : t ≥ 0} êàæåìî äà jå Áðàóíîâî
êðåòà»å àêî ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• B(0) = 0;

• Çà ñâå 0 ≤ s < t ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà B(t)− B(s) èìà íîðìàëíó N(0, t− s) ðàñïîäåëó;

• Çà ñâå 0 ≤ t1 < . . . < tn ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå B(t2)−B(t1), . . . ,B(tn)−B(tn−1) ñó íåçàâèñíå;

• Ôóíêöèjà t 7→ B(t) jå íåïðåêèäíà ñêîðî ñèãóðíî.

Íà îñíîâó äðóãîã óñëîâà ñëåäè äà çà ïðîîèçâî§íå 0 ≤ s < t è a < b âàæè

P {a ≤ B(t)− B(s) ≤ b} =
1√

2π(t− s)

∫ b

a
e
− x2

2(t−s) dx.

Ñà äðóãå ñòðàíå, ÷åòâðòè óñëîâ çàïðàâî èìà ñëåäå£ó èíòåðïðåòàöèjó

P {ω ∈ Ω : ôóíêöèjà t 7→ B(t, ω) jå íåïðåêèäíà} = 1.

Íàðàâíî, êàî øòî jå ðàíèjå íàãëàøåíî êîä ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà ñà íåïðåêèäíèì âðåìåíîì, çà
ïðîèçâî§íå ω ∈ Ω è t ≥ 0, âðåäíîñò ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå B(t) ó òà÷êè ω, îçíà÷àâà ñå ñà B(t, ω).
Ó íàñòàâêó íàâîäèìî íåêà îñíîâíà ñâîjñòâà Áðàóíîâîã êðåòà»à.

Ëåìà 4.1.1 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å. Òàäà çà ñâàêî t > 0, ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà
B(t) èìà íîðìàëíó N(0, t) ðàñïîäåëó. Òàêî¢å, çà ñâå s, t ≥ 0 âàæè

E (B(s)B(t)) = min{s, t}.

Äîêàç. Âàæè B(t) = B(t) − B(0), îäàêëå, íà îñíîâó äðóãîã óñëîâà èç äåôèíèöèjå Áðàóíîâîã
êðåòà»à, ñëåäè äà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà B(t) èìà íîðìàëíó N(0, t) ðàñïîäåëó. Äàêëå, âàæè

EB(t) = 0 è EB(t)2 = VarB(t) + (EB(t))2 = t.

Ó äðóãîì äåëó, òðàæåíè çàê§ó÷àê òðèâèjàëíî ñëåäè àêî jå s = t. Çàòî ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà
jå s < t (àíàëîãíî ñå ðàçìàòðà ñëó÷àj s > t). Ó òîì ñëó÷àjó, àêî jå s = 0, îïåò äèðåêòíî äîáèjàìî
òðàæåíè ðåçóëòàò è çàòî, íåêà jå 0 < s < t. Òàäà ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå B(s) = B(s) − B(0) è
B(t)− B(s) íåçàâèñíå, îäàêëå íàëàçèìî

E (B(s)B(t)) = E
(
B(s) (B(t)− B(s)) + B(s)2

)
= EB(s)E (B(t)− B(s)) + EB(s)2 = 0 + s = s,

÷èìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �
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Ëåìà 4.1.2 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å è íåêà jå a ≥ 0 ïðîèçâî§íî îäàáðàíî. Òàäà

jå è ñëó÷àjàí ïðîöåñ

A(t) = B(t+ a)− B(a), t ≥ 0,

Áðàóíîâî êðåòà»å.

Äîêàç. Íàjïðå, àêî jå a = 0 òâð¢å»å äèðåêòíî ñëåäè, jåð jå òàäà A(t) = B(t). Çàòî, ó íàñòàâêó,
ïðåòïîñòàâèìî äà jå a > 0. Òàäà âàæè A(0) = B(a) − B(a) = 0. Ïîðåä òîãà, çà ñâå 0 ≤ s < t
ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà A(t)−A(s) = B(t+a)−B(s+a) èìà íîðìàëíó N(0, t+a−(s+a)) = N(0, t−s)
ðàñïîäåëó. Òàêî¢å, çà ñâå 0 ≤ t1 < . . . < tn âàæè 0 < a ≤ t1 + a < . . . < tn + a è ñàìèì òèì,
ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå

A(t2)−A(t1) = B(t2 + a)− B(t1 + a), . . . ,A(tn)−A(tn−1) = B(tn + a)− B(tn−1 + a),

ñó íåçàâèñíå. Íà êðàjó, èç ÷è»åíèöå äà jå ïðåñëèêàâà»å t 7→ B(t) íåïðåêèäíî ñêîðî ñâóäà,
äèðåêòíî ñëåäè äà jå è ïðåñëèêàâà»å t 7→ A(t) = B(t + a) − B(a) íåïðåêèäíî ñêîðî ñâóäà. Òèìå
jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

Ëåìà 4.1.3 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å è íåêà jå a > 0. Òàäà jå è ñëó÷àjàí ïðîöåñ

{X(t) : t ≥ 0} äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

X(t) =
1

a
B
(
a2t
)
, t ≥ 0,

Áðàóíîâî êðåòà»å.

Äîêàç. Âàæè X(0) = B(0)/a = 0. Çà ñâå 0 ≤ s < t ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà

X(t)−X(s) =
1

a

(
B
(
a2t
)
− B

(
a2s
))
,

èìà íîðìàëíó N
(
0, 1

a2

(
a2t− a2s

))
= N(0, t− s) ðàñïîäåëó. Òàêî¢å, çà ñâå 0 ≤ t1 < . . . < tn âàæè

0 ≤ a2t1 < . . . < a2tn, îäàêëå ñëåäè äà ñó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå

X(t2)−X(t1) =
1

a

(
B
(
a2t2

)
− B

(
a2t1

))
, . . . , X(tn)−X(tn−1) =

1

a

(
B
(
a2tn

)
− B

(
a2tn−1

))
,

íåçàâèñíå. Ïîðåä òîãà, èç íåïðåêèäíîñòè ïðåñëèêàâà»à t 7→ B(t) ñêîðî ñâóäà, äèðåêòíî ñëåäè è
íåïðåêèäíîñò ïðåñëèêàâà»à t 7→ X(t) = B

(
a2t
)
/a ñêîðî ñâóäà, ÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

• Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó

ξ(a) = ae−
a2

2 −
(
a2 + 1

) ∫ ∞
a

e−
x2

2 dx, ãäå jå a ≥ 0.

Òàäà äèðåêòíî íàëàçèìî äà jå
ξ(0) < 0 è lim

a→∞
ξ(a) = 0. (4.1.1)

Ïðèìåòèìî äà âàæè

a

∫ ∞
a

e−
x2

2 dx ≤
∫ ∞
a

xe−
x2

2 dx =

∫ ∞
a2/2

e−u du = e−
a2

2 , (4.1.2)

çà ñâå a ≥ 0. Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò äîáèjàìî

ξ′(a) = e−
a2

2 − a2e−
a2

2 − 2a

∫ ∞
a

e−
x2

2 dx+
(
a2 + 1

)
e−

a2

2 = 2

(
e−

a2

2 − a
∫ ∞
a

e−
x2

2 dx

)
≥ 0.

Äàêëå, ôóíêöèjà ξ jå ðàñòó£à, øòî çàjåäíî ñà (4.1.1), ïîâëà÷è äà jå ξ(a) ≤ 0 çà ñâå a ≥ 0.
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• Ïðåòïîñòàâèìî äà jåX ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà êîjà èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, îäíîñíî,
êîjà èìà íîðìàëíó N(0, 1) ðàñïîäåëó è íåêà jå a > 0 ïðîèçâî§íî îäàáðàíî. Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò
(4.1.2) äîáèjàìî

P{X ≥ a} =
1√
2π

∫ ∞
a

e−
x2

2 dx ≤ 1

a

1√
2π
e−

a2

2 . (4.1.3)

Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

a

a2 + 1

1√
2π
e−

a2

2 − P{X ≥ a} =
1

a2 + 1

1√
2π
ξ(a) ≤ 0,

îäàêëå ñëåäè
a

a2 + 1

1√
2π
e−

a2

2 ≤ P{X ≥ a}. (4.1.4)

Êîíà÷íî, êîðèñòå£è íåjåäíàêîñòè (4.1.3) è (4.1.4), çàê§ó÷ójåìî

a

a2 + 1

1√
2π
e−

a2

2 ≤ P{X ≥ a} ≤ 1

a

1√
2π
e−

a2

2 . (4.1.5)

Òåîðåìà 4.1.4 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å è íåêà jå

M(t) = max
0≤s≤t

B(s), t ≥ 0.

Òàäà çà ñâå a ≥ 0 âàæè

P {M(t) ≥ a} = 2P {B(t) ≥ a} = P {|B(t)| ≥ a} .

Äîêàç. Îçíà÷èìî
τa = inf {t ≥ 0 : B(t) = a} .

Ïîêàæèìî äà òàäà âàæè
{M(t) ≥ a} = {t ≥ τa} . (4.1.6)

Íàjïðå, àêî jå M(t) ≥ a, òàäà âàæè B(s) ≥ a çà íåêî 0 ≤ s ≤ t. Êîðèñòå£è ñâîjñòâî íåïðåêèäíîñòè
Áðàóíîâîã êðåòà»à, çàê§ó÷ójåìî äà ïîñòîjè 0 ≤ u ≤ s çà êîjå âàæè B(u) = a, îäàêëå, äèðåêòíî
ñëåäè τa ≤ u ≤ s ≤ t. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî âàæè t ≥ τa, òàäà jå

M(t) = max
0≤s≤t

B(s) ≥ B(τa) = a.

Äàêëå, çàèñòà âàæè (4.1.6). Ñïåöèjàëíî, àêî jå t < τa, òàäà ìîðà áèòè M(t) < a è ñàìèì òèì,
íàëàçèìî

{B(t) ≥ a, t < τa} = ∅,

îäàêëå ñëåäè

{B(t) ≥ a} = {B(t) ≥ a, t ≥ τa} ∪ {B(t) ≥ a, t < τa} = {B(t) ≥ a, t ≥ τa} .

Ïðåìà òîìå, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå

P {B(t) ≥ a} = P {B(t) ≥ a, t ≥ τa} ,

îäíîñíî
P {B(t) ≥ a} = P (B(t) ≥ a | t ≥ τa)P {t ≥ τa} . (4.1.7)

Íà îñíîâó (4.1.6) çíàìî äà âàæè

P {t ≥ τa} = P {M(t) ≥ a} .

Äà§å, ó îïøòåì ñëó÷àjó, çà Áðàóíîâî êðåòà»å {B(t) : t ≥ 0} âàæè

P {B(t) ≥ 0} =
1√
2πt

∫ ∞
0

e−
x2

2t dx =
1

2
,
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áóäó£è äà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà B(t) èìà íîðìàëíó N(0, t) ðàñïîäåëó. Êàêî ñëó÷àjàí ïðîöåñ

{B((t− τa) + τa)− B(τa) : t ≥ τa} ,

ïðåäñòàâ§à Áðàóíîâî êðåòà»å (âèäåòè Ëåìó 4.1.2 è »åí äîêàç), òî jå íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã
èñïó»åíî

P (B(t) ≥ a | t ≥ τa) = P (B((t− τa) + τa)− B(τa) ≥ 0 | t ≥ τa) =
1

2
.

Êîíà÷íî, íà îñíîâó (4.1.7), äîáèjàìî

P {B(t) ≥ a} = P (B(t) ≥ a | t ≥ τa)P {t ≥ τa} =
1

2
P {M(t) ≥ a} ,

òj.
P {M(t) ≥ a} = 2P {B(t) ≥ a} .

Ïîðåä òîãà, âàæè

P {B(t) ≥ a} =
1√
2πt

∫ ∞
a

e−
x2

2t dx =
1√
2πt

∫ −a
−∞

e−
x2

2t dx = P {B(t) ≤ −a} ,

îäàêëå ñëåäè
2P {B(t) ≥ a} = P {|B(t)| ≥ a} .

Òèìå jå äîêàçàí êîìïëåòèðàí. �

Íàïîìåíà 4.1.5 Àêî jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å, òàäà ñëó÷àjíà
ïðîìåí§èâà B(t) èìà íîðìàëíó N(0, t) ðàñïîäåëó, øòî çíà÷è äà ïðîìåí§èâà B(t)/

√
t èìà

ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó N(0, 1). Ñàìèì òèì, íà îñíîâó íåjåäíàêîñòè (4.1.5), äîáèjàìî äà
çà ïðîèçâî§íî îäàáðàíî a > 0 âàæè

a
√
t

a2 + t

1√
2π
e−

a2

2t ≤ P {B(t) ≥ a} = P
{

B(t)/
√
t ≥ a/

√
t
}
≤
√
t

a

1√
2π
e−

a2

2t ,

îäàêëå íàëàçèìî
a
√
t

a2 + t

√
2√
π
e−

a2

2t ≤ P {M(t) ≥ a} ≤
√
t

a

√
2√
π
e−

a2

2t ,

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè ïðåòõîäíó Òåîðåìó 4.1.4. �

Íàïîìåíà 4.1.6 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å, a ≥ 0 è íåêà jå

τa = inf {t ≥ 0 : B(t) = a} .

Òàäà íà îñíîâó Òåîðåìå 4.1.4 è »åíîã äîêàçà ñëåäè

P{τa ≤ t} = P {M(t) ≥ a} = 2P {B(t) ≥ a} =

√
2

πt

∫ ∞
a

e−
x2

2t dx,

îäàêëå, äîáèjàìî

P{τa ≤ t} =

√
2

π

∫ ∞
a/
√
t
e−

x2

2 dx,

øòî jå çàïðàâî ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå τa. Äàêëå, âàæè

Fτa(t) =

√
2

π

∫ ∞
a/
√
t
e−

x2

2 dx.

Äèôåðåíöèðà»åì ôóíêöèjå ðàñïîäåëå Fτa, äîáèjàìî ãóñòèíó ðàñïîäåëå fτa , îäíîñíî

fτa(t) =

√
2

π
· (−1) · e−

a2

2t · a ·
(
−1

2

)
· t−

3
2 ,

èëè åêâèâàëåíòíî

fτa(t) =
a√
2π
t−

3
2 e−

a2

2t .

çà ñâå t ≥ 0, èìàjó£è ó âèäó äà jå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà τa íåíåãàòèâíà. Ïðåòõîäíî äîáèjåíó
ãóñòèíó ðàñïîäåëå ïðîìåí§èâå τa êîðèñòèìî ó íàðåäíîì òâð¢å»ó. �
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Òåîðåìà 4.1.7 Íåêà jå {B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å è 0 < t0 < t1. Òàäà jå âåðîâàòíî£à äà ñå
B(t) íóëèðà íà èíòåðâàëó [t0, t1] jåäíàêà

2

π
arccos

√
t0
t1
.

Äîêàç. Îçíà÷èìî ñà A äîãà¢àj äà ñå B(t) íóëèðà íà èíòåðâàëó [t0, t1]. Êîðèñòå£è ôîðìóëó òîòàëíå
âåðîâàòíî£å (1.1.6) äîáèjàìî

P(A) =

∫ ∞
−∞

P(A |B(t0) = a) fB(t0)(a) da,

ïðè ÷åìó jå fB(t0) ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå B(t0). Êàêî ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà B(t0)
èìà íîðìàëíó N(0, t0) ðàñïîäåëó, òî jå

fB(t0)(a) =
1√

2πt0
e
− a2

2t0 .

Ñàìèì òèì, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ñëåäè

P(A) =
1√

2πt0

∫ ∞
−∞

P(A |B(t0) = a) e
− a2

2t0 da,

îäíîñíî

P(A) =

√
2

πt0

∫ ∞
0

P(A |B(t0) = a) e
− a2

2t0 da, (4.1.8)

èìàjó£è ó âèäó ïàðíîñò ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå. Çà ïðîèçâî§íî a > 0, óñëîâíà âåðîâàòíî£à
P(A |B(t0) = a) äîãà¢àjà A, ïðè óñëîâó B(t0) = a, îäíîñíî, âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà äà ñå B(t)
íóëèðà íà èíòåðâàëó [t0, t1], ïðè óñëîâó B(t0) = a, jåäíàêà jå âåðîâàòíî£è äîãà¢àjà

min
t0≤t≤t1

B(t) ≤ 0,

ïðè óñëîâó B(t0) = a, èëè åêâèâàëåíòíî, âåðîâàòíî£è äîãà¢àjà

min
t0≤t≤t1

(B(t)− B(t0)) ≤ −a.

Äàêëå, âàæè

P(A |B(t0) = a) = P
(

min
t0≤t≤t1

(B(t)− B(t0)) ≤ −a
)
.

Íà îñíîâó Ëåìå 4.1.2, ñëó÷àjíè ïðîöåñ

C(t) = B(t+ t0)− B(t0), t ≥ 0,

jåñòå òàêî¢å, Áðàóíîâî êðåòà»å. Ñòîãà, íàëàçèìî

P(A |B(t0) = a) = P
(

min
t0≤t≤t1

(B(t)− B(t0)) ≤ −a
)

= P
(

min
t0≤t≤t1

C(t− t0) ≤ −a
)

= P
(

min
0≤t≤t1−t0

C(t) ≤ −a
)

= P
(

max
0≤t≤t1−t0

C(t) ≥ a
)
.
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Êàêî jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ {C(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å, òî äîáèjàìî (âèäåòè Òåîðåìó 4.1.4 è
»åí äîêàç)

P
(

max
0≤t≤t1−t0

C(t) ≥ a
)

= P{τa ≤ t1 − t0},

ïðè ÷åìó âàæè

P{τa ≤ t1 − t0} =

∫ t1−t0

0
fτa(u) du =

a√
2π

∫ t1−t0

0
u−

3
2 e−

a2

2u du,

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè ðàçìàòðà»à èç Íàïîìåíå 4.1.6. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, çàê§ó÷ójåìî

P(A |B(t0) = a) =
a√
2π

∫ t1−t0

0
u−

3
2 e−

a2

2u du. (4.1.9)

Êîðèñòå£è ôîðìóëå (4.1.8) è (4.1.9), äîáèjàìî

P(A) =

√
2

πt0

∫ ∞
0

a√
2π

∫ t1−t0

0
u−

3
2 e−

a2

2u du e
− a2

2t0 da,

îäàêëå, íàêîí ïðîìåíå ðåäîñëåäà èíòåãðàöèjå è ñìåíå ïðîìåí§èâå s = a2

2

(
1
u + 1

t0

)
, íàëàçèìî

P(A) =
1

π
√
t0

∫ t1−t0

0
u−

3
2

∫ ∞
0

ae
−a

2

2

(
1
u

+ 1
t0

)
da du

=
1

π
√
t0

∫ t1−t0

0
u−

3
2

1
1
u + 1

t0

∫ ∞
0

e
−a

2

2

(
1
u

+ 1
t0

)
d

(
a2

2

(
1

u
+

1

t0

))
du

=
1

π
√
t0

∫ t1−t0

0
u−

3
2

ut0
u+ t0

∫ ∞
0

e−s ds du

=
1

π
√
t0

∫ t1−t0

0
u−

3
2

ut0
u+ t0

du

=

√
t0
π

∫ t1−t0

0

1

(u+ t0)
√
u

du.

Íàêîí ñìåíå ïðîìå§èâå u = t0v
2 ñëåäè

P(A) =
2

π

∫ √
t1−t0
t0

0

1

1 + v2
dv,

òj.

P(A) =
2

π
arctan

√
t1 − t0
t0

.

Ñàìèì òèì, òàäà jå

tan
πP(A)

2
=

√
t1 − t0
t0

,

îäíîñíî

cos
πP(A)

2
=

√
1

tan2 πP(A)
2 + 1

=

√
t0
t1
,

øòî ïîâëà÷è

P(A) =
2

π
arccos

√
t0
t1
.

Òèìå jå äîêàç ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �
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4.2 Jàêîáèjåâà ôóíêöèjà

Íåêà jå f : R→ C èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà. Òàäà çà ôóíêöèjó f̂ : R→ C äåôèíèñàíó íà ñëåäå£è
íà÷èí

f̂(x) =

∫ ∞
−∞

f (s) e−2πixs ds, x ∈ R,

êàæåìî äà jå Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà ôóíêöèjå f . Ïîðåä òîãà, íåêà jå S(R) êëàñà ñâèõ
áåñêîíà÷íî äèôåðåíöèjàáèëíèõ ôóíêöèjà f : R→ C êîjå çàäîâî§àâàjó óñëîâ

sup
x∈R
|x|j

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ <∞, çà ñâå j, k ∈ N0.

Òàäà êàæåìî äà jå S(R) Øâàðöîâà êëàñà ôóíêöèjà íà ðåàëíîj ïðàâîj. Òâð¢å»å êîjå ñëåäè, íîñè
íàçèâ Ïóàñîíîâà ñóìàöèîíà ôîðìóëà.

Òåîðåìà 4.2.1 Íåêà jå f ∈ S(R). Òàäà, çà ñâå x ∈ R, âàæè∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂ (n) e2πinx.

Äîêàç. Íåêà jå

F (x) =
∑
n∈Z

f(x+ n),

çà ñâå x ∈ R. Ôóíêöèjà F jå 1-ïåðèîäè÷íà, øòî ñå îäìàõ ïðîâåðàâà. Íàèìå, âàæè

F (x+ 1) =
∑
n∈Z

f(x+ n+ 1) =
∑
m∈Z

f(x+m) = F (x).

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå 1-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèjå F , äèðåêòíî ñëåäè äà ñå îíà ìîæå ïðåäñòàâèòè
ñëåäå£èì Ôóðèjåîâèì ðåäîì

F (x) =
∑
n∈Z

cne
2πinx,

ïðè ÷åìó jå

cn =

∫ 1

0
F (x) e−2πinx dx, çà ñâå n ∈ Z.

Òàäà äîáèjàìî, äà çà ñâå n ∈ Z, âàæè

cn =

∫ 1

0
F (x) e−2πinx dx

=

∫ 1

0

∑
m∈Z

f (x+m) e−2πinx dx

=
∑
m∈Z

∫ 1

0
f (x+m) e−2πinx dx

=
∑
m∈Z

∫ m+1

m
f (s) e−2πin(s−m) ds

=
∑
m∈Z

∫ m+1

m
f (s) e−2πins ds

=

∫ ∞
−∞

f (s) e−2πins ds,
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ïðè ÷åìó ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå çáîã ðàâíîìåðíå êîíâåðãåíöèjå, êîjà jå îáåçáå¢åíà
ïðåòïîñòàâêîì äà ôóíêöèjà f ïðèïàäà Øâàðöîâîj êëàñè, ìîãó£å çàìåíèòè ðåäîñëåä ñóìèðà»à è
èíòåãðàöèjå ó ïðåòõîäíèì ôîðìóëàìà. Äàêëå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ñëåäè

cn = f̂(n), çà ñâå n ∈ Z,

øòî ïîâëà÷è
F (x) =

∑
n∈Z

f̂ (n) e2πinx,

îäíîñíî, âàæè ∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂ (n) e2πinx,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Íàïîìåíà 4.2.2 Ïðèìåíîì Ïóàñîíîâå ñóìàöèîíå ôîðìóëå ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà jå x = 0,
äîáèjàìî äà âàæè ∑

n∈Z
f(n) =

∑
n∈Z

f̂(n),

ãäå jå f ∈ S(R). �

Ïîñëåäèöà 4.2.3 Íåêà jå Re c > 0. Òàäà çà ñâå x ∈ R âàæè∑
n∈Z

exp
(
−c (x+ n)2

)
=

√
π

c

∑
n∈Z

exp

(
−π

2n2

c
+ 2πinx

)
.

Äîêàç. Óî÷èìî ôóíêöèjó
f(x) = e−cx

2
, x ∈ R.

Òðèâèjàëíî ñå ïðîâåðàâà äà ôóíêöèjà f ïðèïàäà Øâàðöîâîj êëàñè S(R). Òàêî¢å, òàäà çà ñâå
n ∈ Z, âàæè

f̂(n) =

∫ ∞
−∞

f (s) e−2πins ds

=

∫ ∞
−∞

e−cs
2
e−2πins ds

=

∫ ∞
−∞

e
−
(

(
√
cs)

2
+2πin√

c

√
cs+

(
πin√
c

)2
+π2n2

c

)
ds

= e−
π2n2

c

∫ ∞
−∞

e
−
(√

cs+πin√
c

)2
ds

=
1√
c
e−

π2n2

c

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt

=

√
π

c
e−

π2n2

c .

Ïðèìåíîì Ïóàñîíîâå ñóìàöèîíå ôîðìóëå (Òåîðåìà 4.2.1) äîáèjàìî∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂ (n) e2πinx,

îäàêëå ñëåäè ∑
n∈Z

e−c(x+n)2 =

√
π

c

∑
n∈Z

e−
π2n2

c e2πinx,

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �
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Íàïîìåíà 4.2.4 Ïðèìåíîì ïðåòõîäíîã ðåçóëòàòà ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà jå x = 0 äîáèjàìî
ôîðìóëó ∑

n∈Z
e−cn

2
=

√
π

c

∑
n∈Z

e−
π2n2

c , (4.2.1)

ïðè ÷åìó jå Re c > 0, êîjà £å òàêî¢å áèòè îä êîðèñòè ó íàñòàâêó. �

Ôóíêöèjà ϑ äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà÷èí

ϑ(x) =
∑
n∈Z

e−πn
2x, x > 0,

çîâå ñå Jàêîáèjåâà ôóíêöèjà. Îäìàõ äîáèjàìî ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 4.2.5 Çà ñâå x > 0 âàæè

ϑ

(
1

x

)
=
√
xϑ (x) .

Äîêàç. Íåêà jå x > 0 ïðîèçâî§íî îäàáðàíî. Ïðèìåíîì ôîðìóëå (4.2.1) ó ñëó÷àjó êàäà jå c = πx
íàëàçèìî ∑

n∈Z
e−πn

2x =
1√
x

∑
n∈Z

e−
πn2

x ,

èëè åêâèâàëåíòíî

ϑ(x) =
1√
x
ϑ

(
1

x

)
,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Èñïîñòàâ§à ñå äà ôîðìóëà äîáèjåíà ó Ïîñëåäèöè 4.2.3 âàæè è íà ñêóïó êîìïëåêñíèõ áðîjåâà.
Íàèìå, èìàìî è ñëåäå£è ïîìî£íè ðåçóëòàò.

Ëåìà 4.2.6 Íåêà jå Re c > 0. Òàäà çà ñâå z ∈ C âàæè∑
n∈Z

exp
(
−c (z + n)2

)
=

√
π

c

∑
n∈Z

exp

(
−π

2n2

c
+ 2πinz

)
.

Äîêàç. Íåêà jå y ∈ R ïðîèçâî§íî îäàáðàíî è ôèêñèðàíî ó íàñòàâêó. Óî÷èìî ôóíêöèjó

f(x) = e−c(x+iy)2 , x ∈ R.

Íàðàâíî, äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà ôóíêöèjà f ïðèïàäà Øâàðöîâîj êëàñè S(R). Òàäà çà ñâå
n ∈ Z, âàæè

f̂(n) =

∫ ∞
−∞

f (s) e−2πins ds

=

∫ ∞
−∞

e−c(s+iy)2e−2πins ds

=

∫ ∞
−∞

e
−
(

(
√
c(s+iy))

2
+2πin√

c

√
c(s+iy)+

(
πin√
c

)2
+π2n2

c
+2πny

)
ds

= e
−
(
π2n2

c
+2πny

) ∫ ∞
−∞

e
−
(√

c(s+iy)+πin√
c

)2
ds

=
1√
c
e
−
(
π2n2

c
+2πny

) ∫ ∞
−∞

e−t
2

dt

=

√
π

c
e
−
(
π2n2

c
+2πny

)
.
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Íà îñíîâó Ïóàñîíîâå ñóìàöèîíå ôîðìóëå, äîáèjàìî äà çà ñâå x ∈ R âàæè∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂ (n) e2πinx,

îäàêëå ñëåäè ∑
n∈Z

e−c(x+n+iy)2 =

√
π

c

∑
n∈Z

e
−
(
π2n2

c
+2πny

)
e2πinx.

Äàêëå, çà ñâå x, y ∈ R âàæè ôîðìóëà∑
n∈Z

e−c(x+iy+n)2 =

√
π

c

∑
n∈Z

e−
π2n2

c e2πin(x+iy). (4.2.2)

Íåêà jå z ∈ C ïðîèçâî§íî îäàáðàí êîìïëåêñàí áðîj. Òàäà jå z = x+iy çà íåêå x, y ∈ R. Ïðèìåíîì
ôîðìóëå (4.2.2) íà ðåàëíå áðîjåâå x è y, äîáèjàìî∑

n∈Z
e−c(z+n)2 =

√
π

c

∑
n∈Z

e−
π2n2

c
+2πinz,

÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Ãåíåðàëèçîâàíà Jàêîáèjåâà ôóíêöèjà Θ äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí

Θ(z; τ) =
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + 2πinz

)
, z ∈ C, Im τ > 0.

Çà ïðîèçâî§íî x > 0 âàæè
Θ(0; ix) = ϑ(x).

Òàêî¢å, èñïîñòàâ§à ñå äà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 4.2.7 Íåêà ñó z ∈ C è Im τ > 0. Òàäà jå

Θ(z; τ) =

√
i

τ

∑
n∈Z

exp

(
− iπ(z + n)2

τ

)
.

Äîêàç. Îçíà÷èìî

c =
iπ

τ
.

Èìàjó£è ó âèäó äà âàæè Im τ > 0, äèðåêòíî ñëåäè äà jå Re c > 0. Ïðèìåíîì Ëåìå 4.2.6 äîáèjàìî∑
n∈Z

exp
(
−c (z + n)2

)
=

√
π

c

∑
n∈Z

exp

(
−π

2n2

c
+ 2πinz

)
,

îäíîñíî ∑
n∈Z

exp

(
− iπ (z + n)2

τ

)
=

√
τ

i

∑
n∈Z

exp
(
iπn2τ + 2πinz

)
,

èëè åêâèâàëåíòíî ∑
n∈Z

exp
(
iπn2τ + 2πinz

)
=

√
i

τ

∑
n∈Z

exp

(
− iπ (z + n)2

τ

)
.

Äàêëå, çàèñòà âàæè

Θ(z; τ) =

√
i

τ

∑
n∈Z

exp

(
− iπ(z + n)2

τ

)
.

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �
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Íàïîìåíà 4.2.8 Ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.2.7, äîáèjàìî äà çà ïðîèçâî§íî x > 0, âàæè

ϑ(x) = Θ(0; ix) =
1√
x

∑
n∈Z

exp

(
−πn

2

x

)
=

1√
x
ϑ

(
1

x

)
,

øòî jå çàïðàâî ðåçóëòàò Òåîðåìå 4.2.5. �

Ó íàñòàâêó íàâîäèìî jîø íåêà åëåìåíòàðíà ñâîjñòâà ãåíåðàëèçîâàíå Jàêîáèjåâå ôóíêöèjå.

Òåîðåìà 4.2.9 Íåêà ñó z ∈ C, Im τ > 0 è n,m ∈ Z. Òàäà âàæè

(1) Θ(z + 1; τ) = Θ(z; τ);

(2) Θ(z; τ) = Θ(−z; τ);

(3) Θ(z + τ ; τ) = e−iπτe−2πizΘ(z; τ);

(4) Àêî jå z = 1
2 + τ

2 + n+mτ , òàäà jå Θ(z; τ) = 0;

(5) Θ
(
z
τ ;− 1

τ

)
=
√

τ
i e

iπz2

τ Θ(z; τ).

Äîêàç. Íàjïðå,

Θ(z + 1; τ) =
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + 2πinz + 2πin

)
=
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + 2πinz

)
= Θ(z; τ),

÷èìå ñìî ïîêàçàëè ñâîjñòâî (1). Ñëè÷íî jå

Θ(−z; τ) =
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 − 2πinz

)
m=−n

=
∑
m∈Z

exp
(
iπτm2 + 2πimz

)
= Θ(z; τ).

Òèìå ñìî ïîêàçàëè è ñâîjñòâî (2). Ïîðåä òîãà, âàæè

Θ(z + τ ; τ) =
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + 2πinz + 2πinτ

)
=

∑
n∈Z

exp
(
iπτ

(
n2 + 2n

)
+ 2πinz

)

=
∑
n∈Z

exp
(

iπτ (n+ 1)2 + 2πi(n+ 1)z − iπτ − 2πiz
)

= e−iπτe−2πiz
∑
n∈Z

exp
(

iπτ (n+ 1)2 + 2πi(n+ 1)z
)

m=n+1
= e−iπτe−2πiz

∑
m∈Z

exp
(
iπτm2 + 2πimz

)
= e−iπτe−2πizΘ(z; τ),

îäàêëå ñëåäè ñâîjñòâî (3). Ñâîjñòâî (4) jå äîâî§íî äîêàçàòè ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó êàäà jå n = 0
è m = 0, jåð îíäà îïøòè ñëó÷àj ñëåäè èíäóêòèâíî, èìàjó£è ó âèäó äà âàæå ñâîjñòâà (1) è (3).
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Äàêëå, èìàìî

Θ

(
1

2
+
τ

2
; τ

)
=

∑
n∈Z

exp

(
iπτn2 + 2πin

(
1

2
+
τ

2

))

=
∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + iπn+ iπτn

)
=

∑
n∈Z

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))

=
∞∑
n=0

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))
+

−1∑
n=−∞

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))

=
∞∑
n=0

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))
+

−1∑
n=−∞

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))

=
∞∑
n=0

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))
−

−1∑
n=−∞

(−1)−n−1 exp
(
iπτ

(
(−n− 1)2 + (−n− 1)

))
.

Óâî¢å»åì ñìåíå áðîjà÷à m = −n− 1 ó äðóãîj ñóìè, äîáèjàìî

Θ

(
1

2
+
τ

2
; τ

)
=
∞∑
n=0

(−1)n exp
(
iπτ

(
n2 + n

))
−
∞∑
m=0

(−1)m exp
(
iπτ

(
m2 +m

))
= 0,

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. Ñà äðóãå ñòðàíå, êàêî âàæè Im τ > 0, òî jå

Im

(
−1

τ

)
=

Im τ

Re2 τ + Im2 τ
> 0.

Ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.2.7 äîáèjàìî

Θ

(
z

τ
;−1

τ

)
=

√
i

−1/τ

∑
n∈Z

exp

(
− iπ(z/τ + n)2

−1/τ

)

=
√
−iτ

∑
n∈Z

exp

(
iπτ

(z
τ

+ n
)2
)

=

√
τ

i

∑
n∈Z

exp

(
iπz2

τ
+ iπτn2 + 2πinz

)

=

√
τ

i
e

iπz2

τ

∑
n∈Z

exp
(
iπτn2 + 2πinz

)

=

√
τ

i
e

iπz2

τ Θ(z; τ).

Äàêëå, çàèñòà âàæè

Θ

(
z

τ
;−1

τ

)
=

√
τ

i
e

iπz2

τ Θ(z; τ),

÷èìå jå äîêàçàíî è ñâîjñòâî (5). Îâèì jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �
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4.3 Êîíâåêñàí îìîòà÷ ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à

Íåêà jå n ∈ N. Òàäà çà ôàìèëèjó ñëó÷àjíèõ âåêòîðà

{B(t) = (B1(t), . . . ,Bn(t)) : t ≥ 0} ,

êàæåìî äà jå n-äèìåíçèîíî Áðàóíîâî êðåòà»å, àêî ñó ñëó÷àjíè ïðîöåñè

{B1(t) : t ≥ 0} , . . . , {Bn(t) : t ≥ 0} ,

íåçàâèñíà Áðàóíîâà êðåòà»à. Çà 1-äèìåíçèîíî Áðàóíîâî êðåòà»å, êîjå jå ðàçìàòðàíî ó ïðâîj
ñåêöèjè îâå ãëàâå, êàæåìî äà jå ëèíåàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å. Ïîðåä òîãà, çà 2-äèìåíçèîíî
Áðàóíîâî êðåòà»å, êàæåìî äà jå ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å. Ïðå íåãî øòî ôîðìàëíî
äåôèíèøåìî êîíâåêñàí îìîòà÷ ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à, ïîäñåòèìî ñå íåêèõ îñíîâíèõ
ïîjìîâà è òâð¢å»à âåçàíî çà êîíâåêñíå ñêóïîâå ó ðàâíè.

I

II

III

Ãðàôèöè òðè Áðàóíîâà êðåòà»à.

• Ñêóï K ⊂ R2 jå êîíâåêñàí àêî çà ñâå x1, x2 ∈ K è ñâå t ∈ [0, 1] âàæè

(1− t)x1 + tx2 ∈ K.

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå K êîíâåêñàí ñêóï ó ðàâíè R2, n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ K è
∑n

j=1 λj = 1, ïðè
÷åìó jå λj ≥ 0 çà ñâå j = 1, . . . , n, òàäà âàæè:

λ1x1 + . . .+ λnxn ∈ K,

øòî çàïðàâî çíà÷è äà ñó êîíâåêñíè ñêóïîâè çàòâîðåíè çà êîíâåêñíå êîìáèíàöèjå ñâîjèõ åëåìåíàòà.
Ïðåòõîäíî ñâîjñòâî ìîæåìî ïîêàçàòè èíäóêöèjîì ïî n. Íàèìå, àêî jå n = 1 òâð¢å»å òðèâèjàëíî
ñëåäè. Ó íàñòàâêó ïðåòïîñòàâèìî äà jå òâð¢å»å òà÷íî çà íåêè ïðèðîäàí áðîj n è äîêàæèìî äà
jå òà÷íî è çà n + 1. Íàèìå, íåêà ñó x1, . . . , xn+1 ∈ K è

∑n+1
j=1 λj = 1, ïðè ÷åìó jå λj ≥ 0 çà ñâå

j = 1, . . . , n+ 1. Îçíà÷èìî

Λ =
n∑
j=1

λj .
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Òàäà jå Λ ∈ [0, 1] è Λ + λn+1 = 1. Àêî jå Λ = 0, ìîðà áèòè λn+1 = 1 è äèðåêòíî ñëåäè äà âàæè
λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1 = xn+1 ∈ K. Çàòî, ó íàñòàâêó ïðåòïîñòàâèìî äà jå Λ ∈ (0, 1]. Äîáèjàìî äà
âàæè

λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1 = (1− λn+1)

(
λ1

Λ
x1 + . . .+

λn
Λ
xn

)
+ λn+1xn+1 ∈ K,

øòî ñëåäè èç êîíâåêñíîñòè ñêóïà K è ÷è»åíèöå äà λ1
Λ x1 + . . . + λn

Λ xn ∈ K, ãäå ñìî çàïðàâî

èñêîðèñòèëè èíäóêòèâíó ïðåòïîñòàâêó, èìàjó£è ó âèäó äà jå
∑n

j=1
λj
Λ = Λ

Λ = 1.

Êîíâåêñàí îìîòà÷ ñêóïà S ⊂ R2 äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí:

C(S) =
⋂
{K : K jå êîíâåêñàí ñêóï è S ⊂ K} .

Íåêà ñó x1, x2 ∈ C(S) è t ∈ [0, 1] ïðîèçâî§íî îäàáðàíè è íåêà jå K ⊃ S êîíâåêñàí ñêóï. Òàäà
jå x1, x2 ∈ K è ñàìèì òèì, âàæè (1 − t)x1 + tx2 ∈ K. Áóäó£è äà îâî âàæè çà ñâàêè êîíâåêñàí
ñêóï K ⊃ S, ñëåäè (1 − t)x1 + tx2 ∈ C(S). Çàê§ó÷ójåìî äà jå C(S) êîíâåêñàí ñêóï. Äàêëå,
êîíâåêñàí îìîòà÷ íåêîã ñêóïà ó ðàâíè jå íàjìà»è êîíâåêñàí ñêóï êîjè ãà ñàäðæè. Ñà äðóãå
ñòðàíå, îçíà÷èìî ñà K(S) ñêóï ñâèõ êîíâåêñíèõ êîìáèíàöèjà åëåìåíàòà ñêóïà S. Äàêëå, íåêà jå
K(S) ñêóï åëåìåíàòà îáëèêà

λ1x1 + . . .+ λnxn,

çà ñâå n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n, ïðè ÷åìó jå
∑n

j=1 λj = 1. Òàäà jå è K(S) jåäàí
êîíâåêñàí ñêóï. Íàèìå, íåêà ñó x, y ∈ K(S) è t ∈ [0, 1] ïðîèçâî§íî îäàáðàíè. Ñëåäè

x =
n∑
j=1

λjxj è y =
m∑
i=1

µiyi,

çà íåêå n,m ∈ N, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ S, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n è µi ≥ 0, i = 1, . . . , n, ãäå jå∑n
j=1 λj = 1 è

∑m
i=1 µi = 1. Òàäà jå

(1− t)x+ ty =
n∑
j=1

(1− t)λjxj +
m∑
i=1

tµiyi,

ïðè ÷åìó âàæè

n∑
j=1

(1− t)λj +
m∑
i=1

tµi = (1− t)
n∑
j=1

λj = 1 + t
m∑
i=1

µi = 1− t+ t = 1,

øòî äèðåêòíî ïîâëà÷è (1−t)x+ty ∈ K(S). Ïðåìà òîìå, çàèñòà jåK(S) êîíâåêñàí ñêóï. Ïîðåä òîãà,
èñïîñòàâ§à ñå äà jå êîíâåêñàí îìîòà÷ C(S) ñêóïà S, çàïðàâî ñêóï ñâèõ êîíâåêñíèõ êîìáèíàöèjà
åëåìåíàòà òîã ñêóïà. Äàêëå, âàæè

C(S) = K(S).

Íàèìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, áóäó£è äà jå C(S) êîíâåêñàí ñêóï êîjè ñàäðæè S, îí ñàäðæè è ñâå
êîíâåêñíå êîìáèíàöèjå åëåìåíàòà òîã ñêóïà, jåð ñó êîíâåñêíè ñêóïîâè çàòâîðåíè çà êîíâåêñíå
êîìáèíàöèjå. Ñòîãà jå C(S) ⊃ K(S). Ñà äðóãå ñòðàíå, âå£ ñìî ïîêàçàëè äà jå K(S) êîíâåêñàí ñêóï
è íàðàâíî K(S) ⊃ S. Áóäó£è äà jå C(S) íàjìà»è êîíâåêñàí ñêóï êîjè ñàäðæè S, ñëåäè C(S) ⊂
K(S). Ñàìèì òèì jå C(S) = K(S). Ñëåäå£å òâð¢å»å ó ëèòåðàòóðè íîñè íàçèâ Êàðàòåîäîðèjåâà

òåîðåìà î êîíâåêñíèì ñêóïîâèìà.

Òåîðåìà 4.3.1 Íåêà jå S ⊂ R2 è x ∈ C(S). Òàäà jå x êîíâåêñíà êîìáèíàöèjà íåêà òðè åëåìåíòà

ñêóïà S.

Äîêàç. Êàêî âàæè x ∈ C(S) = K(S), òî jå x êîíâåêñíà êîìáèíàöèjà íåêèõ åëåìåíàòà ñêóïà S.
Ñëåäè

x =

n∑
j=1

λjxj ,
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çà íåêå n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, λ1, . . . , λn ≥ 0, ïðè ÷åìó âàæè
∑n

j=1 λj = 1. Àêî jå n ≤ 3, òàäà
òâð¢å»å âàæè. Çàòî, ó íàñòàâêó, ïðåòïîñòàâèìî äà jå n > 3. Òàäà ñó âåêòîðè x2 − x1, . . . , xn − x1

ëèíåàðíî çàâèñíè, áóäó£è äà je n − 1 > 2. Ïðåìà òîìå, çà íåêå ðåàëíå áðîjåâå µ2, . . . , µn, êîjè
íèñó ñâè jåäíàêè íóëè, âàæè

n∑
j=2

µj(xj − x1) = 0.

Ïîðåä òîãà, íåêà jå

µ1 = −
n∑
j=2

µj .

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ñëåäè

n∑
j=1

µjxj =

n∑
j=2

µjxj + µ1x1 =

n∑
j=2

µj(xj − x1) = 0.

Êàêî áðîjåâè µ1, . . . , µn íèñó ñâè jåäíàêè íóëè è êàêî âàæè

n∑
j=1

µj = 0,

òî jå áàð jåäàí îä »èõ ñòðîãî âå£è îä íóëå è ñòîãà, ìîæåìî äåôèíèñàòè

α = min
1≤j≤n

{
λj
µj

: µj > 0

}
=
λi
µi

çà íåêî i ∈ {1, . . . , n}.

Ïðèìåòèìî, äà òàäà âàæè

x =
n∑
j=1

λjxj =
n∑
j=1

λjxj − α
n∑
j=1

µjxj =
n∑
j=1

(λj − αµj)xj .

Çáîã íà÷èíà íà êîjè jå äåôèíèñàí áðîj α, çàê§ó÷ójåìî äà jå

λj − αµj ≥ 0, çà ñâå j = 1, . . . , n.

Òàêî¢å jå
n∑
j=1

(λj − αµj) =

n∑
j=1

λj − α
n∑
j=1

µj = 1.

Êàêî âàæè
λi − αµi = 0,

òî jå

x =
∑
j 6=i

(λj − αµj)xj .

Ñàìèì òèì, íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã, ñëåäè äà jå x êîíâåêñíà êîìáèíàöèjà n − 1 åëåìåíàòà
ñêóïà S. Àêî jå n− 1 ≤ 3, äîêàç jå çàâðøåí. Ó ñóïðîòíîì, àêî jå n− 1 > 3, ïîíàâ§àìî ïðåòõîäíó
ïðîöåäóðó, ñâå äîê íå äîáèjåìî ïðåäñòàâ§à»å òà÷êå x êàî êîíâåêñíå êîìáèíàöèjå òðè åëåìåíòà
èç ñêóïà S. �

Ðàñòîjà»å èçìå¢ó òà÷àêà x = (x1, x2) ∈ R2 è y = (y1, y2) ∈ R2 èçíîñè

‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Òàäà ñå äèjàìåòàð ñêóïà S ⊂ R2 äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí

diamS = sup
x,y∈S

‖x− y‖ .

Èñïîñòàâ§à ñå äà jå äèjàìåòàð íåêîã ñêóïà jåäíàê äèjàìåòðó »åãîâîã êîíâåêñíîã îìîòà÷à. Äàêëå,
âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.
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Òåîðåìà 4.3.2 Íåêà jå S ⊂ R2. Òàäà âàæè

diamS = diam C(S).

Äîêàç. Êàêî jå
S ⊂ C(S),

òî äèðåêòíî âàæè
diamS ≤ diam C(S).

Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà ñó x, y ∈ C(S) ïðîèçâî§íî îäàáðàíè. Ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.3.1 ìîæåìî
çàê§ó÷èòè äà ñå x è y ìîãó ïðåäñòàâèòè êàî êîíâåêñíå êîìáèíàöèjå îä ïî òðè åëåìåíòà ñêóïà S.
Ñàìèì òèì, ìîæåìî ïèñàòè

x =

3∑
j=1

λjxj è y =

3∑
i=1

µiyi,

ãäå ñó xj , yi ∈ S è λj , µi ≥ 0 çà ñâå j, i = 1, 2, 3, ïðè ÷åìó âàæè

3∑
j=1

λj =

3∑
i=1

µi = 1.

Òàäà âàæè

‖x− y‖ =

∥∥∥∥∥∥
3∑
j=1

λjxj − y

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
3∑
j=1

λj(xj − y)

∥∥∥∥∥∥
≤

3∑
j=1

λj‖xj − y‖

=
3∑
j=1

λj

∥∥∥∥∥xj −
3∑
i=1

µiyi

∥∥∥∥∥ =
3∑
j=1

λj

∥∥∥∥∥
3∑
i=1

µi(xj − yi)

∥∥∥∥∥
≤

3∑
j=1

λj

3∑
i=1

µi‖xj − yi‖

≤

 3∑
j=1

λj

( 3∑
i=1

µi

)
diamS

= diamS.

Ïðåìà òîìå, ïðåëàñêîì íà ñóïðåìóì ïî ñâèì x, y ∈ C(S), ñëåäè

sup
x,y∈C(S)

‖x− y‖ ≤ diamS,

îäíîñíî
diam C(S) ≤ diamS.

Íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã íàëàçèìî

diamS = diam C(S),

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. �
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Ó íàñòàâêó íåêà jå
{B(t) = (B1(t),B2(t)) : t ≥ 0} ,

ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å. Êîíâåêñàí îìîòà÷ è äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à ñå
ïîäðàçóìåâàíî äåôèíèøó íà âðåìåíñêîì èíòåðâàëó [0, 1]. Äàêëå, êîíâåêñàí îìîòà÷ ïëàíàðíîã
Áðàóíîâã êðåòà»à, ó îçíàöè H, äåôèíèñàí jå íà ñëåäå£è íà÷èí

H = C (B[0, 1]) .

Ñà äðóãå ñòðàíå, äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à, ó îçíàöè d, äåôèíèøå ñå êàî

d = diam B[0, 1].

Ïðåìà òîìå, ñëåäè
d = sup

x,y∈B[0,1]
‖x− y‖ = sup

t,s∈[0,1]
‖B(t)− B(s)‖.

Òàêî¢å, íà îñíîâó Òåîðåìå 4.3.2, âàæè
d = diam H.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ñêàëàðàí ïðîèçâîä âåêòîðà

x = (x1, x2) ∈ R2 è y = (y1, y2) ∈ R2,

äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí
x · y = x1y1 + x2y2.

Òàêî¢å, çà ïðîèçâî§íî 0 ≤ θ < 2π, óî÷èìî jåäèíè÷íè âåêòîð

eθ = (cos θ, sin θ).

Ïîðåä òîãà, íåêà jå
Bθ(t) = B(t) · eθ, ãäå jå t ≥ 0.

Âàæè
Bθ(t) = B1(t) cos θ + B2(t) sin θ,

øòî çíà÷è äà jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ
{Bθ(t) : t ≥ 0},

ëèíåàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å. Îçíà÷èìî

Mθ(t) = sup
0≤s≤t

Bθ(s), ãäå jå t ≥ 0.

Ó íàñòàâêó, îäðåäèìî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâåMθ(1). Ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.1.4 äîáèjàìî
äà çà ñâå a ≥ 0 âàæè

P{Mθ(1) ≥ a} = 2P{Bθ(1) ≥ a}.

Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà Bθ(1) èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, îäíîñíî

P{Bθ(1) ≥ a} =

∫ ∞
a

1√
2π

e−
x2

2 dx,

øòî ïîâëà÷è äà jå

P{Mθ(1) ≥ a} = 2

∫ ∞
a

1√
2π

e−
x2

2 dx =

√
2

π

∫ ∞
a

e−
x2

2 dx.

Ñïåöèjàëíî jå
P{Mθ(1) ≥ 0} = 1.
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Êîðèñòå£è Ëåìó 2.2.1 íàëàçèìî

EMθ(1) =

∫ ∞
0

P{Mθ(1) ≥ a}da

=

√
2

π

∫ ∞
0

∫ ∞
a

e−
x2

2 dx da

=

√
2

π

∫ ∞
0

∫ x

0
e−

x2

2 da dx

=

√
2

π

∫ ∞
0

xe−
x2

2 dx

=

√
2

π

∫ ∞
0

e−u du

=

√
2

π
.

Äàêëå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, âàæè

EMθ(1) =

√
2

π
. (4.3.1)

Ïåðèìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à, ó îçíàöè `, äåôèíèøåìî êàî ïåðèìåòàð (îáèì)
»åãîâîã êîíâåêñíîã îìîòà÷à H, øòî çàïðàâî çíà÷è äà jå ` ïåðèìåòàð êîíâåêñíîã îìîòà÷à
ñêóïà B[0, 1]. Êîðèñòå£è ïîçíàòó Êîøèjåâó òåîðåìó î ïåðèìåòðó êîíâåêñíèõ ñêóïîâà ó ðàâíè
(âèäåòè [9] èëè [46]), ìîæåìî ïèñàòè

` =

∫ 2π

0
Mθ(1) dθ. (4.3.2)

Çà âèøå èíôîðìàöèjà ïîãëåäàòè è [34,50]. Êîðèñòå£è (4.3.1) è (4.3.2), äîáèjàìî

E` = E
(∫ 2π

0
Mθ(1) dθ

)
=

∫ 2π

0
EMθ(1) dθ = 2π ·

√
2

π
= 2
√

2
√
π =
√

8π. (4.3.3)

Òàêî¢å, âàæè
2d ≤ ` ≤ πd,

øòî jå äîáðî ïîçíàòà íåjåäíàêîñò èçîïåðèìåòðèjñêîã òèïà èçìå¢ó äèjàìåòðà è ïåðèìåòðà
êîíâåêñíîã ñêóïà ó ðàâíè (âèäåòè [6]). Ñëåäè

`

π
≤ d ≤ `

2
,

îäàêëå, ïðåëàñêîì íà ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å è êîðèñòå£è ôîðìóëó (4.3.3), íàëàçèìî√
8

π
=

E`
π
≤ Ed ≤ E`

2
=
√

2π,

òj. √
8

π
≤ Ed ≤

√
2π.

Êàêî jå
√

8/π ≈ 1.596 è
√

2π ≈ 2.507, òî ìîæåìî ïèñàòè

1.596 ≤ Ed ≤ 2.507. (4.3.4)

Ó íàðåäíå äâå ñåêöèjå ïîáî§øàâàìî ïðåòõîäíî äîáèjåíà îãðàíè÷å»à çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð
ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à.
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4.4 Ãîð»å îãðàíè÷å»å î÷åêèâàíîã äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã

êðåòà»à

Íåêà jå S íåïðàçàí ñêóï ó ðàâíè R2 è 0 ≤ θ ≤ π. Îçíà÷èìî

rS(θ) = sup
x∈S

(x · eθ)− inf
x∈S

(x · eθ) .

Òàêî¢å, àêî jå
{B(t) = (B1(t),B2(t)) : t ≥ 0} ,

ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å, ïèøåìî

r(θ) = rB[0,1](θ).

Äàêëå, âàæè
r(θ) = sup

t∈[0,1]
(B(t) · eθ)− inf

t∈[0,1]
(B(t) · eθ) .

Ïîçíàòî jå äà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(θ), ãäå jå 0 ≤ θ ≤ π, èìàjó èñòó ãóñòèíó ðàñïîäåëå (âèäåòè
[13]), êîjà jå äàòà ñà

f(x) =
8√
2π

∞∑
n=1

(−1)n−1n2e−
n2x2

2 ,

çà ñâå x > 0. Ïîðåä òîãà, ó ðàäó [13] jå ïîêàçàíî äà âàæè

Er(θ) =

√
8

π
è Er(θ)2 = 4 log 2.

Ó ñëåäå£åì òâð¢å»ó óñïîñòàâ§àìî âåçó èçìå¢ó ïðåòõîäíî óâåäåíèõ ïîjìîâà è äèjàìåòðà íåêîã
ïëàíàðíîã ñêóïà.

Òåîðåìà 4.4.1 Íåêà jå S ⊂ R2 íåïðàçàí è êîìïàêòàí ñêóï. Òàäà âàæè

diamS = sup
0≤θ≤π

rS(θ).

Äîêàç. Íàjïðå, íà îñíîâó Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè, çà ñâå x, y ∈ R2 âàæè

x · y ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Íåêà jå 0 ≤ θ ≤ π ïðîèçâî§íî îäàáðàíî. Áóäó£è äà jå S êîìïàêòàí ñêóï, ïîñòîjå x, y ∈ S, òàêâè
äà jå

rS(θ) = x · eθ − y · eθ.

Ñëåäè
rS(θ) = (x− y) · eθ ≤ ‖x− y‖ ‖eθ‖ = ‖x− y‖ ≤ diamS.

Ïðåëàñêîì íà ñóïðåìóì ïî ñâèì 0 ≤ θ ≤ π äîáèjàìî

sup
0≤θ≤π

rS(θ) ≤ diamS.

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî ñå ñêóï S ñàñòîjè îä ñàìî jåäíå òà÷êå, òàäà òâð¢å»å òðèâèjàëíî âàæè. Çàòî,
ó íàñòàâêó, ïðåòïîñòàâèìî äà ñêóï S èìà áàð äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå. Êîðèñòå£è îïåò ïðåòïîñòàâêó
äà jå ñêóï S êîìïàêòàí, çàê§ó÷ójåìî äà ïîñòîjå x = (x1, x2) ∈ S è y = (y1, y2) ∈ S, òàêâè äà jå

diamS = ‖x− y‖ > 0.

Àêî jå x2 ≥ y2 îçíà÷èìî v = x − y. Ó ñóïðîòíîì, îçíà÷èìî v = y − x. Òàäà jå v/‖v‖ jåäèíè÷íè
âåêòîð è ïîñòîjè íåêî θ0 ∈ [0, π] çà êîjå âàæè

v

‖v‖
= eθ0 .
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Ïðåìà òîìå, íàëàçèìî

sup
0≤θ≤π

rS(θ) ≥ rS(θ0) ≥ v · eθ0 =
v · v
‖v‖

= ‖v‖ = diamS.

Íà îñíîâó ñâåãà ïðåòõîäíîã, çàèñòà âàæè

diamS = sup
0≤θ≤π

rS(θ).

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Êîðèñòå£è Òåîðåìó 4.4.1 ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà âàæè

d = diam B[0, 1] = sup
0≤θ≤π

rB[0,1](θ) = sup
0≤θ≤π

r(θ).

Íàïîìåíèìî äà ãåîìåòðèjñêè ãëåäàíî, ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà r(θ) ïðåäñòàâ§à çàïðàâî âåëè÷èíó
ïðîjåêöèjå ñêóïà B[0, 1] íà ïðàâó êîjà jå ãåíåðèñàíà jåäèíè÷íèì âåêòîðîì eθ. Ó íàñòàâêó äîáèjàìî
íîâî ãîð»å îãðàíè÷å»å çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à, êîjå jå áî§å îä
îíîã äîáèjåíîã ó (4.3.4).

Òåîðåìà 4.4.2 Âàæè Ed ≤
√

8 log 2 ≈ 2.355.

Äîêàç. Ïðèìåòèìî äà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà r(0) ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó ïðîjåêöèjå (»åíó äóæèíó,
îäíîñíî äèjàìåòàð) ñêóïà B[0, 1] íà ïðàâó ãåíåðèñàíó jåäèíè÷íèì âåêòîðîì

e0 = (1, 0).

Ñëè÷íî, ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà r(π/2) ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó ïðîjåêöèjå ñêóïà B[0, 1] íà ïðàâó
ãåíåðèñàíó jåäèíè÷íèì âåêòîðîì

eπ/2 = (0, 1).

Íàðàâíî, ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(0) è r(π/2) ñó íåçàâèñíå, ñà èñòîì ðàñïîäåëîì è êàî øòî ñìî
ðàíèjå íàâîäèëè, âàæè

Er(0)2 = Er(π/2)2 = 4 log 2.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå ãåîìåòðèjñêå èíòåðïðåòàöèjå, ñëåäè äà ïîñòîjè òà÷êà b ∈ R2, çà êîjó âàæè

B[0, 1] ⊂ b+ [0, r(0)]× [0, r(π/2)],

òj. ñêóï B[0, 1] jå ñàäðæàí ó íåêîì ïðàâîóãàîíèêó

Rb = b+ [0, r(0)]× [0, r(π/2)],

ñà ñòðàíèöàìà r(0) è r(π/2). Êàêî jå äèjàìåòàð ïðàâîóãàîíèêà jåäíàê äóæèíè »åãîâå äèjàãîíàëå,
òî çàê§ó÷ójåìî

d = diam B[0, 1] ≤ diam Rb =
√

r(0)2 + r(π/2)2,

îäíîñíî
d2 ≤ r(0)2 + r(π/2)2.

Ïðåëàñêîì íà ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å, äîáèjàìî

Ed2 ≤ E
(
r(0)2 + r(π/2)2

)
= 8 log 2.

Êîíà÷íî, íà îñíîâó Jåíñåíîâå íåjåäíàêîñòè, âàæè

(Ed)2 ≤ Ed2 = 8 log 2,

îäàêëå ñëåäè òðàæåíè çàê§ó÷àê. �
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4.5 Äî»å îãðàíè÷å»å î÷åêèâàíîã äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã

êðåòà»à

Êàî øòî jå âå£ íàâåäåíî ó ïðåòõîäíîj ñåêöèjè ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(θ), ãäå jå 0 ≤ θ ≤ π, èìàjó
èñòó ãóñòèíó ðàñïîäåëå, êîjà jå äàòà ñà

f(x) =
8√
2π

∞∑
n=1

(−1)n−1n2e−
n2x2

2 ,

çà ñâå x > 0. Ïîðåä òîãà, èñïîñòàâ§à ñå äà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 4.5.1 Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ r(θ), ãäå jå 0 ≤ θ ≤ π, jåñòå

F(x) = 8
∞∑
n=1

(
1

x2
+

1

(2n− 1)2π2

)
exp

(
−(2n− 1)2π2

2x2

)
,

ãäå jå x > 0.

Äîêàç. Âàæè

F(x) = P{r(θ) ≤ x} =

∫ x

0
f(t) dt.

Íåêà jå

L(x) = 1− 2

∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2 , x > 0.

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà òàäà âàæè

f(x) =
1√
2π

2

x
L′
(x

2

)
, x > 0.

Ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.2.7 íà ãåíåðàëèçîâàíó Jàêîáèjåâó ôóíêöèjó Θ
(
−1

2 ; 2ix2

π

)
äîáèjàìî

∑
n∈Z

(−1)ne−2n2x2 =

√
2π

2x

∑
n∈Z

e−
(2n−1)2π2

8x2 , x > 0,

èëè åêâèâàëåíòíî

1− 2
∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2 =

√
2π

x

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

8x2 , x > 0. (4.5.1)

Íàèìå, âàæè

∑
n∈Z

(−1)ne−2n2x2 =

−1∑
n=−∞

(−1)ne−2n2x2 + 1 +
∞∑
n=1

(−1)ne−2n2x2 = 1− 2
∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2 ,

êàî è ∑
n∈Z

e−
(2n−1)2π2

8x2 =
∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

8x2 +
0∑

n=−∞
e−

(2n−1)2π2

8x2 = 2
∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

8x2 .

Íà îñíîâó ôîðìóëå (4.5.1) íàëàçèìî

L(x)=

√
2π

x

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

8x2 , x > 0,

îäàêëå ñëåäè
L(x)

xa
→ 0 êàäà x→ 0+,
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çà ñâå a ∈ R. Êîðèñòå£è ñìåíó ïðîìåí§èâå è ïàðöèjàëíó èíòåãðàöèjó, äîáèjàìî∫ x

0
f(t) dt =

∫ x

0

1√
2π

2

t
L′
(
t

2

)
dt

=
2√
2π

∫ x
2

0

1

t
L′ (t) dt

=
2√
2π

(
2

x
L
(x

2

)
+

∫ x
2

0

1

t2
L (t) dt

)

=
2√
2π

(
4
√

2π

x2

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

2x2 +
√

2π

∫ x
2

0

1

t3

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

8t2 dt

)

= 2

(
4

x2

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

2x2 +
∞∑
n=1

4

(2n− 1)2π2

∫ x
2

0
d

(
e−

(2n−1)2π2

8t2

))

= 8

(
1

x2

∞∑
n=1

e−
(2n−1)2π2

2x2 +
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2π2
e−

(2n−1)2π2

2x2

)

= 8

∞∑
n=1

(
1

x2
+

1

(2n− 1)2π2

)
e−

(2n−1)2π2

2x2 .

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Ó íàñòàâêó íàëàçèìî íîâî äî»å îãðàíè÷å»å çà î÷åêèâàíè äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã
êðåòà»à, êîjå jå áî§å îä îíîã äîáèjåíîã ó (4.3.4).

Òåîðåìà 4.5.2 Âàæè Ed ≥ 1.856.

Äîêàç. Íåçàâèñíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(0) è r(π/2) èìàjó èñòó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F êàî ó
Òåîðåìè 4.5.1. Êàêî jå òàäà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå max{r(0), r(π/2)} jåäíàêà
F2, ìîæåìî çàê§ó÷èòè

Ed ≥ Emax{r(0), r(π/2)} =

∫ ∞
0

(
1− F(x)2

)
dx ≥

∫ 6

0

(
1− F(x)2

)
dx.

Êîðèñòå£è ïðîãðàì Mathematica íàëàçèìî F(6) = 0.9999999921 è êàêî jå F ðàñòó£à ôóíêöèjà,
òî äîáèjàìî äîáðó àïðîêñèìàöèjó ïðåëàñêîì ñà èíòåãðàëà ïî áåñêîíà÷íîì èíòåðâàëó, íà
îäãîâàðàjó£è èíòåãðàë ïî êîíà÷íîì èíòåðâàëó. Òàêî¢å, êîðèñòå£è ïîíîâî ïðîãðàì Mathematica,
äîáèjàìî ∫ 6

0

(
1− F(x)2

)
dx ≈ 1.8562.

Êîíà÷íî, ñëåäè Ed ≥ 1.856. �
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Çàê§ó÷àê

Íàêîí ïðâå ãëàâå îâå äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå, ó êîjîj ñó ïðåäñòàâ§åíå îñíîâíå îçíàêå, ïîjìîâè
è òâð¢å»à êëàñè÷íå âåðîâàòíîñíå òåîðèjå êîjà ïîäðàçóìåâà êîíöåïòå ïîïóò âåðîâàòíîñíèõ
ïðîñòîðà, ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà è ìàðòèíãàëà, íàðåäíå òðè ãëàâå äîíîñå,
èçìå¢ó îñòàëîã, íåêå íîâå ðåçóëòàòå.

Íàèìå, ó äðóãîj ãëàâè jå ïîêàçàíî (âèäåòè Òåîðåìó 2.2.4) äà àêî jå X1, . . . , Xn íåíåãàòèâàí
ìàðòèíãàë, ãäå jå X1 = 1, òàäà âàæè

γ(EM) ≤ E(Xn logXn),

è
γ(EN) ≤ E(Xn logXn),

ïðè ÷åìó ñìî îçíà÷èëè
M = max

1≤j≤n
Xj è N = min

1≤j≤n
Xj ,

è
γ(x) = x− 1− log x, x > 0.

Ïîðåä òîãà, ìîæå ñå ïîêàçàòè (âèäåòè [19]) äà jå ôóíêöèjà γ íàjáî§à ìîãó£à ó ñìèñëó äà àêî çà
íåêó ôóíêöèjó g : (0,∞)→ R âàæè

g(EM) ≤ E(Xn logXn),

è
g(EN) ≤ E(Xn logXn),

çà ñâå íåíåãàòèâíå ìàðòèíãàëå X1, . . . , Xn, òàêâå äà jå X1 = 1, òàäà ìîðà áèòè g ≤ γ. Ñà äðóãå
ñòðàíå, àêî jå X1, . . . , Xn íåíåãàòèâàí ìàðòèíãàë, X1 = 1 è 1 < p <∞, òàäà âàæè (Òåîðåìà 2.3.2)

δp
(
‖M‖pp

)
≤ ‖Xn‖p ,

è
δp
(
‖N‖pp

)
≤ ‖Xn‖p ,

ïðè ÷åìó jå

δp(x) =

(
1− 1

p

)
x

1
p +

1

p
x

1
p
−1
, x > 0.

Èíòåðåñàíòíî áè áèëî îäãîâîðèòè íà ñëåäå£å ïèòà»å, øòî ñâàêàêî ìîæå áèòè jåäàí îä ïðàâàöà
íåêîã áóäó£åã èñòðàæèâà»à: äà ëè jå δp îïòèìàëíà ôóíêöèjà çà êîjó âàæå ïðåòõîäíå

íåjåäíàêîñòè è àêî íèjå, êîjà ôóíêöèjà jå îïòèìàëíà? Äðóãèì ðå÷èìà, àêî jå 1 < p < ∞ è àêî
çà íåêó ôóíêöèjó g : (0,∞)→ R âàæè

g
(
‖M‖pp

)
≤ ‖Xn‖p ,

è
g
(
‖N‖pp

)
≤ ‖Xn‖p ,

çà ñâå íåíåãàòèâíå ìàðòèíãàëå X1, . . . , Xn, òàêâå äà jå X1 = 1, äà ëè òàäà ìîðà áèòè g ≤ δp?
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Ó òðå£îj ãëàâè äèñåðòàöèjå, äàò jå âåðîâàòíîñíè äîêàç âèøåäèìåíçèîíå òåæèíñêå Õàðäèjåâå
íåjåäíàêîñòè, íà îñíîâó êîjå ñå èçâîäè è äîêàç îäãîâàðàjó£å âèøåäèìåíçèîíå Êàðëåìàíîâå
íåjåäíàêîñòè. Îáå íåjåäíàêîñòè ñó äàòå ó ïóíîj îïøòîñòè è ïðèðîäíî ñå íàìå£å çàê§ó÷àê äà
èõ jå òåøêî ïðîøèðèòè èëè ãåíåðàëèçîâàòè ó íàâåäåíèì îêâèðèìà. Ìå¢óòèì, ïîñòîjè ÷èòàâ
íèç äðóãèõ, äîáðî ïîçíàòèõ, èíòåãðàëíèõ íåjåäíàêîñòè, íà êîjå ñå ìîæäà ìîæå ïðèìåíèòè
íåíåãàòèâíîñò ðåëàòèâíå åíòðîïèjå, îäíîñíî Êóëáàê-Ëàjáëåðîâå äèâåðãåíöèjå, èëè ïàê, íåêà
äðóãà òåõíèêà èç âåðîâàòíîñíå òåîðèjå.

Íà êðàjó, ó ÷åòâðòîj ãëàâè ñó äîáèjåíà îãðàíè÷å»à î÷åêèâàíîã äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã
êðåòà»à. Çàïðàâî, âàæè (âèäåòè Òåîðåìó 4.4.2 è Òåîðåìó 4.5.2)

1.856 ≤ Ed ≤ 2.355,

ãäå jå ñà d îçíà÷åí äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à. Ïðèðîäíî, ìîæåìî ïîñòàâèòè
ñëåäå£å ïèòà»å: øòà jå òà÷íà âðåäíîñò î÷åêèâàíîã äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à,

îäíîñíî, êîëèêî jå Ed? Îäãîâîð íà îâî ïèòà»å íèjå ïîçíàò, èàêî ðàçíè íóìåðè÷êè ïðîðà÷óíè è
ñèìóëàöèjå êîjå êîðèñòå ïðîãðàìñêå jåçèêå Mathematica è Maple óêàçójó äà jå î÷åêèâàíà âðåäíîñò
äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à jåäíàêà 2, îäíîñíî, äà âàæè Ed = 2 (âèäåòè è ðàä
[38]). Ó îêâèðó íåêîã áóäó£åã èñòðàæèâà»à, ìîãó ñå äîäàòíî ïîáî§øàòè ïîñòîjå£à îãðàíè÷å»à
î÷åêèâàíîã äèjàìåòðà ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à èëè åâåíòóàëíî, äîêàçàòè èëè îïîâðãíóòè
õèïîòåçà äà jå Ed = 2.
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Ñïèñàê ñèìáîëà

B(t) Áðàóíîâî êðåòà»å

(B1,B2) ïëàíàðíî Áðàóíîâî êðåòà»å

(B1, . . . ,Bn) n-äèìåíçèîíî Áðàóíîâî êðåòà»å

Bθ(t) ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà B(t) · eθ
B Áîðåëîâà σ-àëãåáðà íà R
Bn Áîðåëîâà σ-àëãåáðà íà Rn

C ñêóï êîìïëåêñíèõ áðîjåâà

C(S) êîíâåêñàí îìîòà÷ ñêóïà S ⊂ R2

diamS äèjàìåòàð ñêóïà S ⊂ R2

d äèjàìåòàð ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à

D (Qn) ôàìèëèjà ñâèõ âåðîâàòíîñíèõ ãóñòèíà íà jåäèíè÷íîj êîöêè Qn

EX ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X

E(X | S) óñëîâíî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà σ-àëãåáðó S
E(X |Y ) óñëîâíî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà ïðîìåí§èâó Y

E(X |Y1, . . . , Yn) óñëîâíî î÷åêèâà»å ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ó îäíîñó íà ïðîìåí§èâå Y1, . . . , Yn

exp åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà

eθ jåäèíè÷íè âåêòîð (cos θ, sin θ)

FX ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X

FX(· |A) óñëîâíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ïðè óñëîâó A

fX ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X

fX(· |A) óñëîâíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ïðè óñëîâó A

f̂ Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà ôóíêöèjå f

FX ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíîã âåêòîðà X

fX ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíîã âåêòîðà X

f ãóñòèíà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(θ)

F ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå r(θ)

{Ft : t ∈ T} ôèëòðàöèjà σ-àëãåáðå F , ãäå jå T ⊂ R ïàðàìåòàðñêè ñêóï

Hn âèøåäèìåíçèîíè Õàðäèjåâ èíòåãðàëíè îïåðàòîð

H êîíâåêñàí îìîòà÷ ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à

i èìàãèíàðíà jåäèíèöà

Im z èìàãèíàðàí äåî êîìïëåêñíîã áðîjà z

K(S) ñêóï ñâèõ êîíâåêñíèõ êîìáèíàöèjà åëåìåíàòà ñêóïà S ⊂ R2

KL (ϕ ‖ ρ) ðåëàòèâíà åíòðîïèjà èëè Êóëáàê-Ëàjáëåðîâà äèâåðãåíöèjà
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` ïåðèìåòàð êîíâåêñíîã îìîòà÷à H ïëàíàðíîã Áðàóíîâîã êðåòà»à

M ìàêñèìóì ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ X1, . . . , Xn êîjå ôîðìèðàjó ìàðòèíãàë

M(t) âåëè÷èíà max
0≤s≤t

B(s), ãäå jå B(t) Áðàóíîâî êðåòà»å

Mθ(t) ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà max
0≤s≤t

Bθ(s)

N ìèíèìóì ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ X1, . . . , Xn êîjå ôîðìèðàjó ìàðòèíãàë

N ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà {1, 2, . . . }
N0 ñêóï N ∪ {0}
N
(
m,σ2

)
íîðìàëíà ðàñïîäåëà ñà ïàðàìåòðèìà m è σ2

N (0, 1) ñòàíäàðäíà íîðìàëíà ðàñïîäåëà

N (0, t) íîðìàëíà ðàñïîäåëà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå B(t), ïðè ÷åìó jå ñëó÷àjàí ïðîöåñ
{B(t) : t ≥ 0} Áðàóíîâî êðåòà»å

P âåðîâàòíîñíà ìåðà

P (B |A) óñëîâíà âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà B ïðè óñëîâó A

P(A |X = x) óñëîâíà âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà ïðè óñëîâóX = x, ãäå jåX ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà

Qn jåäèíè÷íà êîöêà (0, 1)n

R ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà

Rn n-äèìåíçèîíè ðåàëàí ïðîñòîð

Rn+ ñêóï (0,∞)n

Re z ðåàëàí äåî êîìïëåêñíîã áðîjà z

rS(θ) sup
x∈S

(x · eθ)− inf
x∈S

(x · eθ) ãäå jå 0 ≤ θ ≤ π è S ⊂ R2

r(θ) r(θ) = rB[0,1](θ)

S(R) Øâàðöîâà êëàñà ôóíêöèjà íà ðåàëíîj ïðàâîj

T òðèâèjàëíà σ-àëãåáðà

t òà÷êà (t1, . . . , tn) ó ïðîñòîðó Rn

Var âàðèjàíñà

X ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà

‖X‖p Lp íîðìà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X

{Xt : t ∈ T} ñëó÷àjàí ïðîöåñ, ãäå jå T ⊂ R ïàðàìåòàðñêè ñêóï

{Xn : n ∈ N} ñëó÷àjàí ïðîöåñ ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì

X ñëó÷àjàí âåêòîð (X1, . . . , Xn)

x òà÷êà (x1, . . . , xn) ó ïðîñòîðó Rn

Z ñêóï öåëèõ áðîjåâà

t 7→ Xt(ω) òðàjåêòîðèjà ñëó÷àjíîã ïðîöåñà {Xt : t ∈ T}
1A èíäèêàòîð äîãà¢àjà A

‖x− y‖ ðàñòîjà»å èçìå¢ó x, y ∈ R2

x · y ñêëàðàí ïðîèçâîä çà x, y ∈ R2

γ(x) ôóíêöèjà x 7→ x− 1− log x

δp(x) ôóíêöèjà x 7→
(

1− 1
p

)
x

1
p + 1

px
1
p
−1

θ(x) ôóíêöèjà x 7→ e−1
e x− 1

ϑ(x) Jàêîáèjåâà ôóíêöèjà
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Θ(z; τ) ãåíåðàëèçîâàíà Jàêîáèjåâà ôóíêöèjà

κ(x) ôóíêöèjà x 7→ x log x

ξ(a) ôóíêöèjà a 7→ ae−
a2

2 −
(
a2 + 1

) ∫ ∞
a

e−
x2

2 dx

ρ âåðîâàòíîñíà ãóñòèíà

τa âðåìå ïðâîã ïðîëàçà Áðàóíîâîã êðåòà»à êðîç òà÷êó a

(Ω,F , µ) ìåð§èâ ïðîñòîð

(Ω,F ,P) âåðîâàòíîñíè ïðîñòîð
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