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Predgovor

Predmet ovog rada jeste istrazivanje najznacajnijih finansijsko-stohasti-
¢kih modela kojima se mogu opisati razliciti elementi trzista, pre svega
dinamika finansijskih indeksa i cena, kao osnovnih kategorija ekonomskog
poslovanja. Imajuéi u vidu relevantne dostupne informacije koje mogu biti
od znacaja za kretanje cena i njihovo eventualno opisivanje matematickim
modelom, osnovne kategorije od kojih polazimo jesu wvreme i dinamika,
odnosno promene vrednosti posmatranih nizova koje se odvijaju u vremenu.
U cilju utvrdivanja osnovnih zakonitosti dinamike finansijsikh nizova, mode-
liramo ih vremenskim serijama (sluc¢ajnim procesima) koji, u slobodnoj in-
terpretaciji, predstavljaju razlicite modele "neodredenosti koja proti¢e u vre-
menu”. Na taj nacin, sa matematicke tacke gledista, neodredenost koja se
javlja na trziStu moZze se opisati modelom prostora verovatnoca (2, F, P)
na kome se cena odredenog proizvoda prikazuje familijom slucajnih veli¢ina
koje zavise od odredenog vremenskog parametra. Naravno, ovde ¢e biti raz-
matrana posebna klasa slucajnih procesa diskretnog vremenskog parametra,
tj. vremenske serije kao najzastupljeniji stohasticki modeli dinamike finan-
sijskih nizova. Uvodenje vremenskih serija zasnovano je na éinjenici da se
u konkretnim, berzanskim uslovima cena S registruje u ta¢no propisanim
vremenskim trenucima, tj. u odredenim vremenskim razmacima, pa se
sve promene cena mogu posmatrati diskretnim skupom (nizom) slu¢ajnih
velicina. Medutim, postoje pogodnosti modeliranja cena u neprekidnom
vremenu koje ¢e ovde takode biti koriSc¢ene, a odnose se, pre svega, na mode-
liranje cena u tzv. zaustavnom vremenu.

Koristec¢i standardne metode u analizi vremenskih serija ovde su izlozeni
najvazniji modeli koji se koriste u izu¢avanju finansijskih nizova, sa posebnim
naglaskom na njihovu eventualnu primenu. Zato je celokupan sadrzaj rada,
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iako podreden strogom matematickom zakljué¢ivanju, odnosno deduktivnom
nacinu izlaganja osnovnih ¢injenica i rezultata, u znatnoj meri posvecen
istrazivanju empirijskih podataka, njihovoj obradi i praktiénoj primeni teo-
retskih rezultata. Dakle, iako sva metodologija izlaganja jeste zasnovana
na standardno prihva¢enim matemati¢kim principima (vazniji rezultati i
osobine modela formulisani su u obliku teorema i dokazivani deduktivnim
metodom), svi opisani modeli, narocito oni originalni, motivisani su iskljuéivo
empirijskom primenom. Kao ilustracija, bi¢e opisana primena navedenih
teoretskih modela u analizi dinamike razlicitih vrsta realnih finansijskih po-
dataka, po€ev od cena sirovina na svetskom trzistu (npr. zlata i nafte),
pa do analize dinamike ukupnog obima i vrednosti trgovanja akcijama na
nafem, domacem trzistu hartija od vrednosti. Na taj nacin, glavni akce-
nat je stavljen na originalne autorske rezultate koji se odnose na tri bitna
segmenta istrazivanja:

1. Novu interpretaciju postojec¢ih rezultata, odnosno poznatih, vaznijih
modela sa njihovom prakti¢nom primenom;

2. Formiranje novih, originalnih modela u smislu njihovog strogo for-
malnog definisanja u obliku odgovarajué¢ih vremenskih serija, odnosno ni-
zova slucajnih veli¢ina. Opisivanje osnovnih osobina takvih modela izvrseno
je sa razlicitih aspekata savremene Teorije verovatnoca (stacionarnost, ko-
relaciona struktura, osnovni parametri raspodele, itd.), kao i savremene
Matematicke statistike (ocenjivanje parametara modela uz ispitivanje kvali-
teta dobijenih ocena, pre svega, utvrdivanje njihove postojanosti i asimp-
totske tendencije ka normalnoj raspodeli).

3. Prakticna primena novih modela u konkretnim situacijama i njihovo
formiranje nad empirijskim, realnim podacima.

U prvom, uvodnom poglavlju, dat je pregled osnovnih pojmova i termina
koji su koriséeni u daljem radu. Najpre su izozeni neki od osnovnih modela
dinamike cena koji ¢e biti korid¢eni, pre svega model cena zasnovan na tzv.
neprekidnom kamadenju. Zatim je dat poseban kriticki osvrt na hipotezu
gausovnosti, odnosno interpretaciju ovakvih modela sa aspekta normalnih
raspodela. Kao posebno vazan, definisan je pojam uslovne-gausovnosti mo-
dela koji umanjuje nedostatke standardnih modela u kojima se nalaze nor-
malno raspodeljeni nizovi sluéajnih velicina. U narednom poglavlju opisan je
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pojam martingala kao vaznih stohastickih modela dinamike finansijskih in-
deksa. Oni nas, takode, uvode u posebnu vrstu martingalnih trzista (trzista
neutralnog rizika) u kojima je ispunjen uslov o nearbitraznom delovanju svih
finansijskih subjekata na njemu. Na kraju poglavlja prikazane su neke od os-
novnih definicija najvaznijih pojmova finansijske analize, pre svih volatilnost
kao mera izmenljivosti finansijskih indeksa.

U daljem izlaganju dat je osnovni sadrzaj istrazivanja i rada u celini,
gde su opisani neki od najvaznijih nelinearnih stohastickih modela, koji se,
u pogledu svoje strukture, mogu grupisati u sledece tri kategorije.

(a) Modeli uslovne heterogenosti

Ovi modeli predstavljaju, sasvim sigurno, fundamentalne modele koji,
kao svoju vaznu karakteristiku, opisuju pojavu klasternosti, odnosno grupi-
sanje podataka sa izrazenom, odnosno niskom volatilnoséu. Modeli uslovne
heterogenosti, koji su u stanju da opidu pojavu klasternosti, samu volatilnost
iskazuju u obliku vremenskih serija, ¢cime se ukazuje na njenu promenljivost
i zavisnost u odnosu na samu strukturu odredenog finansijskog niza. Istori-
jski posmatrano, rodonaéelnik i tvorac ove grupe modela jeste Robert En-
gle koji je 1982. godine definisao tzv. autoregresivne modele uslovne hete-
rogenosti, kra¢e, ARCH-modele pomocu kojih je dao veoma uspednu anali-
zu inflacionih kratanja u Velikoj Britaniji. Na ovaj na¢in, on uvodi korenite
promene u dotadasnjoj stohasticko] analizi finansijkih nizova i daje osnovu
za izgradnju niza drugih, srodnih modela. Naime, uspe$nost u konkretnim
primenama ARCH-modela imala je kao posledicu stvaranje novih, slozenijih
modela koji omoguéavaju opisivanje razlicitih efekata ponasanja na finan-
sijskim trZistima. Zato, pored standardnih ARCH-modela, postoji veliki
broj tzv. uopstenih modela tipa ARCH koji se, u veéoj ili manjoj meri,
zasnivaju na sliénim idejama i pretpostavkama. Prvo takvo uopStavanje
uvedeno je od strane Tima Bolersleva, koji je 1986. godine definisao tzv.
uopsteni ARCH-model, sa dva parametra, poznat kao GARCH (p,q). Os-
novna prednost ovakvog modela jeste u tome da pri statistickoj obradi po-
dataka (i njihovom modeliranju) modeli tipa GARCH daju zadovoljavajuce
ocene i dobro "prilagodavanje” realnim podacima ve¢ za male vrednosti p
i ¢, za razliku od modela ARCH, koji zahtevaju relativno velike vrednosti
parametra p. U naSem istrazivanju ove dve grupe nelinearnih modela bice
ponovo razmotrene u novom svetlu, gde ¢e, pored poznatih, fundamental-
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nih ¢injenica, biti izlozeni 1 neki novi rezultati koje su V. Stojanovi¢ i B.
Popovié¢ veé¢ opisali u svojim radovima [47] i [57]. Pored toga, isti autori
su ve¢ dali znacajan naucni doprinos formiranjem novog, originalnog mode-
la uslovne heterogenosti, nazvanog Split-ARCH, koji u slucaju naglaseno
velikih realizacija odredenog finansijskog niza pravilnije reaguje na nagle i
neocekivane "skokove” u dinamici volatilnosti. Ovaj model je prvi put pred-
stavljen naucnoj javnosti na medunarodnoj konferenciji ISCPS odrzanoj u
Sozopolju (Bugarska) 2004 godine, a obraden je i u radovima B. Popovié¢
i V. Stojanovica [48] i [49]. Pored osnovnih stohasttkih osobina, ovde je
prikazana prakti¢na primena Split-ARCH modela zasnovana na konkretnoj
primeni u ispitivanju empirijskih vremenskih serija (cene nafte na svetskom
trzistu i sojine sac¢me na Produktnoj berzi u Novom Sadu).

(b) STOPBREAK procesi

Ova grupa stohastickih modela novijeg je datuma i prevashodno je veza-
na za fundamentalni rad Engle-a i Smith-a (1999), a u novije vreme i
Gonzales-a (2004). STOPBREAK procesi nasli su uspesnu primenu kao
stohasticki modeli finansijskih nizova sa izrazenim, permanentnim fluktuaci-
jama. Ovde ¢e biti razmotrene originalne modifikacije ovih procesa, dobi-
jene, pre svega, uvodenjem tzv. indikatora Suma koji su Popovi¢ i Stojanovi¢
(48] primenili u analizi nelinearnih vremenskih serija ARCH-tipa. Pocetni
rezultati iz ove oblasti predstavljeni su na konferencijama SYM-OP-IS 2005
i ALA 2005, dok je opstiji model ovog procesa prezentiran na medunarodnoj
konferenciji ISCPS 2006. U narednom periodu, dalja ispitivanja i analiza
pragovnih STOPBREAK procesa izloZzena je u radovima V. Stojanovica i
B. Popovié [58], kao i V. Stojanovi¢a, B. Popovi¢ i P. Popoviéa [59].

Ovde ¢ée biti opisana osnovna stohasticka struktura pragovnog STOP-
BREAK procesa (Split-BREAK modela), sa naglaskom na njegovu empi-
rijsku, praktiénu primenu. Kako je nestacionarnost ovog procesa jedna od
otezavajucih okolnosti u njegovom ispitivanju, posebna paznja posveena
je tzv. nizu prirastaja (Split-MA model), koji poseduje stohasticku struk-
turu sliénu standardnim linearnim vremenskim serijama pokretnih prose-
ka. Na ovaj nacin, navedeni stohasticki modeli bice detaljnije prouceni i
koriséeni u prakti¢nom modelovanju dinamike kretanja vrednosti trgovanja
akcijama na domacem trzistu hartija od vrednosti. Inace, neka uporedivanja
ovog procesa sa standardnim modelima uslovne heterogenosti ukazuju na
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upesnost predlozenog STOPBREAK modela u primenama koja se, izmedu
ostalog, ogleda i u malom broju ocenjenih parametara, o ¢emu je opet dat
prikazu u radu Stojanovi¢, Popovié¢ i Popovié [59].

(¢) Modeli cena u zaustavnom vremenu

Pratec¢i promene u empirijskoj analizi finansijskih podataka uocava se
nova, savremena mogucnost njihovog prikupljanja, obrade i statisticke anali-
ze. Primenom racunarskih tehnologija svi podaci i informacije o stanju fi-
nansijskih indeksa mogu se smatrati procesom koji protice u neprekidnom
(kontinualnom) vremenu. Evolucija finansijskog indeksa posmatra se tada
najcesce kao slucajni proces sa trajektorijama u obliku stepenastih, deo po
deo konstantnih funkcija, pa je od posebnog znacaja tzv. diskretni uticaj
slucaja opisan nizom zaustavnih momenata (7;.), odnosno vremenskih trenu-
taka u kojima se desavaju promene cene.

Ovde ¢emo, koristeéi ideje Engle-a i Russel-a (1997), izloziti neke od
moguénosti nelinearnog modeliranja vremenskih "skokova” cene koji su slu-
cajnog karaktera i mogu se interpretirati kao realizacije zaustavnog niza
(7). Njime se izrazava svojstvo neregularnosti dinamike cene jer, za raz-
liku od standardnih modela diskretnog vremenskog parametra, ovde se kao
diskretni skup vrednosti cene uzima niz ¢iji su vremenski indeksi slucajne
velicine. Od posebnog je interesa, stoga, opisati takav vremenski niz i nje-
gove stohasticke osobine. U ovom radu bice uglavnom analizirane dve klase
autoregresivnih modela koji opisuju neregularnu dinamiku cena. Prvi od
njih jeste tzv. D-AST model, uveden od strane V. Stojanoviéa i B. Popovié¢
[61], koji se zasniva na pretpostavei o nezavisnim prirastajima zaustavnog
niza. Nasuprot njemu, bi¢e opisan i poseban oblik modela uslovnog trajanja
(D-ACD model) namenjen modeliranju zaustavnih momenata vremenskih
serija sa koreliranim prirastajima. Prvi vazniji rezultati vezani za ovaj model
objavljeni su na konferenciju o operacionim istrazivanjima SYM-OP-IS 2005,
u radu V. Stojanovic¢a [56], dok su neka uopstenja izlozena u radu V. Sto-
janovica i B. Popovié [60]. Inace, sama priroda posmatranih empirijskih
serija sa "sporom frekvencijom” ukazuje da je kao osnovni oblik njihovih
raspodela pogodno koristiti neke od poznatih raspodela diskretnog tipa, pre
svega uniformnu i Poisson-ovu raspodelu. Otuda i zajednicki naziv ovakvih
modela: diskretni autoregresivni modeli.



Glava 1

Uvod u terminologiju

1.1 Finansijsko trziste u uslovima neodredenosti

Finansijsko trziste predstavlja sveukupnost novéanih, valutnih i ostalih
trzista razlicitih ekonomskih kategorija - aseta. Najvaznija medu njima su
sigurno trzista novca i kapitala, trzista plemenitih metala, trzista hartija od
vrednosti, itd. U skladu sa savremenim shvatanjima o nacinu i pravilnos-
tima funkcionisanja trzista, Teorija finansija i finansijski inZenjering kao
svoj osnovni zadatak imaju da, uz pomo¢ raznih instrumenata, istraze os-
novna svojstva finansijskih struktura i odrede najbolji moguéi nacin raspo-
laganja finansijskim resursima. Pritom se uzimaju u obzir, pre svega, fak-
tori rizika 1 vremena koji se javljaju na trzistu, i koji, s druge strane,

predstavljaju obavezne '

"pratioce” svakog ucesnika prilikom operisanja na
njemu. Ova dva Cinioca jesu i osnovni podsticaj za formiranje razlicitih
matematicko-stohasti¢kih modela koji imaju za cilj da, kori§¢enjem aparata
Teorije verovatnoda, daju, donekle, odgovore na fundamentalna pitanja koja
se odnose na ponasanje cena i drugih finansijskih indeksa na trzistu, opisi-
vanje njihove promenljivosti i prognozu kretanja u buduénosti itd.

Ne ulazedi detaljnije u razlicite koncepcije i nacine formalnog definisanja
samog trziSta, na$ cilj bice da, u duhu Teorije verovatnocéa, istrazimo os-
novne finansijsko-statisticke modele kojima se mogu opisati razliciti ele-
menti trzista. Na ovaj nacin, pretpostavljamo da se problem neodredenosti
moze, sa stohastickog stanovista, opisati prostorom verovatnoca (2, F, P),
pri cemu je
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(2 - prostor elementarnih ishoda (dogadaja) na datom trzistu;
F - o-algebra podskupova (dogadaja) u €;

P - verovatosna mera (verovatnoca) definisana na (92, F) .

Cesto se o-algebra F progiruje potokom (filtrom) o-algebri
P=(F), neb,

gde je, na primer D = N ili D = Z. U osnovnoj interpretaciji, niz (F,)
predstavlja skup "informacija” o stanju na trzistu koje su dostupne svakom
njegovom ucesniku, zakljuéno sa momentom n. Ret¢ je, dakle, o nizu o-
algebri za koji vazi uslov neopadanja

Fou CFmy ¥mem,

¢ime se polazni prostor (2, 7, P) transformise u tzv. filtrirani prostor verovat-
noéa (Q, F, F, P) koji éemo zvati stohasticki bazis.

Osnovni preduslov za funkcionisanje efikasnog trzista ogleda se u pret-
postavci o nearbitrazi, odnosno nemoguénosti delovanja ma kog ucesnika
trziSta u cilju sticanja bezrizicnog profita (engl. free-lunch). Naime, sav
profit, kao i eventualni gubitak, ostvaruje se ulaganjem (investiranjem) na
trzistu uz odgovarajuci rizik. Naravno, u praksi ne¢e uvek biti zadovoljeni
svi navedeni uslovi. Cesta je pojava spekulativnog, hazardnog i iracionalnog
ponasanja odredenih struktura na trzistu. Ipak, sa matematickog stanovista,
model efikasnog trzita trebalo bi da onemoguéi takve pojave i da, pre svega
moguénost arbitraznog delovanja prikaze dogadajima "male verovatnoce”.
S tim u vezi jeste pojam posebnih, vaznih stohastickih modela finansijskih
indeksa - martingala koji ¢e predstavljati jednu od vaznih poluga u nasem
daljem radu. Zato ¢e, izmedu ostalog, njima biti posveceno najvise paznje
u ovom uvodnom delu.

S druge strane, vreme i dinamika, kao osnovna merila deSavanja svih
pojava na trzistu, omogucavaju da se za utvrdivanje zakonitosti koje na
njemu vladaju koristi Teorija slucajnih procesa, preciznije, slucajne funkcije
vremena definisane na prostoru verovatnoéa (Q,F,P). Kako se u vecini
slucajeva vrednosti finansijskih indeksa na trzistu odreduju u odvojenim,
diskretnim vremenskim intervalima, njihova najcesca interpretacija bice u
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obliku slu¢ajnih procesa diskretnog vremena, tj. vremenskih serija oblika
X ={X,:ne D]}

Za clanove niza (X, ) uobicajena je pretpostavka o njihovoj adaptiranosti
u odnosu na filter F. To znaci da. za svako n € D, slucajna veli¢ina X,,
predstavlja 7, merljivu slucajnu velicinu, pisacemo X, € M(F,). Nadalje,
niz X = (X,,) zvacemo finansijski indeks (cena), a parametar n € D vreme u
kome se dati niz sluc¢ajnih veli¢ina posmatra. Ovakav nagin posmatranja fi-
nansijskih indeksa zadrzacemo i u daljem radu, kada ¢emo se detaljnije poza-
baviti nekim njihovim konkretnim osobinama. Prvi korak koji ¢emo uciniti
u tom smeru bice opisivanje uslova pod kojima je, sa stohastickog stanovista,
moguce opisati efikasnost trzista u gore navedenom smislu, odnosno formi-
ranje odgovarajucih stohastickih modela koji ¢e opisati dinamiku cena i
njihovu promenljivost u vremenu.

1.2 Stohasticki modeli dinamike cena

Osnovna kategorija ekonomskog poslovanja jeste cena. Sama uspesnost
poslovanja najceSce se zasniva na moguénosti da se na osnovu trenutnih fluk-
tuacija, odnosno evolucije cene predvidi njeno kretanje u buduénosti. U tom
smislu, polazi se od svih relevantnih, dostupnih informacija koje mogu biti
od znataja za kretanje cena i njihovo eventualno opisivanje odgovarajuc¢im
matematickim modelom.

Utvrdivanje osnovnih zakonitosti dinamike cena, kao §to smo veé is-
takli, moze se izvrsiti slucajnim vremenskim serijama (slucajnim proces-
ima) koji, u slobodnoj interpretaciji, predstavljaju razli¢ite modele "neo-
dredenosti koja protice u vremenu”. U ovom delu opisacemo, stoga, neke od
najinteresantnijih i najzastupljenijih stohastickih modela dinamike cena koje
¢emo kasnije koristiti u daljem radu. Takode, izozi¢emo 1 neke od mogucnosti
formiranja odgovarajucih modela sa aspekta normalnih raspodela, gde ¢emo
posebno definisati pojam uslovno-gausovske raspodele, kao posebno vazan u
formiranju, pre svega, modela zasnovanih na tzv. uslovnoj heterogenosti, o
kojima govorimo ve¢ u narednoj glavi.
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1.2.1 Osnovni modeli cena

Prvi od ovakvih modela dao je Luis Baselije! u svojoj disertaciji ” Théorie
de la spéculation”. On je, analizirajuci kretanja vrednosti akcija na pariskom
trzistu, zakljuéio da se cena akcija moze prikazati slu¢ajnim procesom

§=(85), t=0

definisanim na ekvidistantnim vremenskim intervalima ¢ = 0, At, 2A¢, . ..

Osnovne pretpostavke o osobinama niza koje je Baselije dao zasnivaju
se na ¢injenici da na intervalima duzine At prirastaji Sy a; — Sy imaju sred-
nju vrednost 0 i odstupanja reda +o+/At. Drugim reéima, u narednom
trenutku ¢ + At podjednako je mogué "skok” ili "pad” cene, nezavisno od
njene trenutne vrednosti u datom vremenskom trenutku ¢. Ovakva osobina
moze se opisati jednim od najpoznatijih modela "haoti¢nog kretanja”, poz-
natim kao Braunovo kretanje. Pri navedenim pretpostavkama, osnovni oblik
ovakvog modela glasi

N
(1.2.1) Si=5+ &M
k=1

gde je N = [t/At], Sy pocetna cena, formirana u trenutku ¢ = 0, a ‘ELA) niz
nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih veli¢ina sa raspodelom

@) [ oVAt —o/At
& 18 1/2 '

Tada je E(S;) = Sy i Var(S;) = No?At pa, u grani¢nom sluéaju kada
At — 0, primenom centralne graniéne teoreme mozemo zakljuciti da se cena
S = (5;) aproksimativno moze prikazati modelom

Si=So+oW;,, t20

gde je W = (W;), t > 0 poznati Vinerov proces. Ret je o slu¢ajnom procesu
sa nezavisnim priraStajima koji, pored toga, poseduje sledeca svojstva

(a) Wo 20

(b) Wy : N(0,1).

'Louis Bachélier, 1870-1946



Stohasticki modeli dinamike cena

Na ovaj nacin, model cene § = (S;) prikazan vremenskom serijom (1.2.1)
bio bi, sa stohastickog stanovista, u potpunosti odreden. Ipak, istrazivanja
su pokazala da se empirijski rezultati u velikoj meri razlikuju od gore nave-
denih, pri ¢emu je "klju¢” nepodudaranja pretpostavka o gausovnosti (o
¢emu govorimo ve¢ u narednom odeljku ovog poglavlja), kao i pretpostavka
nezavisnosti prirastaja ¢lanova niza (S;). Zato se ovaj model veoma retko
koristi u prakti¢nim primenama i, kao takav, ima pre svega istorijski karak-
ter.

Naveséemo sada jos neke od modela reprezentovanja cene kojima ¢emo
se ¢eSce baviti u daljem izlaganju. U tu svrhu, prostor verovatnoca (€2, F),
kao i ranije, prosiricemo potokom o-algebri

F=R), aED.

Ako je §,, cena neke ekonomske kategorije, formirane, kao trzisni pred-
met, u trenutku n, onda se njena istorija moze prikazati nizom slu¢ajnih
veli¢ina

S = (Sn), mn E D
koji éemo nadalje koristiti za njeno oznacavanje. Naravno, pretpostaviéemo

Sy >0, ¥n € D. Ovakav koncept cene odgovara modelu filtriranog prostora
verovatnoca

(Q,F,F,P)

o kome je bilo reci u prethodnom poglavlju. Za slu¢ajne veli¢ine S,, pret-
postavicemo da su F,-merljive, tj. S, € M(F,), §to je uskladu sa ¢injenicom
da se cena u datom momentu n uskladuje sa dogadajima registrovanim do
tog momenta, a koji su, s druge strane, opisani o-algebrom F,. Pri nave-
denim pretpostavkama, u praksi se uglavnom koriste sledec¢a dva stohasticka
modela reprezentovanja cena.

(1) Prui model (prostih kamatnih stopa) zasniva se na modelu cene
(122) Sn=8p-1(1+ Pn)

pri ¢emu je p, = AS,/S,—1, AS, = S, — S, relativna promena cene neke
ekonomske kategorije (aseta), koju ¢emo, sli¢no standardnom ekonomskom
terminu, zvati trzisna kamatna stopa. Ona odreduje slucajnost u dinamici
cene S,, pa pretpostavljamo p, € M(F,), tj. vrednost trzisne stope p,
odreduje se u momentu vremena n.

10
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(ii) Drugi model (slozenih kamatnih stopa) daleko je rasprostranjeniji i
kao takav bi¢e u samom centru nase paznje. On je takode okrenut ”prihodu”
koji nastaje promenama cene S i ¢esto se primenjuje u situacijama kada je
potebno odrediti relativnu cenu, tj. cenu koja se posmatra u odnosu na
cene drugih proizvoda - aseta. Ideja za njegovo formiranje zasniva se na tzv.
kontinualnom kamacenju, pa se cena S prikazuje u obliku niza

(1.2.3) 8, = Sgelr
gde je

n
Hy=) hi,  (ho=0)
k=0

suma JF,, merljivih slucajnih veli¢ina h,,, koju nazivamo sloZeni prihod. Veli¢i-
ne hy, obi¢no se nazivaju logaritmi promene cena ili, jednostavno, logaritmi
prihoda. Ovakva interpretacija opravdana je time da se h,, moze izraziti kao

ASn
Sn—l

(1.2.4) B = It Sn = In (1 +

Sn_l ) 3 AS’F& = Sn = Sﬂ—lv

odakle je h, > 0 & AS, > 0, tj. promena cene S, odnosno niza S,,
prikazuje se odgovaraju¢om promenom sabiraka h,, pa samim tim i ukup-
nom sumom Hy,.

Ovde je od posebnog znacaja slucaj kada je

E (Hp41|Fn) = Hy, neD

tj. kad niz (H,) predstavlja martingal u odnosu na filter F. Tada niz
(hy) predstavlja niz nekoreliranih slu¢ajnih veli¢ina koji se obiéno naziva
martingalni prirastaj (detaljnije o martingalima i njihovoj ulozi u defini-
sanju modela finansijskih nizova govorimo veé¢ u narednom poglavlju). U da-
ljem radu dacemo jos neke modifikacije koje se, pre svega, odnose na model
(1.2.4), a odnose se na ispitivanja moguénosti njegovih daljih transformacija.
Ovaj model ¢emo i najéesce koristiti u narednim izlaganjima, a poseban deo
posveticemo i problemu raspodela gore navedenih nizova, moguénosti pred-
vidanja (prognoze) ¢lanova niza na osnovu poznatih, realizovanih vrednosti
u "proslosti” itd.
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1.2.2 Gausovska interpretacija modela

Osnovni interes u analizi finansijskih nizova jeste u pronalazenju odgova-
raju¢ih modela koji bi, recimo, opisali raspodelu niza h = (h,) ¢ime je,
sa stohastickog stanovista, u potpunosti opisano ponasanje cene S. Na-
ravno, tu se javljaju brojni problemi najcesce vezani za izbor odgovarajuc¢ih
raspodela, ispitivanja njihovih osobina itd. Jedan od klasiénih naéina inter-
pretacije vecine empirijskih podataka zasniva se na tzv. hipotezi gausovnosti
koja, na osnovu centralne grani¢ne teoreme, pretpostavlja da niz (h,) ima,
bar u grani¢nom smislu, normalnu raspodelu za ¢ije je potpuno opisivanje
dovoljno znati matematicko otekivanje

p = E(hy)

i kovarijansu
Cov(hn, hm) = E(hphy) — E(hn) E(Rm)-

Pretpostavka o normalnosti niza (h,) znatno ¢e pojednostaviti mnoga
pitanja vezana za osobine niza (S,), pre svih problem ekstrapolacije (pred-
vidanja) kretanja cene u buduénosti. Ako je, recimo, S,4,, cena u nekom
buduc¢em vremenskom trenutku koju treba oceniti na osnovu poznate vred-
nosti S, odnosno realizacija logaritama prihoda hy,..., h,, onda je u tu
svrhu dovoljno naé¢i ocenu za hy, 4, u obliku zadate funkcije

Fntm = @lh1, .., ).

Optimalnu ocenu E,HW u smislu minimizacije tzv. srednje-kvadratne
greske
2
An+m = E [h71+1n = {P(hl, ey hn)] 3

predstavlja, kao Sto znamo, uslovno matematicko ocekivanje

Ener = E(hn+mlhla cee 1hn)

pri éemu je, na osnovu hipoteze normalnosti, by ym — hnam ~ N(0, Apim)
Na ovaj naé¢in za zadati nivo znacajnosti o € (0, 1) mozemo odrediti z, € R

takav da je
P{ Szo}zl—a

hn+rn - hnirm

V Zn-ﬂn
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pa ¢e (1 — «) - 100% -ni interval poverenja cene S, ,, biti
SnE‘E"er_zﬂ v Bntm < Sn—i—m = Sneﬁ"+m+20 v A"+m-

Ipak, prema ovakvim rezultatima treba se odnositi izuzetno oprezno.
Analiza empirijskih vrednosti ve¢ine finansijskih nizova ukazuje da pret-
postavka o gausovnosti ne daje pravu sliku ponasanja cena na trzistu. Tu
se, pre svega, naglasavaju sledeée dve ¢injenice:

(a) Broj realizovanih vrednosti koje ne pripadaju intervalima poverenja
gore navedenog tipa znatno je veci od onog koji bi mogao da se ocekuje pri
hipotezi normalnosti;

(b) Koeficijent spljostenosti
_ _B(hy)
[E(h2)]*
za koji u slu€aju normalne raspodele vazi K = 3, ovde uzima znatno veée

vrednosti, na Sta ukazuju naglaseni pikovi ("vrhovi”) velikog broja empiri-
jskih raspodela (slika 1.1.)

.
,
e

Slika 1.1: Empirijska gustina-histogram cene zlata (London Fix: 2001-2003).
Uporedenje sa krivom normalne raspodele.

Iz tih razloga, umesto uobi¢ajene pretpostavke o normalnosti bezuslovnih
raspodela niza kao alternativa se uzima nova pretpostavka da je uslovna
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raspodela verovatnoca Gausovog tipa, tj.

1 T (y—pa)?
P h-n. i £z f‘r[— = o 20h
{ T|Fn-1} - _/noce dy

gde je
pin(w) = B(hn|Fao1), 02(w) = D(hn|Fpn1), we.

Na taj nacin, raspodela niza h,, predstavlja kombinaciju uslovnih gausov-
skih raspodela, sa srednjom vrednodéu g, i disperzijom o2. Ipak, ovako
definisana klasa raspodela uslovno-gausovskog tipa je dosta velika pa je
neophodno uvesti neke dodatne pretptostavke koje se, pre svega, odnose
na konkretnu strukturu raspodela niza h,,.

Na$ osnovni cilj bice, izmedu ostalog, opisivanje nekih od rekurzivnih
postupaka koji se mogu primeniti upravo na dati niz slu¢ajnih veli¢ina,
a koji su uglavnom uspesno primenjeni poslednjih godina unutar familije
tzv. modela uslovne heterogenosti (ARCH i GARCH modeli). U tu svrhu,
saglasno vecini empirijskih rezultata, pretpostavicemo da je p, = 0, dok
¢e poseban znacaj u konstrukciji ovakvih modela imati tzv. wvolatilni niz
o = (on) koji, prirodno, predstavlja meru izmenljivosti (volatilnosti) cene,
o cemu c¢e takode biti nesto vise re¢i u kasnijem izlaganju.

1.3 Martingalne reprezentacije finansijskih indeksa

Jedan od osnovnih preduslova za funkcionisanje efikasnog trzista jeste,
kako smo ve¢ istakli, u tome da sve strane (uesnici na njemu) imaju isti,
ravnopravan pristup svim relevantnim informacijama koje su, s druge strane,
opisane filtrom F = (F,). S tim u vezi, evolucija finansijskog indeksa (X},)
posmatrana unutar nekog vremenskog horizonta {0,...,N} trebalo bi da
bude takva da sva "saznanja” o njegovim promenama i stanju u momentu
T > N zavise iskljucivo od informacija iz skupa F,,, tj. nalaze se u samom
skupu {0,...,N}. Time dolazimo do pojma martingala kao vaznih sto-
hastickih modela dinamike finansijskih indeksa.
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1.3.1 Martingali. Definicija i osobine

Dac¢emo najpre formalnu definiciju martingala kao posebnih, specifiénih
nizova sluc¢ajnih veli¢ina.

Definicija 1.3.1. Niz slucajnih velicina X = (X,,) naziva se martingal (u
odnosu na potok g-algebri F' = (F,)) ako su za svako n € N ispunjeni sledeéi
uslovi:

(i) Xp € M (Fp), tj. X, jeste F,, merljiva slucajna veli¢ina?;
(ii) E|Xn| < oo;

(iii) Za svako m € N, m < n vazi

E(Xnu‘—m) = Xm- A

U slobodnoj interpretaciji, martingal predstavlja stohasticki model finan-
sijskog indeksa za koji ne postoji mogucnost arbitraze niti bilo kakvog speku-
lativnog dejstva ma kojeg ucesnika na trzistu. Naime, uslov (iii) koji je nave-
den u gornjoj definiciji ukazuje na ¢injenicu da je ocekivana vrednost indeksa
u "buduéem” trenutku n > m jednaka "sadainjoj” vrednosti X,. Time je,
izmedu ostalog, opisano i svojstvo markovnosti martingala (X,). UoCimo,
takode, da (iii) mozemo, na osnovu teoreme Radon-Nikodima, napisati u
ekvivalentnom obliku

/ X, dP = / XmdP, Ymne D m<n

B JB

gde je B € Fp,. Takode, uzimanjem srednjih vrednosti dobijamo
E[E (Xu|Fm)] = B(Xy) = E(Xy)

pa zakljuéujemo da je srednja vrednost martingala konstantna funkcija vre-
mena n € D. U tom slucaju definicija martingala dobija na jednostavnosti
jer je tada, umesto (iii), dovoljno uzeti

E(Xn-lrllf;J) s:t Xn-

?Ureden par X = (X,, Fn) zvacemo stohasticki niz.

15
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Zaista, za proizvoljno k > 1 tada je, skoro izvesno,

E (Xn+ki-7'-n) = FE [E (X11+k|F11+k—1) |:Fn]
= Xl

— E(X71+I|.Fn) == Xn
S druge strane, uslov (ii) naveden u prethodnoj definiciji moze se zameniti
slabijim
1 Xa| < 0.

Ako, za proizvoljno n € D, oznaéimo

XIT = SUI)(X“, 0), X;r: = SUP(—Xn, 0)
bice

X=X} -X, Xil=Xr+Xz,
odnosno, na osnovu (iii),

E(Xon|1Fa) = E(Xy|F) +E (X0 F)
S.1.
= X} +X, < oo

Ovakve martingale, za koje uslov (ii) nije obavezno ispunjen, zvaé¢emo
uopsteni martingali, a u daljem radu ¢emo ukazati na njihovu ulogu u ispi-
tivanju (pravih) martingala.

Radi ilustracije, konstrukeciju matingalnih nizova opisa¢emo sledeé¢im
situacijama.

Primer 1. (Martingal Levija) Neka je £ slu¢ajna veli¢ina sa E|€| < oo. Definisi-
mo vremensku seriju

X,=E(F,), neD.

Ocito, skoro izvesno vazi
E(‘Y11+l]-7:n) = E[E (fl}—u+l) |-an] = E(flfn) = Xﬂ
tj. X = (X,) predstavlja martingal. v

Primer 2. Neka je h = (h,) niz nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina sa E(h,) = 0 i
Fy o-algebra generisana veli¢inama hy, k < n. Formirajmo niz suma

X, = Z R

k<n

16
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Kako je, skoro izvesno,
E (){n—f—l E-’Fn) =E («Yn + hn+l|}_n) =Xn+ E(hmH) =Xy
zakljutujemo da niz X = (X,,) takode predstavlja martingal. v

Primer 3. Neka je (X,), E(X,) = 0 niz sluéajnih veli¢ina sa nezavisnim
priraStajima. Ako je, kao u prethodnom primeru, %, = Gen{X; : k < n}, onda,
zbog nezavisnosti prirastaja niza X,,, za proizvoljno k > 0 imamo

E ('le+klf11J = E [-Yn 3t (AXﬂ.+k = ‘Yn) I}-n]
= B B K- X3
= ‘Yn

pa je (X,) martingal. v

Primer 4. Ako je {X, : n € D} martingal u odnosu na potok o-algebri F,, =
Gen{Xy : k < n}, onda, za proizvoljno n > m > k imamo

E((Xn = Xm) (Xm = X0)] = B{(Xm - X&) E[(Xn — Xm)| Fn] }
= B{(Xm = X0) B[ (Xa| Fn) = Xn]}
=

Znaci, (X,) je niz sa nekoreliranim prirastajima. v

Poslednja dva primera ukazuju na c¢injenicu da, pri odredenim uslovima,

martingali "leze” izmedu vremenskih serija sa nezavisnim i nekoreliranim

priraStajima. Uloga priradtaja martingalnih nizova moze biti veoma korisna
za karakterizaciju samog martingala, pa ¢emo se detaljnije zadrzati na tome.

Definicija 1.3.2. Stohasticki niz (h,,F,) naziva se martingalni prirastaj
(martingalna razlika) ako za svako n € D vazi:

(i) Elhn| < oo;
(ii) B (hns1lF) 0. A
Na osnovu same definicije sledi da, za proizvoljno & > 0, skoro izvesno
vazi
E(hniklFn) = E[E (hnislFuskor) 1Fal
= E(hptk-1|Fn)

= E (hn-H |-FH) =2 01
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odakle je
E(hpirhn) =E [hnE(her‘fﬂ)] =0.

Dakle, (hy) predstavlja niz nekoreliranih sluéajnih velicina. Uvodenje
ovakvog niza bice sasvim jasno nakon sledeceg tvrdenja.

Teorema 1.3.1. Stohasticki niz X = (X,,,F,) je martingal akko postoji
martingalni prirasta) h = (h,, F,) takav da je

(1.3.1) Xn=) hy, VneD.

k<n
Dokaz. Ako je X martingal, onda mozemo uzeti
by = AKX, =Xn—Xp-1, nED.
Tada, otito, vazi (1.3.1), kao i uslov stohastiénosti h, € M(F,). Takode,
Elhu| < E|Xn| + B|Xn-1] < 00
a, na osnovu definicije martingala X,,.
E (hn41|Fn) = E (X1 = Xn | Fa) = B (Xn41lFa) = Xa 20

pa zakljuéujemo da je niz (h, ) zaista martingalni prirastaj.

S druge strane, ako je h = (hy,F,) martingalni prirastaj kao u definiciji
1.3.2, a niz (X,,) definisan sa (1.3.1), onda je, za svako n € D, oéito ispunjen
uslov X, € M(F,). Takode, na osnovu definicije niza h,, vazi

E|Xa| < 3 Elhyl < o0
k<n

kao i, skoro izvesno,
E (Xnt1|Fn) = B (Xn + bns1 | Fn) = Xn+ E (hpsi | Fo) = Xn
tj. X zaista predstavlja martingal. a

Pojmovi martingala (X,,) i odgovarajuceg prirastaja (hy), kao §to smo
videli, u tesnoj su vezi. Kao i u sluéaju samih martingala, i ovde se uslov
(i) moze zameniti slabijim

8§

8%,
E (|ha] | Frn-1) < o0
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kada se dobija uopsteni martingalni priragtaj.

U daljem radu ¢esto ¢emo koristiti navedene ¢injenice, pa ¢e rad sa mar-
tingalima, odnosno odgovarajué¢im prirastajima, biti osnovni mehanizam u
konstrukeiji i stohasti¢koj analizi razli¢itih modela finansijskih nizova.

1.3.2 Stohasticki model (B.S) trzista

Izlozicemo sada neka elementarnija zakljucivanja o ponasanju finansi-
Jskih indeksa jednostavnijeg tipa. Ova razmatranja imaju za cilj da ukazu
na prirodnost uvodjenja martingala kao stohastickih modela u kojima se
javlja odsustvo arbitraze. Uoci¢emo da se, na taj nacin, Teorija arbitraze i
ostali finansijsko-stohasticki modeli o kojima ¢e biti re¢i nalaze u tesnoj vezi
sa koncepcijom efikasnog trzista opisanog u prethodnom delu.

Kao najjednostavniji primer takvog racionalnog trzista bice izlozen tzv.
(B, S)-model u kome pretpostavljamo da se kao osnovni elementi trzista i
svih deSavanja na njemu javljaju dva finansijska niza:

(a) Stanje na bankovnom racunu: B = (By)nep
(b) Vrednost cena (akcija, sirovina itd): S = (Sy)nen-

Dinamika kretanja i promena ovih dveju velicina opisane su stohastickim
modelom (B, S)-trzista, koje ¢e biti u sredistu nase paznje. Ta kretanja
mogu biti iskazana na razlicite nacine. Tako se npr. kao osnovni modeli
evolucije niza (B,,) obi¢no koriste modeli prostih kamatnih stopa

(1.3.2) By=Bn1(1+m)=][(0+mn), neD

k<n

gde je r, = AB,/B,_1, AB, = B, — B,_1 kamatna stopa, izrazena kao
relativna promena stanja na bankovnom racunu, u vremenskom trenutku
n. Ovde se, prirodno, pretpostavlja da je r, € M(F,_1), ¢ime se ukazuje
na ¢injenicu da je vrednost kamatnog iznosa poznata ve¢ u prethodnom
momentu n — 1. Na taj nacin bice i B,, € M(F,,_), tj. stanje bankovnog
racuna smatra se, uobicajeno, bezrizicnom poznatom aktivom.

S druge strane, niz (5,) koji ¢e, uzgred receno, biti od znacajnog in-
teresa u daljem izucavanju, predstavlja rizicnu nepoznatu aktivu. Zato je
Sp € M(F,), odnosno vrednosti S,, odredjuju se u "sadasnjem” trenutku n.
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Martingalne reprezentacije finansijskih indeksa

Analogno prethodnom postupku, njih mozemo prikazati u obliku

(1.3.3) Sn=Su-1(L+pm) =[]0 +p), neD
k<n

gde je pp, = AS,/Sn_1, AS, = S, — Sp_ relativna promena cene, koju
¢emo, slitno prethodnom, zvati triisna kamatna stopa. Ako sada pret-
postavimo da je

E (pn| Fnz1) 2 r(const)

tj. da je ocekivana vrednost kamatne stope (recimo, prodaje i kupovine
akcija) konstantna veli¢ina, bice, na osnovu (1.3.3),

E (8n| Fn-1) = Sn—lE[(l + pn)| }—nfl] = Sp—1(L +1).

Ovaj rezultat ima realnu interpretaciju koja se vrlo ¢esto desava u praksi,
u slu¢ajevima kada se nastoji da se bezrizicna fluktuirajuéa kamatna stopa
rn zameni konstantnom vrednoséu r,, = r. Tada je

(1.3.4) B,=Bn_1(1+r)=By(1+r)", neD

pri ¢emu je sa By oznacen tz. pocetni (inicijalni) iznos na racunu. Najzad.
ako sada uvedemo normirani niz vrednosti cena

(1.3.5) Sp = g—: , neD
vazice

o o S’n—l(1 +pn) . Sn—l o
(1.3.6) E(Snu-"n_l) ~E [Bn_L(lwn) Far| = 5 = Sus

tj. niz (gn) predstavlja martingal u odnosu na potok o-algebri (F,). Sa fi-
nansijskog aspekta, moze se reéi da se otekivana vrednost relativne promene
cene (akcija) u odnosu na stanje bankovnog ratuna investitora neée bitnije
izmeniti u odnosu na prethodni odnos. Preciznije, za cenu akcija i stanje na
racunu ocekivani odnos, opisan nizom [gn). jeste konstantna, nepromenljiva
velitina, jer na osnovu poznate osobine martingala vazi

E(gn) = const.



Paojam volatilnosti

Sve razlike u odnosu na ovu, ocekivanu vrednost nastaju sluéajnim fluk-
tuacijama, odnosno, posledica su nestabilnosti na trzistu. Ovakva inter-
pretacija takode je u vezi sa uslovom nearbitraze, jer je povecanje vred-
nosti cene akcija uslovljeno odgovarajuc¢im povecanjem stanja na bankovnom
racunu i obratno. Ipak, u slucaju narusavanja uslova martingalnosti (1.3.6)
dolazi se u neku od sledecih dveju situacija

5.1.

E(ﬂn'-}—nfl) 2
ili .
8.1,

E(Pnif.u—l) <T.

U prvom slucaju investitorun je pogodnije ulaganje u akcije, a u dru-
gom rasporedivanje sredstava na "sigurnim” ra¢unima u bankama. U obe
situacije dolazi do dominiranja jedne vrste novca nad drugom koja, u skladu
sa principom efikasnosti, mora "nestati” sa trzista. ReSenje ovakve paradok-

salne situacije lezi u uskladivanju kamatnih i trzisnih stopa, tj. u ispunjenju
gore navedenih uslova (1.3.3) i (1.3.4).

1.4 Pojam volatilnosti

Verovatno nijedan pojam savremene finansijske matematike ne pose-
duje, s jedne strane, tako vaznu i raznovrsnu primenu, ali i tako razlicite
interpretacije kao pojam volatilnosti. U savremenoj finansijsko-stohasticko)
teoriji volatilnost je moguce definisati na razli¢ite nacine, iako se sam ter-
min obi¢no koristi kao mera izmenljivosti (disperzije) odredenog finansi-
jskog indeksa. Naime, prilikom rada na trzistu svaki njegov uCesnik (in-
vestitor) mora poci i voditi ra¢una ne samo o ceni datog aseta, ve¢ i o
stepenu rizika sa kojim ulazi u investiciju. Volatilnost tada predstavlja os-
novu za odredivanje tog rizika. Ipak, da bi se definisao bilo kakav metod i
na¢in za izratunavanje stepena rizika, odnosno volatilnosti, mora se poé¢i od
odgovaraju¢eg matematickog modela formiranja cene.

Kao 5to smo ve¢ istakli, mi ¢emo pretpostaviti da je cena S zadata nizom

S, = Spetl
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gde je AH, = h, = In(S,/Sy_1) logaritam prihoda niza (H,). Jedna od
najcescih (kao i najjednostavnijih) interpretacija koje se odnose na raspodele
niza (hy) obi¢no se zasnivaju na modelu

(1.4.1) hy = oEy

gde je (g,,) beli Gausov Sum, odnosno niz nezavisnih sluéajnih veli¢ina sa
N(0,1) raspodelom. Tada se pod volatilno§éu podrazumeva standardno
odstupanje o, odnosno smatra se da je izmenljivost finansijskog indeksa, u
nasem slucaju cene S, konstantna (nepromenljiva) slu¢ajna veli¢ina.

Ovakva koncepcija volatilnosti je. naravno, daleko od mnogih realnih
situacija. Naime, ovde je hy, : N(0,6%), tj. niz h, ima standardnu nor-
malnu raspodelu, koja, kao §to smo ve¢ istakli ranije, nije od velikog in-
teresa u konkretnim primenama. U praksi se volatilnost najéesée opisuje
kao promenljiva (slucajna) velicina, pa ¢emo u daljem radu pretpostaviti
da je logaritam prihoda (h,) opisan ne kao Gausov, ve¢ uslovno-gausovski
raspodeljen niz oblika

(1.4.2) hn = onen

gde je (0y,) niz slu¢ajnih F,,_; merljivih slu¢ajnih veli¢ina, a (g, ) gausovski
niz koji smo definisali malopre, uz dodatnu pretpostavku e, € M(F,). Ovde
filter F = (F,) ima istu ulogu i interpretaciju kao i u prethodnom delu, tj.
predstavlja skup svih informacija dostupnih bilo kom ucesniku na trzistu,
u trenutku n. Tada za niz (0,) kazemo da je stohasticki volatilni niz ili,
jednostavno, stohasti¢ka volatilnost prihoda (h,), odnosno cene S.

Kako je, dalje, na osnovu (1.4.2),

(143) E(hn L]'—nfl) = fTrtE(En'}-n—l) =0
kao i
(1.4.4) Var(hn|Fn-1) = E (h2|Fa-1) = 04 E (€3] Fn1) = o

to niz (H,), pod uslovom E|h?| < oo, predstavlja martingal (u odnosu na
filter o-algebri F ), sa martingalnim prirastajem h = (h,) . Stoga, (h,) pred-
stavlja niz nekoreliranih slu¢ajnih veli¢ina sa matematickim ocekivanjem

E (hn) = E[B(hp|Fn-1)] =0
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i disperzijom

Var(hn) = E (h) = E [E(h3|Fa-1)] = E (c2)

n

pa kao takav nije od posebnog interesa u daljim razmatranjima. Obiéno se
umesto njega posmatra niz (h2) koji, na osnovu prethodnih jednakosti, pred-
stavlja optimalnu ocenu volatilnog niza (¢2), u ranije pomenutom srednje-
-kvadratnom smislu. Ova ¢injenica omoguéava da se, kao takode slucajna
mera izmenljivosti martingala H, a samim tim i cene S, definise tzv. kvadrat-
na karakteristika

n n n
(1.4.5) (H)n =Y Var (he|Fi1) = Y E (b1 Fiar) = Y o}
k=1 k=1 k=1

U skladu s prethodnom terminologijom, ovaj niz zvaé¢emo volatilnost niza
H = (H;). Kako je, na osnovu nekoreliranosti niza (h,,).

E(H;) = ZE(hi) =" E(o}) = E(H)y,
k=1 k=1

zakljucujemo da je ocekivana vrednost volatilnosti (H ), , u stvari, disperzija
martingala (H,). U skladu s tim, ovaj model volatilnosti koristi se kao mera
izmenljivosti na martingalnim trzistima neutralnog rizika, o kojima je bilo
reci u prethodnom poglavlju.

Na kraju, navedimo i to da se u praksi obiéno, kao ocena volatilnosti
(o), koristi uzoracka standardna devijacija

) 1 — 32
(1.4.6) dn= 4| = > (h — ha)
k=l
gde je h, uzoracka srednja vrednost realizacije hy,...,hy niza logaritama

prihoda. Ret je, naravno, o dobro poznato] statistici koja se najéeése koris-
titi samo kao polazna osnova za odredivanje "rasipanja”, odnosno disperzije
posmatranog empirijskog skupa podataka.

U skladu sa tim, a u kontekstu terminologije promena cena, niz (o)
zvatemo empirijska volatilnost. Ona se, kao i sama cena S, moze posmatrati
kao neki finansijski indeks, odnosno pokazatelj za ¢iju analizu koristimo istu
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metodologiju kao i pri ispitivanju ponasanja cena. U tom cilju veoma se
korisnim pokazuje statistika

On

T =10

On—1

za koju je eksperimentalno pokazano da veoma "brzo” menja svoju vrednost.
Kao ilustracija, na slici 1.2 prikazana je tipicna realizacija ove statistike, pri
cemu empirijski skup podataka predstavlja cena nafte na svetskom trzistu u
periodu 2002-2003 godine. Najzad, no¢imo da samu empirijsku volatilnost,
na osnovu niza (7, ), mozemo, po analogiji sa cenom, prikazati modelom

=
2 T

On = 0p k=1

gde je gy pocetna, inicijalna vrednost volatilnog niza (6,,).

Slika 1.2: Grafikon realizovane vrednosti statistike 7,,.



Glava 2

Modeli uslovne heterogenosti

Vazna informacija, sa stanovista statisticke analize, jeste o klasternosti,
odnosno odgovarajucem grupisanju podataka, pre svega, volatilnosti. Naime,
obicno se u praksi javljaju periodi sa izrazenom odnosno niskom volatilnoiéu.
Ovo je za posledicu imalo razvoj grupe takozvanih nelinearnih modela uslovne
heterogenosti koji su u stanju da opisu pojavu klasternosti, jer je volatilnost
1 sama iskazana kao vremenska serija. U daljem izlaganju opisa¢emo neke
od najvaznijih modela ove grupe (ARCH i GARCH-modeli) kao "uopstene”
modele volatilnosti, koji imaju veliku popularnost i §iroku primenu u praksi.
Pored ve¢ ranije poznatih modela, opisa¢emo i novi, originalni model uslovne
heterogenosti, nazvan Split-A RCH, koji spada u grupu tzv. pragovnih mode-
la i uspedno je primenjen u ispitivanju nelinearnog ponasanja volatilnosti
cene nekih konkretnih finansijskih indeksa.

Uobicajena koncepcija izlaganja zasniva se na opisivanju najznacajnijih
stohastickih karakteristika pomenutih modela. Dakle, bi¢e opisani potrebni
i dovoljni uslovi stacionarnosti (u slabom i strogom smislu), ocenjivanje
nepoznatih parametara modela, sa posebnim osvrtoma na kvalitet dobijenih
ocena, kao i praktitna primena u ispitivanju dinamike realnih podataka. Na
kraju ¢e biti ukazano na neke od prednosti, ali i nedostatke modela koji su
obradeni u ovom poglavlju.
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2.1 ARCH-modeli

U pokusaju da volatilnost finansijskih indeksa izrazi sluéajnim proce-
sima, preciznije, vremenskim serijama diskretnog vremenskog parametra,
Robert Engle (1982) uvodi tzv. autoregresivne modele uslovne heterogenosti
ili, krace, ARCH-modele.! Njihova osnovna karakteristika jeste rekurzivni
nacin odredivanja volatilnog niza, na osnovu ranijih, poznatih vrednosti. U
tom cilju, radi preciznosti izlaganja, uveséemo sledece pretpostavke.

Neka je (£2,F,P) prostor verovatnoéa, a ¢ = (g,) beli Gausov §um,
tj. niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa N'(0, 1) raspodelom. Pretpostavimo,
takode, da je filter F' = (F,,) generisan nizom (g,,), tj. da vazi:

Fn = Gen{ey : k < n}.

Za model cene
n
(2.1.1) Sn =50, Hy=) hy
k=

odnosno logaritme prihoda h,, moguce je, koriste¢i uslovno-gausovski model
(212) hy = on€n

volatilnost (o,) izraziti kao funkciju prethodnih vrednosti niza h = (h,). U
opstem slucaju,

(213) On = ¢(hn711 s ahnfp)s pE N

pri ¢emu se vrednosti /i, 1, ..., hy p smatraju poznatim i obi¢no se odreduju
eksperimentalnim putem. Ovo je sa prakticnog stanovista veoma pogodno
jer se buduce vrednosti prerac¢unavaju rekuretnim postupkom, na osnovu
ranijih. Ipak, osnovni problem koji se ovde javlja jeste nacin izbora funkcije
¢ i broja p > 0.

Kako niz (h,,) predstavlja martingalni prirastaj (martingala (H,)). pa
stoga i niz nekoreliranih sluc¢ajnih velic¢ina, reprezentacija (2.1.3) u obliku,
recimo, linearne funkeije bila bi nezadovoljavajuéa. Ipak, linearni oblik

! AutoRegressive Conditional Heteroscedastic.
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zavisnosti prenosi se na njihove kvadrate h2, pa se na taj nacin dobijaju
ARCH(p) modeli oblika

p
(2.1.4) 0',?: =0£0+Z(1jh$1_1, ag >0, a; > 0.
=

Volatilnost se na ovaj nacin dobija kao prognoza na osnovu prethodnih
vrednosti h2_,,... ,hﬁ_p i, kao takva, prati njihovu veli¢inu. Na osnovu toga
moze se (donekle) objasniti efekat klasternosti kao grupisanja podataka oko
velikih, odnosno malih vrednosti niza (h,,). Ipak, ove vrednosti odreduju se
samo u smislu apsolutne vrednosti, jer znak zavisi od realizacija suma (g,,).
Stoga, ARCH(p) model ne moze ukazati na to da li ¢ée vrednost za h,, biti
pozitivna ili negativna.

U daljem izlaganju, naveséemo osnovne karakteristike ARCH modela
koje se, pre svega, odnose na potrebne i dovoljne uslove koji obezbeduju
egzistenciju stacionarne vremenske serije koja zadovoljava jednakosti (2.1.2)
1 (2.1.4). Kao 8to znamo, stacionarnost volatilnog niza predstavlja osnovni
interes u skoro svim analizama finansijskih nizova. Ovo svojstvo omoguéava
da se na jednostavniji nacin opiSe promenljivost cene i uote eventualne
pravilnosti u njenoj dinamici.

Polaze¢i od prethodno navedenih pretpostavki ARCH modela moze se
lako uociti da je niz o stacionaran akko je stacionaran niz logaritama pri-
hoda (hy), odnosno niz njegovih kvadrata (h2), koji ¢e biti osnovni predmet
naseg izucavanja. Stoga ¢emo pokusati da ukaZemo na neke od potrebnih i
dovoljnih uslova pod kojima ¢e vaziti stacionarnost niza k2, u smislu kon-
stantne srednje vrednosti

E(h%) = const

kao i homogenosti korelacione funkcije
p(k) = Corr(h2,h2 ;)

koja zavisi samo od razlike argumenata vremenskih indeksa k > 0.

Takode, razmotri¢emo i neke od potrebnih i dovoljnih uslova stacionarno-
sti u uzem smislu, kao i neke oblike ocenjivanja parametara koji se mogu
koristiti u statistickoj analizi empirijskih finansijskih podataka, odnosno
prakti¢noj primeni u formiranju ARCH modela na osnovu konkretnih, real-
nih podataka. Na kraju, poslednji deo ovog poglavlja posveéen je problemu
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ekstrapolacije (prognoze) kretanja cena u buduénosti, na osnovu prethodno
formiranog modela, 3to i jeste jedan od osnovnih ciljeva mnogih primenjenih
istrazivanja.

2.1.1 Stacionarnost

Stacionarnost ARCH(p) modela definisanog jednakostima (2.1.2) i (2.1.4),
slicno standardnim linearnim ARMA modelima, u tesnoj je vezi sa veli¢inom
korena karakteristicnog polinoma

14
(2.1.5) PQ) =X =) a; W,
j=1

Pored toga, ARCH(p) model mozemo napisati u obliku stohasticke difer-
encne jednacine I reda

(216) Yi=A44 1Y 1+ B
gde je:
o2 [ @ €n ay Gp-1 Qp \
( L \ g
5 e 0 0 0
h‘n 1
Y,= : : An = 3 B = 0
0 1 0 0 :
hpe § 5 0

Ovakva reprezentacija ARCH modela pokazac¢e se veoma korisnom u
dokazivanju uslova njegove stacionarnosti. Konkretno, potrebni i dovoljni
uslovi stacionarnosti u slabom smislu mogu se formulisani slede¢im tvrdenjem.

Teorema 2.1.1. Neka je ARCH(p) model definisan jednakostima (2.1.2) i
(2.1.4). Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(¢) Koreni Ay, ..., Ay karakteristicnog polinoma P()\) zadovoljavaju uslov:

B <€l 5 =T
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(ii) Niz (h?) je stacionaran sa matematickim oéekivanjem
£

P
(2.1.7) E(h) =ag [ 1-) o
Jj=1
i korelacionom funkcijom p(k) koja zadovoljava diferencnu jednaéinu
P

(2.1.8) pk) =Y ajplk —5) =0, k>p

Jj=1
sa pocetnim uslovima

P
p(0) =1, p(k)—> ajplk—3j)=0, 1<k<p.
j=1

p
(i) Y oj<1.
i=1

Dokaz. (i) = (#1):
Na osnovu (2.1.6), za proizvoljno k& > 0, vazi

(2.1.9) Epit)=(I+M+M?+...+ M"Y B + M* E(Y;)
pri cemu je
/ @ @ ... @Gp-1 O \
1 0 0 0
M = E{Aq) =
g 1 0 0
\o o .. 1 o)

Na jednostavan nacin pokazuje se
det (M — M) = (—1)PP())
tj. sopstvene vrednosti matrice M jesu koreni karakteristicnog polinoma
P()). Tada, na osnovu poznate ¢injenice?, sledi konvergencija
k—1

YoM (I-M)T', k—oo
7=0

*Videti, na primer, Milovanovi¢ [42], teoreme 1.7.5. i 1.7.6.
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kao i
M* - Qpxp, k- oo.

Jednakost (2.1.9) tada postaje

1

EYo)=(I-M)"'B=——7—| :

1— E o 1
Ji=1

t} vai (2.1.7).

Na slican natin pokazuje se i (2.1.8). Naime, korelaciona funkcija p(k)
dobija se na osnovu jednakosti

pri ¢emu je

P
¥ .
R(k) = B(hh2 ) = ———+ D a; R(k—j), R(0) = E(h}).
1-— Z o 1=1
=1

(11) = (411): Kako je ap > 0 i, na osnovu (i),
@Q

1— Z Cl'j

J

E(h2) = >0

otito sledi (7i7).

(7i7) = (7): Neka je
Sr(M) = mja'x {)‘i}

spektralni radijus matrice M, definisane kao u prethodnom delu. Tada vazi®

Sr(M) < [|M]|

*G. Milovanovi¢ [42], teorema 1.7.3.
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gde mozemo uzeti

] = max{ Y a1} =1

=1

Ako pretpostavimo da je Sr(M) = 1, onda za neko ¢ € [0,27] postoji
sopstvena vrednost oblika A’ = e'¥ za koju je

p
P(X) = PP — Z @ ellr=7¢ — 0,
j=1

Tada, na osnovu

eﬂﬁ".‘”ﬁﬁ'

P
| < Yo,
j=1

P
sledi ) a; > 1, §to je u suprotnosti sa (iii). Dakle,
7=1
S (M) <1

§to, na osnovu prethodnog dela dokaza, jeste ekvivalentno sa (7). |

Rekurentna reprezentacija (2.1.6) pokazuje se i kao korisno sredstvo
u ispitivanju uslova stroge stacionarnosti ARCH-modela. Kao ilustraciju,
pokazacemo slede¢e tvrdenje koje predstavlja direktnu primenu rezultata
koji se mogu naéi, recimo, u (7] i [8]. Osnov u dokazivanju jeste uvodenje
tzv. Lyapoun-ovljevog eksponenta

_ inf [l
7= inf {n E(ln uAl...Ann)}

za koji, ocito, vazi

vy < E(In[[A]).

Teorema 2.1.2. Stohasticka diferencna jednaéina (2.1.6) ima jedinstveno,
strogo stacionarno resenje oblika

o0
(2.1.10) Y, = (1+ ZA,H . .Ank) B, neD
k=1

akko Lyapoun-ovljev eksponent zadovoljava uslov v < 0.
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Dokaz. Na osnovu (2.1.6) vazi, za proizvoljno m € D,

m—1 m
Yn == (I & Z Ay e vAn—k) B (H Ank) Yim
k=1

k=1
Yool €™ (m™'In||Ap_q ... An_m”).

Tada, primenom tzv. subaditivne teoreme Kingman-a [34] dobijamo skoro
izvesnu konvergenciju

m'n||Ap_y ... Apeml|l =¥, n— o0
odakle, zbog v < 0, ocito sledi tvrdenje teoreme. O

2.1.2 Ocene parametara

Formiranje modela tipa ARCH, na osnovu empirijskih podataka, zasniva

se na oceni koeficijenata ayg, ..., a, u jednakosti
P
(2.1.11) of=ap+ ) o;hl ;, p<t<n
j=1
gde je hy = o4, a hy, ..., hy, poznate vrednosti, odnosno deo jedne realizacije

procesa (hy).
Ako sada oznacimo 6 = (ay, ..., ap)’, onda nepoznati parametar 6 moze-
mo posmatrati unutar otvorenog skupa

(—):{GEIR”“ :iaj<1}

j=1
koji, na osnovu teoreme (2.1.1). predstavlja skup vrednosti za koje je niz
kvadrata (h?2) stacionaran u slabom smishi. Koristeé¢i ovu ¢injenicu, izlazemo
metod ocenjivanja parametra 6 koji su B. Popovié¢ i V. Stojanovi¢ koristili
u [47].
Najpre ocenjujemo vrednost volatilnog niza (¢2) poznatim postupkom
uslovne maksimalne verodostojnosti koji ¢emo u daljem tekstu jednostavno
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zvati UMV-metod®, a opisan je u [41], odnosno [43]. On se zasniva na
¢injenici da je (h,) uslovno-gausovski niz slucajnih veli¢ina, pa se njegova
uslovna gustina, posmatrana u odnosu na prethodne, realizovane vrednosti
hi, ..., hy_1 moze napisati u obliku

L h
2.1.12 biilhis, v Pin=1) = e 2o,
( ) f(hnlhy 1) 0

Kako je 0, € M(F,,_1), vrednosti (%) su poznate pa se n-dimenzionalna
gustina fp, vektora h = (hy,...,h,)" moze napisati kao

Fom(hiyeeeshn) = fom-1(hayee s hne1) f(halhty e ).

Sada, sukcesivhom primenom ove jednakosti i (2.1.12), imamo

n
oo ihn) = @y ™2 ] o lemhi /2]
t=p+1

odakle se dobija logaritam funkcije verodostojnosti

n 1 « g , kg
(2.1.13) La(0) = -3 In2m) — 5 3 (lnal + 0—?)
t=p+1
O¢ito, funkcija L, (0) zavisi od @ samo preko vrednosti volatilnosti o7,
pa mozemo definisai statistiku 67 za koju (2.1.13) dostize maksimum. Na
osnovu

AL, (0) 1 h?
St eI =E) =0
do? 207 ( 012)
dobija se UMV-ocena volatilnosti
(2.1.14) & = M, t>p+1,

pa se dalje ocenjivanje € vrsi na slede¢i nacin.
Ako je 6 "prava” vrednost parametra, niz ocena ¢,, moze se posmatrati
kao vrednost koja minimizira funkciju:

2
n n p
n 242
(21.15) Qu(@)= > (67-07)" = Y |hl —a0—) ajhi;
t=p+1 t=p+1 i=1

*Koristimo isti nacin skracivanja engleskog termina QMLE (Quasi Mazimum Likelihood
Estimation) method.
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Na taj nacin, ocene parametra 6 dobijaju se resavanjem sistema jednacina

96 _o  o<ji<p
day; == =

ili, u razvijenom obliku,

mn n n
(n—plag + ay Z hf_l + .0 Z h'f_p = Z h,'f

t=p+1 t=p+1 t=p+1
mn T n n
2 4 2 2 212
g E hi_y + Z hi1 4+ ap Z hi_hi p = 2 hihi
t=p+1 t=p+1 i=p+1 t=p+1

n n n n '
a0 Y hi o Y hP b 4ty Y ki, = Y bk,

t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1

Kako je 07 = E (h} | F—1), ocena
bn = min Qn(8) = max Ly (0)

jeste niz UMV-ocena, ali, s druge strane, predstavlja i ocenu dobijenu po
metodu uslovnih najmangjih kvadrata (conditional least squares), o kome je
dat iscrpan prikaz u [36]. Koriste¢i ove ¢injenice, analizira¢emo sada asimp-
totska svojstva dobijenih ocena.

Teorema 2.1.3. (Stojanovi¢, Popovi¢) Ako je, za proizvoljno n € D, zado-
voljen uslov 6, € ©, onda je niz (6,) strogo postojan i asimptotski normalan
niz ocena parametra 0.

Dokaz. Neko je 6y prava vrednost nepoznatog parametra . Posmatrajmo
niz
wziaf—of, t=1,...m,
za koji, o€ito, vazi
E (v | Fi-1) = E (h{ | Fe-1) — 0} =0,

tj. (v¢) je martingalni prirastaj, pa stoga i nekorelirani niz slucajnih velicina
(videti deo 1.3.1). Stavise,

p
h,f = o’tz —|—Uf = g + E (}!jh?_-’ + vy
i=1
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predstavlja autoregresivnu vremensku seriju sa negausovskim "sumom” (v;).
Koristeéi ovu reprezentaciju mozemo sada odrediti spektralnu gustinu
niza h?

f(w) Var (vy) H

il 1 — 27 rosw—l-)xz

odakle je

_ Var(w) . 1
10 == jl;[l(l—/\_,)?

Kako je |Aj| < 1 za sve 8 € O, funkcija f(w) je neprekidna u tacki w = 0.
Stoga (h?), kao i (v;), jesu ergodiéni i stacionarni nizovi slucajnih veli¢ina.

S druge strane, primenom Taylor-ovog razvoja funkcije 9Q,, /960 u okolini
6 = 6y imamo

aQn(B) . aQn (90) BZQTL(GU)
8 ~ o8 ' oeog O 00)+0l0—0)

odakle, zamenom @ = (}n i koristeci da je t)Qn(éﬂ)/ a6 = 0 imamo

S [0%Qu(00)] " 0Qn(00)
(2.1.16) O — b = — [ 9000 ] a0

o(6, — o).

Ako sada primenimo ergodicku teoremu na nizove (v;) i (h?) dobijamo skoro
izvesnu konvergenciju

1 2
1 9Qu(0) _ | w5, 2 Uik
— t=p+1 ka
S(n=p) 00 pt — 0 da n— oo

kao i

2 " 0 =
2(0-5) | Sa |
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n L
1 2 1 2
1 n—p Z htfl n—p z ht—p
t=p+1 t=p+1
1N~ 32 1 N~ 34 1 N~ 32 32
n—p Z h’i—l n—p hl'—] n—p E h’t—lht—p
= t=p+1 t=p+1 t=p+1 e

pri ¢emu moment-matrica
F=Blb) ., h={1L8q0 0.0

ne zavisi od £ za sve ) koji zadovoljavaju uslove slabe stacionarnosti, odnosno
sve § € O.

Gore dobijene konvergencije daju, opet, skoro izvesnu konvergenciju

O, —0y —0, n—oo

tj. ocena (9,1) je zaista strogo postojan niz ocena za 6.

Sada pokazujemo asimptotsku normalnost za (6,). Koristeéi reprezentaciju
(2.1.16) mozemo pisati

Jn—p (én - 90) =AM,

gde je
A - L PQu() M- —L 996
" 2n-p) 0009 ° " 2yn—p 08
Za proizvoljan nenula vektor ¢ = (cp,...,¢p) € RPHL nig

n

p
vn—pC’Mn = Z Ug((,'() +chh;'2.—j)
Jj=1

t=p+1

jeste martingal pa, primenom centralne graniéne teoreme za martingale
(Billingsley [4]), imamo

M, % N(0,c'Ac)

gde je
. /
A:E(gtgi)1 Bt = Ut (thfla---ahf—p)
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i A ne zavisi od t.

Koriste¢i ovu konvergenciju i Cramer-Wald-ovu dekompoziciju, dobi-
jamo

M, 3 N(0,A),

a kako vazi A;' — I'"! kada n — oo, naravno, u skoro izvesnom smislu,
dokaz je ovim zavrSen

Jn=p (én = 90) 4 A(0,071A T,

O

Gore navedeni metod ocenjivanja moze se jednostavno primeniti u analizi
empirijskih finansijskih nizova. Kao ilustracija, u narednoj tabeli prikazani
su rezultati ocene ARCH-modela na osnovu empirijskog niza - cene zlata na
svetskom trzi§tu, a na osnovu baze podataka London Fix (period 2001-2003):

H P | Jednacine modela ( h, = o,2,) I
1|o02=17,48-10"%+0,108h%_,

02 =6,95-107° +0,101h%_, + 0,067h3
o

n—2

2 = 6,55 1075 + 0,098h2_, +0,06h2_, + 0,061h%_,
02 = 6,26-107° + 0,095h%_; + 0,058h2_, + 0,056h2_5 + 0,046h% _,

n—

2
3
4

Lako je uo¢iti da dobijeni rezultati ocenjivanja ARCH-modela pokazuju
visok stepen korelacije sa empirijskim podacima, o cemu svedoéi i empirijski
koeficijent proste linearne korelacije koji u skoro svim slu¢ajevima iznosi
(priblizno) 0,986. Takode, na slici 2.1 moze se i vizuelno uporediti stepen
slaganja empirijskih i modeliranih podataka.

Ipak, mnogi autori ukazuju na nedostatke ovakvog nacina ocenjivanja
koji posebno dolaze do izrazaja kod "malih” uzoraka (videti, na primer,
Hwang i Pereira [32]), a posledica su spore konvergencije dobijenih ocena ka
istinskoj vrednosti parametra. Takode, egzistencija i jedinstvenost ocena,
koja ovde nije analizirana, pokazuje se, zavisi od pretpostavki o kompak-
tnosti parametarskog skupa ©. Ovaj uslov, kao i u sluéaju standardnih
autoregresivnih procesa, nije uvek zadovoljen.
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Najzad, UMV-ocena volatilnog niza opisana jednakoséu (2.1.14), éesto

je nepogodna za ocenjivanje jer srednje-kvadratna greska ocene
~2 22 2 212 :
E(67 — 02)? = E(h% — 02)? = E(h})

moze biti dosta velika. Zato se u savremenim istrazivanjima sve cesée javlja-
ju noviji pravei u ocenjivanju i formiranju ARCH-modela, ali i ostalih sro-
dnih tipova vremenskih serija. Kao interesantnije izdvajamo [43] i [33] gde
se, razli¢itim postupcima, dobijaju ocenjene vrednosti parametara ARCH-

modela koje pokazuju znatno brzu konvergenciju od, recimo, standardnih
UMV-ocena koje je dobio Engle.

ARCH(1) Logaritan prilvoda

Slika 2.1: Uporedni grafikon modela ARCH(1) i logaritama prihoda cene zlata.

2.1.3 Ekstrapolacija i primena modela

U ovom delu posmatramo problem predvidanja kretanja cena u buduc¢im
vremenskim trenucima, smatrajuéi da je niz logaritama prihoda (h,) po-
dreden ARCH(p) modelu. Pretpostavimo da je hy., vrednost u momentu
n +m > n za koju treba odrediti prognozu na osnovu poznatih vrednosti,
tj. realizacije hq,....h,. Kako je (h,) niz nekoreliranih sluc¢ajnih veli¢ina
to ¢e optimalna ocena u srednje-kvadratnom smislu biti trivijalna

'if-n+m. = (h-qu'nJ fn) =0,
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pa je od interesa traziti optimalne ocene u klasi (nelinearnih) funkcija od

Pt ODE: B2 +m- Tada, imamo

ﬁ?wm =E (h'ivi-mu:ﬂ) =B (0121+m |}-ﬂ) =6}

n+m
pa se ekstrapolacija buduéih vrednosti h? +m Svodi na prognozu volatilnog

N8 o2

U opstem slucaju, koristeci reprezentaciju (2.1.6), mozemo pisati
m—1 m
Yoim = (I + Z Aptm—1--. An+mk) B+ (H An+m—k) Y
k=1 k=1
pa se optimalna ocena za Yj,,, dobija na slede¢i naéin
(2117)  Yoim = E (Yoym| Fa) = (I - M™) (I - M)™' B+ M™Y,,

Tada, u najjednostavnijem ARCH(1) slu¢aju, jednaéina (2.1.17) omogucéa-
va nalazenje ocene volatilnosti
1—al®
1— (¢35}

Ontm = Qg + O-'Tlnhﬁ
koja se moze koristiti za resavanje prakticnih problema. Naime, neka je
Snim = S:lehn+1+m+h"+m

buduéa vrednost cene (S,) u momentu n + m. Ako niz (h,) u grani¢nom
smislu ima normalnu raspodelu® onda se, na osnovu

B [(hnss + o+ hnsm)? | Fa| = 3B (R4l Fa) = 3" 624,
k=1 k=1

dobija (1 — a)%-interval poverenja buduée cene S, ,,, oblika

~Za/24/ . Th ik Za/2| 5 L
(2.1.18) Spe L < Shvm € Spe . 5

gde je

Za/2

f e 2dy =1 — a/2.
—00

¥
5

*Takva pretpostavka je opravdana primenom centralne graniéne teoreme.
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Na slici 2.2 prikazana je primena ovakvog postupka. Dinamika kretanja
cene zlata u toku 2003. godine data je zajedno sa 90%-intervalom poverenja
oblika (2.1.18). Ocene su dobijene na osnovu ARCH(1)-modela

02 =7,478-107° 40,108 - h2_,
koji je formiran na nacin opisan u prethodnom odeljku. Iako, teoretski po-
smatrano, gore opisane intervalne ocene sadrze odredene slabosti, sasvim su
primenljive jer, kao §to vidimo na slici, dinamika kretanja cene zlata nalazi

se u granicama intervala. Naravno, one su pogodnije za "blize” vremenske
m

7ze 1 Gani: =2 ) e 1 i
prognoze jer, zbog uvecanja sume ) o 4k Sa povecavanjem vremenske dis-

tance, interval postaje dosta Sirok i neprecizan.

300,00 5
]
Vet =
o
ﬂ_w ‘fhkﬂ\ /'/-’— ..J"‘r
oA
k““"'\\_
= R TV
300,00
— Cena
————  Frogruza
00,00 v T ~
3$0.13. 9.1 38.2. 30.3. 5.4, 29.5.

Slika 2.2: Ekstrapolacija kretanja cene zlata na osnovu intervala poverenja.

2.2 GARCH-modeli

Uslovno-gausovski modeli tipa ARCH dali su objasnjenje celom nizu
pojava vezanim za ponaSanje finansijskih indeksa (klasternost, izduzenost
gustina raspodele itd.). Njihova uspesnost u konkretnim primenama imala je
za posledicu stvaranje novih, slozenijih modela koji omoguéavaju opisivanje i
drugih efekata otkrivenih metodama statisticke analize. Zato, pored ARCH
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modela, danas postoji ogroman broj tzv. uopstenih ARCH modela koji se,
u vecoj ili manjoj meri, zasnivaju na slicnim idejama i pretpostavkama.

Istorijski posmatrano, prvo uopstavanje ARCH-modela uvedeno je od
strane Tima Bolersleva [5], koji je 1986. godine definisao uopsteni ARCH
model, sa dva parametra p i g, krace, GARCH(p, q) model.® U njemu, kao
i obitno, uzima se

(2.2.1) hn = onén

ali volatilni niz (0;,) rekurentno zavisi i od svojih prethodnih realizacija, tj.
opisan je relacijom

P q
(2.2.2) op=o0+ Y ahi i+ Broiy
4=1 k=1

gde je ap > 0, aj, B0

Osnovna prednost ovakvog modela, kao §to éemo videti, jeste u tome
da pri statistickoj obradi podataka i njihovom prakti¢nom modeliranju mo-
deliranju, modeli tipa GARCH, za razliku od ARCH modela, daju zado-
voljavajuce ocene i dobro prilagodavanje realnim podacima veé¢ za male
vrednosti p i g. Uobicajenu analizu ovih modela izvrSicemo, kao i ranije,
ispitivanjem osnovnih karakteristika (matematicko ocekivanje, disperzija i
korelaciona funkcija). Kako je, na isti nacin kao i u slu¢aju modela ARCH,

(2.2.3) E(hn) = E [0 B(en|Fa-1)] =0
kao i
(2.2.4) Var(hy) = E(h}) = E [03.B(eq|Fa-1)] = E(o7)

to h = (hy) predstavlja niz nekoreliranih sluc¢ajnih veli¢ina i, kao takav, nije
od velikog interesa u daljim ispitivanjima. Stoga ¢e opet znacajne karakter-
istike ovog modela dati niz (h2), za koji ¢emo najpre odrediti uslove pod
kojima vazi stacionarnost, u slabom i strogom smislu.

®Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedstic
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2.2.1 Stacionarnost

Posmatrajmo GARCH(p, ¢) model definisan jednakostima (2.2.1) i (2.2.2).
Kao i obi¢no, ovde je od interesa sluéaj kada je (h2) stacionaran niz slu¢ajnih
velicina. Slitcno ARCH modelu, stacionarnost modela GARCH u tesnoj je

vezi sa njegovom reprezentacijom u obliku stohasti¢ke diferencne jednacine
[ reda

(225) Yn-i—l =AY, + B
gde je
‘ . r p ]
Y= (oi,...,Jfl_qq_].hfl#[,...,hfkpﬂ) X
(Orl&‘%-l—ﬁl By oo ﬁq Qy ... Qp-) Otp\
1 o ... 0 0 ... 0 0

=]
o
(=]
Fros TR
(=]
(=]

An = e2 0 0 0 o o0 |’
0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 10 )

B = {ap, 0,:::,0),

pri cemu je n > max{p, q}.
Pratec¢i zakljucke iz prethodnog dela, defini§imo i ovde karakteristi¢ni
polinom

M
(2.2.6) P() =AM =3 TyaM—*
k=1

gde je M = maz{p,q}, i

ar + Bk, 0<k < min{p,q};
[y = Q, q<k<p;
Bk, p<k<gq
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Ako su Ay, ..., Ay koreni polinoma P()), onda ¢e stacionarnost niza (h2),
kao i u slucaju ARCH modela, zavisiti od njihove veli¢ine. Naime, vazi:

Teorema 2.2.1. Slucajni niz (h%) opisan stohastickim modelom (2.2.1) i

(2.2.2) je stacionaran (u slabom smislu) akko koreni Ai,..., A karakter-
isticne jednacine P(X\) = 0 zadovoljavaju uslov

(2.2.7) Ml <1, k=1,....M

odnosno, ekvivalentno,

M r q
(2.2.8) ka=2ai+2ﬁj<l.
=1 =1 =1

Tada je

=]

P q
(2.2.9) EMR) = [1-> =) B
i=1 j=1

dok korelaciona funkcija p(k) zadovoljava jednacinu
M

(2.2.10) p(k) = Tip(k—j), k>M
Jj=1

sa pocetnim uslovima

M
p(0)=1,  p(k) = Teplk—j)=0, 0<k< M.
=1

Dokaz. Na osnovu jednakosti (2.2.2) i (2.2.4) dobija se rekurentna relacija

M
E(h}) = E(02) = ao+ > _Tr E(h2_,;)
k=1

koja se, smenom &, = F(h?) , svodi na diferencnu jednaéinu reda M

M
o= ¥ Tibn=ug
k=1

sa karakteristicnim polinomom P(\).
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Jedinstveno reSenje ove jednaéine (£, = const), kao §to smo pokazali
u Teoremi 2.1.1, postoji akko za korene polinoma P(A) vazi uslov (2.2.7),
odnosno (2.2.8). Ovo resenje odredeno je izrazom

M =
E (hi) = & (l = Z Fk)
k=1

i, jasno, predstavlja jednakost (2.2.9).

Na slican naéin kao u teoremi 2.1.1, korelaciona funkcija p(k) dobija se
na osnovu izraza

k) = L k>
PR = ROy =B 8
pri cemu je
- M
R(k) = E(h2h2 ) = ——— + D _TiR(k—j), R(0) = E(hy).
1—g.by &=
i=1

O

Na kraju, ukaza¢emo kao i kod modela tipa ARCH, na potrebne i do-
voljne uslove stroge stacionarnosti GARCH modela, koji kasnije omogucava-
ju njegovu dalju primenu.

Sledeée tvrdenje, koje predstavlja direktnu primenu rezultata koji su
pokazani u prethodnom, ARCH slu¢aju i mogu se naéi, recimo, u [41], odnosi
se na potrebne i dovoljne uslove stroge stacionarnosti GARCH(p, ¢) modela.

Teorema 2.2.2. Neka je GARCH model definisan jednakostima (2.2.1) i
(2.2.2). Stohasticka diferencna jednaéina (2.2.5) ima jedinstveno, strogo sta-
cionarno resSenje oblika

oo
(2.2.11) Yo = (1 +Y Apy.. An_k) B, neD.
k=1

akko vazi

_ -1
y=inf {n"'E(In||As... Au|[) } <0,



GARCH-modeli 45

2.2.2 ARCH(>) reprezentacija modela

Analogno modelima ARCH tipa, GARCH modeli se mogu prikazati u li-
nearnom obliku, ¢ime je donekle objasnjena njihova medusobna povezanost.
Ako, kao i u slu¢aju ARCH modela, stavimo

vn = h2 — 02,
onda je

M q
hf‘l = 0121 + v, = ap + Z Fkhﬁ_k + vy — ZB? Un—gs
k=1 j=l1

tj. GARCH(p.q) model, preciznije, niz kvadrata logaritama prihoda (h?),
prikazali smo u obliku linearnog ARMA procesa, sa negausovskim Sumom
(vn).

Ovakva reprezentacija ukazuje na mogucnost primene identi¢nih metoda
u daljoj karakterizaciji GARCH procesa kao i u slucaju linearnih mode-
la. Kao ilustraciju, opisa¢emo uslove pod kojima GARCH(p, ¢) model ima
reprezentaciju u obliku beskonatnog ARCH procesa. U tu svrhu, posma-
tra¢emo novu karakteristicnu jednacinu

q
(2.2.12) M= BATF=0
Re==)

definisanu koeficijentima ¢lanova volatilnog niza. Ako su ry,...,r; koreni
ove jednatine, onda vazi:
Teorema 2.2.3. Ako koreni jednaéine (2.2.12) zadovoljavaju uslov

el €1, kE=1,...,8

onda se volatilni niz (o2) moze napisali u obliku sume

oo
(2.2.13) ol =080+ 0ihi_;
J=1
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gde je

min(j,q)
g+ >, Bk 0<j<p;
k=1

min(j.q)

Z /3k6j—k1 J>p.

k=1

ST
I

q =1
(5{):0!0 (I—Zﬂk) 3

k=1

Dokaz. Na osnovu jednakosti (2.2.2), koju mozemo napisati u obliku

q P
2 2 . 2
On — Z ﬁkonfk =ap+ Z ajhn—-j
k=1 j=1

i efektivnim postupkom, odnosno razvojem niza (¢2) u obliku beskonaéne
sume ponderisanih kvadrata logaritama prihoda oblika (2.2.13) dobijamo

sledeci razvo)
q q q j=1
op =Y Bron_y = b (1 = Zﬂk) + (5_;‘ - Zﬁk‘sjk) ha_;+
k=1 k=1 j=1 k=1
00 q
+ > (qj - Zﬁkéj_k) hZ_;.
k=1

J=q+1

Odavde, izjednacavanjem koeficijenata uz h;,_;,

reme. Naravno, razvoj (2.2.13) bi¢e opravdan ako je red konvergentan (u

dobija se tvrdenje teo-

smislu neke od stohastickih konvergencija). Kako, za j > max{p,q}, niz
(0;) zadovoljava diferencnu jednacinu

q
(5J' — Zﬁk()-j,k =0
k=1

sa opstim reSenjem
0; = crwy + -+ + Cqg,

gdejecy €ER, wi= jm‘f—lri, , a my, viSestrukost korena r, to, na osnovu
pretpostavke teoreme, postoji A € (0,1) takvo da je max |7i] < A. Tada je
<k<g

o0 oo q o0
4;] < lwr| | < ! 190 = oo
LD (me) <o max fe > i <o

= j=l k=1
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o0
Dakle, red > 4; je apsolutno konvergentan, a, s druge strane, niz E(h2_ 4

5=1
je na osnovu (2.2.9) konstantan, pa stoga i uniformno ogranicen, te sledi
konvergencija reda (2.2.13) u srednje kvadratnom smislu’. O

2.2.3 Ocene parametara. Primena GARCH-modela

Gotovo sva izlaganja navedena u prethodnom poglavlju, koja se odnose
na ocenjivanje i primene modela ARCH, mogu se uopstiti i primeniti i u
sluéaju GARCH modela. Tako se na primer UMV-ocenjivanje parametra 6,
kao i kod modela ARCH, vr3i na osnovu iste funkcije verodostojnosti

n 1 gy R
(2.2.14) La(8) = —3 In(2m) - 3 ; (ln o? + E)
s tom razlikom 3to se volatilni niz (¢7) opisuje na osnovu (2.2.2), tj. rekuren-
tno zavisi i od svojih prethodnih vrednosti o7 |, ... ,U?_q! t>q . Zato se
sistem jednacina
dL, oL,

9o ' OP; =0, (0<i<p,1575<9q)

ne moze eksplicitno resiti po €, pa se u praksi obi¢no koriste neki od itera-
tivnih postupaka za aproksimativno nalazenje ocenjenih vrednosti. Osnovna
ideja tih metoda jeste formiranje niza 6 = (6;), & > 0 koji ¢e konvergirati
ka optimalnoj vrednosti parametra, za koju funkeija verodostojnosti dostize
svoj maksimum.

Jedan od najpoznatijih metoda numerickog odredivanja parametara jeste
Newton-Raphson-ov iterativni metod koji se zasniva na sledeé¢im pretposta-
vkama.

Neka je 6 inicijalna, pocetna vrednost nepoznatog parametra 6 € R™,
m = p+q+ 1. Uotimo gradijentni vektor funkcije verodostojnosti

_ 0Ly(0)

9(6) = ——
a6 =0y

"Reé je o poznatoj teoremi ¢iji se dokaz moze naci, recimo, u [25]. Naglasimo da se,
sliéno linearnim ARMA modelima, moze pokazati i obrat navedenog tvrdenja.
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kao i tzv. Hessian
_82Ln(0)

9090 |y_g,

tj. matricu sa negativnim vrednostima parcijalnih izvoda drugog reda funkei-

je Lyp(#). Na osnovu Tejlorovog razvoja ove funkcije u okolini tacke 6 = fg
imamo

H (o) =

1
Ln(6) ~ Ln(6o) + 9(60)'(6 — f0) — 5 [(6 — 60)' H(60)(6 — 6o)]
odakle, diferenciranjem po 6 dobijamo

OLn ()
a0

= g(6) — H(00)(8 — o) + o (110 — o) .

Ako je 0 = 6 optimalna vrednost parametra za koju funkcija L, (6)
dostize maksimum, bice
OLa(0)
00

odnosno, zamenom u poslednju jednakost,

=0,

6 ~ 60 + [H(60)] " g(60).
Poslednji izraz sugeride slededi iterativni metod nalaZenja parametra 6
(2.2.15) Okir = Ok + [H(O)] g(0k), k>0
za koji se, pod izvesnim uslovima, moze pokazati konvergencija
6 — 0, k— oo.

Naravno, niz (0;), sa stohastickog stanovista, predstavlja niz slu¢ajnih
velicina, pa je neophodno opisati uslove koji obezbeduju konvergenciju u
nekom od poznatih stohastickih oblika. Naves¢emo sada jedan od rezultata
koji su, pri navedenim pretpostavkama, V. Stojanovi¢ i B. Popovi¢ pokazali
u [57].

Teorema 2.2.4. (Stojanovi¢, Popovi¢ [57]) Neka je 6 = 0 jedinstveno
resenje jednacine verodostojnosti




GARCH-modeli 49

i matrica H (@) skoro izvesno uniformno ogranicena na kompaktu K C
R™, tj. postoji konacna brojevna konstanta ¢ > 0 takva da je

0cK

p{sug 159 56} =

Tada je ispunjen uslov skoro izvesne konvergencije iterativnog metoda
(2.2.15), odnosno vazi

P{Gk%é,k—}oo}zl.

Dokaz. Na osnovu Tejlorove formule, primenjene na razvoj funkcije g(#) u
okolini tacke € = 6 , mozemo napisati:

9(0) = g(6) — H(0)(6 — 0) +£(8,0) =0

gde je, skoro izvesno,

le@.o) <rld-0]. 0<r<i, ek

Ako operator T': R™ — R™ definiSemo na sledeci na¢in
T(0) =60+ H'(0) g(0)
onda je
T(6) —6=H'(0)[g(6) — H(6)(6 —0)] = —H'(6) £(6,6)

pa je, konaéno,
I 7©) -0 <qll0-9|

pri ¢emu je ¢ = re¢ < 1. Kako je, na osnovu (2.2.15),
Op =T(Ok-1), k2>1,
poslednja nejednakost moze se napisati u obliku
16 — 01| < 4" [[60 - 0]

odakle se, prelaskom na grani¢nu vrednost kada k — oo, dobija tvrdenje
teoreme. O
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Gore izloZene rezultate primeni¢emo sada na sluéaj GARCH modela, pri
¢emu, zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je re¢ o njegovom najjednos-
tavnijem obliku, modelu GARCH(1,1). Kako je tada

gf :a0+a]ht271 +ﬁ10;{1, = Lo2w ol

odnosno 6 = (ag, a1, 1), funkcija verodostojnosti daje sledeée vrednosti
gradijenta

n

n n !
9(8) = [ tzl Ay Y Ak Zlfltffz?q ]
= =

t=1

. h? — o2
gde je A; = JQT‘!, t = 1,...,n. S druge strane, Hessian predstavlja
gy
matrica
- n n n
o >, Bihi . Biop ]
tﬁl t7:11 til
H(0) = Z: Bthffl Z Bthzlf[ 2 Bthf—l"?—i
=1 ) t=1 o t=1 4
;Btngl tz:l Bihi_yoi_, r—letUt_l

of — 2h3 ” o
~58 t = 1....,n. Clanovi niza By, kao funkcije
t

parametra €, ocito su skoro izvesno neprekidne, pa je, stoga, ispunjen uslov
uniformne ograniéenosti Hessian-a na nekom kompaktu © C R3. Tada,
primenom iterativnog metoda (2.2.15), sa odredenom tatnoséu, dobijaju
se UMV-ocene koeficijenata ag,ay, ;. Naravno, poseban problem pred-
stavlja izbor pocetnih vrednosti ovih koeficijenta koji bi trebalo da omoguce
pocetak (konvergentne) iteracije. Tako mozemo, na primer, uzeti koefici-
jente ARCH(1) modela® koje smo prethodno odredili standardnim UMV-
metodom, opisanim u prethodnom delu.

Kao ilustracija primene takvog postupka formiranja GARCH(1,1) mo-
dela, nad ve¢ pomenutom empirijskom vremenskom serijom - cenom zlata
na svetskom trzistu, ocenjene vrednosti parametara GARCH(1,1) modela
prikazane su u tabeli 2.1. Kao §to se moze lako uociti, iterativni proces
pokazuje znake konvergencije, pa kao ocenjene vrednosti parmetara modela

pri ¢emu je B; =

8Bic¢e naravno 3 = 0.

a0
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mozemo uzeti poslednju iteraciju, tj. formirati GARCH(1,1) model

hn=intn; o =2,805+107%4+0,10042 , 4-0,50602_;.

” Iteracija Ocene za 8 = (g, 01, 51) “

oo o b1
0 7,478 -107° | 0,108 | 0,000
1 1,857-1075 | 0,133 | 0,600
2 2,283-107% | 0,098 | 0,666
3 1,528-107% | 0,100 | 0,694
4 2,328-10~% | 0,099 | 0,621
5 2,420-10"% | 0,098 | 0,607
6 2,483-107% | 0,099 | 0,599
7 2,502-107% | 0,099 | 0,596
8 2,511-107% | 0,100 | 0,596
9 2,510-10~® | 0,100 | 0,597
10 2,505-10=% | 0,099 | 0,592
11 2,506-10~% | 0,100 | 0,594
12 2,505-10~° | 0,100 | 0,595
13 2,505-10~% | 0,100 | 0,596
14 2,504-10"> | 0,099 | 0,596
15 2,505-10"% | 0,100 | 0,596
16 2,505-10"% | 0,100 | 0,596

Tabela 2.1: Itertivne vrednosti ocena parametara GARCH(1,1) modela, dobijene
na osnovu Newton-Raphson-ovog metoda.

Na isti na¢in kao i kod ARCH modela, "provera” ovog modela i poredenje
sa originalnom vremenskom serijom pokazuje visok stepen slaganja empiri-
jskih vrednosti sa teoretskim, kao §to se moze uo¢iti i na slici 2.3. Recimo
jos samo to da je empirijski koeficijent korelacije dosta visok (98,52%) kao
i da dobijeni GARCH-model daje preciznu sliku ponasanja niza logaritama
prihoda. Naravno, problemi koji se ovde javljaju a odnose se na veli¢inu
srednje-kvadratne greske i, uopste, optimalnost dobijenih ocena, identiéni
su kao i u ARCH slucaju.

ol
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Logaritam prihoda GARCH(1,1)

Slika 2.3: Uporedni grafikoni logaritama prihoda cene zlata i odgovarajudeg
GARCH modela.

2.3 Split-ARCH model

Modeli ARCH/GARCH tipa dali su objasnjenje nizu pojava vezanih
za ponaSanje finansijskih indeksa (navodimo, opet, pojavu klasternosti i
izduzenost gustina raspodele). Ipak, jedan od njihovih osnovnih nedostataka
jeste nedovoljno precizno opisivanje "smera” kretanja i veli¢ine volatilnog
niza (0,). Mnoge analize empirijskih podataka ukazuju na izrazitu nelin-
earnost u ponasanju empirijske volatilnosti

n

(2.3.1) R - > (b — )

k=1

koja se moze manifestovati na razlicite nacine. (Kao ilustraciju, na slici 2.4
prikazali smo jednu od ¢estih situacija: nagli porast empirijske varijanse kao
posledicu skoka cene u odredenom, relativno kratkom vremenskom periodu.)

Odgovor na reSavanje ovakvih problema dat je u obliku uopstavanja stan-
dardnih ARCH/GARCH modela. Posebno isticemo rad Zakoian-a [67] koji,
po uzoru na odgovarajucée linearne modele, definise pragovne (TGARCH)
modele, kao i Fornarija i Mele-a [20] koji su definisali tzv. izborni ARCH-
model sa idejom da se vrednost volatilnog niza povecava ili smanjuje u zav-
isnosti od znaka ¢lanova niza (hy).
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Slika 2.4: Empirijska disperzija cene nafte. (Izvor: WTI Posted, Wall Street Jour-
nal)

Ovi modeli opisuju, donekle, asimetri¢nu reakciju uslovne varijanse uz-
rokovanu naglim promenama cena, ali u osnovi ne mogu precizno odrediti
vrednosti koje bi odgovarale veli¢ini promene niza (h,) kao i same volatil-
nosti. Zato su u praktiénim primenama moguca znatna odstupanja i raz-
like teoretskih vrednosti u odnosu na empirijske. Sa osnovnom idejom da
se formira model u kome ¢ée volatilnost zavisiti od velicine i intenzivnosti
promene samog niza (hy), B. Popovi¢ i V. Stojanovi¢ u radovima [48] i [49]
uvode novi, originalni model uslovne heterogenosti, koji funkcionise po prin-
cipu ARCH modela, ali samo za male vrednosti prethodnih realizacija belog
Suma. S druge strane, u slu¢aju naglaseno velikih realizacija on, uvodenjem
dodatnih vrednosti volatilnog niza, pravilnije reaguje na nagle i neocekivane
skokove u dinamici volatilnosti. Zbog ovakve "podeljene” reakcije, model je
nazvan Split-ARCH [48].

Split-ARCH model zasnovan je na konkretnoj primeni u ispitivanju em-
pirijskih vremenskih serija i nastao je kao nadgradnja veé¢ postojeéih, srodnih
modela. Osnovna primena zasniva se na opisivanju nelinearnog ponasanja
volatilnosti koja je uzrokovana naglim promenama (fluktuacijama) cene.
Ove promene uti¢u na to da i trziste reaguje na slican naéin, pa dolazi do
ve¢ih skokova i u dinamici same volatilnosti. Split-ARCH model stoga ima
za zadatak da prati takve skokove i opiSe ih na adekvatan na¢in. U narednom
delu dajemo definiciju i osnovne karakteristike ovog modela. Zatim, kao i
u slu¢aju prethodno izlozenih modela, opisa¢emo potrebne i dovoljne uslove
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njegove stacionarnosti, u slabom i strogom smislu, kao i specifican metod
ocena njegovih parametara, zasnovan na stratifikaciji posmatranog empiri-
jskog skupa podataka. Na kraju, primena Split-ARCH modela u analizi di-
namike nekih empirijskih vremenskih serija izloZzena je na primeru cene nafte
na svetskom trzi§tu, kao i cene sojine saéme na naSem, domacdem trzitu.

2.3.1 Definicija i osnovne karakteristike

U opstem obliku Split-ARCH model definisa¢emo jednakoséu
(2.3.2) hn =oneny n=0D

i rekurentnom relacijom

p q
(233)  oh=ao+ Y ol i+ frlot )I(e2y>¢), n>0
j=1 =1

koja, slicno stanadardnom modelu tipa GARCH, zavisi od dva parametra p
ig.

Uobicajeno, pretpostavljamo nenegativnost koeficijenata ag > 0, a; >
0, dok ¢e fx = fr(u), u > 0 biti nenegativna, F,,_ merljiva preslikavanja
volatilnog niza koja predstavljaju reakciju na naglaseno velike vrednosti niza
(en). Naravno, zadate u ovako opstem obliku, funkcije fi(u) otezavaju dalja
ispitivanja stohastickih osobina modela. Zato pretpostavljamo da je re¢ o
linearnim funkcijama oblika:

(2.3.4) few) = B + 8Mu, k=1,..q

gde je ﬁ{(]k), %k) = 0.

S druge strane ¢ > 0 jeste tzv. kriticna vrednost reakcije, tj. nivo koji
¢e odrediti realizacije Suma koje su dovoljno statisticki znacajne da bi se
vrednost prethodne volatilnosti ukljucila u (2.3.3). Na osnovu ¢injenice da
niz (¢2) poseduje x?-raspodelu bice

i @ ;
(2.3.5) me = P2 > ¢) = — z V2e-2/24,
" V2T
C
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pa ova jednakost moze posluziti kao polazna osnova za odredivanje kritiéne
vrednosti ¢. Naime, za zadati nivo znacajnosti o : 0 < aw < 1 , iz jednakosti

s = o

dobija se vrednost koeficijenta ¢. Naravno, moze se pretpostaviti da je
parametar ¢ nepoznat, pa se tada ocenjuje na osnovu uzorka.

2.3.2 Stacionarnost

Izloziéemo sada neke od osnovnih ¢injenica vezanih za stacionarnost
Split-ARCH modela, koje ¢e biti od koristi i prilikom ispitivanja asimp-
totskih osobina ocena njegovih koeficijenata. Sama stacionarnost, potpuno
analogno modelima ARCH/GARCH tipa, u tesnoj je vezi sa njegovom repre-
zentacijom u obliku stohasticke diferencne jednacine I reda:

(2.3.6) Yor1 = AnYo + By

gde je:
Y, = (0’;21, T .ai7q+1,fti71,. » .hﬁfpﬂ)’ X

[ o1€2 +5§1)¢n(0) ig’@bn“l(c) 6Eq)¢nﬁq+l(c) @3 .0 Gp-l

1 0 s 0 U s 0
0 0 0 0 0

Ap = €2 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

q !
By = (ao+zﬁé’“’wn_k+1(c), 0,...,0) y W@ =I(eh>q),

k=1
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pri ¢emu je n > max{p, q}.
Navodimo, sada, tvrdenje koje opisuje potrebne i dovoljne uslove sta-
cionarnosti Split-ARCH modela (u slabom smislu).

Teorema 2.3.1. (Popovi¢, Stojanovi¢ [48]) Neka je Split-ARCH model
opisan jednakostima (2.3.2), (2.3.3) i (2.3.4). Tada su sledeéa tvrdenja ekvi-
valentna:

(¢) Polinom

M
P(A) =AM = Y "y XM,
=1

gde je
aj+meBY), j < min{p, g}
M =max{p,q}, v =4 aj . g<J)<p ,
mcﬁp), p<j<gq

ima korene Ay, ..., Ay koji zadovoljavaju uslov

(2.3.7) ANl<1 . Vi=1,., M.

(#) Niz (h}) je stacionaran (u slabom smislu) sa srednjom vrednoséu:

q q
(238) E(hl) = (ao +mey 68“) 1-Y aj—m, > i
k

k=1 j=1 =1

-1

i korelacionom funkcijom p(k) = Corr (hi, b, ), k > 0 koja zadovoljava
diferencnu jednacinu:

M

(2.3.9) p(k) =) viplk—j), k>M
j=1

sa pocetnim uslovima:

M
p(0) =1, p(k) = v plk—35)=0, 0<k<M.
=1

M P g Ak
(#i1) Lril=2Xe+medy 57 ] <1
L=l j=1 k=1
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Dokaz. (i) = (ii): Na osnovu (2.3.6), za proizvoljno n, k > 0 vazi

(2.3.10) E(Yp) =T+ A+ A%+ + AV B+ A B(Y,)
pri ¢emu je:
( oy + ﬁ{l)mc ﬁgQ)mt- s ﬁgt?)mc Q2 ... Qp-1 Op \
1 0 ... 0 0 ... 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 10

Q -
B:E(Bﬂ): QO‘FTTchﬁ(J)aOs---aO
i=1
Pokazuje se da je

p q . _
det (A —AZ) = (—1yptet | pHel 3 grtesicl N gl apteicl
i=1 j=1

t:
det (A — AI) = (=1)P*13mP(),

gde je m = min{p — 1,q — 1}. Dakle, matrica A ima ta¢no m trivijalnih
sopstvenih vrednosti (/\(1” == ,\SJ'R = 0), dok su ostale sopstvene vred-
nosti (A1, ..., Axr) koreni karakteristi¢nog polinoma P(A). Stoga, na osnovu
pretpostavke (2.3.7) sledi konvergencija:

k—1
Y A(I-4)7", A50, kda k- oo
j:U

Jednakost (2.3.10) tada postaje:

q p q =l 1
E(Yn) :(I—A)*IB: (aﬂ"‘chﬁé”) (1 _ZaiﬁmCZB{j))
=1

=1
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tj. vazi (2.3.8).
Na slican nacin pokazuje se i (2.3.9). Naime, korelaciona funkcija p(k)
dobija se na osnovu jednakosti:

X 1212
= 2L~ )

_— ) >
©—@2e ' =0

pri ¢emu je:
M
R(k) = E(hhl ) = E(h3) + > v R(k—j), R(0) = E(hY).
j=1

(17) = (z11): Kako je ag > 0 1 ﬁ[(]j) =0 .4 =1,...;4, 08 oenevy

-1
q : p q .
E(hrzl) = (au+chﬁé‘7)) (l—zai—chﬁ%ﬂ) >0
=1 j=1

j=1
sledi
P 7
1 -Zai - mCZﬁgJ) >0
=1 F=1
a to je, otito, (7i1).

(idi) = (i): Neka je
Sr(4) = max {X;}
J

spektralni radijus matrice A, definisane kao u (). Tada vazi:
Sr(A) < |[4]|

gde mozemo uzeti:

1] =mm{ﬁzlw;«1} -1,

=1
Ako pretpostavimo da je Sr(A) = 1, onda za neko ¢ € [0,27) postoji
sopstvena vrednost oblika A’ = €' za koju je:
M
P(z\') == eii’”ﬁO - Z,YJ e’i(ﬂ—f—j):p =1,
i=1
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Tada, na osnovu:
M
Iezﬂrf¢| < ZTJ et(M—j)ga’
j=1
M
sledi ) y; > 1, §to je u suprotnosti sa (i7z). Dakle,
J=l
ST‘(A} < 1
§to, na osnovu prethodnog dela dokaza, jeste ekvivalentno sa (). a

Ispitivanje uslova stroge stacionarnosti na osnovu rekurentne reprezenta-
cije (2.3.6) izvrdeno je od strane razli¢itih autora ([7] i [8]). Na zalost, te
rezultate, u opstem sluc¢aju, nije mogude primenitii ovde jer, za p+q—1 > 2,
matri¢ni nizovi (A,) i (By) nisu nezavisni nizovi slu¢ajnih veli¢ina. Jedini
slucaj kada je ispunjen uslov nezavisnosti jeste najjednostavniji sluc¢aj Split-
ARCH modela, kada je p = ¢ = 1. Zato smo iskljucivo njemu posvetili dalju
paznju.

Neka je, dakle,

fi(u) = Bo + v,

tj. f1(o2) predstavlja linearnu funkciju volatilnosti, koja volatilni niz definise
kao pragovni model

(2.3.11) o2 =ag+arh’_| + (Bo+ Bro’_) Yu_1(c),
odnosno

(10+C¥1h$1_], Ei_l <
(2.3.12) g2 =

o + Bo + alh%,l + ﬂloﬁ,l, 5%—1 >ie.

Lako se moze uociti da relacija (2.3.11) daje moguénost izra¢unavanja
volatilnog niza standardnim ARCH odnosno GARCH postupkom, u zavi-
snosti od veli¢ine suma (¢2). Na taj naéin, mogu se ispitati i osnovne sto-
hasticke karakteristike niza (h2) . Na osnovu teoreme 2.3.1 zakljuéujemo da
je niz (h2) stacionaran (u slabom smislu) akko vazi a; + m.3; < 1, kada je

ag + Bome

23.1 Bl =
(23.13) () = T
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Takode, iz jednakosti

E(h4) o 3E(04) - 3(03 +’Bgﬂ'lg) (1+Q‘1 +ﬁlmc)
' "' (1= a1 - Bime) (1 - 302 — BImZ — 201 Bim)

dobija se stacionarna vrednost koeficijenta konveksnosti

_ E(h;ll) _ 3 (1 == (Otl +51mc)2) > 3
(E(h2))* 1-3af—pimi —20afime

¢ime je, kao i kod ARCH-modela, opisana izduzenost gustina raspodela niza
(hyp). Takode, vazi: K = 3 <= a; = 0, kada se Split-ARCH-model svodi
na beli Sum.

Najzad, korelaciona funkcija p(k) dobija se na gotovo identican nacin
kao i kod modela tipa (G)ARCH. Pokazuje se da je

p(1) = ay (1 — a fyme — {J"f'mf) (1 — 2001 By — B%mg)_l
(2.3.14)

p(k) = (o1 + Bime) ' p(1),  k>1

tj. ima isti geometrijski karakter opadanja ka 0, kao i u sluc¢aju modela
standardnog ARCH/GARCH tipa.

Na kraju, pokazacemo sledeée tvrdenje koje predstavlja direktnu pri-
menu rezultata koji se mogu naéi, recimo, u [41], a odnosi se na potrebne i
dovoljne uslove stroge stacionarnosti Split-ARCH (1,1) modela.

Teorema 2.3.2. Neka je Split-ARCH model definisan jednakostima (2.3.2)
i (2.3.11). Stohasticka diferencna jednacina (2.3.6) ima jedinstveno, strogo
stacionarno resenje oblika

o0
(2.3.15) Yo=Ba# Y Api. clhn By, mED.
k=1

akko vazi E (In(aie2 + Bitpn(c))) < 0.

Dokaz. Na osnovu A, = a2 + B1hn(c), Bn = ape2 + Bon(c) i Yy

2
= Un
tvrdenje je direktna posledica teoreme 2.4 u [7]. O
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2.3.3 Ocenjivanje parametara

Formiranje Split-ARCH modela na osnovu empirijskih podataka dajemo
opet u sluc¢aju najjednostavnijeg modela, reda p = ¢ = 1, mada se sam
postupak moze uopétiti i na slucaj Split-ARCH modela proizvoljnog reda’.
Uobi¢ajeno, za niz (h,) pretpostaviécemo da predstavlja logaritam prihoda
odredenog finansijskog indeksa (cene) (S,), tj. da je definisan izrazom

Sn )
hn=In(—-), n>0.
(Sn—l

Pritom, smatramo da je poznata jedna njegova vremenska realizacija
(2.3.16) B b=l N {hg=210)

na osnovu koje vrdimo ocenjivanje. Dodatno, za 6 = (ag, a1, B, f1)" € R?
pretpostavimo da pripada skupu

O ={flar + fim, <1}

svih vrednosti parametara za koje je Spilt-ARCH model stacionaran (u
slabom smislu).
Kao osnovni postupak ocenjivanja koristicemo metod uslovnih najmanjih
kvadrata koji se zasniva na minimizaciji sume
e
(2:3.17) Sn=Y [ - E(R|Fa)].
t=1

U naSem slucaju ovaj metod ¢emo dodatno modifikovati zbog €injenice da
sam model funkcioniSe u dva razli¢ita rezima. Zato ¢emo najpre izvrsiti
stratifikaciju uzorka (2.3.16) skupovima

Ao ={heledy L}, Bye={h|g >c}.

U svom radu [49] B. Popovié i V. Stojanovié¢ izlozili su opsti postupak ocenjivanja
parametara Split-ARCH modela, sa posebnim naglaskom na kvalitet dobijenih ocena i
praktiénu primenu ovog modela. U njemu je, izmedu ostalog, opisana primena Split-ARCH
modela u analizi dinamike cena plementih metala na svetskom trzistu. Zbog opSirnosti
izlaganja, taj deo primene naseg modela bice izostavljen iz sardzaja ove disertacije.
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Oznac¢imo, dalje,

(2.3.18) a=(apg,01), ©1={al0<a <1}

(2.3.19) b=(a0+ﬁg,a1+ﬁ])’, @2={b|0<(}.1+,61<1}

Ako, sada, primenimo gore opisani metod, zasnovan na regresiji niza (h;) u
odnosu na volatilnost o7 = E (h,% | Fr—1 ) dobijamo sledeéi postupak ocenji-
vanja.
Na skupu Ay, Split-ARCH model potéinjen je standardnom ARCH-
modelu
g _ 2
oy =ap +arhi_,

pa suma kvadrata (3.2) postaje

(2.3.20) Sy (ap, 1) = Z (hf — a0 — Cflhfflf-
hi€An ¢

Odavde dobijamo ocenjene vrednosti parametara

-1 2
& N, Yo RE 4 > hi
(23.21) @an= = :
2 .
o Yhiy Shi S hh
N
gde je Ny = |Ax.| = 3 I(e?_; < ¢) i sumiranje se vr§i, naravno, za h; €
t=1
An.

S druge strane, na skupu By . vazi
2 2 2
o, =0ap+ o+ arhy_ + Brog_y

tj. model je tipa GARCH, pa je ocenjivanje mogudce izvrsiti nekim od stan-
dardnih iterativnih metoda, recimo, Newton-Raphson-ovim algoritmom. Me-
dutim, koriste¢i opet ocenu volatilnosti

P =N, 1IN

mogu se odrediti regresione ocene zbirnih parametara b dobijene iz uslova
minimizacije funkcije

(2.3.22) S{(ao+Boer+B)= Y. [h — (o0 +fo) — (e +BR2_]>.
ht€Bn.c
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Odavde je

Ny Th, N\ Y hi

o)
=
I

(2.3.23) :
Yhiy Xhin Y hZh?

gde je No = |By¢| = N — Ny i hy € By.. Najzad, dobijene ocene daju
Bo
B
Na osnovu ovog, dvoetapnog nacina ocenjivanja, dobijene ocene sadrze

osnovna asimptotska svojstva koja su zajednicka svim ocenama ovog tipa, a
koje mozemo formulisati slede¢im tvrdenjem.

Teorema 2.3.3. (Popovi¢, Stojanovic [48]) Neka su, za neko Ny > 0 i svako
N > Ny, ispunjeni uslovi

-~ o = ~ & ~, !

ay €0;, bye€0, Oy= (a’f\u by — airv) €0.
Tada su ay i’l;N strogo konzistentni ¢ asimptotski normalni nizovi ocena
parametara a i b, respektivno.
Dokaz. Ako, opet, posmatramo niz

Ut:hf—of, =T N

onda imamo
E(v | Fi1) =E (B} | Fie1) —07 =0

tj. (v¢), kao martingalni prirastaj, jeste niz nekoreliranih sluéajnih veli¢ina.
Tada je

hi = o} + v, = ag + Botbr—1(c) + (o1 + Brtpe-1(c)) hZ_y + vy — Brpr_1(c)vr_

linearna ARMA vremenska serija sa slucajnim koeficijentima i negausovskim
"Sumom” (v;). Ovu reprezentaciju koristimo za izra¢unavanje spektralne
gustine niza h?:

_ Var(w) 1 — 2B1m,cosw + BZm?

fw) 27 1 —2(ay + fime) cosw + (ag + Bime)2’
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Odavde, imamo

f(0)

o V(LT‘('U{,) 1— ,BlTnc 4
Y I —ay — fBime
pa, kako je a1 +f1m. < 1 za sve 8 € O, funkcija f(w) je neprekidna za w = 0.
Tada, (h?) i (v¢) jesu ergodicni i stacionarni nizovi slu¢ajnih veli¢ina.
S druge strane, koriste¢i reprezentaciju (2.3.21) imamo

1 w ohi Nr 2 Ut
ay —a= .
1 ; .
M Lhi w Lhi - Lweh? )

gde je hy, hy—1 € An, .. Kako je,
Ny il.>oo, kada N — oo,

to mozemo primeniti ergodiénu teoremu za sluéajne sume nizova (v;) i (h?)
(videti, na primer, [16]). Imamo, kada N — oo,

1 -1
Ay 2Vt 1 w Tk

§.1. .
=0, i

1 2 1 4
¥ L uh? o hion w2 hi

lf"
3

gde je Xy, Xy € Ay, . i moment-matrica
I

F=E{hb); Xe=[(,04
ne zavisi od ¢, za sve a iz skupa stacionarnosti ®,. Ove dve konvergencije,
najzad, daju ‘

av-a2%0, N-oo
tj. ocena (ay) jeste strogo postojana.
Pokazujemo sada asimptotsku normalnost niza (ay). Neka je

VN (an — @) = Uyl Vy,
gde je

1 M Yk, Y 2V
= — . VNl = .
A Yhi, Yhin N1 Y whd

Un,



Split-ARCH model 65

Za svaki vektor v = (vg,v1)" € B? slucajni niz

N
VNV'Vy = ng('uo + v hi_y)

=1

Jeste martingal, pa primenom Billingsley-eve centralne grani¢ne teoreme za
martingale imamo

vVy 3 N(0,v'Av),
gde je
A=E(YeY)), Ye=u(l,h2,)

i A ne zavisi od t. Odavde, koriste¢i Cramer-Wold-ovu dekompoziciju, do-
bijamo:

Vi 5 N(0,A).

S druge strane, vazi
N
Z (621 <¢) ~+F(c), N = o0

gde je F(c) = P {s? < c} < oo funkcija raspodele za (¢7). Ako sada pri-
menimo centralnu graniénu teoremu za slu¢ajne sume imamo

Vi, 5 N(0,A)
i konaéno, zbog A;,{ o I'~!, dobijamo

VN1 (én — a) 3 N(O,I1A 7).

Na slican na¢in moze se pokazati stroga postojanost i asimptotska nor-
malnost niza by. O

2.3.4 Primena modela

Navedeni metod ocenjivanja koeficijenata Split-ARCH modela moze se
primeniti u prakticnim analizama finansijskih nizova. U narednoj tabeli
prikazani su rezultati takvog ocenjivanja, pri cemu je kao empirijski skup
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uzet niz od 2 500 realizacija logaritama prihoda cene nafte na svetskom

trzistu (WTI Posted, na osnovu baze podataka Scotia Group i Wall Street
Journal-a).

Model ARCH Split-ARCH (stratumi)
I | 11
Uzorak (N) 2500 1853 647
; 0.000548 | 0.000619 0.000843
Parametri
0.306 0.0108 0.319
Korelacija 98.48% 98.81%

Tabela 2.2: Ocenjene vrednosti parametara ARCH(1) i Split-ARCH(1,1) modela.

Kvalitet dobijenih modela moze se uoéiti i vizuelnim putem, kao §to
je prikazano na slici 2.5. Radi poredenja, najpre smo, metodom uslovnih
najmanjih kvadrata, ocenili koeficijente ARCH(1)-modela:

hn = Opén,

02 =5,482-10"%+0,306-h2_, ’
koji pokazuje dosta veliki stepen korelacije sa empirijskom serijom (98, 48%).
Zatim je, na osnovu statistike (reziduala):

gﬂ:hn/a-n, 71=1,...,N

izvriena stratifikacija uzorka, na nacin prikazan na slici 2.5 (gore levo).
Inace, niz (£,) se moze smatrati "dobrom” ocenom vrednosti belog §uma
(en), zasnovanoj na empirijskoj standardnoj devijaciji (6,,). Kao kriti¢na
vrednost reakcije uzeta je srednja vrednost y? raspodele:

e=E(2) =1

mada je, naravno, mogud i drugaciji izbor parametra c¢. Na taj nacin, formi-
ran je Split-ARCH model:

hn = OntEn,

02 = 6,187-107% 40,0108 - h2_, + (2,243 -10~* +0,3082 - 62_;) thn—1(1)



Split-ARCH model

67

koji, €ini se, predstavlja bolji izbor u praktiécnom modelovanju vremenske
serije. Pre svega, koeficijent empirijske korelacije je neznatno veéi u odnosu
na ARCH-model (98,81%), tj. Split-ARCH model pokazuje bolje slaganje
sa originalnim podacima.

Logantam prihoda

L ARCH(1) b Spht-ARCH(1,1)

Slika 2.5: Uporedni grafikoni reziduala, originalne serije, ARCH i Split-ARCH mo-
dela.

Takode, lako je uociti da ARCH-model (slika 2.5, dole levo), zbog po-
jedinih naglaseno veéih vrednosti svojih realizacija u odnosu na veli¢inu
originalnih podataka, ne ilustruje na najbolji moguéi nacin datu vremen-
sku seriju. S druge strane, Split-ARCH model, ¢ije realizacije vidimo na
poslednjoj slici, pokazuje znatno ujednacenije fluktuacije koje su "blize”
originalnim, empirijskim podacima.

Sliéni rezultati dobijeni su i na "malom” uzorku od 190 realizacija loga-
ritama prihoda cene sojine sa¢me, na osnovu podataka Produktne berze iz
Novog Sada. Kretanje empirijske varijanse datog skupa podataka prikazano
je na slici 2.6 i ima, slitno kao i u prethodnom slu¢aju, izrazito nelinaran
karakter koji se uotava njenim naglim rastom kao posledicom skoka cene u
odredenom, relativno kratkom, vremenskom periodu.
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Slika 2.6: Empirijska volatilnost cene sojine sa¢me. (Izvor: Produktna berza, Novi

Sad)

Logariiam pohoda

(e
Q400 4 ‘F—‘W‘“"
0 100 ¥
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@ ¢9
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Slika 2.7: Uporedni grafikon priraStaja cene
Split-ARCH model.

sojine satme u odnosu na ARCH i
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S druge strane, odgovarajuée realizacije ARCH i Split-ARCH modela, na
osnovu ocenjenih vrednosti njihovih paramatera, prikazane su na slici 2.7.
Moze se opet uotiti da standardna ARCH aproksimacija

by = OnkEn,

02 = 1.2835- 1072 + 0.6278 - h2

n—1

poseduje fluktuacije koje su znatno izrazenije u odnosu na originalnu vre-
mensku seriju, dok Split-ARCH model, definisan jednakostima

hn = OnéEn,
02 = 7.453 - 1074 + 0.4572 - h2_, + (6.1687 - 10~% +0.1215 - 02_,) ¢hn_1 (1)

pokazuje znatno bolje prilagodavanje datom empirijskom skupu i ¢ini se da
je on adekvatniji izbor u prakticnom statistickom modelovanju.



Glava 3

STOPBREAK procesi

U prethodnom izlaganju opisali smo jednu od najvaznijih klasa nelin-
earnih modela dinamike finansijskih nizova. Ogroman znac¢aj koji modeli
uslovne heterogenosti imaju ogleda se, izmedu ostalog, 1 u stvaranju novih,
manje ili viSe srodnih modela koji se koriste u istrazivanju finansijskih struk-
tura na trzistu. Ipak, mnogi od njih ne mogu biti posmatrani samo unutar
pomenute klase uslovne heterogenosti. Stoga, ovde opisujemo jo§ jednu
klasu nelinearnih modela koji se koriste u analizama vremenskih serija sa
naglasenim, permanentnim fluktuacijama.

Polazeéi od fundamentalnih rezultata R. Engle-a i A. Smith-a [19], koji su
1999. godine prvi uveli stohasticki proces permanentnih fluktuacija, popu-
larno nazvan STOPBREAK proces', u prvom delu ovog poglavlja dajemo os-
novne pojmove i definicije neophodne za razumevanje samog procesa. Sami
autori STOPBREAK proces istrazuju u svetlu poredenja sa nekim njemu
slicnim modelima. Tako je jedna od zanimljivijih osobina ovog procesa kon-
stantna volatilnost koja naizgled stoji u suprotnosti sa pomenutim naglaSe-
nim i stalnim promenama u samom procesu. Pored toga, u opstem obliku,
ovakvi procesi nisu stacionarni §to dodatno otezava ispitivanje njihovih sto-
hastickih osobina. Ipak, primenljivost u analizama empirijskih serija jeste
osnovni motiv zbog koga je ovakva vrsta stohastickih modela nasla svoje
mesto u ovom radu.

'Naziv ovog procesa dobijen je skradivanjem njegovog potpunog, izvornog naziva
STOchastic Permanent BREAKing process.



Osnovni pojmouvi

Pratedi, dakle, radove Engle-a i Smith-a [19], kao i Gonzalez-a [27], ovde
¢e biti izlozena modifikacija STOPBREAK procesa, dobijena uvodenjem
pragovnog indikatora, na nacin slican kao kod Split-ARCH modela o kome
je bilo re¢i u prethodnom poglavlju. Znaci, u ovom slucaju je pragovni
oblik samog procesa dobijen uvodenjem indikatora Suma koji su Popovié¢
i Stojanovié [48] primenili u analizi nelinearnih vremenskih serija ARCH
tipa. Sam proces nazvan je pragovni STOPBREAK proces, odnosno Split-
-BREAK proces i njemu je uglavnom posvecen veci deo narednog izlaganja.
Uporedo sa ispitivanjem osnovnih stohastickih osobina ovog procesa dat je
prikaz i njegove prakti¢ne primene u analizi kretanja ukupne vrednosti obima
trgovanja akcijama na domadem trzistu hartija od vrednosti.

3.1 Osnovni pojmovi

Neka je (y;) vremenska serija sa skupom vrednosti ¢t € {0,1,...7'} adap-
tirana u odnosu na filter F' = (F;). Reé¢i ¢emo da (y;) predstavlja STOP-
BREAK proces ako vazi aditivno razlaganje

(311) Yt = My + €4

gde je (my) niz tzv. martingalnih proseka, a (¢) beli Sum, odnosno niz
nezavisnih sluéajnih veli¢ina koje su adaptirane u odnosu na filter F' i takve
da je,za svakot=1,...,T,

E(et|Fi-1) =0, Var(e|Fi-y) = 8%,

Stavise, pretpostavi¢emo, kao i u prethodnom poglavlju, da za svako
t € T vazi
Fi = Gen{eg, ..., &t}

kao i da je martingalni prosek m; definisan rekurentnom relacijom

t—1
(3.1.2) my = My—1 + gt—1E¢—1 = Mo + E q; &5
Jj=0
gde je g, u opstem slucaju, sluajna velicina koja zavisi od realizacija
suma (g¢). Na ovaj nalin je obezbedena F; merljivost slucajnih veli¢ina
¢, odnosno Fy_1 merljivost za my.
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S druge strane, dodatno pretpostavljamo da je, za sve t =0,1,...,T,
Plo<q<l}=1,

¢ime slucajni niz (q;) predstavlja (permanentnu) reakciju STOPBREAK
procesa, jer njegove vrednosti odredjuju veli¢inu uces¢a prethodnih rea-
lizacija Suma unutar vrednosti niza (m;), odnosno (y;). Drugim re¢ima,
vrednosti ¢; = 0 daju "male” promene martingalnih proseka unutar odrede-
nog vremenskog perioda, dok za ¢; =~ 1 dolazi do naglaSenih, permanent-
nih fluktuacija. Na taj naéin, sama struktura niza (q;) odreduje karakter i
osobine STOPBREAK procesa.

U prvom, osnovnom obliku STOPBREAK procesa, Engle 1 Smith uvode
sledec¢i funkcionalni oblik zavisnosti permanentne reakcije

i

gely) = S
koji zavisi od nepoznatog parametra v > 0. Na ovaj nagin vazi g(y) = 0
akko je £, = 0 1 tada fluktuacija u samom procesu nema. Naravno, u slucaju
neprekidne raspodele suma ¢, ovakvi dogadaju realizuju se sa verovatno¢om
nula. S druge strane, ukoliko je (ocenjena) vrednost parametra vy = 0, onda
je qi(y) = 1 i proces poseduje naglasene, permanentne fluktuacije.

Kao jo§ jedan zanimljiv oblik zavisnosti ¢ = g;(g¢) istaknimo rad A.
Gonzdlez-a [27] koji definiSe "izgladenu” permanetnu reakciju

2

1 4+ e—let—c1)(er—ca)

qi(e;v,¢) =1-06; —

gde je 61,02 € [0,1], v >0 i ¢; <. Ovako opsti oblik reakcije ¢; daje
znatne moguénosti u samom modeliranju ovakvog STOPBREAK procesa.’
Ona, kao §to sam autor uocava, aproksimativno sadrzi i izvornu funkciju
Engle-a i Smith-a, ukoliko je ¢; = ¢ =0, 6 = =1 i 6, = 2. Takode,
kao sto ¢emo uskoro videti, i Split-BREAK proces, o kome ¢e biti reci u
narednom delu, predstavlja specijalan oblik ovog procesa. Ipak, veliki broj
nepoznatih parametara bitno otezava praktiénu primenu ovakvog modela,
tako da se na njemu neéemo detaljnije zadrzavati.

?U samom radu autor ovaj proces naziva Stochastic Permanent Surge ili, krace, SPS-
process.

72
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3.2 Pragovni STOPBREAK proces

Ovde ¢emo izloziti jednu od moguéih modifikacija STOPBREAK procesa,
koja je opisana najpre u radu V. Stojanovi¢a i B. Popovi¢ [58], a zatim i u
Stojanovi¢, Popovi¢ i Popovié¢ [56]. Osnovna zamisao jeste da se uvodenjem
pragovnog, viSestrukog rezima unutar reakcije g, dobije nova, bogatija struk-
tura u dinamici samog procesa. Kao §to smo ve¢ istakli, koristiéemo ideje

slicne kao u definiciji Split-ARCH modela o kome je bilo re¢i u ranijem
izlaganju.

3.2.1 Definicija i osobine

Pretpostavimo najpre da je, zajedno sa jednakostima (3.1.1) i (3.1.2),
ispunjen uslov

i 5?73 =
(3:2.1) g=1I(Et | >c) =
0, & (<&

¢ime je definisan pragovni STOPBREAK proces, odnosno Split-BREAK pro-
ces. Ovde je, kao i ranije, ¢ > 0 kriti¢na vrednost reakcije, tj. nivo koji ée
odrediti realizacije Suma koje su statisticki dovoljno znac¢ajne da bi se nji-
hove vrednosti ukljucile (3.1.2). Na osnovu (3.2.1) dalje vazi

(3.2.2) E(qed Fre1) = @B (e Fr1) = 0

pa niz (g; ;) predstavlja martingalni prirastaj, odnosno niz nekoreliranih
sluéajnih veli¢ina. Sada se na jednostavan na¢in mogu odrediti osnovne
stohasticke karakteristrike niza (y;). Kako je, na osnovu (3.1.1) i (3.1.2),

(3.2.3) E(y|Fi-1) = m¢ + E(ee| Fi—1) = mq

zakljuéujemo da su realizacije niza (y;) "bliske” nizu proseka (m;). Takode,
srednje vrednosti ova dva niza daju jednake, konstantne vrednosti jer, na
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osnovu prethodnih jednakosti vazi

E(y) = E(m)
= E(mi-1) + E(g-16-1)
(324) = E(T?Lt_l)

= E(myp) = u (const).
Odredimo sada disperziju Split-BREAK procesa. Kako je
(3.2.5) Va'r(yt'}—tkl) = E(y?|f¢_1) = m? =g’

zakljuéujemo da je uslovna disperzija (volatilnost) niza (y;) konstantna velici-
na, jednaka disperziji samog Suma (g¢). Uo€imo, takode, da jednakosti
(3.2.3) 1 (3.2.5) dosta govore o stohastickoj prirodi aditivnog razlaganja
(3.1.1) niza (y;). Kako je my € M(Fi_1) to je niz (m,;) predvidljiv i
predstavlja komponentu stabilnosti samog procesa. S druge strane, niz (&)
jeste faktor odstupanja STOPBREAK procesa u odnosu na (m¢). Dekom-
pozicija (3.1.1) je stoga slitna poznatom Doobe-ovom razlaganju, detaljno
opisanom, recimo, u monografiji [llupsaes-a [61]. Ipak, ova dva razlaganja
nisu identi¢na jer niz (m;), u opdtem slu¢aju, nije martingal. S druge strane,
dodatnu otezavajuéu okolnost predstavlja nestacionarnost samog niza ().
Potvrdu te ¢injenice daje, recimo, izracunavanje osnovne disperzije ovog niza

Var(y) = E(y;) -

(3.2.6) = E(m?) +2E(mie;) + E(e}) —
= Var(m) + o>

Kako je,za i =1,...,T,

Var(m;) = B(mf)—u®
= E(ml_))+2E(m_ q-161-1) + E(g}_1€1-)) — 1
= Var(me1) + aco0?

gde je a, = P{e} > c}, disperziju martingalnih proseka (m:), pod pret-
postavkom mg = const, mozemo izraziti na sledeci nacin

(3.2.7) Var(mi) = o tas, Lt 20
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Odavde, primenom jednakosti (3.2.6), dobija se disperzija niza (y;)
(3.2.8) Var(y) = o(tac+1),  t>0.

Dakle, disperzije nizova (y;) i (m;) imaju nekonstantne vrednosti koje
zavise od vremenskog trenutka ¢ u kome se one posmatraju. Na sli¢an nacin
dobijaju se i korelacione funkcije ovih nizova. Korelaciona funkcija za (1),
dobijena standardnim izra¢unavanjem, glasi

ac[min(s,t) + 1]

(3.2.9)  K(s,t) = Corr(ys,ye) = Vi(acs +1) - (act+1)

1, s=1
S druge strane, za svako s >t > 0 vazi

Cov(mt,ms) = 1’_*7(177,”115)—,112

= E(myms_1) + E(mygs—165-1) —
= Cov(my, ms—1)

pa je lako uociti da je kovarijansa niza (m;)

(3.2.10) Cov(mt,mﬁ) = Va'r'(m,,), 3620
Odavde se, konaéno, dobija korelaciona funkcija martingalnih proseka
1 t
%\/—S’—t), s # 1
(3.2.11) K{s.4) = Corr(mgmy) = &
1 s=1;

Dakle, korelacione funkcije K (s,t) i K (s,t) zavise od oba vremenska
argumenta t,s i ukazuju na nestacionarnost nizova (y;) i (my). Ipak, za
razliku od korelacije niza (y;), korelaciona funkcija martingalnih proseka
zadovoljava uslov L?-neprekidnosti, jer je

limf?(s,t) = I?(t,t) =
s—t

Neprekidnost funkcije K (s,t) u dijagonalnim tackama, kao §to znamo,?
potreban je i dovoljon uslov za srednje-kvadratnu neprekidnost niza (my).

3Neprekidnost L*-procesa u srednje-kvadratnom smislu ekvivalentna je neprekidnosti
srednje vrednosti i korelacione funkcije datog procesa u dijagonalnim tackama. Detaljnije
o tome videti, recimo, u Maligi¢ [37], str. 132-138.
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3.2.2 Analiza prirastaja Split-BREAK procesa

U ovom delu posveti¢emo se detaljnijem istrazivanju niza prirastaja
Split-BREAK procesa, opisanih jednakoséu

Xt =yt — Y1

Vaznost niza (X;) istaknuta je od strane gotovo svih autora koji su izucavali
STOPBREAK procese, i to sa razlogom. Ovaj niz, kao §to se lako moze
uociti, mozemo zadati u obliku jednakosti

(3212) Xtisi_Gt—IEiﬁiw f=l,‘T

gde je 6, = I(e7 | < c), a (&) beli sum koji smo definisali ranije. Niz (X;)
zvatemo pragovni pokretni prosek (reda 1), odnosno Split-MA(1) proces. On
deluje, dakle, u dvostrukom rezimu. Ukoliko su fluktuacije Suma u ranijem
vremenskom trenutku naglaSene vazice jednakost X; = &, tj. prirastaji
su jednaki samom Sumu. S druge strane, fluktuacije Suma koje ne prelaze
kritiénu vrednost reakcije ¢ daju MA(1) reprezentaciju niza (X;).

Na ovaj nacin, (X;) je blizak standardnom linearnom MA(1) modelu,
tako da se mnogi od ve¢ postoje¢ih rezultata mogu primeniti u njegovom
istrazivanju. U svom radu Engle i Smith [17], kao i Gonzalez [27], govore
uglavnom o dovoljnim uslovima invertibilnosti niza (X;) koja, opet, zav-
isi od izbora reakcije (g;). Mi ¢emo oti¢i korak dalje, detaljnije ¢emo se
posvetiti ispitivanju osnovne stohasticke strukture ovog niza, dacemo jos
neka moguca uopstenja i, naravno, ukazati na mogucnost ocenjivanja para-
metara i primene ovakvog modela u praksi.

Posvetimo se sada odredivanju osnovnih parametara prirastaja (X;).
Pri ranijim pretpostavkama, jednostavnim izra¢unavanjem dobijamo sred-
nju vrednost i disperziju ovog niza

(3.2.13) E(X,) =0, Var(X;)=E(X2) =o%(b.+1)
pri demu je b, = 1 — a, = P{e} < c}. Takode, kovarijansa ovog niza je

a?(be + 1), s=t
(3.2.14) Cov(X, Xy) = —beo?, g =2 =1
0, inace
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1, jasno, poseduje strukturu identi¢nu standardnim MA(1) serijama. Tako-
de, na osnovu nje lako uocavamo i stacionarnost niza (X;), tako da korela-
cionu funkciju mozemo napisati u obliku

1, h=0
(3.2.15) p(h) = Corr(Xepn, Xe) = ¢ —be/(be+1), h==*1
0, inace.

Pokazac¢emo sada i invertibilnost Split-MA(1) modela.

Teorema 3.2.1. Neka je vremenska serija (X;) definisana rekurentnom
relacijom (3.2.12), pri éemu je t € Z i b, = P{e? < ¢} € (0,1). Tada
za seriju (g¢) vazi

oo
(3.2.16) ee=Xe+) ;X j, tEL
J=1

Jj
gde je oy j = [ 6;_k. Pritom, gore navedena reprezentacija je skoro izvesno
k=1
Jedinstvena, a red konvergira u srednje-kvadratnom i skoro izvesnom smislu.

Dokaz. Neka je, za proizvoljno n € Z,

n+l1

n
Ap = E‘Et =g = Zat,j Xt-—j‘z = E1 ( H gt—j) Et—n—1

‘2

Kako je, za svako n € Z,

n
Ap £ 0* [] E(6s-;) = o® b7
j=1

sledi A, — 0, n — oo, tj. vazi srednje-kvadratna konvergencija reda u
(3:2.16).

Na osnovu

B(ory Xiy) S B(auy Xey) <Pl +0)

oo o0 = .
. .s . _a -1 - —1 .
kao i konvergencije brojnih redova Y b2 " i ) (bl + bl ) sledi, na os-
3=1 3=l
novu Teoreme Kolmogorova o dva reda, skoro izvesna konvergencija reda u

(3.2.16).

(i
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Na kraju, pokazujemo jedinstvenost, u skoro izvesnom smislu, reprezen-
tacije (3.2.16), koriste¢i postupak identi¢an kao u Popovié¢ [46]. Naime, pret-
postavimo da pored (e;) postoji jo§ jedan niz nekoreliranih F; adaptiranih
sluéajnih veli¢ina, oznacimo ga sa (&), koji predstavlja resenje jednacine
(3:2.12), tj.

X =& —0_1&_1, b=l e

Tada je A\; = & — ¢; takode niz nekoreliranih slucajnih veli¢ina za koji vazi
EQAY) =bE(M,), t=1,..,T.

Kako je b. € (0,1), a, na osnovu stacionarnosti niza (\;) vazi E(\?) = const.,
poslednja jednakost vazi akko je E(A\?) = 0 za sve ¢t = 0,...,T, odnosno

8l Py . w
& = g4, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. O

3.3 Ocenjivanje kriti¢cne vrednosti

Razmotrimo sada problem ocenjivanja (nepoznate) kriticne vrednosti ¢
Split-MA (1) modela. Postupak koji ovde izlazemo jeste analogan nekim od
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standardnih metoda ocenjivanja koeficijenata linearnih MA modela, opisanih,

recimo, u monografijama Fuller-a [25] ili Malisica [38]. Ipak specificnost
Split-MA (1) modela zahteva i neka dodatna ispitivanja i analize, pre svega
kvaliteta dobijenih ocena.

3.3.1 Ocenac

Neka je Split-MA (1) model definisan jednac¢inom (3.2.12). Kao §to smo
ve¢ pokazali, koeficijent prve korelacije ovog modela glasi

be
p(l)__1+bc’ B<h <l

pa reSavanjem po b. dobijamo ocenu ovog parametra

T ome ;37-(1)
(3.3.1) be = 150
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gde je T - <
pr(1) = (Z;XtX,_l) : (Z;th)

ocenjena, empirijska vrednost prve korelacije. Na osnovu ocene b, moze se
odrediti odgovarajuca ocena kriticne vrednosti ¢ = ¢, kao reSenje jednacine

P{Ef = c} :EC.

Naravno, ocene beic jesu odgovarajuce ako je —0,5 < p,(1) < 0. Pokazu-
jemo sada konzistentnost ovih ocena.

Teorema 3.3.1. Neka su b, i ¢ ocene nepoznatih parametara b, i ¢, respek-
tivno. Tada vazi

(3.3.2) b Mp, T30,

Ako je, pritom, raspodela sluéajnih velicina (;) apsolutno-neprekidnog lipa
vazl

(3.3.3) F3ye Pesee

Dokaz. Spektralna gustina niza (X;) glasi

0.2

fx(w) = 2—71'(1 —2cosw be + be)

i o¢ito je neprekidna u tacki w = 0. Niz (X;) je stoga stacionaran, ergodican
niz sluéajnih veli¢ina. Na osnovu ergodicke teoreme tada vazi

= B
T X X1 =5 (1), T'—ro
t=0
kao i
Il ‘
(3.3.4) -~ Y XEH4(0), T— oo
=0

pri éemu je y(h) = Cov(Xy, X44) kovarijaciona funkcija niza (X;). Posled-
nje dve konvregencije daju

si, ¥(1)

Brll) = W = p(1), F'—s oo
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a odavde, na osnovu poznate osobine neprekidnosti skoro izvesne kover-
gencije (videti Serfling [53], str. 24), sledi konvergencija (3.3.2), tj. vazi
postojanost ocene be.

Pretpostavimo sada da je raspodela niza (£7) apsolutno-neprekidnog tipa
sa funkcijom raspodele F(z) = P {E% < z}. Na osnovu prethodno pokazane

konvergencije (3.3.2) i iste osobine neprekidnosti primenjene na funkciju
F~1(z) vazi

E—e=Fb)=F ) 250, T — o0
¢ime je dokaz teoreme zavrsen. O

Slede¢im tvrdenjem pokazademo asimptotsku normalnost datih ocena.

Teorema 3.3.2. Neka su b, i ¢ ocene nepoznatih parametara b, i ¢, respek-
tivno, pri cemu je raspodela niza (g;) simetricna u odnosu na nulu i vazi:

() E@) = [sdF() = Lo’
0
(i)  E(ep) =not
(i) E(e) = po°

gleje L=L{c) >0, n>0, ¢ >0 F(z) = P{E? <z} funkeija raspodele

za 7. Tada vazi

(3.3.5) VT (b — b)) 5 N(0,V1), T — o0

gde je Vi = (1+b.)?[1+bo(1+n+5L) —3b2]. Dodatno, u slucaju apsolutno-
neprekidne raspodele niza (g;) vazi

(3.3.6) VT (E—c¢) L N(0,Va), T— oo

gde je Vo = V1/f*(c), a f(z) = F'(x) funkcija gustine raspodele sluéajnih

veli¢ina 2.

Dokaz. Pokazujemo najpre asimptotsku normalnost ocene p,.. U tom cilju
uot¢imo najpre niz slucajnih velicina

Zt:XtXH-]a f=0,,T—1
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koji je 1-zavistan (u smislu Definicije 6.3.1, Fuller [25], str. 245). Na osnovu
uslova (iii) i osnovnih nejednakosti (Cauchy—Swartz—Minkowski) pokazuje se
da je
913 3\ 1/3 A 6 6\ 1/6 S
EB|zo+bo® < |(B|Z[") " +beo } < |(ElxB|Xen[?)  +beo
< (44:;5]/3 + bc)306 < oo.

Pritom, poslednja nejednakost dobija se ponovnom primenom nejednakosti
Minkovskog na Sesti moment zbira Xy = & + (—6;_1€¢—1), odakle dobijamo

B < (Bl + @) ]’ = @)%

Tada, na osnovu teoreme Hoeffding-Robbins-a, vazi

L e

—

[zt ;7(1)] 4, N(0,4), T— o0
t=0

5l-

gde je
A = Var(Z) + 2Cov(Z; Zeyr) = o [1 4+ be(1+n+5L) — 3b§].
Dalje, primenom skoro izvesne konvergencije (3.3.4) imamo
VT [py — p(1)] D N(0, Vo), T —ro0
gde je
Vo= A-v2(0) = [1 4+ be(1+n+5L) - 3b§] o (1 4 b2

Sada, koriste¢i teoremu o neprekidnosti konvergencije u raspodeli (Serfling
[53], str. 118) dobijamo, konaéno, konvergenciju (3.3.5), pri cemu smo ko-

ristili jednakost
dp(1)]”*
W= - Vo.
= |22 v
Na slican naéin pokazujemo i asimptotsku normalnost ocene ¢. Ukoliko
je raspodela slucajnih velicina (£¢) apsolutno-neprekidnog tipa, onda je, zbog

& =F1{3,),
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slu¢ajna velic¢ina ¢ neprekidna funkcija ocene b.. Primenivéi istu teoremu o
neprekidnosti konvergencije u raspodeli, kao i ¢injenicu

dobijamo konvergenciju (3.3.6). |

3.3.2 Ocena ¢

Prethodna tvrdenja ukazuju na kvalitet 1 "dobre” stohasticke osobine
ocena Bc ic. Ipak, moze se pokazati da Ec, sli¢no linearnim M A-serijama, nije
efikasna ocena za b. (asimptotska efikasnost ocene EC, opisana disperzijom
V1, u slu¢aju gausovskog Suma analizirana je na kraju ovog odeljka). U
cilju dobijanja efikasnijih ocene datih parametara izvr§icemo modifikaciju
poznatog Gauss-Newton-ovog metoda ocenjivanja parametara nelinearnih
funkcija, detaljno opisanom, na primer, u monografiji Fuller-a [25].

Najpre uoé¢imo da jednakost (3.2.12) mozemo napisati u obliku

gt = Xt + 041 €41, t=1...,T
ili, u funkcionalnom obliku,
et(X,0) = Xy + 0,1 601(X,0)

na osnovu kojeg ocenjujemo parametar b, € (0,1). Neka je sada be inicijalna
(ocenjena) vrednost datog parametra, dobijena prethodno opisanim postup-
kom, 6; = I(e?_, <¢) iep(X,0) =0. Na osnovu ovih ocenjenih vrednosti u

moguénosti smo da formiramo vrednosti za £,(X, #) iterativnim postupkom
e(X,0) = Xy + 01 e1-1(X, 0).
S druge strane, definis§imo niz slucajnih veli¢ina

Wy(X,0) = 0, Wy_1(X,6) + €1-1(X, 6)

i, u skladu sa prethodnom notacijom, ozna¢imo Wy(X,0) = Wi(X,0)| _

=0
Lako je uotiti da sluéajne velicine Wy(X,6) jesu F,_, adaptirane, za svako
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t=1,...,T, kao i nezavisne od & i 6. Na osnovu teoreme u Popovi¢ [46]
sledi da niz (W;(X,0)) jeste stacionaran, ergodican niz slucajnih veli¢ina.
Ovom nizu, postupkom opisanim u Lawrence i Lewis [35], mozemo pridruziti
tzv. rezidualni niz

Ry(X,0) = Wi(X,0) — b Wi_1(X,0), t=1,...,T

za koji se na jednostavan nacin pokazuje nekoreliranost. Poslednja jednakost
definiSe niz (Wy(X,0)) kao linearan AR proces sa §umom (R(X,0)), pa

standardnim regresionim postupkom mozemo formirati ocenu parametra b,
u obliku

. T-1 _ _ T-1 1=
(3.3.7) b = [Z Wis1(X,6) W,,(X,a)] ; [Z wf(x,a)] :
=0 t=0

Na isti natin kao ranije, na osnovu ocene b, moguée je odrediti odgo-
varajucu ocenu kritiéne vrednosti ¢ = ¢, kao resenje jednacine

(3.3.8) Pl <e}=bh,

po nepoznatoj c¢. Pokazujemo sada, kao i u prethodnom izlaganju, konzis-
tentnost ocena b, i é.

Teorema 3.3.3. Neka su b, i &, definisane kao u (3.3.7) i (3.3.8), ocene
nepoznatih parametara b, i ¢, respektivno. Tada vazi

Ako je, dodatno, raspodela niza (e7) aspolutno-neprekidnog tipa sa funkcijom
raspodele F(z) vaZi i

(3.3.10) DAL ey

Dokaz. Kako je, na osnovu (3.3.7) i definicije rezidualnog niza,

T-1 T—1 =]
(33.11)  be—b.= [Z Rey1(X,0) W,(x,é")] : [Z Wf(x,ﬁ)] ;
t=0 t=0

primenom ergodicke teoreme imamo skoro izvesnu konvergenciju

T-1

Y Bea(X,0) Wi(X,0) — 4, T—oo
t=0

1
&
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gde je A; = E[Rt.’.l (X,0) Wi(X, 9)] = (. Na slican nacin vazi skoro izvesna
konvergencija

‘i

1

(3.3.12) = W2(X,60) — B, T— o0
7

Il
=

pri ¢emu je By = Var [Wt(X,B)] = o%(1 — b.)"'. Primenom dobijenih
konvergencija na jednakost (3.3.11) dobijamo (3.3.9).

Drugi deo tvrdenja teoreme pokazuje sa na identican nac¢in kao u Teoremi
3.3.1. Naime, kako je é = F‘l(l;c) neprekidna funkcija postojane ocene by,
jednostavno se pokazuje da vazi (3.3.10). O

Na kraju ovog dela, narednim tvrdenjem pokazujemo asimptotsku nor-
malnost ocena b, i ¢.

Teorema 3.3.4. Neka su b = b, i ¢ ocene nepoznatih parametara b, i c,
respektivno, a raspodela niza (g¢) simetricna v odnosu na nulu i vazi:

(i) B0 )= [zdF(z) = Lo®
0
(i)  E(ef) =no
gde je L= L(c) >0, n >0 i F(z) funkcija raspodele za 2. Tada vazi
(3.3.13) VT (b —be) B N(0,V3), T — o0

gde je V3 = (1 —b,) [1 +6Lbe +nb.(1—b.)]. Ako je, dodatno, raspodela niza
(¢7) aspolutno-neprekidnog tipa onda vaZi

(3.3.14) VT (6-c) -5 N(0,Va), T— oo

gde je Vi = V3/f?(c), a f(z) = F'(z).
Dokaz. Na osnovu jednakosti (3.3.11) vazi razlaganje

o . T-2.Up_4
(3.3.15) VT (b, —b,) = o
gde je

T-—1 T-1
Ur-1= Y Ri1(X,0) Wy(X,0), Vroi=) W}X.0).
t=0 t=>0
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Kako niz (Uy) predstavlja martingal, primenom Billingsley-eve centralne
graniéne teoreme za martingale (videti Billingsley [4]), imamo

712, Ur 4 N(0,D1), T — oo,

gde je D, = Var [Rm(x,e) WX, br)] = o [1 + 6Lbe + nbe(1 — b)) (1 —
b.)~!. Tada, na osnovu skoro izvesne konvergencije (3.3.12) i jednakosti
(3.3.15), neposredno se dobija (3.3.13).

Najzad, dokaz konvergencije (3.3.14) potpuno je analogan kao u Teoremi
3.3.2: O

Na kraju ovog odeljka uoéimo jo§ par &injenica koje neposredno slede
na osnovu gore opisanog postupka ocenjivanja kriticne vrednosti ¢, kao i
pokazanih tvrdenja.

1. Na osnovu dobijenih ocena be i be, odnosno modelovanih vrednosti
§uma (£;) moze se ocenitii vrednost njihove disperzije o2. Klasi¢an postupak
ocenjivanja zasniva se, recimo, na uzorackoj disperziji

T (%
r 1 P e . 1 ,
5 = TE & (X,0) il 6% = :FE £1(X,0)
=1 t=1

gde su g (X, 9) i £,(X,6) modelovane vrednosti belog suma dobijene na os-
novu ocena b i b, respektivno. U sluéaju gausovnosti Suma (e;) ove ocene

AL I \hll
RELLRA I TN

P
- O e W W

il 4 1I4|‘ L‘ I I .l”.-‘llﬁ‘lllllilalur 1
i|||H lu‘ ;||:;|Lg\|i| LN AR !| I

o
e

Slika 3.1: Uporedne vrednosti belog Suma (slika levo) u odnosu na modelirane
vrednosti (desno).

identi¢ne su ocenama maksimalne verodostojnosti, kao $to je pokazano u
Stojanovié¢ i Popovié¢ [58]. Na jednostavan nacin tada se pokazuje posto-
janost i asimptotska normalnost ocena & i 6. Kao ilustraciju, na slici 3.1
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mozemo uoéiti "dobro” slaganje realizacija belog Suma (g;) sa standardnom
N(0,1) raspodelom, dobijenog Monte Carlo simulacijom (videti naredno
poglavlje), u odnosu na vrednosti modelovanog uma (5,_ (X, g)), generisanog
na osnovu ocene b,.

2. Vrednosti asimptotskih diperzija V| i V3 uobicajeno tumagimo kao
mere "rasipanja”’ ocena be i be, respektivno, od stvarne vrednosti parametra
b.. Posmatrane kao funkcije po b. € (0,1), vrednosti za V; i V3 mogu se
uporediti i time uotiti kvalitet posmatranih ocena.

T
v,
15 i

V3
|
%% 05 i

Slika 3.2: Uporedne vrednosti asimptotskih disperzija Ec e i § = B
Na slici 3.2 prikazani su grafikoni funkcija Vi = Vi(b.) i V3 = V3(be) u
slucéaju N'(0, 1) raspodele belog suma (£;). U ovom slu¢aju vazi
Va(be) < Vi(be), Y b. € (0,1),

tj. ocena b je (znatno) efikasnija od be, Eime se i opravdava njeno uvodenje.

3.3.3 Monte Carlo simulacija Split-MA (1) modela

U ovom delu izloziéemo neke praktiéne primene gore opisanog postupka
ocenjivanja kriticne vrednosti Split-MA(1) modela. Najpre smo, koristeci
Monte Carlo simulacije modela

.Xt=6t—6t_161_1, t=1,...,500
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pri éemu je 8, = I(e?_, < 1) i g

= £_; = 0, dobili odgovarajuée ocene
kritiéne vrednosti ¢ = 1, odnosno verovatnoce b, = P{Ef < 1}. Kao beli
sum uzet je prost slucajan uzorak iz populacije sa A'(0,1) raspodelom, pa
¢lanovi niza (£7) imaju x7 raspodelu, koja je i koris¢ena u odredivanju ocena
kriti¢ne vrednosti reakcije ¢ i ¢é. Prikaz ocenjenih vrednosti svih parametara
koji su opisani u prethodnom delu, na osnovu 25 nezavisnih Monte Carlo
simulacija, dat je zajedno sa njihovom prosecnom vredno$¢u u narednoj

tabeli:
Redni broj pr(1) be ¢ be @ 72 &2

1 -0,384 0,624 0,784 0,682 0,999 1,125 1,032

3, -0,370 0,587 0,669 0,655 0,893 1,231 1,105

3. -0,385 0,627 0,793 0,693 1,045 1,125 1,063

4, -0,418 0,717 1,153 0,714 1,138 1,143 1,115

5. -0,415 0,709 1,113 0,703 1,087 1,013 1,093

6. -0,399 0,664 0927 0616 0,757 1,130 0,956

7 -0411 0,697 1,062 0,640 0,840 1,136 1,147

g 0,418 0,719 1,160 0,706 1,101 1,082 1,036

9. -0,391 0,641 0,841 0,683 1,001 1,106 0,989

10. -0,382 0,618 0,765 0,649 0,870 1,167 1,169

11 -0,427 0,744 1,292 0,745 1,297 1,145 1,145

12. -0,380 0,612 0,745 0.646 0,859 1,159 1,004

13. 0,375 0,601 0,712 0,660 0,911 1295 1,058

14. -0371 0,589 0,675 0653 0,886 1,166 1,084

15, -0,409 0,692 1,039 0,700 1,073 0,946 0,950

16. -0,399 0,663 0,923 0,720 1,169 1,043 1,051

17: 20,3900 0,638 0,823 0,658 0,903 1,043 1,035

18. -0,397 0,658 0,001 0,680 0,989 1,148 1,077

19. -0,402 0,672 0957 0,680 0,990 0,990 0,984

20. -0,392 0,644 0,851 0,707 1,106 1,387 1,246

21. -0,423 0,732 1,228 0,742 1,280 1,216 1,304

22, -0,384 0,624 0,783 0,646 0,860 1,049 1,038

23. -0,388 0,633 0,814 0632 0810 1,165 1,130
24, 0,371 0,590 0,678 0,698 1,065 1,204 1,086

25. 0,416 0,711 1,124 0,678 0,982 1,081 1,002
Proseéne vrednosti: -0,396 0,656 0,921 0,679 1,000 1,132 1,076

Kao $to mozZemo uoéiti, u tabelu smo najpre uneli ocenjene vrednosti

empirijskog koeficijenta prve korelacije p..(1).

Njihova proseéna vrednost

-0,396 donekle se razlikuje od stvarne, teoretske vrednosti prve korelacije

koja u ovom slucaju iznosi

be

+ b

—0, 406.
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U narednim dvema kolonama prikazane su vrednosti ocena Bc i ¢ dobi-
Jene na osnovu koeficijenta proste linearne korelacije p,., formule (3.3.1) i
tabliénih vrednosti x? raspodele. Njihova proseéna vrednost je manja od
stvarnih vrednosti ovih parametara koje iznose, redom, b. = 0,682689....,
odnosno ¢ = 1.

Naravno, u slucaju Gauss-Newton-ovih ocena postoji bolje, izrazenije
slaganje ocena ova dva parametra. Realizovane vrednosti ocena b, i é u
ve¢ini slu¢ajeva znatno su blize stvarnim vrednostima parametara b, i c.
Tako je, recimo, proseéna vrednost ocene b, = 0, 679 bliza stvarnoj vrednosti
funkcije raspodele y3 raspodeljene sluéajne velicine, a prosecna vrednost za
¢ je jednaka stvarnoj vrednosti parametra ¢ = 1. Na slici 3.3 moZemo uoéiti
i stepen "rasejanja” ¢ i ¢ u odnosu na stvarnu vrednost parametra ¢. Kao §to
vidimo, realizacije ocena ¢ znatno su neujednacenije u odnosu na ocenjene
vrednosti ¢, koje ve¢ i na ovako malom uzorku pokazuju pravilnije ponasanje
i tendenciju ka normalnoj raspodeli.

Slika 3.3: Histogrami empirijskih raspodela ocena ¢ i ¢.

Najzad, u poslednjim dvema kolonama tabele prikazane su ocenjene
vrednosti disperzije o2, na osnovu modeliranih vrednosti belog §uma (&)
o kojima je bilo re¢i u prethodnom odeljku. Njihova proseéna vrednost je
veéa od stvarne vrednosti o> = 1 §to tumacimo dvoetapnim postupkom
ocenjivanja ovog parametra: najpre ocenjujemo b, i ¢, a zatim, na osnovu
njih, modeliranjem vrednosti za (e;) dobijamo ocenu disperzije. Naravno,
i ovde je proseéna vrednost ocene ¢ bliza stvarnoj vrednosti disperzije u

odnosu na ocenu 2.
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3.4 Primena Split-BREAK modela

Na kraju, kao ilustraciju prakti¢ne primene pragovnog STOPBREAK
procesa, pokazacemo da on moze biti adekvatan stohasticki model dinamike
vrednosti obima trgovanja akcijama na domacem trzistu hartija od vred-
nosti. Polazeéi od sliénih pretpostavki kao i Hafner [31], kao osnovni finan-
sijski niz posmatramo realizacije tzv. log-volumena

(3.4.1) gy =(S, - Hy), t=01,...,T

gde je S; cena akcija, a H, fizicki obim njihovog trgovanja* u momentu t.

Na osnovu dobijenih vrednosti niza (y;) najpre smo metodom uslovne
maksimalne verodostojnosti ocenili njegovu nepoznatu uslovnu disperziju
o2. Pri pretpostavci o gausovnosti suma (g;), koji ima istu disperziju, loga-
ritmovani oblik funkcije verodostojnosti glasi

T
4 1
L(y,,...,Yp;0°) :—51“(2'”0 —2—2 mt

odakle se dobija ocenjena vrednost disperzije
1 I e
1> ) = Y
t=1 =1

identiéna uzorackoj disperziji niza (g;). Na osnovu nje, u mogucénosti smo
da primenom jednakosti

Et = Yt — My
3.4.2 , e [N
(34.2) { my = my_1 + &1 1(e}_y > &)

generidemo odgovarajuce vrednosti kako za niz (g;), tako i za (m;). Pritom,
kao ocene kriti¢ne vrednosti reakcije uzimamo ocene ¢ opisane u prethodnom
delu. Najzad, kao poéetne vrednosti iterativnog postupka (3.4.2) uzecemo

mo = Yo =Yp, €o=¢€-1=0,

*Cena akcija iskazana je u dinarima, dok je obim njihovog trgovanja iskazan ukupnim
brojem akcija kojima se trgovalo tog dana. Kao susedni podaci uzeti su dani trgovanja
akcijama.
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gde smo sa Jp oznacili empirijsku srednju vrednost niza (y;).

Na ovaj nafin dobijaju se modelirane vrednosti nizova (m;) i (g;) na
osnovu kojih se formira odgovarajuci stohasticki model dinamike datog fi-
nansijskog niza. Pritom, osnovni empirijski nizovi su log-volumeni definisani
jednako§éu (3.4.1), na osnovu kojih se jednostavno odreduju vrednosti niza
prirastaja (X;), odnosno realizacije Split-MA(1) procesa o kome je bilo rei
u ranijem izlaganju. U narednoj tabeli prikazane su, za odgovarajuéa pre-
duzeca, najpre ocenjene vrednosti kriticne vrednosti reakcije Split-BREAK
procesa (€), a zatim srednje vrednosti i disperzije svih ranije opisanih ni-
zova: log-volumena (y;), martingalnih proseka (my;), Split-MA(1) procesa
(X;), kao i belog suma (&;):

Log-volumeni Mar. proseci Split-MA(1) Beli 3um

o

Firme

Mean Var Mean Var Mean Var Mean Var

ALFA PLAM 0.753 15320 1.505 15.354 1.457 -0.011 2.460 -0.034 2510
Vranje

DIN 3.292 14.485 4.998 14.628 6.071 0.003 4.116 -0.143  5.016
Nis

HEMOFARM 0.836 15.250 0.814 15.310 0.694 0.030 1.741 -0.042 1.576
Vrsac

METALAC 5.223 13.665 2.788 13.798 2.731 0.001 4.002 -0.133 4.376
G. Milanovac

T. MARKOVIC  0.965 13.816 2.295 13.830 1.977 -0.016 2.442 0.026  3.982
Kikinda

SUNCE 3.132 12,748 2.282 12.730 2.151 -0.024 1.978 -0.005 2.052
Sombor

Detaljnijom analizom dobijenih serija, odnosno uporedivanjem empiri-
jskih vrednosti njihovih parametara, uocava se zanimiljiva veza koja se moze
objasniti prethodnim teoretskim rezultatima. Naime, empirijska srednja
vrednost log-volumena je "bliska” srednjoj vrednosti martingalnih proseka,
ito je u skladu sa jednakostima (3.2.3) i (3.2.4).

Dobro slaganje ova dva niza moze se uotiti na slici 3.4 gde su, uporedo
sa empirijskim vrednostima log-volumena, date i modelirane vrednosti mar-
tingalnih proseka. Dobijene realizacije ovih nizova jasno ukazuju na njihovu
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naglasenu, visoku korelaciju, u skladu sa samom definicijom STOPBREAK
procesa, odnosno jednakoscu (3.1.1). Ovim se i opravdava izbor pragovnog
STOPBREAK procesa kao odgovarajuceg stohastickog modela.

ALFA PLAM, Vranje

25 DIN, Nis

B log-vohimes B Log-vobires
OMatmgales means Tine OMartmgaks means Tore
0 HEMOFARM. Vriac Fi] METALAC, G. Milanovac

B Iog-vohames B [og-vohumes

O Matingaks means Time O Martingaks means

Tine

20 T. MARKOVIC, Kikinda 30 SUNCE, Sombor

H Joz-vobimes

O Marting ales means Time O Matmgaks neans Thoe

Slika 3.4: Uporedni grafikoni realizacija log-volumena i modeliranih podataka (mar-
tingalnih proseka).

S druge strane, slaganje belog Suma (g;) sa prirastajima (X;) prikazano
je na slici 3.5. Visok stepen korelacije ova dva niza moze se i teoretski
objasniti, na nacin na koji je to u¢injeno u odeljku 3.2.2. Naime, ukoliko
u nekom vremenskom trenutku niz (X;) ima naglasenu fluktuaciju, on u
narednom trenutku postaje jednak sumu (g;). Jasno je da ée jednakost u
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realizacijama ova dva biti utoliko veéa ukoliko, pored naglasenih fluktuacija
niza (X;), i kriti¢na vrednost reakcije ¢ bude relativno mala. Takav je slucaj,
recimo, sa ocenjenom vrednoséu ovog parametra koji odgovara preduzeé¢ima
ALFA iz Vranja, HEMOFARM iz Vrica ili TOZA MARKOVIC iz Kikinde.

ALFA PLAM, Vranje

G O W e
& & b o ®w = o

WSpht-MA(1) BSpi-MA(L)
OWhite rowse Tine OWhite moise Time

WSpht-MA(1) WSplt-MA(L)
O'Whte roise Thee O White nose Tome

T. MARKOVIC, Kikinda

FI SO T

WSplt.MA() i WS pke MA(L)
OWiite none Taee O'White roise Taze

Slika 3.5: Uporedni grafikoni realizacija Split-MA(1) procesa i modeliranih po-
dataka (belog suma)

Male vrednosti parametra ¢ ukazuju, dakle, na moguéu hipotezu o tome
da je stvarna vrednost ovog parametra ¢ = 0, kada se niz prirastaja (X;) n
potpunosti izjednacava sa Sumom (g;). Osnovni niz (y;) tada predstavlja niz
sa nezavisnim priratajima i celokupna statisticka analiza njegove dinamike
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dobija na jednostavnosti. Naravno, u slu¢aju realizacija ovih nizova koje su
veceg obima, testiranje nulte hipoteze

Hp:c=0 (odnosno b. =0)

moguce je, na osnovu ranije pokazanih asimptotskih osobina ocena ¢ i ¢,
izvrsiti standardnim, poznatim testovima zasnovanim na normalnoj raspodeli.

3.5 Opsti model Split-BREAK procesa

Pragovni STOPBREAK proces, kao i njemu odgovarajuéi Split-MA pro-
ces koje smo dosad razmatrali, mogu se interpretirati kao najjednostavniji
slucajevi opstijeg stohastickog modela. Opsti oblik STOBREAK procesa
dali su, u svom radu, Engle i Smith defini$uéi ga izrazom

AL)B(L)yr = g1 A(L) ey + (1 —q-1)B(L) &g, t=1,...,T

gde je A(L) =1 — zp: a;L7, B(L)=1- i BiL¥, a L tav. operator pomer-
=1 k=1

aja.’ Ovaj model, ;a A(L)=11i B(L) =1 — L daje osnovni STOPBREAK

proces o kome je bilo ranije reci.

Medutim, ¢ini se da ovakva formulacija op§teg STOPBREAK procesa
jeste neadekvatna u nasem sluc¢aju, kada niz (¢;) predstavlja indikator suma,
definisan jednakos¢u (3.2.1). Razlog tome lezi u ¢injenici da gore navedeni
model Engle-a i Smith-a, u svojoj formulaciji, sadrzi samo one realizacije
niza (¢;) koje su dobijene u "neposredno prethodnom” vremenskom trenutku
t—1. Na ta] nacin, cak i u ovako opstem obliku, nas pragovni STOPBREAK
proces funkcionisao bi opet u (samo) dva razlicita rezima koje, koriste¢i
oznake i pretpostavke iz prethodnog dela, mozemo opisati na slede¢i nacin

A(L)ys, g1 =0 (s.v. be)
Et =
B(L)yt, -1 =1 (s.v. ac).

U oba gore navedena slucaja niz (y;) predstavlja standardni linearni autore-
gresivni niz, pa gornja jednakost definiSe poznati pragouvni autoregresivni

*Po definiciji je Ly = y_1,..., Ly = L"'*l(Ly,) =1k, 1td.
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model (TAR model) uveden od strane Tong-a [63] i detaljno proucen, re-
cimo, u radovima Chan-a [13], Hansen-a [29] i ostalih brojnih autora.

Iz ovih razloga mi ¢emo, u daljem izlaganju, dati donekle drugacije
uopstenje STOPBREAK procesa koje, kao §to éemo videti, predstavlja opsti-
ji oblik od gore opisanog. On u sebi sadrzi, pored osnovnog, ranije defini-
sanog Split-BREAK procesa, jo§ niz drugih poznatih stohastickih modela
koji se mogu posmatrati kao njegovi posebni specijalni oblici.

3.5.1 Definicija i osnovne osobine

Opéti oblik pragovnog STOPBREAK procesa zadajemo formalno, slede-
¢om definicijom.

Definicija 3.5.1. Neka je L operator pomeraja, (¢;) indikator Suma defini-
m ) n . P

sansa (3.2.1), A(L) =1-Y oy L', B(L) = 1-Y B;L7iC(L) = 1- ) %Lk
i=1 j=1 k=1

Izraz

(3.5.1) A(L)yr = B(L)qer + C(L)(1 — @)ee, tEZ

predstavlja opsti model pragovnog STOBREAK procesa (y:). Niz

Xy = A(L)y
nazivamo opsti pragovni MA proces. /A

Na osnovu ove definicije jasno je da za A(L) =C(L)=1—-L, B(L) =1
stohasticki model (3.5.1) daje prethodni, osnovni oblik pragovnog STO-
BREAK procesa koji smo izugavali ranije. Stavise, ovako uopsten model
STOPBREAK procesa sadrzi, kao posebne oblike, i niz drugih poznatih
modela. Navedimo neke od njih:

ALL) =B(L) =C{L)=1: y = £¢ (Beli dum)
AL)=1,B(L)=C(L) #1: y = B(L)e;, (MA model)

A(L) £ 1,B(L)=C(L)=1: A(L)y =& (AR model).
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U daljem radu pretpostavi¢emo da vazi A(L) = C(L) # 1i B(L) =
Tada model (3.5.1) mozemo napisati u obliku

el
(3.5.2) Y — Zaj Yt—j = €4 — Zaj 05 Et—js teZ

gde je, kao i ranije, §; = 1 — ¢, = I(e?; < ¢). Lako je uoditi da je
ovakva reprezentacija STOPBREAK procesa sli¢na opstem modelu linearnih
ARMA serija, s tom razlikom §to se unutar nje nalaze odgovarajuéi indika-
tori Suma (&;). Oni ukazuju na to da li je neposredno prethodna realizacija
Suma dovoljno statisticki znacajna da bi se nasla unutar modela (3.5.2), na
osnovu kojeg se izratunava naredna realizacija niza (y;). Pojava ovakvih
"povremenih” élanova dovodi do promena u samoj ARMA strukturi modela
(3.5.2), ¢ime se dosta otezava i postupak ispitivanja njegovih stohastickih os-
obina. Ipak, pokusa¢emo da slede¢im tvrdenjem definiSemo, sli¢no linearnim
vremenskim serijama, potrebne i dovoljne uslove stacionarnosti navedenog
modela.

Teorema 3.5.1. Niz (y;) definisan rekurentnom relacijom (3.5.2) jeste sta-
cionaran (u slabom smislu) akko koreni Aj, 7 = 1,...,p karakteristicnog
polinoma

p 5
_ Ap—]
E ;A
j=1

p
zadovoljavaju uslov |A;| < 1, j = 1,...,p ili, ekvivalentno, ) a; < 1.

J_.
Tada je E(y:) = 0, dok kovarijaciona funkcija v, (h) = E(yt+nyt), h >0
zadovoljava diferencnu jednacinu

_ . g2, h=0
(3.5.3) jz_:la [zyy (h—j *S{juh)](_]—h>0)] _{ 5. B

gde je s(h), h > 0 resenje diferencne jednacine

s(h—4)=0, hzp

0 M'd

ol

sa poéetnim uslovima s(0) = b.a?, s(k) = Z stk—74), k=1,. —1.
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Dokaz. Defini§imo najpre nizove slucajnih veli¢ina
U=y — Oer, Vi = qien, teZ.

Na osnovu jednakosti (3.5.2) tada vazi

P
U=> ol +V

j=1
tj. (Up) predstavlja linearni, autoregresivni niz slu¢ajnih veli¢ina sa Sumom
(V;). Primenom poznatih osobina AR modela (videti, recimo, Fuller [25]),
zakljuéujemo da niz (U;) jeste stacionaran (u slabom smislu) sa srednjom
vrednoséu E(U;) = 0 i kovarijacionom funkcijom 7, (h), h > 0 koja zado-
voljava rekurentnu jednacinu

2

p
: as0°, h=10
(3-5'4) '7U(h') = ;aj 'YU(h -J)= { 0, h#0

akko koreni karakteristicnog polinoma P()) zadovoljavaju uslove navedene
u teoremi. Kako je, sada,

E(y) = E(Up) + E(bter) = 0,

kao 1
Yy (B) = 7y (h) + s(R) + beaI(h = 0),

gde je s(h) = E(0;_pe;_n Up), h > 0, zamenom poslednje jednakosti u (3.5.4)
dobija se relacija (3.5.3) i teorema je dokazana u potpunosti. (]

Pokazana teorema, odnosno sli¢nost, ali i razlika kovarijacionih funkcija
(3.5.3) i (3.5.4), dobro ilustruje ¢injenicu o tome u kojoj je meri stacionaran
STOBREAK proces (y;) srodan odgovaraju¢em linearnom modelu. S druge
strane, jednakost (3.5.2) omoguéava da, sli¢cno definiciji osnovnog STOP-
BRAK procesa, niz (y¢) prikazemo u obliku aditivnog razlaganja

Ye=m + &
gde je
P

;i (y1—j — Or-—jer—5) = Y i (mu—j + ar—jer5)
g=1

(3.5.5) my =

M-

<
1]
—



Opsti model Split-BREAK procesa 97

poznati niz martingalnih proseka. Jasno je da ova jednakost predstavlja
opsti slu¢aj jednakosti (3.1.2), koja se, na osnovu nje, dobija za p = a; = 1.
U ovako opstem obliku, osnovne osobine niza (m;), pre svih stacionarnost,
mozemo opisati narednim tvrdenjem.

Teorema 3.5.2. Niz martingalnih proseka (my) jeste stacionaran (u slabom

smislu) akko koreni X\;, j =1,...,p karakteristicnog polinoma

P
P) =X = a;ar?
J=1

]
zadovoljavaju uslov |X;| < 1, j = 1,...,p ili, ekvivalentno, ) o; < 1.
i=1
Tada je E(my) = 0, dok kovarijaciona funkcija vy, (h) niza (my) zadovoljava
diferencnu jednacinu
(356)  Yu(h) =D ay[vah =) +3G —h=1DIG—h-120)],
j=1

gde je 5(h), h > 0 resenje diferencne jednacine
P
3(h) =Y a;j3(h—j)=0, h>p
i=l1

k
sa poéetnim uslovima 3(0) = aya.0?, 3(k) = 3 o, 3(k—j)+ari1a.0%, k=
=1
Viszesi= s

Dokaz. Na slican nacin kao i u prethodnom dokazu, uvodimo nizove
M = my + qer, Vi = qiey, t € Z.
Tada, na osnovu jednakosti (3.5.5) imamo
p
M, = Z ;M +V;
§=1

i ceo postupak analogan je dokazu teoreme 4.1. O
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3.5.2 Analiza prirastaja. Opsti model Split-MA procesa

U ovom delu opisa¢emo detaljnije stohasticku stukturu niza prirastaja
P
(3.5.7) Xt=yt— Y @y, t€LZ
J=1

koji, na osnovu definicije 3.5.1 i ostalih pretpostavki datih u prethodnom
odeljku, mozemo napisati i u obliku rekurentne relacije

4
(3.5.8) Xi=e— Y ;0 _jej, teZ
j=1

Ovakav zapis niza (X;) ukazuje na njegovu viserezimsku strukturu, koja
zavisi od realizacija Sumovnog indikatora (6,), ali i sugeriSe na "bliskost”
ovog modela sa standardnim linearnim modelima pokretnih proseka. Stoga,
niz (X;) opisan modelom (3.5.8) uobicajeno zovemo wuopsteni pragovni MA
proces (reda p) ili, krace, Split-MA(p) proces. Naravno, sasvim je jasno
da on predstavlja uopstenje odgovarajuéeg Split-MA (1) modela opisanog u
ranijem izlaganju, pa se u ispitivanju osnovnih osobina niza (X;) koristimo
manje-viSe identicnim metodama kao u poglavlju 3.3. Tako se, recimo, jed-
nostavnim preracunavanjima moze pokazati sledece tvrdenje.

Teorema 3.5.3. Niz (Xy), definisan jednakoséu (3.5.8), jeste stacionaran,
sa matematickim ockivanjem E(X,;) = 0 i kovarijacionom funkcijom Ve ll) =
E(XtXi4n), h >0 koja je oblika

; g,
02(14-?)6]2_:1&12), h=0
[t = , P-—h
(309) Tx (h) 0,2 b(,( Z o Cjpp — ah)a 1< h S P
i=1
0, h>p
Dokaz. Elementaran. O

Sliéno kao i uslucaju Split-MA (1) modela, moze se i ovde, pod odredenim
uslovima, pokazati invertibilnost niza (X;). U narednoj teoremi opisacemo
potrebne i dovoljne uslove egzistencije ove osobine.
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Teorema 3.5.4. Niz (X,), definisan jednakoséu (3.5.8), jeste invertibilan
akko koreni rj, j =1,...,p karakteristicnog polinoma

ol
Q) =X —b. > ;AP
7=l

P

zadovoljavaju uslov |rj| < 1, j = 1,...,p ili, ekvivalentno, b. ) a; < 1.
J=1
Tada vazi
o<
(3.5.10) er=) wp(t) Xk, tEZ
k=0

gde je (wk(t)) re§enje stohasticke diferencne jednacine
P
(3.5.11) we(t) =0k Y _ajwpj(t), k=p, teZ
j=1

sa pocetnim uslovima
k
wo(t) =1,  wi(t) =0 ajwpj(t), 1<k<p-1
j=1

Pritom, gore navedena reprezentacija (3.5.10) je skoro izvesno jedinstvena,
a red konvergira u skoro izvesnom i srednje-kvadratnom smaislu.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti postupak slican dokazivanju uslova sta-
cionarnosti modela uslovne heterogenosti®. Ako, za proizvoljno t € Z,
uvedemo vektore-matrice

! !
V:=(Et Bgj =4 Ef.—p-i—l)s th(Xt g v 0)
a1y a0y - ap 1O pi2 0pbipia \
1 0 0 0
Ay = 0 i 0 0

\ o B s 1 o )

5Videti, na primer, teoreme 2.1.1 1 2.3.1
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onda model (3.5.8) mozemo napisati u obliku stohasticke diferencne jednacine
I reda

(3512) Vi=A_1Vi_1 + X4, t e Z.

Daljim razvojem ove jednacine po k = 1,2,... dobijamo

V=X + i (At—l winie Af.-—_;)xt—j 4 (ﬁAt—j)vt—k—l-
e =1

Odavde se pokazuje (videti Francq et al. [21]) da je egzistencija skoro izvesno
jedinstvenog, stacionarnog resenja jednacine (3.5.12), oblika

o0
(3.5.13) Vi =X; + Z (At—l "'At—k)xt—ka t€Z
k=1

ekvivalentna konvergenciji

k+1 ‘
[[Ai =50, k— oo,
j=1

odnosno ¢injenici da su sopstvene vrednosti matrice
( arbe oapbe -+ ap_1be opbe \

1 0 - 0 0
A=E(Ay) =

L o @ e 1 B

po modulu manje od 1. No, kako je
det (A — M) = (—1)? Q(N)

to su, u stvari, sopstvene vrednosti r;, 1 = 1,...,p nule karakteristicnog
polinoma Q(A), pa je uslov |rj| < 1, j 1,...,p potreban i dovoljan
za skoro izvesnu jedinstvenost reprezentacije (3.5.13), kao i skoro izvesnu
konvergenciju odogovarajuceg reda. Na slican nacin moze se pokazati da
su navedeni uslovi ekvivalentni i za srednje-kvadratnu konvergenciju reda
u (3.5.13), odakle se jednostavnim preracunavanjem dobijaju jednakosti
(3.5.10) 1 (3:5.11). O
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Na osnovu pokazanog tvrdenja jasno je da prisustvo §umovnih indika-
tora (6;) unutar reprezentacije (3.5.8) omoguéava da postavljeni uslovi in-
vertibilnosti budu slabiji od odgovarajué¢ih uslova koji su se odnosili na sta-
cionarnost nizova (y:) i (m;). Na taj nacin, ¢ak i nestacionarne vremenske
serije (y¢) 1 (my) mogu formirati invertibilan Split-MA proces koji je uvek
stacionaran. Ovakva situacija posebno je zanimljiva u grani¢nom slucaju,
kod tzv. integrisanih (normiranih) vremenskih serija, za koje je

(3.5.14) ¥ o=l

Ukoliko je vrednost parametra b, netrivijalna, tj. b. € (0,1), onda ¢e niz
(X¢) biti invertibilan, iako su tada (y) i (m;) nestacionarne vremenske se-
rije.” Takav slu¢aj smo, naravno, imali kod Split-MA (1) modela, za koji smo
pretpostavili da je p = oy = 1. U daljem izlaganju pretpostavi¢emo upravo
da je normiranost Split-BREAK i Split-MA modela uvek zadovoljena, jer ¢e
ona biti od dvojakog znacaja u daljim ispitivanjima.

S jedne strane, uslov (3.5.14), koji definie nizove (y;) i (m;) kao nesta-
cionarne, omogucava nam, za razliku od stacionarnih slu¢ajeva, da srednja
vrednost ova dva niza moze biti razlicita od nule. Ovo je posebno vazno
u primenama, jer ¢emo, kao i u sluéaju prethodnog, STOPBREAK mo-
dela reda p = 1, kao osnovni finansijski niz posmatrati (opet) log-volumene,
odnosno logaritme ukupnih vrednosti trgovanja hartijama od vrednosti na
Beogradskoj berzi.

Drugi razlog uvodenja uslova normiranosti lezi u pojednostavljenju samog
postupka ocenjivanja nepoznatih parametara pragovnog STOPBREAK mo-
dela. Kako nizovi () i (X;), u opstem slucaju, zavise ne samo od koefi-
cijenata aji,...,qp, ve¢ i od nivoa kritiéne vrednosti reakcije ¢ > 0, to ce
pretpostavka (3.5.14) biti dodatna "funkcionalna” veza nepoznatih para-
metara koja é¢e omoguéiti njihovo jednoznacno odredivanje. O ovakvoj ideji
i samom postupku ocenjivanja normiranih STOPBREAK modela govorimo
veé u narednom odeljku.

"Trivijalni sluéajevi b, € {0,1} nisu posebno zanimljivi. Ako je b. = 0, onda se niz
(X¢) svodi na beli 5um (£;), a za b, = 1 postaje obi¢na linearna MA vremenska serija.
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3.5.3 Ocene parametara

Sam postupak ocenjivanja nepoznatih parametara oy, ..., a,, ¢ pragov-
nog STOPBREAK modela razmatramo, kao i ranije, na osnovu realizacija
stacionarnog Split-MA (p) procesa (X;). U tu svrhu, pretpostavimo da je

Xl""‘)(T

deo jedne realizacije ove vremenske serije za koju ¢emo, slicno kao u poglavlju
3.3, definisati dve vrste ocena.

Najpre, izjednacavanjem kovarijacione funkcije v, (h), h = 0,....p,
definisane jednakos¢u (3.5.9), sa njenom empirijskom vrednoséu

T=h

. 1

Ix(h) = 75— Y XeXpin, h=0,...,p
=1

dobijamo tzv. inicijalne ocene nepoznatih parametara. Ove ocene oznac¢imo
sa @,...,0p, odnosno, u sluéaju kriticne vrednosti, sa ¢. Kako one pred-
stavljaju neprekidne funkcije ocena %, (h), moze se, na slican nacin kao i
u sluéaju Split-MA(1) procesa, pokazati njihova postojanost i asimptotska
normalnost. Ipak, naSa paznja bice (opet) posvecena tzv. regresionim oce-

nama @y, ... Gy, ¢ zasnovanim na regresiji niza
p
(3.5.15) W, = E ajgt—j-HI’Vt—J"‘E!—la teZ
j=1

u odnosu na njegove prethodne, realizovane vrednosti. U tom cilju, pokaza-
¢emo najpre da su potrebni i dovoljni uslovi stacionarnosti niza (W;) ekviva-
lentni odgovaraju¢im uslovima invertibilnosti niza (X;), opisanim u teoremi
3.5.4.

Teorema 3.5.5. Niz (W;), definisan jednakoscu (3.5.15), jeste stacionaran,
ergodi¢an niz sluéajnih velicina akko koreni rj, j = 1,...,p karakteristicnog

polinoma
P
Q) =N — b Y A
=
. . p
zadovoljavaju uslov |rj| <1, j =1,...,p ili, ekvivalentno, b. 3 a; < 1.
j=1
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Dokaz. Uvodenjem vektora-matrica

! !
Wt=(W£ Wi - Wt—p+l)1 EtI(Ez 0o --- 0)
(16 a6y - ap-10tpi2 pb_pia \
1 0 0 0
]| @ 01 0 0

X & 0 - 1 0o )

jednakost (3.5.15) mozZemo napisati u obliku diferencne jednacine
(3516) W! - AtW£,1 + Etfl, t E Z

Odavde se, potpuno analogno kao u teoremi 3.5.4, pokazuje da jednacina
(3.5.16) ima strogo stacionarno, skoro izvesno jedinstveno i ergodi¢no resenje

o0
(3.5.17) W,=E 1+ ) (At - At_kH) Bipy, LEZ
k=1

akko su sopstvene vrednosti matrice

{ o b, agbe - Qp—1 be ap be \
1 o .- 0 0
A=EA) =
\ 0 0 - 1 0 )
po modulu manje od 1, tj. vazi uslov |r;| <1, j=1,...,p. I3l

Definisimo, sada, rezidualni niz

p
(3.5.18) Re=W,-) ajWr;, teZ
j=1
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pri ¢emu smo oznaéili a; = beaj, j = 1,...,p. Na jednostavan nacin se
pokazuje da je (R;) nekoreliran niz slucajnih veli¢ina, pa poslednja jednakost
definise niz (Wf) kao linearan autoregresivni proces reda p, sa Sumom (R.t).

Tada, standardnim regresionim postupkom mozemo dobiti ocenu

a, = (a1,...,ap)"

parametra a = (a,...,a,)’, u obliku jednakosti

(3.5.19) i, =W-.b,,
gde je
[~ w2 O ‘4
2, Wiy >, WiaWis T Wg]_Wt‘p\
t=p+1 t=p+1 t=p+1
T iy g
w > WeaWee Y Wi, S WiaWip
g = | E=pFl t=p+1 t=p+1
5 T r
> WiaWipy Y WiaWiy > W,
t=p+1 =p+1 t=p+1 /
T T T !
b, = Y, WiWi 3> WiWi_ Y, WiWi_, .
t=p+1 t=p+1 t=p+1

Na osnovu dobijene ocene a,., ocene nepoznatih parametara Split-BRE-
AK procesa, pri uslovu normiranosti (3.5.14), mogu se izraziti u obliku jed-

nakosti
. P
be = ). a;
(3.5.20) =1
-~ J -
Qs = =, ] = 1, i
3 b, J P

Sada smo u moguénosti da pokazemo asimptotska svojstva dobijenih

ocena. U tu svrhu, uo¢imo najpre skup

P
A:{a:(al,...,a;ﬂ)'ER”‘ZaJw(l}

j=1
koji, otito, predstavlja skup svih vrednosti parametra a za koje je ispunjen
uslov invertibilnosti Split-MA niza (X)), odnosno za koje vazi stacionarnost
niza (W;). Pri navedenim pretpostavkama vazi sledece tvrdenje.
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Teorema 3.5.6. Neka je, za neko Ty > 0 i svako T > Ty, ispunjen uslov

a, € A. Tada je a, strogo postojana i asimptotski normalna ocena parame-
tra a € RP.

Dokaz. Uoéimo najpre da na osnovu jednakosti (3.5.19) vazi

2 1 —=1 |
(3.5.21) 4, —a= (T——pWT) -(T_prT),
gde je
d /s T !
rp = ( > RiWiy Y RWy; o -- > RiWi, ) .
t=p+1 t=p+1 t=p+1

Na osnovu ergodiénosti niza (W;), koja vazi na skupu A, sledi i ergodi¢nost
rezidualnog niza (R;). Tada, pri uslovima navedenim u teoremi, primenom
ergodicke teoreme imamo

1
T——p WT i) D, T — o0,
!
gde je D = E(gtg;), gt = ( Wi1 -+ Wiy ) i moment-matrica D ne

zavisi od t € Z, za sve a iz skupa stacionarnosti A. Na osnovu ergodicke
teoreme takode vazi konvergencija

sk
— 7, —+ 0, T — oo,
T—p 7

pa ove dve konvergencije, primenjene na jednakost (3.5.21), daju
(3.5.22) 6, —alB0, T—oe

¢ime je pokazana stroga postojanost ocene a,.
Primetimo dalje da razlaganje (3.5.21) mozemo napisati u obliku jed-
nakosti

(3.5.23) T~p(éT—a):(§;1_—pWT)“1.( N |

Kako za proizvoljno ¢ = (¢1 -+ ¢p)" € RP niz

i P
BT == Z R;(chwtj)

t=p+1 J=1
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predstavlja martingal, primenom centralne grani¢ne teoreme za martingale
(Billingsley [4]), imamo

1 ' d !
———c'r,. — N(0,c'Ac
T N0l
gde je A = E(uguy), ug = Ry (Wy—y -+~ Wt_p)' i A ne zavisi od ¢, za sve a €
A. Koristeéi, sada, ovu konvergenciju i Cramer-Wald-ovu dekompoziciju,

dobijamo
1

ST 45 N(0,A).
Najzad, kako smo pokazali da vazi
(T-p) W;' 25 D71, T oo,
dobijamo, na osnovu jednakosti (3.5.23) i poslednje dve konvergencije,
(3.5.24) \/i'Tp(é\T —a) A, N(O,D'ADTY), T oo
¢ime je teorema dokazana u potpunosti. a

Na osnovu pokazanih osobina ocene &, zaklju¢ujemo da ¢e i ocene "pravih”

parametara ai,...,qp,, ¢ posedovati slicna svojstva, koja ¢emo formulisati
narednim tvrdenjem.

Teorema 3.5.7. Neka je 19T = {diy, =+ 1&,,,!36) ocena nepoznatog parame-
tra 9 = (ay,- - ,ap, b)) € RPTL, dobijena na osnovu ocene &, i jednakosti
(3.5.20). Ukoliko je, za neko Ty > 0 i svako T' > Ty ispunjen uslov

P
6y <l
J=1

onda je "9-1" strogo postojana i asimptotski normalna ocena parametra 9.

Dokaz. Na osnovu konvergencije (3.5.22) i osobine neprekidnosti skoro izvesne
konvergencije (Serfling [53], str. 24) ocito vazi

d.—950, T oo

Uotimo, sada, da za proizvoljno a = (ay,...,ap)" € RP, izraz (3.5.20)
definige preslikavanje g : R? — RPF! jednakoséu

r=g@=(a(Ea) o w(Za) L)

3:1 j:l
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Tada, primenivsi konvergenciju (3.5.24) i teoremu o neprekidnosti asimp-
totski normalno raspodeljenih vektora (Serflling [53], str. 122) imamo

VT =p(d,-9) L NOV), T

gde je V=GD'AD"'G'i G = (d“(’;f))

a=a

3.5.4 Monte Carlo simulacija. Primena modela

Kao i u sluéaju Split-MA(1) procesa, u mogucnosti smo da gore navedeni
postupak ocenjivanja nepoznatih parametara primenimo i u nekim konkret-
nim situacijama. Najpre ¢emo izloziti neke od rezultata dobijenih ocenji-
vanjem Split-MA(2) niza

(3:5.25) X =g —a1bi_181_1 —aa by 9642, 1 R

pri ¢emu je, uobicajeno, 6; = I(e7_, < ¢), a (/) niz nezavisnih slucajnih
velicina sa A(0,1) raspodelom. U tu svrhu, koristili smo 45 nezavisnih
Monte Carlo simulacija ovog niza obima 7' = 500, sa vrednostima parame-
tara o = 0,6, as = 0,4 i ¢ = 1. Na osnovu &injenica iz prethodnog odeljka,
sam postupak ocenjivanja zasnovan je na formiranju dveju vrsta ocena.

Najpre smo, izjednacavanjem korelacione funkcije v, (h) gore navedenog
modela sa njegovom empirijskom korelacijom 4, (h), dobili ocene:

~ A (1) = /72 (1) + 44, (1) 3 (2)

= = 29 (2) !
) 25, (D) + A (1) + /A2 (1) + 45, (1) 4 (2)
"3 = L= 29, (2)
B = = Vx (2)
‘ Ay (2)(&2 + a3) + do A, (0)
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Slika 3.6: Histogrami empirijske raspodele ocenjenih vrednosti parametara Split-
MA(2) modela (a; = 0,6, a; = 0,4, ¢ =1).

S druge strane, koriste¢i &, &2 i ¢ kao inicijalne ocene za generisanje
nizova

(X, 0,d) = Xy + @10, 160-1 (X, 0, &) + @20, 161-2(X, 6,&)
gt == I(E?_I(Xaa;a) < E)

Wi(X,0,d) = @10, W_1(X, 0, &) + G201 Wi_a + e1-1(X, 6, &)

gde je t = 1,...,500 i, recimo, g9 = -1 = 0, mogu se, primenom jed-
nakosti (3.5.19) i (3.5.20), dobiti regresione ocene é;, Gg, ¢ odgovarajuéih
parametara Split-MA(2) modela. Histogrami empirijskih raspodela dobi-
jenih ocena prikazane su na slici 3.6 gde su, takode, date i prose¢ne vrednosti
ocenjenih parametara za obe vrste ocena.
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Na samom kraju naseg izlaganja o uopstenom modelu Split-BREAK
procesa izlazemo i neke od moguénosti njegove prakti¢ne primene u mode-
liranju dinamike finansijskih nizova. Preciznije re¢eno, posmatracemo Split-
MA(2) model, opisan jednakoséu (3.5.25), kao stohasticki model dinamike
kretanja ukupne vrednosti trgovanja hartijama od vrednosti na domacem
trzistu hartija od vrednosti, na osnovu zvaniénih podataka Beogradske berze.
U tu svrhu, sliéno kao i ranije, ozna¢imo sa S; cenu akcija, a sa H; ukupnu
vrednost njihovog trgovanja u datom vremenskom trenutku ¢ = 1,
Kao osnovni finansijski niz posmatramo, ponovo, realizacije log-volumena

yr = log(Sy - Hy), t =1 /T

odakle se, naravno, dobija niz prirastaja X; =y —yi—1, (Xo =0).

Ako, sada, pretpostavimo da je niz (X;) potéinjen Split-MA(2) modelu
(3.5.25), moZemo, na identican nacin kao §to je ucinjeno i prilikom Monte
Carlo simulacija ovog niza, oceniti njegove parametre, ocenama &, az €
ili &y, dig, é. Na osnovu empirijske analize konkretnih, realnih podataka, u
narednoj tabeli prikazali smo ocenjene vrednosti navedenih parametara za
neka preduzeéa ¢ijim je akcijama trgovano na berzi, a imala su dinamiku
koja, po svojoj strukturi, odgovara pragovnom STOPBREAK modelu:

Parametri
Firme

oy (x2 ¢ 31 o &

ALFA PLAM (6398 10,3602 2,628 0,6904 0,3096 3,331
Vranje

DIN 0,7151 0,2849 1,393 0,8155 0,1845 1,202
Nis

T. MARKOVIC (g239 10,1761 1,396 0,8297 10,1703 1,392
Kikinda
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Glava 4

Modeli cena u zaustavnom
vremenu

4.1 OpsSte napomene

Kao §to smo istakli na pocetku, neodredenost koja se javlja na trzistu
moze se opisati modelom filtriranog prostora verovatnoéa (€2, F, F, P) na
kome se cena odredenog proizvoda - aseta prikazuje slu¢ajnim procesom

tj. familijom slu¢ajnih veli¢ina koje zavise od diskretnog vremenskog parame-
trane D ={0,1,2,...}. Za slucajne veli¢ine S,, uobicajeno, pretpostav-
ljamo da su F, merljive §to je u skladu sa ¢injenicom da se cena u datom
momentu n uskladuje sa dogadajima registrovanim do tog momenta, a koji
su opisani o-algebrom F,,. Na taj natin, kretanje cene S, tesno je povezano
sa dogadajima iz J,, pa se oba niza posmatraju u obliku uredenog para
(Sn, Fn) koji se naziva stohasticki niz.

Ipak, prate¢i promene u empirijskoj analizi finansijskih podataka uocava
se nova, savremena moguénost njihovog prikupljanja, obrade i statisticke
analize. Primenom raéunarskih tehnologija svi podaci i informacije o stanju

finansijskih indeksa mogu se smatrati procesom koji protice u neprekidnom
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(kontinualnom) vremenu. Evolucija finansijskog indeksa posmatra se tada
najéeiée kao sluéajni proces sa trajektorijama u obliku stepenastih, deo po
deo konstantnih funkcija, prikazanim na slici 4.1. On ima konstantnu vred-
nost na odredenom vremenskom intervalu ['rk,l, Tk), a zatim, u trenutku 7,
dolazi do njene promene (tika). Na taj nagin, ispitivanje dinamike kretanja
cena obiéno se interpretira modelom

(4.1.2) Si=8+Y &l(n<t), t>0
=1

gde je Sy potetna cena formirana u trenutku t = 0, a § prirastaji promene
cene u (sluéajnom) momentu 74. Cena je ovde definisana kao slucajni proces
neprekidnog vremena, pa se prethodni stohasticki bazis B proSiruje novim
bazisom sa neprekidnim vremenom

B=(9,F,F,P)

gde je F = (f‘)wo iF = Fiy- Na taj natin, jedan od problema koji se ovde
javlja jeste obezbedivanje uslova kojima se postize F; merljivost slu¢ajnih
velicina S;.

Si

8%

Slika 4.1: Grafikon kretanja cena akcija AD Hemofarm iz Vrsca u toku 2002. godine.

Ipak, ovde je od posebnog znataja tzv. diskreini uticaj slucéaja opisan
nizom prirastaja £ = (&) i nizom zaustavnih momenata 7 = (7). Ovakvo
modelovanje stoga zahteva dodatnu analizu koja se odnosi na ispitivanje
stohastickih osobina ova dva niza. Polaze¢i od prethodnih pretpostavki koje
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cenu aseta prikazuju modelom diskretnog vremena

(4.1.3) Sy = Sge'

n
gde je Hy, = 3 hg, ho = 0, u moguénosti smo da formiramo slucajni proces
k=0

H= (}}t,}}) kao
(4.1.4) H=Hy, t=0

ili, na osnovu (4.1.2),
(4.1.5) Hy =Y hpl(m < t).
k=)

Rec¢ je, dakle, o slu¢ajnom procesu neprekidnog vremenskog parametra
¢t > 0 Gije su trajektorije takode stepenaste, deo po deo konstantne funkcije
sa skokokovima koji nastaju u trenucima promene cene S;. Niz prirastaja
(hi) najéesée se modelira nekim od tzv. linearnih autoregresivnih modela
ili, teice, nelinearnim modelima uslovne heterogenosti koje smo razmatrali
u drugom poglavlju.

Koristeéi slicne ideje, ovde ¢éemo izloziti neke moguénosti nelinearnog
modelovanja vremenskih ”skokova” cene. Ovi vremenski trenuci su slucajnog
karaktera i mogu se interpretirati kao realizacije zaustavnog niza 7 = (74)k>1
koji ima posebnu ulogu u opisivanju modela (4.1.2), odnosno (4.1.5). Njime
se izrazava vazno svojstvo neregularnosti dinamike cene jer, za razliku od
standardnih modela diskretnog vremenskog parametra, ovde se kao diskretni
skup vrednosti cene uzima niz &iji su vremenski indeksi slucajne velicine.
Od posebnog interesa, stoga, jeste opisati takav vremenski niz i njegove sto-
hasticke osobine.

4.1.1 Pojam zaustavnog vremena

U ovoj sekeiji opisacemo detaljnije strukturu niza 7 = (7k)k>1 koji
opisuje vremenske trenutke promena cena u tzv. zaustavnom vremenu i
uobitajeno se naziva zaustavni niz. Kasnije ¢e biti izloZeni i neki originalni
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modeli zasnovani na praktiénoj primeni zaustavnog niza u opisivanju di-
namike kretanja cena akcija na domacem trzistu hartija od vrednosti. Ipak,
u cilju preciznije analize, definisa¢emo najpre neke od osnovnih pojmova
koji se odnose na niz (1), odnosno veli¢ine kojima se opisuje tzv. zaustavno
vreme u kome se posmatra evolucija cene.

Definicija 4.1.1. Neka je na prostoru verovatnoca (§2,F,P) zadata fil-
tracija (F,). Slucajna velicina 7 = 7(w), w € § sa skupom vrednosti
D = {0,1,2,...} naziva se markovski moment (u odnosu na potok g-algebri
(F,)) ako za svako n € D vazi

(i) {w|r(w) =n} € Fu.
Ako je, dodatno, ispunjen i uslov
(ii) P{wlT(w) <m} =1
onda je 7 markouvski zaustavni moment. A

Markovski moment tumacimo kao vremenski trenutak kada je donesena
neka finansijska odluka, recimo o kupovini ili prodaji akcija, ili, u nasem
sluéaju, promena cene odnosno vrednosti finansijskog indeksa. Kako je, na
osnovu (i) i definicije filtra F,

{w|'r(w) Zn}= U {w|'r(w) =k} e F,
k=1

bice

{wl'r(w) > n} = {w|f(w) < n}c e Fu
pa mozemo zakljuéiti da "prenos” odluke (o kupovini ili prodaji akcija) sa
momenta 1 na neki kasniji vremenski trenutak zavisi samo od informacija iz
F,,. Time je iskazana osobina markovnosti momenta 7(w), jer kretanje cene
ne zavisi od buduénosti.

S druge strane, termin zaustavnost direktno je povezan sa uslovom (i1)
koji omoguéava realizaciju ove veli¢ine u konatnom vremenu. Ukoliko ovaj
uslov ne bi bio ispunjen, tj. ako je P{w|r(w) = oo} > 0, moguca bi bila
situacija "ne donoSenja nikakve odluke” koja bi se ticala evolucije datog
finansijskog indeksa. Ovakva moguénost obi¢no nije od velikog interesa, pa
treba biti veoma obazriv prilikom matematicko-stohastickog modelovanja
veli¢ine 7(w). Sledeéi jednostavan primer predstavlja dobru ilustraciju svega
navedenog.
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Primer 4.1.1. Neka je B € B(R), X, € M(F,), Yne D i
inf{n >0| X, € B}, {Xa.€B}#0
T.B =
+00, {Xn€B}=0,V¥neD.
Tada je, za svako n € D,
{T.E = ?1} = {.YQ g B,.,.,.;Yn,I ¢ B,Xn € B} € fn
tj. slucajna veli¢ina 7, predstavlja markovski moment. Ipak, u slucaju

{X.€B}=0, VneD

uslov zaustavnosti (ii) nije ispunjen, pa dogadaj B nije od interesa kao skup mogucih
vrednosti finansijskog indeksa (martingala) X. ¥V

Zaustavni moment koristimo za opisivanje evolucije finansijskog indeksa
u nekom sluéajnom vremenskom trenutku. Naime, slucajna veli¢ina S, (w)
definiSe vrednost cene S u slu¢ajnom zaustavnom momentu 7 = 7(w), a njoj
se moze pridruziti i odgovarajuca o-algebra

F.={AeF|An{r=n} € F, ¥neD}.

Na ovaj naéin, F, predstavlja o-algebru koja filter dopunjuje novim
¢lanom koji opisuje sistem informacija dostupan u nekom slucajnom vre-
menskom trenutku. Takode, moze se pokazati da za veli¢ine 7(w) i S, (w)
vaze neke osobine koje "opravdavaju” uvodenje ovakve o-algebre.

Teorema 4.1.1. Za markovski zaustavni moment 7(w) i o-algebru Fr ts-
punjeni su sledeci uslovi:

(i) Sluéajne velicine T(w) i S-(w) su Fr merljive.

(i1) Sluéajni niz Sj, = S;an, gdeje TANM = min{7,n}, predstavija F
merljiv niz slucajnih velicina.

(iii) Za proizvoljnu sluc¢ajnu velicinu X € M(F) vaZi

(o o]
(4.1.6) E(X|F) =) E(X I(r = k).
k=0
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Dokaz. (i) Za svako m,n € D vazi
{Tsm}n{TSn}:{TSmAn}EImAng}-n

pa sluéajna veli¢ina 7 jeste F, merljiva. Za proveru F, merljivosti slucajne
veli¢ine S, petpostavimo da je > 0 proizvoljna vrednost cene S. Tada je

{8r=a}U{r=n}={Sa=z}eFm, neD
ti- {8, =2} € F..
(#4) Sliéno kao (7).
(i4i) Neka je A € F,. Tada je, za proizvoljno k € D, {r =k} NA € F;

pa imamo

E(X-Ia) = E[X- ir({f =k}n4)|

- i E[E(Xm) I({r=k}n A)]

=1

o
= B3 B(XIF)I(r = k).

k=0

Odavde, na osnovu teoreme Radon-Nikodima, sledi jednakost (4.1.6). O

Dac¢emo sada neophodne pretpostavke koje omogucavaju rad sa nizom
markovskih zaustavnih momenata.

Definicija 4.1.2. Stohasticki niz 7 = (7}), takav da su za svako £ > 1
ispunjeni uslovi:

(i) % je markovski zaustavni moment (u smislu prethodne definicije);

. 5.1 i AR
(#) 7% < 11 1 7 — 00, K —00;

naziva se niz markovskih zaustavnih momenata ili, krace, zaustavni niz. A

Na jednostavan nacin, slican prethodnom, moze se pokazati i sledece
tvrdenje.
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Teorema 4.1.2. Neka je na stohastickom bazisu (Q, F, F, P) definisan niz
markovskih zaustavnih momenata (7 )r>1. Tada vaZi:

(i) Sluéajne velicine 11V 1y = max{r, 72} i 7 ATp = min{7y, T2} su takode
markovski zaustavni momenti.

(i2) Slucajne velicine 7° = sup{n. | k € D} 3 T3 = inf {Tk | k e D} S
markovski (neobavezno zaustavni) momenti.

(o ]
(iii) Ako je . markouvski zaustavni moment, onda je F;, = N %.
k=1

U daljem radu posebnu paznju posveti¢emo problemu stohastickog mo-
delovanja niza (73 ), ¢ime bi model cene S bio u potpunosti opisan dvodimen-
zionalnim nizom (&, 7% ), odnosno (hg, 7). Medutim, potrebno je izloziti jos
jedan vazan pojam koji je u tesnoj vezi sa pojmovima slucajnog i zaustavnog
vremena.

4.1.2 Tackasti procesi

Tackasti proces, grubo govoreéi, predstavlja slucajnu kolekciju tacaka u
nekom (topoloikom) prostoru. Postoji nekoliko razlicitih naéina zadavanja
ovakvih procesa zasnovanih pre svega na brojnim i raznovrsnim primenama
koje tackasti procesi imaju u mnogim nauc¢nim oblastima (geodeziji, me-
teorologiji, hidrostatici itd.). Ipak, vodeéi racuna o ekonometrijskim prob-
lemima i interpretacijama koje predstavljaju nas osnovni interes, osnovni
metod definisanja tackastog procesa bi¢e njegovo uvodenje kao "brojaca”
eventualnih promena (skokova i padova) vrednosti posmatranog finansijskog
indeksa. Naravno, ovakav pristup zahteva preciznije formulacije i, pre svega,
izlaganje slucajnih procesa na neprekidnom stohastitkom bazisu

B=(Q,F, FP)

gde je F = (F;) i t € [0,00). Kasnije ¢emo opisati i diskretni karakter ovih
procesa sadrzan u realizacijama zaustavnog niza (7x)k>1-

Definicija 4.1.3. Familija slu¢ajnih veli¢ina N(t) : @ — D, ¢ € T, naziva
se tackasti proces ako vazi:
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() N(O) %0
Sl

(i) s<t = N(s) < N(t), Vs, teT

(i) P{|N(t +At) - N(t)| > 0} —50, At—0.
Ako pored ovih uslova vazi i tzv. uslov ordiniranosti:

(iv) P{|N(t +At) = N(t)| > 1} = GlAL), A0
slucajni proces N (t) nazivamo ordinirani (brojacki) tackasti proces. A

Primetimo da uslovi (i)-(iii) ove definicije obezbeduju da njegove trajek-
torije budu monotono neopadajuce, stepenaste funkcije sa konaénim brojem
tacaka diskontinuiteta ("skokova”). Pored, recimo, stohasticke neprekid-
nosti tackastog procesa opisane sa (iii), tek uslov ordiniranosti (iv) definise,
u skoro izvesnom smislu, velicinu skokova procesa N(t). Naime, povecanje

vrednosti trajektorija, skoro izvesno iznosi 1, pa otuda i naziv ovakvih
procesa (slika 4.2.).

20

T . T

Slika 4.2: Realizacija tatkastog procesa na osnovu empirijskog skupa - cene sojine
sacme.

Na osnovu (iii) i (iv) mozemo dalje napisati:
P{|N(t + Aty — N(t)| = 1} — A(t) At +o(At), At —0
gde je

‘ P{\N(t + At) — N(t)| > 0}
(4.1.7) At) = :Hgo R
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funkcija intenzivnosti tatkastog procesa N(t). Ona predstavlja njegovu
vaznu karakteristiku. Ako je, recimo, A(t) deterministicka funkcija, a pro-
ces N(t) ima nezavisne prirastaje, onda je re¢ o poznatom Poisson-ovom
(nehomogenom) procesu sa raspodelom

(4.1.8) P{N{t)=k} = MO, keD.

Ovde je A(t) = [ Mu)du tzv. integralna karakteristika Poisson-ovog procesa
0

za koju je, kao §to znamo,
Aft) = E[N(t)} = Var [N(t)].

Medutim, u opstem sluéaju, intenzivnost A(t) nije deterministicka vec
stohasticka funkcija koja zavisi i od o-algebri filtra (F;), generisanog sa

J’:g:gen{N(s):sSt}, t 0y 'fo:{@,ﬂ}

pa se obi¢no definiSe izrazom

 P{N(t+20) - N@) > 0| 7.}
(4.1.9) At) = Aligo e

ili, u slucaju ordiniranosti,

‘ E{N(t + At) — N(1)| ’ﬂ}
(4.1.10) A(t) = Ahr_r)lo Y .

Ovakva definicija funkcije omoguéava njeno dalje ispitivanje stohasti¢kim
metodama, pri éemu je od znacaja opéti model u kome se ona zadaje kao
infinitezimal tackastog procesa N(#). Kako realizacije tackastog procesa
zavise i od zaustavnog niza (7)), sam proces N(t) moze se napisati u obliku
funkcije

o0
(4.1.11) N(t) =) I(n <t)
k=1

odakle se dobija

[

— l‘_‘f"k‘
a(t — 1) o
k; k) {0, t# Tk
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Za proizvoljan skup A € B(R) tada mozemo definisati stohasticki integral
tackastog procesa

/dN(t) =Y I(r € A)
‘A k=1

pa se, na osnovu (4.1.10), funkcija intenzivnosti najcesé¢e zadaje Hawkes-
ovim modelom

(4.1.12) At) = u(t) + [ v(t — u)dN(u)

—

gde funkcije p(t) i v(t), redom, predstavljaju deterministicku i stohasticku
gustinu procesa N(t). Deterministicka funkcija p1(t) ocenjuje se standardnim
metodama (ili se smatra konstantom), pa je od znacaja ocenjivanje, odnosno
formiranje odgovarajuceg modela stohasticke gustine v(t). Najpoznatiji od
njih jeste oblik Laguerre-ovih polinoma

n
p(t) = Z cjt"Ie
=0

sa nepoznatim parametrima ¢;,6 € R koji se ocenjuju na osnovu uzorka.
Uopste, ako funkeija intenzivnosti tackastog procesa zavisi od parametra
f € RP, p > 1, onda je mozemo pisati u obliku A = A(t,6) i ocenjivanje
vr§iti maksimizacijom funkcije verodostojnosti

i I

a4
(4.1.13) L(9) = /lnA(t,G)dN(t) —/}\(t,e)dt
0

0

gde je T' duzina opserviranog uzorackog intervala. Osnovni oblik ove funkcije
direktna je posledica, preciznije, uopstavanje jednakosti (4.1.8)-(4.1.13). U
brojnim radovima pokazana je postojanost, asimptotska normalnost i efikas-
nost ovako dobijenih ocena. Posebno éemo istaé¢i rad Brown-a [11] gde se
ocenjivanje, na slican nac¢in kao i u sluéaju GARCH-modela, vrsi primenom
modifikovanog Newton-Raphson-ovog algoritma

~

(4.1.14) Ok = Op_1 — H; Y (0r—1) - Le(Br—1)
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pri temu je
I(0) = dgég) = In (KA, 8) dN (kA) — A(kA, 0)
_8°L(9) 1 OA(kA,0) ONkA,0)
B0 = g0 T MEkA6) 90 N R — —gg—

Interval (0,7] podeljen je, za dovoljno veliko K, na podintervale duzine
A =T/K, pa se postupak ocenjivanja vrii u tackama kA, k=1,..., K.

4.2 D-AST model

U pokusaju da ideju o zaustavno] dinamici promena cena primenimo i na
neke od konkretnih podataka, pre svega na vremensku dinamiku promena
cena akcija kojima se trguje na domadem trzistu hartija od vrednosti, ovde
¢emo izloziti originalni model zasnovan na raspodelama sluc¢ajnih promenlji-
vih diskretnog tipa. Ovaj model, prvi put uveden od strane V. Stojanovica
i B. Popovié¢ [60], nazvan je, saglasno tipu raspodela koje se u njemu javlja-
ju, D-AST model!, a osnovni razlog njegovog uvodenja lezi u ¢injenici da
nase, domace trzite, suprotno vecini razvijenih zemalja, ima veoma sporu
dinamiku u promenama cena. Naime, cesto se na berzi cene odredenih port-
folia ne menjaju tokom odredenog, viSednevnog vremenskog perioda, tako
da se njihova iregularna dinamika moze interpretirati celobrojnim vrednos-
tima broja dana koji proteknu izmedu dve uzastopne promene vrednosti
cena akcija. Na taj natin, osnovna uloga modela o kojem ée ovde biti reci
zasniva se na mogucnosti stohastickog modelovanja vremenskih momenata
promena cena koji se nobi¢ajeno prikazuju zaustavnim nizom (73), ali i na
dodatno opisivanje stepena intenziteta takvih promena. Zbog naglasene
spore dinamike promena cena, raspodele diskretnog tipa jesu izuzetno pogo-
dan stohasticki aparat koji ¢e, u tu svrhu, ovde biti kori§éen.

U daljem tekstu izlazemo definiciju i osnovne stohasticke karakteristike
D-AST modela, dok je poseban akcenat dat njegovoj prakticnoj primeni.

'Discrete Autoregressive Stopping Time model
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U naSem slucaju, prikazali smo primenu D-AST modela u opisivanju inten-
ziteta dinamike promena cena akcija nekih od eminentnih srpskih preduzeca,
koja ve¢ duzi niz godina njima trguju na Beogradskoj berzi.

4.2.1 Definicija i osnovne karakteristike modela

Najpre dajemo sledecu, formalnu definiciju D-AST modela, zasnovanog
na rekurentnoj, autoregresivnoj zavisnosti njegovih ¢lanova u odnosu na
prethodne realizacije samog niza.

Definicija 4.2.1. Neka su, za proizvoljno k € N, ispunjeni sledeci uslovi:

(i) (ex) je niz nezavisnih slucajnih veilicina sa skupom vrednosti D =
{0,1,2...} i takav da je E(ex) = 1, Var(ex) = 0%

(#3) (Ag) je niz, takode nezavisnih slucajnih veli¢ina, nezavisan i od niza
(ex), sa uniformnom raspodelom definisanom na skupu A = {1,2,...,a},
a €N;

(idi) Fy = gen{(sj,Aj) |j= 12!:} Fo = 0.

Tada, niz slucajnih velicina (7;) predstavlja diskretni autoregresivni model
zaustavnog vremena (krace, D-AST model) ukoliko zadovoljava rekurentnu
relaciju

(4.2.1) Thk = Th—1+ A€k, k21 (7o =10). &

Kao §to se vidi, navedena definicija zadaje zaustavni niz (73) u obliku
niza sluéajnih veli¢ina sa diskretnom raspodelom koja zavisi od raspodela
dvaju nizova. Prvi od njih, niz (¢;) sa "normiranom” raspodelom ima ulogu
Suma i svojim vrednostima uti¢e na veli¢inu promene naredne realizacije
zaustavnog niza. Ipak, prosetna vrednost takvih promena jednaka je vre-
mensko]j jedinici u kojoj se posmatra dinamika promene vrednosti posmatra-
nog finansijskog niza. To znaci da ée veli¢ina njegovih promena, u proseku,
biti jednaka jednoj vremenskoj jedinici, §to je, kao §to ¢emo videti, izuzetno
pogodno u praktiénom modelovanju.
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S druge strane, niz ()\;) predstavlja dodatni faktor promene u vrednos-
tima (73 ), koje, za razliku od "normiranog” niza (¢;), imaju naglasenije, vece
fluktuacije. Ovaj niz interpretiramo kao intenzitet reakcije D-AST modela u
odnosu na njegove ranije, prethodne realizacije, pri ¢emu je posebno vazna
uloga parametra a koja se javlja u raspodeli niza (Ax). Kako je, u proseku,
€1 ~ 1, to ¢ée vrednost parametra a, u slobodnoj interpretaciji, predstavljati
gornju granicu intenziteta fluktuacija zaustavnog niza. Na taj nafin, nje-
gova uloga, zajedno sa parametrom o2, kojim smo oznagili disperziju suma
(ex), posebno je znacajna u opisivanju iregularnosti u dinamici posmatranog
finansijskog niza. Ukoliko je, recimo, Ay = &x = 1, dinamika datog niza je
potpuno regqularna, tj. promene njegovih vrednosti deSavaju se svakog vre-
menskog trenutka u kome se posmatra njegovo ponaSanje. Ovakva situacija
moze se opisati pomoc¢u samih parametara, jer je tada (a, g®) = (1,00,

Ova ¢injenica moze se, donekle, iskoristiti prilikom ispitivanja stepena
iregularnosti u ponasanju nekog empirijskog finansijskog niza. Naime, mogu-
¢a hipoteza o tome da je uniformna raspodela niza () koncentrisana u tacki
z =1, tj. da je a = 1, odgovara pretpostavci da dinamika posmatranog fi-
nansijskog niza nema naglasenu iregularnost, odnosno da su svi vremenski
intervali ['rk_l, -rk) za koje vaizi 7, — 7x_1 > 1 posledica Sumovnih fluktuacija
unutar vrednosti niza (g ). Naravno, a i 02 predstavljaju nepoznate parame-
tre D-AST modela, koje treba oceniti na osnovu realizacije 71, ..., 7y, tako
da ¢emo ovom problemu posvetiti znatan deo vremena u kasnijem izlaganju.
No, pre toga, odredi¢emo osnovne stohasticke karakteristike niza (7x).

Teorema 4.2.1. Niz sluéajnih velicina (7x), definisan jednakoséu (4.2.1),
predstavlja zaustavni niz, u smislu definicije 4.1.2. Pritom, osnovne sto-
hasticke karakteristike ovog niza glase:

(1) E(mx) = % (a+1);

1—’; (a+1)[2(c* + 1)(2a + 1) — 3(a +1)];

(71) Var(rk)
(iii) Corr(rimian) = \[ehg: h20.

Dokaz. Ocito je ispunjen uslov (i) u definiciji zaustavnog niza (7x), kao i
nejednakost 7 < 741, k=1,2,... koja vazi sa verovatnocom 1. Uotimo,
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dalje, da je

{7k # 0} = D ﬁ {Jen = 0}

R=Y =k

pa odavde, primenom poznate osobine neprekidnosti verovatnoce, imamo

00 \ m—oo
n=k

k+m
P{n /> 00} = lim ( lim J] P{Anen = 0}) ==l

Ovim je pokazana skoro izvesna konvergencija niza (73 ) u uslovu (iz) njegove
definicije, dok se njegove stohasticke karakteristike (srednja vrednost, dis-
perzija i korelaciona funkcija) dobijaju standardnim preraunavanjem. [J

Na osnovu gore navedenog tvrdenja jasno je da je zaustavni niz (7y)
nestacionaran niz slu¢ajnih veli¢ina §to u prakti¢nim primenama predstavlja
otezavajucéu okolnost. Stoga, u daljem radu ¢emo iskljucivo posmatrati niz
prirastaja

(4.2.2) Xk:Tk—Tk—] :/\kt‘k, k‘=l,2,...

koji predstavlja niz nezavisnih, jednako raspodeljenih slu¢ajnih veli¢ina, dok
je njegova raspodela dovoljna za potpuno opisivanje zaustavnog niza. Na
jednostavan na¢in mogu se odrediti osnovne stohasticke karakteristike niza
(X}), srednja vrednost

a+1
2

(4.2.3) E(X) = E(\) =
kao i disperzija

424) Var(Xy) = EODE(E) - [EO))
a+1

= 2L 2o + 1)@a+1) = 3(a+ 1),

U praktiénim primenama, recimo, obiéno ¢emo pretpostaviti da niz (£y)
poseduje normiranu Poisson-ovu raspodelu, definisanu izrazom

1

e-m)!

(4.2.5) P{Ek = m} =

; m,k € D.
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Tada je 0 = 1, dok se raspodela niza (X%), na osnovu definicije D-AST
modela, moze opisati na sledeéi na¢in

1/e s =10

(4.2.6) P{X =m} = 1/(ae) Z 1/d! , m>1

deD(m)

pri ¢emu je sa D(m) oznacen skup delilaca d broja m sa osobinom m/d < a.
Poznavanje raspodele i gore navedenih osobina niza prirastaja (Xj) pred-
stavlja, kao Sto ¢emo videti, osnovnu polugu u daljem ispitivanju D-AST
modela. To se, pre svega, odnosi na postupke ocenjivanja nepoznate granice

reakcije a i, na osnovu toga, prakticno modelovanje empirijskih, realnih po-
dataka.

4.2.2 Ocene parametara

Osnovni problem u ocenjivanju i kasnijem formiranju D-AST modela
nad empirijskim podacima jeste ocenjivanje nepoznatih parametara (a,o?)
na osnovu realizacije 7, . .., 7n zaustavnog niza. Kako ovaj niz zamenjujemo
stacionarnim nizom prirastaja X = 7, — 71, najjednostavniju moguénost
ocenjivanja nepoznatih parametra daju nam jednakosti (4.2.3) i (4.2.4), koje
izrazavaju srednju vrednost i disperziju niza (X;). Primenom metoda mo-
menata, odnosno njihovim izjednacavanjem sa odgovarajué¢im empirijskim
vrednostima

Lo L
XN:ﬁZXA:s DNZJTV'Z Xp—X
k=1 k=1
dobijamo ocene

= 2Xn—1
=

(4.2.7) 2 = [12DN+3(5+1)2][2(a+1)(2a+1)] -1

za koje se na jednostavan nacin pokazuju “dobre” stohasti¢ke osobine.
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Teorema 4.2.2. Ocena a jeste nepristrasna, strogo postojana i asimptotski
normalna ocena parametra a. Ocena 6° je strogo postojana i asimptotski

normalna ocena pammetm 0'2.

Dokaz. Lako je uociti da je a nepristrasna i strogo postojana ocena parame-
tra a, kao linearna funkcija nepristrasne i strogo postojane ocene srednje
vrednosti X . Takode, na osnovu asimptotske normalnosti empirijske sred-
nje vrednosti, odnosno konvergencije

- 1
VN (Xn - 22=) S N1,
gde je V1 = Nlim Var(vVN Xy) = Var(X}), primenom jednakosti (4.2.7)
—0c0
dobijamo
(4.2.8) VN(a@—a) % N(0,15),

gde je Vo = 4 Var(Xy).

Sli¢no, ocena &2, kao neprekidna funkcija 1 : R? — R strogo postojanih
ocena (@, Dy), jeste strogo postojana. Dalje, asimptotska normalnost za
72 sledi na osnovu asimptotske normalnosti ocene @, odnosno konvergencije
(4.2.8), kao i konvergencije

VN (f)N —02) —d>N(0, My — o)

gde je My = E(X}}). Tada, primenom teoreme o neprekidnosti asimptotski
normalno raspodeljenih vektora (Serfling [53], str. 122) imamo

(4.2.9) VN (52 — %) L N(0, Va),
gde je

Va = 4PV +92(My —ot)

b = Bw(&LDN) _ 3 B 602 (4a + 3) ,
da @, Dip)=ta,o9) 2(2a +1)2  (a+1)%2(2a +1)2
" (@, D) N 6 '
dDy (@, Dy )=(a,0%) (a+1)(2a+ 1)
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I pored navedenih osobina ocene (@, @%) jasno je da ona nije i najefikasnija
ocena parametara (a,o?), jer stepen disperzije i rasipanja, opisan disper-
zijama V5 i V3, moze biti dosta veliki, naroCito za vece vrednosti a € N
i 02 > 0. Stoga je od interesa na¢i efikasnije ocene ovog parametra. U
tom cilju, polazeéi od ideje Lawrence-a i Lewis-a [36], definisa¢emo najpre
autoregresivni niz

(4.2.10) Wi=0bWi_1+m, keN,

gde je g = Xy — E(Xy) 1 b = ¢(a) € (0,1) neprekidno-diferencijabilna,
monotona funkcija parametra a. O¢ito, niz (W}) jeste stacionaran, er-
godi¢an niz slucajnih veli¢ina sa srednjom vrednoséu E(Wj) = 0, disper-
zijom

Var(Wy) = EW2) = (1-8%)"' W

i korelacionom funkeijom

T fr= 10

Koristeéi, sada, standardni postupak regresije niza (W) u odnosu na
svoje prethodne vrednosti u moguénosti smo da najpre odredimo ocenu
parametra b, izrazom

N-1 N-1 =
(4.2.11) b= (Z WkaH) ; ( W,?) .
k=

Odavde se dobija ocena za (a,o?) oblika

(4.2.12) (8,8%) = (qo*l(fa),tb(&,DN))

za koju, kao i u prethodnom slu¢aju, mozemo pokazati odgovarajuca asimp-
totska svojstva.

Teorema 4.2.3. Ocena (a,62) je strogo postojana i asimptotski normalna
ocena parametra (a,o?).

Dokaz. Kako je niz (W) ergodican i stacionaran niz slucajnih veli¢ina,
primenom ergodicke teoreme na izraz (4.2.11) imamo

LSS Wb, 5 0w, N
'ﬁ gﬂ Wk — ) —* 00,
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gde je W = Var(W}). Takode, vazi i konvergencija

(4.2.13) W2 24 W, N — oo,

pa je, odatle,
) 1 N 1 N-1 —] )
b= (FZWkWH]) : (N Wf) 28 d. N—$o8

tj. b je strogo postojana ocene parametra b. Primenom teoreme o neprekid-
nosti skoro izvesne konvergencije (Serfling [53], str. 24) dobija se

G—a=¢ ') —p (b)) 250, N— oo

¢ime je pokazana postojanost ocene a.

Pokazujemo, sada, najpre asimptotsku normalnost ocene b. Na osnovu
jednakosti (4.2.11) vazi

N-1/2.Uy

(4.2.14) VN (b-b) = TV,

gde je
N—-1 N-1
UN:Z"MHWF“ VN:ZVV.E1 N=12,....

Kako niz (Uy) predstavlja martingal, primenom Billingsley-eve centralne
graniéne teoreme za martingale (Billingsley [4]), imamo

N2 uy 4 N(0,Dp), N — 00

gde je Dy = Var(nes1Wi) = Var(Xpy1)Var(Wy) =V W. Tada, na osnovu
skoro izvesne konvergencije (4.2.13) i jednakosti (4.2.14), imamo

VN (b—b) % N(0,D1), N — 0

Var(Xi+1)
Var(Wy)
funkcija parametra a, primenom teoreme o neprekidnosti konvergencije u

raspodeli (Serfling [53], str. 118) dobijamo

gde je Dy = = 1 — b%. Najzad, kako je b = ¢(a) neprekidna

VN (@ —a) -5 N(0,D;), N — o0
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gde je Dy = [¢'(a)] * - Dy.

Stroga postojanost i asimptotska normalnost ocene 2 pokazuje se na
isti na¢in kao i u sluéaju ocene °, odnosno postupkom analognim kao u
teoremi 4.2.2. O

Uoc¢imo, na kraju, da posebno vazno svojstvo ocene @, a samim tim
i ocene 62, predstavlja njena asimptotska efikasnost, izrazena disperzijom
D; = Dj(a). Ona, za razliku od odgovarajuée disperzije Vo = Vs(a,o?)
ocene a, zavisi samo od parametra ¢ € N, aneiod 2 > 0. S druge
strane, adekvatnim izborom funkcije ¢(a) moguée je dobiti strogo postojane
i asimptotski normalne ocene parametra a koje ¢e biti asimptotski efikasnije
od ocene a, odnosno takve da je

D?(CL) < 1”2(“102)-

Neke od moguénosti takvog modelovanja prikazane su u tabeli 4.1, gde su,
zajedno sa odgovaraju¢om disperzijom Ds(a), prikazani neki od moguéih
izbora funkcija ¢(a) za koje ée ocena a biti efikasnija od ocene a.

b= p(a) Dy = Da(a)

sin (Ina) a
siu(!n|a+\/az——1|) a? -1
sin (2y/a) a
sina 1

: : af =il
sinva? —1 =

Tabela 4.1: Neki izbori funkcije ¢(a) sa odgovaraju¢om disperzijom.

Efikasnost ovih ocena se moze uociti i graficki, na nacin prikazan na
slikama 4.3, gde su uporedo prikazani grafici disperzija Vs(a,o?) ocene @,
kao i grafikon ponaSanja disperzije ocene @, u slucajevima Ds(a) = a® — 1,
odnosno Ds(a) = (a® —1)/a®. (Slike levo prikazuju funkcionalnu zavisnost
ocena Va(a,0?) i Dy(a,0?), dok je specijalan slucaj ove zavisnosti za a2 = 1
prikazan na slikama desno.)

Dakle, ocena a, u slucaju kada je efikasnija u odnosu na a, omoguéava
preciznije ocenjivanje nepoznatog parametra a, pa samim tim i efikasnije
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ocenjivanje disperzije o2, tako da ¢e biti u samom sredi§tu nase paznje pri-
likom prakti¢ne primene D-AST modela.

Slika 4.3: Uporedne vrednosti asimptotskih disperzija ocena a i a.

Naravno, sam postupak konstrukcije ovakvih ocena zavisi, pre svega, od
izbora odgovarajuée funkeije ¢(a), ali i od samih ocena a koje bi se mogle
koristiti kao inicijalne ocene. Tako bi se, dakle, mogao formirati niz ocena

(4.2.15) gj1 =97 (bjr1), F=1,2,...

gdejedag =a,a Bj+1 ocena parametra b = ¢(a) dobijena prethodno opisanim
regresionim postupkom, pri ¢emu je niz (Wj) generisan na osnovu ocene a;.
Naravno, poseban problem koji se ovde javlja jeste obezbedivanje uslova
neophodnih za konvergenciju iterativnog metoda (4.2.15), u nekom od poz-
natih stohastickih oblika.
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4.2.3 Monte Carlo simulacija. Primena modela

U ovom delu opisujemo neke konkretne primene D-AST modela u analizi
empirijskih vremenskih serija, odnosno realnih podataka.

U tu svrhu, razmatramo najpre moguénost ocenjivanja parametara a
i 2 D-AST modela, odnosno zaustavnog niza (74), opisanog jednakoséu
(4.2.1), na osnovu Monte Carlo simulacija nizova (gx) i (Ag). Pri tom, pret-
postavicemo da niz (¢;) ima Poisson-ovu normiranu raspodelu opisanu jed-
nakoséu (4.2.5).

Tada, na osnovu simulacija ovog niza i niza (Ax) mozemo formirati odgo-
varajuce simulacije niza prirastaja X, = Apep i, na taj nacin, postupkom
opisanim u prethodnom odeljku, odrediti ocene (@,5?) i (@,62%). U tabeli
4.2 prikazane su prosecne vrednosti ovih ocena, zajedno sa odgovarajuc¢im
greSkama ocenjivanja (vrednosti prikazane u zagradama) na osnovu 80 neza-
visnih Monte Carlo simulacija niza (X} ) duzine N = 500. Kao stvarne vred-
nosti parametra a uzeli smo a = 2 i @ = 5, dok je istinita vrednost disperz-
ije Suma (g;), na osnovu gore navedene pretpostavke o njegovoj raspodeli,
o? =1.

Parametri Qeaiin
(a,0%) =(2,1) (a.;0%) =(5,1)
a 1,990  (0,0143) 5,049  (0,0514)
a* 1,009 (0,0917) 1,003 (D,1231)
@ 2,001 (0,0876) 5,009  (0,0581)
a2 0,998  (0,0385) 1,007 (0.0682)

Tabela 4.2: Ocenjene vrednosti na osnovu Monte-Carlo simulacija.

Na slikama 4.4 prikazani su histogrami empirijskih raspodela navedenih
ocena u sluéaju a = 5, 0% = 1. Jasno se uo¢ava grupisanje dobijenih ocena
oko stvarne vrednosti parametra a, kao i njihova asimptotska tendencija
ka normalnoj raspodeli. Na ovaj na¢in, gore opisani postupci ocenjivanja
granice reakcije a dobijaju svojevrsnu potvrdu.
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Slika 4.4: Histogrami empirijskih raspodela ocena (@,o?) i (a,0?).

S druge strane, isti metod ocene parametara primenili smo i na realne po-
datke. Konkretno, kao empirijski skupovi su posmatrani vremenski trenuci
promena cena akcija nekih preduzeca koja njima trguju na Beogradskoj
berzi. Tada se na jednostavan nacin mogu odrediti realizacije niza prirastaja
Xi...., Xy na osnovu kojih se vréi ocenjivanje nepoznate granice reakcije
a i disperzije 2. Naravno, ocenjene vrednosti dobijamo ranije opisanim
postupkom.

Koristeé¢i zvaniéne podatke sa berze, ocenjene vrednosti parametara a i
o? za neke od vodeéih domaéih firmi prikazane su u tabeli 4.3, pri ¢emu je
otito, na osnovu prikazanih vrednosti, da sva preduzeéa imaju " netrivijalne”
ocenjene vrednosti parametra a > 1. Stoga je frekventnost njihovih promena
sporija u odnosu na regularnu, svakodnevnu dinamiku promena cena unutar
datog vremenskog intervala. Naravno, vece vrednosti granice a ukazuju na
sporiju dinamiku promena cena, dok, s druge strane, visokoj ucestanosti
promena cena akcija odgovara manja ocenjena vrednost ovog parametra.

Najzad, analizom ocenjenih vrednosti parametra o uo¢ava se moguénost

dodatnog ispitivanja stepena iregularnosti u dinamici promena posmatranih
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Preduzeda
Parametri

Alfa Plam  Hemofarm Metalac Sunce
Vranje Vrsac G. Milanovac  Sombor

a 4,826 5,000 3,928 6,171

&2 1,156 1,117 0,694 0,935

a 4,228 5,387 3,824 6,218

5? 1,505 0,953 0,587 1,037

Tabela 4.3: Ocenjene vrednosti parametara na osnovu realnih podataka.

nizova. Zanimljiv je, recimo, slu¢aj preduzeéa Hemofarm i Sunce gde oce-
njene vrednosti 52 i 6% daju osnova za pretpostavku da je istinska vrednost
ovog parametra o2 = 1. Na taj naéin, raspodela suma (g;) moze biti inter-
pretirana Poisson-ovom normiranom raspodelom o kojoj je bilo ranije reéi.

4.3 D-ACD model

Savremeni pravci u analizi zaustavnosti, kao §to smo videli i u prethod-
nom odeljku, ¢esto se zasnivaju na uvodenju niza prirastaja

(4.3.1) Xe=m—Tp-1, k21 (m=0)

¢ija je raspodela, sa stohastickog stanovista, dovoljna za potpuno opisivanje
zaustavnog niza (7). U najjednostavnijem slucaju, kada (X}) predstavlja
niz jednako raspodeljenih i nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina, ispitivanje njegovih
osobina vrsi se jednostavnim statistickim metodama (takav slucaj smo i
imali kod D-AST modela). Ipak, postoje dobri razlozi koji idu u prilog
pretpostavci o postojanju odredenih korelacionih veza unutar ¢lanova niza
(X%), pa je neophodno formirati odgovarajuéi matematicki model koji ée
opisati njihovu funkcionalnu zavisnost.

Koristeci ideje sliécne kao i u sluéaju modela uslovne heterogenosti, Engle
i Russel [18] formiraju tzv. autoregresivni model uslovnog trajanja, krace,
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ACD model?. U njemu oni izrazavaju iregularnu dinamiku finansijskih in-
deksa tako §to niz prirastaja (Xj) iskazuju nelinearnom zavisnos¢u u odnosu
na vrednosti svojih prethodnih realizacija. Osnovne pretpostavke vezane za
ACD model zasnivaju se na tome da se niz prirastaja (X ) definiSe multip-
likativnim izrazom

(432) Xk = )\kEk, k > 1

gde je (\x) autoregresivni niz prethodnih realizacija niza (Xy), tj. zadan je
rekurentnom relacijom oblika

p
(4.3.3) A = ap + Zajxk—ja ag, a; = 0.
J=1

S druge strane, (gx) predstavlja niz jednako raspodeljenih slu¢ajnih velici-
na ("beli Sum”) za koji Engle i Russel pretpostavljaju eksponencijalnu raspo-
delu.® Kasnije, neka od uopstenja osnovnog ACD modela dali su Bauwens i
Giot [3], kao i Meitz i Terdsvirta [40]. U daljem tekstu bice opisan novi, orig-
inalan model ACD-tipa, prvi put izloZzen na konferenciji SYM-OP-IS 2005 u
radu V. Stojanovi¢a [56], ali sada u donekle opstijem obliku, koji ne zavisi
od oblika raspodele belog Suma.

4.3.1 Definicija i osnovne karakteristike modela

Polazec¢i, dakle, od ideja Engle-a i Russel-a, ovde éemo definisati novi,
srodan model prevashodno namenjen opisivanju vremenskih trenutaka pro-
mena cene akcija na domacem trzistu hartija od vrednosti. Kako ovo trziste,
suprotno nekim razvijenijim zemljama, ima veoma sporu dinamiku u pro-
menama cena, dolazi se do ideje o donekle drugagijoj strukturi niza (Ag) u
odnosnu na originalni, izvorni ACD model. Naime, kako su sve promene
cena akcija na naSem trzistu registrovane dnevno, zvani¢cnom cenom na zat-
varanju Beogradske berze, raspodela ovog niza, za razliku od klasiénih ACD
modela, mora biti diskretnog tipa. Stoga ¢e sama stohasticka struktura ACD

? Autoregressive Conditional Duration model
30va pretpostavka je prirodna jer se eksponencijalna raspodela najcesce i koristi u
stohastickim modelima "éekanja”.
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modela kojeg ovde definiSemo biti u znatnoj meri modifikovana, odnosno,
koristec¢i prethodno izlozenu ideju o sporim fluktuacijama cena na naSem
trzistu hartija od vrednosti, sve vrednosti nizova opisanih jednakoséu (4.3.2)
interperetira¢emo raspodelama diskretnog tipa.

Definicija 4.3.1. Niz (X}), definisan jednakos¢u (4.3.2), predstavlja diskre-
tni autoregresivni model uslovnog trajanja (D-ACD model) ukoliko su za
proizvoljno £ € N ispunjeni sledeci uslovi:

(2) (ex) je niz nezavisnih slucajnih veili¢ina sa skupom vrednosti D =
{0,1,2...} i takav da je E(ex) = 1, Var(ex) = o?;

(i7) (Ax) je niz slu¢ajnih veli¢ina takav da je
(4.3.4) Ak41 = Mg + Mk €k,

gde je (nx) niz nezavisnih slucajnih veli¢ina, takode nezavistan i od (g} ), sa
uniformnom raspodelom definisanom na skupu

A={-a,-a+1,...a—1,a}, a€N;

(i) J—‘kzgen{(sj,)\j) |j:1,2,...,k}, Fo=0. A

Slicno kao i kod D-AST modela, navedena definicija zadaje niz (Xj)
u obliku niza slucajnih velicina sa diskretnom raspodelom koja zavisi od
raspodela dvaju nizova. Prvi od njih, niz (&) sa "normiranom” raspodelom
ima identi¢nu interpretaciju kao i ranije. On predstavlja Sum koji svojim
vrednostima uti¢e na veli¢inu promene naredne realizacije zaustavnog niza,
ali je proseéna vrednost takvih promena jednaka vremenskoj jedinici u kojoj
se posmatra dinamika promene vrednosti posmatranog finansijskog niza.
S druge strane, niz (7;) interpretiramo kao intenzitet reakcije prethodnih
relizacija koje uti¢u na velicinu naredne vrednosti niza (\;). Na osnovu
uniformne raspodele ovog niza, zakljucujemo da je podjednako mogué rast
ili smanjenje vrednosti A, pri ¢emu je, zbog E(n) = 0, prosetna vrednosti
takvih reakcija konstantna, odnosno

E(Ax) = E(Ag=1) = - = Ag (const.), E>1.

S druge strane, parametar a predstavlja gornju granicu promena niza

(7% ), odnosno susednih vrednosti niza (A;). Naravno, vrednost ovog parame-

tra, kao i vrednost disperzije uma ¢ smatramo nepoznatim i ocenjujemo
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na osnovu realizacije samog niza (Xj), o ¢emu ¢e biti viSe re€i u nared-
nom odeljku. Najzad, uslov (ii7) prethodne definicije obezbeduje, za svako
k € N, nezavisnost sluc¢ajnih veli¢cina Ay u odnosu na n; i £¢. Tada, na

osnovu (4.3.2) i (4.3.4) zakljuéujemo da je sluéajna veli¢ina Ay merljiva u
odnosu na o-algebru Fr_ ;. pa je

E(Xk|Fr-1) = Ak, Var(Xi|Fr1) = 0? X}

Ovi rezultati identi¢éni su kao i u slu¢aju izvornog ACD modela Engle-a i
Russela-a. Ipak, na osnovu jednakosti

Var(m) = E(n}) = %a(a + 1),

dobijamo disperziju niza (Ax) na slede¢i nacin
Var(Ag) = ga(a 41yl 4 1)
Odavde, konatno, sledi
(4.3.5) E(Xy) = E(MA:) = Ag(const.),
kao i
(4.3.6) Var(Xy) = Var(\) + 02 E(\}) = ga(a +1)(o?2 +1)2 + 0% A2

Na slican nain mozemo odrediti i korelacionu strukturu nizova (Xj) i
(Ax). Kako je, za proizvoljno h € N,

Cov(Aks Mern) = E(MkMern) — EQR) EAsn)
= E[M(Mesh-1+ Mk+h—1Ek+h—1)] — A

= Cov(Ak, Merh-1)
= Var(\), k>1

korelacionu funkciju niza (A;) moZzemo napisati u obliku

V i */_k_ h>1;:
COTT‘(Ak,/\k+h) = “_M — { k+h? v Z 1

Var(Ag+n) 1, h=10.
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S druge strane, jednostavno se pokazuje da, za h € N, takode vazi
Cov(Xg, Xg+n) =Var(h), k=1
pa se korelaciona funkeija za (X} ) dobija u obliku

by B
Corr( Xk, Xgn) = (k+C)(k+h+C) b
1, ={),

3023
a(a + 1)(c2 +1)%°
Na ovaj naéin, sli¢no kao i kod STOPBREAK procesa, korelacione funkci-
je nizova (M) i (Xj) jasno ukazuju na njihovu nestacionaranost. Pritom, niz
(Ax), za razliku od (X}), zadovoljava uslov srednje-kvadratne neprekidnosti

gde je C =

lim Corr(Ag;s Ak+n) = 1,

h—0
o kojoj smo takode govorili u prethodnom poglavlju. Dobijeni rezultati
analogni su eksponencijalnom ACD modelu Engle-a i Russel-a. Ipak, u
nasem slu¢aju, nestacionarnost nizova (Xj) i (Ax), kao i u slucaju STOP-
BREAK procesa, predstavlja dodatnu, bitnu otezavajucu okolnost u prakti-
¢nim primenama D-ACD modela, kojima sada posvecujemo vise paznje.

4.3.2 Ocene parametara

Formiranje D-ACD modela nad empirijskim skupom podataka zasniva
se, kao i u sluéaju D-AST modela, na oceni parametara (a,o?), a na osnovu
dela jedne realizacije z1, ...,z N niza (X}). Kako ovaj niz predstavlja nesta-
cionaran niz slucajnih veli¢ina, to je sam postupak ocenjivanja dosta otezan,
pa ¢emo ovde izloziti samo neke od mogucih ideja ocenjivanja, bez detaljni-
jeg ispitivanja kvaliteta dobijenih ocena. Inace, neke metode ocenjivanja
granice reakcije a opisane su u radu V. Stojanovica [56], gde je razmatran
slucaj diskretnog ACD-modela u kome Sum (¢;) ima normiranu Poisson-ovu
raspodelu, definisanu izrazom

1

P{Ek :m} T e-m!

meD, kel
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Poznavanje raspodele suma (g) u znatnoj meri olaksava sam postupak
ocenjivanja, dok je, s druge strane, poznata vrednost parametra o = 1,
pa ovaj model, nazvan Poisson-ov autoregresivni model uslovnog trajanjo
(P — ACDmodel), predstavlja dosta pojednostavljen oblik opsteg D-ACD
modela koji ovde posmatramo. Ipak, osnovni postupak ocenjivanja bice isti,
s tom razlikom §to ¢e ovde osnovni problem biti nalazenje ocena nepoznate
disperzije o2, suma (e;) éija je raspodela, u osnovi, nepoznata.
U tu svrhu, uoimo najpre tzv. rezidualni niz

Rp=X— A1, k21

koji, na osnovu (4.3.4), predstavlja stacionaran niz nezavisnih slu¢ajnih
veli¢ina sa srednjom vrednoséu E(Ry) = 0 i disperzijom

(4.3.7) Viar(By) = %a(a +1)(e? +1).

Same vrednosti ovog niza mozemo oceniti na osnovu (Xy), koristeéi, recimo,
metod uslovnih najmanjih kvadrata i minimizaciju funkcije

N

2
Qv(Xa, o, Xnih) = Y (Xe - B(Xx | Fun)
k=1
po vrednostima A=(A,...,Ay). Na ovaj nacin, dobijaju se ocene

Ae=Xe, k=1,...,N
pa vrednosti Ry, k= 1,..., N moZzemo oceniti nizom
(4.3.8) Yi=dp—Air=Xp—Xpqs k=1..,N

Pritom, kao ocenu za A\ moZemo, na osnovu (4.3.5), uzeti empirijsku srednju
vrednost realizacije niza (Xg), tj.

- 1
do=Xn=- Xk
Niz (Y}) jeste nestacionaran, sa E(Y}) = 0, ali na osnovu

Var(Yy) ~ -z-ka(a+1)02(02+1), k— o0
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vazi

1
FZVGT(}/A-) — % N — oo,

gde je S = o?Var(Ri). Odavde, zamenom disperzije niza (Y;) njenom

ocenom
N
Z Xp — Xg-1)
k:

graniénu vrednost S? mozemo oceniti izrazom

N
’ 1
(4.3.9) 8% = o > (Xk — Xi-1)?.
k=1

Sada, slican postupak mozemo primeniti i na niz
I =Xp—Xp_9;, *F=2...,N

za koji vazi E(Z;) = 0, kao i Cov(Zy, Zxy1) = Var(Ry). Izjednacavanjem
empirijske prve kovarijanse niza (Z) sa njenom teoretskom vrednodéu, do-
bijamo ocenu disperzije rezidualnog niza (Ry):

N
(43.10) L L T R N
k=2
Odavde, uz koriséenje prethodno dobijene ocene (4.3.9), dobijamo ocenu
disperzije suma

s - ) ,
(4.3.11) a?\, — E%’_ . Yoy (X = Xp=1) .
Vi NYoo(Xeg1 — X1 ) (X — Xi—2)

Najzad, ocena parametra a, dobijena na osnovu jednakosti (4.3.7) i prethodno
dobijenih ocena (4.3.10) i (4.3.11), glasi

—1+\/1+12"{r§v(ai,+1)‘1

(4.3.12) an = :

Nazalost, asimptotska svojstva, a samim tim i kvalitet dobijenih ocena’
nije jednostavno utvrditi. Osnovni razlog za to lezi u ¢injenici da niz (X})

*Tu, naravno, pre svega mislimo na postojanost i asimptotsku tendenciju ka normalnoj
raspodeli.
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jeste nestacionaran, sa disperzijom koja se neogranic¢eno uvecava povecanjem
obima njegove realizacije. Ipak, ocena (4.3.12) daje izvesne mogucnosti

praktiéne primene D-ACD modela, o ¢emu vise govorimo veé¢ u narednom
odeljku.

4.3.3 Monte Carlo simulacija. Primena modela

Kao ilustraciju gore opisanog postupka ocenjivanja, opisacemo u kratkim
crtama neke mogucénosti prakticne primene D-ACD modela. Na slici 4.5
prikazan je histogram empirijske raspodele ocena parametra (a,c?), na os-
novu 40 nezavisnih Monte Carlo simulacija realizacija nizova () i (mx)
duzine N = 500. U tu svrhu pretpostavili smo da niz (&) ima Poisson-ovu
normiranu raspodelu opisanu jednakoséu (4.2.5), dok je raspodela niza ()
uniformna na skupu A = {-2,-1,0,1,2}.

Dakle, stvarna vrednost parametara D-ACD modela iznosi (a,0?) =
(2,1) i jasno se uotava grupisanje dobijenih ocena oko njihovih stvarnih vred-
nosti, kao i njihova asimptotska tendencija ka normalnoj raspodeli. Naravno,
ova tendencija je nesto izrazenija kod ocene 6% (slika levo), jer se ocena ay,
definisana izrazom (4.3.12), odreduje tek na osnovu nje. Samim tim, njene
osnovne stohasticko-asimptotske karakteristike, postojanost i asimptotska
normalnost, bi¢e slabije izrazene, kao §to se moze uociti i vizuelno, na slici
desno.

0 = N W = & 6 ~ a w

-3 %
Gy w

Slika 4.5: Histogram empirijske raspodela ocena parametara a i o°.
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S druge strane, isti metod ocene parametara primenili smo i na realne
podatke, konkretno, kao empirijski skupovi su posmatrani vremenski trenuci
promena cena akcija nekih od preduzeca koja njima trguju na Beogradskoj
berzi. Na osnovu zvani¢nih podataka sa berze, ocenjene vrednosti para-
metara prikazane su tabelom 4.4.

. Preduzeéa
Parametri

Alfa Plam DIN Hemofarm Metalac Sunce
Vranje Nig Vrsac G. Milanovac  Sembor

Xo 3,045 10,90 1,724 2,489 3,675

Dy 28,09 1308 3,232 13,48 43,37

S§% 1,221 4,088 0,108 0,139 1,058

V2 1,673 10,72 0,982 1,536 1,425

&3 0,730 0,381 0,110 0,090 0,742

an 1,275 4,352 1,204 1,616 2144

Tabela 4.4: Ocenjene vrednosti empirijskih podataka.

U prvom redu tabele prikazane su ocenjene vrednosti empirijske disper-
zije niza (Y}), zatim ocene parametra S?, kao i disperzije rezidualnog niza
(Rg), o kojima smo govorili u prethodnom odeljku. Kako smo tamo veé¢
opisali, na osnovu njih odreduju se ocene parametara D-ACD modela: gra-
nice reakcije a i disperzije suma o2, prikazane u poslednja dva reda tabele.
Kao $to se moze uociti, najveéu vrednost granice reakcije poseduju akcije
Duvanske industrije iz Nisa, tj. frekventnost njihovih promena jeste naj-
sporija unutar datog vremenskog intervala.

S druge strane, ucestanost promena cena akcija ostalih preduzeca je re-
lativno visoka, jer im odogovaraju manje ocenjene vrednosti parametra a.
Male vrednosti granice reakcije @ ukazuju na mogucéu hipotezu o tome da
je uniformna raspodela niza (n;) koncentrisana u tacki z = 0, ¢ime se, na
osnovu (4.3.4), dobija

Ak = Ao(= const).
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U tom slu¢aju niz (X;) jeste niz nezavisnih jednako raspodeljenih sluca-
jnih veli¢ina i celokupna statisticka analiza njegovog ponasanja dobija na
jednostavnosti.®

Kao posebno zanimljiv istaknimo i slu¢aj preduzeta Metalac iz Gornjeg
Milanovea ¢ija je ocenjena vrednost disperzije suma o? bliska nuli. Takva
¢injenica ukazuje na to da bi niz (ex) mogao imati raspodelu koncentrisanu
u tacki z = 1. Na taj nacin, bice

k-1
Xp=XM=X+» m VkeN,
7=0

pa niz (Xj) predstavlja sumu nezavisnih slucajnih velicina sa uniformnom
raspodelom na skupu A, koji smo definisali u odeljku 4.3.1.

Konaéno, da bi zaustavni niz () imao potpuno regularnu dinamiku,
odnosno promene cena odgovarajuceg finansijskog niza desavale svakod-
nevno, potrebno je i dovoljno da, pored toga, bude ispunjen uslov a = 0,
koji smo ranije opisali, ali i A\g = 1.

5U krajnjem slucaju, njegovo ponasanje tada moze biti interpretirano ranije opisanim
D-AST modelom.
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Glava 5

Zakljuéna razmatranja o
modelima

Uspeh nelinearnih stohastickih modela dinamike finansijskih nizova zas-
niva se, kao §to smo istakli, na éinjenici da su oni dali objasjenje celom nizu
pojava u njihovom ponasanju. Tako su, recimo, modeli uslovne heterogenosti
imali izuzetno vaznu primenu u opisivanju osobina klasternosti i izduzenosti
empirijskih gustina raspodela. Takode, njima je uspeSno opisan i karakter
promenljivosti volatilnosti koja se, slicno posmatranim nizovima, predstavlja
nizom slu¢ajnih veli¢ina. Ipak, postoje mnogi fenomeni koje ovi modeli nisu
u stanju da objasne. Obiéno se kao osnovni nedostatak svih modela ARCH
tipa naglasava Ginjenica da je njihova korelaciona funkcija p(k) geometri-
jski opadajuca, §to se tumadi kao "brzo zaboravljanje proslosti”. Naime, u
stacionarnom slucaju je

> _plk) < oo

oo
k=0

pa je p(k) funkcija koja "brzo” konvergira ka 0. Nasuprot tome, na osnovu
brojnih statistickih ispitivanja finansijskih nizova utvrdena je (ponekad)
jata koreliranost ¢lanova niza (h2) nego §to je slucaj sa elementima ARCH-
modela. Ovo je imalo za posledicu stvaranje tzv. modela ”dugog paméenja”

kod kojih korelaciona funkcija ima hiperbolicki karkater opadanja ka 0, tj.
plE) k™ , 0<LpEL
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Dalje, u mnogim savremenim istrazivanjima brojni autori kritikuju, pre
svega, samu ideju gausovnosti belog Suma i ona se ¢ini dosta opravdanom.
Tako se €esto u praktiénom modelovanju boljim pokazateljem fluktuacija
pokazuju, recimo, slucajni nizovi sa nekom negausovskom (npr. Studen-
tovom) raspodelom. Takva uopstavanja mogucéa su i u sluc¢aju opisanih mo-
dela. Stavise, pretpostavka o gausovnosti ima za cilj samo pojednostavljenje
postupka ocenjivanja parametara modela, odnosno opisivanja raspodele rezi-
dualnog niza (£,). Tako, recimo, u slucaju modela Split-ARCH gausovnost
ovog niza omogucava odredivanje nivoa znacajnosti sa kojom se, na osnovu
njegovih realizacija, vrsi stratifikacija uzorka. Ipak, oprezni stavovi vezani
za raspodelu belog Ssuma ukazuju na potrebu testiranja i provere njegove
stohasti¢ke prirode.

U poglavlju posveé¢enom pragovnim STOPBREAK procesima, opisani
su modeli dinamike finansijskih indeksa koji imaju znatno drugaéije karak-
teristike od prethodnih modela. Njihova osnovna karakteristika, kao Sto
smo videli, ogleda se u samoj rekurentnoj vezi ¢lanova posmatranog niza,
dok je uloga belog suma dosta pojednostavljena i svedena na formu koja ne
zavisi od njegove raspodele. Ova grupa stohastickih procesa, istorijski pos-
matrano, novijeg je karaktera i pruza dovoljno osnova za dalja istraZivanja.
Naravno, bitna njihova karakteristika jeste nestacionarnost koja predstavlja
otezavajucu okolnost u samoj analizi njihovih osobina i prakticnoj primeni.
Ipak, ¢ak i u takvoj situaciji moguce je formirati postojane, asimptotski
normalne ocene nepoznatih parametara i, na taj na¢in, uspesno primeniti
opisane modele u praksi. Tako je u radu Stojanovié¢, Popovié¢ i Popovié [59]
pokazano, izmedu ostalog, da je model pragovnog Split-BREAK procesa
uspesniji u opisivanju dinamike ukupnog obima trgovanja na domacem trzistu
hartijama od vrednosti u odnosu na vec¢inu poznatih modela koji se u tu
svrhu standardno koriste.

Naime, koridéenjem istih podataka izvrseno je poredenje efikasnosti Split-
BREAK modela sa pomenutim modelima koji bi se, u tom slu¢aju, pokazali
kao adekvatan izbor u analizi dinamike odredenog finansijskog niza. Na-
jpre je, koriS¢enjem autokorelacione i parcijalne autokorelacione funkcije,
utvrdena dimenzija odgovarajuéeg autoregresionog (AR) modela kojim se
mozZe oceniti uslovna srednja vrednost posmatranog finansijskog niza. Za-
tim, koris¢enjem korelograma kvadrata standardizovanih reziduala, ocenjen
je red ARCH modela, ukoliko je on adekvatan izbor. Najzad, izvrseno je



Zakljuéna razmatranja o modelima 144

testiranje modela koriséenjem Ljung-Box-ove Q) statistike. Na taj nacin,
koriste¢i model

Yy = my + ay, ap = OEt,

gde je my uslovno matematicko otekivanje, o volatilnost a &; beli §um.
dobijeni su sledeéi rezultati:

. Tip Ocene
Preduzeée modela
Sred. vrednost Volatilnost
ALFA PPAM ARCH(4) my = 12.47 4 0.16y4—1 — o} =0.78 — 0.07a}_,+
Vranje —0.22y; 2+ 0.24y; 3 +0.13a}_, — 0.04a}_, +0.22a7_,
DI.N AR(2) my = 6.18 4+ 0.23y; 1+ -
Nis +0.33¢—_2
BEMORIIM ARCH(3) ™t = 14.00 - 0.07y,_1+ o? = 0.83 - 0.10a?_,
Vrsac +0.163¢—2 —0.07a?_, + 0.14a?_,
METALAC GARCH(1,1) ™t =539+020y1+ of =046+ 0.31a?_, +0.5207_,
G. Milanovac ? +0.14y;—2 + 0.27ys—3
Kikinda +0.21y¢ 2 + 0.25y:—3
SUNCE ARCH(2) me = 4.51 +0.29y 1+  of = 0.62+0.26a]_, +0.32a7_,
Sombor +0.27yi—o + 0.08y;—a

Tabela 5.1: Ocenjene vrednosti realnih podataka na osnovu poznatih modela.

U skladu sa dobijenim rezultatima, lako je uotiti, recimo, da svi dobijeni
modeli sadrze dosta veliki broj ocenjenih parametara. Tako ¢e u slucaju
preduzeéa Alfa Plam iz Vranja biti koriséen ARCH(4) model pri ¢emu je
ocenjeno ¢ak 9 koeficijenata nizova my i 07, za preduzeée Hemofarm iz Vrica
ARCH(3) model sa 7 koeficijenata, itd. Najjednostavniji rezultat, linearni
AR(2) model, dobijen je kod preduzeca DIN iz Nisa gde je ocenjeno samo 3
koeficijenta.

Direktna posledica konstrukecije modela sa veé¢im brojem parametara
jeste Cinjenica da odgovarjuéi model neée u najboljoj meri objasniti di-
namiku posmatranog finansijskog niza, $to se lako moze uociti na slici 5.1.
Drugim re¢ima, ¢ak i najbolji rezultati dobijeni gore navedenim modelima
jesu osetno slabiji u odnosu na prethodne koje smo dobili modelovanjem
pomoéu Split-BREAK procesa. Stavise, primenom Split-BREAK modela
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koji, u osnovnom obliku poseduje samo dva nepoznata parametra, kriti¢nu
vrednost reakcije ¢ i disperziju o2, dobijeni su, kao §to smo videli, mnogo

bolji rezultati u modelovanju posmatranih empirijskih podataka.

ALFA PLAM Vranje DIN 16S
ARCH4) AR(2)

Hlog-volumes W log-volumes
am()

am)

HEMOFARNM Vrgac METALAC GMilanovac
ARCH(3) GARCH(1,1)

B log-volumes

amt)
B log-volumes

am(t)
TOZA MARKOVIC Kikinda SUNCE Sombor
ARCH{1) ARCH(2)
20
~ 15-
i 0
5
B
o
0
Thine
am(t) B log-volumes
B Log-volumes am)

Slika 5.1: Uporedne vrednosti realnih i modeliranih podataka.

Na kraju, istaknimo da poslednje poglavlje ove disertacije obraduje pose-
bno zanimljivo svojstvo ponaSanja finansijskih nizova, osobinu iregularnosti
u vremenskim trenucima promene njihovih vrednosti. Ova osobina uocena

je u dinamici promena cena akcija nekih od eminentnih domacih preduzeca
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koja njima trguju na Beogradskoj berzi i poseduje znatne specifiénosti koje
se ogledaju, pre svega, u naglaSeno sporoj dinamici promena cena. Na ta]
nacin, u cilju opisivanja ovakve dinamike kori§¢eni su stohasticki modeli
zasnovani na nizovima slucajnih promenljivih sa raspodelama diskretnog
tipa.

Kao posebnu zanimljivost prilikom izbora odgovaraju¢eg modela istaci
¢emo medusobnu koreliranost susednih élanova zaustavnog niza (74 ), odnos-
no niza prirastaja Xp = 7 — 7%x—1, kojima su opisani vremenski trenuci
promena cena akcija. Ukoliko empirijska istrazivanja ukazuju na slabu ko-
reliranost ¢lanova niza (X)), onda se kao adekvatan stohasticki model moze
koristiti tzv. D-AST model koji je najpre opisan u pomenutom poglavlju.
S druge strane, prisustvo naglaSene korelacione veze susednih élanova niza
prira§taja ukazuje na njihovo drugacije ponaSanje i, samim tim, drugacije
stohasticko modelovanje. Jedna od moguénosti tada jeste primena drugog,
D-ACD modela zasnovanog na idejama uslovnog trajanja Engle-a i Russel-a.
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Mpwunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNotnucanu-a Bnaguua CtojaHoBuh

Opoj nHaoekca

UzjaBrbyjem

[a je JOKTOpCcKa gucepTauuja nog HacnoBoM

BPEMEHCKE CEPUJE KAO HEJIMHEAPHW CTOXACTUYKN MOOENTN ANHAMUKE
PUNHAHCUNJCKNX HN3OBA

* pe3ynTtaTt CONCTBEHOr NCTPaXXnBa4dKor pana,

* [a npegnoxeHa guceprtauuja y UeENMHU HXU y AenoBuMa Huje buna npeanoxeHa
3a pobuvjakbe 6uno koje Aunnome npema CTYAWCKMM nporpaMmmma Apyrux
BMCOKOLLIKOFICKUX YCTaHOBA,

* [a Cy pe3yntatu KOpeKTHO HaBedeHU U

* [a HuAcaM KpLuMo/na ayTopcka npaBa U KOPUCTMO WHTENEKTyasnHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

&S C:ﬂqﬁﬁ%

Y Kocosckoj Mutposuuum, 16.06.2023. roguHe



Mpunor 2.

I/I3jaBa O NCTOBETHOCTU WUTamMnaHe N eNieKTPOHCKe
Bepsuje AOKTOPCKOr paga

Wme n npesnme aytopa Bnagmua CtojaHoBuh

Bpoj nHpekca

Cryaujckn nporpam MaTtemaTuka

Hacnoe paga BPEMEHCKE CEPUJE KAO HEJIMHEAPHW CTOXACTUYKW MOLENN
ONHAMUKE ®PNHAHCUNJCKUX HN3OBA
MeHTop npod. [ip burbaHa Monosuh

MoTtnncanwu/a % C:\ d”a Glﬁ@%

UsjaBreyjeM fa je wramnaHa Bep3uja Mor JOKTOPCKOr paja MCTOBETHA €NEKTPOHCKO]
BEp3Mju kKojy cam npegao/na 3a objaBrbMBakbe Ha noprtany [AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y [puITUHK, ca NPUMBpPEMEHUM ceauluTeM Yy
KocoBckoj Mutposuuu.

[ossorbaBam ga ce objaBe MOju NMYHM nojauun Be3aHun 3a Jobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpPA Hayka, Kao LITO Cy MMe U Npe3nMe, roaMHa U MecTo pofjewa 1 gaTym
ogbpaHe paga.

OB/ nMYyHM nogaum Mory ce o06jaBUTM Ha MpPEXHUM CTpaHuuama aurutarnHe
oubnuoteke, y enekTPOHCKOM kaTanory u y nybnukaumjama YHuBepsuTeTa Yy
MpuwTrHK, ca npuBpemeHum ceamwteMm y Kocosckoj Mutposuun.

MoTnuc pgokTopaHaa

B (= th

Y Kocosckoj Mutposuuu, 16.06.2023. rogmHe



Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwhewy

Oenawhyjem YHuBepauteTcky ©Oubnuoteky pfa y [OurntanHu penosuTopujym
YHuepsuteTa y NpuwtvHu, ca npuepemeHum ceguwiteMm y Kocockoj MuTposuum
yHece Mojy AOKTOPCKY AncepTraumnjy nog HacnoBoM:

BPEMEHCKE CEPUJE KAO HEJIMHEAPHW CTOXACTUNYKN MOOENTN ANHAMUKE

PUNHAHCUNJICKNX HN3OBA

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

OucepTtaumjy ca cBMM npunosuma npegao/na cam y enekTpoHCKOM oopmaTty NorogHoM
3a TpajHO apxvBUpakeE.

Mojy OOKTOpCKY AncepTtauujy noxpamweHy y [AurutanHu penosuTtopujym YHusepauTeTa
y MpuwTtnHu ca npuepeMeHum ceguwitem y Kocockoj MutpoBuum Mory aa Kopucte
CBM Koju nowTyjy ogpenbe cagpxaHe y opgabpaHom Tuny nwuueHue KpeaTusHe
3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce oany4mo/na.

1. AytopcTBOo
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLMjanHO
@AyTopCTBo — HekomepumjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLWMjanHo — AENUTU NOA4 UCTUM YCNoBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTOopCcTBO — OEenuTH Nog UCTUM yCrnoBMMa

(Monmmo pga 3aoKkpyxuTe camo jedHy O LIecT MOHyheHMX nuueHuM, KpaTak onmc
nvueHumM gar je Ha nonefuHu nucta).

MoTtnuc gokropaHaa

1 (Gt

Y Kocosckoj Mutposuuu, 16.06.2023. rogmHe



1. AytopcTBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, OUCTPUOYLIM)Y U jaBHO caorluTaBake
Aena, u npepajge, ako ce HaBeae MMe ayTopa Ha HauuH odpeheH of cTpaHe ayTopa
Unu gasaola nuueHLe, Yak 1 y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcrnioboaHWja o CBUX
MULEHLMN.

2. AyTopcTBO — HEekoMepuujanHo. [lo3aBorbaBate yMHOXaBakwe, ANCTPUOYLIMjY 1 jaBHO
caonwitaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH ogpefeH of
CTpaHe ayTopa wunu Aasaoua nuueHue. OBa nuueHLa He [03BOrbaBa KoMepuujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTOpCcTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [do3BorbaBaTe YyMHOXaBame,
anctpubyumnjy n jaBHo caonwTaBakwe Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa wnu
ynotpebe gena y CBOM fAeny, ako Ce HaBede ume ayTopa Ha HadvH ogpeheH o
CTpaHe aytopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He 403BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena. Y ogHOCY Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM MULEHLIOM Ce orpaHuyaBa
Hajsehn obum npaBa kopuwhekwa gena.

4. AyTOpCTBO - HekoMepuujanHO — AenuMTu Mo uctum ycrnosuma. [losBorbaBaTte
YMHOXaBah-e, AUCTpmbyunjy 1 jaBHO caoniTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBeae
UmMe ayTopa Ha HauvH oapeheH of cTpaHe ayTopa WUnn gaBaola fMUEHLE U ako ce
npepaga AuctpubyMpa noa MCTOM WM CAMYHOM nuvueHuoM. OBa nuvueHua He
[03BOSbaBa KomepuujanHy ynotpedy aena v npepaga.

5. AyTtopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBaTe yMHOXaBake, OUCTPUOYLM)Y U jaBHO
caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, NnpeobnukoBarwa Unn ynotpebe genay cBom geny,
ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HauuMH ofdpeheH of cTpaHe ayTopa Wiy AaBaola
nunueHue. OBa nuueHua Ao3BoSbaBa KoMepuumjanHdy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - denuTtu nog WCTMM YycrnoBuma. [lo3BorbaBate YMHOXaBame,
anctpubyunjy n jaBHO caonwiTaBarwe gena, U npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha
HauMH oapefeH oA cTpaHe ayTopa WM [aBaoua NUUEHLEe W ako ce npepaga
ancTpubympa nog MCTOM MMM CnMYHOM  nmueHuom. OBa nuvueHua [03BoSbaBa
KoMmepumjanHy ynotpeby gena v npepaga. CnuyHa je coTBEPCKUM NuMLEHLama,
OLHOCHO IN1LEeHLama OTBOPEHOr koaa.



