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Oga nokTopcka aucepranyja je ypahena y Jlabopatopuju 3a aromcky ¢pusuky MucTHTYTA 32
HyKJeapHe Hayke ,,BuHua“ — HMHcTHTyTa 07 HamwoHamHOT 3Haudaja 3a Penybmuky CpoOwujy,
VYHusep3urera y beorpany.

OrpomHy 3aXBaJHOCT IyryjeM CBOM MeHTOpy, np MBany PamoBuhy, HaydHOM CaBETHUKY
HHcTHTyTa 32 HyKiIeapHe Hayke ,,BuHuUA“, KOjU je MPEemyoKhUO TeMy IOKTOPCKE IHCepTalHje,
HETOCPETHO PYKOBOAHMO H-CHOM M3PaJoM U HECEOMYHO MpPYKao moMoh mpu CBaKOM KOpPaKy TOKOM
u3paje oBe Te3e. Takole, BemuKy 3axBaiHOCT AyryjeM U npod. ap 3opany Mumikouhy, pejoBHOM
npodecopy Ha [emaprmany 3a npuMemeHy MareMaTtuky YHuBep3urera Borepiy (Department of
Applied Mathematics, University of Waterloo) y Kanaau, Ha Beukoj momMohu y BUaIy MHOTOOPOjHUX
CyrecTdja U KOpUCHHUX CaBeTa.

Hou. np Buty [lecioju, BumeM HaydyHOM capagHuky MHcTuTyTa 32 (Qu3uky y 3arpedy
3axBaJbyjeM ce Ha Ao0ujamy ab initio pesynrara. Jp Ayuiky bopku, HayuHom caBeTHUKY MHCTUTYTA
3a HyKJeapHe Hayke ,,Bunua™ m np Jlazapy KapOynapy, momenty Ha PauyHapckom ¢akynrery
VYHuBep3uTeTa YHHOH, OBUM IIyT€M cC€ 3axBajbyjeM Ha IoMohu mpu a00Hjary HYMEPUUKHX
pesyirara.

[Ipod. np UBanku Munormesuh, pegosaoM npodecopy Pusznukor paxynrera Y HUBep3UTETa
y beorpany, xao u gonieary ap 3opany [lonoBuhy Ha ucToM (akynTery, ce 3axBajbyjeM Ha Mperieny
U OIICHU OBE Te3e€.

Konerama np /[lejany IljeBuhy, Hayunom capaguuky u Auu Kammnuh, ucrpaxuBauy
MIPUIIPABHUKY, KOjU cy 000je 3anocienn y IHCTUTYTY 3a HyKJieapHe Hayke ,,BuHua®, 3axBaspyjem ce
Ha MOPAJTHOM IOJICTPEKY IPH MUCAY Te3E.

Heusmepny noapiiky TokoM u3paze oBe Teze ¢y Mu aanu ap Cyszana IlerpoBuh, HayuHu
caBeTHUK MIHCTHTYTa 3a HyKJeapHe HayKe ,,BuH4a* 1 cafanimy pyKkoBouiIall IpojeKTa Ha KOMe caM
aHra)koBaHa, Kao U WeroB OuBIIM pykoBojawian Jp JaBop [lepymiko, BUIIM HayyHH CapajHUK Y
MEH3WjU, W CBE OCTaJIe KOJIeTe U3 JJabopaTopHje U Ha TOME CaM UM 3axXBajiHa.



Caxerak

Kako 6u pazymenu epekre Koju ce jaBibajy IPUIMKOM HHTEPAKIIH]je HACIEKTPHCAHUX YECTULIA
ca CIIOJeBUTHM CTPYKTypama Koje cajapke rpadeH, pa3BWIM CMO TEOPHjCKH MOJEN 3aCHOBaH Ha
pemaBamy P0isson-ose jeanaunHe kopurnhemem Green-oBux GyHKIHja.

YoagHu joH ce MOKe€ MCKOPHCTHTH 3a HCIHTHBame XxuOpuaumsanuje usmely Dirac-osor
iasMoHa y rpadeHy ¥ MOBPIIMHCKUX ONTHUKUX (oHOoHa SiO2, mTO CMO TOKa3aiu y3 MmoMoh
dhopma3ma auenekTpudHoT 013uBa. [Tomenyra xubpuausamnuja omoryhasa noOyhuBame mia3mMoH-
¢doHOH Mona mpu Op3uHaMa HWXUM o Fermi-jee Op3uHe rpadeHa, jako 3aBHCU OJi T'yCTHHE
Jonupama rpadeHa u J0BOJHU 10 U3paKEHOT edeKTa Tanaca y MHIyKOBaHOM MoTeHIujany. Takohe,
yTHYE U Ha 3ayCTaBHY CUJIy U CHITY JIUKA KOje JeTyjy Ha jOH.

Kopumrhemem npoBoHOCTH rpad)eHa u3padyyHaTe y OKBHPY MPOIIMPEHOT XUAPOIMHAMHIKOT
MoOJIeJla Y yrOTaJaCHOM JIMMUTY ¥ JIOKAJTHO] ()OPMH, M3BEIH CMO aHAJIMTUYKU U3Pa3 3a TYCTUHY
BEepOBaTHONE €HEPTHjCKUX I'yOUTaKa eJIeKTpOHA. 3aKJbyYHIId CMO Ja TIOCTOjH JI0CTa JJOOPO Clarame
HAIlMX M3padyyHaTHX pe3yliTaTa 3a peajHd U MMaruHapHH Je0 ONTHYKE IMPOBOJHOCTH rpadeHa ca
pesynratuma nobujeHuM ab initio MeTozom, Kao M pe3yirarta 3a TYCTHHY BepoBaTHOheE Koje CMO
nopeamnu ca ab initio pesynratuMa W eKCIEPUMEHTAJIHUM MOAAlMMa 3a CIEKTPOCKOIH)Y
eHeprujckux ryoutaka enekrpona (EELS) u3 tpu He3aBucHa excriepumenTa. Takole, mpoHanum cMo
Jla Ha4YMH YKJIamama T3B. Zero l0ss muka u3 excrnepumentannux EELS nopartaka mocra yruue Ha
FbHXOBO CJIarambe ca TEOPH)CKUM MOIEIIOM.

W3Benu cMo QyHKIM]y SHEPTUjCKUX ryOuTaKa elekTpoHa 3a cucreM rpaden-Al,Osz-rpaden
kopuinhemeM QyHKIHje oa3uBa rpadeHa, nooujeHe nomohy 6e3macenux Dirac-oBux ¢epmuoHa y
OKBHpY ampokcuManyje ciydajuux ¢asza. Ilopehemem m3padyHaTux pesyirara ca pe3yiaTaruMma

nobujenuM ab initio mMeTomom, mpoHamUTH CMO J0CTa HO0OpO ciarame 3a ozapeleHe BpeaTHOCTH
TajacHor Opoja.

Kibyune peum: rpadeHn, rpaden-uzonatop-rpadeH, II1a3MOH-QPOHOH XHOpHUIU3aIM]ja,
anpoKcHUMallija cilydajHUX ¢a3a, IpOIUPEHN XUAPOAUHAMUYKN MOJIEN.

Hayuna o0uact: ®usuka.
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UDK opoj: 53.538.9 (043.3).



Abstract

In order to understand interactions of charged particles with layered structures containing
graphene, we developed theoretical model based on solving Poisson equation using Green’s function
theory.

Incident charged particle may be used to probe the hybridization between Dirac plasmon in
graphene and the surface optical phonon modes in a SiO2, as we found using dielectric response
formalism. This hybridization makes possible to excite plasmon-phonon mode at the speeds lower
than graphene’s Fermi speed, highly depends on the doping density of graphene and gives rise to the
strong wake pattern in the induced potential, and affects stopping and image forces that act on charged
particle.

Using the conductivity of graphene obtained by the extended hydrodynamic model in the long
wave length limit and local form, we derived an analytical expression of the probability density for
the electron energy loss. Comparing the obtained results for real and imaginary parts of the optical
conductivity in graphene with those obtained by ab initio method, and also the results for probability
density with both ab initio results and experimental electron energy loss spectroscopy (EELS) data
from three independent experiments, we found very good agreement. In addition, we found that the
way of subtracting zero loss peak from experimental EELS data strongly affects their agreement with
theoretical model.

We derived the electron energy loss function in a graphene-Al.Oz-graphene composite system
by using the response function of graphene, acquired by method based on massless Dirac fermions

(MDF) within the random phase approximation (RPA). Comparing our obtained results with those
obtained by ab initio method, we found good agreement for certain wave number values.

Key words: graphene, graphene-insulator-graphene, plasmon-phonon hybridization, random
phase approximation, extended hydrodinamic model.

Scientific field: Physics.
Field of scientific specialization: Quantum, mathematical and nanophysics.
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1. YBoa

VYTJbeHUK TpeACTaB/ba UMIIPECUBAH XEMH]CKH €JIEMEHT KOjU YJIa3u y cacTaB BEJIUKOT Opoja
OPTaHCKHX JeUIbCHha 3aXBajbyjyhu BenuKkoj] (IeKCHOMITHOCTH XeMHJCKHX Be3a. Takohe ce jaBmpa y
BUILIE JIOTPONICKUX Moaupukaimja [1] o kojux cy Hajmo3HaTHje AUjaMaHT ¥ TpaduT a y CKopHje Bpeme
Cy OTKpHBEHE aJIOTPOIICKe MOAU(DUKAIIU]je HIDKUX AUMEH3Hja Kao mto cy ¢ynepern (1985. roaune) u
yribeHnuHe Hanouesu (1991. ronune). McrpaxuBauka rpyma nmox Bohcrsom Andre Geim-a u Konstantin
Novoselov-a je 2004. roamHe MOCTYIKOM MexaHWuke ekcdonujanmje rpadura H30I0BaIA
nBoauMen3nonu (2D) o6nuk yribeHuka Ha3BaH rpaden [2] 3a unje cy otkpuhe Harpalhenu HobenoBom
Harpagom 2010. rogune.

I'paden ce moxe cmarparu 2D rpaguBHHM eJeMEHTOM YIJb€HHYHUX MaTepHjajia APYrux
TUMEH3Wja W TpejcTaBjba NpBH u3oioBaHu 2D matepujasn. YMmoraBamem rpadena modbujamo 0D
¢dynepen, caBujamem 1D HanoneB a cnaramem 3D rpaduT (T3B. BUCOKO OpUjEHTHCAH MUPOIUTHYKU
rpadur)[3]. Haume, koman rpadurta ce cactoju u3 roMuiie ciiojeBa rpadeHa HacjaaraHux jelaH Ha qPYyrH
Koju cy melycoOHo noBe3anu ciadbum Van der Waals-oBum cunama.

[Tonamame enexkTpoHa y rpadeny (Moxxaa OW mpaBwiHHMje OWIO Ha3BaTU MX ,,HOCHOIMMA
CNICKTPUYHOT HACJIEKTPUCAha ) HAIMKYjE MMOHAIIAKkY PEIAaTUBUCTHYKKUX YecTulla [4] mrro unnu rpadeH
JeIMHCTBCHUM Y OJHOCY Ha JIpyre Marepujajie y TMPUPOIU W TOJECHUM 3a UCHUTHBAKC PA3HUX
penaTHUBUCTUYKUX edeKara.

[ToBpmiMHCKM TIa3MOHM (KpaTKO IUJIa3MOHHM) IPE/ACTaBJbajy KOJIGKTUBHA EJEKTPOHCKA
nobyhema koja ce kpehy nayx rpanune auenektpuk/meran [5]. Kapakrepumie wux BHCOKa
JIOKAJIM30BAHOCT TaJaCHOI MaKkeTa y IPOBOAHOM Jely Koja ce omucyje (GakTopoM CakuMamba
(mpencTaBiba OIHOC TajllaCHE AY)KMHE CIOOOTHOT €JIeKTPOMAarHeTHOr Tajaca W miasmona). Kox 2D
1a3MoHa gakTop caxumama u3nocu uzmehy 100 u 400, ma mpu KCTOj yU€CTaHOCTH TajlacHa AY)KUHA
na3MoHa Oyzie TOJIMKO IyTa Kpaha oJ1 TajlacHe Ty>KWHE eJIeKTPOMAarHeTHOT Tajaca KOju UX je mooyauno,
IITO JIOBOAM JIO BEJIMKOI I0jayaBama MoJjba (Koje MoKe OUTH M HEKOJHUKO Pe/loBa BEIMUYUHE jade O]l
yIaHOT 1M0Jba) u3azehn U3 orcera KOHBeHIMOHAIHE onTHKe [6,7]. ¥V ciydajy rpadena, npeasuha ce
na GaxkTop caxxumama uae a0 BpenHoctd 300, mTo je 3HayajHO Behe 01 HeroBe BPEAHOCTH Y CIIydajy
HIp. cpebpa, rae je dakTop cakuMama Mamu o1 20 [5]. [Ipumena rtasmMoHa y rpadeHy 3aBUCH U O]
BUXOBE JY)KMHE MPOCTUPAka KOja je OrpaHnYeHa pacHUIlalkbeM €Hepruje Ha (pyHIaMeHTaJIHe Mpolece
Kao ITO Cy JAMENEKTPUYHU TYOWUIM M elneKTpoH-PoHOH uHTepakimje [8]. JyxuHa mpoctuparma
ma3MoHa y rpadeny je Beha o one y meranuma [9,10].

JenHa o1 HajKOPUCHHU]UX 0COOMHA TpadeHa je MOryhHOCT MPUIMYHO JIAKOT To/ieiaBama Fermi-
JeBOT HUBOA JI0JaBamk-eM CIOJbAIIIbUX HOCHIIAIA HaeleKkTpucama. Kana ce y3me y 003up U UnmbeHuIa
na rpadeH moapKaBa eIeKTPOHCKe Mo0yae jako mupokor crektpa (o tepaxepi (THz) 1o BuabUBHX

ydectanoctu [11]), rpaden mocraje jako aTpakTHBaH 3a IPHUMEHE Y pa3HUM 00JIaCTUMA TJIa3MOHUKE
[12,13,22-24,14-21].

VY ypehajuma Ha 6a3u rpadeHa MHUPOKY MPUMEHY Halla3e M30JIATOPCKU CIIOJ€BU CAUMEHCHU O]1
SiO2 koju Mory j1a ce epukacHO MPUMEHE NP KOHTpoHcamy Fermi-jesor HuBoa rpadeHa NPUMEHOM
CTOJhAIIILET HAloHa, Kao W 3axBa/byjyhu onTuukuM (GounonnMa SiO2 KOju ce Haja3e Ha MOTOJHUM
ydecTaHoctuma [25-27].

[Mopen momsore ox SiO2, HCTUTHBAHH CY IUIA3MOHK Yy Tpad)eHy Ha pa3HUM JPYTHM IOAI0raMa
kao mto cy Hip. SiC [28-30], 3atum Ha Metanaum noyiorama [31] ox kojux hemo momenyru Pt(111),
Ru(0001) u Ni(111) [32] u Cu(111) [33].



[Topen jemHocnojHOr TpadeHa, Takohe cy MHTEPECAaHTHE U CTPYKTYpE KOje cajapike JiBa Clioja
rpadena (double-layer) xao u nBocnojuu (bilayer) rpaden. Kon nBociojHor rpadena nuje moryhe
HE3aBUCHO KOHTPOJIMCATH CIIOJbAIEhE MOTCHIIMjalle, OJHOCHO T'YCTHHE JOIHUPara MOIITO j& PacTOjambe
u3Mmel)y crojesa jako mano (3.35 A). Oszie Bpeau noMeHyTH J1a ABOCIOjHU rpadeH NpUBIaul HOCEOHY
NaXky UCTpaXKMBaya MOCIeAmBHUX ToanHa. Hanme, mokasaHo je aa Kajaa ce JBa ciioja rpad)eHa mocraBe
jeIaH Ha JAPYTd TaKO Jia je TOpma pelieTka rpadeHa 3apoTupaHa y OJHOCY Ha JIOBkY ToJ oapeheHum
yIJI0M, J10JIa3u 10 popMHpama T3B. cynep pemerke. CBOjCTBa OBaKO J0OHM]jEHOT JBOCIOjHOT TpadeHa
jako 3aBuce o1 moMeHyTor yria [34] ma moOujeHa CTpykTypa MOXKe Jia Ce IMOHaIIa Kao M30JIaTop, UIIH,
IITO j€ jOIll HHTEPECAHTHH]E, CynepnpoBoaHuK [35,36].

3a pa3nuky ona naBociojHor rpadena, u3mel)y nBa cioja rpadeHa je moryhe yMeTHYTH
U30JIATOPCKH CJI0j. Y TaKBOj CTPYKTYPH IOCTOjU MOTYNHOCT MOBe3MBamba HE3aBHCHUX €IEKTpoJa Ha
ciojeBe rpadeHa kojuma he ce 0JIBOJeHO KOHTPOJMCATH T'YyCTUHE JONUpama Ha CJIOjeBHMa. JemaH o
npuMepa OBaKkBe CTPYKTYpE je ,,ceHIBUY " cTpyKTypa obnuka rpadgen-Al2Os-rpadeHn, koja je Beh Hara
IpUMEHyY Kao onTu4ku Moaynatop [37] y kome nebspuna Al,O3 cioja uznocu 5 nm.

Jenna on Hajuenrhe kopunheHUX eKCIIEPUMEHTAIHUX TEXHUKA 32 MPOYUYaBahE CICKTPOHCKUX U
IUTa3MOHCKMX OocoOWHa Matepujana, mMehy kojuma je u rpadeH, jecte CIEKTPOCKONHja €HEPIH]jCKOT
ryoutka enexkrpona (EELS — Electron Energy Loss Spectroscopy) [38]. Teopujcku Momenu criekrapa
nobujennx EELS meromom 3a crucreme koju caipike jeaH WIHM BUIIE CliojeBa rpadeHa ce akTHBHO
pa3BHjajy nocieamux roauHa [32,39-45].

['maBHY TeMy OBOT pajia mpecTaBba MpoydaBame eekata KOju ce jaBibajy IpU MHTEPAKIHjU
HaeJIeKTPUCAHHUX YECTHIIA ca Tpad)eHOM Ha MOTyOeCKOHAYHOj M30J1aTOPCKO]j Mo to3u o1 SiO2, kao u ca
nBa cioja rpadeHa n3Mely Kojux ce Hajma3u TaHaK U30JIATOPCKH ¢J10j (IPETXOAHO TIOMEHYTa ,,CCHIBHY
crpykrypa rpaden-Al,Os-rpaden). Jpyru mpaBail UCTpakMBamba OBE T3¢ IPEACTaBIba TECOPHjCKO
(ananmutuuko) monenoBamte EELS cmekrapa, kao m mopeheme Teopujckux Mojena ca JOCTYITHHM
ekcriepuMenTanto noodujenum EELS cnextpuma.

VY 0B0j Te3u ce 0aBUMO HEPENaTUBUCTUUYKUM e(eKTUMa 0 KOJUX J10J1a3u NMPH HWHTEpPaKIUjH
HaeJIEKTPUCaHe YECTHIIE ca TpadeHoM, JIOK je MPUMep UCIHTHBAmba PETaTUBUCTHUKUX edekara MmpH
MHTEPAKIINjH HACICKTPHCAHNX YeCTHUIIa ca rpadeHoM aat y [46].

[Tocne yBoma (rmaBa 1), y miaBu 2 oBe Te3e JaT je KpaTak Iperyie]] OCHOBHUX (U3HYKO-
XEMH]JCKUX 0COOMHA rpadeHa U BUCOKOHEPTHJCKMX M HUCKOEHEPIHjCKHX IJIa3MOHa y rpadeHy, Kao u
omuc Fuchs-Kliewer-oBux ¢poHoHa y mojJapHUM H3071aTOPCKUM ClIojeBUMa U eekTa Tanaca. Y riaBu 3
je pa3BHjeH MaTeMaTHYKd MOJEN KOju CIykH 3a omucuBame Coulomb-oBux wmHTepakija yHyTap
BHUIIIECIIOjHUX CTPYKypa Koje cajJpike jeJlaH MK JBa cJioja rpadeHa, 3aCHOBaH Ha peliaBamy P0isson-
oBe jeaHaunHe MeTtooM Green-oBux (QyHKIMja.

VY rnaBu 4 je mpenctaB/beH TeopHjcku (aHanuTHuku) monen EELS cnekrapa 3a ciyuaj
WHTEpaKIIMje HaeJIeKTPHUCaHEe YECTHIIE ca ,,cI000HIM  rpadeHoM. V3BeeHu Cy n3pas3u 3a EHePIrHjCKU
ryOHMTaK HaeJIeKTpUCAaHEe YECTUIIE, Kao M M3pa3 3a TyCTUHY BepoBaTHohe 3a r'yOUTaKk eHepruje (moriaBibe
4.1). Y nornasipy 4.2 je npencrasiben npormupenn (extended) xuapoaunamuyku (eHD) momern.

KommietHu pesynraru cy npuka3anu y TiaBu 5. Pesynratu nHTepakiyje jona ca rpadeHoM Ha
oJy0eCKOHAuHO] M30JaTOPCKO] MOAJIO3H Cy MPEACTaB/beHH y noriasby S.1. U3Benene cy ¢gusuuke
BETMYMHE KOj€ OIHKCY]y WHTEPAKIM]y joHAa ca TpadeHOM Ha TOI03U, U TO YKYIHH TOTEHIIHja,
3aycTaBHa cujia M cwia juka (maparpad 5.1.1). [loOujenu pesynratu 3a (QYHKIHU]y €HEPIHjCKHX
ryoutaka cuctema rpaden/SiO; cy npukaszanu y maparpady 5.1.2, 10K cy pe3yiaTaTtd 3a YKYIHH



€JICKTPOCTaTUYKHN TOTEHIIMjall y paBHU TpadeHa mpeacTtaB/beHu y mnaparapady 5.1.3, omHOcHO 3a
3ayCTaBHY CHIIy M CHIIy JHKa y maparpady 5.1.4.

[TornaBsbe 5.2 campku pe3yiTare Be3aHe 3a MCIHUTHBAKE MUIA3MOH-(OHOH XUOpHIU3ALHUje Y
cucremy rpaden-Al,Os-rpaden. M3senena je auenckrpuyna ¢pynkuuja cucrema rpader-Al,Os-rpaden
npumenoM Mmerone Green-osux ¢ynknmja (maparpad 5.2.1). Takohe cy u3BeAcHE W AWCIEP3UOHE
penanuje (maparpad 5.2.2). Ilopehenu cy EELS criektpu cuctema koje cMO T0OWIH y anpOKCUMAIIH]U
ciy4ajuux (asa (RPA — Random Phase Approximation) y okBupy Koje cy HUCKOEHEprHjcke modye
CJIEKTPOHA Y T 30HH anpokcumupane 6esmacenum Dirac-osum dpepmuonnma (1j. MDF(Massless Dirac
Fermions)-RPA meton) ca nucrnep3noHHM KpuBaMa Koje cy m3padyHate kopuithersem MDF-RPA
MeToJla Y ONTHYKOM JUMHTY Kao u Drude-oBor mozena. JloOujenn pesyaratd cy mopehenu ca
pe3yaTatuMa Koje je Harn capaaHuk jgoir. ap Vito Despoja uzpauynao kopucrehu ab initio RPA metos.

Y nornaempy 5.3 cy mpeacTtaBibeHH pe3ynTtaTH nob0ujenu y okBupy eHD mopena. JloOujeru
pesyiratu cy nmopehenu ca pesynraruma Koje je moir. ap Vito Despoja uspauynao kopuctehu ab initio
METO W ca eKcrepuMeHTanHo aooujenum EELS cnektpuma uz [47-49]. ¥V maparpady 5.3.1 cy
MPUKa3aHU ONTHUYKA MPOBOAHOCT rpadeHa u Opoj BaJICHTHHUX €IEKTPOHA KOjH YUECTBYjy y moOyaama y
(YHKIMjH EHEPTUjCKUX ryouTaka, 1ooujenn y oksupy eHD monena kao u pesynraru gooujenu ab initio
MeTooM. TeopHjcKu pe3ynratd 3a T'yCTHMHY BepoBaTHOhe y (GYHKIMjU E€HEpPrujcKHX TyOuTaka cy
nopel)eHn ca TOCTYITHUM eKcriepuMeHTanHo nqooujenum EELS cnextpuma y maparpady 5.3.2. Yiora
Dirac-ose npoBogHOCTH Ha HUXHUM eHeprujama EELS cnektpa je pasmotpena y maparpady 5.3.3, a
BHUCOKOEHeprujcku penosu y EELS cnextpy y maparpady 5.3.4.

Y rnaBu 6 cy AaTv 3akJbydl. Y TJaBH 7 ce Hajase JoJalld, a y TJaBu 8 crucak KopuinheHe
JTuTEpaType.



2. Ilnazmonu y rpadgeny

2.1. EnexkTpoHcKa cTPyKTypa rpadena

['padeHOM Ha3MBAMO CII0j CAYMEHEH OJI aTOMa yIJbeHHWKAa Y PaBHHU, TYCTO TMakoBaHuX y 2D
pemieTky Hanuk Ha muenuibe cahe (honeycomb lattice)[50]. Koa mojeaunayHor atoMa yribeHUKaA Y
rpadeny fonasu o Sp’ xubpummsanmje (opbutame 2S, 2px U 2Py ce XHOpUAM3yjy m dopmmpajy
TPUTOHAJIHY CTPYKTYpy yHyTap (X,y) paBHu). OBa xubpuausaiuja omoryhyje cBakoM aToMy yribeHHKa
Jla ce BEXKE KOBAJICHTHUM G Be3aMa ca OcTaja TpH CyceiHa aroma popMupajyhn XxekcaroHaiHy pemeTKy
(cnuka 2.1).

Cauka 2.1: lllemaTcku npukas ¢ u 7 Be3a y rpadeny.

CnobonHae 2p; (wim 1) opOuTale Cy OpHjeHTHCAHEe HOPMATHO Ha paBaH y KOjOj ce Hala3e aToMHU
yribeHrKa. CBaku aToM yrjb€HHKa UMa 110 jeJHY T OpOUTally M CBaKa O] BlbMX CaIpKH I10 jeJaH T3B. TT
SIIEKTPOH A Cy yCIe AeTeHepalyje CIIMHA OBE OpOUTae OIYIOMYhEHE. T SISKTPOHU CY y Tpadeny
NeT0KaIN30BaHy U (OPMUPA]y ABE 30HE: BAJIEHTHY T 30HY M IPOBOJHY T 30HY.

Kpucranna pemerka rpadena je ¢popmupana on 2D xekcaronamnux pemetku. Caapxu 1Ba
aToMa yribeHHWKa y mpumuTHBHO] henuju (cimka 2.2 1eBo). Pactojame usmel)y HajOnmkux atoma y
rpadeny n3nocu 1.42 A [51].
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Canka 2.2: (JleBo) Kpucranna crpykrypa rpadena. [Ipumutusny henujy unne aa atoma, A u
b. Bravais-oBa pemierka je (GopMmupaHa MOHAB/BAKEM CTPYKTYpE jeAMHUYHE henuje xopumihemeM
BEKTOpa 3, U a,. ITookaj Hajommkux cycena atoma A je onpeljer Bextopuma ty, t, 1 3. (Jlecno) Ilpsa
Brillouin-oBa 30Ha rpadena ca o3HayeHMM Taukama BHCOKe cuMeTpuje. Bektopu by u b, o3Hauapajy
peunnpouHe BekTope pemrerke. [Ipunaroheno us [3].



Ha cmunm 2.2 necHo je mpuka3zaHa pelMIIpOYHA pemieTka rpadeHa ca 0O3HAYCHMM TavyKama
Bucoke cumerpuje. Y Brillouin-oBoj 30uu rpadena mocroje Tpu Bpcre oBux Tauvaka: I', K, u M [52].
Tauka I" o3HauaBa rienrap Brillouin-ose 30ne. Tauke M ce Hanase Ha cpeMHaMa MBHUIA U TIOCTOje TPU
HECKBHBAJICHTHE (IIITO 3HAYM J]a HUCY MIOBE3aHE TPAHCIALUjOM 3a PELHUIIPOYHE BEKTOPE peIIeTKe). Y
Tauykd M mona3u 110 npenasa y yarpabyondactoj (UV) obsactu eneKTpoOMarHeTHOT CIIEKTpa.

VY HenonupanoM rpadeHy HeMa cI00OJHUX HOCHJIAIAa HaelleKTpUcama. Y HEeMy je BaJICHTHA
30Ha, MONITO j€ HUKE EHEPTrHje, MOTIIYHO MOMYyHkEHa JIOK je MPOBO/HA 30HA MOTIYHO npa3Ha. [IpoBoaHa
W BaJICHTHA 30Ha ce noaupyjy y K Taukama xoje ce HazuBajy u Dirac-oBuM, MMa UX IIECT, U HaIa3e ce
y remernMa Brillouin-ose 3one rpadena. On tux mect K tauyaka nse cy HeekBuanientHe, K u K' (cinka
2.2 necuno). Y mwuma je Fermi-jeBa enepruja jepHaka HyiaH, a y HBHXOBOj OJM3MHHU je Be3a u3Mmely
SHepruje W MMIysica JMHeapHa (BuaeTH u3pa3 (2.2) y HacTaBKy TEKCTa) U CHEPrHjCKa JUCIep3Hja je
npecraBibeHa Dirac-osum konycom [53]. Koopaunate Tavaka K u K' y peunnpounoj pemerku cy [3]:

IJIe je a pacrojame u3Mel)y CyceJHIuX aToMa yribeHUKA.

2.1)

Dirac-oBa Tauka

Enepruja

k')’

ky
ky

Cauxa 2.3: Mojen eneprujcke aucnep3uje rpadeHa J00MjeH METOIOM jake Be3e. Y BEJIHUaHOo je
npukazan Dirac-oB konyc [54].

V okonuuu Dirac-ose Tauke Be3a uzMmel)y eHepruje U MMITyJica MOXKE Jia Ce HAIHIIe Y OOJIHKY
[55]:

E (k) =+hve|k| (2.2)

Osne je Vp Fermi-jesa Opsuma, /I je pemykosama Planck-oBa koncTanTa a ||Z|= [k +k? .

ExcriepuMenTaiHo je nooujeno aa Fermi-jesa 6psuna y rpadeny uznocn Vi ~ 10°ms™ ~¢/300 (rze je
¢ Op3uHa CBETIIOCTH y Bakyymy) [56].



Jeman o MeTO/1a KOjHU c€ KOPHCTE 3a OIMCHBAME G eJIEKTPOHa y rpadeny je T3B. ab initio metos.
30HCKa CTPYKTypa HeAomupaHor rpadeHa qo0ujeHa MpUMEHOM OBOT METOJIa je MpHKa3aHa Ha CIUIU
2.4. TlomrTo y 0BOM cily4ajy HeMa CJI000JHMX HOCHIIAlla HaeJaeKTpucama, Dirac-oBe Tauke o3HayaBajy
Fermi-jeB HuBo u Hucy moryhu ynyrapsoncku (intraband), Beh camo melyy3oncku (interband) npenasu
O3HAYEHHU Ha ciuiu 2.4.

15 %

E(eV)
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C- Fermi
0

-15

-20
K r M M’ K
HMmnync v Brillouin-oB0j 20HH

Canka 2.4: 30HcKa CTpyKTypa HegonupaHor rpadena. [lnaBom 60joM je o3HaueHa MNONMyHEHA
* .
T 30HA a IPBEHOM Tpa3Ha 1 30Ha. CTpenuie o3HauaBajy Moryhe mely3oHcke npenase (mpuiaroheHo
u3 [57]).

[Tomenytn Mmely30HCKH Tpena3d ce MOTYy CMaTpaTd OATOBOPHHM 32 TOTOBO KOHCTAHTHY
aricopIiujy y ciay4ajy HEeJONUpaHOr rpadeHa Koja M3HocH ma <~ 2.3 % rae je o KOHCTaHTa (QuHe

crpykrype [38].

VY cny4ajy nonupasor rpadeHa HuBo Fermi-jeBe enepruje ce Hanasu u3Haa wim ucnoj Dirac-
OBE TauKe y 3aBUCHOCTH O] TOTA JIa JI CE€ Pajy O P-IOMUPAHOM WU N-TOTUpaHoM rpadeny (ciauka 2.5
J€eB0). Y 3aBUCHOCTH O]l BpPCTE JONUpamka BaJCHTHA WM IPOBOHA 30HA CY cajia AETMMHUYHO MONYyHEHe
na cy moryhu u yHyrap3oHcku npenasu. [Ipumep n-ponupasor rpadeHna je mpukaszaH Ha CIUIM 2.5
necHo. Kaja nogamMo HocHole HaelleKTpHucama (€JIeKTpOHE) y IPOBOAHY 30HY (N-IoNupaHu rpaden),
Fermi-jeBa enepruja pacte (cmuka 2.5 mecHo). Jlomupame ce MOXe W3BPINUTH Takole yKiIamamem
BAJICHTHUX €JIEKTpOHa (P-momupaHu TrpadeH) U y OBOM clyyajy ce HIyIUbMHE Yy BaJIEHTHO] 30HHU
noHarajy kao 6esmacere Dirac-ose uecruiie.
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Cimmka 2.5: (JIeso) IIpuka3 npomene Bpeanoctu EF npuimukoM nmpomene HamoHa gate-a Vg. V
ciy4ajy nosutuBHor Vg je Er >0, (n-momupan rpaden), a y ciryuajy HeratuHor Vg je EF<0, (p-nonupan
rpaden). (lecuo) lllemarcku npukas mehyzonckux (I) u yayrapzonckux (I1) npenasa y n-gonupanom

rpadeny.

ExcniepumenrtanHo, nonupame rpadeHa (OMIO eJIEKTpOHUMA WM UIyIUbHMHAMa) CE BPIIU
Hajuemhe y3 momoh crospaimer HarmoHa gate-a. OBom meTooM je Moryhe gomuparu rpadeH Tako aa
Fermi-jea enepruja usHocu 4ak 1 eV (1to oaroBapa ryCTHHH HOCHJIAIla HaeJIeKTpHcama oq N = 75 X

102 cm momrro Baxu Ep =NV, kF u rae je Fermi-jes ummync ke =+/7n ).

OBze hemMo HamoMeHYTH Ja MOKe JONW M 0 CIIOHTAHOT Jonupama rpadeHa, 6e3 mpuMeHe
criosballmber Harmona gate-a [11]. Ha mpumep, y ciydajy rpadena na notosu o SiC rpaden mocraje n-
JIONUPAH yCIIe ] MPeHoca HaeleKTpucama ca mojaiore [58], nok je Ha momnosu ox Pt(111) p-nomupan
[59].

2.2. BUCOKOEHEPIrHjCcKM U HUCKOEHEPTHjCKHU MJIA3MOHU

[TnazmMoHnMa y rpadeHy Ha3uBaMO KOJIEKTUBHE OCIMJIAIN]E €JIEKTPOHA Y OTHOCY Ha (PUKCHUPAHY
MO3UTHUBHO HAEJEKTPUCAHY PELIETKY CauMi-eHy OJ aroma yribeHuka. OBe ocumianuje cy moryhe
MOLLTO je MpUBJIaYHa CHJIa pelIeTKe JOBOJbHO ciada, Ma ce eIeKTpoHu kpehy cino0onHo U popmupajy
€JIEKTPOHCKHU O0JIaK KOJU MHTEparyje ca CroJballbUM MO0JbEM. Y 3aBUCHOCTH O] €Hepruje, MIa3MOHe y
rpadeHy MOXKeMO J1a TOJIENNMO Y JIBe Ipyme. Y MpPBY CHajiajy BUCOKOSHEPTHJCKH T U T+C IUIA3MOHHU
KOjH ce jaBJbajy Ha eHeprujama Behium o 3 eV, a y npyry Dirac-oB min 2D HECKOEGHEPTH]jCKH I1a3MOH
Ha eHeprujama HikuM of 3 eV [60].

Ha ciuru 2.6 je maT mpuMep CHUMJBEHOT CIIEKTpa €HEPTHjCKOT TYOHUTKA eJIeKTpOHa Y rpadeny
Ha momio3u ox Ru(0001). Cnekrap je CHHUMJbEH METOIOM CIIEKTPOCKOIIHje CHEPIUjCKOT TyOUTKa
enexktpona (EELS) y mupokom oncery enepruja. Oze BuaumMo 1a je y uadpanpsenoj oomactu (IR)
nomuHaHTaH Dirac-oB mia3mMoH 0k cy Ha ynTpasbyondactum (UV) ydecraHOoCTHMa JOMHHAHTHU T
TT+C IUIa3MOHH.
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Cauxka 2.6: IIpumep 2D, m u m+c mua3MoHa CHUMJbEHHUX Yy IIMPOKOM CIIEKTPY €HEepruja y
cucremy rpader/Ru(0001) (mpunaroheno u3 [32]).

2.2.1. ®u n+6 MWIA3MOHH

VY ekcuuranmjamMa 10 KOJUX [0Ja3d MpH JAWHAMHYKO] IMOJIapHU3aluju rpadeHa Ha BHUCOKHM
ydecTaHOCTUMAa JOMHHHUPAjy BUCOKOECHEPTHjCKU Mel)y30HCKM mperna3u, He3aBHCHO OJ] TOra Ja JiH je y
NUTakYy JONUpPaHu rpadeH wim He.

Ha cnukama 2.7 a), 6) u B) IpuKazaHe Cy CIHMKE jeJHOT, JiBa M NeT ciojeBa rpadeHa,
pecniektuBHO, nobujene HAADF STEM wmetonom (High-Angle Annular Dark-Field Scanning
Transmission Electron Microscopy). Ha ciumm 2.7 1) 1aT je npuka3s nebJbHuHe jeTHOT, 1Ba U MET ClI0jeBa
rpadena. Ha conmm 2.7 ) npukasas je cnektap m3mepern EELS meTtonom 3a jenan, 1Ba, ET U BUIIIE O]
JieceT ciojeBa rpadeHa. Y ciydajy jeaHocsojHOr rpadena npumeheHo je aa ce jaBibajy Ba 0/1BOjeHa
MakcuMyMa, Ha 4.7 u 14.6 eV u npuIicany cy T3B. T U T+6 mia3Mony (ciuka 2.7 1) 3a jeaan cioj (1L)).
IToMenyTe MIa3MOHCKe MOJIE Cy TIOMEPEHE Yy OJJHOCY Ha ofroBapajyhe y komaganom rpaduty [61]. OBae
j€ IpUMETHO Ja J0JIa3u 0 TToMepama MaKCUMyMa KOjH MPHUMaNajy T U T+o IIIa3MOHY ca moBehameM
Opoja cnojeBa rpadena. [lo oBor momeparma J1oia3u ycuen noehama u expanupama 1 Coulomb-ose
uHTepakiuje u3Mmely ciojeBa ca nopactom wuxosor Opoja. 3a N>10 cnojeBa, m U m+c NMUKOBU ce
jaBJbajy Ha eHeprujaMa KapakTepucTHIHuM 3a rpadur (7-12 eV u 27-33 eV, pecniektuBHO [11]).

Os/ie heMo MOMEHYTH U Jia OCTOje Pa3IMuuTa TyMauema IIpUpoJe Npea3a T—m U 6G—G Y
nautepatypu. [IpBo je moka3zaHo Ja MOMEHYTH Tpeia3y MPeICTaBsbajy jeqHoYeCTHUHE ekcruTanuje [47].
Haume, nmokaszaHo je aa peaqHH J1e0 JUeNeKTpudHe (PyHKIHje cao0ogHor rpadeHa He mpojasu Kpo3
HYIJTy HY Y jeJTHOM OJf TIpenaza T—T ¥ 6—G , JOK HMarMHApHH Je0 IueneKkTpudne GyHKuuje rpadena
HHUje JIOBOJAHO MalM Kako Ou Owio Moryhe mocrojame KOJEKTUBHUX ekcuuTanuja. CymnpoTHO
TIPETXOHUM TBPEH-aMa, ayTopu y [42] TBpe na n—7T 1 6—0 Mely30HCKM HpeTa3u Memajy KapakTep
y 3aBHUCHOCTH OJ] TaJlacHOT BekTopa (. 3a maine BpemaHoctd (q = 0) y muTamy Cy jeIHOYECTHYHA
nooyhema. Kako pacre ( jaBspajy ce KojekTHBHA nMoOyhema (Tra3sMoHu), TOK Ce 3a IOBOJHHO BEJIMKE
BPEIHOCTH (] OTET jaBJbajy jeAHOUECTHYHA oOyhema.



Cuamka 2.7 (npunarohena us [49]): a), 0) u B) cimKe jeIHOT, 1Ba H MET cliojeBa rpadeHa 1o0ujeHe
HAADF STEM weromom (High-4Angle Annular Dark-Field Scanning Transmission Electron
Microscopy), r) mpuka3 ne0JbUHA jeIHOT, [Ba W IMET ciojeBa rpadena a) cnekrap msmepern EELS
METO/IOM 3a jeJlaH, JBa, IeT U BUILE O JIeCeT cllojeBa rpadeHa.

Ca npyre crtpaHe, y CBOM Teopujckom pany, [41], Nazarov tepau na cioj rpadena tpeba
nocMarpaT He kao 2D cnoj nynte nebseune Beh xao 2D cnoj neGspuHe atoma, T3B. kBasu 2D cinoj.
OBaKBHM NPUCTYIIOM j€ TI0Ka3a0 Ja y UCTOM OIICEeTy €Hepruja y rpadeHy 1mocroje u T 1 T+G TIa3MOHH
Ka0 U jeTHOYEeCTUYHN Meljy30HCKH T—T U G—G  IIpejasH.

2.2.2. Dirac-oB (2D) niazmon

Y nonupanom rpadeHy, mnopea Mehy30HCKHMX mpenaza MOTyhu Ccy W YHYTap30HCKHU
jeTHOYECTHYHH TpeJia3h Kao M YHYTap30HCKE KOJIEKTUBHE OCIMIIAIMjE HOCHIIAla HaeJIeKTpHCcama Koje
ce yecto HaszuBajy Dirac-oBum wiu 2D masmonuma [11,57]. Pesonantae yuecranoctu Dirac-oBux

wia3MoHa y rpadeny ce Hamase y obmactu msmel)y THz u Gmucke unpparpsene (NIR) obmactu
[26,27,62].

Ha canmm 2.8 je mpuKkasaH CHEKTap M MHTEH3UTET €JIEKTPOHCKUX MoOymaa mobujen ab initio
METOJIOM y CJ10001HOM rpadeny (JeBo) kao u y rpadeny gonupanom a0 Er = 1 eV (mecno) [63]. Ha
HWKAM YY€CTaHOCTHMA Ha CITUIH 2.8 JIEBO c€ MOXKE BHIETH KOHTHHYYM Mel)y30HCKHX jeTHOYECTUIHUX
mpenaza T — M IIMPHHE Ofl OKO 4 €V Ha uMjoj TOpPH0j FPAHHIM je jaCHO BUIJHUB T ILIA3MOH KOjH
nounmke Ha oko 4.3 eV. Ca apyre cTpaHe, y ciiy4ajy IOMUpaHOT rpadeHa Ha CIUIHU 2.8 IeCHO ce JaCHO
BUJIY NIOCTOjarbe Dirac-oBor ra3MoHa Ha HUCKUM €Heprujama i 3a Majie BPeIHOCTH TAlaCHOT BEKTOpa
(om 0 ma 10 0.1 a.u.) Kor HemMa y HeIoMUpPaHOM ciaydajy. KOHTHHYyM Meljy30HCKHX jeTHOYECTHUHUX
Tpesiasa m — T je y OBOM CIydajy MOMepeH Ka BUIIUM eHeprujamMa 1 cajl HOoCToju
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Cauka 2.8: (Jlero) Crnektap ¥ MHTECH3UTET EICKTPOHCKUX MoOyaa y cio0omaHoM rpadeHy.
([decno) CiekTap 1 MHTEH3UTET ENIEKTPOHCKHUX 1o0ya y rpadeny nonupanom ao Er=1 eV, Gena nunuja
O3HauaBa y4eCTaHOCTH W TaJlaCHE BEKTOPE MOJa KOje MOXKe J1a OOY/IM HaeJIeKTpUcame Koje ce Kkpehe
Op3UHOM ¥ TIapasiesiHO MOBPIIUHY rpadeHa.

TaMHa 00JIacT Koja pa3[Baja oBaj KOHTHHYyM ox Dirac-oBor mia3mona. Y o0a ciydaja Ha ciunu 2.8 je
jacHO BHJJbMB T+G TUIa3MOH KOju moummbe Ha oko 14 eV. Takohe ce ma mpuMeTuTH 1a AONHUparbe
rpadeHa He yTHUYe Ha HEeroB CIIEKTap.

Beh moMeHyTO penaTHBHO JIaKO MOjcIIaBambe HUBOA Fermi-jeBe eHepruje orBapa OrpoMHE
moryhHoCTH 3a KOHTpoJsiucame Dirac-oBor mia3MoHa, TauHHuje HberoBe eHeprujcke aucrepsuje [60,64]
Y YMHU Ta BAXHAM 3a IPUMEHe y mia3monniu[5,11,38,65-67].

2.3. Fuchs-Kliewer-oBu ¢oHOHH Yy H30JaTOPCKHM CJ0jeBUMA KOjH
OKPY:KYjy rpagen

Cno6oauu rpadeH KapakTepHIle jaKo BUCOKA IOKPETIBUBOCT €JIEKTPOHA 3a KOjY je MOKa3aHo aa
Moke 7a m3HocH U g0 200 000 cm?V-is? [68]. Unak, y peannum ammmkamujama rpadeH je decTo
OKPY)KEH MOJapHUM H30JIaTOPCKUM Matepujanuma [26,69], kao mro cy uip. SiO2 [27] u Al.O3 [69], u
JI0JTa31 JI0 CMakberha MOKPET/HUBOCTH HOCHITAIA HAGIEKTPUCama 1 1o pesia Benudune [68]. 1o mpomene
y €JNeKTPOHCKUM TPAHCIOPTHUM OcoOMHaMa y rpadeHy AoNa3u yclel pa3HHUX mepTypOalruja koje
HOTHYY 0J] M30JaTopa, kKao mmro cy Fuchs-Kliewer—osu (FK) ¢hoHOHHM, OTHOCHO TOBPIIMHCKU ONTHYKH
(OHOHCKH MOJIOBH y 00JIaCTH YIECTaHOCTH KOje Cy OJ1 HHTepeca 3a TeXHOJIOMKY npumMeny [70].

[Tomenytn FK ¢oHOHCKM MOAOBM MOTY Jla MHTEparyjy ca Iula3MOHHMMa y rpadeHy Ha BHILE
HauyrHa. OHM IPE/ICTaBIba]y e(hUKACHO CPENICTBO 3a npurymewe Dirac-opux miasmona [25,71]. Takobe,
moxke johu u 10 jake xubpuauszarnuje FK ¢onona y uzomaropy ca Dirac-oBuM mia3MOHOM Y CIIOjy
rpadena [27] ycien koje gonas3u 10 3Ha4YajHUX MPOMEHA Y AUCTICP3UjH KOJIEKTHBHUX MOJIOBa y TpadeHy
HITO 3HAYajHO YTHYE HAa NPHUMEHY IJIa3MOHCKUX ypehaja 3acHOBaHUX Ha TrpadeH-U30JIaTOPCKUM
CJI0jeBUMA.

Jlo unTtepakuyje miasmMona y rpageny ca FK dbononnma nonasu ycinea BpeMEHCKH 3aBHCHOT
€JIEKTPUYHOT 110Jba KOj€ MPOU3Bo/ie (POHOHU U UHja je yuecTaHOCT wf. OBO MOJbE MPUMOpPABA ENEKTPOHE
Jla OCIMTY]y Ha ydecTaHOCTH (oHOHA. Y ciydajy Kaja je OBa yYE€CTaHOCT HIJKAa OJf COTICTBEHE
ydecTaHoCTH Iia3MoHa (wp), Tj. wf < wp, EIEKTPOHH MOTY Ja OATOBOpE Ha MoOydy €KpaHWPaAmEM
enextpudHor noska FK donona. Y apyrom cnydajy, kana je ws > wp, €IEKTPOHH y TpadeHy HE MOTY J1a
npate ocuunanuje FK ¢poHoHa na HU 1a eKpaHupajy BUXOBO EIEKTPUYHO MoJbe Beh je moryhe na nohe
U JI0 aHTHEeKpaHupama [72].

Tpeba HanmOMEeHYTH J]a U30JIaATOPCKHU CII0j cauntbeH o1 SiO2 moapxkasa aBa FK ¢poHoHCKa Mona
Ha ydecTaHOCTHMa oKO 56 u 138 meV, nok uzomatopcku cinoj caunmben o1 AlOz moapikasa nsa FK
¢oHOHCKA MOJIa HAa yyecTaHOCTUMa 0KO 56 u 110 meV.
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2.4. Edexart Tanaca

[TpunrkoM mpoJiacka HaeJIeKTpUcaHe decTHile, Koja ce kpehe op3unom Behom ox Fermi-jese,
HOpe;] YBPCTOT TeJIa 0131 JI0 M0jaBe JMHAMHUYKOT eKpaHuparma 1 eekra tanaca (T3B. wake effect), Tj.
AHU30TPOIHKX OCIIWIANIA]jA Y MHIYKOBAaHOM MOTEIMjaTy KOju ipatu yecTuily. [lo mojaBe edekra Tamaca
J0J1a3M Kaja Op3uHA yIaJHe YeCTHIIe JOCTUTHE (ha3Hy Op3uHYy KOJIEKTUBHUX 00yaa y MeTH [73,74] na
Ce I|EroBa IojaBa cMaTpa 3HAKOM Jia je OO0 A0 MOMeHyTux nodyna. Teopujcku, edekar Taiaca je
npBH IyT npoy4daBan 1974. rogune [75], kana je npenBul)eHO HErOBO jaBIbakbe.

Kana cy y nutamy 2D npoBoaau MaTepujaiu, edekaT Tajgaca je mpoydaBaH TEOPH]CKU MPBH MYT
xon 2D enekrpoHckor raca [76], a 3aTUM M y HEKOJIHMKO CTyIHja O €eKTy Tanaca KOJA YrJbeHUYHUX
HAHOCTPYKTYpa, yKJby4yjyhu yribennude Hanouesu [77] u rpaden [63,78-81]. V ciyuajy rpadena,
edekar Tajmaca je MpOydYaBaH y Clydajy MHTEpaKIHja jOHa M Ta4yKAcTUX AHIOJIA ca ,,CI000THUM
rpadeHoM. bp3unHa ynanne dectuiie mopa jaa oyae Beha og Fermi-jeBe 6p3une y rpadeny Vg kako Ou

ce jaBuo eekar Tajgaca MoIITo Ipy THM Op3uHama joja3u 10 nmodyhema Dirac-oBor mia3moHa.
[Mpunukom xubpuansanuje Dirac-oBor miasMoHa ca ONTHYKUM (OHOHKMMA y TpadeHy 10Ja3u

JI0 TIPOMEHE JHMCIepP3uje KOJIEKTHBHAX MOJOBA T1a je Y OBOj TE3W MOCEOHO MCIHMTHUBAHO [1a JIH Y TOM
CIIy4ajy J0Ja3u JIo TojaBe e(eKTa Tanaca u 3a Op3uHE Mambe O] IIpara 3a 1mojaBy edexTa.
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3. MaTtemMaTHYKHd MoJeJ 3aCHOBAH Ha pemaBamy Po0ISson-ose
jennaunne meroaom Green-oBux pyHkumja

Kako Ou pazymenu edekxre KOju Ce jaBJjbajy NMpPU HHTEPAKIHMjH HACNEKTPUCAHMX UYECTHULA Ca
BUIIIECIIOJHUM CTPYKTypama Koje caipke rpadeH y OBOj TJaBH pPa3BHjaMO MaTeMaTHYKHA MOJEIN
3aCHOBaH Ha pemaBamwy P0iSson-ose jenqnaunne meronom Green-oBux ¢yskimja. M3sohewe Poisson-
oBe jennaunne u3 Maxwell-oBux jemqnaunna je nato y gogatky 7.1. Y uszpasuma Koju cjeae KOPHCTUMO
Gauss-oB cHUCTeM jeIWHMIIA, y3MMaMo Ja je peaykoBaHa Planck-oBa xoncranta 7 = 1 (ocum ako
JIpyraduje HUje HarJlalleHo), a HaeJeKTpUCcCamke MPOTOHA 03HayaBaMo ca e > 0.

3.1. Poisson-oBa jexHaunna

Poisson-oBa jenHaurHa 3a CKaJapHH MTOTCHIU]aJl €IEKTPOCTATHYKOT 1MoJba d(F) y 3aIpeMUHH
V 4uja je rpaHUYHA TOBPII S ca HOPMAJIOM 11, Y OIIIITEM CiTy4ajy UMa OOJIHK:

V[E(F)VCD(F)] = _47Z.pext(r) (31)

Ogze je I') rycruna croJpaiimer HaeJeKTpUcama (M3BOP EJIEKTPOCTATHYKOr 1MoJba) a &(F
ext

JueNeKTpuuHa (YHKIMjAa 4YMja j€ 3aBHCHOCT O]l BEKTOpa IOJoXKaja [ IoBe3aHa ca HpoMeHama

JMEIeKTPUYHNX 0COOMHA CII0jEBUTE CTPYKTYpPE KOjy IOCMaTpamo.

Jennauwmna (3.1) uMa jeTHO3HAYHO PEIICHE YKOJIMKO 330BOJbaBa jeaH o1 cieaehux rpaHMYHUX
ycJIoBa Ha rpaHKyHOj moBpiu S obnactu V [82,83]:

1) Dirichlet-oB rpanu4Hu yci0B: yHanpe[ je mo3Hat noreHuujan d(r)3a Vi eS

2) Neumann-oB rpaHUYHH YCJIOB: YHAIpPE. je MO3HAT U3BO/I MOTCHIMjala y MpaBily HopMmaie Nl Ha

s, 1j. 920 _ A-Va(F).
on

Ilopen HaBeneHUX TpaHUYHUX YCJIOBAa HAa TPAHUYHO] MOBPIIM S MOTPEOHO je MO3HAaBaTH U CBE
JUCKOHTHMHYUTETE TOTEHIHWjala M U3BOJa NOTeHIHWjana yHyTtap obnactu V. VY BHILECIOJHUM
CTpYKTypaMa JIMeJIeKTpHKa, KOje Cy OJ] UHTepeca y MpUMEHH rpadeHa, 4ecTo pa3InuuTd MaTepujain
OKYMHUPajy paziuyuTe OOJAaCTH MPOCTOpa KOje Cy pa3[BOjeHe TpaHWMYHUM MoBpiiuMa. Tama, mpu
Mpesiacky u3 jeaHe o0JacTu y Apyry, IueleKTpuyHa (PpyHKIrja 8(f) MMa MPEeKu IPBE BPCTE HA cCamoj
IpaHUYHO] TIOBPIIK KOja pa3zBaja Te aBe obnactu. [lomro pemasamo P0isson-oBy jennaunny (3.1) 3a
cee Tauke [y 3D mpocTopy, MOTPeGHO je 1a OPeTUMO MOHAIIAkE eJIeKTPOCTATUYKOT ITOTEHIU]jala Ha
TpaHUIM JBE CpPEOUHE TIe J0Ja3d [0 CKOKa JIHENeKTpUYHE (QYHKIH]e s(f). To mocTmwkemo

YKJbYUHBAHEM y MOJICI €IEKTPOCTATHYKUX MPAaHUYHUX yCI0Ba Koju ciese u3 Maxwell-opux jennaunna.
[ToMeHyTH TpaHUYHM YCIIOBU Cy ONMCAHH U HaBEJIEHU Y TOJATKy 7.2.

3.2. Konctpykmuja PoiSSOn-oBor rpaHuYHOT MPodJieMa

Cama pernraBamo P0iSSON-0By jeiHaYMHY 3a €IEKTPOCTATHYKH MOTeHIHjan d(7) y obmactu V
Ko0ja 3a70BoJbaBa Dirichlet-ose rpanuyne yciioBe Ha 3aTBOPEHO] MOBPINH S:
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(3.2)

{v-(g(r)wp(r))_ ~4zp,(F),FeV

G)(F) =noznam, reS

re je = (X, Y, Z) BEKTOp Mojioxkaja a vV = (5/5)( : 5/5')/ : 5/52) mudepenurjaaHu onepatop y 3D
Descartes-oBoM koopAMHATHOM cucTeMy. Koj mpuMeHe Ha CJojeBHTE CTPYKType KOje MpoydaBamo
BPEIHOCT MOTEHIIMjaJIa je WM YHAINpPe ] TO3HATa Ha MOBPILH S, WK y3UMa BPEIHOCT HyJ1a Kajia ||f|| —> 0

. OBako mocraBJbeHa, jeqHaunna (3.2) je mapuujanna audepeHrjaaHa HEXOMOreHa jelHaunHa APYror
pena, eNMMITUYKOT TUMA. 3a BEHO peliaBambe kopucruhemo meron Green-osux ¢ynkiuja (I'd) [82].
OBaj MeToA MMa MHOTO HPEJHOCTH Yy OJHOCY Ha OCTaje METOJe pellaBama Jau(epeHInjaTHuX
jeIHauMHa Kao IITO je HIp. cemapamuja Bapujabiau, a moceOHO je TIOroJlaH 3a pellaBamke yCJIoBa Ha
TPaHUIIM JBE CPEIUHE Ca PA3THUYUTHM JHEICKTPUIHUM OCOOMHAMA.

[Motpe6Ho je aa oxpemumo I'd, G (F, F'), kao QpyHKuMjy I = (X, Y, Z) pemasajyhu jennaunny
aHajiorny jeaHaunHu (3.2) y K0joj je TyCTHHA HaCJICKTpHCarba pext(f) 3aMeleHa ca T'YyCTHUHOM

. . . . =1 ! ! !
JeIMHUYHOT HACIeKTPUCaha TIOCTABJBEHOT Y HEKO] MPOU3BOJBHO] (PUKCHO] Tauku n3Bopa I = (X Yz )

Y HaMeTambeM XOMOTeHE Bep3Huje IPaHMYHHX YCII0Ba MPUMEHCHUX Y jenHaunnu (3.2):

{V~<e<f>ve<r,r'>>=—w<f—f'>fev 69

G(r,r)=0, reS
Osnie je 6(F—1")=6(x—x")6(y—Y')6(z-12') u npencrassma Dirac-osy nenra dpyuxuujy y
3D.

Jla 6u ycrocrasuiu Besy uzmel)y I'D 3a natu enexrpoctaTnuky npobiaem G (F, ') u pemema

Poisson-oBe jeqHaunHe 3a eNEKTPOCTATUYKH MTOTCHIIN] A (D(f) KOpUCTUMO Ipyru Green-oB UJIEHTUTET
[82,83]:

’ ! =1 a a !
fv,[coA v -y Ap|dF = 955'[¢a_nw W a;”jds (3.4)

Axo ctaBuMo 1a je o = d (") u ¥ =G (F, ') uspas (3.4) nocraje:

4 a! d ar 3gr (F F) ¥ r a(D(F’) ’
fv[q’( NA'G(F,F)~G(F,F)AD() |d°F _qSS'[cp( N—_— G(r,r)—an, s' (35)

VY cinydajy Bakyyma WM Baszayxa (8( )=l) Ha ocHOBY u3paza (3.2) u (3.3) mumamo na je
ANO(F) = -4np,,(F) uA'G(F,F)=-4z5(F - F

nobwuja ce:

r
) 3ameHOM OBUX M3pa3a y u3pas (3.5), u cpehuBamem,

qn(r)=jvpm(r')e(F,F’)d?’ﬁ#ic_ﬁs{e(r,ﬁ) o~ o(r )%}ds' (3.6)




Pesynrar (3.6) moGuja Bpio jemHoctaBHy (OpMYy ako TPaHHYHHM YCJIOBH 3a PO0isson-oBy
jennaunny rnace @ (F')=0 wm aqa(r')/ on'=0 3a IS’ wro ce jako gecro cpehe y mpakcu. o

nedununuju, 'O takohe Mopa 1a 3a10BOJbaBa UCTE TPAHUYHE YCIIOBE, M1a j& MOBPIIMHCKH HHTETPAl y
(3.6) jennak HysH, YUME Ce Ta pesanrja CBOIH Ha:

() = [ por(F)G(F,7)dF (3.7)
Kon pemapama jenrnaunne (3.3) Hajsunie npodiema 3aaaje 3aBUCHOCT & ox [. Y crenujaaHom

cilydajy GECKOHAUYHO BEJIMKOI XOMoreHor peruona V y kome je &=CONSt, I'd ce nako mobuja us
jennaunne (3.3) u riuacu:

= (3.8)
er-r]

xopucrehu 3D Fourier — oB Tpanchopm y oqHocy Ha I

Y ommTeMm ciy4ajy Kaga je E(F) neduHUCaHa Kao JIeO-T0-Ie0 HeNpeKkuaHa (QyHKIHja y

KOHa4HO] oOnacTu V MoCToju BUIC HAauMHA 32 pemanawme (3.3), Kao MITO Cy : METOJ] JIMKOBA, METOJ
CBOjCTBeHUX BpeaHocTH U ocTanu [84]. [omro ce y Te3u 6aBUMO UCKJbYYHBO CJI0j€BUTHM CTPYKTypaMma,
I'® w3pauynaBamo kopuctehm cnemujanHy OCOOMHY TaKBUX CTPYKTypa: TpaHCIAIMOHY

WHBApHjaHTHOCT Y CMEPOBHMA MTapaJIeIHUM Ca (X, Y) paBHu y Descartes-oBoM KOOpIMHATHOM CUCTEMY.
OBa ocobuna Ham omoryhaBa aa npumenumo 2D Fourier-oBy tpanchopmanujy (®T) y oxHocy Ha

(X, Y) paBaH u PO0ISSON-0By jelHAUMHY CBEIEMO HA CHCTEM OOMYHHX IH(DEPEHIMjaTHUX jeHAYMHA

(OJ1)).
3.3. Tpancaanuona naBapujanTHocT u 2D Fourier—os Tpancdopm

CrnojeBuTe CTpyKType ImocMatpamMo y3umajyhu y 0063up Hekoamuko npernoctaBku. [IpBa je na cy
ciojeBH pacrnopeheHu Tako J1a je u3Mel)y \ux omrpa rpaHuia napajieinHa (X, y) pasau 3D Descartes-
OBOT' KOOPJIMHATHOI' cucTeMa Koju KopucTumo. CrojeBe hemo o3naunth ca j=1,2,3..., a oarosapajyhe

AUCIICKTPUYIHEC KOHCTAHTC Ca 8]- . Hopen TOra, MNpCETIIOCTaBJbaMO Ja €€ JUCIICKTPUYHC ocoOmHE

MaTepHjaia He Memajy IyxX cioja (y (X, y) paBHM) Beh camo nyx Z oce. Y TOM clly4ajy MOXEMO Jia
Jne(UHUIIEMO JTUEIEKTPUUHY (QYHKIM]Y CUCTEMA IUETIEeKTPUUHUX ClI0jeBa Kao & ( Z) =¢&; Kanaje Z€ | i

rae |, saysuma muTepBanm ma z ocu koju 3aysuma j-TH cioj. OBe NPETIOCTAaBKe HAM OTBapajy JBE

i
moryhnoctu. [IpBa je 1a HaMm je omoryheHno aa penykyjemo 3D napuujanny audepeHunjanny jeiHauuny
Ha oOWMYHY AudepeHnujatny jeaHaunny kopuctehn 2D @T y onHOoCcy Ha X 1 Y ocy. Jlpyra je 1a 1oMeH

noMeHyTe audepeHirjaaHe jeJHaYlHEe cajla MOXKEMO Ja MOJEINMMO Ha HMHTEepBajie |j oyX Z oce U

JeHaYMHYy perraBaMo y CBaKOM I0jeIMHAYHO.

Kama ce nuenektpuuHe OCOOMHE CIIOJEBHTE CTPYKTYpE MEHa]y HCKJBYYHBO NIYXK Z OCE,
jennaunny (3.3) MOXKEMO J1a HaITUIIEMO Y OOJIHKY:

V-(e(2)VG(F,F"))=-4r5(F-T) (3.9)
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[loromHo je Hamucatu Fz(ﬁ,z) rae je §=(X, y) 2D BekTop monokaja y (X, Y) paBuu. Kama
IIOCMAaTpaMo JecHy ctpaHy jeaHaunHe (3.9) BHIMMO Ja jearHa 3aBUCHOCT O] R= (X,y) nonmasu u3
5(X— x')§(y— y’) = 5(§— Ii'). OBo Ham cyrepuiie ga I'®, koja je jennHa QyHKIM]ja KOja 3aBUCH Of

R=(xy) ca nese ctpane mMopa Takohe na 3aBuch o pasiuke R—R'. MoXeMo 1a 3aKJbyunMo J1a
TpaHCianuoHa uHBapujantHocT y 2D mwamehe 3axteB ga I'®@ wmopa nga Oynme oOmwmka
G(F,F'):G(Ii—li';z,z’),

Caja MoxkeMo sia ipuvernmo 2D OT na O(R, ) n G(R-R'z,2') y onHocy a (X,y) pasan u
Ia yBeaemo oarosapajyhu BekTop ( =(qx,qy). [TpBo hemo wm3pasutu ['® mpeko menor 2D DT,

G(C];Z,Z'), Kao:

e"* MG (q;2,2) (3.10)

Jlarbe, eIeKTPOCTAaTHYKH IMTOTSHITH]aJl MOYKEMO J1a u3pa3umo mpeko 2D OT, (D(q ) Z), Kao:

d%g
(27)?

3amenom (3.10) y (3.7) MoxkeMo J1a M3pa3uMo eJIEKTPOCTaTHUKU HOTeHIHjal mpeko 2D OT 'O,

O(R,z) = j e"Rd(q, 2) (3.11)

G (C] V2, Z') , 1 2D OT cnosballilbe ryCTUHE HaeleKTpUcama, ﬁext(q , Z) , kKao:

q)(li,z)zj' d ?2 eiqﬁjdz'é(d;z,z’),bext(q, z') (3.12)

2z

IIpU YeMY CMO KOPUCTHIIH J1a je:
Poa(G:2') = [ poe( R 2 9 d R’ (3.13)
3.4. JIndepeHnujaiHe jetHaunHe 3a KoMnoHeHTe 'puHoBe PyHKIIM]je

Panuje cMo neduuncanu auenextpuuny Gynkuujy kao £(2)=¢; xana Z€l; rae |; osnauasa
MHTEpPBal Ha Z OCH KOjU 3ay3UMa j-TH CII0j. EIIEKTpOCTAaTMYKM MOTEHIHWjal Takohe MoxkeMo na
neduaMmEeMo Kao jeo-mo-meo Hempekumny ¢ynxmujy, P(F) = j(F) Kama Z€ |j, Kao0 U HeMY
omrosapajyhy T'®, G(F,F")=G j (F,F') xama z€l | » Koju cajia 3a10B0JbaBajy crenehe jeqHaumHe Koje
ciene u3 (3.2) u (3.3):

Ar

VA (F) =——p, (F), z€], (3.14)

€]
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Lo, A ...
Vsz(r,r):—:é(r—r), zel, (3.15)

J

3a j=1,2,3....

Kako 0u nponamum OJJ 3a 2D ®T csake I'® (G, (F,F) =G, (ﬁ —-R;z, z’)) kKao GyHKIHjy Z
KoOpAMHAaTe, IpuMeHuIn cMo 2D @T y ognocy Ha Ry jennaunnu 3a I'® (3.15). MckopucTHIN CMO TO
na je 5(r-r)=5(R- ﬁ')é( z—27') ¥ nocraBuad R'=0 300r TPAHCIALMOHE MHBAPHjaHTHOCTH
cucreMa. JloOujeHe jemHauymHe Cy 00JIMKa:

2 5 = ' 2~ (& ’ 4r '
—G,(6;2,2)-9°G,(G;2,2')=——6(z-7') (3.16)
0z &

rae je q=|d||=./aZ+q2 . Ha oBaj nauun je 3D mapumjanua J1J (3.3) nocrana cucrem OJIJ apyror

pena 3a OT I'® yuje cy KOMIOHEHTE éj (q; Z, Z') 3aj=1,2,3...,rae cy q z' napameTpH.

V KOHKPETHOM CJIy4ajy MoCMaTpaMo TPOCIOjHY CTPYKTYPY IpuKka3any Ha ciuiu 3.1 [85,86] rue
TUCIICKTPUYHHA CJIOJEBH OKYNHpajy WHTEpBaJie AyX Z oce jaepurmcane Ha cneachu HauuH:

l, =(—o0,~h],1, =[~h,0] u I, =[0,+%) ca oxroapajyhum nuenextpuunnm KoncTanTaMa: &), &, U &
, pecriektuBHO. Konauno, ykymuu ®T I'd Moxke ga ce mobuje y BuAy peliema audepeHIujaiHe

jennaunue (3.16) y unrepammmaly, |, u 15 :

(92

(G;2,7),z€l,
(G;2,2),z€l, (3.17)

.(0;2,7'), 2,

G (G;z,2') =

(O NOz

[IpumkoM pemasama jeanaunne (3.16), nonosxaj Tauke uzsopa Z' y genta GyHKIM]U HA JIECHO]
CTpaHU yTHYe Ha HEXOMOTEHH [0 jeJHAYMHE I1a je BaXKHO MO3HABAaTH y KOM CJIOjy Cc€ Haja3H Tauka
u3Bopa. OBjie je moroaHo yBectu Apyrd unaekc K y ropwu O@T ['®, koju oHza mocTaje TeH30p Apyror

pena, G (Z, Z'). Wnpekc j oAroBapa mojiosxajy Tauke mocMaTpama, Z € | i » @ MHJEKC K monoxkajy Tauke

u3Bopa, L€ |k , Tre cy J, k =1,2,3. Cana, neset kommnoneHtn ®T I'D Hamazumo kao periema cucTeMa
O/1) nancanux y KOMIakTHO] popmu Ha cienehu HauYuH:

62 S = ’ < = ' 4 ’ '
= jk(q;z,z)—qZij(q;z,z)=—6—7[5jk5(z—z), zel,nZ'el, (3.18)
j
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R= X,)
— 0 ( - l
I,— & P,
— -}
I,— e, o,

Cauxka 3.1: lllemaTcku nmpuka3 TPOCIOjHE CTPYKTYPE.

rae je 5jk Kronecker-osa menra u j,k =1,2,3. Kaga cy mosnare cBe kommonente O®T I'd, OT

eNeKTpoCTaTHIKOr moTeHiujaia (ogHocHo T pererba jennaunne (3.14)) Ha ocHOBY u3pasa (3.11) u
(3.12) moxemo na Hanuinemo y 2D ®T npoctopy Kao Ae0-110-1e0 HEMPeKUIHY QYHKIIH]Y:

S
—
O]
~
N
1]
e
—
(N

o (@:2,2)5(.2')d2 (3.19)

Osze je A" (CT ) Z') /IO CIIObAIIIHET HACTCKTPUCAhA Koje 110 AeHHHIM]i npunaaa nuTeppany Z € |, .

Takohe hemo ykparko npomuckyroBatu ocoouny Maxwell-ose cumerpuje I'd [87], koja moxe
na ce uspasu kao G(F,F")=G(F",F) (xommonente T'd cy cumerpuune). MoxkeMo ja MPUMETHMO Jia

koepuuujentn I'D, G, , koju npesacrapsbajy pemerma jennauune (3.18), 3aBuce jequuHo ox Moyna
q=|d| Bexropa ¢ taxo ma mawm G, (G;z,2')=G,(q;z,2'). Tana w3 jemmaunme (3.10) cnean
G(F.F)=G (”ﬁ _ |§'||; z, z’) mTo 3Ha4n aa ' 3aBucH caMo o] MOy/a pasiuke Bektopa R — R’ a He

U 071 Beropor cmepa. OBa 0coOMHAa HaM TOBOPHU /1a Cy JIUENEKTPUYHU CJIOJEBU M3OTPONHU Yy (x,y)

paBuu. [TomTO MOKXEMO J1a HATIUIIIEMO'
G(||§—§’||;z,z’)=G(||§’—§||;z,z’) (3.20)

ocobuna Maxwell-ose cumerpnje mmmummpa 1a Takohe Mopa ma Baxn G, (0;2,2')=G,;(0;7',2).
[Mocnenmwa jeqHAKOCT MOXKE 3 C€ MHTYUTHBHO OIHUINE aKO Pa3MOTPUMO (GU3UUKY UHTepripeTanujy ['O:
G (q; Z, Z') je 0[roBop cucTeMa y TauKu Z Ha jeMHUYHO HAeJEKTPUCAe Y Tauki Z' U aKo 3aMEHMMO
MecTa Tadyke MOocMaTpama W Tauke M3Bopa J00MjaMo MCTy BpeAHOCT. 3axBasjbyjyhu oBOj 0coOMHHU

cuMeTpuje OTpeGHO HaM je ia mpoHal)eMo caMo wIecT KoMIoHeHTH Tensopa G, (;2,2').

Kako 6u nojenqnoctaBuinm Hotaiujy, oj caja he ce 3aBucHocT oJ1 ( nogpazymeBatu y @T ['d u
Hehe OUTH HanmucaHa eKCIUTMIIUTHO Y OBOj I1aBu Te3e. Oner hemo je mucatu y HapeHUM TiiaBama.
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3.5. ¥YcJI0BM Ha IPaHUIM [IBE CyNICTAHIMjaHe cpeauHe 3a OT I'®

Cana hemMo mpoaMCKyTOBaTH YCIOBE Koje Mopa 1a 3aaoBosbaBa OJ1) 3a kommonente OT ['D
(3.18) na rpanunm nBe cpenune. OB YCIIOBHU ClIEZIC U3 OAroBapajyhux eNeKTPOCTATUYKUX TPAHUYHHX

yCIIOBa 3a E€JEKTPOCTAaTHUKH moTeHuujan & (r) mnomrto ['D G(f, lﬂ) Yy CYLITUHHU IPEACTaBIba

€JIeKTPOCTATHYKH TTOTEHIHjaJl KOjU HOTHYE O] jeAMHHMYIHOT HACIEeKTPUCAmba Y TAUKu I .

IMonamame Green-oBux pyHKIMja y 6€CKOHAYHOCTH

U3 ycinoa HametHyTHX Y jenHaunnu (3.3) rae ['® texu Hynu y cirydajy Kaaa ||F|| — © , crese
yCJIOBH 3a NoHarame y 0eckoHauHoctd T I'd (koja mpeacrasiba periema (3.18)):

{G (0 z):Ok 12,3 620

(0,2)=0, k=123

Hel'[peKl/II[HOCT Ha rpaHdIi IB€ CPpeANHE

[ToTpebHO je ma eneKTpOoCTaTUYKW MOTeHIHjan Oyae HempekuaHa (yHKIIMja, Ma cBaka JBa
peieba ckyna jeanaurna (3.18) xoja mpumazajy cyceIHUM HHTEpBaIMMa MOpPajy Jia ce MOKJanajy y

rpaHMYHUM Taukama Z =—N Ha rpaHunu | 1/ |2 u Z =0 Ha rpanunm |2 / |3 , IITo HaM Hamehe cnenehe

yCIIOBE:

{@m(hz) G, (-hz), k=123

G, (0,2)=G E ), k=123 (3.22)

Ckok l'IOTeHIII/ljaJ'la Ha 'PaAHUIU AB€ CPCIANUHE

VY HameM Mozeny queneKkTpuuHa (GyHKIHUja ¢(z) MMa KOHa4aH CKOK Ha IPaHUIlAMa MHTEpBaja

| 1/ |2 u |2 / |3. EJeKTpOCTaTHYKH YCIIOBH 3a CKOK M3Boaa I'® y mpasiy Hopmane y z=-h u 2=0
riace (BUAETH J0JaTakK 7.2):

gléélk(z,z’) :gZQGZK(z,z')  k=12,3.
82 z=—h 82 z=-h
. ; (3.23)
&, EGZK (z, z')Z:O :33§G3k (z,2') o k=12,3.
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Yci0BH 32 HENPEKUIHOCT U CKOK MOTEHLMjaJia 3a JujaroHajine ejeMeHnTe Green-oBux gyHKUIuja

! . .
Kana u ; u Z' npunazmajy uctom muTepBany | ., moroano je mepummcaTy 1Be KOMIIOHEHTE

jo
oarosapajyher nujaronannor enemenra OT I'® [87] kao:

Gy(2.7)=14 y (3.24)

G;(z.7)=G;(z.7), j=12.3.
06 (22) -26(nz 4 (3.25)
EGH(Z’Z)Z—Z'_ngj(z’Z)z_er_g_j' 1=12,3.

3.6. Dyson-Schwinger-opa jexnaumHa 3a CJIOjeBUTY CTPYKTYpy ca
rpagpesom

I'pacdben je 2D maTepujan 1e6IbUHE CAMO jEeJHOT aTOMa YIJbCHHKA (pesia BenmuuuHe — A), umju
HOCHOLM HAEJIEKTPHCaba MOT'y JIa C€ OKapaKTEPHILy IOBPIIMHCKOM TYCTUHOM HaeJeKTpHCama O, Tj.

OpojeM jeAMHWYHHX HaeJNeKTpHCama MO jeAMHUIM NoBpmuHe rpadeHa. Crora, mpu mpoydaBamy
UHTEpaKije rpadeHa ca elIeKTPOCTATHYKUM I0JbEM, MOXKEMO Ja MPETIIOCTaBUMO Ja je rpadeH
WH(OUHUTE3NMATHO TaHAK CJIOj KOjH MIPEJICTaBba rpaHmIly u3Mely jaBa pernoHa u Ha K0joj JA0Ja3u 10

CKOKa HOPMaJTHUX KOMITOHEHTH BEKTOPA jaulHE eIEKTPUYHOT 110Jha O] 47[(7g npema jennaunnuu (7.20)

JaToj y TOATKYy 7.2.

[IpernocraBibaMo J1a ce jenaH cioj rpadeHa Haja3u y paBHU KOja je mapajieiHa TpaHuiiama

u3Mel)y pasIMuNTHX MENEKTPUKA Y CI0jeBUTOj CTPYKTYpH (Z=1,) y Descartes-oBom KoopuHaTHOM

CHUCTEMY U TIIE j€ T = (ﬁ, z) . TloBpumiHCKa rycTHHA HaeTeKTpHCama Ha Tpadeny o, (Ii,t) je y onmrem

cnyuajy pynkmmja 2D BekTopa monoxaja R =(X, y) u Bpemena t. Kao mro cmo Beh ypagmmm y
IIPETXOJHOM CcIyuajy, mpuMennhemo OT y omqHocy Ha R 1 t Kako 6M JOOUIM I'yCTHHY HaeJIeKTPHCAmha

rpagena y ®T mpocTtopy kao 5'g (§,@). OBne manommmenmo na je ,,cno60auM rpaden (koju ce He
HaJla3d y CNIEKTPUYHOM TI0JbY) CIIEKTPOHEYTpaiaH, ¥ Taaa je O'g(f,t) =0. V cinyuajy kama je cmoj

rpadeHa OKpPY)KEH BPEMEHCKH 3aBHCHUM EJIEKTPHYHUM ToTeHnujaaoM (uuju je OT (D(q,z,a))),
HOCHOIIM HaeJIeKTpHcama y rpadeHy Cy IMoJapu30BaHU TMOTEHIIM]aJIOM KOjU y paBHH rpad)eHa uma

spensoct P((,z,,®). Ipema Teopuju nuHeapHOT on3MBa 3a rpadeH, Besza m3Mel)y MOBPIIMHCKE

g’
TYCTHHE HaelleKTpHcama TpaeHa W BPEIHOCTH EJIEKTPOCTATHYKOT TOTEHIMjaja Ha IOBPIIUHU
rpadena, uzpaxena y @T npoctopy, je o0nuka:

&g (q’ 0)) = _eZ Z(qv W)d)(q, Zg ) 0)) (326)
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TJIe je € HaelIeKTpHCame eNeKTpoHa a y (G, @) Tako3BaHa mojlapu3anuoHa (yHkuja rpadeHa kKoja ce

MOXK€ HM3padyyHaTH KOpPHUIINCEHEM pPa3sIHYUTHX MHKPOCKOIICKHX MOJENa KpeTama HOCHIIala
HaeJleKTprcama y rpadeny [88].

Capna hemo mokasaTtu Kako ce y MpHCcycTBY rpadena MoanuKyjy NpeTXOJHA IPAaHUYHHU YCIOBH
3a eNeKTpocTaTuuku mnoreHnujan. IlpernocraBibamo na obnact .. ucmon rpadeHa KapakTepHUILy

muenextpuuHa koHcTata & u norenmujan D, (0, Z,®), nox je obmact 2>, wsHan rpadena
OKapakTepucaHa ca &, Hu (Dz((j,Z,a)). OBne Tpeba MPUMETHTH Aa YaK M Yy CIydajy Kaaa cy

JMENEKTPUYHE KOHCTAHTE jeiHake, & = &,, u3pasu 3a enexrpocratnuke noreruujane P, u O, mory na

Ce pas3NuKyjy ycie] IpUCcyCTBa KOHaYyHe T'yCTHHE HaeJeKTpHcama Ha rpadeHy. Moske ce rmokasaru Ja
SIIEKTPOCTATUYKH YCJIOB 32 CKOK M3BOJIa ITOTEHIIMjalla y MPaBIly HopMaie riiacH (Buuetu uspas (7.22) y

N0faTKy 7.2 Tjie CTaBbaMo O =0 (q : a)) 1 Kopuctumo u3pas (3.26)):

) (3.27)

g H

o« o - L
815(1)1((],29,60)—825(1)2((:],Zg,a)):—47fez)((q,a))q)(q,2

rae je ©(4,z,,0)=®,(4,2,,0) =D,(q,7,,
nor;aBjpuMa omiio je peun o I'® y ciydajy cinojeBute cTpykrype 6e3 rpadena. UnmeHnIa 1a MOKeMO

Jla rmocmarpamo CJ'IOj rpa(beHa Kao I/IH(1)I/IHI/IT63PIM8.JIHO TaHaK MOXKC J1a CC HCKOPHUCTHU IIpHU IIPHUMCHHU

Cl)) yciaea HENPCKUIAHOCTU HOTeHI_II/IjaJ'Ia. Yy IMPCTXOAHHUM

Dyson-Schwinger-ose jennaunne 3a u3pauynasame ['® G (f, f') 3a CJI0jEBUTY CTPYKTYpPY ca rpageHoM

y ciy4ajy Kaja Hawm je nmo3Hara ['D G (F, F') 3a Ty UCTY CTPYKTYpy 0e3 rpadeHa.

[IpBo mocmarpamo POISSON-0By jeqHaunHy 3a CIOJEBUTY CTPYKTYpY Y OIIIITEM Ciy4ajy U

y3uMamo 1a je npuMersen 2D ®T y omnocy Ha R . Ykomuko je L, muneapnu omeparop 3a oy

jennaunny y ®@T mpoctopy, Taga Poisson-osa jeanaunna 3a @ T enekTpoCcTaTHUKOT OTEHIIHjaja QD(Z)

3a CIIOJbALIEE HACIEKTPUCAE IPOU3BOJBHE TYCTHHE gy () rmacu:

L,®(2) =—4p,,,(2) (3.28)

rJle CMO N30CTaBUIIM 3aBUCHOCT OZ ( WM Harjmacwiu 1a L, nenyje caMo Ha Z KOOpAMHATY y MOTEHIHMjaly.
Opnrosapajyhu @T I'® 3a npeTxoHy jeIHAUMHY 3a/10BOJbABA jeTHAUNHY 00JIMKa:

LG9 (z,2') = -4r5(z~7') (3.29)

[IpernocraB/bamMo J1a je peliekhe IPEeTXOaHe ,,HerepTypooBane* jeanaunne (3.29) mo3Haro Tako
na peieme jeqHadnne (3.28) Moke /1a ce HaIMIIe Kao:

d(z) = jié“)) (2,2")Bye(2)d 2" (3.30)

Caza, yKOIMKO IOCTOjU MepTypOaluja CUCTeMa Koja Moke OuTH omucana oneparopom V (z),

MokeMo ja Jdedunuiiemo HoBu oneparop O, :[Z+\7(Z) . Poisson-oBa jennaumHa 3a TakBYy
,,[IEPTYpOOBaHY* CTPYKTYpY IJIacH:
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éz&)(z) =_47z.lbext(z) (331)

Kemumo na ompenumo onrosapajyhm ,meprypGoan” ®T T'd G(z,z') xoju mopa na
3aJI0BOJhABA JCTHAUHHY:

0,G(z,2')=-4n5(2-17') (3.32)

MosxeMo 12 M3pa3suMo G(Z,Z') PEKO G(O)(z,z’)n V(z) npenucyjyhu jennaunny (3.32) Ha
cinenehn Ha4YMH:

L,G(z,2')=-V(2)G(z,2')-4n5(z - 7)
= —47{%\7(2)6 (z,2')+5(z— z')}
4, 2.2) 39)

re CMO Y TIOCIENEM KOpaKy JeduHucATN e(EeKTHUBHY TyCTHHY CIOJbAIET HaeJIeKTPHCAha
P..(2,2')koja 3aBucu camo ox Z'. Tama, ako ce ocBpHeMo Ha jennaumny (3.28), moxkemo na
nocmatpamo G (Z, Z') Kao MOTEHIUjall ,,HemepTypOoBaHe  CTPYKTYpPE KOjU je MHIYKOBAH CIOJballbUM

HAEJIEKTPUCALEM I'yCTUHE P, . (Z,2) ¥ MOKE 1a Ce u3pasu y mHTerpanuoj Gpopmu kopucrehn jeanaanmy
(3.30):

é (Z, Z') — J:OO G(o) (Z, Z”),b;xt(Z”, Z,)d 2"

= '[w G (z, z”)[iV(z")G (z',2')+6(z" - z’)}d z"

—o A7

:é(o)(z,zf)_i_% * G(O)(Z,Z',)V(Z”)G(Z”,Z')dzﬂ (334)
Y/

U3sjennauaBajyhu jieBy cTpaHy ca mociaembuM peaoM y jeaHaurnu (3.34) nodujamMo HHTErpaHy
jemnaunny, T3B. Dyson-Schwinger-osa jennaunna, 3a Henosnary ['® G(Z, Z') KOja yKJbydyje Mo3Hare
pyuxumje G (z,2')m V(z). OBa jensaunHa MMa IIMPOKY NPUMEHY Y MaTeMaTHukoj dpusuim. Y

CIIEIM]JaJTHOM CITy4ajy, Kaja JIo neprypoairje cucteMa nona3u ykbyanBameM N ciiojeBa rpadena (koju
ce Hajase y paBHMMa Z = Z ), lepTypOanuja cucreMa je JeuHucaHa Ha cieaehy HauuH:

N

V(z2)=-4re’> r.0(z-12,) (3.35)

n=1

raeje ¥, = Xn (q , a)) noJjlapu3almona QpyHKIMja N-Tor cioja rpadeHa.
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3.7. U3pauynaBame Green-ope ¢yHKIUje Yy ciayyajy ABOCJOjHE U
TPOCJIOjHE CTPYKTYype
Y OBOM MOIJIaBJbY j€ MPUMEHCH MPETXOJHO OMHCAH MATEeMAaTUYKA MOJEN Ha KOHKPETHE

ciojeBute cTpykrype. IIpBo je m3pauynata ['® 3a HajumpocTHju CiIy4aj, ABOCIOJHY CTPYKTypy Oe3
rpadeHa (puKa3aHy Ha CIUIH 3.2).

3.7.1. Komnonente Green-ose pyHKIHje y cJIy4ajy I1BOCJI0jHE CTPYKTYpe K0ja He cap:ku rpadeH

[TocmaTpamo jenHOCTaBaH CHCTEM IIpHKa3aH Ha ciaunM 3.2 KOjU ce cacToju U3 JiBa
NoTyOeCKOHauYHA PEruoHa ca AMENEKTpUYHUM (yHKLIUjaMa & U &,, KOJU OKYNHMpajy HHTEpBaie
I, = (—oo, —h] ul,= [—h, 00) , TUM peioM. OBaj cUCTEM KOPUCTUMO MPU UCTIMTUBAKY MHTEPAKIIja jOHa

ca rpadenoM (cMernreHuM y Z = 0 paBHH) HCIIOJ KOra ce, Ha pacTojamy N, Halasu monydeckoHauHa
noytora. ¥ ciiydajeBrMMa KOju Cy HaM OJ1 HHTepeca, Tauka U3BOpa ce YBEeK Hayasu y uHrepsany |, Tako

n1a je motpeOHo a u3pauyHamo kommonente ®T IT'd 3a z' e l,, (1j. GCOu GY).

oz
&,
[2 —
0 — >
R=(x,y)
&,
— <h
11 B &

Cauxka 3.2: [llemarcku mpuka3 IBOCIIOjHE CTPYKType Oe3 mpucycTBa rpadeHa

[Mpumemyjyhu ycmose (3.21) - (3.23) Ha ropmy CTPYKTYpy A00HjaMo J1a Y OSCKOHAYHOCTH 3a
koMmrioHeHTe ['D Baxu:

G (—0,2)=0 3.36)
G (+00,2')=0 '
ay z=-h:
GY (-h,z')=GZ (~h,z') (3.37)
0 ~ , 0 ~ ,
81501(3)(2,2) =5256§§)(z,z) (3.38)

z=—h z=—h
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Kommonente ['punose Qpynkimje G u G (xao pemema cucrema OJ1J natux uspasom (3.18)

) MOKEMO J1a HATTHIIIEMO y OOJIUKY:

GY (z,2')= Ae¥ +Be ™ (3.39)
G (z,2')=Ce™ +De ™ + 27 gt (3.40)
ge,

rae cy A,B,C u D xoedunujentu koje Tpeda oapeuTy.

Kao nocneauiy rpannynmx yciaosa (3.36), y uzpasy (3.39) moxemo aa craBumo B =0, a y uzpasy
(3.40) C = 0. Takohe, y3umamo na je &, =1(obnacrt [—h,oo) j€ BakyyM WJIM Ba3ayX). 3aMeHOM H3pasa

(3.39) u (3.40) y (3.37) u (3.38) u pemaBameM 100HjEHOT CHCTEMA jeIHAYMHA H3padyyHATE Cy BPEAHOCTH
koedurmjenata A u D :

A ,
A=—— e *
q[gs (a))+1] )
D= _z_ﬂe—qz' & (a)) _1e—2qh .
q & (w)+1

JuenexkTpuyHy (yHKIM]Yy IOCMaTpaHOr CHUCTEMa MOXEMO Ja HpPeICTaBUMO Yy OOJIUKY
[40,79,89]:

&g (0, @) = {1— M e 2" } (3.42)

rIe je & (a)) IMENEeKTpUYHA (YHKIM]a CYIICTpaTa U y OBOM CIIy4ajy je & = &, (a)) .

Kopuctehu uspase (3.39) - (3.42) konauno gob6ujamo:

- A —7
GO (z.2) = pd(z-7)
2 (2,2) o[z, (@) +1] o
6O (2,2)=2Ze o 27 L gl
q q | €(0, )

3.7.2. Green-oBa ¢yHKIIHja 32 IBOCJIOjHY CTPYKTYPY €a YK/bYUYEHUM cJiojeM rpadeHa
Cana y cucreM ca ciuke 3.2 ykibydyjemo cnoj rpadena y pasuu Zg = 0 xopucrehu Dyson-

Schwinger-oy jemnaunny (3.34). YV oBom cny4vajy je N = 1 y jennaunnu (3.35), ma meprypOanuja
crcTeMa MMa OOJHK:

V(2) =—47€* y(q,0)5(2-2,) (3.44)

3amenoMm (3.44) y (3.34) nobujamo Dyson-Schwinger-oy jemnaunny 3a jeman cioj rpadena
YKJbYUYEH Y IBOCIIOjHY CTPYKTYPY:
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G(2,2')=G"(z,2') -’ 2(9,w)G” (2.2, )G (z,.7') (3.45)
Cmenom z =2, y (3.45) nobujamo:
G(z,,2') =G (z,.7') - (0, )G (24,2, )G (z,,7') (3.46)

onakie je cana Moryhe mspasutn G (Zg , Z') U yrjom 3ameHoM Y (3.45) nobujamo T I'D ca ykibyueHUM

ciojem rpadena npeko cana Beh moznare ' 3a cinojeBUTy CTpyKTYpy 6€3 rpadena, Ha ciienehu HaunH:

<« € (0,0)G(2,2,)G (z,.7)
G(Z’Z):G(O)(Z'Z)_ 1+ezl(q’a))é?0)(zg’zgg)

(3.47)

Kako je Zg=0:

e’ 7(9,0)G® (2,0)G® (0,2')

G(z,2)=G9(z,z')- ~
(2.7) (2.7) 1+e’y(q, )G (0,0)

(3.48)

Hac 3anuma obnact z >0 u zZ' > 0 (mocmatpahemo HaeleKTprCaHy YeCTHIly Koja ce Kpehe nznan
noppumHe rpadena cvemtenor y Z = 0 pasuu):

~ ~ 2T g,y 27 1 _q(z47'
GO(z,2)=CQ(z,2)="Ze 7 22| = _1]g=?) (3.49)
(2.2)=6z'(2.2) q q | £y(q,®)
60 (20) - Zen 1
q gbg(q!a))
~ 27 4 1
GO (0,2)=LTew = (3.50)
( ) q gbg(qia))
é(‘”(o,o):z—”—1
q gbg(q’w)

JluenekTpuuHy QyHKIH]y CUCTEMa MOXXEMO Ja MPEACTaBUMO MPEKO JAUETEKTPUUHE (QYHKIHUje
cucrema 6e3 rpadena, &, (0, ), u nonapusaurone pyskuuje cnoja rpapena y(d, ) Koja npeacTasba

noJjapu3aony G yHKIMjy HeuHTeparyjyhux 7 enekTpoHa y cioboanom rpadeny u kojy pauynamo RPA
metozaom [62,90-92]:

27e?

£(0, @) = £, (9, 0) + —— x(q, @) (3.51)

Kopurmthemem nperxoanor uszpasza u 3amenom (3.49) u (3.50) y (3.48), nobujamo uspas 3a 'O
crucTeMa:

G(z,z’):z—ﬂe’q‘z’zuz—ﬂ ! —1|e ) (3.52)
q q (o)
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rae npBu wiaH npencrasiba Coulomb-osy I'd éc (Z,Z')a Jpyru 4iaH oAroapa MHAykoBaHo] ['D,
G (2,7).

3.7.3. Green-oBa pyHKIH]ja y cay4dajy TPoOcjaojHe CTPYKTYype 0e3 rpadena

[TocmaTpamo cucTeM MpUKa3aH Ha CIUIH 3.3 KOjU CE€ CACTOjH U3 TPU PETHOHA Ca TUCITEKTPUIHIM
bynkumjama &, & W & Koju okymupajy uurepsane: | =(-»,-a/2], 1,=[-a/2,a/2] n
I, = [a/ 2,+00), M peaoM. OBaj CUCTEM KOPHUCTHMO Yy CIIy4ajy JBa cioja rpadeHa (CMEmTeHUM Y

z=-a/2 u z=a/2pasnuma) usMely KojuX ce Hala3u M30IATOPCKHU cloj nebibuHe a. OBne, paau
JETHOCTAaBHOCTH, Y3MMaMOo J1a je pacTojame u3Mel)y ciojeBa rpadeHa u u3omaropa jeTHaKO HYJIH.

Z
I, - &
— a/2
&,
I - O —
2 R=(x,y)
62
— -a/2
11 m &

Camka 3.3: IllemaTcku npukas TpociojHe CTPYKType 6e3 mpucycTBa rpadeHa

Pauynamo xommnonenre OT 'O GEE)(Z,Z')e»a KOje BaXH Ja Z€ Ij uite |k 3a j,k=1,2,3.

[Mpumewyjyhn ycmose (3.21) - (3.25), Ha cimyaH HaYMH Kao y MPETXOJHOM CIIy4ajy Jo0HjaMo jaa 3a
noHamame koMmnoneHTu ['® Baxu cnenehe:

1. y 6eckOoHa4YHOCTH jeIHaKe Cy HyJIH

. k=123 (3.53)
. k=12,3 (3.54)

2. Ha TPaHUIM JIBE CPEIUHE Cy HEMTPEKUIHE
Gy (—%,Z’j=ééﬁ)(—%,z'j, k=123 (3.55)

GO [% z'j =GO [% z’j, k=123 (3.56)
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3. Ha TpaHUIU JBE CPEANHE HUXOBH U3BOJAN UMajy CKOK

glgéfk")(z,z') k=12,3 (3.57)

a

O =~
_ ©) '
=, —G, (2,2
T o ( )
2 2

0 = ’
=g3§G§E’(z,z)

&, %Gg? (z,2) k=123 (3.58)

[

I=— 7=

N
N

Y cayuajy z,2" € |; xomnonente I'® nepunniemo Ha cieaehn HaumH:

B é< , !’ <7
G (z,2)= ~JJ(Z z') Z>Z (359)

G;(z2) _ =G;(z.7) . j=123 (3.60)
a lbUXOBH U3BOJU TPIIC CKOK:
0 0 < Ar .
—G:(z,7') —-=G;(z,7 =——, ]=123 3.61
eICLY PO e (361)
Cayuaj 2’ el (k=1):
Gi(z,2') = Ae® (3.62)
Gi(z,7) = Be®+ Ce® (3.63)
GY(z,2) = De"+Ee™ (3.64)
GY(z,2') = Fe™ (3.65)

3amenom (3.62) u (3.63) y (3.60) kao u y (3.61), 3amenom (3.63) u (3.64) y (3.55) u (3.57), kao
u 3amenoM (3.64) u (3.65) y (3.56) u (3.58) moOujamMo HEXOMOTEHH CHUCTEM OJ IIECT aaredapcKux
jennaunHa. PemaBamemM gator cucrema 106ujamo koMmoneHte ['d:

Gl(f) (Z, Z!) _ 2r ol | (51 ) )(53 T& ) _(81 ) )(‘93 —& )ez:: q(z+7+a) (3.66)
e, (e,+8)(e+6)—(6-6)(e—¢,)e

Gég) (Z, Z') _ 4_72- (33 +¢&, )eq(z ) —(53 _52)eq(z+z -a) _ 367
q (&,+&)(e+e)-(a-6)(&-¢)e

N q(z'-z2)

GO (2,2) = ¥ : (3.68)

q (a+&)(&+8)-(a-6)(e—¢,)e™®

VYV  cnydajy & =¢& =1 (BakyyM WM Ba3uyx), &, =es(w) (mmenextpuyHa  (yHKIM]jA

M30JIATOPCKOT CJI0ja) MPETXOIHU U3pa3u MOCTajy:
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1-& (a))—(l—g2 (a)))efzc'a

q(z+z'+a)

2 2r
60 (2.2)= 2| e+ :
| (e (0) - (1-2, (@) ™
Gz((lj)(z )= _( +gs(a)))e ( S(a))z)eq 2+2-a)
9 (1+e(0)) ~(1-g (o)) e
~ a(z'-2)
G:«E?(Z’ )= 87, (@) e 2
49 (l+e(e )) ~(1-&,(@)) e™®
AKO HCKOPHCTHMO J1a je:
Jga _ A-Ca ga —ga
sinh(ga) = , cosh(ga) = +2e
uspasu (3.69) - (3.71) nocrajy:
G (2,7)= 2z e‘q‘z‘z"+—l_g§ () gil+7+2)
v P(q, o)
GY(z,7')= 2z (1+2, (a’))eq(ZI_Ha) __(1‘% (a’))eq(m’)
q P(9,)sinh(qa)

4re, (@) gilz=z+2)

q P(q,o)sinh(qa)

Géf)(z,z’):

IpU 4eMy je:

P(q,@)=1+2¢, (w)coth(ga) + &2 ()
Cayuaj 7'el, (k=2) :
G (z,7) = Ae®
G, (z,7) = Be¥+ Ce™®
G, (z,2) = De*+Ee™

GY(z,2) = Fe™

rae cy A,B,C,D, E u F xoedpunnjentu koje Tpeda oapeaAnTH.

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)
(3.78)
(3.79)
(3.80)

3amenom (3.77) u (3.78) y (3.55) u (3.57), 3amenom (3.78) u (3.79) y (3.60) xao u y (3.61), kao
u 3amenoM (3.79) u (3.80) y (3.56) u (3.58) moOujaMo HEXOMOTEHH CHUCTEM O] HIECT alre0apCKux

jennaumHa. PemaBameM gator cucreMa qo0ujamo komrnonente ['O:

z+7'-a)

Ar (& +52)eq(H') —(& —sz)eq(

q (&,+8)(6+6)-(6-6)(&-¢,)e

GY(z,7')=

-2qga
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(z-7-2a) —q(z-z'+2a)
GO (2,2)= 27| ey (5-2)(5-2,)| & = ]
e (a+e)(ate)-(a-&)(e-g)e ™ (3.82)
_ (51 +82)(53 —82)eq(z+z—a) +(gl _gz)(g3 +8z)e7q(z+z +a)
(51 +52)(<93 +<92)—(81 —82)((93 _gz)e—an
Gég) (Z Z’) — 4_72 (51 + 32)eq(2’—2) —(81 _82)e—q(2+z’+a) (383)
A (a+&)(a+e)-(a-8)(e-¢)e™"
V cnyuajy €, =€, =1 ¢, = ¢ (0)), MIPETXOHU U3Pa3H MOCTAjy:
~ 1 a(z-z+a) 1- o(er2)
69 (2.0) - 2 ralele ot o). n
f P (g, @)sinh(qa)
3K ? a(z-2'-a) —-q(z-7'+a)
GP (2.7)= o L (1 gs(“’)) [e | +e ]_
ge, (Cl)) zp(q!a))anh(qa)
(3.85)
(1_852((0))[8 (Z+Z)+e q(z' +z):|
2I:)(q,a))sinh(q(::t)
~ 1 q(z'-z+a) —(1- —q(z+2")
S Tl A C0) i LA ) @9
q P (g, w)sinh(qa)
Cayuaj 2'el, (k=3):
R (387)
GY(z.2') = Be¥+Ce™ (3.88)
Gy(z,7') = De®+ Ee™ (3.89)
Gu(2.7) = Fe™® (3.90)

rae cy A,B,C,D, E u F koedunujentu xoje Tpeda opeauTy.

3amenom (3.87) u (3.88) y (3.55) u (3.57), 3amenom (3.88) u (3.89) y (3.56) kao uy (3.58), xao
u 3ameroM (3.89) u (3.90) y (3.60) u (3.61) 1o6ujamMo HEXOMOTEHH CHCTEM 01 6 arebapCKuX jeHaYnHa.
PemaBamem naror cucrema 1o0rjamMo komrnoHeHte I'®:

~ 8¢ ¥z
GO (z,z7")=222 3.91
w (2.2) q (€1+82)(83+6‘2)—(€1—82)(8 —g,)e (3.91)
. 4dr (g +e )e (8 —¢,)e A(zrz+a)
G (z,7')=— Lz L 2 - (3.92)
s (27) q (6+8)(e+8)-(a-6)(g—¢,)e™
Gég)(zlzf)zz_ﬂ' e—q\z—z’\ +(8 +‘92)( ) ( )(83+82)e_z:: -q(z+2'-a) (3_93)
e, (6,+6)(&+6)—(6-5)(e—¢,)e

V cnydajy kanaje & =&, =1n &, = ¢, (a)) MIPETXOAHU U3Pa3H MOCTAjY:
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< 4re, () gilz2+a)
G(O) ’ "y — S 3.94
i (2.7) q P(g,®)sinh(ga) (3:94)

27 (1+¢,(@))e™ ™ —(1-¢, (o) ) e

GO (z,2)=2 3.95
% (27) q P (g, ®)sinh(qa) (3:95)
~ 27 —dr 1—6‘2(60) v
CY (z,2) =" e Wl gt (3.96)
33 ( ) q P(q,a))

3.7.4. Green-oBa (yHKUHMja y cJayuajy TPOCJOjHe CTPYKTYpe y KOjy Cy YK/bydeHa jJBa cJjioja
rpagena

[TocMaTpamMo cTpyKTypy HpHKa3aHy Ha MM 3.3 U yKJbY4yjeMo I10 jefjaH ciioj rpadeHay Z =27,
U Z =1, paBHU uyje Cy NOIapU3alUuoHe QyHKLHU]E Zl(q, a)) u ;(Z(q, (0) , PECTIEKTUBHO. Y OBOM CIIy4ajy

Dyson-Schwinger-osa jennauuna (3.34) u neprypOanuja \7(2) (u3pas3 (3.35)) roace:
G(z,2')=G(z, z')+4i.[é(°) (z,2"\V (2")G(2",2')dz" (3.97)
r
V(27) =V, (2")+V, (2") =-4ne* [ 7(0.0)5(2"-2,)+ x,(0,0) 5 (2"~ 2,) | (3.98)
3amenom (3.98) y (3.97) mobujamo:
G(z2,2)=G"(z,2')-e*x(q,®)G”(z,2,)G(z,,2') €’ 1,(q, @) G (2,2,) G (2,,2) (3.99)

Cwmenom Z =2, y (3.99) nobujamo:

G(z,2')=G(z,2) -’ 1(0,0) G (z,2,)G(z,2') -’ 1,(14,0) G (2,,2,) G (2,, ')
(3.100)

CwmenoM Z =7, y (3.99) nobujamo:

G(z,,2')=G(z,,2') - 1(q,0)G?(2,,2,)G (2, 2') € 1,9, ) G (2,,2,) G (2,,7')
(3.101)

Jenuaumne (3.100) u (3.101) unnHe cuctem jeaHauynHa. J[eTepMHUHAHTA CHCTEMA je:

2 2 (0) 2 S(0)
\_[re 4(A0)GY(2,2) € x(00)GY(z,2,) (3.102)

e x(0,0)G?(z,,2)  1+€°x,(0,0)G?(z,,2,)

VY namewm ciyyajy je z, = —% uz,= % Ha ocHoBy u3paza (3.73) (unu (3.74), wiu (3.84) , wim

(3.85)) morxe ce mokazaTu 1a je:
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GO (_E,_Ejz“_”R(q"") (3.103)

rae je:
R(9,@)=1+¢, (w)coth(qa) (3.104)

Ha ocHoBy mu3pa3a (3.85) (wmu (3.86), nu (3.95), unu (3.96)) Moxe ce mokasatu 1a je:

GO (E,Ej:“_’f R(9.@) (3.105)
2'72

Ha ocHoBy mu3pa3a (3.84) (wmu (3.85), nnu (3.94), unu (3.95)) Mmoxe ce mokasatu:

GO (_E Ej:“_’f & () (3.106)
2'2) q P(q,)sinh(ga) '

Ha ocHoBy mu3pa3a (3.74) (wmu (3.75), nu (3.85), wu (3.86)) Mmoke ce mokasaTH j1a BaKu:

GO (E’_E):‘l_” gs(c_") (3.107)
2 2) q P(g,0)sinh(qa)

3amenom (3.103), (3.105)-(3.107) y (3.102):

12 a0 S 12 a0 |

P(a.) P(a.e) (3.108)
27€’ z(q a)) 27e’ P (q a)) 4552 (a))
q ™" g 7" 7 P*(q)sinh’(qa)
Hexka je
5(0.0) =2 y(q.0),i=12 (3.109)

Tama uspas (3.108) noduja 00IuK:

(P(0.0)+2R(3.0)(0.0(P(0,0) +2R(0,0)5.(q.0) 457 () 2 L))

P*(a,®)

A=

(3.110)

Mosxe ce nokasartu, cpehjuBamem uspasa (3.110) u kopumrhemem uzpasa (3.76) u (3.104), na ce
nobwuja:
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| P(0.0)+2R(3,0)(S(0,0)+5,(a.0))+45(3,0)S,(a.0) (3.111)

P(0,0)

Hacrapibamo ca perraBamem cuctema jeanadnna (3.100) u (3.101).

. , G(O)(zl,z) e’1,(0,0)G O)(Zl,z )
G(Zl’z) G(O)(ZZ,Z) 1+e Zz(q a)) ( ) = (3.112)
~ ' 1 (0 0 0 0
G(zl,z):X{G()( )[1+E)(2qa)G() ] e’ 1,(9,®)G” (2,,2')G (2, )}
(3.113)

[pernocrasuhemo xa je Z' € 1,. Y tom ciydajy, Ha ocHOoBY u3pasa (3.94) (wm (3.95)) mosxke ce
MoKa3aTH J1a je:

NER T oo
2’ q P(q,®)sinh(ga)

Ha ocnoBy u3pa3za (3.95) (um (3.96)) moxe ce mokasaru ja je:

02 _4_;;R(q,a)) q[?z')
G (Z,Zj— ] P(q,a))e (3.115)

3amenom u3zpasa (3.105), (3.106), (3.114) u (3.115) y (3.113):

<o _l4r s(0)  d57)
G(z2 )_A q P(q,a))sinh(qa)e (3.116)

3amenom u3pasa (3.111) y (3.116):

G(z z’):4—ﬂ (@) 1 eq[g’zj
g sinh(ga) P(d,®)+2R(q,@)(S,(q,@)+S,(q,@))+4S,(0,®)S,(d, )
(3.117)
HacraBsbamo ca pemaBamem cucrema jennaunna (3.100) u (3.101).
2 < (0) < (0) '
G(zz,z')zlhe 1n(0.0)G%(z,2,) G (z,7) (3.118)

A eZZl(q!a))é(O)(szzl) é‘o)(zz,z’):

G(z,,2')= i{é(o’ (z,, z’)[1+e2;(1(q,a))é‘°) (z, zl)] —e1(9,0)G?(2,,2,)G (1, z')}
(3.119)

3amenoM u3pasa (3.103), (3.107), (3.114) u (3.115) y (3.119):
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< .\ 147 R(0,0)+25(q,0) o3-2]
G(z,,2')= A g P(0,0) e (3.120)

3amenoM u3pasa (3.111) y (3.120):

z,,7' _4z R(q,a))+281(q,w) eq(%—z'j
G(z,2')= 0 P(q,0)+2R(0,0)(5,(0 @)+ 5,(0,0))+ 45,0, 0)5,(q, ) (3.121)

Bpahawmo ce na uspas (3.99). V cayuajy z,Z' € |,, Ha ocHoBy n3pasa (3.96) umamo a je:

B . 27| o 1-2(®) _qair-
GO (2,2)=6GO (z,7/) =2 g 1 _Zs \ T/ galz+7-2) 3.122
(ZZ) 33 (ZZ) q{e + P(q,a))e ( )

Ha ocnoBy mu3pa3a (3.75) (wmu (3.86)) Mmosxe ce mokaszatu ja je:

G© (Z _Ej _Ar & (a’)eq(zzj (3.123)
' 2) q P(q®)sinh(qa) '

Ha ocHoBy mu3pa3a (3.86) (wmu (3.96)) Mmosxe ce mokaszaru ja je:

c¥ (Zgj :% EEZZ; 2 (3.124)

3amenom u3pasa (3.117), (3.121)-(3.124) y (3.99):

G(Z,Z')zz_”e—q\z—z'\
q
45,(0.0)¢l (@)  AR(4.0)S(0.0) o\ oo W]
+2_7Z' 1—85(&))_£P(q,a))sinh2(qa) P(q:a)) (R(q, ) ZSl(q, ))] e—q(z+z'—a)

q| P(g,o) P(9,oH2R(q, a))(Sl(q, w +S,(a, a)))+481(q, ®)S,(9,®)

(3.125)
Kopuctehu (3.76) u (3.104) Moxe ce moKa3aTH J1a BaxKu:
_ o2
1-&l (o) _ 2R(q, ) 4 (3.126)
P(g.0) P(a,e)
P(q,@)=R*(q,®)-&Z(q,)cosech®(qa) (3.127)

npu yemy je cosech(qa) =

- . 3amenom (3.126) u (3.127) y (3.125) nobujamo:
sinh(ga)
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< 27 s 27| 1 1 & (w)cosech?(qa) B -
G(z, A az-z] , &% || - R(q, 25 1 _+ S 1 q(z+z-a)
(2.7) q. g {[2( (a.0)+28,(q. @)~ R(q.@)+25(q, @) ¢

(3.128)

[IpBu unaH y nMpeTxoJHOM U3pa3y MpeAcTaBiba GC (Z, Z') , Coulomb-oBy I'D, a apyru unax je

nnykosana I'd G, , (z,2').
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4. Teopujcko moaenoBamwe EELS cnekrapa

Y oBoj rnaBu hemo npepcraBuTu Teopujcku (aHamuTruku) Moaen EELS criekrapa. ¥V tunuanom
EELS ekcnepuMmeHTy cHON €JIEKTpOHAa WHTEparyje ca METOM W INpU TOME TI'yOW €0 eHepruje Ha
noOyhuBame mnazmona y metu. [TocmaTpamMo citydaj y KOMe CHOII €JICKTPpOHA ITPoJIa3u Kpo3 ,,c1000 10U
rpaden. Enepruje cHoma eJIeKTpoHa KOje C€ jaBJbajy y €KCIIEPUMEHTHMA ca KOjuMa MOPEIMMO HaIll
MOJICIT Cy pelia BeIMYMHEe 011 HeKosuko necetuna keV ((ump. 40 keV y [48], 60 keV y [47] u 100 keV
y [49] ) Tako ma 3aHemapyjeMO ryOMTaK MMITyJca yIaJHUX €JIEKTPOHA M CMaTpamo Ja je IyTamba
eJIEKTpOHa MpaBosnHUjcka. Takohe cy 3aHemapenu penaruBuctuuku edexkru [93,94]. Oae hemo
U3BECTH M3pa3e 3a CHEpPrHjcKu ryouTak Ejoss HaerekTpucane decTuiie (€JICKTPOHA), Ka0 W M3pa3 3a
rycTUHY BepoBaTHohe 3a rybOutak eHepruje, P(w). Kao m y mperxomHoj riaBu OBAE KOPHCTHMO

Descartes-oB KOOpAMHATHH CHCTEM y KOME je T = (R, Z) BEKTOD moJioxkaja yecture. [locmarpamo cioj

rpadeHa Koju ce Hanaszu y paBau Z=0.

4.1. N3pauyHaBame eHEPrujcKUX ryouraka u ryctuHe BepoBatHohe 3a
ryouTak eHepruje

I[Ipu kpeTamy HaeJIeKTPUCAHE YECTHIIE Y €JIEKTPOCTATUYKOM IOJbY Iy’ HEKe TpajekTopuje T (t)

Op3uHOM V(t) Ha HaeNeKTpUcaHy YECTHILy Jiellyje MHAYKOBaHa cuia k., Koja mpu Tome M3BpIIM paj
koju ce aedunmiie kao Ejoss. [Ipencrasspa ce y cnenehem oomuky [95]:

Eiss = —T Fus (R, 2,1) -V (1)t (4.)

OBne F,, mpencraBba TUHAMHUYKY MOJApH3AMOHY CHIY KOja JAElyje Ha HaelCKTPUCAHY

YECTUILY T'YCTHHE HACIEKTPUCABA L,y (ﬁ, Z,t) u nara je cieaehum uzpazom [96]:

F. (ﬁ, z,t) = J.,oext (ﬁ, z,t) = (R, z,t)dzﬁdz (4.2)

—

rac je HHAYKOBAHO CJICKTPUYHO IIOJbEC Eind H3PAKCHO MPCKO HHAYKOBAHOT HOTCHI_[I/IjaJIa:

B (R2,t)=-VO,, (R 21) (4.3)

['ycTuHy TaukacTor HaeleKTpHcama Z€ Koje Mpoja3d Kpo3 MOBPUIMHY rpadeHa MOKEMO Ja
HamuIieMo y cieaeheM ooauky:

Poc (R 2,t) =Ze5 (R—Vt) 5 (z-v, [t]) (4.4)

rzie je V, KOMIIOHEHTa Op3uHe YeCcTHlle napajelHa ciojy rpadena a vV, KOMIIOHEHTa HOpMaJlHa Ha paBaH

rpadeHckor cioja.

3amenom uspasa (4.4) u (4.3) y uspas (4.2) nobwuja ce:
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Fos (R2,t)=-ZevO,, (R, 2,t) —_— (4.5)
Cwmenom u3pasa (4.5) y (4.1) nobujamo na je:
o = Ze[@v(t) VO (R.2t) ey & (4.6)

0

: . d
Kako Ou mprMeHHIN MPaBHJIO M3BoJa ciokeHe (yHkiwmje (T38. chain rule: i V(t)-V +a ),

JICCHO] cTpanu u3pasa (4.6) momajemo moaecHo u3abpaHy HyIly U THME J00OHjaMo cienehu uspas:

dt— ZeT w dt 4.7)

E. = Zei(ﬁ(t)-V+§jCDmd (Rzt) =

R=jt,z=v_ |t )
R=Vjt,z=v, [t

Axo y3memo na Baxu D, -0 kaga t — +oo, u3pas (4.7) mocraje:

E. = —ZeT w dt (4.8)

R=yt,z=v, [t

Kako 6u no6uiu norogad ooauk D, (R, z, t) 3a u3pauyyHaBame E, . mosasumo o qehuHMIIN]e

loss
VKYIHOT CKaJlapHOT IMOTEHI[Mjalia d)tot(ﬁ,z,t) KOjU Jenyje Ha HaeleKTPUCAHy YeCTUIy Y
€IEeKTPOCTAaTUYKOM TOJbY TpadeHa. (Dtot(li,Z,t) NOTUYE OJ CHOJbAIIEr M OJ HHAYKOBAHOT
HaeJeKTpUCamka W TIPEACTaB/ba 30Up CHOJbAIIEHET CDext(Ii,Z,t) U HWHJIYKOBAaHOT TOTEHIIM]jalia

D, , (ﬁ, z,t) :

@, (R 2,t) =Dy (R 2t)+ @, (R 2,1) (4.9)

Ananorno uzpasy (3.7), D, (Ii,Z,t) MOXEMO J1a M3pa3sUMO IIPEKO BpeMEHCKHU 3aBucHe ['D

cucreMa Ha cieaehu Hauun:
t
O (7 =[ [ p(F)G(FF t-t)drdt (4.10)

rie t mpeacraBiba TPEHYTaK y KoMe ce rmocMarpa noreHnujan @, nok je t' mpom3BOJEHU TPEHYTaK y
npouiocTy, Tj. t' <t.

Haree, ananorsHo mspasy (3.12), @, (ﬁ, Z,t) n3paxaBamo npeko OT I'd u OT cnospammer

HACJICKTpHUCahA:
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1
(27)

@, (R, z,t) = j G(G,2,2,@)poe(0, 7', @) M d2Gd wdz’ (4.11)

rae je 2D ®OT cnospanimer HaeIeKTprcama.
P (6,2,0) = [ po R, Z\') T ?Ralt’ (4.12)

Ananorso jennaunnu (4.11), moxxemo na uzpazumo O, (R, z,t) mpexo ®T nnaykosane ['D y
cinenehem 00sMKYy:

@, (R, z,t) = (zL)s j Gy (0,2, 2, @)p,e(G, 2, w)e " *®d?Gd wdz’ (4.13)
v

3ameHoMm (4.4) y (4.12) nodujamo 2D OT crosbaiimmber HaelIeKTpHCaba Y HAIIEM CITy4ajy:
Po (0.7, 0)=Ze [ 5(2 ~v, [t])e"” " dt (4.14)

3amenom (4.14) y (4.13) mobujamo:

Ze

Py (R, 2,1) = [0 Gdo [ Gy (d,2,v. |t], )" dt (4.15)
(27) 5
U3 (3.52) cnenn na unaykoana I'd nma o0k :
< 2r 1 B ,
G (d,z,v [t'],w)=="= 1le q(z+v,Jt]) 416
ind (q J_| | ) q {g(q’a)) } ( )

Y mpeTxoAHO] jeHAYMHW BaXHU Ja y ciydajy ciobomnor rpadpena 2D OT auenexkrpuune
¢byHK1LMje MMa O0JIHK:

_ 2me’
e(0,0)=1+ 2(6,0) (4.17)
3amenom (4.16) y (4.15) nobujamo:
(I)ind (ﬁ, z,t) = Ze > Il{ ﬂl _1} e—qze—i(wt—q.ﬁ)d zqda)J' e—qu\t'\ei(w—d.W)t’dtf (4.18)
(27[) q g(q’ a)) —0
Moske ce mokaszaTu ja je:
[ e ™He ™ dt =K (q,0-q¥,) (4.19)

rae je:
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K(d,0-G-V,)= (4.20)
(w_q'vu)z +(qvl)2
3amenom (4.19) y (4.18) nobujamo:
~ K(gq,w—Gq-V o
CDind (R’ Z’t) = Ze 5 J- (q @ q V|)|: _.1 _1:|e—q2e—l(a)t—q-R)d qua) (4.21)
(271') q 8((],6{))

Tapuujanau u3Boz 1o Bpemeny notermujana ®,, (R, z,t) y ciyuajy R = Vtumz=v, |t| caja uma

00JINK:

o (2n)

R=yt,z=v, [t

o0, (R, z,1) _ize IwK(q,w—d-]){ 1
(0

—1}q“e’i(”"qv')tdzqda) (4.22)
¥2)

3amenom (4.22) y (4.8) nobujamo:

i ? K y —q-V 2 . -
E,_— '(Ze)2 J‘a’ (q ®—(q V||){ 1 _1:|d2q»da).[equte|((uq.v)tdt (4.23)
(2”) q g( ’a)) —00

V npeTxogHOM H3pa3y ce jaBJba HHTETpall 10 BPEMEHY 3a YHjy BPEAHOCT Ce MOXKE MOKa3aTH Ja
je jennaka uspasy (4.20), 1j. Baxu:

T g Mullgmito-avtye (q’ o—q \7”) (4.24)

—o0

3amenom (4.24) y (4.23) mobujamo:

£ - i(ze):J_a)Kz(qﬂ)—q-v){ 41 —1}d2qda) (4.25)
(272') S(q!a))

EHeprujcku TyOMTaK HaeleKTPUCAHE YECTHIE MOXKEMO Jia W3Pa3’uMO IIPEKO T'YCTHHE
BepoBaTtHohe 3a ryourak enepruje P(w) Ha cienehu nHauwmn [93]:

Eloss= T a)P (a))d 9 (4 26)

JuenexktpuyHa (QyHKIMja Koja ce jaBiba y m3pasy (4.25) uma cienehe ocobOuHe cumerpwje:
peannu neo Re(g((, w)) je mapan no @, 70k je umaruHapau neo Im(e(q, ®)) HenmapHa GyHKIHja M0 @
. Kopumrhemem oBux ocobmna u mopehemem mspasza (4.25) u (4.26) nobujamo u3pa3 3a TyCTHHY
BepoBaTHoOhe 3a ryourtak enepruje (y Haiem ciy4ajy je Z = -1 jep je y muTamy elNeKTpOH):

T

. e’ Kz(qaa)_q"\_i”) 1 2=
P(a))—2 - j . Im{—g(q’w)}d i (4.27)
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VY pesynraruma oBe Te3e y moriaBiby 5.3 Ouhe aupekTHO mopeheHa ryctuHa BepoBaTHohe 3a
ryOuTaK eHepruje ca ekcrepuMeHtanHo nooujeHuM EELS cnekrpuma [47,49] koju cy noOujeHu y
ClIydajy Kazia ce CHON eJIeKTpoHa Kpehe y mpaBily HOpMaTHOM Ha NOBPIIKMHY rpadeHa. Y ToM ciydajy

Baxku na je V=0 a takohe y3umamo y 003Mp M M30TPONMHOCT HOJAPU3AOMIHOCTH TpadeHa, Tj.:

;((q, a)) = ;((q, a)) . 3ameHOM OBe JiBe jeaHakocTH y jeaHaunne (4.20) u (4.27) nobujamo:

2 2
P(w) o [ —9 Im| - L dq (4.28)
N

2 2 2 2
(el e
VL

raeje 0, =K, MakcuMyMm pacejaHOr MMITyJca YIAIHOT eJIEKTPOHA CaKyIUbEHOT Y PaBHH, 10K je K,

YKYITHU UMITYJIC @ f TOJIyyrao pacejama.

VY nyrotanacHoMm (onTu4koM) TuMUTy (g — 0 ), mojapusanuony GyHKIujy rpadena Moxxemo aa

HU3Pa3uMoO IIPEKO IMPOBOAHOCTH rpa(beHa U(a)) Ha cnenehn Ha4YHuH:

z(q,w)zie(i—wa(w) (4.29)

3amenom (4.29) y (4.28) nobujamo cresnehn uspas:

m_

2 2
Tw 0 Vv 2 1_'_1 qVL
([qwlj +1J B w

B
P(0)= 4ezqf ©) L (4.30)

rae je:

B=—j_ 4 (4.31)

270 (@)

\'
YBohewmeM norojHe cmeHe (X = L) uspa3s (4.30) mocraje:
®

GcVi

2 w 2
P(o)= - Im B ax (4.32)
2
N, g (X +1) (B+X)

b
Kopumhemem Newton-Leibniz-ose popmyne (J. f(x)dx=F (X)‘: =F(b)-F(a)) mperxomuu

n3pa3 no6mja o0IuK:
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p()= - |m{|:(q%)—|:(o)} (4.33)

o

rae je:

F(x):j x’B dx

(x2+1)2(B+x)
B B +1 . BZ(BZ—l)arctan(x)+ B? N P
= 2(X2+1)(Bz+1) 2(82+1)2 (BZ+1)2 (' (B+Xx) 2| ( 1)j

(4.34)

Osrne Tpeba HaNIOMEHYTH Aa y oapeheHnM excriepuMeHTanHuM rocraBkama [47,49] (. y3uma

BPEIHOCT JJOBOJHHO BEJIMKY TAaKO Ja CE HE Merha KOHa4YHa BpeaHocT P(w) HU Kaja y3mMeMo 1a (], Texu
. 2

6eckonaunoctu. Pasnor oBome je To na kunemarnuky gaxrop K*(0,@) y (4.27) uma makcumyM Ha

q= <q,. Y cayuajy xata g, — o
VJ_

2(p2 _
F) =226 "D (4.35)
4 (B%+1)
IOK y ciaydajy kaza (, — 0 Baxu:
2 _R2_
F(O):ZB In(B)-B*-1, (4.36)

2(B?+1)’

Kopucrehu (4.35) u (4.36) moxkemo na anpoxcumupamo P(w) naty uspaszom (4.33) Ha cnenehun
HAYMH:

P ()= @ B;zB(B ~1)-4B In(?)+2(B +1) @37
eV (B?+1)

VY pesynratuma oBe Te3ze he Outu takohe mopehena rycrura BepoBaTHohe 3a TyOuTaK eHEpruje
ca eKCIIEPUMEHTAIIHO JTOOMjeHUM HUMITYJICHO pasznoxeHuM (momentum resolved) EELS cnextpuma
cioboxuor rpadena [48]. Y oBom ciayuajy ce cHOm enekTpoHa Kpehe y mpaBily HOpMaaHOM Ha
NOBPIIMHY TpadeHa U CIIEKTPH Cy 100MjeHH KopHIIhemheM MpaBoyraoHe aneprype R Koja CKyIjba cBe

eJIIeKTpOHE pacejaHe y q = (qx,qy) paBHM Y OKOJIMHH HEKOI CPEIIEr TalacHOr BeKTopa J y cMmepy J,

oce [48]. ¥V Tom ciydajy Baxu 1a je V, =0, anjom 3amenom y m3pasze (4.27) u (4.20) u xopumhemem
uspasa (4.17) u (4.29) nobujamo:
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2

2
P(d,)= e m| - ———— |
VL ) [a)] 1+ 271~ o (o)
q + - 1)
VL

(4.38)

. s 2 2
2¢* jm Yaa [ |+ iml 1
PV gt TR 2y 2 o(0) 3
i 2 2| , L, (o 14271 ——~ qx+q§
qx+qy+ 7 (4]

1
e cmo y3emu aa Baxu AQ, =0.1 Atu Aq, =0.25 A1[48].
x a,

Ogne hemo nanomenytu 1a P(w) nodujena y uspazuma (4.37) u (4.38) 3aBucu o1 MPOU3BOSBHOT
o0mka 0((0) y ONTUYKOM JIMMHUTY (ONITHYKA TPOBOIHOCT). Y pe3ynraTuMa oBe Te3e hemo kopuctutu

OIITHYKY IIPOBOAHOCT j06ujery eHD momenoM (pormpenu XUapoAnHaMAYKKA MOJIE) Ka0 U ONTHUKY
IPOBOIHOCT KOjy je Hai capagauk o1, ap Vito Despoja uzpauynao kopuctehu ab initio meron.

4.2. TlpommpeHu XUAPOAMHAMHYKHA MO/IeJ

3a onmcuBame Mel)y30HCKHX Mpesia3a ¢ U T eJNeKTpoHa y rpadeny moxe ma ce kopucta 2D
nBoduyunau xuapoauHamudkud (HD) momen. ¥V meMy ce mocMmarpajy asa ojasojeHa 2D dayunma, o
bnyun u 7w ayun, ,,ciaembeHa Ha noBpimuHu rpadena. Y [93] je xopuirheH Mojen CII0jeBHTOT
€JIGKTPOHCKOT Taca 3a OMHCUBAEKE BHILIECIOJHOT rpadeHa, MpH YeMy je IMmojiapu3alnroHa (yHKIHja
jenHor cnoja rpadena ommcana 2D moduymaarm HD monmenom. Pesynratu noOujeHH MTOMEHYTHM
MOJIEJIOM ce JIocTa 100po ciaxy ca excrepuMeHTanHo noboujenum EELS crextpuma [49] 3a N < 10
ciojeBa rpadeHa y OKOJIMHH €Hepruja Ha KOjuMa ce Halla3e T ¥ 7 + G IUIa3MOHHU. 32 €HEPTrHjCKe TYOUTKE
HIKe o1 ~ 3 €V He NOCToje eKCIepUMEHTAIHH nojanu y [49] mTo Moxe /a ce cMaTpa MmoCieAuIioM
yKIamama T3B. Zero loss nuka, y nasbem Tekcry ZL muk. Takolhe, y oBakBom 2D HD moneny Hucy
ypauyHaTH QUMUK e()eKTH HICKOCHEPTHjCcKuX modyaa y rpadeny [93].

Ca npyre ctpaHe, HelaBHO je ypaheHno Hekonmko EELS excriepuMenara y kojuma cy U3MepeHu
CIEKTpH T/Ie C€ BUJAU Jla MOCTOjH HArIM CKOK y CIEKTpYy ca HajJoM eHepruje ucrnona 3 eV u HakoH
yknamama ZL nuka [47,48,97]. OBze ce MOKe OCTABUTH MUTAE J1a JTH HUICKOCHEPTHjCKU Mel)y30HCKH
npenasu 7 eNEeKTpoHa Yy ciI000AHOM rpadeHy najy BHIJBMB JONPUHOC HUCKOeHeprujckoMm EELS
cnektpy. Kako 61 onroBopmin Ha 0BO MUTamwke, y OKBUPY TEOPH]CKOT MOJIEJIOBaha BUCOKOEHEPTH]JCKUX
7T U T + ¢ ma3mona, popmynucahemo eHD mozen y koMe je ykibydeHa T3B. Dirac — oBa kopekuuja.
JonaBameM OBe KOPEKIIHje Y MOJIET YKJbYUyjeMO HUCKOEHEPTH]CKHU JOMPUHOC Mel)y30HCKUX mpenaza 1
eNeKTpoHa Tpad)eHa Ha HAYMH caryiacaH ca anpokcumMaiujom Dirac — oBor konyca y okonunu K Tauke
Brillouin-ose 30He.

Kopumhewe ¢ynknuje on3uBa rpadeHa y ONTHYKOM JIMMUTY TMpEACTaBba OJUIMUHY
anpokcumanujy [47] koja Moke 1a ce ynmotpeOu y aHanuTHUKOM MojienoBamy EELS criekrapa y kojuma
j€ CHOII eJIeKTpOHa I0J HOPMAaJHUM YHAJHUM YIJOM W 3a Maje yIioBe CaKkylJbama. Y3umajyhu
IPETXOAHO y 003Up, OBJE CMO MPEAJIOKWIN aHAIUTHYKKA M3pa3 32 ONTUYKY MPOBOJHOCT rpadeHa y
okBupy €HD Mmojena koju 3aBUCH OJ1 HEKOJIMKO CIIO00AHHMX ITapaMeTapa Koju ¢y oapeheHn JUPEeKTHUM
nopehemeM ca onTHukoM npoBoaHouhy godujerom ab initio meromom.
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Kako Ou wu3pauynanu nonapuzanuony ¢yHkiujy rpadena y(d,w), xopuctuiaun cmo 2D
nsopurynaan HD mozaen npeacrasibeH y [95]. Y meMy mocmarpamo 0/1B0jeHO ToNIpHHOCE 6 U T hiyuaa.

V tom ciy4ajy Baxu (0, ®) = y. (9, )+ ¥, (4, ®) , roe je:

o)- . 4.39
z.(a @) siq* + ol —w(w+iy,) (4.39)

e ¢y N°,m,S,,@, W Y, PABHOTEXKHA MOBPLIMHCKA OPOjHA I'yCTHHA EIEKTPOHA, Maca €NeKTPOHa,

aKyCTH4YHa Op3MHA, MOBpPAaTHA Y4ECTAHOCT, U KOCDHUIMjEHT Tpewa y v -ToM ¢uyuay (rae je v=o,7)
* *

pecriekTuBHO. Takole, moBpaTHE yueCTaHOCTH @, U @, CYy II0OBE3aHE ca 6G—G U T—T Mely30HCKuM

npesasuma, pecriektuBHo. Hamr capaguuk gom. ap Vito Despoja je kopucrehu ab initio merox [57]
10Ka3ao Ja cy OBU Ipena3u pomMuHanTHH ko EELS cnektpa rpadena y ontuukom nmumury, nosoaehu

10 TI0jaBe ABa MaKCHMyMa Ha eHeprujama @, ~14 eV n o ~4 eV. OBU MakCHMyMH OJTOBapajy

CHEPrHUjCKUM IpoLenuMa y Tadkama Brcoke cumerpuje Brillouin-oee 3o0ne koje ce Hanasze nabe oxg K
tayke. IllupyHa nDOMEHYTHMX MakcuMymMa c€ MOXE onucaTi (PEeHOMEHOJOWKH Kopuctehu

XUIPOJIMHAMUYKN MOJIEN TOAECHUM H300poM KoedunujeHara tpewma )y, u y,. Ca mpyre crpase,
akyctH4He Op3uHe S, M S_ motudy u3 Thomas-Fermi-Dirac-oBux unrepakimja y HD moneny [95].
ITpoBoaHOCT rpadeHa y AyrotaaacHOM JHUMHUTY MOXE JIa C€ HAIIUIIE Ha cieaehn HauuH:

o(w)= —ieza)lim&;w)
q—0 q
0 0
nz nz (4.40)
= —ic‘w My + m,

OBakaB 00JIMK MPOBOJAHOCTHU TpadeHa mpecTaBiba 100py anmpoKCUMaIlljy 3a ydecTaHocTu Behe
011 @, , KOja je Mama O]l EHEPTHjCKOT Mpolena @, usMehy m u " 30He y M Tauku Brillouin-ose 30me.

Capa »enmumo Jja MPOITMPUMO TOMEHYTH XHIPOAUNHAMHYKHA MOJIEN YKIJbYIHMBAmbEM HUCKO €HEPTH]CKIX
n—m Mely3oHckux npenasa y okomuau K tauke Brillouin-ose 30me 3a cno6oanu rpaden. Kako 6u To
ypaauiii, TPBO MHOXHMO jeo mpoBomHocTH u3 (4.40) moBe3aH ca MakCUMyMOM T €JICKTpOHa ca
emmuprjckuM dakropom f (0< f <1), mto ymamyje Bucuny oBor nuka. Jlase, y uspas (4.40) nogajemo

KOPEKIHjy O (a)) Koja omucyje Mehy3oHcke m—7 mpenase y okoduHu K Tauke y anpokcUMaiuju

Dirac-oBor koHyca. YKymHa ONTHYKa MPOBOJHOCT cio0OgHOT TpadeHa y cama MPOIIUPEHOM
xunpoarnHamMuakoM Mmozaeny (eHD) moxe ia ce Hanuine Ha cienehu HauuH:

n? n

- m m
_ ~ N f p 4.41
Oetip (a)) Op (a)) & N —a)(a)+i]/0)+ »’ —w(a)"'i?/;z) ( )

or nr

Q
N o

*
*

Peannu neo npoBogHoOCTH O (a)) je omabpaH Tako jJa 3aa0BoJbaBa ycio [98]:
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Re[ o, (0—0)] = (4.42)

Y y3UMaMo ra y oOJIUKY:

Re[ oy (0)]= 5 — 1, (4.49)

4h 4
1+(wj
a)c

IJIe CMO (), TIOCMAaTpajd Kao Iapamerap, MCIOA 4Hje BPEAHOCTH BaXH ampokcumanuja Dirac-osor
KoHyca. MmaruHapHH J€0 TPOBOJHOCTH, Tj. Im[aD (a))], ce Moxe nobutu u3 (4.43) y3 momoh
Kramers-Kronig-oBux aucrep3nonux penaiuja [82]. Hamme, ykoIMKO MmocMaTpaMoO KOMILICKCHY
bynkumjy f (@)= f(w)+if,(w) (tnecy f,(w) peanne pynxuuje 3apucne ox @), Kramers-Kronig-
OBE pelammje TMoBe3yjy peatHn u wumaruHapau pneo ¢yaknuje f(w)Ha cnenehm HauwH:
f,(w) =%P.V.j:cﬁdx u fz(w)=—iP.V.j:O)]:1L);))dx, rae je P.V.(Principal Value) T3B. riaBHa

X—w
BpCAHOCT MHTECTpaJia.

VY wuszpazy (4.43), 3aBHCHOCT OJl YETBPTOT CTElEHA YYECTAHOCTH je H3abpaHa JOHEKIIe
POM3BOJHHO, HAJBHUIIIEC KaKo OU ce rmoBe3asia BpeaHoct Dirac-osor wiana (4.42) u Drude-Lorentz-osor

MaKCHMyMa y OKOIIMHU @ = @,, y u3pasy (4.40). Beh cMo momenynu na ce rpaHuYHa y4eCTaHOCT @,
MOe TIOCMaTpaTH Kao mapameTap MojIeliaBama, Mo Takole Baxu u 3a paxtop f .

Kako Ou ycraHoBWiIM Koje (M3HUKE pelanuje IMOBE3Yjy pa3InduTe MapameTpe Mojera,
HOXKEJbHO je MPOBEPUTH Ja JIM MOJIEN 33JJ0BOJbaBa opeheHe Gpu3nuke 3aKoHE OApKama, Kao IITO je
HIp. Tako3BaHO mpaBwio f cyme, Koje omucyje oudyBame Opoja €IeKTpoHa KOjH YUYECTBY]Y Y
nobyhusamy. IIpasuio f cyme 3a 2D mpoBoaHocT o(w) cimobogHor rpadeHa MOXKEMO HAIKMCATH Y

o6muky [99]:
J‘w Re[a- (a))] dow= —”ez n. N (4.44)
0 eHD 2me at e

raeje N, =N_+N_=4 ykynuu Opoj BaJleHTHUX €JIEKTPOHA 10 aTOMY yribeHnKa. Tpeba HarimacuTu 1a

u3jeHayaBambeM M, (V=0,7)ca MacoM CI00oaHOr enektpoHa M, crnenududan obmmk Drude-

e
Lorentz-oBe mpoBoaHoCTH y H3pa3y (4.40) ocurypasa aa gonpuHOCH 6 U T miasMoHa qajy N =3 u

N, =1 ca necue ctpane uspasa (4.44), He3aBUCHO O/ BPEIHOCTH OCTAINX MAPAMeETapa, Tj. N°, @, 1 7, .

Cana moxemo na y (4.44) mocrasumo na Baxu N, =N_=1 xako 6u nodunu Besy msmely

napamerapa f u @, y3umajyhu y 063up camo JONpHHOC KOjH T €IEKTPOHH Jajy npoBogHocTH y eHD

Mozeny ( jemHaka je 30upy npBor u Tpeher wiana y uspasy (4.41). dawe, y uspas (4.44) 3zamemyjeMo
npBu wiaH u3pasa (4.41) uzpaxen npeko (4.43), kao u Tpehu unan uzpasa (4.41) y kome MO MOCTaBHIH

m_=m, . Ha oBaj naunn nobujamo cnenehe:
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1— a)cme \/E
8#n

f = (4.45)

at

OBako jg00ujeHa BpeaHocT nmapamerpa f € [0,1] OIHCYje JCO T eJIEKTPOHA KOjU YUECTBY]Y Y

* . . . *
n—7 Mel)y30HCKUM Tpea3uMa y OKOJIMHA M Tadke, JIOK je €0 T eIeKTPOHA KOjH YIECTBYjy y T—T
mehy3oHckuMm  mpenasuMa y okoamHm K rtauke  Brillouin-oBe 3ome mpencraBmsen ca

1- f =o,m~2/(8hn,).

[Tonasehu ox mpasuna f cyme (4.44) moxxkemo na nehuHHUIIEMO U OPOj BAIEHTHHX CIIEKTPOHA
KOjH y4eCTBYjy y moOyaaMa Ha eHeprujama 10 @' Ha ciefehu HauuH:

_2m,

re’n,

N, (o) [ Re[ () ]de (4.46)

Hanmomenyhemo na y uspasy (4.46) durypuiie 0((0) y ONTUYKOM JIMMHTY y OIILITEM OOJIUKY,

mro Ham omoryhaBa mopeljeme pesynraTa Koje je Hamr capagHuk jgoi. ap Vito Despoja moowo
kopucrehu ab initio RPA merony ca nmpoBoaHonthy kojy cMo uspaudynaiu y eHD mozeny u koja uma
00JHK:

J1 @ oo +e® omA2
O-eHD(a)): Sl Ry 2 tI—| = 2
4h o, + o m\ o +o" 8h

(4.47)

n’ o,m~2 n’
- ——|1- .
@, —o(o+iy,) 8zhn, )l —w(w+iy,)

['opwu u3pa3 onucyje camo Mel)y30HCKe npernase elneKTpoHa y HeIONUpaHoM rpadeny.
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5. Pesyararu

5.1. Uurepakumja joHa ca rpadpeHOM Ha MNMOJY0OeCKOHAYHO]
HU30JIATOPCKO]j MOJI03H

[TocmaTpamo joH HaeleKTpucama Z€e Koju ce Kpehe mapanenno noBpmuHu rpadena y cMepy X-
oce 6p3uHoM V = VE, (ciuka 5.1) Ha pactojamy Z, ox rpadena. ['paden ce Hanasu Ha pacrojamy h ox
HoJJIore.

rpageH

nogsora

Camka 5.1: lllemarcku npukas joHa Koju ce kpehe Op3uHOM V mapaieHo MOBPIIMHU TpadeHa
KOjH ce HaJla3u Ha pacTojamy h o moiore.

5.1.1. ®u3uuke BeJMYMHE KOje ONKMCYjy HHTEPAKIUjy joHA ca rpad)eHOM Ha MOAJI031

Kako 6u cmo omucanu ¢usnyke MojaBe 10 KOjUX J0JIa3d Yy OBOM ciyd4ajy, mpBo hemo
neduHUCaTH BEJIMYMHE KOj€ KapaKTepHIlly HHTEpaKIIMjy joHa ca rpadeHoM Ha nouio3u. To cy yKynHu
NOTEHIMjajl, Ka0 M 3ayCTaBHA CWJIa W CHUJa JIMKA KOje TNpeJCTaB/bajy KOMIIOHEHTE IMHAMUYKE
HOJTapHU3aLOHE CHJIE.

YKynHU CKalapHU TOTEHIHjal CDwt(R,Z,t) NOTUYE OJ] CHOJBAIIKEr M OJ MHIYKOBAHOT

HaeJleKTpucamba W TpejacTaB/ba 30Up CHOJbAIIKHET @ext(ﬁ,z,t) U MHIYKOBaHOI MOTEHIMjasna
@, (R, 2,1):

D, (Rz,t)=®,, (R zt)+ D, (R 21) (5.1)

Awnanorno m3pasy (3.7), @, (F:’, Z,t) MOXKEMO J1a HM3pa3uMO MPEKO BPEeMEHCKH 3aBucHe [

CHUCTCMaA Ha CJ'IG)IChI/I Ha4MuH:
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t
P70 =, [ poa (7)B(FF -1 0T

(5.2)

rae t nmpencraBiba TPEHYTaK y KoMe ce mocMarpa noreHnujan @, ok je t' mpou3BoJbHU TPEHYTaK Y

nponuioctd, Tj. t' <t.

Hase, ananorso uspasy (3.12), @, (ﬁ, Z,t) m3paxkaBamo 1npeko OT I'd u OT cnospaimer

HACJICKTpHCahaA:

CDtot(R’ Z,t) = (2 )3 .[é (q, Z, Z”a))[)ext(q' Z', a))e—i(wt—d.ﬁ)d qua)dZ'
T

rze je 2D OT cnospanimer HaeleKTpucama:
Poe (0.2 0) = jpext( R, z’,t)ei(’”t’qmd ?Rdt
['ycTrHa HaeneKTpHucama y c1y4ajy joHa IMa OOJUK:
Por (R.Z't) = Ze5(R-Vt) 5 (2~ 2,)
3amenom (5.5) y (5.4) nobujamo T ryctuHe HaeJIeKTpHCarba jOHA!
Poe (0,2, 0) = 27265 (00— -V)5(2' - 2,)

3amenom (5.6) y (5.3) mobujamo:

Cana 3amemyjemo (5.8) y (5.7) u nobujamo:

D, (Ii, Z,t) = EIE{GqZZO + [m _1} eq(HZo)}eiq'(ﬁﬂ)d zq—

VY z=0 yKynHU NOTEHIIM]ja] Ma OOIUK:

Ze ce % eiq-(ﬁ—m

A szq
277 q &(q,G-V)

O, Rzt =

HpCTXO,Z[HI/I n3pa3 MOKEMO Ja HAIMMIICMO U Y CJIC,Z[ChCM 06J'II/IKy1
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(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)



276 %% g % ei(qx(X—VT)+qu)
Dy (X, Y,2,0)| = - ! ! ] Re{ o da,da, (5.11)

JuHaMuuka TmoJapu3aliioHa CHJIa Koja Jejlyje Ha HaeNeKTPHCAaHy YeCTHIy TyCTHHE

HACJIEKTPUCAA L, (R, Z,t) uMa OOJIHK:

Foo = | Poc (R1Zt) B (Ri2,t)d Rz (5.12)
IJIe jé MHIYKOBAHO EJIEKTPUYHO [0JbE U3PAKEHO MPEKO MHYKOBaHOT noreHnujana O, , :
B (R2,t)=-VO,, (R 21) (5.13)

3amenom jennauuna (5.5) u (5.13) y jennaunny (5.12) nobujamMo AMHAMHYKY MOJIAPU3ALUOHY
CUIIY Yy CIIy4ajy jOHa:

F,=-2eV0, (Ii,z,t)

(5.14)

R=Vt,z=2,

3aycTaBHOM CHJIOM Ha3uBaMoO AMCHUIIATUBHM J€0 JUHAMUYKE Mosapu3anuoHe cuie. OHa ce
JUPEKTHO CYNPOTCTaBJba KpeTamy HAEJIEKTPUCAHUX YECTHIA U MMa Ba)KHY YJOTY IIPU IPOydYaBamwy
€HeprujcKux ryouraxka. Moxe ce U3pa3uTH y OIIITEM ClIy4ajy Ha cielehu HauuH:

F, =¥ P (5.15)
\'

JIOK y HaIlleM Clly4yajy uMa oOJHK:

F -z oD, (X,Y,2,1)
OX

(5.16)

x=vt,y=0,z=24

Cuna nvKa HacCTOJU Jia CaBMj€ IMyTamy jOHA Ka MOBPIIMHU IrpadeHa U y ONIITEM CIIydajy uma
o0JIHuK:

Fin = Fina °€, (5.17)

JIOK j€ y HallleM cy4dajy o0JnKa:

o i (xy,2,1)|
im oz

(5.18)

x=vt,y=0,z=24

Jla 61 1oOwi 00JIMK MHYKOBAHOT MOTEHIIMjalla TIOT0/IaH 3a M3pavyyHaBambe 3ayCTaBHE CHIIE U
cuie juka, u3pasuhemo ra npeko T unnykosane ['® ananorno jeanaunnu (5.7) y o0muKy:

®,, (R, z,t)= Zz—e)zjémd (4,2,2,,G-V )" *Md?q (5.19)
T
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U3 (3.52) cienu na unaykoBana ['®D ma o0HK :

< 1 N .\/ 2 1 —q(z+z,
G (0,2,2,,G-V) = ﬂ{m 1}3 (z+20) (5.20)

3amenom (5.20) y (5.19) nobujamo MHIYKOBAHHU MOTEHIMjan y obsactu u3Ha rpadena (2 >0):

Ze T 7 1 eiq(HZO) i (x-vt)+ayy)
D (XY, 2,t)=— -1 e dg,d 5.21
ind ( y ) 27[ '[O'[is(q,qXV) } q qx qy ( )

rae je q=./0; +d; .
3aycraBHy cuiy, F,, cana pagaynamo 3amenom (5.21) y (5.16) u nobujamo nzpas:

-2z,

__i(Ze) T e
27 EOLL(Q 9,v) 1} g (622)

Monunrerpanna  dynkumja  [1/&(q,q,v)—1]uma  cnenehe  ocobume:  peamnu  1eo

Re[l/g(q, q.Vv) —1] je mapam o g, u (,, 10K je MMarnHapHH JIEO Im[],/g(q, qxv)] HerapHa (yHKIHja
no O, u g, . [IppMEHOM IIOMEHYTHX 0COOHMHA 100HjamMo F, y morogHom 06mnuKy:

-202zq

] L(qu)} —adady (5.23)

Cuny nuka, F

n » Jooujamo 3ameHom (5.21) y (5.18):

(Ze) 77
C2r L[@e(q a,v)

e”%dq,dq, (5.24)

Kopucrehn nperxoqHo HaBeneHe ocoOMHe MoAMHTErpaHe QyHKIMje nrooujamo n3pas 3a k. :

20030

Il ReL(q ) } o, .

00

JNluenektpuuna ¢yHKOMja cuctemMa je gara jeanHauunHoMm (3.51) rme je kopumiheHa
nonapu3aruona Gyaknuja y (g, w) koja je u3pauynara RPA meromom, nara y monarky 7.3 v onmcaHa

jennaurHOM (7.23) y K0jOj je 3aHEeMapeHo Npuryiiewe, 1j. ¥ — 0. Jluenekrpuuna QyHKIHMja cucTeMa
0e3 monator cinoja rpadena &, (0, @) je npencrapsbena jenHadnHoM (3.42).
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VY nokamHOj ampokcuMmanyju (Tj. 3aHeMapyjyhu TpoCTOpHY HIHCTIEp3HWjy CyIcTpaTa), 3a
MaTepHjall KOju IMOJprKaBa JiBa ONTHYKa (POHOHCKA MOJa, AUETICKTpUYHa (PyHKIHja moyOecKOHauHe
nojytore caunibeHe o SiO2 cyrcTpaTa ce Moxe Hanucatu y cieaehem oosuky [100]:

2 2

sio o i © @ro2 0 i @roy
& ? (a)) =& + (gox _gox) 2 2 - + (gox _gox) 2 2 . (526)
Wroy — @ — @) 14, Wroy — O — 1Oy
rae cy &, géx, u ggx ONTHYKA, CPEIba, U CTaTH4KAa NEPMUTHBHOCT, (X, U (o, Cy IpBa M Jpyra

TpaHcBep3anHa onTuuka (TO) yraona ydectanocT (IIpH 4eMy je @ro; < Brg, ), @ Vroy U V1o, CY hakTOpH
npurymema oaropapajyhux TO ¢onoHa.

OBne cy kopumheHu cruenehw — mapameTpu: ggx =3.9, ggx =3.05, &y = 2.5,
Wy, =55.6meV (448.4cm ™), @5, =138.1meV (1113.9cm™), 50, =5.368meV 5o, =8.947meV

[70]. Koprcrnnm cMo 1a pacrojame m3melyy momiore u rpadena msuocn h=4 A[101]. Tpaden je
CIIOHTAHO P-IONHpPAH HAeIeKTpHcameM ryctuae N=29x10"cm™ ycmen npeHoca HaeneKTpHCama ca
nojyiore [27] u oBa BpemHOCT je kopwuiihieHa ka0 OCHOBHa y Mojedy. Takole, mpoauckyroBahemo
pesyntate nobujere 3a ryctmme gonmpama N=4x10"cm™? u n=65x10"cm koje cy Takohe
ucnuTuBane y [27].

5.1.2. ®dynkuuja eneprujckux ryouraka cucrema rpagen/SiO2

Ha cmumm 5.2 je mpukasanma ¢yHkuuja eHeprujckux ryourtaka Im[-1/e(q,0)] cucrema

rpaden/SiO2 y 3aBUCHOCTH 0]1 YUE€CTaHOCTH (EHEPTH]je) m U TalacHOT Opoja (. Pe3ynraTu cy npukazanu
3a TPU PA3IUYUTE TYCTHHE HaelleKTpHcama N Kako O mpeacraBwin edekre nonupama rpadeHa Ha
M1a3MOH-()OHOH XUOPHUANU3AIH]Y.

Enextponu u3 m 30He rpadeHa ce Mory noOyJIuTH Ha TPU HadMHA y 3aBHCHOCTH OJ] €HEpruje
noOyze. Y obnactu enepruja @/Vp > max(q,2kF —q), rae je ke =/mn Fermi-jes Tamacuu Opoj y
nonupaHoM rpadeHy, Jaojazd 10 Mehy30HCKMX JeTHOYECTHYHHX Ipena3a, oK y 00JacTu
q> /v > max(q —2kF,0) JI0J71a3M 10 YHYTAp30HCKHX jeAHOYECTHYHUX Ipernasa. Jleo rpaHuiia oBux

00J1aCTH je MpUKa3aH Ha CIUIM 5.2 [IPHOM ITYHOM JIMHUjOM U OYEKHBAHO j€ Jia 10J1a3u JI0 MPUTyLIeHha
KOJIEKTHBHUX 1MO0Yy/1a y OBHUM o0JsiacTiMa ycire jakor Landau—osor mpuryiiema [62]. Ca apyre ctpane,

1106po ne(UHUCAHN KOJEKTUBHI MOJIOBH MOTY JIa C€ jaBe camo y obmactu < @/Ve < 2K —( 3a q <k_

MOXe ce jacHo BujaeTH Dirac-oB mia3moH

ox?

: 0
.Y ciydajy cTaTHUKOr CyICTpaTa, Kaja BaxH & (0)=¢
03HAYEH HEMpPEeKUJIHOM OeJIOM JIMHH]OM Ha cliikama 5.2 a), 0) u B).
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Cimka 52: Oyukuuja eneprujckux ryoutaka Im[-1/e(q,@)] cucrema rpaden/SiOz y
3aBHCHOCTH OJ] YYECTAaHOCTH (e€Hepruje) w u TaiacHor opoja ( [102]. Pesynratu cy nprukasanu 3a Tpu
pasIMYHTe IyCTHHE HaeldeKTpHcama N: a) N=4x10"cm™, 6) n=29x10"cm™, B) n=65x10"cm™.

Henpekuana Oena nuHWja MpeacTaBiba JUCIEP3UOHY KpuBY Dirac-osor minasmona y rpadeHy Ha
CTaTUYKOM CYICTpaTy [OK TaukacTe Oeje JMHMje O3HayaBajy JOKaJHE MakcuMyMme (yHKIHje
€HEPrHujCKOT I'yOUTKa U MPECTaBIbajy AUCIEP3UOHE KPUBE XUOPHUIN30BaHUX M1JIa3MOH-(OHOH MOJIOBA.

INyHe upHe nuHKje 03HauaBajy kpuse @ =V (2K —q)(BHau ce camo Ha cumm a)) 1 @ = V(. Lipene

MCIpeKnIaHe TMHIje 03HauaBajy kpue @ =0.5V ., @ =2v.q u @ =4v.q.

Dirac-oB mia3MoH MOXeE Jia Ce OIHIIE TUCIIEP3UNOHOM peJalrjoM KapaKTepUCTHIHOM 3a 2D
IJIa3MOHE Ha BEJIMKUM TAJIACHUM Jy>)KMHaMa!

2
0, (q)= [k Veked (5.27)

Eny
re je &, :(ef)’x +1)/2.

Takobhe, Ha ciuiy 5.2 UcnpekuIaHe LPBEHE JIMHUjE 03HAuYaBajy TrOpbY IPAHUILy PE30HAHTHOT
KkuHemaTtuykor ycioBa 0 < @ < qv . [Ipukazane cy Tpu pe3oHaHTHE rpaHulie 3a cieaehe Op3uHe yna Hux

gectrna: V=0.5V;, 2V u 4V, . Cazna je jacHO 1a ce 0Baj MIIa3MOHCKH MOJ] MOXKe MOOYINTH jeINHO Kasia
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ce HaeleKTpyucaHa yecTuia kpehe 6p3unom V >V (kpuBa Dirac-oBor mia3smoHa y ciry4ajy cTaTHUKOT

CyIICTpaTa ce HaJla3u W3HaJ rpaHulle @ = (V. 3a YHYTap30HCKE jeJHOUCCTHYHE Ipeiase).

Mehytum, y ciaydajy HeaUCIEp3UBHOT CYIICTpaTa, Kajia Cy YKJby4deHa JBa (OHOHCKA Moja (Ha
Y4ECTaHOCTUMA @y, U @ry,) Y JUENEKTpUUHY (YHKIH]Y cyncTpara npeko jennaunne (5.26), nonasu

no xubpuauszanuje Dirac-oBor miasmMoHa U (OHOHCKMX MOJOBA M HHUXOBOI IiCMama Ha TPH I'paHe
O3Ha4YeHE TAYKACTUM JIMHHjaMa Ha CJIMIH 5.2.

VY ciydajy cBe Tpu rycTUHE nonupama (cnuke 5.2 a), 0) 1 B)) MOXKE ce BUIETH JIa CE y 30HU Y
K0joj Hema Landau—oBor mpuryiiema Halase JIBe rpaHe KOje Cy HacTalle IeMambeM XHOPUIN30BaHOT

Dirac-oBor mma3mMoHa U (OHOHCKOT MOAa @y,,. OHe ce Mory moOyAuTu decTunama koje ce kpehy
Op3uHamMa V=2V. wiu V=4V_, NOIITO ce IOMEHYyTe IPaHE y CBa TPU Clydaja CeKy ca JIMHHjaMa Koje
oarosapajy aarum op3uHama. Ca nmoBehameM rycTuHe HaelleKTprcama 00e rpaHe ce moMepajy ka Behum
ydecraHoctuMa. Llenamwy Dirac-oBor mna3smoHa u pOHOHCKOT MOfIa @, OATOBapa ropika rpaHa U OHa

ce Ha CJMI| 5.2 a) y MOTIYHOCTH Hajla3u y 30HH jeTHOYECTUYHHUX Mel)y30HCKHX Tpenas3a ¥ 3HATHO je
IpOIIMpPEHa ycliel MHTeH3uBHOT Landau-oBor npuryinema, a Ha ciukama 5.2 0) ¥ B) HaJla3H Ce y 30HU
y K0joj Hema Landau-oBor npuryiiema.

OBze Bpenu MOMEHYTH Jia y CBa TPHU Cy4yaja Ha CIHIHM 5.2 A0Ha I'paHa Koja OAroBapa Lenamy
xubpuauzoBanor Dirac-oBor mmasmMoHa U (OHOHCKOT MOJAA ¥y, , YIa3U Yy 30HY jeAHOUECTUYHHX

YHYTap30HCKHMX Npeia3a Kaja JAOCTUTHE T3B. KPUTHYHM TalacHH Opoj Q. = @y, /VF ~8x10°cm™.
Moske ce npuMeTuTH 1a je hasHa Gp3uHA MOMeHyTe rpaHe @/Q <V Kana Baxu (>0, ¥ MOKE Ce

noOyautu npojexkriiom Op3une V = 0.5V.. OBa Op3una je mama ox Fermi-jese Op3une koja je
Heomnxo/Ha aa 0u ce nodyaro Dirac-oB mia3MoH y ciiy4ajy CTaTHYKOT CYIICTpaTa.

5.1.3. YKyNnHH eJeKTPOCTATHYKH MOTEeHIHjas1 y paBHH rpajdeHa

Kako 6u 0OoJbe omucanu MexaHu3aM MoOyhuBama MPETXOAHO MOMEHYTOT XHOPHAN30BAHOT
1a3MOH-(OHOH MOoJ1a OP3UHOM Koja je UCTION Vi , Ha CIMIM 5.3 je MPUKa3aH YKYITHH eJIeKTPOCTaTHIKH
noTeHIujan y pasuu rpadena (z = 0) koju moTuue o MPOTOHA KOjU ce Kpehe ayk X-oce Op3MHOM V =
0.5V Ha pactojamy Z, =5A wnsHan rpadena jonupanor HaenekTpucameM ryctune N =29 x10"cm™.
I'paden je cmoHTaHO MONMMpaH IO OBE TYCTHHE HAEIEKTpPHCama yCiel MpeHOca HaeleKTpUcama ca
nojsore caunmere o SiO2 [27]. Ha caumu 5.3 a) je mpuka3aH yKyIHH €JIeKTPOCTATUYKHU TOTEHIINja
y clly4ajy CTaTHYKOT cyrncTpara. Ca ClIMKe ce BUIM JIa j€ TOMEHYTH TOTeHITH]a]l aCUMETPUYHOT 00JIMKa
U JI0CTa KPaTKOI JoMeTa yciel e(pUKacHOr eKpaHUupama O] CTpaHe HOCHJIalla HaeleKTpucama y
rpadeny u 6e3 modyhuBama KoekTuBHUX MozoBa. Ha cinum 5.3 0) je mpukasas ciry4aj cyrcrpara Koju
noJprkaBa JBa onTuuka (oHOHCKa Moja. OBze ce jacHO BHJM Ja je Jouuio A0 edekra Tajaca y BUIY
ocIMIIaIMja MOoTEHIMjana u3a mpotoHa ( X < vt ) yenen xubpuaunzanuje Dirac-oor rmazmMona u oHOHA
CyIcTpara y4eCTaHOCTH o, OBaj MOTEHIMjan caja MMa 3HATHO BehM JOMET HEro y IpEeTXOJHOM
CITy4ajy ¥ OTPaHHYCH j€ Ha PeJaTHBHO YCKYy 00JIaCT y cMepy Y-Oce TOJ MPaBUM YTJIOM Y OJHOCY Ha
nyTamby IPOTOHA.
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Ciuxka 5.3: IIpocropHa pacmonena yKymHOT enekTpoctathykor noreHnujana @, , [102] y

pasru rpadena (Hopmamusosan ca O, = Ze/z,) kao pynkmmja X—vt u Yy (06a HOpMaNTM30BaHa ca Z,)
y 00JacTH y K0joj ce jaBJba eeKkaT Tanaca u3a3BaH npoToHoM (Z=1) koju ce kpehe 1yx X -oce Op3uHOM
v=0.5V, Ha pacrojamy Zz,=5A wusHan rpadeHa koju je NONMpAH HAEJEKTPUCAEEM TYCTHHE

n=29x10"cm™. Pe3ynrati cy mpHKa3aHH 3a JBa Ciydaja: a) rpadeH Ha CTATHYKOM CYIICTpATy, 0)
rpadeH Ha CyICTpaTy KOjH MOJpKaBa JIBa ONTHYKA (POHOHCKA MOJA.
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Cauxa 5.4: IlpocropHa pacrogena ykymHOT eiekrpocratuukor moreHnujama @D, [102] y
pasnu rpadena (Hopmupan ca O = Ze/z, ) kao pynkumja X —vt (Hopmupana ca Z,) u Y =0, 32 IpoToH
(Z = 1) xoju ce kpehe nyx X -oce Ha pactojamy Z, =5 A usnan rpadena 3a Tpu 6psune: a) v = 0.5V,
6) V=2V, u B) V=4V.. Pesynratu cy npHuka3aHu 3a JBa MOJENA: y IIPBOM MOJeIy je rpadeH Ha
CYIICTpaTy KOjU MOAp>KaBa J1Ba ONTHYKa (poHOHA (MyHE JMHUjE), a Y APYroM je rpadeH Ha CTaTUIKOM
cymcTpary (MCIpeKHIaHe JTHHHje) M 3a TPH paslInduTe TYCTHHE fonupama: N =4 x10" cm™ (tanka npHa

muanja), N=29x10"cm™ (upBena muamja cpembe nedmune), N = 65x10"cm ™ (nyHa miasa munmja).

Kaxo 6u nerasbHmje omucanu edekar Tanaca ycie/ mia3MoH-GOHOH XUOpUaN3aliije Ha CIUIN
5.4 je npukasana 3asucHoct @ (X) y pauu rpadena (z=0) nmpu y =0 3a npoToH Koju ce Kpehe ayx

x-oce 3a Tpu Opsune: V=0.5V., 2V u 4V Ha pactojamy Z, =5A usnan rpadena xoju je monmpan
rycTMHaMa HaenekTpucama: N=4x10"cm™, n=29x10"cm™ u n=65x10"cm™. IIpukasaua cy 1Ba

ciydaja: ciry4aj rpad)eHa Ha CTaTHIKOM CYTICTpaTy U Cirydaj rpad)eHa Ha CYTCTpaTy KOjH MOJpIKaBa J1Ba
¢dboHOHCKA MOJIa.
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Ha cimuuu 5.4 a) je npuka3zas ciaydaj yectuue koja ce kpehe 6p3unom V=0.5V. . OBa Op3uHa je

HIDKa O] TIpara moTpeOHOT 3a 1mojaBy e(deKTa Tajaca Tako Ja MpU 0BOj OP3WMHU OH M30CTaje Yy ciaydajy
CTaTUYKOT CyICTpara. Y ciy4ajy CyIcTpaTa KOju MojpkaBa (OHOHE ycien IUIa3MOH-(OHOH
xuOpuau3anuje 10ja3d 10 MojaBe edeKkTa Tajaca y BHAYy MaMX ajd MPUMETHHX OCIWIAIHja

noteHuyjana @, Ha pacrojamuMa X < vt . Ilepuos oBux ocumianyja He 3aBUCH OJ] TYCTHHE JJOIMPAkba
N, WTO je joIl jenaH moka3aTesb Ja je edeKar Tanaca MoBe3aH ca MOCTOjalkbeM HEAWCIICP3UBHE TPaHEe
HIDKE eHepruje Hacraue npu xudpuausanuju Dirac-osor mia3zMoHa u ()OHOHA y4eCTaHOCTH @, . Ha
UCTO] CIMIM C€ Takohe Moke MPUMETHTU JAa aMIUIMTy[a ocLulanuja noreHuujama P, omanxa ca

HIOPACTOM I'yCTHHE JIOTHpParba N IMTo ce Moxke objacHuTr BehiM Landau—oBuM npuryiiemheM MOMEHYTe
rpaHe y 30HU jeJHOYSCTUYHUX YHYTap30HCKHX Mperasa.

Ha cnukama 5.4 0) u B) MOXXKeMO Jla BUJMIMO J1a je Ha pacTojambuMa X <Vt jonuio 1o edekra
Tajiaca 3HaTHO jader MHTCH3UTETa HEro y IPETXOIHOM Ciiy4ajy. bp3uHa yecTure je y oBUM cirydajeBUMa

Beha ox mpara morpeOHOr 3a edekar tamaca (V>V:). Y ciydajy oBUX Op3MHA KOJ CyIICTpaTa KOjH

noaprkaBa (POHOHE JI0JIA3U JI0 TIOpacTa aMIUIUTYa OCHIIOBakAa JIOK MEPHOIN OCHIIOBAkA ONAajy y
OJIHOCY Ha Cilydaj cTaTWykor cymncrpara. [IpermocraBiba ce ga je JIOLUIO 0 M3MEHa y OOJIUKY

ocumianyja noreHuyjana @, nomro je mouwro no nmobyhuama Dirac-oBor miasmona umja je
JHCTIep3Hja 3HATHO N3MEHheHA XHOPHUIM3aIijoM ca (POHOHMMA CYIICTpaTa.

Ca napyre crpaHe, Ha ciimiy 5.4 je IPUMETHO Jia yCJe] TUIa3MOH-(DOHOH XHOpHIU3anuje He
7I0J1a3u 70 3HA4YajHUX MpoMeHa y oonuky @D, , Ha pacTojamuMa y OJHCKOj OKOJIMHHM HAaeJIeKTPHCaHEe

yectuie ( X ~ Vt) Ha KOojuMa J0JIa3d JI0 I0jaBe JIOKATHUX e(dekaTa Koju Cy OATOBOPHU 3a MOCTOjamhe
3ayctaBHe cuiie Fs u cune nuka Fim 0 kojuma he caga OuTH BuIle peyn.

5.1.4. 3aycraBHa cWJia M CIJIA JIMKA Y 32aBUCHOCTH 0/1 Op3UHe NMPOTOHA

Ha crnumu 5.5 mpukasane cy 3ayctaBHa cuna Fs u cuna nuka Fim y 3aBucHOCTH 0n1 Op3uHE
MpoTOHa KOju ce kpehe myxk X-oce Ha pactojamy Z,=5Awusnan rpadena crmonrano ponupasor

11 -2 .
HaenekTpucameM ryctune N=29x10"cm™, kao u Ha 3natHO BeheM pactojamy 2z, =50 A uznan
11 -2 11 -2
rpadeHa 3a TpuU pasIMUYMTe TYCTHHE HaenekTpucama: N=4x10"cm™, n=29x10"cm™ wu
11 -2 .

N=65x10"cm™. OBae MOXeMO Ja MPUMETUMO Ja IIa3MOH-(OHOH XMOpHIM3alMja TOTOBO HeMa
yTHUlaja Ha 3ayCTaBHY CHIIy U CHITy JIMKa 3a Op3MHE HMKE Of Ipara, Tj. V < Vp ILITO € MOXe 00jaCHUTH
YUEBECHUIIOM Jla Cy 3a pacTojama X=Vt u mnpu Op3uHama V < V. JOMHHAHTH JE€JHOYECTUYHU
YHYTap30HCKH MpeNa3y U Y NOTIYHOCTH MOTUCKY]y KOJIEKTUBHE OCIIMJIAIM]je KOje OM OTHUIIale OJ1 HUXKe
TpaHe HacTajle HaKOH Iienama XuOpuansoBaHor Dirac-oBor mia3mMoHa n (OHOHCKOT Moga @, . Ca

Jpyre CTpaHe, IPUMETHHU Cy 3HauajHU eeKTH Koje UMa MIa3MOH-(OHOH XUOpUIu3aliija Ha 3ayCTaBHY
cuiy Fs va ciumm 5.5 a) npu 6p3nHama vV > 2V, kao 1 Ha cuity Jinka Fim Ha ciumu 5.5 6) npu Op3uHama

v >5V.. OBakaB pe3yiraT MOXe Ja ce 00jaCHH THMeE Ja TP JTOBOJPHO BEIWKHM Op3MHaMa IPOTOHA
noa3u 10 nodyhusama cBe Tpu rpaHe HacTalle HAKOH IUIa3MOH-(DOHOH XHOpHUIU3aIyje ca ciuke 5.2.
Kasia ynopenuMo moHaame 3ayCcTaBHe CHIle U CUJIe JIMKa 3a pacTojama npotona z, =5Au z,=50A

11 -2
3a ryCTUHY HaenekTpucama N=29x10"cm™ moxemo 1a mpuMeTuMO 1a ¢y eheKTH MmIa3MoH-(QOHOH
XUOpHIU3alHje MaJlo U3paXKEeHUJU Ha BehuM pacTojamuma.
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z,=50 A

-0.6 z=5 A

1m/F0

n=4><10“cm'2
n=29x10""cm”
n=65x10""cm™

0 2 4 6 8 10

Camka 5.5: 3aycraBua cuna Fs (ciuka a)) w cuna nuka Fim (couka 0)), HOpMupaHe ca
F, = Z%€’/(4z%) , npukasane kao bynkimje 6p3ume V (koja je HopMupana ca V. ) ipotona (Z = 1) xoju
ce kpehe nmyx X-oce Ha pacrojamy Z, =5Am3nan rpadena (myHa IpBeHa JMHMja) TOMHPAHOT
HaenekTpucameM ryctuae N=29x10"cm™, xao n Ha pactojamy 2z, =50 A msHan rpadena 3a Tpu
pasinuuTe TYCTHHE HaenekTprcama: N =4x10"cm™ (tanka upra nuamja), N=29x10"cm™ (upeena

nuHAja cpeambe aedmsune) n N =65x10"cm™ (myna miasa munmja). Pesymrarn [102] cy npukasanu 3a

JIBa MOJIeNia: y MPBOM MoJieny je rpad)eH Ha CyICTpaTy KOjHu MOAp)KaBa JiBa ONTHYKa (poHOHA (TyHe
JHMHHU]E), a Y IPYTOM je rpad)eH Ha CTATUYKOM CYIICTpaTy (MCIpeKUIaHe JTUHHU]E).

Ha cnukama 5.6 u 5.7 npukasaHe cy 3aycTaBHa CHjIa U CHJIA JIMKA Y 3aBUCHOCTH Ol TYCTHHE
HaeJeKTpucama rpadeHa 3a Tpu pasnuuute Op3uHe mporoHa: V=0.5V., 2V, u 4V, kao u 3a aBa
pactojama: z, =5A u z,=50A. Ha osum ciukama ce Takohe Moske IPUMETUTH JIa IIIa3MOH-(DOHOH
xubpuaM3amyja npu 6p3uHama V >V, uma Behn yrunaj na Fs u Fim npu Behem pactojamy, Tj. z, =50 A
. OBze je Takohe MpUMETHO J1a je Tu1a3MOH-(hOHOH XMOpHAM3alMja UMana Behu yTHuIlaj Ha 3ayCTaBHY
CUJIY Ha CIIMLH 5.6 HEro Ha CHIy JIMKa Ha ML 5.7 MomTo je n36op Op3uHa MpOoTOHA HAa OBUM CJIMKaMa
0Mo TakaB Jla HEe MOKpHUBA Op3uHE V >5V. Ha KOjUMa IUIa3MOH-(POHOH XMOpHUIM3alMja UMa HajBHIIE

yTulaja Ha cuwiy Juka (ciuka 5.5 6)). Ca gpyre crTpaHe, NMpUMETaH je YTHIA] IJI1a3MOH-()OHOH
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XUOpHIM3aIje Ha 3ayCTaBHY CHITYy Ha CJIUIH 5.6 yak U Ha Op3nHaMa MambuM oJ] Op3uHe npara, 1j. V=0.5
V¢, HAPOYMTO IIPU HUCKUM I'yCTHHAaMa HaeJleKTpucama N. 3anpaso, y ciy4ajy ,,c1000aH0r rpadena (
Nn—0) Ha cTaTUYKOM CYIICTpPAaTy HEMa 3ayCTaBHE Cuje, JOK y Ciy4ajy CylncTpaTa KOju HOJIp:KaBa

¢dboHOHE HIaK MOCTOjU HEKa KOHauHa 3aycTaBHa cuia. Moruo Ou ce 3aKJby4uTH Ja ,,cl1000JHu " rpadeH
caMmo JIeTMMUYHO eKpaHupa (GOHOHE CYIICTpaTa.

035 F T T T T T T T T T 7]
L (a) z =5 A J
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n[xlOchfﬁ

Cauka 5.6: 3aycrasma cuma Fs [102] (sopmupana ca F,=Z%?/(4z%)), npuxasama kao
¢yHKILMja TYCTHHE HaeleKTpucama N 3a nmpoToH (Z = 1) koju ce kpehe gy X -oce u3Hax rpadeHa 3a
nBa pactojama: a) z, =5A n 6) z, =50 A, u Tpu paznuuute Gpsune: V=0.5V, (Tanka HpHAa JTUHHja),
V=2 V. (upBeHa IMHUja cpenmbe nedsbrHe) u V=4V, (IIyHa Iu1aBa JuHHUja). PesynraTu cy npuka3zaHu 3a

JIBa MOJiea: y IPBOM MOJENy je rpadeH Ha CYICTpaTy KOju MOoJApIKaBa JiBa onTthyuka (GoHOHA (TyHE
JMHH]jE), a Y APYroM je rpadeH Ha CTaTUUKOM CYIICTpaTy (UCIpeKuIaHe JTUHU]E).
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— tpaden-SiO,-boHoHN

————— rpaden-Si0;-crar.

-0.8 L

n [xl()“cm'z]

Cauka 5.7: Cuna muka Fin [102] (Hopmupana ca F, = Z%€? / (42%)), npukazana kao QyHKIMja
I'YCTMHE HaelleKTpHucama N 3a npoToH (Z = 1) koju ce kpehe ayx X-oce u3Haja rpadeHa 3a JBa
pactojama: a) Z, =5A u 6) z,=50A, u Tpu paznuuure Gp3une: v=0.5V  (TaHKa npHA IUHHK]jA), V=2
Ve (IpBEeHa IHMHUja cpelbe AedsbuHe) U V=4V, (yHa 11aBa auHUja). PesynraTu cy npukasaHu 3a ABa

Mojielia; y IPBOM MOJIeNy je Tpad)eH Ha CyNcTpaTy KOju MojpsKaBa Ba onTHuka (POoHOHA (ITyHE JIMHH]E),
a'y Apyrom je rpadeH Ha CTaTUYKOM CYIICTpATy (UCIpEeKUaHe JTUHU]JE).

56



5.2. UcnutuBame MmiIa3MOH-(POHOH XHOpHUAM3aIHje Y cucTeMy rpadeH-
Al2Os-rpaden

Y 0oBOM TOINIaBJby c€ OAaBUMO MCHHUTHUBAKBEM IUIA3MOH-(OHOH XHOpUAN3ALUjE Y CUCTEMY KOjH
ce cacToju of aBa cioja rpadena ca ymernyruM auenekrpukoM (Al.0Oz) usmely mux. Ha cawmm 5.8
JICBO je TpUKa3aHa KpHCTaiHa CTpyKTypa cucreMa rpadeH-Al,Os-rpadeH Ha K0joj ce BUAM J1a TIOCTOjU
HEKO KOHa4yHO pacrtojame h m3melyy cimoja rpadena u Al2Os. Pagu jennocraBHOCTH, y yrpourhieHOM
MOJIeNTy MpHKa3aHOM Ha ciuiM 5.8 1ecHo, oBO pactojame je 3anemapeno (1j. h = 0) mok cimoj Al2O3
ocMaTpaMo Kao XOMOTEHH CJI0] TUeTIEKTpUKa 1e0JbUHE a KOJU j€ OMUCaH AUCIICKTPUIHOM () YHKIIH]OM
&, () . Cmuno kao y ciydajy nmomore cauntbere o1 SiO2 yzumamo na cioj Al20s ma 1Ba foMuHaHTHA

FK ¢ononcka Mmoma Ha yuecranoctuma oko 56 meV u 110 meV (kao mro je Beh moMEeHyTO y MOTIaBJby
2.3). O6a cioja rpadena mocmarpamo kao 2D cucreMe Koju ¢y OnmucaHu MoJapu3aioHuM (yHKIIHjaMa

Z1,2(q’a))-

A
z
rpadenr

a/2 CETTOTEY T

\‘ i\‘ i

\"\ '

&s(w)

=
v

_a/2 T OA TOTTT

rpadeH

Cauka 5.8: (JIeBo) Kpucranna crpykrypa cucrema rpader-Al2Os-rpaden. (Jecno) Yupourhen
mozen cucrema rie je Al2O3 anpokcuMupan XOMOT€HUM JAUEICKTPUYHUM CJI0jeM YHja je TUeTCKTPUIHA

bynxumja £ (@) .

5.2.1. NuenexrpuyHa pyHkuuja cucrema rpaden-Al2Os-rpaden

Juenexkrpuuna ¢pyukimja & (@) cnoja Al,03 y oBom cirydajy uma o6uk [86]:

12 12
A'ZO3 (w)=&2 +(el —&2) “ro2 . +(e2 —&l) el (5.28)

0oX OX 12

12 2 ! 2 H '
Wro, — O —1WYrg, Wro, — O — 101y
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o i

o’ ’ i
ox ! gox , U gox OIITUYKA, CPpEAka, U CTaTUYKa IICPMUTUBHOCT, a)|—01 u a)Toz Cy mnpBa U apyra

rjae cy &

TpaHcBep3anHa ontiyka (TO) yraona yaectaHoCT (LIpH 4eMy je @iy, < g, ), @ Vro1 B Y10, CY hakTopn
npurymema oarosapajyhux TO donona. Kopurhenu cy cnenehu napamerpu: £o, =12.53, &l ' =7.27,

er' =3.20, |, =48.18meV, @y, = 71.41meV, yi,, =1.74meV u y,, =6.82meV.,

Nuenektpuuny ¢yHkinjy &(q,w) koja omucyje cucrem rpaden-Al.Os-rpaden mpodujamo

kopuctehu uaaykoBany ['d Gind (Z, Z') KOja mpejicTaBsba Apyry wiad y jeaHaunnu (3.128). YV ciyuajy

a .
1=17 = E HMaMo Ja j€:

= 2r 1
G (q,0)="2 - 5.29
g L 25, L S0 @) .
2 A% 2 R(0,®)+2S,(q, @)
3Hamo 1a je:
~ 2 1
G.(00 :—{ —l} (5.30)
(0= .0
[Mopehemem (5.29) u (5.30) modujamo:
1 1 &2 (w)cosech?(ga)
,0)=—(R(q, 2S,(q,w))—== 5.31
3amenom (3.104) u (3.109) y (5.31) nobujamo na Baxku:
2 2 h2
() = l[u &, () coth(qa) + = 4(q, a))} 1 ¢ (@) cosec (G2) (5.32)
2 2 4re
1+¢&, (w)coth(ga) + ; FACHZ)

5.2.2. /lucnep3uoHe pejanuje

Jucnep3uoHe KpuBE KOj€ OMHCY]y KOJEKTHMBHE MOJOBE KOjU CE€ jaBJhajy Yy OBOM CIy4ajy
n001jaMo pelIaBambeM jeTHAaUUHE:

£(9,)=0 (5.33)
Takohe, cBu (hakTOpHM NPUTYIIEHa Cy 3aHEMApEHH W CMATpaMo Ja Cy MMardHapHH IEJIOBH

nonapusanronnx Gynkumja (0, @) u ¥, (4, @) npubnmkHO jenHakyu Hymm. Y CHELHjaTHOM CIydajy,

KaJla cy mojapu3aluoHe (QyHKIuje oba cioja rpadeHa jeqHake, Tj. zl(q,a))z ;(Z(q,a))z ;((q,a)),
jennaunna (5.33) Moke na ce Hamwmine kao nmpoussoj cumerpuuHor (5.34) u antucumerpuanor (5.35)
XUOPHUIU30BAHOT MOJA:
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L+ 52 )coth[qz} e a0 (5.34)

1+ 68 )tanh[zﬂ A7 ¢ (4. @) =0 (5.35)

Jennauune (5.34) u (5.35) MokeMO Ja HANMIIEMO Y ONTUYKOM JIMMUTY Kopuctehu
noJlapu3alony (pyHKIM]y U3paskeHy MPEKO MPOBOJIHOCTH J0oNHUpaHor rpadeHa o(w) kaga q —>0:

(0, @) = w (5.36)

intra

IJle MPOBOIHOCT NpEICTaBJba 30Mp YHyTap3oHCKe o (@) u MelysoHcke o (®) TPOBOXHOCTH

o(w) =" (w)+0"™ (w) xoje cy mspauynare y [103] xopumhemem RPA meroma. V ciydajy ca

3aHEMapeHUM MPHUTYIICHEM Ha HYJITOj TEMIIEPAaTypH, YHYTap30HCKa MPOBOIHOCT je Drude-oa u nma
00JIHK:

H 2
o (@) = 18 (5.37)
@
10K Mel)y30HCKa MPOBOIHOCT cana uMa oosmk [103]:
2E.
o™ (o )__%I [2E igj, o< 2E; (5.38)

[Tomapu3zanuona ¢pyHkI#ja rpadeHa ca KOHAYHUM MIPUTYIICHEM je JaTa y T0AaTKy 7.3 ¥ Ha3uBa
ce Mermin-oBom nmosnapusaironom ¢pyHkuujom. M3pauynara je momohy MDF-RPA metoza.

Panu mopehema pesyirata ca pesyaratuma nodujeHuMm ontuukum ab initio-RPA metomom,
noJjlapu3anoHa pyHKIMja rpageHa ca KOHAYHUM IPUTYHIEHEM je u3padyHara kopuiihemweM cienehe
YHYTap30HCKe U Mel)y30HCKEe MPOBOAHOCTH:

H 2
o™ (@) = —EC (5.39)
7[(0)-’_ Iyintra)
. i E.-o0) +72, . _
o e (CO) — E I ( CO) Yinter i 1+£arctan (0] 2EF —larctan W+ ZEF (540)
4|2x (ZE + a)) +7/iiter a Vinter T Vinter

T€ CY Vinga X Viner YHYTAP30HCKO M MEl)y30HCKO NMPUTYLIEHE, TUM PEIOM.

5.2.3. Ilopeheme EELS cnekrapa

Kako 6u nogpobuuje ucnuranu xudbpuauszanujy uimelhy verupu FK donona y cadupy u nsa
Dirac-oBa miazmoHa y rpageny nopeauhemo EELS criexrap cucrema xoju cmo goounu y3 momoh MDF-
RPA Merona ca aucrnep3noHHMM KpuBaMa Koje cy u3paudyHare kopuithemem ontuukor MDF-RPA
merona kao u Drude-oBor monena. ITopenuhemo noOujene pesynrare ca pesyiraTuMa Koje je Haml
capaauuk joi. ap Vito Despoja uspauynao kopuctehu ab initio RPA mero.
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Ha cimnu 5.9 a) je mpukazan EELS criekrap y peaykoBanom ((,) mpoctopy 3a cucteM rpadeH-
Al,Oz-rpaden m3pauynat ontuukum ab initio RPA meronom, 1ok je Ha ciunm 5.9 0) npukazan EELS
crektap aobujen ontuukuM MDF-RPA meromom 3a uctu cucrem. Kon o6a metona xopumrhene cy

cnenehe BpeHOCTH 3a YHYTap30HCKO U Mehy30HcKko npurymeme: ., =10 meVu y,,., =50 meV. Ha

CITHILIM C€ JaCHO BUJIM JIOCTa T0OPO Ciarame OBa JIBa CIEKTPA IITO KJE Y MPUIIOT BATUAHOCTH ONTHYKOT
MDF-RPA merona Koju je ceMu-KIacH4aH Ia M padyyHCKH J0CTa Mame 3axTeBaH ox ab initio RPA
merona. Kog o0a criekTpa ce jacHO BUAM IIECT XMOPUIM30BaHUX TIIa3MOH-(hOHOH MonoBa. [lomro ce
pajii 0 CHMETPUYHOM CHCTEMY, OBHX IIECT MOJOBA MOKEMO JIa MOJETUMO Y JIBE IPYIe: CHMETPHUYHY U
AQHTHCUMETPUYHY. [IyHOM [PHOM JIMHHjOM Cy MPEACTABILCHE AUCIICP3HOHE KPUBE OBUX HIECT MOJIOBA

uspauyHare kopuuihemem ontuukor MDF-RPA Metona rje je ypauynara % (w) nara ca (5.28) ca
3aHemMapeHuM mnpurymemeM. Kopumhewmem jennaumne (5.34) mobuja ce ma cy @ ,@, U @,
acMMETPHYHH MOJIOBH, 10K ce y3 nomoh (5.35) nobuja na cy @, @, U @, cUMeTpUYHU MOJI0BH. OBUX

HIecT AMCIIEP3UOHUX KPHBa Ce OJUIMYHO IMOKJanajy ca Makcumymuma y unrensurery EELS cnekrapa
mro he Ham momohu fa oapearmo miIa3MoH/GOHOHCKY MPUPOIY KOHKPETHOT MOJA.

[TapHocT oxpehenor mMoma Moxe Ja ce WCOMTAa y3 IOMON JBa TauykacTa HaeleKTpUCarba,
HaenekTpucana ca Q1 u Q2 u Baku win Q1 = Q2= Q mim Q1 =-Q2 = Q. Haenexrpucama ce CHMETPUYHO

[0CTaBJbajy y CHCTEM ca cimke 5.8 y z=i(%+0*}(0+ je MHQUHUTE3MMATHO Maiu Opoj) u

HaelleKTpUcame ce Mema kao QCOS@t rue je @, cBoOjcTBeHa ydecTaHOCT XUOPUIM30BaHOT MOJia KOjH

ce uctiuryje. [lojennHauHy CHMETPUYHU MOJI je MOTryhe moOyInTH Kaja Cy HaeJeKTpucama HCTOT 3HaKa
Y YMHE CUMETPUYHH CHUCTEM JIOK HAeJCKTPHCAha Pa3InUMUTOr 3HaKa YNHE aHTHCUMETPUYHU CUCTEM H
Mory fa rnoOy/ie aHTUCUMETPUYHE MOJIOBE.

Takohe, Ha ciunm 5.9 ce Moxe BUACTH J1a MpHUpPOAA XUOPHUIM30BAaHMX MOJOBA 3aBUCH O]
BpeaHoctu (. Kaga q y3uma Benvke BpeAHOCTH, MOJIOBU a)f n co2i JI0CTa HAIKMKY]Y Ha (DOHOHCKE MOJIOBE,

JIOK MOJIOBH @, HAJIHMKYjy Ha ruiazmoHcke. Ca apyre ctpane, kaga g — 0, y 3aBHCHOCTH Of CHMETpHje
onpeheHnx MojoBa Moxke qohu 1o jake xubpuauzanuje uamely Hekux oA wux. Ha mpumep, kama ce
CUMETPHYHU (POHOHCKU MOJIOBH @, WM @, Haly y OJIM3HHH CHMETPUYHOT ITa3MOHCKOT MOJIA @ , OHH

jako MHTeparyjy ca @, U Ipey3uMajy HberoB INIa3MOHCKH KapakTep. HacynpoT Tome, aHTHCHMETpHYHN
MOJIOBH @) ,@, U @, CEKy CHMETPUYHM MOJ @, 0€3 MHTEepaKIHje A0K JMHEapHU MOJ (), HE MHTeparyje
HU Ca JE€THUM O] OCTaJIHX.
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Cauxa 5.9: EELS cniekrap y peaykoBanoMm ((,w) npocropy 3a cucreM rpaden-Al.Os-rpaden
[104] uzpauynar: a) ontuukum ab initio RPA metonom u 6) ontiukum MDF-RPA meronom. Pacrojame
u3Mel)y ciojeBa rpadeHa u3HocH a = 5 NM u oba cinoja rpagena cy gonupana 1o Er = 200 meV. Lpne
JIMHUjE TIPE/ICTaBIbajy JHUCIEP3UOHE KPHBE MIECT XMOPHAM30BaHUX MOJoBa (@) ,®, W @, ) H0OMjeHe
ornrnukuM MDF-RPA meTonoM 10k IpBeHe TaykacTe JMHUjE MPEACTaBIbajy JUCIICP3NOHE KPUBE JBA
Mona Hajsehe yuecranoctu (@) ) Koju cy jobujenn y3 momoh Drude-osor Monena. Tanka Gena nuauja

MIPEJCTaBJba TOPHY I'paHUIly 00JacTh (@ =V:() y K0joj J0da31 J0 YHYTap30HCKUX jeTHOYECTUYHUX

nobyna (7" <> 7") y anpoxcumanuju Dirac-oBor konyca.

JIBe LpBeHe TauKacTe IMHUjE Ha CITHIH 5.9 03HadYeHe ca @, NPEACTaBIbajy AMCIEP3UOHE KPHBE
oarosapajyhux xubpuan3oBaHux Moj10Ba qo0ujeHe Kopumihemem Drude-oBor Moiena 3a MpOBOAHOCT
ciojea rpadena, o =o' u3 (5.37) ca 3aHemapeHuM npurymemeM. OcTale YeTUPH JUCIICP3UOHE
kpuBe m3pauyHare kopumhemem Drude-osor monena (@) W @)°) HMCY MpHKa3aHe TONITO CE Y

intra

MOTITYHOCTH TIOKJIANajy ca AMCIeP3UOHUM KpHBaMa @, W @, N0OHjeHMM KopuihiereM , KOMIUIETHE

NPOBOMHOCTH & = ™ + o™ ((5.37) u (5.38)) y ontuxom MDF-RPA mozeny.
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-Im[1/e(w)]

o [eV]
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Tanacunu Bektop g[nm1]
-Im[1/e(w)]

o [eV]
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Cauxa 5.10: EELS y (q,w) mpoctopy 3a cucrem rpaden-Al.Oz-rpaden [104] uspauyHar:
a) MDF-RPA metonom 1 0) komOuHanujoM ontudkor ab initio RPA metona u xomrutetHor ab initio
RPA mertona. Pactojame u3mel)y ciojeBa rpadena usnocu a = 5 nm (kao u ae6spuna cioja Al203) 1 06a
cinoja rpadena cy mommpana qo Er = 200 meV. Taukacte po3e JUHUjE MPEICTaBIbajy AUCIICP3UOHE

KpUBE TpU HemapHa Mojla (@ ,@w, U @;), AOK Cy TayKacTUM OeluM JHMHHMjaMa MpeJCTaB/bEeHE

JWCTICP3NOHE KpUBE TpH napHa Moza (@, @, u @, ) nodujene onrtuakum MDF-RPA metonom. Tanke

Oerne TUHM]jE MPEJICTaBIbajy IPAHUIIE 00JIACTH Y KOJUMA J0JIa3H JI0 JEAHOUECTHUHUX (YHYTap30HCKUX U
Mely30HCcKuX) mobyna y rpadeny gonupanom ao EF =200 meV.

Ha counm 5.10 je mpukazan EELS cnexrap y npommpenom (g,) mpoctopy 3a cucteM rpadeH-
Al;,Oz-rpaden u3pauynar: a) MDF-RPA metonom (rze je yzero na je » =10 meV ) u 6) ab initio RPA
METO/IOM 32 HCTH cHCTeM. TaukacTUM JIMHUjaMa Cy IpeACTaB/beHe TUCTIEP3NOHE KPHBE H3padyHaTe Ha
UCTH HaYWH Kao Ha civmwm 5.9. U Ha e 5.10 a) kao u Ha ey 5.10 6) ce moske BuneTn na 'y EELS
CHEKTpPY JAOMHHMPA]y IJIa3MOHCKE IpaHe HajBUIIE €HEpPruje Koje ce JIEMO CIaxy ca JUCIEepP3UOHUM
KprBaMa 00ujeHuM 3a MojioBe @, 3a ( < 0.15 nm™. 3a Behe Bpesmoctn g, Mmakcumymu y EELS criektpy

nobujenom MDF-RPA metomoM pacty mocra 6pxe o @, aucmep3noHnx kpuBa. Ca Apyre crpase,
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3aHUMJBMBA j€ YNE-CHHUIIA JIa CE OBE IUCIIEP3UOHE KPHUBE J0CTa J0OPO claxy ca Makcumymuma y EELS
cnekTpy nooujerom ab initio RPA meromom.

Ha uctoj cnumm ce Takohe Moke BUIETH 1ocTa 1o0po ciarame y EELS ciektpuma Ha ciimkama
a) u 6) 1o g < 0.3 nm™. 3a Behe BpeaHOCTH TanacHor 6poja Makcumymu y EELS criekTpy, no6ujeHoM

MDF-RPA MeTonoM Koju 04roBapajy @ MOZOBHMA, Cy OMEPEHH Ha BHIIC y CMEpy IapaseHOM ca
rOpHOM IPaHUIOM (@ =V_() YHyTap30HCKMX jeHOYECTHYHHUX Mpemna3a T «<>7 . Jlo oBOr momepama
nonasu ycnes kopuiihemwa anpokcumanuje Dirac-oor konyca. Ca apyre crtpaHe, AUCIEP3UOHE KPUBE
KOje ONHUCY]y @, MOJOBE Ce CIaky Jaocta a00po ca mosuumjama makcumyma y EELS cmektpy
no6ujenom ab initio meTomom, wak 10 TpaHune 3a Mehy3oHCKe > mpenaze. OBM MaKCHMyMH CEKy
ropisy rpaHuily (@ =V.() YHYTap30HCKHUX jeJHOYECTHYHHX TIpenasa T <> Ha ¢ = 0.45 nm™, ¥V o6a
EELS-a ce Takole Moe BUIETH Ja c€ MAKCHMYMH KOjU OATOBapajy @, U @, MOJOBHMA CIajajy Kajaa
je g~ 0.3 nm™, nok ce oxroeapajyhe aucnep3none KpuBe crajajy Tek Ha g ~ 0.6 nm™,

Ha caunm 5.11 je npukasan EELS cmekrtap y pemykoBanom (Q,w) MpOCTOpY H3pavdyHAT
ontrukuM ab initio RPA mMeToioM 3a 4eTHpH aHTUCUMETpHYHA cucteMa: a) BakyyM-Al2Os-rpaden (ErF =
200 meV), 6) rpaden (EF = 200 meV)-Al,03-Bakyym, B) rpader(Er = 0 meV)- Al2Osz-rpaden(Er = 200
meV) u r) rpaden(Er = 200 meV)-Al,Os-rpader(ErF = 0 meV). Pacrojame u3mely ciojea rpadena
u3HocH @ = 5 NMm (kao u aedspuHa cioja Al203). YV cBakoM oJ1 TocMaTpaHa YeTHPH Cilydaja 10J1a3H 10
nojase jeanor Dirac-oBor mia3mMoHa y JOIMHpPaHOM CJI0jy rpadeHa a0k ce ca apyre crpane cioja AlxO3
HaJla3¥M WK BaKyyM WJIM HelonupaHu rpadeH Koju He moapskasa Dirac-os miasmon. [Tomenytu Dirac-
OB TUIa3MOH ce xuopuausyje ca yetupu FK dhonoHa y cadupy Tako na y cBa yeTupu ciaydaja Ha CIUIA
5.11 mory aa ce jacHO BUjIe NET XUOPUAN30BaHKX TUIa3MOH-(POHOH MOJI0Ba. J[MCTiep3HOHEe KPUBE OBUX

ner monosa (@, ,w,,®,,@, M @) TpPEICTaBJbEHE Cy IMYHUM LPHUM JIMHHMjaMa M H3padyHaTe Cy
xopuwherem jennaunna (5.33) u (5.32). [lonapuzanmona dyrkumja 7, (4, ®) jenHor cioja rpadena je
u3jeHaUYCHa ca HYJOM JIOK j€ TMojapu3anuoHa (QyHKIHja ;(Z(q,a)) JIpyror cjoja u3padyyHara

kopuctehu ontnuku MDF-RPA meron 3a nonupanu rpaden ca Hyntum npurymewmeM. [lomro je caga
HapylleHa CHMeTpHja CHUCTeMa, MOJIOBH HE MOTy OWTH BUILIE KJIaCU()PUKOBAaHU Ka0 CHUMETPUYHU U

aTucuMeTpuuHud. Ha kpahuM TajacHUM ayKMHamMa MOJOBU @ ,®,,@®; U @), IMajy OOJIMK CIHYaH
(OHOHCKMM MOJIOBMMA, JIOK ), HaJMKyje Ha IJIa3MOHCKH. Y AyroragacHoM pexumy (g — 0), nonasu
710 jake XMOpUIU3alije 1 [ienamba IOMEHYTUX MOJIOBA 1A @) , Wy U @, Cajla M3IJIe/ajy Kao IIa3MOHCKU

MOJIOBH JIOK MOJ @, MMa ()OHOHCKHU KapakTep. DOHOHCKU MOJ @, € 1O0CTa HUCKOT MHTEH3UTETA U W3

BCTOBOT HCIIPOMCEHCHOT 00JIMKa ce MOXKe NpeTHOCTaBUTHU Ha CC HI/IjC XI/I6pI/I)II/I3OBaO ca Apyrum
MOAOBHMA.
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Cauka 5.11: EELS y penykoBanowm (g,w) mpoctopy [104] uzpadynat ontuukum ab initio RPA
METO/IOM 3a acuMmeTpuuHe cucreme: a) BakyyM-Al.Oz-rpaden (EF = 200 meV), 6) rpaden (EF = 200
meV)-Al203-Bakyym™m, B) rpaden(ErF = 0 meV)-Al2Os-rpaden (EF = 200 meV) u 1) rpaden(Er = 200
meV)-Al,Os-rpaden (EF= 0 meV). le6puna Al203 cinoja uznocu @ =5 nm. LpHe nuHuje npeactaBibajy
JMCTIEP3UOHE KpUBE T XUOPUIU30BAHUX MOOBA ( @, ,@,,®,,®, U @y ) KOje Cy NOOUjeHe ONTUYKUM
MDF-RPA mertomom, MoK IpBEeHE TaukacTe JIMHUjE€ MPENCTaBJbajy MUCHEP3MOHE KPHUBE JBa MOJa
najeehe yuecranoctu (@, u @) nobujenux y3 nmomoh Drude-oBor momena. Tamka Gena nuHuja
Ipe/CTaBJba FOpY IpaHuIly obsacTu (@ =Ve() y K0joj J01a31 A0 YHYTap30HCKHX jeJHOUECTUYHUX

nodyna (7z* <> 7") y anpokcumanuju Dirac-oBor koHyca.

VY cnekTpy Ha ciunu 5.11 a) ce Moke BHIETH Jla TpaHa HaJIMK Ha IJIa3MOHCKY MMa HajBehu
uHTeH3uTeT. OBO je MoclenIa Tora MITO Ce eJIEKTPOH KOjU Ce KOPUCTH 32 UCIIMTHUBAKE CHCTEMA HaJla3n

y Taukn Z=2a/2+0" Tux y3 cnoj rpadena (Er = 200 meV) koju oxkymupa Z=3a/2 paBaH H KOju
noapykasa Dirac-os miasmon. Ha ciuru 5.11 6) je mpukaszana cynpotHa cutyanuja. Cana ce 1onmupaHu
cnoj rpadena (Er = 200 meV) nanasu y Z=-—a/2 paBHU JOK ce €JeKTPOH KOjH Ce KOPHCTH 3a

MCITUTUBAKE CUCTEMA HANIa3H THK Y3 CI000AHY MoBpIUHY cadupay Z =a/2 . OBo JOBOIH JI0 CMAEHha

nHTeH3uTeTa Dirac-oBor mia3MoHa JOK je HHTCH3UTET (POHOHCKOT MOJa @, 3HaTHO mHojadaH. Ha obe

64



cmuke 5.11 a) m 6) ce MOXe BHAECTH J0CTa AOOpO ciaramkbe Makcumyma uHTeHsuteta EELS-a ca
JMCTIIEP3MOHUM KpHUBaMa Koje OIUCY]y @ ,@,,®, A ) MOJOBE.

VY cnenehem kopaky hemo nmopenutu cnuke 5.11 a) u 6) ca cnmukama 5.11 B) u T) kako Ou BUAEIH
JI0 KaKBUX MPOMEHA y CIIEKTPY J0Ja3u KaJa ce CJI0j BaKyyma 3aMEHU CII0jeM HeIOMHpaHoT rpadeHa
(EF = 0 meV). Ha ciukama 5.11 B) 1 r) ce MOXe jaCHO BHAETH Ja yCJIeJ MPHCYCTBA HEIOIMHPAHOT
rpadeHa nonasu 10 CMamemha HHTCH3UTETa U TUTa3MOHCKOT a U (DOHOHCKHMX MOJIOBA, Y Topehemy ca
ciukama 5.11 a) m 0). Takohe, cama mocToju Mano ojctyname Makcumyma EELS cnekrapa on

JMCTIIEP3MOHUX KPUBHX KOj€ ONUCY]Y @ ,®;, @, U @) MOJIOBE.

JIBe UpBeHe TaukacTe TuHMje HA ey 5.11 o3HaveHe ca @) U @ NPEACTaBIbajy AUCTIEP3UOHE
KpHUBe JBa Moja Hajsehe yuectanoctu koje cy nodujene ontuukomM MDF-RPA metomom y kojy je
ypauynatr camo Drude-oB aco mposoguoctu (5.37). Ocrane Tpu rpade mspauynare y Drude-oBom
mozeny (@, w: ¥ ) HUCY PUKA3aHe TOWTO Ce KOMILUIETHO MOKJIAMNAjy Ca IUCIIEP3MOHMM KpHBaMa

@ ,®, 1 @, 1001HjeHuM KOpHUIINeHEM ,,KOMILIETHE [IPOBOAHOCTH T =o' + o u3 ontnakor MDF-

RPA.

Ha caunum 5.12 je mpukazan EELS y mpomupenom ((,w) mpocropy uspauynar MDF-RPA
METOJIOM 3a aHTHCUMETpUYHe cucteme: a) BakyyM-Al,Osz-rpaden (EF = 200 meV), 0) rpaden (EF = 200
meV)-Al>03-Bakyym, B) rpaden (Er = 0 meV)-Al2Os-rpaden (EF = 200 meV) u r) rpaden (Er = 200
meV)-Al2Osz-rpaden (EF = 0 meV). Pesynraru nobujenu ab initio RPA MeToom y 0BOM ciiy4ajy HUCY
MPUKa3aHU MOIITO CE TOTOBO OUIMYHO claxy ca pesynraruma nodujenum MDF-RPA metomom. Jlo
MaJIOT Heclarama J0Nnasy mpu Behum BpeHocTHMA TanacHor 6poja @ > 0.3 nm™,

Crnuke 5.12 a) u 0) onpaBraBajy 3ak/bydke JoHemIeHe 3a ciuke 5.11 a) u 6). Haume, kana ce
€JIEKTPOH KOJHUM HCIIUTYjeMO CHCTEM Haja3u THK y3 cJioj JomupaHor rpadena (ciuka 5.12 a) ), y

criekTpy noMuHUpa Dirac-oB mna3smMoH @, . Y cirydajy kKajga ce eIeKTPOH KOjUM HCIUTYjeMO CHCTEM

Hana3u TuK y3 Al,O3 (cmuka 5.12 6) ), y cnektpy joMuHHpa (OHOHCKH MoJ @, . Ca apyre cTpaHe,

npoiupenu crnekrap 1ooujeH MDF-RPA meTooM Ma Heke MHTepecaHTHe ocoonHe. Haume, Ha cruim
5.12 a) ce moxe BuaeTu na Dirac-oB mia3MoH 1 HAKOH yiacka y o0sactT Mel)y30HCKUX jeTHOYSCTHUHHX
nobyna (7 <> ") 3axpkxaBa HHTeH3MTET 10K 3a ( > 0.4 nm™ nocraje nmpommpen. Ha ciumm 5.12 6),
CYIPOTHO O] TIPETXOJHOT Cly4aja, MOKEMO Ja BUAMMO Jia MHTeH3uTeT Dirac-oBor mia3MoHa Hario
oraja ¥ HaAKOH yiacka y o0mact Mel)y30HCKHX jenHouecTHYHMX modyaa (7 <> 7° ) u3jeaHayana ce ca
HYJIOM.

Taukactum OenuM JUHUjaMa Ha CiAUIU 5.12 TpeAcTaB/beHE Cy IUCIEP3UMOHE KpPUBE IIET
XuOpHIN30BaHUX MOIOBA (@, ,@,,m,,®, U @) HobujeHe pemapameM jenHaunne (5.33) onTHykuM
MDF-RPA metonoMm ca 3aHemMapeHUM IpurymewmeM. HanmomumeMo 1a ce Ha CBUM J€IOBHMA CIIUKE
5.12, mpu BenuKUM BpeTHOCTUMA (|, IMUCIEP3UOHE KPUBE MOAOBA @) U @, Hajla3e HA y4ECTAHOCTHMA

koje oarosapajy TO dbonoHnma @ = @y, *48MeV u w; = @, * 71MeV. V ucro Bpeme, Moxe 1a ce

MOKaXKe J1a C€ MpH BEIMKHUM BPEIHOCTHMA (] AMCHECP3MOHE KPUBE MOJOBA w, U w, HaJla3c Ha
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Cimka 5.12: EELS y npommpenom (q,w) npoctopy [104] uzpauynar MDF-RPA meromom 3a
acumetpuuHe cucreme: a) BakyyM-Al.Oz-rpaden (EF = 200 meV), 6) rpaden (Er = 200 meV)-Al20s-
BakyyM, B) rpaden (EF = 0 meV)-Al2Os-rpaden (EF = 200 meV) u r) rpaden (EF = 200 meV)-Al,0z-
rpaden (EF = 0 meV). Ie6spuna Al203 cioja u3nocu a = 5 nm. Bene taukacte THHUjE MPEICTaBIbajy
AUCHEP3UOHE KPUBE IeT XUOPHAN30BaHUX MOJOBa (@ ,®,, @, ,®, U @5 ) nobujeHe ontuakum MDF-

RPA wmeromom. Tanke Oene JMHM]E TPEACTaBJbajy TpaHHUIE OO0JACTH y KOJUMa JI0JIa3u JI0
jenHouecTHUHUX (YHYTap30HCKHX U Meh)y30HCKuX) oOya 3a rpaden gonupan no Er = 200 meV.

y4ecTaHOCTHMa Koje oAroBapajy nospinuackuM FK  donornma uncror Al.Os, @, = @, 56 MeV u

®, * O, ~110 eV .

VY cnektpy noobujenom MDF-RPA metonom Ha cnuium 5.12 a) 3a Benmuke BpeIHOCTH (] MOXKeE Ce
BUJIETU MOJIa HAJMK Ha (JOHOHCKY y BUIY MHTEH3MBHE XOPH30HTAJIHE JHHHU]jE KOja ce Haja3zu u3mehy

JIBE JUCIIEP3UOHE KPHUBE: @, M @, , KA0 M jOII jeHa JIMHMja 3HATHO cllaOujer MHTeH3HuTeTa n3Mehy
Apyre JBe JUCIEP3UOHE KpuBe: @ U @, . Ca apyre cTpaHe, y CIEKTpy Ha ciuuu 5.12 6) MoxkeMo 11a

BUJMMO BpPJIO MHTEH3UBHY XOPU3OHTAIHY JUHH]Y, KOja c€ oAJMYHO ciaxe ca FK ¢oHoHCKOM MOaOM
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@, ® W, *110MeV 3a Bpennoctu Tanacuor Gpoja q > 0.03 nm™, kao u jom jenHy xopuzoHTaNHY
JUHU]Y J0CTa clabujer HMHTEeH3uTeTa, Koja oaroapa FK ¢doHoHCKOM Momy HEXKE eHepruje
@, * O, =56 MV,

Ha cnukama 5.12 B) ¥ T) ce MOXe BHJICTH jaK YTHIIQ] cJioja TpadeHa MoCTaB/bEHOT Ha MECTO
BaKyyMa y MpeTXoaHuM ciydajeBuMa. [lomasu no momatHor Landau-oor mpurymiema Dirac-osor

IUIa3MOHA y JONUpaHoM rpadeny y obsactu @ >V( yciexn nojase Mely30HCKUX jeTHOUECTHUIHUX

nodyna (7 <> 7" ) y Henonupanom rpadeny. MHrepecantHo je aa npurymieme Dirac-oBor mia3moHna
HHUJj€ TOJIMKO jako Ha ciauiy 5.12 B) Kajna je HeJomupaHu rpadeH MOCTaB/bEH ca CYIPOTHE CTpaHE O
€JIEKTPOHA Ca KOjUM HcnuTyjeMo cucteM. Ca qpyre cTpaHe, MOCTaBJbalkbeM HEJOTIMPAHOT rpadeHa THK
y3 IOMEHYTH eIeKTpoH, Dirac-oB mia3MoH MpakTUYHO HecTaje y obmactu ¢ > 0.04 nm™,

VYKOJIHMKO MOCMaTpaMo JBE XOPU30HTAIIHE JIMHU]E, HAIUK Ha (JOHOHCKE, TPUKa3aHe y CEKTprUMa

Ha cirkaMa 5.12 B) U T'), MOJKEMO J1a BUJIUMO J1a 32 BEJIMKE TajacHe OpojeBe Jeke Ha MPUOIMKHO HCTUM
eHeprujaMa Ha 00€ CIIMKE ali UM C€ HHTCH3UTETH Pas3NIUKYjy.
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5.3. Ilopehemwe pa3anuuTHX TEOPHjCKUX MOeJIA cA JOCTYITHUM
ekcnepuMeHTaIHo 100ujenum EELS cnexkTpuma

Y O0BOM MOTriaB/by NOPEIUMO pE3YydTaTe Kojeé CMO JOOMIM Yy OKBUPY IPOLIMPEHOT
xuppoauaamuuakor (eHD) mozxena u pesynrare Koje je Ham capaguuk goi. ap Vito Despoja nzpauynao
xopucrehu ab initio meron ca ekcriepumenTanHo nodujenum EELS cnekrpuma. ¥V oxBupy eHD monena
y3eIu CMO Jla HenepTypOOBaHE NOBPIIMHCKE T'YCTUHE HAaeJIeKTpHUcamba H3HOCE ng ~115nm? wu

n® ~ 38 M. 3ak/byunsu cMo Jia 10 HajboJbeT Cllarama J0CTyIIHUX eKcriepumenTtannux EELS crexrapa
ca HalIMM MOZEJIOM Jonasu 3a cinenehe Bpennoctu: @, =14.15eV, o =4.19eV, y_=2.18eV,
7, =2.04eV, u @, =3.54eV (oxrosapa f ~0.785).

5.3.1. OnTuuka npoBoaHocT rpadena o(w)

Ha ciuiu 5.13 cy npuka3aHu peajlHd U UMarvHapHU €0 ONTHYKE IIPOBOJHOCTH o (@) , Kao U
Opoj BanentHux enektpora N, (w) xoju ydectByjy y mobymama Ha eHeprujama 10 @ y (QyHKIHjH

eHeprujckux ryoutaka o (y eV). [IpencraBibeHu cy pe3yiTaTd Koje cMO u3padyHanu y okBupy eHD
Mojieia Kao U pesyntatu gooujenu ab initio meronom. IIpuMeTHO je BUXOBO 0cTa 00O Cllarame.

Ha cnmunm 5.13 a) ce Moke BUJIETH Jla Kajla CHEpruja TeXH Hylnu o0e KpUBE pEalHOT Jiena
OIITHYKE MPOBOJHOCTH y3UMajy BpeaHoctT 1/4 (y a.u.), 10k 3a erepruje @ > 30 eV MoXKeMo J1a BUIMMO
na Re[o(w)] — 0. Takohe, mpumeTHO je Aa ce T U M+C IUIA3MOHHU jaBJbajy Ha TOTOBO MIACHTHUYHUM

eHeprujaMa Kao ¥ Ja Cy BUCHHE 7+0 Ma3MoHa jenHake. Hamomenyhiemo 1a m+o Iia3MOHH, KOjH Ce
jaBJbajy Ha oko 14 eV u Ha eHD kao u Ha ab initio kxpuBH, oaroBapajy Meljy30HCKHM MpeiazuMa Koje

03Ha4YaBaMoO Kao o —» o, y ckinany ca [42]. Ha cimmm 5.13 6) ce moxe Buzpetu na y oba ciydaja
Im[o(w)] Texu Hymu kana @ — 0, Ha eHepryujaMa Koje OAroBapajy M U m+G IUIA3MOHUMA MEHa 3HAK

U3 HETaTUBHOT Y NMO3UTHBAH, Kao U Jia ce KpUBE MOKJIanajy Ha eHeprujama o > 20eV. Ha cinum 5.13 B)
MO’KEMO J1a BUIUMO J1a J10JIa3H JJ0 CKOKa Opoja BaJIEHTHUX €JIEKTPOHA y OIM3MHU T ¥ T+G IUIa3MOHA.

[ITo ce Tnye pasnuka nu3Mel)y KpUBHX T0OHjEHHX y OBa Ba Mojiesa Ha ab initio KpuBY Ha CITUITH
5.13 a) ce MOke BUJIETH M MaJIM MaKCUMYM Ha OoKo 16 eV Koju mpeacTaBiba nocieaniy Mely3oHCKux
Tpenasa y BHIY HEOKyNHpaHy o 30HY. OBe IIpeliase 03HauaBaMo ca o — 0, y CKiany ca [42] u mux
HUCMO y3enu y o03up y eHD mogeny. Takohe, Ha ucToj cnuiy MoXke ce BUACTH Jia je€ Ha €Heprujama
BehuM o1 17 eV, kpuBa nobujena ab initio meronom Buiia on kpuse gobujeHe y eHD moxeny. Ha cumu
5.13 a) ce jour Moxe BHAETH Ja ¢y y ciiydajy ab initio Mmojena mupuHe T U 1+6 MUKOBa yKe, JIOK je
BUCHHA Tt MMKa HelTo Buia Hero y eHD mozeny.
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Cuymmka 5.13: Ha ciuiu [105] a) je npukasan peannu jeo ontuuke mpoBogaHoctd Re[o ()] (y
a.Uu.), Ha ciuny 0) je mpuKa3aH MMarMHapHU J1e0 onTHuke npoBogHocTH Im[o(w)] (y a.U.), u Ha CIuIu

B) je mpuKa3saH Opoj BaneHTHUX enektpoHa N, (@) koju yuecTByjy y mobynama Ha eHeprujama 10 @ y

(GyHKUMju eHeprijckux Tyoutaka o (y eV), uzpaduynatu y ab initio mogeny (TaHka 1iaBa JIMHUja) U y
eHD wmopeny (u3pa3 (4.47)) (myHa LpBeHA IUHH]A).

5.3.2. T'ycTuHa BepoBaTHOhe Y QyHKIMjH eHePIrujcKUX rydoutraxka

Cana hemo mnopeauTué oOBa JBa TEOpHjCKAa MojJela ca JOCTYIMHUM EKCIIEpPUMEHTATHUM
pesynratuma u3 [47-49]. Tlomro cy OBM mojgand JAaTH y NPOM3BOJBHUM jEMHHIIAMA, CBAaKU
€KCIIEPUMEHTAIIHO J100MjeHH CIEKTap CMO MHOXWJIM ca MOrOJHUM (PaKTOpOM Kako O AOLLIO 10 IITO
0oJper mpekianama TEOPHjCKUX M eKCIEPUMEHTAIHUX CHEeKTapa 3a €Heprujcke ryOuTKe y HHTepBaly
12-13 eV. OBaj uHTEpBaJ je y3€eT MOIITO Y BeMy JloJ1a3u J0 Ao0por cinarawa Re[o(w)] u3pauynaror y

eHD wu ab initio mogeny.

Ha crmumm 5.14 npukaszanu cy 3ajeJHO TEOPUjCKU U €KCIIEPUMEHTAIHO JOOUjEeHH pe3yiTaTH 3a
rycTuHy BepoBatHohe P (T, ®) 3a ymaane enektpone eHepruje 40 keV. Teopujcke kpuBe cy no0ujeHe
npumenoM m3pasza (4.38) 3a =0 kopumrhemeM ONTHYKE MPOBOJAHOCTH U3pavdyHATe MPUMEHOM ab
initio moaena (turaBa muauja) u npumenom eHD moaena (u3pas (4.47)) (upBeHa IMHUja), TOK j€ TAHKOM
[[PHOM JIMHH]OM TIPEJCTaB/beH ekcrepuMenTanHo nobujen EEL crmexrap 3a q — 0 [48]. Moxke ce

MPUMETUTH JI0CTa N0Opo ciarame u3Mel)y KpuUBHX JOOMJEHHUX Y OKBHPY TEOPHJCKUX MOJENa H
eKCIepUMEHTaIHO Jo0ujeHe kpuBe. Hapounto Tpeba MCTaKHYTH MOKJaname U OOJIMKa M BUCHHE
MaKCHMMyMa T€OpHjCcKe KpuBe gobujeHe y oksupy eHD mozena u ekciepuMeHTaiHe KpHBe.
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Cummka 5.14: I'ycruna BepoBatHohe P(w) (1/keV) y dyHkuuju eneprujckux ryoutraka o (eV)
3a ynaane enektpone eHepruje 40 keV [105], uzpauynara 3amenom { = 0y uspa3s (4.38) kopunihemem
OITHYKE MPOBOTHOCTU o(w) mobujeHe y okBHpy ab initio moxena (ruiaBa auHMja) Uy okBupy eHD

mozaena (m3pa3 (4.47))(upsena nwuuuja). IlapamenHo ca mBHUMa je TpUKaszaH ojarosapajyhu
excriepuMenTanto aooujer EELS cniekrap 3a q — 0 (tanka npna nmunuja)[48].

Hanomumemo na Ha crnunu 5.14 HegoCcTajy eKCliepuMEeHTaTHU MOIalM 32 €Hepruje Huxe of 1.5
eV. Ayropu y [48] kaxy 1a ,,3a eHeprujcKe ryouTke Hrke o114 eV 1 Ipy MaJIuM BpEIHOCTHMA TaJlaCHOT
Bextopa (( < 0.5A™) Huje 6uno moryhe xommuerHo yknamame ZL mmka®. [IpeTnocTaBmbamo aa cy

Mmaine pasziuke Teopujcke eHD u ekcriepumeHTanHe KpuBe Npu eHeprujama HWKUM of1 5 eV, kao u y
obmacti 5< @ <12 eV nocnenuia HEKOMILIETHOT yKJIamama ZL niKa u3 eKCIepuMEHTaTHOT CIIEKTpa.
Ca npyre ctpaHe, MOCTOj€ U HEKE pa3iuke u3Mely Teopuje u eKkCrepuMeHTa Nnpu eHeprujama o >17
eV, koje Mory J1a Oyay rmocjenla pelaTUBHO MaJle IUPHUHE OTBOpa KOPUIINEHOT Yy eKCIIEPUMEHTY.

Ha ciunum 5.15 mopenumo Teopujcku M3padyHaTy I'yCTHHY BepoBaTHohe P(w) ca excrepuMeHTaIHO
no6ujennm EEL crextpom 3a q — 0 (Tanka npHa nunauja)[47] ca kor je ykinomeH ZL muk. ['yctuna
BepoBaTHOhe P(w) je mobOujena m3 wm3pasa (4.37) u xopumhemem (4.31) rae je y3era onmTHYKa

poBOIHOCT gobujera ab initio meromom (maBa nunHMja) Uy okBupy eHD moxpena (4.47) (upBena
nuHAja). Moe ce IPUMETHUTH JT0CTa TI0OpO ciiarame TeopHje u ekcrepuMenTa 3a @ > 20 eV. Teopujcka
KpuBa noOujeHa y okBupy ab initio Mojena ce MmoHamia Ha CIMYaH HaYMH Kao Ha ciuim S5.14, Tj.
TEOPHjCKH JOOMjeHU T U T+G MaKCUMYMH OJICTYIIajy O]l 0JiroBapajyhux n3MepeHux MakcuMyma 3a oKo
1 eV. Takohe je mpuMeTHO A0cTa JOOPO clarame TEopHjcke KpuBe nodujeHe y oksupy eHD moxena ca
EKCIepUMEHTATHOM KPUBOM Ca MaJIMM OJICTYambHMa Ha €Heprujama HIKUM o011 5 eV 10 KOr BepOBaTHO
JI0J1a3H yce yKkinamara ZL muka. Aytop y [106] nariamagsa ga neo ZL nuka yirasu y 00,1acT BUAJBHBHX
YUYECTaHOCTH, Ka0 M J1a j€ yCPEIheH eKCIIEPUMEHTAIHU CIIEKTap MpHUKa3aH Ha ¢y 5.15 nodujen nmocne
ykiamama ZL nuka no enepruje ox 1 eV, a0k je 3a eHepruje mame ox 1 eV kopumrhena KyOHa
uHTepnonanuja cee 10 0 eV (kako OM ce ocurypasno jJa €HEeprujCcKy TYOWIIM WIT4Ye3aBajy Ha HYJITO]
yuectanoctu). Ha ciumu 5.15 MoxeMo 1a BUAMMO J1a OJJHOC €KCHEPUMEHTAIHO JTOOUjeHUX T+o U T
MMMKOBa HaKOH yKiamama ZL muka u3nocu oko 1:1.6 10k UCTH OJJHOC Tpe yKIamama ZL mrKka u3HOCH
1: 1.9 (cnuka 16 y [47] wiu cnuka 1y [97]). Ha ocHOBY HaBeieHOT MOXe Jla ce Kaxe Jia yKiamame ZL
MK MMa BEJIMKH yTUIIA] ¥ HA BUCHHY Kao 1 Ha OOJIMK eKCIIEPUMEHTAITHO U3MEPEHOT T MTHKA.
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Cismmka 5.15: I'ycruna BepoBatHohe P(w)(L/keV) y dyukiuju eneprujckux ryouraka o (eV)

3a ynanHe enektpone enepruje 60 keV [105], uspauynara u3 (4.37) u (4.31) xopumihiemeM ONTHYKE
npoBoaHOCTH o (w) mobujere y okBupy ab initio momena (riaBa nubuja) u y okBupy eHD moxena

(4.47) (upBena nuHuja). [TapanenHo ca mUMa je MpUKa3aH OAroBapajyhu eKCrepUMEHTATHO 100HjeH
EEL cnekrap 3a q — 0 (Tanka upHa nunuja) [47] HakoH ykinamama ZL nuka.

Ha cnumm 5.16 cy npukasaHe TeopHjcke KpuBe KOje ONHUCY]y T'ycTHHY BepoBaTHohe P(w)

u3pauyHary u3 (4.37) xopumhemem (4.31) rae je y3era onTHuka MPOBOAHOCT noOujena ab initio
MetosoM (TuiaBa JuHUja) U 'y okBupy eHD monena (4.47) (upBeHa JUHH]jaA), KAO0 U SKCIIEPUMEHTATHO
no6ujen EELS crexrap 3a jenan cioj rpadena ( ciuka le u3 [49] (upHa nunuja)). Ayropu y [49] kaxy
na cy ,,npukasanu Heoopalhen EELS crniekrap u3 xor je ykinomeH ZL nuk npu HISHTHYHUM YCIOBHMA“.
OBzae HarnamaBamoO Jla HEJIOCTajy EKCHEpUMEHTAIHM MOJalld 3a €Hepruje Huxe oJ oko 3.5 eV,
HajBEepOBaTHU]e ycnes ykiamwama ZL nuka. Kao u Ha cnunm 5.15, MokeMo J1a TPUMETHMO OJUTMYHO
ciarame n3Mel)y TeopHjCKUX KpHBa U eKCIIepUMEHTalHO 100ujeHe KpuBe 3a eHepruje Behe on 20 eV.
Teopujcka kpuBa nodujena ab initio MeTooM ce moHaia Ha CIMYaH HA4YMH Kao Ha ciukaMa 5.14 u 5.15.
Moske ce TPUMETHTH, CIIMYHO Kao Ha ciaunu 5.14, na ekcriepumenTtanno gooujen EELS crniekrap u ab
initio kprBa y3uMajy BpeIHOCTH OJIMCKE HY/IHM Y 00J1acTh eHepruja 7 < w <12 eV koja ce Hanmasu nu3mely
n u wto makcumyma. Ha oko 12 eV pomasm no Harior ckoka y EELS cnektpy. ¥V onTuukom
ariCOpILMOHOM CHEKTPy OBO je 3HaK Ja je JOLUIO J0 JAUPEKTHOr mpenaza usmely ase 2D 3one
napaboauyHor 00aMKa. AKO TOTIIieaMo 30HCKY CTPYKTypy rpadena (cimuka 2.4), morio Ou na ce
3aKJbYYM Jla OBaj CKOK BEPOBAaTHO OJroBapa Ipenazuma u3mely nBe mapanenHe 30He MapaboMYHOT
obnmuka 7 —> o u o —> 7z yokonunu I Tauke Brillouin-ose 3ome.
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Cimka 5.16: I'yctuna BepoBatHohe P(w) (1/keV) y dyHkimju eneprujckux ryoutaka o (eV)
3a ynanHe enekrpone enepruje 100 keV [105], uzpauynara momohy uspasa (4.37) xopumhemem (4.31)
IJIe je y3eTa ONTHYKA MPOBOIHOCT gobujeHa ab initio metonom (m1aBa nunuja) u y okBupy eHD monena
(4.47) (upBeHa MHMja), K0 U eKcriepuMeHTanHo nooujen EELS crniekrap 3a jenan cioj rpadena ( ciauka
le u3 [49] (upHa nuHHja)).

Taxohe, Ha curm 5.16 ce BUIM Aa ce jaBJba CYyIIPOTHA CUTYallrja y OMHOCY Ha cimke 5.14 u 5.15.
Haume, BucuHa W mupuHa 7 TUIa3MOHa u3pauyHate y okBupy eHD monena cy nemro Behe on
oJroBapajyhux eKCriepuMeHTaTHUX BPETHOCTH.

5.3.3. Yuora Dirac-oBe npoBogHocTH Ha HUKMM eHeprujama EELS cnexTpa

Kox o6e excniepumentanao nooujene EELS kpuse, nprkazane Ha cnmukama 5.14 u 5.15, moxkemo
Jla IPUMETUMO J1a U HAKOH YKJIamamwa ZL nuka ocTtaje npucyTaH JOKaJTHU MUHUMYM Ha oko 3.5 eV. Ca
JaJbUM CMambHBaKhEM €HEPrHje J0J1a3u 0 HarJIOT CKOKa y CIeKTpy. TeopHujcke KpuBE KOje OMUCY]y
P(w) u3 o6a Teopujcka Moelia ce MOHaIlajy Ha BPJIO CJIMYaH HAYMH Kao TOMEHYTE €KCIIEpUMEHTATHE.
KonkpetHo, 0 uemy he kacHuje OUTH BHILIE PEUH, CKOK Y €KCIIEPUMEHTAIHOM CIEKTPY AOK KOT J0Ja3u
3a @< 3.5eV Moxe 1a ce onuiie Dirac-oBom kopekuujom y eHD mozeny. Ca npyre ctpaHe, Ha CIUIH
5.16 HemoCcTaje 1e0 SKCIEPUMEHTATHO u3MepeHe kpuBe u3 [49] 3a enepruje mame 011 3.5 eV, BepoBaTHO
yciel IPeKOMEpHOT' yKJlamama MojaTaka Koju cy y Be3u ca ZL nukom. OBO je y CyNpOTHOCTH ca
00JINKOM E€KCIIEpUMEHTAITHO JOOMjEeHNX KpPHBa Ha HUCKMM eHeprujama u3 [47] u [48], npukazaHux Ha
ciukama 5.14 u 5.15, pecnektuBHo. OBae hemo mokymaru 1a objacHumo O6osbe kako Dirac — oa
KOPEKIIMja JOMPMHOCH IPOBOJHOCTH ONMCHBAMEM HUCKOCHEPTHjCKHX T —> 7T Mel)y30HCKHUX TIpesiasa y
oxonmun K tauke Brillouin-ose 30ne y EEL cniektpy cioboaHor rpadeHa Ha eHeprujaMa 10cTa HIKUM
0]l eHepruje Ha K0joj ce Hajla3| T IJIa3MOH a Ha Koje uMa HajBehM yTulaj ykiamame ZL nuka.

VY ToMm nmIby, Ha ciauim 5.17 Cy mpeacTaBibeHe TPU KpUBE KOje OMHUCYjy TYCTHHY BepoBaTHOhe
u3pauynare nomohy (4.37) u kopumhemem mspaza (4.31): P, (®)(o3Hauena ca eHD) rme je

KoputheHo Oy p (a)) u3 (4.47), P, (a)) (o3Hauena ca Dirac-oBa kopekiuja) rie je kopuiheHa camo

Dirac-osa kopekuuja o (@) (npeu 4nan ca neche ctpane jennadune (4.41)), kao u P (@) — P, (@)

(o3Hauena ca eHD 6e3 Dirac-ose xopeknmje). Takohe je npukazan ogroapajyhu EELS cnekrap (cnuka
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1(e) y pany [49]). Moxe na ce mpumetn aa Dirac-oBa kopekidja y3poKyje IOjaBy CHHIYJapUTETa
TEOPHUjCKe KPUBE KOjU uMa oouk Py, (a)) o l/® xama @ —> 0 u MOXe ce NpeACTaBUTH (yHKIMjOM KOja
uMa yCKU MakcuMyM y @ =0 u pen Koju ce MpoTexke J0CTa Jajbe 0J €HEpruje Ha K0joj ce Halla3u T
IUTa3MOH. YKOJIMKO MOTJIEAaMO MMOHAIIake CIEKTpa Ha HUCKUM eHeprujaMa u3pauyHaror y XJ{ moaemy
y [93], mokeMo na 3akbyunMo naa je a0 ciarama eHD mojena ca eKCIEpUMEHTAIHO A00HMjeHUM

KpuBama Ha ciukama 5.14 u 5.15 Ha eHeprujama @< 3.5eV monwio ycnen mompunoca Dirac-ose
KOpEKIIMje MPOBOAHOCTH TpadeHa.

Ca mpyre cTpaHe, YKOJIHKO mocmarpamo Py (a)) Kao ZL mHUK ¥ CXOJHO TOME ra YKJIOHHUMO U3

ykymuor eéHD pesynarara, nodujamo kpuBy o3HaueHy ca eHD 6e3 Dirac-ose kopekuuje Ha caunu 5.17.
OBpnie TpeOa HArJIaCHTH Jla CE OBa KpUBa J0CTa JIOOPO ClIaKe ca EKCIIEPUMEHTAIHOM KpuBOM U3 [49].
HNako 0BO ciarame MOKEMO INPHUIHCATH CIY4ajHOCTH, TEOPHjCKe KpHBe Ha ciuuu 5.17 omucyjy
XUIOTETUYKY CUTYyalljy 10 Koje Moxe naa nohe kama je ZL mumk mnpomemeH (uTOBamEeM Ha

HHCKOCHEPrHjcku (OH KojuM JomuHHpa P, (a)) VYxonmuko ce ZL nmuk ykiama Ha OBaj HAYMH, MOXeE

BpJIO J1ako ja ce norpemm nocMarpajyhu P, (@) kao ZL nuk, wm ga ce P, (@) ykionn us

EKCIIEpUMEHTATHO T00MjeHe KPUBE 3ajeTHO ca MPaBUM WHCTPYMEHTATHUM ZL nukom.

T 4 T T T T T T T T T T T T T T T
1.0 | -
ExcneprmedT (Eberlein ef al.)
eHD
Dirac-oBa KOpeKIIHja
; eHD &e3 Dirac-oBe KOpeKIIHje
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Cimka 5.17: I'ycruna BepoBatHohe P(w)(1/keV) y dyukuuju eneprujckux ryouraka o (eV)
3a ynanHe enekrpone enepruje 100 keV [105], uzpauynara momohy uspasa (4.37) xopumhemem (4.31)
U ONTHYKE IIPOBOJHOCTH O'(a)) nooujene: y okBupy e€HD wmogena (4.47) (upBeHa iuHH]ja),

kopuirthewem camo Dirac-ose kopekiuje op (a)) (3enena nunuja), y okBupy eHD mopena 6e3 Dirac-
OBe KopeKIyje (IyHa JIMHUja xKyTe 00je), Kao U ekcriepuMeHTainHo 1ooujen EELS cnekrap 3a jenan cinoj
rpadena [49] (1pHa nmuHMja).

5.3.4. Bucokoeneprujcku penoBu 'y EELS cnekrpy

VYKOJIMKO TocMaTpaMo €HEpryjcke ryOUTKe Ha BUIMM €HEprujama, Tj. 3HaTHO BehuM o;1 oHHMX
Ha KOjuMa ce Hajla3e T M M-+0 IUIa3MOHH, Ha cimkama 5.15 u 5.16 BuauMo na ce kpuBe nodujeHe y ab
initio u eHD mopeny gocta 100po MoKIamnajy u a ce Takohe claxy ca eKCrepruMEHTATHUM Mo1aliuMa
u3 [47,49] 3a @w>20¢V. V ucro Bpeme ab initio kpusa Ha ciourm 5.14 mposasd HEIITO HCIO.
eKcIiepuMeHTaNHO Jo0ujene kpuBe [48] koja omucyje eHeprujcke ryoutke 3a @ >17 eV, nok ce eHD
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KpHBa Hasla3u ucnoj oarosapajyhe ab initio kpuse, miro moaceha Ha pa3nuky usmel)y TeopujCcKux KprBa
npucytHy Ha ciaunu 5.13. IlpermocraBibamMo Ja 0 NOMEHYTE Pa3MKe HA BUIIMM EHEprujamMa Ha

cnukama 5.14, 5.15 u 5.16 nonasu yciex BeIMKUX pas3ivKa y BPeAHOCTH (. (MAKCHMAIIHH CaKyIJbeHH
YHYTap paBaHCKH pacejaHu TAJIACHHU OpOj €JIEKTPOHA) KOjH je KopuillheH Ha TUM ciinkama. Kako 6u 6osbe
IpHUKa3ajd OBY 3aBUCHOCT, Ha ciulu 5.18 je mpeacraBibeHa 3aBUCHOCT P (@) o eHeprujcKux ryouTaxa
eylekTpoHa u3pauynarta momohy (4.33) y eHD moneny 3a ynanne enekrpone enepruje 40 keV u 3a
HEKOJIMKO Pa3INuUTUX BPETHOCTH (.

15
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Cuauka 5.18: I'ycruna BepoBatHohe P(w)(1/keV) y dyHkuuju eneprujckux ryouraka o (eV)
3a ynajane enekrpone enepruje 40 keV [105], uspauynara nomohy uspasa (4.33) xopumnthemem (4.31),
(4.34) u (4.36), u onTuuke nposoaHocTH o (@) nobujene y oksupy eHD monena (uspas (4.47)) sa

HEKOJIMKO pa3nnduTux Bpeanoctu ,=0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6 u 3.2 A" (nyne nunuje). Mpubamxan

pesynarar u3 (5.42) 3a §,=0.1 A je npesncTaBben UPBEHOM TauKACTOM JIMHUjOM, JIOK HCTIPEKUAHA
I[pHA JIMHUja OMHUCYje MpuOIKaH pe3yntat u3 jenHaumHe (5.45) (oba pesynrara ce mocMarpajy 3a
o >0, ~14eV).

Ha BummM eneprujama (@ >20eV) mMoxe Aa ce MpUMETH Ja ca mopactoM (, 107a3H 10

nmoMepama Ha BUIIIE PEToBa KOjU 0JroBapajy n+oc miaa3Mony. OBie HAMOMHE-EMO Ja O TTOpacT eHEpruje
yIaJIHUX eJIeKTPOHA PEAYKOBA0 BUCHHY MaKCUMYyMa KpHBe Ha cIuI| 5.18, anu He O MPOMEHHO HBUXOB
MOJIOXA] U OOJTHK.

Hamomenyhemo n1a, nako je jennaunna (4.33) u3BejieHa 3a eKCIepUMEHTE y KOjuMa je KopuiinheH
KPYXHH OTBOP KOjU CaKyIlJba CBE pacejane ejekTpone [48,49], Moxe na ce kaxe Ja HajHUKE BPSTHOCTH

9, =0.1-0.2 A" na comum 5.18 oxrosapajy mmpunn AQ, =0.1 A u Ag, =0.25 A™ nenrpamso
nocraBbeHOr (Tj. J =0) mpaBoyraoHor oTBopa y ekcrnepumeHTy y [48] o dyemy je Owio peun y

JIMCKYCHjU Be3aHOj 3a ciuky 5.14. Ca mpyre crpane, Hajseha Bpeanoct (., =3.2 A xopumhena na
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ciuii 5.18 oxarosapa Hajpehem UMIYNICY KOju je m3MepeH y ekcriepuMenTy y [49] (mro oaroBapa
eHepruju ynanHor enekrpona ox 100 keV u Hajsehem pacejanom nonyyray S =19mrad), o uemy je

Owno peun y auckycuju o ciunu 5.16. Takohe hemo momMeHyTH 1a je MakCHMajHU TaJlaCHU BEKTOP
. =4.3 A, no6ujen y excriepumenty y [47] nomenyToM y auckycuju o ciuuu 5.15, Behu oy Hajsehe

BpeaHocTu (, kopuirhexe Ha ciuny 5.18.

Kako 6u 6osbe ucnuranu Gpu3nyky mo3aguHy 3aBUCHOCTH TEOPHjCKUX KpuBa P(®) Ha BUIINM
eHeprujama o BPEAHOCTH (|, mosasuMo ox jexHaunHe (4.28) y Kojoj y3uMamo OIIITH HM3pa3 3a
npoBojHocT rpadena u3 (4.29). [Ipeo hemo nmocmarpatu cuTyalujy CIMYHY OHO] Y TUCKYCHjU O CIUIH
5.14 u npernocraBuhemo na je (], BeoMa Maio, IITO HaM oMoryhaBa Ja HampaBUMO IYTOTalacHy
anpoKkcuManujy GyHKIMje SHeprijckux ryouraka u3 (4.28), mro Ham naje:

Im| - ! - 274 Re[o ()] (5.41)

2riq )
1455
+ . o(w)

Kopunrhemem (5.41) y (4.28) nobujamo npubnmxan uspas 3a P(w):

P(w) ~ %c(aw) Re[o(o)] (5.42)

2
L

OyHk1Mja L(a)) MOJe€ J1a ce€ U3pauyyHa aHAJIUTUYKUM IyTeM U UMa OOJIHK:

3

(@)= [} o
(]

Ha cnunm 5.18 je ucnpexumanoM JIMHK]OM MTpeacTaBibeHa kpuBa qooujena us (5.42) rae je yzero

(5.43)

L(w) ca 0,=01A" 3a w>w, ~14eV n Moxe ma ce NpUMETH J0cTa 100pO Clarame ca
oarosapajyhom kpusom go6ujeHom u3 (4.33) 3a eHeprujcke ryoutke 3a @ > 20 eV. U3 jennaunne (5.42)
MOXEMO Ja BHIMMO Jla, Kao IOCJIEIUIa HHUCKE BPEIHOCTH (., HA BUCOKHM EHeprijama pPeroBH
(GyHKIIM]je E€HEepPrujcKUX TIyOMTaKa eNeKTpOHAa HCIO0JbaBa]y IMOHAIIAKE PEATHOr Jiela MPOBOJHOCTH
rpadena Re[o(@)]nomuoxenor ca onanajyhom pynkumjom L(w)/o.

Ca npyre crpane, kama je (., jako Benuko (kao y [47,49]) MoxkeMO Ia NPHMEHUMO
arnpokcuMmanujy (. — o y jenaaunau (4.28) u na uckopuctuMo (4.37) 3a noOujame TEOPHjCKUX KprBa

Ha cnukama 5.15 u 5.16, xoje ce gocTta 100po Cilaxy ca eKCIepUMEHTAIHO AOOMjeHUM KpHBaMma Ha
eHeprujama @ > 20eV. PenoBu Ha BUCOKUM €HEprijamMa OBHX KpHUBa MOTY J1a ce 100Ujy U y o0JIHKY ca
jacHUjUM (PU3UYKUM 3HA4YCH-EM y3uMajyhu OBOJHHO BENMKE €HEpPrujcke I'yOMTKe, TaKBe J1a BaXkH

Re[a(a))] — 0" (Bugern ciuky 5.13 a)). Taga 3aBHCHOCT €HEPIHMjCKHMX I'yOMTaKa OJ HMITYJICA MOKEMO

na anpokcumupamo Dirac-oBoM jenta ¢yHKIIH]OM:
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m|-—0H>=% zﬂé‘(l—Zﬂﬂlm[O'(a))]j (5.44)

2riq @
14274
+ 5 o(w)

[IperxonHa ampokcuMalja HaM omoryhasa Ja aHATUTHYKH M3BPLIIMMO HHTErpauujy 1o q y
jennaunnu (4.28). Takolhe, nmomro cy Op3uHe ya HUX eICKTPOHA Y eKCIIEPUMEHTUMA KOj€ TOCMaTPaMo

Jako BeJHMKEe, MOXE CE€ Y3eTH Ja BaXXH ampoKcUMalja Zﬂlm[a(a))] <V, . Cama moxemo na

) . B
anpOKCHMHpPaAMO ¥ KMHeMaTHuKu 4wiaH y (4.28) ca oc °, mTo HaM aaje uspas 3a P(w):

8’2“32 Im[o(0)] (5.45)
Vi

1

P(w) ~

OIICcer y4ecTaHOCTH y KOM BaKH TOPH-A jeJIHAUMHA 3310B0JbaBa ycIoB 277 Im [O'(a))] >(w/qc)

. [IpomeHOM 3HaKa y 0BOj HEjeJHAKOCTH ¥ IOPACTOM (® 332 KOHa4HO (|, , “Mamo ormrap nax kpuse (5.45)

Ha eHeprujama 19.4, 24.1, 31.6 u 42.9 eV 3a speanoctu g, = 0.2, 0.4, 0.8, u 1.6 A (tum penom). Opzie
hemo HanmoMeHyTH J]a Py OBUM BPEAHOCTUMA €HEPIUje J0a3u J0 HArjor Maja y CoeKTpy NpruKa3zaHoT
Ha cnumu 5.18 3a uctn ckyn Bpennoctu (.. Hapasmo, mojaunu 3a Bpeanoctu (.= 3.2 u 4.3 A (u3
excriepuMenara y [47,49]) uznase u3 npukazaHor orcera Ha cimkama 5.15, 5.16 u 5.18.

VYxounuko norienamo uspas (5.45), auje uznenalyjyhe to aa ce ab initio u eHD moxen ommudto
cimaxy 3a enepruje @ >20eV Ha ciukama 5.15 u 5.16, y3umajyhu y 003up oayimdHo ciarame u3melhy
JIBE TEOPHjCKE KPHBE 32 UMarnHapHU J1eo MpoBoAHOCTH IM[o(w)] Ha caumm 5.13 6) y uctom omncery
erepruja. Ca qpyre cTpaHe, Ha HEKM HAUMH M3HCHal)yje YMIbeHHIIA Ja IOCTOjJU OJJIMYHO Cllarambe 00a
TEOPHjCcKa MOJIENa ca eKCIiepruMeHTaTHUM rmoaaruma u3 [47,49] 3a 20< w <50 eV.
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6. 3ak/byuak

Jenan on mpaBana oBe Te3e MpeacTaBba NpoydaBambe xudpuausanuje Dirac-oBor mia3mMona y
rpadgeHy U MOBPIIMHCKUX ONTHYKUX (POHOHA Yy CYIICTpaATy KOjU T'a OKpPYXKYyje, Kao U edekaTa Koju ce
IPUTOM jaBJbajy. Y TOM KOHTEKCTY CMO pa3BUJIM TEOPHUjCKH Mojie Oa3upaH Ha peniaBamy P0isson-ose
jennaumHe MetonoM Green-osux ¢yHkuuja u u3Benu Green-ose GyHKIH]E 3a Cy4dajeBe IBOCIOJHUX H
TPOCIIOJHHX CTPYKTypa KOje CaJpiKe jeaH Wi ABa cioja rpadena (rinasa 3). OBako MocTaB/beH MOZIEI
HaM je oMoryhuo eleranTHO u3padyHaBambe (PU3HMYKUX BEIIMYMHA PEJICBAHTHUX 32 OITMCHBAE CHCTEMA
KOje TIocMaTpamo, Kao IITO Cy MHAYKOBAHHU MOTEHIMjall, 3ayCTaBHA CHJIA U CWJIA JIMKA, U MOrao Ou ja
ce MPOIIMPH U Ha KOMIUTMKOBAHH]E CUCTEME.

Y npBoM mocMmarpaHoMm ciydajy (moriaBibe 5.1), aHamusupanu cMo eekTe Koju ce jaBibajy
NPUIMKOM HHTEpaKIMje HaeJeKTPUCaHe YECTUIIE Koja ce Kpehe mapanenHo ca cuctemoM rpaden/SiO;
CyICTpaT ¥ Y3pOKyje Iuta3MoH-poHOH xuOpuauzanujy Dirac-oBor miasmona y rpadeHy u
MOBPIIMHCKUX ONTUYKKUX (DOHOHA cyricTpaTta. PasmMaTpanu cy cityuajeBu 3a Buliie Op3uHa V Koje cy pena
BeanunHe Fermi-jeBe Op3uHe y rpadeny Vp. IToceGHO je mCIUTHBAaH yTHI] I'YCTHHE JONMparba

rpadeHa Ha moMeHyTe edekTe. 3aKJbYyYWIIM CMO Jla IMOCTOjU KOMIUIEKCHA Be3a u3Mel)y rycTuHe
nonupama rpadeHa, Op3uHe YecTHlle U HEHOT pacTojama oA rpadena. Edextn mnaszmon/hoHOH
XUOpUAM3aIMje MoCTaj)y U3paXKEHUjU ca rmoBehameM pacrojama 4ecTHIle OJf rpadeHa W MpU HIKUM
IYCTHHaMa JIONHPamba.

AKIIeHAT je Takohe CTaBJbeH Ha MpoyvaBame eeKTa Tanaca, Tj. aHU30TPOITHUX OCLUTIAI]a KOje
MOTy JIa C€ jaBe y MHAYKOBaHOM IMOTEHIMjaly KOjU IpaTH 4ecTuily. 3a mobOyhuBame Dirac-osor
1a3MoHa y rpadeHy Ha CTaTHYKOM CYIICTPaTy a CaMHUM TUM U 110jaBy e(eKTa Tajaca, HEOIX0/IHO je 1a
Ops3uHe uectuue Oyny V> V.. Ca npyre cTpaHe, I0OKa3aHO je Aa je y cilydajy rpadeHa Ha CyncTpary
KOju mozpxasa GpoHoHe Moryha mojaBa edekra Tanaca y MHIYKOBAaHOM MOTEHIUjally ¥ TPy Op3uHama
gectuue V <Vp. MHIykoBaHM MOTEHNHMjall cajla MMa 3HaTHO Behn JOMET of ciydaja Kajaa je CyncTpat

CTaTUYKHU. Y OBOM CIly4yajy IUIa3MOH-(OHOH XMOpHIM3alija nMa Majil YTHIA] HA 3ayCTaBHY CHIIy U
CHIly JHMKa Ipu Op3uHama decTuie V<Vp. 3aycTaBHa cujia je NPUMETHO Beher MHTEH3UTETa OJ

CTaTUYKOT CiTy4aja npu Op3uHamMa V > 2V , 0K je KOJI CHJIe JINKa OBO ClIy4aj 3a Op3uHe uecTuiie V > SV

VY napyrom nocMaTpaHOM CIIy4ajy CMO MCIIUTHBAIIU I1a3MOH-(OHOH XUOpUIU3alH]y Y CUCTEMY
rpadeH-Al2Os-rpaden, kao u y cucremuma rpades-AlOsz-Bakyym u Bakyym-Al2Os-rpaden (rornasise
5.2). Uspauynara je nuenekrpuuHa (ynknuja cucrema rpaden-AlOs-rpaden (maparpad 5.2.1). ¥V
OKBHpY alpoKcuMaiuje ciaydajHux ¢a3za HHUCKOCHEpPrujcke MolOyne €eNeKTpoHa y T 30HU CYy
anpokcuMmupane Oesmacenum Dirac-oBum ¢epmuonnma (t38. MDF-RPA wmeron). Tlpumenom MDF-
RPA meroje y ONTHYKOM JMMHTY Kao W Drude-oBor mojena u3padyHaTe Cy JUCIEP3MOHE KPUBE
HacTajie TUIa3MOH-(QOHOH xuOpuamsanujoMm (maparpad 5.2.2). V3pauyHar je crmekrap €HeprHjCcKuxX
ryouTaka einekTpoHa oBux cucrtema nobujer nmomohy MDF-RPA metona m moOujeHu pe3ynratu cy
nopeheHu ca pe3ynraruma Koje je Hai capagauk goil. ap Vito Despoja uspauynao kopucrehu ab initio
RPA meton (maparpag 5.2.3).

[Toctoju nocra nobpo cnarame uzmelhy pesynrara nooujernx MDF-RPA meromom u ab initio
RPA MeTo0M 32 BpeIHOCTH TalacHor 6poja g0 npubmmkHo 0.3 nm™ (oxrosapa Bpeanoctu Fermi-jesor
TajacHor Opoja rpadena ke mommpanor mpo Fermi-jese enepruje E. =0.2eV). ¥ oxsupy MDF-RPA
merona u ab initio RPA merona y onTHYKOM JIMMHUTY, JOOUjEHH Cy PE3YJITaTH KOJH C€ OJIHYHO CIaKy
3a BpeJHOCTH TajacHor 6poja ¢ 1o 0.1 nm™. ¥V o6a Mozmena je 1oOMjeH criekTap ca jacHO BHUUBHBHM

MOAOBHMMA HaCTaJINuM HJIaBMOH-(I)OHOH XI/I6pI/IIlI/13aI_II/IjOM. Hpnpona OBHX MOJ0OBa je JaJb€ MCIIMTHBAaHa
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nopehemeM ca aucrep3noHuM KpuBama mgobujeHuM onTuukuM MDF-RPA mMertomom y kome je
ypadyHaTa poBOHOCT rpadeHa 0e3 Mpuryiema, Kao 1 auenekTpuana ¢pyHkiuja komaasor Al20s koja
HoAp>kKaBa J1Ba TpaHcdep3aiHa ONTHYKA (POHOHA.

Hucnep3uone kpupe nooujene MDF-RPA MeTonoM y ONTHYKOM JUMHUTY OJUTMYHO OIHUCY]Y
n1a3MoH-(hoHoH xubpuausamujy y rpaden-Al,Os-rpaden cuctemy 3a q < 0.1 nm™, mrro une y npumnor
BauaHOCTH ceMu-kiacuyHor MDF-RPA merona y ontrnukom smmuty. Ca npyre ctpaHe, Moka3aHo je
na kopuiiheme camo Drude-oBor nonpunoca nmpoBogHoCTH rpadeHa aaje qoope pesynrare 3a < 0.01
nm*. Ca nopactom TamacHor 6poja (3a BpeaHoctH > ke = 0.3 nm™) Dirac-oB mia3MoH ynasu y 300y
Landau—oBor mpuryiiema U J01a31 J0 BEroBor ciiadjberha, IOK 3a UCTE BPEIHOCTH TaJlaCHOT Opoja
JI0JIa3u 70 T0jaBe MOJ0Ba HaiWK Ha (oHoHcke. EHepruje oBuMX (OHOHCKMX MOJ0Ba OATOBapajy
nospimHckuM Fuchs-Kliewer-osum pononuma Al2O3, koje rpaden cama camo IeTMMUYHO EKpaHUpa.

[TomrTo je pauyHcku qocta Mame 3axTeBaH, Hail MDF-RPA meton 6u Morao fa ce kopuctu 3a
ONMCHBAKE CIIMYHHUX CHCTEMA 3a BPEAHOCTH TajacHor 6poja g 4ak 10 0.1 nm™, saxpasbyjyhu opmmdamom
cllaramy ca padyHCKH J10cTa 3axTeBHUjuUM ab initio RPA metomom.

Jpyru nmpaBall UCTpaXxkMBamba OBE TE3€ j€ Be3aH 3a TEOPH]CKO MOJEIOBAkE T U M+G MJIa3MOHa,
OJTHOCHO TOpehere PasNTUUUTHX TEOPH)CKHX MOJeNia ca JAOCTYIMHHM EKCIEPUMEHTAIHO J10OWjeHIM
EELS cnektpuma. Ilpu ucnutuBamy HHTEpakiyja Op3ux eleKTpoHa ca ,,cno0oaHuM™ rpadeHom
u3Be/icHH cy u3pasu (mornasibe 4.1): 32 eHeprujcKu ryOuTaK elneKTpoHa, Ejess, M rycTiHY BepoBaTHOhe
3a rybourak enepruje, P(w). 3pa3 koju onucyje rycTuHy BepoBaTHONE je W3BEIECH Y ONTHYKOM JIUMHUTY
3a CiIydaj Kaja ce CHON eJIEKTpOHa Kpehe moj HOpMaJTHHM YIJIOM Y OJHOCY Ha rpadeH M 3aBHUCH O]

IPOM3BOJHHOT OOJIMKA ONTHYKE IMMPOBOIHOCTH Trpadena 0(60) .

Peannu 1 nMaruHapHu €0 ONTHYKE IPOBOTHOCTH Tpad)eHa N3padyHaTH y OKBHPY IMPOLUIHPEHOT
xuapoauHamudkor mojena (t3B. eHD mozen) ce mocta m00po criaxky ca pesyiaratiMa Koje je Haii
capaguuk noi. ap Vito Despoja uspauynao kopucrehu ab initio merox (maparpad 5.3.1). I'yeruna
BepoBaTHOhe eHeprujckux TyOmMTaka m3padyHata y oba mojena je aupektHo mnopehena ca EELS
crieKTpuMa JI0OMjeHUM y TPU He3aBUCHA eKkcriepuMeHTa. [1oka3aHo je OIMYHO KBAIUTATUBHO U JOOPO
KBaHTUTATUBHO CJIarambe TCOPUjCKMX MOJIeNa  eKCIIEPUMEHTAIHUX pe3yarara (nmaparpad 5.3.2).

Meron yknamarma T3B. Zero 10ss nmuka (ZL nuk) u3 excnepumentanno nodujennx EELS cniekrapa
JI0CTa yTUYE Ha HErOBO Cllarame ca TeopujcKuM MojenuMma (naparpadu 5.3.2 u 5.3.3). KonkpetHo, y
EELS crektprima 100MjeHUM y IBa He3aBHCHA ekcriepuMenTa [47,48], omagameM eHepruje 1oJa3u 10
HArJIOr CKOKa 3a @<3.5eV Koju CMO TPHIHCATN JONPHHOCY HHUCKOCHEPTHjCKE MPOBOJHOCTU T
eNeKTpoHa y anpokcumanuju Dirac-oBor konyca. Y Tpehem pa3marpaHoM eKCIEPUMEHTY HEH0CTajy
HOJIall HAa HUCKUM eHeprujama [49], mro Moxe fa OyJie mociaeauia npeTepaHor ykiamama ZL muka.

Ha BummM eHeprujamMa Teopujcke KpHuBe Koje ommcyjy P(@) nocra 3aBuce O]l BPEJHOCTH
MaKCHMAJIHOI CaKyIJb€HOI YHYTap PaBaHCKOI pacejaHor TallacHOI Opoja enekTpoHa (), (maparpad
5.3.4). Mazne BpenHocTH (, AOBOJE 0 O30T HECTajamba BUCOKOCHEPTHjCKUX PENOBA Y CHEKTPY, IITO
HAJIMKYje Ha TIOHAIIake PEaTHOT Jejia MPOBOTHOCTH rpadeHa Ha eHepryjama u3Haa T + ¢ tazMona. Ca
Jpyre CTpaHe, BeJMKe BPEAHOCTH (. Y3pOKYjy CIIOPO ONaJame BUCOKOCHEPTHjCKHUX PEIoBa, IITO je Y

CKJIa/ly Cca MOHAIIakeM UMarnHapHoT Jiefia MpoBOAHOCTH rpadena. Takohe, MOCTOju OAIMYHO Clarame
eKCIIepUMEHTATHUX pe3ynTara u3 [47,49] ca 06a Teopujcka monena 3a 20 < w <50 eV.

[IperxomHO omKcaHo JOOPO clarame N0OMjeHUX pe3yiTaTa ca pe3ylTaTuMa U3 TpU He3aBHCHA
eKCIIEpUMEHTA UJIe Y MPUJIOT HAIIeM TEOPH]CKOM Mojieny. Ha oBaj HaunH cMO NMpeCTaBUIN KOMIUIETaH
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aHanuTH4ky Mozen EELS cnekrapa 2D marepujana, koju Ou eKCcriepuMeHTaIHe TpyIe MOTJIe JIaKo J1a
NpUjIaroJe U UCKOpUCTe 3a uHTepnpetannjy oyayhux EELS crekrapa u3 ekcnepumenara y Kojuma je
yKJbydeH rpadeH, WIM HEeKH JpYyrd H30TPOIHHU MaTepujajl INTO Ce MOXKE IOCTHhM MOTOAHOM
MO (HUKAI]OM ONTHYKE TPOBOJHOCTH.
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7. lopamu

7.1. N3Boheme PoissoN-ose jeqrnaumHe

VY oBoMm goxatky monazumo o Maxwell-oBux jenHaunHa 3a AMENEKTPUYHY CPEIUHY KOje
y3UMaMo 3a T0JIa3Hy Ta4yKy Haller Mojeja U u3BoaumMo P0isson-oBy jenHauuny. [Ipupoma mpobiema
KOJH pelIaBaMo je TakBa Jla HaC MHTePeCcyje KBa3UCTaTUUKH PEXXHUM, TAUHU]E 3aHEMapyjeMo T3B. ePeKTe
peTapaaIyje a caMiuM TUM HE y3UMaMo y 003up MarHeTHo noJbe. Takole, paiuMo y eeKTpOCTaTHIKOM
auMecy. Y HarreM cirydajy Maxwell-ose jennaunne [82] riace:

V'D(Fit):pext(r’t) (71)
VxE(F,1)=0 (7.2)

Osze je D(F,t) exexkTpHuHa HHIYKIM]a, P, (I, 1) TycTHHA HaeleKTpHCama CIOJbAIIHE HACTIEKTPHCaHEe

yectune a E(F,t) jaumna emextpuunor mosba. M3 (7.2) cieaum na je jaunHa ENEKTPUYHOT MOJbA
KOH3epBaTUBHA BesnurHa [82] 1 MOXKEeMO J1a je HanHuIeMo y O0JIHKY:

E(F,t) =—VO(F,1) (7.3)

rae je @ (r,t) ckanapHu NOTEHIMjall eIeKTPUYHOT M0Jba.

Besa usmely enexkTpuuHe HHAyKIHje, D (IpeicTaBba €NEKTPOIMHAMUYKY PEAKIH]y CPEUHE
HA eNIEKTPUYHO TM0JbE YCTIOCTABILEHO Y H0j) U jaunMHe eNeKTPUYHOTr mojba E Koja To nosbe oapehyje, y
Clly4ajy u30TpomnHe (pu3ndke ocoOMHE UCTE Y CBUM IMPaBLUMa) U CTallMOHApHE CpeANHE (CpeAUHE YHje
ce 0coOOMHE HEe MEHajy Yy TOKY BpEMEHa, Tj. 0CTajy HHBapHjaHTHE IPU TPaHCIalljaMa y BpeMeHY ) II1acu:

B(r.t) = —— j f(Ft—t)E 1) dt (7.4)

rae je f ckanapHa dynkiuja onpelena cBojcTBUMA CpeIUHE.

EnexktpomuHamMuyKa peakifija CpeiMHe y IaT0j TauKy MMPOCTOPa U y JaTOM TPEHYTKY BpeMeHa
oapeheHa je eIeKTPUYHIM T0JbEM Y TOj TAUKH MPOCTOPA, ajld HE CaMO y TOM TPEHYTKY BpeMeHa Beh u
y CBUM PaHUjUM TPEHYIIMMa. 3aTO je MOro/iHHje HanucaT u3pas (7.4) y o0onuKy:

D(F,t) = % T (T, t—t')E(F,t)dt (7.5)

—00

rae je e(F,t—t")=f (F,t—t")n(t—t") a n cren Qpynxumja:

N |0, t<t
n(t=t)=1" _, (7.6)
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VY3enu cMo y 003Hp MPETHOCTaBKY J1a je MOCMaTpaHu CUCTEM cTalroHapaH. To 3HauW Ja ce
MaKPOCKOIICKH ITapaMeTpy CUCTEMA HEe MEHhajy Y BPEMEHY, Kao U Jla HeMa MMOKPETHHUX TpaHuIla u3mehy
nuenckrpuka. Taga MoskeMo qa mpumenumo Fourier-oy tpancdopmanujy (OT) y ogHOCy Ha BpeMe H

ne(hUHHUIIEMO AUCICKTPUUHY (QYHKIIH]Y, £(F,t—t'), U jayuHy EJEKTPUYHOT TI0Jha E(F,t'), Kao

¢ynkuuje y @T npocropy. Hasbe, Hanucahemo nomenyre GpyHkuje npexo mwuxoBux OT:

&( = [cg e de (7.7)
—— ! _ 1 T —Ia)t
rt)= g [O do' (7-8)
3amenom (7.7) u (7.8) y (7.5) cnenn:
D(F t):iTig(F w)E(F, 0)e ™ do (7.9)
Y 2mAr ’ '

—00

Ca npyre ctpane 3Hamo 11a je @T dyHkIMje queneKTpUuIHOT moMepaja o0IuKa:
(F.1) = 15 oot g 7.10
D(rt)=5- | B @) do (7.10)
[Topehemem mocnenma 1Ba n3pasa qoouja ce 1a je:
.o 1 -
D(r,a))=4—5(r,a))E(r,a)) (7.12)
V4

Ha ocuoBy n3pasa (7.10) u amanornux mspasa 3a p,(F,t), E(F,t) u ®(F,t), uspasu (7.1) u (7.3)
HoCTajy:

V-D(F,®) = py(F, 0) (7.12)
E(F, ) =-VO(F, ) (7.13)

3amenom (7.13) y (7.11) ma y (7.12) cnenu:
V- [e(F,0)VO(F, 0)| = —47p,, (F,w) (7.14)

VYV KBa3uCTaTUYKOM CIIy4ajy, Kaja JUENCKTpUYHa (DYHKIMja 3aBUCH CaMO OJf BEKTOpa IMOJIOXkKaja, Tj.
e(f,w) = &(F) , u3pas (7.9) nmocraje

D(F,t) = is(F)E(F,t) (7.15)

3amenom m3pasza (7.3) y (7.15) u mobujenor mspasa y (7.1) mobujamo POiSSON-oBy jeaHauuHy 3a
CNIEKTPUYHH MMOTEHIIH]aT:

V-[e(F)VO(F,t)] = —47p,, (F,t) (7.16)
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Ox uHTEpeca HaM je J1a MaTeMaTHYKH MOJIE KOjU pa3BHjaMo BaXku 3a P0iSSON-0BY jeHaYMHY U
y cilydajy Kajga 3aBucH oJi ydectaHocTtH, (7.14), kao ¥ y BpeMEHCKH 3aBUCHOM ciy4ajy, (7.16).
[Topehemem oBe jBe jeTHAUMHE BUAUMO Jia Cy OHE IPOCTOPHO M30MOpGHE 1Ta MOKEMO Y HOTAIUjH J1a
UCITYCTUMO 3aBHCHOCT OJ1 @ Y MPBOM CIy4ajy, Kao U 3aBUCHOCT 0] BpeMeHa y npyrom. Cania Poisson-
OBa jeHaYMHa uMa o0uK (Bumetu uspas (3.1)):

V- [(F)VO(F)] = 470, (T) (7.17)

7.2. EJeKTpoCTATUYKHA TPAHUYHHU YCJIOBH

VY omrem ciydajy, mocMarpamo 3akpuBibeny mospi S (Cirka 7.1) Koja mpeacraBba FpaHUIly
usmely nBe nuenexrpuune cpemune y 3D mpoctopy, R®. [Tomenyra nospm S genu npoctop R® Ha nse
obmactu. O6mact ucnon noBpmu S (ykJbyuyjyhu z =—oo y Descartes-oBom KoOpAMHATHOM CUCTEMY)
o3HauaBamo ca Vi, & oOmact wu3Han noBpmu S (ykibyuyjyhu z=o00 y Descartes-oBom
KOOpJMHATHOM CHCTEMY) O3HadaBamo ca V.

£
V, 1

Camka 7.1: IllemaTcku npukas 3akpuBbeHe NOBpIIX S 1 obnact Vi u Va.

EJeKTpUYHY MHAYKIM]Y U jaUrHy eJIeKTPHUHOT 10Jba o3HayaBamo ca D,(F) u E,(F) y o6mactu
Vi, u D,(F) u E,(F) y obnactu V. Takole, IpeTIocTaBbamMo Ja Cy AMeIeKTpudHa GyHKImja e(F)u

MOTEHIIN]jal CD(F) neduHUCAHU Ha cienehn HauuH:

~ &,rev,
e(r)= . (7.18)
&, eV,
&, (1), FeV
D(F) = 1(4) Lo (7.19)
D,(r),reVv,
Tana Ha noBpmy S enekTpuuHa HHAyKIMja D(F)u exextpoctarnuku notenuujan d(F) Tpre
CKOK y Buay [82]:
(D,-D,)-fi, =470,7 €S (7.20)
&N, VO, +¢n, - VO, =4ro,r €S (7.21)
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raeje N, jeTMHUYHU BEKTOP MOBpIIH Sy cMepy o1 Vi ka V2, a o MOBPIIMHCKA I'YCTHHA HaeIeKTPHCabha

nopmm  S. Kako OM TpuUMEHWIM TMPETXOJHE TpaHWUYHE YCIOBE Ha CJOJEBUTY CTPYKTYpY,
npertnocTaBuheMo J1a moBpiu S mpencrasiba paBad Z =0 y Descartes-oBom KOOpJIMHATHOM CUCTEMY ca

koopauHatama I =(X,Y,Z). YcIoBH Ha rpaHuIM 3 CKOK oTeHipjana d(F) cy obimka:

oD,

oD,
9% T

& =4ro 7.22
TR (7.22)

z=0

AKO TpeTHoCTaBMMO Ja HeMma CJI00OJHMX HaeJeKTpucama Ha TpaHuIM u3Mely 1Ba
JHEIICKTpUKa, MokeMo Jia 3ameHumo o =0 y (7.20). [asbe cienu 1a je HopMaiHa KOMIIOHEHTA BEKTOpa
jaurHe eNEeKTPUYHOT [10Jba HEMPEKUIHA HA TOMEHYTUM rpaHuiiama. 3amenoMm o =0 y (7.21) nobujamo
YCJIOB 32 U3BOJI Y IIPaBIly HOpMaJje eIeKTPOCTaTHUKOI MOTEHIIMjala Ha rpaHuIlaMa, KOji Mopa Takohe

na Bk v 3a D G(F,F).
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7.3. Hoaapuzaunona ¢pyHkmuja rpadena

[Tomapuzanuona ¢yHKIIMja HEMHTEparyjyhux 7 ejlekTpoHa y cio0omHoM rpadeHy ao0ujeHa
MDF-RPA metonom [62,90] moske aa ce Hanmie y ciaeaehem oomuky [107]:

99,119 ke . @ a)+I}/ 2k, o+iy 2k
2(0,0)= ™ {8\/_ Sﬁ\/_(F( j FL v g m (7.23)

re je:

é,:(a)-%i}/J 1 (7.24)

aVe

a F(u) pynkumja obmnxa:

u,/¢(u®-1
F(u):%)—ln[u\/zh/((uz—l)} (7.25)

Osaeje =2, 0,=2u @>0 u q>0 .Opze Tpeba HATOMEHYTH J1a je ¢ KOMIUICKCAH OpOj I1a caMuM
THUM Baxku /¢ (U° —1) # \/Z\/(uz -1).

V ciny4ajy KOHauHOr Tpuryiema y, kopumhemem Mermin-ose mnpouenype [108],

nonapusanyona Gpynkuuja rpadena ¥y, (0, @) moxe na ce Hanmue y cienchem o6muky:

o) 2(9.)
2w (9,0) i [1_1((1,@)] (7.26)
o+iy Zs(q)

rae je s (9)=x(0,0) nonapusammona gyHkumja y craTHukoM JTUMATY Kana Bakd @ —>0 u y —0,

KOja MOXe Jia ce Hanuie y oonuky [62,90]:

1 q<2k;

9,9,k
- (a) 275hV, 1-L e ], G aI’CCOSZkF, q> 2k, (7:27)
2 q 4k q
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obpasay uzjase 0 aymopcmey

N3jaBa o ayTopcTBYy

Nme u ipe3ume aytopa _ Tujana HBopheBuh

bpoj unaexca 8021/2013

U3jaBibyjem

Jla je TOKTOPCKa IUCEPTAIHja 0.1 HACIIOBOM

Teopujcku moaesn njiazMoHa y rpadgeHy NpH MHTEPAKIHjH €A HACJTEKTPUCAHUM YecTHLAMA

® PC3YJITAaT COINCTBCHOI UCTPAKMBAYKOT paja;

® Jia ,[[HCGpTaI_II/Ija Yy OCJIMHU HU Yy ACIIOBHMA HI/Ije ouna MMPpEAJIOKCHA 3a CTULALE IPYTe
JUTIIIOMC ITpEMa CTy,[[I/IjCKHM nporpamMuMa Apyrux BUCOKOMIKOJICKUX YCTAHOBA,

® J1a Cy pE3yJITaTH KOPEKTHO HABCACHU U

e Jla HHUCaAM KpUIMO/JIa ayTOpCKa MpaBa M KOPUCTUO/JIa MHTENIEKTYaIHy CBOJUHY JPYTUX
JULA.

IHornuc ayropa

VY beorpany, 08.06.2021




obpaszay uzjase o UCMOBEMHOCIU WMAMNAHE U e1eKMPOHCKe 8ep3uje 00KMOPCKoe paoa

M3jaBa 0 HCTOBETHOCTH IITAMIIAHE U €JIEKTPOHCKE BeP3Hje JOKTOPCKOT
pana

Nwme u npe3ume ayropa Tujana Hophesuh

bpoj unmexca 8021/2013

Crynujcku nporpam _KBaHTHA, MaTeMaTU4Ka, U HaHOQHU3UKA

Hacnos pana Teopujcku Mojenu mia3MoHa y rpageHy npu

I/IHTGDaKHHilfl Ca HACJICKTpHCAHUM YCCTHIIaMa

MenTtop _np WBan PagoBuh

W3jaBibyjeM na je mrammaHa Bep3uja MOT JTOKTOPCKOT pajia MCTOBETHA EJIEKTPOHCKO] BEP3U]U
KOjy caM MpeAao/ia paau MoxpamuBama y JUrHTATHOM pPeno3uTOpUjymMy YHHBeEpP3UTETa y
beorpapny.

Jlo3BoJbaBaM /1a ce 00jaBe MOjU JTUYHH TOJIAIlA BE3aHU 3a I00HMjame akaIeMCKOT Ha3uBa JOKTOpa
HayKa, Kao IIITO Cy M€ U TIpe3uMe, FoJIMHa U MeCcTO pol)ema u AaTyMm ofbpaHe paja.

OBU JMYHM TOJALM MOTY ce O0jaBUTH Ha MpPEXHHM CTpaHUIAMa TUTHTaIHE OMOIMOTEKe, y
€JIGKTPOHCKOM KaTaJIory U y myOsukanujama Y HuBep3uteTa y beorpany.

Hornuc ayropa

V¥ Beorpany, 08.06.2021




obpasay uzjase o kopuuihersy

N3jaBa o kopumhemy

Opnamthyjem YHuBep3uTeTcKy OuOmmoreky ,,CBerozap MapkoBuh™ na y JlururaaHu
peno3uTopujyM YHuBep3uTeTa y beorpanay yHece Mojy JOKTOPCKY IUCEPTAIIH]y IO HACIOBOM:

Teopujcku MoesH IJIA3MOHA Yy rpadeHy NPy MHTEPAKIHUjH €A HACJEKTPUCAHUM

yecTuuamMa

KOja je MOje ayTOPCKO JIeTI0.

Jucepranujy ca CBUM NpUIIO3UMa MPEAA0/Ia caM y eIeKTPOHCKOM (opMaTy IOTOTHOM 32 TPajHO
apXUBHpambe.

Mojy HOKTOPCKY TUCEpTAlH]y TMOXpambeHy y JIMTHTaIHOM peno3uTopujymy YHHBEP3UTETA Y
beorpany u mocTynHy y OTBOPEHOM IMPHUCTYIy MOTY Jla KOPHCTE CBH KOjU IOIITYjy OApende
caapxkane y onadpanom tuny nuuenie Kpearusue 3ajequuiie (Creative Commons) 3a Kojy cam ce
OJITy4HoO/JIa.

1. Ayropcteo (CC BY)

2. AyropctBo — HekomeprujaaHo (CC BY-NC)

3. AyropcTBo — HeKoMepiHjaaHo — 6e3 mpepaaa (CC BY-NC-ND)

4. AyTopcTBO — HEKOMEPIHjaaHO — nenuTu o uctuM ycnosrma (CC BY-NC-SA)
5. AyropctBo — 6e3 npepaza (CC BY-ND)

6. AyropctBo — aenutu non uctuM ycinosuma (CC BY-SA)

(Monumo 1a 3a0Kpy>KHUTE caMo jeJIHY O] IIeCT MOHYheHHUX JINIEHIIH.
Kparak onuc nuieHny je cacTaBHU J€0 OBE U3jaBe).

IHornuc ayropa

V¥ Beorpany, 08.06.2021



Tijana
Oval


1. AyropcrBo. Jlo3BosbaBaTe yMHOXaBame, AUCTPUOYIM]y M jaBHO CAOIIITABAKE JeNa, H
npepaje, ako ce HaBele MME ayropa Ha HauumH ojapeheH o crpaHe ayTopa WM JaBaolra
JUIICHIIE, YaK U Y KoMepirjanae cBpxe. OBo je Hajca000/1HU]a OJ1 CBUX JIUIICHIIH.

2. AyTOpcTBO — HeKoMepuHjajdHo. J[o3BospaBaTe yMHOXXaBame, IUCTPUOYIIU]Y MU jaBHO
CaoIIIITaBakEe JIeNa, U pepajie, ako ce HaBele UME ayTopa Ha HauuH oapeheH o1l cTpaHe ayropa
WM 1aBaona juueHne. OBa JUIEHIA He 103B0JbaBa KOMEpIHjalHy yrnoTpeOy aena.

3. AyYTOpCTBO — HeKOMepUHjaTHo — 0e3 nmpepajaa. /[03BosbaBaTe yMHOKABAKE, JUCTPUOYITH]Y
Y jaBHO CAOIIITaBakE JIeTa, 0e3 mpoMeHa, MPeoOIMKOBamba WIH YyIOTpeOe Jiena y CBOM JIeTy, aKo
ce HaBeJIe UMe ayTopa Ha HA4uMH ofjpel)eH o/ CTpaHe ayTopa Wi jJaBaola jguieHie. OBa JuIeHna
HE JI03B0JbAaBA KOMEPLUjAIHY yIIOTpeOy fena. Y 0AHOCY Ha CBE OCTaJIe JILEHIIE, OBOM JIMLIEHIIOM
ce orpaHuyvaBa HajBehu oOuM mpaBa Kopuithema aena.

4. AyTOpPCTBO — HEKOMEpPUHjaJqHO — JAeJUTH TMO0J HCTUM YyciaoBuma. Jlo3BosbaBare
YMHOXaBame, TUCTPUOYIMjy U JaBHO CAOIMIITABAE JefIa, U IIpepajie, ako ce HaBee UMe ayTopa
Ha Ha4yMH ozpeheH of cTpaHe ayropa WM AaBaolia JUIEHLE U aKo ce IIpepaja JUCTpUOyHpa noj
UCTOM WJIM CIMYHOM JiuieHHoM. OBa JIMIEHlIa He J03BOJbaBAKOMEPLMjATIHY YNOTpeOy aena U
npepaja.

5. AyrtopctBo — 0e3 mpepana. Jlo3BojbaBaTe yMHOXaBame, JUCTPUOYIIM]Y H  jaBHO
caoIIITaBame Jena, 0e3 nmpoMeHa, NpeoOIMKOBamka WM YIIOTpeOe Jeia y CBOM ey, aKo ce
HaBeJle UMe ayTopa Ha HayuH ojpelheH o cTpaHe ayTopa WM AaBaoua JuieHie. OBa TuIeHIa
JI03BOJbaBa KOMEPIIHjaIHy YIOTpeOy aena.

6. AyTopcTBO — /IeJINTH O] HCTHUM YCJI0BHMA. J[03BOJbaBaTe yMHOXKABAhE, JAUCTPUOYIIH]YH
jaBHO caomINITaBame Jeja, U Mpepaje, ako ce HaBe[e UMe ayTopa Ha Ha4MH oJpelheH ox cTpaHe
ayTopa WM JaBaolla JIMIIEHIIE U aKo ce Tpepaja AUCTpuOyHpa IMOA HCTOM WIU CIMYHOM
munieHiioM. OBa JHMIEHIIa J03BOJbaBa KOMEPILMjAIHY ymoTpeOy aema u mpepaaa. CiaudnHa je
coTBEpCKUM JHUIIEHIIaMa, OJTHOCHO JIMIIEHIIaMa OTBOPEHOT KO/Ia.





