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3axBaJTHUIIA

OBuM myTeM wm3pakaBaM BEJUKY W MCTUHCKY 3aXBaJHOCT CBOM MEHTOpY, mpod. JIp.
Bopany IlerpoBuhy. 3axBajbyjeM My ce Ha yKa3aHOM TOBEPEmbY, 3HAY KOjé CaM CTeKJa
y pajay ca muM u nocsehenoctn koja ce perko cpehe. IIpodecop Ilerposuh je akTuBHO 1 ca
IIYHO €HTY3HUja3Ma yIeCTBOBAO ¥ CBaKO] pas3u MOjUX JTOKTOPCKUX CTYIUja U HHETOB JIOIPUHOC
je K/bydaH y HACTaHKY OBe Juceprariuje. 3aJI0BO/bCTBO MU je Ja ce 3axBajmM u jp. Hemn
MusomeBuh. Besmmku 6poj pesyirarta Koju Ccy YILIA y CAcTaB OBE Te3€ HACTAO je Kao ILIOJL
capazme ca ap. Hemom Mwusomesuh n mpod. ap. 3opanom IlerpoBuhem. 3axpasbyjem um
ce Ha JIeTo] capajibu W IIPHUjaTe/bCKOj aTMocdepr TOKOM paja. 3axBajbyjeM ce W OCTaJIUM
wiaHoBuMa Komwucuje, mpod. ap. Hebojmm Vkomunosuhy, npod. ap. lopany Dankosuhy
u ap. 'Dophy Bapamuhy, kKoju cy ma)k/bUBO Tperyiefiajn PyKOIUC, AU KOPUCHE CaBeTe
Y HA Ta] HAYUH JONPUHEIN KBajuTery oBe aucpranuje. IIpodecopy lopany Hankosuhy
nocebHO ce 3aXBabyjeM IITO je yKa3ao Ha padMmaTparke mpobsema jgaror y pajy [37], u3z gera
je mpomcTeKao jeJlaH OJT TJIaBHUX pe3yJTaTa OBe Te3e.

2KeJresta 6ux ma ce 3axBajuM u cBojoj yuurespunu Iparanm Jankosuh. Peu je o nmuBHOj
JKEHU ¥ BEJIMKOM MPOdeCUOHAJIILY, KOja je IIYHO CBOT BpeMeHA U €Hepruje HeCeOMYIHO yJrarasa
y TO Jla BeHH Damy pa3yMejy M 3aBoJjie MATEMATUKY OJ1 IPBOr cycpeTa ca moM. Moja jbybas
peMa MaTeMaTHUIM HacTajla je YIpaBO Ha HEeHNM YacOBUMA.

[Tocebno xBaJjia /lejaHy n HeroBoj mMopoauIy, Koja je moctaja u Moja nopoguiia. Fbuxosa
JbyOaB, Opura u momoh cBake BpPCTe JaJu CY BEJUKH JIONPUHOC Jia OBa JucepTaluja aoouje
CBOj KOHada OOJIMK. 3axBajbyjeM Ce M MOJUM JIparwM IpUjaTe/bUMa Ha, MO3UTUBHOj €HEPIHU-
ju, pazymeBaimby u 6e3ycsioBuoj nojpmru. Ha kpajy, nHajBehy 3axBajiHOCT JIyryjeM CBOjUM
pojiTe/bMa Ha HHUXOBO] BEJIUKOj JbyOaBU, BEpU, PA3yMeBalby W IOJPKABAY CBUX MOJUX
acdpunurera. buxoBa maTyuImja yBek je 6uaa ucrmpesr BpeMeHa U HABOAWIa Me Ha IIpaBe IIy-
teBe. He mocToje peun Kojuma OMX MOIJIa U3PA3UTHU 3aXBAJTHOCT 3a CBE IITO CY OHU YIUHUIN
3a MeHe, y3 MHOI'O JINYHOT OJIPUTIAHA.

Austekcanapa Kocruh



HacaoB mucepranuje: HekoMmyTaTusHe rpyme U CUMILIAII]ATHA KOMILIEKCH

Pe3ume: Ilpenver usydaBama JOKTOPCKE JUCEPTAIUje Cy CUMILIUITN]AJTHU KOMILJIEKCU ITPU-
JIpyXKeHu ajaredbapcKuM obOjeKTUMa Kao IITO CYy IUKJIOTOMUYHU TOJUHOMHU U UPEyTHOUTHA
KapakTepu permBux rpyna. [Ipunrkom ananusze npuipyKeHnX KOMILJIEKCA TTOCe0aH HarIacak
je Ha HEKOMYTaTHUBHOCTHU CTPYKTypa KOje ce UCIHUTY]Y.

Asrebapckom 06jeKTy Kao IITO je IMUKJTOTOMUIHH MTOJTMHOM MOYKE Ce TTPUIPYKUTH KOJIEK-
[ja CUMILIUITAJATHUX KOMILIEKCA. XOMOTOIICKM THII ITPUJIPYKEHUX CUMILIAINjATHIX KOM-
IUIeKca y Behunu ciydajeBa Jiaje MOTIIyHYy WH(MOPMAII]y O KOe(MUITNJEHTUMA TTKJIOTOMUIHOT
ITOJIMHOMA. JeJIMHU U3y3eTaK Cy IMUKJOTOMUYHU ITOJIMHOMU YUjU je CTEIeH jeTHAK ITPOU3BOLY
TPU Pa3JIMInUTAa IIPOocTa Opoja u 0Baj ciaydaj je y POKyCy UCTPaKUBatba ¥ OBOj JIOKTOPCKO] JIn-
cepranuju. XOMOTOIICKH THII CHMILIHII]AJTHOI KOMILIEKCA IPUAPyKeHor noiuaomy P, (x),
IJe cy P,q U T Pa3IuduTH IPOCTU OpojeBH, ojpehyje ce momohy muckperne teopuje Mopca,
Kaja je To moryhe. MehyTum, y moceOHuM cirydajeBUMa CUMILIAIU]AJTHA KOMILIEKCU ITPUJIPY-
kernn nomuHomy P, (r) nMajy HekoMyTaTuBHY (yHIAMEHTAIHY TDYILy, duMe je 0be36ehena
HOBA HEKOMYTATHUBHA WHBAPUjaAHTa OBAKBOT THIA TmojuHoMa. CJioyKeHe Ipe3eHTalnje Koje ce
1I0jaBJbyjy Kao mpe3eHTtanuje MyHIAMEHTATHUX TPy MPUAPYKEHUX CUMILIUIUjATHAX KOM-
IUIEKCA aHAJM3UPAjy ce KopuiithememM POKCOBOT padyHa.

Jpyru Tun npuapyKuBama KOju Ce pa3MaTpa jecTe MPUIPYKUBAHE CHUMILIAIN]ATHOT
KOMILJIEKCA CKYITy MPeIyIMOMIHUX KapaKTepa KoHadyHe peruBe rpyte. [IpuapykuBame ce
BPIIM HA JIBA HAYWHA, KAO KOMILJIEKC 3aj6JHUIKOT JIEJINOIA U KOMILJIEKC MTPOCTUX JEJTUTEIhA.
[IpoyuaBame dyHamMeHTaHE IPYIIe OBAKBUX THUIIOBA CUMILIAIUjATHUX KOMILIEKCa 00e30e-
hyje 60/be pasymeBambe CTPYKType CKYIa UPEIyIUOMITHUX KapaKTepa KOHATHUX DPENTUBHX

rpyna.
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YBOI

Benuka knaca anrebapckux o0jekaTa MOYKe Ce YCIIENIHO MPOYYaBaTU IPUIPYKUBAHEM
KOMOMHATOpHUX ObOjekaTa Kao IITO Cy rpadOBU WU CUMILIAIHUjaIHu Komiuiekcu. Ilocroju
3HavYajaH OpOj MCTpaykKuMBama KOja KOPUCTE YIPaBO OBaj HPUCTYI, HEKa oOf mux cy |5, 6,
28, 35|. Y oBOj Te3u paszmarpajy ce CHUMILIUIMjAJTHI KOMIUIEKCH MPUIPYZKEHN aarebapcKum
00jeKTrMa Kao IITO Cy IMUKJIOTOMWYHU MOJUHOMH U KapaKTepU KOHAYHUX HEKOMYTATUBHUX
pemuBux rpyna. llokasyje ce ma mpoydaBarbe TOMOJOTH]E MPUAPYKEHUX KOMILIEKCA J1aje
HOBE BPJIO KOpHUCHE MHMOPMAIUje O HABEJIEHUM aJIre0apCKUM O0jeKTUMA.

Teza je mormyukm nojiesbeHa Ha JIBE IIEJIMHE KOj€ CY ITOBE3aHe CBOjCTBOM HEKOMYTATUBHOCTH.
[IpBu neo mocseheH je mpoyvaBamy CUMILIAIIjATHAX KOMILJIEKCA TPUJIPYKEHUX ITAKIOTOMMIY-
HUM IIOJITHOMUMA U OJpehuBamby HBUXOBOT XOMOTOIICKOT THNAa, Kajga je To moryhe. Ilocebna
makmba y OBOM Jiesry obpaha ce Ha IMUKJIOTOMUYHE TTOJUHOME YUjU MPHUJIPYKEHU KOMILICKCH
MMajy HEKOMYTaTUBHY (DYHIAMEHTATHY T'DYIy. ¥ JIPYTOM JIeJIly Te3€e UCHUTY]y Ce KOMILIEK-
CH KOJU Cy UpUJPYKEHM KapaKTepuMa KOHadHe permuBe rpyre. Kowmmiekce mpuipykeHe
KapakTepuMa UMa CMUCJIa UCIUTUBATU JeJUHO y CIy4ajy KaJa je rpyrna HeKOMYTaTHUBHA.

Teza je opranmsoBana y jecer riasa u uma cienehy crpykrypy. Ilpsa riasa campku
nperyie]1 1eUHUINja 1 OCHOBHUX CBOjCTaBa AIICTPAKTHUX CUMILIUANIMjATHUX KoMitekca u CW
komiutekca. [lopem Tora, y 0oBOj riiaBu M3JI0KEH je METOJ, 3a padyHame QPyHIAMEHTAJHE TPY-
e CUMILTUITAjATHOT KOMILJIEKCA W JIaTO je aJI'OPUTAMCKO perieme oBor merona. JlomgaThHo,
nedunncanu cy ypehajun KOMIUIEKCH U JIAT je TPErJie] pe3yaTaTa O XOMOTOIICKOM THITY TI0Ce-
ta. Hapenna rimaBa cajipzku JieTajbaH Mperyies] TucKkpeTHe Teopuje Mopca 3a CUMILTUIIM]jaJTHE
komiuiekce. Meron nuckperne Teopuje Mopca KibydaH je 3a UCIUTUBAE CTPYKTYPE U Ofpe-
DhuBarme XOMOTOIICKOT TUIIA CUMILTUIIA]ATHAX KOMILJIEKCA pa3MaTpaHux y 0Boj Te3u. ¥y Tpehoj
riaBu usioxkeH je PokcoB padyH, jaTta je JeduHUNMja HU3a eIeMEeHTApHUX HIeasa U Ipe-
IM3UPaHa je HEeroBa yjora y JIOKa3uBaiby HEM30MOpPMHOCTU Tpyma. ¥ HAPEJIHWM TjiaBaMa,
0Baj METOJI IOKa3yje ce Kao BPJIO KOPHUCTAH y JIOKA3WBahy HEKOMYTATHBHOCTU OfpeheHux
dyugamentagsaux rpyna. C ob3upom Ha TO Ja padMarpane (yHIAMEHTAJIHE T'PYIe UMAjy
KOMILTUKOBaHE IIpe3eHTallrje, IITO JIOCTa OTeXKaBa padyHale HU3a eJIeMEeHTapHUX Hujieala,
JIATU CYy AJITOPUTMU KOjU MOTY IOCJIY2KUTH 3a ayTOMATH3aIMjy MpopadyHa. JeTBpTa IryiaBa
CaJIpyKU OCHOBHE JIe(DUHUITM]E W CBOJCTBA IUKJOTOMUYHHUX ITOJIMHOMA. ¥ CEJIMOj TJIABU JIAT
je KpaTak IperJieJl pe3yJsiTara U3 TeopHje KapakTepa, ca IMOCEOHMM OCBPTOM Ha KapakKTepe
KOHAYHUX PeNmMBuX rpyna. Vziioxkenu pesynratu npuiarohenu cy norpedbamMa ocTtaTka Tese.

Ocraje raBe cajipke opuruHaJine pegyiarare. llera rimasa ornounibe geduHACAHEM CUM-
IJIATIA)AJTHAX KOMILJIEKCA TPUJIPYKEHUX TUKJIOTOMUIHUM TojuHoMuMa. OBY BPCTY CHMILIHU-
ujajHuX KoMIiuiekca yeeau ¢y Mycukep u Pajuep y pauy [37] MmoTuBucanu ugejama us pajiosa
[1, 9, 19]. AyTopm cy mOTIyHO ONHCAJM TOIOJIOTH]Y HIPHU/IPYKEHIX KOMILJIEKCA W JIOBEJIH je
y Be3y ca KOeUIHNjeHTUMa IMUKJIOTOMUYHUX MOJIMHOMA, OCUM y CJIy4Yajy KaJia je CTeleH Iu-
KJIOTOMUYHOT TOJIMHOMA TIPOU3BOJ, TPU pasjmumuTa mnpocta 6poja. Ciyuaj kaja je cremen



VBOJI

HOJIMHOMA jeJTHAK TIPOU3BOJLY TPH Pa3JMduTa IpocTa 6poja ocTaje OTBOPEHO MHuTame (BUIeTH
[37], IIurarme 7.6). Y ocrarky oBe IyiaBe jJaje ce AeTMMIYAH OJrOBOP HA IOCTAB/HEHO IIATAHE.
[Ipenmsnuje, onucyjy ce ciydajeBu Kajga MOJIUHOMU YUJU je CTEIIEH IIPOU3BOJ, TPU PA3INIUTA
mpocra Opoja mMajy MCTa TOIOJIOIIKA CBOjCTaBa KA0 OCTAJNA IIUKJIOTOMHYHU ITOJUHOMHU. 3a
aHAJIN3Y TOIOJIOIIKUX CBOjCTaBa KOPUCTH ce jJuckperHa Teopuja Mopca. Haj3nauajuauju pe-
3yJITATH OBe IJIaBe 00jaB/beHu cy y pajy [21]. VY mecroj riasu, Koja je 6asupana Ha paiy [22],
aHAJM3UPA]y Ce CIydajeBH KOjU TOKa3yjy Ja TOIOJIOTHja KOMILIEKCA MPUIAPYKEHUX ITUKJIO-
TOMHYHUM ITOJIMHOMUMA YUjU je CTEleH IMPOU3BOJl TPU MPOCTa OPOja, y TeHepaIHOM CJIy4ajy,
UIIAK OJICTYTA OJf OYeKuBaHe. AHau3a MmoKasyje jia pasMaTpaHu KOMILIEKCH UMajy HEKOMY-
tatuBHy dyHIamentaany rpyimy. OBaj HeratuBan (heHOMEH MMa MO3UTUBAH edeKaT jep cy
Ha Taj Ha9UH JaT€ HOBE HEKOMYTAaTUBHE I/IHBapI/IjaHTe IMUKJ/JIOTOMMNYHUX IIOJIMHOMA. ILOK&SI/I
HEKOMYTATUBHOCTU Pa3MaTpaHuX (QyHIaAMEHTAJHUX I'Pyla 3aCHOBAHU Cy Ha KOHCTPYKIIUjH
ojaropapajyhux enumopdusama, Kao u Ha yrnorpedu PokcoBor padyHa.

Ocma raBa mpunajga Apyroj JJOTMYKOj MEJIMHA U OaBU Ce aHAJIM30M KapaKTepa KOHATHE
HEKOMYTATHUBHE PEIuBe Ipylie Kpo3 aHaIn3y HIpUApyKeHnX Komiuiekca. CKyIy KapakTepa
NIPUJIPYKY]Y ce JIBa TUIIA KOMILJIEKCA - KOMILIEKC 3aje/IHUYKOT JIeJINO0Ia U KOMILJIEKC ITPOCTUX
nenuresba. [Tomenyre komiekce psu myT yBoau Capa Jencen y pamy [17]. Ilpe Tora, rpad
3ajeIHUYKOT JIeJINOIA U T'pad MPOCTHUX Je/INTe/ha OUIN Cy TeMa BEJTUKOT OpOja NCTParKUBaIba
(meka ox wux cy [15, 26, 30, 38, 39]), na ce npupoano Hamehe uieja na ce mocMaTpajy Hi-
XOBa, BUIIEIMMEH3UOHA YOIIIITEHa. Y OBOj IVIABU JOKA3yjeMO Jia Cy KOMILIEKC 3ajeIHUIKOT
JIeJINOIA U KOMILJIEKC TTPOCTUX JICJINTE/ba XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHU KOMILIEKCH. BUTHO je
HAIJIACUTH JIa jé XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHTHOCT HE3aBHUCHA OJ] CKYyIa HA KOjeM Cy JjeduHuca-
uu. [Ipema Tome, pe3ysTaTu OoBe TJaBe, CEM Ha MCIUTUBAIHE CKYyIla KapakKTepa, MOTY OUTH
NIPUMEHEHA ¥ Ha MCIUTUBAKE OUJIO KOT' JIPYTOr CKyIia MpupoaHux oOpojeBa. [Ipuimumkom ana-
JI3e XOMOTOIICKOT THIIA, TPUAPYKEHN KOMILIEKCH ITOCMATPajy ce Kao IOCEeTH U KOPHUCTE Ce
pesynraru [1. KBuiiena o XoMOTOIICKOM THITY moceTa Koju ¢y jgaru y pauay [42]. Jemaw ox Haj-
BaXKHUJUX pe3yJTaTa OBe IJIaBe jecTe Jia je pyHIaMeHTaJHa I'PyIa KOMILIEKCa TPUIPYKEHIX
CKYIIy KapaKTepa KOHaUHe HEKOMYTATUBHE PEIIuBe I'PyIie CJI000/IHA U JIa je FeH PAHT OrPaHU-
YeH Y 3aBUCHOCTH OJI JUMEH3H]je caMor KoMIliekca. Jlaro orpanndere panra gpyHIaMeHTATHE
rpytie je moboJblIame y OJHOCY Ha OrpaHudere 1aro y pajy [17]. 3uauaj nomenyTor pesyii-
Tara je y ToMme ImTo 0be30ehyje ma ce Beukn OpOj CUMILIUIIA]ATHAX KOMILIEKCA eJIMMUHUIITY
Ka0 KOMIIJIEKCH KOHaQYHE HEKOMYTATWUBHE PEIIBE I'PYIIE.

JeBeTra ry1aBa CaJIpKM KpaTaK OCBPT Ha TIJIABHE PE3y/ITATe W3JI0XKEHE Y JTUCEPTAIUjU U
CMEPHUIIE 34 JTaJbU Pa/I.

Hecera rimasa je Homarak. Y 0OBOj IylaBH W3/IBOjEHU Cy OOMMHU UTEPATUBHU IOCTYIIIN
padyHama QyHIaMeHTAJHUX I'Pyla Koje cy pa3MaTrpane y neroj riiasu. Cem Tora, oBa riasa
caJIpKu copTBEPCKA PEIleha CBUX aJropurama Koju ce kopucte y te3u. CodTepcka pererma
UMIIIeMeHTupana cy y mporpamckom nakery Wolfram Mathematica 11.2. lara codprBepcka
perrema nMaJa Cy BeoMa BaxKHy yJIOTY y panuM daszama UCTpaxKuBama. llojeunu pesyiararu
OBe Te3e HajIpe Cy eKCIePUMEHTAJHO YOUeHHU, a MOTOM U (POPMAJIHO JIOKA3AHM.



I'maBa 1

ArncTpakKTHM CUMILIUIINAjAJTHNA
KoMmILjiekcu 1 CW KoMmiljieKcu

Baxkan meo y mzyuaBamby TOIOJIOIIKUX ITPOCTOPA jeCTe HBUXOBO IMPEJICTAB/bAHE Y OOJIUKY
KOjU je TIOTOJIaH 3a JIa/by aHAJIM3Y. JEeJIHO OJI HAJIO3HATUjUX HAUWHA MOJEJIUParha TOTOJIO-
IIKUX ITPOCTOPa jecTe MOMOhy KOMOMHATOPHHMX OOjeKaTa Kao IITO Cy CUMILIUIMjAJTHA KOM-
mwiekcn. OCHOBHU TPaJIMBHU €JIEMEHTH CUMILIAIIjATHAX KOMILIEKCA, KOje HA3WBAMO CUM-
UAeKCU, TPEJICTABIbA]y BUIIEIMMEH3MOHA YOIIITeHha 00jeKaTa Kao IITO Cy TadKa, JIy2K, TPOy-
rao, TeTpaenap, JIOK Ce CJI0KEHUjU TPOCTOPHU I'PAJIe CarabeM OCHOBHUX I'DAJIMBHUX eJleMeHa-
Ta 10 TaYHO yTBpheHuM npasmwimma. KoMOnHATOpHA CTPYKTYpPa AIICTPAKTHUX CUMILIAIIH]AJI-
HUX KOMILJIEKCA OTJIEJIa CE Y TOME IIITO Ce CBAKHM CUMILTUII]AJTHA KOMILJIEKC MOXKEe ITPEJICTABUTHI
KAao KOJIEKITHja CKYIIOBa, IIPA Y€MY TH CKYIIOBU OJIFOBapajy TPAJUBHAM €JIEMEHTUMA TOT CUM-
IR AJTHOT KOMILJIEKCA.

[lenepanuzanujom mojMa CUMILIUIAJAJHE KOMILIEKC moJsa3zuMo 10 mojma CW kowmruiekc.
OBu KOMILIEKCH, KA0 U CUMILIMITUjAJTHA KOMILJIEKCH, UMa]y KOMOUHATOpHY npupoay. Behuna
IIPOCTOPa KOju ce m3y4dapajy y Tomosoruju cy win camu CW KOMILIEKCH, WK Cy XOMOTOIICKHI
ekBuBajieHTHU HeKOM CW KOMILIEKCY.

3601 cBOje KOMOMHATOPHE CTPYKTYype, cuMILuimjajan KoMmiuteken u CW KoMILIekcn Mory
OUTH KOPUCHM y aHAJU3U PA3HUX ajredapcKux odjekara. ¥y HAPEIHUM TJIaBaMa KOPUCTHUMO
OBaKaB THII aHaJMU3e 3a ajaredapcke ob6jekTe Kao IMITO Cy MUKJIOTOMUYHH ITOJIMHOMU U PEIINBE
mekomyTaTuHe rpyne. (OCHOBHU Ii/b OBE IJIaBE je YIIO3HABAHKE Ca JICOUHUIUOM U CBOj-
crBuMa cuMiunrjatauX Komriekca 1 CW komrmiekca, Kao W ca OCHOBHUM Pe3yJITATHMA
cuMIMIrjaase Torosioruje. [Ipuinkom mucama npe cBera ocaamaMo ce Ha [23, 34, 36].

1.1 AncrpakTHU CUMILJIUIAjaJTHU KOMILJIEKCH

1.1.1 HdedunHunuja u OCHOBHU OjMOBU

Hedununuja 1.1. Heka je V konauan ckym. AUcWpoKny cumiiuyujoisny xomusekce K
je dammiauja Henmpa3HUX IOACKYINOBa CcKymna V 3a Kojy Baxku cienehe: ako a € K, Tana
CBaKM HEIpa3aH MOJICKYI cKymna « Takohe mpunaga K. Ckyn V mazuBaMo xombOuHat@opru
ambujenti KoMiiekca K.

IIpumep 1.1. Konekmuja
Ky = {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {3, 4},{1,2,3}}
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I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

jecTe allCTpaKTHU CUMILIUIINA]AJTHI KOMILIEKC, TOK KOJIEKITHja

Ky = {{1}7 {2}7 {17 2}= {27 3}}
HUje allCTPAKTHU CUMILTAIUjaIHu KoMmiiekce jep {2,3} € Ky, a {3} € K.

Axko je K amncTpakTHU CUMILTUIUjATHE KOMILJIEKC, CKyToBe o € K Ha3uBaMoO CUMUNEKCU-
ma. dnvensuja cummiekca « je dim o = |a| — 1, rae je |o| kapauHamHOCT CKyna o YKOJIHUKO
JKEJIIMO JIa HALVIACHMO A je CHMIUIEKC o auMensuje d murmemo o'?. JuMensunjy KoMInIekca
K nedwaMmemMo Kao MakCUMaJIHY AUMEH3U]Y HETOBUX CHMIIJIEKCA, OJTHOCHO

dim K = max {dima |« € K}.

Qamvunujy L C K Koja je m caMa allCTPAKTHU CUMILIAIU]AJTHI KOMIIJIEKC HA3UBAMO UOWKOM-
anexcom xommrexca K. Iorkommeke K@ C K koju je nedunncan na ciaegsehu naamm:

K9 ={a e K|dima <d}

Ha3uBaMoO d-cxenetwiom Komiiekca K. CKyIl ¢BUX CHUMILIEKCA JUMeH3uje d y KOMILIeKCy K
osnauasamo ca K% Ilpumernmo ma K¢ nuje ancTpakTHH CHMILIAIMjATHE KOMILIEKC, TIa
caMMM THUM HHje IOTKOMILIeKC Komiutekca K. Enemente ckyma K° mazuBaMmo TeMeHHMA.

Heka je a cumiutekc y K. Ckyn 8 C « Ha3WBaMO Auye CUMILIEKCA . YKOJIHKO je B C «
KaykeMo Jia je [ Upaso Auue CUMILIEKCA (v, a CKYI « je xo-auuye ckyma (. Cumiuiekc a je
Mmarcumanar y K axko HEHje mpaBo juile HEjemHOr cumiuiekca y K. MakcumasHe cumiie-
kce HasuBamo u gacewuma. Cumiieke B C a je crobogno auye y K ako je v MakcuMaJsaH
CUMILJIEKC U 3 HHUje MPaBO JIMIE HUjeTHOT JPYror MaKCUMAJHOT cuMminiekca y K. YKoauko
cBU daceTn y KoMIIeKcy K mMajy HCTy IVMMEH3Wjy OHJA je alCTPAKTHU CHUMILIUIIN]AJTHA
komiuteke K xwomozen'. Ilpumerumo Ja je cBaKM alCTPAKTHU CHMILIUIMjATHA KOMILICKC
noTnyHo oxpelien cBojuM MakcuMasHUM cuMIiekcuma (daceTnma).

IIpumep 1.2. ITocmarpajMo ancTpakTHU CUMILIUIAjATHA KOMILIEKC

K = {{Ul}a {1)2}7 {7)3}7 {04}7 {U5}7 {Ula 1)2}, {Ula U4}7 {U27 03}7 {U27 04},

{1)37 U4}7 {U37 U5}7 {'1)4, ’1)5}, {Ub V2, U4}7 {UQ7 U3, 714}}-

tberosu daceru cy {vs,vs}, {vs,v5}, {v1,v0,v4} u {vo,v3,04}. YMecro excrmmuTHOr Ha-
BoDema cBUX cuMILIeKca KoMmiuiekca K, moxkemo kpahe pehu na je K remepucan daceruma
{vs,v5}, {va,v5}, {v1,v2,v4} u {v2,v3,04}. Kako cy dacern y K pasmuuantux gumensuja, K
HI/Ije XOMOI'eH allICTpaKTHHU CI/IMHHI/IHI/IjaHHI/I KOMIILJIEKC.

[IpecimkaBama u3Mehy ancTpakTHUX CUMILIAIUjATHIX KOMILIEKCA AePUHUAIIEMO Ha CJie-
nehu HadwmH.

Hedbunaunuja 1.2. Heka cy K u L ancrpakTHu cuMILIunuja e Komiyeken. [IpecinkaBame
7 K% = L% je cumiauyujasno tpecaurasaroe ako je 3a/10BosbeH cienehn ycioB: ako je
{vo,v1,...,v,} cummekc y K, taga je {m(vo),n(v1),...,7(v,)} cummrexc y L. omarho,
YKOJINKO je 7 Oujeknmja m m ' je CHMIUIMIUjaIHO IIpecInKaBambe, Taja je T H30MOpdHU3aM
KOMILJIEKCA.

lenr. pure simplicial complex



1.1. AIICTPAKTHH CUMIIJINIIUJAJIHU KOMIIJIEKCH

1.1.2 T'eomeTrpuja ariCTPAKTHUX CUMILJIANMJATHUX KOMILIEKCA

Ha cBakm ancTpakTHU CHUMILIUIMAjATHA KOMILIEKC K MOXKeMO IocMaTpaTd W Kao Ha all-
CTPaKTHY BeP3Ujy HEKOT TeoMeTpujcKor o0jekra. Hanme, cBakoM cuMILIEKCY AUMEH3HUje HYJIa
y K MoxkKeMO HmpUJIPYKUTU TAa4dKy, CAMILJIEKCY JTUMEH3U]E jeJIaH MOXKEMO TPUJIPYKUTU Iy XK,
CUMILJIEKCY JIMMEH3Uje JIBa TPOyrao, UTIA. Y IMuby (popMau3aluje OBe uiaeje YBOJUMO T0jaM
reOMeTPHjCKOT CUMILIEKCA.

Hedbunnmuja 1.3. Hexa cy tg,ti,...,t, apuno nezapucue tauke y RY. (Teomerpujcku)
n-cumtierc o je ckyn tadaxka x € RY Taxsux ma je

n n
x:Zaiti, rIe je Zaizl
i=0 i=0

u «; > 0 3a cee i = 0,n. dumensuja cumiiekca o je dimo = n.

Tauke tg,t1,...,t, KOje pa3anumy n-CUMILIEKC 0 HA3WBajy Ce TEMeHa CUMILIeKca 0. buio
KOjU CHMILJIEKC p KOjU je pasamer IMOJACKYIOM CKyma Tadaka {to,ti,...,t,} Ha3mBamo auuye
cUMILIeKca 0 U O3HadaBamo ca p C o. CKymn CBUX HPaBUX JIAIA CHMILIEKCA 0 HA3WBAMO
Zpanuyom cumiiekca o, y osuanu Bd(o). Ilpumernmo na ce Bd(o) cacroju of cBux Tauaka

x, TakBuX ja je «;(x) = 0, 3a 6ap jemuo i € {0,...,n}.
y /\y
tg t2
to .
tl T tl $,
ls

Cimka 1.1: 3-cumrmurekc paszamner taukama {lg,t1,ts,t3} ¥ EBErOBO JiMIle pa3ameTo Tadkama
{t07t17t2}

Axo je x = (21, %2, ..., z,) Tauka y R", Taga Hopmy Tadke x nedUHUIIEMO Ca

2] = /% + a3 + ... +a2.

Jegunuuna n-gumenduona sotiia, y o3uanm B", je ckym cBux Tadaka r € R" 3a Koje je
|z|| < 1, ok je jegqunuuna (n — 1)-gumensuona chepa, y oznanmm S" !, ckynm cBux Tauaka
x € R" 3a xoje je ||z|| = 1. IIpema Tome, B® je Tauka, B! je untepsan [—1,1], B? je jequnuann
muck, S° je aporauka {—1,1}, S! je jemunnuna kpyxuuna, uta. Huje Temko younTu aa je B"
xoMmeoMopdHa cJIUKa n-CUMILIeKca 0, TIpH YeMy ce rpanuia Bd(o) ciuka ma S"~!. Vmecto
TEPMUHA N-JIONTA Ye€CTO C€ KOPUCTH TEPMUH 7~ TUCK.

l'eoMeTpujcku CUMILIEKCH Cy OCHOBHU I'DaJIMBHU €JIEMEHTH I'€OMETPHjCKUX O0jeKaTa Mmpu-
JPY2KEHNX allCTPAKTHUM CUMILIUIN]jaTHUM KOMIIJIEKCAMA.

Hedbumnunuja 1.4. [eometpujcru cumiasuyujasnu xomusere K je baMuiimja cuMILIeKca y
R koja 3am0BosbaBa ciesehe yciose:



I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

(1) Csaxo sune cumiurerca u3 X je cummurexc y XK.
(2) Hempasan npecek cBaka jBa cuminiekca u3 X je Jiiie cBakor ojl Bbux.

Heka je K ancrpakTHu cUMILIMIMjaIHu KoMmueke, tae je |KY| = m u neka dbynxnumja
¢ K° — {1,...,n} uymepumme temena xommiekca K. Ob6enexumo ca e; € R" Tauky qumje
Cy CBe KOODJIMHATE HyJIa, CeM i-Te KoopuHare Koja je jenuuuna. Ckyn |K| nedwunumemo Ha

cjaenehy HaduH:
’I(|:: LJ O,

acK

IJie je 0, TeOMEeTPHjCKH CHMIUIEKC pa3alleT CKYIIOM Tadaka {€,() }vea- Kako cxyn |K| ucmy-
waBa ycsose jedununyje 1.4, |K| je reoMeTprjCcKu CUMILTAIUATHA KOMILIEKC.

Ca apyre crpane, |K| je mornpoctop o RY, na je na csaxom n-cumiiekcy o € | K| nata
tonosoruja Hacjehena n3 n-pasau y RY kojy ompebyjy merosa Temena. IIpema Tome, Ha
ckymy |K| moxke ce nedunmncarn Tonosoruja Ha ciaenehn vaunn: ckyn A C |K| je 3aTBOpen
aKo u caMo ako je A N o 3arBopeH y o 3a cBako o € K. Pesynryjyhu Tomosomku mpoctop
|K| HasuBa ce ZeomeWpujcka peasu3auuja ancTPaKTHOD CUMILIUIMJATHOr KOMILIeKca K u
jEJIMHCTBEH je JI0 Ha XOMeOMODP(U3aM.

Cauka 1.2 npukagyje Be xomeoMOp(dHE TeOMETPHjCKe pean3aliije arcTPAKTHOT CUMILIN-
[IMjaJIHOT KOMILJIEKCa JATOT y mpuMepy 1.2.

Vs
V4 Us

V4 p U3

(%1
U3

U1 V2 (%

Cruka 1.2: XoMmeoMopdHe reoMeTprjcKe peasn3aluje

YV HacTaBKy KOpuCTHheMO UCTe O3HAKe 3a allCTPAKTHE CUMILIUIIjaJIHe KOMILJIEKCE U FhUMa
IPUJIPYKEeHe TeOMETPHjCKe CUMILIAINjaIne KoMiiekce. Kaja KaxkeMo J1a je HeKu alcTpakT-
HHn CI/IMH.HI/IILI/IjaJIHI/I KOMIIJIEKC K XOMeOMOp(baH NJIN XOMOTOIICKU €KBUBaJICHTAH TOIIOJIOIITKOM
npocropy X, mojpasdyMeBaMo Jia TO 3HAUM Jia je HheroBa reoMeTpujcka peasmsarmja |K| xo-
MeoMOp(d HA MJTM XOMOTOIICKH €KBUBAJICHTHA TOTIOJIONIKOM IIPOCTOPY X .

1.1.3 dPDynaamMeHTaAJIHA rpyna

Hexka je K ancTpakTHU CHMIJIUIINA]AJTHE KOMIUTEKC. [[ywiarba o7l TeMeHa (y /10 TEMEHA (v,
y KoMIIeKcy K je HU3 TeMeHa
Aoy A1y ..y O, Ol

takBux na je {o;, ;1) cummeke y K, 3a ce i € {0,...,n — 1}. Ykoamko je ag = o, Taza,
je ped o 3aieopero] UYWaru NI TeT/bA Y TEMEHY Q).
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1.1. AIICTPAKTHH CUMIIJINIIUJAJIHU KOMIIJIEKCH

Ako cy p = ap, 1y ..., Qp_ 1,0, 1 ¢ = Bo, B, Bn_1, B B paszauunTe myTame y K,
TakBe J1a je o, = [y, Taga je

pb.q = Gp,0q,...,0, 1,0y, ﬂla s 7ﬁm717 Bm
HOBa ImyTama y K KOjy HasWmBaMo MPOU3BOJ MyTama p u q. llyramy

-1
b =0p,ap_1,...,01,Qp

HA3UBAMO MHBEP3HOM IIyTamOM IyTame p. JIako ce youaBa ja BaXKu aCOLMjaTUBHOCT IIPO-

u3Bosa myTama. OJHOCHO, 3a TpU NPOM3BOJbHE myTame p,q,r y K Baxu (p.q).r = p.(q.r).

Takobe, Baxku 1a je (p.q)~' = ¢ L.p~L.

Ba JiBe myTame P = gy ..., 0y U ¢ = Qi1 .-, iy KAXKEMO JIa CY €K6UBANeHTHE UY-
warbe, 1 O3HAYABAMO P ~ ¢, aKO Ce jeJIHa OJ IbUX MOXKe JIOOWTU O] JIpyre HU30M cjejiehux
omepalmja:

® aKO je a;_1 = oy, Taga ce ...0;—105 ... MCIba Ca ...0Q; ..., WA O6pHYTO, ... Q... MEhA
ceca...0;_1045...,

° aKoje {Ozi_l, ;. ai+1} CHUMIIJIEKC Yy K, Tala Ce ... 1,004,041 ... MEbACA ... H;—1, it ...
I O6pHyTO, e e 01,0441 ... MEHba CE€ Ca ... 041,045,017 .. ..

W3 nperxomaHor ciaean Jia je g = Qi1 U Qi = Qi iy YKOJIUKO j€ P ~ q.

JacHo je na je ~ penanyja eksusaseniyje. O3HaunMo ca [p| Kiiacy eKBUBaJIEHIIMjE Iy Tarbe
p. Ckym
{[p] | p je nerma y remeny ag y kommiekcy K}

dopmupa rpymy y omHOCy Ha omepaiujy MHOXKema nedunucany ca [pllg] = [p.g]. OBy rpy-
Iy HA3UBAMO (PYHGAMeEHWAIHG 2pyua KoMILlekca K y 6a3HOM TeMeHy «yy W O3HAaIaBaMO Ca
m (K, ap). Heyrpan rpyne (K, ap) je [a], uuseps npoussossror enementa [p] je [p~!.
Hapasno, rpyna (K, ag) Huje Hy?KHO KOMYTATHBHA.

Kao mrro je u ouekuBano, rpyne 71 (K, ag) u m(| K|, o), Tae je to Tauka Koja oprosapa
0-cuMIIIEKCY vy, Y TE€CHO] Cy BE3M.

Teopema 1.1 (Teopema 3.3.9., [34]). I'pyue m (K, ap) u m(|K],t9) cy usomopgmne.

U3 came medununumje rpyme 71 (K, o) jacHo je ja je oHa mormyHo ojpeheHa 2-CKegeToM
komiiekca K. Ilpema tome, Ha ocHOBy Teopeme 1.1, dynmamenrtanna rpyna npocropa |K|
noryno je oxpehena ceojum normpocropom |K 2],

Ounro na rpyna m (K, o) 3aBucu ox uzbopa 6a3Hor remena ag. Mehyrum, yKomko je
KoMILiekC K woee3aM, OJJTHOCHO aKO OJI CBAaKOT TeMeHa y K TOCTOju IIyT JIO CBAKOT' JIPYrOr
temena y K, Tajga Moxkemo 3aneMapuTu 6a3uo teme. OIHOCHO, aKO Cy (g U [y IBa PA3THINTA
TeMeHa y noBesaHoM KoMmiutekcy K, tana cy rpyue 71 (K, ag) u m (K, By) uzomopdue. Crora,
dyHsmamenTanHy rpymy moBe3aHor Komiuiekca K osnadaBamo kpahe ca i (K).

Ykomuko je K JIBOJIMMEH3MOHW W MOBE3aH AICTPAKTHU CUMILIUIIAJAJTHU KOMILIEKC, Ta-
J1a BeroBy dyHmamMenTagny rpymy (K ) MoxkeMo omnucaTu oMoy reHepaTopa U peJialluja
n3Mehy TUX reHepaTopa.

Jemanommvensnonn nmorkomiuteke L C K HazuBaMmo cwab.ao ako je mpoctop |L| KoHTpak-
tubuian. [lorkommieke L je Makcumaano ciiabao ako HUje caapKaHo (y CMUCITY WHKJIy3uje)
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I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

Hu y jeauoMm apyrom crabsy y K. Kako je K moBe3an KOMILIEKC, MAKCUMAJIHO CTabJI0 CaJIPKI
CBa TeMeHa KoMILIekca K.

Hexka cy ag, aq,...,as; Temena komiiekca K. ¥YBeaumo ToTasano ypeheme Ha Temenmma:
agp < g < ... < ag. Tama cBaku cumiuieke {ay,,...,q; } € K, k < s, MoXXeMO 3anucaru
y dopmu [ay, @y, ..., 5], Toe je ip < i < ... < ig. CuMmmrexc [ay, v, ..., Q5 ], TOe je

11 <19 < ...< i, HA3UBAMO YpeheHuM CUMUNEKCOM.

CsakoMm 1-cummtexcy [a;, o] y K, 0 < i < j < s, npuapyRuMo ejieMenT g;;. Obeeskumo
ca gj 1= gigl, 3a cBe ¢ < j. Heka je G(K, L) rpyna remepucaHa eJleMeHTHMA ¢;; U cjaegehmm
penamujama:

1. Axo [o4, @] € L, Taga je g;; = 1.
2. Axo |, a5, 0] € K, Tana je ¢igik = Yik-
Tama Baxku cienehe TBpheme.
Teopema 1.2 (Teopema 3.3.13., [34]). I'pyue G(K, L) u m(K) cy usomopgpre.

Ipyna G(K, L) noreHnmjagso Moxke OUTH T€HEPUCAHA BEJUKUM OpOjeM TeHepaTropa u
pesaruja. Y HACTaBKY JIajeMO aJiropuTaM KOjuM OpOj reHeparopa W peJalnja MOoxKe OuTH
penykKoBaH. AJIropaTaM je 3aCHOBAH Ha YUILEHWIM J1a CBAKU IeHepaTop KOjU Ce II0jaBjbyje

caMo jeJTHOM Y HEKO] pPeJIalliji MOXKeMO U3PA3UTH MPEKO OCTAJINX T'eHEPATOPa U3 Te peJiallije,
quMe CMarbyjeMo OpOj reHepaTopa U peJsalyja.

Anropuram 1 Penyknuja

VYna3zau momamm: Jlucra remeparopa gens, JIUCTa pejaTopa rels Koju oaroBapajy 2-
JMMEH3UOHUM cuMInTekcuMa y K n makcumastao cradsio Ly K. CBaku eJleMeHT y JIUCTH Tels
je pesraTop Koju je IpeJICTaB/bEH JINCTOM MeHepaTopa (M HBUXOBUX CTEIEHA).

Nzna3: I'pyna G(K, L) ca peaykoBaHuM 6pojeM reHepaTtopa gens u pesiamnmja rels

1: trivialGens < L;

2: while trivialGens nuje npasua jmcra do > Opucarme TPUBUjAJHUX F€HEPATOPA
3 newTrivialGens < mpa3Ha JIUCTA;

4 newRels <— npa3Ha JjmcTa;

5: for cBaxu relator u3z nucre rels do

6 Opucame eslemenarta jucre trivial Gens u3 jmcre relator;

7 if 6poj paznuuuTux reneparopa y Jjuctu relator == 1 then

8 JoJaBame regeparopa u3 jucre relator y aucry newl rivialGens;
9 else
10: JioJlaBabe pejlykoBaHe Jjucte relator y mucty new Rels;
11: end if
12: end for
13: Opucame eemenata trivialGens us gucre gens;
14: trivialGens < newTrivialGens;
15: rels «<— newRels;

16: end while




1.1. AIICTPAKTHH CUMIIJINIIUJAJIHU KOMIIJIEKCH

17: if (mocroju remepaTop KOju ce y HEKOM DPeJIaTopy IojaBibyje camo jeaHom) then
18: subIndicator := true;

19: else

20: subIndicator .= false;

21: end if

22: while subIndicator do > peJlyKiuja Opoja reHepaTopa u pesiaruja

23: forSub < rerepaTop Koju ce y HEKOM PejiaTopy II0jaBjbyje caMo jeIHOM;

24: subRel < penarop y kome ce forSub mojaBibyje camMo jeaHoOM

25: subFExp < uzpaxkapame reaeparopa forSub mpeko ocTaanx reHepaTopa y pearaTopy
subRel,

26: for cBaku relator y nucru rels do

27: 3aMeHa CBaKOI T0jaB/bUBarba reneparopa forSub y muctu relator wuspaszom
subExp;

28: end for

29: Opucame reaeparopa forSub uz jgucre gens;

30: Opucame penaropa subRel uz ynmcre rels;

31: if (me mocToju rerepaTop Koju ce TMOjaBibyje y HEKOM pejiaropy camo jeasom) then

32: subIndicator := false;

33: end if
34: end while
35: return (gens,rels);

1.1.4 KomOuHaTOpHE KOHCTPYKIIAjE U IbUXOBA TeOMeTpHja

Op1 mocrojehux ancTpakTHUX CAUMILIMIIMjAJTHUX KOMILJIEKCA MOTY Ce KOHCTPYHCATH HOBHU
AIICTPAKTHYU CUMILIUINjaJTHI KOMIIJIEKCH. Y HACTaBKYy /ajeMO IperJies] HEKNX BaXKHUX KOH-
CTPYKIMja KOje heMO KOPUCTUTH y HAPETHUM TJIaBaMa.

CuMnuIjajiHO crajame

Hedununuja 1.5. Heka cy K u Ky ancTpakTHE CUMILIUIUjAJTHE KOMILIEKCH. ATCTPAKTHH
CUMILJIMITU]AJTHU KOMILIEKC

K« Ky = {051 UO&2|051 € Ki,as € KQ}
HA3WBAMO CUMUTAUYUJaAHO cTajarbe’ KoMmmekca K u K.

Axo je |K;| nornpocrop ox R™ u |K,| nornpocrop ox R™, xommieke K * Ky y R
MOXKeMO peaJim3oBaTu Ha ciejgehu nHauwma. Ilpoctop R"” maeHTHUKYjMO ca IOTIIPOCTOPOM
{(x1,...,20,0,...,0) | z; € R} C R*™™™*! a npocrop R™ ujentudukyjemo ca moTIpocTOpoM
{00,...,0,91,- -, Ym) | s € R} C R L Oznauumo ca o, C R™™™ reomerpujcku cuMILIeKC
KOju ofrosapa cuMIutekcy o € K u ca o3 C R™™™ reomerpujcku CHMILTIEKC KOjH OArOBapa
cumiiekcy [ € K. Tana je

| K1+ K| = U Taups

acK1,beKs

2enr. simplicial join



I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

IJe je Oq4up TEOMETPHJCKHM CUMILIEKC pa3alleT YHHJOM TadaKa KOje Pa3alliiby CUMILICKCEe 0y U
oy R,

Jacro je ma je yHmja rtadaka u3 R koje pasammiby CHMIUIEKCE 0, U 0g YBEK adQUHO
HesaBucHa. Ako x € |K|, tana je x = (x1,...,2,,0,...,0), rme je x1 + ...+ x, = 1. Canuno,
ako y € |Ks|, rama jey = (0,...,0,41,...,Ym), 0I€ je y1 + ... + Y, = 1. IIpema Tome, cieau
na (1 —t)x +ty € | Ky * Ky|, 3a cee t € [0, 1].

Kako ce cnajame Tomosiomknx mpocropa X u Y jepunHuUIle K0 KOJUIHUIKA ITPOCTOP
X*xY =XxY x[0,1]/ ~,
r7e je ~ pejalyja eKBuBaJeHIuje gedunmncana ca:

(2,9,0) ~ (2,4,0), sacsezec Xmny,y €Y,
(x,y,1) ~ (2',y,1), sBacexz, ¥’ € Xnyey,

3aKJbydyjeMo Ja je

|K1 X KQ| ~ |K1| X |K2|

Hakye, y TeOMEeTPHjCKOM CMUCJIY OIepalifja CAMILIAIU]aJTHOT CIlajakha OJroBapa YHUjU
JIy>KHU KOje TIOBe3Wjy CBaky Tadky mpocropa |Ki| ca cBakom Tadkom mpocropa |Ks| (Bumern
cuky 1.3).

Ug Uz

V2 —
V2

U
Uy
U1

U1

Cauka 1.3: CUMILITUIIA]ATHO Clajarhe IBa jeTHOIUMEH3NOHA KOMILIEKCA

Osnaunmo ca KP' ancTpakTHU CHUMIUIAIM]ATHA KOMILIEKC KOJU C€ CACTOJH OJl jJEJHOT je-
qaounanor ckyma. Jlakme, |KP!| je tauka. Ako je K TpOW3BOJGHU AICTPAKTHH CHUMILTHIH-
jamHn Kommiexc, taga je K x KP' xonyc nan xommiaekcom K, y osnamu C K. Teomerpujcka
peanmusarmja |C K| je Tonosomku konyc Haz | K.

Axko je L ancTpakTHU CUMILIAIM]AJTHA KOMILJIEKC KOjU Ce CACTOJH OJI /IBA jeTHOUIaHa CKYTIa
(tj. |L| =~ S°), rama ancrpakrHu cummmnmjaiau Komiieke K * L Ha3uBaMO cyclensujom
Ha | KoMitekcoM K u obesexkaBamo ca X K. T'eomerpujcka peammsarmja | X K| je Tomomormka,
cycuensnja Hag |K|.
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1.1. AIICTPAKTHH CUMIIIUIIUJAJIHU KOMIIJIEKCU

(a) (0) ()

Cauka 1.4: (a) Cummmnujanaau kommuteke K, (6) Konye C' K, (B) Cycnensuja 3 K

3Be3aa u JIUHK

Caenehu morkoMmiiekcu 6uhe HAPOYIUTO KOPUCHU Y ,JIOKAJTHO]” aHAIU3U CUMILIUATIA]ATHIX
KOMILJTEKCA.

Hedbununuja 1.6. Heka je K ancTpakTHU CHUMILIUIMjAJTHA KOMILUIEKC M HeKa je o € K
IPOM3BOJ/bAH CUMILIEKC. 36e3gy cumuiekca o, y o3Harm Sty (a), nedunummemo Ha cienehn
HaYWH:

Stx(a) ={B|(B3v€ K) (BCymaCy)}.

Hedbununumja 1.7. Jlunk cumisekca o € K,y o3namu Lk (a), je MOTKOMILIEKC ancTpakT-
HOI' CUMILTHIIMjAJTHOT KOMILIeKca K Kora 4mHe CBU CUMILIEKCH M3 Sty () KOju He cajpike
CUMILTIEKC (v, OJHOCHO,

Lkg (o) = {88 € Stx(a) u fNa = 0}.

Ha coumum 1.5 Moxke ce BUIeTH MiIycTpalfja MOMEHYTUX MOTKOMILIEKCA Ha KOHKPETHOM
IIpUMEPY.

b v

Cauka 1.5: (a) Cummumnmjaaan kommeke K, (6) 3Be3ma Sty (v), (B) JIunk Lk (v)

ITpumernmo ja je Stx(v) = Lkg(v) * {{v}}.

CuMmInIjajaHu KoJiamnc

Hedbunaunmuja 1.8. Heka je o ci10001HO Jniie y aliCTPAKTHOM CHMILIUIINA]AJTHOM KOMILIEKCY
K wu  MakcumajiaH CUMILIEKC Koju cajipku «. Cumbiuyujainu xoaatc, y ozuamu K \ «,
je omcTpamuBame cBux cuminiekca v € K rtakBux ga je a € v C (. Ykoumko je dima =
dim 5 — 1, Taza je K \ a esemen@iapru KoAaTc.

11



I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

Bazkno je ucrahu ma cy npocropu |K| n | K \ a| xomoroncku ekBusasientau. I[Ipema Tome,
OJICTPAIbUBAEM CBHUX CJIODOIHUX JIMIA Y KOMILIEKCY K 1o0ujaMo jeIHOCTaBHUJU KOMILIEKC
Koju je xomororan nojasnoM. Kopuctumo oznaky K N\, L ykojuko je KoMiuiekc L po0ujen
oJ1 KoMmIlekca K HA30M cuMILIHIMjaaHuX KoJsalica. IlocebHO, ako HM30M KoJarca KOMIIJIEKC
K moxkeMo J0BeCTH 70 KOMILJIEKCA KOjU Ce CacTOju M3 je[THOr TeMeHa, Taja je mpoctop |K|
KOHWPAKTUUOUNGH.

IIpumep 1.3. Cummsekc {vy,v9} je ciaobomuo mume xKommuiekca K garor y npumepy 1.2.
Tana je

K\ {vi,v2} = {{v1}, {va}, {vs}, {va}, {5}, {v1, va}, {02, v3}, {2, v4}

{UBa U4}a {U?n U5}> {U47 U5}7 {1)2, U3, 1)4}}.

Us

Us
V4 U3 V4 U3
—
U1 (%

(%1 (%

Ciuka 1.6: Komanc cumiuiekca {vy, vo}

[Tpumernmo ja cumiuieke {vy, v} HEUje jenuuo cioboaHo jmie y komiuiekcy K. Takobe,
cumiunipjaaauM kosancom K\ {vi, v} Hacrajy HoBa ciiobosna Juia y komiuiekcy K. Cimka
1.7 mpuka3yje KakKo ce HM30M KOJIallca MOzKe JIONW JI0 MHOTO jeJTHOCTaBHUjer KOMILJIEKCA KOjU
j€& XOMOTOTIaH TTOJIA3HOM.

Us

Us Vs Us
Uy Vs V4 U3 V4 U3 Uy Vs vy
— — — — N
4 v v
4 3
(%1 (% U1 V2 (%

(%1 (%

Ciuka 1.7: Hus komanca

1.1.5 CuoXKUBOCT ariCTPAaKTHUX CUMILIAIMJjATHIX KOMILJIEKCa

CR02#CUBU CUMTAULUIAAHU KOMTAEKCU® TTPEICTABIbA]y KJIACY CUMILIAIM]ATHIX KOMILIEKCa
KOji MMajy I0CeOHO MHTEepEecaHTHa KOMOWHATOPHO-TEOMETPHUjCKa cBojcTBa. lmeja ciioxu-
BOCTH 3aCHUBA Ce€ Ha TOME Jla C€ CUMILIUIMJAJTHU KOMIIJIEKC MOYKE MOCTEIEHO ,A3rPAIUTH
nonaBameM dacera. Kpurepujym 3a jtomasame dacera je Ja y CBAaKOM KOPAKy IIPECeK HOBO-
JojaTor dacera U MPeTXOAHO JoAaTuX (pacera OyJie CKyl MAKCUMAaJHUX JIUIA HOBOO/IATOT
dacera.

3enr. shellable simplicial complexes
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1.1. AIICTPAKTHH CUMIIJINIIUJAJIHU KOMIIJIEKCH

Hedbunnunuja 1.9. AncrpakTHE CUMILIMIUjAIHA KOMILIEKC K je cA001cu6 YKOJIUKO ce Ha

HBEroBUM (haceTnMa MOyKe YBeCTH JIMHeapHO ypeheme aq, . . .., &y, TaKO Ja je MOTKOMILIEKC
k—1
U o; | Nog
i=1

XOMOreH u uma jaumensujy dimay — 1, 3a cee k € {1,...,t}.

IIpumep 1.4. ITocmarpajMo ancTpakKTHU CUMILIUIAjATHA KOMILJIEKC
Ky = {{vi}, {ve} {vs}, {va}, {us} {ve}, {v1, v2}, {v1, vs} {2, vs},
{vs,v4}, {vs, v5}, {va, v6}, {vs, v}, {v1,v2,v3}}.
QPacere KoOMILIEKca K1 MOKeMO ypeauTn Ha ciaeaehn HadwH:
{v1,v2,v3}, {vs, v4}, {vs, U5}, {vs, 06}, {4, v6}-

OBakBo ypebeme dacera 3amoBosbaBa Kpurepujyme meduHuimje 1.9, ma je oBaj KOMILIEKC
CJIOXKUB. 3a pa3juKy OJi KOMILIeKca K|, KOMILIEKC

K,y = {{vl}7 {UQ}a {U3}7 {U4}7 {1}5}, {UG}7 {Ulv UQ}a {Ula U3}> {U27 U3}7
{Ug, U4}, {’04, ’05}, {U4, UG}, {125, UG}, {’Ul, Vg, ’Ug}, {’04, Vs, Uﬁ}}.

uuje cinoxkuB. Heka je a; = {v1, v, v3} 1 oy, = {04, U5, U} U Heka je, 63 yMarberba OMIITOCTH,

j < k. Taga je dim ((Uf;ll ai> N ak> # 1.

V1 Vs (%1 Vs
3
2 4
U3 V4 U3 V4
Vg 5 Vg Vg Vg
Kommieke K, Kommieke Ko

Cauka 1.8: K, je cioxu, Ky HUje CIOKHB KOMILIEKC

HajBakauja ocobnHa CJI0KUBUX CUMILIUIU]AJTHUX KOMILJIEKCA, U3 yTJIa KOMOMHATOPHE TO-
oJIoruje, jgata je y cienehoj Treopemu.

Teopema 1.3 (Teopema 12.3(2), [23]|). Hexa je K caootcué cuMiiuyujosnt, KoMUIEKC, Zge
je ai, o, ..., ogzosapajyhe auneapro ypeherwe wa dacetuma u Y cKyu dacetlia Koju cy
YUTLABOM CBOJOM ZPAHUUOM 3AACTUDHEHU HA UPETULOGHE Y 0gHOCY HG atio Aumreapro ypeherve.
Taga xomtnexe K uma romotwoucku wul 6ykxetia chepa, 0gHOCHO

K~ \/ gime.
aeX
ITpeTxoaHy TEopeMy MOXKEMO MJIyCTPOBATHU Ha IpuMepy KoMiuiekca K. YKOIMKO IocMa-
tpamo ypebemwe {v1,va, v3}, {vs, va}, {vs, U5}, {vs, 06}, {vs,v6} HA Dacernma kommrexca Ki,
Baxkn n1a je X = {{vy,v6}}, npema Tome K je XOMOTOICKU e€KBUBaJICHTaH 1-cdepu.
[lenepasno, nmurame CJI0XKUBOCTH CUMILIUAIIjATHOT KoMmILIekca je NP-rexkak mpobsiem. Me-
hyTuMm, y HeKMM cilydajeBuMa JJaKO ce MOxKe JONU /10 3aK/bydKa J1a jé HEKU CHMILTUIIA]AJIHI

KOMILIIEKC CJIO2KUB. KOHCTPyKIIFje Kao IITO Cy CUMILIUIMATHO CIIajalbe KOMILIEKCA W JIMHK
CAMILJIEKCA, TYBajy CJIOZKUBOCT.
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I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

Tepheme 1.1 (Ilocaemuna 2.9(4), [40]). Cumbavyujarto caajaroe caoHcu6UT QUCTUPAKTIHUL
CUMTAUYUJAAHUT KOMUAEKCE J€ CAOHCUE KOMUNEKC.

Tephewe 1.2 (IIponosunmja 10.14, [8]). Axo je K caooicus atGclpakmy CuMBAUGUIAAHY
KOMUNEKC, TaAGa je U 1e208 TOWUKOMUAEKC LkK(A) warohe caoocus 3a cee cumunexce A € K.

Ckeser CJIOKUBOT allCTPAKTHOT CUMILIUIIA]ATHOT KOMILIEKCA je Takohe CJ0XKUB, O deMy
rOBOPHU HapeIHO TBPhembe.

Tephewe 1.3 (Tmasa 10, [8]). Hexa je K caootcus d-gumensuonu aUCPaKTUHY CUMTLAU-
yujarnu komusexc. Taga je K @) cpoorcus AUCTPAKTUHY CUMTBAUUUIAAHY KOMUAEKC 3G CEE
i€{0,...,d}.

1.1.6 Ypebajau KoMIeKcu

CBaku ancTpakTHU CUMILIAIMjATHA KOMILIEKC Y OJHOCY Ha pejanujy ,owurtn juie’ dop-
Mupa jelad mapiujaaso ypehen ckym, koju hiemo osnauntu ca P(K). Ilpema Tome, cBakoMm
CUMILTMIIUJATHOM KOMILJIEKCY MOXKEMO IPUIPYKUTH Xaceos aujarpam nocera P(K). Temena
XaceoBor JimjarpamMa Cy CUMILJIEKCH Y KOMILJIEKCY, YCMEPeHa MBUIA OJl & JI0 (3 TOCTOjU aKO U
caMo ako je (3 mune cumiiekca o 1 dima — 1 = dim .

U3 V4

U1 (%) Vs

{Ulu Vo, U3}

RN

{v1,v2} {v1,v3} {vo, 3} {va,va}  {vs,va}  {vg,v5}

= g e

{oi} {2} {vs} {va} {vs}

Cauka 1.9: CuMmnnujasHu KOMILIEKC U F-erOB XaceoB JIhjarpam

O6puyTo npuapyxuBame je Takohe moryhe. Csakom napiujasano ypehernom ckymy P Mo-
JKEeMO TIPUJIPYKUTH AlCTPAKTHN CHMILIAIA]AIHA KOMILIEKC, TaKO3BaHu ypehajru xomiarexc:.

Hedunnunmja 1.10. Heka je P mocer. Ypehajuu xomtaexc mocera P,y osnamu A(P), je
AICTPAKTHA CUMILIAIU]AJIHA KOMILICKC Ydja Cy TeMeHa eJIeMeHTH IoceTa P a CUMILICKCH Cy
koHauynu Jannu y P. Ouxnocno,

A(P) ={A C P| A je xonauan naunain y P}.

denr. order complex
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1.1. AIICTPAKTHH CUMIIJINIIUJAJIHU KOMIIJIEKCH

IIpumep 1.5. Heka je P = {{a}, {a,b},{a,c},{a,b,c}} u neka cy Temena kommiexca A(P)
KOja ozroBapajy esementuma {a}, {a, b}, {a,c},{a,b, c} ckyna P pemom vy, vs, v, v4. Makcu-
magtau Jauny y ckymy P cy {a} C {a,b} C {a,b,c} u {a} C {a,c} C {a,b,c}. IIpema ToME,
{v1,v9,v4} u {v1,v3,v4} cy dbacern komrekca A(P), na je

A(P) = {{v1}7 {v2}7 {03}7 {U4}7 {Ulv UQ}? {vlv ’03}, {vh U4}7 {UQ, U4}7

{037 7)4}, {'Ub V2, U4}, {01, U3, 04}}-

{av b, C} V4

{a, b} {a,c} V2 Us

{a} v
P A(P)

Cauka 1.10: Iaprumjasao ypehen ckym u meroB ypehajHu KOMILIEKC

Axo je K nmpon3Bo/baH allCTPaAKTHU CUMILIAIN]ATHI KOMILJIEKC, TPUMETUMO J1a je ypehajHu
komiuieke A(P(K)) npsa Gapurienrpuana mojesa komisekca K. IIpema Tome, reomerpujcke
peasmsanuje kommtekca K u A(P(K)) cy xomeomopdue. OBO CBOjCTBO TOKa3yje ce Kao
BPJIO KOPHUCHO jep 006e36ehyje j1a ce jJoKa3 XOMOTOICKE €eKBUBAJICHIIMjEe HEKA JBa allCTPAKTHA
cuMILTUAIIjaTHa KoMmiutekca K u Ko cBese Ha JIOKa3 J1a CY XOMOTOICKHA €KBUBAJIEHTHU HUMA
upuapyxenu ypehajun kommaekcn A(P(K7)) n A(P(K3)). V HactaBKy gajeMo KpUTepujymMe
KaJa cy ypebhajHu KOMIIJIEKCH XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHU.

Axko cy P, u P, nBa nmapnumjasino ypehena ckyma u f : P — P, npeciimkaBambe Koje qyBa
ypebeme, Tana f unmykyje cummsmimjanao npecaukasambe A(f) 1 A(P) — A(P,) xoje ce Ha
TeMEeHMMa ToKJ1amna ca f.

Hanuen Keusen y pany [42] mokasyje ja 3a cBaka jpa npeciumkasamwa f,g : P — P xoja
qyBajy ypebeme u ucnymanajy yciaos f(A) C g(A), 3a cee A € Py, Baxu jga cy A(f) u A(g)
xomotronua. Kopucrehn nperxomuao csojcrso, KBusen, npso nocpenro y pasuy [41], a 3atum
exciutuuTHO y pany [42] (ITponosumnmja 1.6), naje ycios moa kojuM je npeciukaBame A(f)
XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHIIH]A.

Osuaunmo ca (>, C P, cKyI cBUX ejeMeHaTa mocera P» koju cy (y cMHCIy HHKIy3uje)
MamU WK jeJHaKku of eneMenTta y. OnHocHo, Qs = {z € P, | x C y}.

Teopema 1.4 (Ksunenosa nema). Hexa je f : Py — P, upecaukasaroe usmehy KoHauwhux
aapyujasro ypehenur ckyuosa Py u Py xoje wyea ypeherve. Ilpetutioctuasumo ga je 3a c6aKo

y € Py komtaexe A(f~H(Qsy)) konwpartubusan. Taga je A(f) zomotwotcka exeusareryuja.

IIperxomna Teopema mpejicTaBba MohaH ajiar y KoMOMHATOPHO] TOMOJIOTUjU KOjU je He-
3a00myIa3aH y mpoydaBarby TOIOJOTHje ypehajHux KoMIiiekca.

15



I'JIABA 1. AIICTPAKTHU CUMIIINITUJAJIHH KOMIIJIEKCH U CW KOMIIJIEKCH

1.1.7 HepB ancTpakTHOT CUMILJIUIIAjAJITHOT KOMILJIEKCA

Hedbnaunmja 1.11. Heka je K ancrpakTHH CUMILIUIUjAJHE KOMIUIEKC. Heps xomuirexca
K, y ozuarmu N(K), je ancTpakTHU CUMILIMIIAjAJTHA KOMILIEKC JedbuHucaH Ha ciefehn HaduH.
Temena xkommtekca N(K') onrosapajy dacernma komiutekca K, yamnja Temera (popMupa CrM-
miekc y N(K) ako u camo ako je mpecek dacera KOju 0JroBapajy THM TeMEHHMa Hellpa3aH.

(a) (6)

Cmuka 1.11: CuMmunujaaan KoMIiieke (a) n meros Heps (0)

VY Hekum curyanujama noroguuje je ucnurusaru Heps N(K) wero cam komiuieke K. Besa
u3mehy kommiekca N(K) u K mara je y ciemehem mosnarom pesynrary (Teopema 15.21. y
[23] mpunarohena cuMmMAIIjaTHIM KOMILIEKCHMA. ).

Teopema 1.5 (Heps sema). Hexa je K atctipaximny cumtsuyujanmv xomasexce u N(K)
Heps Komunerca K. Axo je ( HEUPa3aH ) upecex ceaxoz ckyua pacewia y K xonwipaxmubusam,

waga je N(K) ~ K.

[Iperxonna Teopema je mocsemuita KBujieHOBe Jieme W IIpeJCTaB/ba MONHO CpPEJICTBO y
UCIUTUBAIbY XOMOTOIICKOT THIIA CUMILIUIIMjATHUX KOMILIEKCA.

1.2 CW xkoMmIiuiekcu

CW KoMILTEKCH Cy TOIIOJIOIIKU IMPOCTOPH KOJU C€ HU30M HUTEpaIlnja MOTY W3TPAIATH O
MamHX IIPOCTOPA, KOje Ha3uBaMo heaujama.

Hedbunnunuja 1.12. henuja numensuje n, niu kpahe n-heauja, je TOMOJOMKHA TPOCTOP XO-
Mmeomopdan n-aucky D". Thenuja je mpocrop Koju je n-henuja 3a neko n € N.

Y nporiecy nsrpagme CW KoMILIeKca y CBaKOj UTEpPAIMji BPIIK ce Ollepalirja Kojy Ha3u-
BaMo gogasare heauja. Renuje ce momajy modeBinu of henuja Mame IuMeH3Hje Ka hesrmjama
Behe qumMmenswuje.

Hedununuja 1.13. Heka cy X u Y tonosormku npocropu, A C X 3aTBOpEH MOTIPOCTOD U
f A =Y HempekuHO mpecuKaBame. Pesysirar jmogaBama mpocropa X Ha mpocTop Y 1o
npecaukaBamy f je mpocTop

YU X =(YUX)/~,

e je ~ peJanmja eKBUBAJICHIIje KOjuM ce cBaka Tadka a € A wnenrudukyje ca f(a) € Y.
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1.2. CW KOMIIJIEKCH

Axo je X ronosonku ipocrop, o n-hemmja u f, : Bd(0) — X HenpekumaHO mpecvkaBambe,
TaJla je pe3yaTaT jnoJaBama henuje o Ha npocrop X 1o mpeciaukasamwy f, mpocrop X Uy, 0.

[Ipumerumo na npecimkaBame f, ofapehyje HaunH Ha KOju ce n-hesuja o Ao0jiaje Ha Mpo-
crop X. Pazmumunra npeciukaBama f, Jajy pasiamaure pesyiaryjyhe mpocrope X Uy o. Ilpe-
C/IMKaBame f, ce joIl Ha3uBa U KAPAKWEPUCTUULHO UPECAUKABATHE.

Hedununuja 1.14. Konagan CW kommieke X je TOMOJIONIKA TPOCTOP KOjU C€ WHIYKTUBHO
rpaju nodesninu o mpocropa X (9 koju je ckym 0-hesuja (omHOCHO Tavaka). ITpocrop X (k)
k > 0, rpagu ce momasamem k-hemmja ma mpocrop X*~Y. Ckyn X® C X masusamo k-
ckesteroM npocropa X u Baxku X = [J;_, X (k) 3a mHexwm mpupoman 6poj n.

Ba k # 0, moryhe je ma CW xkommiexkc X we cagpxku Hujenny k-hemujy. Ha mpuwmep,
2-cepa moxke Outm KoHCTpyucana o jeane 0-henuje u jemgue 2-henmje, naxse, oaksa CW
JIEKOMITO3UITMja He caJip:Ku Hujeany l-hemujy.

Kao u y ciyuajy ancrpakTHUX CUMILIAIMjATHUX KOMILIEKca, dyHaamenTaana rpyna CW
KOMILJIEKCA TIOTIIYHO je oapehena mwuxoBuM 2-ckesieroM. [Tocmarpajmo kornauan CW komiiekc
X koju uma jemny 0-henumjy. KpajeBu cBake 1-hesmmje y npocropy X wmaenTtudukoBanu cy
ca 0-hemmjom, mpema Tome, dopmupajy Kpykuuiy. (CBaka O TMX KPYXKHUIA je jedaH O
reneparopa rpyme m(X).

Heka je o mpomsBospHa 2-hemumja y X. Ilpumerumo ja rpanuna 2-hemuje o dpopmupa
nersby y X, Ca apyre crpane, rpamuna Bd(c) uaentudbuxosana je ca umsom l-hesuja u
HysxoMoronHa je y o. [Ipema Tome, Bd(o) = 1 je penamuja rpyme mq (X).

Ha ocHOBY mpeTxofHNX pa3MaTrparma, 3aK/bydyjeMo ga 7 (X ) mMa mpe3eHTarujy y Kojoj
remepaTopuMa ojaronsapajy l-henwmje, 1ok cy pesaruje oapehene 2-henujama mpocropa X.
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I'maBa 2

Junckperna Teopuja Mopca

Hwuzom enemenTapamrx KoJtarca HaJ[ HEKUM CAMILIAIINA]AJTHIM KOMILIEKCOM JI00HMja ¢e KOM-
IJIEKC KOjU je MCTOT XOMOTOIICKOT THIIA Kao IOJIa3HU, aJId UMa jeJIHOCTABHU]Y KOMOUHATOPHY
CTPYKTYPY, Tj. Mamu O0poj cumiuiekca. Ako je K Nmpo3BO/baH CUMILIAIMjATHA KOMILIEKC W
a cjaoboaHo suie MakcumasHor cuMmiuiekca y K, npu demy je dima = dim 3 — 1, Taga
kosrarc K\ @ MOzkeMO KOMOMHATOPHO HpEJCTaBuTH Kao map {a, B}. Mehyruwm, nponssosban
HU3 [IapOBa HE MPEJICTaB/ba HYKHO W HU3 CUMILIANUjAJTHUX Kojarca. JluckperHa teopwuja
Mopca yBomu opranu3aiujy y mporec u3dbopa maposa, IpPU 9eMy je OCHOBHH KPUTEPHjyM J1a
HU3 OJIa0pPaHUX MAPOBa IMPEJCTaB/ha HU3 MOTYNUX CHUMILIUIUjATHUX Kojtamca. Ha taj nadwa
MMOCTUXKY Ce JIOCTa JOOPHU PE3YJITAaTH y IMOIJIEy CMambermha Opoja CHMILIEKC A, IITO JIa/be OJia-
Kiasa ojipehuBame xomororckor Tuma. Jletaban mpukas guckperae teopuje Mopca moxke
ce nahu y pagosuma [12, 13| Pobuna ®opmana, ayropa oBe Teopuje. Ha momenyre pamose
OCJIAThaMO Ce U MU IIPUJIUKOM IUCAIHba OBE TJIaBe.

2.1 duckpetrna MopcoBa dyHKIIja

Huckperna Mopcosa dyuknuja na komiekcy K je dyHKIHMja KOja CUMILIEKCHMA JTO/e-
Jbyje HyMepuuke BpeaHocTu. JlomerbuBame BpeIHOCTU BpIn ce, rpybo rosopehu, Ha cienehn
Ha4WH - CUMILIEKCHMa Behux numeH3uja J107esbyjy ce Behe BpenHocTH, Ipu demy je moryha
HajBUIIE je/IHa ,IPENIKa’ JIOKAJIHO, 33 CBAKM CHUMILJIEKC KoMmIiulekca K. Y HacTaBky je jara
npenusna Jgedunuimja guckperae Mopcose dyHKImje.

Hedbunnunuja 2.1. Heka je K cuvmmunujasan komiuieke. Pyukmumja f : K — R je gu-
cxpetina Mopcosa dynxyuja axo 3a cBako al?) € K BaxKu:

(1) f(BP)) < f(aP) 3a majsumre jeman cummiexe fPHD S alP),
(2) F(BPV) > f(aP) 3a majsume jenan cummiexc 3P~ C aP),

[Tpumep muckperre Mopcose dyukmumje gar je wa caunu 2.1(a). Ca apyre crpane, dy-
HKIUja nara #Ha caury 2.1(6) nuje quckperna Mopcosa dunkiuja. Hanme, O-cumiiexe {vs} =
F753) je mune 1-cummnekca {vi,v3} u {ve,v3}, mpu wemy je f({vi,v3}) = f({va,v3}) = 2,
na je Hapymen saxtes (1) nperxomme nedpununuje. lame, 2-cumimiexc {vi,vo} = f1(0)
caapxu jmna {vy } u {vy} 3a koja Baxku f({v1}) = f({ve}) = 1, umme je napymen 3axres (2)
IpeTXOo/IHe JAeUHUIIA]E.
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2.1. JUCKPETHA MOPCOBA ®YHKIIHJA

U3 U3

U1 3 U2 U1 0 )

(a) (©)

Ciuka 2.1: (a) duckperna Mopcosa dbyukuuja, (6) Huje muckperna Mopcosa dbyukimja

[Tpumernmo ga Komiieke par Ha caurm 2.1(a) caapxku cumiiekce {vy, vo} n {vs} koju
HEMA]y HUjeHY JIOKAJIHY ,rpermky’. OBakBe CUMILIEKCE HA3UBAMO KPUWUYHY CUMUAEKCU.

Hedununuja 2.2. Hexa je f : K — R auckperna Mopcosa dyukmuja. Cnmmiekc a® je
J J p P y y J
Kputiuwar ako Baxku cJejehe:

(1) f(BP) > f(aP) 3a craku cummrexe 3P S a®)
(2) f(BP V) < f(aP) za cpaku cummrexe 3P~V C o).

Ucnocrasiba ce ga cy KPpUTUYHU CUMILIEKCH Y T€CHO] BE3U Ca TOIOJIOTUjOM CHUMILIAIIN]AJI-
HOr KOMILTeKca. [lomenyTa Be3a mpenu3upana je y HapeHO] TEOPEMU.

Teopema 2.1 (Jlema 2.5, [12]). Hexa je K cumiruyujasnu xomisexe u f : K — R guc-
kpetwna Mopcosa punkuyuja. Komunrexe K xomowouan je CW xomusercy Koju uma 4o jegry
heaujy gumensuje p 3a c8aKU KPUMUIAH CUMUNAEKC GUMEHUJE D.

VYnmecTo moKa3a mpeTxoiHe Teopeme onrcaheMo OCHOBHY WEjy JucKpeTHe Teopuje Mop-
ca. Jluckperna Mopcosa dyHKIMja meduHUIle HAYUH Ha KOju MOXKe OuTu m3rpal)eH HEKun
CAMILIAIIjaJTHE KoMIiekc. [IpuHiun je ciemehu - nmpBO ce 107ajy CUMILIEKCH Ha KOjuMa je
BpenHocT jauckperae Mopcose dyHKIMje Mama, a 3aTUM CUMILJIEKCA Ha KOJUMA jeé BPEJIHOCT
dyuknuje Beha. Ilpernusnuje, 3a cBaku cuMIAIja I KoMiieke K, muckperny MopcoBy
dyukmjy f u 6poj ¢ € R nedunumemo komrteke K (c) na cienehu vHadnu:

K@) = |J <U6>-

fla)<e \BCa

Kaxko je
K =|]JK(e),
ceR
Teopema 2.1 ciieJin Ha OCHOBY cJieJiehux JieMa.

JIema 2.1 (Jlema 2.6, [12]). Vkoauko ne Goctoje kputiuuny cumiaekcu o € K @akeu ga
f(a) € (a,b], @aga je komtaere K (b) romow@oucku exsusarentuan xomurercy K(a), saupaso

K(b) \ K(a).

JIema 2.2 (Jlema 2.7, [12]). Vkoauko Goctioju jegar kputiuvhnu cumtaekc o waxas ga f(a) €
(a,b], Wwaga Gocwoju Upecauxasarwe F : S — K(a), 2ge je d = dima, waxeo ga je
womiaexe K(b) zomotmiotcku exsusareniiar xomunexcy K(a) Up B9,
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I'JIABA 2. JIUCKPETHA TEOPUJA MOPCA

Ykosmko npusmkoMm rpabema Komiiekca K mpenasumo ca noTkomiuiekca K (a) Ha mor-
komiuteke K (b) pazmmkyjemo jse curyanumje. Ako ce komureke K (b) rpaam om KoMIniekca
K (a) nomaBameM CUMILIEKCA KOjU HUCY KPUTHYHU, TAJA CBAKU O TUX CUMILIEKCA UMa, CJIO-
6oau0 sute y K (b). Ciobomua Juia oiroBapajy yupaso JHUiuMa « 3a Koja Baxku b < f(«).
ITpema Tome, K (b) \, K (a). OBaj caydaj uperusso omucyje jgema 2.1. Ipyru caydaj, onucan
y Jilemu 2.2, 0JTHOCH ce Ha cuTyanujy kaja ce kommiekc K (b) rpagu o komiuiekca K (a) noma-
BambeM CUMILIEKCA KOJU Cy KPUTUYIHM. 3a CBA JIMIA (v JOJATUX KPUTUIHUX CUMILIEKCA BAYKU
fla) < a, ma a € K(a). Ha ocuHoBy mperxosHor, rpaHuie KPpUTHIHUX CHMILJIEKCA Takohe
npunaajy ckyny K(a). 3akmydayjemo ma ce morkominieke K (b) mobuja JienbermeM TpaHuIa
KPUTHYIHUX KOMILIEKCa Ha MoTKoMIuteke K (a).

Ha ciumum 2.2 npukazan je mporec rpahema CUMIIIAIMATHOT KOMILIEKCa, JJaTOT Ha CJIAIN
2.1(a) ma ocuoBy 3amare nuckperse Mopcose dyuknuje f. W3rpajma KOMILIEKCa TOUHEHE
on komiutekca K (0). Kommureke K (1) rpagu ce momasamem cumiutekca {{vi, vs}, {va, v3}} =
F7H(1) ma xommyeke K(0). Cummnekcn {vi,v3} u {ve,v3} HUCY KpUTHYHY jep cajpzxKe Juna
{v1} u {vy}, Taxsa ma je {{vi},{v2}} = f71(2). Ma 6u K(1) 6uo cuMIIMIMjaTHE KOMILIEKC
Mopajy 6uTHu JofaTta U TeMeHa vy u vo. Jakie, cumrutekcu {vy,v3} u {ve, v3} campke ciobo-
mua muna y K (1). Ipema tome, K (1) N\, K(0). Ucro Baxkn u 3a K (2), oqrocuo K (2) N\, K(0).
[Tpunukom usrpajme Kommiekca K (3) morpebHo je momaru 1-cumiiiekce {vy, va} Ha KOMIUIEKC
K (2). Mehyrum, cumiuiere {vy, vo} je KpuruuaH, mro 3uaqu ja GyHkuja f uMa Mamwy Bpe-
JIHOCT HA CBAKOM OJI FherOBUX JIUI[A HETO Ha EeMy caMoM. JIpyruMm pedmma, JIuia KOMILIEKCA
{v1,v2} caapxkana cy y K(2), na je camuM THUM U HeroBa rpanuia caapxana y K(2). Kako
je K(2) ~ v3, kommzekc K (3) XOMOTOICKY je €KBUBAJICHTAH KOMILIEKCY JTOOUjEHOM JICIbe-
IbEM IDAHUIE CUMILIEKCa {v1, U2} Ha Tadky vs. [Ipema Tome, kommaekc K (3) je XOMOTOIICKH
ekBUBaJieHTaH 1-cdepu, nmpocropy unja henmjcka gekomnozunuja uma jeany 0-hemujy u jemqmny
1-henujy, 6amm kako npeasuba Teopema 2.1.

- 1 1
0
o 3 Vg
K(0) K(1) = K(2) K(3)

Cauka 2.2: I'pabeme KoMILIeKca Ha OCHOBY IPHUIApYXKeHe muckperHe MopcoBe (yHKIH]je

Ha cakom xkomutekcy K moxke ce medunucaru quckperna Mopcosa dyukmuja f : K — R
Ha jejHOCTaBaH HaumH: ako o € K rtana je f(a) = dima. Melyrum, 3a oBako jgedunuca-
Hy auckpetrny MopcoBy dbyHKIMjy f CBU CHMILIEKCH Cy KPUTHYHH, I1a OBaKBa (DYHKIIHja
HUje 3aHUMJ/bUBA Ca CTAHOBUINITA MCIUTUBAKa TOMOJOTHje KoMiuiekca K. luckperna Teopu-
ja Mopca mokasyje cBojy myHy cHAry oHJa Kaja juckperna MopcoBa (yHKIHMja mMa MITO
je moryhe mame kputnanmx cuminiekca. Creneha riaBa onmcyje Ha KOjU HAYIHH MOXKEMO
OJIAKITIATH ITPOHAJIAXKEHEe oJiroBapajyhe quckperne Mopcose dynkiuje.
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2.2. I'PAJIMJEHTHO BEKTOPCKO IIOJbE

2.2 TI'paamjeHTHO BEKTOPCKO II0Jb€e

Kao mTo cmo Beh narsiacuim, nponaiazxkere edpukacue guckperne Mopcose dyHkImje He
IIPEJICTaB/ba JIAK 3a/laTaK y onmrreM ciaydajy. Cpehowm, y nmpakcu Hije TOTPEOHO €KCILIUITUTHO
nedunncaTn quckperny MopcoBy (byHKIH]Y, TOBOJBHO je OJPEIUTH I'PAIUjEHTHO BEKTOPCKO
moJbe 3a JuckpeTHy MopcoBy pyHKIH]jyY.

Bparumo ce omer Ha CUMILIUIAjAJIHE KOMILIEKC nar Ha caunu 2.1(a). Ipumernmo jga ce
CUMILIEKCH KOjU HUCY KPUTUYHU jaBsbajy y mapy. Ha npumep, cummekcu {v;}, {vo}, {v1, v3}
u {vy,v3} mHuCy Kpurmynu 3aro mTo je f({vi}) > f({vi,v3}) u f({ve}) > f({ve,vs}). Ilap
{{v1},{v1,v3}} MoxkemO pempesenTOBaTH CTpESUIOM KOja HJe O CHUMILIEKCA {v;} Ka CHM-
wrekey {vy,vs}. Comano, napy {{vs},{ve,v3}} mpmapyxyjemo crpesniy koja uie oj cum-
wiekca {ve} Ka cumiuiekcy {vq, v3} (Bumern ciuky 2.3).

U3

U1 (%

Ciuka 2.3: I'pajmjeHTHO BEKTOPCKO IoJbe juckperHe MopcoBe dyHKIMje jTeduHUCAHE Ha
counu 2.1(a)

[lenepanno, ako je K 6uio koju cumiutunujasau komiuieke u f : K — R nuckperna Mop-
coBa (pyHKITHja Tajla CBAKOM CUMILIEKCY KOjU HUje KPUTUIAH MOYKEMO IPUIPYKUTH CTPEJIHILY .
Hanwme, axo je o'P) € K mexkpurnuan cuMminiekc, taga nocroju SPHY) | rako na je oP) c g+l
u f(BPHY) < f(a®). Hap {a®, 3PV} npencrapmaMo cTpeMIIOM Koja Me O CHMILIEKCA,
Mame umensuje aP) ka cummtexcy sehe aumenzuje P,

Cauka 2.4: Ilpenas ca quckperae MopcoBe (pyHKIHMje Ha BEHO IPaJINjeHTHO BEKTOPCKO MOJbe

ITocTaBiba ce muTame Ja JIM CBAaKM CHMILIEKC MPUIAJa TadHO jeJgHoM mapy. IloTspman
OZIrOBOp TIpoucTHYe U3 caMme nedununuje nuckperse Mopcose dynkrmje. Axo je a® mpo-
M3BOJbAH CHMILIEKC y KOMILIEKCYy K, Taga me mocroje cumiutekcn 3P~ Y ¢ a® C ~P+) raksu
na je f(BP1) > f(a®) > f(4PTV). Axo 6u TaKBM CHMILIEKCH TOCTOjaJIH, T GH 33 HEKH
cuvmrexc 6P) 3a koju Baku BPY C 6P C 4P mvamm f(BPY) < f(6P). Us mperxommor
cremu na je f(y\Y) < f(aP) m f(y4Y) < £(5®)), mro je memoryhe.

Hedbumnunuja 2.3. /Juckpettino seximiopcko wome V' CUMILIAIA]AIHOT KOMILIeKca K je cKyt
naposa {a®, APV re je a® C BPHY u cakm cuMILIEKC HANA3M Ce Y HAJBHINE jeJHOM
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I'JIABA 2. JIUCKPETHA TEOPUJA MOPCA

napy. Iap {a®, 3D} nasusamo yuapuearve y V. Cummiexc v € K je Kpurudan mim
HeyIlapeH y OfHOCy Ha V yKOJIMKO He IIpUuIlajia HujeaHoM mapy y V.

CxkyTm cBUX cuMILIEKca KoMILIeKca K Koju cy HeymapeHu y oanocy Ha V' osnadaBahemo ca

C(K,V).

CBakoj muckpernoj MopcoBoj dyHKIHju f MOXKEMO MPHUJPYKUATH JTUCKPETHO BEKTOPCKO
IoJbe Ha cjiegenn HAvIuH:

V= {{a(p)yﬁ(pﬂ)} | al?) ¢ gt g Fa®) > F(aPIN

OBako jiedpuHUCAHO JUCKPETHO BEKTOPCKO I0J/b€ HA3ZUBAMO 2PAJUJEHUIHO BEKTUOPCKO UOHE
Ppynryuge f.

Haxkite, Ha ocHOBY auckperHe Mopcose dyHKIje MoxKe ce a1edUHUCATH JIUCKPETHO BEK-
TOPCKO ToJbe. MehyTum, MHOTO 3aHUMJ/bUBHUjE MUTAIE je KaJla Ce 3a HEKO JIMCKPETHO BEK-
TOPCKO TI0Jb€ MOXKE TBPJUTH JIa je TPAJUjeHTHO BEKTOPCKO I0Jbe HeKe JuckperHe Mopcose
dyuxkiuje f. Vcrnocrasiba ce jga cy auckperna MopcoBa GyHKIMja U JUCKPETHO BEKTOPCKO
[I0Jb€ TI0JT HEKUM YCJIOBUMA €KBUBAJIEHTHU KOHIIEIITH.

Hedbnaunmja 2.4. Heka je V' 1ucKkpeTHO BEKTOPCKO 0Jbe JeDUHUCAHO HA CUMILIUIIN]ATHOM
koMmIutekcy K. V-uyarea je HU3 cUMILIEKCA

+1 +1 +1
O50 7B(p ) agp)76§p ) e g‘i)lv E{JH )7
rakBux Jsia, 3a cBako ¢ € {0,...,r}, map {«;, 5} € V u 8; D a1 # «;. Osa nyrama je

HETPUBHUjaJIHA U 3a6eopena ako je 1 > 0 1 oy = oy

YKOJMKO JIMCKPETHO BEKTOPCKO TOJbe V' He CaJp:KM HETPUBHjaJHE 3aTBOPEHE ITyTarhe
KaxkeMo 72 je V' ayuxauywro.

ITocmarpajmo rpajiujeHTHO BEKTOPCKO I0Jbe Heke auckperne Mopcose dyukiuje f. Ao
je

5(p+1) p) ﬂ§p+1) (p) (p+1)

a() 9 r+1s Mr+1

7

[IPOU3BOJbHA IIyTakha Y OBOM IIOJbY, CJIE/IHN /1A je

F@)y > F(BFY) > f(@P) > F(BFTY) > o> F(BUEY) > F(aB).

IIpema TOMeE, rpaJiMjeHTHO BEKTOPCKO TOJHE HE CAJPKY HETPUBHjAJHE 3aTBOPEHE IyTAIbE.
Hapeana teopema mokasyje ja Baxku u 00pHyTo. OIHOCHO, CBAKO JUCKPETHO BEKTOPCKO MOJHE
KOje je alMKJIMYHO jecTe I'Pa/iijeHTHO BEKTOPCKO IM0Jbe Heke gauckperHe Mopcose dyHKImje.

Teopema 2.2 (Teopema 3.4, [12]). Juckpetino sexmopcko tome V. gepurucano na cumiiu-
yujaarom xomisexcy K je 2pagujeniuno eexitiopcko tome nexe Mopcose dynxuyuje [ axo u
camo axo je V ayuxsuumo.

2.3 MoaundukoBan XaceoB AujarpamMm

YnapuBame {a(p), P+ } ¥y HEKOM JMCKPETHOM BEKTOPCKOM TOJby V aedWHHCAHOM Ha
CHMILTATN]aIHOM KOMILIeKcy K oxroeapa crpesumu umju je Bpx v oP) a pem mie ka crM-
miekcy [P,V ckmamy ca THM, JUCKPETHOM BEKTOPCKOM IOJ/bY V MOMKEMO HPHIPYZKATH
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2.3, MOJHUOHKOBAH XACEOB JIUJAT'PAM

Mo uKoBan XaceoB aujarpaMm Komiiekca K. Moaudukanuja gujarpaMa BpIIU ce Ha CJie-
nehn HadWH: 3a CBaKW Iap {a(p),ﬁ(p+1)} € V ymecro usure koja uge ox SPH) ka o
JI0/IajeMO MBUILY KOja HJIe OJT a®) ga gPt), MonudukoBanu XaceoB aujarpaM 03HATABAMO

ca D(K,V).

{'1)27 U3, '1)4}

T / l
‘\—@:}ﬁ {vi,va} {va,v3} {vo,va} {vs,va} {vs,vs} {va,vs} {vs,ve}
V1 Vg Us Vg

U?’ WWX ){/\

{n} {we} {os}  {v} {os} {ve}

Cruka 2.5: Komrmieke n npuapykern MoInUKOBAHN XaCeOB JIdjarpam

Yemepeny myTamy 07 cUMILIEKca « 1o cuMiuiekca [y murpady D(K, V) osnauaBahemo
kpahe ca a — (3. Jlako ce MOKe TPOBEPUTH J1a AIUKJIUIHOM JIUCKPETHOM BEKTOPCKOM I10JbY
V' omrosapa anuksimuan jgurpad D(K,V). OmaocHo, ykoiauko je V anukaIwdHO, Taja 3a
cBaKa J[Ba CUMILIEKca o 1 (3 3a Koja Baxun o« — fu f — ay D(K,V) crequ na je a = f5.
Kasa xkemmmo j1a Harmacumo j1a u3Mehy JiBa CUMILIEKCa v 1 3 He TTOCTOjU yCMepeHa My Tarmbha
kopuctnhemo oznaky « +— (. Tenepasino, ykonuko msmehy dbamumimja K, Ks mocroju
myTama, OJHOCHO, aKo mocroje « € Ky u f € Ky takBu ja o« — [y D(K, V), numemo
K| — K,. YKOJIHMKO TakBa IIyTama He MOCTOjU, KOPUCTUMO O3HaKy Ki +/— Kj.

Cneneha Teopema, Kojy heMo 9ecTO KOPUCTUTH y Ja/beM pajly, Jiaje YCJIOB KaJa HEKH
KOMIIJIEKC MOZK€Ee 6I/ITI/I KOJIaIICupaH OO0 CBOI' IIpaBOI' IOTKOMILJIEKCA.

Teopema 2.3 (Teopema 4.4, [18]). Heka je L Gomikomiserc cumiiuyujasnoz Komuaekca K .
Axo L #— K\ L u c8u KpuliuvHu Cumiiekcu Tputagajy xomuaexcy L, waga je mozyhe
U3BPUUTIY CUMTAUYLIAAHY KOAAUC 0g Komunaekca K go wotwkomunerca L. Ognocro, waga
cy xomurexcu K u L xomowoucku ex6usareHHU.

Jlokas. Heka je cummutekc « € K\ L ynapen ca cummutekcom € K. Ako f € L, tana o ¢ 3,
jep je L norkomiutekc. Hakie, S C a. Mehyrum, taga nocroju nyrawa on L mo K \ L, na
3akJbydyjemo ja 5 & L.

[Tocmarpajmo cummieke o € K\ L Takas ja 3a cBako 7 € K Baxu v /— «. OBakas
CAMILJIEKC (v CUTYPHO IIOCTOjU, MHaYe OM TOCTOjasia 3aTBOPEHA IyTama Yy MOJIM(MUKOBAHOM
XaceoBoM gujarpamy miaum 6u mocrojasa mytama of L onm K \ L. Ha ocroBy mpsor mema
nokasza, nocroju f € K \ L ynapeno ca «, takso ja je dimf = dima + 1. Ha ocuoBy
IPETXOHOT, CUMILIEKC v je cJI0OoaHO Jjmne cumiiekca 3. Jlakse, moryh je komamc K\
{a}. Kaxo pecrpuknuja rpajgujeHTHOr BeKTOpcKor nosba Ha K \ {a} 3ampxkasa ocobune
IPaJIMjEHTHOT BEKTOPCKOT 1MoJba Ha K, JIOKA3 Ja/be CJAeIn WHITYKITHjOM. [
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I'maBa 3

PDoKCOB padyH

[Tpunukom ncnuTuBama ojipeheHnxX CUMILIUITUjATHAX KOMILIEKCA TOCEOHY TaXKiby MOKJIa-
wahieMo ana M3 HUXOBUX PyHIAMEHTATHUX rpyna. Kako ce dpyHmamenTasHa rpymna OmIo
KOT' CUMILJTATIAjAJTHOT KOMILTEKCA MOYKe 3a/1aTh TeHepaTOpUMa U CKYIIOM peJiallnja, jaBba, ce
nmorpeda 3a aHAJIU30M TUX Tpe3eHTardja. lIperusnuje, ouhe moTpebHO WCTUTATHU M1 JIU JIBE
pasauunTe npesentanuje jpedunuiry uzomopdue rpyme. [Ipobsiem nzomopdHoOCcTH rpyIia Ko-
je mMajy pasjuuuTe Ipe3eHTallije je HepeluB IPobJeM y OIIITEeM CJIy4ajy. ¥ OBOj IJaBh
npejsictaB/baMo POKCOB padyH, epbrukacan MeTo I ITIOMONY Kora ce y HeKUM CJIydajeBruMa MOXKe
JIETEKTOBATU HEM30MOP(HOCT I'pyIla HA OCHOBY WHBAPUJAHTH IMPUJIPYKEHUX FHUXOBUM IIpE-
seHTarujama. [IpuimkoM mmcama ocjamaMo ce mpe cBera Ha Kibury |[10].

3.1 WN3Boj

Hexka je G mynrumyimkaruHa rpyna u Z(G oaropapajyhu IrpymHu IPCTEH HAJ IIPCTEHOM
nesmx OpojeBa. Cumbosr 1 KopucTuheMo u 3a O3HavYaBame Iesor 6poja 1 u 3a o3HAYaABAHE
meyTpasia y rpynu G, npu demy he 3Hademe OUTH jaCHO U3 KOHTEKCTA.

Hedbunaunmja 3.1. Oyuknujy D : ZG — ZG HazuBamMo u360gom y rpynHoMm upcreny ZG
aKo Cy 3a CBe V1, V9 € Z(G 3am0BobeHN cienehn ycioBu:

(1) D(Ul + UQ) = D(Ul) + D(Ug),
(2) D(Uﬂ}g) = D(Ul)t<1)2) -+ UlD(UQ),
rie je t : ZG — 7 upecaukabambe nedunncano ca t(> n;g;) = > n;.

[Tpumernmo na 3a enemente gp,gs € G ycioB (2) mperxoiHe TeopeMe UMa jeTHOCTABHU]Y

dbopmy
D(g192) = D(g1) + g1D(g2).

Herpusujamnu uzBos nocroju y cBakom rpymnuoMm upcreny ZG. Jlako ce mposepu ma je
jelmaH TakaB M3BOJ 33JIaT IIPecInKaBameM Koje cimka g — g — 1, 3a cBe g € (. JlomarHo,
yKoauko cy D, D' wspoju y rpymnHoM npcreny ZG u vy € Z(G npou3Bo/baH €JIEMEHT, Taja Cy
u npecaukaBama D + D' u D o vy, nedunucana ca

(D + D")(v) = D(v) + D'(v),
(D owg)(v) = D(v)vo,
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3.2. AJIEKCAH/I[EPOBA MATPHUIIA

3a cBe v € Z(G, Takohe u3Boau y rpynHom npcereny ZG.

U3 nedununmje moxke ce JaKO 3aK/bYYUTH Ja je U3BOJ [) aJuTUBHU XOMOMOPQU3aM,
omuOCHO, na je D(> n;g;) = > n;D(g;), 3a cee n; € Z u g; € G. Kako je D(1) = D(1-1) =
D(1) + D(1), saksmyayjemo nma je D(1) = 0, ma je u D(n) = 0 3a cBe n € Z. Taxobe,
D(g7') = —g7'D(g), 3a cBe g € G. Tlperxomnuo caemu u3 uumenune jga je 0 = D(g lg) =
D(g7Y) + g7 'D(g). Kopucrehu unmykuujy, Jako ce Moxke JIoOhM /10 3aK/bydKa JIa je

g'—1

D(g") = 71 D(g),

3a cBe n € Z.

U3 uumenurie na je D je aauTuBHU XOMOMOpMU3aM CJI€IUM U Ja je OH MOTIIYHO ojpeheH
BPE/IHOCTHMA, KOje MMa Ha CKYILy TeHepaTopa rpyie G.

[TocmaTpajmo cnobosny KoHadHO renepucany rpymny F' = F(X) auja je 6aza {z1,...,z,}
U IeH TPYIHU IpcTeH ZF Haj nmpcTeHoM mesmx Opojena.

Teopema 3.1 (Tepheme 2.9, [10]). Hexa i € {1,...,n}. Taga Goctoju jegurciliseHu u3eog
D;, =0/0x; : ZLF — ZF, wakase ga 3a cee k € {1,...,n} sasncu

Di(a) 1, axojei=k,
i\Tk) =
. 0, axo jei#k.

W3Box D; ce Ha3uBa u u360¢9 U0 ;. JeIMHCTBEHOCT U3BOJa 1); CJie U U3 YUHEHUIIE A je
OH JlecbMHMCAH Ha CKYIly TeHepaTopa rpyte F.

IIpumep 3.1. Heka je F' = (z,y). Ussox enementa x3yx~'y? € ZF 1o x je:

03_12 83 o -1,,2 3_1 o 8_12
(@Py2"y7) _ 0@ | s0yrTy) 2t -1 s (y)+y (=~'y%)
ox ox ox x—1 ox Oox
x® —1 5 (0! 10 a® —1 3, —1 5 107
T o1 ”y(a—x” oa )— P T
z’ 1 3, .—1
=y
3.2 AnekcangepoBa MaTpHUIiA
[Tocmarpajmo rpyny G = (1, Za, ..., Ty |T1,T2, ..., Ty) ¥ KAHOHCKH XOMOMODMhU3aM
v: F(X)— F(X)/R,
rie je F'(X) craobomna rpyna reHepucana CKyIoM ejleMeHara {xy, Ta,...,T,} 1 R HOpMaaHa

noarpyna oz, F'(X) renepucana penaTopuma 11, Te, . .., Ty. Jacto je na je G = F(X)/R. Ako
je a: G — G abemmszanuja rpyme G, Taga MOCTOjU caefehn HI3 mpecIuKaBama;
Is]

2 v o ab
ZF — ZF — ZG — ZG™. (3.1)

I[IpumeTnMo J1a MPETXOMHUM HU30M TIPEC/IMKaBamba Ca HEKOMYTATUBHOT IIPCTEHA, KAKaB je
ZF, ipena3uMo Ha KoMyTaTuBaH npcreH ZGY. Kako y KOMyTaTHBHEM IIPCTEHIMA, MOMKEMO
padyHaTH JICTEPMUHAHTE YBOJIUMO cjiefehy MaTpuiLy.
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I'JTIABA 3. ®OKCOB PAYYH

Anexcangeposa mampuya Tpe3eHTanuje (T, T, . .., Ty | 71,72, ..., Ty je MaTpuma (a;;) 1u-

MeH3Hje m X N, TJIe je
(8T2>
ai; = ary .
a.'Ej

C 063upoM Ha TO Ja padyHame ejleMeHaTta AJleKcaHIepoBe MaTpUIle MMo/pa3yMeBa Hajla-
JK€Ibe U3BO/Ia TTOTEHITN]aJTHO KOMIIJIMKOBAHUX PEIaTOpa, Y HACTABKY J1ajeMO aJI'OPUTAM KOjUM
ce 3a mpe3eHTaryjy rpymne G padyHa 0] NPUIAPYyKeHa AJIeKCaHIepoBa MaTPHUILA.

AaroputamMm 2 AjekcaHIepoBa MaTpPHUIA

VYnaz: Konauna rpyna G gata JucTOM reHepaTropa gens u Juctom penaropa rels. Caku
eJIEMEHT JIUCTE rels je peslaTop KOjH je TMPEeJICTaB/beH JINCTOM CTeleHa T'eHepaTopa.
N3zna3: Anekcanmgepopa marpuiia rpyme G

. function Izvod(relation, generator)
head < Glava(relation);
tail < Rep(relation);
headGen < reneparop 4uju je crenen head;
if Rep(relation) je npasua jmcra then
if headGen == generator then
return (head — 1)/(generator — 1)71;
else
return 0;
end if
else
return Izvod(head)+head*Izvod(tail);
13: end if
14: end function;

—_ = =
N 2

15: function AleksanderovaMatrica(rels, gens)

16: m < HyJa Marpuna qumensuje Duzina(rels) x Duzina(gens);

17: abelization < uyna mucra numensuje Duzina(gens);

18: for i = 1, i < Duzina(gens), i + + do

19: abelizationli] < renmeparop y abemmsaiuju rpymne G KOju oJroBapa IeHEPATOPY
genslil;

20: end for

21: for i = 1, i <= Duzina(rels), i + + do

22: for j =1, j <= Duzina(gens), j + + do

23: mli, j] < lzvod(rels[i], gens[j]);

24: for k = 1, k <= Duzina(gens), k + + do

25: CBaKoO TojaB/buBae gens(k| y mli, j| 3amemeno ca abelizationlk];

26: end for

27 end for

28: end for

29: return m;

30: end function;

Hedunucame AjekcanaepoBe MATPUIE U PAUyHAE JIETEPMUHAHTU FHEHUX MOIMATPUIA
IpeJICTaB/ha TJIABHU KOPAK y KOHCTPYKIMJH HU3A EAEMEHTUAPHUL UJEQAN, MHBAPUjaHTE KOjY
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3.3. HU3 EJIEMEHTAPHHUX H/[FAJIA

hemMo KOpUCTUTHU 3a JIETEKIN]y HEU30MOP(MHOCTU I'PYIIA.

3.3 Hwus enemeHTapHUX mieaja

Hedbunnunuja 3.2. Heka je A marpuna dopmara m X n quju cy KOeUINJEHTH €JIeMEHTHU
npcrera R, k-wu eaemeniiapru ugean marpune A, y osnamu Ey(A), nedunumemo Ha cienehin
HaYUH:

0, akon —k >m
R, akon —k <0

naeaJr reaepucaln AeTepMUHaHTaMa CBUX

E(A) =
(n — k) X (n — k) mommarpuna marpute A, wuHade.

Kako je nerepmunanTa cBake MaTpuile jeJHaka KOMOMHAIM]U OAroBapajyhnx KodakTopa,
eJIeMEeHTapHU ujeaau opMupajy Heona ajyhu Hus:

EyCE C...CE, =FE,=FEp....=R.

Ba marpure A u A’ kaxkeMo Ja cy exsusaneniune, y o3namm A ~ A’ ako nmocroju (KoHAUaH)
HU3 MaTpHIa

A=A, .. A, =A,

TakBUX Jia je marpuna A; ., mobujena ox marpuiie A; HEKOM oj cienehux oneparujas
(1) mepmyToBameM BpCTa WM KOJIOHA,

(2) nmomaBamem BpcTH (KOJIOHM) JIMHEApHE KOMOMHAIIMjE APYTUX BPCTa (KOJIOHA),
(3) monmaBamem Hysa-BpCTE,

(4) momaBamem BpCTe M KOJIOHE TAKBUX Ja jé Y EBUXOBOM Ipeceky 1, JOK Cy Ha OCTajuM
MeCTUMa HYJIE.

Husom nipeTxoiHo HaBeIeHUX onepalirja o IoJIa3He MaTPUIE MOXKE ce JIOOUTH jeTHOCTaB-
Huja ekBuBaJieHTHa Marpura. Cieneha Teopema yka3dyje Ha TO Ja Ce MPUIMKOM PAadyHAHA
HU3a eJIEMEHTAPHUX HJeasIa MOXKe UCKOPUCTUTHU OMUJIO KOja MATPHUIA €KBUBAJICHTHA TOJIA3HO].
Takobhe, mHapenana Teopema umahe KJ/bydHy yJIOTY V JIOKa3UBakhy WHBAPHjaHTHOCTHA HU3A €Jie-
MEHTapHUX HUIeaja y OJHOCY Ha m30MOpdHE I'pyIIe.

Teopema 3.2 (Tephemwe 4.2, [10]). Exsusareniine mamipuye gepuruuy uctiv HU3 eaemeH-
WaAPHUL Ugeana.

Jloxas. Heka cy A u A’ ekBuBajienTHe MaTpulle, pu deMy je marpuna A’ nobujeHa o ma-
Tputie A HekoM 0J1 ropeHaseienux onepanuja (1)-(4). Tokaxumo na je Ep(A) = Ep(A’), 3a
cee ke {l,...,n}.

Ykommko je marpuria A’ nobujena om marpune A onepamnumjom (1) wim (2) jeaHakoct
Ei(A) = Ex(A’) cnemm HAa OCHOBY OCHOBHUX OCOOMHA JeTepMUHAHTE. Y CJIydajy Olepariuje
(1), jemHAKOCT CJled W3 YUEHEHUIIE /1A je JeTePMUHAHTA JI0 Ha 3HAK WHBAPUjAHTHA Y OIHOCY
Ha ollepalyje ImepMyToBamba BpcTa WM KojioHa. Ako je marpuma A’ nobujeHa oreparyjom
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I'JTIABA 3. ®OKCOB PAYYH

(2) om marpuie A, ma ocuoBy JlammacoBor passoja, cBaku reHeparop uieana Fy(A') je re-
Heparop uzeana Ey(A), win je siuneapna koMmOuHanuja reseparopa ugeana Ey(A). Ilakie,
Ei(A") C Ex(A). Anamorno, na ocuosy JlammacoBor passoja, Baxu u Ei(A) C Ei(A’), na je
Ei(A") = Ex(A).

Heka je m x n mumensuja marpune A u m’ x n’ qumensuja marpune A’. Pasmorpumo
ciaydajeBe y Kojuma je marpuna A’ mobujena onepammjom (3) win (4) ox marpune A. Ilper-
nocraBuMo Ja je A’ mobujena omeparwjom (3) ox marpune A. Hakne, n' =n um' =m+ 1.
Akoje 0 < n' —k <m, tama je 0 < n—k < m, na je E(A") = Ex(A). VY cuyuajy kaza
je n — k = m' uz nedununmje enemenrtapuux upeasna ciaeau na je Ep(A) = 0. Ca apyre
crpane, Ei(A") je umeasn renepucan gerepmunanTama cux m’ X m’ nogmarpuna marpuie A’
[Mocnenma BpeTa cBaKe 0J1 THX MOAMATPHUIA je Hyaa-BpceTa, na je Fp(A") = 0.

WcnurajMo U jelMHM TPeoCTaau cjydaj, Tj. Heka je marpuna A’ mobujena omnepaiimjom
(4) om marpune A. Tama Baxku ma jen’ =n+1um' = m+ 1. Ykonuko je n — k > m,
rama jen’ —k=(n+1)—k>m+1=m/, na qupekrro ciean na je Ey(A") = Ex(A) = 0.
Axo je n — k < 0, tana je n' — k < 0, na je Ex(A) = E(A) = R. YV cayuajy kaja
jen—k =0 crequ na je n' — k = 1. Unean E,_1(A’) je remepucan CBUM eJeMEHTHMA
marpuie A’. Kako je jenununa jenan on enemenara marpuie A', cienn na je F,_1(A") = R.
Konauno, uveka je 0 < n — k < m. Cpaka nogmarpunia B martpuiie A Koja mMa JTUMEH3H]Y

(n — k) X (n — k) Moxe GUTH JOIYHEHA 0 MATPUIIE [ (1)} mumensuje (n' — k) x (n’ — k).

0
Kako oBe jiBe maTpuiie umajy ucTy jerepMuHanty, cieau jga je Ei(A) C Ey(A’). ObpuyTo,
Ha OCHOBY JlammacoBor pasBoja, cBaka JeTepMUHaHTa TmoaMmarpure Mmarpune A mumensuje
(n' — k) x (n’ — k) je nuHeapHa KOMOMHAIMjA TeTEPMUHAHTH MOMATpHIa MaTpulle A Koje cy
numensuje (n — k) X (n — k). Ilpema Tome, Ey(A’) C Er(A). 3BaksbydyjemMo na je Uy OBOM
cyaajy Ep(A") = E(A). O

Heka je (x1,x9,...,2,|71,79,...,7y,) IPOM3BOJbHA IIpe3eHTaIM]a, KOjy hemo kpahe obe-
nexasaru ca (X | R). k-tu enementapuu ujeas upesenranyje (X | R) nedunnmemo kao k-tu
eJIeMEHTApHU HjIeas AJIeKcaHiepoBe MaTpuile Ipuapyskene npesenranuju (X | R).

3.4 NHaBapujaHTHOCT HM3a eJIEMEHTApHHUX ujeajia

Axko cy (X |R) u (X'| R') nBe npesenranuje, Tajia 3a OBe IPE3EHTAILUje KAXKEMO Ja Cy
HUCTOT THUIIA YKOJUKO reHepuiny u3omopdue rpyme. Ciemehe TpancdopMmaliije mpou3BObHE
npesenTarje (X | R) ayBajy men Tumn. [llTa Buine, yKoIMKO Cy /1Be Mpe3eHTAINje HCTOT TUIIA,
TaJla ce jeJlHa MOXKe JOOUTHU OJ1 JIPyTre KOHAYHUM HU30M cjefehux TpaHcdopmalmja:

Tpancdopmanuja [: lomasame penaropa s Koju je nocsaeauna pesaropa u3d R. Pesynryjy-
ha mpesenrarmja je (X | R U {s}).

rpancdopmarmja I': Bpucame penaTopa s n3 ckyna pesaropa R yKOJHKO je S MOCIeIuIa
peaaropa u3 R\ {s}. Pesynryjyha npesenranuja je (x| R\ {s}).

rpancdopmanmja II: Togasame rereparopa y € X u penanuje y~ & = 1, tae je £ € F(X).
Pesynryjyha npesenranuja je (X U {y}| R U {y~'&}).

Tpancdopmanuja II': Bpucame remepaTopa i yKOJIUKO ce OH MOKE U3PA3UTU IIPEKO T'eHe-
patopa u3 X \ y ¥ 3aMeHa CBAKOT M0jaBJbUBaba MeHEPATOPA Y OAroBapajyhuM n3pasom.
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3.4. UHBAPUJAHTHOCT HHU3A EJIEMEHTAPHUX UJIEAJIA

JacHo je ma cy tpancdopmanuje I u I’ uaBepsne. Anasiorno Baxku 3a Tpancdopmarmje 11
u II'. TIperxonne TpancdopmManuje no3nare cy Kao Tuyeose wparchopmanuje.

Y HacTaBKy CJIeJIM HajBaXKHUja TeopeMa OBe TJIaBe Yy KOjOj je ToKa3aHa WHBAPUjAHTHOCT
HI3a eJIEMEHTApHUX UJeaja y OJHOCY Ha Mpe3eHTaImje uctor tuna. Jlokaz nHBapujaHTHOCTH
HU3a eJIeMEHTapHUX ujeaja Oasupan je ympaso Ha edekTy TwureoBux tpancdopmalmja Ha
AustekcannepoBy marpuily npeserranuje. C 063upom Ha uHBep3HOCT Tpancdopmarmja I u I,
oanocuo Tpancgopmanuja II u II', 1oBo/LHO je mocMaTpaTy 1Ta ce JemaBa ca IPUIPYKEHOM
AtekcanepooM mMarpuiioMm nmpumernoM TureoBux Tpancdopmanuja I u I Ha npesenTtanu]y
KOjOj je IPUIpYy2KeHA.

Teopema 3.3. Hexa cy (X |R) u (X'| R') gse pasauvuiie Gpeseniayuje uctioz wuta, Wa-
ga je k-wiu eaementapru ugeas upesenmiayuje (X | R) usomopdar k-tom esemenmaprom

ugeany upesentayuje (X' | R').

Jloxas. Heka je npesenranuja (X | R U {s}) nobujena npumenom Tureose Tpancdopmaiimje

I na npesenranujy (X | R), rme je X = {xy,...,z,} u R = {rq1,...,mn}. Iokaxumo ma cy
maTpure npuapuzkene npesenranujama (X | R) u (X | R U {s}) exBuBanenrtue. Pesatop s je
HOCJIEIUIIA PEJIATOPA T, . . . , Ty, 1A CIIEH JIA je

p
s=[[ori g’ g€ F(X).
k=1

IIpema Towme,

0s 0 . 0 as —1 = an —1y 0 ap —1
9z, 0z, (gt ) + griter oz, —(gor2gs ) + .+ [ [(anri s )8—%(9197“% 9p )-
k=1

U3 gumenune 1a je y(r;) = 1 MOXKeMO 3aKJbYIUTH Ja je

(830]) 2_:7 ( -(gur 9121)) :

9 A ot —10r, ar —109k
5 (gt t) = o, A — o, — Ty gy Dz,

rit =1 B
v ry — 1 = Qg

0 o or;
y (a—%@msgk 1)) — aevo)y (axj)

Osnaummo ca my, = aga(y(gx)). Tama je

() -Eme ()
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I'JTIABA 3. ®OKCOB PAYYH

Marpura
ory Ory
ary ox1 ary Oxn
Ory. dra.
oy o0z ary Oz

Axr) =

o(2) <éz::>

je Anekcanneposa marpuiia npeserranuje (X | R), 10K je
[y m) ey (g |
ay gﬁ e any g%
Ax|RU{s)) = : :
(i) - o)
ary (ﬁ—) ay (o=

Anexcanyieposa marpuna npesentanuje (X | R U {s}). Marpuna A x|grus)) UMa jeqny jio-
JATHY BPCTY y ofnocy Ha Marpuily A x|g). Ha ocroBy (%) cienu na je Ta jonaTHa BpCTa JIn-
HeapHa KOMOMHAIMja IPeocTaInX BpeTa MaTpuie A x| rufsy). Hdakme, Aix|rus) ~ Ax|r)-
IIpema Tome, Ha ocuoBy Teopeme 3.2 cienu TBphemwe Teopeme.

PasmoTpumo npeoctau ciiydaj. Heka je npesentamuja (X U {y}| R U {y~'¢}) nobujena
Tuneoom Tpancdopmarmjom 11 o npesenrarmje (X | R). Kako € € F(X)nuy ¢ X cnenn na

je
(8% : 0 " ary y 1
y = y =

Obenexxkumo ca a; = vy (8?”5 ) . Taga je

Axip 0
Ax Uy} RUfEY) = { D 1},

rze je a = [a1,ag, . .., a,]. Ilpumenom onepanuja (4) n (2) marpuma A x| gy MOXKe Ce TPAHC-

dopyucaru y marpuity Axy{yy|ru{ye-1})- IIpema Tome, Aix|r) ~ Ax Uy} | RUfye-1}). KoHa-
49HO, Ha OCHOBY Teopeme 3.2 3aKJbydyjeMO Ja TBpheme TeopeMe BaxKu.
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I'maBa 4

HI/IKJIOTOMI/I‘IHI/I IIOJINHOMMN

Y oBoj ryiaBu HaBOIMMO JIeUHUINA]Y U JajeMO IIperyiesl HajIO3HATHjUX CBOjCTABA IIH-
KJIOTOMUYHUX TosimHOMa. Ilpersies cBojcTtaBa mpusiarohen je morpebama oBe JucepTalldje,
KOHKDETHO theHe TiiaBe 5. IIpmimkomM mucarba OCaoHIIN ¢MO ce Ha Kibure [11, 25].

Hexka je n mpupoman 6poj. Bpoj £ € C koju 3amoBosbaBa jeanaduny &" = 1 HazsuBaMO
n-wum Kopenom jegunuue. Peg n-tor xopena jemunuiie &, y o3nanu ord(§), jecre HajMamu
npupojan 6poj | Takas ma je & = 1. Jacmo je ma ord(€) |n.

Hedbunaunmuja 4.1. Heka je n npuponan 6poj u £ je n-Tu KOpeH jeIuHHIE. YKOJIUKO je
ord(§) = n, Taja & HABUBAMO UPUMUTLUSHUM N-TUM KOPDEHOM jeINHMUIIE.

Jlako ce yodaBa J1a CKyIl n-THX KOpeHa jeaunuiie (popMupa IpyILy y OJHOCY Ha ONEPAIU]Y
MHOXKema. Kako je Ta MyITHIINKATUBHA IPpyla KOHAYHA, CJIe/IN Ja je uKInYHa. ['eneparopn
MUKJINYHE Tpylie (hopMUpaHe OJ N-TUX KOPEHA jeIMHUIE Cy NPUMUTHUBHUA KOPEHU jeIUHUIIE.
TMaxye, ako je & GUJIO0 KOju NPUMUTHUBHU N-TH KOPEH jemunune, taga je {£,&2,... "} ckyn
CBUX N-TUX KOPEHA jEIUHUIIE.

AKo je £ IpUMAUTHBHE N-TH KOpeH jeamuuiie, Taja je £, | < n, rakohe MPUMHTHBHU N-TH
KOPEH jeJMHUIE aKO U caMO akKo cy [ u n y3jamuo npoctu. lIpema Tome, 6poj TPUMUTUBHUX
n-TUX KOPeHa jejuuurle jegnak je ¢(n), vae je ¢ Ojneposa dyHKIH]a.

Hedununnnmja 4.2. 3a npupogan 6poj n, n-TH NUKJIOTOMUYHU TOJIUHOM, y o3Hamu P, (z),
je MOHWYAH MOJIMHOM 4YHje Cy HyJleé IPUMHUTHBHEM N-TH KOPeHH jeaunHune Haj nojbem C, mpu
yeMy HeMa JBOCTPYKUX HyJIa.

Crenen nukioromuaHor nojmaoma @, (z) jennak je 6pojy NPUMUTHBHUX N-THX KOPEHA
jemuuumIe, onHOCHO jeaHak je p(n). Ilpema Tome, ako je £ GUIIO KOjU IPUMUTUBHU N-TH KOPEH
jenaune Haj mosbeMm C, Taga je

2,2)= [[ @-&).

JE(Zn)*
Caeneha Teopema omoryhaBa peKyp3UBHO PadyHAmEe IMUKJIOTOMUIHUX TOJTMHOMA.

Teopema 4.1. Axo je n apupogan b6poj, waga je

at—1= Hq)d(:c).

din
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I'JIABA 4. HUKJIOTOMHWYHHA I1OJIMHOMHA

/loxasz. JacHo je na je

x”—le(az—f),
13
rae £ npobe CKyImoM n-THX KOPEHa jeIUHHIIE. Y KOJMKO TPYIUIIEMO N-T€ KOPEHE jeINHUIE

KOjU MMajy UCTH PeJl CIeIN a je
m"—le H (x —&).
dn ord(§)=d

Yumenuna ga je P4(x) = [] (x — &) nokasyje tpheme. O
ord(€)=d

[Iperxomna Teopema nMa OUTHY TOCTIETAILY .
IMTocaemuna 4.1. Axo je n apupogan 6poj, waga P, () € Z|x].

Jloxas. dokaz uzBoaumo uuaykimjum mo 6pojy n. Kako je ®1(x) = x — 1, TBpheme Baxku 3a
n = 1. IIpernocraBumo na TBpheme BaxKu 3a cBe IpupoiHe OpojeBe Mame o n. Ha ocHOBY
MIPETXOJIHE TeopeMe, CAeIn Ja je

B " —1
Hd|n,d<n q)d($) ‘

Osnarmmo ca gn(x) = 14,4, Pa(z). IlommnoMm g, je MOHUYAH U Ha OCHOBY MHJYKTUBHE

P, (z)

xunorese ¢,(z) € Zlz]. Kako je u momunom z — 1 MOHHYAH IOJMHOM HaJ, MPCTEHOM Z[z],
cyleu Jia mocroje q, r € Z[x] Takeu ma je

2" — 1 = q(a)ga(x) + r(2)

u deg(r) < deg(q) (I'masa 5, Teopema 4.1, [25]). IIpema Tome,

gn(z) (Pn(z) — q(z)) = r(2),
na je ¢, (z) = q(z), omakise cienu na @, (x) € Z[z]. O

Teopema 4.2. 3a ceaxu upupogar 6poj n > 1, Koeuyujentu YUKAOTOMUYHOZ TONUHOME
b, () = Zfi%) ¢! ey cumempuny, 0gHOCHO, Cj = Cumy—; 3a cae § € {0,...,p(n)}.

Zloxas. Jlokaxkumo TBpheme nHIYKIIjoM 110 6pojy n > 1. 3an = 2, KoeuIujeHTH TOJIMHOMA
$y(x) = x + 1 cy cumerpuunn. IlpermocraBumo ja TBpheme Baxku 3a cBe mpupojHe 6pojese
Mame o n. Craemn na je

o a0 e e e T )

rx—1 r—1
d|n,1<d d|n,1<d<n

Huje remko yseputu ce jia cy koedunujenru nonuroma [ [, ®4(x) cumerpuynu jep cy,

n,l1<d<n
[0 WH/IyKTUBHO] XUIIOTE3U, KoedUInjeHTn cBakor oj nojmuaoma P4(x), d < n, cumeTpudHm.

Ca gpyre crpaHe, KOEDUIIAJEHTH TOJIUHOMA,

" —1

::L,n—l_‘_xn—Q_‘_‘”_{_l
r—1

takohe cy cumerpuunu. [Ipema Tome, u Koedunujentu nojunoma P, () mopajy 6utn cume-
TPUIHMA. [
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3a norpebe mokaza mapeaaux TBphema yBegumo Mebujycosy dynkuyujy Koja je nedunu-
caHa HaJI IPUPOIHUM OpojeBUMa Ha cJiejehn HaduH:

1, Kajga jen =1,
p(n) =< (=1)*, xama jen = pips---pr, THe Cy p; PASIMYNTH IIPOCTH OPOjeBH,
0, nHadJe.

Jlako ce youasa j1a je hyHKIMja [ MyJITAITIKATHBHA, OJTHOCHO BaxKu 11a je pu(nm) = u(n)u(m)
3a CBe y3ajaMHO mpocte b6pojeBe n, m. Takobhe, Baxku 1a je

, Kamajen =1,
- {, ()

i 0, wunHaye.

U3 necdunuruje Me6I/IJyCOBe (byHKU,I/IJe JIUPEKTHO CJIeIH JIa je » d|n u(d) =13an=1. Axo
jen > 1, raga je n = pi* - - - pi¥, 3a Heke npocte Gpojese p; u upupoxaHe 6pojese e; > 1. Heka
jen' =pi---pr. Yromuko d|n u dtn', Tana je d nesbuB KBaIpaTOM HEKOr IpocTor 6poja, ma
je pu(d) = 0. IIpema Tome, ako p € {pl, ..y Dk}, CTlenn na je

> p(d) Zu = > (1(d) + plpd)).

d|n d|”

Kako cy 6pojesu p u d, tue d| %’, y3ajMHO TPOCTH, U3 MYyJATHILIHKAaTUBHOCTH Mebujycose
dyukmje cnenn na je p(pd) = p(p)u(d) = —u(d). Hake,

S (ul(d) + plpd) = 3 (u(d) — p(d)) = 0.

|z |z
Jlema 4.1. Hexa je n upupogan 6poj. Taga eastcu

O, (z) = [J(x7 — MO = [ [ (@ — D),

d|n d|n

Jloxas. Ha ocuoBy Teopeme 4.1 Bazku na je xd — 1 = Hm| 5 ®,,(z). IIpema Tome, caeau ma je

p(d)
H(x% — D = H H O, (2)
d|n d|n m|a
_ H H d,, u(d
mlnd| -
_ H¢m<x)zd|%ﬂ(d).
m|n

Us (4.1) sakmbyuyjemo ma je 35 n p(d) =0, 3a m < n. Crora,

[T ®nlz)>5"Y = @, (2),

m|n

quMe CMO JIOKa3aJu TBpheme Jieme. Il
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I'JIABA 4. HUKJIOTOMHWYHHA I1OJIMHOMHA

Caenehe mBe ocobure cy mocsemute jieme 4.1.
Teopema 4.3. Axo je m wetapar Upupogar 6poj, Waga 6aHCU
Do (—2) = Dy ().

Jlokas. Kako je m memapan 6poj ciaemu na je ¢(2m) = ¢(2)e(m) = ¢(m). Kopucrehu
pesyarar Jjeme 4.1, 3aK/bydyjeMo a Baxku ciefehu Hu3 jeHAKOCTH:

By () = H (2 — 1)u(27"‘)

d| (2m)

_ H (z — 1)HCd) H(xd — 1))
2|d,d| (2m) d|m

-1 [(lad D (g 1);1(%”)}
d|m

-1 [m — )R (g 4 1RO (g — 1)m <7’”>]
d|m

— H [(xd — 1)) (24 + 1) (2 — 1)—#(%)}
d|m

o) (R
d|m

C obsupom Ha TO 1a je 4, k(7)) = D4, #(d), na ocnosy (4.1), Baxu -, pu(’g) = 0.
Bpoj m je nenapan 1a je u ceaxo d, d | m, Takohe nenapno. Crora, ciemu ja je —z? = (—x)4.
Konaumo,

H(w + 1)) = (- 1>Zd|mu(%) H(xd_,_ 1)H()

d|m d\m

= H i) =, (—x).

[
Teopema 4.4. Axo je n =pi ---p}, 2ge cy p; Gpocwiu bpojesu u e; > 1, @Waga cregu ga je
() = By, (2"71771).

Jlokas. O6enexkumo ca n' = p;---pg. Kako je u(d) = 0, 3a cee d € N koju cy nepuBu
KBaJIpaTOM HEKOT' IIPUPOIHOT Opoja, Ha ocHOBY Jieme 4.1, Baxku cjejehe:

d|n d|n’
w(d)
i L4 n
—H( ") ) = @ (a),
d|n’/
quMe je JI0Ka3aHO TBpheme Teopeme. O
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I'maBa 5

CuMnaninjajJHu KOMIIJIEKCHU
NPpUAPYKEHU TUKJIOTOMUIHOM
IMIOJIMHOMY

[MukyioTOMUYHN TIOJTMHOMHE TIPEJCTaB/bajy BakHe ajredapcke objeKTe KOju ce M3ydaBajy
y aJjirebapckoj Teopuju O6pojesa, ['ajryaoBoj Teopuju, ejeMeHTapHO] Teopuju OpojeBa, Kao u
y reomerpuju. Vcropuja mpoydaBamba OBUX IIOJHHOMA je BeoMa jayTra u cexke g0 Ojrepal u
Bangepmonga?. IToceban ocBpT Ha IUKJIOTOMUYHE rojguHOMe mao je Fayc®. Hamwme, y mero-
BOj kmu3u Disquisitiones Arithmeticae TUKIOTOMUYHNA TOJTUHOMU UTPA]y YIOTY Y JTOKa3y
KOHCTPYKTHOMJTHOCTY ITPABUJIHOT TOJIMTOHA ITOMONY Jiemupa u Iectapa. V npyru nmosnaTu
MaTeMaTmdapu, Kao mTo cy Aben! m Kpomekep®, HacTaBmiam cy Ja ce MHTEpeCyjy 3a OBaj
TN nojimHoMa. [IWKI0OTOMUYHM TOJIMHOMY, TTOCEOHO FHUXOBU KOeUINjEHTU, aKTYyeJHa CY
TeMa ¥ y JAHAIIbE BPEMe U MPEeIMeT Cy BEJUKOr Opoja MCTpaKuBarba (HEKa Ol BUX Cy |3,
20, 24, 45]). Mebhyrum, nako mocra mpoydaBanu, KOedUIHMjeHTH OBUX HOJIMHOMA U JIaJbe Cy
MUCTEPUO3HMU.

Mycukep u Pajuep y pany [37] koedurmjeHTrnMa IUKIOTOMIIHOD TOJIMHOMA Jajy TOIO-
JIOIIKO TyMademe NMPUAPYKYjyhn cBAaKOM KOeUIMjeHTy OAroBapajyny CUMILIAIIjaTHA KO-
MIieke. Kao mHCnmpanyja 3a neduHuCcambe MPUAPYKEHUX CUMILTUIN]ATHIX KOMILIEKCA ay-
TopuMa cy mociaykuan pagosu Boskepa [9], Kananja [19] u Anuna [1]. Vcnocrasmpa ce na
KOMILJIEKCH TIPUJIPYKEHU IIUKJIOTOMIYHOM mojimHoMy Py, () ucnosbaBajy Beoma Jiere 0coOnHe
3a CBe IIPUPOJIHE OpojeBe N = PiPs - - Py, TJE CY P1,P2, - - -, Pg PABIUIUTH ITPOCTU OPOjEBU U
d # 3. Hamme, y ciyuajeBuma Kajia je d # 3 XOMOTOIICKH THUIT IIPUIPYKEHOT CUMILIATIN]AJTHOT
KOMILJIEKCA Jlaje TMOTIYHY MH(MOPMAIHjy O BEJIMYNHU KOHKPETHOT KOedUINjeHTa ITOJTUHOMA
®,,(x). Mehyrum, To Huje yBeK ciyuaj Kaja je d = 3.

Y 0BOj r1aBu 0ABUMO Ce TPOyYaBALEM CUMILIAIU]AJTHUX KOMILIEKCA MTPUJIPYKEHUX IIH-
kjioroMuaHuM nosmaoMuma D, (), rie ¢y p, g, r pasnmuantu npoctu 6pojesn, u oxpelyjemo
XOMOTOIICKE THIIOBE TUX KOMILJIEKCa KaJia je To Moryhe.

Leonhard Euler (1707-1783)

2 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796)
3Jochann Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
Niels Henrik Abel (1802-1829)

®Leopold Kronecker (1823-1891)
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

5.1 ledunuiiuja
Ako je n =pi'---py, e; > 1 u p; cy upoctu 6pojeBu, Tasa CIeU Ja je
(@) = Py, (/7171
(Bumern Teopemy 4.4). Ilpema ToMme, y pasMarpamy [UKJIOTOMUYHUX IIOJIMHOMA JIOBOJHHO je

OIPAHUYNTH CEe HA pa3Marparbe oHux nojmuoma P, () rie je n npupoman 6eckBaapaTan 6poj.

Hexka je p mpoct 6poj u K, 0-auMeH3snonn alncTPakKTHA CUMINIANN]ATHE KOMIIJICKC KOjH
YKYIIHO IMa p TeMeHa. lemeHa KoMILIekca [, obesexkeHa cy ocTalyuMa 110 MOIYIY P, OIHOCHO
CKYTI TeMeHa je

{0 mod p,1 mod p,...,(p—1) mod p}.

8a pazimuure mpocre 6pojese P, . . ., Pg, OBHATUMO Ca
Koy, pa = Ky %0 % I,
CHMILINIMJATHO chajarbe Kommaekca K, ..., K,,. Haxme, xommrexc K, ., je (d — 1)-

JIIMEH3UOHU AIICTPAKTHU CUMILTUIIA]ATHA KOMILIEKC YUju cy paceTn 00eIeKEeHN HI30BUMA

(71 mod p1, ..., jq mod py).

Hexka je n = p; - - - pg. Ha ocnoBy m3omopduzma
Z/p\Z x -+ x L)psZ > T/nZ,

rapanToBaHor KuaeckoM TeopeMoM O ocTtalmma, dacere MOXKeMO HICHTH(MUKOBATUA Ca, ejle-
mentuma rpymue Z/nZ. Pacer obenexen Huzom (j; mod py, ..., jg mod py) mMoxkemo kpahie
06eseKUTH Fj nod n, IPU deMy je j = j; (mod p;), 3a cse ¢ € {1,...,d}. Cauuno, cumIekcu
HUKUX JIMMEH3Mja MOTY OUTH MJIeHTU(MUKOBAHU ca KoceTuMa mnoarpyna rpymne Z/nZ. Tako,
Ha npuMep, (d — 2)-CUMILIEKC MOYKEMO HIeHTU(MUKOBATH Ca KOCETOM Jjo + p%(Z /nZ), 3a HEKO
ie€{l,...,d} u jo € Z/nZ. Ilpema Tome, Jure

(.jil mod Diys - ’jik mod plk)7 {il, N ,Zk} C {1, N ,d},
acera I 0q4 » MOxKeMo Kpahe obesiexkutu j mod p;, - - - p;, .
J J 1 k
Ba mpoussospan ckyn A C {0,1,...,¢(n)}, o3naunmo ca K, MOTKOMILIEKC KOMILIEKCA

K, .. p, Koju je renepucan daceruma Fj o4y, TO€
jeAU{p(n)+1,0n)+2,...,n—2,n—1}.

IIpumernmo ma K, . ,, MOXKEMO IIOCMAaTpaTH KaoO KOMILJIEKC J0OujeH JembemeM daceTa
Fimodn:J € {0,1,...,¢(n)}, ayx muxoBux rpanuna Ha morkomiuiekc Ky. Jpyrum pedn-
Ma, K, pa = K{o1,.o(m)}-

ITpumep 5.1. Pazmorpumo mpeTxojiHo jeduHrcaHe KOMILJIEKCE HA MPUMEPY P1 = D, Py =
7. Kommnekc Ky, uuja je reoMeTpHjcKa peajn3alyja JaTa Ha cauny 5.1, je KoMiuieran
ounaprutan rpad. ITaprumuje osor rpada cy {7 mod 5},_57 u {i mod 7},_g5.
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5.1. JIEOHHHUIIIIA

Cimka 5.1: Kommreke K 7

IMoTrommneke Ky renepucan je dacernma {Fj mod 35}, Lae
je{om)+1,0n)+2,...,n—1} ={25,26,...,34)}.

Opuocuo, K je bunapruran rpad ca ckynoM rpasa {Fjmed 35}]-6{25,_,734}. l'eomerpujcka pe-
aJm3alja MOTKOMILIeKca Ky MoxKe ce BUIASTH Ha CJIMIHU D.2.

0 2 4 1 3 mod 5

E&l T F28 mod 35

2 4 6 1 3 5 0 mod 7
Cnuka 5.2: Kommieke Ky npuapyzxen nogmaomy Pss(x)
IMorrommaekce K4, A C {0,1,- -, 24}, nobujamo nonasameM dacera (rpana) { Fj mod n }jca

Ha noTkoMIiekc K. I'eomerpujcke peanusanuje KoMmiiekca K 4 3a HeKe KOHKPETHE CKYTIOBE
A mpukazane cy Ha cauu 5.3.

0 2 3 mod 5 0 2 4 1 3 mod 5
20 3
1

4 1
1 3

2 4 6 ) 0 mod7 2 4 6 3 ) 0 mod 7

IMorkommneke Kygy IMorkommnexe K yony

0 2 4 1 3 mod 5

2 4 6 1 3 5 0 mod?7

[MTorkommneke Kg 20

Cuuxka 5.3: IIpumepn kommiekca K4 npuapyzkenux moauaomy Pgs(x)
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Hexka je n npupojan 6eckBajipatan 0poj. HUKI0TOMUYIHOM MTOJIMHOMY

w(n)

o, (x) = Z c;x!

J=1

NPUIPYKYjeMO HU3 CUMILIUIMjATHIX KOMILIEKCa, 3a CBaKu KoedwuiujeHt 1o jeman. Koe-
dunujenty c¢;, j € {0,1,...,0(n)}, npuapyxyjemo xommiekc K. [axme, y KonTekcry
MUKJIOTOMUIHOT mtosinHoMa P, () ucnuryjemMo KoMILIeKce

Koy, Kq1ys - - Koy

Kao U IbUXOB 3ajeITHIYKN ITOTKOMILIEKC K.

5.2 CgBojcTBa

Y oBom moryiaBsby ussazkemo pesysnrare Mycukepa u Pajuepa us paja [37] koju ce tuay
CBOjCTaBa CUMILIUIMJAJTHUX KOMILJIEKCA IIPUPYKEHUX TUKJIOTOMUIHOM rojinHoMy. Mycukep
u Pajuep anasimsupasiu cy Kako ce ojipehena cBojcTBa IMUKJIOTOMUIHUX TTOJIMTHOMA OJIPaYKaBajy
Ha npupyKere komiiekce. Openm ¢y XOMOJIOTHje TTPUIPYKEHUX CUMILIATIA]ATHUX KOM-
IJIEKCA U JIOBEJIM Y Be3y KoedUIMjeHTe ca XOMOJIOIIKUM TpynaMa. lakobhe, 3a n = p; - - - Dq,
rje je d # 3, ope i Cy XOMOTOIICKUA THUI TPUIPYKEHUX CUMILIAIMJATHAX KOMILIEKCA. Y
HACTaBKYy JajeMO IIPerJie]l TOMEHYTHX Pe3yJITaTa.

3a nouerak, HaBeUMO cjiefiehy nHTepecanTHy Be3y n3Mel)y MUKIOTOMUYHUX TOJMHOMA W
npuapyzkenux komiiekca. Heka je n > 1 npupoman 6ecksaaparan 6poj. Kommeke Kyjy auje

norpebro pazmarparu 3a cee j € {0,1,...,¢(n)}. JoBo/bHO je orpaHUYIUTH Ce HA U3YUaBarbe
kKomIuiekca Ky Takpux ga je j € 10,1,..., @W } Hauwme, nHa ocHoBy Teopeme 4.2, ciieau
J1a ¢y KOeDUIMjeHTH TTOJIMHOMA,
o(n)
d(n) = Z e’
=0
CHMETPUYHHM, OJJHOCHO C;j = Cy(n)—j, 3a cBe j € {0,1,...,¢(n)}. Ca mpyre crpane, Kao aHajo-

TOH TOMe, jaBiba ce (eHomen Ja cy Komiuiekcu Ky u Ky ,)—j) u3oMopdHu.

Teopema 5.1 (ITornasbe 8.2., [37]). Hexa je n = py---pg, 2g€ CY Di,-..,Pq PA3AUNUTIY
upoctiu bpojesu. 3a ceaxo j € {0,1,...,p(n)}, womirexcu Ky u Kipmy—j) €y usomopdru.

Aoxas. Hedbunumumo npeciukasame 6 @ Ky — Kiyn)—j) Ha caegehn magum:
k; mod p; N (p(n) — k;) mod p;,
sacse k; € {0,...,p; — 1}, i € {1,...,d}. Jacuo je na je rana
O(Fk mod n) = Fl(n)—k) mod n
sacee k € {o(n)+1,...,n—1}U{j}. Haxne, 0 je usomopdusam KOMILIEKCA. O
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5.2. CBOJCTBA

Teopema 4.3 Takohe mma cBoje TomoJiomko Tymademe. Heka je n € N merrapan 6poj u

¢(n) . e(n) .
Oy, () = Zc}xﬂ nu ¢,(x) = chxj.
j=0 Jj=0
AKo je m = pi---pg, TOE Cy p; UpocTH GpojeBH, obeexuMo ca K = Kop,..pg 1 K =

K, .. p,- Kommieke K uma gsa nonatna tremena 0 mod 2 u 1 mod 2 y onnocy Ha Kommeke K.
Bampaso, K mpejacraBiba CyCHeHSH_jy YK KOMILJIEKCA, K. Csakom (bace_Ty F; tmod n KOMILTIEKCA

K onrosapajy tauno nsa dacera Fjmed 2n 1 F(j1n) mod 2n KOMILIEKCA K.

Paszmorpumo norkomiuiexce K (j; u Ky, xommiexca K u K 3a j € {0,1,...,¢(n)}. Ha
ocHOBY TeopeMe 4.3 KoedHnujeHTH ¢; U ¢; uMajy ucty Besuuuny. Ca apyre crpase, UCIIO-
CTaBIba Ce /I3 je KOMILIeKC K {j} XomoronaH cycuensuju LK(;; komnekca K. Cycnensmja
YK {jy je m3oMOpdHa HOTKOMILIEKCY KOMILIEKCa K {j} KOju je renepucan gaceTuma {Fk mod 2n }'s
rje

ke{jj+ntufon)+1,....n—1Lon)+n+1,...,2n—1}.

Csaku o1 peoctayux dacera F (i) mod 20s k € {0, ..., p(n)}, komtekca K ;) caapxu cio-
6omu0 sue k mod 2n, Hakie, 3a cBako k € {0, ... ( )}, MOXKe ce M3BPIIUTH CHMILIAIINja~
nuu kostanc K (jy\ {k mod 2n}. Konauso, saKbeqyJeMo naje K(jy ~ XK. lakie, 10BOJbHO
je orpannunTH ce Ha MocMaTpame Komiutekca Ky u Ky npuapyxennx nojuaomy O, (x), rae
je n Henapas Opoj.

Y HapeJHMM IpONO3UIMjaMa JaTa Cy CBOjcTBa KoMmIiuiekca Ky m Ky Koja cy BaxkKHa 3a
onpehuBame HBUXOBOI XOMOTOIICKOT THIIA.

IIponosunmja 5.1 (ITponosunmja 5.1, [37]). Heka cy p, . .., pq pasausuitiv Gpocivu 6pojesu.
Taga je (d — 2)-cxenetti Komunexca K, ., CA0HCUS KOMUAEKC.

Joxas. VI3 yumenunia jia je cBaku 0-IUMEH3UOHN KOMILIEKC TPUBUJAJHO CJIOXKWUB U JIA je pe-
3yJITaT CAMILIAIUjAJTHOT CIajalba CIOXKUBUX KOMILIEKCA TaKohe CJIOKUB KOMILIEKC (TBpheme
1.1) cnremn ma je K, . ,, CIOXKHUB KOMILIEKC. JIOJATHO, BaXK! Ja je CKEJIET CJIOKUBOT KOM-
niekca Takobe ciokus (TBpheme 1.3) ofakiie ciueau TBpheme mpornosurmje. [

ITponosunmja 5.2 (IIponosunwja 5.5, [37]). Hexa je n = py---pg, 2ge ¢y p; Padisuuuitu
apoctiu 6pojesu. Iowromunaexe Ky apugpyorcen tosuromy P, (x) cagpotcu (d — 2)-cxeneis
komanekca Ky, .. Ipema @ome, xomtsexc Ka, A C {0,1,...,0(n)}, @Warohe cagporcu
(d — 2)-crese Komunexca Ky, .-

Jlokas. Kao mro cMo Beh HAOMEHyJIM y TIPETXOHOM MOIJIABJ/bY, TPOU3BObHE (d — 2)-cu-

MILIEKC MOXKEMO HJIeHTU(MUKOBATU ca KOCeTOM jo + 2-(Z/nZ), 3a neko i € {1,...,d} u jo €
Z/nZ. Kako je Kj renepucan daceruma { F; mod n}, r,ﬂ,e je{pn)+1,...,n— 1}, nokaxkumo
JIa CBAKH OJ IOMEHYTUX KOCEeTa MMa Helpa3aH mpecek ca ckymoMm Ag = {p(n)+1,...,n—1}.

U3 uumenure aa je <1 — —> < 1 cneqm na je

O (o ]

dacBe i € 1,...,d. Ipyrum peunma,



I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Kako ckymn Ay caapxu n — ¢(n) y3acTOMHUX MPUPOIHUX GPOjeBa, CBAKM KOCET jo + }%(Z /nZ)
k2

uMa HempasaH npecek ca ckymoM Ag. Jlakie, Ky saucra cajgpxu (d — 2)-cKener KOMILIEKCA,

K, . p,- Cob3upom Ha TO na je Kj moTKomIIekc Komiuiekca K 4, TupekTHo caeau na u Ky

canpxu (d — 2)-ckeser Kommiekca K, .. O

Teopema 5.2 (Teopema 7.1, [37]). Heka je n = py---pa, 2ge Yy p; PASAUNUTY TPOCTUU
opojesu. Taga:

(1) Komanere Ky uma xomonozujy (d — 2)-chepe, ogrhocro

H(Ky) = H.(5"?).

(2) Axo je ,(x) = Zfi%) c;x?, 3a ceako j € {1,...,0(n)} sasrcu ga je

Hy(Ky;y;2) = H.(B Uy, §7%2),
2ge je deg(f;) = ¢;.
Ha ocnoBy nperxojie TeopemMe, 3aK/bydyjeMo Jia je
Z]c;Z, akojei=d—2,
Hi(Kjy;Z) = Hi(B* " Uy, ™% Z) =< 7, akojei=d—1muc; =0,

0, nHade.

Jakse, xomosloruja Npuapy»KeHor KoMiuiekca Ky onpebhyje Besmanny Koedpunmjenrta c;
UKJI0TOMUIHOT mtosimHoMa P, ().

IIpumep 5.2. MiycTpyjMo MPeTXOHy T€OpeMy Ha MPUMEPY MUKJIOTOMUYHOT TTOJTMHOMA
Pas(x) =1 —2+2° — 2% + 2" —2® + 210 — 2!t 4 212 — 2P
Lol 16 4 1T 18 4 19 93 ) oo
Ha commum 5.2 moxkemo BujieTn Jia je Kj XOMOTOITHO 1mapy Tadaka, Iia je 3aucTa
H.(Ky) = B.(S°).

Y KoHTeKcTy KoedunmjenTa cg = —1 mocmarpamo cuMIMnujaaHu Komiuieke Kygy. Ha
ocHOBY camke 5.3, Komiuieke K gy je xomoronan tadku. Kako je B! Uy, S°, rae je deg(fs) = 1,
3ampaBo 1-JIUCK, JlaK/ie KOHTPAKTHOWIAH ITPOCTOP, BaXKU J1a je

H.(K7y) = H.(B' Uy, S°).

Koedunujenry cyp = 0 npuapyzxen je komiieke Koy, Ha coumpm 5.3 Moxe ce Bugern na
je xomzeke K (og) XoMoTOIAH yHuju KpysKuuie u tauke. Ca apyre crpane, mpocrop B'Uy, S,
rue je deg(f;) = 0, nobuja ce nerbemem rpanuie l-aucka Ha jegHy on ase Tauke 0-cdepe.
Hakme, y nutamy je Oyker 1-mucka u 0-cdepe, ma je

ﬁ*(K@O}) = ﬁ*(Bl Utao SO)

N3 nperxomaor npumMepa Hacjyhyje ce Jia, ceM XOMOJIONIKUX I'PyIia, ¥ XOMOTOIICKHM THIL
IpuApy»KeHor Komiuiekca Kyjy y sehunu cutyanuja jeaqHosnadno oapebhyje senuaumny Koedu-

ujenra ¢; ukaoTommaHor nommaoMa O, (z) = Y7 ¢;27. Hapeana teopema To notsphyje
o) 5 I, n — j=0 - pen P phyje.
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

Teopema 5.3 (Teopema 7.5, [37]). Heka je n = py---pa, 2ge cy p; PA3AUNUTY TPOCTHU
bpojesu, u @, (x) = ngg}) cjz?. Bad>4uAC{0,1,...,0(n)}, kominexc K4 je upociio
aosedan. 3a d # 3 eastcu caegehe:

(1) Komanexc Ky je romomoucku exeusarenitiar (d — 2)-chepu.

(2) Koepuyujen@ c;, j € {0,...,p(n)}, ogpehyje clieten aetnpera opujeniiucare ZpaHuYe
BA(Fj mod n) Pacetia Fjmoa n Ha pyngamentiantu (d — 2)-yura (d — 2)-cpepe Ky.

(3) Komunere K;y je xomomotcku exsusanenitan apocopy B Uy, S™2, zge je deg(f;) = ¢;.

Jlokas. 3a d € {1,2} tBpheme auperTrO caeau u3 treopeme 5.2. IlpernocraBumo na je d > 4.
QyHjamMeHTaIHA TpyIia Komiuiekca K 4 ojpeheHa je meroBuM 2-CKejaeToM, KOju je Ha OCHOBY
mporosunuje 5.2 UCTH Kao 2-ckejeT Kommiekca K, .. Ha ocmoBy mpomosumuje 5.1, 2-
cKeJjieT KomIuiekca K . je caoxus Komiieke. IIpema Tome, na ocHoBy Teopeme 1.3, on je
XOMOTOIICKY eKBUBaJieHTan Oykery (d — 2)-cdepa, u cTora je IpocTo MOBE3aH.

Y

Ca apyre crpaHe, Ha OCHOBY TeopeMe 5.2 BaKu Jia je ﬁ*(K@) >~ H,(S%?). Crora, 3
Xypesuuere Teopeme (IIpomnosumuja 7.5.2, [43]) ciemn ma je m(Ky) = m.(ST2). Tana, na
ocnoBy Bajrxenose Teopeme (ITociemuna 4.33, [14]) ciemu na je Ky ~ S42, uume je qoxazano
tBpheme (1).

Kako je kommieke Kyj) 100ujeH JIenbemheM IPaHUIe (d — 1)-cuminexca Fj ymod n, HA KOM-
wiekc Ky, va ocaoBy (1) u Teopeme 5.2 3akibyuyjemo ga Baxu (2). Tepheme (3) je qupexkTHa
nocsenuiia TBphema (1) n (2). N

Kako mperxognm nokas He BaxkKu Kajla je d = 3, npuapyzxkenum Kommneken Ky u Kpj
OCTajy MUCTEPHUO3HU y TOM cirydajy. Mycukep u Pajaep mocras/bajy nutame 1a Jiu IPeTX0/IHA
TeopeMa Baxku u 3a d = 3.

ITurame 5.1 (Ilurame 7.6, [37]). Heka je n = pqr, vae ¢y p,q u r Tpu pa3imdauTa IpocTa
opoja.

e /la n je xommaekc Ky XOMOTOIICKK eKBUBAJEHTaH Kpy:kHuim S'?

e Jla yia je komIuiekc K ;1 XOMOTOIICKH €KBUBAJICHTAaH IIPOCTOPY B2U i SY, re je deg(f;) =
Cjs .7 S {07 17- . 790(71)}7

Y Hape IHUM MOTJIABJHFUMA, JIajeMO JIeIUMUYaH OJIIOBOD Ha IUTambe 5.1, OJITHOCHO OIUCYjeMO
HEKe cJIydajeBe KaJia je OJroBOp MOTBP/AH.

5.3 Kowmmiekc Ky npuapyxkes nonuaomy ¢, (z)

Opo mormaBbe mocBehyjeMo j1eTa/bHOM HCIUTHUBAaMGY CTPYKTYPE CUMILIUIINA]ATHOT KOM-
wrekca Ky npunpyzxenor nosunomy P, (x), rme cy p,q,r npocru 6pojeBu u p < ¢ < 7.
Heka je n := pgr. Ha ocHOBY aHa/in3e U3 MPETXOJIHOT MOTJIaB/ha MOYXKEMO MPETIIOCTABATH JIa
24 n.

CuMmnymmpmjannn KkoMiieke K, o, uMa p + q + r TeMena:

Omodp, 1modp, ... (p—1)modp,
Omod g, 1modgq, ..., (¢g—1)modgq,
Omodr, lmodr, ..., (r—1)modr,
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Koja Kpahe obesexkaBamMo OpojeBuMA:
Ovap_]-vpa7p+q_17p+Q77p+Q+r_1

[Torkommieke Ky je TBOAMMEH3MOHN CUMILIUIIA]AJTHI KOMILIEKC KOjU ce cacToju o hacera
{Fjmodn},tmej € {p(n)+1,...,n—1}. Hakie, kommaekc Ky uma yKymnHo pg+pr—+qr—p—q—r
dacera.

[Ipumerumo ma 6poj dacera y komrekcy Kp y HEKUM CJIydajeBUMa MOYKe OUTHU PeyKO-
BaH. Hawuwme, Kako je

pg+pr+gqr—p—q—r=qr+(pg+pr—p—q-—r),
axo je qr > pr +pq — p — q¢ — r, l-cumiiexkc
7 mod gr

je caobonuo e dacera Fjmodn, 328 ¢Be j € {p(n)+pg+pr—p—q—r+1,...,0(n)+qr}.
ITpema Tome, Kosanc komiiekca Ky va norkomiuieke K\ {j mod gr} moryh je 3a j € {p(n)+
pqg+pr—p—q—r+1,...,0(n)+ qr}. Yeomuko je qr > pr 4+ pqg — p — q — r, O3HAINMO Ca
_ )+ar
K@ K@ \ {j mod qr}] =p(n)+pg+pr—p—q—r+1 (51)
KOMILJIEKC JI0OMjeH HU30M KoJiarca KoMmiuiekca K. Kowmiurekc I?@ caunmeH je oj dacera
{F} mod n}7 rae

je{en)+1,....0(n)+pg+pr—p—q—r}U{en)+qr+1,...,n—1}.

Ykynan 6poj dacera y JN(@ je 2(pq + pr —p — q — r). Kako je komrzekc IN(@ JI00MjeH HU30M
KoOJIarca oj, Komiaekca Ky, cienu na je

K@ >~ f?@.

IIpumep 5.3. Kommieke Ky npumapyzken moauaomy Pss.q1(z) cacroju ce on Hapemuux 84
dacera:

0,4,12],[1,5,13],
2,5,12],[0, 6, 13],
1,6,12],[2,7,13],
0,7,12],[1,3,13

3,12],[0,4,13
1,4,12],[2,5,13],
0,5,12],[1,6,13],
2,6,12],[0,7,13],

2,6,14],[0,7, 15],
1,7,14],[2,3,15],
0,3,14],[1, 4, 15],
2,4,14],[0,5,15
1,5,14],[2,6,15
0,6,14],[1,7, 15],
2,7,14],[0, 3, 15],
1,3,14],[2,4,15],

1,3,16],[2,4,17],[0,5,18],[1,6,8],[2,7,9], 0,3, 10], [1, 4, 11],
0,4,16],[1,5,17],[2,6,18],[0,7,8],[1,3,9], 2,4, 10], [0, 5, 11],
2,5,16],[0,6,17],[1,7,18],[2, 3,8],[0,4,9], [1,5, 10], [2, 6, 11],
1,6,16],[2,7,17],[0,3, 18], [1,4,8], 2, 5,9], [0,6, 10], 1,7, 11],
0,7,16],1,3,17],[2,4, 18], [0,5,8],[1,6,9], [2,7,10], [0, 3, 11],
2,3,16),[0,4,17], [1, 5, 18], [2,6, 8], [0, 7, 9], [1, 3, 10], [2, 4, 11]
1,4,16],[2,5,17],[0,6,18],[1,7,8],[2,3,9], [0, 4, 10], [1, 5, 11],
0,5,16],[1,6,17],[2, 7, 18].

) Y ) ) ) )

[ L1 ]
[2,5,12], | ]
[1,6,12], [ ]
[0,7,12], [ I,
[2,3,12], | ]
[1,4,12], [ ] 7
[0,5,12], [ ]

[2,6,12], | ]

il ]
Il ]
L1 ]
Al I
I ]
Al ]
Hl ]
Il ]

}
}
}
I
}
}
}
}

Al
Al
Al
Al
Al
Al
Al
Al

Kako je 84 = 55 + 29, kommieke Ky nma 55 — 29 = 26 cobogaux Jsmna. Cioboana ura y
KoMmILtekcy Ky cy

3,8, [4,9], [5,10], [6,11], [7,12], [3, 13], [4, 14], [5, 15], [6, 16], [7, 17], [3, 18],
[4,8],[5,9],[6,10], [7,11], [3,12], [4,13], [5, 14], [6, 15], [7, 16], [3, 17], [4, 18],
[5,8], 6, 9], [7, 10], [3, 11].
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

IIpema Tome, Komiieke K je XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTAH CBOM TOTKOMILIEKCY Ky Koju ce
cacToju o1 HapeaHnX 58 dacera:

[0,4,12],[1,5,13],[2,6,14],[0,7,15], [1,3, 16], [2, 4, 17], [0, 5, 18], [1, 6, 8], [2, 7, 9], [0, 3, 10], [1, 4, 11],
[2,5,12],[0,6,13],[1,7,14],[2,3,15], [0, 4, 16], [1,5, 17], [2, 6, 18],[ 7.8],[1,3,9],[2,4,10], [0, 5, 11],
1,6,12],[2,7,13],]0,3,14], 1,4, 15], 2,5, 16],[0,6,17], [1, 7, 18],
[1,4,12],[2,5,13],[0,6,14],[1,7,15], 2,3, 16], [0, 4, 17], [1,5, 18], [2, 6, 8], [0, 7, 9], [1, 3, 10], [2, 4, 11],
[0,5,12],[1,6,13],[2,7,14],[0,3,15], [1, 4, 16], [2, 5, 17], [0, 6, 18],[ 7.8],[2,3,9],[0,4, 10], [1,5,11],
[2,6,12],[0,7,13],[1,3,14],[2,4,15], (0,5, 16], [1,6, 17], [2, 7, 18].

Ca jgpyre crpane, KOMILUIEKC Ky NPUPYKEH NUKJIOTOMUYIHOM mosuHOMY Pii.13.17(z) HEMA
cimobomaux Jumna. Y oBoM ciaydajy Opoj dacera y xomriekcy Kp je 510. Kako je 510 =
2 - 221 + 68, 3ak/bydyjeMo Ja je cBaKu 1-CUMILJIEKC JIUIEe OapeM JIBa 2-CHUMILIEKCA.

Y HacTaBKy pasmarpaMo cIydajeBe Kaja je r > pq —p — q. Tamga je
qr >pr=pr+r—r>pr+pg—p—q-—r.

Hakse, ako je r > pq — p — q, yMeCTO KOMILIeKca Kj MOXKeMO MoCcMaTpaTu KOMILIEKC K.
Kaxko Bazxku na je

pg+pr—p—q—r=(pP—1)r+pg—p—q,

ckyT hacera KoMIiekca Ky je JUCjyHKTHA YHHja CKYIIOBa

{F(go(n)+dr+i) mod n}dE{O,...,pfl}U{q,...,p+q71},i€{1,...,qupfq}

{Flo(n)+dr+i) mod n }de{0,... p—2}Ufq, .. pta—2} i€ {pa—p—aq+1,.}

Ca spyre cTpaHe, BaXKu Jia je

p(n)+dr+i=p-1)(¢—1)(r—1)+dr+i
=pqr—qr—pr+r—pg+q+p—1l+dr+i
=g—q-—p+l+dr+i—(pg—qg—r+1)

olaKJIe CAen A je

(p(n) 4 dr + i) mod r = rti-(pg-g-ptl), P€il..pg—p—a) :
i—(pg—q—p+1), ie{pg—p—q+1,...,1r}

Ha ocroBy nperxosnor, ako i € {1,...,pq — p — q}, cBaku acer Koju npurnaja ckyiy dacera
{F n)+dr+i) mod n} rae de {O EY Za 1} U {qa oDt q— 1}7 CaZlpzKi TeME

(r+i—(pg—q—p+1)) modr,

Koje je obesrexkero 6pojeM 1 + 2p + 2q — pq + i — 1. Camuno, 3a i € {pg—p—q+1,...,1},
TeMe

(i—(pg—q—p+1)) modr,
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Koje je obesexkeno opojeM 2p + 2q — pq + ¢ — 1, npunaja cBakoMm oji ¢dacera u3 CKyIla
{Fon)+drti) modn}s Tae d € {0,...,p—2} U{q,...,p+q—2}. Kaxo cBaku dacer komiiekca

Ky cappku TaqHO jenHO TeMe u3 cKyna TeMeHa {p+q,...,p+ q+r— 1}, 3akmydyjemo ma je
" p+q+r—1
Ky = U Stf?@ (t).
t=p+q

VY 1musby 10jeIHOCTaB/bEHhA 3AIINCa, YBEIUMO ciejehe O3HaKe:

Tl :{p+q77r+2p+2q_pq_1}7
Ty :={r+2p+29—pq,...,p+q+r—1}.

Jacno je maje ' UTy ={p+gq,...,p+q+r—1}.

Kako dacer Fy(n)tdrti) modn CAAPKE TeMe t = 2p +2q —pg + i — 1, kama i € {pg —p —
g+1,...,r},de{0,....,p—2}U{q,...,p+ q— 2}, ciienm na je

Stl?@ (t) = {F(w(n)+d7"+t—2p—2q+pq+1) mod n}dE{O,...,p—Q}U{q ..... p+qg—2}> (52)

sat el Kamai e {l,....p9—p—gq},d e {0,....p—1}U{q,...,p+ q— 1}, dacer
Flo(n)+dr+i) mod n CaIpKE TeMe t =1 + 2p + 2 — pg + 1 — 1, na je

St[?@ (t) = {F(SO(n)+dr+tfr72p72q+pq+1) mod n}de{(],...,pfl}u{q,...,p+q71}a (53)
sateT,.

ITpumep 5.4. Kommekc I~(@ IPUAPYKEH IUKJIOTOMIIHOM MTOMUHOMY P3.5.11 jeTHAK je YHUJU

18
Jstz, ().
=8
Ba cako t € Ty = {8,...,11} Baxu na je
Stf(@ (t) = { F80+11d-+t) mod 165 }de{0,1,5,6} -
Axo t € T, = {12,...,18}, Taza je

Stf(@ (t) = {Fl69+11d+) mod 165}de{0,1,2,5,6,7}-

Tako je, Ha mpumep,

Stf(@ (10) = {FQO mod 1659 FlOl mod 1659 F145 mod 1655 F156 mod 165}
= {[0,3,10], [2,4, 10], [1, 3,10], [0, 4, 10]}.

Stf(v) (13) = {FSQ mod 1659 F93 mod 1659 F104 mod 1655 F137 mod 1655 F148 mod 1659 F159 mod 165}
={[1,5,13],[0,6,13], 2,7, 13], 2, 5, 13], 1,6, 13], [0, 7, 13]}.
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

5.3.1 Ilorkommiexc Sty (1)

Kako GHCMO HMAJIH JeTa/bal YBHJ Y CTPYKTYpy KoMmillekca Ky, anamusupahemo cTpyk-
TYPY F-CrOBHX IOTKOMILIEKCa Sty (t), t € Ty UTs.

Oznaunmo ca
[aﬁ-, b;" t] = F(<P(n)+(j—1)T+t—2p—2q+pq+1) mod 7
Kaga t €T, n
[a;-, bz" t] 1= Flo(n)+(j—1)r+t—r—2p—2¢+pg+1) mod ns

kana t € Ty. Ha ocuosy (5.2) u (5.3), jacHo je na je

Stf(@ (t> - {[CL;, b;; t] }je{l,...,p—l}U{q—i—l,...,p—i—q—l}7 (54)

gate T, n
St[?(o <t> = {[‘%’7 bzv t] }je{1,...,p}U{q+1,...,p+q}, (55)
sateT,.

Heka cy | : N — {1,...,p} u k : N — {1,...,¢} dbysxuuje nedunucane na ciaenehn
HAYWH:

k(i) =

q akojeq|i

(i) = {imodp, aKo‘?epM:
P ako je p | i

{i mod g, axo je q1i

Iocmarpajmo dacere [af, bj,t] u [aj,;, bi,;, t] moTKOMIIEKCa St (1), Tae t € T1. Axo je

[at, bt t] = Fjmodn, 32 Heko d € {p(n) +1,...,n — 1}, Tana je [afﬂ,bﬁﬂ,t] = Flitjr) mod n-

Kana p|j, Baxku ga je d =, d + jr. Cinuno, ako ¢ | j, ciequ na je d =, d + jr. Ilpema Towme,
JI0JTa3UMO J10 3aKJby4IKa J1a je

t t t t
Kaxo cy p u r y3ajaMuo pocTu, Temena aj, a, . . ., a; € K, mehycobuo cy pazmuunra. Takobe,
remena bt b ... bfl € K, mehycobno cy pasauanta, jep Cy ¢ U 7 y3ajaMHO IIPOCTH OpOjeBH.

Ha ocuosy (5.4) u (5.6) 3akspy4ayjemo ja je
St[?@(t) = {[aﬁ’ btl?t]’ [aév bt27t]a Ty [a’;—la bfo—bt]’
[af(qul)v biv t]> [af(q+2)7 b;, t]> T [a’f(p+q71)7 b;fl, t]}a
3at € Tl.

Wunexcn {l(¢ + 1),l(q +2),...,l(p+q—1)} C {1,2,...,p} mehycobro cy paznuaurw.
Taxobe, Baxu na l(q) € {l(¢+1),l(g+1),...,l(p+q—1)}. Ca apyre crpane, Kaxko p 1 q,
ciemu ja je je l(q) # p,nal(q) € {1,...,p—1}. Crora, p € {l(¢q+1),l(¢g+1),...,l(p+qg—1)}.

IIpumernvo s je 1-cummrexe [by, ¢] smte Tasmo gpa 2-cummtexca [af, by, ¢ u [aj,, ). 05, ],
sacnej € {L,....p—1}. Kaxol(g) € {1.....p—1} ni(q) & g+ 1). g 1) ... 1(piq— D).
L-cuminexce [aj ), t] je mmne Taduo jexnor 2-cummiexca [y, by, t]. Comamo, kako p € {l(p+

D,..lp+q—1D}rupg{l,...,p— 1}, jenunn 2-cummiekc 4uje je mune 1-cumiiexc [al, t]

je lap, by, ) t]. Csaxn ox npeocramx 1-cnmmexca [ag, ], j € {1,...,p—1}\{l(¢)}, je e
TavHO JBa 2-cuMILIeKca [aj, bl, t] u [af, by, .t
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Ha ocnoBy mperxojsiHor, Ha caunm 5.4 jgata je reOMeTijCKa peasm3ariuja MOTKOMILIEKCA
Stz ( ), t € T. Kako p t ¢, npumerumo na je {I(q),1(2q),...,l((p—1)q)} ={1,2,...,p—1}.

)2 bt

it

) (3)

t
A1((p-2)q)

_ ot
Al(pg) = Gy

bf
(p—1)q) "

b
1((p—1)q)

t
L ((p-1)q)

Cmmka 5.4: Tlorkommneke Sty (1), ¢ € Ty

IIpumep 5.5. IlocmaTpajMo TOTKOMILIEKC
Stl}o(l()) = {]0, 3, 10], [2, 4, 10], [1, 3, 10], [0, 4, 10]}
KomIekca Ky npuapyzenor nomaoMy Pss.11(x) (Bugern nmpuvepe 5.3 u 5.4). Baxu ga je

al® =0, al’ =2, al® =1, b} = 3 u bi° = 4. Teomerpujcka peasuzanyja MOTKOMILIEKCA
St;(@(lo) JlaTa je Ha cymim 5.5.

b =1 =2

all(olm =0

bty =3 aifts) =1

Cimka 5.5: Ilorkommnexe Sty (10)

Y cayuajy kana t € Ty, Ha ocroBy (5.5) u (5.6) 3aKk/byUyjemMo Ja je
Stfg@(t):{[a’i,bﬁ,t], lag, b5, t], ..., lag_y, by, ], [ag, by, 1],
[ag(Q+1)7b§7t]v [ag(q+2)7b;7 ]7 SR [ §p+q 1) b; 1 ]7 [ I(p+q) 7b§n ]}

Jacwo je ma je {l(¢+1),...,l(¢ +p)} = {1,...,p}, na je caku ox l-cummyiekca [a},t] u
[0%,t], t € {1,...,p}, mune Tauno apa 2-cummyiekca. Cumriexc [af, t] muane je 2-cumrurekcnva
[a ;,b;, t] u [af, by, tl, mox je cummrexe [b,¢] mme 2-cuvmnexenma [af, b5, ¢ u [ag,, ), b5, 8]

l'eomerpujcka peammsammja moTkommekca Sty (t), t € Ty, nara je na caurm 5.6. Kako

p1q, saxu ma je {I(q),1(29),...,l(pg)} = {1,2,...,p}.
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) ag) bt

bt

a]lf(3q)

t
((p-2)q)

¢
bl((pfl)q)

al bf((pfl)q)
U((p—1)q)

Comka 5.6: ITorkommueke Sty (1), ¢ € Ty

IIpumep 5.6. IlocmaTpajMo TOTKOMILTIEKC

Stf%@(B) ={][1,5,13],[0,6,13],[2,7,13],[2, 5, 13], [1,6, 13], [0, 7, 13]}
KOMILJTEKCA IN{@ npuapyResor moguHomy Pgs.q1(x) (Bumern npumepe 5.3 u 5.4). Baxu na je
al?=1,a3> =0,a}®> =2,b1> =5, 013 = 6 u b> = 7. Teomerpujcka peauszanyja MOTKOMILIEKCA

St,(13) nara je ma commm 5.7.

biy) = 6 ajyy =0

aly = 1 b =7

b11(310) =5 azl(gi5) =2

Cumka 5.7: IToTkommurekce St g@(l?))

5.3.2 AnumkKIm4YHO JUCKPETHO BEKTOPCKO I0oJbe Ha K

Kako 6ucMO MOIJIM OpeUTH XOMOTOIICKM THII KOMILIeKca Ky moTpaxkuheMo JIUCKPeTHO
AIMKJIMIHO BEKTOPCKO IOJbe Ha K| ca INTO Mambhe KPUTUYHUX 2-CHMILIEKCA. 34 IOYeTaK,
JIepUHUIINMO JIUCKPETHO BEKTOPCKO I0Jbe S; Ha IMOTKOMILIEKCY St %, (t), t € Ty, na crenehn
Ha4YUH:

Sy = {{[btl,t], [af, 0%, ]}, oo {[B) 1, ] (a1, by, 8]}, (5.7)
{[ails(qul)v t]? [a’f(qul)a btla t]}? SR {[a;(erqfl), t]a [af(p+q71)7 b;t)fl? t]}

{{t): fara: 1} -
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,H&Kﬂe, 3a j17j2 € {L e P 1}5
{[b5,.t], [a3,, 0", 1]} € S,

J27
aKo je ji = jo. Ako je ji1 =l(q + ja), Tana
{[a%,,t], [at , 0. ,t]} € S,

J1? J17 7J2?
[Tpumerumo na je (g + j2) # j2, jep q + j2 #p Jo- Kaxo l(q) € {l(¢+1),...,l(¢g+p— 1)},
1-cumILIekc [y, t] HUje yrmapen HE ca jeJHUM 2-CHMIUIEKCOM. 3aKJbydyjeMo JIa je JUCKPETHO
BEKTOPCKO ToJbe S; 11006po gedunmcano. JlogaTHo, BEKTOPCKO MOJbe S; je alUKJINYIHO I1a, je
I'PaJINjeHTHO BEKTOPCKO NOJbe Heke juckperHe Mopcose dyukimje (Bumetu ciuky 5.8(a)).
I[Ipumernmo 1a je
@(St;(@ (t),S;) = Lkg@ (t) C Kpy

(Buzmeru ciuky 5.8(0)).

¢ t
a . a .
" 1(2q) b; @ y 1(2q) bl(q)
1(29)
! t
0 a4
ay; at,.
H3a) 1(30)
t
% ((p-2)q) Ay((p-2)q)
at ot
¢ t
(I gy T g
G ((p-1)q) U(p—1)q) U (p—1)q) 1((p—1)q)

(a) (6)

Cmmka 5.8: (a) I'panujentno Bekropcko nome Sy, ¢t € 11, (6) €(Stg, (¢), St)

Jlema 5.1. Hexa je n = pqr uwr > pq — p — q, 2ge cy p,q,r upocwuiu 6pojesu. Awxo je C
UPOU3BOHLHO AUUKAUYHO UOLE HA UOTUKOMUNEKCY Stf(@ (Tz), waga je

V= (Usz)uc

teTy
AUUKAUYHO qUCKPETUHO BEKULOPCKO UODE HA [?@ WaKeo ga je
C(Ky, V) = €(Stg, (T2), C) ULk, (T)).
Zloxas. Baxu na je
U Sti, () ] nStg, (6) € Likg, (0),
T UT\{t}

3a cee t € T;. Kako je G(Stf%@ (t),S;) = Lkz, (t), U3 MPETXOMHOr 3aK/bYyUyjeMO Ja CBAKU
CUMIIJIEKC TIPUITaJIa HAJBUINE jeTHOM apy, na je V mo0po JedWHNCAHO JUCKPETHO BEKTOPCKO
nosbe. JomarHo, 3a cBe t € T Baxku

U Stg, (') #= Stg, (8) \ Lkg, (1).

t'eTy UTQ\{t}
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

IIpema TOMme, He MOCTOje HETPUBHUjAJHU THKIycH y Ky KOju caJipKe eJIeMEHTEe U3 CKYIa

User, (St 7%, () \ Lkg@(t)) [TpumeTnmo Jia Cy CUMILTIEKCH

(U Lk;(@(t)) \ St, (T2)

teT

Heymaperu y V. Kako je

Ko = (U (5t2, 0\ Lkmw)) - ((U Lkm) \Stmm) Sty (T2),

teT teTy

SaKJBy‘{yjeMO patst je %4 AMUKJIMYHO JUCKPETHO BEKTOPCKO IIOJ/bE€ Ha KOMILJIEKCY I?Q), npu 4emy
je -

O]

Kaxko je kafw (Ty) C K,,, nperxonHa JjileMa IIOKa3yje Ja Cce IpOHAJa3aK oarosapajyher

AIIMKJINIHOT BEKTOPCKOT TI0Jha Ha KOMILIEKCY Kj MOXKe cBeCTH Ha IIpOHAJIa3aK ofrosapajyher
AIIMKJINIHOI BEKTOPCKOT IT0Jba HA FENOBOM IOTKOMILIEKCY St f(@(TQ).

5.3.3 Ilorkommuekc Sty (13)

Kommiexc Stf(@ (T3) cacroju ce ox dacera Fyuu)idrii, tne i € {1,...,pg—p—q} nd €
{0,....,p — 1} U{q,...,p + ¢ — 1}. Tlpumerumo na 6poj dacera KOMILIEKCA Stz, (T3) me
zasucu ox r. IllTa Buire, mokazahemo na 3a dpukcupane nmpocre 6pojeBe p U q Huje MOTPEOHO
pa3MaTpaTi KOMILIEKC Stfﬂa (Ty) 3a ce mpocte 6pojeBe 7. JIoBOBHO je pasmaTpaTH OBaj
KOMILJIEKC 338 KOHAYHO MHOT'O TIPOCTUX OpojeBa 7.

Heka cy r,7" > 7 pasmuunru npoctu 6pojesu. Obesrexxumo ca IA{'@ u I?é onrosapajyhe
KOMILIEKCe 3a N = pqr u n' = pqr’, penom. Ilocmarpajmo norkominiekce St k@(Tg) u St i (T3),

rJie je

Ty={r+2p+2¢—pq,....,p+q+r—1},
T, ={r'"+2p+2¢—pq,...,p+q+7r —1}.

Kowmmexe St (T2) renepucan je dacernma

{F“D(”)errﬂ }d€{07---7p—1}U{q,---7p+q—1}7i€{17---,pq—p—q} ’

JIOK je KOMILIEKC St i (T3) renepucan daceruma

{Fw(",HdTIH}d€{0,~~-,pfl}U{q,--~,p+q*1},i€{1,~-,qupfq} )

Jakie, St %, (T3) m Stf{é(TQ’) umajy uctu 6poj dacera. [lomaTHo, mcnocrasba ce Ja Cy 3a

oxpehene npocre 6pojese r u ' 0OBU KOMILIEKCH W30MOP(HMU, O YeMy I'OBOPH HAPEIHA TeOpeMa.

Teopema 5.4. Hexa cy p,q apociiu bpojesu waksu ga je 3 < p < q. Axo cy r,r’ pasiuvuitu
apoctiu bpojesu wakxsyu ga je je r,r' > pqg—p—q ur=r (mod pq), waga cY KOMUNEKCU
St, (T2) u Stf% (T3) usomopgnu.
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Aoxas. Tedbunmmmo npecmkasame 7 : Sty (T3) — St i (T%) na crenehu HAYMH:

r+2p+20—pg—1+k—r +2p+2¢—-pg—1+k,

sak € {l,...,pg—p—q}, 10K je cBaKo APyro Teme (PUKCUPAHO MpecaukaBameM 7. [Tokakumo
Ja je m m3oMopduzaM KOMILIEKCA.

U3 yenosa r = 1’ (mod pq) crenm na je

pn)+dr+i=p@-1)(¢—1)(r—1)+dr+i
=, p—D(@—1)r =1 +dr' +i=¢on)+dr' +i.

Ca npyre crpamne,

pn)+dr+i=(p-1)(¢—1)(r—1)+dr+i
= r—pP-D-1)+i

o) +dr'+i=p—-D(qg—1)0" —1)+dr' +i
=/ r'—(p-1—-1)+i.

Teme (r — (p—1)(¢ — 1) +1) (mod r) xommzekca St (T2) obenexeno je Gpojem r + 2p +
29 —pq— 141, nox je reme (' — (p—1)(¢—1) +14) (mod r’') xKomITIEKCA Stf% (T3) obesexkeno
opojeM ' 4+ 2p 4+ 2q — pq — 1 +i. IIpema Tome,

W(F‘P(")errﬂ) = Fony+ar+i,

sacgei € {l,...,pg—p—q},d€{0,...,p—1}U{q,...,p+q—1}. Kako Stf{@(Tg) " St;{é(Té)
nMajy uctu 6poj dacera, 3aK/bydyjeMo J1a je T u3oMopduszaM KOMILIEKCA. Il

Ha ocmoBy mperxomne teopeme, 3a dukcupan 6poj k € {0,...,pq — 1} Huje morpebHO
pa3MaTpaTi KOMILIEKC St &, (Tz) 3a cBe mpocte 6pojese 1 =,, k. doBospHO je mocmarparu
KOMILIIEKC St R, (T3) 3a HajMamwu IPoOCT OPO]j ' KOJH UCILYIHABA YCIOBE I' =y, K LT > pg— D — (.
IIpema Tome, 3a dpuKcupaHe mpocte 6pojese p, ¢ TOCTOju HajBuIlE pqg MehycobHO HEn30MOPd-
HUX KOMILJIEKCA Stf(@ (Ty). Hapenna Teopema roBopu o Tome na je 6poj melycobHO Hem3zo-
Mopduux Kommtexca St (T3) moryhie ponartHo cvambuT.

Teopema 5.5. Hexka cy p, q tpoctiu 6pojesu wakeu ga je 3 < p < q. Axo cy r,r’" passuvuitiu
apoctiu bpojesu waxsu ga je je r,r' >pg—p—q ur=—r (mod pq), waga CY KoOMUAEKCU
St (T2) u Stf% (T3) usomopgmu.

Jlokas. Osnaunmo ca rm(a,b) ocrarak mpu jgebermy 6poja a 6pojem b. Ilpeciaukabame w :
St,(T2) — St i (T3) nedunaummmo Ha cirenelin HaYnH:

k" rm(qg—1—k,p), ke{0,...,p—1},
p+k»i>p+rm(p—1—k,q), ke{0,...,q—1},
r+204+2¢q—pg—1+k—p+q+1r —k, ke{l,...,pq—p—q}.
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

[Tokazxkumo ma je

W(Fw(n)+dr+i) = Fion)+dr'+pg—p—q+1—is

saceei € {l,....pg—p—gq},de{0,...,p—1}U{q,...,p+ q— 1}. Haume, Baxxu ja je

g—1—(p(n)+dr+i)=q—-1-(p-1(¢g—1)(r—1)—dr—i
= q—1+(@-1(=r"—1)+dr'—i
=—qr' +r' +dr' —i
=—("=Dlg-1) —qg+1+dr'—i
=, (-0 -D(g—1)+pg—p—q+1+dr'—i
=) +dr' +pg—p—q+1—i

148
p—1—(p(n)+dr+i)=p—-1-(p-1(¢-1(r—1)—dr—i

= p—1+@-D(r"-1)+d’ —i
=—pr'+r' +dr' —i
=—0"'-Dp-1)—p+1+dr—i
= (-0 =Dp-1)+pg—qg—p+1+dr'—i
=) +dr'+pg—p—q+1—i

HomaTHo,

on)+dr+i=(p—-1)(qg—1)(r—1)+dr+i
= r—(p-1@—1)+i
nu

on)+dr'+pg—p—q+1—i=@p@-1)q-1)0F" -1)+d’"+pg—p—q+1—i
=1 —(p—-1)(q—-1)+pg—p—q+1—i
=7 —i

Teme (r— (p—1)(g—1)+4) (mod r) Kommuekca St (T>) obenexeno je 6pojem r+ 2p +2q —
pq—1+1, 1ok je reme (r' —i) (mod ') KOMILIEKCA Stf% (T3%) obenexxkeno 6pojem 1’ +p+q— 1.

Ha ocmoBy mperxommor, 3akjpytyjemMo jaa je ciuka dacera Fi ) qr4i IPU IPECIIKABAIbY
w zamcTa paceT Fyn)rar4pg—p—q+i—i- Aaxie, w je n3oMopdusaM KOMILIEKCA. ]

[Iperxonane Teopeme mirycrpoaheMo cienehuM mpuMepom.

IIpumep 5.7. 3an; = 3-5-11 kommnexe Ky = St (T3) renepucan je dacernma {Fj mod 165}
riue

je |J {81+11d,82+11d...,87+11d},
de{0,1,2,5,6,7}
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KOJjU Cy PeJIoM ODeJIeyKeH! ca:

[0,4,12],[1,5,13],[2,6,14],[0,7,15], [1,3,16], [2,4,17], | ]
2,5,12],[0,6,13], [1,7,14], [2,3,15], ] 1,[1,5,17), [ ]
[1,6,12],[2, 71&;@;&1M,H‘41ﬂ79 5,16],[0,6,17],[1,7, 18],
[1,4,12],[2,5,13], [0, 6,14], [1,7,15],[2,3,16],[0,4, 17, [1, 5, 18],
[0,5,12], 1,6, rﬂ,p,7,14,ﬁ)3 15], [1,4,16], [2, 5, 17], [0, 6, 18],
[2,6,12],[0,7,13],[1,3,14], 2,4, 15, 0,5, 16], 1,6, 17], [2, 7, 18].

.[1,3,16],
,[0,4,16],[1,5,17], 2,6, 18],

] 4,17, 10,5, 18],
]

Ca npyre crpane, 3a ng = 3 - 5 - 41 komriekc Ky = Stf% (T3) reneputy dacetu {F} mod 615},
rie
je |J  {321+41d,322+41d...,327 + 41d}.
de{0,1,2,5,6,7}

OBu daceru obesiezkeHU Cy peIoM:

[0,4,42],[1,5,43], [2,6,44], [0, 7,45, 1,3, 46], [2, 4, 47], [0, 5, 48],
[2,5,42],[0,6,43], [1,7,44], [2,3,45], [0, 4, 46], [1,5,47], [2, 6, 48],
[1,6,42],[2,7,43],[0,3,44], [1,4, 45, [2, 5, 46], [0, 6,47], [1, 7, 48],
[1,4,42],[2,5,43], [0, 6,44], [1,7, 45], [2, 3, 46], [0, 4, 47], [1, 5, 48],
[0,5,42],[1,6,43], [2,7,44], [0, 3,45], [1, 4, 46], [2, 5,47], | ]
[2,6,42],[0,7,43], [1, 3, 44], [2,4,45], | J,[1,6,47], [ ]

5,47], 0,6, 48],
,4,45],[0,5, 46], [1,6,47], [2, 7, 48].

Kako je 11 = 41 (mod 15), nedunummmo npeciaukasame 7 : K — Ky Ha ciaenehn Hauun

(0123456 7 12 13 14 15 16 17 18
S \0 1 23 45 6 7 42 43 44 45 46 47 48

Tama Baxku ja je

T (F(814+k+11d) mod 165) = F(321+k+41d) mod 615,
3a cee k € {0,...,6}, d € {0,1,2,5,6,7}. Crora, 3akpydyjemo Ja je m u30MOpdU3aM KOM-
mrekca K1 n K.

V caydajy kaga je ny = 3 -5 - 19, dacern komiiekca K3 = St;(w (T3) cy {F}j mod 285}, Tae

je U {145+19d,146 + 19d. .., 151 + 194},
de{0,1,2,5,6,7}

U PeJIoM Cy ODeJIezKeHU Ca:

[1,3,20],[2,4,21],[0,5,22],[1,6,23],[2,7,24], [0, 3,25, [1,4, 26],
[2,7,20],0,3,21], [1,4,22],[2,5,23], [0,6,24],[1,7,25], 2,3, 26],
[0,6,20],[1,7,21],[2,3,22],[0,4, 23], [1,5,24], [2,6,25], [0, 7, 26],
[0,3,20],[1,4,21],[2,5,22],[0,6, 23], [1,7,24], [2, 3,25, 0,4, 26],
[1,7,20],[2,3,21],[0,4,22], [1,5,23],[2,6,24], [0, 7,25, [1, 3, 26],
[2,6,20],[0,7,21],[1,3,22],[2,4,23],[0,5,24], [1,6,25], [2,7,26]

Baxu ga je 11 = —19 (mod 15), na je npeciaukasamwe w : K1 — K3 nedunucano ca

(
(0 23456712131415161718)
“=11 2 5

1
0 4 3 7 6 26 25 24 23 22 21 20
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n3zoMmopcduzam Komiiekca K; u K3. Ilperxonno ciuein u3 dumeHuUIe Jia je

7T(F(81+k+11d) mod 165) = F(151-1419d) mod 2855

3a ce k € {0,...,6},d €{0,1,2,5,6,7}.

5.3.4 ANUKJINYHO JUCKPETHO BEKTOPCKO II0Jbe Ha St f(@(T h)

Kao mro cmo ce yBepusu y noryasiby 5.3.2 (yiema 5.1), mpoHaja3ak alUKJIMYHOD JIUC-
KPETHOI' BEKTOPCKOT' TI0J/ba Ha, KOMILIEKCY K MOYXKEMO CBECTH Ha IMPOHAJIA3aK AIUKJIMIHOT
JIMCKPETHOT BEKTOPCKOT IT0Jba Ha HErOBOM IMOTKOMILIEKCY St &y (T3).

AUMKJIMYHO JIICKPETHO BEKTOPCKO 10Jbe Ha KOMILIeKey Stz (T3) nedpunucahemo ua ciu-
YaH HAYUMH KAO AIMKIMYIHO JUCKPETHO BEKTOPCKO I0J/bE HA KOMILIEKCY St;% (T1). Hakue,
Haije heMO lLerI/IHI/IcaTI/I AlIUKJIN9Ha JUCKPETHa BEKTOPCKaA II0Jba Ha IHeI'OBUM IIOTKOMIIJIEK-
cnva St ()¢ € Tp.

[Toncerumo ce na je 3a t € Ts
St, (t) = {la1, b1, 1], [a5,b5,¢], ..., [ay_1, b, 1.t], [ag, b, 1],
[a’l (g+1)> b ]7 [a’l (¢g+2)> b ] T [al(p—ﬁ-q—l)’b:)—l?t]’ [al(p-l—q bt ]}
JleduHUIITUMO JTUCKPETHO BEKTOPCKO IOJ/bEe HA MOTKOMILIEKCY St %y (t) na caenehin nauwn:
= {{[bv. 1], [a1, b5, t]}, s {1y, 8], [, 0,11,
{[a]lt(q—‘rl)? t]’ [a;(q—‘,-l)? btl’ t]}? SR {[a;(p—i—q)’ t]? [ l(p+q)> bt ]}}

ﬂaKHea 3a j17j2 S {17 s 7p}7
{[b‘?Q’ ]’ [ j17 ]27 ]} E ‘/;/7

ako je j; = jo. Ca apyre crpane, axo je j; = l(q + ja), Tajga

{[a§'17t]’ [ ]1’ jg’ ]} GW

Kako je l(q + j2) # j2, JWCKPETHO BEKTOPCKO TOJbe V; je m00po medwHUCAHO, ajd HUje
anuKmIHo Ha Sty (¢) (Buern cauky 5.9).

t
Ol((p-1)q)

1
bi((p-1)q)

t
((p-1)q)

Cimka 5.9: Vi-nyrame y kommiexcy Sty (t),t €Ty
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MebyTum, ykogmKo u3Bpiumo ogapehene moaudukaimje Ha JTUCKPETHOM BEKTOPCKOM TI0-
Jby Vi, OHO MOKe mocTaT arukangdHo. Heka

(9.h) € {(1,1), (2,2), ..., (p,p), (l(g+1),1), (g +2),2), ..., (llg+p),p)}.
Momudukyjmo V; na cmenehu nHaqumm:

e ako {[a},t], [a}, b}, t]} € V}, Tana 2-cumiutexc [ay, by, t], ymecTo ca [ay, t], ynapyjemo ca
[af, b},]. Cummurexc [af, t] ocTaje meynapen, ma mera ymapyjemo ca 0-cuMriexrcom [t].

e ako {[b},t], [a}, b}, t]} € Vi, Tana 2-cumiutexc [a, by, t], ymecto ca [bj,t], ynapyjemo ca
[af, b},]. Cummuexc [by, t] ocraje meymapen, ma mera ymapyjemo ca O-cuminiekcoM [t].

Cimka 5.10 npukasyje Ja cBaku OJ TPETXOJHA JBa TUIA MoJudbUKAIMja Jajy AIUKIAIHO
JICKPETHO BEKTOPCKO HObe Ha Stz (¢).

t
Ay bt
% ’WVVV‘—)
t
g bt
E %
Cauka 5.10: /IBa Tuna moaudukanmja TUCKPETHOT BEKTOPCKOT MoJba V;

VBeHMO HAPEIHE 03HAKE:

Villa, b]) = (Vi\ {{[a} A}Y) U Ll B, Lol b, {1 (a1} )
ako {[a;,t], [a},b},,t]} € Vi, m

Vidla, ) i= (Vi \ {1t} 8, [ b, e14}) U {{lad, 0, [ah 21}, {12 [0}, 813}
ako {[bj,,t], [a}, ), t]} € V.

Ha ocnosy nperxomnor, Vi([a,b,]) je n106po medunncano m anukImIHO JUCKPETHO BEK-
TOPCKO TI0Jbe Ha St 7, (t), 3a cBe t € Ty. TonarHo,

e(s%(t),v;([a;,bg])>:Lk )\ {la, b))} C K
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5.3. KOMIIJIEKC Ky IIPUJTPY2KEH IIOJIHHOMY @4, (x)

ITpumep 5.8. Ilocmarpajmo moTkoMILIeke St 1?0(12> KOMILJTEKCA I?@ MIPUIPYKEHOT TTOJTUHOMY
@3.5.11(@). Baxn Ja je

Stfg@(12) ={[0,4,12],[2,5,12],[1,6,12],[1,4,12], [0, 5, 12],[2,6, 12]} .
JrCKpeTHO BEKTOPCKO I10Jhe

Vis = {{[0,4,12], (0,4}, {[2,5,12], [5,12]}, {[1,6,12], 6, 12]},
{[1,4,12], [1,12]},{[0,5,12], [0,12]}, {12, 6,12}, [2,12]} }

je mobpo nedpunrcano Ha St g@(lZ), Ay HUje aluKJINIHO (BujeTu cauky 5.11).

0 4

t
—_

2 6

Comka 5.11: Vis-nyrame na kommekcy Stz (12)

Ca nmpyre crpame, ciuka 5.12 moxasyje Ja cy JUCKpeTHa BeKTOpcKa mosba Vis([0,4]) u
Vi2([1, 4]) anukanana.

0 4 0 4

5 1 5 1
2 6 2 6
Vi2([0,4)) Via([1,4])

Cnuxka 5.12: Ilyrame y Moaudukammjama JUCKPETHOT BEKTOPCKOT 10Jba Vo

Ws6op unnexca (g,h) sasuculie ox ocrarka xommiekca Stg (). Heka cy Vi([ay,,b},])
onrosapajyha anukjandHa BEKTOPCKA I10/ba HA ITOTKOMILIEKCUMA Stgm (t), t € Ty. Axo cy

1-cummiexcu [al | bt |t € Ty, mehycoGHO pazauauTu, Taja je
gt? Yheld 9 Y 9

C = J Vi(ld,,0})) (5.8)

teTs

JI00po MepUHUCAHO BEKTOPCKO I0J/b€ Ha KOMILIEKCY Stf{w (Ty). TenepasHO, IUCKPETHO BEK-
Topcko nosbe C' He Mopa Outu anukianydno. Hawme, me mocroje nerpusujasine 3arsopene C-
IIyTambe Koje calprKe CUMILIEKCEe U3 CaMO jeIHOr ITOTKOMILIEKca St R, (t), anu mMory mocrojaTu

HeTpI/IBI/IjaHHG‘ 3aTBOPEHE C—HyTaH)e KOje CadpzKe CHUMILJIEKCE U3 PA3JIMIUTUX ITOTKOMILJIEKCa
Stf{@ (t), t € TQ.
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

[Tpumernmo ga je jenunu ,,yaa3” y MOTKOMILIEKC St %, (1), t € Ty, n3 moTKOMILIIEKCA St %, (T5\

{t}) l-cummnexc [ay,, by, ], mox cy ,msnasu” 1-cummiexen us cxyna Lkg () \ {{ag,, b}, ]} Kaxo

OoucMo M30ern MUKJIMIHOCT JIUCKPETHOT BEKTOPCKOT mosba (', mocMaTpaheMo mOoTeHIjaTHe
79
,ynase/uznaze”’ y CBAKOM OJI TOTKOMILIEKCaA Stf{0 (t), t € Ty, mpu YeMy MOXKEMO 3aHEMapU-
TH OHe ,mu3ja3e” u3 St &, (t) Koju ce He TOjaBJbyjy Kao ,yia3uw’ HEKUX JIPYIUX MOTKOMILIEKCA
/ /
St[}w(t ), t e Ty\ {t}.

Heka je Flow(C) = (AU B, E) 6unaprutau qurpad jgedunucan na ciegehu HauuH:
A = {Stg, ()|t € Tz}},
B = {[ay,, b, ] |t € Tz}}

E=J {(s%@),ﬁ) (3 e (ka(@(t) \ {[a;,bzt]}> mB}

teTy

O{ (lab th,), St (8) [t € T

[Ipumernmo 5@ eemMeHTH CKyma

{(1 11 s, 0) [ 72}

IPEJCTaBIbAJyY ,.y1a3€” y MOTKOMILIEKCe St 7, (t),t € Ty, TOK €JIEMEHTH CKYTIa

U { (st 0.8 | € (L 0\ {la) 11,13) 0 B

€Ty
PEICTaBIbA]y H3/a3¢” U3 NOTKOMILIeKCa St (t) kKa IpyruM MOTKOMILIEKCHMa St f(@(t/ ), t' €

Ty \ {t}. Ako cy t,t' € T, pasmuanra TeMeHA U [aé’t/,btlt,] € Stg, (t), Tama je

lag,, by,,] = St, (t) — [agt,, bt/t,] — Stg, (t")

nyramba y Flow(C) (Bumetu ciuky 5.13).

Cunka 5.13: @opmupame qurpada Flow(C')

13 nperxomHor ciemu ga ako je qurpad Flow(C) anukiauyaan, Taja je u JUCKPETHO BEK-
TOpCKO 110Jbe C' aruKandHo. Jla 6ucMo HOCTUIIN alMKJIMIHOCT JUCKPETHOI BEKTOPCKOL II0Jba
. t ot
C, bupahemo ojgrosapajyhe 1-cuminiekce [agt, by, ], t € Ts.
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5.4. KOMIIJIEKC Ky HNPUJIPY>KEH HOJTUHOMY @44 (7)

5.4 Kommuekc Ky, npuapyxeH nojauomy O,..(r)

Heka je n = pgr. Kommrexc Ky, 7 € {0,1,...,¢(n)}, npuapyxeH IUIKIOTOMIIHOM
nosmaoMy P, () je TBOAMMEH3MOHN CHMIUIMIMjAIHA KOMIUIEKC KOjU ce cacroju ox dacera
{E mod n}a rae

ie{pn)+1,...,n—1}U{j}.

Crora, xommiekce K;; uma jegan gogatan daceT Fjnoqn Y OAHOCY Ha KoMILIeKe K.

Kana je qr > pr + pq — p — ¢ — r, Ha OCHOBY morJIaB/ba H.3, l-cumiuiekcu ¢ mod qr, Tae

i€{p(n)+pg+pr—p—q—r+1,....0(n)+qr},

ciobonna cy Jmia komiuterca Ky. MehyTtum, ykosuko je j =, 4o 3a HeKo ig € {¢(n) + pg +
pr—p—q—r+1,...,0(n)+qr}, taga l-cumiuekc iy mod gr Huje cJIOBOIHO JIUIE KOMILIEKCA
K. Ca npyre crpane, 1-cumiutekcu ¢ mod gr

ie{on)+pg+pr—p—q—r+1,....0(n)+q}\{i},

ciobona cy jmna KoMiiekca Kyjy. Ako Bazku qr > pr 4+ pq —p — ¢ — r, O3HAIUMO Ca
K{j} = K@ U Fj mod n U Eo mod 75

aKo 1ocToju iy € {¢(n)+pg+pr—p—q—r+1,...,¢(n)+qr} rakso na je j =, ip. YKOJIHUKO
TaKBO %y HE TTOCTOjU _ _
K{j} = KpU F} mod 1+

Hakne, K; je KomILiekc J0OUjeH CHUMIUIMIAjATHAM KOJIAICOM CBHX CJIOOOJHUX JIMIA KOM-
nekca Kyjy. Ilpema Tome,

Ky ~ K.

IIpumep 5.9. Ilocmarpajmo xomiurexce Koy u Kyzgy npunpyzxene noauHoMmy Pss.iq(x).

Kowmmieke Ky xomoronan je komiuiekcy Ky (Bugeru npumep 5.3).
Baxmu nma je
Koy = Kg U Fo mod 165-

Kaxo je Fymoa1es = [0,3,8] u [3,8] C [2,3,8] € Ky C Ky, [3,8] Huje ciobogso jmie Kom-
mnekca Kygy. Ca apyre crpane, [3,8] jecte ciobommo e kommtexca K. daxie,

Ky = KpU[2,3,8/U10,3,8].

Kommrekc
K33y = Ko U F33 mod 165,

npu gemy Juare [6,8] dacera Figmod 165 = [1, 6, 8] HUje croboauo mume kommrekca Ky. Ilpema
TOMe, CJI000/IHa JIMIa KOMILIeKca K33 MCTa Cy Kao U cJI000/IHa JIMIa KOMILIeKca Ky, ma je

I}{gg} - _[?@ U [1,6,8]

[Ipon3BO/BPHO ANMKIUIHO JTUCKPETHO BEKTOPCKO MOJbe Ha K MOXKEe TMOCTYyKUTH 38 KOH-
CTPYKIIM]y allMKJIMIHOT JUCKPETHOI' BEKTOPCKOI 110/ba Ha K1, 0 4eMy roBOpH HapeJiHa jeMa.
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Jlema 5.2. Hexa je n = pqr, p,q,7 cy pasaunuiiv, Gpoctiu 6pojesu u r > pq —p — . Axo
cy Ky v Kgjy, j €1{0,...,0(n)}, vominexcu apugpyorcenu gorunomy ®,(x) u V' ayuxiuuno
JUCKPEWHO GEKULOPCKO UOLHE HA KOMUAEKCY [?@, Waga UoCWoJu qUCKPEWHO GUUKAUNHO UO0HE
V' na xominrexcy Ky waxeo ga je

e(l}{]}” V/) = e(i{'@’ V) U F} mod n-

Jlokas. Axo nocroju iy € {p(n)+pg+pr—p—q—7r+1,...,¢(n)+qr} Takso na je j =, o,
Taga je K = Ko U Fjnodn U Fig modn 4

V' =V U {{ip mod gr, ip mod n}}

AIIKJIMIHO JUCKPETHO BEKTOPCKO To/be Ha Kommekcy K. Kako ¢y Fjmodn B Figmodn
jemuan 2-cummuiekcn u3 Kyjy amje je sume 7g mod ¢r, JUCKPETHO BEKTOPCKO mosbe V' je mo6po

nedunucano. Kako ig mod gr € Ky, V' je anukindno.

YKOJIMKO TakBo iy He nocroju, Ky = KgU Fjyoqn 1 V' =V je anMKIM9IHO IUCKPETHO

BEKTOPCKO 10Jbe Ha Komiulekcy Kij. Jacno je ma y oba ciydaja Baxku

G(I}{]}, V/) - e(k@a V) U Ey mod n-

5.5 XOMOTOIICKM THUII

ITpema teopemu 5.3, xkommieke Ky npunpyzxen nommuomy @, .., (x), rme cy p; mpoctu
6pojeBu u d # 3, xomoToncku je ekpuBajieHtaH (d — 2)-cepu. Ha ocuoBy ucre teope-
Me, Kominteke Ky npuapyzken nomaomy $, .., () XOMOTOICKH je eKBUBAJICHTAH HPOCTOPY
Si-2u i B! rae je deg(f;) = ¢;. Y 0BOM noriaBby GaBUMO Ce MCIIUTUBAIHEM XOMOTOICKOT
tura Komiiekca Ko u Ki; xana je d = 3.

Teopema 5.6. Heka je n = pqr, 2ge cy p,q,T PaA3AuNMUTGY GPOCTU OPOjesy, u r > pq —p — .
Axo je r = k (mod pq), 2ge k € {1,pq — 1}, @Waga sasrcu:

(1) Komunexe Ky upugpyorcen woauromy (bn(x) TLOMOUWOUCKY Je EKBUBANEHTUAH UPOCULOPY

St.

(2) Axo je O,(x) = Zf:(g) ¢!, womanexe K, j € {0,1,...,0(n)}, apugpyorcer Goaurnomy
®,,(z) romowotcku je exeusarenman upoctmopy S' Uy, B, 2ge je deg(f;) = ¢;.

Aloxas. Kako je r > pq — p — ¢, Ha OCHOBY HOLJIaB/ba 9.3, yMecTo Komiulekca Ky u Kij

MOXKEMO IIOCMAaTPaTu mbUXose Jedopmaruone perpakte Ky u Kyjy.

Ha bucmo mokazamm jga je I?@ ~ S! komcrpymcalieMoO AMCKPETHO AIMKIMIHO BEKTOD-
CKO TIoJbe Ha KoMIulekcy K ca jemnmm HeynapeHuUM (-CHMIIIEKCOM W jeJTHUM HeEyIapeHUM
1-cuMIIIEKCOM.  YKOJIMKO TaKBO JUCKPETHO AIUKJIMYHO BEKTOPCKO TIOJ/bE MOCTOjH, Taja Ha
ocHoBy Teopema 2.1 u 2.2 ciemu ma je komrieke K xomororncku exkpuBajeHTan CW kowm-
miekcy Koju ce cacroju on jemne O-hemmje u jenne 1-hemmje. Kaxko npema Teopemu 5.2 cieam
na je H,(Ky) = Z, zakmyuyjemo aa je Ky ~ St
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Cinmuano Tome, Ja OMCMO MOKA3AJIM 2 je I?{j} ~ Sty 5 B2, tue je deg(f;) = ¢;, koHCTpYn-
calieMO aIMK/IMYIHO JUCKPETHO BEKTOPCKO TOJbe HA KOMILIEKCY I?{j} ca jeTHUM HeyTapeHUM
0-cUMIIEKCOM, jeJIHUM HEYIApEHUM 1-CUMILIEKCOM U JeJHUM HeyTapeHUM 2-CUMILIEKCOM. Ta-
Ja, npema Teopemama 2.1 u 2.2, ciemu ga je Komiueke Kyjy xomoroncku expusanenTan CW
KOMILIIEKCY Koju ce cactoju oz jenne 0-hemuje, jemne 1-hemuje u jeane 2-hienuje. Crora, rene-
parop rpyme 71 (Kj)) je 1-hemuja, nox je penanmja onpebhena 2-hemmjom. dpyrum peunma,

m(Kiy) = (9]¢t = 1),

rje je d crenen Jjienjberba 1-henuje na rpanuny 2-henumje. Ha ocnoBy Teopeme 5.2, Baxu Jia
je Hi(Kyjy) = Z/c;Z. Kaxko je Hi(Ky;) abemusanuja rpyne 71(Kyjy), 3aK/bydyjeMo ja je
d = ¢;. Ipema Tome, Ky;; ~ S' Uy, B2,

Axko je V anmuk/IMYHO AUCKPETHO BEKTOPCKO TOJbE HA IA{'@ KOje mMa TI0 jeHY KPUTUIHY
O-henumjy u 1-hemujy, npema jemu 5.2, MOCTOjU AIMKJIMYHO JIMCKPETHO BEKTOPCKO IOJbE Ha
komitekey Kyjy ca no jegnom xputmaynom O-hemmjom, 1-hemujom u 2-hemmjom. Kpuruuana
2-henmja oxrosapa ymnpaso daceTy Fjmod n-

Ha ocmoBy jieme 5.1, KOHCTPYKIMjy AIMKJIUYHOT JIMCKPETHOI BEKTOPCKOT ToJba V' 6e3
KPUTHUYHAX 2-CUMILJIEKCA Ha KOMILIEKCY K MOXKEMO CBECTH Ha KOHCTPYKIIH]Y AIUKJIMIHOT
JIMCKPETHOT BEKTOPCKOT 1oJ/ba C' 0€3 KPUTUIHUX 2-CUMILJIEKCA HA MOTKOMILIEKCY Stf(@ (T3),

rne je To ={r+2p+2¢—pq,...,p+q+r—1}.

Heka je r = 1 (mod pq). Pamm nojenmnocraBbema 3amuca, 06eIeKIMO €JIeMEHTE CKyTIa
T, penom ca ty,to, ..., ty, vae je m = |Tz| = pg — p — q. JeduHUIIMO JUCKPETHO BEKTOPCKO
nose C' Ha kommekcy Sty (T2) Ha caenehn mauns:

C = JVi(lat, 57])
i=1

U {{[b5]; [a5m, 0571}, - b, ey by 13

{G ™0, Tagey ™0 g agi s by
{[aér-?—l]v [atqr-in—h bfﬁ-l]}? et {[afﬁ-q]? [aZTiq’ b;j—q}}}

Y Hape HUM KOpaluMma MOKaKuMo fa je C' TpaykKeHO AIUKJIUIHO JUCKPETHO BEKTOPCKO
1OJbe Ha KOMILIEKCY St (T3).

Kopaxk 1: uckpertno BekTopcko mosbe C' je mo0po aeduHUCAHO HA KOMILIEKCY St %, (T3).

Vkommko je C' 1obpo meduHHCAHO TUCKPETHO BEKTOPCKO II0J/be Ha KOMILIEKCY St %, (Ty),
Taja cBaku oj1 1-cumriekca u O-cuminiekca u3 St %, (T3) npunana wajsumie jenaom napy y C.
Jpyrum peunma, 1-cuMminiekcu

[a't,b], ..., [abm, b)) [abm, b, . . [a;’”, b;;"],
g 7 b L g 0 agh O ey, B
u 0-cummzekcu
) Ll ) ) D, ), )

cy Mmehycobno pazauaunTu.
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

Bacakoi € {1,....m}tuje{l,....p}U{qg+1,...,p+ q}, Baxku na je
[a', b, ti] = Flotmy+it(-1)r) mod n-

IIpema Tome, cumIrekcu

t t m m m m m m
[al, 0%, ..., [abm, bhm], [abm, b ],...,[a; ,bfn ],
tm_ + tm_ + tmfl tmfl tm tm tm tm
[aq—f—lq p, q-l—lq p]? o [aq+1 7bq+1 ]7 [aq+17 bq—l—l]? ) [ap+q7 bp—i—q]
cy penoM Jmuiia dacera
F(<p(n)+1) modnsy -+ -5 F(go(n)+m) mod ns
F(cp(n)+m+r) mod ns -+ F(ga(n)+m+pr) mod ny
F(cp(n)+m—q+p+(q+1)7") mod nsy + -+ F(go(n)+m—1+(q+1)7‘) mod ns
F(go(n)—l—m—l—(q—l—l)r) mod ny - F(Ap(n)+m—1+(p+q)r) mod n+

Kako je ¢(n) = (p—1)(¢ — 1)(r — 1) =,, 0, crequ na je

pn)+1=p1

@(n) +m=p,m
on)+m+r=,m+1

on)+m+pr=,, m+p
pon)+m—q+p+(g+)r=,m+p+1

on)+m—1+(g+)r=,,m+gq
em)+m+(qg+Dr=,m+qg+1

pmn)+m—-1+p+qr=ym+p+q—1=pg—1.

Haxkue,
[az', 00, - - lay, b, lag, 057, - e, 0],
gy 7 b L g 0 agh O ey, B

cy pq — 1 mehycobno paznuaura 1-cumriiekca. logaTrao, mocmaTpajyhu octaTke pH JIe/bemby
ca p U ¢, U3 MPETXOTHOT MOXKEMO 3aKJ/byUUTH Jia ¢y U 0-CUMILIEKCH

[af]T—T—l]v RN [Cl?_’f_q

0 0 P e M L AP AP [ ey

q+1 q+p

Takohe mMelycoOHO pas3auauT. 3aKJ/bydyjeMo Ja AUCKPETHO BEKTOPCKO moJbe C' jecte m00po
JepUHUCAHO.

Kopak 2: Jluckperto BeKTOpcKO mosbe C' je aruKJInTHO.
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Heka je i/ > i, tne 4,7’ € {1,...,m}. Kakoje 1l < i —i < m = pqg—p— ¢, 3a cBako
je{l,....,p}U{qg+1,...,p+ q} Baxku na je

on)+i' + (j — 1)r #p p(n) + .

Y cynporHOM, Baxkmio ou fa je i’ —i = Ipg— (j — 1), 3a vHero | > 0. Kako je lpg — (j — 1) >
pg—p—q+1lui —i < pg—p—q, 10 je memoryhe. Crora, [a},b] # [a;"',bz"/] 3a CBe
je{l,...,p}U{q+1,...,p+q}. HOpyrum peunma, [a', by] & Stz, (t#). Ha ocHoBYy mperxojine
anmbennne caeny ga y aurpady Flow (U, Vi(lay,b%])) me mocroju yemepena nyTarma

Stg, (ti) — [ay, by] — Stg, (t:).
OprocHo, 3a cBako Teme Stz (¢;), @ € {1,...,m}, qurpada Flow (U, Vi(lat, b7])) Baxu xa
St (1) £ Stz (1)

ako je j < imj € {l,...,m}. Baxmyuyjemo na je Flow (U, Vi([ay,b}])) amuxmmaan mu-
rpad, na He nocToje Herpusujaane C-myTame Koje ce cacToje oJ1 1-CuMILIeKca U 2-CUMILIEKCa
y kommekcy Stz (13).

Axko 6u 1-cuMIuiekc [afﬂl—i, béﬁl_i], i€{l,...,q—p}, 6uo 11e0 HEKE 3ATBOPEHE HETPUBHjATHE
C-nyrame Koja ce cactoju oj, 1-cumiiekca u 0-cumiiekca, Taja Ou oHa cajpyKajia ImyT

. ton—i . —— tn—i ptm—i
[tm — 1] ’ [bq+1 stm — 1] — [bq+1 ] ? [aq+1 7bq+1 J.

MebyTum, 3a cBako o D [t,, — i], a # [bfl’fﬁl,tm — 4], BaxKM J]a je « yImapeHo ca HEKUM

2-cumiuiekcoM. [Ipema Tome, TakBa 3aTBOpeHa HeTpUBHjaHA MyTarmba He moctoju. IIpeocra-

JII CUMILIEKCU KOju MOTY (pOpMUPATH HEKY HeTpUBHjaJIHy 3aTBOpeHy C-myramy y St %y (T3)
cazipxkany oj1 O-cumiiekca u 1-cuMiniekca cy

(2580 [b;’”], [afl’]’;l], e [afl’_’;p],
[abm, bb], ..., [a;m, b;m], [ag’il, bf;;l], . [a;’j‘rq, b;*jrq].

Jpyrum pedmma, TO Cy CUMIIJIEKCH KOJU TPUTIAA]Y KOMILIEKCY Lkl?m (tm). Hoacernmo ce na

je agr; = afz’(}ﬂ.) u bl = b 3a csako j € {1,...,p} (Bugeru 5.6). Hakne, cummexc bS] je
nune cumiiekca [al™, b ty,] u [af{’; +q),b§-m,tm], a0k je [ai"] mune cummtexca [af”, bty 1
[a?”, b%—q)’ tm], 3a cBe j € {1,...,p}. Kako cy p u ¢ y3ajaMHO mpOCTH, CJIeJIU JIa je

{Uq),1(2q), ..., l((p—1)g)} ={l(g+1),l(g+2),...,l(g+p)} ={1,2,...,p}

(Buneru ciuky 5.6). Heka je l(kq) = 1, 3a meko k € {1,...,p}. Ha ocuoBy ciuke 5.14
W 4umeHune ga je bY" KpUTHYaH CHMILIEKC y Stf{-@(TQ) y omuocy Ha C, 3aK/bydyjeMo na
HE TIOCTOje HeTpuBHjasHe 3aTBOpeHe (C-myTame y Stf(@ (Ty) campxane ox O-cumruiekca u 1-
cumiiekca. Jlakise, C je alluKJIWYHO JUCKPETHO BEKTOPCKO I0Jhe Ha St %, (T3), npu gemy
je

C(St,(T2),C) = {[bi"]}-
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tm
m G;l k—
biik-2a) el
I((k-1)q)
trn
@((k—2)q)
tm J— tm
(kg = 01
tm JR— tm
bl(q bl(pq)
tm  _ plm
Oifrg) = b
tm _ tm
(g) = Y(pg)
tm
i U((k+1)q)
il +2)0 Ot 20)

Cimka 5.14: C-myrame na Lk (tm)

Kopak 3: Kputuynu cUMILIEKCH Y JTUCKPETHOM BEKTOPCKOM TOJBY V.

[Tocmarpajmo 1-cumriiekc

lap gy, bpiait,p + ] € Stg, (p+q+ 1) C Sty (Th).

Kako je ptq= min<T1)7 BazxKH Jia je [ zig+i7 bgig+ivp +q+ 1] = F(ap(n)+m+2+(p+q71)r) mod n- s
YUEHUTIE 1A je
pn) +m—+2+ (p+qg—1)rZy pn) +i+ (G- Dr

saceei € {l,....muje{l,...,ptU{qg+1,...,p+ q}, 3akmyuyjemo 1a

1 1
lap a1, Opia ] & St, (Ta).

IIpema TowMme,
1 1
Kp,q \ St[?@ (T ) {[ ZIZ% bﬁigl]}-

Kaxo je Lk (T1) C K4, cienm na je
Lkz, (T1) \ Stg, (To) = {la)155, 01550}

Heka je V alUK/IMIHO IUCKPETHO BEKTOPCKO HOJbe Ha KOMILIEKCY Ky 1ebHHICAHO KAO Y JIeMu
5.1. Tazma je B

C(Ky, V) = {[b7"], [ap g5y, Oy Lo tal)s
qUMe je JoKa3aHo TBpheme y cayuajy na je r = 1 (mod pgq).

Kako je 1 = 1 — pq (mod pq), cinyuaj xama je r = pg — 1 (mod pg) MoxkeMoO cBecTH Ha
MIPEeTXO/IHYU cJayd4aj. Ha OCHOBY mpeTxomHuX pa3Marparma U TeopeMme 5.5 cjiein nia je

C = JVi(lal b))

i=1

U {{by] [az', 051}, -, {15, [a, b, 13,

{[b2.1], [q+1,bq+1]} A, lagr b1}
{lal ], [aly, B0}, -y {lal ], [al g, 0 I
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AIMKJINIHO BEKTOPCKO T0Jbe Ha St %y (T3), mpu yemy je

C(St,(T2),C) = {[b7']}-

HonarHo,
[a)il? b?]’ Tt [at1m7 bﬁm], [CL;I, bgl]? ttt [a?? b?]?
i Wil a2 DA, g Bl [ B

cy pq — 1 mebycobmo pazmmamTa 1-cumirexca. Kako je [af ™ 677, p+q] = Fluom)smi1) modn B
BaXK" J1a je

p(n) +m+1Zy ¢(n)+i+(j—1r
sacsei € {l,....miuje{l,...

,p}U{g+1,...,p+ g}, 3axmyayjemo ma

[af™, 6] & St (Ta).

Taa je
Lk, (T1) \ St (T2) = {7, 07 "]}
HHaxkue,
C(Ky, V) = {[b7'], [a] ™, 07" ]},
YUMe je JIOKa3aHO TBpheme u y OBOM CJIy4ajy O

Y IpeTxo/IHO] TEOPEMH JIAT je KPUTEPUjyM KaJa BaxKu TBpheme TeopeMe 5.3 y ciiydajy
kaga je d = 3. Y HacTtaBKy 0OaBMheMO ce MCHUTUBAHEM XOMOTOIICKOT THIA KOMILTeKca Ky u
K{j} 3ap:3,q = 9.

Cayuaj p=3,9q=5

[Tocmarpajmo kommteke Ky npuipyzken nosusomy Pss..(x), tae je r > 7. Kako je 5r >
2r+7, ymecto Komiuiekca Ky MOKeMO pa3MaTpPaTU BHerosB MOTKOMILIEKC Ky (BUIETH OTJIAB/bE

5.3). Tlorkommekc Ky je IBOAMMEH3MOHU CUMILIUIMJATHE KOMILJIEKC KOjU C€ CacTOju O]
cirenehux dacera:

F(ST—?) modny -+ F(8r—1) mod n» Fr mod ns F(Qr—8) mod n»
F(9r—7) mod n s F(Qr—l) mod ns FQr mod ns F(lOr—B) mod ns
F1or-7) mod n> Faor—1) modn>  F10r mod ns F11r-8) mod n;
F13r-7) mod n> Fazr—1) modns  F13r mod ns F14r-8) mod n;
F(14r77) mod n F(14r71) mod n» F14r mod n> F(15r78) mod 75
F(15r—7) mod n s F(15r—1) mod n+
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[Ipeysumajyhu o3nake u3 morsassba 5.3.1, mperxoane dacere obesiezKkaBaMo peioM ca:

[ T prtt r—i—l} e [a{”,bq”?r—l—ﬂ , a3, 68,8], ..., [a}, b, 7],
[as™h 05 e+ 1], oo, (a8 BT e+ 7], [a8,05,8], ..., [ab,bh,7],
[ BT e+ 1} . [a§+7, bt e+ 7] , [a8,05,8], ..., [a}, b, 7],
lag™ 05t e+ 1], oo, gt BT+ 7], (a8 08,8], ..., a,bE,7],
attt bt e 1], o, [abT BT e 7], [ad, S, oo, [aB b
[ ) ’ 7T YT > ’ 7 ’ T YT ’
[ r+1 b?”-‘rl r -+ 1} s [ag+7’ bg—i-??,r, + 7]
Hake, B
Ky = Stl?w(TQ) U Stl}w(Tl),
TIe je
Stz ( ») = Stz ({7‘+1 Lr+T}
u
StR@(Tl) == Stf(@({& e ,T}).
Y semu 5.1 uCTakHyTa je BazKHOCT IIOTKOMILIEKCA Stf(@({r + 1,...,7 + 7}) y anamusn

CTPYKTYpPe KOMILTEKCA I?@. [MITa Bume, y oapehennm ciaydajeBuMa, CTPYKTYPa KOMILIEKCA, [?@
NOTIyHO je onpelena CTPYKTYpPOM HMOTKOMILIeKca Stz ({r+1,...,7+7}). Hapeana Teopema
OTINCY]je Te CIIydajeBe.

Teopema 5.7. Heka je n = 3-5-r, 2ge je v > 7 apoc@ 6poj. Axo je r = k (mod 15),
2ge k € {2,4,7,8,11,13}, womunexc Ky upugpyorcen aoruromy Pss..(xr) womomoucku je
exsusasenitiar, ceom totkomunekcy Stg ({r+1,...,7 +T}). Jogatuno, axo je P35, (x) =
ngé) ;7| Komunexc I?{j}, j€{0,...,0(n)}, zomomotckru je exsusareniiar GOWWKOMULEKCY
Stf(@({r_'_ 1,...,7’—0—7}) Uijodn-

Jlokas. Ako je p = 7, taga je Ky = St;{@({r +1,...,7+ 7}). Ilpema TOMe, pasMOTPUMO
ciaydajeBe kKaza je r > 7. Heka je C' anKIn4dHO JMCKPETHO BEKTOPCKO TOJbe Ha St k@({r +
1,...,7+ 7}). Tazna je, na ocuoBy aeme 5.1, V = (|J,_¢S:) U C auukiu<Ho AUCKPETHO
BEKTOPCKO II0Jbe Ha KOMILIeKey Ky. IIOKaKIMO Ja je

(I?@\Stf(@({r—l— 1,...,r+7})> Ne(Ky, V) =10

u JIa
Stg,({r+1,....,r+7}) #= Ko\ Stz ({r +1,...,r + 7}).
Tama he TBpheme TeopemMe ciieIuTu Ha OCHOBY TeopeMme 2.3.

Ioncernvo ce ma cy S; anpknmdna BeKTOpcKa mnosba Ha Stz (f), 3a ce ¢ € {8,...,7}
(Bunern cmuky 5.8). Ilonarno, Lk (1) = C(Stg, (t),St). IIpema Towme,

Str,{r+1,...,r +7}) #= Ko\ St ({r +1,..., 7+ 7}).
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Ako je cummuekc o € [?@\St;(@({r+1, ..., T+7}) kpurnuaHn y ogHocy Ha V', Taja o € Lkz, (t)\
Stf(@({r +1,...,74+7}) 3aneko t € {8,...,r}. Kommiekc Stf(@({r +1,...,r+7}) cacroju ce

oL (baceTa {F} mod 157»}, rae ] € {dT’ - i}ie{l,...7},d€{8,9,10,13,14,15}' 3a cBako k € {2, 4, 7, 8, 11, 13},
mehy 6pojeBuma {dr — i}icq1,.7}.de{8,9,10,13,14,15) HaJda3u ce 15 OpojeBa Koju Jajy pasimduTe
ocTaTKe MPUJINKOM Je/berba ca 15 (Bugern tabeny 5.1). Hakie,

K375 C St;(w({r + 1, o, T 7})

Tabema 5.1

k 15 6pojeBa u3 cKyta {dT - i}ie{1,...7},de{8,9,10,13,14,15} quju Cy
OCTaIyl Pa3IndIuTH 10 MOJIyIy 15

9 8r—1, 9r —2, 9 — 1, 10r — 2, 10r — 1, 11r — 2, 11r — 1,
12r —2,12r — 1, 8r — 7,8 —6,8r — 5,8 —4, 8 — 3, 8r — 2

4 8r—2,8r—1,9r—4,9r—-3,9r—2,9r—1, 10r — 4, 10r — 3,
10r—2,10r — 1,8 — 7,8 — 6,8 — 5, 8&r — 4, 8& — 3

7 9 —-3,9r—-2,9 —1,10r—7, 8" —7,8r — 6, 8 — 5, & — 4,
8&r—3,8r—2,8r—1,9r—7, 9% —6,9r —5, 9r — 4

3 8r—3,8r—2,8—1,10r—1,9 —7,9r —6, 9r — 5, 9r — 4,
9r —3,9r -2, 9r—1,8r—7,8 —6,8r —5, 8& —4

1 10r—5,10r—4,9r —7,9r—6, 97— 5, 9r —4, 8r — 7, 8r — 6,
8 —5,8r—4,8r—3,8r—2,8 —1,10r —7, 10r — 6

13 12r — 6, 11r — 7, 11r — 6, 10r — 7, 10r — 6, 9 — 7, 9r — 6,
8r —T7,8r—6,8r—5,8—4,8—3,8r—2,8r —1,12r — 7

Kaxo Lk (t) C K35, 3aKibytIyjeMo ma
Lk, (1) € St ({r +1,...,7+7}),
3a cBe t € {8,...,r}. Crora,
(f(@ \Sti, ({r+1,...,r+ 7})) NC(Ky, V) = 0.
[pumerumo ga je BA(F) modn) C K35 C St;(@({r +1,...,7+7}) UF}mean. Crora,
Ky~ Stg,({r+1,...,7 + 7} U Fjmod n-
[

Kaga je r = k (mod 15), tae k € {1, 14}, kommexe Kj Huje XOMOTOICKH €KBHBAJICHTAH
kommyiekey St ({r +1,...,7 4+ 7}), o uemy cBenoue napeann npumepu. Taxobe, Hapennu
[PUMEPH MOTY TIOCIY?KUTHU Kao WiIycTpanuja reopeme 5.6.

IIpumep 5.10. PazMoTpumMo XOMOTOIICKY THIT KOMILIEKCa, K ¢ IIPUJIPY2KEHOT IITKJIOTOMUYHOM
noyuHoMy P35.-(x), Tae je r =1 (mod 15). Kommmexe Stg ({r+1,...,r 4+ 7}) renepucan je

ciaenehum dacernmar

14,7 +1], (25742, [0,6,r+3], [L7,r+4], [2.3,r+5], [0,4,7+6], [1,57+17,
[2,5,7+1], [0,6,r+2], [1,7,r+3], [2,3,7+4], [0,4,7+5], [1,5,r+6], [2,6,r+7T],
[0,6,»+1], [1,7,»4+2], [2,3,»4+3], [0,4,r+4], [1,5,»+5], [2,6,»+6], [0,7,7+7],
0,4, +1], [1,5,»+2], [2,6,+3], [0,7,»+4], [1,3,»+5], [2,4,r+6], [0,5,r+7],
1,5, r+1], [2,6,r+2], [0,7,»+3], [1,3,7+4], [2,4,7+5], [0,5,r+6], [1,6,r+7],
[2,6,r+1], [0,7,7+2], [1,3,r+3], [2,4,7+4], [0,5,r+5], [1,6,7r+6], [2,7,7r+7]
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Heka je

C" =V ([1,4]) U Viga([2, 5]) U Vi ([0, 6]) U Vg ([1, 7))
U ‘/;"4—5({27 3]) U V;"—i-ﬁ([oa 4]) U V;'+7([17 5])

¢ = C'u{{[6], [2, 61}, {[7], [0, 71}, {13], [1, 31}, {[4], [2, 41}
{[03; {0, 5]}, {111, [1, 6]}, {171, [2, 7]} }-

Ha ocuoBy Teopeme 5.6, C' je aluKJIMIHO JUCKPETHO BEKTOPCKO I10J/be Ha KOMILIEKCY St %, ({r+

1,...,7+7}), na je C rpaanjeHTHO BEKTOPCKO moJbe HeKe Mopcose dyHKImje (BUAETH CIUKY
5.15).
1 4 2 ) 0 6 1 7
| % - % - % . %% O
2 6 7 1 ) 2 4
V}+1 ([1,4]) Vv+2 ([2,5]) V;+3 ([0,6]) Viga([1,7])
w+5<[2 31) mqo 41) vm(

Cauka 5.15: I'pagujentao BeKTOPCKO 110/Be '

Baucra, C' je 100po JedpnHUCAHO TMCKPETHO BEKTOPCKO IOJbe Ha Kommiekcy Stz ({r +
1,...,7+ 7}). Kako je Flow(C") anukiunyan murpad (Bugeru ciauky 5.16), He mocroje He-
TpuBHjaHe 3aTBopene C-myTame y Stgw({r +1,...,7+ 7}) kKoja ce cacroju oz l-cumriurekca
U 2-CUMILIEeKCA.

Honatuo, va comnum 5.17 npukasane cy cse moryhe C-miytame y St %, ({r+1,...,7+7}) koje
cy dopmupane oy 0-cumruiekca u 1-cumiiekca, Ipu 4eMmy HujeHa HeTpuBujasana C-myTama
HUje 3aTBOPEHA.

Kaxko je
C(Stz, ({r +1,...,r +7}),0) = {5]},
Ha OCHOBY TeopeMe 2.1 u Teopeme 2.2, 3aK/bydyjeMo Jia je TOTKOMILTIEKC St o {r+1,...,7r+7})
KOHTPAKTHOWIAH.

Ca npyre crpane, Heka je V' IUCKPETHO BEKTOPCKO mojbe Ha Ky gedunucano kao y jeMu
5.1. Tama je V amuk/JIMYHO JTUCKPETHO BEKTOPCKO mosbe Ha K. Kaxko je

Ky5\ St ({r +1,...,r +7)) = {[0,3]}
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Stkw(r+1) Stf(@(r+2) Stf(@(r+3) Stf(@(T+4) Stf(m(T+5) Stf(m(r+6) Stf(m(r+7)

A %s \\ A A A A

i 2.5) 0.6] L.7] by D 4]\’ 5]

)

Comxa 5.16: Jlurpad Flow(C”)

r+6 r+2

r+7

r+1

Cimka 5.17: C-nmyrame y St ({r +1,...,7+7})

[0, 3] € F(147n+1) mod 15 C Lki&@ (9) C ka(@({8, . ,T’})
clienu Jia je B

Jaxkse, komiieke Ky je xomororan 1-cepu. 3aksbydyjemo a

f}@ * Stl}w({T—Fl,...,T—l—?}).

IIpumep 5.11. ITocmaTpajMo KOMILIEKC K, ¢ IPUJIPYZKEH MUKJIOTOMIIHOM nornHoMy Ps 5., (),
rae je r =14 (mod 15). @acern kommnekca Sty ({r+1,...,7+7}) cy:

0,3,7+1], [1,4,7+2], [2,5;r+3], [0,6,r+4], [1,7,7+5], [2,3,7r+6], [0,4,7+7],

2,7,7+1], [0,3,r+2], [1,4,»+3], [2,5,7+4], [0,6,r+5], [1,7,r+6], [2,3,7+7T],

[176,7“—1-1], [2,77T+2], [0,3,7‘—!—3], [1,477“—1—4]7 [2,5,7"—&-5}, [0,6,T+6], [1,7,7‘—1—7],

1,3,»+1], [2,4,7+2], [0,5,»+3], [1,6,7+4], [2,7,7+5], [0,3,r+6], [1,4,r+7],

0,7, +1], [1,3,r+2], [2,4,r+3], [0,5,r+4], [1,6,r+5], [2,7,r+6], [0,3,7+7],

[2,6,r+1], [0,7,»4+2], [1,3,+3], [2,4,r+4], [0,5,»+5], [1,6,»+6], [2,7,7+7].
Heka je

o ::V;“-i-l([oa 3]) U ‘/1“4-2([174]) U ‘/;“-5-3([27 5]) U ‘/7’+4([07 6])
U Vs ([1, 7)) U Vigs([2, 3]) U Viar ([0, 4]).

Ha ocnoBy Teopeme 5.6, TUCKpPETHO BEKTOPCKO TIOJHE

C:= C'u{{[7], [2, 7]}, {[6], 1, 6]}, {[5], [0,
{1, [1, 3], {101, [0, 713, {[21, [2,

]

51}, {[41, 2, 4},
6]}, }

Y
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npuKazaHo Ha cuaunm H.18, mo6po je meduHuCaHO M AIUKIMYHO HA KOMILIEKCY St f{@({'r’ +
L...,mr+7}).

B R

Vr+1([0,3]) Vr+2([1 4]) Vr+3( 2>5 Vi14((0,6])
Vr+5([1 7]) Vr+6([2 3]) Vr+7(

Cnuka 5.18: I'pamgujenTrO BeKTOPCKO 0B ('

Hanwme, nurpad Flow(C’) je anumkmmuan (Bugeru cauky 5.19), mpema Tome, He TOCTOje
HerpusnjasHe saTBopene C-myTame y Sty ({r+1,...,7+7}) xoja ce cacroju oz, 1-cumriekca
U 2-CHUMILIEKCA.

Stg,(r+17) Stg, (r +6) Stg,(r+5) Stg, (r+4) Stg, (r+3) Stg, (r+2) Stg, (r+1)

A %s \\ A A A A

41\’ 0,3]

0.4] 2.9 1,7 0.6] b5y

)

Cunka 5.19: Turpad Flow(C”)

Cinumka 5.20 mokasyje ga y Stf(@({r +1,...,7+ 7}) Takohe He mocTOje HETpPUBUjAJIHE 3a-
tBOpeHe C-myTame dpopmupane oj1 0-cumisekca u 1-cuMIniekca.

C obzupom Ha TO 12 je
G(St;(m({r +1,...,7+7}),C) ={[3]},

Ha OCHOBY TeopeMe 2.1, KoMIurekc St %o ({r+1,...,7 +T7}) je KOHTpaKTHOUIAH.

[Ipumernmo ma je
K35\ St;{@({r +1,...,7r+7}) ={[1,5]}
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r+7 r+6

r+1

r+2

Cimka 5.20: C-nyrame y St ({r +1,...,7+7})

[1, 5] € F mod 150 C ka(@(S) C ka(@({g, ... ,T‘}).

Axko je V aumckpeTHO BEKTOPCKO ToJbe Ha Ky medunHmcaHO Kao y Jjiemu 5.1, Ha OCHOBY TIpeT-
XOAHUX pasMaTpama cjiaeau fa je V anukanmdao Ha Ky u j1a je

C(Ko, V) = {[3], [1,5]}.

IIpema Tome, HA ocHOBY Teopeme 2.1 u Teopeme 2.2, 3aKJ/bydyjeMo Ja je KoMILIeKc K xomo-
ToICcKn ekBuBajieHTaH 1-cepu. Camum T,

Ky # Stg,({r+1,...,r +7}).

Teopema 5.8. Hexa je n = 3-5-r, 2ge je r > T upocti 6poj. Axo je r = k (mod 15), zge
ke {1,2,13,14}, waga sasrcu:

(1) Komtnexc Ky apugpyorcen dorunomy ®,(x) zomotioucku je exsusarenian S'.

(2) Axo je @,(x) = zs@ v ¢t womaaexe Ky, j € {0,1,...,0(n)}, apugpyorcer tosuromy
®,,(z) romowotcku je exeusareninian upoctmopy S' Uy, B, 2ge je deg(f;) = ¢;.

Jloxas. Ha ocuoBy teopeme 5.6, TBpheme Baxku 3a k € {1,14}. Pasmorpumo ciydajese
kajga k € {2,13}. Kaxko je, npema Teopemu 5.7, KoMIIeKC Ky XOMOTOICKM €KBUBAJEHTAH
coM norkomuekcy Stz ({r+1,...,7 + 7}) kana k € {2,13}, nokasahemo sa je kommekc

Stg,({r +1,...,r + T}) xomoTONCKN eKBHBaIEHTAH S*. Byayhu na je 2 = —13(mod 15), na
OCHOBY TeopeMe 5.5, TOBOJBHO je MOCMaTpaTH Stf(@({r +1,...,r+7})3a k=2

Heka je r = 2 (mod 15). Kommneke Stz ({r + 1,...,r + 7}) remepucan je cmenehmm
daceruma:

0,7,r+1], [1,3,r+2], [2,4,r+3], [0,5,r+4], [1,6,r+5], [2,7,74+6], [0,3,r+7],
2,4,r+1], [0,5,7+2], [1,6,r+3], [2,7,r+4], [0,3,7+5], [1,4,r+6], [2,5,7+7],
1,67 +1], [2,7,7+2], [0,3,7+3], [L4,r+4], [25r+5], [0.6,r+6], [1,7,r+7],
,7,r+1], [2,3,r+2], [0,4,r+3], [1,5,r+4], [2,6,»+5], [0,7,r+6], [1,3,r+7],
0,4, +1], [1,5,7+2], [2,6,r+3], [0,7,r+4], [1,3,»+5], [2,4,r+6], [0,5,r+7],
2,6,r+1], [0,7,7+2], [1,3,r+3], [2,4,7+4], [0,5,7+5], [1,6,7+6], [2,7,7r+7]
Axko je

C":=V,11(10,7]) U Viya([2, 3]) U Viy3([0, 4]) U Vipa(([1, 5)
U Viys([2,5]) U Viys([0,6]) U Vo2 ([1, 7)),
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I'JIABA 5. KOMIIJIEKCH [IPU/IPY>KEHU TUKJIOTOMHUY9HOM IHOJIHHOMY

TaIa je
C = C"u{{[0], [0, 3]}, {[5], [0, 5]}, {[3], [1, 3]}, {[4], [1, 4]},
{11, [1, 6]}, {[6], 2, 6]}, {[7]. 2, 7]}}
1106p0 HepMHUCAHO W ANMKJIMYHO JUCKPETHO BEKTOPCKO IIOJ/bE Ha Stf(o({r +1,...,m+T7})

(Bumern couky 5.21).

e

vaH m7 Vha (12,3)) vaﬁ &4 Voa([1,5))
ms(u 7]) ma([o 6]> m(

Cnuka 5.21: I'pagujenTHO BEKTOPCKO 0B ('

U3 gnmenure ga je qurpad Flow(C') anukimnuan (Bujgeru ciauky 5.22) cyieju Ja He oCToje
merpusnjaHe C-yTame Koje ce cacToje o1 1-cuMIiekca u 2-CUuMILIeKca.

St(p+4) St(p + 3) St(p + 2) St(p+1) St(p+7) St(p + 6) St(p+5)

[1,5] [0,4] 2,3] [0,7] [1,7] [0, 6] [2,5]
Cunka 5.22: JTurpad Flow(C)

Takohe, He mocToje HeTpuBHUjaHe 3aTBOpeHe C-IIyTame Koje ce cacToje o 0-cuMILIeKca u
1-cummtekca (BugeTn Cauky 5.23).

Ha ocmuoBy niperxojiHor,
e(&%qr+L“wr+nyc>:{szqy
[Ipumenom teopeme 2.1 u Teopeme 2.2 1071a3UMO JI0 3aK/bydKa J1a, je
Stg,({r+1,...,r+7}) = St
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5.5. XOMOTOIICKH THUII

r+3

Cimka 5.23: C-nyramwe y St ({r +1,...,7+7})

IIpema Teopemu 5.7,
Kgy ~ St ({r+1,...,7 + 7}) U Fj mod n.
Crora, C je IUCKPETHO allMKJIMIHO BEKTOPCKO IMOJbE U Ha KOMILJIEKCY K {j}, IPH HdeMmy je

€ (St,({r + 1,0, + 71, C) = {121, [2,4], Fj moan}.

Kaxo je HI(IN({J-}) = Z/c;Z (reopema 5.2), Ha 0CHOBY TeopeMe 2.1 u Teopeme 2.2, 3aK/by1yjeMO
aa je -
K{J} ~ Sl Ufj B2,

rae je deg(f;) = ¢;. N
Ha ocnoBy mperxojiHe TeopeMe 3aK/bydyjeMo Jia je y Caydajy Kajga je n = 3 -5 - r, rae

jer >7ur=k(modlb), 3a k € {1,2,13,14}, oarosop Ha nurawme 5.1 norsppan. Ipyrum
pednmMa, y OBUM CJIydajeBUMa BaxKu TBpheme Teopeme 5.3 3a d = 3.
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I'maBa 6

HekoMmyTaTuBHEe MHBapujaHTe
MUKJOTOMNUYHUX IMOJIMHOMA

Kommrexcn Ky u K(j} IpuapyKeHn HMUKIOTOMUYHOM mojumHoMy O, (r) = Z‘p cjxl y
BehuHu ciyvajeBa nuMajy MpaBUIHY CTPYKTYPY, Y IITA CMO Ce€ MOIJIM YBEPUTHU y MPETXOIHO]
rnasu. Mehyrum, y HeKuM ciiydajeBEMa KOMILIEKCH IpuapyzkeHu mojunomy D,..(x), rme
Cy p,q U r IPOCTU OPOjeBU, MMajy MHOI'O KOMILIMKOBAHU]Y M MHTEPECAHTHU]Y CTPYKTYPY O/
odyekmBaHe. KaKo XOMOTOIICKM THIT OBAKBIUX KOMILIEKCa HUje MOryhe OfpeauTH, y OBOj TJIaBH
pa3maTpaMo mbuxoBe PyHIAMEHTAJTHE TPyTe, KA0 OCHOBHE XOMOTOIICKe nHBapujanTe. PyHia-
MEHTaJIHe T'pyIe padyHamo kopucrehum merojr m3soxkeH y mnoryiassby 1.1.3 oBe auceprariuje.
Ucnurusame dpyniameHTaHEX rpyna rnokasahe ja cy oHe HEKOMYTATUBHE U 14 je OJITIOBOP
Ha NIATame 5.1 y OmmreM ciiydajy HeraTUBaH.

Kako 6ucmo pemakcupasn cafipzkaj OBe TJIaBe, JeTabe OOMMHIX UTePATUBHUX ITPOPAIyHA,
Kao 1 codPTBEPCKA PeIleha KOja CMO KOPUCTUIM TPUJIMKOM H3PadyHaBama OyHIAMEHTATHIX
rpyma m3zBajaMo y riiasu Jlomartax.

6.1 Ilomumom Pyg5(x)

Cummmurujannu koMiuteke K 5 7 npuapyxen nommaomy $qo5(z) ykymmo uma 15 Temena:
0 mod 3, 1 mod 3, 2 mod 3, 0 mod 5, ... 4 mod 5,0 mod 7, ..., 6 mod 7,
KOje 300r" jeTHOCTaBHOCTH 3aITCca peIoM obesiezkaBaMo OpojeBuMa
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14.

[Morrommnekc Ky renepucas je daceruma Fjmod 105, Ta€ j € {49, ...,104}, omrocuo cienehum
2-CUMILJIEKCHMA.:

1,7,8],[2,3,9],[0,4,10], [1,5,11],[2,6,12],[0,7,13], [1, 3, 14],
[2,4,8],[0,5,9],[1,6,10], [2,7,11],[0,3,12], 1,4, 13], [2, 5, 14],
[0,6,8],[1,7,9],[2,3,10], 0,4, 11],[1,5,12], [2,6, 13], [0, 7, 14],
[1,3,8],[2,4,9],[0,5,10], [1,6,11], [2, 7 12],10,3,13],[1,4, 14],
[2,5,8],[0,6,9],[1,7,10], [2,3,11],[0,4,12], 1,5, 13], 2,6, 14],
[0,7,8],[1,3,9], (2,4, 10], 0,5, 11], [1,6,12], [2,7, 13], [0, 3, 14],
[1,4,8],[2,5,9],[0,6,10], [1,7,11], [2, 3, 12L[0,4,13L[1,5,14L
[2,6,8],]0,7,9],]1,3,10], 2,4, 11],]0,5,12], [1, 6, 13], [2, 7, 14].
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6.1. IOJIHHOM ®;05(x)

Kako je 5-7 > 3-7T+3-5—3—5— 7, Ha OCHOBY pa3dMarpama y IJaBU 5.3, YMECTO
KOMILTeKca K MOXKeMO TOCMATPATHU IeTrOBY PeIyKOBaHy BapUjaHTy, KOMILIEKC Ky Koju je
remepucan gaceruma:

1,7,8],[2,3,9],[0,4,10], [1,5,11],[2,6,12], [0, 7, 13], 1,3, 14],
2,4,8],0,5,9],[1,6,10], [2,7,11], [0, 3, 12], [1, 4, 13], [2, 5, 14],
[0,6,8],[1,7,9],[2,3,10],]0,4, 11], [1, 5, 12], [2, 6, 13], [0, 7, 14],
[0,7,8],[1,3,9],[2,4,10], 0,5, 11], [1, 6 12],[2,7,13], [0, 3, 14],
[1,4,8],[2,5,9],[0,6,10],[1,7,11],[2,3,12], 0,4, 13], [1, 5, 14],
2,6,8],[0,7,9],]1,3,10], 2,4, 11],[0,5,12], [1,6,13], [2, 7, 14].

Kao mro je onmmcano y nmorsassby 1.1.3, rpyna G (I? 0, L), tie je L makcumasHo pasanusyhie
crabso y IN{@, n3zoMopdHa je pyHIaMEeHTAJIHO] IPYITH WI(IN(@). Bynyhu na ceakom 1-cuminiekcy
y IN(@ o/iroBapa 10 jeJJaH TeHepaTop I'pyIie G(IN{@, L), y by 10jeTHOCTaB/bEba 3AIUCa, Te-
HepaTope obejieykaBaMO Ha, UCTU HAYUH KAa0 U l-cuMIniekce. 3a MaKCUMAJHO pas3amnuibyhe
cTabJ1o

L = {]0,4],10,5],10,7],]0,8],[0,9], [0, 10], [0, 13],
11,3],[1,6],[1,7],[1,11], [1,12], [1, 14],[2, 3] },

rpyna G (lN( 9, L) rerepucana je 1-cumiiekcuMa KOju He MpUIaajy KOMIUIeKCy L u pearujama
KOje ojiroBapajy cdacermmar

(7,8 - [1,8]7t =1 [0,3]-[3,12] - [0,12]7' =1 [3,9]-[1,9]7' =1 [4,13] =1

3,9]-[2,9]7' =1 (1,4] - [4,13] - [1,13]7' =1 [2,4]-[4,10]-[2,10]7' =1 [1,5]-[5,14] =1

[4,10] =1 [2,5] - [5,14] - [2,14] 7' =1 [5,11]-[0,11]7 1 =1 [2,6]-[6,8] - [2,8] 71 =1
[1,5] - [5,11] = [0,6]-[6,8] =1 6,12] =1 [7,9] =1
[2,6]-[6,12]-[2,12]"t =1 [7,9]-[1,9]" ' =1 [2,7)-[7,13] - [2,13]7t =1 [3,10]-[1,10]7! =

[7,13] =1 [3,10] - [2,10]7t =1 [0,3]-[3,14] - [0,14] 7t =1 [2,4]-[4,11] - [2,11]7' =1
3,14] =1 [4,11]-[0,11]7t =1 (1,4] - [4,8]-[1,87' =1 [5,12]-[0,12]7' =1

[2,4] - [4,8]-[2,8 7' =1 [1,5][5,12] =1 2,5]-5,9] - [2,9] 7' =1 [6,13]-[1,13]"" =
[5,9]=1 (2,6]-[6,13]-[2,13]7' =1 [0,6]-[6,10] =1 [2,7)-[7,14] - [2,14] 71 =1
[6,10] - [1,10]7t =1 [7,14] - [0,14]7t =1 [7,11] =1

2,7)-[7,11] - [2,11]7' =1 [7,8] =1 [3,12] - [2,12]7t =1

Jla 6ucmo oakimaaun ucnuTuBame rpymne G (I?@, L), penykosahemo 6poj HBeHUX reHepaTopa u
penamnuja. Kopucrehu anropuram 1 nobujamo jma je

G(f?@,L) = {(a,b| b abab ?a" baba! = 1),

rje ¢y a u b pejom ozuake 3a remeparope [2,13| u [2,14]. erasbu urepaTuBHOr MpOIEca
peaykimje rpymne G(Ky, L) 3a oBaj ciay4aj, Kao U 3a HapeJHe CJlydajeBe, JATU Cy y TJIABU
HHonarak.

Ha ocnoBy npesenramuje rpyne G (f(@, L), abesmzanuja G (I?@, L)® =~ 7, onake ciaenu jia
je Hi(Ky) = Z, mrro norephyje tBpheme teopeme 5.2. Meljyrum, cama rpyna G(Ky, L) auje

KOMYTATHUBHA, 1a CAMUM THM HHUje m3omopdHa rpynu Z. Ha bucmo mokasanu ma rpyna G
HIje KOMyTaTUBHA JIOBOJHHO j€ KOHCTPYHUCATU eMUMOPQHU3aM

f:G(Ky, L) = Ss,
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I'VTABA 6. HEKOMYTATUBHE UHBAPUJAHTE HUKJ/JIOTOMUYHUX ITOJITHHOMA

rjie je Sz rpyna nepmyranuja. Heka je I' ckym remeparopa rpyiie G([?@,L). Ba m € 953,
O3HAYUMO Ca,

Ir:={eel: f(e) =m}.

Axo je f(a) = (132) u f(b) = (12), Taga je HA OCHOBY HMOYETHUX DEJIAIH]ja

= {[0,4],0,5],[0,7], 0, 8], 0,9], [0, 10], [0, 13], [1, 3], [1, 6], [1, 71, [1, 8],

[0,
[1,9],[1,11], [1,12], [1, 14], ]2, 3], [2, 5], [2, 9], [3, 9], [3, 14], [4, 10],
[4,13],15,9], (6, 12], [7, 8], [7,9], [7, 11], [7, 13]},
F(12) {[O 11]7[0 12] [ ]7[ ] [2 14]7[4 11] [5711]7[5712]7[5714]}7
23y = {0, 6], [1,10], [2,4], [2,10], [3, 10], [6, 8], [6, 10]},
F(13) {[073]7 [0 14]7[7 14] )
F(123) {[174]7 [1 13]7[ ] [2 12]7 [37 12]7 [67 13}7
F(132) {[277]7[2 11]7[2 13]7[ 78]}-

IIpema Tome, f je 3aucra Tpazkenu enumopcdusam. Kako rpyna nepmyTanuja Sz HUje KOMy-
tatuBHa, ciean ga v G(Kjy, L) ne moxe 6utn komyrarusaa. Kako je m (Ky) = G(Ky, L),
dbyunamenranna rpyna kommiekca Ky mHuje komyTtarnsaa. Camum TuM, KoMIurekce Ky Huje
XOMOTOIICKM eKBHBaJIeHTaH S', 11a je 0JroBop Ha IPBHU JI€0 IUTamba 5.1 HeraTuBa.

Ha 6ucMo 1mokasaJim Jia je OJAroBOp W Ha JAPYTHU Jeo muTama H.1 HeraTuBaH, pa3MOTPUMO
koMiteKe K7y Koju onrosapa KoeduIujeHTy ¢; = —2 HUKJIOTOMHYHOT IIOJHHOMA Dyp5().
Kowmmiexke K7y nobujen je nonasarem dacera Frmod 105 = [1, 5, 8] kommnekcy Ky. Ha OCHOBY

norjap/ba 5.4, yMeCTo KOMILIEKca K73 MOXKe ce IOCMaTpaTH HeroB IHOTKOMILIEKC K{7} =

Ky U{[2,5,8],[1,5,8]}. IIpema Tome, rpyma G(K{7}, L) nma 51Be omaTHe pesanmje
[275] ’ [578] ’ [278]_1 =1 m [175] ’ [578] ’ [178]_1 =1

y omHocy Ha rpymy G (I?@, L). Penyknujom 6poja reHepaTropa u peJialyja rpyre G(f( L)
(Buneru Jlomarak) mobujamo ja je

G(K7y, L) = (a,b| b abab~2a  baba™" = 1, ab~*a b la = 1).
AGesmzanuja rpyne G(K (71, L) je Zs, Kaxo je u OUEKUBAHO, AJll OBa IPyIIa HUje KOMyTaTUBHA.
Kaxo muksm (132) u (12) sagososbasajy penanumjy ab 'a™'b~'a = 1, 3a nokas mekomyraTu-
BHOCTH MOYKEMO WCKOPHCTUTH UCTH eNuMopdm3aM Kao y MPeTXoaHoM crydajy. IIpema Tome,

rpyna m (K (7)) Huje usoMopdna rpynu Zs, a KOMILIEKC (7, HIje XOMOTOICKH €KBUBAJICHTAH
npojextusHoj pasau RP?, kako je 6uso mpeasubeHo ¢ 063upoM Ha TO Ja je ¢; = —2.

6.2 IlonuuoMm Pig5(x)

Kommieke K511 npuapy»xer noaunomy Pqgs(z) uma 19 remena:
0 mod 3, 1 mod 3, 2 mod 3, 0 mod 5, ... 4 mod 5,0 mod 11, ..., 10 mod 11,
KOje peJioM obesiekaBaMo OpojeBuMa

0,1,...,18.
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Iberos morkommieke Ky renepucan je daceruma Fjnod164, Toe j € {81,...,165}. Kako je

KOMILIEKC Ky XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTaH CBOM moTKoMIuiekcy Ky (Bumeru npumep 5.3), a Ky
je xoMoTONCKN exBuBasieHTan norkommiekcy Stz ({12,...,18}) (reopema 5.7), y nacraBky

pasmarpamo Komiutexe Stz ({12,...,18}). Kommnexe Stz ({12,...,18}) renepucan je cieme-
hum 2-cumirekcuma:

[0,4,12],[1,5,13], [2,6,14], [0,7,15],[1,3,16], [2,4, 17], [0, 5, 18],
[2,5,12],[0,6,13], [1,7,14], [2,3,15],[0,4,16], [1,5,17], [2,6, 18],
[1,6,12],[2,7,13],[0,3,14], [1,4, 15],[2,5,16],[0,6, 17, [1, 7, 18],
1,4,12],[2,5,13],[0,6,14], [1,7,15],[2,3,16],[0,4, 17, [1, 5, 18],
[0,5,12],[1,6,13],[2,7,14], [0, 3, 15, 1,4, 16], [2, 5, 17], [0, 6, 18],
[ 1,10,7,13], ,12,4,15],[0,5,16], 1,6, 17], [ ]

2,6,12],[0,7,13], (1,3, 14], [2, 4, 15, [0, 5, 16], [1, 6, 17], [2, 7, 18].
8a MakcuMaJIHO pazarnuibyhe cTabJio

L ={[0,3],]0,4],[0,5],]0,6],[0,7],]0,8],[0,9], [0, 10], [0, 11], [0, 12],
[0, 13], [0, 14], [0, 15], [0, 16], [0, 17], [0, 18], [1, 3], [2, 3] },

rpyna G(Kjy, L) renepucana je l-cuMmmsiekcnma Koju HUCY ejleMeHTH cKyma L u ciemehnm

peJialjaMa, Koje OJroBapajy 2-CUMILIEKCAMAa KOMILIEKCa St g@({lQ, ..., 18}):

[4,12] =1 [4,16] =1 [2,5]-[5,13] - [2,13]"t =1 [2,5]-[5, 17] (2,177t =
[1,5]-[5,13] - [1,13]7' =1 [1,5]-[5,17] - [1,17]7' =1 [6,14] =1 [6,18] =

2,6]-6,14] - [2,14] 7' =1 [2,6]-[6,18]-[2,18]"' =1 [1,7]-[7,15]-[1,15]7' =1 [2,6]-6, 12] [2,12]7t =1
(7,15 =1 [1,6]-16,12]-[1,12]7* =1 [3,16]-[2,16]"' =1 [7,13] =

[3,16] - [1,16]7' =1 (2,7]-[7,13] - [2,13]7' =1 [4,17] =1 [3,14] - [1 14]~1

2,4] - [4,17] - [2,17]7 =1 [3,14] =1 [1,5]-[5,18] - [1,18]"' =1 [2,4]-[4,15] - [2, 15] =1
[5,18] =1 [1,4] - [4,15] - [1,15]7 =1 [5,12] =1 [5,16] = 1

2,5]-[5,12] - [2,12] 7' =1 [2,5]-[5,16]-[2,16]"' =1 [1,6]-[6,13]-[1,13]"' =1 [1,6]-[6,17]-[1,17]7t =1
6,13] =1 6,17 =1 2,7)-[7,14] - [2,14] 7' =1 [2,7]-[7,18] - [2,18] ' =1
[1,7)-[7,14] - [1,14]7t =1 [1,7]-[7,18] - [1,18]7' =1 [3,15] =1

[3,15] - [2,15] 7t =1 [1,4] - [4,12] - [1,12]7 =1 [1,4] - [4,16] - [1, 16]

Penyxkimjom 6poj remeparopa u pejaiyja y CKJIaay ca aaroputMom 1 jgobwjamMo 1a je
G(Ky, L) = (a,b|bab a2 = 1).

Ipyna (a,b|bab~'a™? = 1) nosnara je kao Baymciaar-Comuraposa rpyna BS(1,2) (za Bume
nerasba BujeTH [4]) u Huje KomyraTuHa. CIIMYHO MPETXOMHOM CJIy4ajy, HEKOMYTATHBHOCT
MOKEMO JIOKa3aTh KOHCTpyKiujoM enmmopdusma f : BS(1,2) — S3. Tlpeciukasame [ nedu-
uucano Ha ciegehu vauun: f(a) = (123) u f(b) = (23) jecre jenan enumopdusam, na rpyuna
BS(1,2) zaucra uuje komyrarubna. Jlakie, abenm3zaiuja G(I}@,L)“b > 7, anu cama Tpyla
G (f(@, L) uuje komyTaTuBHa, 1a Huje uzomopdua rpymu Z. I[Ipema Tome, rpyna 71 (Ky) Huje
KOMYyTaTHBHA, T1a IIpocTop Ky HUje XOMOTOICKM eKBuBajeHTaH St

6.3 Ilomumom Psg5(x)

Kakocyn=3-5-7Tun=3-5-11 najMawmu OpojeBu 3a Koje je UCIYEEH yCJOB Ja je N
MIPOU3BOJ TPU PA3ININTa HEAPHA MPOCTa Opoja, 3aHUMJBUBO je UCIIUTATH 1T, Ce JIelTaBa 32
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I'VTABA 6. HEKOMYTATUBHE UHBAPUJAHTE HUKJ/JIOTOMUYHUX ITOJITHHOMA

neke Behe 6pojese n. M3 Tor pasora pasmorpumo ciy4aj kajga je n = 5-7 - 11. Kowmriekc
K5 711 IpUIpYKEH IUKJIOTOMUIHOM HomHOMY Psgs(x) nma 23 Temena:

{Omod 5, ...,4mod 5, 0 mod 7,...,6 mod 7, 0 mod 11, ..., 10 mod 11, }

KOja peJioM obestexkaBamo Opojesuma 0, ..., 22. Hero nmorkommiekc Ky renepucan je dace-
TIMA F} od 385, T J € {241,...,384}. Kopucrehu amropuram 1 3a n3padynasame byHIa-
MEHTaJIHe IPyTe, 38 MaKCUMAJHO CTabJIo

L = {[0,5],[0,8], [0, 10], [0, 11], [0, 15], [0, 17], [0, 18], [1, 6], [1, 7], [1, 8], [1, 16], [1, 23], [2, 8],
[2,9],[2,12], [3,10],[3, 13], [4, 9], [4, 21], [5, 20], [7, 14], [11,19]}

nobujamo 1a je

G(Kp, L) = {a,b,c| a'b"'a ¢ bachb cabc *ba*ca b cabra e tha b e
bla e beta b eabac e a T e bach T cabachta
ctoe ta™ b eab = 1,
a b ta e e e  cabaca T b a T e bach T cabe ba

b teaba ' tba b eb e e the ta b cabab ™! = 1},

1

[Tpesenramuja rpyne G(Ky, L) nocra je KOMILIMKOBaHUja Y OJHOCY HA IIPETXOJHE CIIydajeBe.
Crora, Huje jemHocraBHO Halin cypjekTuBHEH XOMOMOpdu3aMm Koju cauka rpymy G(Ky, L) y
rpyimy nepmyTar@ja. Mehyrum, meros kao mro je PokcoB padyH (MpeacTaB/beH y TJIaBu 3)
MOKe HaM JIaTh OJroBop Ja Jjim je rpyna G(Kp, L) KomyTaTuBHA.

Kaxo je G(Kp, L)® = Z, ykomuko je rpyna G(Kp, L) KomyTaTuBHa, HU3 eJeMEHTapHUX
ujieaJia MpUIPyKEH OBOj Ipymu Mopao Ou 6utu n3oMopdan HU3y eJIEeMEHTAPHUX HUJIeaIa KOjU
je mpuapy»KeH rpynu Z. Ananusy Hu3a eseMeHTapHuX uieasa rpymne G(Ky, L) 3anounmemo
padyHameM AJieKcaHmepoBe MaTpuie Koja oaroapa rpymu G(Ky, L). O3nadumo ca ri u 79,
pesioM, TpBy u Jpyry penaujy rpyue G(Kp, L). Onrosapajyhu ®okcoBu m3Boau pesaTopa
71 U r9 IO TeHepaTopuma a,b u c cy:

% =—a 4o (—a +a e (1 4+ achle(1 + abeh(1 4 a + aPe(—aTt + a7 b (1
+ab H—at+a e b(—a T Fa b ieb  (—a T o e e (—a T FaT b (T
+ab(l4+acH(—a P +a b (—a a7t (1 + achre(1 + ab(1 + ach (a7t
+ale e (=aTt + a7 )N,

887;)1 =a Y (=b" b e e (1 Fbac(—bt F b ea(1 4 be (1 4 baPca N (b + b ea(—b!
+o ta e M ba (b b (b b e e Y (U be e (b b ea(T
+bacta T (=b + b a e (1 + bac(—b7 + b ca(1 4 bac(—b + b e e (1
+betaT (=0 b7 ea)))))))NN))))

%’;1 —a ' la (—c 7 + e tha(l + b (1 + cab(—c¢ ! + ¢ lha® (1 + ca*lb*1(1 +cab ta (=7t

+cba b 1+ bl (= (e + el T (1 4 caba(—c T+ ¢ la T e (=
+ ¢ 1ba(1 + b (1 + caba(1 + cb_la_l(—c_1 e (=t + c_la_lb_l)))))))))))))))))),
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% =—at+a v N (—at+a e e (—a + a7 e(1 + ab(1 + ac(—at + a7t (—a !
+a e (1 + ach te(1 4 abe (1 4+ ab te(1 + ab(—a "t + a e o(—at a0 b (—a
+a et be T (—aTh e b e(1+ ab)))))))))))))),

Ora =a Y =bt+ b ta e M Fbe e (=0 4 b ea(1 4+ baca T (=D + b e e (1 4 bac(—b !

b
+ b tea(l +be (1 +ba(—bt + b7 lea(l +ba et 1+ ba (=07 + b le(—b T + b e e (1

+beta (=07 07 ea(1 = bab™ ")),

Orz =a b la T (= e t(—e e la T (1 4 caba(l 4 ca b e T (= 4+ ¢ ba(1 4 b (1

dc
+ cab(—c™ 4+ ¢ thab (1 + caba (=t + e tha o (L + b e (= 4 (=7t

+elaTT))N))-

Kaxo je G(Kgy, L) = 7, rpyna G(Kp, L)® je 6eckonadna IUKIMYHA TPy TeHEPHCAHA,
nexuMm rerepatopoMm t. Ilpema tome, ZG(Ky, L) = Z[t,t7!]. ®yuxuuja o : ZG(Ky, L) —
ZG(Ky, L) (Bugeru 3.1, rmasa 3) nata je ca

afla) =1, ab)=t, alc)=t.
Ha ocroBy mperxomHor 3akbydyjemo na je Asnekcangeposa marpuna rpymne G(Ky, L)

4 _ 0 3 =343t =2t 33t 2t
CEOL) =\ 142t -2 434324t 42 3324t -2

Wnean Koju je renepucan JeTepMUHaHTaMa HoaMaTpunama pega 1 marpume Ag Ky,L) J€

By= " =3t2 43t =2t =3t 244t — 2,1+ 2t — 2t7)
= (1 — 2t + 2t?),

jep BaxKu Ja je

3 =3t 3t 2= (1 =2t 2t~ -t

3 =3t At 2= (1 -2t 267 (¢73 — 7).

Hame, unean Koju je reHepucan JeTepMUHaHTaMa HOAMATpHUIa pela 2 marpune Agx, 1) je

Ey= (0,12 —t 3 +5¢t72 — 11t71 —dt — 4> + 4¢3 124+ ¢73 — 5672 + 1171 + 4t + 48 — 48%)
= (12—t 4572 — 117" — 4t — 4% + 41%)

Kaxo momunomm 1 — 2t +2t? u 12 — ¢34+ 5t 72 — 11t~ — 4t — 4t + 4¢3 Hucy uHBepUTUOIIHI
y TPyIIHOM TIpcTeHy Z[t™1, t], Hu3 eleMeHTapHUX HMJeTa KOjU OrOBapa MaTPHIH Acqk,,L) je

(12 =t 45672 — 117" — 4t — 4t + 4¢%) C (1 — 2t + 2t2).
Ca apyre crpane, AjekcanaepoBa MaTpHIla KOja OroBapa Mpe3eHTaIlnju
{a,b,c|bct =1, abc™' =1}
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I'VTABA 6. HEKOMYTATUBHE UHBAPUJAHTE HUKJ/JIOTOMUYHUX ITOJITHHOMA

01 —1
Az = ( 11 -1 ) ’
Ia je Hu3 eJeMeHTapHUX uJieajia KOju joj oJrorapa

(1) € (1).

Byayhn ma nommaoMm 12 — ¢73 + 5672 — 1171 — 4t — 4¢% + 4¢3 u 1 — 2t + 2t* 5ucy unBEpTH-
GuHu y rpynHoM npereny Z[t, t7Y, cnemu na rpynava G(Ky, L) u Z onrosapajy paziudauT
HU30BU ujeasna. [Ipema Trome, Ha ocHOBY Teopeme 3.3, rpytue G(Ky, L) u Z uucy uzomopdHe.
Bak/bydyjeMo 1a Uy OBOM CJIy4ajy KOMILIEKC Ky HUje XOMOTOIICKU €KBUBAJEHTAH IIPOCTOPY
St.

Kako 6ucmo nokazaju ja je y caydajy n =5 -7 - 11 ojaroBop u Ha JApyru €0 nutama 5.1
HEraTHBaH, MOCMATPajMO KOMILTIEKC K{ijg) IpHAPYKeH KOepUIUjeHTy Cijg MUKIOTOMUIHOT
nojmuoMa Psss(x). Kommnexe K9y 06ujen je gomasarmeM daceTa Fiigmod 385 KOMILIEKCY
Ky. lpumewyjyhu pexykimonu ajsropuram 1 mobujamo 1a je

rpyue Z je

G(K{i9y, L) = {a,b,c| a b a ¢ bach cabe  ba*ca™ b cab a7 e ba D!
cbta e tbe e cabacta b e e baech T cabac
bla e e ta b cab = 1,
a b e e e a T b eabaca T bt a T e T bach T cabe b
ab teaba e e b eb ta T e be Tt a T T  eabab ! = 1,
a b tebta e e ta T b cabab ta T e he e = 1
Kako je c119 = —3, npeapubeno je na xomiiexc Kyiigy OyJie XOMOTOICKH €KBUBAJICHTaH
IIpocTopy 4Yuja je dpyHIaMeHTasJHa rpyla Zs, mMTO he ce UCIOCTaBUTH Kao HeTadHo. Jlako
ce moxe yrepauTu 1a je G(Kiiigy, L) = Zz. Mebhytum, kao u y ciydajy xomiuiekca Ky,
dbyHIaMeHTaIHA TPylla UMa KOMILITUKOBAHY IPE3EHTAIN]Y W HHUje JIAKO YTBPAUTU JIa JIK je

usomopdHa rpymu Zz. Crora, pasMarpaMo HU30Be ejeMeHTapHux uaeasna rpyna G(K gy, L)
u Zg.

I'pyna G(Ki19y, L) uma jenny nonaray pesanujy y oanocy na rpyny G(Ky, L), Ty nogaray
penamujy obenexxkuhemo ca rs. V3Boau pesnanuje r3 mo remeparopuMa a, b u c cy:

% =—a'4+atbleb (—a Tt +a e e (—a +ah e(1 4 ab(1
+ab H(—a' —a et a ™)),

% =a b+ b te(—b b e e (T be e (b 4+ b ea(l
+ba(=bt + b ta ),

% =a b1 +eb ta (et Fetb(—c e ta (1 4 cabab Tt (<7t

—c'be™)))))-

Abemmsanmja G(Kii19), L)™ je nuxsmuna rpynma pena tpu. Heka je ¢ remeparop rpyme
G(K{Hg},L)ab7 Tada je ZG(K{llg},L>ab = Z[t]/<t3 — 1> q)yHKHHJa o ZG(K{HQ},L) —
ZG(Kqigy, L)™ nara je ca:



Kaxo je

87“3 . 37’3 . 2 87”3 .
a(aa)— 2—1t, a(@b>_t 2t°, a(@c)_ 1—-2t++¢,

Anekcansieposa MaTpuiia Koja oarosapa rpymu G(Kygy, L) je

0 1—5t+3t2 —145t—3t2
AG(K 110y 1) = —14+2t—2t2 143t —4t> —1 — 3t + 4¢t?
—2—t t—2t? —1— 2t + ¢

Wneas Koju je reHepucaH JeTepMUHAHTaMa MoAMaTpuIlia pejia 1 marpurie Ag( K{110).L) je
By = (1 —5t+3t%,1+3t —4t*, —1 +2t — 2%, =2 — t,t — 2t*, —1 — 2t + t?).
Mebytum, Baxku j1a je
L= Q2+t)(—t*+ 1)+ (¢t —2t)t — (=1 — 2t + t})t?,

ma je

E, = (1).
Wnean koju je remepucan JleTepMUHAHTaMa MOAMATPHUIR peta 2 marpuie Ag K{110).L) je:
By = (=15 —t 4+ 155 — 9t + 1%, 1 +t + t*, =8 + 10t — t*,9 — 9t + 2t?).
C ob63mpom Ha TO j1a Baxke cienehe jegHakocTn:

L+t +1% =13(=9 — 9t — 9t*) + (=3 — t)(—59 — 59t — 59¢?)
9— 9t + 2t =13t + ) + (=3 + ) (=1 + 7t + 6t*)
5—9t+t*=—13+ (=3 +1)(—=6+1)
—8+ 10t —t* =13+ (=3 +)(7T - 1t)
—15 —t+15t* = 13- 9 + (=3 + t)(44 + 15¢)

U J1a ce MOJMHOMU 13 u —3 + ¢ MOr'y u3pa3uTu IPeKo IOJIMHOMAa U3 hjiealia

13=(—6+1)(=8+ 10t — t*) + (=7 +1)(5 — 9t + t?)
—3+t=(-8+410t —t*) + (5 — 9t + t?)

3aKJbydyjeMo Jia je

[Tposepumo jia Jiu oJuHoMK 13 1 —3 + ¢ renepuiny neo nperen Z[t]/(t3 — 1). Hexa je
(=3 +t)(a+ bt +ct?) +13(a’ + bt + t?) =1,
3a Heke a, b, c,a’ b, € 7. Tana Baxu na je

—3a+c+13d =1
—3b+a+13V =0
—3c+b+13¢ =0.
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I'VTABA 6. HEKOMYTATUBHE UHBAPUJAHTE HUKJ/JIOTOMUYHUX ITOJITHHOMA

ITpema Tome, ¢ = 14+3a—13d’, a = 3b—130' u b = 3¢—13¢/, na je —26¢ = 1+13(—a’—9¢' - 30'),
onuocuo 13(—2c + a’ 4+ 9¢ + 3V') = 1. Kako 13 Huje naBepTUOMIAH €JI€MEHT Y Z, TIOJHHOMU
13 m —3 4+t He MoOry remepucaTy 10 IIPCTEH.

Unean Koju je reHepucan JIeTePMIHAHTOM MaTprie Ag K{110},L) je:
Es=(1+t+1t%).
Hakie, HU3 eleMeHTapHUX Hjeasa KOju oarosapa MaTpunu Ag K{110).L) je
(1+t+t%) C {13, -3 +1) C (1).
AustekcaniepoBa MaTpHUIla KOja OJroBapa MpPe3eHTAIN]!

{a,b,c|bc™* =1, abc™' =1,b° =1}

rpyue Zs je
0 1 -1
Az, = | 1 1 —1
0 1+t+t* 0

Ia je HU3 eJIeMeHTapHUX njeasa KOju joj oJiroBapa
(1+t+¢%) C (1) C(1).

Kao mro cmo ce ysepuin, 1 ¢ (13, —34-t), npema Tome, rpynama G(K 119y, L) u Zs onrosapajy
Pa3JIMYUTU HU30BH eJIeMeHTapHuX nieasna. Jlake, Ha ocaoBy Teopeme 3.3, rpyne G(K 19y, L)
u 73 Hucy n3oMopdgHe.

6.4 IloauaoMm Ps;..(x)

Heka je r > 7 npoct 6poj. ¥ HpeTXOJHUM IIOIJIAB/bUMa OBE IJIABE YBEPUJIM CMO Ce€ Jia
y ciaydajeBuma Kaja je r = 7 u r = 11 kommiekc Ky npuapyxen nosmaomy Pgs..(x) uma
HEKOMYTATUBHY (DYHIAMEHTAJIHY IPyIly. ¥ HACTaBKY heMO IMOKa3aTH Jia OBU CJIyYajeBU HUCY
M30JI0BAHH.

Teopema 6.1. Hekxa jen =3-5-r, zge jer > 7. Axo jer =k (mod 15), 2ge k € {4,7,8,11},
rxomuserc Ky upugpyorcern wosurnomy <I>n(:v) HUJE TOMOUWLOUCKY, EKBUBANEHTLAH UPOCTLOPY St.

/loxas. Kao mTo je HaBeIEHO y MOTJIaB/bY 5.3, YMECTO KOMILIeKca Ky TpUAPYKEHOT TTOJTUHOMY
®y5.,(2) MOKEMO TOCMATpaTH HeroB norkoMmivieke Ky. Ha ocHoBy Teopeme 5.7, y ciydajy
kaga k € {4,7,8,11} Baxu na je Ky ~ Stg,({r +1,...,r +7}). Kako je 11 = —4(mod
15) u 7 = —8(mod 15), npema Teopemu 5.5, JOBOJBHO je pa3MaTpaTd KOMILIEKCE Stgw({r +
1,...,7+7}) 3a k € {7,11}. Mebhyrum, na ocuoBy teopeme 5.4, 3a r = 7 (mod 15) cBu
kommeen Stz ({r+1,...,7 4 7}) cy mehycobno nsomopduu. Camano, 3a r = 11 (mod 15)
Kommieken Sty ({r+1,...,r+7}) rakobe cy mehycobuo nzomopduu. Ha ocHoBy mperxomHor,
3aKJbydyjeMo Ja ce ciaydajesu Kaja je r = k(mod 15), k € {4,7,8,11}, cBoge Ha ciyuajeBe
kaga je r = 7 ur = 11. Byayhu na cy dynmamenTasne rpyne KOMILIEKCA IN(@ gar =17
u r = 11 HeKOMyTaTWBHE, UCTO BaykKu W 3a (PyHIaAMEHTAJHE I'PyIle KOMILIEKCA f(@ 3a 610
Koju TIpocT 6poj 7 3a Koju Baxku 7 = k (mod 15), rue k € {4,7,8,11}. Kako npocrop S' uma
KOMYTATUBHY (DyHIAMEHTAJIHY I'DYILy, TBpheme TeopemMe Ciie/. [
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6.4. IOJHUHOM ®3.5.,(z)

Cay4gajeBn pasMarpaHyu y TPETXOJIHWM IOIJIAB/BUMA 3ajeHO ca Teopemom 6.1 makasy-
jy na je onroBop Ha muTame 5.1 y remepasHOM ciydajy HeraruBaH. HerartmBaH oroBop
“Ma TO3UTHUBAH edeKaT jep MPOUCTUYE U3 YUILEHUIIE J1a CBAKU O] KOMILJIEKCA IIPUIPYKEHUX
TOJIMHOMUMA pa3MaTpaHUM y OBOj IJIaBU MMa HEKOMYTATUBHY (QYHIAMEHTAJIHY IPYIy Koja
IIpeJiCTaB/ha HOBY HEKOMYTATUBHY WHBAPHUjaHTY JIATOT TOJTUHOMA.
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I'maBa 7

KapakTepu KOHa4YHuUX rpyna

Y 0BOj I1aBU JlajeMO KpaTakK YBOJ y TEOPHU]y KapaKTepa KOHAYHUX rpyna. Ymosnahemo
ce ca TepMUHHMa M HABECTH HEKe De3yJITaTe OBe TeOpHje KOjU Cy HEOIIXOJHU 3a IJVIaBy 8
OBe JIECepTallyje. 3a JIeTabaH YBOJ, Y TEOPHUjy KapaKTepa KOHAYHHUX I'PYIMa IIPENopPyUIyjeMo
crangapany jaureparypy [16] u [33].

7.1 PemnpeseHnTaiiuja rpyrma

YBobhemwe peupesenttiayuje zpyue G MOTUBHUCAHO je UJIejoM Ja ce ocobune rpyme G npoyda-
Bajy KpO3 JIMHEeapHAa MPEC/IMKaBambha KOPUITNEemEeM CTaHIAPIHUX TEXHUKA JIMTHeApHe ajaredpe.
Ha Taj mayun KOHKpeTaH mpoOJeM MPEBOJIM Ce U3 T0Jba TeOpHje I'PyIla Ha BUIIE UCTPAYKEHO
IoJbe JIMHeapHe ajredpe.

Hexka je G rpyna u GL(V') ckyn ayromopdusama KOHAYHO JTUMEH3UOHOI BEKTOPCKOL TIPO-
cropa V medpunucanor naza mobem C.

Hedbununmja 7.1. Peapesentayuja zpyte G nan V' je xomomopdusam p : G — GL(V).
Crenen penpesenranuje (p, V) je aumensuja BekTopckor npocropa V.

Ha ocuoBy mperxonne nedununmje, dyuxnuja p : G — GL(V) je penpesenramnuja ako u
camo ako je p(gh) = p(g)p(h), 3a cBe g,h € G. Huje Temko youurn a je IMPECIUKABAHBEM )
3aj1aTo JejcrBo rpyme G Ha V, Koje je meduHUCAHO ca

g-v=p(g)(v).
Hedununmja 7.2. Heka je U BekTopcku normpocrop mpocropa V. Ykomuko je p(g)(U) C U,
3a cBe g € G, tana je g — p(g)|y Gogpeupeseniayuja penpe3eHTaImje p.

[TocebHO, yKOMKO penpesenTanuja (p, V') HeMa npaBux HETPUBHUjATHUX TTOIPENPE3CHTAIIN-
ja, Tajia 3a wy KaxkeMo Ja je upeqyuubuana peupedentiayuja. Vipepyubuine pernpe3eHTaimje
MOCEOHO Cy BarkKHe, O YeMy CBEJI0YM HAPEJIHA TEOpeMa.

Teopema 7.1 (Mamkeosa Teopema). Heka je G konauna 2pyta u wexa je (p, V') peupesen-
wavyuja zpyae G. Axo je (plu,U) Gogpeapesentiayuja og (p, V'), Waga Gocoju GOWAPOCTOP
W og V @akas ga je (plw, W) wogpeupesenmayuja og (p, V) u

V=UoW

[Tocnemuita mpeTxojiHe TeopeMe je Jia je CBaka pelpe3eHTalija cyMa UPeyIuOnIHUX pe-
npesenTanuja. Ilpema ToMe, poy4daBame penpe3eHTaInja MOXKe Ce CBECTU Ha MPOYYaBaHHEe
UPEIyITUOMITHUX PEIPE3CHTAIN]A.
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7.2. KAPAKTEPH

7.2 KapakTepu

Hedbununuja 7.3. Heka je V' BekTtopcku mpocrop ca 6azom B. Tana je xapaxiep rpyne G
y omnocy Ha pernpesentanujy (p, V) dyukmmja X : G — C nedunucana wa cienehu nHauamm:

X(g) = Tr([p(9)]s), sacsegeq.

[Tpumerumo ga kapakrep rpymne GGy omHocy Ha pernpeseHtanujy (p, V) He 3aBucu o
uzbopa b6ase BekTOpcKOr mpocropa V. Ako cy B u B’ npe paznuunre 6a3e nupocropa V', Tama
je

[o(9))sr = P~ [p(g)]s P,
3a Heky maBepTuHOMIHY Marpuny P, na je Tr([p(g)]s) = Tr([p(g)]s)-

Bpeanocr X(1) nasusamo cteten kapakxepa X. Huje Temko younrn ga je X(1) = dim V.
Kapakrep umju je crenen jeman HasuBaMo auHeapHyu kapakuwiep. Kapakrtep je upegyuubu-
AQH YKOJIUKO je UPeyIuOnTHA PEeIpe3eHTallja y OJIHOCY Ha Kojy je medunucan. Ha ocHoBy
MammkeoBe Teopeme, CTEleH CBAaKOI KapaKTepa jeJHaK je 30Upy CTeleHa HerOBUX WPeLyIH-
6uHux KoHcTHTyeHaTa. CKyn upeayruoniHux Kapakrepa rpyne G osnadasahemo ca Irr(G).

Kapakrepu ucnospaBajy MHOre Jierie 0COOMHE KOje Cy BaKHe y M3ydaBamby I'DyIla KOjuMa
cy UpUApYyzKeHu. JeaHa ol THX 0coOMHA je Ja Cy KapaKTepu KOHCTAHTHU Ha KJjacaMma KOH]y-
raruje. AKo cy = u y KOHjyroBaHu ejgeMeHTu rpyme (G, OJHOCHO, aKo TocToju g € G TaKBO Ja
je z = g 'yg, Taga Baxku na je X(z) = X(y). Hexka je B 6aza Bekropckor mpoctopa V', Taja
je

()]s = [p(g7 y9)ls = [p(9)]5 " [p(¥)]s[p(9)]=,

omakiie caeau ja je Tr([p(x)]s) = Tr([p(y)]s). Hdakne, kapakrepu cy kiacHe dbynkuuje (1o
ject dyHKIMje Koje cy 100po Aedunncane Ha Kiaacama koHjyramuje). Osmaunmo ca Cl(G)
CKyIl cBUX KJjacHuX ¢yaKIimja Ha G. OBaj CKyN je BEKTOPCKU MOTIPOCTOP IIPOCTOPA CBUX
dyuknuja uz G y C. Baza npocropa Cl(G) 3amara je dyHKIMjaMa Koje y3umajy BpeaHocT 1
Ha TAvYHO jeJHOj KJIacH KOHjyTrallrje, a Ha OCTAJINM KjaacaMa je BpeIHocT Hysa. [Ipema Tome,
ako je k 6poj kiaca xoujyramnuje, taga je dim Cl(G) = k. Vcnocrasba ce na je jenna 6asa
norrnpocropa Cl(G) ynpaBo cKym upeIynubuiHuX Kapakrepa. V3 mperxoaHor 3ak/bydyjemMo
J1a je 6poj upeaynuOnIHIX KapakTepa rpymne G jeanak Opojy HeHuX Kjaca KOHjyraljje.

Kaxko je 6poj upenyrubuinnx KapakTepa jeJiHaK Opojy KJiaca KOHjyTallfje U KakKo je CBa-
KI KapakKTep KOHCTAHTAH Ha KJjacaMa KOHjyTalldje CJIeJIN Ja BPEeTHOCTUMA UPELyITUOMTHIX
KapakTepa MOKEMO IPHUIAPYKUTH MATPUILY KOjy HA3HMBAMO WabeAd KapaKiepa.

Hedbununuja 7.4. Ako cy Xy, ..., X, upenynubuiau kapakrepu rpyne G u gy, . .., g IPe/J-
CTaBHUIIM KJaca KOHjyraluje, Tabesa Kapakrepa rpyme G je marpuia

<Xi(gj>>i1k:j1 3

Tabena kapakTepa rpyie GG je KjbydaH objekar y cTyaupaimy cTpykType rpyne G. JesHo of
BaKHUX CBOjCTaBa Tabesie KapaKTepa jecTe J1a Ha OCHOBY € MOKEMO OJIPEJIUTH CBE HOPMaJIHE
nozarpyte weke rpyne G. Heka je X € Irr(G), ckyn

KerX = {g € G| X(g9) = X(1)}

Ha3uBaMo je3zpo xapaxwepa X. Ipumernmo na je Ker X< G. Ckyn Ker X ompehyje ce nako na
OoCHOBY Tabejie KapakTepa. Hapenana Teopema roBopu 0 TOMe Ja UJIEHTU(MOUKOBAHLEM je3rapa
UpeayUOMTHIX KapaKkTepa uIeHTH(UKYyjeMo U CBe HOpMaJTHe moArpyte rpyme G.
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Teopema 7.2 (Ilornasibe 2, [16]). Heka je H < G, @Waga Gocwoje X1, ..., X, € Irr(G) waxeu

t
ga je H = () Ker X;.
i=1

Axo je G xomyTaTuBHA I'pyla, OHJIA IeHa Tabeja Kapakrepa uMa jaumensujy |G|, o63u-
poM fa je cBaka Kjaca KoHjyramnuje rpyre G jemnowrana. JlomaTHo, cBaku mpeyuOuIan
KapaKTep OBe I'PYIIE je JIMHeapaH.

7.3 KapakTepu u nojarpyne

Heka je H noarpyna rpyme G. Ilpupoano ce namehe nurame j1a Jin HA OCHOBY UPEIy-
uONIHUX KapakTepa rpyne G MOXKeMO HEMITO 3aKJ/bYyUUTH O UPEIYIUOMIHUM KapaKTepuMa
rpyne H u obpHyTO. Y OBOM IOIJIABJBY JIaj€MO OJIFOBOD HA TO ITUTAMHE.

Heka je X € Irr(G). Osmaunmmo ca Xy pecrpuknujy kapakrtepa X wa H. JacHo je na je
Xy kapaxktep rpyne H. MebhyTum, y ommrem ciydajy, Xz He MOpa OUTH W MpeLyluOnIan
KapakTep rpyne H u Masio Tora Moxe OUTH PedeHo o Xg.

Curyaruja je apyradmja ykogmko je H nHopmasna moarpymna ox G. Ako je ¥ kiacHa
dbyuknuja na H u g € G, nedunumumo bynxmujy 99 : H — C ca 99(h) = 9(ghg™'), 3a cBe
h € H. ®yukuujy 99 HazuBamo konjyzad@ ox ¥. YKoOMKO je ¥ (upeaylubuiHm) KapakTep
rpyne H, taga je u 99 (upemynmubuinn) kapakrep rpyne H. Ilpema tome, ca g : 9 +— 99
nedbunucano je nejerBo rpyme G mHa ckyn Irr(H). Creneha teopema naje HOTIYHH OIHC
pectpukije Xy Kaja je H HOpMaJHa TOATrPyIA.

Teopema 7.3 (Kiudopmosa teopema, [16]). Hexa je H<1G u X € Irr(G). Axo je 9 upegy-
yubuUIHU Koncwmuwmyen og Xy u 9 = v,vs, ..., Konwjyzawu og ¥, waga je

t
XH:eZﬂi, 2ge e € N.

i=1

Kako je 9(1) = ¥9(1) = ... =94(1) m X(1) = Xg(1), Ha OCHOBY IIpPETXOJHE TEOPEME CIIEH
ma O(1)[X(1).

Pasmorpumo obpuyTu ciayuaj. Heka je H nopmasmna moarpymna rpymne G u ¢ € Irr(H).
Hedunummo ungyrosanu kapaxitiep ¢ rpyme G ua crenehw naumm: 3a cse g € G

1 _
v (g) = ] > P (xgrh,
zelG

rae je ¢°(h) = p(h) ako h € H u ¢°(y) = 0 axo y ¢ H. Hapasno, xapaxtep ¢ He Mopa
outn umpenynubmian. CKyn CBUX MPeLyIUOMTHUX KOHCTUTyEHATa WH/YKOBAHOI KapaKTepa
©% osmauasaliemo ca Irr(G|yp).

Teopema 7.4 (ITocienuna 5.4, [16]). Hexa je H < G up € Irr(H). Taga wocwioju X € Irr(G)
waras ga je » KoHCWUWyeHw, og Xg.

Kapakrep X u3 nmperxomte Teopeme je ynpaso esemenT ckyna Irr(G|y). domaTHo, yKOJIUKO
je H <G, na ocroBy Kiudopaose Teopeme, cienm na ¢(1) | X(1). dpyrum peunma, 3a cBaku
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¢ € Irr(H), rne je H <G, mocroju X € Irr(G), takas ma (1) | X(1). OBa xoucrararuja 6uhe
HaM BPJIO KOPHCHA IIPUJINKOM IIPOydaBarba CTEleHa KapaKTepa IpyIIe.

Kana je y nuramy ofHOC npeayuOmIHuX Kapakrepa kojanganyke rpymne G/H u rpyne G,
rae je H<4 G u H # {1}, curyanuja je moBosbHUja. Vpemayrubuian KapakKTepu KOJIUIHIIKE
rpyne G/ H normyso cy onpehenn kapakrepuma rpyne G. Taxobe, Ha OCHOBY Mpe Ly IuOMIHIX
KapakTepa KoaumdHu4dke rpyte G/ H mocTylKoM KOju ce Ha3uBa MOU3athe KapakTepa MOKeMO
nponahu Heke mpeaynubuiiHe Kapakrepe rpyme G.

Hexka je X’ kapakrep rpyne G/H. ®@yukuuja X : G — C nedunucana ca:
X(g) = X'(gH), 3acsege G,

je kapakrep rpyne G koju HazuBamo Gogusarse ox X'y G. Ilpumerumo ma je X'(1) = X(1).
punpyxusame X' — X, rae X' € Irr(G/H), npeicraB/ba OUjeKTUBHY KOPECIIOHIEHITH]Y H3Me-
by ckynosa Irt(G/H) u {X | X € Irr(G) u H < Ker X}. /lakie, Ha ocHOBY Tabejie KapakTepa,
rpyne G nornyHo je oapehena tabesna kapakrtepa rpymne G/H. O6pHyTo, Ha OCHOBY Tabese
kapakrepa rpyne G/H moxemo 3anucaru |Irr(G/H)| upenynubminunx kapakrepa rpyme G.

Axo p € Irr(H), nocroje curyanuje kaja je ckyt Irr(G|p) y OUjeKTUBHOj KOPECTIOH I€HIINj 1
ca ckynom Irr(G/H), o 4eMy TroBOpH HapeHa TeOpeMa.

Teopema 7.5 (lamarep, [16]). Hexa je H <G, X € Irr(G) v Xg = 9 € Irr(H).Taga cy
kapax@epu X, zge f € Irr(G/H), upegyyubuanu, mehycobro pasiunuiiv u 6adtcu ga je

r(G)Y) = {BX | B € Ire(G/H)}.

7.4 KapakTepu peninBux rpymna

PemmuBe rpyrie npesicraBibajy reHepasinsaiiujy KOMyTaTUBHUX Ipyna. Vcropujcku riema-
HO, OBe Ipyle cy BpJo 3Hadajue. Peu ,pemuBe” norumde u3 lasyaoBe Teopuje u Be3aHa je
3a JIOKa3 HEPENUBOCTHU aJredapcke jeqHadnHe meror crernena. Crerujaano, aaredapcka jes-
Ha4YWHA je pelnmBa paJuKaJnMa ako W caMoO akKo je pemuBa ojrosapajyha ['ajgyaoBa rpyta.
Kapakrepu pemmuBe rpyme Mory gatu jojiaTae nHdopMaliyje o ieHOj CTPYKTYpPH, CTOra, UC-
MIUTUBAIGE OBUX KapaKTepa IPEeJICTaB/ba MMOCEOHO 3aHUMJ/HUBO MUTAME. Y OBOM JEJIy JajeMo
IperJies] HeKUX Pe3ysITaTa U3 Teopuje KapaKTepa PelnBuX rpyna Koju he Ham 6utu nmorpebHm
y JaJbeM Pay.

Hedbununuja 7.5. ['pyna G je pewusa yKOIUKO MOCTOjU HU3 IMOATPYIIA
1=Gy<G14...<xGL, =G
Takas Ja cy KojmaHundke rpyne G;/G; 1 KomyrarusHe 3a cBako i € {1,...,k}.

Axo je G pemmusa rpyna u N <G, tana cy N u G/N rakobe permmuse rpyte.

3a notpebe HapemHe cTpykTypHe jeme jpedunuiremo nojam Ppobennjycose rpyre.

Hedunnnuja 7.6. Heka je {1} < H < G. Akoje HNg 'Hg= {1} zacse g € G\ H, Tana
ce H nazuBa @pobenujycos xomusemeniti y rpynu G. I'pyna y Kojoj mocroju @pobennjycon
KOMILJIEMEHT Ha3uBa ce Ppobenujycosa zpyua.
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Axko je G Ppobennjycosa rpyma Koja caapxku komiiement H, taja nmocroju N <G, TakBa
naje HN = Gu HNN = 1. I'pyna N nazusa ce @Ppoberujycoso jeszpo rpyne G. Csaxa
®pobenujycoBa rpyna uma jeauncrsen PpobeHnjycoB KOMILIEMEHT U jeJIMHCTBEHO je3rPo.

JIema 7.1 (Jlema 12.3, [16]). Hexa je G pewusa 2pyta. Ilpewiociasumo ga je xomy-
wamopcka uogepyua G' jegunctisena Hopmaana togzpyta zpyue G. Taga ceu nesureapHu
Kapaxiwepu zpyue G umajy uctu cweven f u eastcu jegan og caegeha gea cayuaja:

1) G je p-zpyua, yenimap Z(G) je uukauuna 2pyua u G/Z(G) je eaementuapna Abesosa
zpyta pega f?,

2) G je Dpobenujycosa zpyua Koja uma Komyamuear Ppoberujycos Komuiemens pega f.
Taxohe, G' je @pobenujycoso je3zpo u o6a Zpyua je esemenitiapha Abenrosa p-zpyua.

[IpakTuuna npumena nperxomHe Jjieme je cieneha. Heka je G mara HekoMyTaTuBHA rpyia
u K <G je makcumasina Taksa Ja je G/ K wekomyrarupaa. Taja je cBaka mpaBa KOJUIHUYKA
rpyna rpyne G /K komyraruBHa, 1a je KomyTtaTopcka rpyna (G/K)' jequHcTBeHA MUHUMAJTHA,
HopMastHa ioarpyna ox G/ K. Ilpema tome, Jlema 7.1 moxke 6utn npumersena Ha rpyny G/ K,
3a cBaKy HekoMyTaTuBHY Ipyiy G. Ako je G/K ®pobenujycoBa rpyma, Tj. ako BayKu JAPyTU
ciaydaj jema 7.1, y JaJ/beM UCIUTUBAaIGY CTelleHa KapakTepa rpymne G kopucHa je ciejeha
TeopeMa.

Teopema 7.6 (Teopema 12.4, [16]). Hexa je K <G waksa ga je G/K @poberujycosa zpyia
ca Dpobenujycosum jeszpom N /K xoje je easemeniapna p-zpyaa. Axo v € Irr(N), waga
easicu jegan og caegeha gea caywaja:

1) |G: N|p(1) € {X(1) | X € Irr(Q)},
2) ply(l).

VKOHMKO Cy MO3HATH UPEIyIUOMIHA CTENIEHN KapakTepa peruse rpyie G, taja cieaeha
TeopeMa MOKe OUTU KOPUCHA Y UCIUTHBALY UPELYITUONTHUX CTEeIleHa KapaKTepa HOPMAJTHUX
noarpymna rpyue G.

Teopema 7.7 (IIpobsem 6.7, [16]). Hexa je G pewusa zpyua. Axo X € Irr(G) u ¥ € Irr(N)
Jje upeqyuubuUAHU KOHCTUYeHw 0g Xy, Waga
X(1)
G : N|.
[Tpuinkom uctmruBama ckyna Irr(G) gecTo ce pasmarTpa U CKyIl CBUX [IPOCTHUX JIJIUJIATIA

crTerneHa MpeayuONTHUX Kapakrepa rpymne (G, Koju obesexxkaBamo ca p(G). Y HacTaBky je
ommMcaHa Be3a W3Melhy ejleMeHaTa OBa JBa CKyNa y CJIy4Yajy PENIUBHUX I'pyIa.

Teopema 7.8 ([38]). Hexa je G pewusa zpyua un C p(G) ckyl Upoclux geauraya clielena
upegyuubustux Kapakxiepa zpyue G. Axo je |r| = 3, @Waga Goctwoju upegyuubuiaH Kapaxmep
zpyte G wakKas ga je cwieuer Wo2 Kapaxiwmepa gensus ca bap gea upociua bpoja Koja uputagajy
CRyuy m.
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I'maBa 8

Komniaekcu npuapy>kKeHn
NpeaynuoOnJIHIM KapakKTepuMa
KOHAYHNX HEKOMYTATUBHUX PEIINBUX

rpymna

Vpenynubuinm Kapakrepu Cy 00jeKTH KOjU MMajy BeoMa BayKHy YyJIOIY y IPOYYaBamby
KOHaYHUX rpyna. [lopes Tora mro KapakTepyu UIPajy BEIUKY YJIOTY Y KaacupUKaIlUju Ipy-
na, ocobuHe KapakTepa OJIMCKO Cy IOBe3aHe ca ocoOMHaMa rpyle Kojoj Cy HPUAPYKeHH. 3a
UCIIUTUBAE I0jeIMHUX 0cOOMHa KOoHadHe rpyre (G, yMecTo CKyla UpeLylUOUIHIX Kapak-
tepa Irr(G), noBospHO je anammsupatu ckyn crenena cd(G) = {X(1) | X € Irr(G)}. Jeman
oj HauMHa Ja ce aHajmsupa ckyn cd(G) jecre ma my ce npuapyxku rpad. Ckyny cd(G)
MOKEMO MPHUJIPYKUTHU JIBa TUIA Tpada - 2pad 3ajegruukoz geauoua u 2pagd Upocuur gesu-
wema. Temena npsor rpada cy emementu ckyna cd(G) \ {1} u usmebhy aBa Temena mocroju
UBHIIA YKOJUKO OAroBapajyhin crenenu upeaynubOUIHUX KapakKTepa UMajy HeTPUBHjaJIaH 3a-
jemamyaky nesmaar. Jpyru rpad mMma TeMeHa KOjuMa OJIrOBapajy MPOCTH JICJTUOIHN €JIEMEHATA
ckyma cd(D) u nocroje uBnie usmehy jBa TeMeHa YKOIMKO MPOU3BOJ IPUIPYKEHUX TPOCTUX
OpojeBa Jenu CTeleH HeKOor mpeaynuomanor kapakrepa. OBu rpadoBu cy ce moKasaad Kao
BEOMAa KOPHUCHH Y aHAJIU3U [0jeJUHUX CBOjCTaBa U KJIaCU(DUKAIUjU KOHAIHUX IpyTa (BUgeTn
[2, 27, 31, 32]). IlocebHO KOpUCHU MTOKA3AJHU Cy C€ Y UCHUTUBAIY PEITMBOCTA KOHATHUX IPYIIa
(Bumerwm [15, 26, 30, 38, 39]).

Capa Jencen y pay [17] YBOJI KOMUAEKC 3AJEJHUYNKOZ JEAUOUA U KOMUAEKC UPOCTUUT ge-
AUTeba Kao BUIIEMMEH3NOHE aHAJIOTOHe rpada 3ajeITHIIKOTr JIeJIN0Ia U rpada IMpocTux Je-
JiiTesba KOHAaUHe rpyre. Kako cuMILIAIjaann KOMILIEKC uMa 60raTujy CTpyKTypy oj rpada,
PUPYKEHU KOMILJIEKCU MOTY JIATU BuUIllle nHMOPMAaInja 0 KOHAYHOj IPYIIN O] IPUIPY KEHUX
rpadoa. VcTpakuBame cTerneHa KapakTepa y TOM IpaBIy HacTaB/ba Buiep y paay [44]. Y
OBOj TJ1aBU OABUMO CE€ UCIUTUBAILEM KOMILIEKCA 3ajeHUIKOT JIEJTUOIA U KOMILJIEKCA TPOCTUX
JIeJINTEe/ba TIPUIPYKEHNX HEKOMYTATUBHUM DPENIMBAM T'PDyHaMa U JiajeMo MOoOO0JbIama HEKIX
ol pe3ysTaTa JaTux y pajgosuma |17, 44].

[lojemunu pe3ysiTaru OBe IjilaBe HE3ABUCHU Cy O] TOTA Jia JIX je KOMILIEKC JePUHUCAH HA
CKYITy HETPUBHjAJHUX UPEIYIHONTHUX KapaKTepa rpyle Win OUIo KOjeM CKYITy TPUPOITHUX
6pojeBa. Ilpema ToOMe, KOMILIEKCE 3ajeITHIYKOr JIEJIMONA W KOMIJIEKC IIPOCTHX JEJIATETha
neduancaheMo Ha TPOU3BOJHFHOM CKYITY UHjU CYy €JI€MEHTH MPUPOJHU OPOjeBU.

87



I'JTIABA 8. KOMIIJIEKCHU IIPU/IPY>KEHU UPEJIYIIUBEU/THUM KAPAKTEPUMA

8.1 Kommniekc 3ajeJHUYKOT AeJInoIla M KOMIIJIEKC
IIPOCTUX AeJINTEha

Hexka je X KoHa4YaH CKyN 4Mju Cy €JIEMEHTU IIPUPOJTHU OPOjeBH.

Hedbunnnmja 8.1. Komianexc 3ajegruuroz geauoya npuapyzxken ckymy X, y ozuamu G(X),
je anmcTpakTHH CHUMIUIMIMjaTHA KOMILIEKC duja cy TemeHa ejgemenTn ckyma X* = X \ {1} a
CHMILJIEKCH CY OHHU IIOJICKYIIOBU CKyma X * Ydju eJIleMeHTH UMajy HeTPUBHjaJIaH 3ajeTHUIKN

JIEJIATIALL, OJTHOCHO
§(X) =40 C X" | nzd(o) # 1}.

ITpumep 8.1. Ako je X = {1,5,10,14,16,21,30}, tama je reoMeTpujcKa peaausanuja Ko-
miiekca G(X) mar va comnm 8.1.

16

Cumka 8.1: Kowmmieke §(X)

3a npuposan 6poj T, o3HAUMMO ca 7(r) CKyIl CBUX IPOCTUX Jejuresba Opoja x. CKym
CBUX MPOCTUX JesnTesba eaemenara ckyma X oznaunmo ca p(X), omaocHo p(X) = Uzex ().

Hedbununmja 8.2. Esement z € X je pd-maxcumanar ako je m(r) MAKCUMAJIAH €JIEMEHT
ckyna {7(z) |z € X}.

3a jBa pd-mMakcuMaJsiHa eJIleMeHTa KaXKeMo J1a Cy €KBUBAJIEHTHA YKOJIUKO UMAjy UCTU CKYII
npoctux genuresba. llpema tome, ckymy X moxkemo npuapyxkutu ckyn 2 C X TakaB ja
() cagpxku mpejicTaBHUKe Kiaca pd-makcumasnux ejgemenara ckyma X. Ilpumermmo ma je
komiuieke G(§2) morkomrurere komiiekca §(X). V najsehem 6pojy ciydajeBa komiieke G(2)
uMa Marby Opoj TeMeHa U Marby juMensujy o komiiekca §(X). Ha npumep, kommieke G(2)
Koju oxrosapa komiuiekcy G(X) u3 mperxomHor nmpumepa JaT je Ha cJmim 8.2.

14

30 21

Cnuka 8.2: Kommurexe G(52)

Y pazay [17] mokazano je ga kommieken §(X) u () umajy ncry dbyHmaMeHTaNIHY TPYILY.
];\/J:e}ijI/IM7 Ba>K11 MHOI'O BHUIIIE€ OJI TOI'a. I_IaI/IMe7 OBHU KOMIIJIEKCH Cy XOMOTOIICKHX €EKBUBaJICHTHH,
mro heMo cajga 1 MOKa3aTH.
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Teopema 8.1. Heka je X wonauwan ckyt wuju cy esemenittiu upupoghu 6pojesu u ) C X
CKYU Upegeimiasnura kaaca pd-makcumarnur esemenaitia ckyaa X . Taga je cumruyujanru
komuaexe G(X) xomowoticku exeusarenliar cuMuAuyujasnom xomuaercy G(£2).

Jlokas. Ako p € p(X), rana y kommiekcy §(X) mocroju cuMILIeKC Ymja Cy T€MEHA CBU eJie-
MeHTH cKyna X Koju cy AebuBu G6pojem p. O3HadmMo Taj CUMILIEKC ca 0,. Jlako ce youasa
Jla CKYII {0} }pep(x) Tenepuie 1eo komiaeke §(X). CuudaHo, 03HAUUMO Ca T, CHMIUICKC y
G(€2) uuja cy Temena cBu enemenTu ckyma ) mespuBu 6pojem p. Kako je Q C X Baxku j1a je
CHMILIEKC T, JIAIE CUMILIEKCa 0, y Komitekcy G(X), onmocno 7, C 0, v §(X).

Hedunummmo uenpekngao npeciukasame f: |G(X)| — |G(Q)| koje cBako Teme x € X
cavka y 6apunentap cumiutekca {y € Q | w(z) C w(y)} y §(Q) a Tauke Y .. a;x;, e z; € X,
cauka y y - a;f(x;). Temena xoja npunanajy ckymy 2 C X npu npeciukasaiy f CIHKajy
ce cama y cebe, jep cy esemenTu ckyma ) pd-makcumasau. Axo je {xg, x1,...,T,} CUMILIEKC
y 9(X), Tama nocroju mpoct 6poj p € p(X) TakaB Ja p AU CBAKO OJ] TEMEHA T(, L1, . . . , Lp.
ITpema Tome, Tauke f(xzo), f(z1),. .., f(z,) cy GapuienTpn Hekux Juma cumiekca 7, € §(2),
a je mpecjukaBame f 100po J1epuHUCAHO.

[Ipumernmo na je

{yeQln(z) C7(Y)} = Nper(@)Tp-

Ha ocHOBY mpeTxomHux pazMarpama 3aK/byIyjeMo Ja MPECINKaBame f CBaKy TadKy CUM-
wriekca 0, € |§(X)| mpojekryje ma omrosapajyhy rauky merosor Jmma 7, € |G(Q)| myx
JIMHEje YHyTap CHMILIEKCa 0,. JacHo je ma je f jaxk gedopmarmjcku perpakt, na je |G(X)| ~

S()]. O

[Topen koMmILIEKCA 3ajeTHUYKOT JEJUOIA, CKYIy X MOXKEMO TPUJPYKUTA U KOMILJIEKC
OPOCTHUX JIEJINTEIhA.

Hedbunnunmja 8.3. Komuseke dpoctiux geautiena npuapyxken ckymy X,y ozuanu D(X), je
ATICTPAKTHYU CUMILIAIMjaJTHI KOMILIEKC Yija Cy TeMEHa IIPOCTHU JICJUOIU eJleMeHaTa cKymna X,
a CUMILIEKCH cy (POPMHUPAHU OJ1 IPOCTUX OpojeBa UMju MPOU3BOJL JIEJTU HEKH €JIEMEHT CKYTIa
X, ogHOCHO

DX)={r Cp(X)| Bz e X) [[r]a}

pET

IIpumep 8.2. Heka je X = {1,5,10, 14, 16,21, 30}, tama je reomeTpujcka peaausaiuja Ko-
miutekca D(X) mar va caunum 8.3.

3

Cauka 8.3: Kommrexe D(X)

Bunep je y pamy [44] nokazao na nocroju Besa usmely kommrekca §G(X) u D(X). Tlpe-
[M3HUje, TT0Ka3a0 je /a cy dyHIaMeHTaJHe Ipyle OBUX KoMiuiekca m3omopdue. Mu hemo
y HACTaBKy [OKa3aTH Ja je Ta Be3a MHOro jada, omHocHo na cy G(X) m D(X) xomorornckn
€KBUBaJICHTHU.
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Teopema 8.2. Heka je X xonauwam cKyu wuju CY eseMmeHiu upupoghu opojesu. Taga cy
komasexcu G(X) u D(X) apugpyosrcernu ckyay X xomooucku ek6usaseHTHU.

Jloxas. Tlocmarpajmo kommiekce G(X) u D(X) kao nocere. YpehajHu KoMILIeKC 3a oBa-
KaB THUII TI0CeTa je NpBa OGAPUIEHTPUYHA IMOJe]a KOMILIEKCA KOjU Ce MOCMaTpa Kao IOCeT.
Kaxko je mpBa OapurieHTprYHa MO/ KOMILIEKCa XOMOTOIICKN €KBUBAJEHTHA TOM KOMILJIEK-
Cy, KOMILJIEKC ITOCMATPaH Kao moceT n ypehajHu KOMILIEKC HAJ TUM MOCETOM XOMOTOICKH CY
eKBUBAJIEHTHU.

[Tokaxknmo fa cy ypebajun kommurekcu uat moceruma §(X) u D(X) xomoronckn ekBuBa-
nenrau. Jledunummmo npeciukasamwa f @ G(X) - D(X) u g : D(X) — G(X) na cienehn
HAYNH:

(VaES(X))a»iMT(nZd(a)) u (VaED(X))ari){UEX|Hp|fU}.

pEa
I[Ipumernmo na Baxku ciejehe:
ako je o C 7 ouya nzd(7) | nzd(o), ma je f(o) 2 f(7),
Kao u
axo je a C § omma je g(a) 2 g(A).
Jakie, dyuknuje f n g 3a1ajy CUMILIAII]aJIHA IPECIUKaBamba Ha ypehajHuM KOMILIEKCHMA.

Mebytuwm, Baxku u ciiesehe:

(Vo e§(X)) g(f(o)) 20 u (VaecDX)) flg(a) 2 a.

Heka o € §(X), nokaxumo 1a je g(f(0)) 2 0. Ako v € o, ciequ na nzd (o) | v, na TPOU3BOL
6pojea n3 ckyna m(nzd(o)) memm v. Ilpema Tome, v € g(f(0)).

[Tocmarpajmo o € D(X) u mokaxkumo ma Baxku u f(g(a)) 2 . Heka p € a. Tama p|v 3a
cBaku v € g(a), Te onma p |nzd(g(«a)). 3akmyuayjemo na p € f(g(w)).

Ha ocnoBy pesysirara u3 norsiassba 1.1.6 u mpeTxoaHux pa3MaTpamba, IpecjnKaBama g o f
u fog cy XOMOTOIHA O/iroBapajyhiuM uieHTHIKIM IpecukaBambumMa, na je §(X) ~ D(X). O

Cpakom makcuMasHOM cuminiekcy vy D(X) oxrosapa 1o jefaH mpeicraBHUK Kiace pd-
MaKCUMAaJIHUX eJleMeHaTa, Tj. 1o jemno Teme y komiuiekcy G(€2). lomarno, ako MakCUMAaJHU
cumiutekcn y D(X) mmajy HempasaH mpecek Tajla MOCTOje MPOCTU OGpOojeBH KOjU Jesie CBa
remena y G(€1) Koja oJiroBapajy oBUM MaKCHUMAJHUM CHMILIEKCAMA, [1a Ta TeMeHa (hOPMUPA]Y
cumiieke y G(£2). Ob6pHyTO, TemeHa Tpou3BO/FHOT cuMILiekca o € G(§2) mesbuBa cy HEeKUM
npupogauM 6pojem d = nzd(o), npu uemy d # 1. Ckyn 7(d) ogpebhyjy cummrekc y D(X) n
Taj CUMILIEKC je 3ajeJ[HUIKO Jinle CBUX MakcuMayHux cuMmiviekca y D(X) koju omrosapajy
TeMeHuMa, cuMIuIeKca o. IIpema Tome, kommaeke G(2) je meps komiutekca D(X), omHOCHO

5(€2) = N(D(X)).
Hexka je G konauna pemuBa rpymna. PasMoTpuMo KOMILIEKCe
§(G) :=9(cd(@)) u D(G) :=D(cd(Q@)).

Yrosmko je rpyna G komyraruBHa, Taga je cd(G) = {1}, ma mema cmumcia pasmarparn
komiuiekce §(G) u D(G). Crora, y HACTABKY IPETIOCTABUMO Jjia rpyna G HUje KOMyTaTUBHA.
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8.1. KOMIIJIEKC BAJE/[HUYKOI' IEJIMOLA U KOMIIJIEKC IIPOCTUX JEJ/IUTE/BA

Kommteken §(G) u D(G) umajy cnermududny crpyKTypy Kaja je G KOHAYHA PeIuBa rpy-
na. 3a nouerak, Komiieke D(G), a tume u §(G), uMma npenusHo orpaHndeH 6poj KOMIIOHEHTH
nose3anoctu. Hasenumo ciienehe cBojcTBO rpada mpoctux jiesmresba peruse rpyie G Koje
je Kipy4HO 3a yrBphuBame 6poja kommonenTn komiuiekca D(G).

Teopema 8.3 (Teopema 2, [39]). Axo 2pap upocuxr gesutiema xonawne pewuse zpyiae G
Huje Goeesan, Waga Tocwoje Kkapaxwmepu X1, Xo € Irr(G), wakeu ga 3a csaku Gpocw 6poj
p € p(cd(G)) saorcu p| X1 (1)Xa(1).

Kao nmocnenuiy nperxomae Teopeme umamo ciejiehe TBpheme.

ITocnenumna 8.1 (Ilormasiwe 2.5, [17]). Hexa je G xonauwna pewusa Zpyta. Ako komasexc
D(G) HUjJE UOBE3AH, WAGH OH UMG §6€ KOMUOHEHUWE U0BE3AHOCTUY U C8AKA 0 WUL KOMUO-
HEHWIU Je CUMUNAEKC.

Jloxas. Ako je kommutekc D(G) HemosesaH, Taka je u rpad mpocTux meiauresba rpyime G,
Koju je meros l-ckesier. Ha ocHoBy Teopeme 8.3, mocroje kapakrepu Xi,Xo € Irr(G), Taksu
Jia 3a cBaK® 1poct 6poj p € p(cd(G)) Bazxku p| X1 (1)Xo(1).

Heka cy norkommiekcu K n Ky kommonenTe nosesanoctu y kKomiiekcy D(G). Ako je p
Teme KomIutekca K, Tama Baxu ga p | X1(1)X2(1). Bes ymamema ommroctu, Hera p | Xi(1).
Axo je g Teme rommutekca Ky, taga ¢ 1 X;(1), nnade 61 TeMeHa p W ¢ MPHUNATATIA MCTO] KOM-
noHeHTH mosesanoctu. IIpema Tome, q|Xzo(1), ma p{ Xo(1). daxite, cBu nmpoctu 6pojeBu Koju
ofrosapajy temennMa KoMmiuiekca K gesre Xq(1), 70K cBu mpocTu 6pojeBH KOjU OJrOBApajy
remenuma Komiuiekca Ko neste Xo(1). 3akspyuyjemo ga cy Ky u Ky cuMmiuiekcu.

YkoymKo 61 mocTojasia joul Heka KOMIIOHeHTa moBe3anoctu y komiuiekcy D(G) taza 6u
CBaKM 1IPOCT 6POj 1" KOjU 0iroBapa HEKOM HBeHOM TEeMeHY J1eJn0 Hekn o1 6pojea X1 (1) u Xa(1).
Crora, Teme r 6U IPUIAIAJIO KOMIIOHEHTH K| M KOMIOHEHTH Ko, MITO je KOHTPAIUKIH]a.

]

Kao mro cmo ce ysepumm, y ciydajy kKaga kommieke D(G) Huje moBe3aH HeroBa CTPYK-
Typa je BpJio jeaHocraBHa. Ha ocHOBY Teopeme 8.2, ucto Baxku u 3a koMmiuteke G(G). VY pamy
[17] mokazano je na mosesan komiuteke G(G), Taunuje mweros nmorkomiieke §(§2), y ommrrem
cJIydajy mMa J10CTa 3aHUMJbUBH)Y CTPYKTYDPY.

Teopema 8.4 (Teopema 3.4, [17]). Hexka je G konauna pewusa 2pyaa u §) ckyd GpegeiuasHuka
pd-marcumarnuz eaemenata y cd(G). Axo je G(2) Gosesan komunexrc, Waga GoCWoju GPOC
6poj p € p(G) wakas ga je cxyu

Qp ={zcQ|pfaz}
uau apadan usu cumasexc y G(€).

Jloxas. Heka je K <1 G MakcuMasiHa HOpMAJIHA TIOArPYIa 3a Kojy Baxku ja G /K uuje Komy-
tarusHa. Ha ocuoBy sneme 7.1, cd(G/K)* = ¢d(G/K) \ {1} = {f}, 3a Heku npupogan 6poj
f.

Pasmorpumo ciyuaj kaga je G/K p-rpyna, 3a Heku upoct 6poj p. Tama je f crenen
6poja p. Heka = € c¢d(G)* u p 1 . Ilokaxkumo na x Huje pd-makcumasnan ememeHT. Heka
X € Irr(G) u X(1) = x u meka je 0 € Irr(K) koncruryent ox X. Teopema 7.7 nam rosopu Ja
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I'JTIABA 8. KOMIIJIEKCHU IIPU/IPY>KEHU UPEJIYIIUBEU/THUM KAPAKTEPUMA

% | |G : K|. Kako je |G : K| = p®, 3a meko s € N, u p { X(1), 3axsbyayjemo ma je % =1,

omrocHo X(1) = 0(1). lakie, kapakrep 0 = Xk 1a Ha ocuoBy Teopeme 7.5 Baxku ja je
Irr(G|O) = {X¢ | ¢ € Irr(G/K) }.

Crora,

cd(G|0) = {z,xf} C cd(Q).

Kako je f cremen 6poja p u p{ x, cienn na je w(x) C w(xf). Haxie, x Huje pd-maxcumaian
esiement ckyna cd(G), na je Qy = 0.

Axo rpyna G/K uuje p-rpyna, Ha OCHOBY JeMme 7.1, Mmoxkemo mnpernocrasutu jaa je G/K
Dpobennjycora rpyna ca Ppobennjycosum jesrpom N /K. lomarHo, Ha OCHOBY UCTe JieMe,
Baku n1a je |G : N| = f u N/K je enemenrapna p-rpyna 3a Heku mpoct 6poj p. Heka x € (2.
Nzabepumo kapakrep X € Irr(G) takas ma je X(1) = z. Axo je ¢ € Irr(IN) KoncturyeHt
KapakTepa Xy, Taja Ha OCHOBY Teopeme 7.6 cienn ma

|G : N|Y(1) € cd(G) wmmm  p | (1).

Byayhu na ¢ (1) | X(1), 3akmyayjemo ga |G : N|¢(1) € c¢d(G). MebhyTum, Ha ocHOBY Teopeme
7.7, X(1)||G : N|(1), na w(x) C w(f(1)). Crenen x je pd-marcumasnan, na je m(x) =
w(f1(1)). U3 nperxomuux pasmarpama ciaeau ga je 7(f) C w(z). dakie, ceaku 6poj u3 cKyna
)y nespuB je cBakuM OpojeM u3 ckyna 7(f), omaxie JUPEKTHO ciaeau aa je () cuMiurekc. [

Ha ocroBy mperxojHe Teopeme MOXKEMO OIMUCATH CTPYKTYypy Komiuiekca G(€2). Ako je
Q, = 0, Tana cy cBu pd-MakcumaJHU ejeMeHTH JebuBu Opojem p. U3 yrua Komiuiekca
D(G), cBakn makcumanuu cuminieke y D(G) canpzxku teme p. CynporHo, yrouuko je 2, # 0,
nocroju creret f € cd(G) TakaB ga 3a cse x € Qu p{ x, Baxku ga 7(f) C w(x). IIpema Tome,
cBaku MakcuMasiHu cuMinieke y D(G) cajipku Teme p wiin cajp:Ku CUMILIEKC YUja Cy TeMeHa
estlemenTn ckyma 7(f).

8.2 dyHIJaMeHTaJIHA Ipyla NPUAPYKEHUX KOMILJIeKCca

Heka je G’ konauna permmBa rpyna Takea ja je §(G) nosesan. [TocmaTpajMo mOTKOMILIEKC
G(€2) xommutekca §(G). Yrommko komiuieke G(§2) Huje KoHTpakTHOUIAH, TeopeMa 8.4 roBopu
HaM Jla je OH YHH]a J/IBa JUCjYHKTHA CUMILIEKCA

Q,={veQ:p|v},

Qy ={veQ:piu},

YHja cy TeMeHa crojeHa 6ap jeauom msuroM. IIpermocrasumo na je dim 2, = n; n dim ), =
Ny, 3a HeKe ni,ny € N. Oynnamenrtainny rpymy komiuiekca §(2) pauynamo momohy meroja
mpejicTaB/beHOr y noryiaB/by 1.1.3 oBe mucepraruje. [loacerumo ce na je 3a padyHame rpyme
m1(9(€2)) moBosbrO mocmarparn 2-ckeser kommekca G(€2). Omabepumo temena x € , u y €
),y xoju cy noBe3anu usuoM y §({2) (oBakBa aBa TeMeHa curypHo mocroje jep je §(2) mosesan
komiuiekc). Heka je L makcumasno pasamumsyhe crabio y komiuiekey G(£2) koje campxku ny
UBHUIIa CUMIIJIEKCa Qp MHIOUIEHTHUX Ca TEMEHOM I, Tl UBUIIAa KOMIIJIEKCA Qp/ MHIOWUICHTHUX Ca
TEMEHOM Y U MBHUILY KOja craja temena = u y. I'pyna G(G(Q2), L) renepucana je rereparopuma,
gi; Koju oxrosapajy l-cummiekcuma {i,j} y 9(§2) koju mHucy y L u ca 10 jeZHOM peanmjom
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Gij * 9ik = Gir 38 cBakm 2-cumiutekc {i,7,k} v G(Q2). Axo {i,j} C Q,, tama {i,j,z} C Q,
Ia U3 pesaldje ¢ - §jz = Jiz Clenu na je g;; = 1. Comuno, ako {i,j} C Q,, crenn ma je
onrosapajyhu reneparop ¢;; = 1. Ha ocHoBy mperxonuux pasMarparsa, CKyI HETPUBH]AIHIX
reneparopa rpyne G(G(2), L) je mouckym ckyta

{9 € G(S(), L) | i € Qp,j € Qp, {i,5} € S(Q) \ L}

Caku 2-CHUMIJIEKC KOJU CaJpK¥ MBHILY {4, ]} KOja OIroBapa HETPUBUjAJHOM IEHEPATOPY Ca-
npxku u uBuLy {7, k} xoja mpumaza cuMmiuiekcy €2, win (), ma je g;;g;x = 1. 3axipydyjemo
na je G(9(2), L) cnobogua rpyna. Kako je G(G(2), L) = m(9(R)), rpyna m1(9(£2)) je ra-
kobhe cimobomua. JlomatHo, cBakoMm reneparopy rpyne 71(G(€2)) omrosapa Heku 1-cuminiekc
{i,j} € 9(2), Takas na jei € Q,,5 € Q, u {i,j} & L.

Kopucrehu nperxony anaausy, y HapeJIHO] TEOPEMU JIajeMO OIleHy 3a Opoj reHeparopa

rpyne 7(5(Q2)). ara onena npeicraBiba m000OJBINAKE Y OJHOCY Ha OIeHY Jary y paiy [17]
(Teopema 3.4).

Teopema 8.5. Hexa je G konauna pewusa 2pyua waksa ga je G(G) tosesan u dim §(G) = n.

Taga je m(9(G)) caobogna zpyta u rkm(G(G)) < max{dn — 3, {”Qg_ﬂ +n}.

Jokas. Kommeken §(G) u G(€2) cy xomoroncku exkBupajenTHu, ma Baxu rkm(G(G)) =
rkm1(9(Q2)). IlpernocraBumo ma xomiuieke G(§2) muje konTpakTubmian. Tana je oH yHUja
cummiekca €2, u () umja cy TemeHa crojeHa 6ap jemnom munom. Ha ocroBy Teopeme 8.4,
nocroju crenen f € ¢d(G) \ {1} rakaB na 3a cse x € Q, caequ ma je 7(f) C w(z). Axo
je f pd-maxcumasam, Tana je jeIuHU ejleMeHT CKyma (), IPEeJICTaBHUK Kjace eleMeHTa f u
dim Q, = 0. VY cyupornom, ako f mmje pd-makcumasan, Baxku na je {f} U ), cummrexc y
S(G) u f ¢ Qy. Kako je dim (3(G)) = n, 3akmydyjemo na je dimQ, < n u dimQ,y <n — 1.
Pazmorpumo MakcumasaH ciaydaj, Tj. ciay4aj kaga je dim ), =n u dimQ, =n — 1.

Heka je
M = {{a,b} laeQ, be Qp,}.

Ha ocnoBy anasmze ca moderka oBOT moryasiba, rpyna m(G(£2)) je ciaobomaua u reHepucana
je erementuma u3 ckyma M, na je rkm(9(2)) < |[M|—-1=(n+1)n — 1.

Ob6enexxumo eneMeHTe cKyma ), ca ai, ag, ..., 0Gy11 a eIeMeHTe cKyma ),y ca by, by, ..., by,.
Paznukyjemo ciiefeha jBa aucjyHKTHA CIydaja:

1) ocroje mBa AUCjyHKTHA MaKCHMaJsHa l-cuMIniekca Koja npunafajy ckymy M N G(Q).

2) He mocroje apa nucjyHKTHA MakcuMaJsHa 1-cuMIuiekca Koja npunaajy ckymy MNG(Q).

IIpsu cayuaj: Ako mocroje nBa aucjyHKTHa l-cumiuterca {a;,, bj, }, {ai,, b, } € M koja cy
MakcuMasIana y kommtekcy §(€2), rama 1-cummiexc {a;,, b, } € M, iz & {i1, 12}, js & {41, J2},
win Huje Makcumasas y G(Q), mam {a;, b} ¢ (). Ykomuko 61 mocTojao MaKCHMAasIaH
cummiekce {a;,, b} € M N §(Q2), taga 6u mocrojamu mpocTr O6pPOjeBH pi, P2, P3, TAKBU 113
p1 |nzd(ai,, by, ), p2 | nzd(ai,, bj,) u ps | nzd(a;,, bj,). IIpocru 6pojesu p1, pe U ps Cy pas3audury,
unaqe {a;,, bj, }, {ai,,b;,} u {ai,, bj,} ne 6u 6umm maxcumanun cummekcu y §(€2). Taxobe, me
nocroju crerer y c¢d(G) Kora mem IpousBof p;p;, 4, j € {1,2,3},1 # j. Axo 6u mpousBos pps
JIeJTNO HEKW CTereH, Tajga ou mesmo u Hekn pd-makcumasau crenet ¢ € Q\ {a;, ai,, by, bi, },
a ouma 6m y G(€) mocrojao 2-cummtexc {c,a;,,bj; } wim 2-cummtexce {c, a;,,bj,}, mro je y
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CyIpOTHOCTH ca MakcmmasHomhy 1-cumitexca {a;,bj } u {a;,,b;,}. Cnmamo ce moxe 3a-
KJbYYUTH ¥ 3a ocTaje npoussoje. laxie, y komiekcy D(G) nocrojana 6u Tpu nmpocra 6poja
Koja Mel)ycobHO HuCy cIojeHa MBHUIIAMA, IITO je Y KOHTPAIUKIUjUA Ca TeopeMoM 7.8.

Ha ocnoBy nperxomsor, ako cy {a;,b;, } 1 {a;,, bj,} MaKcuMaHu CHMIIEKCH, CAMUM THM
U reHeparopu QyHIaMeHTAJIHEe Ipyle, Taja l-cummaekcu {a;,, b;,}, rae iz € {1,...,n+ 1} \
{ir,i2} mj3 € {1,...,n}\{Jj1, j2}, HUCY reneparopu dyngamenranse rpyme. Osu 1-cuminiekcu
i He moctoje y G(€2), niu cy Jiuma HeKUX 2-CHMILJIEKCa, 11a Ce MOTY U3PA3UTH IIPEKO JIPYTHUX
rereparopa. Hamme, ako {a;,,b;,} € G(§2), Taza HA OCHOBY IPETXOIHOT pips WU Pop3 JEJN
HeKr pd-MakCHMaJIHN cTelleH ¢. Bes ryburka ommroctu, Heka pip; | ¢. Taxa ¢ € {a;,,bj, }, jep
y CympoTHOM a;, b, He 6u 6uo Makcumasan cumintekc. Cienu ga y G(€2) mocroju 2-cuMiutexc
{aiy, biy, a;, } mmma {a;,,bi,, b, }. BaxipydyjemMo Ja ce reHepaTop Koju ofroBapa l-cHMILIEKCY
aiyb;; MOXKe M3Pa3UTH IPEKO IeHepaTopa KOJU OJAroBapajy l-cuMIuiekcuMma a;, b, Wil a;,b;, .
Jpyrum pedmMa, reHepaTop KOju OJrosapa l-CUMILIEKCY a;,b;, MOXKe ceé U3DA3UTU IPEKO
reHepaTopa KOju OJIroBapajy 1-cHMMIUIeKCHMa duje jelHo Teme mpunaia ckymny {a;,,a;,} wim
{bi,, bi,} a npyro Teme je a;, nan b;,. Kako je (n—1)(n—2) 6poj 1-cummiekca {a;,, bj, }, crenn
Ja je

tkm(9(G)) < (n+1)n—1—(n—1)(n —2) =4n — 3.

Apyzu caywaj: Cu makcumannu 1-cummiexcn {a;, bj} € M N G(N2) cy remeparopu bys-
navenTasae rpyme. C 003UpoM Ha TO J1a ce CBaKa JIBa MAKCUMAJIHA 1-CUMILIEKCA CEKY, MOKE
ux mMaru HajBuire n + 1. Makcumasman 6poj MakcUMaJHUX 1-CUMILIEKCa Ce JIOCTHXKe Ka-
Jla CBU OHH HMajy 3ajelHHYIKO TeMe b;, 3a Heko j € {1,...,n}, a npyro teme um je a;, rae
i€{l,...,n+ 1}. Ako je m 6poj MmakcumamHUX 1-cuMILTeKca, Tajga Hajsume n(n + 1) —m
1-cmvmtexca {a;, bj} € M N G(Q) Hucy MakcHMasHu, Tj. JIHNa Cy HeKuX 2-cuMmiuiekca. CBaku
TakaB 1-CUMILJIEKC MOKE C€ U3PA3UTHU MPEKO HEKOT JAPYTOr 1-CUMILIEKCA U3 2-CUMILIEKCa KOMe
npunasajy. Heka je k 6poj uspaxkenux 1-cumiuiekca, a [ 6poj renepurryhux HEMAKCUMAJTHUX
1-cumiurekca koju npunagajy ckymy M N G(Q). Kako je k+1 <n(n+1) —mu k > 1 10 je
I < LWJ 3ak/bydyjeMo J1a je y OBOM CJIydajy

k1 (5(G)) < WJ—l—m—l
g_n(n+1)2_(n+l)J+(n+1)—1
n?—1
:_ 5 J—i—n

Konauno, Ha OCHOBY HPETXOJIHUX CIIyvajeBa,

n?—1

rkm(S(G))SmaX{éln—S,{ > J+n}.

[
Orneny dyHmamerane rpymne MOXKeMO JaTh U U3 yria 0poja Temena Komiuiekca D(G).

Teopema 8.6. Hexa je G xonauna pewusa zpyua. Axo je D(G) tosesan komuaexc u
lp(cd(G))| = n, waga je tkm (D(G)) <n—2.
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Jloxas. Axo je Q, = (), na ocHoBy Teopeme 8.4, cBu pd-MAKCHMAaJIHU CTEIIEHU KapakTepa
JieJbuBU Cy ca p, na je komiuieke D(G) KoHyC ca BPXOM p, OJHOCHO KOHTPAKTUOWJIAH je.
IIpernocraBumo ja je €, # 0. Taga mocroju f € ¢d(G) \ {1}, Takas na je m(f) C 7(x),
3a cBe ¢ € Qy. Haxie, 3a cBaku cummekc 7 € D(G) Baxku ga {p} U7 € D(G) mm
m(f)UT € D(G). Heka q € 7(f). Ha ocroBy nperxomsor, 3a cBaku upoct 6poj r € p(cd(Q))
Baxu 12 {p,r} € D(G) nm {q,r} € D(G). Obenexkumo ca

Uy = {r € plcd(G)) | {p,r} € D(G)}

Uy ={r € p(cd(G)) | {p,r} € D(G) u {q,7} € D(G)}.
Kako je D(G) mosesan koMmIutekc, mocroje mpoctu 6pojesu p' € ¥, u ¢ € U, taksu Ja
{r'.qd} € D(G).
Heka je

L={{prilre¥}ul{{gr}reV,u{p,q}

Kommiexe L je pazanumyhe crabmo y D(G). Osmaummo reneparope rpyne G(D(G), L) ca gi;,
rie i,j € p(ed(G)) m i < j (Hekm oz oBEUX reHeparopa cy TpusHjasinu). Axo i,j € {p,q} n
{i,5} € D(G), rama {p,i,j} € D(G) umm {q,%,j} € D(G). Crora, reseparop g;; MOke OUTH
U3pazkeH [IPEKO T€HEPATOPA (p; U §pj, UM IPEKO TEHEPATOPA §gi U qj- JlaKiie, HETPUBH]jAIHN
reneparopu rpyne G(D(G), L) cy enemenTu ckymna

{g0i | € pled(@)\ {p}} U g | i € pled(@)) \ {p.a}} \ L.
Kaxo je G(D(G), L) = m(D(G)), saxsmyyjeso aa je
km(DG) <n—14+n—2—(n—1)=n—2.
O

Y pagosuma |7, 15, 29] moctasiba ce muTambe ga au oapehenn rpadosu Mory ouru rpadoBu
3ajeIHUYKOT JIeJIUOIa WK IPadOBU MTPOCTUX JEIUTE/ha HEKe KOHAYHE pernuBe rpyre. Tako-
be, y paxy [17], y rnasu 4, pasmarpa ce na ju oapeljeHrn KOMIUIEKCH MOTY OUTH KOMILJIEKCH
3ajeIHUYKOT JIeJINOIa HeKe KoHavHa pernBe rpyre. CBojcTBa dyHIAMEHTATHUX I'PYHa KOM-
wiekca §(G) u D(G) MOKeMO UCKOPUCTUTH J1a TIOKAKEMO 1A, [T0je/INHY CKYIIOBU TTPUPOJTHIIX
OpojeBa He MOTY OUTH CTEIleHU KapaKTepa KOHAYHE peIllnuBe IpyIie.

IIpumep 8.3. Kommiekcu natu Ha ciuiy 8.4 HUCY KOMILJIEKCH 3aj€IHUIKOT JIEJTMOIa HUjeTHE
KOHaYHEe PeIuBe Ipylie.

Cauka 8.4: Hucy KOMILIEKCH 3ajeITHIIKOT JIeTUOIA

[IpBu KoMmILTIEKC J1aT Ha cauly 8.4 je jeTHOIMMEH3UOHU U HheroBa (DyHIaMeHTaHa TPyIia
msomopdua je rpymu Z3. MehyTtum, Ha 0CHOBY TeopeMme 8.5, CBAKH KOMIIICKC 3ajeTHIIKOT
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I'JTIABA 8. KOMIIJIEKCHU IIPU/IPY>KEHU UPEJIYIIUBEU/THUM KAPAKTEPUMA

JIeJINOIIa HeKe KOHAYHe PeIIuBe I'pylle KOjU je jeTHOAMMEH3NOHU mMa (PYHIAMEHTATHY T'DY-
Iy 4uju je panr "Hajsuile jegaH. PyHpaMeHTaHA TPYIa JPYyror KOMILIEKCa u30MopdHa je
rpynu Z°. Kako IBOJMMEH3MOHU KOMILICKCH 3ajeJHUYKOr JIeJIMOIa PEHIMBUX I'PyIa HMAajy
dyHIaMEHTAJIHY TPYIly YUjH je PAHT HajBHIIE IIeT, 3aK/byIyjeMO Ia HUA JIPYTH KOMILIEKC HUje
KOMIIJIEKC 3ajeJIHUYKOr JIeJINOIa HeKe KOHATHE PEeInBe I'PyIIe.

IIpumep 8.4. Komiuiekcn jgaTtu Ha CJIAIU 8.5 HUCY KOMILIEKCH ITPOCTHUX JIE/JIUTE/ha HUjETHE
KOHAYHE PEIIUuBe TPyIIe.

Crauka 8.5: Hucy KoMILIeKCH IPOCTUX JIETUTETHA

[IpBu KoMmILIEKC HaT Ha Cauly 8.5 MMa YeTUPHU TeMeHa U (PyHJIaMEeHTaJHy I'PYIy Koja
je msomopdua rpymu Z*. Ha ocHoBy Teopeme 8.6, 0Baj KOMIIJIEKC He MOYKe OUTH KOMILIEKC
MPOCTHUX JieJinTesba Hujemne perruse rpye (. Ha ocHOBY mcre Teopeme Apyru KOMILIEKC He
MOKe OMTH KOMILIEKC IPOCTHUX JIeJIUTEe/ha PEIIuBe I'Pyle jep uMa IeT TeMeHa U (yHIaMeH-
TaJIHy TpyIy usoMopguy rpymu Z*,
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I'maBa 9

3akJbydaK M JaJbM IIpaBIU
NCTPpa>kKBambha

Mycukep u Pajuep y pasy [37] mokazanu cy ma je ucnurusarmbe IPUAPYKEHUX KOMILIEKCA
0/1 BEJIUKOT 3HaYaja 3a U3ydaBarbe IMUKJIOTOMUIHUX MOJUHOMA. AyTOpH Cy JaJiid TOTIOJIOIIKO
TyMavuemne MUKJIOTOMUYHUX MOJUHOMA y CBUM CJIydajeBUMa, OCUM y CIy4ajy KaJia je CTeleH
[UKJIOTOMUTHOT TIOJIMHOMA, POU3BO/T TPU PA3JIMINTA IIPOCTa, HemapHa 6poja (BUIeTH TeopeMmy
7.5 u uramwe 7.6 y paxy [37]). V npBom neny oBe mucepranyje y OKyCy MCTpaKUBarba Cy
yupaso komiiekcn Ky u Ky, IpuApyKeH:H NUKJIOTOMAYIHOM nojmHomMy P, (r) = fgé) ¢l
rJe je n = pqr U p,q U T Cy PA3IMIUTU HENapHU IMPocTu OpojeBu. ¥y Teopemu 5.6 mokaszaHo
je ma y ciaydajeBuma Kaja je n = pqr, r > pqg—p—qu r = k(mod pq), rue k € {1,pqg — 1},
komiieken Ky m K;y mmajy npasuiny crpykrypy. IIpenusnuje, xommrexc Ky xomoTorn-
cKM je ekBuBaJsieHTaH npocropy S', nok je xommeke K, j € {0,1,...,¢(n)}, xomoronckn
eksuBaJsienTan npocropy St UB?, rae je deg(f;) = ¢;. Ilpema tome, kommtexke Ky y oBuM
clIy4ajeBuMa Jiaje MOTIyHy nH(OpMalujy o BeJIudnnu KoedbunujenTa c;. o ucror sakbyuka
JIOJIA3K Cce W TPUJIMKOM pa3MaTpama ciydajeBa Kajga je n = 3-5-r u r = k(mod 15), rue
k € {1,2,13,14} (Teopema 5.8). [okasu Teopema 5.6 u 5.8 Temesbe ce Ha KOHCTPYKIIUjHU
oziroBapajyher anuKJaIndHOr JUCKPETHOT BEKTOPCKOT IMoJba. Pe3ysitaru u3soxkenu y riaasu 6
HOKa3yjy Ja npuapyzxenu Komiiekcn Ky u Ky Hemajy yBeK HPaBUIHY CTPYKTYDPYy. Y OBOj
[JIaBU pas3MaTpaHu Cy cjydajeBu Kaga jen =3-5-r, oae je r = k(mod 15) u k € {4,7,8,11}
(reopema 6.1), kao u caygaj n = 5-7-11 (morsassbe 6.3). Y CBAKOM 0] HABEICHUX CJIydajeBa,
KOHCTPYKIIIjoM ojroapajyhux enmmopduszama win ynorpebom PokcoBOr padyHa, 103U
ce JI0 3aKJbyUKa J1a je pyHJaMEeHTAJHA IPyla IPUIPYKEHOr KOMILIeKca Ky HEeKOMyTaTUBHA,
1a CTOra OBaj KOMILIEKC HUje XOMOTOIICKK eKBuBajeHTaH 1-cpepu. Mehyrum, HempaBuHOCT
CTPYKType KOMILIeKca Kj y oBUM cjydajeBUMa MMa Io3uTuBaH edexkar. Hamme, HeKomy-
TaTuBHE yHIaMEHTaJIHe Tpyle 00e30ehyjy HOBe HEKOMyTaTHBHE WHBAPHUjAHTE MOMEHYTHUX
IIUKJIOTOMUYHUX TojmHOMa. Moryhu nasbpn pa3Boj MCTpaKuBamba y OBOM IIPABILY OJIHOCH Ce
Ha MCIUTUBAIE CyTPyKType KoMmiekca Ky u Ky;, npuapyzxenor nojmmuaomy P, () Kaja je
r<pg—p—qumar =k (mod pq), rae k & {1,pg— 1}, anme 6u ce KOMILIETHPAJIA TOMOJIOIIKA,
MHTEPIpeTaInja MUKJIOTOMATHUX TOJTMHOMA.

VY apyrom gesy oBe Te3e M3ydaBaHM Cy CUMILIUI]AJIHU KOMILIEKCH HPUIAPYZKEHU UPEILy-
HUOMIHIM KapaKTepuMa KOHAYHUX PEIINBUX HEeKOMYyTATUBHUX Ipyla. PasMarpajy ce aBa
TUTIA CUMILIUIUjAJTHIX KOMILIEKCA — KOMILIEKC 3ajemaudkor geauona §(G) u KOMILIeKe mpo-
crux pemmnara D(G), koje je ysena Capa Jencen y pay [17]. ¥V Teopemu 8.2 oBe nuceprarmje
HOKA3aHo je Jia Cy OBa JBa CHUMILIUIHjaIHa KOMILIEKCA 3alpaBO XOMOTOICKH eKBUBAJICHTHA.
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I'VTIABA 9. 3AKJ/BYYAK U JIAJbU IIPABIH UCTPA>KHBAFA

Harnmacumo ma ce mobujenu pesyaraT OJHOCH Ha XOMOTOIICKY €KBHBAJIEHITN]Y KOMILIEKCA 3a-
jETHUYIKOT JIeTMOIAa W KOMILJIEKCA MTPOCTUX JIeJIMJIAIa MPUJIPYKEHIX OUI0 KOjeM KOHATHOM
CKyIly TIPUPOIHUX OpojeBa, KOju He MOpa OUTH HY?KHO CKYI UPEIyIUOUIHIX KapaKTepa KO-
HavHEe HEKOMYyTaTHBHE permuse rpyte. ¥ pasy [17] takobe ce pazmarpa u morkomiuieke G(§2)
komiuiekca G(G) koju ce cacroju u3 pd-makcumanaux ejgemenara ckymna cd(G) \ 1. Ayropka
noKasyje Jla y cjydajy KOHAdYHe DellnBe HeKOMyTaTHBHe rpyie KoMmiuiekc G(€2) mma cre-
uUIHY CTPYKTYPY IITO Jlajbe Jlaje OrpaHndere panra (yHIaMeHTATHE TPYIe KOMILIEKCA
G(G) (reopema 3.4 y [17]). TIperxoqau pe3ysiTaTu MOTY e UCKOPUCTUTH KAO KPUTEPUjyM 3a
onpehuBame ma Jsin je KoHayHa rpymna pemmBa win #He. MehyTtum, Teopema 8.5 oBe mucep-
Talyje moKa3yje ja rpanuia panra dysnamentanne rpymne 7 (9(G)) nara y pagy [17] moxe
O6uTH 1TOOOJBIIAHA, YUME CE JIOJATHO MPEIUu3npa KPUTEPUJYM 110 KOME je HEKU CUMILIAIIN]AJTHI
KOMILJIEKC KOMILJIEKC 3ajeTHIYKOTl JIeJINTe/ba HEKe KOHAYHE DeIlrBe rpyre. Y IOorjaBby 8.2
naje ce u oneHa QyHJIaMeHTaJlHe Tpyle u3 yria O6poja Temena komiuiekca D(G) (Teopema
8.6). Osa omena o6e36ehyje na ce mojeuHM CUMILUIAIUjATHU KOMILJIEKCH EJTUMUHUIILY Kao
KOMILJIEKCHU TIPOCTHUX JIeJIU/Iala KOHaATHe HEKOMYTAaTUBHE peruBe rpymne. Hepemreno nurame
ocTaje na Ju ce rpaHuna paxra dysnamentanne rpyme m(G(G)) nara y Teopemu 8.5 MozKe
Joctuhiv, OJTHOCHO Jia Jid je TO Hajooshba Moryha rpanuna. Mcro nmurame BaxKu U 3a TPAHUILY
panra dynaamenrtanae rpyue 7 (D(G)) nary y reopemu 8.6. OnroBop Ha MpeTxojHa MHUTA-
ba MOTAo OW ce JjaTh KOHCTPYKIIMjOM KOHAYHE PEInBe Irpylie Koja mMa ojroBapajyhu cky
upeaynubminnx kapakrepa. Ha kpajy, namehe ce nuraime fa jiu Ou OMJI0 KOPUCHO KOMILJIEKC
3ajeIHUIKOT JIeJINOTA U KOMILJIEKC ITPOCTUX JEINIaIa UCIUTHBATHA Y KOHTEKCTY HEKOT JIPYTOT
aredbapcKor o0jeKTa KOju HUje KOHAYHA HEKOMYTATUBHA PEIUBA IPYIIA.
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JonaTtak A

NrepaTuBHN nocTynnu peayKIiiuje u
codpTBepcKa peliema

A.1 HrepaTuBHHM HOCTYHIN PeaAyKINje

Y OBOM HOTJIaB/bY JajeMo JleTa/be UTEPATUBHUX MOCTyNaKa pejyKimje 6poja renepaTopa
u pesaropa rpyna G(Ky, L) u G(K{zy, L) npunpyxennx nomuaomy ®ip5(x), xao un rpyme
G(Ky, L) npunpyzxene noaunomy Pqg5(z).

I'pyna G([?@,L) npuapyKeHa nosimaoMmy Pios(r)

IToyeTrHu reneparopu:

[073]7 [076}7 [0711]7 [0712]7 [0714]7 [174]7 [175]7 [178]7 [179]7 [1710]7 [1713]7 [274-]7 [275]7 [276]7 [277]7
12,8], [2,9], [2,10], [2,11], [2,12], [2,13], [2, 14], [3,9], [3,10], [3,12], [3,14], [4, 8], [4, 10], [4, 11],
[4,13], [5,9], [5,11], [5,12], [5, 14], [6,8], [6,10], [6,12], [6,13], [7,8], [7,9], [7,11], [7,13], [7, 14]

[TowyeTrnu penaropu:

IIpeocranu reneparopu:
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HAOHATAK A. UTEPATUBHU IIOCTYIIIU PEJAYKINUJE U CODPTBEPCKA PEIIFEFHA

[0,3], [0,6], [0,11], [0,12], [0,14], [1,4], [1,5], [1,10], [1,13], [2,4], [2,6], [2,7], [2,8], [2,10],
2.11), [2,12), [2,13], [2,14], [3,10), [3,12], [4,8], [4,11], [5.11], [5,12], [5,14], [6.8]. [6,10].
[6,13], [7, 14]

HpeOCTaJII/I peJjraTopu:

5] - [5 11], [2,6] - [2, 12] [ 4] - [ 8]-12,8]71, [6,10] - [1,10]71, [2,7] - [2,11]71, [0,3] - [3,12] -
12)71 [1,4] - [1,13]71, [5, ] [ 14]71 [0, 6] - [6 8], [3,10] - [2, 10] Lo4,11] - [0,11]71, [1, 5] -
12], 2 ][613] 2,13, [1, ][ 14]71, [2,4] - [2,10] 1,[5,1 :
;3] - [0,14]71, [1,4] - [4,8], [0,6] - [6,10], [3,12] - [2,12] 7, :
10]- [1,10]1, [2,4] - [4, 11] - [2, 11] 1, [5,12] - [0,12] L, [6, 13] - [1,13] L, [2,7] - [7, 14] - [2, 14] ]

Y
Y
Y

1
[0
[5
[0
3,

Kopak 7-32: Penyknuja 6poja remeparopa m3pKaBarbeM HEKHX M€HEPATOPA MPEKO OCTAJIIX
reHepaTopa.

Kopak 7: [1,5] = [5,11] 7!
Kopaxk 8: [2,6] = [2,12]
Kopaxk 9: [6,10] = [1, 10]
Kopak 10: [2,7] = [2,1]]
Kopaxk 11: [1,4] = [1, 13]
Kopak 12: [0,6] = [6,8]7!
Kopaxk 13: [3,10] = [2, 10]
Kopaxk 14: [4,11] = [0, 11]

IIpeocrann remeparopu:
[0?3], 0, 11], [0,pl2],l[)0, 14], [1,10], [1,13], [2,4], [2,8], [2,10], [2,11], [2,12], [2,13], [2,14],
[3,12],[4, 8], [5,11], [5,12], [5, 14], [6, 8], 6,

IIpeocranu penaropu:

[2,4]-[4, 8]-[2,8]—1, [0, 3] 3,12] [0 12]~ 1,[ ,14]-2,14]71, [5,11]7 1[5, 12], [2, 12]-[6, 13]-[2, 13] 71,
16,81+ [1,10], [3,12] - [2,12]1, [5, 1] - [5, 14], [2,12] - [6,8] - [2,8] 1, [2,10] - [1, 10", [2,4]
[0,11] - [2,11]7L, [5,12] - [0,12] %, [6,13] - [1,13]°Y, [2,11] - [7, 14] - [2, 14]

Kopaxk 15: [5,12] = [5, 11]

Kopak 16: [7,14] = [0, 14]

Kopak 17: [2,4] = [2,10]

Kopak 18: [5,11] = [0, 11]

Kopak 19: [2, 11] = [2, 13]

Kopaxk 20: [0, 3] = [0, 14]

Kopak 21: [1,10] = [6, §]

Kopak 22: [3,12] = [2,12]

IIpeocranu reneparopu:
[0,11], [0,12], [0, 14], [1,13], [2,8], [2,10], [2,12], [2,13], [2,14], [4,8], [5, 14], [6, 8], [6, 13]

IIpeocranu peraropu:

[2?10]-[4, 8] -I[)2,8] p[O 14]-[2, 12]-]0, 12] . [5,14]-12,14] 71, [2,12]-[6, 13]- ]2, 3] 1[1,13]-[4, 8],
[0,11]71 - [5,14], [2,12] - [6,8] - [2,8] ! [2 10] -[6,8]71, [2,10] - [0,11] - [2,13]1, [0, 11] - [0, 12] 1,
[6,13] - [1,13]71, [2,13] - [0, 14] - [2, 14]

Kopaxk 23: [5,14] = [0, 11]
Kopak 24: [2,10] = [6, §]
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A.1. UTEPATHBHU HOCTYIIM PEAYKIUJE

Kopaxk 25: [0,11] = [0, 12]
Kopaxk 26: [6,13] = [1, 13]
Kopaxk 27: [1,13] = [4,8

IIpeocranu remeparopu:

[0,12], [0,14], [2,8], [2,12], [2,13], [2, 14], [4,8], [6, §]

IIpeocranu penaropu:

6,8] - [4,8] - [2,8]71, [0,14] - [2,12] - [0,12] 7%, [0,12] - [2,14]7L, [2,12] - [4,8]7 - [2,13]7L, [2,12] -
6,8] - [2,8]7, [6,8] - [0,12] - [2,13]71, [2,13] - [0, 14] - [2,14] !

Kopaxk 28: [0,12] = [2, 14]

Kopak 29: [6,8] = [2,8] - [4,8]!
Kopak 30: [0,14] = [2,14] - [2,12] 7!
Kopak 31: [2,12] = [2,13] - [4, 8]

IIpeocranu remeparopu:
12,8], [2,13], [2,14], [4, §]

IIpeocranu penaropu:

[27 13] ’ [478] ) [278] ’ [478]_1 ’ [278]_17 [278] ) [47 8]_1 ’ [27 14] ) [27 13]_17 [27 13] ’ [27 14] ’ [47 8]_1 ’
[27 13]71 ’ [27 14]71

Kopak 32: [2,8] =[2,13] - [2,14]7' - [4, 8]

IIpeocranu reneparopu:
(2,13], [2,14], [4, 8]

IIpeocranu pemaropu:
[2,13]-[4,8] - [2,13] - [2,14] 7' - [4,8] 71 - [2,14] - [2,13] 71, [2,13] - [2, 14] - [4, 8] 71 - [2,13] 7 - [2,14] !
Kopak 32: [4,8] = [2,13]71-[2,14]7' - [2,13] - [2, 14]

IIpeocranu reneparopu:
[27 13]7 [27 14]

IIpeocranu penarop:
[2,14]71 - [2,13] - [2,14] - [2,13] - [2,14] 72 - [2,13] 71 - [2,14] - [2,13] - [2,14] - [2,13] 7!

3akJbydyjeMo Ja je

G(Ky, L) = ([2,13],]2,14] | [2,14]7"-[2,13][2, 14]-[2, 13]-[2, 14] "2.[2, 13]~'-[2, 14]-[2, 13]-[2, 14]-[2,13] ! =

I'pyna G([N({ﬂ,, L) npuapy2xkena nmosimaomy Pqps(z)

I'pyma G(IA{'U}, L) mma ucre reHepaTrope W pejaTope Kao W rpymna Ky y3 jenan onarHu
reneparop [5, 8] u gBa gomaTHa pesaropa

[2,5]-[5,8] - [2,8]"" wm [1,5]-[5,8]-[1,8 !

Ha OCHOBY TEpATHBHOT IPOLECa 3a I0jeJHOCTaBbeme npesentamuje rpyne G(Ky, L), saxmu
na je [2,5] = 1. IIpema Tome, us penanuje [2,5] - [5,8] - [2,8] 7! = 1 cenu na je

[5,8] = [2,8] = [2,13] - [2,14] " - [4,8] = [2,13] - [2,14] " - [2,13] ' - [2,14] " - [2,13] - [2, 14].
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HAOHATAK A. UTEPATUBHU IIOCTYIIIU PEJAYKINUJE U CODPTBEPCKA PEIIFEFHA

Takobe, kaxo je [1,8] =1 u [1,5] - [5,8] - [1,8] 7! = 1, cieqm na je
[5,8] = [1,5] ' = [5,11] = [0,11] = [0,12] = [2, 14].
Ha ocnoBy mnperxosmHor,
[2,13] - [2,14] 7" [2,13] 71 - [2,14] 1 - [2,13] = 1.
JlakJie, reHepaTOpHU rpyIe G(IN{{7}, L) cy [2,13] u [2,14], a penanuje

[2,14] 71 - [2,13] - [2,14] - [2,13] - [2,14] 2 - [2,13] 71 - [2,14] - [2,13] - [2,14] - [2,13] ' =1,
2,13] - [2,14] 71 - [2,13] 71 - [2,14] 71 - [2,13] = 1.

I'pyna G([N(@,L) npuapykeHa mosimaomy Pig5(x)

[ToyeTHu reneparopu:
[1,4], [1,5], [1,6], [1,7], [1,12], [1,13], [1,14], [1,15], [1,16], [1,17], [1,18], [2,4], [2,5],

[ 1
[4,16], [4,17], [5,12], [5,13], [5,16], [5, 17], [5, 18], [6,12], [6, 13, [6, 1], [6, 17], [6, 18], [7,
[7,14], [7,15], [7, 18]

IloueTnu penaropu:

[4,12], [ 5] - [5,13] - [1,13] 7", [2,6] - [6
[2,17]~ [ 18], [2,5] - [5,12] - [2,12] L 16,
[1,5]-[5,17]-[1,17]7", [2,6] - [6, 18] - [2, 18] ', [1,
[1,4]-[4,15]-[1,15] 7, [2,5]~[5,1
[2,5]-[5,13]-[2,13] 1, [6, 14] 1,

[5,12], [ 6]-[6,13]-[1,13]7", [2,
[2,17]7, [6,18], [2,6] - [6, 12]
1, ][1][1171,[ ][7,

Kopak 1-2: Eqnvunaruja TpuBujaJHUX TeHEPATOpPA.

2
5
2
1

Cﬁ»—*b—*Cﬂ

Kopak 1: [4,12], [7,15], [5,18], [6,13], [4,16], [3,14], [6,17], [6,14], [4,17], [5,12], [3,15],
6, 18], [7,13], [5, 16]
Kopaxk 2: [2,15], [1, 14]

IIpeocranu reneparopu:
[1,4], [1,5], [1,6], [1,7], [1,12], [1,13],
2,

1,15], [1,16], [1,17], [1,18], [2,4], [2,5], [2,6], [2,7],
[2,12], [2,13], [2,14], [2,16], [2,17], ] 6

6], [4,15], [5, 13], [5, 17, [6,12], [7, 14], [7, 18]

o
LS

IIpeocranau peJIaTOpI/I
[1,5]-[5,13]-[1,13] 71, [2,6
[1,5]-[5,17]-[1,17]71, [2, 6]
2,5 2,16, [1,7] - [7
[3,16] - [2,16] " [1,5]-[
5,17] - 2,17,

Kopaxk 3-27: Penykiuja 6poja remeparopa uspkaBambeM HEKUX I'eHepaTopa MPeKO OCTAJIIX
reHEPATOPA.
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A.1. UTEPATHBHU HOCTYIIM PEAYKIUJE

Kopaxk 3: [2,6] = [2, 14]
Kopax 4: [3,16] = [1, 16]
Kopaxk 5: [2,4] = [2,17]
Kopaxk 6: [2,5] = [2,12]

IIpeocranu remeparopu:
[1,p4], 1, 5], [1,6}1? [1,?], [1,12], [1,13], [1,15], [1,16], [1,17], [1,18], [2,7], [2,12], [2,13], [2, 14],
[2,16], [2,17], [2,18], [4,15], [5,13], [5,17], [6,12], [7,14], [7, 18]

IIpeocrann penaTopI/I

[1,5]-[5,13]- [1 1371, [1,7]-[7,14], [1,5]-[5,17]-[1,17)71, [2, 14] - [2, 18], [1,6] - [6, 12] - [1, 12] 7,
2,7] - [2,13)7", [1,4] - [4,15] - [1,15]7Y, [2,12] - [2,16], [1,7] - [7, 18] - [1, 18], [1,4] - [1,12]",
12]-[5,13] - 2, 13]*1, 1,7]-[1,15)7, [1,16] - [2,16]7Y, [1,5] - [1,18]%, [1,6] - [1,13]7Y, [2,7] -

12
,14] - [2 14] L L [2,12]-5,17] - [2,17)71, [2,14] - [6,12] - [2,12] 7, [2,17] - [4, 15),
6] -

Kopaxk 10: [1
Kopaxk 11: [1
Kopaxk 12: [1
Kopak 13: [1
Kopak 14: [1

IIpeocranu reneparopu:
[1,12], [1,13], [1,15], [1,17], [1,18], [2,13], [2,16], [2,17], [2,18], [4,15], [5,13], [5,17], [6,12],
[77 14]7 [77 18]

IIpeocranu penaropu:

[1,18)(5,13]-[1, 13] ", [1,15]-[7, 14], 1, 18] 5, 17)-[1,17] ", [1 13]- [6 12]:[1,12], [1, 12)-[4, 15]-
[1,15), [1,15].[7, 18] [1, 18] ! [2 16] - [5, 13] 2,13 ,[ 13]-[7,14] - 2, 18]2, [1, 12 [2, 16,
2,16)5, 172, 17]", 2, 18]-[6, 12J-[2, 16] %, [2, 17]:[4, 5], [1, 131, 17) 3, [2, 13](7, 182, 18]
Kopaxk 15: [1,12] = [2, 16]

Kopaxk 16: [1,13] = [1,17]

Kopak 17: [1,15] = [7,14]!

Kopak 18: [2,17] = [4,15]!

IIpeocranu reneparopu:
[1,17], [1,18], [2,13], [2,16], [2,18], [4,15], [5,13], [5,17], [6,12], [7,14], [7, 18]
[Ipeocrann peﬂaTOpI/I

[1,18] - [5,13] - [1,17]7%, [1
[77 14]_1 ’ [77 18] [1 18] 17

,18] - [5, 17] [1,17)7%, [1,17] - [6,12] - [2,16] 7Y, [2,16] - [4,15] - [7, 14],
2,16] - [5,13] - [2,13]1, [2, 13- [7, 14] - [2, 18], [2, 16] - [5, 17] - [4, 15,

[2,18] - [6,12] - [2,16]71, [2,13] - [7, 18] [2,18]7!
Kopak 19: [1,18] = [1,17] - [5,13]!
Kopax 20: [1,17] = [2,16] - [6, 12] !
Kopak 21: [2,16] = [7,14]7'[4, 15]7!
Kopak 22: [2,13] = [2,18] - [7,14] !
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IIpeocranu reneparopu:
[2,18], [4,15], [5,13], [5,17], [6,12], [7, 14], [7, 18]

IIpeocrann pemaropu:

[4,p15]‘1 . [6,11)2]‘1 . [I;, 13]71-[5,17] - [6,12] - [4,15], [7,14]7 - [7,18] - [5,13] - [6,12] - [4, 15] - [7, 14],
[7,14]71 - [4,15]71 - [5,13] - [7,14] - [2,18] 71, [7,14]7! - [4,15]71 - [5,17] - [4,15], [2,18] - [6,12] -
[4,15] - [7,14], [2,18] - [7,14] 7 - [7,18] - [2,18] 7!

Kopaxk 23: [7,18] = [7, 14]
Kopax 24: [5,17) = [4,15] - [7, 14] - [4, 15]"!
Kopak 25: [2,18] = [7,14]7'[4,15]7' - [6,12]*

IIpeocrann reneparopu:
[4,15], [5,13], [6,12], [7, 14]

IIpeocranu penaropu:
[5,13]71 - [4,15] - [7,14] - [4,15]71, [5,13] - [6,12] - [4,15] - [7, 14], [5,13] - [7,14] - [6,12]

Kopak 26: [5,13] = [7,14] 7! - [4,15]"* - [6,12]

IIpeocranu reneparopu:
[4,15], [6,12], [7,14]

IIpeocranu penaropu:
[6,12] - [4,15] - [7,14] - [4,15] - [7, 14] - [4,15] 7, [7, 14]7" - [4,15] 7" - [6,12] 71 - [7, 14] - [6, 12]

Kopak 27: [6,12] = [4,15] - [7,14]" - [4,15]7" - [7,14]" - [4,15]

IIpeocranu reneparopu:
[47 ]‘5]’ [77 ]‘4]

IIpeocranu pesaropu:
[47 15]_1 ’ [77 14] ’ [47 15] ' [77 14]_1 ’ [47 15]_1

Haxkue,
G(Ky, L) = ([4,15],[7,14] | [7,14] - [4,15] - [7,14] 7' - [4,15] 2 = 1).

A.2 CodrBepcka perema

A.2.1 Aunaropuram peaykiiuje

[TpunukoM uCIUTUBaa CUMILIUIIN]ATHIX KOMILIEKCA TPUIPYKEHUX ITUKJIOTOMUIHUM T10-
JuHOMMMa cycpehemo ce ca ucnuruBameM QyHIAMEHTAJHUX I'Pylla Koje Cy NeHepucaHe Be-
JUKUM Opojem reneparopa u pesanuja. KomriekcHocT npeserTanuje (Tj. 6poj remeparopa u
peJiaiuja) pacre ca IMopacToM CTelleHa IIUKJIOTOMUYHOr TojimHOMa. Beh y cirydajy KoMiuiekca
npuapyxkerux moguHoMuMa Pio5(z) u Pig5(x) dyHmamMmenTaaHe Tpyme uMajy J10CTa KOMILIH-
KOBaHy IpE3eHTallnjy, y IITa CMO ce Morjm yBeputu y moriasby A.l. Pamm jrakine mgaJbe
aHaJM3€e OBUX I'PYIa, IMOXKE/bHO je I0jeJHOCTABUTH HUXOBY IpPE3eHTalnjy. Y OBOM IIOTJIa-
BJbY JlajeMO cO(TBEPCKO pEIlehe ajJropurMa 1 Hammcano y mnporpamckom makery Wolfram
Mathematica 12.1 xojum ce 6poj reHepaTopa U peJjalinja HeKe dyHIaMeHTaJHe T'PyIe MOKe
3HAYAJHO PEIyKOBATH.
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A.2. CO®PTBEPCKA PEIIIEFHA

Oyuknuja redukcija Ha ocHOBY JmCTe gens Koja oJroBapa JUCTU l-cuMIiuiekca, jgucte rels
KOja oJIroBapa JIMCTU 2-CUMJIEKca HeKOr Komiuiekca K u jmucre stablo koja ojirosapa Hekom

MaKCUMaJHOM pazarnuibyhem crabiry y komriekcy K Bpaha pejyKoBaHy IpPe3eHTAIN]y TPYIIe
1 (K ) .

redukcija[gens , rels , stablo ]:=(

Block [{zamena, relatori, genaratori, jedinicni, k, j, d},
relatori=rels;
generatori=jedanSimpleksiString [ gens|;

(* brisanje razapinjuceg stabla x)
relatori=obrisi[relatori, stablo];
generatori=Complement | generatori, stablo];

(¥ brisanje trivijalnih generatora *)
{relatori, jedinicni}=obrisiJedinicne[relatori|;
generatori=Complement | generatori, jedinicni];

(¥ smanjenje broja relacija i generatora izrazhavanjem nekih generatora
preko ostalih *)
While |[Length|[relatori]>1 && Length[zaZamenu|relatori]]==3,
k=zaZamenu[relatori];
zamena=izrazi[relatori, kJ;
relatori=Delete[relatori, k[[1]]];
For|[d=1, d<=Length[relatori], d++,
relatori [[d]]=zameni|[relatori[[d]], Join[{zamena[[l,1]]}, zamena|[[2]]]];
relatori [[d]]=sredi[relatori[[d]]];

I

relator=Sort[relatori , Length[#1]<=Length[#2] &];
For[d=1, d<=Length[relatori], d++,
relatori [[d]]=sredi[relatori[[d]]]];
generatori=Delete | generatori, Position|[generatori, zamena|[l 6 1]]]

E

{relatori, jedinicni}=obrisiJedinicne|[relatori]|;
If [Length[jedinicni|!=0, generatori = Complement|generatori, jedinicni]];

relatori=Sort[relatori , Length[#1] <= Length[#2] &];
For|[d=1, d<=Length|[relatori], d++, relatori[[d]]=sredi[relatori[[d]]]]
I

(¥ uredjivanje prikaza relacija +*)
For|[d=1, d<=Length[relatori], d++, relatori[[d]|=sredi[relatori[[d]]]];
For|[j=1, j<=Length|[relatori], j++, relatori[[j]]=srediKrajeve|[relatori[[j]]]];
Print | , generatori|;
Print | ;
Print [Grid|[ prikaziRelacije[relatori]|, Alignment —> Left, Spacings — {4, 1}]];
|
)

[Tomohue dpyuknmje kopurihene y dyuknuju redukcija:

(* zapis relacija u obliku stringova x)

relacije [12sim_ |:=(
Block|[{i, r},
r = {};

For[i = 1, i <= Length[12sim], i+,
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r=Append|[r, {StringJoin|[ToString[12sim [[i,1]]], ToString[12sim [[i,2]]]],

StringJoin [ToString[12sim [[i,2]]] , ToString[l12sim [[i,3]]]], {1},
StringJoin [ToString [12sim [[i,1]]], ToString[12sim [[i,3]]]], {—1}}]
I;
Return|r |
J
)
(* ispis relacija +)
prikaziRelacije [relacije |:=(
Block[{i, j, ispis, kolona},
ispis={};
For[i=1, i<=Length[relacije], i++,
kolona={};
For[j=1, j<=Length|[relacije[[i]]], j=] + 2,
kolona=Append | kolona , relacije |[[i]][[]j]]~ relacije[[i,j+1]][[1]]]];
kolona=Append | kolona , l;
ispis=Append|ispis , kolonal];
I;
Return|ispis|;
J
)
(* zamena pojavljivanja generatora zanema[[1]] uw relaciji relacija ostatkom

liste zamenax)

zameni|relacija , zamena |:=(

Block[{i, j, r, novaR, step, k, d},

r = relacija;

novaR={};

For[i=1, i<=Length[r], i=i+2,
If[r[[i]]==zamena|[[1l]], step=r[[i+1,1]];
If[step>=0,

For[d=1, d<=step, d++,
k=2;

For|[j=1, j<=Length|[zamena|—1, j=j-+2,
novaR=Append [Append [novaR, zamena[[k]]], zamena[[k+1]]];
k=k+2;
K
E
I
If[step<=—1,
For[d=1, d<=-step, d-++,
k=Length [zamena| —1;
For | j=Length|[zamena]|, j>=2, j=j—2,
novaR=Append [Append [novaR, zamena[[k]]], —zamena[[k+1]]];
k=k—2;
I
I
] )
novaR=Append [Append [novaR, r[[i]]], r[[i+1]]];
I
[k
Return[novaR |;
|
)

(¥ zapis generatora uw obliku stringova +)
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jedanSimpleksiString [11sim_]:=(
Block[{i, r},
r = {};
For[i=1, i<=Length|[llsim], i++,
r=Append|r, StringJoin|[ToString[llsim [[i,1]]], ToString|[llsim [[i,2]]]]];
K
Return|r|;
I
)
(¥ uredjuje zapis relacije tako da se isti generatori ne pojavijuju uzastopno #*)
sredi[relacija_ J:=(
Block[{r, indexJedinica, jedinice, d, zaBrisanje, i},
r=relacija;
zaBrisanje={};
For[i=1, i<=Length|[r]—2, i=i+2,
T [x ([ l=—r ([ + 20], r([i+3l=r [[i+3]+x([i+1]];
zaBrisanje=Union|[zaBrisanje, {{i}, {i + 1}}]];
K
r=Delete|[r, zaBrisanje];
indexJedinica=Position|[r, {0}];
jedinice=Union|indexJedinica —1, indexJedinica |;
r=Delete|[r, jedinice |;
Return|r|;
I
)
(# uredjivanje relacije u chijem su zapisu prvi i poslednji generator isti x)

srediKrajeve[relacije ]:=(

Block[{r, d},
r=relacije;
d:LengthJ[relacije];
If [d==0,Return|r |];
While[r[[1]]==1[[d—1]] && d>=4,
If[r[[2,1]]==—r[[d,1]], r=Delete[r, {{1}, {2}, {d-1}, {d}}],
If[rf[2,1]] <—r[[d,1]], r[[d,1]] = x[[d,1]] + r[[2,1]];
r=Delete[r, {{1}, {2}}],
r[[2,1]] = r[[2,1]] + r[[d,1]];
r=Delete[r, {{d—1}, {d}}],
K
K
d=Length|r |;
If[d==0, Return|r|];
K
Return|r];
I
)
(#*pronalazenje prvog element u nizu relacija koji moze da se izrazi preko ostalih

i vracanje rednog broj relacije, rednog broja elementa u okviru relacije 1
indikatora da li se uw toj relaciji element pojavijuje kao inverz ili ne x)
zaZamenu[relacije |:=(

Block|[{i, j, b, ppl, pp2, prethodni},

For[i=1, i<=Length[relacije], i++,

ppl=Position|[relacije [[i]], {1}];

For|[j=1, j<=Length|[ppl], j++,

prethodni = relacije [[i,ppl[[j,1]] —1]];
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b=Position|[relacije [[i]], prethodni

I
pp2=Position|[relacije [[i]], {—1}];
FOI‘[J:]_, J<:Length[pp2]a J++,

|;

prethodni=relacije [[1, pp2[[]j,1]] —1]];
b = Position[relacije [[i]], prethodni];

If [Length[b]==1, Return[{i, b[[1,1]
I
I
Return [0];
|
)

I

If [Length[b]==1, Return[{i, b[[1,1]], 1}]]

—13]

(¥ brisanje generatora iz liste stablo u relacijama koje priladajulisti

relacije *)
obrisi[relacije , stablo_ ]:=(
Block[{i, j, r, rNove, vrsta},
r=relacije;

rNove={};
For[i=1, i<=Length[r], i=i+1,
vrsta={};
For[j=1, j<=Length[r[[i]]], j=]j+2,
If [MemberQ[stablo, r[[i,j]]]==False, vrsta=Append|[vrsta, r[[i,j]]];

vrsta=Append|vrsta , r[[i,j+1]]];
K
I

rNove=Append[rNove, vrsta |

|

Return|[rNove |;

|

)
(* nalazenje trivijalnih generatora =)
trazenjeJedinicnih [relacije  ]:=(

Block[{i, r, nejed, jed},
r=relacije;

nejed={};

jed={};

For[i=1, i<=Length[relacije], i++,

If[!(Length[r[[i]]]==2 && (MemberQ[r[[i,2]],

nejed = Append|nejed, r[[i]]],
]jed = Append|[jed, r[[i,1]]]
];7
Return|{nejed , jed}];
]
)

1]

|| MemberQ[r [[i,2]], —1 1)),

(¥ brisanje pojavljivanja trivijalnih generatora u relacijama x)

obrisiJedinicne [relacije [:=(
Block[{r, obrisani, i, jed},
r=relacije;
obrisani={};
jed=trazenjeJedinicnih [r];
While [Length|[jed [[2]]] >=1,
r—jed [[1]];
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177 r=obrisi[r, jed[[2]]];

178 obrisani=Join|[obrisani, jed [[2]]];

179 r=Sort[r, Length[#1]<=Length[#2] &];

180 For[i=1, i<=Length[r], i++, r[[i]]=sredi[r[[i]]]];
181 jed=trazenjeJedinicnih [r];

182 |

183 Return[{r, obrisani }|;

184 |

185 )

187 (xizrazavanje k[1]—vog elementa koji se nalazi u k[2]—goj relaciji preko ostalih
188 elemenata te relacijex)

189 izrazi[relacije , k ] := (

190  Block[{element, inverzInd,6 ostatak, i, lo, t, j, zamena, pomocna},

191 element=relacije [[k[[1]] . k[[2]]]];

192 inverzInd=k [[3]];

193 If[inverzInd==1,

194 ostatak=Delete[relacije [[k[[1]]]], {{k[[2]]}, {k[[2]]}+1}];
195 For[i=2, i<=Length|ostatak], i=i+2, ostatak [[i]]J=—ostatak[[i]]];
196 lo=Length[ostatak |;

197 i=1;

198 For[i=k[[2]], i<=k[[2]]+(lo—k[[2]])/2, i=i+2,

199 t=ostatak [[i]];

200 ostatak [[i]]=ostatak [[lo—j ]];

201 ostatak [[lo—j]|]=1t;

202 t=ostatak [[1+1]];

203 ostatak [[1+1]] = ostatak [[lo—]+1]];

204 ostatak [[lo—j+1]]=t;

205 i=j +2;

206 l;

207 i=2:

208 For[i—1, i<k[[2]]/2, i=i+2,

209 t=ostatak [[i]];

210 ostatak [[i]]=ostatak [[k[[2]] —]j]];

211 ostatak [[k[[2]] —j]]=t;

212 t=ostatak [[1+1]];

213 ostatak [[i+1]]=ostatak [[k[[2]] —j +1]];

214 ostatak [[k[[2]] —j+1]]=t;

215 i=j+2;

216 I;

217 zamena=Join [{{element }}, {ostatak }];

218 |;

219 If[inverzlnd==-1,

220 pomocna=Delete [ relacije [[k[[1]]]], {{k[[2]]}, {k[[2]]}+1}];
221 ostatak ={};

222 For[i=k|[[2]], i<=Length[pomocna|, i++, ostatak=Append|[ostatak , pomocna[[i]]]];
223 For[i=1, i<=k][[2]] -1, i++, ostatak=Append|ostatak , pomocna[[i]]]];
224 zamena=Join [{{ element } } , {ostatak }];

295 I

226 Return [zamena | ;

227 |

228 )

IIpumep A.1l. Penykumja dpyHaaMeHTa e rpyie Wl(IN{@) 3a n = 105, Tj. rpyne G(}N{@,L),
r7e je pazanuibyhe crabio

L = {]0,4],]0,5],[0,7],[0,8],[0,9], [0, 10], [0, 13], [1, 3], [1, 6], [1, 7], [1, 11], [1, 12], [1, 14], [2, 3]}.
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[TozuB dynknHje:

redukecija[{{0,3}, {0,4}, {0,5}, {0,6}, {0,7}, {0,8}, {0,9}, {0,10}, {0,11}, {0,12},
{0,13}, {0,14}, {1.,3}, {1.,4}, {1,5}, {1,6}, {1,7}, {1.,8}, {1,9}, {1,10}, {1,11},
(1,12}, {1,13}, {1,14}, {2,3}, {2.4}, {2,5}, {2.,6}, {2.,7}, {2.8}, {2,9}, {2,10},
(2,11}, {2.,12}, {2,138}, {2.,14}, {3.9}, {3,10}, {3,12}, {3,14}, {4.,8}, {4,10},
{4,11}, {4,13}, {5,9}, {5,11}, {5,12}, {5,14}, {6,8}, {6,10}, {6,12}, {6,13},
{7.8Y, {7, 9}, {7, 11}, {7, 13}, {7.14}},

relacije [{{1,7,8}, {2,3,9}, {0,4,10}, {1,5,11}, {2.6,12}, {0,7,13}, {1,3,14},
{2.4,8}, {0,5,9}, {1,6,10}, {2,7,11}, {0,3,12}, {1.,4,13}, {2,5,14}, {0,6,8},
{1,7,9}, {2,3,10}, {0,4,11}, {1,5,12}, {2.6,13}, {0,7,14}, {0,7.,8}, {1,3,9},
{2,4,10}, {0,5,11}, {1,6,12}, {2,7,13}, {0,3,14} {1.,4.8}, {2,5.9}, {0,6,10},
{1,7,11}, {2,3,12}, {0,4,13}, {1,5,14}, {2,6.,8},{0,7,9}, {1,3,10}, {2.,4,11},
{0,5,12}, {1,6,13}, {2,7,14}}],

Y, 7237

Pesynrar usspmapama dynkimje:

) ) ) ) ) ) ) ) ) )

genaratori redukovane fundamentalne grupe:
{213, 214}

relatori redukovane fundamentalne grupe:

1 1 1 1
o1 213 214 213 5 53 214 213 214 55 = 1

A.2.2 AnekcangepoBa mMaTpuiia

PenykoBana dpyHmameHTa Ha I'pylia 4ecTO UMa MaJju Opoj pesalyja, ajad Cy Te pesaliu-
jé KOMILTHKOBaHE CTPYKType. YKOJIUKO je MOTPEeOHO m3padyHaTH AJIEKCaHIePOBY MATPHUILY
TaKBe I'pylle PyYHO M3padyHaBame U3BOJA IIOCTaje M3y3eTHO 3axTeBHO. I3 Tor passora y
HaCTaBKYy J1ajeMo cOPTBEPCKO pPEIeihe aJropuTMa 2 KOjUM je ayTOMATU30BAH IPOIEC Pady-
Hama AjiekcanjepoBe MaTpuiie. AjiropuraM je peanu3oBaH y mporpamckoMm nakery Wolfram
Mathematica 12.1.

Izvod [izraz , promenljiva ]:=(
Block [{ prviDeo, drugiDeo, rez},
If [Length[izraz|==2,
If [SameQ[izraz [[1]], promenljiva],
Return [ Simplify [( promenljiva~izraz [[2]] —1)/(promenljiva —1)]], Return|[0]
] )
{prviDeo, drugiDeo}=TakeList[izraz, {2, Length[izraz]|—2}];
rez=Izvod [prviDeo, promenljiva]
+prviDeo [[1]] ~ prviDeo [[2]]* Izvod [drugiDeo, promenljiva];
Return|rez |;
|
I
)

matricalzvoda [1Relacija , 1Promenljivih |:=(
Block[{m, i, j},
m=Table[0, Length[lRelacija], Length[lPromenljivih]];
For[i=1, i<=Length[lRelacija], i++,
For[j=1, j<=Length|[lPromenljivih], j++,
m[[i,j]]=Simplify [Izvod[lRelacija [[i]], 1Promenljivih [[j]]]];
K
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2 |

23 Return [m] ;

24 |

25 )

27 AleksanderovaMatrica|[relacije , promenljive , abelizacija |:=(
28 Block[{m, i, j},

29 m=matricalzvoda[relacije , promenljive];

30 For[i=1, i<=Length|[relacije], i+-+,

31 For|[j=1, j<=Length|promenljive], j++,

32 For|[k=1, k<=Length|[promenljive|, k++,

33 m([[i,]j]]=Simplify [m[[i, j]]/.{promenljive [[k]]—>abelizacija [[k]]}];
34 K

35 wl[i,]]=Expandm[i,j]]];

36 [

37 [E

38 Return [m] ;

39 |

40 )

ITpumep A.2. AnekcanmepoBa MaTpuUIila rpyre
G(f({ﬂ,,L) = (a,b|b 'abab ?a 'baba™' =1, ab ta b la = 1)
OPUIPYKEHe IUKIOTOMIUIHOM mosnHOMY Pqo5(x).

[lozus dynKIHje:

MatrixForm | AleksanderovaMatrica[{{b, —1, a, 1, b, 1, a, 1, b, =2, a, —1, b, 1,
a, ]-a ba 17 a, *1}7 {aa ]-7 ba *17 a, *]w ba *17 a, 1}}7 {aa b}a {17 t}”

Pesynrar usspmapama dyHkimje:

2t~ — 72 0
22—t t41 2t
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buorpaduja ayropa

Anekcanapa Koctuh pohena je 12. maja 1989. y Jlosuumu. /lumiomupadia je va Ma-
temaTudkoM daxyarery 2012. rommue na cmepy PauynapcrBo m mrdopMaTuka ca mpoced-
uoM orieaoM 9,60. Ha ucrom dakynrery na cmepy Teopujcka maremaruka u npumene 2014.
rojJiuiHe OJIOpaHMIa je MacTep paJi moj HacJoBoM ,FKdekTuBHa xomosoruja mpema Francis
Sergeraert-y” (menTop npod. ap 3opan Ilerposuh) ca onenom 10. JTokropcke cryauje yru-
cana je 2014. rommue na Karenpu 3a anredpy m mareMaTwdky JOruky. Vma 1rect pajioBa
Koju cy npuxahenu 3a objaB/buBambe, o1 dera cy et Ha SCI ymeru. Ox 2012. 3armocsena je
Ha Marematudkom (akyyITeTy, HAjIpe Kao CapaJ HUK y HACTABU, & 3aTUM KaO aCUCTEHT.



Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

MoTtnucawHa AnekcaHgpa Koctuh

Opoj nHaekca 2016/2014

U3jaBroyjem

Aa je fokTopcKa AucepTauumja noa Hacnosom

HekomyTatusHe rpyne u CUMNIMUMjANHMU KOMNAEKCH

® pPEe3ynTaTt concTtBeHor WCTpaxnBeadkor paga,

* AanpeinoxeHa guceprauuja y LenuHmn Hu Y Aenosuma Huje Guna npeanoxexa
3a pobujame 6UNo koje Aunnome Mpeéma CcTyanjckum nporpamuma apyrux
BUCOKOLLIKOSNICKMX YCTaHoBa,

® Aacy pesynTarti KOpeKTHO HaBeAEHM

® AaHucam Kpmna ayTopcka npasa 1 kopucTina WHTENEKTyarHy CBOjuHy
Apyrux nuua.

MoTnuc AOKTOpaHaa

Y Beorpagy, 13.01.2021.
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Mpunor 2.

UsjaBa o0 uctoBeTHoCTM WITaMNaHe U eneKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr pana

Nme 1 npesume aytopa: AnekcaHgpa Koctuh

bpoj nHaekca: 2016/2014

Cryavjckv nporpam: MatemaTtuka

Hacnoe paga: HekomyTtaTueHe rpyne u CUMMIMLMJanHKN KOMMNIEKCH

MenTop: npodh. ap 3opan MeTposuh, pegosHm npodecop

MNoTtnucana AnekcaHapa Koctuh

Wsjasreyjem aa je wramnaxa BEP3Mja MOr [JOKTOPCKOr paja WCTOBETHA €NeKTPOHCKO]
Bepauju Kojy cam npejana 3a ofjaBrbMBake  Ha noprtany [OurutanHor
penosuTopujyma YHusepsuteta y Georpaay.

[HossorbaBam fga ce objase MOjU NWYHWM Mojauun BesaHu 3a nobwjakbe akapemckor
3Bakba OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMe W NpesuMe, rofvHa U MecTo pohetsa u gatym
onbpaxe paga.

OBU NM4HKM Nofaum Mory ce objaBuTi Ha MPEXHUM CTpaHuuyama gurutanHe éubnuoteke, y
ENEeKTPOHCKkoM KkaTanory u y nybnukauujama YHusepauteta y Beorpagy.

Motnuc poktopaHaa

Y Beorpagy, 13.01.2021. e
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Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Oenawhyjem YHuBEp3uTeTcky Gubnunoteky ,CseTosap Mapkosuh® aa y Ourutanuwm
penosuTopujym YHusepauteTa y Beorpagy yHece mojy AOKTOpCKY AucepTtauujy nop
HacnoBom:

HexomyraTusue rpyne n CUMILTHLH]aJIHH KOMILJIEKCH

koja je Moje ayTopcko geno.

Hvcepraumjy ca ceum npunosuma npejana cam y enekTpoHCKOM hopMaTy norogHom
3a TpajHO apxuBUparse.

Mojy pokTopcky AncepTaumjy noxpareHy y JurutanHu penosnTopujym YHuBepauteTa
y Beorpany mory na kopucre ceu Koju nowTyjy oapenbe caapaHe y ofabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) aa kojy cam ce ognyuuna.

1. AyTopcTeo
2. AytopcTeo - HekomMepLumMjanHo
3. AyTopcTeo — HekomepuujanHo — 6es npepage
4. AyTOpCTBO — HekoMepLMjarnto — genuTv no4 UCTUM ycriosuma
5. AyTopcTBo — 6e3 npepage
@Ay‘ropcmo — A8NUTW NOA UCTUM YCroBUMA

(Monumo aa saokpysute camo jenHy oa wect noHyheHux nnueHuwr, KpaTtak onuc
NnLeHum par je Ha nonefuHu nucra).

MoTtnuc gokropanpa

Y beorpagy, 13.01.2021.
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Anexeaqlo. Kol



1. Aytopcteo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AncTpubyunjy v jaBHO caoniiTaBame
Aena, v npepaje, ako ce HasefAe “me ayTopa Ha HauuH ogpefieH oa cTpaHe ayTopa
vnu faeaoua nuueHue, Yak u y KkomepumjanHe cepxe. Oso je HajcnobogHuja of ceux
NNUEHLN.

2. AyTOpCTBO — HEkoMepuujanHo. [lo3BorbasaTe YMHOXaBake, gUcTpubyuujy 1 jasHo
caonwrasame fena, v npepage, ako ce HaBeAe WMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH og
CTpaHe aytopa unu Aasaola nuueHue. OBa nuuUeHLa He [03BOIbaBa KomepuujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekoMmepuuwjanHo — 6e3 npepage. [losBorbaBaTte yMHOXaBatbe,
ANCTpUbYUM)y ¥ jaBHO caoniwitaBare aena, 6ea3 npomMeHa, npeobnukoBaka Wnu
ynotpebe fena y cBOM fery, ako ce HaBeae ume ayTopa Ha HauuvH ogpeheH of
CTpaHe ayTtopa unu faeaoua nuueHue. Oea nuueHLa He A03BOMbasa KoMepuujanHy
ynotpeby aena. ¥ ogHocy Ha cBe ocTane MULEHLE, OBOM NULEHLIOM ce orpaHuyaBa
Hajsehu obum npasa kopuihera gena.

4. AYTOpCTBO - HEKOMEpUMjanHO — AEnUTU Noa WUCTUM ycnoeuma. [lossorbasare
YMHOXaBarbe, AMCTPUOYLIMjy 1 jaBHO caoniuTaBarse Aena, W nNpepaje, ako ce HaBsege
WME ayTopa Ha HauuH ofpefieH o cTpaHe ayTopa WnM AaBaola NMULEHLE W akKo ce
npepaga AucTpubyvpa noa MCTOM WAM CAWMHOM nuueHuoMm. Osa nuueHua He
Ao3BorbLaea komepuujanHy ynotpeby Aena v npepaga.

5. AyTopcteo — Ge3 npepage. [o3Borbasare yMHOXaBatbe, auctpubyunjy u jaBHo
caoniwitasar-e gena, 6e3 npomera, npeobnukoBara unu ynotpebe aena y CBOM geny,
aKo ce Haeefe ume ayTopa Ha HaunH oapefieH of cTpaHe ayTopa wnw hasaoua
nuueHue. Osa nuueHua f03BoMbaBa KoMepuujanHy ynotpeby aena.

6. AytopcTBO - penuTM nog  uCTUM ycnosuma. [lossorbaBate yMHOXaBakbe,
AncTpubyumjy n jaBHo caonwTasare gena, u npepaae, ako ce Hasede MMe ayTopa Ha
Ha4uH ofpefeH op cTpaHe ayTopa unu AaBaoua nuueHUe M ako ce npepaga
AnCTpubynpa nos UCTOM UMM CAWYHOM nuuyeHdoMm. OBa nuueHUa [A03BOrbasa
KomepuujanHy ynoTtpeby gena u npepaga. Cnuuxa je codTBEpCKMM nUUEHLaMa,
OAHOCHO NUueHLiama OTBOPEHOr Koaa.



