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Apstrakt

U okviru ovog doktorata razvijen je sistem SimTheP (Simple Theorem Prover)
za automatsko dokazivanje nekih klasa analitickih nejednakosti. Kao osnovna klasa
nejednakosti posmatrana je klasa MTP (miksovano trigonometrijsko polinomskih) ne-
jednakosti. U doktoratu su navedene jo$ neke klase analitickih nejednakosti na koje
se, uz odredene dodatne korake, moze primeniti prikazani sistem. Za potrebe sis-
tema je kreirano viSe originalnih algoritama poput algoritma za trazenje prve pozitivne
nule polinomske funkcije koji je baziran na Sturmovoj teoremi, algoritma za trazenje
najmanjeg odgovarajuceg stepena aproksimacija Tejlorovim razvojima, algoritma sor-
tiranja aproksimacija i slicnih. Svi algoritmi su prikazani pseudokodom i detaljnim
objasnjenjem slucajeva upotrebe. Rad sistema i koriS¢enih algoritama ilustrovani su na
ve¢em broju konkretnih analitickih nejednakosti od kojih su neke bile otvoreni prob-
lemi, a koji su potom reseni metodama sistema i publikovani u renomiranim ¢asopisima.
U okviru doktorata dat je detaljan prikaz oblasti i problematike vezane za dokazivanje
i automatske dokazivace. Razmotreni su osnovni problemi sa kojima se sre¢u korisnici
vec¢ine automatskih dokazivaca, ali su takode analizirani i neki problemi vezani u vezi sa
implementacijom automatskih dokazivaca teorema. Razvijena je jedna implementacija
sistema SimTheP, a u cilju procene performansi ovog sistema uradena je uporedna
analiza sa dokazivacem MetiTarski.

Kljuéne reci: automatsko dokazivanje; analiticke nejednakosti;
miksovano trigonometrijsko polinomske nejednakosti;

Nauc¢na oblast: Elektrotehnika i rac¢unarstvo

Uza nauc¢na oblast: Primenjena matematika

UDK: 510.266



Abstract

In this doctoral thesis was developed SimTheP (Simple Theorem Prover), system for
automatic proving of some classes of analytical inequalities. MTP (mixed trigonometric
polynomial) inequalities were considered as basic class of studied inequalities. Some
additional classes of analytical inequalities, on which shown system can be applied with
some additional steps, were presented in this thesis. Several original algorithms, such
as algorithm for seeking first positive root of polynomial function based on Sturms
theorem, algorithm for seeking smallest appropriate degree of approximation by Taylor
series, algorithm for sorting of approximations and similar others, were created for use
in system. All algorithms were shown by pseudo-code and detailed use case scenarios.
Inner workings of system and application of stated algorithms was illustrated on great
number of concrete analytical inequalities, of which some were open problems later
solved by methods from system and published in renown journals. In this thesis was
also given detailed image of area of research and problematic of theorem proving and
automatic theorem provers. Some basic problems with which users of most automatic
theorem provers deal were considered, but also some problems of implementation of
automatic theorem proving were analysed. One implementation of system SimTheP
was developed, and to assess performance of this system, side by side comparison with
MetiTarski was conducted.

Keywords: automatic proving; analytical inequalities;
mixed trigonometric polynomial inequalities;
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Area of research: Applied mathematics
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Glava 1
Uvod

Now we can see what makes mathematics unique. Only in mathematics is there no sig-
nificant correctiononly extension. Once the Greeks had developed the deductive method,
they were correct in what they did, correct for all time. Fuclid was incomplete and his
work has been extended enormously, but it has not had to be corrected. His theorems

are, every one of them, valid to this day.

Isaac Asimov - A history of mathematics

Sada moZemo videti sta ¢int matematiku jedinstvenom. Samo u matematici nema
znacagnih ispravki - samo unapredenja. Nakon sto su Grei razvili deduktivni metod,
bili su u pravu sa time sto su radili, v pravu za sva vremena. Euklid je bio
nekompletan i njegov rad je prosiren drasticno, ali nikada nije ispravijan. Njegove

teoreme su, svaka od njih, validne do dana danasnjeg.

Isak Asimov - Istorija matematike

Reci Isaka Asimova (Isaac Asimov), pisca ali i nau¢nika, istinite su danas koliko i
u vreme kada su zapisane. Oslanjanje na tacnost matematike je osnov mnogih nauka
koje su se tokom istorije odvajale od filozofije. Veliki problemi u inzenjerskim naukama
se Cesto smatraju reSenim tek kada se matematikom pokaze ispravnost pristupa. U
prirodnim naukama modeli se zasnivaju na matematickim principima i nikada ne dovode

u pitanje matematiku, na kojoj su zasnovani.



Ovo dovodi do pitanja sta je potrebno da bi se matematicka teorija smatrala tacnom.
Kod vecine prirodnih nauka se dozvoljava empirijsko posmatranje kao metoda istrazi-
vanja, a formiranjem neke zakonitosti koja vazi na velikom broju sluc¢ajeva se zakljucuje
pravilo koje vazi dok se ne nade protivprimer. Dozvoljena tolerancija greske je uvek
prisutan parametar kod inzenjerskih nauka. Mada deluje kao da je to prevelika slo-
boda koju su ove nauke sebi uzele, rad sa realnim sistemima dovodi do prevelikog broja
parametara koji mogu uticati na eksperimente i posmatranja, te je odredena fleksi-
bilnost neophodna. Matematika, kao nauka koja radi sa apstrakcijama i sistemima
apsolutno odvojenim od spoljasnjih uticaja, ne dozvoljava sebi ni najmanju toleran-
ciju greske. To za istrazivace znaci odsustvo velikog broja oruda dostupnih drugim
naukama, ali i teze izazove kako bi svoje teorije dokazali.

U okviru ovog doktorata autor je sebi postavio dva zadatka: da definise sistem za
automatsko dokazivanje klase miksovano trigonometrijsko polinomskih nejednakosti i
da prikaze neophodne elemente za implementaciju jednog takvog sistema. Aplikacije
poput ove uvek se nalaze u oblasti sistema racunarske algebre, ali ih takode prevazilaze u
nekim aspektima. Klasa nejednakosti ovog tipa ima veoma veliku ulogu u elektrotehnici,
kontrolnim sistemima, procesiranju slika, robotici i mnogim drugima naukama.

Dodatni izazov koji je autor predstavio jeste formiranje sistema koji je ljudima
razumljiv. Posmatrajuci veliki broj resenja za automatsko dokazivanje koja su trenutno
dostupna, moze se videti da veliki broj njih daje dokaze koji ne imitiraju na¢in funkcionisanja
ljudskog razmisljanja. Mada su ovakvi dokazi tacni, ne daju uvid u razloge tacnosti,
sto svakako smanjuje njihovu upotrebnu vrednost.

Krajnji cilj doktorata je formiranje aplikacije koja bi korisnicima automatski gene-
risala i prikazivala dokaze zadatih analitickih nejednakosti.

Motivacija za izradu ovog doktorata proistice iz brojnih realnih potreba za au-
tomatskim dokaziva¢ima. Proucavajuci racunarstvo i elektrotehniku nailazi se na veliki
broj situacija gde bi ovakva aplikacija u velikoj meri ubrzala i olaksala rad istrazivaca.
Brojni otvoreni problemi koji se mogu naci u literaturi u vezi sa klasama problema koje

bi ovakva aplikacija mogla resavati dodatno podsticu njen razvoj.



1.1 O sadrzaju doktorata

Ovaj doktorat sastoji se iz Sest glava. Nakon uvodne, u drugoj glavi se daje pregled
oblasti u vezi sa izradom automatskog dokazivaca. Prvo poglavlje proucava probleme
elementarne analize i problematiku u vezi sa odluc¢ivoséu. U drugom poglavlju su razma-
trani razni sistemi racunarske algebre, njihove razlike u odnosu na tradicionalne sisteme
za numericka izrac¢unavanja, koju ulogu imaju za moderno istrazivanje, ali i koliko je
moguce pouzdati se u njih. Naredno poglavlje posveéeno je oblasti automatskog dokazi-
vanja. Poslednje poglavlje u ovoj glavi se bavi miksovano trigonometrijsko polinomskim
nejednakostima i njihovim istorijatom.

Treca glava doktorata je primarno posvecena sistemu SimTheP za dokazivanje klase
miksovano trigonometrijsko polinomskih analitickih nejednakosti. U prvom poglavlju
su data cetiri primera problema koji se pojavljuju prilikom dokazivanja MTP nejed-
nakosti. Drugo poglavlje namenjeno je prikazu najbitnijih originalnih algoritama koje
je autor ovog doktorata kreirao za potrebe sistema Sim TheP. Algoritam za trazenje prve
pozitivne nule polinomskih funkcija koji se bazira na Sturmovoj teoremi je prvi pred-
stavljen. Naredni algoritam koji je prikazan jeste algoritam za skrac¢ivanje decimalnog
zapisa, koji se takode u ovoj podsekciji generalizuje u algoritam za trazenje nanizne
aproksimacije pozitivne polinomske funkcije. U tre¢em poglavlju je prikazan algoritam
za trazenje minimalnog stepena naniznih i navisnih razvoja za ispravne aproksimacije
MTP funkcije. Podsekcija koja sledi je posvecena algoritmu za transformaciju stepenih
sinusnih i kosinusnih funkcija u oblik visestrukih uglova, ali takode ukljucuje i opis al-
goritma za izbor odgovarajuce aproksimacije, navisne ili nanizne. Poslednja podsekcija
je posvecena razlicitim metrikama za sortiranje aproksimacija MTP funkcije.

U narednom poglavlju je prikazan sistem SimTheP. Na pocetku glave prikazane su
pocetne provere u algoritmu i uslovi za grananje u algoritme prikazane u narednim pod-
sekcijama. Prva podsekcija se bavi algoritmom kreiranim za jednostrano dokazivanje
MTP funkcija. U okviru nje su prikazani i algoritmi kreirani za generisanje polinomskih

aproksimacija na osnovu vektora stepena Tejlorovih razvoja, generisanje svih dozvo-



ljenih varijacija vektora stepena Tejlorovih razvoja i proveru da li je polinomska funkcija
za tacku z = 0 pozitivna ili jednaka nuli a rastuc¢a. Naredna podsekcija je posvecena
kreiranom algoritmu za dvostrano dokazivanje MTP funkcija. Poslednja podsekcija
prikazuje nova prosirenja prethodno opisanih algoritama. Prvo je opisana procedura
za primenu sistema SimTheP na logaritamsko miksovano polinomsko trigonometrijske
funkcije, potom na prosirenu klasu MTP funkcija, a na kraju glave je prikazan i prosireni
algoritam smene funkcija Tejlorovim razvojima, koji funkcionise i nakon uvodenja novih
klasa realnih analitickih funkcija pored sinusne i kosinusne funkcije.

Naredna glava doktorata se fokusira na primere upotrebe sistema SimTheP. Prva
dva poglavlja detaljno analiziraju postupak upotrebe sistema na dva primera iz litera-
ture koji su dokazani primenom sasvim drugacijih metoda. Nakon toga sledi poglavlje
koje prikazuje rezultate iz cetiri rada [I] - [4] gde se primenom sistema SimTheP, ili
algoritama koji ga sacinjavaju, reSavaju neki otvoreni problemi iz literature. Posled-
nja tri poglavlja proucavaju rezultate iz literature tri eminentna istrazivaca iz oblasti
dokazivanja analitickih nejednakosti, koji se mogu takode verifikovati koriséenjem sis-
tema SimTheP uz neke neznatne transformacije.

Peta glava je posvecena jednoj implementaciji sistema SimTheP koja je kreirana
u okviru ovog doktorata, pod radnim imenom PAINT. U prvom poglavlju proucava
korisnicke zahteve prilikom izrade implementacije i na koji nacin su oni ispunjeni.
Naredna dve poglavlja se primarno bave arhitekturom i dizajnom aplikacije, sto ukljucuje
i korisnicki interfejs. Poslednje poglavlje ove glave posveéeno je proucavanju perfor-
mansi sistema i implementacije. U te svrhe je prikazan nac¢in funkcionisanja aplikacije
MetiTarsk: a potom i rezultati uporedne analize te aplikacije i posmatrane imple-
mentacije. Takode je uradena analiza moguénosti tri sistema racunarske algebre u
svrhe dokazivanja klase MTP nejednakosti.

Poslednja glava je posvecena sumiranju rezultata iz prethodnih glava, ali takode
daje uvid u nove pravce istrazivanja na kom je zasnovan ovaj doktorat.

Neki od rezultata koji se razmatraju u tekstu doktorata su publikovani u radovima

[1] - [8]. Ostali rezultati iz doktorata bi¢e publikovani u budué¢im radovima.



Glava 2

Odlucivost, sistemi racunarske

algebre, automatski dokazivaci
i MTP funkcije

U okviru ove glave dat je prikaz nekoliko oblasti istrazivanja u vezi sa problematikom
dokazivanja MTP nejednakosti. Prvo poglavlje je posve¢eno problemima odlucivosti.
U drugom poglavlju se razmatraju sistemi racunarske algebre i problematika u vezi sa
izradom ovakvih sistema. Naredno poglavlje je posveé¢eno automatskim dokazivacima.

Poslednje poglavlje se bavi istorijom miksovano trigonometrijsko polinomskih funkcija.

2.1 Neki odlucivi problemi elementarne analize

Kao jedina nauka koja nije dozvoljavala nimalo prostora za slobodu interpretacija,
matematika je kroz istoriju civilizacije propagirala preciznost i sveobuhvatnost svojih
ideja. Dok su mnoge primenjene nauke dozvoljavale odredenu toleranciju za greske,
matematika se uvek drzala principa konzistentnosti rezultata. Ono Sto se menjalo
u samoj matematici je nac¢in dokazivanja ideja. Ukoliko pogledamo dokaze koje su
pruzali u doba drevne grcke kulture, ponegde vidimo veliku intuitivnost dokaza, a
veoma malo formalizma. Medutim, sa pojavom sve apstraktnijih i slozenijih koncepata
u matematici doslo je i do potrebe da se nacin dokazivanja teorija izmeni. Lajbnic

(Gottfried Wilhelm von Leibniz) jedan je od prvih zna¢ajnijih zagovornika ideje da



matematicki dokazi moraju da se udalje od ”onoga sto je vidljivo” i da moraju sadrzati
odredenu strukturu koja bi olaksala proveru i tumacenje ([9], str. 25-26). Iako se
zalagao i za interdisciplinarnost, smatrao je da zadrzavanje na merljivim rezultatima
ogranicava Sirenje matematike.

Krajem 19. veka mozemo videti radanje novih ideja o samoj prirodi dokazivanja.
Javljaju se pokreti poput formalista, logicara i intuitivaca u matematici [10],[I1],[12].
Ono za $ta su se zalagali Lajbnic i Njutn (Isaac Newton) postaje napokon izvodljivo
sa razvijanjem logike kao matematicke discipline, stvarajuc¢i nesto sto ¢e kasnije biti
prozvano “doba rigoroznosti” (Age of rigor) [I3]. Nastaje polemika, koja ¢e potrajati
jos pola veka, oko toga Sta je nephodno da sadrzi matematicki dokaz. Neki autori
zastupaju misljenje Bertranda Rasela (Bertrand Arthur William Russell), pripadnika
skole logicara, koji u svojoj Principia Mathematica zastupa stav da je matematika deo
logike ([14], [15], [16], [I1], str. 87). Dok se jedni zalazu da bi matematika trebalo da
se izvodi iz vrlo ograni¢enog pocetnog skupa aksioma, poput Davida Hilberta (David
Hilbert) [12], drugi poput Gedela (Kurt Godel) smatraju da je ovo neizvodljivo (Gede-
lova teorema o nekompletnosti koja kaze da dovoljno konzistentan sistem ne moze sam
sebe da verifikuje) ([17]).

Poznato je da se u tom dobu javlja ideja da bi kompletna matematika morala da
bude dokaziva putem masinski proverivog niza koraka (Hilbertov program). Sve ovo
je bio veoma veliki podstrek za razvijanje matematickih osnova za danasnje racunare
(Tjuringova masina, Fon Nojmanova arhitektura...). Gedel je u jednom momentu dao
slede¢u izjavu: ”"Matematika je ili previse velika za ljudski mozak ili ljudski um pre-
vazilazi prostu masinu.” Neki od matematicara poput Tjuringa (Alan Turing) [18], Fon
Nojmana (John von Neumann) i Vinera (Norbert Wiener) ([19], str. 367-368) ucinili
su velike doprinose oko prakti¢nih problema u vezi sa racunarstvom. Za problematiku
toga Sta je moguce posti¢i pomocu racunara znacajni koraci su ucinjeni pocetkom 20.
veka. Ono $to je ostalo upecatljivo jeste ¢injenica da su rac¢unari tek posle cetrdeset
godina svog razvoja poceli direktno da uticu na matematiku. Danas matematika dobija

velike rezultate upotrebom racunara.



2.1.1 Odlucivost

Problem odlucivosti mozemo definisati na sledeéi nacin ([20], str. 233, [21], str. 596,

[22], str. 113-114):

Definicija 2.1. Posmatrajmo problem odlucivanja P. Ukoliko postoji algoritam koji
za svaki ulazni podatak problema P daje odgovor o tacnosti sa Da ili Ne, onda kazemo

da je problem P odluc¢iv problem.

Drugim re¢ima, ako posmatramo Tjuringovu masinu ([22], str. 114), za neodlucive
probleme nije moguc¢e napisati program koji ¢e se uvek zavrsiti za sve ulaze sa odgov-

orom da li ne. Primere nekih odlucivih problema je vrlo lako naéi:
e Da li je zbir dva cela broja pozitivna vrednost
e Da li je uneta vrednost vec¢a od druge unete vrednosti
e Da li je moguce formirati trougao sa stranicama duzine unetih vrednosti

Poznat je veliki broj neodlucivih problema u literaturi. U svojoj knjizi ”Undecidable the-
ories”[23] Tarski (Alfred Tarski), Mostovski (Andrzej Mostowski) i Robinson (Raphael
M. Robinson) pokazali su da je veéina neodlucivih problema posledica samoreferenci-
ranja i rekurzivnosti.

Jedan primer neodluc¢ivog problema je Hilbertov deseti problem: Za proizvolynu poli-
nomsku jednakost P = 0, sa celobrojnim koeficijentima, potrebno je odluciti da li tma
resenje medu celobrojnim vrednostima ([24], str. 102). Za ovaj Hilbertov problem, koji
je ostavio kao izazov za buduée matematicare, 1971. godine Dejvis (Martin Davis), Put-
nam (Hilary Putnam), Robinson (Julia Robinson) i Matijasevi¢ (Yuri Matiyashevich)
pokazali su da je neodluciv.

Doprinos ovoj oblasti dao je i Cer¢ (Alonzo Church), koji je u svojim radovima
[25],]26] diskutovao ”Entscheidungsproblem” - naziv za problem izracunljivosti (odlu-

¢ivosti). Jedan od primera koje je on prikazao jeste naci da li za proizvoljni prirodni



broj m postoje prirodne vrednosti x, y i z, takve da vazi " 4+ y" = z". Koristeéi termin
efektivne izracunljivosti on pokazuje da je prethodno neodluciv problem.

U literaturi mozemo pronacdi da je Ricardson (Daniel Richardson) u svom radu Some
Undecidable Problems Involving Elementary Functions of a Real Variable [27] pokazao
da je problem trazenja da li je neka realna analiticka funkcija pozitivna na odredenom
intervalu generalno neodluciv. Oslanjajuéi se na radove Ric¢ardsona i Vanga (Paul S.
Wang) [28] Miklos Lackovi¢ (Miklés Laczkovich) je dokazao da je za njegovu klasu
funkcija problem da li je funkcija pozitivna na definisanom intervalu neodluciv [29].

Klasa koju je Lackovi¢ koristio je definisana na slede¢i nacin:

n

g(x) = Z a;xP (sin ™))% (sin (x sin2™))" (2.1)

i=1
gde je a; € Z, pi, qi, i € Ngimi,n; €N.

Oslanjajuci se na radove Ric¢ardsona, Vanga i Lackovi¢a, u radu [1] pokazano je
da neke numericke metode poput Remezovog algoritma nisu podesne u generalnom
slucaju za dokazivanje analitickih nejednakosti. Naime, za rad Remezovog algoritma
je neophodno odrediti maksimum funkcije, sto se odreduje nulama izvodne funkcije, a

problem odredivanja nule analiticke funkcije je neodluéiv.

2.2 Sistemi racunarske algebre

Razvoj racunarstva je sa sobom neumitno nosio napredak drugih nauka. Kao sto
su nauke poput matematike, fizike, hemije i brojne druge donosile otkri¢a koja su
unapredivala racunarstvo, tako su i racunari omogucavali brzi i efikasniji rad istrazivaca
u drugim poljima, ¢esto im omogucavajuéi da rade na problemima koji zbog svog obima
proracuna prevazilaze mogucnosti jednog istrazivaca za nekoliko redova veli¢ine. Vec
pedesetih godina se uvideo znacaj racunara ne samo kao prostih ra¢unskih masina koje
mogu da obavljaju numericka izracunavanja, ve¢ kao naprednih sistema koji mogu da
se bave algebrom na simbolickom nivou [30]. Sezdesetih godina su se pojavili prvi sis-

temi racunarske algebre (CAS - Computer algebra system) [31]. Jedan od najranijih



je svakako Saint (Symbolic Automatic Integration). Ovaj sistem, koji je kreirao MIT
1961. godine u programskom jeziku Lisp, ve¢inom se oslanjao na heuristicke algoritme.
Nakon ove aplikacije su sledili sve ozbiljniji proboji u ovom polju poput programa
Fromac (IBM laboratorija), ALPAK (Bell laboratorije), PM i Mathlab, koji je prvi
interaktivni program ovog tipa.

Osnovna razlika sistema racunarske algebre u odnosu na standardne aplikacije za
numericka izraCunavanja se zasniva na ideji da se izbegnu numericke aproksimacije
koliko god je to moguce. Ukoliko je proracun moguce izvrsiti na simbolickom nivou, radi

ocuvanja preciznosti se on vrsi u takvom obliku. Uzmimo primer racunanja vrednosti
a=(v2)%-10°° — 2. 10

Kod veéine sistema za numericka izracunavanja, koji vrlo retko imaju moguénost defi-
nisanja preciznosti numerickih proracuna, vrednost a nece biti jednaka 0. Ovo je posle-
dica greske pri zaokruzivanju, i na ve¢em broju prorac¢una ova greska akumulacijom
moze dovesti do sasvim iskrivljene slike o problemu koji se resava.

Danas je dostupan veliki broj aplikacija koji su sistemi racunarske algebre. Neki od
njih (poput aplikacija Maple i Mupad) predstavljaju generalna resenja predvidena za
upotrebu u raznim oblastima istrazivanja, a neka od njih (poput aplikacija EinS, Lie
i Albert) namenjena su samo za vrlo ograni¢en skup funkcionalnosti. Lista aplikacija
koja je ovde data predstavlja neke od ¢esée koris¢enih, ali svakako nije potpuna.

Komercijalne

e Maple (Maplesoft) [32], [33]

Mathematica (Wolfram)[34]

WolframAlpha (Wolfram) [35]

Symbolic Math Toolbox - Mupad (MathWorks) [36]

Magma (University of Sydney) [37]



Besplatne

e Axiom [3§] e KASH/KANT [41] e SageMath [44]
e CoCoA [39)] e Macaulay2 [42]

o SINGULAR [45]
e Fermat e Maxima [43]
e GAP [40] e Reduce e PARI/GP

Specijalizovane i/ili biblioteke postojeéih programa

o ACE [46] e CHEVIE [49] o GUAVA [53]

o Albert [47] e EinS [50] e LiDIA [54]

e ANUNQ o Felix [51] e LiE [55]

e ANUPQ o FeynArts e MOLGEN [50]
o CALI e GiNaC e ORME [57], [58]
o CASA [48] e GRAPE [57] o SONATA [59]

Vrlo je lako uvideti kako su aplikacije racunarske algebre izmenile nac¢in istrazivanja
mnogih inzenjerskih grana. Uzmimo za primer matematicke probleme koji se javljaju u
oblasti izrade kontrolnih sistema i komunikacionih protokola koji su prikazani u knjizi
[60]. Istrazivaci su pored resavanja problema iz svog domena morali da poseduju veliko
matematicko znanje kako bi mogli da dodu do novih rezultata. Danas se istrazivacima
daje mocan alat za sve aspekte matematickog modelovanja [61], sto se veoma obilato
koristi u praksi [62].

CAS aplikacije su nasle veliku primenu u nastavi matematike [63]. Prolazeéi kroz
iskustva mnogih predavaca, autori rada [64] su analizirali koliko je zapravo zastupljenost
ovakvih aplikacija u edukaciji. Pored zakljucka da je Sirom sveta doslo do promene u

obrazovanju usmeravaju¢i ucenike ka samostalnom radu uz upotrebu CAS aplikacija
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kao alata i smanjenju broja izracunavanja koji se rade ru¢no, njihovo misljenje je da
je potrebno ukljuciti upotrebu CAS aplikacija ve¢ u nizim razredima osnovnog obrazo-
vanja. Po misljenju autora knjige [65], kao sto su logaritmari istisnuti pojavom dzepnih
kalkulatora, tako ¢e i ovi biti istisnuti upotrebom dzepnih CAS sistema, koji pruzaju
daleko veéu preciznost i fleksibilnost u radu.

Izrada sistema racunarske algebre je veoma kompleksan izazov. U knjizi [66] autor
prikazuje veliki broj algoritama koji su neophodni za funkcionisanje modernih CAS
aplikacija. Mada programiranje ovakvog tipa aplikacije moze pomoéi boljem poznavanju
algebre [67], kreiranje CAS aplikacije moze sadrzati veliki broj prepreka. Tacnost i
stabilno funkcionisanje su od kriticnog znacaja. U radu [68] autori navode nekoliko
problema na koje su naisli prilikom koriséenja CAS aplikacija. Prvi primer je da su
prilikom prora¢una determinante za veliku matricu sa velikim vrednostima koris¢enjem
aplikacije Mathematica kompanije Wolfram (veoma ozbiljan CAS sa dugom tradicijom)
dobijali pogresne rezultate. Ono Sto je joS viSe zabrinjavajuce jeste da su prilikom

ponavljanja proracuna svaki put dobijali drugi rezultat. Drugi primer je da racunanjem

/2 V(@02 + (4 - 312)?

upotrebom CAS aplikacije Mathematica se dobija vrednost 0.881679 + 1.17073: iako je

odredenog integrala

(2t)% + (4 — 3752)2 > 0za 0 <t <2 Autori su prijavili greske u aplikaciji razvojnom
timu kompanije Wolfram, ali tokom vise godina do objavljivanja ovog rada nije doslo
do promene koja ih ispravlja. Autori rada [69] navode ¢itav niz problema sa kojima
se odredene CAS aplikacije mogu izboriti dok druge ne. Uporednom analizom se moze
uociti da osim pitanja da li je odredeni proracun moguce izvrsiti koris¢enjem posma-
trane CAS aplikacije, vreme izvrsavanja se moze drasti¢no razlikovati izmedu razlicitih
aplikacija. Ovo je svakako razlog zasto je rad na algoritmima dizajniranim za ovaj tip
aplikacija i dalje popularna oblast istrazivanja, sto se moze primetiti na osnovu velikog
broja radova poput [70] - [81] ali i mnogih drugih koji nisu navedeni u okviru ovog

doktorata.
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2.3 Automatski dokazivaci teorema

Kreiranje automatskih dokazivaca teorema je ideja koja se javlja jos u vreme Lajbnica
[82], [83], [84]. On je u svojim razmatranjima o ovoj tematici zakljucio da je za kreiranje

automatskog dokazivaca neophodno postojanje tri elementa:

e Formalni jezik
e Formalni skup pravila zakljucivanja

e 7/nanje

Mada je bila zastupljena ideja da ¢e doc¢i do razvoja generalnog dokazivaca koji c¢e
moéi da izade na kraj sa svakom teoremom koja se moze postaviti, Cur¢ i Tjuring su
ovo osporili na osnovu Godelovog rada, pokazavsi postojanje neodluc¢ivih problema. Od
pedesetih godina pocinje razvoj automatskih dokazivac¢a na racunarima koji pokusavaju
da automatizuju proces u sto vecoj meri. Ovi dokazivaci ispunjavaju uslove koje je
Lajbnic postavio, ali i druge koji su kasnije razmatrani. Neki od dokazivaca koji su
danas dostupni (mnogi od njih se razvijaju preko 30 godina) jesu sledeéi [82], [84],

I85]-[4] -

e PVS e Lego e TAME

e IMPS e Matemath e Sledgehammer
e EVES e Mililog o E

o ACL2 e Mizar e SPASS

e Alfa/Agda e Nuprl/MetaPRL e Vampire

e B prover e Omega e CVC3

e Coq e Otter e Yices

e HOL e PhoX o 73

e Isabelle/Isar e Theorema o MetiTarski
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e PL e HERBY o Kiv
e Lean e THEO
e NqThm
e JSCoq o ITP
Meti 1f
o Metis e Ganda o CooGebra
e AgroCLP e Setheo (modifikovana)

2.3.1 Znacaj automatskih dokazivaca

Mada su trenutne mogucénosti automatskih dokazivaca porasle, oni i dalje imaju svoja
ogranicenja. Potreba za njima je sve veca. Dok se u proslosti mogla potkrasti greska
u nauc¢nim radovima (a ¢esto i da ne bude ispravljena poput gresaka koje su klasifiko-
vane u knjizi ”Erreurs de mathematiciens” [83], [95]), danas postoji velika potreba za
pomo¢ istrazivacima da se makar deo ovog procesa automatizuje, a samim tim i dovede
van sumnji. Mada sistemi racunarske algebre mogu da pomognu kao alat prilikom
istrazivanja, dokazivanje koris¢enjem ovakvih alata je sporije i podloznije gresci ljud-
skog faktora u odnosu na automatske dokazivace teorema. Vecina alata za automatsko
dokazivanje teorema ima implementirane algoritme koji se upotrebljavaju u sistemima
racunarske algebre, ali je odluka o pozivanju odgovarajuc¢ih procedura prepustena au-
tomatizovanom procesu.

Pored toga sto su postigli znacajan doprinos u matematickoj teoriji i obrazovanju
[96], automatski dokazivaci su pokazali vaznost i u tehnickoj industriji. Jedan od
najznacajnijih primera gresaka, koji je doveo do veoma Siroke upotrebe automatskih
dokazivaca u industriji mikroprocesora, jeste Intelov Pentium procesor iz 1994. go-
dine [97], [98]. Ovaj procesor je u sebi sadrzao gresku pri izvrsavanju operacije del-
jenja. Opoziv procesora i nadoknada Stete su na kraju kompaniju kostali oko 500 000
000 americkih dolara. Naknadno je utvrdeno da bi, u slu¢aju da je primenjeno for-
malno dokazivanje ispravnosti kola nekim od automatskih dokazivaca, greska mogla

biti uocena. Nakon ovog slucaja Intel korporacija, ali i ve¢ina drugih kompanija koje
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projektuju mikroprocesore, pocela je sa formalnom verifikacijom celokupne arhitekture
pre pustanja u proizvodnju. Koris¢enjem automatskih dokazivaca je moguce iz prvog
pokusaja proizvesti kvalitetan, ispravan ¢ip. Neke trenutne procene su da ovakav postu-
pak povecava cenu razvojnog procesa od dva do trideset puta [99], ali ukoliko pogledamo
koliku stetu, finansijsku i reputacionu, neki znacajan defekt moze da dovede, proces je
sasvim isplativ.

Automatsko dokazivanje se pokazalo od velikog znacaja u situacijama gde neis-
pravno funkcionisanje sistema moze dovesti do znacajnih gubitaka (u nekim slucajevima
i ljudskog zivota [96], [97], [I00] - [103]). Jedan od primera koji se navode u radovima su
sistemi kontrole leta koji se veoma ¢esto piSu na osnovu specifikacije koja je prethodno
verifikovana automatskim dokazivacima. Sistemi upozorenja u avionima veoma Cesto
prolaze strogu verifikaciju. Sistem za automatsko gasenje nuklearne centrale Darling-
ton jedan je od prvih koji je morao da prode kroz formalnu verifikaciju pre pustanja u
rad. IBM-ov sistem za transakcije je takode upotrebio ovakvu proveru. Cela verifikacija
se sastojala od 250000 linija koda, ali je nakon procesa uklonjeno Sezdeset procenata
greSaka i smanjena je cena proizvodnog procesa za devet posto. Jos neke grane indus-
trije gde se upotrebljava ovakav tip verifikacije jesu komunikacioni protokoli, provera
kontolera, autentifikacioni protokoli i drugi. NASA je znacaj ovakvih provera uvidela
jos tokom sedamdesetih godina proslog veka, gde je primenjivala dokazivace, koje su
samostalno razvijali, na svoje proracune i dizajnerske odluke. Prvi pokusaji su bili
neuspesni, ali su kasnije iteracije dokazivaca dovele do znatnih poboljsanja u kvalitetu
i smanjile broj gresaka. Cak i za neke situacije gde greska na ¢ipu neée dovesti do
dramaticnih posledica formalna verifikacija smanjuje moguénost greske i poboljsava
proizvodni proces. Primer ovoga je hardverski ¢ip koji vrsi Sobel filtriranje [104].

Industrija softvera je veoma brzo prihvatila potrebu za verifikacijom. Jedan od
prvih istrazivac¢a koji su se bavili problematikom verifikacije ispravnosti programskog
koda je Dajkstra (Edsger Wybe Dijkstra) ([105], str. 51). Njegovo misljenje je bilo
da su programi teski za izradu i da zbog njihove komplikovanosti vrlo lako je moguce

napraviti gresku u izradi koja se ispoljava u retkim situacijama. Takode je smatrao
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da testovi "dokazuju postojanje gresaka, ali ne dokazuju njihovo odsustvo” ([105], str.
56). Za njega je resenje bilo dokazivanje ispravnosti koda po uzoru na matematicke
dokaze. Mada njegova istrazivanja nisu dovela do resenja za problem verifikacije koda,
dovela su do pojave nove programske paradigme koja je smanjila moguénosti za greske
pri pisanju koda.

U radu [106] se razmatra metodologija razvoja softvera koja bi obavezno ukljucivala
i formalnu verifikaciju radi kvalitetnijeg koda. Jedna od stvari koje se prikazuju jeste
da je prilikom razvoja jako bitno da se kod podeli na izuzetno male celine kako bi se
mogle propustiti kroz automatske dokazivace. Ideja o dokaziva¢ima u izradi softvera
uopéte nije nova. Suman (Johann Schumann) [93] je na osnovu radova Ragbija (John

Rushby) definisao ¢etiri nivoa fleksibilnosti prilikom izrade specifikacije softvera.

0. Bez ikakve upotrebe formalnih metoda. Specifikacija se izraduje isklju¢ivo ko-

riste¢i govorni jezik.
1. Upotrebom koncepata i notacije iz diskretne matematike.

2. Upotreba formalizovanog jezika, uz dodatnu upotrebu alata za proveru u nekim

sekcijama.

3. Izrada u nekom od jezika za formalne specifikacije pripremljena za upotrebu u

dokazivacu.

Bibel (Wolfgang Bibel) [107] je u svom radu daleko pre formalizovanja ove podele su-
gerisao da nista manje od nivoa dva nije dovoljno za ispravnu ”sintezu programa”. Pod
sintezom programa se razmatra program koji je veé¢im delom automatski generisan iz
ispravne i verifikovane specifikacije. Ideja o verifikaciji celokupnog programa za sada je
neprakticna, usled nedovoljne razvijenosti dokazivaca i resursa neophodnih za ovakav
poduhvat, ali upotreba na kriticnim sekcijama je prihvatljiva. Uzmimo na primer kom-
pajler za Prolog koji je prikazan u [108]. Mada okruzenje koje poziva kompajler nije
verifikovano, sam kompajler je optimizovan i testiran koriste¢i automatskog dokazivaca

KIV.
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U okviru knjige [97] Suman prikazuje i na koji naéin je moguée umetnuti verifikaciju
aplikacije u standardne razvojne modele. Jedan od bitnih faktora kojima se vodio je
cena ispravke greske u softveru, koja je Sest puta veca u toku razvoja i do sto puta veca
kao naknadna ispravka ve¢ objavljenog softvera (Slika . Njegova sugestija u Wa-
terfall modelu razvoja (Slika je vrsenje verifikacije ve¢ u toku faze samog dizajna
sistema kako bi se smanjili naknadni problemi. U iterativnom modelu razvoja (Slika
sugeriSe se verifikacija koda zajedno sa simulacijama za vreme razvoja specifikacije
i za vreme testiranje u fazi dizajna sistema. Mada je danas vrlo retko dostupan Water-
fall model razvoja, a nesto vise Iterativni model, ovakva modifikacija se moze uciniti i

u ostalim razvojnim modelima koji se mogu na¢i u modernim radnim okruzenjima.

Speci fikacija zahteva

~

Speci fikacija sistema

~

Dizajn softvera

~

Speci fikacija implementacije

~

Speci fikaci ja testova

~

Ponovna upotreba/odrzavanje

Slika 2.1: Waterfall model razvojnog ciklusa softvera [97]
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Razvoj

Slika 2.2: Iterativni zivotni ciklus softvera [97]

Relativan odnos cena ispravke greske

Definicija

Fino podesavanje performansi

60 - 100

Razvoj Nakon objave
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Slika 2.3: Relativna cena ispravke greske u odnosu na vreme njenog uocavanja [97]
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2.3.2 Neki problemi modernih dokazivaca

Sagledivost i ¢itljivost

Zbog svoje kompleksnosti, automatski sistemi za dokazivanje teorema uvode mnoge
prepreke za istrazivace. Slozenost sintakse za unos i samog ispisa dokaza jedan su od
problema na koji je obra¢ana veca paznja u poslednje vreme ([I09]). Jedan od ra-
zloga koji se Cesto navodi za ovaj problem je Sto su dokazivaci uglavnom kreirani od
strane matematicara za druge matematicare. Drugi razlog je sto aplikacije generalno
ne razmatraju precicama, jasnoci i estetskim vrednostima dokaza koje ljudi primenjuju.
Ipak, ovo je predstavljalo prepreku za Siru industrijsku upotrebu dokazivaca. U radu
[90] istrazivaci su smatrali ljudski na¢in rezonovanja i ¢itljivost dokaza izuzetno bitnom
smernicom za razvoj dokazivaca TAME. Uzimali su u obzir i da dokaz mora biti ljud-
skih razmera - da koraci dokazivanja budu dovoljno mali da ljudsko bi¢e moze da ih
sagleda. Veoma bitna stavka u prikazu dokaza se smatra i ostavljanje tacke za laku
verifikaciju dokaza. Mada deluje kao trivijalan problem, ukoliko pogledamo primer Ke-
plerovog otvorenog problema koji navode Mari¢ i Harison ([83], [84]), vidimo sav znac¢aj
ovog problema. Dvanaest recenzenata koje je postavio casopis Annals of Mathematics
proucavalo je T. Hales i S. Fergusonov dokaz Keplerovog otvorenog problema, predat
u vidu 300 strana proracuna koje je ispisao program od oko 40000 linija koda. Nakon
cetiri godine recenziranja, predat je izvestaj gde su recenzenti bili 99 procenata sigurni
u ispravnost dokaza, ali zbog obima nisu mogli u potpunosti da budu sigurni. Mada je
kreiranje ljudima ¢itljivih dokaza bilo neizvodljivo u doba pocetaka ove oblasti, danas
je sa porastom racunarskih resursa postalo ne samo izvodljivo, ve¢ i sasvim neophodna
komponenta u modernim dokazivac¢ima. Na slikama 2.5 i mozemo videti

primer interfejsa i sintakse nekih onlajn dostupnih automatskih dokazivaca.

Problem pocetne hipoteze

Jos jedna problematika sa kojom se dokazivaci susrecu jeste pogresna pocetna hipoteza.
Veliki broj dokazivaca ima poteskoca da detektuje situaciju kada je uneta hipoteza

netacna i zbog dugog vremena c¢ekanja na dokaz mogu dugo vreme rada programa
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da pogresno protumace. Kako bi se ovo izbeglo neki dokazivaci pribegavaju taktici
koriS¢enje slabijih, ali brzih algoritama da bi detektovali da li je doslo do ovakve
situacije. Mada ovakvi algoritmi ne dolaze uvek do resenja, ¢esto su sposobni da veoma
brzo dodu do negativnih rezultata. Drugo resenje koje se moze primeniti jeste uvodenje

vremenskog ogranicenja na vreme pretrage za dokazom.

Podela

U radu [82] su prikazane podele dokazivaca na automatske dokazivace i interaktivne
dokazivace teorema, kao i podela na generalne i specijalizovane dokazivace. Automatski
dokazivaci su sposobni za kompletno samostalno izvodenje dokaza, dok su interaktivni
dokazivaci namenjeni samo kao pomoc¢no sredstvo za rad ljudskog istrazivaca. Generalni
dokazivaci su sposobni za resavanje veoma Sirokog spektra problema, dok specijalizovani
dokazivaci resavaju samo uzak spektar problema. Ono $to se moze primetiti u praksi
je da generalni dokazivaci zbog veoma raznovrsnih putanja kojim moraju da idu veoma
¢esto ne mogu da rese sve probleme koje mogu da prihvate kao ulaz ([83]), dok se
specijalizovani dokazivaci fokusiraju na kompletno resavanje svoje problematike. Ovo je
dovelo do toga da se generalni dokazivaci ¢esto oslanjaju na specijalizovane za reSavanje

podsekcija analiziranog problema ([85], [89], [01], [110]).
Vreme izvrsavanja

Mada problem vremena koje je neophodno da bi automatski dokaziva¢ dosao do dokaza
ne deluje kao prioritet, u nekim slucajevima ovo je od velikog znacaja. Performanse
racunara su drasti¢no porasle od vremena kada je poceo razvoj ve¢ine modernih au-
tomatskih dokazivaca, ali i dalje predstavljaju ogranicenje. Vecina algoritama koji se
mogu sresti u ovoj oblasti ne pruzaju priliku za iskoris¢avanje paralelizacije proracuna
koja je osnov veéine tehnika za ubrzanje programa u poslednjoj deceniji [I11], [112]. U
situacijama izvrsavanja programa na serverskoj strani, viSestruki korisnici mogu brzo
dovesti do zagusenja i obaranja servera. Usled ovoga se ¢esto mogu nac¢i vremenska

ogranicenja za pokusSaje dokazivanja kod vecéine dokazivaca dostupnih kao web ap-
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likacije. Mada bi se ovaj problem mogao reSiti i izvrsavanjem na klijentskoj strani,
veoma malo istrazivaca je voljno da na takav nacin ucini kod dostupnim, uz takode

znacajan pad performansi.

. Readme @ Gitiub 4+ § e
Welcome to the [fSefeFs Interactive Online System! Goals v
Welcome to the JsCoq technology demol JsCoq is an interactive, web-based environment for the Coq
Theorem prover, developed at the Centre de Recherche en Informatique of MINES ParisTech (former Ecole de
Mines de Paris).
Instructions:

JsCoq is open source. If you find any problem or want to make any contribution you are extremely welcome!
We await your feedback at github.

The current version requires Chrome >= 48 or Firefox >= 45. Below, we provide an example of JsCog, go to
CollaCoq if you want a page with Save/Load capabilfies.

Key bindings:

Alt-Enter (Cmd should work in Macs t0o) goes to the current point; Alt-N/P or Alt-Down/Up will move through
the proof; F8 or the power icon toggles the goal panel

A First Example: The Infinitude of Primes

We don't provide a Coq tutorial (yet), but as a showcase, we display a proof of the infinitude of primes in Cog.
The proof relies in the Mathematical Components library by the MSR/Inria team led by Georges Gonthier, so
our first step il be to load it and set 2 few Cog options

From Cog Require Import Init.Prelude Unicode.Utfs.

fo v -
From mathcomp. ssreflect o RE b Overv-idden; parsing |
Require Import ssreflect ssrfun ssrbool eqtype ssenat div prime. @lotation _ < _ <= _ was already used in scope nat_scope
notation-overridden,parsing
. i 1dd
Set Implicit Arguments. @ Notation _ _ was already used in scope nat_scope
Unset Strict Implicit. [notation-overriddan, parsing]
= @llotation _ < _ < _ was already used in scope nat_scope
Ready to do Proofs! [notation-overridden,parsing]
@liotation _ * _ was already used in scope nat_scope
Once the basic environment has been set up, we can proceed to the proof [notation-overridden, parsing]
(* A nice proof of the infinitude of primes, by Geor *) Packages. v
Lemma prime_above m : {p | m < p & prime p}. @ init
AR  math-comp
The lemma states that given a number m, there is a primer number larger than m. Cog is a constructive @ cog-base
system, which among other things implies that to show the existence of an object, we need to actually provide a
an algorithm that will construct it. In this case, we need to find a prime number 'p’ greater than 'm'. What © cog-arith
would be a suitable 'p'? Choosing as "p’ the first prime divisor of ‘ml + 1° works. As we will shortly see, @ cog-reals
properties of divisibility will imply that 'p" is greater than 'm @ comueticot
have /pdivP[p pr_p p_dv_mi]: 1 < m'! + 1 by rewrite addnl 1tnS fact_gto. @ flocq

Slika 2.4: Onlajn dokaziva¢ JSCoq (https://x80.0org/rhino-coq/)

EYN m el ]

methods of elaboration and type inference, which can be used to support flexible forms of algebraic - d_c (P g )
reasoning om and.elim_left Hpq,
lim right Hpg,

Finally, of course, we will discuss features that are specific to Lean, including the language with which and.intro Hg Hp

you can communicate with the system, and the mechanisms Lean offers for managing complex
theories and data.

If you are reading this book within Lean’s online tutorial system, you will see a copy of the Lean editor
atright, with an output buffer beneath it. At any point, you can type things into the editor, press the
"play” button, and see Lean's response. Notice that you can resize the various windows if you would
like

Throughout the text you will find examples of Lean code like the one below:

Processing. ..

Try ityourself » Saved at cookie.

Done (0.077sec)

Once again, if you are reading the book online, you will see a button that reads "try it yourself."
Pressing the button copies the example into the Lean editor with enough surrounding context to make
the example compile correctly, and then runs Lean. We recommend running the examples and
experimenting with the code on your own as you work through the chapters that follow.
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This tutorial is an open access project maintained on Github. Many people have contributed to the
effort, providing corrections, suggestions, examples, and text. We are grateful to Ulrik Buchholz
Nathan Carter. Amine Chaieb. Floris van Doorn. Anthony Hart. Sean Leather. Christopher John -

Slika 2.5: Onlajn dokaziva¢ Lean (https://leanprover.github.io/tutorial/)
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exist(x,all(y,E(x,y))) -> all(x,exist(y,E(y,x)))

JaskouskyGentzen s +

Slika 2.6:  Onlajn dokaziva¢ PL

cgi-bin/cgi-ableitung)

PL-derivation

Back...

Automated theoren prover (Ch. Gottschall 1993) starting at 16.08.2017, 07.36.48

Task:
using Benson Mates' calculus
Jaskousky/Gentzen style derivation
beautified output
allow modus tollendo ponens
debug mode 1
input from stdin

Input:
ist(x,311(y,F(x,y))) -> all(x,exist(y,F(y,x)))
(The first expression is the conclusion.)

There are 1 predicates.
predicate F: arity=2

There are 2 bound variables and individual constants.
bound variable x
bound variable y

* (1) ~(exist(x,all(y,F(x,y))) -> all(x,exist
(y,F(y,%)))) A
* (2) exist(#1,all(#2,exist(#3,al1(#4,F (#1,%2)
&~ (#4,#3))))) 1pHF
e (3) all(#2,exist(#3,a11(#4,F(51,42) & ~F(#4,
#2)))) A
ol (4) exist(#3,a11(#4,F($1,51) & ~F(#4,43))) 3UE
= (5) all(#4,F($1,51) & ~F(#4,32))
o (6) exist(#3,al1(#4,F(51,52) & ~F(#4,43))) 3UE
b (7) F(81,81) & ~F($1,$2) SUE
ex (8) F($1,81) & ~F($2,92) SUE
e (9) al1(#4,F($1,52) & ~F(#4,33)) A
e (10) exist(#3,a11(#4,F($1,$3) & ~F(#4,#3))) 3UE
wexx o (11) F($1,81) & ~F($3,92) SUE
i (12) F($1,$2) & ~F($1,$3) 9UE
wocx(13) FALSUM 7,121
wexx (1a) FALSUM 59,1381
= (15) FALSUM 6,9, 14E€
wx(16) FALSUM 5,1581
- (17) FALSUM 4,5,16EE
* (18) FALSUM 3,1781
* (19) FaLSUM 2,3,186€
(20) exist(x,all(y,F(x,y))) -> all(x,exist(y,F
(5,))) 1,19RA4 Q.E.D.

Terminating normally at 16.08.2017, 67.36.48 (cpu time ©.00s)

CPU time: 0.00s user, 0.00s system. 0 major page faults. Por
Back to the form / Back to the main page / My homepage

© Christian Gottschall/ chiistian.gottschall@posteo de / 2017-03-27

(https://logik.phl.univie.ac.at/~chris/|

‘Research

z3

Is this fornula satisfiable?
1 ; This example illustrates basic arithmetic and
2 ; uninterpreted functions

(declare-fun x () Tnt)
[(declare-fun y () Int)
(declare-fun = () 10t)
(assert (= (* 2%) (+y )
(declara-fun £ (1n%) 1n)
(declare-fun g (Int Tnt) Int)
16 (assert (¢ (£ %) (g% %))
11 (assert (> (Fy) (g x 0))
12 (check-sat)
13 (get-model)
14 (push)
15 (assert (- x y))
15 (check-st)

»)

18 (exit)

sat
(model

(define-fun y () Int
3

(define-fun x () Int
2

(define-fun z () Int
1

(define-fun g ((x!1 Int) (xI2 Int)) Int
(ite (and (= x!12) (= x122)) 0

£ ((x!1 Int)) Int
112) (- 1)

ite
ite 1ns)1
[CENN)

unsat

samples about 23 - Efficient Theorem Prover

smtc_arith 23 is a high-performance theorem prover. Z3 supports arithmetic, fixed-size bit-vectors,

e
bit-ount

extensional arrays, datatypes, uninterpreted functions, and quantifiers.

developer  sbout

Fizesfun © 2017 Hicrosoft Corporation - terms of use - privacy & cookies - code of conduct

Slika 2.7: Onlajn dokaziva¢ Z3 (http://rise4fun.com/z3)
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2.4 Miksovano trigonometrijsko polinomske
funkcije i neke nejednakosti u vezi s njima

U okviru ove teze bi¢e pre svega posveéena paznja klasi miksovano trigonometrijsko
polinomskih funkcija (MTP funkcije). Ova klasa realno analitickih funkcija je definisana

na sledeéi naéin:

f(z) = Z a; 2P sin? x cos” x (2.2)
i=1

gde su € R1ip;,qi,mi € NU{0}.

Termin miksovano trigonometrijsko polinomskih funkcija potice iz radova Jua (Bo
Yu) i Donga (Bo Dong) ([113],[114]), ali u donekle izmenjenoj verziji posto se MTP
funkcija u pomenutim radovima razmatra po vise promenjivih. Ipak, potrebno je
napomenuti da su se MTP funkcije javljale daleko pre ovih radova. Ve¢ u radovima
Nikolasa De Kuze, koji je ziveo od 1401. do 1464, vidimo neke proste nejednakosti

t Ssinz

poput "0 < xza T € (0, %) koje se mogu svesti na dokaz MTP nejednakosti

f(z) = —3sinz + xcosz + 2z > 0 za x € (0,%) ([115],[116]). Precizan dokaz ove
nejednakosti je kasnije dao Hajgens [117].

U okviru ovog doktorata bic¢e prikazan algoritam koji se oslanja na radove Tarskog
[118], koji govori da je dokazivanje pozitivnosti za definisani interval realnih polinom-
skih funkcija odluciv problem. Postupak za dokazivanje da je P(z) # 0 dat je u knjizi
Katlanda [I19], koristeé¢i Strumov (Jacques Charles Franois Sturm) algoritam. Jedan
od rezultata disertacije jeste da za MTP funkcije (iako su delom u klasi Lackovica)
postoji algoritam za dokazivanje njihove pozitivnosti na unapred definisanom segmentu

upotrebom Tejlorovih razvoja ([120], str. 81-108) radi generisanja nanizne aproksi-

macije funkcije.
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Glava 3
Sistem SimTheP

U okviru ove glave su predstavljeni algoritmi kreirani u okviru sistema SimTheP. Osim
algoritma primene Sturmove teoreme, svi algoritmi su nastali kao originalno istrazivanje
i resavali su pojedinacne probleme koji su se pojavljivali kao potencijalne prepreke u
dokazivanju. Kako bi ilustrovali pomenute probleme, u prvom poglavlju ove glave su
prikazani neki primeri i metode njihovog resavanja.

Polazimo od MTP funkcije f(z) = iaixm sin® x cos™ x, gde je oy € R\ {0} i
Di, G, € Np. Primetimo da ako je ¢; ZZ:l r; = 0 za svako i = 1..n, tada je f(x)
polinomska funkcija, a u suprotnom f(x) nazivamo pravom MTP funkcijom. Za MTP

funkciju f(z) svaka polinomska funkcija P(x) takva da vazi

f(x) > P(z)

za x € (0,d) naziva se nanizna aproksimacija MTP funkcije. Za MTP funkciju f(x)

svaka polinomska funkcija P(x) takva da vazi

P(r) > f(x)

za x € (0,0) naziva se navisna aproksimacija MTP funkcije. Osnovni problem u okviru

ove disertacije je dokazivanje MTP nejednakosti oblika:

f(z) >0
zax € (0,0). Za dokaz prethodne nejednakosti dovoljno je odrediti naniznu polinomsku
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aproksimaciju P(z) MTP funkcije f(z) takvu da je
P(z) >0

za x € (0,0). U ovoj glavi se pokazuje postupak za odredivanje nanizne aproksimacije

koja ispunjava prethodni uslov.

3.1 Problemi dokazivanja MTP nejednakosti

U ovom poglavlju dajemo nekoliko primera dokazivanja MTP nejednakosti. Posebno
¢emo se osvrnuti na problematicne situacije koje se javljaju prilikom dokazivanja MTP
nejednakosti.

Primer 1

Uzmimo primer dokazivanja MTP nejednakosti
f(z) =cosdx +2>0

za X € (O, g)

Jedan jednostavan dokaz, uz poznavanje elementarne trigonometrije, bio bi sledeéi
f(x) =cosdx +2 >0

cos? 2z —sin?2x 4+ 2 > 0

2c¢08%2r —14+2>0

1e

2cos?2x+1> 0.

Cilj nam je da metod dokazivanja koji se izlaze u disertaciji ilustrujemo koris¢enjem
odgovarajuc¢ih naniznih aproksimacija kosinusne funkcije. Nazalost, nije moguce upo-
trebiti bilo koju naniznu aproksimaciju, sto ¢e biti prikazano u ovom primeru. Nanizne
aproksimacije funkcije cos 4z su Tejlorove aproksimacije T5°%%(4z), T (4x), TS (4x)
i i3 (4x)

Primetimo da jednakost

T2cos,0 (41_) — T6cos,0(4m)
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/30

ima prvi pozitivan koren za ¢ = ¥;= = 1.3693. ... Za tako odredenu vrednost ¢ vazi

T30 (4z) < T2 (42) < f(z) = x € (0,¢)
T (4r) < T5%(4x) < flz) = z € (¢, %)
Iz ovoga zakljucujemo da poredak naniznih aproksimacija zavisi od intervala na kome

se vrsi posmatranje. U opstem slucaju za x € (0, c) se moze pokazati da vazi poredak
0 < T5*%(4x) < T (4x) < Tio™"(4o) < T19°(4a) < f(x)

Primetimo da vazi

T35 (4e) = T (4e) = =12 < 0

Navedeno dokazuje da T5°°(4x) i T5°*°(42) nisu dovoljno dobri za dokaz pocetne
hipoteze. Do istog zakljucka smo mogli da dodemo odredujuéi prve pozitivne korene

. . .. . .. 0 .. .
za naniznu aproksimaciju koja koristi T, (4z) koji iznosi

e V3 _oen.

2v/2
i za za naniznu aproksimaciju koja koristi T5°*°(4z) koji iznosi
\/2 /354156 ((35+15V6) " +5/35+ 1516 - 5)

T = - =0.9969 . ..
4+v/35 + 156

Prethodno resenje je odredeno simbolicki koriséenjem Kardanovih (Girolamo Cardano)

formula.
. . .. . .. 0 . L. .
Za naniznu aproksimaciju koja koristi 77 " (4x) prvi pozitivan koren mozemo nu-
10
mericki odrediti sa vrednoséu

r=1467....

Takode za naniznu aproksimaciju Piy(x) = T72*%(4x) + 2 prvi pozitivan koren mozemo

numericki odrediti sa vrednoséu
z = 1.8207....

Prethodna dva korena se mogu dobiti oslanjajuci se na algoritam prikazan u poglavlju

3.2.1l Dokaz da je Piy(z) > 0 za x € (O, g) je moguée dobiti upotrebom Sturmove
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teoreme (Jacques Charles Frangois Sturm) kao Sto je prikazano u narednom primeru.

Na kraju ovog primera primetimo da je dokazano da

f(l‘) > P14(I') > (0

za T € (0, g)
Primer 2
Sturmova teorema je prikazana u poglavlju m Primenom te teoreme na Pj4(x)

dobijamo sledeé¢i Sturmov niz

po(z) = T2°(4z) +2

= et T et~ it +apet — et + Fet - 8% +3
pi = )

= 202U 13 63506 11 81920 4 409 ,7  5125 4 19803 Gy
pa(x) = —rem(po,pr) = — AL 12 4 8192 p10 %xs+ 1;)12; 6_ 10054 | 5,2 3
p3(x) = —rem(py,py) = BB pll _ 1638400 | 4006,7 _ 20485 | 640,3 11238x
pa(x) = —rem(pa,ps) = — gt + figea® — 1B 6""?6670 t- 1128694 ‘43
@) = -remipspo) = ~ et + a7 - AT 0 -
M) = -remippe) = -+ LA - I+ 2t
) = —romips ) = MR - e, o, st
ps(z) = —rem(ps,pr) = ggggg;g 0+ ?825283;*:1@4 2304234189()7258 ‘43
me) = ~remion,p) = ~SHSEHESS + S, ometns,
ple) = —rem(p o) = ~ BB+ L
pu(z) = —rem(p,p1o) = —iisraissizes® — sraoszoaros”
p2(z) = —rem(puo,pu) = —Fraimr e’ + 3
pis(x) = —rem(pin,pi2) = Soriicasssonns ¢
pu(z) = —rem(piz,p13) = =3
pis(r) = —rem(piz, pa) =0

Racunajué¢i redom vrednosti polinoma koji se javljaju u Sturmovom nizu za argumente

26



r=01z=

Zarx =01z =

5 dobijamo

s
2

polinomske funkcije.

sledeée vrednosti:

ima 8 promena znaka. Ovo znaci da za x € (0,

™

2

po(0) = 3 ps(0) = =3 p12(0) = 3
p1(0) 0 p7(0) = 0 p13(0) = 0
p2(0) -3 ps(0) = 3 puu(0) = -3
p3(0) 0 po(0) = 0 p15(0) = 0
]94(0) 3 p10(0) = =3
ps(0) = 0 p11(0) = 0
2.750. ..
6.2 .2 4 4 _10 4 128 14
3 =21 + 31 — 7r +315 s T e 12567525
—2.499 . ..
_ 16,3 5 Sl 32 i3
8m 4 F° — 7T + 375 315 28357 + 155925 6081075 "
—3.031.
4 12 10 _ 104, 12 2
3272425 "'99225” 7357T "'315 M + T =3
B 3 1 _@5 80 36l
38.923... = 5o 52657T + or3 273 57 1 39 BT
76 10 8 260 4 _ 3162
4071... = —55emm + 198457T 1897T + 5677 — g T3
B 3856 416 7 _ 178245 | 515363 _ 27448
25.545 . .. 1540539” t 3™ T 1 T S T 2717
B _ 5668 . 52112 G _ 48952 4 | 65686 2 _
4.981... 8356751 T Tsorsts 26505 " T 4z — O
B 4392098 7 _ 3332512 5 _ 243136 _3 _ 600176 _
35.749. .. 344188845 ' 16389945 " 1092663 ° 364221 "
2668294 6 | 4098164 4 _ 5062007 2
10.604... = —5iERss™ T Topos02s " — sasiors T+ O
_ 259504336 5 | 404372272 3 _ 758990368
LHLA38. .. = —o555ivassis ™ T 3081870577 — 1335481147 "
L 75705953 2328308212
= —3.940... 5110763497 T 170358783 3
L _ 540118460912 _3 _ 480762039424
= —18.718... = —{Gamseizs T — 378908204765 "
_ 59489438333 2
14.392 . .. 33757203807 " +3
_ _ 618620581736592
= 6.527... = 57 11638856665
— 3
=0

) nema nula
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Primer 3

Navedimo jo$ jedan primer iz literature. U radu [121] se javlja sledeéa polinomska

funkcija koja ima koeficijente sa veoma slozenim simbolickim zapisom.

_ 14 13 12 11 10 9 8 7
Hy = pruax™ 4+ pri3x” + p100° + prua2 + prioT + prox” + p1g2° + pr7x

gde su

£1,0

P11

P12 =

P13 =

+p1,62° + p152° + prazt + p13a® + prox® + praz + pio

118609920 (27'0 — 177 7® + 4935 7% — 85050 74 4 831600 72 — 3175200) 723

5265 (40981 712 + 8062512 7' — 1200402000 715 + 10812049920 713
+1876776249600 ' — 245548461312000 7 + 20600900812800 7®
+16840163450880000 777 — 7416324292608000 ¢ — 541159913226240000 7°
+736688213065728000 7* 4 6619069431152640000 73
—12459424811581440000 72 — 26649325291438030000 7
+58143982454046720000) 713

—21060 (484 721 — 1799 7' — 31876698 ' + 7133539980 7'°
—859925324160 '3 4 60601122187200 7!t — 27467867750400 7'°
—2219580715968000 7% + 2419747474636800 & + 41725676095488000 "
—63759788015616000 76 — 423071687098368000 7° + 769031627341824000 7*
+2296485418106880000 73 — 4672284304343040000 7>
—5450998355066880000 7 + 12113329677926400000) 72

810 (3287 ' — 9411072 7% + 1953992280 7'" — 104047433280 715
—4486871592000 7'3 + 792548506713600 ! — 115307819827200 7'°
—41557678312550400 ¥ + 48741731323084800 7® + 730819102261248000 7*
—3383354610155520000 ¢ — 538971067514880000 7°
+61377087827607552000 74 — 77611833722142720000 73
—404931306376396800000 72 + 440925200276520960000 7
+818861086227824640000) 7!
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P14

P15

P1,6

P1,7

42120 (7155721 — 3921548 w19 + 897324984 7! — 94307498880 1o
+3633527540160 '3 — 7030466150400 7' + 28926516326400 7't
+617046029107200 70 — 5729151646310400 ° — 15296168853504000 78
+163845831131136000 7 + 158438094667776000 76
—2245772867272704000 7° — 381528683053056000 7
+15718487320166400000 7 — 5595204660756480000 7
—44819319808327680000 7 + 33917323098193920000) 71°

—324 (3013 %3 — 1983240 72! + 462480560 !9 — 40847734080 7'7
—668523878400 ' + 303913241049600 7'* — 85019590656000 72
—14955232900608000 7! + 33853738254336000 7'° + 452685482016768000 7°
—1559110508347392000 7® — 12135218135040000000 7"
+37422223023144960000 7° + 196234567389020160000 7°
—506271257654722560000 7 — 1522241762859417600000 73
+3494407199470387200000 72 + 4409252002765209600000 7
—9448397148782592000000) 7°

—5616 (523 w3 — 103800 2! — 73486320 'Y + 32685822720 7'”
—4913000467200 715 — 1798491340800 7' + 336334858675200 713
+147670445260800 7% — 11847491453952000 ! — 167995441152000 71°
+267060636057600000 7 — 118249170665472000 7
—4235673962741760000 77 + 3896145366220800000 7°
+43348415490293760000 7° — 59726131636469760000 7
—242050284099993600000 73 + 430888441400524800000 7
+545099835506688000000 7 — 1162879649080934400000) 7®

6 (4603 17 — 1561248 7'° + 172972800 7% — 1793381990400 7°
+144666147225600 77 — 114776447385600 ¢ — 4787134326374400 7°
+5624045921894400 74 + 74317749682176000 7 — 128549621071872000 72
—385648863215616000 7 + 819503834333184000) (7* — 180 72 + 1680)2 d

29



pis = 312 (19977 — 31680 !5 + 766402560 7' — 116876390400 7°
+7035575500800 777 — 4782351974400 ¢ — 204560507289600 75
+231760134144000 7* + 3051508432896000 73 — 5253229707264000 72
—15759689121792000 7 + 33373459316736000) (7* — 180 7% + 1680)2 °

pro = —12 (37710 — 11232717 4 484323840 7'% — 94650716160 7!
+8146603745280 7° — 3188234649600 7 — 396337419878400 77
+267811710566400 7° + 11398735930982400 75 — 12854962107187200
—168721377656832000 73 + 289236647411712000 72 + 867709942235136000 7
—1831832100274176000) (74 — 180 72 + 1680)> 75

prio = —624 (719 — 95040 7° + 30412800 73 — 4523904000 71!
353311580160 7° — 132843110400 78 — 16491067084800 77
+11036196864000 7 + 467704826265600 7° — 525322970726400 7*
—6875550646272000 7 + 11742513463296000 72 + 35227540389888000 7
—74163242926080000) (74 — 180 72 + 1680) 74

prin = 4 (' — 224640 7' + 87429888 ' — 16109383680 '3
+1712015585280 7wt — 347807416320 w10 — 119419314094080 7*
+44635285094400 78 + 5512856238489600 77 — 3672846316339200 7°
—155062980417945600 7> + 173541988447027200
+2265687071391744000 73 — 3856488632156160000 7>

—11569465896468480000 7 + 24295878382583808000) (7* — 180 72
+1680)% 73
priz = 4992 (7' — 597 717 + 175968 75 — 29516400 '3 + 3012992640 7!
—603832320 710 — 206228151360 7° + 76640256000 78 4 9423877478400 77
—6253844889600 7¢ — 263144318976000 7° 4 293562836582400 7

+3824042213376000 73 — 6489283756032000 72 — 19467851268096000 7
+40789783609344000) (74 — 180 72 + 1680)> 72
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priz = —48 (7' — 7407 + 257768 717 — 52788672 7° + 7093975680 '3
—743178240 1'% — 678927674880 7' + 135258439680 !0
+45959564851200 77 — 17003918131200 7 — 2082714284851200 7"
+1377317368627200 75 + 57780376554700800 ° — 64274810535936000 7
—835572536967168000 7* + 1414045831790592000 7>
+4242137495371776000 7 — 8869923853959168000) (7* — 180 72 + 1680)2 U

praa = 64 (r°— 57677 + 145152 15 — 15482880 73 + 464486400 7
—1021870080) (72 — 468 0 + 85800 78 — 8648640 76 + 467026560 7
— 11416204800 72 + 74724249600) (r* — 180 72 + 1680)

Numerickom evaluacijom dobijamo polinom

Hy(z) = —19945933.2563454758691578812086113542108729. .. z'
+964370620.473447074167835306589115110956599 . . . '3
+4370945545.55986622131306891066056800549854 . . . z'2
—160485825088.541781282355590724529284268962 . . . !
—573930689337.957543842813981433872279034341 . . . x'°
+15508907796829.8773825508408583398283547541 . . . z”
+52356436359713.2271496264380474616878827604 . . . 28
—1000976484261168.14923781137908353922171597 . .. «”
—3271672501933391.56698604574204647071493263 . . . z°
+42473932584023336.2357523381761130180192833 . .. z°
+396541337493821324870.849529167704869395862 . . . x*
—1123933526427357909.95154048552823472002567 . . . 2°
—3756486176693506213.72510284034282547653401 . . . x*
+15351770378654043978.8033899859548154330268 . . . x
+51698279089249782659.6016620963430482210768 . . .

Greska kod numericke evaluacije ovako slozenog izraza ¢e biti veoma visoka i dovodi
u pitanje pouzdanost dokaza dobijenog upotrebom takvog polinoma. Kako bi se ovo
izbeglo upotrebljava se nanizna aproksimacija polinomske funkcije dobijene numerickom

evaluacijom. Jedan polinom koji je nanizna aproksimacija polinoma H;(z) za © > 0
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moze se odrediti decimalnim zaokruzivanjem na 5 decimala:

Hi,(z) = —19945933.25635 214
+964370620.47344 313
+4370945545.55986 12
—160485825088.54179 2!
—573930689337.95755 210
+15508907796829.87738 2.9
+52356436359713.22714 28
—1000976484261168.14924 27
—3271672501933391.56699 2.6
+42473932584023336.23575 2.7
+396541337493821324870.84952 24
—1123933526427357909.95155 23
—3756486176693506213.72511 2.2
+15351770378654043978.80338 «
+51698279089249782659.60166

Napomenimo da se prethodno skrac¢ivanje vrsi po pravilima definisanim u poglavlju

3.2.2. Prethodni polinom se moze zapisati kao polinom sa racionalnim koeficijentima

_ 308018665127 .14 , 6027316377959 .13 , 218547277277993 .12
Hys(z) = s0000 ¢ T 6250 T+ 50000 r

_16048582508854179 $11 _11478613786759151 3310 + 775445389841493869 $9
100000 20000 50000

4 1047128727194264543
20000

8 _ 25024412106529203731
25000

7 327167250193339156699 376
100000

T i

+169895730336093344943 1’5 + 4956766718672766560885619 ;U4
4000 12500

_22478670528547158199031 .173 _ 375648617669350621372511 .172

20000 100000

+767588518932702198940169 T+ 2584913954462489132980083
50000 50000

Numerickim metodama se moze odrediti prvi pozitivni koren polinoma sa realnim

koeficijentima H;(z) kao sledeéa vrednost

o = 49.39655993284147770977821899244114459976189 . . .
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Numerickim metodama se takode moze odrediti prvi pozitivni koren polinoma sa

racionalnim koeficijentima H; 4(x) kao sledec¢a vrednost
xfs = 49.39655993282936625902127235794779372626916 . . .

Napomenimo da se x/t* moze dobiti koriséenjem rekurzivnog algoritma baziranog na
Sturmovoj teoremi, kao §to je izlozeno u poglavlju m
Primetimo da je

g > gHus
i pri tom je
o — pHrs = 0.12111450756946634493350873492731193003255109 . .. 1071°,

Primer 4
. .o . .. 2 . ..
Posmatrajmo naniznu aproksimaciju T5(x) = 1 — % kosinusne funkcije y = cosz za

NS (0, %) Evidentno je da je sledeca implikacija
cosz > Ty(z) = cos® x> Ty(w)?

matematicki korektna za x € (0, \/§) Ovo pokazuje da direktno poredenje parnih ste-
pena kosinusne funkcije sa istim tim parnim stepenima Tejlorove nanizne aproksimacije
ne daje korektne rezultate na z € (O, g) Zbog toga se javlja potreba da se parni ste-
peni kosinusne funkcije prikazu preko kosinusa visestrukih uglova (koji ostaju prvog

stepena). Navedeno ilustrujemo sa slede¢im primerom dokazivanja MTP nejednakosti
f(z) =cos’z+1>0

za x € (O, %) [ustrujmo postupak direktnog poredenja funkcije f(x) sa naniznom
aproksimacijom Pj(z) = (Tﬁcos’o(ac))2 +1za x € (0,21) gde je x; = 1.569... < § prvi

pozitivan koren T5°*%(x). Konkretno
cos,0 2
Pi(z) = (T (x) +1
= ol — e+ gt — 21t gt — a2t 4 2.

518400 8640 320
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Primetimo da P;(z) > 0 za x € (0, ), $to nije dovoljno za korektan dokaz za x € (0, %)
U cilju dobijanja korektnog dokaza transformisemo funkciju f(x) koristeéi formule

viSestrukih uglova opisane u poglavlju
9 1 3
flx)=cos“x+1= §COS(21’) + 2

Formirajmo upotrebom Tejlorovih razvoja aproksimaciju
cos,0
Py(z) = LTe%(2z) + 3
= —2af4 3zt —a? 42

Upotrebom Sturmove teoreme se moze dobiti da za = € (O, g) nema nula polinomske
funkcije Py(z). Na osnovu toga §to je f(z) > Pa(z) > 0 za z € (0,%) smatramo da

D)
Py(z) dokazuje da je f(z) > 0za z € (0,%).
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3.2 Algoritmi

3.2.1 Algoritam za trazenje prve nule polinomske
funkcije na intervalu (a,b)

U ovom poglavlju je izlozen jedan algoritam za nalazenje prve pozitivne nule, ukoliko
postoji, za polinomsku funkciju P(x) nad intervalom (a,b). U algoritmu koji ¢emo

opisati koristi se procedura Sturm koja je data sa slede¢im pseudokodom .

Algoritam 1 Sturmov algoritam (1827)
procedure STURM(P(x),a,b)
\\P(x)-polinomska funkcija
\\a,b-Granice intervala na kome se proucava da li funkcija ima nule

i=1
while p;(z) # 0 do
pi(w) = —rem(p;_o(v),pi1(7)) = pi_1(v) - q(x) — pi_a(w)
- \\g(x) = =2

10: 1=14+1
11: end while
12: SignChangeA = 0
13: SignChangeB = 0
14: for i=1 to length(p) do

1:
2
3
4:
5: po(x) = P(z), p1(z) = P'(x)
6:
7
8
9

15: if signum(p;(a)) - signum(p;_1(a)) = —1 then
16: SignChangeA = SignChangeA + 1

17: end if

18: if signum(p;(b)) - signum(p;—1(b)) = —1 then
19: SignChangeB = SignChangeB + 1

20: end if

21: end for

22: return |SignChangeA — SignChangeB|
23: end procedure

Rezultat ove procedure je broj razli¢itih realnih nula za polinom P(z) sa racionalnim

koeficijentima nad intervalom (a,b) (a < b za a,b € Q).

Primer 3.2.1. Nacin funkcionisanja ovog algoritma mozemo videti na primeru racunanja

broja realnih nula polinoma P(z) = 2% — 212° + 1752 — 73523 + 162422 — 1764z + 720
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za z € (0,6). Prvo se formira Sturmov niz.

= P(x) = 25— 212% + 1752* — 73523 + 162422 — 1764z + 720
= P(x) =525 — 1052* + 7002® — 220522 + 3248z — 1764

— —rem(pn(a),pa(o) = Ha' - B’ + 2a? - i 1 309

ps(z) = —rem(pi(z),p2(x)) = %x?’ — %xQ + —1535584x — %
pa(x) = —rem(ps(x),ps(z)) = fga? — o+ 4
ps(x) = —rem(ps(x),pa(z)) = TGrw— %
po@) = —rem(pi(a)po(a)) = 2

Nakon ovoga se racunaju vrednosti u tackama z = 0 i x = 6.

po(0) = 720 po(6) = 0
pi(0) = —1764 p1(6) = 120
p2(0) = 309 pa(6) = 50
p3(0) = —% p3(6> = @
P = o) = =
ps(0) = —% ps(6) = %
ps(0) = % pe(6) = 26%5

Brojanjem promena znaka za izracunate vrednosti dolazimo do toga da za x = 0
postoji 6 promena znaka, a za x = 6 ne postoje promene znaka. Ovo dovodi do zakljucka
da postoji ukupno 6 realnih nula za pocetni polinom P(z) §to je taéno posto je P(x) =
28 —212°+17521 — 73523 +162422 — 17642+ 720 = (z—1)(z—2)(z—3)(z—4)(z—5)(z—06)

O

Ovde dajemo algoritam za nalazenje prve realne nule polinomske funkcije P(z) nad
intervalom z € (a,b). U okviru algoritma koji navodimo k predstavlja broj ekvidistant-
nih podintervala na koji se svaki interval deli. Algoritam se rekurzivno samopoziva dok

ne dode do postavljene tolerancije greske. Primer rada algoritma je dat u|3.2.2]

Primer 3.2.2. Rad algoritma ¢e biti prikazan na primeru pretrage za nulama polinoma

P(z) = 2* +4.32% — 1.442* — 7.4522 4+ 1.5120 na intervala (a,b) = (0,1.5). Za vrednost
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parametra k ¢e biti odabrana vrednost 5. Dozvoljena tolerancija greske ¢e biti e = 0.01

Korak 1. Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za x € (0,1.5)

postoje dva korena polinomske funkcije. Interval se deli na 5 delova i rekurzivno se vrsi

pretraga.

Algoritam 2 Algoritam trazenje prvog korena polinomske funkcije u okviru zadatog
intervala

1: procedure FIRSTROOT(f(x),a,b,€)

2:

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:

\\f(z) - Polinomska funkcija oblika ) oz
i=1
\\a, b - Granice intervala pretrage

\\€ - dozvoljena greska pri utvrdivanju nule

bn = Sturm(f(z),a,b)

if bn = 0 then
return {}
else

if (bn =1) and |a — b| < € then
return {2t}
else
for i =1to k do 4 4
if firstRoot(f(z), % +a, @ +a) # {} then
return firstRoot(f(x), % +a, "b—k_al + a)
end if
end for
end if
end if

20: end procedure

Korak 1.1 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za x € (0,0.3)

postoji jedan koren polinomske funkcije. Interval je veci od tolerancije greske pa se in-

terval deli na 5 delova i rekurzivno se vrsi pretraga.

Korak 1.1.1 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za = €

(0,0.06) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.
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Korak 1.1.2 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za = €

(0.06,0.12) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.3 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za x €

(0.12,0.18) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.4 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za = €
(0.18,0.24) postoji jedan koren polinomske funkcije. Interval je veéi od tolerancije

greske pa se interval deli na 5 delova i rekurzivno se vrsi pretraga.

Korak 1.1.4.1 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za

z € (0.18,0.192) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.4.2 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za
r € (0.192,0.204) postoji jedan koren polinomske funkcije. Interval je veéi od to-

lerancije greske pa se interval deli na 5 delova i rekurzivno se vrsi pretraga.

Korak 1.1.4.2.1 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za

z € (0.192,0.1944) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.4.2.2 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za

x € (0.1944,0.1968) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.4.2.3 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za

x € (0.1968,0.1992) ne postoji nijedan koren polinomske funkcije.

Korak 1.1.4.2.4 Upotrebljava se Sturmova teorema. Dolazi se do zakljucka da za

r € (0.1992,0.2016) postoji jedan koren ove polinomske funkcije. Kako je interval
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manji od tolerancije greske rekurzivno se vraca aritmeticka sredina granica intervala

0.1992+0.2016

5 = 0.2004 kao prva nula polinomske funkcije na definisanom intervalu. Kako

je prava nula bila 1/5 = 0.2, a tolerancija greske 0.01 greska rezultata od 0.0004 je
prihvatljiva. 0

3.2.2 Algoritam za skracivanje decimalnog zapisa

Algoritam 3 Algoritam skra¢ivanja decimalnog zapisa
procedure SHORTENNUMBER(T, m)
\\r - razlomak u obliku £

\\mm - broj cifara koje se koriste

1:
2
3
4
5: rr =
6
7
8
9

rp
ceoDeo = int(rr) - 10™ \\ int(a) - celobrojni deo od a
decDeo = frac(rr) - 10™ \\ frac(a) - decimalni deo od a
Prew = ceoDeo + int(decDeo)

. if signum(rr) = —1 then

10: Prew = —Pnew

11: if (frac(decDeo) # 0) then

12: Prew = Prew — 1

13: end if

14: end if

15: return (ppey, 10™)
16: end procedure

U okviru ovog poglavlja bi¢e prikazan algoritam za skrac¢ivanje decimalnog zapisa
racionalnih koeficijenata polinomske funkcije P(x). Polazimo od polinoma

n

P(zx) = Z a;x’

=0

gde je a; € Qi a, # 0. Rezultat decimalnog skracivanja je polinom

Qz) = Z ;!
=0

gde je a; € Q1 a; # 0. Racionalni koeficijent «;; nazivamo decimalno skracen koeficijent

i odredujemo ga po slede¢im pravilima. Koeficijent a; se dobija od koeficijenta a;
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koriséenjem algoritma [3] Prema prethodnom algoritmu koeficijent
a; = do.d1 . dmdm+1dm+2 . derk

decimalno skrac¢ujemo u sledeci oblik

do.dy...dp, : a>0

do.dy...dp 0 a<OAdpt1...dpyr =0
do.dy...dp —107™ © a < OAdpy1.. . dpip #0

o; =

Primer upotrebe ovog algoritam je dat u tabeli [3.1]

Tabela 3.1: Primer rada algoritma skra¢ivanja decimalnih vrednosti

Ulazna vrednost Broj decimala Izlazna vrednost
5 =0.333... 3 238 = 0.333
—5=—0.333... 3 — 3L = —-0.334
TR Sl = 3.141592654 3 Sl =3.141
TR Dt = 3.141592654 4 S8 =3.1415
TR U0 — 3141592654 5 L9 — 3.14159
TR DIl = 3.141592654 6 392059 — 3.141592
—T A — Dl — —3.141592654 3 —32 = —3.141
—T A — DL — —3.141592654 4 3110 — —3.1416
—T A — D — —3.141592654 5 — 308 = —3.14160
— A — SAL9IBL 3141592654 6 — 311595 — —3.141593

Algoritam za skracivanje koeficijenata polinoma je prikazan pseudokodom 4 Algo-
ritam kao ulazne vrednosti prima polinomsku funkciju i maksimalni broj decimala koje
koeficijenti mogu da imaju. Kao rezultat algoritma se vrac¢a niz naniznih aproksimacija
koje sadrze koeficijente sa progresivno sve ve¢im brojem decimalnih cifara. Vrednost x

je minimalni broj decimala koje dozvoljavamo.
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Algoritam 4 Generisanje polinoma sa skra¢enim decimalnim zapisom koeficijenata
1: procedure SHORTENPOLY (P(z), m)

2. \\P(z) - Polinom oblika P(z) =Y r;-a'
i=1

3: \\mm - Maksimalan broj decimala koji je koriséen za polinome P;(z)
4:

5: ml = min(—k,log,, (P(z).r0))

6: for i =1 to degree(P(z)) do

7 ml = min(ml,log,, (P(z).1;))

8: end for

9: border = [—ml]

10: if border > m then
11: return Greska (preniska granica broja decimala)
12: end if

13: for © = border to m do

14: PZ<$) =0

15: for j =1 to degree(P(z)) do

16: P,(x) = P(z) + shortenNumber(P(x).r;,i) - x7
17: end for

18: end for

19: return [Poorder (%), Poorder+1(), - ., P ()]

20: end procedure

Rad ovog algoritma mozemo videti u narednom primeru.

Primer 3.2.3. Uzmimo primer polinomske funkcije
P(z) = 0.0552435662* 4 36.4048858242% — 377.848985245

za koju se generisu aproksimacije na do m = 5 decimala. Za minimalni broj decimala
koristi¢emo vrednost k = 1;
Prvi korak algoritma je da utvrdi koji je najmanji broj decimalnih cifara koje se smeju

koristiti a da se nijedna vrednost koeficijenta ne zaokruzi na vrednost nula.

ml = min(logi(0.055243566), logio(36.404885824), logyo(—377.848985245), — k)
= min(—1.257718295...,1.561159673. ..,2.577318260. .., —1)
= —1.257718295. ..
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Na osnovu prethodnog se utvrduje da je minimalan broj decimalnih cifara neopho-

dan za ocuvanje svih sabiraka polinomske funkcije
border = [—ml] = [—(—1.257718295...)] =2

Nakon ovoga se generisu polinomske funkcije sa skra¢enim koeficijentima.

Pj(z) = shortenNumber(0.055243566, j)z*
+shorten Number(36.404885824, j)z*
+shortenNumber(—377.848985245, j)

gde je j € {2,3,4,5}. Konkretno za j = 2...5 dobijamo

Py(x) = kot 4 18242 D5
Py(x) = %x + 9215001 ? 31(7)339
Py(z) = 552" + Z22a” — A0
Ps(z) = 215308010x + 415255%601 @’ 3%%289

Kao rezultat rada algoritma se vraca niz [Ps(z), Ps(z), Py(x), P5(x)]

3.2.3 Algoritam za trazenje minimalnog stepena
navisnih i naniznih razvoja
Algoritam za odredivanje minimalnog stepena polinomskih funkcija koje su navisni ili

nanizni razvoji sinusne i kosinusne funkcije se oslanja na sledece dve leme prikazane u

radu [122].

(n-1)/2 142941
1)t
Lema 3.1. (i) Za polinomsku funkciju T, (t) = ; ((m)Tl)‘, gde jen = 4k+1 k € Ny,
Vazi:
(Vt e [0,/ +3)n+4d ]) To(t) > Topa(t) > sint, (3.1)
T

(w € [-/n+3)n+9), 0]) T,(t) < T,,,(t) < sint. (3.2)

Za t = 0 nejednakosti |D 7 |D postaju jednakosti. Za vrednosti t==++/(n+ 3)(n+4)
jednakosti Ty (t) =T a(t) i T, (t)=T,.4(t) su tacne.
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(n— 1)/2 1)ig2it1

(i) Za polinomsku funkciju T, ( Z 22 + D NEENE gde je n = 4k + 3, k € Ny, vazi:
<Vte[0 V(n+3) n+4]> t) < T,..(t) <sint, (3.3)
(We[ V(n+3)(n+4) OD > Thia(t) > sint. (3.4)

Zat = 0 nejednakosti (3.3) i (3.4) postaju jednakosti. Za vrednostit = ++/(n + 3)(n + 4)
jednakosti T, (t) = T, 4(t) i Th(t) = Tpya(t) su tacne.

n/2 1421
1
Lema 3.2. (i) Za polinomsku funkciju T, (t) = E ( (2?; , gde jen = 4k, k € Ny,
i)!
i=0
vazi:
(w e[~V am+4,/n+3)n +4)]) To(t) > Topalt) > cost. (3.5)

Za t = 0 nejednakost (3.5)) postaje jednakost. Za vrednosti t = ++/(n+ 3)(n +4) jed-
nakost T, (t) = Tpy4(t) je tacna.

(ii) Za polinomsku funkciju T, (t) = Z ( (;z;t%, gde je n =4k + 2, k € Ny, vaZi:
i=0 ’
(w €[~/ +3nT+ 9, /n+3)mnt4) }) T.(t) < T, 4(t) < cost. (3.6)

Za t = 0 nejednakost (3.6) postaje jednakost. Za vrednost t = ++/(n+3)(n +4) jed-
nakost T, (t) = T, ,4(t) je tacna.

Primer 3.2.4. Razmotrimo slede¢e nejednakosti
T30 (97) > sin(9x

sin(9z) > T35 (9%

za x € (0,2). Prema lemi i odredimo n = 4k + 14, (i € {0,1,2,3}), za koje su

prethodne nejednakosti ispunjenje, pri cemu je x € (0, g) i pri tom:

9z € [0, Vit 3)(n+4)} .
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Odatle mozemo da procenimo vrednost parametra n

81z° < (n+3)(n +4)

n?>+7Tn+12 —81z% > 0

n e <—oo, _7_\/12+3T$2> U (—7+\/12+3T$27 oo)
n>4 (VI+32422-7), za z€(0,3)

n> 3 (V1+162n2 —7)
n>16.49933... .

e

Kona¢no n = 4k + ¢ biramo za prirodne brojeve za n > 17. O

U prethodne dve leme prirodan broj n je oblika n = 4k + 1 za i € {0,1,2,3}. Ovde
dajemo algoritam kojim odredujemo najmanji prirodan broj k£ takav da prethodne leme

vaze bez obzira na vrednost ¢. Razmatramo ulazne funkcije oblika
n
f(z) = g a;xPi sin? 3w cos™ Bix
i=1

gde su 5; € N i¢q;,r; € {0,1}. Takve funkcije se javljaju kao rezultat algoritma iz
narednog poglavlja.

U razmatranju koje navodimo pretpostavimo da se u funkciji f(z) javljaju sabirci
oblika a; sin Sz ili «; cos S ili «; sin S cos fx. Cilj algoritma je da se odredi prirodan
broj ng, za svaki od sabiraka, takav da za n > ngy Tejlorove aproksimacije P(x) =
T, (x) iz prethodnih lema ispunjavaju uslov da je P(zx) stalno navisna ili stalno nanizna
aproksimacija za funkcije sin Sz ili cos fx za x € (0,9) (6 >0),1i 3 € N.

Primetimo da vazi sledeéi niz implikacija za prirodan broj n € Nj.

/(n+3)(n+4) -

B

Vn2+Tn+12 > 6p
n?+Tn+ (12 — §28%) > 0

_7_ 2132 _ 2132
e <—oo, 7—+/1+4523 ) U ( 7+/114023 700)

2 2

—T++/ 1445252

2

- 5232
> 0 = maz (077+— ¢1+46)

2

AN
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Dovoljno je uzeti ng = 4ky + ¢, gde je i € {0,1,2,3}, za vrednost

= (2]

Algoritam za rac¢unanje minimalnih vrednosti k indeksa, koji vra¢a niz minimalnih

vrednosti parametra k za sabirake funkcije, dat je u obliku algoritma [5]

Algoritam 5 Algoritam trazenja minimalnog reda Tejlorovih razvoja

1: procedure CALCULATEMINIMALTL(f(x), )

2:

10:

11:
12:
13:

\f(x) = zn: ;P sin? 3w cos™ Bix

=1
\\ gde su 8 € N a g;,r; € {0,1}
\\0 - Granice intervala na kome su Tejlorovi razvoji nanizne aproksimacije

n = length(f(x))
for i =0tondo
minTl; =0
if f(x).q;=1or f(z).r; =1 then

x).f2+1—

minTl; = mazx ([ 423 ;ﬂ’ﬂ 7—‘ ,0)
end if

end for

return minTl

14: end procedure

Rad algoritma je prikazan na narednom primeru.

Primer 3.2.5. Posmatrajmo rad algoritma na funkciji

f(z) =sin2x + 4sinx cosx + x cos 9z

za granicu 0 = 7.

Korak 1. Pristupa se prvom sabirku MTP funkcije - sin 2z. Posto je dostupna sinusna

funkcija u ovom elementu vrsi se prora¢un:

8

— max( M-‘ ,0>1

minTl, = maz ([—V 462f[1]'52+1_7—‘ ,O)

8
- max( —‘Miﬂﬂ 0
= maz ([-0.0797...],0) = max(0,0) =0
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Za ovaj element je utvrdeno da je bilo koja pozitivna vrednost indeksa k£ odgovarajuca

1 to se belezi za ovaj element.

Korak 2. Pristupa se drugom sabirku MTP funkcije - 4 sin z cos x. Posto je dostupna

sinusna funkcija u ovom elementu vrsi se prorac¢un:

minTly, = max ({—” 452f[2]'52+17—‘ ,0)

8

- e ([T
= ma:c( yr==—1{ ”2?{1*7 ,0
= max ([-0.9257...],0) = max(0,0) =0
Dolazimo ponovo do zakljucka da je i za ovaj element bilo koja pozitivha vrednost

indeksa k odgovarajuca.

Korak 3. Pristupa se tre¢em sabirku MTP funkcije - xcos9z. Posto je dostupna

kosinusna funkcija u ovom elementu vrsi se proracun:

minTly — max({ 452f[3 ].B82+1— 7-‘ O>
B maa:( g 92+1 7—‘ O)
—  maz (\/817r2+ 7-‘ )
= max ([2.66150...],0) = maz(3,0) =3

Ovaj element je imao dosta visok koeficijent uz promenjivu x unutar kosinusne funkcije,
pa je proracunato da je neophodno da vrednosti k£ indeksa buda minimalno 3 kako bi

se dobila ispravna aproksimacija na intervalu x € (0, 6).

Kraj algoritma Kao rezulat rada algoritma se vraca niz [0, 0, 3]
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3.2.4 Algoritam transformacije na visestruke uglove

I Trigonometrijske transformacije
Algoritam za transformaciju funkcije iz oblika f(x) = > a;sin” zcos? x, za « € R
i=0

a pi, ¢ € No, uoblik f(x) = ) ajaP sin® Bz cos” v;z, gde je o; € R, pj,sj,¢; € N,
7=0
B,7 € N, zasniva se na narednim opstepoznatim formulama (Tabela .

Tabela 3.2: Smena stepena sinusnih i kosinusnih funkcija metodom visestrukih uglova

sin™ ax cos™ ax

m n Smena
nym_q m i(n m
5 +75 k (_1)2+k+J(]’)(k—j) cos((n+m—2k)x)
2 2nim=1
k=0 j=0
Parno Parno
SHT _qymtE4i(n m
212 (-T2 (j)(%+%—j)
+ on+m
Jj=0
nym_ 1 k m 4kt
2T32 2 (1) 2 TR (Y (™ ) cos((nt+m—2k) )
Parno | Neparno > G )2(::;’;)— 1
k=0 j=0
S35 k (=) B 5 (M) () sin((n+m—2k)a)
Neparno | Parno > E"fgil
k=0 5=0
351

(—1)%""“‘7—% (?) (krf]) sin((n+m—2k)zx)
on+m—1

NgSE

Neparno | Neparno

on

B
Il
o

<
I
o

Primeri rada prethodnog algoritma su dati u narednoj tabeli.

Tabela 3.3: Primer rada algoritma smena metodom visestrukih uglova

f(x) Generisana smena

sin2 xcos4 T _co§26x _ cols64z + 0052236 + %

sin? x cos® x —gosbz _ cosde y cosz

sin® z cos® x —sipbe  sindz | s

sin® x cos® x —Sig% + 3%#22’”

sin® z cos® x + sin® zsin’ x —5113126“ — Sirllgx + Si’i‘g’x + 385;2"” + Si%

Algoritam je prikazan narednim pseudokodom.
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Algoritam 6 Transformacija trig. funkcija iz oblika sin? z cos™ x u visestruke uglove

1: procedure TRANSFORMMULTIPLEANGLES(f(z))
n

— = e
w2

14:
15:
16:
17:
18:
19:

20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

34:
35:
36:
37:
38:
39:

\\f(x) - MTP funkcija oblika > a;aPi sin? x cos™ x

i=1

g(x) =0
for i =1 to length(f(x)) do
m = F(@)pi n = [(@)g o = F(@).00 \(2) pi - viaca p; za f(z)
if parno(m) and parno(n) then
for k=0 to 5+ 5 —1do
for j=0 to k do
g<$> _ g(x) n a(_l)%+k+j(?ZS{%EFOS((nJ’_m_Qk)x)
end for
end for
for j =0to § + 7% do
a(—1)m R (M) (,
ola) = gla) + “ W)
end for
end if
if parno(m) and neparno(n) then
fork:()to%—l—%—%do
for j=0 to k do

AR (0) (™) cos((ndm—2k)z
() = g(x) + a(-1) (jlg,:njzl ((n+m—2k)z)
end for
end for
end if
if neparno(m) and parno(n) then
fork:()to%—l—%—%do
for j=0 to k do

a(—l)%+k+j7% (n>( m ) sin((n+m—2k)x)

g9(x) = g(z) + s
end for
end for
end if

if neparno(m) and neparno(n) then
for k=0 to 5+ 5 —1do
for j=0 to k do
a(—l)%'HH'j_% (n>( m )sin((n+m—2k)x)

g(x) = g(x) +
end for
end for
end if

end for
return g(z)

40: end procedure
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IT Smena klasama Tejlorovim razvojima

Posmatrajmo MTP funkciju zapisanu kao:

n
=25
i=0
gde je
si(x) = aaPicos®e sin"ix,
za «; # 0,1 p;, qi, 7 € Ny. Uvedimo oznaku

@ —1, kada su ¢, ir; iste parnosti
m; = 1
, kada su g; ir; razli¢ite parnosti.

qitri—
2
Na osnovu lema[3.1]i[3.2rezultati prethodno opisanog algoritma mogu dovesti do sledece

3 varijacije za s;:

1. Neka su ¢; i r; neparni ili neka je ¢; parno a r; neparno. U oba slucaja vazi:
si(x) = ayxPicostix sin"ix

mg

frnd O‘ixpi E T’L +k E ( > <l€
2qi+'ri —1 r
k=0 r=0

- %ﬁ':zlz(z 0

k=
( ’> (km ) . Tada za svaki podsabirak sin((CIz' +r;i—

r

T

) sin qZ +r;— Qk)x)

T )) sin qz—i—rl 2k)m)

k
1
Oznacimo Sy = Z a;(—1)"2
r=0
Zk)x), u zavisnosti od znaka Sy, postoje dve moguénosti:

1) za By > 0:

B sin((qi +r; — 2/{3)1’) > Bkzsizi?% ((ql +r; — 21{;)m),

2) za B < 0:

—sin,0

5 sin((qz- +r; — Qk)x) > 6. T 4041 ((ql +r; — Qk:)x)

Neka je sabirak s;(z) zapisan u obliku:

Di mi
si(z) = qum—l Zﬁk sin((q; +r; — 2k)z).
k=0
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Onda vazi:

smO
( ) - 7- 2%+T —1 Zﬁk l(l)+ Qz + r; — 2]{,’)1’)7

1, 5k<0

2. Neka je ¢; neparno i r; parno. Tada vazi:

37 6k‘ > 07 () —
gde je u = ) eNgand T € {T,T}.

si(z) = aaPicostix sin"ix

mg

= %Z “rkz (r) (k?"z )COS qi+r;— Qk)QZ)
k=0

= Q%ﬁi Z (Za@ 2““” <T> (ICTZ >> cos((g;+r;—2k)z).
k=0 r=0

r

k
Oznacimo 7, = Z ai(—l)%J“k” (qZ) (kri ) Tada, za svaki podsabirak v, cos((g; +7; —
r=0
2k)ac), u zavisnosti od znaka 7, postoje dve moguénosti:

1) za v, > 0:

Ve cos (g + 7 — 2k)x) > VkTCOSO ((qi + 1 — 2k)z),
2) za v < 0:

i COS ((ql +r;— 2k)x) > ”ykT4l<1)+0((qi +r— 2k)x)

Neka je sabirak s;(z) zapisan kao:

si(w) = Qqitri—1 Z% cos ((Qi + 1 — 2k)a:).
k=0

Tada vazi:

cosO
( ) > Tz 2Qz+7’z—1 Z’Yk 4l( )+ qz +r; — 2]€)Jf),

27 Vi > 07 (i) __
gde je v = L eNgiTe{T, T}
07 Ve < 0
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3. Neka su ¢; i r; parni. Tada na osnovu prethodnih slucajeva (pod 2.) vazi:

k
si(z) = 2qzi€l,1 Z (Z a;(— TZ e <qu> &T))COS((%_F”—QIC)ZE)
qz+rz
2
2r;+aq; r (4i i
FADEE Y -y () ()>
r=0 ’
2Pi cosO
> Ti(2) = ggn=t (Z 4l< )+ (g tri - Qk):c)
9 +75 =
2r;+q; d r (i ‘
+1(-1)7 (=1) <r> (i,) !
r=0

27 ,}/k’>0a (i) —
gde je v = L eNgi T e{T,T}.
O, ’yk<0

Obradom svih sabiraka s; iz sume f(z) = > s; na osnovu gore navedenih slucajeva
i=0
se generise polinom

= ZTz‘(x)

koji je nanizna aproksimacija funkcije f(x). Tada vazi:

f(z) > P(x).

za x € (0,€) gde je € € R.

Algoritam za prethodno prikazano generisanje klasa polinoma je dat kao algoritam [7]
Primer ovakvih smena je dat u tabeli [3.4]

Zakljucak ovog poglavlja je da na osnovu sekcije (I) MTP funkcije

flx) = Z ;2P sin? x cos” x (3.7)

i=1

se moze zapisati u ekvivalentnom obliku
m
flz) = Z a;x% cos Bz sin ;x (3.8)
j=1

gde je 0 < ¢j+s; < 1. Odatle formiramo algoritam zamene klasama Tejlorovih razvoja

za ulaznu funkciju oblika (3.8]).
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Algoritam 7 Algoritam za transformaciju iz trig. funkcija u Tejlorove razvoje

1: procedure SETUPTRANSFORMATIONS(f(z))
2: \\f(z) - Funkcija oblika f(x) = > a;aPi sin? B,z cos™ f;x

i=1
3: \\ gdesu 8, e Nag,r,€{0,1}10<¢;+r; <1
4:

5 g(x)=0

6: 7 =0

7 for i =1 to length(f(x)) do
8: t = f(r).q; - af@>i

9: q=f(z).q

10: r= f(x).r;

L1 B = f(z)

12: if a > 0 then

13: if ¢ # 0 then

14 t =t Ty (o)
15: J=J+1

16: end if

17: if r # 0 then

15 f— T ()
19: j=7+1
20: end if
21: else
22: if ¢ # 0 then
23: t=t- Ty (B)
24: j=J+1
25: end if
26: if » # 0 then
27 t=t-Ty%" (vx)
28: j=j+1
29: end if
30: end if
31: g(z) =g(z)+t
32: end for

33: return g(z)
34: end procedure




Tabela 3.4: Primer rada algoritma zamene Tejlorovim razvojima

f(z) Generisana smena

5sinx 5Ty s ()

—5sinx 5T (x)

Seon )

—5cosx —5T % (x)

2cosx + 3sin 2z — 7sin bz Tfk‘f;(:p) + 3Tfk‘ig( x) — 7Tf,;‘ﬁ(5x)

3.2.5 Algoritmi za sortiranje k-vektora

Neka je f(x) MTP funkcija oblika

n
— i ginSi B, Ay
x) = g a;zP sin® f;x cos v;z,

gde je o; € R, pj,s5,¢; € No, B,yeENi0<s;+¢; <1
Definisimo naniznu polinomsku aproksimaciju funkcije f(z) na sledeéi nacin

m

P(I‘) _ Zaixpl sznO Z a; PiT cosO )
=1 j=m+1
Vektor vrednosti k = [k1, k2, ..., k,] nazivamo wvektor k indeksa polinomske funkcije

P(z), pri ¢emu ky, ..., k, € N.
Poredenje vektora k indeksa moze se vrsiti na vise nacina. Neke od njih navodimo
u nastavku ovog poglavlja. Redosled vektora k indeksa moze da uti¢e na performanse

glavnog algoritma.

93



Leksikografski poredak

Za dve polinomske aproksimacije P,(z) i Py(z) definisimo vektore k indeksa

]ga - [ka,lu ka,?y BRI ka,n]

Ky = kb1, kb2, - s Kbl

Operaciju leksikografskog poretka definiSemo preko razlike vektora.

— —

k, =k, —k,

Ako je k. = [0,0,...,0], onda mozemo reéi da su dva vektora jednaka. Ako je prvi

—

nenulti ¢lan Ec pozitivan lga >lex %b. U suprotnom je Eb >ler Ka.

Algoritam 8 Leksikografsko poredenje

1: procedure LEX(kq, ky)

2: \\ku, ky - vektori k indeksa

3 \\Kao rezulat poredenja se vracaju sledece vrednosti
4: \\1 - ako je /2(1 >lex lgb

5: \\O - ako je .

6 \\-1 - ako je Ko <ion Ky

7
8
9

for i=1 to length(k,) do
¢ = kg[i] — k[d]

10: if signum(c) # 0 then
11: return signum(c)
12: end if

13: end for

14: return 0

15: end procedure
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Gradirano leksikografski poredak

Za dve polinomske aproksimacije P,(z) i Py(z) definisimo vektore k indeksa

]ga - [ka,lu ka,?y BRI ka,n]

Ky = kb1, kb2, - s Kbl

Definisimo Taksikab normu vektora kao

||EHI = Zlﬁ
i=1

Ako je ||koll1 > ||Ks| |1, kazemo da je Kq >gragres k5. Ukoliko je [|ks|l1 > ||kal|1, kazemo

da je ky > gradLex k,. Ukoliko je ||l¥a| I = ||l;:b| |1, vrsi se leksikografsko poredenje vektora.

Algoritam 9 Gradirano leksikografsko poredenje

procedure GRADLEX (kq, ky)
\\ka, ks - vektori k indeksa
\\Kao rezulat poredenja se vracaju slede¢e vrednosti

1:

2

3

4 \\1 - ako je ]ga >gradLex kb
o \\O - ako je ];a —gradLex Eb
6 \\-1 - ako je Ea <gradLex l;b
7

8

9

sumg, = 0

: sumy = 0
10: for i=1 to length(k,) do
11: SUMg = Sumg + Ea 4]
12: sumy = sumy + ky [4]
13: end for
14: if sum, > sum,; then
15: return 1
16: end if
17: if sum, < sum; then
18: return —1
19: end if
20: return lexz(k,, k)

21: end procedure

95



Euklidsko leksikografski poredak

Za dve polinomske aproksimacije P,(z) i Py(z) definisimo vektore k indeksa

lga == [ka,la ka,?v ceey ka,n]

Eb - [kb,17 kb,27 R kb,n}-

Definisimo Euklidsku normu vektora kao

1El]> =

Ako je ||Kall2 > ||k2l|2, kazemo da je ku >ecuctidres ko Ukoliko je |[ko|l2 > ||Kal|2; kazemo

da je kb > ouctidles Ka. Ukoliko je nga\ lo = Hl;b\ |2, vrsi se leksikografsko poredenje vektora.

Algoritam 10 Euklidsko leksikografsko poredenje

1: procedure EUCLIDLEX (K, k)

2 \\ K, ky - vektori k indeksa

3 \\Kao rezulat poredenja se vrac¢aju sledeée vrednosti
4 \\1 - ako je ]ga > euclidLex Eb

5: \\O - ako je Ko =cuctiares K

6 \\-1 - ako je Ky <euctidres *o

7
8
9

sumg, = 0

: sumy = 0
10: for i=1 to length(k,) do
11: sum, = sumg + k, [4]?
12: sumy = sumy + ky [i]?
13: end for
14: if sum, > sum; then
15: return 1
16: end if
17: if sum, < sum; then
18: return —1
19: end if
20: return lexz(k,, k)

21: end procedure
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Cebisev leksikografski poredak

Za dve polinomske aproksimacije P,(z) i Py(z) definisimo vektore k indeksa

]ga - [ka,lu ka,27 RS ka,n]

kp = kb1, kb2, - o s Kbl

Definisimo Cebisev normu vektora kao

Zk’f = max(ky, ko, ..., kn)

=1

Ako je ||Kalloo > ||F2|lo, kazemo da je ky >ehebres ks Ukoliko je |[kolloo > ||Kallos
kazemo da je Ky >onebres ka. Ukoliko je HEaHoo = ||/gb||oo, vrsi se leksikografsko poredenje

vektora.

Algoritam 11 Cebisev leksikografsko poredenje

1: procedure CHEBKLEX(EQ, Eb)

2 \\\ka, ky - vektori k indeksa

3 \\Kao rezulat poredenja se vracaju sledeée vrednosti
4: \\1 - ako je ];/:a > chebLex Eb

5: \\O - ako je Ea —chebLex Eb

6 \\-1 - ako je ku <chebres Kb

7
8
9

maxrg, =0

: max, = 0
10: for i=1 to length(k,) do
11: maz, = max(maz,, kafi])
12: maz, = mazx(mazy, ki)
13: end for
14: if max, > max, then
15: return 1
16: end if
17: if max, < max, then
18: return —1
19: end if

20: return lex(Ea, Eb)
21: end procedure
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3.3 Osnovni algoritam sistema SimTheP

Algoritam 12 Algoritam Natural approach

1: procedure NATURALAPPROACH(f(x),d, XL, precision)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

\\f(x) - MTP funkcija oblika > a;aPi sin? x cos™ x
i=1
\\d - Granica za dokaz: f(z) >0, = € (0,9)

\\ %[ - Granica stepena Tejlorovih razvoja
\\precision - Minimalni broj decimala tacnosti za aritmeticke proracune

if f(0) <0 then
return Greska pocetne hipoteze

end if

if f(0) =0 and f'(0) < 0 then \\f%(0) - Prvi nenulti izvod f(z) u0
return Greska pocetne hipoteze

end if

if f(6) <0 then
return Greska pocetne hipoteze
end if
if f(6) =0 and f7(§) > 0 then
return Greska pocetne hipoteze
end if

if f(0) > 0 then
return natApprSingleSide(f(x),d, T, precision)
else
if f(0) > 0 then
return natApprSingleSide(f(§ — x), 0, T\, precision)
else
return natApprDoubleSided(f(x), d, TL, precision)
end if
end if

29: end procedure

Rezultat izrvSavanja ovog algoritma moze biti poruka ”Greska pocetne hipoteze” ili

rezultat jedne od funkcija natApprSingleSide, odnosno natApprDoubleSided. Poruka o

gresci se moze javiti u jednom od ¢etiri slucaja koji su analizirani u lemi 2.4 u okviru

rada [122]. U okviru funkcija natApprSingleSide i natApprDoubleSided se mogu javiti

nove poruke o gresci, ali ¢e one naknadno biti detaljnije analizirane.
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3.3.1 Jednostrano dokazivanje MTP nejednakosti

U okviru ovog algoritma upotrebljavace se sledec¢i prethodno opisani algoritmi:
o transformMultipleAngles - opisan u poglavlju [3.2.4
o calculateMinimalTl - opisan u poglavlju [3.2.3
o setup Transformations - opisan u poglavlju |3.2.3
e shortenPoly - opisan u poglavlju [3.2.2
e Sturm - opisan u poglavlju[3.2.1
e firstRoot - opisan u poglavlju |3.2.1

Takode su koriséeni sledeci algoritmi:
setuplterations
Neka je dat vektor minimalnih vrednosti %k indeksa P (Emin,1s kmin2 - - - Eminn)-

Neka je data i maksimalna vrednost k£ indeksa maxTl. Neka su

ki, € {kmin,la kmin,l +1,... male}
ke € {k’mmg, kmimg +1,... male}

kn € {kmin,n> kmin,n + 17 s ma:z:Tl}

i neka je k= [k1, ks, ..., k,]. Algoritam setuplterations generise sve moguce varijacije
vektora k na osnovu ulaznog vektora Fomin 1 mazT L. Ove varijacije se sortiraju prema

jednom od algoritama sortiranja prikazanih u poglavlju |3.2.5

generatePolynomial

. .- . . m pi Sin,0 n e €0s,0
Neka je data funkcija definisana sa f(z) = >0, cua” 1000 + >0,y oy T2

gde su Tlquo i leofq(j odredene klase Tejlorovih razvoja. Neka je dat vektor k =

[k1, ks, ..., k,]. Smenom vrednosti l; = k; se generisu konkretni Tejlorovi razvoji umesto
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klasa Tejlorovih razvoja koji su se javljali. Algoritam za ulazno f(z) i k definise poli-

s o m pisin,0 n e c0s,0 . / _
nomsku funkciju P(z) = 3200, cpaP T 0+ 70 aya T2 koja se vraca kao rezul

tat rada algoritma.

posOrlInc

Slucajy 1

Neka je dat polinom P(z) = Y a;z". Neka je z = 0. Ako je ag # 0 sledi da P(0) = ay.
=0

1=

Samim tim P(0) > 0 ako i samo ako ay > 0.
Slucaj 1T
Neka je dat polinom P(z) = 3 a2’ i neka je ag = a; = ... = a,,, = 0. Neka je x = 0.

i=0
Iz slucaja I poznato je da je f(0) = 0. Prvih m izvoda funkcije P(z) za x = 0 su:

P(z) = Q"+ ap 12"+ ™

PO) = =0

P'(z) = noa,z" '+ (n—1a, 12" %+ ...+ may,z™!

PO =0

PO(z) = nn—1)apr" 24+ (n—1)(n —2)an_o2" > + ...+ m(m — 1)a,z™ 2
P20O) = 0

PM(z) = (nf—in)!anw"_m + %an,lmn_m_l 4.+ (m;rl)!amﬂx + (m)!ay,

PM(0) = mlay,

Na osnovu prethodnog se dolazi do zakljucka da u slucéaju da je P(0) = 0 polinomska
funkcija rastuca ako i samo ako je koeficijent uz term najnizeg stepena ¢iji koeficijent
je razli¢it od nule pozitivan.

Oslanjajuci se na slucaj I i IT algoritam posOriInc utvrduje da li je polinomska funkcija

pozitivna u tacki x = 0 ili rastuéa u desnoj okolini tacke z = 0 u slucaju da je P(0) = 0.

60



Algoritam 13 Algoritam Natural approach za jednostruku aproksimaciju

1: procedure NATAPPRSINGLESIDE(f(x), §, XTI, precision)

2 \\f(z) - Miksovano trigonometrijsko polinomska funkcija

3 \\0 - Granica. f(x) >0,z € (0,9)

4 \\ZI - Granica stepena Tejlorovih razvoja zamene

5: \\precision - Minimalni broj decimala tacnosti za aritmeticke proracune

6

7 g(z) = trans formMultiple Angles(f(x))

8 minTl = calculateMinimalTl(g(x),0) \\ Vraca niz
9 if max(minTl) > ¥l then

10: return Greska preniskog stepena Taylorovih razvoja
11: end if
12: h(z) = setupTransformations(g(x))

13: iterations = setuplterations(h(x), minTl, %) \\ Vraca niz

14: maxX =0
15: mazxT(z) =0

16: for all it from iterations do

17: T'(x) = generatePolynomial(h(x), it)
18: if posOrInc(T(x)) then

19: Ts = shortenPoly(T (x), precision) \\ Vraca niz
20: for all 7, from T do

21: if Sturm(T,,(z),0,9) then
22: return (7,,(x), )

23: end if

24: xg = firstRoot(T,,(x),0,0)

25: if xy > mazrX then

26: maxX = xg

27: mazT (z) = T,,(z)

28: end if

29: end for

30: end if

31: end for

32: return (mazT(x), maxX)

33: end procedure

Opisimo izvrsavanje prethodno prikazanog algoritma sa posebnim osvrtom na
korektnost pojedinih koraka. U prvom koraku MTP funkciju f(x) transformisemo iz
oblika stepena sinusnih i kosinusnih funkcija u oblik visestrukih uglova. Slede¢i korak
je utvrdivanje minimalnih stepena Tejlorovih razvoja za sinusne i kosinusne funkcije

koji su neophodni za ispravnu aproksimaciju za = € (0,6). Kao rezultat ovog koraka se
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vraca niz nenegativnih celobrojnih vrednosti minTl. Korektnost ovog koraka je ana-
lizirana u poglavlju [3.2.3] Posle ovog koraka sledi provera da li neka vrednost iz niza
minT'l prevazilazi vrednost Tl koja je prosledena algoritmu kao ulazni podatak kojim
odredujemo maksimalni stepen Tejlorovog polinoma koji aplikacija moze da koristi.
U ovom koraku postoji moguénost da €I nema dovoljno veliku vrednost, pa se u tom
slucaju vraca poruka o neophodnosti pove¢anja vrednosti Tl, sto obezbeduje korektnost
ovog koraka. U slede¢em koraku se vrsi smena sinusnih i kosinusnih funkcija sa odgo-
varaju¢im klasama Tejlorovih razvoja koriséenjem funkcije setupTransformations.
Smena se vrsi prema postupku opisanom u poglavlju [3.2.4] ¢ime je obezbedena ko-
rektnost ovog koraka. Sledi korak u kom se poziva funkcija setuplterations kojom
se generiSu sve moguce varijacije indeksa koji ¢e se primenjivati na klase Tejlorovih
razvoja definisanih u prethodnom koraku: ki € {kmin1, kmina + 1,...maxTl}, ke €
{kmin2, kmina+1,...maxTl}, ... ky € {kminn, kminn+1,...mazTl}. Pre razmatranja
svih dostupnih varijacija k indeksa, postavljaju se inicijalne vrednosti maxX = 0 i
mazT(x) = 0.

Za svaku pojedinacnu iteraciju ¢t iz niza varijacija k indeksa iterations prolazimo
kroz niz koraka koje opisujemo. Prvi korak je formiranje polinomske funkcije T'(x)
uvodenjem konkretnih vrednosti indeksa iz it u klase Tejlorovih razvoja koje su defin-
isane u h(x). Nakon ovoga sledi provera koriséenjem algoritma posOrInc da li je poli-
nomska funkcija T'(z) za x = 0 pozitivna ili rastuéa u desnoj okolini tacke z = 0.
Ukoliko ovaj uslov nije ispunjen, polinomska funkcija 7'(x) se dalje ne razmatra, $to
obezbeduje korektnost da se razmatraju samo nanizne aproksimacije MTP funkcije
koje su u desnoj okolini tacke x = 0 pozitivne. Za takve polinomske funkcije se
generise niz polinoma skrac¢enih koeficijenata Ti(x) na osnovu algoritma shortenPoly
za T'(x) i ulazni podatak precision. Ovako dobijene aproksimacije su nanizne (kao
sto je prikazano u poglavlju , sto obezbeduje korektnost ovog koraka. Nadalje se
izvrsavaju isti koraci za svaki polinom T,,(x) koji je element niza Ts(x).

Polinom 7,,(x) je polinom sa racionalnim koeficijentima. Samim tim, moguce je

pozivom algoritma Sturm odrediti da li polinom za x € (0,d) nema nula. Ukoliko je
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prethodni uslov ispunjen, polinomska funkcija 7;,(z) ispunjava nejednakost
f(x) > Tn(x) 20

za x € (0,9), sto dokazuje pozitivnost posmatrane MTP funkcije na tom intervalu.
U slucaju kada prethodni uslov nije ispunjen, prvi korak je trazenje prve pozitivne
nule xy na ovom intervalu prema algoritmu firstRoot cije je korektnost razmatrana
u poglavlju [3.2.1] Nakon ra¢unanje vrednosti xy vrsi se provera da li je vrednosti g
veca od najvec¢e do tada odredene vrednosti za xy. U slucaju kada je nova vrednosti z
vec¢a od prethodno dobijene, ona se belezi kao novi do sada najbolji dobijeni rezultat,

a polinomska funkcija 7,,(z) kao najbolji dobijeni parcijalni dokaz nejednakosti
flx) >Ty(z)>0

za x € (0,z9) C (0,9). Ukoliko se prolaskom kroz sve varijacije vektora k indeksa
ne naide na potpun dokaz za x € (0,0), kao rezultat rada algoritma se vrac¢a najbolji

pronadeni parcijalni dokaz.

3.3.2 Dvostrano dokazivanje MTP nejednakosti

Algoritam za dvostrano dokazivanje MTP nejednakosti (prikazan kao algoritam
koristi u toku izvrsavanja iste algoritme kao i algoritam za jednostrano dokazivanje
MTP nejednakosti .

Tok ovog algoritma je veoma slican koracima algoritma opisanog u prethodnoj sek-
ciji. Prvi korak ¢ini definisanje funkcije za desnu stranu dokaza kao f,.(z) = f(J — z).
Nakon definisanja funkcije desne strane dokaza, za obe funkcije se vrsi transformacija
na visestruke uglove koriséenjem algoritma opisanog u poglavlju [3.2.4] Sledeéi korak
je utvrdivanje minimalnih stepena Tejlorovih razvoja za sinusne i kosinusne funkcije
koji su neophodni za ispravnu aproksimaciju za x € (0,0). Kao rezultat ovog koraka se
vrac¢a niz nenegativnih celobrojnih vrednosti minTl. Posle ovog koraka sledi provera
da li neka vrednost iz niza minT'l prevazilazi vrednost Tl koja je prosledena algoritmu
kao ulazni podatak kojim odredujemo maksimalni stepen Tejlorovog polinoma koji ap-

likacija moze da koristi.
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Algoritam 14 Algoritam Natural approach za dvostruku aproksimaciju
1: procedure NATAPPRDOUBLESIDED(f(z), 0, TI, precision)
2 \\f(z) - Miksovano trigonometrijsko polinomska funkcija
3 \\0 - Granica. f(x) >0,z € (0,9)
4 \\ZI - Granica stepena Tejlorovih razvoja zamene
5: \\precision - Minimalni broj decimala tacnosti za aritmeticke proracune
6
7
8
9

fr(x) = (6 — )

gi(z) = transformMultiple Angles(f(x))
: gr(x) = trans formMultiple Angles(f.(x))
10: minTl = calculate MinimalT(g,(z), g-(x),J) \\Vraca niz

11: if max(minTl) > Tl then

12: return Greska preniskog stepena Taylorovih razvoja

13: end if

14: hi(x) = setupTrans formations(g;(x))

15: h.(x) = setupTrans formations(g,(x))

16: iterations = setuplterations(h(x), h.(z), minTl, ZI) \\Vraca niz
17: maxArea =0

18: maxX; =0, mazrX, =0
19: maxT)(x) =0, maxT.(z) =0

20: for all it from iterations do

21: T,(z) = generate Polynomial (hy(x), it)

22: T, (x) = generatePolynomial(h,(x), it)

23: if posOrInc(1},,(z)) and posOriInc(T, ,(z)) then

24: T, s(z) = shortenPoly(T(z),n), T, s(x) = shortenPoly(T,(x),n)
25: \\ Vraca niz

26: for all 7} ,,(x) from T} ,(z) do

27: for all 7, ,,,(x) from T, ,(x) do

28: 210 = firstRoot(1},,(x),0,0), x.o= firstRoot(T,,(z),0,0)
29: if 2,0 + 2,0 > 0 then

30: return (77,,(x), x10, Tym(x), 2,0)

31: else

32: if 2,0 + x,0 > marArea then

33: maxArea = x;0 +

34: marX; = x19, marX, = Tpg

35: mazxT)(z)(x) =T .(x), maxT,(x)(x) =T, .(x)
36: end if

37 end if

38: end for

39: end for

40: end if

41: end for

42: return (mazT)(z), maxX;, mazxT,(x), maxX,)

43: end procedure
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U ovom koraku postoji moguénost da €I nema dovoljno veliku vrednost, pa se u tom
slucaju vraca poruka o neophodnosti pove¢anja vrednosti €I, sto obezbeduje korektnost
ovog koraka. U slede¢em koraku se vrsi smena sinusnih i kosinusnih funkcija sa odgo-
varaju¢im klasama Tejlorovih razvoja koriséenjem funkcije setupTransformations.
Sledi korak u kom se poziva funkcija setuplterations kojom se generisu sve moguce va-
rijacije indeksa koji ¢e se primenjivati na klase Tejlorovih razvoja definisanih u prethod-
nom koraku: k1 € {kmin, kming + 1, ... maxTl}, ky € {kmin2, kmin2 + 1,...mazTl},
ooy kn € {kminn, kminn + 1, ... maxTl}. Pre razmatranja svih dostupnih varijacija k
indeksa, postavljaju se inicijalne vrednosti maxArea = 0, maxX; = 0, mazxX, = 0,
mazxT)(z) =01 mazT,(z) =0.

Za svaku pojedinacnu iteraciju ¢t iz niza varijacija k indeksa iterations prolazimo
kroz niz koraka koje opisujemo. Prvi korak je formiranje polinomskih funkcija 7;(z) i
T.(z) uvodenjem konkretnih vrednosti indeksa iz it u klase Tejlorovih razvoja koje su
definisane u hy(x) i h,.(z). Nakon ovoga sledi provera koriséenjem algoritma posOriInc
da li su polinomske funkcije 7;(z) i T,.(z) za © = 0 pozitivne ili rastuée u desnoj
okolini tacke x = 0. Ukoliko ovaj uslov nije ispunjen, polinomske funkcije 7;(z) i
T.(z) se dalje ne razmatraju, sto obezbeduje korektnost da se razmatraju samo nanizne
aproksimacije MTP funkcije koje su u desnoj okolini tacke x = 0 pozitivne. Za takve
polinomske funkcije se generisu nizovi polinoma skracenih koeficijenata 7j s(x) i T} 5(x)
na osnovu algoritma shortenPoly za T)(x), T,(x) i ulaznog podatka precision. Nadalje
se izvrsavaju isti koraci za svaku kombinaciju polinoma 7; ,,,(x) i T}, () koji su elementi
nizova 1} 4(z) 1 T} 5(x).

Prvi korak je trazenje prvih pozitivnih nula x;0 1 2, za polinome 7; () i T, 4(2)
za x € (0,0) prema algoritmu firstRoot. Nakon toga se vrsi provera da li je zbir x;q i

xro veci od granice d. Ukoliko jeste, to je dokaz postojanja tacke x = c gde je
Tis(c) =T, 5(6 —¢)
c <0

c>0— Ty
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pri cemu
f(x) > T 5(x) >0
zax € (0,c) 1
flx)>T, (0 —x)>0
za x € (c,0). 1z ovog razloga se vrednosti 1} ,,(z), z10, Trm(2), 2,0 vracaju kao rezultat
rada algoritma.

Ako prethodni uslov nije ispunjen, vrsi se provera da li je zbir z;9 1 2,0 veéi od
najvece do tada odredene vrednosti zbira. U slucaju kada je nova vrednosti ;o + x,
veca od prethodno dobijene, ona se belezi kao novi do sada najbolji dobijeni rezultat, a
polinomske funkcije 7 s(z) i T} s (), 1 vrednosti x; 1 2, ¢ kao najbolji dobijeni parcijalni
dokazi nejednakosti

f(@) > Ty s(x) >0
za x € (0,2,0) C (0,9) 1
flx)>T, (0 —2x)>0
za v € (0 — x,0,0) C (0,0). Ukoliko se prolaskom kroz sve varijacije vektora k indeksa
ne naide na potpun dokaz za x € (0,0), kao rezultat rada algoritma se vrac¢a najbolji

pronadeni parcijalni dokaz.

3.3.3 ProsSirenja osnovnog algoritma

U okviru ovog poglavlja ¢e biti razmatrana neka prosirenja osnovnog algoritma. Ova
prosirenja su nastala u praksi prilikom upotrebe algoritma na neke otvorene probleme
i prilikom implementacije algoritma u racunarskoj aplikaciji. Dalja prosirenja ¢e biti

predmet buducih istrazivanja.
Logaritamsko miksovano polinomsko trigonometrijske funkcije

U okviru rada [5] je prikazana klasa logaritamsko miksovano polinomsko trigonometrij-

ske funkcija (LogMTP klasa) definisana kao

F +ZP hl f] )) 0,
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gde je Pj(x) realna polinomska funkcija stepena k; a f(z) i f;j(x) MTP funkcije takve
da f(z) > 01 fj(x) >0zax € (O, g) U navedenom radu je definisan postupak za

dokazivanje LogMTP nejednakosti oblika
F(z)>0

za x € (0,9). Ako se pretpostavi da je stepen nula polinoma -1 pokazano je da je
FEH(z) izvod funkcije F(z) koliénik dve MTP funkcije, gde je K = max{k;|j =
1,...,m}. Odatle se definise dokazivanje MTP funkcija kao sledece

Neka je @ : (0,9) — R (6 >0), (K+1)-puta diferencijabilna funkcija (K € NU{0})
takva da

() lim &(z) >0,

(17) xllr&(b(j)(x) > 0 vazi za svako j € {1,2,..., K},
(4ii) ®FH (1) > 0 za 0<x<c gde je ¢ € (0,4].
Onda za 0 <z < ¢ vazi nejednakost
O(z) >0
Dokazivanje F(z) > 0 se odavde oslanja na dokazivanje MTP funkcija koje je veé

prikazano u okviru ove glave.

Prosirena klasa MTP funkcija

Osnovna klasa MTP funkcija je definisana sa
flz) = Zn: a;xP sin? x cos™ x. (3.9)
i=1
gde sua € R, p;,q;,m; € Ng. U praksi i radovima je moguce pronadi Siru klasu funkcija
g(x) = Zn: oy P ﬁ sin® B;;x cos™ f;;x.
i=1 j=1

za o; € R, pi,qij,mi; € NoiBij € N, koja je klasa realnih analitickih funkcija. Koristeci

opstepoznate formule

n/2

sinnf = -1 ol cos" * fsin* 0
k

i=0, k=2i+1
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n/2

cosnf = Z (—1)§ (Z) cos" ¥ fsin* 0

i=0, k=2i

moguce je izvrsiti transformaciju funkcije iz ove prosirene klase MTP funkcija u stan-

dardni oblik MTP funkcije.

Algoritam 15 Algoritam transformacije u MTP funkciju

1: procedure TRANSFORMTOMTP(f(x))

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

\\ f(x) - Funkcija iz prosirene klase MTP funkcija
\ \oblika Z o 1P H1 sin? f3;;x cos™ [

i=1 j=
g(x) =0
n = length(f(x)) \\Broj sabiraka funkcije f(x)
forv=1ton do
t(x) = fi(x) \\Vraca i-ti sabirak funkcije f(x)
h(z) = t.oz'Pi
m = length(t(x)) \\Vrac¢a broj umnozaka i-tog sabirka

\ \funkcije f(x) pored «; i =P
for j =1 tom do
if t.¢; # 0 then
H(z)=0
for k =1tot.3; by 2 do
H(z)=H(z)+ (-1)'= (") cost ik z sin* o
end for
h(x) = h(z)H (x)"%
end if
if ¢.r; # 0 then
H(z)=0
for k =0 to t.5; by 2 do
H(z) = H(z) + (—1)2 (") cost¥i =k x sin* &
end for
h(z) = h(x)H (x)""
end if
end for
9(z) = g(z) + h(z)
end for
return g(z)

31: end procedure
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Prosirenja algoritma smene Tejlorovim razvojima

Algoritam 16 Algoritam za transformaciju analitickih funkcija u Tejlorove razvoje
1: procedure SETUPTRANSFORMATIONSEXTENDED(f(x))

22 \\f(z) - Funkcija oblika f(z) = > aza? 72, hij(x)
=1

3: \\ gdesua; € R, p; € Ny, Bi; € N igde je g;;(z) neka analiticka funkcija.
4:

5 g(x)=0

6: =1

7 for i =1 to length(f(x)) do

8: t(z) = fi(z) \\ Vraca i-ti sabirak funkcije f(z)
9: h(z) = t.ax'Pi

10: for j =1 to length(t(z)) do

11: if 7 =1and t.a <0 then

12: h(z) = h(z) - AL (¢.6,2)

13: else

14: h(z) = h(z) - AL (1.5,2)

15: end if

16: end for

17 g(x) = g(x) + h(z)

18: end for
19: return g(z)
20: end procedure

U oviru poglavlja je opisan algoritam setup Transformations koji vrsi smenu si-
nusnih i kosinusnih funkcija sa odgovaraju¢im Tejlorovim razvojima radi formiranja
nanizne aproksimacije MTP funkcije. Ulaz algoritma koji je opisan u tom poglavlju je
funkcija koja je rezultat algoritma transformacije stepenih sinusnih i kosinusnih funkcija

u oblik visestrukih uglova. Izlaz iz ovog algoritma ima oblik
f(x) =) au?g(x)
i=1

gde je g(z) = sin gz ili g(x) = cos fiz za a; € R, p; € Noi 5; € N.
Radi buduc¢ih prosirenja prikazanog glavnog algoritma u ovom poglavlju je prikazan

modifikovan algoritam (|16)) sa Sirom klasom funkcija od MTP funkcija. Ova sira klasa
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funkcije ima oblik
h(x) = [ [ b (Bi)
i=1 j=1

za o € R, p; € Ny, fij € N igde je h;j(z) neka realna analiticka funkcija koja ima

navisnu i naniznu polinomsku aproksimaciju.
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Glava 4

Primer upotrebe sistema SimTheP

U okviru ove glave su prikazane primene sistema SimTheP na ve¢em broju radova
iz literature. Prva dva poglavlja detaljno analiziraju funkcionisanje sistema na dva
primera iz literature. Naredno poglavlje prikazuje radove gde je sistem (ili njegovi de-
lovi) izmedu ostalog upotrebljen za resavanje nekih otvorenih problema iz literature.
Poslednja poglavlja se fokusiraju na veliki broj radova iz literature u kojima su nejed-
nakosti dokazivane koriS¢enjem veoma velikog broja metoda, a koje su se sve mogle

zameniti sistemom SimTheP.

4.1 Primer I

Za prvi primer primene algoritma ¢e biti upotrebljena Teorema 1. iz rada Linga Zhua:

A new simple proof of Wilkers inequality [123].

Teorema 1.

T

. 2
(sma:) I ta;x <9

zal<x<Z
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f(z) = sin® (z) cos (z) 4+ z sin (z) — 2 2% cos (z)

Slika 4.1: Grafik funkcije f(z) = rsinz — cos® x + cosx — 222 cos

Prvo transformisimo nejednakost

sin® x sinx

—2>0

2 T COST

sin? cosz + z sinx — 222 cos x

>0

z2cosx

Dovoljno je dokazati da je
f(z) =sin*xcosz + rsinz — 22% cosx > 0.

Funkciju f(x) mozemo napisati kao

f(x) = (1 — cos®x) cos(x) + zsinz — 22% cos

f(x) = zsinx — cos® z + cosx — 222 cos x

Kako bi uklonili cos® z iz f(x) koristimo smenu cos® z = % cos (3x) + z cos ().

flz) = —icosiﬂ—i— (i —22%) cosx + wsinx

Koristec¢i Tejlorove razvoje umesto funkcija sinz i cos z, dolazimo do

1 1 i
Prspabas(0) = =3 Tl () + 3 T (@) = 20° T (0) + 2 T ()
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Neophodno je utvrditi koje su minimalne vrednosti k-indeksa koje mozemo koristiti za
dobijanje kvalitetnih aproksimacija. Koristeéi opisani algoritam vraca se niz (1,0, 0,0).
Ovo znaci da za k; vrednost ne sme biti ispod 1 kako bi se koristila ispravna aproksi-
macija.

Posto je f(xz) > P(z), dovoljno je dokazati da je Py, gy ks () > 0za x € <0, g) da bi
pokazali da je f(x) > 0zax € (O, g) :

Vrednosti ki, ko, k3, ks koje ispunjavaju uslov da je Py, g, kska(2) > 0 za © € (O, g)

dobijamo pretragom.

Pretragu kreéemo za vrednosti k; = 1, 1 ko, k3, ks € {0,1}.

Tabela 4.1: Pretraga vrednosti za k1 = 1, i ko, k3, ka € {0,1}

Pretraga vrednosti k1, k2, k3, ka
.. Kontrolna vrednost
ki1, k2, k3, kq Prey ko k3,kq (T) ]Igulefunkm(];) za znak :
F1oka ks, ka Py e kg ke (0-1)
1,0,0,0 —97/962% 0 —0.000101041667
1,0,0,1 —1/504028 + 1/1202% — 97/962% 0 —0.000101033336
1,0,1,0 —1/1225 — 1/962% 0 —0.1124997 - 10—°
1,0,1,1 —1/50402% — 3/402% — 1/962% 0 —0.1116666 - 10—
1,1,0,0 —1/28802% — 22 0 —0.000100000347
1,1,0,1 —1/5040x% + 23/28802% — z* 0 —0.000099992016
1,1,1,0 —241/28802° 0 —0.83677 - 10—
1,1,1,1 —1/50402% — 217/2880x° 0 —0.75346 - 10~ 7

Mozemo videti da pretraga nije dala nijedan pozitivan rezultat, pa proSirujemo pretragu
na kl € {1, 2}, kQ, kg, k4 € {O, 1, 2}

Tabela 4.2: Pretraga vrednosti za k1 € {1,2}, ko, k3, ks € {0,1,2}

Pretraga vrednosti k1, k2, k3, ka
—1/3991680012 + 1/362880210
1,0,0,2 —1/50402% + 112025 — 97 /9624 0 —0.000101033336
—1/39916800x12 + 1/362880x1° 5
1,0,1,2 150402 — 3/4026 — 1/962* 0 —0.1116666 - 10
_ 10 8
1,0,2,0 1{210/1162% j;/lg/g’ff’” 0 —0.1124977 - 105
— 10 8
1,0,2,1 1/3%1/6;1%26 fll/?’g/;?fox 0 —0.1116646 - 10~?
—1/39916800x'2 — 17/362880z 10 _5
1,0,2,2 +13/504028 — 3/4025 — 1/962* 0 —0.1116646 - 10
—1/3991680021% + 1/36288021°0
1,1,0,2 _{/504%8 e 23/28/80356 A 0 —0.000099992016
—1/39916800x 2 4 1/362880z ™0 7
L1,1,2 —1/504028 — 217/2880z° 0 —0.75346- 10
_ 10 8
1,1,2,0 1y 20_1263” /2820133{336% 0 —0.83657 - 10—7
— 10 8
1,1,2,1 1/ 2017635;7 /228%)?;/6504% 0 —0.75326 - 10~7
—1/39916800x12 — 17/362880x1° v
1,1,2,2 +13/5040z8 — 217/2880x5 0 —0.75326 - 10
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—1/14515200210 + 1/161280%

1,2,0,0 —1/288026 — 24 0 —0.000100000347
_ 10 _ 8
1,2,0,1 1 145i521(}%§80I63i/ xlf 1280z 0 ~0.000099992016
—1/39916800x'2 + 13/4838400z 10
1,2,0,2 —31/1612802° + 23 /288025 — 24 0 —0.000099992016
_ 10 8
1,2,1,0 1/14515_253/28;0%161280’” 0 —0.83677-107
— 10 _ 8
1,2,1,1 1/145153329;/2883;51612809” 0 ~0.75346 - 107
—1/39916800x12 + 13/48384002 10 v
1,2,1,2 —31/161280x® — 217/28802° 0 —0.75346 - 10
_ 10 8
1,2,2,0 103/2073?%%/2;83;*2/16128035 0 —0.83657 - 107
_ 10 8
1,2,2,1 10y 2073_63{);” /ZSJgOfgg/ 53760z 0 —0.75326 - 10~7
—1/39916800x2 — 227/483840210 _7
1,2,2,2 +139/5376028 — 217/288025 0 —0.75326 - 10
_ 8 6
2,0,0,0 729/ 17229(;”;9(;; 81/320z 0 —0.000100788957
_ 8 6
2,0,0,1 6593/ 161_25;)796;251/ 960z 0 —0.000100780626
—1/3991680012 + 1/3628802 10
2,0,0,2 —6593/16128028 + 251/960x° 0 —0.000100780626
—97/962*
—1729/1792028 4 163/9602° —2.027677244, —0.2495575967, 6
2,0,1,0 —1/96x* 0, 0.2495575967, 2.027677244 —0.872279 10
—6593/161280x% + 57/3202° —2.073176915, —0.2434875382, G
2,0,1,1 —1/96z% 0, 0.2434875382,2.073176915 —(OSEERES - LD
—1/39916800x 12 4 1/362880z ™0
—2.073469697, —0.2434875313
_ 8 6 ) ’ _ . —6
20,12 6593/ 1613?756; 57/320a 0,0.2434875313, 2.073469697 0.863948 - 10
—1/2016021° — 6113/1612808 —2.095665797, —0.2494269388, @
2,0,2,0 +163/9602% — 1/962* 0, 0.2494269388, 2.095665797 —0r e
—1/20160x10 — 1229/3225628 —2.141968160, —0.2433721480, _6
2,0,2,1 157/32025 — 1/96* 0,0.2433721480, 2.141968160 —0.863928 - 10
—1/39916800z12 — 17/362880x1°0
—2.142309265, —0.2433721412
_ 8 6 ) ) _ . —6
2,0,2,2 1229/32351%6;57/32090 0.0.2433721412, 2.142309265 0.863928 - 10
2,1,0,0 —729/1792028 + 91/3602°% — 2% 0 —0.000099747627
2,1,0,1 —6593/161280x° + 47/1802° — z? 0 —0.000099739296
—1/39916800212 + 1/362880x10
2,1,0,2 —6593/1612802° + 47/1805 — 2 0 —0.000099739296
2,1,1,0 —1729/1792028 + 61/360° —2.040886748, 0, 2.040886748 0.169041 - 10~ ©
2,1,1,1 —6593,/1612802% + 8/45x° —2.085390814, 0, 2.085390814 0.177372 - 10~ 6
— 12 10
2,1,1,2 1{ 36%%%3?%2280:811386/255?5 —2.085684550, 0, 2.085684550 0.177372 - 10~
_ 10 _ 8
2,1,2,0 1/20160161/3%%)2%/161280‘” —2.108226772, 0, 2.108226772 0.169061 - 10—6
_ 10 _ 8
2,1,2,1 1/20160’”+8/4§§§9/32256’” —2.153579297, 0, 2.153579297 0.177392 - 10~
_ 12 _ 10
2,1,2,2 1/5919212698/%02962563581l/83/64258x860x —2.153921325, 0, 2.153921325 0.177392 - 10—6
—1/1451520021°
2,2,0,0 —41/1008/358 +91/36026 — o 0 —0.000099747627
_ 10 _ 8
2,2,0,1 1/ 1451‘1270/01“;016 _1on 2520z 0 —0.000099739296
—1/39916800z12 + 13/4838400z 10
2,2,0,2 10325202 + 47 /18026 — 24 0 —0.000099739296
— 10 _ 8
2,2,1,0 1/145152002 41/1008z —2.041035096, 0, 2.041035096 0.169041 - 10~

+61/3602°
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_ 10 _ 8
2,2,1,1 L ARENE e 6103/ 2520z —2.085541339, 0, 2.085541339 0.177372 - 10~
+8/45x
—1/39916800x'2 + 13/48384002 10 _6
2,2,1,2 _103/25202° + 84525 —2.085835177,0, 2.085835177 0.177372 - 10
—103/2073600x™0 — 191/50402% _6
2,2,2,0 +61/3602 —2.108388827, 0, 2.108388827 0.169061 - 10
2,2,2,1 | —103/2073600x10 — 4/1052% + 8/452° —2.153743532, 0, 2.153743532 0.177392 - 106
—1/3991680022 — 227/48384002 10
2,2,2,2 —4/10525 4 8455 —2.154085684, 0, 2.154085684

0.177392 - 10~6

flz)=— % cos(3z)+ (i —2a°

E ') cos (x) + z sin () ~

\

41 s 169
——— "+ T
1000 1000 \

Slika 4.2: Grafik funkcije f(x) =

1 1 . . . ..
—7 cos 3r + (Z — 22?) cosx + xsinz 1 aproksimacije
_ 169 .6
P32110)(7) = 1000x + T000%

—25sa® 4 o-a® za kombinaciju k indeksa (ki, ks, k3, k4) = (2,1,1,0). Procedura za

Prva polinomska aproksimacija koja je prosla uslov da je P(x) > 0 za = € (O, 2) je
729
utvrdivanje da li je polinomska aproksimacija P(z) > 0 za z € (0

,7—2r) pocinje gene-
risanjem polinoma skracenih koeficijenata na osnovu P(zx)

Prvi polinom skrac¢enih
koeficijenata za P5110(x) je sa koeficijentima skracenim na 3 decimale Ps(211,0)(2) =
10001: + 11060901:6 Koriséenjem Sturmove teoreme, kao §to je prikazano ispod, dolazi se

do toga da postoji samo jedna nula ovog polinoma za x € [O, 2) (posto znamo da je
) —

f(x) =0, lako dolazimo do zakljucka da je ovo i nula polinoma)
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p1=Pspi10(@) = —1i525 + 1omat p(0)=0  pi(5) = 1.019020794

1000 ( ) ( )
P2 = P 0110 (®) = —gp527 + Z5a° p2(0)=0  py (%) =1.957497364
ps = —rem(py, p2) = — 62" p3(0) =0 ps (%) = —0.6346670853
ps = —rem(pa, ps) = — 2L p3(0) =0 ps (3) = —9.696998768

Sledi provera da li je Ps21,1,0)(0) veée od nule ili je funkcija za x = 0 rastuca.
Posmatrajuci koeficijent uz term sa najmanjim stepenom mozemo videti da je pozitivan,

i samim tim je funkcija rastu¢a u desnoj okolini tacke x = 0. Na osnovu toga i ¢injenice

da je

f(x) > Paaao(x) > Ps2,1,10)(2)
dolazimo do toga da Ps1,1,0)(7) = —1552° + 12’ dokazuje da je f(z) > 0 za
S (0, %)

4.2 Primer II

U svom radu Ling Zhu: On Shafer-Fink inequalities [124] navodi Teoremu 2.

Teorema 2.

3 T

—— <arcsing < —————
241 —22 T 241 — 22
zaO0 <z <1

Prvo uvodimo smenu x = sint,t € (0, g)

3sint << wsint
24cost — T 2+ cost

Dokazac¢emo desnu stranu nejednakosti

msint — t(2 + cost) >0

D($) - 2+ cost -
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f(t) = msint — tcost — 2t

Slika 4.3: Grafik funkcije f(t) = wsint — tcost — 2t

Dovoljno je dokazati
f(t) =msint —tcost —2t >0
Posto je f (g) = 0, aproksimacije f(t) ne mogu da ispunjavaju uslov P (g) > 0 pa se
formira
g(t) :f(g—t) = cost — (g—t>sint—ﬂ+2t
Koristeci Tejlorove razvoje umesto funkcija sinx i cos z, dolazi se do
Py(t) = Prpo o (#) = 7T 33705 () — 47 " (1) — 2t
Po(t) = P (0) = w T35 (0) = (5 =) Tl () = + 21
Kako bi bili sigurni koje su minimalne vrednosti k£ indeksa koji ocuvavaju kvalitet
aproksimacije, koristi se za to definisani podalgoritam. Posto algoritam vrac¢a niz
(k1, ko, k3, kq4) = (0,0,0,0), moze se zakljuciti da je svaka pozitivna vrednost k indeksa
odgovarajuca.
Vrsimo pretragu vrednosti ki, ko, k3, k4 takvih da su ¢; i t; prve pozitivne nule P (t)
i Pp(t), idajet, +1t5 > g Takode pretrazujemo za Pp(t) i Pp(t) takvih da je prvi

nenulti izvod pozitivna vrednosti u t = 0 za obe funkcije.
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Tabela 4.3: Pretraga vrednosti za ki, ko, k3, kg € {0,1}

Pretraga vrednosti k1, ko, k3, ka

%1, k2, k3, k4 Pr o102 (D) Nule od Py pa(D) Pr e152(01)
Zbirprve
pozitivnenenule
Py, k3,ka(t) Nule od Pg 3 4 (t) Pg,k3,k4(0-1) Pt 1 m2(t)i
Py k3.ka(t)
0,0,0,0 "1/6763 + (7 — 3)¢ ~0.5200212009, 0, 0.5200212009 0.0136356666
(—1/27 + 1)¢2 4 (2 — 1/2m)t 0,0.7519383933 0.0372124040 1.2719595942
0,0,0, 1 "1/676° + (r — 3)¢ —0.5200212009, 0, 0.5200212009 0.0136356666
1/120t% — 1/2407t°
—4.757581283,0
4 3 sy Uy
N 1/—21/iz1):-21+/1ém e e s I 0.0374574142 1.4246251677
— s — ™
0,0,1,0 "1/67t° + (7 — 3)t ~0.5200212009, 0, 0.5200212009 0.0136356666
a @ A —4.857828137, —2.717556036, 0,
v < 12t 0.9325042648, 1.577464032, 0.0372254897 1.4525254657
+(=1/27 + 1)t* + (2 — 1/2m)¢ 5.065415876
0,0, 1,1 "1/6763 + (n — 3)¢ —0.5200212009, 0, 0.5200212009 0.0136356666
(—1/7207 + 1/120)t5 — 1/240mt>
g T —4.340708077, 0,
++((_11//2;1:; 11)/7562)1 (J; 1_/5;;” e 0.0374704999 2.0722145739
_ 153 _ 3
0,1,0,0 1/24¢ j_((ﬁ yg; +1/2)t —1.257722676, 0, 1.257722676 0.0141352499
(—1/27 + 1)62 + (2 — 1/2n)t 0, 0.7519383933 0.0372124040 2.0096610693
5 3
0,1,0,1 —1/24¢ i((;i@; +1/2)¢ —1.257722676, 0, 1.257722676 0.0141352499
1/120t% — 1/2407t®
1 3 —4.757581283, 0,
o l/gl/itl):rzl_(léwt Jamye 0.9046039668, 4.860200935 0.0374574142 2.1623266428
— v — U
_ 153 _ 3
0,1,1,0 1/24¢ j_((ﬁ i@; +1/2)t —1.257722676, 0, 1.257722676 0.0141352499
_ a a —4.857828137, —2.717556036, 0,
1A < 1 /2 0.9325042648, 1.577464032, 0.0372254897 2.1902269408
(=1/2m 1)t o (2 = 1/27)¢ 5.065415876
153 3
0,1,1,1 —1/24 j‘_((;i/g)’;“' 1/2)t —1.257722676, 0, 1.257722676 0.0141352499
(—1/7207 + 1/120)t5 — 1/240mt®
—4.340708077, 0
4 3 Yy
:((—11//224:; 11)/t(32)t+ (; i/ij;r:r)t I ety ar B 0.0374704999 2.809916049
= 7 5
1,0,0,0 1/?(/);10:31; ++( 1/1230;t —0.5235986848, 0, 0.5235986848 0.0136359283
L1 /6m .
(—1/27 + 1)62 + (2 — 1/2m)t 0,0.7519383933 0.0372124040 1.2755370781
— 7 5
1,0,0,1 1/?(/)207;; ++( 1/1230)7? —0.5235986848, 0, 0.5235986848 0.0136359283
L1 /6n .
17120t — 1/2407t®
—4.757581283,0
4 3 Yy
N 1/_21/it1)2_21+/1(§m o AR I 0.0374574142 1.4282026516
— ™ — ™
— 7 5
1,0,1,0 1/?(/);10:31; ++( 1/1230;t —0.5235986848, 0, 0.5235986848 0.0136359283
L1 /6m .
a a 2 —4.857828137, —2.717556036,
1 e <= 1 /2t 0, 0.9325042648, 0.0372254897 1.4561029496
+(=1/27 + 1)t7 + (2 — 1/27)t 1.577464032, 5.065415876
— 7 5
1,0,1,1 UT%O’S ++( 1/1230;? —0.5235986848, 0, 0.5235986848 0.0136359283
1 /6n o
(—1/7207 + 1/120)t5 — 1/2407¢°
K a —4.340708077, 0,
++((11//2;17r; 11)/t62)j_ (J; 1/3;t)t B Yoy B 0.0374704999 2.0757920578
— s — ™
_ 7 _ 5
1,1,0,0 1+/(50411%t :1(/12/)1;0:( 1/23‘3* ~1.509626822, 0, 1.509626822 0.0141355116
1 /6m i
(—1/27 + 1)¢2 4 (2 — 1/2m)t 0,0.7519383933 0.0372124040 2.2615652153
_ id _ 5
1,1,0,1 1/(50??? :1(/12/)1;01( 1/23? —1.509626822, 0, 1.509626822 0.0141355116
1 /6m .
1/120t5 — 1/2407t®
A 2 —4.757581283, 0,
" 1/;1/it1):r21+{1(§ﬂt e 0.9046039668, 4.860200935 DB Zllesses
— s — ™
_ 7 _ 5
1,1,1,0 1/(50‘112? :1(/12/)?%( 1/23‘3‘ —1.509626822, 0, 1.509626822 0.0141355116
1 /6m i
_ a a —4.857828137, —2.717556036,
; 12/720’1” ot 1/224“f ) 0,0.9325042648, 0.03722548970 2.4421310868
+(=1/27 + 1)t" + (2 — 1/2m)t 1.577464032, 5.065415876
= g — 5
1,1,1,1 1/5040mt" 4 (1/120m —1/24)t —1.509626822, 0, 1.509626822 0.0141355116

+(=1/67 4+ 1/2)t3 4 (7 — 3)¢
(=1/7207 + 1/120)t5 — 1/240mt>

+(1/24n — 1/6)t* + 1/127t3

+(—1/27 + 1)t% + (2 — 1/27)t

—4.340708077, 0,
1.552193373, 2.944705602

0.0374704999

3.061820195
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3
Mozemo primetiti da se za (ky, ko, k3, k4) = (0,0, 1, 1) javljaju prvi Pr(t) = % +(r—

0= (<) S () T () (o)
3)t1PD(t)—(720+120> 240+ : + +(—=+1)2+ (2 2t

koji ispunjavaju pomenute uslove. Provera je izvrsena tako sto su generisani polinomi

skra¢enih koeficijenata za obe polinomske aproksimacije. Veé¢ kod aproksimacija sa

ot Lo : _ 13143 | 141 3 46 _ T 45 _
koeficijentima skra¢enim na 3 decimale (Pp3 = 555t T 1000t 1 Pp3 = 1egot =05t
ﬁtA‘ + 1206010 — %tz + %t) mozemo primetiti da je zbir vrednosti prve dve nule ¢7, 3 ~

0.5187...1tps ~ 1.4321..., koje su dobijene prethodno opisanim algoritmom, daleko

prevazisao neophodnu vrednost 13 +tp3 = 0.5187... +1.4321... = 1.950... > 7.

Kako vazi da

f(t) > Pp(t) > Pps(t),t € (0,t13)

10 (5 4) > s (5 -1) 2 (5100

131 t3 + 141 —

pri ¢cemu t;3 > § — tp3 moze se smatrati da su Pp3(t) = —5; oot 1 Pps(t) =

oot — 25517 — gott 4 20543 — 242 + 284 dokazuju pocetnu hipotezu da je f(¢) >0

zat € (0,%) i samim tim iz —aresine > 0 za x € (0,1).

Slika 4.4: Grafik funkcije f(¢) i aproksimacija Pr(t) i Pp (3 — t)
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4.3 Resenja nekih otvorenih problema primenom
sistema SimTheP

U okviru ovog poglavlja bi¢e prikazani neki radovi u kojima je upotrebljen prikazani
sistem SimTheP. Radovi [125] - [133] upotrebljavaju prikazane algoritme, ali ¢e paznja

biti posve¢ena radovima gde je autor ovog doktorata jedan od koautora, poput radova

51, [ - [

4.3.1 Neke napomene u vezi sa metodom dokazivanja nejed-
nakosti
racunarom [1]

U okviru rada [I] su prikazane neke osnovne ideje dokazivanja nejednakosti sa elemen-
tima klase MTP funkcija upotrebom Tejlorovih razvoja. Jedna od teorema prikazanih
u ovom radu je i teorema 2.7 koja je navedena na slede¢i nac¢in

Teorema 2.7 Za 0 < x < 7/2 vaze sledeée nejednakosti:

w2 2\ 4 72
a To o - 4 2 2
? (18 3) 13 FAT ez
w2 — 4a? < <

w2 — 42 T

1 1 2
tan 2x6+§x4—ﬁx2+7r2 2\
<
x w2 — 4 x? (7r2 - 4x2)

sa konstantama o = % =0.822467 ...i=1.
Ne zalazec¢i u detalje dokaza, koji su prikazani u ovom radu, tvrdenje je dokazano na

osnovu sledeéih stavova.
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Uvedimo sledeée oznake

file) = <7r2i4m2)

falz) = (5-5)=+(F-)z+n

w2 — 422
tanx
fa(x) = . 2
_1 6 1 4 _ 7™ 2 2
fi(r) = 7 +s TR +
) w2 — 4 22
T
fs(z) = w2 _ A2

1. Nejednakost fo(x)> fi(z) ekvivalentna sa In fo(z) > In fi(z) (posto za z € (0, %)
vazi fo(x), fi(z) > 0). Dalje se dokazivanje da je In fo(z) > In fi(z) svodi na

dokaz da je ispunjeno

(In fo(x) — In f1(2))

2(r1-144)°
3((m2—12)z*+ (672 —72)x2+1872) (w2 —4x?)

> 0

za T € (0, %), Sto se lako proverava na nivou polinomskih nejednakosti.

2. Nejednakost f3(z)> fo(x) je taéna na osnovu algoritma prikazanog u okviru ovog

doktorata.

3. Nejednakost fy(x)> f3(z) je tatna na osnovu algoritma prikazanog u okviru ovog

doktorata.

4. Nejednakost f5(z)> fi(x) predstavlja proveru znaka polinomske funkcije. [

4.3.2 Resenje dva otvorena problema Cao-Ping Cena
za inverzno trigonometrijske funkcije [2]

U radu [2] su razmatrana dva otvorena problema koje je prethodno definisao Cao-Ping

Cen (Chao-Ping Chen) u svom radu.
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Otvoreni problem 1

Ako je 0 <z < 1, onda

: 2 2
arcsin x arctan x ™4+ 7T—8
( ) + <24 T " 3arctanx
™

xT x

2+7T_

gde je konstanta ~ 8 najbolja moguca za klasu

< 2+ cx’arctan x

arcsin x \ 2 arctan z
o +

Dokaz Otvorenog problema 1

Prvi korak u dokazu Otvorenog problema 1 je transformacija nejednakosti u oblik

2 _8 t . 2
f(x) =24+ ~4+m—-3 23 arctan o — arctanz <arcsmx> <0
T = -

za x € (0,1). Potom sledi uvodenje smene z = sint za t € (0,%).

: t?
arctan(sint) — it 0.
S1n

(72 4+ 7 —8)sin*t — 7

mTsint

2+

Na osnovu ovoga je dovoljno dokazati nejednakost
g(t) = 2msin*t + (72 + 7 — 8) sin’t arctan(sint)
— 7 sint arctan(sint) — 7wt > 0
Kako je g(0) = 0i g(%) = 0 potrebno je dvostrano dokazivanje nejednakosti, pa se
dalje dokazivanje deli na dokaz da je g(t) > 0zat € (0,1.1] it € [1.1,%)
Ite(0,1.1]
Dokaz zat € (0, 1.1] poc¢inje definisanjem Tejlorovih razvoja za arkus tangensnu funkciju.

x2k+1

_1\k
( 1) 2k +1

oo
arctan r = Zk—o

Smenom x = sint i uvodenjem razvoja za arkus tangensnu funkciju u izraz se definise

nanizna aproksimacija funkcije g(z) > h(z) kao

hz) = 2msin’t + (n*+m—8)sin’t T3 (sint)
—rsint Tgrctan,o (Sin t) - tQ,

= 2msin’t + (72 + 7 — 8) sin’t (sint — %sin%)

— sint (sint — % sin®t + % sin5t> — T t?
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U daljem delu dokaza se koristec¢i algoritme opisane u poglavlju 3| dokazuje MTP ne-

jednakost h(z) > 0 za x € (0,1.1]. Dolazi se do polinomske funkcije

tﬁ
Pis(t) = 30648618000 Pioft)

gde je
Pyo(t) = (—1073741824 7% —1073741824 7+8589934592) ¢
+ (4026531840 72 +4026531840 7 — 32212254720) £*
+( 12901283850 72 — 12030783492 7T—|—1()3210270800) 6
+(279215036107T 424692768100 m— 223372028880) tt
+( 40801986225 2 — 32614832250 7T—|—326415889800) 12
+(297688891507T 416629713100 7 — 238151113200)
Kako je
g(t) > h(t) > Plﬁ(t) >0
za t = (0,1.1] polinomska funkcija Pig(t) dokazuje originalnu nejednakost za = €
(0,0.832. . .

IIt¢e [1.1, g) U dokazu za t € [1.1, g) prvi korak je definisanje funkcije

gt)=g(E —t) = ((7?2 + 7 — 8) costt — w) cost arctan(cost)

. 9
-7 <§—t> +2mcos’t >0

zat € (O — 1. 1} (0,0.470...]. Dodatno se uvodi nanizna aproksimacija funkcije

2
arctan(cost) kao sledece

t

arctan(cost) > =~ — 3 (4.1)

f
4
zat e [0, g] Na osnovu prethodnog se formira nanizna aproksimacija

g2(t) > ho(t) = ((7r2 +m — 8) cos't — 7r> cost (% — %)

- 2
-7 (5—15) +2mcos?t,

za t € (0,% — 1.1]. Koristec¢i transformacije visestrukih uglova se dobija novi oblik
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funkcije

2 T 1 ™ 72
ha(t) = <(‘*32 T e e _g) cos5t
572 57 5 573 572  5r
(T 5 D e ) eosBt

573 372 577)
_— = —— | cost

572 37 5

3
— 22T
4
nad kojim mozemo primeniti algoritme prikazane u ovom doktoratu. Kao rezultat rada
se dobija

_ (35m* 35w 35\, ( 357 35w° 1w\ o (77
P3<t)_<32 T Z>t+< 64 64 +T>t+<7+4>t

takvo da vazi

92(t) > ha(z) > P3(t) >0

za t € (0,Z — 1.1]. Polinomske funkcije Pig(z) i P3(x) zajedno dokazuju da g(t) > 0

za t € (0,Z). Ovime je dokazano i da je f(z) >0 za z € (0,1). O
Otvoreni problem 2

Ako je 0 <z < 1, onda

9 <arcsinx> i arctan x <34 sm—12 ;1;3 arctan x,

T

gde je konstanta b 12

najbolja moguca za klasu

arcsin x arctan
2( >+ < 3+ cadarctanz,
T

Dokaz Otvorenog problema 2

Prvi korak u dokazu Otvorenog problema 2 je transformacija nejednakosti u oblik

™ T

_ 3
flo) =3+ (57 —12)z° arctanz _ arctanx 9 (arctanx) <0

Uvodedéi smenu x = sint za t € (O, g) se dobija oblik

((5m — 12)sin® ¢ — 7) arctan (sint) 2t

fla) =3+ -

mTsint sint
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Na osnovu prethodnog je dovoljno dokazati da
g(t)=3msint 4 ((5bm — 12)sin* ¢ — 7) arctan(sint) — 27t > 0

za t € (0,3). Kako je g(0) = 01i g (%) = 0 neophodno je dvostrano dokazivanje. U
ovom slucaju ¢e se vrsiti dokazivanje za ¢ € (0,1.3] i ¢ € [1.3,%).
Ite(0,1.3]
Kao i u slu¢aju Otvorenog problema 1 prvi korak je uvodenje Tejlorovih razvoja za
arkus tangensnu funkciju, i time generisanje nanizne aproksimacije funkcije g(z).

g(t) > h(t) = 3wsint + (57 — 12) sin® ¢ T3P0 (gin ¢)

—arctan,0

—n T (sint) — 2mt,
za t € (0,1.3]. Od ove tacke se vrsi dokazivanje MTP nejednakosti h(z) > 0 gde je

h(t) = 3msint + (57 — 12)sin*t (sint - ésin%)
-7 (Sint — ésin?’t—l— ésin%) — 27t >0,

za t € (0,1.3]. Koristedi metode prikazane u ovom doktoratu se dolazi do polinomske

funkcije
t5

Pio(t) =
19(t) 23355859278495744000

P14(t)

gde je

Py(t) = (—56994475926865715 T+ 136786742224477716)2514
+ (397798178918123970 T — 954715629403497528)7512
+ (—2272344207942188160 T+ 5469977974061251584)t10
+ (10002584016180806400 T — 24143557388833935360) t8
+ (—33492109086208281600 T+ 81238161686899875840) t6
+ (811207833866381952007r — 198524461941501696000)t4
+ (— 131515731413434368000 7 + 326982029898940416000)t2
+108604745645005209600 7w — 280270311341948928000.

Posto vazi

g(x) > h(x) > Po(z) > 0,
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za t € (0,1.3], polinomska funkcija Pg(t) dokazuje da g(t) > 0 za t € (0, 1.3], odnosno
f(x) >0zax e (0,09151...).

IIt¢e [1.3, %) Prvi korak dokaza je transformacija
g2(t) = g(g —t) = ((bm — 12) cos’ t — ) arctan (cost)

+3mcost — 27 <g —t> > 0.

zat € (O, 5 — 1.3]. Uvodec¢i naniznu aproksimaciju dobija se

92(1) > ha(t) = (57— 12)cost £ — ) (T~ 1)
+3mcost —2m (g— >7

zat € (0, g — 1.3] . Ostatak dokaza se svodi na primenu prethodno opisanih algoritama
na MTP nejednakost go(z) > 0zat € (O,g — 1.3}. Ovim putem se dobija polinomska
funkcija

2
Py(t) = (57 —12)* + (= 20+ 2T £ 4 61 > 0

za t € (O, g — 1.3]. Kako vazi
g2(t) > hao(t) > P3(t) >0

- 1.3], polinomska funkcija P3(t) zajedno sa Po(t) dokazuje da g(t) > 0

zat € (0,Z), odnosno f(z) >0 za z € (0,1).
4.3.3 ReSenje otvorenog problema Jusuke Nisizave za stepene

funkcije [5]

U radu [5] se razmatra sledeéi otvoreni problem koji je definisao Jusuke Nigizava (Yusuke
Nishizawa) u radu [134]:

Za 0 < x < m/2 vazi

i 2 -2 6@
e (22 )

T 3

(73 — 247 + 48) 23 N w3
3(m — 2)m3 24(mr —2)°

gde je O(x) funkcija po z 1 6(z) = —
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Dokaz otvorenog problema Jusuke NiSizave
Dokaz prikazan u ovom radu se oslanja na metod dokazivanja LogMTP nejednakosti
koji je prikazan u glavi Algoritmi. Osnova jedednakost

. 0(x
sinz <2+W_2(W2—4x2)) (@)

T T 3

(3 — 247 + 48) 23 3

za T € (0, E) i 0($) = - 3(7T — 2)7T3 + 24(71' — 2)

2

je ekvivalentna nejednakosti

sin T 2 wm—=2,, 9
In ; —Q(x)ln(%—i- = (m* — 4z )) > 0,
Uzmimo da je
F(z) =Insinz —Inz — 0(x)In| = + ——(7"—42%) | >0
T T
3 — 2 4 3 3
zax € (0,7/2)1 0(x) = _ 3 j;)ﬂf)x +24(77:_ %) Uzmimo takode nejednakost
2 -2
Fi(z) =Insinz —Inz — 6;(z) 1n(—+ T 3 (72 —43:2))
77 7r
de,ee()_(w3—607r—|—120) 2 7r3
BN W) = 0 —2) " T 2a(r—2)

Jasno je da

F(x)— Fi(z) >0

<~ O(x) —01(x) >0

1 7T3—607T—|—120+7T3—247T+48 25 g
T :
3(m—2) 240 3 -

(73 —60(r—2)) 73
240 (m3—24(m—2))
pa se dokaz deli na slucajeve x € (0,¢| i z € (¢,7/2), dokazivanje da je Fy(z) > 0.

Poslednja nejednakost vazi za x € (0, ¢, gde je c=— =1.34237. ..,

I 2 € (0, ¢) Na osnovu opisanog metoda za dokazivanje LogM TP nejednakosti dovoljno

je dokazati nejednakost

2A(x) sin*z + B(x)cosz
4523 C(x) sin® x

F'(2) =
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za x € (0,c) gde su
C(z) = —64 (7 — 2)32° + 4873 (7w — 2)%x* — 1275(7 — 2)2% + 7°

= (% — 4(m — 2)2?)3,

B(z) = 90z° (7 — 4(m — 2)x2)3 = 902° C(x)

A(z) = 8(m — 2)*(m® — 607 + 120)2®
—6(m — 2)(7% — 1007* + 20073 — 480(7 — 2)?) 2"
+3m3 (78 — 720(7 — 2)? )2t
+54070 (7 — 2)2?
— 4579,
Dalje se koris¢enjem opisanog metoda za dokazivanje MTP funkcija dobija polinom-

ska funkcija

Py(z)= Z a;x’

= §(m? —126007r +120) (7 — 2)* 2

—6(m — 2)(7® — 20" + 407® — 52807 + 211207 — 21120) 212

+3(n + 40(r — 2)(3n° — 2147 4 4287 — 76807 + 307201 — 30720)) 10
—20(970+ (1 — 2) (4417 — 443207 4 8864073 — 76224072 + 30489607 — 3048960)) 2
+15(30979 400 (1 — 2) (1776 — 25527 +51047 — 245767 +983047 — 98304)) 25
—300(21577 +72 (7 — 2)(137° — 68807* + 1376073 — 3456072 + 1382407 — 138240)) x*
+5400(917° —80 (1 — 2) (1370 + 17447 — 34887 + 19207 — 7680 -+ 7680)) 22
—3600073(477% — 1440 (7 — 2) (73 + 207 — 40)) .

Kako je Pyy(z) > 0zax € (0,c), polinomska funkcija Py4(x) dokazuje da je F| (x) >
0za x € (0,¢). Kako je F/"(z) > 01i lim F/(z) = lim F{(z) = lim Fi(z) = 0 na
z—+0 z—+0 z—+0

osnovu prikazanog za dokazivanje LogMTP funkcije znamo da Fi(z) > 0 za x € (0, ¢)
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II x € (c, %)

Prvi korak je formiranje funkcije

Gla)=F(F—a)=meosz—In(J )~ w(z) m(i#:f (7#—4 <g—x)2>>

. ey (7247 +48) (3 —a)° w3 ( ﬂ> .
gde je w(z) =0(5 —z) = 32 tomitE O75 . Dokazuje
se nejednakost

G(z) >0
za z € (0,¢1) gde je ¢ = = — ¢ = 0.22842... . Kao nanizna aproksimacija G(z) se

formira

Gr(a) = meosz —In(5 —) — () ln<% + ”7:32 (w2—4 (g—x)2>)

gde je wyi(x) = % +1i2€(0,¢).

Slicno prethodnom dokazu poznato je da
— w(r) > wi(x)
x 3 2
P (207" — 4807 + 960) @

(m—2
+ (=307t 4+ 72072 — 1440 7) =

L1570 — 127t —336W3+720772> > 0.

Potrebno je dokazati da
G1 (ﬁ) >0

za x € (0,¢1).

Krenimo od
P(z) cos’x — sin’z Q(x)

Q(z) cos’x

Gi(x) =

89



gde je

P(z) =

Q(x)
Koristec¢i metode za dokazivanje MTP nejednakosti dobija se polinom
(—20 7% +80 m—80) z:1°
—248 w2 +272 1 —32) 2*
—336 72 —144 7 + 240) 2®
—182 74 +180 w3 +400 2 — 608 7 + 128) x7

Tl()(l') =

+
+ (=
+
+ (=
+ (=6
+
+
+ (=

(—8072 4 3207 — 320) 25
+ (2407 — 99272 + 1088 7 — 128) 2
+ (=260 71 + 1216 73 — 1344 72 — 576 7w + 960) x*
+ (12075 — 728 v + 720 3 + 1472 7% — 1920 7) 23
+ (—=207% + 21275 — 132 7% — 1184 73 + 1440 7%) 22
+ (—247% — 16 7° + 408 m* — 480 73)
+ 117 — 5275 4 60

=5 (r—2x)° (—27+4)2* + (27r2—47r):p+7r2)2.

60 73

65 4 +304 73

30 7°

57045370

—33 7439273 + 424 724896 —1280) 2°

70— 4754190 74 +200 7% — 2464 7243008 7 — 128) 27

960 + 2400 7*

478 + 196 7°
36 8 4+ 264 70 —

+ (=247

+ 1175

—2784 7w —576 T —413 71 +11/4 7°—45 7°) 2

— 1136 7 + 1200 3 + 1472 72 — 1920 7) 2*

19274 — 1184 73 + 1440 72) 22

— 16 7° + 408 1 — 480 73)

— 5275 + 60 7.

Kako je Tyo(x) > 0 za x € (0, ¢1), polinomska funkcija Tio(z) dokazuje da je G (z) > 0

za x € (0,c1). Kako je

G1(0)

1

5

sn(3) -

2

E_1)216 1

(1 (3-1)) -7
_

i(‘

w8

10240

2k —1

x’

560

776
480

5 ) 276
2k T

T Tat 7w Tw? 47 3561

+———+———+———+—

100 32 10 5 1400

G1(0) = 0.
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Sliéno prethodnom dokazu na osnovu ovoga znamo da je Gy(z) > 0 za x € (0,¢1). 1z

ovoga i prethodnog dela dokaza se zakljucuje da je F'(z) > 0 za x € (0, %)

4.3.4 Neke primene \-metoda na pribavljanje
aproksimacija u dizajnu filtera [4]

U okviru rada [4] je prikazan A metod Mitrinovié-Vasi¢a. Uzmimo realnu analiticku
funkciju f(z) k puta diferencijabilnu u tacki x = a i [ puta diferencijabilnu u tacki
x = b. Primenom \ metoda je moguce generisati racionalnu polinomsku aproksimaciju
funkcije f(z) koja ¢e do f*)(z) biti jednaka f(x) za x = a i do f(x) biti jednaka
f(z) za x +b. Primenom ovog metoda su dobijene aproksimacije u tabeli nekih
funkcija vezanih za kardinalni sinus sinc (z) za z € (0,%). Kardinalni sinus i funkcije
vezane za njega imaju veliku primenu u telekomunikaciji i od znacaja je znati da li
je aproksimacija navi$na ili nanizna. Nakon definisanja aproksimacija dokazi da je
aproksimacija navisna ili nanizna su dobijeni koris¢enjem metoda koji je prikazan u
okviru ovog doktorata dokazujudi za € (0, %) nejednakosti f(z) — 1 (z) > 0 u slucaju

nanizne aproksimacije ili ¢(x) — f(x) > 0 za navisne aproksimacije.
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Tabela 4.4: Neke aproksimacije vezane za funkciju sinc(x)

Funkcija

Tip

Klasa

Aproksimacija 1 (z)

sinc (z)

Navisna

ala:lo + 0@378

+CY3£L‘6 + CY4.T4
+C¥5£I§'2 + ag

__ m—6072+495,.10
w(xz 12070 x
3m4—16072+1290 .8
+ 12078 z
7440724305 26
407

$4 $2
+m—F+1

sinc (z)

Navisna

a1m4+a212+a3
Brz+P2x2+63

a(z) = (=77t + 720)2*

+(37% — 1807* + 144072) 2>
—6070 4 7207*

b(z) = (—177* + 24072 — 720)z*
+(375 — 1807 + 144072) 22
+607 — 72071

vle) = 5

cosc ()

Nanizna

alxll + agxg

+a3x7 + oyur
+asx® + agx

5

0@) = e (70 + St
178572 4 10395)210 + (378
—2247% + 44107* — 245707?) 28
+(3710 4 1687® — 290575
+1501574) 28 + 71224
—287'2% + 2807'2)

cosc ()

Nanizna

041935-1—042:53—}—04330
Bra5+B2x3 B3z

a(z) = (—2770 + 12107* — 117607

+25200)° + (8178 — 35007°
310807 — 5040072)23

+15407® — 168007

+252007

b(z) = 3((—187° — 4857 + 44807
— 1680072 + 25200)2* + (2357
—51807° + 336007 — 504072)a>
+15407® — 1680078 + 2520074)

vlr) =~

sinc(z)sinc (

z) Nanizna
T

a120 + apa®

+063I6 + 0641’4
+Oé5l’2 + o

P(r) = —6.428...10 8210
+6.550...107 %28
—3.523...107 425
+1.123...102z*
—0.183... 22 +0.999. ..

sinc(z)sinc (

£) Navisna
iy

oc1x4 +a2x2+a3
Brat+p2a24 B3

a(z) =3.435...1073z%
—1.352... 22 +1

b(z) = 1.072...10 %z
+4.832...10722%2 + 1
() =54
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4.4 Nejednakosti u radovima autora Linga Zhua

Ling Zhu : A new simple proof of Wilkers inequality [123]

Teorema 1. Za x € (O, g) vazi

: 2
(smx) i tan x <9

X X
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(z) =sin®zcosz + rsinx — 2% cosz > 0 (4.2)

™
za T € (0,§>.

Ling Zhu: On Shafer-Fink inequalities [124]

Teorema 2. Za 0 <z <1

3z < arcsinz < ™
241 —22 T 24 V1 —22
Transformacija x = sint
3sint < mwsint
24 cost — T 24 cost

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(t) =t(2+ cost) —3sint >0 leva strana

g(t) =msint —tcost —2t >0 desna strana

™
zat € (0,§>.
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Ling Zhu: Sharpening Jordans inequality and the

Yang Le inequality [135]

Teorema 3. Za 0 <z <1

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) = —27%z — z(7? — 42%) + w3sinz > 0 leva strana (44
4.4
g(z) =21z + z(7m — 2)(7? — 42) — W sinx > 0 desna strana
za v € [0, 1].
Ling Zhu: Sharpening Jordans inequality and
Yang Le inequality, II [136]
Teorema 5.7a 0 < x < g
2 A2 127, 22
*+73(7T 41’)‘{‘ 1675 ( 4'T)
< sinx <
S =
2 1 ™—3
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
flx) = =327tx — 16722 (n? — 42?)
—2(12 — 7%)(7? — 422)? + 1675 sinz > 0 leva strana
(4.5)

g(z) = 2rtx + m2x(r? — 42?)
+x(m — 3)(7? — 42*)?> — 1O sinz > 0

™
za T € (0,5)

desna strana

Teorema 6. Za 0 <z < g
2 1 4(m —3) ™
*+;(7T2—4I2)—|— = (:E—§)2
< sin x <
S =
< i 2 _ 2 12 —7 . E 2
+ 7T3(7T 41’ )+ 3 ( 2)
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Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) = =272z — x(n? — 42?)

)\ 2 5 . leva strana
—4x(m — 3) (a:— —) +msine >0
2 (4.6)
g(z) = (=47 +32) 2 + (472 — 48 ) 2*
(et U — A sing > 0 desna strana
™
za T € (0, 5).
Ling Zhu: A solution of a problem of Oppeheim [137]
Teorema 8. Za 0 <t <1
8(m? —4) wt . (2 ) mt
< t<|=4+1) ———
™ rioyiog o emts w T+2V1 -2
Transformacija ¢ = sinu,u € (0, g)
2 - 3
" — 8(um?(m + 2cosu) — 72 — 4)sinu >0
m2(m + 2 cosu) -
(2 +m)sinu —u(m —2cosu) w>0
m™—2cosu
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(u) =8n(7? —4)sinu — ur(m + 2cosu) > 0 leva strana (4.7
g(u) = (2+m)sinu —u(m — 2cosu) >0 desna strana ‘
™
za u € (0, 5).

Teorema 9. Za 0 <t <1

7§arcsint§21 !

s
214+ VI -2

t
1—1¢2
Transformacija t = sinu,u € (0, g) Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz

MTP nejednakosti:

f(u) =2u(l+cosu) —msinu >0 leva strana (4.8)

g(u) sinu — u(1l 4+ cosu) >0 desna strana
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Lu Zhang and Ling Zhu: A new elementary proof

of Wilkers inequalities [138]

Teorema 1. Za 0 <z < g

8 3
—2< =2t
< v tana

Lix?’ I (sinx>2 4 tan x
T x

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) = —m*cos®z + (=222 + 1) 7wt cosx + (7w'z — 16 2°) sinx > 0 leva strana

2x —45rsinz + 9022 cosz > 0 desna strana

(4.9)

g(z) = 82° sinx — 45 cos x sin

s
za T € <0,§>.

Ling Zhu and Jiukun Hua: Sharpening the Becker-Stark Inequalities [139)]

Teorema 1.3 Za = € (0, g) vazi

72 4 32 4(8 — 72) 22 4 a2 1274
w2 tanx 3
< <

w2 — 422 T w2 — 422

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:

flz)=—x(4 (—7*+8)a® + 7*) cosx

) leva strana
— (4m22? — ) sinz > 0

(4.10)
g(x) = —x ((—m* +12)2* — 37?) cosx
—(37? —122%)sinx > 0

T
za T € <0,§>.

Zhengjie Sun and Ling Zhu: Some Refinements of Inequalities

desna strana

for Circular Functions [140]

Otvoreni problem Za x € (O, g) vazi

274 3 8zt 1672 5 274 3 256 8w 5
st 5 ) St o)
5 < wsec’r —tanx < 5
(w2 — 422) (72 — 422)
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Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) = ((—87* 4+ 807?) 2 — 10 72?) cos® ©

2

—240 (mZ — %2> Sin T cos T leva strana

+240 2° — 120 w223 + 1574 > 0

(4.11)
g(z) = — (27%23 — 82°7* + 768 2°) cos®
2
—48 <m2 — %) sin (z) w2 cos desna strana
+48 2572 — 24 a3 + 375 > 0
v

za T € (0, 5).

Dokaz iz ovog otvorenog problema je prikazan u radu Branko MaleSevi¢a i Milice
Makragi¢ ”A method of proving a class of inequalities of mized trigonometric poly-

nomial functions”[122].

Ling Zhu: A Refinement of the Becker-Stark Inequalities [141]]

Teorema 3. Za = € (O, ) vazi

ol 2

8 2 =9 2 2 tanx 8 2 10 — 72 2 2
772—4x2+ﬁ_ 674 (W _4I)< T <772—4332+§_ 4 (W —41:)

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) = (7% + (=823 — 69 x) n* + (16 2° + 120 23) 7
_1442%) cosz + (—4 72 + 1) sinz > 0 leva strana
(4.12)
g(z) = — (—n%z + 87tz + (16 2° — 722°) w2
—1602°) cos (z) — (7% — 4 7t2z?) sin (z) > 0

™
za T € (0,5)

desna strana
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4.5 Nejednakosti u radovima autora Fenga Qia

Feng Qi and Da-Wei Niu : Refinements, generalizations

and applications of Jordan’s inequality and related problems [142]

Neke poznate nejednakosti po ovom preglednom radu su:

Zordanova nejednakost Za 0 < |z| < g vazi

zgsinx<1
T

€T

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) =msinz —2x >0 leva strana
(4.13)
g(x) =x —sinz >0 desna strana
zZa x € <7T>
5 .
Koberova nejednakost Za x € [0, g] vazi
2
l—zxﬁcosxgl—x—
™ ™
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:
f(x) =cosx + 2r-1 >0 leva strana
2 (4.14)
glx)=1- — —cosz >0 desna strana
s
za |z| € <§>
Redhefer-Wiliamsova nejednakost Za = # 0 vazi
sinx 72 — x?
ST s T 7
A
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(z) = (7 +2%)sine — z (7* —2%) > 0 (4.15)

za |z| € (0,%) (dovoljan je dokaz na ovom intervalu kao §to je pokazano u [143]).
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Merser-Kasiaova nejednakost Za z € [0, g} vazi

. 2 1 2 2
> - _ —
ST T+ 1 T (71 4x )

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

1

— 7 (7?2 —4x2) >0

f(x) =sinx — %:p

i
za T € [0,5]

Prestinova nejednakost Za = € (O, g} vazi

sinx T

x §1+(1—3>x

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:

f(x)z(l—l—(l—%)x)sinx—xzo
za T € <0,g].

Kuza-Hajgensova nejednakost Za z € (0, g)

sinx<2—|—cosx
x 3

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) =2x+xcosx —3sinx >0

™
za T € (0,§>.

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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Neke trigonometrijske nejednakosti

Teorema 1 Za x € (0,1)

2 x < 1 —<30t7mc<7r
T 1—22 o 2 1—2z2

xT

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(t) = (7? = 3t*)sint + (—7%t + t3) cost > 0 leva strana (4.19)
g(t) = (72> — 272 + 21?)sint + t (272 — 2t*) cost > 0,  desna strana '
zat € (0,m)
Teorema 2 Za x € (0,1)
L <sec——1<é-L
8 1—a? 2 71— 12
Transformacija x = %
t2m? L. 8
272 — 82 cost w2 — 442
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
ft)=—((t*+2)m* —8t*) cost — 8t +272 >0, leva strana (4.20)
g(t) = (m* —4t* + 8t) cost — 7w + 41* > 0 desna strana .
™
za t c (0, 5) .
Teorema 3 Za z € (0,1)
IL<CSC7T.I—L<EL
6 1—2z2 mr w 1—x2
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
ft)=((-m*+6)t>—67%)sint — 61>+ 6tx> >0, leva strana (421)
g(t) = (72 +t*)sint —tr? + 3 > 0 desna strana .
™
za t c (0, 5) .
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Wei-Dong Jiang, Qiu-Ming Luo, and Feng Qi: Refinements and

sharpening of some Huygens and Wilker type inequalities [144]

Teorema 1. Za x € (O, g) vazi

2

sinx tan x x
+ > 2

T T sin x tan x
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) =1—2cos(x)? + (% — 1) cos(z)* + (—22* + 2) cos(z) > 0 leva strana

g(x) =2x —xcosz + 3sinz > 0 desna strana

(4.22)
za T € (O, g)

Wei-Dong Jiang, Qiu-Ming Luo, Feng Qi: Refinements and

Sharpening of some Huygens and Wilker Type Inequalities[145]

Teorema 3.1 Za |z| € <0, g) vazi

T T 8T — 24 .
- <3+ 23 sin x
sinz = tanz 3

1 5.
3+ —z°sinz < 2
+60

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) = —x3cos’z + 2% + 60z cos x — 180 sinz + 120z > 0 leva strana
g(z) = —8mx3 cos® ¥ — w3z cos x + 2423 cos® x desna strana (4.23)
+3misine — 27w + 8ra® — 242 > 0
™
za |z| € <0, 5).

Teorema 3.2 Za |z| € <0, g) vazi

24+ 81 —32 .
<4 T T8 +om 23 sin
273

17 3 . x x/2
2+ 2—701} SN < sinz + Lan(x/2)
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Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(t) = —136t*sint cos* t — (135t + 270) cos® ¢

+136t3 sint cos®t + 270 cost — 135¢sint >0 leva strana

(4.24)
g(t) = —8t3sint (72 + 8w — 32) cos* t
+83sint (72 + 87 — 32) cos? ¢ : desna strana
—3 (12 + 2) cos® t + 23 cost — tmdsint > 0

™
zat € (0,1)

4.6 Nejednakosti u radovima autora Cristinela Mor-
ticia

Cristinel Mortici: The Natural Approach of

Wilker— Cusa— Huygens Inequalities [146]

Teorema 1. Za x € (O, g) vazi
_:c4 < COSE — (sinx>3 < _x4 i 2328
15 T 15 1890

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) =27+ 1523 cosw — 15sin® x > 0 leva strana (4.25)
4.25
g(x) = —12627 + 232° — 189023 cos x + 1890 sin® x > 0 desna strana

™
za T € (O,§>.

Teorema 2. Za x € (O, g) vazi
_ 1 4 Sinx_2+cosx _ 1 4 1 5
800 < 2 5 < 10 T amso”
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Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) =x° — 60x cosz + 180sinz — 120x > 0 leva strana ( )
4.26
g(z) = 2" — 21 2° + 1260z cos x — 3780 sin x + 2520z > 0 desna strana

™
za T € (0,§>.

Teorema 3. Za x € (O, g) vazi

4 6 : 4
3_|_(3i_3$> 1 <251nx+tanx<3+ 3x

20 140/ cosx z x 20cosz
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(z) = 32" — 212° + 280 sin z cos & — 420x cos z + 140sinz > 0 leva strana
g(z) = 32° — 40sinz cos x + 60z cosz — 20sinz > 0 desna strana

(4.27)
™
za T € <0, 5).
Teorema 4. Za = € (O, g) vazi

8zt 476 1 sinz 2 tan x 8zt
2+ (%~ 105) e < () :
T 45 105/ cosx < x t T <4t 45 cosx

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) = 1228 — 562° — 315 cos® x — 63022 cos =

4+315xsinz +315cosz > 0 leva strana

g(z) = 825 + 45 cos® x 4+ 902 cos x — 45z sinx — 45 cosz > 0 desna strana

(4.28)
za T € <0, g)

Teorema 5. Za x € (O, g) vazi

z \? T 2 4
(sinx) +tanx >2+£$
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:

f(z) = (22" +90) cos’z + 45z coszsinz — 22" + 452% — 90 > 0 (4.29)
™
za T € (0,§>.
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Teorema 6. Za x € (O7 g) vazi

T .’176

4
xr
3 +cosx>4+10+210

six

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(x) = (=25 — 21 2% + 210 cos (z)

—840) sin (z) + 630z > 0 (4.30)
s
za T € <0, 5).
Cristinel Mortici: A subtly analysis of Wilker inequality [147)
Teorema 1. Za x € (0,1) vazi
8 8 2) 3
2+<45 942593 T’ tanx
< (smx) i tanx <
X X
8 8 9 16 4) 3
2+ (45 o570 gt ) T tan
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:
f(x) =945 cos® z — (945 — 1890z?) cos ©
leva strana
—8zsing (2° — 212% + 22) > 0
(4.31)

g(z) = (1627 — 1202° + 252023 — 14175z) sin

114175 cosd = + 2835022 cos  — 14175 cosz > 0 desna strana

za x € (0,1).

Ling Zhu and Cristinel Mortici: Inequalities Becker-Stark

at extreme points[148]

Teorema 1. Za x € (O.373, g) vazi

8+ a(x) - tan x < 8+ b(x)

2 — 42 T m2 — 4g2
8 (m 16 8\ [ 2
aw) =2 (5-o)+ (% -5) (G-

b(x) =a(x)+ (32 - %) <g — x>3

3
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Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(q;) = Ordy (7r — ;1:) cosx + (—71'5 + 117*e — 187322 — 9673

leva strana
+1927%x + 2887 — 576x) sinx > 0

g(z) = — (=67 + 727) * + (37 — 3672) 2 + 187322
+(=117* — 19272 + 576) x + 7° + 96 ™ — 288 7) sin & desna strana

— (=972 + 971ia?) cosz > 0
(4.32)

za 1 € (0, _ 0.373).

e
2
Teorema 2. Za z € (0,1.371) vazi

1 4 2
- 4—-m? )2t — (- — =n?)2?
tanx < 3 3 15

T w2 — 422

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz M'TP nejednakosti:

f(x) = (=157% + 602?) sinz + (2n%2® + 5r2z?

—202° + 15722 — 302%) cosz > 0 (4.33)

za x € (0,1.371).
Cristinel Mortici: A subtly analysis of Wilker inequality [149)]

Teorema 1. Za x € (0,1) vazi

8 _ 8 2) 3
2—|—<45 94595 xr’tan x

< (sinx>2 X tan x <
T T

8§ 8 o 16 4> X
2+(45 o5t gt ) v tan

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) => (827 — 16825 + 945z) sin

—945 cos® x + (—1890x2 + 945) cos z > 0 leva strana

(4.34)
g(z) = —(162° — 12027 + 25202° — 14175z) sin x

—14175 cos® ¢ — (2835OZE2 _ 14175) cost >0 desna strana

za x € (0,1).
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Teorema 2. Za x € (

o:»\)—\

E) vazi
2
_I_

(2-2) (5 —+)) s

2
sinx tanx
< ( ) + <
x

2+(

X
16 160 16\ (= 960 96\ [ 2\ 4
2+< +(W5—ﬁ)(z—‘”)+(ﬂ6—ﬂ)(g—@)“b‘”

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) =4n° cos? wsinx + (217w — 207%2?% + 80m°x3 — 160712t

+160732° — 647%2° — 4’z + 1207%2? — 6407323 4 144072 2* leva strana
—153672° + 6402°%) cos ¥ + (=277 + 8752 — 87°2?) sinx > 0

g(z) = =478 cos? wsinx + (—27%z + 8772? + 407023

—320m°z* + 80071a® — 8967325 + 384722 + 4nSx

— 5607123 + 3360732t — 8064722 + 896072 — 384027) cos x desna strana
+ (27% — 877z + 87%z?) sinz > 0

za T € (0, %) (43

Cristinel Mortici and H. M. Srivastava: Estimates for

the Arctangent Function Related to Shafers Inequality [150]

Teorema 1. Za x > 0 vazi

1 1 1
3z 5_ 13 = 27 < arctanzx < 3z 5

1+2v1t22 | 180 1512 1+2vIta2 | 180

Uvodimo smenu z = tant

3sint sin® ¢ _ 13sin” ¢ <t < 3sint sin® ¢
2+ cost 180 cosb ¢ 1512 cos7 ¢ 2+ cost 180 cosb ¢

za t > 0. Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(t) = 7560t cos® t — 22787 sint cos” t + 15120t cos™ ¢
—214 cosS tsint + 279 cos® t sint + 558 cos? ¢ sin ¢ leva strana
—237 (cost)’ sint — 474 (cost)’ sint + 65 sint cost + 130sint > 0

g(t) = —180t cos® t + 541 sint cos® t — 360t cos® t + 2sint cos* ¢

—2sintcos®t — 4dsintcos®t + sintcost 4+ 2sint > 0 desna strana

zate (0,5). (4.36)
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Teorema 2. Zax >0

30 4 xd 1727 30 4+ b
T+ == = T+ —
M < arctangj < 760
14+2v1+ 22 14+ 2v1+ 22
Uvodimo smenu z = tant
Stant 4+ tan®t 17tan”t Stant 4+ tan® ¢
n — n
60 840 4 60
2 2
I+ — 1+ —
cost cost

zat e (0, g) Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(t) = 840t cos” t — 2551 cos® t sint + 1680t cos® ¢

+79 cos? tsint — 65 cos? tsint + 17sint > 0 leva strana

(4.37)
g(t) = —60t cos® t + 181 cos* t sint — 120t cos? ¢ d ;
—2cos?tsint +sint > 0 cona strana
zat € (O, %)
Lokenath Debnath, Cristinel Mortici and Ling Zhu:
Refinements of Jordan—Steckin and Becker—Stark Inequalities [151]
Teorema 1. Za x € (O, %) vazi
e dioae (1-9)- (- 2)
ﬂ_—l—?TS(TF 4z*) + (1 - s 3)7
sin x
< <
x
2012y < _§>_<l_i> 2y 1 4
7r+7r3(7T %) + (1 ™ 6 w3 :E+120:L‘
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(z) = +sin(z) — (z - %) >0 leva strana
(4.38)
g(x) =x — g—? + iﬁ)—? —sinx >0 desna strana

™
za T € (0,§>.
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Teorema 2. Za x € (O7 g) vazi

2 Loa 4 ( i)_12
7r+27T5(7r 162%) + 1—1—27r v
sin x
xT
2 01 a4 g4 < E>_12<§ i)4
2 T g (=162 + {14 o2 ) — ot + 5+ ) @

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) = =12 — 67° sinz + 67°x + 307tz — 482° > 0 leva strana
g(z) = 2% — 20m°23 — 12075 sin x + 120275 + 600z > 0 desna strana  (4:39)
s
za T € <0, 5).

Teorema 3. Za x € (O, g) vazi

T 2\2 m(mr—2z) — 7 3\2

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

f(x) = (47 — 8x)sinz + (7 — dnw + 42* — 8) cosz > 0 leva strana
g(z) = (=67 + 12x)sinz + (—7% + 4w — 42% + 12) cosx > 0 desna strana

(4.40)
™
za T € (0, 5).
Teorema 4. Za x € (0,1) vazi
Ay, B _4 <_i>
(1 7r2>x 7T333 < tanz T 7r—2x§ 1 w2 v
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(z) = (—7mtz + 27322 — 16 2%) cos ©
9 (—7/2 4+ 2) P sing > 0 leva strana
(4.41)

g(z) = — (27%r — 74)sinx

desna strana
— (32 — 27%2% — 87 ax +8x%)cosx > 0

za v € (0,1).

108



Teorema 5. Za x € <0.373, g) vazi

8+ a(x) < tan x
w2 — 4a? x

izaze (0.301, g) vazi
tanx < 8+ b(x)
x w2 — 4x2

) =2(5-0)+ (5-3) (o)
s+ (2- 5) (5~

Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:

gde su

f(x) = (2m32? — 4722 — 673 + 6722 + 2423) sinx

+ (632 — 6m%2?) cosx > 0 leva strana

4.42
g(x) = (=27m2? + 47m32® — 27322 + 423 + 67! ( )
—67m3r — 247 a® + 247w x? — 48 23) sin () desna strana
+ (=6 7tz + 6 732%) cos (z) > 0
za 1 € (0, T- o.373> za f(z) > 0iz e (0, T o.301> za ().
Yue Hu and Cristinel Mortici:
A Lower Bound on the Sinc Function and Its Application [152]
Teorema 1. Za x € [0, 7| vazi
. 1674
Dokaz prethodne nejednakosti svodi se na dokaz MTP nejednakosti:
f(z)= (37" + x2)2 sinz + 2° + 670 — Tnte >0 (4.43)

za x € [0, 7).
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Glava 5

Implementacija sistema SimTheP

U okviru ove glave razmatra se jedna realizovana implementacija prikazanog sistema
koja je deo ovog doktorata. Pored korisnickih zahteva, arhitekture i dizajna sistema,
razmatraju se i njegove performanse uporednom analizom sa aplikacijom MetiTarskz.
Aplikacija pod radnim imenom PAINT (Prover of Analytic Inequality Theorems) na-
menjena je za generisanje dokaza iz prosirene klase MTP funkcija. Cilj je bio da se
razvije aplikacija koja se moze upotrebiti u teorijskoj matematici, ali i u inzenjerskim
problemima. Ovo je usmerilo implementaciju ka ¢itljivim i jasnim koracima izvrsavanja
i korisnickom interfejsu koji moze da se upotrebljava bez potrebe da se vrsi detaljna
obuka korisnika. Krajnji rezultat je aplikacija razumljivog interfejsa za ucitavanje prob-

lema, ali i za prezentovanje rezultata.

5.1 Korisnicki zahtevi

Prilikom kreiranja aplikacije obrac¢ana je velika paznja na sledec¢u listu korisnickih za-

hteva:

Portabilnost
e Prosirivost
e Prost korisnicki interfejs

e Brzo izvrsavanje
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e Ocuvanje preciznosti koris¢éenjem simbolickog racuna

e Generisanje dokaza koji su ¢itljivi

Generisanje dokaza koji se mogu verifikovati

Cuvanje dokaza u opsteprihva¢enom formatu

Aplikacija je predvidena za izvrSavanje na razli¢itim operativnim sistemima i ra-
zlicitim konfiguracijama racunara. Kako bi se izbeglo generisanje razli¢itih verzija ap-
likacije za razlicite operativne sisteme, aplikacija je napisana u programskom jeziku
Java. Ovaj programski jezik visokog nivoa je omogucavao brz razvoj i pokretanje
istog koda na razli¢itim sistemima upotrebom Java runtime enviroment tehnologije.
lako performanse skript jezika i jezika koji ne vrse direktno prevodenje za specificnu
arhitekturu umeju znacajno da opadnu, ovo nije slucaj kod Jave. Ukoliko pogledamo
rezultate u radovima [I53],[154] i [155], mozemo videti da su performanse pri bazi¢nim
proracunima 90-98% onih koje se postizu sa identi¢nim kodom pisanim u C i Fortran
jezicima (koji vaze za jezike najboljih performansi u ovoj oblasti). U radovima [I11] i
[112] je prikazano da se u nekim implementacijama MPI sistema za Java programski
jezik postizu bolje performanse pri distribuiranom izvrsavanju naspram implementacija
za C. U svom radu Kredel (Heinz Kredel)[I56] prikazuje da je Java programski jezik
veoma pogodan za pisanje CAS (Computer algebra system) aplikacija, zbog svojih
svojstava vezanih za nasledivanja, interfejse, tipove podataka i slicnog. Kako bi se
izbegli problemi sa digitalnim potpisima i potencijalnom nekompatibilnoséu sa nekim
sistemima, ukoliko u budué¢nosti aplikacija bude postavljena za koriséenje putem inter-
neta, za proracun su izbegnute spoljasnje biblioteke i koriS¢ene su samo one koje ¢ine
JDK. Jedina biblioteka koja je dodata je biblioteka JLatexMath, koja je koriSéena za
iscrtavanje matematickog teksta formatiranog na ¢itljiviji nac¢in upotrebom Latexa.

Prosirivost je drugi najznacajniji zahtev. lako aplikacija u ovom momentu pokriva
veoma Siroku klasu nejednakosti koje je sposobna da dokaze, u okviru buduéih is-

trazivanja je predvideno dodavanje novih klasa realnih analitickih funkcija koje ucestvuju
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u izrazima. Iz tog razloga je parser napisan tako da bude veoma prost za izmenu, a
klase koje rukuju izrazima i vrse transformaciju su tako realizovane da se dodavanjem
odgovaraju¢ih metoda za zeljene realne analiticke funkcije dobijaju dodatni Tejlorovi
razvoji koji ucestvuju u formiranju aproksimacija. Treba napomenuti da su sinus i ko-
sinus, kao funkcije koje se odlikuju periodi¢noséu, predstavljale najvedi izazov, i ocekuje
se da nece biti neophodni dodatni koraci ili transformacije u algoritmu.

Prost korisnicki interfejs je bio jedan od ciljeva izrade aplikacije. Mada postoje
automatski dokazivaci koji mogu da verifikuju odredene elemente klase MTP funkcija,
svi oni su imali kompleksan interfejs za koji je neophodan odredeni period obuke. GUI
(Graphical User Interface - graficko korisnicko okruzenje) koji je kreiran u okviru ove im-
plementacije algoritma se sastoji iz polja za unos u kom se funkcija upisuje standardnim
matematickim zapisom (nije neophodna obuka u jeziku), a potom se u poljima ispod
funkcije upisuju granica do koje se dokazuje, broj decimala preciznosti i granica do koje
da se krecu vrednosti k£ indeksa. Ovo omogucava da korisnici koji se prvi put susrecu
sa aplikacijom u roku od nekoliko minuta dobiju dokaze teorema koje su zeleli. Cilj
ovakvog uprosc¢avanja, unosa ali i ispisa, jeste da omogudi korisnicima koji nisu fami-
lijarni sa jezicima automatskih dokazivaca da i dalje mogu da imaju funkcionalan alat.
Detaljniji prikaz i slike su dati u okviru poglavlja |5.3

Naravno, kao i kod svih kompleksnih matematickih aplikacija, vreme vrsenja pro-
racuna je od znacaja. U toku rada algoritma se vrsi ¢itav niz procesorski zahtevnih
operacija, koje mogu da potraju veoma dugo. Primera radi, vreme izvrsavanja ope-
racije trazenja nula polinomske funkcije raste eksponencijalno sa porastom preciznosti
ili stepenom polinoma koji se upotrebljava. Kako bi se ovo vreme u sto vecoj meri
smanjilo primenjivan je ¢itav niz optimizacija, od kojih su neke ra¢unarske prirode, a
neke zasnovane na matematickim principima. Treba napomenuti da je tokom izrade
predvidena bila paralelizacija proracuna u kritiénim sekcijama, ali je na kraju odbacena
posto nije donela do znacajne promene u performansama usled velikog broja elemenata
za sinhronizaciju.

Kako bi se ocuvala preciznost prilikom transformacija u okviru algoritma koriste
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se metode simbolickog racuna. Sve vrednosti se ¢uvaju u svom izvornom obliku (ne
vrdi se numericka aproksimacija vrednosti poput 7) kroz veéinu koraka. Ipak, posto
je odredivanje nula polinomskih funkcija za sada reSeno samo za polinome nizih ste-
pena, potrebno je koristiti numericke metode, pa se u finalnim fazama algoritma koriste
numericke aproksimacije vrednosti. Da bi izbegli akumuliranje greske u ovim fazama
algoritma, sve vrednosti su aproksimirane kao racionalne vrednosti. Ovim putem ne
dolazi do greske usled zaokruzivanja koja je veoma Cest izvor problema u matematickim
aplikacijama.

Generisanje dokaza koji su c¢itljivi 1 koje je moguce verifikovati je postalo od in-
teresa u oblasti automatskih dokazivaca teorema tek u poslednjoj deceniji. Iako ovaj
problem deluje trivijalno, ¢itljivost dokaza je veoma teska za postizanje. U sluc¢aju im-
plementacije algoritma koji je prikazan u okviru ovog doktorata, velika doza ¢itljivosti
potice iz samog algoritma. Kako je nac¢in kojim je pristupljeno problemu dokazi-
vanja veoma slican ljudskom nacinu rezonovanja, dovoljno je bilo da se koraci na
pravi nacin prikazu. Verifikacija koraka je takode moguca usled veoma jasnog nacina
funkcionisanja algoritma, i ostavljenih prelaza izmedu faza rada kako bi se ispravnost
rada mogla verifikovati. Radi bolje vizuelizacije rezultata implementirani su i graficki
prikazi predlozenih dokaza i greske aproksimacije. Nakon generisanja, dokazi se mogu
sacuvati kao Latex kod, koji predstavlja standard u nau¢noj zajednici. Latex kod takode
omogucava zapis koriS¢enjem matematickih simbola, te samim tim nije potrebno ucenje

novog jezika zapisa kako bi se razumeli rezultati dobijeni ovom aplikacijom.
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5.2 Arhitektura i dizajn

Aplikacija je organizovana na slede¢i nac¢in (4 paket, - klasa ili interfejs):

+ EzpressionElements
- Combination
- Product
- Sum
+ PolyExpression
- PolynomialExpression
- PriorityComparison
- TermExpression
+ Numerical Value
- Fraction
- Multiplication
- SimpleAddition
+ GUI
- GuiMain
+ ClustomComponents

- FunctionPlot

- PanelCompleteCalculation

- Panellteration

- PanelSubiteration

- RCMenuCompleteProof
- RCMenulteration

- RCMenuSublteration

- TexImageView

+ NaturalApproachAlgorithm
- KValues
- KValuesControler
- NaturalApproach
+ KValuesComparation
- ChebLexicographic
EuclidLexicographic

GradedLexicographic
- Lexicographic
+ Logging
- Iteration
- ProcessLoger
- Sublteration
+ ParserElements
- Parser
+ Polynomials
- Bounds
- CalculationWorkerThread
ComplexValue
- Par

SimpleFraction

- SimplePolynomial
+ Utilities

- UtilsMath
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Slika 5.1: UML dijagram paketa u aplikaciji

Osnovna povezanost paketa je prikazana u okviru UML dijagrama . U okviru
paketa se mogu primetiti neke od klasa koje nisu u upotrebi. Ove klase su kreirane
za lakSe proSirivanje aplikacije u okviru bududih istrazivanja, ili predstavljaju manje
funkcionalna resenja koja su iz istih razloga ostavljena da i dalje budu dostupna. Pri-
likom posmatranja sastava sistema uocljivo je da su aktivne dve implementacije poli-
nomskih izraza. Implementacija u okiru paketa FEzpressionElements je kreirana da
simbolicki cuva vrednosti koeficijenata. Prilikom kreiranja izraza od strane parsera
polinomske funkcije se predstavljaju objektima ove klase. Sve postojete transforma-
cije vrse sa izrazima koji su predstavljeni objektima ovog paketa. Razlog zbog kog je
kreirana jos jedna implementacija polinomskih izraza u okviru paketa Polynomials je

vreme izvrSavanja numerickih izracunavanja. Svojstva klasa iz paketa ExpressionFEle-
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ments koja su omogucila ¢uvanje izraza u simbolickom obliku zahtevaju komplikovanu

strukturu za ¢uvanje numerickih vrednosti koja je spora za pristup i manipulaciju.

Implementacija u okviru paketa Polynomials je kreirana sa ciljem za upotrebu u nu-

merickim izra¢unavanjima, i cilj je bio da se skrati vreme izvrSavanja. Mada se u okviru

nacela dizajna softvera ovakvo duplo implementiranje slicnog skupa funkcionalnosti ne

preporucuje, u okviru ove aplikacije je dovelo do drasti¢nog poboljsanja performansi.

—

1

Matural® pproach Algonthm
>
Palynomials =5

|
—
|
~

ParserE lements
>

Utilities
UtilsMath

~tre nutnaAproksimacijaSin 1

ExpressionElements
PolyExpression
MumericalValue
Multiplic ation
-4-4 SimpleAddition
1 1
=lowerValue =uppervalue
Fraction
1 -coeficient
N
[
| Priority Comparison TermExpression
[
[
[
-1__ ll -listaTermova
1
= PolynomialExpression

-poly

=tre nutnaAproksimacijaCos

1

=polynomialExpressionX
=poly |

Sum

Product

Combination

Slika 5.2: UML dijagram paketa FExpressionFElements

Na slici (5.2) je prikazan UML dijagram paketa FzpressionFElements. U okviru ovog

paketa su realizovane klase za simbolicko belezenje numerickih vrednosti, polinomskih

izraza i same MTP funkcije. Objekti klasa iz ovog paketa su kreirani kako bi se transfor-

116



macije koje se vrse u okviru algoritma vrsile sa potpuno o¢uvanom preciznoséu. Kako
bi se ovo postiglo, i pored vrlo ceste upotrebe operacija deljenja, koris¢eni su razlomci

oblika .
S ozt
o= i;()
> Zm
7=0
gde su z;,2; € Z. Ovim putem je omoguceno da se vrednost broja 7 aproksimira
tek u zavrsnoj fazi rada, pa samim tim se ne akumuliraju greske usled zaokruzivanja.
Prilikom implementacije je koris¢ena samo konstanta 7, ali je kod pri kreiranju tako
definisan da je uvodenje dodatnih konstanti ili korena vrednosti vrlo lako ostvariti.
Klase Sum, Product i Combination realizuju rad sa elementima MTP funkcije na naj-
visem nivou. U okviru ovih klasa su realizovane matematicke transformacije, smene i
obrade. Takode se iz ovih klasa vrsi transformacija iz ovog oblika koeficijenata poli-
noma, koji na kompleksan nacin ¢uva informacije, u daleko prostiji oblik polinoma sa
racionalnim koeficijentima koji je implementiran u okviru paketa Polynomials.

Paket Polynomials, koji je prikazan UML dijagramom , sadrzi implementacije
algoritama neophodnih za numericka izracunavanja veoma bitna za funkcionisanje al-
goritma. Implementacija polinomskih funkcija u okviru ovog paketa je kreirana sa Sirim
spektrom moguénosti od onog koji je neophodan za rad centralnog algoritma, za potrebe
potencijalnih prosirenja. Algoritmi poput Brentovog algoritma i Mulerovog metoda su
implementirani kao moguc¢e metode za trazenje nula u proSirenom skupu funkcional-
nosti. Mada za potrebe prikazanog postupka dokazivanja koji je opisan u okviru ove
doktorske disertacije nije neophodno odredivanje nula kompleksnih vrednosti, klasa za

kompleksne vrednosti je implementirana za potrebe Mulerovog metoda.

Na slici je prikazan UML dijagram paketa NaturalApproachAlgorithm. Ovaj
paket sadrzi klase namenjene za tri uloge. Prva uloga je izvrSavanje prikazanog al-
goritma. Ovo je realizovano kroz klasu NaturalApproach. Ona koristi objekte klasa
KValues i KValuesControler za generisanje i skladistenje vektora k indeksa. Druga

ulogu vrse objekti podpaketa KValuesComparation koji sluze za implementacije raz-
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Slika 5.3: UML dijagram paketa Polynomials

licitih poredaka koji su prethodno opisani. Poslednja uloga je belezenje rezultata rada

algoritma. Objekti podpaketa Logging su kreirani da sa¢uvaju sve relevantne informa-

cije o procesu dolazenja do dokaza pocetne hipoteze. Objekti ovih klasa su od izuzetnog

znacaja za graficki korisnicki interfejs.
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Slika 5.4: UML dijagram paketa NaturalApproachAlgorithm

UML dijagram na slici prikazuju paket GUI koji je namenjen za klase grafickog
korisnickog interfejsa (GUI - graphical user interface). GUI je baziran na JavaFX
paketu. Vecina klasa su izvedene iz standardnih panela ili menija za desni klik miSem uz
dodatna prosirenja kako bi omogucili prikaz matematickih simbola prosledenih u obliku

Latex zapisa. Za to se pobrinula klasa TexImageView koja se oslanja na JLatexMath

biblioteku.
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Slika 5.5: UML dijagram paketa GUI

Poslednji paketi koji su prikazani slikom su paketi Utilities i Parser. Mada
ova dva paketa sadrze samo po jednu klasu, kreirani su kao paketi radi lakse organi-
zacije i proSirenja u buducim istrazivanjima. Klasa UtilsMath sadrzi neke matematicke
konstante i ¢esto koriS¢ene operacije. Klasa Parser je prvobitno razvijana koris¢enjem
biblioteke ANTLr, ali je naknadnim prouc¢avanjem zakljuceno da nije potrebno uvoditi

dodatnu biblioteku za potrebe parsera koji ima veoma malu sintaksu.
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Slika 5.6: UML dijagram paketa Utilities i Parser
5.3 Graficki korisnicki interfejs

Slike [5.7] prikazuju izgled grafickog korisnickog okruzenja aplikacije. Za ko-
risnicki interfejs je koris¢en JavaFX kao dugorocno resenje. Kontrole se sastoje iz polja
upisa nejednakosti za koju se dokazuje f(z) > 0 i kontrola za preciznost, granicu inter-
vala dokaza, granicu Tejlorovih razvoja do kojih se vrsi pretraga i polja koje odlucuje
da li se pretraga prekida odmah nakon pronalaska dokaza. Ostatak grafickih elemenata
je realizovan kroz kolapsiraju¢e panele, kako bi se korisnicima smanjilo vizuelno zatr-
pavanje sadrzajem ukoliko se neki od elemenata ne is¢itava u tom momentu. Kodiranje
informacija bojama je dodatno doprinelo ¢itljivosti dokaza. Ovo sve dovodi do toga da

korisnici mogu lakse da koriste program cak i kada se prvi put sre¢u sa aplikacijom.
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W7 Automatic theorem prover - o x

Examples  lterations ordering  Help

Expression to process

2scosfy)-3*sinlx)

[Righlhcundaryafpmnh P2 IL\mitnidegwa: 2 E{: ID'gitsnfprec\ssmn: 15 E|: Ilmemlpt searchaharfirstsalulinn] | Process expression |
e Camplete

Input expression 2+ x + x + cos(z) — 3 * sin(x)
flz) = —=3-sin{z)+2 7+ cos(z)

glx) = =3-sin(z) +z-cos(z) +2-x

Mz) = 2.2 =3 sin(x) + - cos(r)

hi(r) = wocosla)+2-x

ho(z) = —3-sin(z)

» lterations.

1.oi,2 5
o'+ — - 2" proves theorem

00 T 123

flz) > Az) >0, forz e (0, g)

Ha) =

Slika 5.7: Glavni prozor aplikacije

@3 Automatic theorem prover - E ~

Examples  lterations ordering  Help

Expression to process

2°Pisin(x)+ Pi* 27sin(x) -Pi* 2"x+ 2Pi"x"cos(x)

[Righlbcundaryofpmuf: P2 IL\mllufdeng: 2 E{: IDignsufpmssmn: 15 E|: Ilmemlp( sEarchaﬂErﬁrstsuluhunl | Process expression |
o Cemelete

Input expression 2+ Pis sin(w) + Pi* x sin(x) — P« 0 + 2% B+ 0 % cos(x)

v lterations.

™
360

Poayle) = Prpgyle) + Poguyle) = ——

¥ Shortened to -{9/1000)"x"7+(261/1000)x" 5-(2917/500)x"3+(6283/500)"x

-, 261 5 2917 4 6283

9
HECE S T TS T TR T
1051636433106997812013055522590348079719133
Ty = = 1.545330030732925
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.  198108621213664262348874157670496223226027
D = 136105092

0 > Thmar

= 1.455556274348955

New xo,mer = To

1 20 AR 214 >

Slika 5.8: Prikaz rezultata jedne poditeracije izvrsavanja algoritma
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|87 Function and approximation graph — O -

f(x) =-8%Pi *3*sin(x) + 3 2*Pi*sin(x) + Pi* 4*x+ 2*Pi A 3*x*cos(x)
P(x)=-(13/10)*xA5-(13/2)*x3+(119/10)*x
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O (-8%pi"3+32*pi)*sin(x)+2"pi* 3*x*cos(x)+pi*4*x O (-13/10%%*5 -13/2*x*3 +119/10™)

Slika 5.9: Graficki prikaz aproksimacije i MTP funkcije

B Approximation error graph — O %

error(x)=f(x)-P(x)
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O (13/10™x*5 +13/2*x* 3 +(10"pi*4-119)/10%x)+(-8*pi* 3+ 32"pi)*sin(x}+ 2*pi* 3*x*cos(x)

Slika 5.10: Graficki prikaz greske aproksimacije MTP funkcije
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5.4 Performanse sistema
5.4.1 Automatski dokazivaci primenjivi nad MTP problemima

U momentu pisanja ovog doktorata broj dokazivaca koji su se bavili nejednakostima je
bio vrlo ogranicen. Ovo je posledica toga da je prostor pretrage za dokazom kod nejed-
nakosti daleko $iri nego za jednakosti. U primerima koji su prikazani u doktoratu [I57]
mozemo videti da je za nejednakosti procedura daleko komplikovanija. Autori koji su
radili na projektu dokazivanja Keplerovog otvorenog problema [I58], koristeéi dokazivac
HOL light, prijavili su da im je bilo potrebno 5000 procesorskih sati za dokazivanje
stotinak teorema koje su definisali, ali takode da je bila neophodna dodatna upotreba
aplikacije Isabelle. Neki automatski dokazivaci teorema koji nisu kreirani za nejed-
nakosti (poput spomenutog dokazivaca HOL) mogu se upotrebljavati i za nejednakosti,
ali je proces rada na njima onda u velikoj meri kompleksniji.

Jedan od ranijih automatskih dokazivaca za nejednakosti je aplikacija Bottema.
Ova aplikacija, koja je opisana u radovima [159]- [162], predvidena je za dokazivanje
geometrijskih nejednakosti. Autori navode da su 1999. godine koristec¢i ovu aplikaciju
resili veliki broj otvorenih problema, ali i izveli ¢itav niz novih nejednakosti. Aplikacija
je kreirana kao paket za sistem racunarske algebre Maple, i nije samostalna aplikacija.
Nazalost ova aplikacija nije javno dostupna, i projekat nije skoro objavljivao nove rezul-
tate.

Sistem Polya, nazvan po Dordu Polji (Gyirgy Pélya), rezultat je master teze Roberta
Luisa (Robert Y. Lewis) [163], [164]. Ovaj dokazivac koristi metode opisane u [157], kako
bi dokazivao nejednakosti. Metod dokazivanja se veoma razlikuje od sistema SimTheP,
ali je i klasa nejednakosti za koje je predviden daleko Sira. Kao osnova za koju se
vrsi poredenje performansi ovog dokazivaca odabran je dokazivac MetiTarski, koji je za
to koriséen i u okviru ovog doktorata. Sistem Polya ima svojih ogranicenja koje je i
sam autor dokumentovao, ali je javno dostupan (osnovna verzija pisana u programskom
jeziku Python) i dobija rezultate koji su se mogli porediti sa MetiTarskim.

U momentu pisanja ovog doktorata, u oblasti automatskih dokazivaca teorema za
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MTP funkcije, najvise uspeha je pokazivao dokaziva¢ MetiTarski. Ovaj program je
razvijen u okviru dugoro¢nog istrazivanja laboratorije univerziteta Kembridz. Lorens
Polson (Lawrence C. Paulson), poznat po kreiranju automatskog dokazivaca Isabelle,
voda je ovog projekta. Automatski dokaziva¢ teorema MetiTarski je veoma dobar
primer problematike sa kojom se sre¢u korisnici automatskih dokazivaca. Jedna od na-
jve¢ih mana, koju imaju Polya i Bottema, jeste da dokazi koji su dobijeni putem ovih
aplikacija nisu ljudski ¢itljivi. Kako navodi autor rada [109] veoma Cesto tumacenje
dokaza dobijenih ovakvim tipom aplikacija zahteva jednaku koli¢inu truda kao i dokazi-

vanje bez upotrebe automatskih dokazivaca.

5.4.2 Sistem za poredenje

Funkcionisanje dokazivaca MetiTarski je dataljno opisano u radovima [165] - [I71].
Osnovna ideja metoda po kojem funkcionise MetiTarski je donekle slicna principima
funkcionisanja sistema prikazanog u ovom doktoratu. MetiTarsk: je automatski doka-
zivaC teorema koji se oslanja na princip rezolucije, i pokusava da dode do resenja
kontradikcijom. Moze da funkcioniSse nad ograni¢enim skupom specijalnih funkcija,
i upotrebljava navisne i nanizne aproksimacije tih funkcija. Dokazivaé je integracija
nekoliko postojeéih resenja. Za prevod izraza se koristi kompajler Poly/ML. Kao os-
nova za rad se upotrebljava Metis, postojeca aplikacija, i neki od softvera za rad sa
polinomima (koristi se teorija realnih zatvorenih polja) poput Z3, QEPCAD ili Mathe-
matica. Dok su Z3 1 QEPCAD javno dostupni, Mathematica je komercijalna aplikacija
sto ¢ini njenu upotrebu ogranicenom. U radu [I66] je naglaseno da se za upotrebu
razlic¢itih softvera dobijaju razlicite moguénosti, gde je za Z3 moguce resiti neke prob-
leme koje nije moguce koris¢enjem QEPCAD i obrnuto. Detalji razlika nisu definisani
u literaturi.

Upotreba ove aplikacije je veoma komplikovana. Kako ne postoji graficki korisnicki
interfejs, ve¢ samo konzolno okruzenje, ve¢ za prve pokusaje upotrebe neophodno je de-
taljno se upoznati sa sintaksom [167]. Dostupne su instalacije samo za Linuz i MacOS.

Pre toga je neophodno pripremiti prethodno navedene aplikacije na koje se MetiTarsk:
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oslanja. Sintaksa koju korisnici moraju da koriste prilikom definisanja problema pred-
stavlja opste koris¢en jezik TSTP. Mada ovaj nac¢in zapisa problema olaksava integraciju
sa ostalim automatskim dokazivac¢ima, ovo predstavlja prepreku za korisnike koji nisu
detaljno zasli u oblast.

Jos jedan problem na koji se nailazi pri upotrebi je potreba za definisanjem aksioma.
Mada je jezik kojim se oni definisu slican jeziku definisanja problema, korisnik mora
poznavati koji aksiomi su mu neophodni za uspesno dokazivanje problema. Uz aplikaciju
dolazi odredeni skup aksioma koji su unapred pripremljeni, i korisnik moze da ih ukljuci
u svoje obrade. Mada skup aksioma zadovoljava osnovne potrebe, prilikom upotrebe
je moguce pokusati da se dokaze nejednakosti za koju aksiomi nisu dovoljni. Uzmimo
primer MTP funkcije f(x) = sin(19z) + 2.5. Mada za ovu funkciju na osnovu definicije
sinusne funkcije mozemo dokazati da f(z) > 0 za z € (0, g), na osnovu poglavlja m
mozemo znati da aksiomi koji idu uz MetiTarski nisu dovoljni za dokaz.

Dosta ogranic¢enja programa prikazuju autori u radu [I68]. Jedan primer je da, iako
je realizovano dokazivanje nejednakosti koje sadrze funkcije poput sinusne i logarita-
mske funkcije, nejednakosti koje sadrze proizvod ovih funkcija nije moguée dokazati.
MetiTarski takode ima ograni¢enja numericke prirode. Aplikacija je kreirana tako da
ne oc¢uvava simbolicku prirodu vrednosti, ve¢ odmah po unosu vrsi numericku aproksi-
maciju. Po re¢ima autora, ako se zeli dokazati da je f(x) > 0 za x € (0,7), najbolje
je za ulaz staviti da f(x) > 0.0001 za = € (0,3.141592). Ovakva metoda dovodi u
pitanje pouzdanost dokaza koji se oslanjaju na numericku ta¢nost nakon citavog niza
transformacija i racunskih operacija. Na osnovu dostupne literature o MetiTarskom
mozemo doc¢i do zakljucka da aplikacija nije uspesna za sve elemente neke odredene
klase funkcija poput klase MTP funkcija. Mada su navedene desetine problema na ko-
jima je dokazivac dao rezultate, navedeno je i da neke probleme jednostavno ne moze
da resi zbog ogranicenja aplikacija na kojima je baziran.

Problem koji se javlja nakon uspesnog dokazivanja neke nejednakosti je ¢itljivost
rezultata. Uzmimo primer dokazivanja da f(z) = —(7%2% + 672 — 62%) sinz + 6272 —

62> > 0 za x € (0, %) Kao rezultat rada aplikacije MetiTarski dobijamo dokaz od
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4393 linija teksta, koji je predviden jedino za masinsku verifikaciju. Ovo je posledica
kombinacije metoda na kom je zasnovana aplikacija i namere za integraciji u vece i
opstije dokazivace.

Iako je naveden veliki broj ogranicenja aplikacije MetiTarski, ova aplikacija ima
veoma veliku primenu. U radovima [I72] i [I73] mozemo videti primenu ovakvog
dokazivaca na dizajn analognih elektri¢nih kola. U radu [I74] je prikazano kako jedan
kontrolni sistem moze da se verifikuje sa dokazivacem ovog tipa. NASA je uvela u
svoj razvojni proces i upotrebu MetiTarskog, kao sto je vidljivo u [175]. Neki od veéih
sistema dokazivaca poput KeYmaera i PVS su poceli sa upotrebom MetiTarskog za
klase nejednakosti koje moze da obradi [I71], [I76]. Cak i neki opsti sistemi racunarske

algebre (CAS) poput Sage-a su poceli sa integracijom MetiTarskog u svoj sistem.

5.4.3 Performanse prikazane implementacije

U aplikaciji koja je deo ovog doktorata uvedena su neka unapredenja u odnosu na
MetiTarski. Dok je MetiTarski komplikovan za instalaciju zbog potrebe da se instalira
vise aplikacija, PAINT je kreiran u programskom jeziku Java, pa je dovoljno da je
instalirano Java izvrsno okruzenje. Korisnicki interfejs je kreiran da bude intuitivan, i ne
zahteva nikakvo predznanje specijalnih jezika. Korisnici ne moraju da sami postavljaju
neophodne aksiome. Dokazi su ¢itljivi i veoma lako se mogu verifikovati.

Vecina transformacija se vrsi sa o¢uvanjem simbolickog oblika vrednosti, i ne dovodi
do sumnje u vrednosti proracuna. Algoritam funkcionise na celokupnoj klasi MTP
funkcija, i program ¢e uz dovoljno vremena moc¢i da dode do dokaza za svaku ispravnu
nejednakost sa MTP funkcijom. Aplikacija moze da radi i sa sirom klasom funkcija
koje se mogu svesti na MTP funkcije (poglavlje . Ova sira klasa u sebi sadrzi i
proizvode specijalnih funkcija, koje MetiTarski ne dozvoljava.

U tabeli su uporedeni rezultati rada aplikacija MetiTarski i PAINT. Moze se
primetiti da je vreme pretrage za dokazom MetiTarskog u proseku nekoliko stotina
puta duze naspram aplikacije PAINT za isti problem. Sva testiranja su izvrsena na

Intel i7 8700k procesoru, sa 16Gb ram memorije.
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Tabela 5.1: Poredenje aplikacija PAINT i MetiTarski

MTP funkcija f(z) x € (0,9) VP VMT | VMT/VP | IP | LMT
sin? x cos x
0,7/2) | 0.079 | 4176 | 52.86 | 44 | 4345
+xsinz — 222 cosx
2(2 + cosz) — 3sin (0,1) | 0.004 | 0969 | 24225 | 4 | 1432
—2m%x + W sinw
(0,1) 0.006 | 2.306 384.33 1 202
—x(m? — 42?)
mr — 4mad + 8% — wsinz 0,1) 0.01 | 0.361 36.1 4 | 284
8 (n? — 4) i
m(r” =~ 4)sine (0,7/2) | 0.008 | 1.613 | 201.625 | 4 | 1293
—zm (7 + 2 cos x)
(2+7)sine —x(m — 2cosx) | (0,7/2) | 0.028 | 0.679 24.25 4 | 1160
2sinx — x — xcosT (0,7/2) | 0.001 | 0.545 545 268
82° sin z — 45 cos z sin x*
(0,7/2) | 0.127 | 37.640 | 20637 | 212 | 9872
—45z sinz + 902% cos x
T —sinw (0,7/2) | 0.0004 | 0.292 730 P 133
T — 1% —Tcosw (0,7/2) | 0.001 | 0.335 335 2 155
mlsinz + x?sinz —xw? + 23 | (0,7/2) | 0.001 | 0.0.475 475 1 341
2x + xcosx — 3sinx (0,7/2) | 0.005 | 0.937 187.4 4 | 1432
2 _ 3 2\ &
(" = 32%)sinz 0,7/2) | 0011 | 0573 | 5200 | 3 | 811
+ (=7t + 2°) cos x
2.2 _ 2 2 2 2\ o3
(Ta” =2+ 200 sine 1oy | 0063 | 1855 | 2150 | 13 | 1418
+z (2m% — 22%) cos x
_ 2 6 2 __ 6 2 &
(=r+ 62" =6msinz | o) | 0005 | 0375 75 2 | 361
—62® + G
(m% + 2%)siny — xmw? + 23 (0,7/2) | 0.007 | 0.454 60.85 2 | 341
20 —xcosz + 3sinz (0,7/2) | 0.002 | 0.993 496.5 4 | 1432

Vrsi se provera da je f(z) > 0 za z € (0,0)

VP - vreme izvrSavanja proracuna u sekundama u aplikaciji PAINT

VMT - vreme izvrSavanja proracuna u sekundama u aplikaciji MetiTarsk:

IP - iteracija u predlozenom programu do resenja

LMT - broj linija koda resenja MetiTarskog
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5.4.4 Poredenje sa sistemima racunarske algebre

Nakon testiranja performansi sistema i poredenja sa rezultatima dobijenim upotrebom
aplikacije MetiTarski, uradeno je i poredenje sa mogucénostima sistema racunarske al-
gebre. Kao sistemi sa kojima je izvrSeno poredenje su uzeti Wolfram Mathematica
[34], WolframAlpha [35] i Maple [32], veoma siroko koriséeni sistemi na koje se pozi-
vaju brojni autori. Nakon analize je zaklju¢eno da ovaj tip aplikacija nije pogodan za
dokazivanje MTP funkcija, $to je ilustrovano slede¢im primerom.

Pretpostavimo da zelimo da dokazemo da je

1
f(x):x231n2x+2xsinx+; >0 (5.1)

za x € (0,%). Na osnovu grafika imamo hipotezu da je f(z) > 0za z € (0,%).

12 )
Ukoliko bi uveli smenu ¢ = zsinz, nejednakost se moze transformisati u f(t) =

2 4+ 2t + % >0zate€ (O, g) Samim tim se moze zakljuciti da se nule funkcije f(x)

iz dobijaju u preseku funkcije t = g(z) = xsinz sa t; = —T=Y—= V;:L“ ~ —1.871
t2 — 7r+\/7r2—7r

~ —0.17, sto je i prikazano na grafiku [5.12, Ocigledno je g(x) > 0 za

T € (0, 2) ¢ime je polazna nejednakost tacna.

—x sin —|—2xsm —

Slika 5.11: Grafik funkcije f(z) = 2?sin*z + 2zsinz + X
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g(x) = xsinz

Slika 5.12: Grafik funkcija g(x) = xsinz sa t, = —T=VI=T j , — —THVr—n

m U

Ukoliko probamo da ovaj primer nejednakosti koja pripada klasi MTP nejednakosti
dokazemo primenom aplikacije Wolfram Mathematica, nailazimo na poteskoce. Pokusaj
dobijanja simbolickog oblika resenja nejednakosti, kako bi bili sigurni u ispravnost
bez mogucénosti numericke greske, rezultuje time da nas aplikacija obavestava da nije
moguce da izvrsi ovakav proracun metodama koje su njoj dostupne. U cilju da joj
se olakSa posao, moguce je redukovati opseg na kome aplikacija trazi reSenje i da se
samo vrsi pretraga za realnim resenjima. Ipak, u tom slucaju aplikacija vrac¢a intervale
vazenja nejednakosti definisane kao numericke vrednosti. Aplikacija ne nudi nikakve
garancije u ispravnost opsega, ili moguénost verifikacije rezultata.

Testiranje je izvrSeno nad svim primerima iz 4.4 u sve tri aplikacije. Prvi nacin
dokazivanja je da se od aplikacije trazi da nade podinterval u intervalu vazenja nejed-
nakosti za koji vazi da f(z) <0 (ili f(x) < 0 ako je u polaznoj nejednakosti f(z) > 0).
Pri tom, ako je f(z) > 0 za x € (O, %), od razmatranih aplikacija se oc¢ekuje odgovor
da ne vazi f(r) < 0 ni za jedno x € ((), g) Drugi metod testiranja je pretraga za ko-

renima funkcije f(z) nad intervalom vazenja testirane nejednakosti. Aplikacija Wolfra-
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mAlpha je upotrebom prvog metoda testiranja prikazala da nejednacina vazi nad celim
intervalom za 60 od 75 primera. Upotrebom aplikacije Mathematica se dobijaju bolji
rezultati. Primenom oba metoda testiranja ova aplikacija je pokazala ispravnost nejed-
nakosti u 65 od 75 slucajeva. Aplikacija Maple je prilagodenija za testiranje upotrebom
drugog metoda, i dala je rezultate za sve nejednakosti, ali je u 10 slucajeva utvrdila
natac¢nost posmatrane nejednakosti. Ovi sluc¢ajevi se mogu pripisati numerickoj gresci
koja se vezuje za preciznost proracuna koja se zahteva od aplikacije Maple.

Naknadno je uradeno testiranje da li aplikacije za nejednacine f(z) < 0 moze da
utvrdi interval validnosti bez unapred definisanog intervala pretrage. Aplikacija Mathe-
matica je za sve upite definisala da pokuSani metodi ne mogu da reSe postavljenu
nejednacinu. Aplikacija Maple je prikazala reSenja u obliku MTP jednacine koju treba
resiti, dok je za odredeni broj reSenja napomenula da je mogué¢e da su neka resenja
propustena. Aplikacija WolframAlpha je dala veliki broj ispravnih rezultata, ali je u
pojedinim slucajevima davala netacne vrednosti. Primer toga je da ukoliko se trazi od
nje da dokaze primer WolframAlpha trazeéi intervale na kojima ova nejednakost
ne vazi, dobija se da ne postoji nijedan interval gde je f(x) < 0 Sto nije tacno za x > 7.

Potrebno je napomenuti da vremena izvrsavanja ovih provera nisu belezena posto su
veoma podlozna varijacijama. Takode, sistemi koji se izvrSavaju na serverskoj strani,
poput WolframAlpha imaju ograni¢eno vreme za proracune i u slucaju da se ovo vreme
prekoraci vrsi se prekid rada programa. Mada nije bilo proracuna duzih od petnaest
sekundi, za vecinu je bilo potrebno vise sekundi, sto u velikoj meri prevazilazi vreme
potrebno aplikaciji PAINT. Koraci izvrSsavanja su takode bili veoma retko dostupni,
a Citljivost 1 moguénost verifikacije doti¢nih koraka izuzetno slaba, sto je jedna od
osnovnih prednosti upotrebe sistema SimTheP.

Napomenimo da je izbor MTP nejednakosti takav da ona ocigledno vazi i na
sirem intervalu x € (0, 7) posto je posmatrana MTP funkcija zbir tri funkcije pozitivne
za x € (0,7). Ovu ¢injenicu aplikacija Mathamatica ne prepoznaje, dok je aplikacija
PAINT koja implementira sistem SimTheP dokazuje.

Ovo navodi na zakljucak da su aplikacije poput aplikacije Mathematica veoma
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dobre za verifikaciju rezultata dobijenih nekim od dokazivaca, ali nisu upotrebljive
za samostalno dokazivanje MTP klase nejednakosti. Ovo je i za ocekivati na os-
novu prethodno razmatranih rezultata Ricardsona, Vanga i Lackovic¢a, koji proucavaju

neodlucivost trazenja nula nad generalnom klasom realnih analitickih funkcija.
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Glava 6

Zakljucak i dalji pravci istrazivanja

Dokazivanje nejednakosti je veoma popularna oblast istrazivanja tokom prethodne
dve decenije. Postojanje strucnih casopisa koji su specijalizovani za ovu oblast i velika
industrijska primena je doprinela znacajnijem istrazivanju u ovoj oblasti. Kako postoji
potreba za dokazima odredenih nejednakosti i u industrijskom okruzenju, gde nisu
uvek dostupni eksperti iz ove oblasti, prirodno se javlja potreba za automatizovanim
softverom koji resava ovaj problem. Nazalost, vetina aplikacija nije kreirana za ovakvu
upotrebu ve¢ iskljucivo kao pomocéno sredstvo u teorijskoj matematici.

Glavni cilj ovog doktorata je definisanje celokupnog sistema dokazivanja jedne klase
analitickih nejednakosti. Klasa miksovano trigonometrijsko polinomskih funkcija pred-
stavlja klasu koja se veoma ¢esto sre¢e u nau¢nim radovima. Definisanje metoda dokazi-

vanja ove klase funkcija je imalo svoje izazove.

e Prvi problem koji je prikazan u ovom doktoratu je problem trazenja nula poli-

nomske funkcije sa koeficijentima oblika:

Mada su poznati algoritmi za pretragu za realnim resenjima takvih polinomskih
funkcija, numericki postupci koji daju realna resenja ¢esto su neupotrebljivi u

svrhu dokaza. Da bi se ovo izbeglo, i verifikovala sigurnost rada dokazivaca u
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ovom koraku, definisan je novi algoritam koji je zasnovan na upotrebi Sturmove
teoreme nad naniznom polinomskom aproksimacijom sa racionalnim koeficijen-

tima zaokruzenim od polaznih na manji broj decimala.

Razmotren je i problem definisanja nanizne aproksimacije polinomske funkcije.
Razmatrajuéi problem preciznosti aproksimacije nekih iracionalnih vrednosti pri-
likom prelaska sa simbolickih transformacija u numericka izracunavanja u okviru
polinomskih funkcija, dolazi se do zakljucka da je jedini nacin prevazilazenja ove
problematike oslanjanje na naniznu aproksimaciju polinomske funkcije. Ovo se
postize smanjivanjem broja decimala koris¢enjem algoritma koji je za tu svrhu

definisan.

Problem koji je do sada zanemarivan u literaturi jeste definisanje intervala is-
pravnosti polinomskih aproksimacija Tejlorovih razvoja. U okviru doktorata je
dat algoritam za definisanje minimalnog stepena Tejlorovog razvoja neophodnog
za vazenje aproksimacije nad celim intervalom dokazivanja. Takode je prikazan
algoritam koji prevazilazi probleme koji nastaju stepenovanjem Tejlorovih razvoja

parnim stepenima.

Definisana su i pravila za generisanje nanizne aproksimacije na osnovu miksovano

trigonometrijsko polinomske funkcije.

Nakon svega ovoga je definisan glavni sistem za automatsko dokazivanje MTP nejed-

nakosti. U okviru sistema je definisan niz slucajeva koji mogu da predstavljaju problem

(poput neta¢ne hipoteze, ili lose izabranih korisnickih podesavanja) kako bi se obezbe-

dila stabilnost rada algoritma. Algoritam koji je definisan u okviru ovog doktorata

je u prednosti na postoje¢a resenja na osnovu cinjenice da funkcionise za kompletnu

klasu miksovano trigonometrijsko polinomskih funkcija, ali i toga da u slucaju da nije

moguce da se nade dokaz zbog neispravnosti hipoteze, algoritam vraca parcijalni dokaz

nad oblaséu u kojoj hipoteza vazi. Dodatno su prikazana neka prosirenja osnovnih

algoritama kako bi ceo sistem radio i na §iroj klasi funkcija.
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Zmacaj jednog ovakvog sistema se ogleda u velikom broju naucnih radova koji se
mogu verifikovati koris¢enjem implementacije ovog sistema. U okviru ovog rada je
dato sedamdeset pet primera nejednakosti koje se mogu dokazati primenom prikazanih
algoritama. Zalazec¢i dublje u problematiku automatskih dokazivaca teorema mozemo
primetiti da prikazano resenje ima jos neke prednosti. Pored bitno boljih performansi
koje su jasno vidljive nakon poredenja sa trenutno vode¢im automatskim dokazivacem
u ovoj oblasti, moze se primetiti da su dokazi dobijeni na ovakav nacin daleko laksi
masinski generisanih koraka, dobija se niz od desetak koraka koji uglavnom predstav-
ljaju transformacije trigonometrijskih funkcija ili prostih rac¢unskih operacija. Ovo ¢ini
naucnu primenu.

Mada je jedna faza ovog istrazivanja zaokruzena, postoji veliki broj pravaca za
dalje unapredivanje. Sinusna i kosinusna funkcija su predstavljale izazov zbog svoje
periodi¢nosti. Uzevsi u obzir da je algoritam moguce prosiriti da ukljucuje druge tipove
realnih analitickih funkcija, postoji veoma velika moguénost za dalja istrazivanja u tom

pravcu. Uvodenje Sire klase vrednosti za koeficijente

M=

zPied fy;

1

5. Piedi « /4]

.
Il

M

Il
—

j
gde su 2,2, € Z, y;,9; € N a p;,Dj,¢,q; € No svakako bi omogudilo siru upotrebu.
Nesto kompleksniji pravac istrazivanja je upotreba slozenih analitickih funkcija, iako
su neki poceci tog istrazivanja ve¢ prikazani u doktoratu. Na kraju, moguce je is-
trazivanje usmeriti i na dokazivanje nejednakosti iz ovih klasa koje ukljucuju upotrebu
viSe promenjivih. Pored prosirenja mogucénosti sistema za dokazivanje, neki dalji pravac
istrazivanja predstavlja i povezivanje prikazanog sistema sa primenama u inzenjerskoj
struci. Do sada su razmatrane primene na dizajn filtera u telekomunikacijama, dizajnu

elektricnih kola, ali i u robotici. Dalje primene ¢e se tek prikazati u buduc¢nosti.
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Ceo sistem i aplikacija su kreirani sa ciljem da budu korisni za istrazivace svih nauka.
Istrazivaci iz teorijske matematike ¢e u njemu moéi da vide alat za laksSe istrazivanje,
a istrazivaci van matematickih disciplina ¢e moé¢i da postavljaju temelje svojih teorija

uz daleko manje sumnje u ispravnost matematike koju upotrebljavaju.
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UsjaBa o ayTopcTBY

Mwme n npesnme aytopa BojaH Banay

Bbpoj nHaekca 5018/2011

UsjaBbyjem
[a je QOKTOpCKa gucepTaumja noa HacrnoBoM

Cucmem 3a aymomamcko OoKka3uear-e HeKUX Kraca aHaumu4kux HejedHakocmu

e pe3ynTtaTt CONCTBEHOr UCTPaXXMBAYKOr pana;

e [a gucepTaumja y LenvHU HU y genoBuma Huje buna npegnoxeHa 3a ctuuake
apyre avnnome npema CTyAWCKMM MporpamMuma ApYrux BUCOKOLLKOICKMX
yCTaHOoBa;

e [a Cy pe3yntatu KOPEKTHO HaBeeHUN U

e [la HMCaM KpLuMo/na ayTopcka npaBa M KOpUCTUO/NAa WHTENEKTyanHy CBOjUHY
ApYyrux nuua.

MoTnuc aytopa

Y Beorpagy,




U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU WITaMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Vme u npesume aytopa bojaH banay
Bpoj nHaoekca 5018/2011
Ctyamjcku nporpam [MpumMen-eHa maTemaTtumka

HacnoB paga Cuctem 3a ayToMaTcko AOKa3MBake HEKMX Kraca aHanmuTUYkMX HejeqHakocTm

MeHTop _npod. Ap EpaHko ManeweBuh

M3jaBrbyjeM fa je wtamnaHa Beps3uja MoOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
BEp3aunju Kojy cam npepao/na pagu noxpaweHa y OurutanHom penosutopujymy
YHuBep3uteta y Beorpaay.

[o3BorbaBaMm ga ce objaBe MoOju NMUYHU nogaun Be3aHn 3a obujarbe akagemckor
HasMBa JOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy UMe U nNpe3ume, roamMHa U Mecto pohera n gatym
onbpaHe paga.

OBM nnMYHM nogaumM Mory ce o6jaBUTM Ha MPEXHUM CcTpaHuuama aurutanHe
©OmbnunoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nyénvkaumjama YHuep3auteTa y beorpaay.

MoTnuc aytopa

Y Bbeorpagy,




UsjaBa o kopuwhemwy

Oenawhyjem YHuBepautetcky oubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh® ga y OurutantHu
penosutopujym YHuBepsuTeTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOpCKY AucepTauujy nof
HaCnoBOM:

Cucrtem 3a AYTOMATCKO AOKA3MBAHE HEKMX KAACA AHAAUTUHKMX HejeAHOKOCTM

Koja je Moje ayTopcKo Aerno.

OucepTaumjy ca cBuM npunosuma npegao/na cam y enekTpoHckoM doopmMaTy NnorogHoMm
3a TpajHO apxMBupatse.

Mojy [OKTOpCcKy Auceptauuvjy noxpaweHy Yy [OurutanHom  penosuTopujymy
YHuBep3auTeTa y beorpagy v 4OCTYNHY Yy OTBOPEHOM NPUCTYMy MOry Aa KOpWUCTe CBU
Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny nuueHue KpeaTuBHe 3ajegHuue
(Creative Commons) 3a Kojy cam ce ognyuuno/na.

1. Aytopcteo (CC BY)
2. AytopcTtBo — HekomepuumjanHo (CC BY-NC)
@AyTOpCTBO — HekomepuwmjanHo — 6e3 npepaga (CC BY-NC-ND)
4. AyTOpCTBO — HEKOMepUujarHo — genutn nog uctum ycrnosuma (CC BY-NC-SA)
5. AytopcTtBo — 6e3 npepaga (CC BY-ND)
6. AytopcTBO — Aenutu nog uctum ycnosmma (CC BY-SA)

(Monumo aga 3aoKpyXuTte camo jegHy of LWeCT NoHyHeHnX nuueHum.
KpaTak onuc nuueHumn je cactaBHM 4e0 OBE u3jaBe).

MoTnuc aytopa

Y beorpagy,




1. AytopcTBo. [lo3BOorbaBaTe yMHOXaBahe, AUCTPUOYLM)y U jaBHO caoniluTaBare
[ena, 1 npepage, ako ce HaBeae MMe ayTopa Ha HauvH ofpefeH of cTpaHe ayTopa
Unn gaeaoua NuUEHUe, Yak U y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja of cBux
nuueHun.

2. AytopcTBO — HekomepuujanHo. [o3BorbaBaTe yMHOXaBahe, AUCTpUOYUMjy U
jaBHO caonwTaBake gena, v npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH
of cTpaHe aytopa unv gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He J03BOSbaBa KOMepLWjanHy
ynoTpeby gena.

3. AytopcTBO — HeKkomepuwujanHo — 6e3 npepapa. [o3BorbaBaTe yMHOXaBae,
ancTpubyumnjy n jaBHO caonwTaBawe [fena, 6e3 npomeHa, nNpeobrukoBakwa wunu
ynoTpebe gena y cBOM [Jeny, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauduH ogpeheH of
CTpaHe aytopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He 403BOMbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby Aena. Y ogHOCY Ha CBe ocTarne nuueHLe, OBOM NULIEHLOM Ce OorpaHuyaBa
Hajsehn 0bum npaea kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO — HeKOMepLuMjanHo — AennuTu noa UCTUM ycrosuma. [Jo3sorbaBare
YMHOXaBake, AUCTPUBYLMjy 1 jaBHO caoniwiTaBake Aena, U npepage, ako ce HaBede
MMe ayTopa Ha HauuH odpeheH of cTpaHe ayTopa WNW OaBaola NULEHLEe U ako ce
npepaga AuCTpuGympa nog WCTOM WM CRAMYMHOM nuvueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa komepuujanHy ynotpeby aena u npepaaa.

5. AytopcTBo — 6e3 npepapga. [Jo3BorbaBate yMHOXaBake, AUCTPUOYLM)Y U jaBHO
caonwTaBake aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBaka unu ynotpebe genay cesom geny,
ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauvH ofapefeH oA cTpaHe ayTopa wnu fasaoua
nuueHue. OBa n1ueHua 4o3BorbaBa koMepumjanHy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO — pOenutu nog MCTUM ycrnoBuma. [Jo3BorbaBate YMHOXaBawe,
ONCTpMOYLMjy 1 jaBHO caonwiTaBake fena, v npepage, ako ce HaBege nve aytopa Ha
HaunH ogpefeH of CcTpaHe ayTopa WnNM faBaoua NuueHue M ako ce npepaja
anctpubyupa nog UCTOM UMM CriMdHOM  nvueHuoM. OBa nuueHua [o3BOSbaBa
KomepumjanHy ynotpeby gena u npepaga. CnuyHa je cOTBEPCKUM nuvueHuama,
OLHOCHO I1LEeHLama OTBOPEHOr koaa.
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