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Na sednici Nastavno-nauqnog ve�a odr�anoj 18.11.2016. god. imeno-
vani smo kao qlanovi komisije za pregled, ocenu i odbranu doktorske
disertacije ǈubice Mihi� pod nazivom Ostatak odre�enih tipova
Gausovih kvadraturnih formula sa specijalnim klasama te�inskih
funkcija. Nakon pregleda rukopisa, podnosimo Nastavno-nauqnom ve�u
slede�i

Izvextaj

1. Biografija doktorandkiǌe

ǈubica Mihi� (ro�. Mati�) je ro�ena 27. aprila 1985. god.
u Beogradu. Zavrxila je osnovnu xkolu ,,Selimir Jovanovi�” i
Xabaqku gimnaziju. Nosilac je Vukove diplome i nekih priznaǌa sa
regionalnih i republiqkih takmiqeǌa iz matematike i fizike.
Osnovne studije na Matematiqkom fakultetu u Beogradu, smer numeriq-
ka matematika i optimizacija, zavrxila je 2009. god., a master studije,
pod mentorstvom profesora Boxka Jovanovi�a, naredne godine. Tokom
osnovnih studija bila je stipendista Ministarstva prosvete i DAAD–
a. Zimski semestar 2009/10. je provela na Tehniqkom Univerzitetu
u Minhenu, bave�i se implementacijom multigrid metode u MATLAB-u.
Doktorske studije je upisala 2010. godine. Imala je izlagaǌa je na
tre�em i petom simpozijumu ,,Matematika i primene”, kao i dva izla-
gaǌa na seminaru ,,Matematiqki metodi mehanike“ u SANU-u tokom
oktobra 2012. god. U septembru 2011. god. je poha�ala jednomeseq-
ni kurs ,,PhD course, Optimization Syllabus for the TEMPUS”. Od oktobra
2010. god. radi na Visoko medicinskoj i poslovno-tehnoloxkoj xkoli
strukovnih studija, kao asistent na predmetima matematika, poslovna
matematika, statistika, matematiqki softver.



2. Predmet disertacije

Integracija ima xiroku primenu prilikom matematiqkog mode-
lovaǌa mnogih pojava koje se javǉaju u prirodnim, tehniqkim nauka-
ma, ekonomiji i drugim oblastima. Kada se vrednost integrala ne
mo�e analitiqki izraqunati, potrebno je konstruisati formulu koja
aproksimira ǌegovu vrednost sa prihvatǉivom taqnox�u. Pored tradi-
cionalnih formula koje se koriste, tendencije u razvoju ove oblasti
odnose se na pove�aǌe taqnosti formule i ocenu grexke nastale kada
se integral zameni konaqnom sumom.

Predmet ove disertacije su Gausove kvadraturne formule sa qvorovi-
ma proizvoǉne vixestrukosti (glava 3), ili sa dvostrukim qvorovima
(glave 2 i 4). Ukoliko je, kao qvor, fiksiran jedan od krajeva intervala
integracije, radi se o Gaus-Radau kvadraturnim formulama, a ukoliko
se fiksiraju oba kraja intervala integracije, takve formule su Gaus-
Lobato tipa. Pored pomenutih formula, u tezi se analizira i Kron-
rodovo uopxteǌe Gaus-Turanove kvadraturne formule u kojoj se pored
vrednosti funkcije u qvorovima posmatraju i vrednosti proizvoǉnih
izvoda funkcije. Ciǉ je dati efikasne ocene grexaka pomenutih for-
mula u odnosu na razliqite vrste Qebixevǉevih te�inskih funkcija
kao i Gori-Miqelijeve te�inske funkcije koja u specijalnom sluqaju
predstavǉa uopxteǌe prve Qebixevǉeve te�inske funkcije.

3. Struktura rukopisa

Rukopis sadr�i 134 stranica (10 + 110 + 14) podeǉenih na slede�a
poglavǉa i potpoglavǉa

1. Uvod

• Matematiqki aparat

• Gausova kvadraturna formula

• Konstrukcija Gausovih kvadraturnih formula

• Ostatak kvadraturne formule

• Neke modifikacije Gausove formule, noviji rezultati

2. Ostatak Gaus-Lobato kvadraturne formule
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• Gaus-Lobato kvadraturne formule sa dvostrukim qvorom u
krajǌim taqkama, osnovni pojmovi

• Gaus-Lobato kvadraturne formule u odnosu na Qebixevǉevu
te�insku funkciju druge vrste

• Gaus-Lobato kvadraturne formule u odnosu na Qebixevǉevu
te�insku funkciju tre�e i qetvrte vrste

3. Uopxtene Gaus-Turanove kvadraturne formule, koeficijenti i
ostatak

• Uvodno poglavǉe

• Koeficijenti Kronrodovog uopxteǌa Gaus-Turanove
kvadraturne formule

4. Ostatak Gaus-Radau kvadraturne formule

• Gaus-Radau kvadraturne formule sa dvostrukim qvorom u
krajǌoj taqki

• Tre�a Qebixevǉeva te�inska funkcija

• Druga Qebixevǉeva te�inska funkcija

• Numeriqki primeri

Dodaci (1− 11) sadr�e slo�ene polinomijalne izraze kao i pomo�ne
MATLAB funkcije koje se pozivaju u glavnim funkcijama navedenim u
glavama 3 i 4.

Literaturu qine 129 bibliografske jedinice.

4. Analiza rukopisa i prikaz originalnih rezultata

Prva glava je uvodnog karaktera i sadr�i poznate pojmove i tvr�e-
ǌa koja se koriste u ostatku rada. Opisana su osnovna
svojstva ortogonalnih polinoma koji uqestvuju u konstrukciji Gauso-
vih kvadraturnih formula. Tako�e, definixu se razliqiti tipovi
ostataka kvadraturnih formula, pri qemu se u narednim glavama anali-
zira integralna reprezentacija ostatka. Pored toga, izlo�eni su i
noviji rezultati koji se odnose na pove�avaǌe vixestrukosti qvorova.
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Preostale tri glave sadr�e poglavǉa sa originalnim rezultatima.

Druga glava je posve�ena oceni grexke Gaus-Lobato kvadraturne
formule sa dvostukim qvorom u krajǌim taqkama. Nakon detaǉne ana-
lize jezgra ostatka pomenute kvadraturne formule, dokazane su Teoreme
koje govore o uslovima pod kojima se dosti�e maksimum modula jezgra
ostatka, odre�ene su fiksirane vrednosti koje se spomiǌu u Teoremi
2.2, Teoremi 2.3, Teoremi 2.4 i prikazane su stvarne grexke i ocene
grexaka datih formula.

U tre�oj glavi je razmatrano Kronrodovo uopxteǌe Gaus-Turanove
kvadraturne formule u odnosu na specijalni sluqaj Gori-Miqelijeve
te�inske funkcije. Pomenuto uopxteǌe se sastoji u tome da se pored
qvorova Gaus-Turanove formule uvedu novi qvorovi, nule Qebixevǉe-
vog ortogonalnog polinoma druge vrste, u kojima se posmatra samo
vrednost funkcije (ne i ǌenih izvoda). Ovom modifikacijom, Kronro-
dova formula je zapravo kvadraturna formula Qakalov-Popoviciu
tipa. Doktorandkiǌa je primenom metoda koje va�e za tu formulu,
u nekim sluqajevima izraqunala koeficijente i grexku Kronrodovog
uopxteǌa.

U qetvrtoj glavi su dokazane Gauqi-Li hipoteze o Gaus-Radau
kvadraturnim formulama u odnosu na Qebixevǉeve te�inske funkci-
je druge i tre�e vrste (Teorema 4.2 i Teorema 4.3). Poglavǉe 4.4 se
sastoji od numeriqkih primera i sadr�i tabele u kojima su izlo�ene
efikasne ocene grexaka.

5. Reference generisane u toku rada na disertaciji

Rezultati prikazani u ovom rukopisu publikovani su u

• jednom koautorskom radu u qasopisu sa SCI liste,

• jednom samostalnom radu
(u qasopisu sa SCI liste ukoliko se posmatra petogodixǌi IF),

• jednom koautorskom radu u zborniku nacionalne
konferencije sa me�unarodnim uqex�em.

Jedan koautorski rad je predlo�en za xtampu u me�unarodnom qasopisu
sa SCI liste. Dva rada su u pripremi.
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1. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Error Bounds for Gauss-Lobatto

Quadrature Formula with Multiple End Points with Chebyshev Weight Function

of the Third and the Fourth Kind, (accepted 2014), Filomat, vol. 30, num. 1,

231-239 (2016)

2. Lj.V. Mihić, The remainder term of Gauss-Radau quadrature rule with single

and double end point, Publ. Inst. Math. (to appear, DOI 10.2298/PIM161115002M)

3. Ljubica Mihić, Aleksandar Pejčev, Ocena greške Gaus-Lobato kvadraturnih

formula u odnosu na Čebǐsevljeve težinske funkcije druge, treće i četvrte vrste,

Zbornik radova, V simpozijum ,,Matematika i primene”, str. 152-160 (2014)

4. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Error bounds for Gauss-Lobatto

quadrature with double end points with Chebyshev weight of the second kind,

Numerical Mathematics: Theory, Methods and Applications

(predlo�en za xtampu)

5. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Kronrod extension of Turán formula

with respect to certain weight functions (u pripremi)

6. A.V. Pejčev, Lj.V. Mihić, Error bounds for Gauss-Radau quadrature with

double end points with Chebyshev weight of the second kind, (u pripremi)

6. Zakǉuqak

Rukopis Ostatak odre�enih tipova Gausovih kvadraturnih for-
mula sa specijalnim klasama te�inskih funkcija sadr�i vredan
nauqni doprinos u oblasti numeriqke integracije. U ǌemu su detaǉno
anlizirane Gaus-Lobato, Gaus-Radau i Gaus-Turanove kvadraturne
formule sa dvostrukim ili vixestrukim qvorovima. Formulisane su
i dokazane Teoreme koje opisuju ponaxaǌe modula jezgra ostatka Gaus-
Lobato i Gaus-Radau kvadraturnih formula. Teorijski rezultati su
dobijeni korix�eǌem konstruktivne teorije ortogonalnih polinoma,
kao i teorije vezane za konstrukciju kvadraturnih formula Gausovog
tipa. Pored teorijske analize, izlo�eni su bogata numeriqka analiza
i numeriqki eksperimenti u kojima se vidi efikasnost predlo�enih
ocena grexaka pomenutih kvadraturnih formula. Rezultati dobijeni u
ovoj disertaciji su publikovani u jednom qasopisu sa SCI liste kate-
gorije M22, jednom doma�em qasopisu i zborniku nacionalnog nauqnog
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skupa. Jedan deo rezultata je predlo�en za xtampu u qasopisu sa SCI

liste, dok je preostali deo u pripremi za slaǌe.
Konstatujemo da su ispuǌeni svi ciǉevi navedeni prilikom

predlagaǌa ove teme, kao i svi formalni uslovi.

Imaju�i u vidu gore navedene qiǌenice u vezi sa vrednim origi-
nalnim nauqnim rezultatima izlo�enim u disertaciji, sa zadovoǉstvom
predla�emo Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta Univerzi-
teta u Beogradu i Ve�u nauqnih oblasti prirodno-matematiqkih
nauka Univerziteta u Beogradu da odobri ǈubici Mihi� odbranu
doktorske disertacije pod naslovom ,,Ostatak odre�enih tipova
Gausovih kvadraturnih formula sa specijalnim klasama te�inskih
funkcija”, i odredi komisiju za ǌenu javnu odbranu.

u Beogradu, 20.12.2016.

Qlanovi komisije

—————————————————–
dr Milan Dra�i�, mentor, vanredni profesor,
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

—————————————————–
dr Aleksandar Pejqev, docent,

Univerzitet u Beogradu, Maxinski fakultet

—————————————————–
dr Miodrag Spalevi�, redovni profesor,

Univerzitet u Beogradu, Maxinski fakultet

—————————————————–
dr Desanka Radunovi�, vanredni profesor u penziji,

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
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Dodatak

Reference ǈubice Mihi�

Master rad

1. ǈubica Mati�, O jednoj klasi transmisionih probema u nepovezanoj
oblasti, odbraǌen na Matematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu
2010. godine (mentor prof. dr. Boxko Jovanovi�)

Radovi koji su publikovani ili prihva�eni za xtampu

1. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Error Bounds for Gauss-Lobatto

Quadrature Formula with Multiple End Points with Chebyshev Weight Function

of the Third and the Fourth Kind, (accepted 2014), Filomat, vol. 30, num. 1,

231-239 (2016)

2. Lj.V. Mihić, The remainder term of Gauss-Radau quadrature rule with single

and double end point, Publ. Inst. Math.

(to appear, DOI 10.2298/PIM161115002M)

3. Ljubica Mihić, Aleksandar Pejčev, Ocena greške Gaus-Lobato kvadraturnih

formula u odnosu na Čebǐsevljeve težinske funkcije druge, treće i četvrte vrste,

Zbornik radova, V simpozijum ,,Matematika i primene”, str. 152-160 (2014)

Radovi koji su predlo�eni za xtampu ili u pripremi

4. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Error bounds for Gauss-Lobatto

quadrature with double end points with Chebyshev weight of the second kind,

Numerical Mathematics: Theory, Methods and Applications

(predlo�en za xtampu)

5. Lj.V. Mihić, A.V. Pejčev, M.M. Spalević, Kronrod extension of Turán formula

with respect to certain weight functions (u pripremi)

6. A.V. Pejčev, Lj.V. Mihić, Error bounds for Gauss-Radau quadrature with dou-

ble end points with Chebyshev weight of the second kind, (u pripremi)
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Saopxteǌa na nauqnim skupovima i seminarima

1. Ljubica Mihić, The remainder term of Kronrod extension of Gauss-Turán

formula, Seminar of the project 174002 ,,Methods of numerical and nonlinear

analysis with applications”, Faculty of Mechanical Engineering, Belgrade, October

2016.

2. Ljubica Mihić, Aleksandar Pejčev, Ocena greške Gaus-Lobato kvadraturnih

formula u odnosu na Čebǐsevljeve težinske funkcije druge, treće i četvrte vrste, V

simpozijum ,,Matematika i primene”, oktobar 2014.

3. Ljubica Matić, Euler-ove jednačine - klasična teorija potencijalnih strujanja,

Seminar ,,Matematički metodi mehanike“, SANU, 26. septembar i 3. oktobar

2012.

4. P. Rogleva, I. Jovanović, I. Grujičić, Lj. Matić, Presentation of one month

group working, PhD course, Optimization Syllabus for the TEMPUS, Faculty of

Mathematics, Belgrade, September 2011.

5. Ljubica Matić, Multigrid method–implamentations in MATLAB, Technische

Universitat Munchen, Munchen, December 2009.
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