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Prosireni rezime

Struktuirano ucenje je oblast koja se bavi ucenjem sloZenih objekata iz sloZenih
(struktuiranih) podataka. Struktuirani podaci, u ovom kontekstu, predstavljaju po-
datke koji se sastoje od vise medusobno zavisnih delova. Kod ucenja nad ovakvim
podacima potrebno je iskoristiti informaciju koja se sadrzi i u samim delovima, kao
i u njihovim medusobnih odnosima. Oblast struktuiranog ucenja je vazan segment
masinskog ucenja, predmet je aktivnog istrazivanja uz brojne aktuelne probleme
i pokriva ucenje iz teksta, signala (audio, slika, video), interakcija u socijalnim
mrezama, biomedicinskih (genetskih, bolnickih) podataka, i brojne druge domene.

Struktuirana predikcija je diskriminativna podvrsta struktuiranog ucenja i bavi
se pronalaZenjem veza izmedu ulaza i sloZenih struktuiranih izlaza. Za razliku od
regresije ili klasifikacije, kod kojih je cilj predvideti jedan izlaz, objekti o kojima se
zakljucuje struktuiranom regresijom, odnosno struktuiranom klasifikacijom, imaju
sloZenu strukturu.

Jedan od izrazenijih izazova struktuiranog ucenja predstavlja skalabilnost. Sa
povecanjem dimenzije problema, znacajno se povecava vreme potrebno za obuca-
vanje, usled prevelike sloZenosti algoritama za ucenje. U opStem slucaju sloZenost
algoritama za obucavanje raste eksponencijalno sa povecanjem dimenzije problema.
Zbog toga modeli struktuiranog ucenja koriste struktuiranu prirodu problema, ¢ime
se sloZenost svodi na polinomijalnu. Jedna od najéesc¢ih pretpostavki kod struktuira-
nog ucenja je tzv. Markovljeva pretpostavka kod koje se, na osnovu Hammersley-
Clifford teoreme, struktura problema moZe predstaviti neusmerenim grafom.

U ovoj disertaciji, predmet istrazivanja su Verovatnosni grafovski modeli, i to
Markovljeva slucajna polja (Markov Random Field) i Uslovna slucajna polja (Condi-
tional Random Field). Verovatnosni grafovski modeli su klasa algoritama za struk-
tuirano ucenje kod kojih je problem predstavljen pomocu sluc¢ajnih promenljivih.
Markovljeva slucajna polja su verovatnosni grafovski modeli u kojem su promenljive

predstavljene kao ¢vorovi, dok su interakcije izmedu promenljivih predstavljene

4



kao grane neusmerenog grafa.

Cilj istrazivanja u okviru doktorske disertacije je pronalaZenje i analiza novih
modela za struktuirano ucenje i algoritama za njihovo obucavanje. Ucenje se na-
jceS¢e obavlja pronalaZzenjem maksimalne verodostojnosti (eng. maximum likeli-
hood), pomocu metoda konveksne optimizacije. Efikasnost ucenja, kao i zakljuci-
vanja na osnovu naucenog modela, u velikoj meri zavisi od osobina samog modela
i pretpostavki nad kojima je zasnovan, kao i prilagodenosti modela problemu.

U sklopu doprinosa ove teze, najpre je osmiSljena i realizovana generalizacija
jedne postojece GCRF formulacije. Zatim je izvrSena eksperimentalna analiza pred-
lozenog modela na nekoliko sintetickih i nekoliko stvarnih skupova podataka iz
aktuelnih domena klimatologije i zdravstva, kao i teorijska analiza sloZenosti.

Zatim je uocen tip problema koji je veoma zastupljen a nije dovoljno obraden u
literaturi, i za koji je moguce uvesti dodatne pretpostavke za koje je zatim pokazano
da mogu znatno olakSati problem ucenja strukture iz mnogodimenzionalnih po-
dataka. PredloZena su i realizovana dva nova GMRF modela zasnovana na uve-
denim pretpostavkama i L; regularizacione norme, i razvijeni su brzi i skalabilni
algoritmi za njihovo ucenje.

Pokazana je prednost predloZzenih modela nad postoje¢im resenjima u vidu
brzine i skalabilnosti. PredloZeni algoritmi su eksperimentalno potvrdeni kroz
poredenje sa najbrzim postoje¢im reSenjima na nekoliko mnogodimenzionalnih
sintetickih problema kao i na pravim podacima iz oblasti ekspresije gena, DNK
metilacije, i EEG signala. Zatim je odradena teorijska analiza sloZenosti algoritama,
1 zatim eksperimentalno potvrdena sposobnost paralelizacije.

Za kraj su predloZene jo$ dve dodatne ekstenzije GCRF modela i postavljena je

teorijska osnova za njihovo ucenje.



Abstract

Structured learning is an area that deals with the learning of complex objects from
complex (structured) data. Structured data, in this context, represent data that con-
sists of several interdependent parts. Structured learning is an important segment
of machine learning, and is an active research topic with numerous unsolved prob-
lems. Applications that heavily utilize this kind of learning include textual, signal
processing (audio, image and video), social, biomedical (genetic, healthcare), and
many other.

Structured prediction is a discriminant subtype of structured learning and is
concerned with finding connections between inputs and complex structured out-
puts. Unlike regression or classifications, where the prediction output is a single
variable, in structured regression, or structured classification, predictions have a
complex structure.

One of the more prominent challenges in structured learning is scalability. With
an increase of the dimension of the problem, the time required for learning is
greatly increased, due to the excessive time complexity of algorithms required for
learning. In general, the complexity of training algorithms is growing exponentially
with the increase of problem dimension. Therefore, structured learning models
utilize the structured nature of the problem, reducing the complexity down to
polynomial. One of the most common assumptions in structured learning is the
so-called Markov assumption in which, based on the Hammersley-Clifford theorem,
the structure of the problem can be seen as undirected graph.

In this dissertation, main research subject are Markov Random Fields and Con-
ditional Random Fields. The probabilistic graphical models are a class of algorithms
for structured learning in which the problem is represented with random variables.
Markov’s random fields are probabilistic graph models in which variables are rep-
resented as nodes, while interactions among the variables are represented as the

edges of an undirected graph.



The main research goal within this doctoral dissertation is to discover and ana-
lyze new models for structured learning and algorithms for their training. Learning
is most often done by finding maximum likelihood from data, using convex opti-
mization methods. The learning efficiency, as well as the predictive power of the
learned model, largely depends on the characteristics of the model itself and the
assumptions upon which it is based, as well as the applicability of the model to
specific problem of interest.

As part of the contribution of this dissertation, first a generalization of an exist-
ing GCRF formulation was developed and realized. Then, the experimental analysis
of the proposed model was carried out on several synthetic and several real data sets
from the high-impact domains of climatology and health, as well as the theoretical
complexity analysis.

Second, an additional assumption applicable to one common problem type is
discussed, and then shown to greatly facilitate the problem of learning structure
from high-dimensional data. Two new GMRF models were proposed and imple-
mented based on the introduced assumption and L, regularization norms, and
rapid and scalable algorithms for their learning were proposed and implemented.

The advantage of the proposed models over the state-of-the art is shown empir-
ically while comparing speed and scalability. The proposed algorithms have been
experimentally verified by comparing with the fastest existing solutions on several
high-dimensional synthetic problems as well as on real data in the areas of gene
expression, DNA methylation, and EEG signals. The theoretical complexity analysis
of the algorithms was made, and then the experimentally confirmed together with
parallelization capability.

Finally, two additional extensions of the GCRF model were proposed together

with theoretical foundations for their learning.
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1 Uvod

Cest problem u §irokom spektru naué¢nih grana je modeliranje strukture zavisnosti
izmedu velikog broja varijabli u nekom sloZzenom sistemu od interesa. Graficki mod-
eli pruzaju pogodan nacin predstavljanja i analize odnosa u takvim zadacima. PozZel-
jan pristup je modeliranje zajednicke distribucije verovatnoce ucenjem primera
verovatnosnog grafickog modela [38]. Neke od glavnih prednosti kod verovatnos-
nih grafickih modela su garancije u vidu konvergencije algoritama ucenja, konvek-
snosti kriterijumske funkcije, kao i modularnost i moguénost uvodenja dodatnih
pretpostavki u model, kao i jaka pozadina u matematickim alatima, razvijenim u
oblasti statistike i teorije verovatnoce. Uvodenjem dodatnih ogranicenja ekspre-
sivnosti probabilistickih grafickih modela mogucée je do¢i do modela sa vrlo atrak-
tivnim osobinama.

Jedan od izraZenijih izazova struktuiranog ucenja predstavlja skalabilnost. Sa
povecanjem dimenzije problema, znacajno se povecava vreme potrebno za obuca-
vanje, usled prevelike sloZenosti algoritama za ucenje. U opStem slucaju sloZenost
algoritama za obucavanje raste eksponencijalno sa poveéanjem dimenzije problema.
Zbog toga modeli struktuiranog ucenja koriste struktuiranu prirodu problema, ¢ime
se slozenost svodi na polinomijalnu. Jedna od najceséih pretpostavki kod struktuira-
nog ucenja je tzv. Markovljeva pretpostavka kod koje se, na osnovu Hammersley-
Clifford teoreme, struktura problema moze predstaviti neusmerenim grafom.

Ova pretpostavka predstavlja osnov za citavu klasu algoritama za struktuirano
ucenje poznatu kao Markovljeva slucajna polja, koja ¢e biti predmet istrazivanja u
ovoj tezi.

U Markovljevim slu¢ajnim poljima, odsustvo grane u grafu odgovara uslovnoj
nezavisnosti izmedu dve promenljive, dok prisustvo grane u grafu modeluje inter-
akciju izmedu susednih promenljivih. Uslovna slucajna polja su diskriminativna

verzija Markovljevih slucajnih polja, koja sluze za struktuiranu predikciju.
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p(Y) = %Hfi(y)ngij<yi7yj) (1)
Na osnovu Hammersley-Clifford teoreme svako Markovljevo polje se moze pred-
staviti kao proizvod potencijala, gde svaki potencijal odgovara kliki u grafu koji
odreduje uslovne nezavisnosti izmedu promenljivih (jednacina 1). Slucajna promenljiva
je uslovno nezavisna od ostatka grafa ukoliko su dati svi njeni susedi (koji ¢ine takoz-
vano “Markovljevo ¢ebe” za tu promenljivu, eng. Markov blanket). Na taj nacin
struktura problema u vidu grafa medusobnih relacija i zavisnosti se preslikava u

verovatnosnu distribuciju, pomocu koje je moguce vrsiti ucenje parametara i za-

kljucivanje neopazenih promenljivih.

Slika 1: Graficka prezentacija primera jednog kondicionalnog slucajnog polja. Na
grafickom primeru se vidi 9 varijabli zavisnih od jedne zajednicke promenljive.
Isprekidanom plavom linijom su obeleZene kondicionalne zavisnosti, a punom cr-

venom linijom Markovljevo polje.
Na slici 1 prikazana je graficka reprezentacija jednog primera kondicionalnog

slucajnog polja. Na slici se moze videti dve vrste potencijala: asocijativni i interak-
13



cioni. Asocijativni potencijali odgovaraju pojedinacnim ¢vorovima u grafu (sluca-
jnim promenljivama), dok interakcioni potencijali modeluju veze izmedu slucajnih
promenljivih (klike drugog reda u grafu). Kod Uslovnih slu¢ajnih polja, obe vrste
potencijala mogu takode zavisiti od dodatnih promenljivih, ¢ija se interakcija ne
modeluje, ve¢ ucestvuju u modelu samo kroz zavisnost izlaznih promenljivih od
njih. Stoga, celokupan izraz se svodi na uslovnu umesto zajdni¢ku verovatnosnu
distribuciju (odakle i potice naziv Uslovna slucajna polja). Ovakav pristup znacajno
smanjuje prostor pretrage, jer nije potrebno nauciti odnose izmedju opazenih var-
ijabli, $to je veoma primenjivo u problemima klasifikacije i regresije, gde imamo
jasno diferenciranu ulogu ulaznih i izlaznih promenljivih.

Osnovni problemi kod struktuiranog ucenja su: zakljucivanje, dekodovanje,
i ucenje. Zakljucivanje predstavlja proces odredivanja najverovatnijih vrednosti
promenljivih za date parametre modela. U opStem slucaju, egzaktno zakljucivanje
nije izvodljivo i neophodno je usvajanje dodatnih pretpostavki ili nalaZenje aproksi-
mativnog reSenja. Dekodovanje predstavlja pronalazZenje verovatnoce za date vred-
nosti promenljivih. Ucenje predstavlja pronalaZenje optimalnih vrednosti param-
etara za dati model pomoc¢u datih podataka uz pretpostavku da podaci odgovaraju
modelu.

Vremenska kompleksnost algoritama za ucenje zavisi i od tipa problema. Uko-
liko je problem kontinualne prirode, najéeS¢ée su neophodne dodatne pretpostavke
kako bi problem bio traktabilan. Najcesce pretpostavke koje se koriste se odnose
na funkciju raspodele promenljivih. Na primer, kod Markovljevih sluc¢ajnih polja,
koris¢enje Gausovske pretpostavke omogucava analiticke izraze za zakljucivanje,
¢ime se u opstem slucaju dobija algoritam za ucenje kubne sloZenosti. U slucaju
mnogo-dimenzionalnih problema koji postaju sve aktuelniji, algoritmi sa kubnom
sloZenoscu postaju nedopustivo spori. Na primer, ucenje retkog Markovljevog sluca-
jnog polja sa oko deset hiljada promenljivih sa trenutno aktuelnim algoritmima na

modernom hardveru traje oko sat vremena. Poredenja radi, pojedini problemi u
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analizi socijalnih mreza, klimatskih promena, aktivnosti neurona u mozgu, genet-
skih podataka, mogu imati nekoliko redova veli¢ine vise promenljivih, kao i mnogo
guséu strukturu.

Dodatan izazov pri struktuiranom ucenju predstavlja velicina skupa za obuca-
vanje. Sa povecanjem dimenzije problema, drasticno se povecava broj parametara
koje je neophodno optimizovati kako bi se algoritam uspesno obucio, ¢ime se ujedno
povecava i prostor pretrage parametara. Sa povecanjem prostora pretrage, neopho-
dan je veci broj primera za obucavanje koji ¢esto nisu dostupni (npr. za anal-
izu aktivnosti neurona u mozgu sa FMRI snimka pomoc¢u 1000 voksela, bilo bi
neophodno estimirati milion parametara, koriste¢i milion snimaka). Usled ovoga,
modeli ¢esto unose dodatne pretpostavke, kao sto su retkost (tzv. sparsity) strukture,
ili odredeni obrazac kao Sto je to slucaj u prostorno i temporalno uredenim prob-
lemima. PronalaZenje adekvatnih pretpostavki je predmet aktivnog istraZivanja,
Cija efikasnost moze zavisiti i od problema na koji se primenjuje.

Kako je zakljucivanje u ovim modelima netraktabilno u opstem slucaju, uvodi
se Gausova pretpostavka kako bi se omogucio efikasno zakljuc¢ivanje. Ovakva pret-
postavka dovodi do modela Gausovskog Markovljevog sluc¢ajnog polja (eng. Gaus-
sian Markov Random Field, skra¢eno GMRF). Mnogi multivarijatni procesi u prirodi
se mogu efikasno aproksimirati pomoc¢u multivarijatne normalne (MVN) distribu-
cije. Pretpostavka MVN-a omogucava pouzdano GMRF ucenje iz podataka, koriséen-
jem metode maksimalne verodostojnosti parametara. Ucenje GMRF-a je ekviva-
lentno estimaciji retke inverzne kovarijansne matrice (nazvane jo$ i matrica pre-
ciznosti).

U ovoj tezi ¢e izmedu ostalog biti predlozene dve nove metode za skalabilno

ucenje Gausovskog slucajnog polja iz podataka.
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2 Koriscenje strukture za poboljsanje predikcije

Struktuirano predvidanje je tehnika istovremenog predvidanja skupa povezanih
varijabli na osnovu skupa ulaznih (tzv. obzervabilnih) varijabli [1]. Mnogi izazovni
problemi u strukturiranom predvidanju nastaju usled eksponencijalne komplek-
snosti prostora pretrage, i zahtevaju osmisljavanje sloZenih modela kako bi se opisao
problem od interesa, Sto se odrazava na izvodljivost i traktibilnost algoritama ucenja
i zakljucivanja. Rezultujuce varijable koje se koriste za opisivanje predmeta od in-
teresa Cesto su medusobno povezane, a odnosi izmedu varijabli formiraju strukturu.
Ta struktura, iako potencijalno sloZena, obi¢cno se moze iskoristiti u samom modelu
kako bi problem postao traktabilan.

Struktuirana regresija, za razliku od struktuirane klasifikacije, zahteva da izlazne
varijable uzimaju vrednosti iz kontinualnog domena. Jedan od najveéih izazova
struktuirane regresije je efikasnost optimizacije, jer se optimizacija koristi u fazi
ucenja, a cesto ¢ak i u fazi zaklju¢ivanja. Izbor modela kojim su izraZene za-
jednicke ili uslovne raspodele izlaznih promenljivih zavisi od samog zadataka,
dostupnosti primera za obuku i drugih ogranicenja [49]. Diskriminativni mod-
eli Cesto imaju prednost u odnosu na generativne, usled relaksiranja pretpostavke
o nezavisnosti [75]. Zbog toga se koriste Uslovna Slucajna Polja [40] (eng. Con-
ditional Random Fields) koja pored izlaznih veli¢ina koje se modeluju slucajnim
promenljivima, uvode i tzv. observabilne promenljive ¢ija raspodela nije uracu-
nata modelom. Uslovna slucajna polja se cesto primenjuju u razli¢itim domenima,
ukljucujuci oblasti kao Sto su racunarska vizija (eng. Computer Vision) [53], obrada

prirodnog jezika (eng. Natural Language Processing) [39] i bioinformatika [58].

2.1 Uvod u diskriminativne modele

Graficki modeli, kada se primenjuju na probleme gde je potrebno izvrsiti predikciju

viSe izlaza (eng. multi-target prediction), obi¢no koriste uslove interakcije (u vidu
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funkcija potencijala) da nametnu strukturu medu izlaznim varijablama. Cesto se
takva struktura zasniva na pretpostavci da "slicne" izlazne promenljive moraju uzi-
mati i sli¢ne vrednosti, gde je mera slicnosti izmedu dve promenljive zadata nekom
metrikom. Takva vrsta interakcije se ponasa kao glacajuci filter i navodi izlazne
vrednosti da budu medusobno blize. U istrazivanju predstavljenom u slede¢em
poglavlju relaksiramo tu pretpostavku i predlazemo funkciju koja se temelji na ras-
tojanju i moze se prilagoditi kako bi se osiguralo da varijable imaju manju ili ve¢u
razliku u vrednostima. Tekst i rezultati prikazani u ovom poglavlju su zasnovani na
radu objavljenom u [70]. Koristili smo postoje¢i model Gausovskog Slucajnog Polja
(eng. Gaussian Conditional Random Field, skraceno GCRF), koji smo unapredili i
predlozili prosirenje potencijala interakcije dodatnim ¢lanom kojim se ura¢unava i
udaljenost pored slicnosti. ProSireni model je zatim uporeden sa polaznim u neko-
liko razlic¢itih problema struktuirane regresije. Povecanje prediktivne preciznosti
zabeleZeno je i na sinteticki generisanim primerima kao i kroz aplikacije na real-
nim podacima, ukljucujuci i izazovne probleme iz domena klimatologije, (climate)

1 zdravstva (healthcare).

2.2 Pregled postojecih reSenja

Kontinualna uslovna slucajna polja su tip Uslovnih slucajnih polja koja modeluju
probleme kontinualne prirode. Iako predstavljaju mocan alat, primena kontinual-
nih uslovnih slucajnih polja na problem struktuirane regresije je donekle otezana vi-
sokom racunskom slozenoSc¢u koja je posledica izracunavanja normalizacione funkcije
(eng. Partition function). Takode, zakljuc¢ivanje kod ovih modela cesto zahteva kom-
putacijski skupe metode odabiranja. Da bi ublazili neke od tih problema i ucinili
metode primenljivijim, jedno od resenja je koriS¢enje pretpostavke Gausovske dis-
tribucije. Nedavno je predloZeno nekoliko formulacija CRF modela nazvanih Gaus-
sian Conditional Random Fields (GCRF) [77, 55, 66, 84]. Pristupi poput [84, 66]

koriste tehnike regularizacije, uglavnom zasnovane na L; normi, kako bi naucili
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graf u vidu retke precision matrice. Drugi pristupi, poput [77], imaju specijal-
izovanije formulacije usko povezane sa problemom koji modeluju. U radu [55]
predloZen je model za predvidanje opticke vidljivosti (eng. Aerosol Optical Depth)
koji se oslanja na poznatu strukturu koja poboljsava ucenje prediktivnog modela. U
ovom poglavlju ¢emo se usredsrediti na ovu formulaciju GCRF-a.

Gausovska formulacija asocijativnih i interakcionih potencijala GCRF obezbeduje
da celokupan model ima oblik multivarijatne Gausove distribucije. Ova osobina
GCRF-a omogucava efikasno zakljucivanje, kao posledicu toga $to je moguce naci al-
gebarski izraz za normalizacionu funkciju. Stavise, problem GCRF uéenja (pronalazenja
optimalnih parametara) je konveksan, $to omogucava koriscenje pouzdanih algori-
tama konveksne optimizacije i garantuje visokokvalitetno resenje. Sve ove karakter-
istike ¢cine GCRF obecavaju¢im alatom za Sirok spektar aplikacija ukljuc¢ujuéi ener-
getiku [16], internet oglasavanje [85, 671, klimatologiju [55] i zdravstvo [54, 72]. Pos-
toji nekoliko unapredenja i modifikacija ovog modela, kao na primer: za primenu
na nekompletnim podacima (sa nedostaju¢im vrednostima) [68]; sa simultanim
obucavanjem neuralnih mreza [56]; sa propagacijom greske predikcije [24, 25];
za ansambl struktuiranih modela [52]; za usmerene grafove [81]; i za viSeslojne
mreZe [23].

Jedan od izazova struktuirane regresije je pronalazenje adekvatne strukture koja
odgovara problemu koji se modeluje. U zavisnosti od postavke, postoji nekoliko
pristupa ovom problemu pomoc¢u Gausovskih uslovnih slucajnih polja.

Jedan pristup se zasniva na ucenju cele strukture u vidu kovarijansne matrice,
koriste¢i regularizaciju koja indukuje njenu inverznu matricu (tj. matricu parcijal-
nih kovarijacija, eng. Precision matrix) da bude retka [84], [66]. Ovakakv pristup ne
koristi deljenje parametara vec se efektivno svodi na ucenje cele strukture (u vidu
retke matrice nezavisnih parametara).

Jo$ jedan pristup se zasniva na koris¢enju dodatne informacije u vidu predefin-

isanog tezinskog grafa [55]. U praksi, ovakva vrsta dodatne informacije dolazi iz
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domenskog znanja ili toplogije samog problema. Ovakav pristup znatno umanjuje
prostor pretrage optimizacionog problema, jer se smanjuje broj parametara koje
je potrebno nauciti. Sa smanjenjem broja parametara, smanjuje se i rizik od pre-
obucavanja, jer se znatno smanjuje broj instanci neophodnih za obucavanje modela.
Ovakav benefit ne dolazi bez cene, jer sa smanjenjem prostora pretrage smanjuje
se i prediktivna mo¢ modela. Predefinisani tezinski graf mozZe se posmatrati kao
ogranicenje u prostoru optimizacione pretrage, i ukoliko taj predefinisani tezinski
graf ne opisuje dobro problem ni nauceni model nece dobro generalizovati.

Treci pristup je hibrid izmedu ucenja cele matrice parametara i koriScenja pre-
definisanog tezinskog grafa. U ovakvom pristupu, grane grafa su predefinisane ali
se tezinski koeficijenti svake grane uce kao parametri modela. Na ovaj nacin je
moguce u izvesnoj meri napraviti kompromis izmedu prethodna dva pristupa kao
Sto ¢e i biti pokazano u nastavku rada.

U nastavku ce biti opisan model za struktuiranu regresiju predstavljen u [55].
Ovaj model je definisan kao oteZenjeni proizvod asocijativnih i interakcionih poten-

cijala:

PIIX) = o= Y af Y (- R — S8 S - ) @
k i ! (4,9

Asocijativni potencijal u ovom modelu definise se kao kvadratna razlika izmedu
promenljive ¢vora y; i neke nezavisno estimirane vrednosti R; dobijene pomocu
nekog klasi¢nog (nestruktuiranog) algoritma masinskog ucenja. Model omogucuje
pridruzivanje jednog ili vise asocijativnih potencijala svakom ¢voru, ¢cime se omogucuje
koriséenje vise razlicitih prediktora.

Potencijal interakcije definisan je kao ponderisana kvadratna razlika izmedu
promenljivih dodeljenim susednim ¢vorovima u grafu, pri ¢emu je teZina S;; pro-

porcionalna odgovarajucoj grani grafa. Kao i u slucaju aktivacionih potencijala,
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model dozvoljava pridruzivanje jednog ili viSe grafa, od kojih svaki doprinosi mod-
elu svojim interakcionim potencijalom, $to je realizovano sumama po kil u (2). Fak-
tori ponderisanja « i 3 koji odgovaraju asocijativnim i interakcionim potencijalima
respektivno, su parametri modela i mogu se nauciti optimizovanjem makismalne
verodostojnosti.

Ovakav model se oslanja na unapred definisanu strukturu datu u obliku neusmerenog
tezinskog grafika S. Za neke probleme ovaj graf se pojavljuje prirodno, npr. u
problemima u kojima se mogu lako identifikovati korelacioni obrasci, kao u pros-
tornim ili vremenski zavisnim problemima. Kada je graf predefinisan (grane grafa
su unapred zadate i nisu deo optimizacionog problema), prostor pretrage param-
etara je znatno smanjen, sto omogucava efikasno ucenje. Medutim, ako izabrani
graf nije odgovarajuc¢i za problem, prostor parametara je ogranicen na podpros-
tor prvobitnog problema koji mozda ne sadrzi Zeljeno resenje, i moze doci do tzv.
underfitting-a.

Funkcije potencijala interakcije definisane u (2) kaznjavaju razliku izmedu pred-
vidanja na susednim ¢vorovima, i na taj nacin deluju kao glacajudi filter. Intenzitet
ovog efekta je srazmeran teZini grana u grafu.

Ovako postavljen model omogucuje efikasno zakljucivanje jer izraz (2) zapravo
moze biti predstavljen kao multivarijatna Gausova uslovna raspodela, usled cega
normalizaciona funkcija ima analiticko reSenje, a modus ovakvog modela, tj rezul-
tat predikcije se jednostavno dobija kao ocekivana vrednost multivarijatne nor-
malne raspodele. Funkcija verovatnoce je konveksna funkcija parametara « i £,

Sto omogucava koriSéenje pouzdanih i efikasnih metoda optimizacije.

2.3 DGCRF

Pretpostavka data u modelu (2) je da Sto su dve varijable povezanije, njihove vred-

nosti bi trebale biti sli¢nije. Interakcioni potencijal je formiran tako da penalizuje

.....
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Slika 2: Dve slucajne varijable povezane visoko korelisanim aditivnim Sumom. Na
levoj slici je prikazano 250 opservacija zaSumljenih signala y; i y», kao i polazni de-
terministicki signali. Na desnoj slici predstavljena je njihova razlika Ay;o = 31 — vs.
Usled visoke korelacije, oduzimanjem merenja moguce je filtrirati znacajan deo
Suma. Otkrivanje pravog signala razlike Ay, je ocigledno mnogo laksi zadatak
u poredenju sa pronalaZenjem originalnog signala iz Sumovitih opservacija poje-
dinacnih slucajnih promenljivih 3; i y». U ovoj situaciji, procenjena razlika je
pouzdanija i moZe se koristiti za poboljsanje predvidanja ciljnih varijabli. Takav ko-
relisani Sum je Cest u bioloskim podacima, na primer u studijama ekspresije gena
[19].

glacajuéi filter. Ova pretpostavka je prisutna i u drugim grafovskim modelima
koji penalizuju razliku u povezanim varijablama, kao $to je to slucaj pronalazenje
obelezja pomocu grafovske LASSO [21]. Medutim, ponekad je ovo nepoZeljna os-

obina, a jedno predloZeno reSenje za taj problem je uvodenje znaka prilikom oduzi-
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manja vrednosti dva izlaza, nazvano Graphical Fused LASSO penal [37]. Medutim,
ovakav trik nije uvek primenjiv, jer uvodi dodatne probleme kada znak nije dobro
odabran, kao i zbog diskontinuiteta kriterijumske funkcije koji zahteva slozenije
metode optimizacije [86].

U nastavku, bice predlozena jedna generalizacija najceSc¢e koris¢enog tipa in-
terakcionog potencijala, odnosno onog koji se bazira na razlici parova susednih
promenljivih. Ova generalizacija se zasniva na uvodenju dodatnog ¢lana kojim
modelujemo distancu izmedju dva ¢vora, koji proSiruje obim njegove primene.
U ovakvoj postavci, model se vise ne ponasa iskljucivo tako da uglacava susedne
promenljive, ve¢ moze uciniti da susedne varijable budu vise razlicite (udaljene).
Sa tako definisanim potencijalom interakcije, model tezi da primora razliku izmedu
susednih varijabli tako da budu jednake navedenom c¢lanu koji predstavlja udal-
jenost izmedju dva ¢vora.

U radu koji je jedan od nauc¢nih doprinosa ove teze, istrazujemo ponasanje
takvih funkcija interakcije na modelu Gausovskih uslovnih slucajnih polja (GCRF).
U predlozenom pristupu, karakteristike zaklju¢ivanja i ucenja originalnog modela
ostaju ocuvane, a opseg primene samog modela je proSiren, $to rezultira povec¢anom
tacnoscu struktuirane regresije. Originalni model (2) je zapravo poseban slucaj
predloZenog modela kada su zadata rastojanja izmedu susednih varijabli postavljena
na nulu. Ovakav model nazvali smo Daljinska Gausova uslovna slucajna polja (eng.

Distance-based Gaussian Conditional Random Field).

2.3.1 Metod

Polazni model opisan u (2) moZe se posmatrati kao proizvod ponderisanih potenci-
jala. Sada ¢emo predstaviti drugaciji pogled fokusirajuéi se na Gausovsku prirodu
modela, i vazne osobine Gausove distribucije. Ovo stanoviste ¢e olaksati ukazivanje
na neke vazne karakteristike razvijenog modela.

U opstem slucaju, MRF (i CRF) sa unarnim i parnim potencijalima na skupu od
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n varijabli Y = [y;...y,]7, mogu se faktorisati kao:

p(Y) = % 11 £:w) 1T 935 (wir w) (3)

Za razliku od MRF modela kod kojih slucajne promenljive Y i X zajedno ko-
variraju, kod CRF modeluje se samo uslovna verovatno¢a Y u zavisnosti od X,
promenljive X su uvek opservirane. Jedna od prednosti Uslovnih slu¢ajnih polja
je to Sto se izostavljanjem strukture izmedu samih promenljivih X mozZe znacajno
smanjiti prostor pretrage parametara. Ovakva postavka pogoduje problemu regre-
sije, tj pronalaZenje vrednosti izlaznih promeljivih na osnovu skupa opserviranih
ulaznih varijabli.

Ako usvojimo Gausove funkcije za aktivacione potencijale (f;) i potencijale in-
terakcije (g;;) dobijamo Gausovsko uslovno slucajno polje (GCRF). Ako sada prefor-
muliSemo aktivacione potencijale iz modela (2), oni ¢e imati oblik Gausove funkcije

sa parametrima (R, 0):

(y: — Ri(X))?

2
207

fi(yi) = exp(— ) (4)

gde je R;(X) srednja vrednost estimirana na osnovu podataka pomoéu neke od
postoje¢ih metoda regresije, i koja zavisi od opserviranih vrednosti promenljivih
X. Clan 0?2 = %ofl predstavlja varijansu kao funkciju deljenog parametra « koji je
potrebno nauciti.

Interakcioni potencijali takode imaju oblik Gausove funkcije sa parametrima
(0,04):

ij
207, ) ©)

gij(yia ?/j) = gij(Ayij) = exp(—

gde je: Ay;; = y; — y;, ocikvana vrednost je nula i varijansa je: o, = (265;;)7", 8
je deljeni parametar koji je potrebno nauéiti.
Interpretacija (4) and (5) je sledeca:

1. Gausovski asocijativni potencijali (4) primoravaju vrednost svakog ¢vora y;
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da bude blizu odgovarajuce vrednosti R;(X), sa parametrom preciznosti /o koji je
potrebno nauciti iz podataka.

2. Gausovski interakcioni potencijali (5) primoravaju vrednost Ay;; da bude
blizu nule, sa precizno$¢u proporcionalnom \/B_Sw Prema tome, S;; se mozZe tu-
maciti kao mera slicnosti (vece vrednosti .S;; dovode do manje razlike Ay;;). Faktor
proporcionalnosti /3 za interakcione potencijale se takode uci kao parametar mod-
ela.

Ovaj oblik interakcije u kojem je ocekivana srednja vrednost nula tezi da ucini
vrednosti povezanih variabli slicnijima. Ta karakteristika bi mogla biti poZeljna pod
pretpostavkom da su povezane varijable uvek slicne, ali to ne mora biti slucaj. Zato
prosirujemo model potencijala interakcije (5) uvodenjem dodatnog termina D;;(.X),

koji predstavlja meru udaljenosti koja zavisi iskljucivo od X:

(Ayi; — Dij(X))?

2
262

i (Yi, yj) = gij(Ayi;) = exp (— ) (6)

Novi GCRF model sada moZemo posmatrati kao:

P(Y|X) = % exp((= > ) al(yi— REX))* =D ) By — Di(X) —y)?))
koo I (i)
(7)

Ucenje i zakljucivanje Predlozeni model nasledjuje sva poZeljna svojstva osnovnog
modela koja omogucavaju efikasno ucenje i zakljucivanje.

Prvo ¢emo analizirati zakljucivanje. Modelovana uslovna raspodela je oblika:

1
PY]X) = — exp (-E) (8)

Ako izjednac¢imo exponent modela u (8) kao sumu oteZenjenih kvadratnih po-

tencijala (9) i eksponent multivarijatne Normalne raspodele (10):
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Slika 3: Interakcioni potencijali. Na gornjoj slici je predstavljen interakcioni po-
tencijal zero mean GCRF, a na donjoj slici je predstavljen interakcioni potencijal
DGCRF koji ima parametar udaljenosti srednje vrednosti od nule.
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E = > k- REX)? + D0 8Ly — DLX) —y)?) )

koo L (i)

1
E=s(Y =)' (Y —p) (10)

Dobijena matrica preciznosti Q = X! je sastavljena od Q1 (asocijativnog poten-

cijala) and ()2 (interakcionog potencijala), sto je rezultat ve¢ pokazan u [55]:

SaF, i=j
Ql; =< F (11)
0, L F
Z Z /Bllka t=]
Q2 =4 '@ (12)
- Z ﬁz@'? t 7& J
]
Takode dobijamo:
= b (13)
dok je b moguce predstaviti slede¢im izrazom:
bi=2) ofRI(X)+2) BDL(X) (14)
k !
Posto je razlika anti-simetri¢na, D;;(X) = —D,;;(X) moZe se koristiti da se

trenira samo jedan smer, dok je drugi smer moguce estimirati kao negaciju prvog
(14).

Usled toga Sto je X! = 2(Q1 + Q2), koristeci jednacine (11) do (14) moguce je
odrediti ocekivane vrednosti za svaku od izlaznih promenljivih.

Iz jednacina je uocljivo da se predloZeni model razlikuje u odnosu na originalni

samo u izrazu za b, u dodatnom ¢lanu koji modeluje distancu (14).
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Slobodni parametri « i 3 koji odreduju odnos uticaja strukture i nestruktuiranih
prediktora je moguce nauciti na osnovu podataka, i to metodom maximalne vero-
dostojnosti.

U nastavku su predstavljeni izrazi za aZuriranje parametara modela prilikom
ucenja i njihovo izvodenje. Polazna tacka u izvodenju je izraz za diferencijal log-

likelihood modela dlog P, predstavljen u originalnom modelu [55]:

dlog P = —%(Y — )T dETHY — )+ (db" — AT (Y — ) + %Tr(leE) (15)

Na osnovu (15) moguce je dobiti funkcionalne izraze za izvod svakog od param-

etara:
dlog P , . . ,
;j = (Y — @)1 — p) + VOT — JTTONY — p) + Tr(ID%) (16)
dlog P T (i) (.5)T T 1) i)
B, —(Y =) 1Y — p) + VS — i TNY — p) +Tr(1%) (A7)
ij

gde matrice /¥, 1(47) predstavljaju parcijalne izvode matrice preciznosti od «;
i 3;; parametara respektivno, a vektori V@, V(9 predstavljaju parcijalne izvode

vektora b pomo¢nih promenljivih.

_ 1, fora=b=1i.
1Y) = (18)

a,

0, otherwise.
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(

> 1, fora=b=1, (i,7) is edge in graph.
J
(i.3) _
Ly = —1, if (a,b) or (b,a) are in graph. (19)
\ 0, otherwise.
‘ > 1, fora=i.
VI =g (20)
0, otherwise.
N Y1, for a =i where (i,7) in graph.

V) — ) (21)

a

0, otherwise.

2.3.2 Interpretacija modela

Interpretacija modela definisanog u jednacini (7), kojeg nazivamo i Distance GCRF
ili DGCREF, je sledeca:

1. Gausovski asocijativni potencijali su istog oblika kao i u originalnom GCRF
modelu [55], uz razliku da ne postoji deljenje parametara izmedu ¢vorova.

2. Gausovski interakcioni potencijali (6) sada teZe da postave razliku izmedu i-
tog i j-tog ¢vora da budu ta¢no D;;(X). Preciznost ("jac¢ina") interakcije svakog para
varijabli (y;,y;) je proporcionalna /f;;.

Takode, moguce je primetiti da u novoj formulaciji interakcionog potencijala ne
postoji ¢lan koji odgovara unapred predefinisanoj slicnosti S;;. U novom modelu
tezinski koeficijenti grana grafa se uce na osnovu podataka (ali ne i grane koje su
predefinisane) i ne postoji deljenje parametara izmedu razlicitih grana grafa.

Vrednosti matrice udaljenosti D direktno uticu na kvalitet predikcije. Uko-
liko ova matrica ne odgovara problemu, predikcije ¢e biti losije (u smislu srednje
kvadratne greske). Jedan od nacina da se estimiraju ovi parametri je koris¢enjem
regresionih metoda kao i u slucaju ucenja nestruktuiranih prediktora pojedinacnih

izlaznih varijabli (parametri R;(X) modela), uz bitnu razliku $to je sada potrebno

28



nauciti prediktore razlike Ay;; izmedu varijabli y; i y; na osnovu opservabli X.
Logi¢no pitanje koje se namece je da li je potrebno uciti razliku dva modela, kada
smo ve¢ naucili pojedinacne modele? Odgovor na ovo pitanje je da to ne mora
nuzno biti slucaj, Sto je ilustrovano primerom na slici 2 u kojem dve varijable
imaju visoko korelirani Sum. Prilikom estimacije pojedinacnih promenljivih, Sum
u znacajnoj meri utice na estimirane vrednosti (Slika 2 levo). Medutim, kada se es-
timira razlika ove dve promenljive (Slika 2 desno), moZe do¢i do poniStavanja Suma
usled korelisanosti i omoguciti bolju estimaciju nego u slucaju originalnih izlaza.
Kako bi se bolje objasnio model, moguée je napraviti analogiju izmedu pon-
asanja prvobitno uvedenog potencijala interakcije (5) i gumene trake. Koeficijent
ponderisanja u potencijalu interakcije slicno se ponasa kao koeficijent elasti¢nosti
gume; Sto je koeficijent veéi, to je veca sila koja pokusava da smanji rastojanje
izmedu njenih krajeva. Sto je jo§ vaZnije, elasti¢na traka moZe samo smanjiti ra-
zliku, ne moZe je povecati, jer gumena traka ne moze potisnuti svoje krajeve u
suprotnim smerovima. U nekim slucajevima, estimirane vrednosti dve promenljive
nije potrebno pribliziti ve¢ udaljiti. U grafickim modelima sa diskretnim vredno-
vanima varijablama, takvi parovi se zovu "odbojni ¢vorovi" (eng. repulsive nodes).
Korigovani potencijal interakcije (6) ne primorava promenljive da imaju tacno
nultu razliku, ve¢ umesto toga, uvodi parametar rastojanja. Kada je taj parametar
rastojanja fiksiran, potencijali interakcije teZe da postave susedne vrednosti na tu
razliku. Ukoliko su vrednosti dve susedne promenljive suviSe udaljene (tako da je
njihova razlika veca od parametra), ovako definisan potencijal interakcije ce teziti da
ih pribliziti, tj. da smanji njihovu razliku, slicno kao kod originalnog GCRF-a. Ako
su vrednosti dve susedne promenljive suvise blizu (tj. njihova razlika je manja od
odgovarajuceg parametra udaljenosti), potencijal interakcije ¢e teziti da ih razdvoji
ka Zeljenom rastojanju (tj. da poveca njihovu razliku). Ovo ponasanje se razlikuje
od modela gumene trake i moZe se posmatrati kao model opruge, gde opruge imaju

neku nominalno duzinu koju ce zadrzati u mirovanju, ali ¢e se u slucaju istezanja
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Slika 4: Interpretacija ponasanja DGCRF modela. Obican GCRF se ponasa kao
elasticna traka, tj moZe samo da ucini povezane varijable viSe ili manje slicnim
(a), u zavisnosti od "koeficijenta elasticnosti" beta. DGCRF se ponasa kao opruga, tj
moZe po potrebi da pribliZi (c) ili odalji (b) povezane promenljive, u zavisnosti od
"nominalne duzine opruge" D(X) i "koeficijenta elasti¢nosti" beta.

ili kompresije odupreti promeni, teze¢i da vrati sistem u nominalno stanje. (Slika 4)

2.3.3 Empirijska evaluacija

U ovom poglavlju prikazana je empirijska evaluacija razvijenog modela. Kako bismo
okarakterisali unapredenje ovog modela u odnosu na pocetni, sprovedeno je neko-

liko experimenata opisanih u nastavku.

Sinteticki podaci

GCRF model zasnovan je na pretpostavci da su oc¢ekivane vrednosti i kovarijansa
procesa koji generise uzorke deterministicka funkcija (R i ) koja zavisi od ulaznih
promenljivih (X) problema. Pretpostavka je da postoji viSe izlaznih promenljivih
(Y) koje treba predvideti, dok prostor ulaznih promenljivih (X) moZe ali i ne mora
biti multidimenzionalan. Generisano je nekoliko sintetickih primera, tako Sto su
najpre generisane vrednosti pomoéu parametrizovanih polinoma, na koje je dodat

korelisan Sum kako bi se ukljucio efekat strukturne povezanosti izmedu izlaznih
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promenljivih, opisan u prethodnim poglavljima. Kao strukturni obrazac izmedu
varijabli postavili smo dva prototipska primera, linearni lanac i regularnu dvodi-
menzionalnu mrezu (grid). Takve strukture su jednostavne i retke (imaju mali
broj konekcija), ali iako veStacki generisane mogu opisati razlicite probleme koji
imaju vremensku komponentu, ili mogu se naci u aplikacijama sa sekvencijalnom
ili prostornom zavisno$cu.

U prvom tipu sintetickih eksperimenata razmotreno je 10 primera linearne
lancane veze od 10 varijabli. Veza izmedu promenljivih u lancu predstavljena je
kao odgovarajuca retka matrica. Sliéno tome, u drugoj vrsti sintetickih primera,
mrezna struktura koja sadrzi 9 ¢vorova (3 x 3), stvorena je deset puta uz slucajnu
inicijalizaciju ocekivanih vrednosti prediktora i Suma.

U svim sintetickim eksperimentima uzorkovali smo 250 primeraka iz prethodno
opisanog procesa i na njima obucili neuronsku mrezu (NN), koja je izabrana kao
nestrukturirani prediktor. Jo$ 150 primera iskoriS¢eno je kako bi pomoc¢u naucenih
neuralnih mreZza generisala predvidanja na kojima smo zatim obucavali GCRF i
DGCRF modele. Oba pristupa su se oslanjali na nestruktuirane predikcije i testi-
rani su na jos 600 testnih primera. Performanse predvidanja merene su kao koren
srednje kvadratne greske (RMSE). Svaki eksperiment je ponovljen deset puta kako
bi se dobila procena pouzdanosti modela. Rezultati prikazani u tabeli 10 (takode
prikazani na slici 5) su prosecne performanse na deset razlicitih sintetickih skupova

podataka.

Tabela 1: Greske predikcije (RMSE) tri razli¢ite metode na dva razlicita tipa grafa.
Najbolje performanse za svaki tip je oznacena (p-vrednosti, 0.011 i 0.0043).

Metod Ulancana struktura | 2D reSetka
Nestruktuiran-NN 0.830 £ 0.295 1.052 +£0.270
Struktuiran-GCRF 0.594 £ 0.128 0.688 £0.127
Struktuiran-DGCRF | 0.533 +=0.111 0.598 +0.134

PredloZeni DGCRF model, sa modifikovanim potencijalom interakcije (6) je u
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Slika 5: Rezultati na sintetickim podacima. Greska predikcije tri razlic¢ite metode na
dva problema sa razlicitom vrste strukture. Na levoj slici je prikazan koren srednje
kvadratne greske (RMSE) na deset razlic¢itih sintetickih problema sa strukturom lin-
earnog ulancanog grafa, dok se na desnoj slici mogu videti deset razlicitih problema
na dvodimenzionalnoj resetki.
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odnosu na polazni GCRF povecao kvalitet prediktora (uz statisticku znacajnost ispod

granice od 0.05).

Aplikacija na pravim podacima

PredloZeni metod je dalje okarakterisan kroz primenu na pravim podacima iz
dve izazovne aplikacije koje su opisane u ovom odeljku, i eksperimentalno potvrden

kroz uporednu analizu sa alternativama.

Predikcija broja primljenih pacijenata u bolnicama u Kaliforniji (HCUP dataset)

Prva aplikacija novog modela je procena mesecne stope hospitalizacije obolelih
od sepse u Americkoj saveznoj drzavi Kalifornija [63]. Podaci za ovaj eksperiment
pruzili su Projekat zdravstvene zaStite i upotrebe (eng. Health Care and Utiliza-
tion Project, skraceno HCUP) i Drzavne baze podataka hospitalizovanih pacijenata
(eng. State Inpatient Databases, skraceno SID). Za analizu su odabrane informa-
cije o prijemu i hospitalizaciji pacijenata kojima je dijagnostikovana sepsa iz 231
bolnice tokom 108 meseci. Sepsa je dijagnoza sa jednom od najvisih stopa sm-
rtnosti u SAD [69]. Predikcijom ukupnog broja pacijenata sa dijagnozom sepse
moguce je pomoci u optimizaciji bolnickih resursa i smanjiti troSkove vezane za
njih. U naSim eksperimentima razmatrane su vremenske serije koje se sastoje od
zdravstvenih evidencija koje se odnose na sepsu iz 231 bolnice. Stopa prijema u
narednom mesecu predvidena je iz prethodnih tromesecnih stopa prijema za svaku
bolnicu. Na svakom ¢voru u grafu koji sadrzi 231 bolnicu u Kaliforniji obucavali
smo nestruktuirane prediktore koriste¢i podatke iz pocetnih 75 meseci. Koristeci
postupak desetostruke kros-validacije (10 K-fold) na tih 75 meseci nauceni su i
struktuirani prediktori. Preostalih 33 meseca kori$ceni su kao test. Graf sli¢nosti

izmedu bolnica estimiran je iz statistickih bolnickih podataka (vezanih ne samo za

33



sepsu) kako bi se obezbedila struktura neophodna za struktuirane modele. Zatim
je sliénost izmedu bolnica dobijena kao Jensen-Shannon-ova sli¢nost raspodele mor-
taliteta, a zadrzani su samo veliki koeficijenti kako bi se dobio redak graf visoko
povezanih bolnica (slika 6, donji panel).

PredloZeni metod se dalje karakterizuje i uporeduje sa alternativama na dve

izazovne aplikacije iz stvarnog sveta koje su ukratko opisane u ovom odeljku.

Procena kolic¢ine padavina u kontinentalnom delu Sjedinjenih Americ¢kih Drzava

(RAIN dataset)

Druga aplikacija razvijenog modela je na podacima pribavljenim iz Nacionalnog
centra za klimatske podatke (eng. National Climatic Data Center) [48]. Podaci o
koli¢ini padavina su sakupljeni sa meteoroloskih stanica Sirom SAD-a. U eksper-
imentalnoj analizi posmatrali smo mesec¢nu koli¢inu padavina tokom 708 meseci
u 1132 lokacije. Pored padavina, koristili smo 6 varijabli steéenih iz projekta
NCEP/NCAR Reanalysis 1 [35]: Lagranzovska tendencija vazdusnog pritiska (omega),
atmosferska voda, relativna vlaznost, temperatura, zonalne i meridionalne kompo-
nente vetra, koje se obi¢no koriste za predvidanje klimatskih parametaral. Ove
varijable su koriS¢ene kako bi se procenio nivo padavina. Nekoliko nestruktuiranih
prediktivnih modela nauceno je na sluc¢ajno odabranih 250 od pocetnih 400 meseci,
dok su strukturirani modeli nauceni za preostalih 150 meseci, a u¢inak je procenjen
na narednih 308 meseci. Zatim je kreirana struktura interakcija formiranjem grafa
prostornog susedstva na osnovu tri najbliZe lokacije (slika 6, gornji panel). Motiv
za formiranje ovakvog grafa je zasnovan na ideji da ¢e obliZnja mesta imati slicne
klime. Ceo eksperiment je ponovljen 10 puta.

U oba eksperimenta na pravim aplikacijama, DGCRF model je bio precizniji u

poredenju sa alternativnim modelima (Tabela 2). Nestrukturirani model koji se ko-

Ipodaci dostupni na veb stranici Nacionalne Okeanografske i Atmosferske Administracije (eng.
National Oceanic and Atmospheric Administration, skraceno NOAA): http://vvv.esrl.noaa.gov/psd/
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risti za predikciju oba strukturirana pristupa je Gaussian Process Regression (GPR)
sa Gausovim jezgrom, gde su hiperparametri nauceni metodom maksimalne vero-
dostojnosti. Poboljsanje tacnosti DGCRF-a, u poredenju sa osnovnim GCRF-om, u
dvostranom t-testu je statisticki znacajno (p-vrednost 2.5e-9 i 7.8e-8 na RAIN i SEPSIS
datasetu respektivno). Ukupni rezultati sugerisu prednost u korisc¢enju potencijala

interakcije DGCRF u odnosu na polazni model GCRF.

Tabela 2: Greska predikcije (RMSE) na dve realne aplikacije. Najbolje performanse
su istaknute u tabeli.

Metod RAIN SEPSIS
Nestruktuirani-GPR | 1.799 + 0.010 1.272 4+ 0.020
Struktuirani-GCRF 1.790 £ 0.007 | 1.265 % 0.020
Struktuirani-DGCRF | 1.767 +£0.004 | 1.238 = 0.018

2.3.4 Diskusija i ideje za buduéi rad

U ovom poglavlju prikazali smo jedno unapredenje Gausovskih sluc¢ajnih uslovnih
polja. Predlozili smo modeliranje interakcija zasnovanih na daljini izmedu izlaznih
varijabli u mrezZi i pruZzili dokaze da je ovakav pristup tacniji od alternativa za-
snovanih na sli¢nosti koriséenih u objavljenim metodama. To je postignuto refor-
mulacijom modela GCRF-a i njegovom generalizacijom kako bi se omogucio nenulti
parametar srednjeg rastojanja u potencijalu interakcije. Dodatni stepen slobode uve-
den kod DGCRF modela rezultirao je povec¢anjem tac¢nosti predvidanja u odnosu na
najceSce koriSéeni osnovni model, §to je eksperimentalno pokazano na viSe sin-
tetickih problema, i dve realne aplikacije. Dodatno, predloZena generalizacija nije
ugrozila atraktivna svojstva brzog zakljucivanja i konveksnosti optimizacije param-
etara u struktuiranoj regresiji. Iako je predstavljen model interakcije zasnovan na
daljini posebno pogodan za GCRF, on nije ograni¢en samo na kori$¢enje u iskljucivo
Gausovskim modelima. Predstavljen model interakcije se lako moZe primeniti i na

druge verovatnosne grafovske modele.
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Slika 6: Grafovske strukture. Na gornjoj slici je graf susednosti koriséen za klima-
tolosku aplikaciju, a na donjoj slici je prikazan graf koji opisuje slicnost izmedu
bolnica po distribuciji stope smrtnosti.
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2.3.5 Analiza vremenske kompleksnosti

Polazni model GCRF, kao specijalna varijanta razvijenog modela ne koristi parame-
tre udaljenosti u potencijalu interakcije, iz cega sledi da je novi model zahtevniji
utoliko $to je neophodno nauciti regresivni model za svaki od njih. Broj nestruk-
tuiranih modela koje je potrebno nauciti (s obzirom da ne postoji deljenje param-
etara) je jednak broju grana u grafu koji odgovara problemu. U najnepovoljnijem
slucaju, kada je struktura potpun graf, broj pojedinacnih modela raste kvadratno
sa brojem izlaznih promenljivih. Medutim, ovakav scenario se najceS¢e ne srece u
praksi. Struktura u problemima od interesa je Cesto proredena, kao $to je pokazano
u sekciji sa rezultatima. Mnogi sloZeni sistemi poput bioloskih, drustvenih, itd.
imaju tendenciju da imaju tzv. scale-free svojstvo, koje karakteriSe eksponencijalna
raspodela stepena ¢vorova grafa, Sto rezultira u prakticno linearnoj zavisnosti broja
veza od broja ¢vorova. Vise o problemima koji imaju ovo svojstvo, kao i o metodama
koji ovo svojstvo eksploatisu ce biti u poglavlju koje se bavi ucenjem strukture na
osnovu podataka.

Sto se ti¢e povecanja broja slobodnih parametara modela, koje je nastalo re-
laksiranjem pretpostavke deljenih parametara izmedu grana grafa, povecana je i
komputaciona zahtevnost. To povecanje se ogleda u ¢injenici da je potrebno vise
iteracija kako bi algoritam optimizacije konvergirao u prostoru sa viSe dimenzija.
Medutim, asimptotska kompleksnost ostaje ista, jer glavno opterecenje i dalje dolazi
od matri¢ne inverzije.

Metod predloZen u ovom poglavlju ima dodatni racunski trosak u poredenju sa
polaznim modelom, ali je primenljiv svuda gde je primenjiv i polazni model, jer

imaju ista ogranicenja u pogledu veli¢ine problema.
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3 Ucenje strukture iz podataka

U ovom poglavlju fokus ¢e biti na nesupervizovanoj estimaciji strukture zavisnosti
slucajnih promenjivih iz obzerviranih podataka. Tekst, metodologija i rezultati

prikazani u ovom poglavlju su zasnovani na radovima objavljenim u [71], i u [34].

3.1 Uvod

Uprkos tome $to Gausova pretpostavka omogucava efikasno zakljucivanje i ucenje
parametara modela, efikasna upotreba ovakvih modela zavisi i od osobina struk-
ture problema. Smanjenje broja parametara, tj retkost u matrici parametara mod-
ela je u direktnoj vezi sa jednostavno$éu problema i dobro je uskladena sa prin-
cipom Okamove ostrice. Proredenost smanjuje tendenciju preobucavanja (overfit-a)
i povecava interpretabilnost modela otkrivanjem ne tako ociglednih odnosa izmedu
varijabli. Stoga, forsiranje retkosti parametara pri u¢enju GMRF-a predstavlja atrak-
tivan nacin otkrivanja osnovne strukture podataka.

Sve ovo ¢ini GMRF veoma korisnim alatom za statisticko ucenje, koji je primen-
jiv u raznim domenima gde su prisutni visoko-dimenzionalni podaci, ukljucujuci
biomedicinu [15, 65], epidemiologiju [60], geo-spacijalne probleme [4], ekologiju [33],
analizu slike [17], racunarsku viziju [43], i ¢ak i drustvene nauke [20].

MoZe se pokazati da je ucenje GMRF modela ekvivalentno rekonstrukeiji in-
verzne matrice kovarijanse (matrice preciznosti) iz podataka. Inverzna kovari-
jansna matrica nosi informacije o uslovnoj zavisnosti izmedu promenljivih, ili
ekvivalentno graf povezivanosti. Postoji nekoliko metoda razvijenih za resavanje
estimacije problema retke inverzne matrice kovarijanse. U toj oblasti, posebna
paznja posvecena je racunskoj efikasnosti metoda. Sa sve ve¢om koli¢inom i dimen-
zionalno$¢u dostupnih podataka, postoji potreba za jo$ brzim i efikasnijim algorit-
mima [47, 87, 12, 2, 21, 18, 59, 57, 30, 31, 79],

Savremene aplikacije namecu potrebu za obradom sve vecih viSedimenzionalnih
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datasetova, pa su i efikasnost i skalabilnost od presudnog znacaja. Jedan od opStih
nacin postizanja poboljsanja komputacione zahtevnosti je eksploatacija (ociglednih)
strukturnih regularnosti u problemu. Najcesce koriSéena pretpostavka je retkost,
sto rezultira velikim brojem poZeljnih osobina: jednostavnost, povecana generaliz-
ibilnost, smanjeni zahtevi za izracunavanje i reprezentaciju. PredloZene su razne
metode za reSavanje problema estimacije inverzne kovarijansne matrice [18, 21, 30,
47, 57, 59, 79]. Vecina ovih pristupa zasnovana je na optimizaciji regularizovane
maksimalne verodostojnosti, gde se L; penal direktno primenjuje na elemente in-
verzne kovarijansne matrice.

U nastavku ovog odeljka bice predstavljene dve nove metode za brzo ucenje
retkih GMRF-ova iz visokodimenzionalnih podataka, koji se oslanjaju na Cholesky
dekompoziciju.

Prvo ce biti predloZen model u kojem predstavljamo regularizacioni ¢lan, zasno-
van na L, normi, koji penalizuje aproksimirani proizvod Cholesky faktora inverzne
kovarijansne matrice i bi¢e definisane pretpostavke modela i izvodenje algoritma
za ucenje zasnovanog na koordinatnom spustu. U nastavku ¢e biti pokazano da
novi model ima pozZeljne osobine konveksnosti i garanciju konvergencije algoritma
za ucenje. Takode, ucenje ovog modela koristi tzv. Active-Set pristup slican onom
koji je predlozen u [31], kako bi se postiglo znacajno ubrzanje. Takode, ovaj pristup
pripada klasi tzv. "Embarrassingly parallel" algoritama, i moZe se lako skalirati na
multi-threaded arhitekturama.

Zatim, usvojicemo drugaciju pretpostavku strukture grafa i definisaéemo op-
timizacionu funkciju koja direktno penalizuje elemente Cholesky faktora umesto
elemente inverzne kovarijansne matrice. U nastavku ce biti pokazano da je ova
pretpostavka posebno prilagodena tzv. Scale-Free grafovima. U odeljku Metoda
prikazane su pogodne osobine takve formulacije, na osnovu ¢ega predlazemo SNETCH,
efikasan algoritam optimizacije zasnovan na koordinatnom spustu. Pokazujemo

da ovaj pristup takode pripada klasi "Embarrassingly parallel" problema, i uz ko-
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riscenje active-set pristupa moze posti¢i znac¢ajno ubrzanje u poredenju sa posto-
jec¢im metodama.

U oba modela koja predlazemo, jedna od glavnih prednosti je da, dok opti-
mizujemo direktno Cholesky faktore, inverzna kovarijansna matrica parametra ce
u svakom trenutku biti pozitivno definitna (PD), dok veéina drugih pristupa mora
redovno da proverava taj uslov, i koriguje trenutni optimizacioni korak (koriScen-
jem Cholesky dekompozicije, Armijo backtrack pretrage, Schur komplementa itd.),

S$to znacajno usporava optimizaciju i ¢ini je neskalabilnijom.

3.2 Pregled postojec¢ih reSenja

Problem estimacije nepoznate kovariansne matrice X (ili inverzne kovarijanse ma-
trice ¥71) je problem u kojem je potrebno rekonstruisati (ili aproksimirati) matricu
na osnovu uzoraka iz multivarijatne distribucije. Empirijska kovarijansna matrica
= 2 (y—1)(y—9)" je nepristrasan estimator kovarijansne matrice. Medutim, em-
pirijska kovarijansna matrica i njena inverzna matrica nisu stabilne za probleme sa
velikim brojem dimenzija.

Ukoliko se usvoje dodatne pretpostavke o distribuciji modela (npr. da je dis-
tribucija uzoraka multivarijatna Normalna raspodela), moguce je primeniti metodu
maksimalne verodostojnosti. Ovo je preferirani pristup uc¢enju kovarijanske matrice

(i njene inverzije) u literaturi.

3.2.1 Estimacija maksimalne verodostojnosti

Sluéajni vektor 2 € IR”*! ( p-dimenzionalni kolona-vektor sluéajnih promenljivih)
ima ne-degenerisanu multivarijatnu normalnu distribuciju sa kovarijansnom ma-
tricom > ako i samo je matrica ¥ € IRP*? pozitivno definitna i funkcija gustine

verovatnoce x je

d(z) = (2m)7/% det(%) 2 exp (—%(az TS - u)) 22)



gde je ;. € IRP*! oéekivana vrednost . Ako pretpostavimo n nezavisnih i identi¢no
raspodeljenih (IID) opservacija: {z;,zs,...,7,} € IRP*!, ukupna verodostojnost je
proizvod pojedinac¢nih verodostojnosti.

S obzirom da je estimator maksimalne verodostojnosti vektora srednje vrednosti
p srednja vrednost odabiraka, tj. vektor 7 = (zy + - - - + ,,) /n, centriramo podatke
i usvajamo matriénu notaciju: X = [z — T, 29 — 7, ...,x, — 7] € IRP*". Nakon
$to odbacimo konstantan faktor skaliranja (27) /2 verodostojnost se moZe izraziti

kao:

L(S7) oc det(S7) 2 exp <—%” (XTE_IX)) (23)

U praksi, lakSe je optimizovati logaritam verodostojnosti (log-likelihood) i svesti

problem na minimizaciju negativne logaritmovane verodostojnosti:

~

1
»l= argminétr (XT27'X) - glog|2_1| (24)
»-1

sa PD uslovom z7Y x> 0, Vo € RP*L,

Lako je uociti da u slucaju kada je slucajna promenljiva normalno raspodeljena,
kovarijansna matrica sempla je raspodeljena po Wishart raspodeli, i njena esti-
macija maksimalne verodostojnosti je S = X X7 /n. Medutim, ako je n < p, kao §to
je cesto slucaj kod visokodimenzionih problema, empirijska kovarijansna matrica
nema pun rang (singularna je) i stoga nije moguce odrediti inverznu kovarijansnu

matricu.

3.2.2 Penalizovana estimacija maksimalne verodostojnosti

Zbog toga se uvode dodatne pretpostavke, obi¢no kroz apriori vrednosti parametara,
sto je samo jo$ jedan pogled na regularizaciju. Inverzna kovarijansna matrica kodira

strukturu nezavisnosti, i ona treba da bude retka.
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Lo norma na inverznoj kovarijansnoj matrici Regularizacija koja forsira retkost
matrice je prvobitno bila primenjena u [14] optimizacijom verodostojnosti sa mini-
malnim brojem nenultih elemenata u inverznoj kovarijansnoj matrici: min||X~!||o.
Medutim, ovaj kombinatorno-optimizacioni problem brzo postaje neizracunljiv (ne-
traktabilan) sa povecanjem broja varijabli. Prvobitni pristupi za resavanje ovog
problema bili su zasnovani na greedy search metodama u prostoru mogucih grafova
[42], koji se nisu dobro skalirali zbog neophodnosti izracunavanja maksimalne vero-
dostojnosti u svakoj iteraciji i zato $to ih nije moguce primeniti u slucajevima kada
je dimenzionalnost problema veca od broja uzoraka.

Cesto je broj uzoraka manji od broja varijabli koje je potrebno estimirati, Sto je
uslovilo drugaciji pristup ucenja retke matrice inverzne kovarijanse iz podataka [3].
Problem kombinatorne optimizacije L, norme aproksimiran je pogodnom konvek-
snom formulacijom u vidu L; norme, koja takode uslovljava izvestan stepen retkosti
parametara. Uvedena L; norma je pogodna jer je konveksna, ali ipak vodi do retkog
reSenja. Prva metoda koja je koristila L; normu bila je Neighborhood selection [47],
koja bira povezane varijable reSavanjem problema nekoliko razdvojenih LASSO [78]
problema. Iako pristup nije direktno resavanje problema L; regularizovane maksi-
malne verodostojnosti, moZe se posmatrati kao jednostavna aproksimacija tog prob-
lema, po jedna za svaku varijablu za koju je potrebno obuciti regresiju u odnosu na
druge.

Nakon [47], usledilo je nekoliko pristupa [87, 12, 2] koji su resavali direktno
problem maksimalne verodostojnosti 1.; pomocu alata konveksne optimizacije [10].
Medutim, svi su bili racunski zahtevni i pogodni samo za male probleme. Posle
toga, predloZene su druge metode kao sto su Graficki LASSO [21] koji je poboljsao
racunsku efikasnost ucenja matrice retke preciznosti predlaganjem brze optimizacije
zasnovane na algoritmu koordinatnog spusta. U [18] predloZen je brz projected gra-
dient metod, koji moze reSiti i opstije vrste problema sa blok-retkosti. Pomenute

metode optimizuju dualni problem, dok SINCO algoritam [59] reSava direktni prob-
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lem Kkoristeéi greedy koordinatni spust. GISTA pristup [57], zasnovan na metodi
proksimalnog gradijenta, ima atraktivne teorijske garancije u vezi sa grani¢cnim
greSkama i brzinom linearne konvergencije.

Svi pomenuti algoritmi koriste samo informacije o gradijentu prvog reda, sto u
najboljem slucaju ogranicava njihovu konvergenciju na linearnu. Medu prvim pris-
tupima koji koriste informacije o gradijentu drugog reda su QUIC [30], koji koristi
koordinatni spust zasnovan na Njutnovoj metodi sa Armijo backtrack pretragom.
Pravac spustanja se prvo pronalazi koris¢enjem koordinatnog spusta zasnovanog
na active-setu, nakon cega sledi neefikasni line search da bi se pronasao korak
koji dovoljno smanjuje vrednost optimizcione funkcije na osnovu Armijo pravila.
Parametri se drze unutar pozitivno definisanog konusa u svakoj iteraciji, izvrsa-
vanjem Cholesky dekompozicije, i pronalazenjem veli¢ine koraka koja osigurava da
inverzna kovarijansna matrica parametara bude pozitivno definitna. Poboljsanje
QUIC pristupa za velike visedimenzionalne podatke [31] smanjuje racunsku za-
htevnost tako Sto trazi pravac spusStanja pametnom upotrebom conjugate gradient
metode. Rad [31] takode preporucuje izbegavanje koraka u kojem se koristi Cholesky
dekompozicija, koji sa povecanjem veli¢ine problema postaje usko grlo optimizacije.
Kao $to cemo pokazati u nastavku, uzrok tome je odabir takvih grafova za koje pop-
unjavanje faktora Cholesky matrice raste nelinearno sa veli¢inom problema. Iz toga
razloga metod definisan u [31] osigurava pozitivnu definitinost matrice parametara
metodom Schur komplementa. Pristup BCDIC [79] navodi dalje napretke u ovom
pravcu tako Sto optimizuje nekoliko varijabli istovremeno, koriste¢i optimizacionu
metodu blok-koordinatnog spusta. Nadogradnja ovog pristupa nazvana ML-BCDCIC
ide korak dalje koriste¢i hijerarhiju na vise nivoa [80]. Sva tri pristupa estimacije ve-
like inverzne kovarijansne matrice [31, 79, 80] koriste METIS [36] algoritam za brzo
particionisanje grafova, kako bi razlikovali submatrice sa ve¢im i manjim gusti-
nama popunjenosti. Ovaj pristup prirodno odgovara grafovima generisanim kroz

stohasticki blok-model (tzv. community networks) i Erdos-Renyi proces (slucajne
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binarne mreze).

L, penal na elemente Cholesky faktora Jo$ jedna formulacija problema, CSEPSNL,
je predloZena u [32]. U tom radu, L, i L; penal je primenjen na elemente Cholesky
faktora L (gde je X! = LLT), umesto direktno na elemente inverzne kovarinansne
matrice X7,

Drugi pristupi estimacije inverzne kovarijansne matrice koji uvode drugacije
pretpostavke kao Sto su struktura niskog ranga [27] i tzv. ridge penal [29] nisu u

fokusu ovog istrazivanja.

3.3 Metod

U ovom odeljku izveséemo dva razli¢ita pristupa ucenja GMRF, odnosno estimacije
inverzne kovarijansne matrice, SCHL koji je pogodniji za probleme ¢ija struktura
odgovara tipu Erdos-Renyi, i SNETCH koji je pogodniji za probleme ¢ija struktura
poseduje scale-free svojstvo.

Kako bismo izveli SCHL i SNETCH modele, i procedure za njihovo obucavanje
potrebno je najpre poc¢i od standardnog pristupa u kojem se kriterijumska funkcija
ra$clani na diferencijabilni g(L) (glavni) i nediferencijabilni deo i (L) (koji uzrokuje

retkost resenja):

I(L) = g(L) + h(L) (25)

Najpre cemo posmatrati diferencijabilni deo, i iskoristiti ¢injenicu da je trag
matrice primenjen na proizvod matrica invarijantan na ciklicne permutacije tog
proizvoda, kao i to da je determinanta matricnog proizvoda jednaka proizvodu

determinanti:

g(L) = %tr(E_lXXT) - gzog(det(z—l)) (26)
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pod uslovom z”¥ "'z > 0,Vz € RP*!,

Usko grlo u pronalaZenju optimalnog reSenja problema (26) je izracunavanje
¢lana log(det(X7'), za koje je potrebno O(p*) koraka u naivnoj implementaciji.
Takode, potrebno je obezbediti ispunjenje uslova pozitivne definitnosti: 27X~z >
0, Vo € IRP*!, $to takode doprinosi ra¢unskoj kompleksnosti. Iz tog razloga u nas-
tavku je predloZena drugacija parametrizacija koja dozvoljava efikasnije racunanje
log(det(X71)) ¢lana.

Iskoristicemo Cholesky reparametrizaciju problema (26). S obzirom da je in-
verzna Kovarijansna matrica pozitivno definitna, moze se dekomponovati na Cholesky
faktore:

Y71 = LLT gde je L donje-trougaona matrica sa pozitivnih dijagonalnim ele-
mentima. Lako se moZe uociti da je u ovakvoj parametrizaciji problema (26) uslov
da matrica X~! mora biti pozitivno definitna pretvoren u znatno jednostavniji uslov
L;; > 0. Takode, moguce je uociti jos nekoliko drugih prednosti koje ée biti eskploat-

isane u nasem modelu:

1. Ukoliko je Cholesky matrica L retka matrica i ima odgovarajuci obrazac pop-

unjenosti, LLT ée takode biti retka matrica;

2. Cholesky faktori se mogu efikasno iskoristiti prilikom racunanja inverzne
matrice. Ukoliko su Cholesky faktori dostupni tokom cele optimizacije bez
troskova dodatnog racunanja, inace skupe operacije koje uklju¢uju matricnu

inverziju se mogu obaviti efikasno

Pored ovih prednosti, korisc¢enje Cholesky parametrizacije kriterijumske funkcije (26)
takode ima nekoliko loSih strana, na koje ¢emo posebno obratiti paznju. Jedna od
njih je problem regularizacije inverzne kovarijansne matrice koju je znatno teze
optimizovati u novoj formulaciji.

Diferencijabilni deo kriterijumske funkcije sada postaje:
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g(L) = %tr(LLTXXT) - glog(|L||LT|) 27)

uz ogranicenje: L; > 0,Vi koje ¢emo izostaviti u daljem tekstu zbog citljivosti, i
smatrati da se podrazumeva.

Izraz X X7 u prvom ¢lanu mogucée je zameniti empirijskom kovarijansnom
matricom, i uociti da je determinanta Cholesky faktora u drugom c¢lanu jednaka

2
12

proizvodu dijagonalnih elemenata det(LL") = [[?_, L?, ¢ime diferencijabilni deo

kriterijumske funkcije postaje:

p p
_n T n 2y 1 T
g(L) = Str(LLTS) - §zog(H Liy) = 5tr(LLTS) - n» log(Li)

i=1 i=1

U novoj reparametrizaciji kriterijumske funkcije, log det ¢lan se moze efikasno
izraéunati u O(p) vremenu. Dalje, deo kriterijumske funkcije koji zavisi od po-
dataka se moze razdeliti u nekoliko nezavisnih podciljeva, $to je jedan od preduslova
za efikasno skaliranje algoritma na visokodimenzionalne podatke. Ovo se mozZe
uociti daljim dekomponovanjem matrice I, koju moZzemo posmatrati kao sumu p
razlicitih p X p matrica ranga 1 (koje ¢emo obeleZiti sa L), gde svaka matrica sadrzi
samo kolonu j matrice L, dok su ostali elementi postavljeni na nula.

Nakon ovog zapazanja, diferencijabilni deo kriterijumske funkcije dobija oblik

(uz odbacivanje konstante proporcionalnosti n):

1 p p
9(L) = 5 > tr(LGLSS) =Y " log(Lyy) (28)
j=1 i=1

Na osnovu ovoga je moguce izvesti izraze za parcijalne izvode diferencijabilne
funkcije g(L) po parametrima, koji su nam neophodni za algoritam optimizacije.
Uocavamo dve razlicite grupe promenljivih: dijagonalne (when i = j), i vandijago-
nalne (when i # j), i dve grupe jednacina za azuriranje parametara pri optimizaciji.

Dalje je moguce uprostiti izraz koris¢enjem standardnog matri¢nog racuna:
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otr(LiLiTS) 1 OL: oL;" L .
S e L'+ =tr(=-2L,"S) = LTS, 2
OLi 2tr«8LU ]8LU)S) (8LU S)=Lis @)

U ovom izrazu vektor S, je red ¢ matrice S, dok L; oznacava kolonu j matrice L.

Prilikom izvodenja izraza (29)

sa jednim jedinim nenultim elementom vrednosti 1 u -tom redu and j-toj koloni,

kao i ciklitno svojstvo trag operatora za simetri¢ne matrice:

(OLi r oLT
L S L.—2
r(Gp-L8) = Tr

%)

S) (30)

Konacno, dobijeni su parcijalni izvodi po parametrima diferencijabilnog dela

kriterijumske funkcije:

S LijSik, i £ j
V(L) =4 (31)

> ket LiiSik — 10 =]

Kao Sto se moze primetiti, diferencijabilni deo kriterijumske funkcije g(L) moze
se rastaviti na p nezavisnih problema, po jedan za svaku kolonu L matrice, ¢ime
su se stekli preduslovi za razvijanje algoritma koji ima visok stepen paralelizma, s
obzirom da p koordinata moze biti azurirano u isto vreme. Ovo je veoma korisno
svojstvo kada je rec o skalabilnosti jer omogucuje nezavisno i paralelno racunanje
delova objektivne funkcije, i to sa nivoom paralelizma srazmernom dimenziji prob-
lema.

Sada kada imamo izraze za izvode po parametrima, diferencijalni deo kriteri-
jumske funkcije je moguée optimizovati pomoc¢u koordinatnog spusta, i to tako sto
iterativno resavamo uslove optimalnosti prvog reda, tj. nalazimo nule izraza 31:

Zk;éi ij Sik

Li; = I (32)
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— > ki LiiSi + \/(Zk;&z LyiSir)? + 4Si;
L. —
2 2S{L(L

(33)

Drugo resenje kvadratne jednacine 33 se uvek odbacuje, ¢ime je zadovoljen
uslov da L;; mora biti pozitivno da bi matrica X! bila pozitivno definitna. Takode,
moZe se izvuéi jos jedan vazan zakljucak iz jednacina (32) i (33): ukoliko je kolona
j matrice L retka sa prostornom kompleksno$éu O(S,.ive), aZuriranje bilo koje
promenljive L;; ¢e imati O(S,v) vremensku kompleksnost.

U nastavku ¢e biti predstavljena optimizacija nediferencijabilnog dela kriteri-
jumske funkcije, ¢ija je uloga da penalizuje gustinu inverzne kovarijansne matrice.
Kao $to ¢e biti pokazano u nastavku, proredenost inverzne kovarijansne matrice se
moze postiéi na vise nacina.

Prvo ce biti prikazan novi SCHL metod za brzo ucenje proredenih Gausovskih
Markovljevih slucajnih polja iz kontinualnih podataka. Proredenost inverzne kovar-
ijansne matrice je postignuta njenim dekomponovanjem na Cholesky faktore i do-
davanjem [, regularizacije na jednu aproksimaciju njihovog proizvoda. Prikazani
metod ima slicnosti sa CSEPNL metodom predstavljenim u [32] ali se utoliko raz-
likuje od njega jer penalizuje aproksimaciju proizvoda Cholesky faktora umesto Sto
direktno penalizuje same elemente.

Zatim ce takode biti predstavljen novi SNETCH metod, u kojem je L; penal
postavljen na elemente Cholesky faktora (kao u [32]) umesto na elemente inverzne
kovarijansne matrice. Bi¢e pokazano da takva kriterijumska funkcija poseduje atrak-
tivna svojstva koja dozvoljava da se razvije veoma brz optimizacioni algoritam zas-
novan na koordinatnom spustu i koji je posebno pogodan za probleme sa Scale-free

strukturom.
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3.4 SCHL

Da bismo naucili strukturu iz podataka, oslanjamo se na regularizaciju L; nor-
mom. Postojeci pristupi [87, 2, 21] se oslanjaju na primenu L; penala na elemente
inverzne kovarijansne matrice. Medutim, posto se nas$ metod oslanja na Cholesky
parametrizaciju, a u takvoj parametrizaciji inverzna kovarijansna matrica je sloZzena
funkcija parametara, direktna primena ; norme nije jednostavna. Da bismo izveli
odgovarajuce jednacine, po¢ecemo od izraza za standardni ; penal na elementima

inverzne kovarijansne matrice:

h(L) = A[|LL" ||y (34)

gde je ||LLT||; suma apsolutnih vrednosti elemenata inverzne kovarijansne matrice:

p p
ILL"|;; = | ) LaLil = | ) LvLji| (35)
k=1

k=1

P i J
ML) =AY Y 1D Ll (36)

i=1 j=1 k=1
Nijedan ¢lan L; penala u jednacini (36) nije konveksan, Sto ¢ini optimizaciju
globalnog cilja (25) teskim, jer nije moguce koristiti standardne alate konveksne

optimizacije. Kako bismo zaobisli ovaj problem, predloZena je relaksacija regular-

izujuceg clana:

p ? J
h(L) = Z Z Aij Z | Lir Lji| (37)
i=1 j=1 k=1
Ovako relaksiran penal se ponasa nesto drugacije od originalnog L, penala na
inverznoj kovarijansnoj matrici. Medutim, za dovoljno retke probleme, i ovaj pe-
nal ¢e uzrokovati proredenost u inverznoj kovarijansnoj matrici. U nastavku 3.4.5 je

dokazana konveksnost ovako relaksiranog penala, za odgovarajuce izabrane parame-

tre )\;;. Bez gubitka generalizacije, pretpostavimo da su vrednosti );; identicne u
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daljem tekstu.

Nova kriterijumska funkcija, sa penalom definisanim u (37), moZe biti optimizo-

vana pomocu metode koordinatnog spusta. Da bismo definisali jednacine za azuri-

ranje parametara pri optimizaciji, potrebno je krenuti od izraza za sub-gradijent

nediferencijabilnog dela kriterijumske funkcije 4(L), i njegove (m,n) komponente:

(

Amrw Lmn > O

Vh(L)mn =N —Ann, Lin <0

€ [_Amna Amn]; Lmn =0

\

gde je A,,, vrednost izvoda po promenljivama L,,,, ukoliko postoji.

Izraz A, se dobija nakon primene standarne algebre:

A 2)\2 * O34 | Lok Lt

OLn
030 1|szij| 03 et [ Ll
2 Yy 5L AT
i=m+1 j=1
< 8| Ly L] "~ 0| Lin L]
=2\ I 2N ——— + 2)\L
Z OLn Z OL,n mn

1=m+1

Uproscavanjem gornjeg izraza dobija se:

P p
Apn = 2 Z SgN(Lmn)| Lin| = 2Asg1( L) Z | Lin|
i=1

=1

Konac¢no, izraz za (m,n) komponentu subgradijenta h(L) je:

20D -y | L, Lij > 0
vh(L)l] = -2\ Ei:l |ij|, Lij <0

€ [=2X >0y [Lij|, 22 D70y | Lijl], Lij = 0

(38)
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Subgradijent cele optimizacione funkcije (25) je:

Zk Lk](Skz + 23971(ij)>\), Lij >0

VI(L)ij = § 32, Lij (Ski — 25gn(Li;)A), Lij < 0 (40)

ksgn(Z)max(O, | Z] = 2X 3, | Ligl), Lij = 0

Na osnovu ovog moguce je razviti uslove za active-set metod:

1> LiSul <23 |Luy| (41)
k k

Ukoliko je L;; = 0 i zadovoljen je uslov (41) vrednost parametra L;; Ce ostati
nula. Za subgradijent dijagonalnih elemenata VI(L);; vazi sledeca jednakost (oslan-
jajuci se na ¢injenicu da L;; mora biti pozitivno):

& 1
VI(L); = ; Lii(Ski + 2sgn(Lii)\) — I (42)

Uocicemo par veoma korisnih osobina: prvo, da bi azurirali vrednost parametra
L;; potrebno je pristupiti samo elementima iz i-te kolone empirijske kovarijansne
matrice; drugo, L;; zavisi samo od vrednosti elemenata j-te kolone matrice L. Stoga,
azuriranja parametara koji pripadaju razlicitim kolonama L se efektivno mogu odvi-
jati u paralelli.

Za optmizaciju ovako definisane kriterijumske moguce je koristiti koordinatni
spust, tako $to ¢emo resavati uslov optimalnosti prvog reda, za svaku koordinatu it-
erativno. Ukoliko je ispunjen uslov (41) i L;; = 0, nije potrebno aZurirati parametar
L,;, iz Cega sledi da se active set pristup prirodno nadovezuje na ovu parametrizaciju
i omogucava ubrzanje optimizacije kriterijumske funkcije. U svim ostalim slucaje-
vima, izjednacavanjem (40) i (42) sa nulom moguce je naci jednacine azZuriranja za

svaku od koordinata:
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Zk;ﬁi LigjSire + sgn(Lij) 2 Zk;«éi | Lis]
Lij=— g (43)

L;; = Q;ii <_ Z LyiSki — 2X Z |L/€l|+

k#i ki

+\/(Z Ly Ski + 2 Z |Lii|)? + 455

ki ki

Kako bismo dodatno unapredili vremensku kompleksnost algoritma za ucenje,
iskoriscéen je active-set metod za odabir parametara koji ¢e se optimizovati, po uzoru
na [31]. Polazna ideja ovog metoda je da ukoliko moZemo da izdvojimo parame-
tre Ciji subgradijent ima vrednostu nula (tj. one za koje vazi uslov (41)), njih
mozemo da presko¢imo u trenutnoj iteraciji koordinatnog spusta (jer su te koor-
dinate ve¢ u optimalnim tackama pa dodatna optimizacija ne bi imala nikakvog
efekta). Stoga, mozZemo da particioniSemo sve optimizacione promenljive u dva
skupa: skup aktivnih i skup fiksnih parametara. Puna iteracija koordinatnog spusta
po svim parametrima se svodi na optimizaciju fiksnih parametara za kojom sledi
optimizacija aktivnih parametara, pritom ispunjavajuci sve neophodne uslove za

konvergenciju koordinatnog spusta kao sto je ve¢ pokazano u [30].

3.4.1 Empirijska evaluacija

PredloZeni SCHL metod je uporeden sa savremenim algoritmima za pronalaZenje
retke inverzne kovarijansne matrice QUIC [30], BCDIC [79] i CSEPNL [32]. U tu
svrhu sprovedeno je nekoliko racunarskih eksperimenata na sintetickim i stvarnim
skupovima podataka koji su opisani u naredna dva pododeljka. U eksperimentima
smo koristili kodove QUIC? i BCDIC® koje nude njihovi autori. Kod za CSEPNL

nije bio dostupan, pa smo implementirali pristup zasnovan na detaljima datim

®http://www.cs.utexas.edu/ sustik/QUIC/
Shttps://github.com/erantreister/Multilevel- BCDIC.m
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Tabela 3: Poredenje vremena izvr§avanja SCHL, QUIC, BCDIC, i CSEPNL methode za
problem ucenja sinteticke proredene inverzne kovarijansne matrice. Sinteticki retki
grafovi koji su korisceni u eksperimentima imaju izmedu 1,000 i 20,000 ¢vorova,
dok je broj odbiraka za ucenje bio 1,000 .

|  problem | SCHL | QUIC |
size nnz time nnz time nnz
1,000 | 35,234 1.5 35,372 2.9 35,324
5,000 | 178,570 24.1 173,542 116.6 175,000
10,000 | 358,174 || 100.8 338,274 526.1 387,102
15,000 | 733,368 || 450.2 745,792 | 1,699.5 | 688,936
20,000 | 979,534 || 1,237.0 | 1,021,962 || 4,600.4 | 1,053,550
|  problem | BCDIC | CSEPNL |
size nnz time nnz time nnz
1,000 | 35,234 7.0 35,324 14.1 35,480
5,000 | 178,570 179.4 187,478 567.1 169,774
10,000 | 358,174 920.2 386,898 3,311.9 | 352,526
15,000 | 733,368 | 3,381.7 | 734,914 9,540.2 | 718,432
20,000 | 979,534 || 10,390.8 | 1,031,074 || 25,561.3 | 1,116,954

u [32]. Ne uporedujemo se sa Big&QUIC (koji je unapredenje QUIC modela) jer
je taj model pogodniji za velike probleme, dok su za probleme koji mogu stati
u memoriju (kakvi su i problemi u sprovedenim eksperimentima) autori samog

modela preporucili QUIC.

3.4.2 Sinteticki podaci

Ponovili smo eksperimentalnu postavku koriséenu u [30] kako bismo napravili pro-
cenu komputacione efikasnosti. Konstruisani su grafovi susednosti, tj proredene
simetricne matrice sa nasumicno dodeljenim elementima izvan glavne dijagonale.
Pozitivna definitnost matrice je obezbedena tako Sto je dodata dijagonalna matrica
¢ime je obezbedeno da kona¢na matrica bude dijagonalno dominantna. Zatim je
ta matrica koriscena za generisanje odbiraka iz multivarijatne normalne raspodele.
Generisano je nekoliko problema razlicitih veli¢ina koriste¢i vise razlicitih struk-
tura slucajnog grafa. Generisani grafovi su imali od 1000 do 20,000 ¢vorova (var-

ijabli) kako bi se uporedili efikasnost i skalabilnost algoritama za ucenje inverzne
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Tabela 4: Poredenje kvaliteta naucene strukture pomoc¢u SCHL i tri druge metode za
ucenje proredene inverzne kovarijansne matrice. Korscenje pet razlicitih metrika
(Jaccard, R?, precision, recall, accuracy) potvrduje da su sve Cetiri metode naucile

strukturu uporedivog kvaliteta.

| algorithm | SCHL | QUIC | BCDIC | CSEPNL |
Jaccard Index | 0.80784 | 0.76987 | 0.76933 | 0.77594
R? 0.55633 | 0.6611 | 0.66104 | 0.70376
Precision | 0.89523 | 0.87309 | 0.87238 | 0.88162
Recall 0.89219 | 0.86689 | 0.86689 | 0.86619
Accuracy | 0.99998 | 0.99997 | 0.99997 | 0.99997
Lambda 0.4 0.4125 | 0.4125 | 0.347
nnz - true 29998 | 29998 | 29998 | 29998
nnz - est 29930 | 29856 | 29872 | 29648

kovarijansne matrice. Gustina grafa je odabrana tako da srednji stepen ¢vorova
bude u intervalu 15-20. U svakom eksperimentu stvorena je empirijska matrica
kovarijanse od 1000 uzoraka generisanih iz multivarijatne normalne distribucije sa
nultim ocekivanjem i kovarijansom koja odgovara (inverznoj) generisanoj matrici
susedstva. Svi eksperimenti su sprovedeni u single-threaded okruZenu na Intel (R)
Core (TM) i7-4770 CPU @ 3.40GHz procesoru sa 32 GB RAM-a. Rezultati se mogu
videti na slici 7, a dodatni detalji su navedeni u tabeli 3. Kako bismo evaluirali
algoritme, podesili smo hiperparametar kojim se podesava jacina penala \ za svaki
algoritam posebno tako da svaki pristup nauci strukturu sa slicnim brojem nenultih
elemenata (“nnz-est”) kao i originalan sinteticki graf (“nnz-true”). Rezultati pruzaju
dokaze da je nas SCHL algoritam najbrzi, i da se bolje skalira sa povecanjem broja
varijabli. Prema literaturi [79], BCDIC se ocekuje da bude brzi od QUIC-a, medu-
tim, u nasim eksperimentima je sporiji, verovatno zato Sto su nasi problemi vece
gustine.

S obzirom da poznajemo generativni proces koji generise sinteticke opservacije,
moguce je uporediti koliko dobro algoritmi otkrivaju pravu strukturu. Kvalitet dobi-
jenih resenja smo procenili uporedivanjem naucene matrice sa matricom susedstva
na osnovu koje su generisani podaci. Koris¢ene su metrike: Jaccard index, precision,

recall, accuracy za procenu preklapanja samih veza u grafu, tj preklapanja nenultih
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Slika 7: Poredenje vremena izvrsavanja SCHL, QUIC, BCDIC i CSEPNL metode

ucenja retke inverzne kovarijansne matrice na sintetickim podacima.

Sinteticki

generisani grafovi pomoc¢u kojih je generisano 1000 odbiraka imaju od 1000 do

20,000 ¢évorova.
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Tabela 5: Poredenje potrebnog vremena za ucenja grafa na podacima ekspresije
gena.

| | SCHL | QUIC | BCDIC | CSEPNL |

time | 5,038.6 | 10,011.0 | 15,929.1 | 26,665.7
nnz | 366,064 | 346,536 | 346,516 | 357,812

elemenata u matricama, i R? za procenu koliko se magnitude veza preklapaju. U
ovom eksperimentu generisan je jedan problem velicine 10,000 sa osnovnom struk-
turom uvezanog linearnog lanca, iz koje smo uzorkovali 1000 odbiraka na kojima
smo estimirali inverznu kovarijansnu matricu za svaki od algoritama. Rezultati su
navedeni u Tabeli 4 i mozZe se videti da su svi pristupi proizveli reSenja uporedivog
kvaliteta. Proredenosti rezultata svake od metoda (nnz-est) su nezavisno prilagodene

tako da priblizno odgovaraju stvarnoj vrednosti (nnz - true).

3.4.3 Aplikacije na realnim podacima

Napredak u tehnologiji merenja doveo je do izobilja koli¢ine podataka, kao i do
povecanja same dimenzionalnosti podataka, povecavajuci potrebu za automatskim i
nenadziranim otkrivanjem zavisnosti izmedu varijabli. Ovo podstice primenu pris-
tupa ucenja kao $to je SCHL na podacima iz razli¢itih domena kao $to su biomedic-
ina, obrada slike, ekologija, i drugi, radi otkrivanja prethodno nepoznatih veza i
regularnosti. U nastavku predstavljamo primenu nase SCHL metode za otkrivanje
strukture povezanosti na skupu realnih podataka iz biomedicinskog domena.

Ekspresija gena kod pacijenata sa dijagnostikovanom sepsom

U ovom eksperimentu koristili smo skup realnih podataka koji sadrZi profile
ekspresije gena koji su sakupljeni od 53 subjekta na dnevnom nivou u vremenskom
intervalu od 5 dana [51]. Podaci se sastoje od ukupno 163 uzoraka od pacijenata
koji su primljeni sa dijagnozom sepse u odeljenja intenzivne nege u bolnicama u
Sidneju, Australija. Merenja se sastoje od nivoa ekspresije 24,840 gena, a dobijeni
nivoi ekspresije gena su kvantilno normalizovani i1 logaritmovani. Primenili smo

nas SCHL pristup na svih 163 uzorka kako bismo otkrili strukturu zavisnosti izmedu
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Slika 8: Poredenje rucno pronadene mreZe gena koji uti¢u na komplikacije sepse, i
mreza dobijena ucenjem GMRF iz ekspresije gena pomoc¢u SCHL algoritma.

nivoa ekspresije gena pacijenata obolelih od sepse, i SCHL je najbrze konvergirao
od sva Cetiri koris¢ena algoritama (Tabela 5). U sprovedenom eksperimentu smo
postavili hiperparametar regularizacije na adekvatno visok nivo i dobili proreden
graf koekspresija sa 170,612 veza (od moguéih 308,500,380). Da bismo se uverili
u verodostojnost dobijene mreZe ko-ekspresija, pogledali smo objavljenu literaturu
na primeru mreze gena relevantnih za stanje sepsa. Uzeli smo mrezu od 7 gena
povezanih sa 7 linkova [82], koji su poznati u literaturi i koji su bili povezani sa
sindromom akutnog respiratornog stresa prouzrokovanog sepsom. U mrezi koja
je izvedena pomocu naseg SCHL pristupa, podmreza ovih 7 gena sadrzi 8 ivica.
Ove mreZe su prikazane na slici 8, i moZe se videti da se 4 veze preklapaju, sto je
znacajan rezultat uzimajuc¢i u obzir visoku proredenost mreze ko-ekspresija. Ovi
rezultati pruZzaju dokaze da se SCHL mozZe Kkoristiti za izgradnju ko-ekspresionih
mreZa, koje su od velikog bioloskog interesa jer ko-izraZeni geni su funkcionalno
povezani, i Cesto ukljuceni u iste puteve [74] ili kontrolisani istim regulatornim

procesima [69].
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3.4.4 Diskusija i ideje za buduéi rad

U ovom poglavlju, predstavljen je SCHL, novi pristup ucenju retkih GMRF mod-
ela. SCHL pristup koristi reparametrizaciju zasnovanu na Cholesky dekompoziciji.
Takode smo uveli novi ¢lan za selekciju mreze, zasnovan na L; normi, koji penal-
izuje aproksimiran proizvod Cholesky faktora. Ovako definisan model je konveksan
i moze biti efikasno optimizovan koriste¢i koordinatni spust. Dodatno ubrzanje je
postignuto koriséenjem active-set pristupa, koji smanjuje broj potrebnih racunskih
operacija tako Sto se fokusira samo na podskup aktivnih parametara. Pokazano je
1 da algoritam optimizacije novog modela pripada klasi tzv. “embarrassingly par-
allel” algoritama, i da se moZe lako skalirati na multi-threaded arhitekturama. U
nekoliko experimenata SCHL se pokazao brzi od drugih od sada najboljih metoda
(QUIC, BCDIC, i CSEPNL) za estimaciju retke inverzne kovarijansne matrice. Takode
je demonstrirana primenljivost modela u znacajnoj aplikaciji koja ukljucuje ekspre-
sije gena u pacijentima obolelim od sepse, 1 njegova sposobnost za otkrivanje struk-

turalnih veza iz podataka u ovakvim aplikacijama.

3.4.5 Analiza vremenske kompleksnosti

Algorithm 1 CoordinateDescent

1: procedure SPARSECHOL
2 AS —V (I,J), ‘Sz]‘ <A
3 Ay« 1.N

4: main loop:

5: for j € A; do

6 for i € A4(J) do
7
8
9

L;j <~ min(f(l, As, \)) > Egs. (43) & (44)
if [VL.;| < e then
Ay A\ {i}
10:  if A; = {0} then return
11: else
12: goto main loop.

Vremenska kompleksnost algoritma za obucavanje se sastoji iz dva dela: pret-

procesorski korak tokom kojeg se racuna empirijska kovarijansna matrica i njeno
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zaokruzivanje malih elemenata na nulu ¢ime se vrsi inicijalni odabir aktivnog
skupa, drugi deo koji ¢ini optimizacija koris¢enjem koordinatnog spusta. Odabir
inicijalnog aktivnog skupa koSta O(p?) jer je neophodno izracunati celu kovari-
jansnu matricu. Optimizacija se sastoji iz tri ugnjezdene petlje (algoritam 1). Spol-
jasnja petlja iterira sve dok se ne postigne konvergencija, i stoga ima kompleksnost
O(T), gde je T broj iteracija neophodnih da se zadovolji uslov konvergencije. Kao
Sto je ve¢ napomenuto, iz jednacina (43) i (44), koordinatni spust se radi nezavisno
po kolonama matrice L, odakle sledi da je 7' zapravo supremum broja iteracija
svake od grupa promenljivih potrebnih da se postigne konvergencija.

SrediS$nja petlja iterira kroz sve aktivne kolone, §to je inicijalno ceo set, pa ima
kompleksnost O(P). Ova petlja se moze efikasno paralelizovati, jer se promenljive
svake kolone racunaju nezavisno. Unutrasnja petlja iterira kroz aktivni skup za
kolonu j, i ima vremensku kompleksnost O(A;), gde A; odgovara gustini kolone
7, tj broju nenula. Ukupna kompleksnost je O(N? + NA,T). Pseudokod celog
algoritma koordinatnog spusta sa aktivnim setom je prikazan algoritmom 1.

U nastavku ¢emo pruziti dokaz da je kriterijumska funkcija sa penalom defin-

isanim u (37) konveksna.

Teorema 1. Sledeca funkcija je konveksna:
h(L) =Y "> X Y |LauLji| = tr(A|L||L|") (45)
i k
gde je |L| = [ |L;;| | matrica ¢iji elementi su apsolutne vrednosti elemenata matrice

L.

Dokaz. Tako pojedinacni clanovi stvarno nisu konveksni, dokaza¢emo da je pe-

nal (45) u celini konveksan za pozitivnu semidefinitnu matricu hiperparametara
A.

Najpre, posmatrajmo diferencijabilne regione funkcije i (L) gde vazi:
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Posto je A matrica pozitivno semidefinitna, moze se dekomponovati na Cholesky

faktore: A = VV7T, i zatim se kori$¢enjem standarde algebre dobija:

(L) = tr(VVIILI|LT]) = tr(VI|L|| LT |V) = [| X[ (47)

Sto predstavlja kvadriranu Frobenius normu matrice V7|L| i, stoga, funkcija je
konveksna unutar svakog diferencijabilnog regiona (jer se znak ne menja u okviru
regiona).

Zatim, dva susedna diferencijabilna regiona su razdvojena nediferencijabilnim

regionom definisanim kada je jedan od parametara L;; nula. Lako se moZe pokazati

. .. . h(Li; . . h(L;;
daje leviizvod lim;, ., ¢ o _?) uvek manji ili jednak desnom izvodu limy, ., ¢ o __J),
i 6L,L] ©J 6[/1]
usled cega je ceo izraz (45) konveksan.
[

U eksperimentalnim primerima, koriscena je pozitivna skalarna velicina lambda

(koja je eqvivalentna skaliranoj matrici jedinica koja je PSD).

3.5 SNETCH

Jedna od interesantnih strukturnih osobina koja se ¢esto pojavljuje u kompleksnim
sistemima je exponencijalna distribucija stepena ¢vorova mreze, svojstvo koje imaju
tzv. scale-free mreZe. Scale-free grafovi poseduju nekoliko interesantnih osobina,
jedno od njih je ta da njihovi Cholesky faktori mogu da se naprave proredenim (uz
pravilno odabran redosled ¢vorova u matrici susednosti). U sekciji empirijske eval-
uacije SNETCH modela, pokazacemo da je pronalaZenje grafa pomocu L, penala na
Cholesky faktoru pogodno za primenu na probleme sa Scale-Free strukturom. Ko-
risteci sinteticki primer, pokazacemo da na$ metod pouzdanije pronalazi strukturu

u odnosu na do sada najbolje pristupe QUIC [30] i BCDIC [79], koji optimizuju stan-
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dardnu kriterijjumsku funkciju sa penalom na elementima inverzne kovarijansne
matrice ||[X!||;. Takode, empirijski ¢e biti potvrdena brzina i skalabilnost pred-
loZenog reSenja na velikim scale-free problemima od preko 200,000 promenljivih.
Vreme izvrSavanja sugerisSe da je nas pristup brzi za vie nego red veli¢ine u odnosu
na dva do sada najbrza metoda primenjiva na velike probleme, Big & QUIC [31] i
ML-BCDIC [80]. I na kraju, pokazacemo efikasnost i ubrzanje koje se dobija par-
alelizacijom predloZenog algoritma.

U nastavku bice prikazan novi optimizacioni algoritam za objektiv predloZen u
CSEPNL [32]. Takode, bice pazljivo analizirana postavka modela i bice pokazano
da je model pogodan za koordinatni spust, kao i da omogucava koriS¢enje active-
set pristupa, Sto dalje omogucava jako efikasno ucenje. Takode, bice pokazano
kako razvijeni optimizacioni algoritam pripada klasi "Embarrassingly parallel" al-
goritama, jer je optimizaciju moguce rasclaniti po kolonama Cholesky faktora i
reSavati potpuno nezavisno. Kod grafova Erdos-Renyi tipa, broj nenula u Choelsky
faktoru raste nelinearno sa povecanjem dimenzije grafa, Sto onemogucava primenu
naseg metoda na ogromnim retkim grafovima. Medutim, kao Sto c¢e se pokazati,
efekat popunjenosti Cholesky faktora kod visokodimenzionalnih problema nije isti
kod svih tipova grafova. Poznato je da scale-free grafovi, uz odgovarajuce sortiranje
¢vorova, imaju retke Cholesky faktore. Ovo je jedan od glavnih motiva za razvijanje
naSeg SNETCH pristupa, utoliko $to reparametrizacija problema estimacije inverzne
kovarijansne matrice kroz dekompoziciju u Cholesky faktore poseduje nekoliko ko-
risnih osobina, kao S$to je predstavljeno u prethodnim poglavljima (jedna od njih je
brzo racunanje log det ¢lana u O(p) operacija, kao sto je i brza provera pozitivne
definitnosti kovarijansne matrice). Na kraju, bi¢e pokazano kroz nekoliko primera
da ¢ak i kada struktura problema nije scale-free, metod je i dalje primenljiv i rezul-

tati su uporedivi sa ostalim algoritmima.
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Scale-free  Postoji nekoliko radova koji se bave u¢enjem strukture scale-free grafova
na osnovu kontinualnih podataka, uglavnom kroz primenu penala koji forsira ek-
sponencijalnu raspodelu stepeni ¢vorova na naucenom grafu [13]. U modelu pred-
lozenom u [61] postavljen je prior u vidu scale-free strukture i razvijen je metod
odabiranja baziran na Metropolis-Hastings algoritmu za ucenje parametara. U mod-
elu [76] predloZena je i metoda zasnovana na rangiranju u kojem se dinamicki
procenjuje stepen Cvora, uz novu optimizaciju zasnovanu na alternating direction
method of multipliers [9]. Takode, prikazan je jos jedan pristup zasnovan na regu-
larizaciji stepena ¢vorova sa algoritmom minorize-maximize [44]. Iako svi pristupi
[13, 44, 61, 76] otkrivaju scale-free strukturu, metode koje primenjuju regularizaciju
stepena ¢vorova u grafu, i forsiraju power-law distribuciju jos uvek nisu dovoljno
efikasne i ne skaliraju se dovoljno dobro kao metode za opstu estimaciju retke in-
verzne kovarijansne matrice. Ovde ne tvrdimo da nasa formulacija u svom reSenju
forsira scale-free strukturu, ve¢ tvrdimo da su problemi sa scale-free strukturom
vrlo pogodni za na$ pristup. Zbog toga, pristupi koji namecu scale-free strukturu
koristeci razlicite tehnike regularizacije su van okvira ovog rada.

Usvojili smo parametrizaciju zasnovanu na Choleksy dekompoziciji L slicno kao
i za metodu SCHL, i zamenili smo skalarnu vrednost A\ ne-negativnom matricom A

(kao S$to je to uradeno u [8]), where * is Hadamard product:

1
f(L) = Str (XTLLTX) — gzog\LLT| A% LIy (48)

Diferencijabilni deo kriterijumske funkcije je ve¢ analiziran u prethodnim poglavljima
(27). Sada razmatramo regularizacioni ¢lan. Kao i za SCHL model, koordinatni spust
sa active-set pristupom se prirodno namece kao atraktivan metod, jer je regulariza-
cioni ¢lan (kao i diferencijabilni) separabilan.

Da bismo izveli izraze za azuriranje parametara, najpre posmatramo sub-diferencijal

h(L), a zatim i njegovu (7, j) komponentu.
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(

)\Z‘j, Lij >0

Vh’(L)l] = _)\ij7 Lij <0 (49)

€ [=Xij, Aigl, Liy = 0

\

Subgradijent cele optimizacije (48) je:

;

> e LijSki + sgn(Lij)Nij, Lij # 0,4 # j

VI(L)i; = Q3 LigSiy — 1~ + Agvi = J (50)

SO s LijSki, Nij), Lij = 0,1 # j
\

gde je S(z,r) soft thresholding funkcija:

S(z,r) = sign(z)maz(|z| —r,0) (51)

Sada kada imamo izraze za sub-gradijent moguce je optimizovati cilj (48) koris-
te¢i koordinatni spust. Izrazi za azuriranje pojedinacnih parametara mogu se dobiti
pomocu kriterijuma optimalnosti (50). Opet, najpre ¢emo izvesti izraz za azuriranje
jedne promenljive koje se nalazi izvan glavne dijagonale (51) za koju dobijamo da

je prosto resenje linearne jednacine sa soft-threshold funkcijom.

4
_ Dkt L}fchik—f—sign(L’fj))\

ot 1 20
LZH — ¢ LZjSigisign(M)/\ij ’ ng =0, M > >\ij (52)
J

\O,L% =0, ‘M’ < )\ij

gde je M =3, ; Lj;Si.
Ako je L dijagonalna matrica (Sto je slucaj u prvoj iteraciji, nakon Sto inicijal-
izujemo algoritam pomocu identitet matrice), azuriranje svakog od parametara je

moguce izvrsiti u O(1) vreme, rezultat analogan onome iz [30]):
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P e L 53)
0, S| < A
Pocetni skup nenultih vrednosti parametara moze biti konstruisan na osnovu
pravila za azuriranje parametara (53). Ovaj skup ¢ini pocetni aktivni set, i njegovo
raCinanje zahteva O(p?) operacija, i ujedno predstavlja najskuplji deo algoritma.
Izrazi za azZuriranje dijagonalnih parametara (parametara na dijagonali L ma-

trice) su:

LA —
1 251”

(54)

Drugo resenje kvadratne jednacine se uvek odbacuje, jer L;; mora biti pozitivno
kako bi matrica ¥ ! bila pozitivno definitna. Posmatrajuéi jednacine za aZuriranje
(52) i (54) uocavamo da ako je L; retka matrica sa prostornom kompleksnoséu O(s;),

azuriranje svakog parametra ¢e imati O(s;) vremensku kompleksnost.

Algorithm 2 SNETCH algorithm

1: procedure optimizeL(L,Y, ), ¢)

2 for each column of L do

3 Sactive < initActiveSet(Y, \)

4 while |VL;| < e do

5: for ¢ € S,crive do

6: Li; < argmin(f;j(Lj, \)) > Defined in (52), (54)
7 t < Abound(L;)

8 if £ < X then

9

Sactive < initActiveSet(Y,t)
return L

Izrazi za aZzuriranje (52) i (54) predstavljaju korake koordinatnog spusta, za
Scale-free Networks Estimation Through Cholesky factorization (SNETCH) algori-
tam opisan u pseudokodu 2. Nakon inicijalizacije identitet matricom, koordinate se
iterativno azuriraju sve dok se ne zadovolji kriterijum konvergencije, tj. promena
magnitude gradijenta padne ispod prage e. Konacan graf, tj. inverzna kovarijansna

matrica se dobija proizvodom optimalnih Cholesky faktora ;! = LTL,.
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3.5.1 Interpretacija modela

PronalaZenje retke Cholesky matrice ne vodi nuzno do retke inverzne kovarijansne
matrice, stoga je neophodno dodatno pojasnjenje kako bi se opravdao cilj (48) kao
i analiza Sirokog skupa problema kako bi se identifikovalo na kojima je SNETCH
metod primenjiv. Najpre ¢emo uociti dve poznate Cinjenice o éolesky faktorizaciji.
Prvo, nalaZenje obrasca popunjenosti Cholesky faktora odgovara nalazenju Chordal
completion inverzne kovarijansne matrice. Drugo, retkost Cholesky faktora u velikoj
meri zavisi od redosleda obilaska ¢vorova u grafu. S obzirom da penal kriterijumske
funkcije (48) pokuSava da nade proreden chordal graf koji upotpunjava matricu in-
verzne kovarijanse (za izabrano sortiranje ¢vorova), ova vrsta optimizacije u velikoj
meri zavisi od tipa strukture skrivene u podacima. Sugerisano je jo$ ranije [26, 64]
da se scale-free grafovi prirodno uklapaju u ovakav pristup jer ih je lako trijanguli-
rati. UCenje scale-free GMRF-ova predstavlja vazan, izazovan, i jo§ uvek nedovoljno
istraZzen problem, koji je centralan deo istrazivanja, prikazan u ovom poglavlju.
Jedan od najveéih izazova u ovakvom pristupu je pronalaZenje najboljeg re-
dosleda prilikom numeracije ¢vorova (tj pronalazenje permutacije redova matrice
susednosti koja daje najredi Cholesky faktor). Poznato je da je ovo NP-kompletan
problem [22]. Nekoliko heuristika postoji za reSavanje ovog problema. Prilikom
eksperimentalne evaluacije, koristili smo Approximate Minimum Degree algoritam

kao medukorak prilikom optimizacije, sto je uslovilo dobre rezultate.

3.5.2 Empirijska evaluacija

Da bi se empirijski testirale karakteristike predloZenog pristupa i njegovog reSenja,
izvrsili smo obimne procene sinteticki generisanih problema od interesa. Na datim
primerima, uporedujemo nas SNETCH sa dva najsavremenijih pristupa za ucenje
proredjenih matrica srednje veli¢ine (tj. kakda svi podaci mogu da stanu u memo-
riju) QUIC [30] i BCDIC [79].

Uzorci iz zeljene distribucije su generisani prvo projektovanjem odgovarajuce
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retke inverzne kovarijansne matrice, u kojoj je kodirana struktura od interesa.
Nakon toga, uzorci su izvuceni iz MVN distribucije sa nultom srednjom vrednoscu
i dizajniranom strukturom povezanosti. U naSim eksperimentima simulirano je
nekoliko tipova grafova, od kojih svaki predstavlja drugaciju vrstu izazova. Kao i
u pristupima evaluacije opisanim u [30] i [79], napravili smo linearni lanac i sluca-
jni binarni graf. Takode, analizirali smo joS dva sinteticka problema od interesa,
grafik sa retkim Cholesky faktorima ("idealna" pretpostavka za nas model) i scale-
free grafik, generisan koris¢enjem procesa preferencijalnog povezivanja.

Pocecemo sa generisanjem sintetickog primera zasnovanog na nasoj pretpostavci
za modeliranje, tj. Choleski faktor inverzne kovarijansne matrice je proredjen.
Slucajna proredjena Choleski struktura grafa je dobijena slucajnim dodeljivanjem
odredjenog broja ne-nultih pozicija elemenata u Choleski matrici, a potom je do-
bijena retka inverzna kovarijansna matrica kao proizvod retkih Choleski faktora.

2

Proredjenost se kvantifikuje sa brojem ne-nultih (“ nz ” u Slikama i Tabelama)
elemenata matrice.

Na slici 9, sa leve strane vidimo formu originalne (prave) inverzne kovarijanse,
a desno, matricu procenjenu nasim pristupom. Na dnu slike su odgovarajuéi, diza-
jnirani i estimirani, Choleski faktori. U Tabeli 6 prikazani su rezultati sva tri
konkurentna algoritma i moze se videti da nas SNETCH pristup postize superi-
orne performanse u smislu brzine i kvaliteta dobijenog reSenja. Retkost procen-
jenih reSenja podeSena je pomocu hiperparametra A da bi se dobio broj nz ele-
menata blizu originalnog - pravog nz-a, ali i $to je joS vaznije koje je priblizno
konkurentskim pristupima, radi fer uporedivanja.

Kvalitet reSenja smo merili pomocu Jaccard indeksa, metrika precision i recall,
i sve tri sugeriSu da je na$ pristup otkrio prave nulte elemente mnogo bolje od
konkurencije (Tabela 6). Medutim, u drugim radovima, pristupi su obi¢no testirani

pod razli¢itim strukturnim pretpostavkama. Stoga smo uporedivali performanse na

najces¢im sintetickim primerima: linearno ulancani graf i slucajno raspodeljena
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Slika 9: Sinteticki primeri dobijeni pomocu slu¢ajno semplovanog proredenog
Cholesky faktora

Tabela 6: Poredenje performansi ucenja grafa na problemu proredenog Cholesky
faktora.

Random Cholesky Factor (p=2,000; n=2,000; true nz = 8,652)
Model Time [s] Jaccard Prec. Recall A nz

SNETCH 1.21 0.745 0.854 0.854 0.0818 8,654
BCDIC 9.04 0.500 0.667 0.667 0.0878 8,654
QUIC 20.2 0.501 0.668 0.668 0.0878 8,654
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retka matrica.

Lanac graf je kreiran odredivanjem odgovarajucih obrazaca veza u matrici sused-
nosti. Matrica susednosti je kasnije pretvorena u Laplacian i dijagonalna dominant-
nost je obezbedena dodavanjem male vrednosti na dijagonalu. Dobijena matrica je
uzeta za originalnu inverznu kovarijansnu matricu za “bojenje” uzoraka iz obi¢ne
MVN distribucije.

Na slici 10 pokazan je primer (linearnog) lanca koji ima ekstremno retku matricu
i odgovarajuci retki Choleski faktor, a u tabeli 7 rezultati pokazuju da su svi pristupi

savrseno rekonstruisali originalnu strukturu, ali SNETCH je to uc¢inio mnogo brze.

1 . .
Y™~ of a Chain graph L' of a Chain graph
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o 500 o 500
(o] (@]
[*2] [©)]
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& ¢
1500 1500
2000 2000
0 1000 2000 0 1000 2000

Slika 10: Sinteticki primer koji ilustruje proredenu strukturu linearnog lanca.

Tabela 7: Poredenje performansi uc¢enja grafa na problemu linearnog lanca.

Linear Chain Structure (p=2,000; n=2,000; true nz = 5,998)

Model Time [s] Jaccard Prec. Recall A nz
SNETCH 0.69 1 1 1 0.2 5,998
BCDIC 5.45 1 1 1 0.2 5,998

QUIC 3.39 1 1 1 0.2 5,998

Slucajna inverzna kovarijansna matrica je dobijena dodeljivanjem odredenog
broja ne-nultih elemenata u matrici. Matrica je uc¢injena simetricnom dodavanjem

sopstvenog transponovanja, a pozitivna definitnost je osigurana dodavanjem male
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pozitivne konstante na dijagonalu. Ovo je najce$¢i nacin generisanja sintetickih

primera, a primer je prikazan na Slici 11.
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Slika 11: Sinteticki primer dobije generisanjem proredene slucajne inverzne kovar-
ijansne matrice.

Medutim, Cholesky faktor zavisi od redosleda varijabli (redova i kolona), i moze
se napraviti retkim (do odredenog stepena) odgovarajucom izmenom redosleda.
Jedan poznati heuristicki pristup je sortiranje PribliZno minimalnim stepenom
(AMD), Sto ima za cilj da dovede do retkih Choleski faktora. Takvo svojstvo je
vizuelizovano na srednjim delovima Slike 11, gde je originalna matrica sortirana
pomocu AMD. Nakon preuredivanja, nas pristup je mogao rekonstruisati preciznost
brze ali neSto manje tacno (za datu velicinu uzorka) od konkurentnih pristupa kao
Sto je i prikazano u Tabeli 8.

Ipak, u praksi, najinteresantnije strukture se nalaze negde izmedu dva ekstrema
slucajnog (bez strukture) i linearnog lanca (totalnog reda). Stoga ¢emo se nadalje

usredsrediti na takve relevantne strukture.

69



Tabela 8: Poredenje performansi uc¢enja grafa na problemu slucajne matrice.

Random Precision Matrix (p=2,000; n=2,000; true nz = 6,432)
Model Time [s] Jaccard Prec. Recall A nz

SNETCH 0.62 0.840 0.911 0914 0.162 6,446
BCDIC 7.78 0986 0.992 0994 0.11 6,440
QUIC 3.24 0986 0.991 0.994 0.11 6,444

Scale-free mreze Scale-free mreze imaju vrlo intrigantne karakteristike [6, 73], a
mogu se naci u brojnim realnim fenomenima, od mrezZa za citiranje radova do
internet mreze i mreza koje regulisu procese u Zivim celijama [5]. Stoga smo ocenili
prikladnost naseg pristupa za otkrivanje scale-free struktura.

Generisali smo scale-free probleme procesom preferencijalnog vezivanja sa Poa-
sonovim rastom [62]. Graf se zapocinje sa nekoliko (unapred odredenih) grupa
gusto povezanih ¢vorova (klika), a svaki novi dolazni ¢vor je dodat grafu koji se
povezuje sa k postojecih, gde je k izvuceno iz Poissonove distribucije (na osnovu

verovatnoce proporcionalne stepenu ¢vora).
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Slika 12: Sinteticki primer koji ilustruje strukturu koja poseduje Scale-Free svojstvo

Primer inverzne kovarijansne matrice sa scale-free osobinama je prikazan na
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slici 12. Na levoj strani je originalna matrica, a njen Choleski faktor je proreden.
Tipi¢no, u aplikacijama varijable nisu sortirane, i srednji delovi slike pokazuju
kako se mogu adekvatno sortirati sortiranjem pocetnog aktivnog skupa dobijenog
iz posmatranih podataka. S desne strane je struktura procenjena nasim pristupom,
a rezultati u Tabeli 9 ponovo ukazuju na to da na$ pristup rekonstruise osnovne
zavisnosti bolje i brZe od alternativa.

Tabela 9: Poredenje performansi ucenja grafa na problemu sa Scale-Free struk-
turom.

Scale-Free Structure (p=2,000; n=2,000; true nz = 14,466)
Model Time [s] Jaccard Prec. Recall A nz

SNETCH 0.78 0.407 0.577 0.580 0.0775 14,550
BCDIC 5.89 0.364 0.532 0.536 0.0717 14,548
QUIC 4.25 0.364 0.532 0.536 0.0717 14,550

Skalabilnost U svim tim navedenim primerima, na$ algoritam je bio najbrzi.
Sledec¢i experiment ima za cilj da uporedi SNETCH protiv skalabilnih alternativa
BIG & QUIC [31] i ML-BCDIC [80] u mnogo ve¢im problemima gde su podaci veci
od memorije racunara. U tom cilju, stvorili smo sinteticke probleme sa scale-free
strukturom razlic¢itih veli¢ina: 50,000; 100,000 i 200,000 varijabli.

U levom panelu Slike 13, za logaritamsku y-osu, moZe se videti da na$ pristup
postiZe vreme izvrSavanja koje je ponekad dva reda magnitude brZe od najsavre-
menijih konkurenata. Tabela 10 daje iste rezultate u viSe detalja, i treba napomenuti
da u svim eksperimentima SNETCH *, BIG & QUIC ° i ML-BCDIC ° su izvrsavani na

jedno-nitnom procesu.

Paralelizacija StaviSe, posSto nas pristup ima visok potencijal za paralelizovanje,
prikazujemo na najvecem primeru koja brzina se moZe posti¢i. Desna tabla na

Slici 13 prikazuje kako se optimizacioni deo moze ubrzati do 12 procesa. Posto se

*https://github.com/vladisav/SNETCH
“http://bigdata.ices.utexas.edu/software/1035/
Shttps://github.com/erantreister/Multilevel- BCDIC.m
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Slika 13: Skalabilnost SNETCH metode. Na gornjoj slici je predstavljeno poredenje
vremena izvrSavanja tri razli¢ite metode estimacije proredene inverzne kovari-
jansne matrice nad scale-free problemima do 200,000 promenljivih. Sve metode
su pokrenute na jednoj niti. Na donjoj slici je prikazano ubrzanje dobijeno par-
alelizacijom SNETCH pristupa na scale-free problemu od 200,000 ¢vorova.
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Tabela 10: Poredenje vremena izvrsavanja [sec] SNETCH vs BIG & QUIC vs ML-
BCDIC metoda na sintetickim scale-free podacima.

scale-free SNETCH ML-BCDIC BIG & QUIC
p= 50,000 time 126.9 2,230 13,221
249,970 nz 281,260 284,260 286,696
p=100,000 time 539.4 18,031 74,425
499,930 nz 765,990 752,250 757,194
p=200,000 time 1,611.8 78,349 307,081

2,199,434 nz 2,061,680 2,070,664 2,070,740

svaki od pod-ciljeva moze paralelno optimizovati, ocekuje se linearno ubrzanje.
Eksperimentalni rezultati su u saglasnosti sa ocekivanim stepenom paralelizma
i ¢ak pokazuju superlinearno ubrzanje za neke konfiguracije, Sto se moZe objas-
niti boljom iskoriséenoscu keSa memorije i manjim troskovima komunikacije, jer
je potreban samo mali deo podataka kako bi se optimizovala svaka kolona. Par-

alelizacija je postignuta koriS¢enjem Matlab Parallel Computing Toolbox-a.

3.5.3 Aplikacije

Otkrivanje obrazca povezanosti izmedju velikog broja varijabli je uobicajena tema
u velikom broju domena, a ucenje GMRF-ovima je koriSteno za re§avanje raznih
problema: od bioloskog funkcionisanja celije, do obrasca povezivanja mozga, i in-
terakcija na drustvenim mreZama.

Da bi se okarakterisale strukturne osobine nekih realnih skupova podataka, pri-
menili smo na§ SNETCH pristup u tri veoma bitne biomedicinske primene: ekspre-
siju ljudskog gena tokom respiratorne infekcije [45], DNA metilaciju kod zdravih
ljudi [28] i elektroencefalogram (EEG) mozdanih signala [83].

Podaci o genetskoj ekspresiji su dobijeni sa GEQ’, a sastoje se od 12,023 obelezja
(gena) merenih u 2,886 uzoraka krvi uzetih od ljudskih subjekata zaraZenih respi-
ratornim virusima (grip tipa H3N2, Rinovirus i respiratorni sincitijalni virus) [45].

Podaci su standardizovani tako da imaju nultu srednju vrednost i normalizovani

"GSE73072, https://www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/query/acc.cgi?acc=GSE73072
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Slika 14: Raspodela stepeni naucene mreze povezanosti ko-ekspresije gena, DNK
metilacione mreze, i EEG mreZe signala u mozgu. Za sve tri mreZe uoclivo je
izrazeno scale-free svojstvo.
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Tabela 11: Vreme ucenja strukture grafa za probleme genetske ekspresije, DNK
metilacije, i EEG signala.

dataset size  SNETCH ML-BCDIC BIG & QUIC

Gene Expr time 130.5 342.1 1,442.9
p=12,023 nz 35,123 33,677 35,921
DNA Meth time 12,667 400,000+ 400,000+

p=473,034  nz 613,868 - -
Brain EEG time 32,803 400,000+ 400,000+
p=904,739 nz 1,090,607 - -

su da imaju jedini¢ne vrednosti na dijagonali kovarijansne matrice. Otkrivanje
mreZe za koregulaciju gena je od visokog bioloskog interesa jer ko-izraZeni geni su
funkcionalno povezani, ¢esto ukljuceni u iste putanje ili kontrolisani istim proce-
som [74].

Podaci o DNA metilaciji su dobijeni sa GEO® i ima nivoe metilacije izmerene
na 473,034 genomske lokacije, za 656 zdravih ljudi (uzoraka) ukljucenih u istrazi-
vanje o korisnosti metilacionih markera kao prediktora bioloske starosti [28]. Po-
daci su transformisani logit funkcijom [11], a zatim standardizovani i normalizo-
vani. Izvlacenje mreZe korelacije DNK metilacije je vazno jer je metilacija jedan
od najstabilnijih epigenomi¢nih mehanizama kroz koje Zivotna sredina utice na
funkcionisanje organizma [7].

EEG podaci su dobijeni iz repozitorijuma®. Podaci se sastoje od 910,476 signala
izmerenih u dve sekunde od strane Emotive EPOC uredjaja. Posle uklanjanja 5,737
vremenskih serija koje su imale oStecena ocitavanja (konstantni signal), podaci su
standardizovani i normalizovani. Zavisnost izmedu zabeleZenih dogadaja mozZe
pruziti vazan uvid u to kako mozak reaguje na razlicite situacije [83].

Za odredene nivoe proredenosti dobijamo mrezu za ko-regulaciju gena od 35,123
nenulta elementa, mrezu korelacije DNK metilacije koja se sastoji od 613,868 nenul-

tih elemenata i EEG korelacionih mreza mozga od 1,090,607 elemenata. Okarakter-

8GSE40279, https://www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/query/acc.cgi?acc=GSE40279
http://www.mindbigdata.com/opendb
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isali smo njihove Sablone stepena povezanosti ¢vorova, koje su prikazane na Slici 14.
Moze se videti da svi imaju veoma karakteristican obrazac scale-free zakona, koji
se na logaritamskoj skali pojavljuje kao prava linija. Ovi realni primeri, kao i niz
drugih, ukazuju na potencijal za Siroku primenljivost predloZzenog SNETCH pris-
tupa.

Tabela 11 pokazuje da je nas pristup estimirao strukturu za najkrace vremene,
za svaki skup podataka. Dok na dva visokodimenzionalna problema konkurentni
pristupi nisu zavr$ili optimizaciju za 400,000 sekundi (Big & QUIC je prijavio za-
vrSavanje druge iteracije na 104,596 sekundi na DNK podacima i prve iteracije na

140,013 sekundi na EEG podacima).

3.5.4 Diskusija i ideje za dalji rad

Predstavili smo novu metodu za ucenje velikih Gausovskih Markovljevih slucajnih
polja 1 pokazali da je posebno pogodna za probleme sa scale-free strukturom. U
poredenju sa drugim kompetitivnim GMRF modelima, nas model se pokazao efikas-
nijim na problemima kojima je Cholesky faktor grafa redak, $to je osobina koja
odgovara scale free strukturama. Takode smo pokazali da se isti metod moze
primeniti uz dobre performanse i na nekoliko drugih retkih problema razlicite
strukture. Empirijski rezultati pokazuju znacajno ubrzanje na nekoliko sintetickih
skupova podataka. Takode primenili smo model na probleme pronalaZenja struk-
ture pri ekspresiji gena, DNK metilacijama i EEG signalima, i pokazali da svaki
od ovih problem ispoljava scale-free osobine. Posto retkost Cholesky faktora u ve-
likoj meri zavisi od pronalaZenja najboljeg redosleda ¢vorova (za koji je poznato
da je NP-kompletan problem), predlozili smo koriS¢enje Approximate Minimum
Degree algoritma, kao podkorak u optimizaciji za ublaZavanje ovog problema, Sto
se pokazalo kao dobro reSenje u nasim eksperimentima. Potrebno je dalje istraziti
nacine kako bi se model poboljsao sa naprednijom strategijom numerisanja ¢vorova.

Takode, u nasim eksperimentima, koriS¢ena je optimizacija prvog reda, dok bi op-
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timizacija predstavljenog pristupa kvadratnim algoritmom mogla obezbediti bolje
stope konvergencije. PredloZeni pristup pronalaZenja relacija bi se mogao proSiriti i
na ucenje diskriminativnog modela, tj. Gausovskog uslovnog slucajnog polja, i pri-
meniti na strukturnim problemima regresije [70] kao Sto je predloZeno u nastavku

teze.

Dokaz konveksnosti PredloZeni objektiv (48) je konveksan. S obzirom da je g(L)
separabilno po kolonama, dovoljno je pokazati da je optimizacijska funkcija za
jednu kolonu konveksna, $to se moZe uciniti napomenom da je Hessian matrica
glatkog dela jednaka sumi podmatrice empirijske kovarijansne matrice i dijago-

nalne matrice sa jednim pozitivnim elementom, koji je uvek pozitivno definitan:

Hyr,) =Sji+Dj; =0 (55)

Penalizacioni clan je takodje konveksan, posto je to standardna L; norma nad

optimizacionim varijablama, otezZana ne-negativnim faktorima [41].
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4 Ucenje strukture za diskriminativne modele

4.1 Uvod i relevantna literatura

U radu [84] autori su se bavili problemom ucenja uslovnih modela baziranih na
grafu sa proredenom strukturom jer ta strukturna predpostavka pogoduje general-
izacionim moguénostima modela, kao i skalabilnosti metode na velike probleme.
U novijem istrazivanju [46] je predloZen blok-koordinatni pristup za ubrzavanje
prethodno pomenutog algoritma. U nastavku, oslanjajuci se na pretpostavke uve-
dene prilikom razvijanja prethodnih modela, predstavicemo teorijski novi model
Gausovskih slucajnih polja pogodan za ucenje strukture i predikciju na scale-free
problemima. Predstavljen je algoritam za obucavanje zasnovan na koordinatnom
spustu, jednacine za azuriranje parametara, i preliminarni rezultati evaluacije ovakvog

pristupa.

4.2 SFGCRF
42.1 Metod

Ciljni vektor y € RP*! (p-dimenzioni vektor kolona), je uslovljen (zavistan) od
vektora slucajnih promenljivih z € IR?*! (¢-dimenziona kolona vektor slué¢ajnih

promenljivih). Funkcija uslovne gustine verovatnoce y je:

p(Y]X) = (2m) 7P/ det(2) " exp (—%(y — p(X)'E T (y — M(X))) (56)

Vektor . predstavimo kao funkciju parametara (kao Sto autori [84] rade):

p(r) =20%x (57)

Nakon smene i mnoZenja u gornjem izrazu dobija se:
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1 1
p(Y[X) = — exp (—§(yTE‘1y - QxT@y)) (58)

gde je normalizaciona funkcija Z izraZzena kao:

Z(X) = (2n)7P/? det(X)" % exp G(m%)%l(z@%)) (59)

Sada se vrS$i negativno logaritmovanje izraza i uvodi se trag skalara:

(L) = %tr (YYTs™) —tr(O@Y XT) — %logyzl‘ n %tr( xXTerer)  (60)

Uvodimo dodatne smene:

YYT =S¥, $to je p x p matrica

Y XT =S¥ $to je p x m matrica

XXT = §%% §to je m x m matrica

Dok je matrica Y dimenzija p x n, gde je n broj semplova, a matrica X je
dimenzija m x n, gde je m broj feature-a. Matrica © je dimenzija m x p, gde je p

broj ¢vorova.

(L) = %tr (SWx1) — tr(65¥) — %log\E‘l\ + %tr(Sm@E@T) (61)

Sada se parametrizacija menja tako Sto se Choleski faktorizuje inverzna kovari-

jansna matrica:

1 1 1
UL) = 5tr (SLLY) = tr(©5") = Slog|LL"| + 5157"(5”@L‘1TL‘1@T) (62)

U ovom izrazu je nezgodno S$to postoji ¢lan L~!, zato ubacujemo jos jednu

smenu:
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Lot =w?t (63)

W je matrica p x m parametara koje cemo takodje da optimizujemo. Odatle

dobijamo:

eo=wL" (64)

Sada jednacine poprimaju sledec¢i oblik:

1 ) .
U(L) = Str (LLTS™) — tr(WLTS¥) — log| LLT| + Str(WWTS™)  (65)

Prvi i treéi ¢lan su isti kao i u GMRF modelu prethodno razmatranom; to su
empirijski ¢lan i logaritmovana determinanta inverzne koverijanse. Cetvrti ¢lan je
uslovni ¢lan, a treci ¢lan je funkcija obelezja i izlaza.

Dosadasnja derivacija je samo reparametrizacija originalnog problema; ako bi
koristili istu regularizaciju kao i u [84] (tj L, penalizovali originalne parametre
predstavljene u novoj parametrizaciji) dobili bi identi¢ne rezultate.

Objektiv (65) je isto separabilan po kolonama kao i [34]. To se najlaksSe vidi
kroz izvode. Slede prvo diferencijali (A y matrica je matrica u kojoj su svi elementi
nule izuzev odgovarajuce kolone j koja ima vrednosti j kolone matrice X, a vec je

operator koji preslaze matricu u vektor, tj operator vektorizacije):

dg(L, W)

5L Yvec(AL) = tr (LALTSW) + tr(WALTSY) (66)
5]

vece(

Za elemente na dijagonali vazi isti izraz, samo je dodata logaaritmovana deter-

minanta (i naravno ¢ = j). Diferencijali po promenljivama W:

Og(L, W)

Y vece(Aw) = —tr(Aw LTSY") + tr(W Ay T S%) (67)
oW

vec(
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Iz njih se lako dobijaju jednacine za izvode (a samim tim i uslovi optimalnosti):

p
8g(L W) ZSmlka] ZS Y1k Lij (69)
(9I/Vl] k=1 k=1

Kao Sto se vidi, separabilan je po kolonama (u izrazu za gradijent za svaku
kolonu, figuriraju iskljucivo samo elementi te kolone). Za dalji progres postoje dva
pravca:

1. Da se penalizuje > i © matrica.

2. Da se penalizuju novo-uvedeni parametri L i W. U tom slucaju, objektiv
ostaje 1 dalje separabilan po kolonama i dozvoljava jednostavnu paralelizaciju.

U nastavku se fokusiramo na ideju 2. Dodajemo dva penala na glavni objek-
tiv (65) : A\p|L|1 + Aw|W ]y

Sada su jednacine za izvode:

dg(L, W) &
g(aT Z S Ly — Z SY Wi + Apsign(Liy) (70)
“J k=1 k=1
dg(L, W) e 4 ‘
O, = Z ST Wiy — Z S™ e Li; + Awsign(W;) (71)
J k=1 k=1

Izjednacavanjem ovih izraza sa nulom dobijamo nove jednacine prvog reda za
zatvoreno resSenje gradijenta po pojedinacnim koordinatama. Na osnovu uslova
optimalnosti sledi:

D i SV i Ly — D5y S Wiy + Apsign(Lij)

Lij = — [z (72)

Zm Sleka - p: SxylkLk, + Awsign(VVl )
VVlj _ k+#l J k }Stm J J (73)
u
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Jednacina (72) je sli¢na kao i kod prethodno analiziranih SFCHL [71] i SNETCH [34]
metoda, samo se konstantni ¢lan razlikuje. Tako da poseduje pogodne karakteristike
kao S$to su brzina izracunavanja, jednostavno odredjivanje aktivnog skupa, i visok

stepen paralelizacije.

4.2.2 Empirijska evaluacija

U cilju ispitivanja performansi predloZenog algoritma na problemima ucenja iz
kondicionalno zavisnih podataka, generisali smo sinteticke primere razli¢itih di-
menzija. Prostor ulaznih varijabli smo izabrali da bude dva u svim primerima.
Broj izlaznih varijabli (koje uslovno zavise od ulaznih) smo varirali od 10 do 500.

Graf povezanosti izlaznih varijabli je generisan tako Sto su neki elementi van
dijagonale inverzne kovarijansne matrice slucajno popunjeni, dok su ostali ostali
na nultim vrednostima. Obezedeno je da inverzna Kkovarijansna matrica bude
simetricna i pozitivno definitna. Linearno preslikavanje iz ulaznih u izlazne vari-
jable je takode proredeno i slucajno izabrano uniformno iz zatvorenog intervala.

Odbirci podataka su izvuceni iz normalne multivarijatne distribucije sa pros-
ecnim vrednostima dobijenim iz linearnog preslikavanja, i kovarijansnom matri-
com dobijenom na prethodno opisan nacin. Po hiljadu ulazno-izlaznih parova je
sacuvano za procese treniranja i testiranja.

U eksperimentima su poredena dva algoritma za ucenje, nas predloZeni SFGCREF,
i prethodno publikovani model koji ¢emo nazvati ALT (kao alternativni pristup). U
Tabelama 12 1 13 je prikazano nekoliko indikatora performansi algoritama. RMSE
1 R2 su mere generalizacionih sposobnosti algoritama, tj koliko dobro je model
naucio funkcionalno mapiranje iz ulaznih u izlazne varijable. RMSE je mera greske
i Sto je manji broj to je algoritam bolji, dok je R2 viSe mera korelacije predvidenog
i originalnog signala i Sto je bliZe jedinici to je algoritam bolji. Preciznost i Odziv
su mere koliko je dobro naucena struktura proredenosti inverzne kovarijansne ma-

trice. Preciznost govori o tome koliki je procenat predvidenih nenultih elemenata
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Tabela 12: Problemi dimenzija od 10 do 100 ¢vorova

Size 100 100 50 50 10 10
Model ALT SFGCRF ALT SFGCRF ALT SFGCRF
time 0.10415 | 0.74683 | 0.061973 | 0.22656 | 0.06722 | 0.037549
precision | 0.44246 | 0.25659 | 0.49114 | 0.43534 | 0.45455 | 0.40909
recall 0.44246 | 0.16641 | 0.49871 | 0.25964 | 0.47619 | 0.42857
accuracy | 0.8566 | 0.8308 0.8416 0.8324 0.77 0.75
lambda 0.07 0.21 0.09 0.24 0.24 0.32
nnz true 2672 2672 828 828 52 52
nnz est 2672 1768 840 514 54 54
rmse 0.70377 | 0.66491 | 0.79124 | 0.76242 | 1.7571 1.0033
r2 0.77017 | 0.79485 | 0.86427 | 0.87398 | 0.76177 | 0.92234
Tabela 13: Problemi dimenzija od 200 do 1000 ¢vorova
Size 1000 1000 500 500 200 200
Model ALT SFGCRF ALT SFGCRF ALT SFGCRF
Time 372.46 26.105 22.16 8.0577 | 0.65836 | 1.7452
recall | 0.16262 | 0.085677 | 0.33782 | 0.10283 | 0.35501 | 0.14547
accuracy | 0.97305 | 0.97523 | 0.95985 | 0.95247 | 0.93302 | 0.92868
lambda 0.08 0.12 0.06 0.14 0.08 0.17
nnz true | 35128 35128 16994 16994 4352 4352
nnz est | 31864 22268 15224 11164 4354 2962
rmse 0.69331 | 0.61155 | 0.6601 | 0.62178 | 0.69498 | 0.66072
r2 0.42322 | 0.55124 | 0.60437 | 0.64897 | 0.67863 | 0.70954

u matrici zapravo pogoden, dok Odziv govori o tome koliki je procenat od tacnih
elemenata vracen algoritmom. Obe mere su $to vece to bolje po algoritam. I na

kraju vreme izvrSavanja, naravno $to je manje to bolje.

4.2.3 Diskusija

Iz rezultata prikazanih u Tabelama 12 i 13 se mozZe zakljuciti da predlozeni SFGCRF
algoritam postize bolje prediktivne performanse jer je na svim primerima postizao
manju gresku predikcije RMSE. Medutim izgleda da je alternativni algoritam bolji
Sto se tice otkrivanja strukture matrica. Tako da je bitno i koji je krajnji cilj upotrebe
algoritma, da 1li samo kao prediktivni model ili za otkrivanje strukture. Konacno, na
manjim primerima izgleda da je SFGCRF modelu potrebno viSe vremena (tabela 12).

Medutim, izgleda da sa porastom dimenzionalnosti problema alternativni algoritam
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radi sve sporije i sporije, Sto se moZe videti iz Tabele 13. To ukazuje da je predloZeni
algoritam skalabilniji i moZe se koristiti na velikim problemima. Ostaje za buduce
istrazivanje da se utvrdi na koliko velikim problemima je algoritam primenjiv, kao
i da se istraze drugi slucajevi strukture matrica osim slucajne inverzne kovarijansne

matrice.

5 Uslovna slucajna polja sa teskim repovima

U ovom poglavlju da¢emo jo$ jedan predlog za dalji nastavak istrazivanja. Poznato je
da se Gausovski modeli ne ponasaju adekvatno kada su podaci nastali iz distribucije
sa teSkim repovima. Takode, Gausovski modeli predstavljeni do sada su simetri¢ni,
i ne modeluju asimetri¢cnost distribucije. U nastavku, predlozi¢emo jedan model

koji uvazava pomenute pretpostavke.

5.1 NIGCRF

Prosirili smo GCRF model sa dve nove osobine. Prvo, omogucili smo modelovanje
teskih i polu-teskih repova distribucije uvodenjem skrivene varijable. Ova nova
varijabla deluje kao faktor skaliranja kovarijanse, sto omogucava koris¢enje razlicite
kovarijanse za razli¢ite uzorke.

Drugo, omoguc¢ili smo asimetri¢nost interakcionog potencijala uvodenjem novog
¢lana u interakciju. Nakrivljenost (eng. skewness) novoformirane distribucije je
direktna posledica novodefinisanog potencijala interakcije kao i dodatne skrivene
slucajne varijable.

Predlozeni GCRF model je predstavljen slede¢im izrazom:

N P P
1 1
Uy R.G.Bo2) =D ) Biluy — Riy) + — Y Giglyy — Bi)” + — D Gl — )’
i L " Gk

(74)
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Kada skrivena varijabla z ima Inverznu Gausovu distribuciju, lako se moze
pokazati da cela distribucija odgovara takozvanoj distribuciji Multivarijatne Nor-
malne Inverzne Gausovske distribucije (eng. Multivariate Normal Inverse Gaussian
distribution, skraéeno MNIG). Ova raspodela pripada familiji generalizovanih hiper-
boli¢nih distribucija, koje su definisane kao Normal-Variance mixture distribucije.
Ova familija poseduje nekoliko atraktivnih osobina, kao §to je beskonacna deljivost
(eng. infinite divisibility) i zatvorena je nad skupom afinih transformacija. Ono
Sto je obecavajuce u ovakvom pristupu, je to Sto su to upravo svojstva koja ¢ine
Gausovska slucajna polja atraktivnim, $to ukazuje na potencijal ovakvog modela.

Generativni proces modela moZe se posmatrati kao uzorak iz sledece mixture

distribucije:

Y =+ 288 +VZ5:U (75)

Ovde je promenljiva U ~ N(0,1) normalno raspodeljena promenljiva, X je
kovarijansna matrica, 5 je novouvedeni parametar koji odreduje nakrivljenost dis-
tribucije, dok je Z skrivena promenljiva uzorkovana iz Inverzne Gausovske distribu-
cije IG(6%, a2 — BTS3).

Ucenje parametara ovako postavljenog modela je nesto sloZenije od ucenja Gausovskih
sluc¢ajnih polja. Postoji nekoliko pristupa estimacije MNIG distribucije. Jedan od
perspektivnijih za na$ problem skalabilne estimacije retke MNIG, tj. NIGCRF-a,
je predstavljen u [50] i zasnovan je na algoritmu maksimizacije ocekivanja (eng.
Expectation Maximization, skraceno EM). Razlika izmedu naseg modela i modela
predstavljenog u [50] je u skalabilnosti i retkosti inverzne kovarijansne matrice.
U problemima koji su od interesa za ovo istrazivanje neophodno je nauciti retku
matricu (graf interakcija), dok je model u [50] zasnovan na ucenju inverzne ko-
varijansne matrice punog ranga. Takode, model predstavljen u [50] je pogodan
isklju¢ivo za malodimenzionalne probleme, usled velike racunske sloZenosti algo-

ritma. Istrazivanje predstavljeno u ovoj tezi je fokusirano na visokodimenzionalne
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probleme.

5.1.1 Metod

U nastavku ¢emo opisati algoritam za ucenje parametara predloZenog modela.
Usled postojanja skrivene promenljive, za ucenje je pogodan EM algoritam. U ovom
algoritmu, iterativno (do konvergencije) se primenjuju dva razli¢ita koraka: Estima-
cioni korak, u kojem se vrsi estimacija skrivene promenljive na osnovu svih ostalih,
i Maksimizacioni korak, u kojem se vrsi maksimizacija funkcije verodostojnosti ko-
riste¢i estimirane vrednosti skrivenih promenljivih.

Estimacioni korak skrivene promenljive (E korak u EM algoritmu) je zajednicki
i za originalni, i za na$ izvedeni model, stoga su jednacine azZuriranja iste (preuzete

iz [50]):

(yi) Ka—)/2log(ys)]
«Q K(d+1)/2[04q(yi)]

G =B{Z[Y; =y} =1

¢ = B{ZIY; = y} = 1) Kanlog(v) -

o Katy2(og(yi)]

o Kais)/elog(vi)]

(78)
q(Ys) Ky 2log(ys)]

¢i = E{Z7'|Yi =y} =

zai = 1,..., N. Zatim, moguce je izracunati potrebne momente skrivene promenljive
£ = 21]11 Gi/Niv= N(sz\il(@ =&)L

M korak maksimizuje ukupnu verodostojnost tako Sto azurira parametre koris-
te¢i ocekivane vrednosti dovoljnih statistika pronadenih u E-koraku. Kao $to smo
napomenuli ranije, uslovna distribucija Y;|Z; je Gausovski raspodeljena. U nas-
tavku ¢emo izvesti izraz za ovu uslovnu distribuciju i ujedno izvesti izraz za M
korak algoritma za ucenje.

Kanonski oblik GCRF modela (u kojem je G tezinski graf veza izmedu promenljivih)
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je:
I(y; R, G) Z Z Gii(yi — Ri)® + Y Gielyij — vir)? (79)
(4.k)

PredloZeni model uvodi dodatni ¢lan koji predstavlja nakrivljenost distribucije:

P

Z B} (yij — Ryj) (80)

J
Takodje ubacujemo mixture efekat pomocu slucajne promenljive z;, koja ima
razlic¢itu vrednost za razlic¢ite odbirke (sempluje se iz Inverse Gaussian distribucije).

Ovakav efekat sluzi da modeluje teske repove distribucije.

P

1
l(y; R7G>5 ZZﬂ] Yij — z] _ Zij<yij ZG]k
5 (4.k)
(81)
Sada ako pogledamo kako izgleda mixture component distribucija za Multivari-

ate normal inverse Gaussian distribuciju:

(Y, 8,2,57) ~ N(p+ 22715, 2571) (82)
1 1 Ty —1
Y s 72” 2_1 = —G_E(yi_“_zizﬁ) by (yi_li_zizﬁ) (83)
PV 257 = — e

Sada posmatramo negative log-likelihood:

N
N 1o 1
. -1y _ " —1 - Ty . Tsv—-1¢,, .
Uy p, B,2,577) = o log |2 |+2§ S Wi — = 2B X (g — i — z2B) (84)

. K3
K3
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N
N 1 1 1
. -1\ __ -1 Tx—1,T Ty —1 QT
Wy; 1, B, 2,2 )——2 log |2 |+§ E@ Z—i%E Yi +z_,~M YT u+ B0

(85)
2 _
— Y X =2y 8 = 2 B
Kada izjednac¢imo jednacine (81) i (85) dobijamo sledece:
Izjednacimo ¢lanove prvog reda (y;):
P P P P
DD SR = yiB =) 2GR — y;f (86)
j ok J J
P
k
U matriénom obliku:
Yl =2G4R (88)

G4 je dijagonalna matrica koja sadrzi glavnu dijagonalu G matrice.

Zatim izjednacavamo ¢lanove drugog reda (y?):

P P P P P
i 1
DD wwSi = Gyl +5 ) ) Gt — 2Gauye + Gy (89)
Jj ok J

J k#j

Sada dobijamo inverznu kovarijansnu matricu izraZenu preko parametara grafa:

Giz’“‘zk G, fi=j
vt = ’ (90)
~Gy, if i # j
Sada je lako uvideti da inverzna kovarijansna matrica ima isti obrazac retkosti
kao i G matrica.

Matrica G je Laplacian grafa, 1 pretpostavka je da je retka matrica. Uvodimo

jo$ jednu dodatnu pretpostavku da je Cholesky faktorizacija grafa (a samim tim
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i precision matrice) takodje retka, pretpostavka o kojoj je bilo re¢i u prethodnim

poglavljima:

¥, = LL" (91)

gde je L retka donje trougaona matrica ¢iji obrazac popunjenosti se moze izracu-
nati na osnovu matrice susedstva (inicijalne vrednosti matrice G).

Sada je log-likelihood:

N, 1on 1 1
Uys s B2 L) = S log([ [ £3,) + 5 D0 —ol (LL) ™yl + —p"LL p
j=1 i 7t ’ (92)

2
+2if (LLT) T8 — —y (LLT) "' —2y{ B — 2p] B
Zi
Da bi uspeSno modelirali repove mixture distribucije neophodno je da ukupna
disperzija distribucije zavisi samo od mixture teZinskih koeficijenata z. Stoga, uslov
da bi ukupna distribucija bila Normal Inverse Gaussian je:

detX =1 (93)

Ovo mozemo postici tako sto ¢emo uvrstiti dodatni constraint u vidu Lagrange

multiplier-a:

P P
Mog [ [(L3)) = 21 "log(Ly;) (94)
j=1 j=1

Kako je ) slobodna optimizaciona promenljiva, mozemo uprostiti izraz tako Sto

¢cemo optimizovati 2 A (Cime se efektivno gubi Cinilac 2 iz gornjeg izraza).
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N
1M 1 ) 1 B
Wy Bz L) = 5 ) (Zo (LLY) 'yl + —p LL pt 287 (LLT) 7B
i (95)

= Sy ELT) = 28 = 2 B) + (N = 2D (L)

Uvodimo smenu p parametra:

N
1o~ 1 1
Wy B B2 L) = 5 3 (il (LLT) ™yl + —RTGpLLTGpR + 287 (LLT)™'5
2
U TLLTY'GpR —2yT B — 2RTGpB) + (N — \) Zlog i)
(96)

gde je G'p matrica izraZzena u L parametrima (na osnovu jednacina (90) i (91)):

iz dow LinLjy, ifi=j
GDij = " ’ ’ (97)
0, ifi £
Sada mozemo definisati parcijalne izvode negativne log-likelihood funkcije po

parametrima:

= Z log Lj; (98)

a1
i ZQzZTr (ETX3) — 2y] B, + 2X}E;
= EJ-T(ZiXﬁ —Yi — Xgra)

U gornjem izrazu, £, predstavlja vektor ¢iji je element j jednak 1, dok svi ostali
elementi imaju vrednost nula. Vektor X je jednak: X3 = (LLT)~'3. Ovaj vektor
moze efikasno da se izracuna (u O(M) operacija, gde je M broj ne-nula u L matrici)

pomocu Gausove eliminacije (backward-forward algoritam):
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LL"Xs =7 (100)

LX,=p (101)

L"Xs =X, (102)

Obe jednacine (101) i (102) reSive su u O(M) vremenu. Iste garancije na vreme
izvrSavanja vaze i za vektor Xp:

Xgre = (LL")"'RGp (103)

M korak je konveksan, i stoga se moZe optimizovati metodom koordinatnog

spusta.
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6 Zakljucak

U ovoj disertaciji, predmet istrazivanja su Verovatnosni grafovski modeli, i to Markovl-
jeva slucajna polja (Markov Random Field) i Uslovna slucajna polja (Conditional
Random Field).

Cilj istrazivanja je pronalaZenje i analiza novih modela za struktuirano ucenje i
algoritama za njihovo obucavanje.

U sklopu doprinosa ove teze, najpre je osmiSljena i realizovana generalizacija
jedne postojece GCRF formulacije. Zatim je izvrSena eksperimentalna analiza pred-
lozenog modela na nekoliko sintetickih i nekoliko stvarnih skupova podataka iz
aktuelnih domena klimatologije i zdravstva, kao i teorijska analiza sloZenosti.

Zatim je uocen tip problema koji je veoma zastupljen a nije dovoljno obraden u
literaturi, i za koji je moguce uvesti dodatne pretpostavke za koje je zatim pokazano
da mogu znatno olakSati problem ucenja strukture iz mnogodimenzionalnih po-
dataka. PredloZena su i realizovana dva nova GMRF modela zasnovana na uve-
denim pretpostavkama i L1 regularizacione norme, i razvijeni su brzi i skalabilni
algoritmi za njihovo ucenje.

Pokazana je prednost predloZzenih modela nad postoje¢im resenjima u vidu
brzine i skalabilnosti. PredloZeni algoritmi su eksperimentalno potvrdeni kroz
poredenje sa najbrzim postoje¢im resenjima na nekoliko mnogodimenzionalnih
sintetickih problema kao i na pravim podacima iz oblasti ekspresije gena, DNK
metilacije, i EEG signala. Zatim je odradena teorijska analiza sloZenosti algoritama,
i zatim eksperimentalno potvrdena sposobnost paralelizacije.

Za kraj su predlozene su jo$ dve dodatne ekstenzije GCRF modela i postavljena

je teorijska osnova za njihovo ucenje.
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nviLeHun,

2. AyTOPCTBO — HekoMepLyjanHo. [lo3Borbapare yMHOKABAKE, AueTpubyumnjy W jaBHo
caonwTaBare Aena, v npepage, ako ce HaBeAe uMe aytopa Ha HauuH oapeheH o4
cTpaHe ayTopa wnw Aasaoua nauedue. OBa fuueHua He 403B0SbaRa Komepumjanty
ynoTpely nena.

3. AytopcTeo - HekomepuujanHo — Oes npepage. [lodsorhabate YyMHOKABARE,
AUCTPUBYLIMY 1 jaBHO caonwTasake gena, Ges npomena, npeoBnukosar-a W
yriotpebe nerna y CBOM AeNy, ko Ce Hasepae UMe ayTopa Ha HauW oppeheH of
cTpaHe ayTopa vnu fasaocua nuueHue. OBa nuueHUa He A0380rbaBa Komepuujandy
ynotpeBy fena. Y OfHOCY Ha CBE OCTane nuuetue, 0BOM MULICHLIOM Ce orpaHuiasa
Hajsehn obum npasa kopuihetba Aena.

4. AYTOPCTBO - HEKOMEPUMjaIHO — AENUTU noj WCTUM yCrnosuma. [oasorbapare
yMHOXaBake, AUCTPUGYLIM)Y 1 jasHo caoriuTasare fena, N npepaae, ako ce HaBeae
uMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of CTpaHe ayTopa Wnu [aBaoua nvueHue U ako ce
npepafa auctpubympa NOA MCTOM vAW CAMMHOM uueHuom. Osa nuueHua He
[10380IbaBa KoMepuujandy ynotpefy fgena v npepaga.

5. AyTopcTeo — Bes npepagde. [j0380rbaBaTe yMHOXABAME, ANCTPUOYLMY U jasHo
caonwTasatee fena, 6e3 npomena, npeobnukosama unu ynotpebe Aena y caom Aeny,
aKo ce Hamede WMe aytopa Ha Hayud oapehex of cTpade aytopa wan jasaoua
nuueHue. OBa NUeHLa [o3BOrbaBa koMepLnjandy ynotpedy gena.

6. AYTOpCTBO - [enuTM nog WCTUM  ycroeuma. [lo3sorbaBate yMHOXasakbe,
ANCTPUBYLM)Y 1 jaBHO CaonLUTaBare fena, ¥ Npepaje, ako ce HaseAe ume ayTopa Ha
HauH oapeRled oa CTpaHe ayTopa WK AaBaoua JfiMUeHUe M ako ce npepana
ovicTpuByrpa noa MCTOM WNKM GIvdHOM nuuedijom. OBa nuueHua [03BOrbasa
KomepumnjanHy ynoTpeBy Aena v npepaga. CnudHa je coTBEpCKMM nuLeHuama,
0JHOCHO NULeHLIamMa 0TBOPEHOr KoAaa.




