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3axsasruua

Benuky 3axBaJsiHocT jiyryjemMm cBoM MeHTOpPY, mpodecopy Pumuny Mapuhy.
[TpodecopoB Bemku eHTy3Wja3aM, 3HAIHE U OE3pe3epBHA MOAPIIKA Cy MU MHO-
0 TIOMOTJIM y TOKY JAOKTOPCKHUX CTY/JHja ¥ NPUJINKOM pajia Ha Pa3JUIUTUM WC-
TpaxKuBamuMa u npojektuma. OH Me je yImyTHoO y JAWBAaH CBET UHTEPAKTUBHOT
JIOKa3uBamba TeopeMa W OpOjHUM CcaBeTUMa M CyrecTHUjaMa Me je MOTHUBHUCAO 1A
IIITO BUIIle Hay4YnM U HampemayjeM. IlocebHO mcTrdem merose MHOBATUBHE WJEje U
IMO3UTUBHOCT KOja je YeCTO YTHUIAJIA JIa Ca €JIAaHOM M HOBOM €HEPrHUjoM HACTABUM
Jla ce OGaBUM MpoOJIEMUMa Ha KOje caM y PaJly HaWlLIa. 3axBasbyjyhm memy cam
objaBuyia paJioBe y YacolucuMa U KOH(MepeHIrjaMa U 3aBpIuia OBy Te3y, a 6e3
IEroBe TTIOMONU U TOJPIIKE TOra He Ou OUJIo.

BaxBaspyjeM ce u npodecopy llpeapary Jammuuhy, on Me je ymyTno y cBer
reoMeTpuje U ayTOMaTCKOT JIOKa3uBamwa y reoMerpuju. MHOrmMm caBeTmMa u Cy-
rectujaMa je yTurao ja puHaJIHA Bep3uja Te3e Oyle KBaJUTETHUja U IMOTIyHH]a.
SaxBasbyjyhu meMy yrmo3Hajga caM U MHOTe UCTPAXKUBAYE U3 JIPDYTUX 3eMajba U
TaKO MU je CTBOpPeHa MOTYNHOCT /1a pa3MerbyjeM UCKYCTBa U JIa YIECTBYjeM Y ITPO-
jeKTMMa W BaH T'paHulla Hale 3eMsbe. Hamomenyna 6ux m ja ca mnpodecopom
capabhyjeM y HacTaBu U Ja je BUIIETOIUIIHE 3ajeIHUIKO JIp:Kambe KypceBa OMJIo
j€JTHO JIeTIO U TIPUjaTHO UCKYCTBO.

BaxsasbyjeMm ce u npodecopuma Cphany Bykmuposuhy u [lerpy Makcumosuhy
Ha [Ta2K/JbUBOM YUTalby TeE3€. I_]Z)HXOBH KOMEHTapu Cy 3Ha‘IajH0 YHaIIpeauJjin TeKCT
Te3e, aJiM Cy JIAJIM U HOBU IIOTJIEN HA TPoOJeMe KojuMa ce OaBUM U IPYKUIU CY
MH HOBE HJieje KaKO Ja NCTPaKNBambe HACTABUM.

BaxBajbyjeM Cce W CBUM YJAHOBUMA KaTepe, MpodecopuMa U aCUCTEHTUMA.
CBu cy 6usm 3aucTa JIUBHU CAPAIHUINA U O IPBUX JIaHA PaJia MU 3HAYAJHO TTOMO-
IJIU JIa HAIIPEJIyjeM Kao HAaCTaBHUK M Kao ucTpakubad. /lamm cy mu 6pojHe caBeTe,
OJIMEHUJIA KaJIa je OMJI0 OTpeOHO WM YJIeIIIaJm JiaH Ha nociay. Mory pehu na
cam 3aucTa cpeliHa IITo pajuM y TAKO JUHAMUTHOM, TO3UTUBHOM U KOJIETHjAJTHOM
KOJIEKTUBY .

[Tocebny 3axBaJIHOCT JIyryjeM CBOjUM POJUTE/bUMA KOjUMa OBY Te3y IOocBehy-
jem. Ouu cy Mu OmyiM OCJIOHAIl W TIOJIPIIKA TOKOM IIEJIOT KMBOTA. 3axBajbyjyhu
IbUXOBOj HEM3MEPHOj JbyOaBU U YIMOPHOCTU CaM OCTBApUJIa MHOTE IUJ/bEBE HA T10-

CJIOBHOM U IIPpUBATHOM IIJIaHY . O,Z]; IPBOI' JaHa IIKOJIOBabha Cy BEPOBAJIM Yy MEHE U



vi

OopryIi Me, MOMaraJii U yInynuBaJii J1a YBEK TEXKWUM Ja BUIIE HAy9HM, CA3HAM U
ITIOCTUTHEM.

Konauno, 3axBaspyjem ce u cBoMm cynpyry Muxamny. buo je Besmka moaprika
y pajly Ha OBOj Te€3U, OJIMEbUBAO M€ Y PA3HUM IOCIOBUMA, MOJIN3a0 JTyX Kaja Oux
rocycTaJsa, BUIIIE IyTa 3ajeTHO ca MHOM YUTAa0 Te3y M YBEK BepoBao Ja hy ycreTn.
Iberosa /pybaB W NMO3UTHMBHA €HEPrHja Cy MU YUMHWJINA PaJi HA TE€3W JIAKIIAM U

JICIIIITMIM.



HacaoB nucepranmje: @opmauzaliyja pa3janauTuX MOJIe/Ia TeOMETPHUje U TIPH-

MeHe Y BepupuKaIlfju ayTOMaTCKUX JIOKa3uBada TeOpeMa,

Peznwme:

Y 0BOj Te€3m MpeJICTaB/beHA je MHTEPAKTUBHA (pOpMAIU3aInja MOJIEIa PA3HUX
reoMeTpuja u ajarefapcKux MeTOJa ayTOMATCKOT JOKA3WBaIba T€OMETPUjCKUX Te-
opema.

[TpeacraBiben je Ham paj Ha dhopmanusanuju aHamuTudke (lekaprose) mia-
HApHE TeOMETPHje y OKBUDPY ACHUCTEHTA 3a JioKasuBame Teopema Isabelle/HOL.
JlajeMo HeKOMKO eKBUBaJIeHTHUX jJedunnuimja lekapToBe KOOpAUHATHE PABHU U
JIOKA3yjeMo Jia je OHa MOJIeJl CHHTETHYKUX IJIAHAPHUX reoMeTpuja (Kopuihemem
akcuoMaTckor cucrema Tapckor u akcmomarckor cucrema Xuibepra). Takobe,
JUCKYTYjeMO O HEKOJIMKO TEeXHHKa KOJUMa Ce T0jeTHOCTABJbYjy W ayTOMATU3Y]y
nokasu. Kako je jeman o HAIMX MUJbEBA Ja MOJIPKUMO KOPHIIINEeme aCUCTEHATA
3a JIOKA3WBaIbe TeopeMa y MaTeMaTUIKOM OOpa30Baiby, Hallle u3Jjaraime he outn
O1uCcKO cTaHAapHUM jeduHuIjaMa y YIIOSHUIIMMA, aJid MOTIIYHO (DOPMAJHO U
MaIuHCKH TpoBepuBo. OBa dopMamsaliuja mpeacTaB/ba J1e0 moTpedbHe mHppa-
CTPYKTYPE 3a UMILIEMEHTAIIH]Y ITPOIIEeypa O/ Ty YnBarba Oa3upaHuX HA aHAJTATAY-
KO] TeOMETPHjU y OKBAPY aCUCTEHATa 3a JIOKAa3WBaIhe TeopeMa.

HonaTtHo, (dpopMaHO pa3zMaTpamMo U T€OMETPHU]y KOMILIEKCHe paBHU. bBimmcka
IoBe3aHOCT m3Mely KOMILJIEKCHUX OpojeBa m reoMeTpuje je J00po mo3HaTa U Ia-
JKJBUBO je m3ydaBaHa oIl BeKoBuMa yHa3a]. OCHOBHU 00jeKTHU KOju Cy M3ydaBaHU
Cy KOMILJIEKCHA paBaH (OOMYHO TPOIIMPEHA jeTHOM GECKOHAYHOM TauKOM ), HeHU
objekTHn (Tavyke, mpaBe W KPYrosu), u rpyma TpaHcdhopMaluja Koja Ha HUX Je-
ayje (ma mpumep, uaBepsuje u Mebujycose Tpancdopmarmje). Y OBOj Te3u, Mu
dopmasiHO TTOCMATPAMO T'eOMETPHUjy KOMILIEKCHUX OpOjeBa U IPECTaB/baMO OT-
IIYHO MEXaHWYKH BePU(MUKOBAHY TEOPHUjy Y OKBHUPY ACUCTEHTA 3a JOKA3UBAIbe Te-
opema Isabelle/HOL. JTuckyTyjeMo 0 pasiuIuTiM IPUCTynuMa (hopMaIu3aIyju u
IJIABHUM TTPEJIHOCTUMAa IPUCTYIIa KOju je Bullle ajredapcku opujenTucan. llopen
npuMeHa y popMaau3anyju MaTeMaTUKe U y 00pa3oBamby, OBaj PaJl je OCHOBA 3a
dopmaHy aHAIN3Y HEEYKJIUJICKUX TeOMETPHUja U IhUX0Be Mel)ycoOHe ITOBE3aHOCTH.
Takobhe, npencraBpamMo u GoOpMAIU3AIM]Y JIejIa aKCHOMATCKOT cucTeMa Tapckor
y okBupy IloenkapeoBor muck mozena y cucremy Isabelle/HOL.

Tpehe, ananusupamo Be3y m3Mmely reomerpuje u MOJUHOMA, KAO U IIPUMEHE

KOja OBa Be3a jaje. Y eyKJUJCKO] TeOMETPHUju OOjeKTU U pesaryje Mehy muma



MOT'Y C€ M3Pa3uTH MMOJMHOMUjAJTHUM jeanakoctuma. JlogaTHo, 6mao Koja reome-
TPUjCKa KOHCTPYKITHja MOYKE Ce U3PA3UTHU CKYIIOM MOJMHOMU]AJTHUAX jeTHAKOCTH, a
reoMeTpujcka TBphema ce MOry JoKasaru KopuiihemeM aarebapckux Meroja (Ha
npumep, meron ['pebHepoBux 6a3a win ByoBoM MeTOOM) HAJ CKYIOM IOJIMHO-
Mma. Jlajemo ommc anroputma y cucremy Isabelle/HOL Koju Kao yiaa3HU TOJATAK
[IPUXBATA TEOMETPUjCKY KOHCTPYKIIUjy 3alncaHy KopuiihemeM TepMoBa, a Bpaha
oarosapajyhm ckyr mosmaoma. Hamr maseu pajs he outu npumena metoje ['ped-
HepoBux 0aza y okBupy cucrema Isabelle/HOL waj reHepucaHuM MOJIMHOMUMA Y
HaMepu Ja ce JIOKaxkKe UCIIPABHOCT jaTe KoHCTpyKiwmje. [lomaTHo, mcrpaxyjemo
KaKO Ce KOHCTPYKIIFje Y TPOJIMMEH3UOHAJHOM IIPOCTOPY MOTY NPUKA3ATU KOPHU-
mhemeM nosmHoMa. VcTpaxKyjeMo JiBa pasjuyduTa MPUCTYIa Yy U3BOhemy OBHX
IMOJIMHOMA U OHJIA MOPEIUMO e(PUKACHOCT aJredapCKUX MeTO/a Y 3aBUCHOCTU O
kopwuirheHor nmpuctyma. lIpencraB/baMo IOTIYHO ayTOMAaTCKHU CUCTEM 3a IIpeBohe-
e TeOMETPHUjCKUX KOHCTPYKIIAja U3 CTEPEOMETPHje y CKyT nmojmaoma. Harmr masbu
paj he OuTH /18 TOBEKEMO MIPEJICTAB/HEHN CUCTEM Ca, JIMTHAMUIKIAM T€OMETPI)CKUM
codTBEPOM ¥ HA TAj HAYUH JIa OMOTYNUMO CTYJIEHTHMA JIAKIIE KOPUIITNEemke OBOT

ayTOMATU30BAHOI CUCTEMA 3a JIOKA3UBAHE Y CTEPEOMETPHjU.

KipyuHe pedm: acuCTEHT 3a JIOKa3uBalhe TeopeMa, NeOMeTpHja, MHTePAKTUBHO
JIOKA3UBAE y TEOMETPHUjU, ay TOMATCKO JIOKA3UBAHE Y TEOMETPHUjU, XUTIEPOOTHIKA
reoMeTpHuja, CTepeoMeTpHrja, aKCUOMATCKU CUCTeM TapCKor, aKCHOMaTCKU CUCTEM
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Dissertation title: Formalization of various geometry models and applications

in verification of automated theorem provers

Abstract:

In this thesis is presented interactive formalization of various models of geom-
etry and algebraic methods for automated proving geometry theorems.

We present our current work on formalizing analytic (Cartesian) plane geome-
tries within the proof assistant Isabelle/HOL. We give several equivalent defini-
tions of the Cartesian plane and show that it models synthetic plane geometries
(using both Tarski’s and Hilbert’s axiom systems). We also discuss several tech-
niques used to simplify and automate the proofs. As one of our aims is to advocate
the use of proof assistants in mathematical education, our exposure tries to re-
main simple and close to standard textbook definitions, but completely formal and
mechanically verifiable. This formalization presents the develop of the necessary
infrastructure for implementing decision procedures based on analytic geometry
within proof assistants.

Furthermore, we investigate complex numbers. Deep connections between com-
plex numbers and geometry had been well known and carefully studied centuries
ago. Fundamental objects that are investigated are the complex plane (usually ex-
tended by a single infinite point), its objects (points, lines and circles), and groups
of transformations that act on them (e.g., inversions and Mdbius transformations).
In this thesis we treat the geometry of complex numbers formally and present a
fully mechanically verified development within the theorem prover Isabelle/ HOL.
We discuss different approaches to formalization and discuss major advantages of
the more algebraically oriented approach. Apart from applications in formalizing
mathematics and in education, this work serves as a ground for formally inves-
tigating various non-Euclidean geometries and their intimate connections. We
also present a formalization of part of Tarski axiom system withing Poincare disk
model in Isabelle/HOL.

Further on, we analyze connections between geometry and polynomials and the
use of these connections. In Euclidean geometry, objects and relations between
them can be expressed as polynomials. Further, any geometry construction can be
expressed by set of polynomials and geometry statements can be proved by using
algebraic methods (e.g. the Grobner bases method or Wu’s method) over that set

of polynomials. We describe an implementation of an algorithm in Isabelle/HOL



that accepts a term representation of a geometry construction and returns its cor-
responding set of polynomials. Our further work will be to use the method of
Grobner bases within the Isabelle system on the generated polynomials, in order
to prove correctness of the given construction. Furthermore, we investigate how
spatial geometry constructions can be presented using polynomials. We inves-
tigate two different approaches in deriving those polynomials and then compare
efficiency of algebraic provers depending on the approach used. We present a fully
automated system for transforming geometry constructions into set of polynomi-
als. Our further work would be to relate these geometry provers with dynamic

geometry software and thus make easier for students to use it.

Keywords: proof assistants, geometry, interactive proving in geometry, auto-
mated proving in geometry, hyperbolic geometry, spatial geometry, Tarski axiom

system, Hilbert axiom system, Cartesian coordinate system
Research area: computer science
Research sub-area: automated reasoning

UDC number: 004.832.3:514(043.3)
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I'maBa 1

YBOI

1.1 MoTuBamnuja u b TE3€

Y KJIaCMYHO] MAaTeMATHUIA TIOCTOjU MHOT'O PAa3INIUTUX M€OMETPUjCKUX TeOpHU-
ja. Takobe, paznmuaura cy ¥ TJIEUIITA TITA CE CMATPA CTAHIAPIHOM (EeyKJIUICKOM )
reomerpujom. Ilomekaj, reomerpuja ce jedununire Kao He3aBUCHA (POPMAJIHA Te-
opuja, a MOHEeKa [ Kao cruerududanu Mones. Hapasno, Be3e uamely pazimauTux
3acHUBama reomerpuje cy jake. Ha mpumep, moxke ce mnokazatu ja Jlekaprosa
paBaH IpeJICTaB/ba MOe] (POPMATHUX AKCUOMATCKUX TEOPUja eYKJIHICKE TeoMe-
TpHje.

Tpaaunuonaasa eyKanacka (CHHTETHYKA) TeOMETPHUja je joIn oJl aHTuuKe ['pu-
Ke 3aCHOBaHA HA YeCTO MaJIOM CKYIly OCHOBHUX IIOjMOBa, (HA IIpUMeEp, TadKe, IPaBe,
OCHOBHUX I'€OMETPHjCKUX peJialiija MOILyT WHIIAICHIIM]e, TIO/LyIADHOCTH UTJI.) ¥ HA
CKYIIy aKCHOMa KOje MMILIUIUTHO JiecpbuHuUIy oBe ocHoBHe nojmose. Mako cy Ey-
KJIUJIOBH , FijtleMeHTH” je1an OJ1 HajyTUIIajHUX PAJI0BA U3 MATEMATUKE, IIOCTABUIIO Ce
030MJHHO MHUTAE 1A JIU jé CUCTEM aKCUOMa, TeOpeMa U JieMa KOjuMa ce TeOMeTpuja
omnmucyje 3amucra mperu3an. Vcrmocrasuiio ce jia cy HaheHe rpemike y Jloka3uMa, a
n Ja Cy HEKU JOKa3u 6I/I.HI/I HEIIOTIIYHU Jep Cy UMaJii MMILIMIIUTHE ITPETIIOCTAaBKE
HacTaJje 300r TOrperiHe NHTYUIINje WM TOrPEIIHOT MO3UBabha Ha CIuKe (Iujarpa-
me). OBe mpasHuHe Cy yTHUIAJIE Ha TI0jaBy JAPYyTUX aKCHOMATCKUX CUCTEMA YUjU je
b 010 J1a 11ajy (bopMasiHy, Iperu3nnjy akcuomaTusaiujy Eykimaose reomerpu-
je. HajBaxkuuju ox Tux cucreMa cy XujabepToB CUCTEM aKCHOMa, U CUCTEM aKCHOMa,
Tapckor.

Xunbeptios cuctiem yBOJ¥M TPU OCHOBHA MOjMa (Tadka, HpaBa U paBaH), 6 pe-

jganuja u 20 akcuoma TOJE/beHUX 10 TpylaMa. XujadbepT je Kejeo Ja HapaBu



I'VTIABA 1. YBOJ

CHUCTEM KOjUu je Tperu3Huju oji EyK/IuI0Bor, y KOojeM HUIITa HUje OCTABJ/HEHO WH-
ryurmju. OBakaB MPUCTYTI je moBehao HUBO PUTOPO3HOCTH HE CAMO Y T€OMETPHU]H,
HEro y JApyrum obJiacTuMa MaTeMaTHuKe.

Cuctuem Tapckoz je Maru, yBOJU jeJlaH OCHOBHHU HOjaM (Tadyka), 2 peJaryje
u 11 akcuoma. HberoBa ocHOBHA TIPETHOCT Y OJHOCY Ha XWJIOEPTOB CUCTEM je Y
werosoj jeaunocraBuoctu. Ca jipyre crpane, cucreMm TapcKor yBOIM T0jaM IpaBe
KaO0 CKyIIa Tadaka IITO JOCTa OTeXKaBa PE30HOBAIHE jep 3aXTeBA Jla Ce Y JTOKa3uMa
KOPHUCTH TeOpHja CKYTOBa.

JenHo on Haj3HauajHUjux oTKpuha y maremaruiiy, koje gatupa u3 X VII Beka,
jecre [lekaproBo oTkpuhe KoOpJAmHATHOI cHCTeMa, KOje je omMoryhmyio ga ce aj-
rebapcKuM u3pas3uMa IpejcraBe reoMmerpujcke dpurype. To je moBeso j1o paja Ha
HOBOj MaTeMaTHYKO] 00J1aCTU KOja je Ha3BaHA AHAAUTLUYKG 2EOMEUPUA.

YV MaremMaTudkoM 00pa30Baiby Y CPEIbUM IIKOJIaMa U Ha (DaKYJITeTUMa te-
CTO Ce JIeMOHCTpUpAajy 00a MPHUCTYIa y TeOMeTprju (AHATUTUYIKYA U CUHTETUIKN ).
Unaxk, 0K ce CHHTeTUYIKY IPUCTYII TIpejiaje Kao PUTOPO3aH cucTeM (ca HaMepoM
Ja ce jeMoHcTpupa (opMasiaH, aKCHOMATCKU TPUCTYI U3IPAJIEHEe MATEeMATUIKAX
Teopuja), aHAJUTUIKA TeOMEeTpHja ce ToKa3yje MHOro Marme dpopmasino. Takobe,
OBa JIBa IIPUCTYIIA CE YBOJIE HE3aBUCHO M Be3a mM3Melhy HUX ce PETKO (popMaJTHO
IIOKa3yje y OKBUPY CTAHAP/IHOT HACTABHOT ILJIAHA.

Nako ce mojam cdepue reomerpuje mojasuo joimr y crapoj ['pukoj, o36umnuje
UCTPasKUBabe HEeeyKJIMJICKUX reomerpuja (cdepre, xumepbosmyke u ap.) je 3a-
noueto 1829. ropune ca pajgom Jlobadesckor. Nnak, ca lbUXOBUM MHTEH3UBHUJUM
UCTPaXKMBAIbEM Ce TI0YesI0 TeK IoJIa Beka KacHuje. OHO MITO je HAjBUIIE YTHUIAIO
Ha OBy IpOMeHY jecTe oTKpuhe kKomraekcHux O6pojeBa kpajem X VIII Beka. Kowm-
IUIEKCHU OPOjEBU Cy MPEJICTAB/bAJIM 3HAYAJHY AJIATKY 3a MCTPAKUBAILE O0COOMHA
objekaTa y pa3/jMauTUM reomerpujama. 3aMeHoM JlekapTroBe KOOpIUHATHE PABHU
KOMILJIEKCHOM paBHU JI00Hjajy ce jeHocTaBHEje (DOPMYJIe KOje OIUCY]y TeOMETPH]-
cke objekTe. Hakon ['aycoBe Teopuje o 3akpuB/beHUM TOBpIHHAMa 1 PuManoBor
pajia 0 MHOIOCTPpYKOCTHMa, reomerpuja JlobadeBckor mobuja Ha 3Ha4dajy. Mmak,
Hajsehu yrunaj uma paj benrpamuja Koju Jloka3yje Ja JIBOJUMEH3UOHAJIHA Heey-
KJIMJICKA TeOMeTpHja HUje HUIITa JAPYTro JI0 TeOMETPHja HEKe MOBPIITN KOHCTAHTHE
HeraTuBHE KpHUBHHE. XHIEPOOJUYKa INeOMeTphja ce m3ydaBa KpO3 MHOIe HheHe
MoOJIeJie. Y BOJIU ce T0jaM IIPOjEKTUBHOT JIMCK MoJIesa Koju KutajH KacHuje morrysa-
pusyje. Iloenkape mocMaTpa moypaBaHCKU MOJIEJI KOjU Cy MPEJIOXNKIIN JImyBu

u Benrpamu u npe cBera m3ydaBa M30METPHUje XUMEPOOIUIKE PABHU KOje UyBajy
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opujenrtanujy. /lanac ce Te Tpancdopmalije u y mupeM KOHTEKCTY U3ydaBajy y
okBupy MebujycoBux TpanchopMmaliyja.

[Torpeba 3a pUropo3HUM 3aCHUBAILEM MATEMATHUKE IIOCTOjU BEOMA JIyIO U Ca
pa3BojeM Maremaruke rnosehasao ce u crenen puroposnoctu. Mehy naykama, ma-
TeMaTUKa Ce M3/IBaja CBOJUM IPEIU3HUM Je3NKOM W JaCHUM MPaBUINMA apryMeH-
TOBama, Tj. u3Bohema. OBa UYnmbeHUIIA OMOTYhaBa Ja Cce TATHOCT MATEeMaTHIKIX
TBphema apryMeHnTyjy dopMmasiHuM u3BohemuMa, Tj. JIoKa3uMma. JOIr y cemaMHa-
€CTOM BEKY, IIOCTOjaJsIa je mjeja Jia Mopa MOCTajaTh HEKH OMINTH je3UK KOjuM Ou
Ce MOIJIa 3alluCaTu MaTeMaTHUu4dIKa TpreH)a 1 OIIIIITH CHUCTEM IIpaBHJIa 3a HSBOBG-
be. JeaH o/ Haj3HavajHUX Halpelaka y MaTeMaTUIN ITOYeTKOM JIBAJIECETOI BEKa
om0 je oTkpuhe Ja ce MaTeMaTUIKUd apryMEHTH MOTY IPEJICTaBUTH y (popmasi-
HUM aKCHOMATCKHM CHCTEMHMa Ha TaKaB Ha9WH Ja C€ IbUXOBa HCIIPaBHOCT MO2KE
jE€JIHOCTABHO MCIUTATU KOPUIINEIHEM jeIHOCTABHUX MEXAHUIKUX npaBuia. [emne-
paJIHO, MaTeMaTHKa ce MOTJIa (pOPMAaIN30BaTH KOPUIIINEHeM aKCHOMATCKE TeOPHje
CKYIIOBa, TEOPHUje TUIIOBA, JIOTHKE BUIINET pejia u canduo. MaremaTwyku J10Ka3 je
pUTOpPO3aH aKO MOXKEe OUTH 3alMcaH y HEKOj (pOpPMaJIHOj JIOTUIM KAao HU3 3aKJby-
Jaka KOjU Cy U3BEJIEHU IIPUMEHOM jacHO Jie(bUHUCAHUX ITPABUJIA.

YecTo, MEXaHWMYKU ITPOBEPEHU JIOKA3M TIOMYHaBajy Mpa3HUHE KOje IOCTOoje y
neduHUNMjaMa 1 JoKa3uMa u yiyhyjy Ha mgyb/by aHaIn3y TeMe Koja ce Mm3ydaBa.
Y mcropuju MaTeMaTUKe IOCTOJU IIYHO KOHTPOBEP3W OKO HWCIPABHOCTH MaTeMa-
THIKNX Joka3a. lommue 1935. Jlekar je o0jaBmo KmUTY O rpemkaMa Koje cy 10
1900. romuue HanpaBuIn mo3HaTu Matemarudapu. [lopesn rpemraka, gecto ce jie-
IIABAJIO JIa MaTeMAaTUIapyu HUCY YMEJHU Ja OJIpeJie Jia JIU je HEeKU JI0KA3 UCIIPpaBaH
WV He U JIETaBaJIO ce Jla Ce Y MOTIIYHOCTH Bepyje /a je J0Ka3 TadaH aKo ra je
ob6jaBro 1Mo3HaTH MareMaTuydap, kao l'ayc wiu Komm, n irXoBu JIOKa3W HUCY TOJI-
Jlerayiv iy0/b0j KpUTUIM. Y JIEBETHAECTOM BEKY JOKa3U IOCTAjy CBE KOMILIEKCHU-
ju M MaTeMaTuyYapu MOYHbY Ja CBE BUIIE UCTUYIY BaXKHOCT PUTOPO3HOCTH JIOKA3a.
MaremaTnyapu ce CBaKOJIHEBHO cycpely ca IMpPecKOYeHUM KOpalluMa y JIOKA3UuMa,
ca Hemperu3HuM JeUHUIRjaMa, Ca XAMOTe3aMa U ITPETIIOCTABKAMAa KOje HeJ0CTa-
jy. Ilomekan rperke y jgokasuma He Oymy npumehene Beoma jyro. Ha mpuwmep,
IIPBU JI0Ka3 TeopeMe 0 0060juBOCTH rpada ca deTupu 00je je mMao IpeiKy Koja je
yodeHa TeK JeceT rojuHa KacHuje. llako je rpelrke yrjaBHOM JIAKO UCIPABUTH,
“Ma cydajeBa Kaja je To Beoma Temko. Ha mpumep, 1980. roaune objaB/beHo je
Jla je 3aBpllleHa KJacupuKalpja TpoCTUX KOHAYHUX TPYIa, aju je mpuMeheHo aa

IIOCTOjH IIPOIIYCT Y jeJIHO] O KJjaca M MCIpPaBKa TOT MpoIycTa objaB/beHa je TeK



I'VTIABA 1. YBOJ

2001. romguee, a mokas je mmao 1221 crpany [4]. lomarno, decto ce memasa jia
ce ofpehenu J1eJIOBU JIOKa3a HUKAJA He MTPUKAXKY, YECTO Y3 PEUYEHUILY ,,CIIeIrjaTaH
CJIydaj ce TPUBHUjAJIHO JI0Ka3yje HpU YeMy ce JieriaBa Ja 3a Taj CIelujaaH CJIy-
4Jaj TBpheme He BaxK¥ WJIM ra HUje TpuBUjaHO HoKa3aTu. llopejr oBora, moHekat
je moTpebHO MHOTO BpeMeHa Jia Ou ce HeKH JIoka3 nposepuo. Ha mpumep, mokas
Kemnnepose xunorese kojy je cacrasuo Tomac Xejiac mma 300 crpana u 12 peren-
3eHaTa Cy MPOBEJIN YeTUPHU TOJUHE Yy aHAJIU3U JO0Ka3a U KOHAYHO Cy HAITHCAJIH JIa
cy 99% curypHm na je J0Ka3 UCIpaBaH.

Muoru HaydHUIIM Cy CMaTpaJju Ja je MOTIyHa (opMajn3aliyja MaTeMaTUuKe
meyiocTzkau ujean. (Ca rmojaBoM padyHapa HacTaja je MOTyNHOCT reHepucarba
MAIIMHCKH [IPOBEPJbUBUX JOKa3a. Tako Cy ce MOjaBUIM CUCTEMU 3a (DOPMAJHO
Jnoka3zuBame TeopeMa. l[locToje cucremu koju omoryhaBajy MOTIyHO ayTOMaTCKy
KOHCTPYKIIM]Y J0Ka3a W OHM Kopucre Texamke momyT SAT pemaBada, TeXHUKE
IIpe3allicuBamba, Pe30JyInjy, ajaredbapcke jjokazuBade. Vako je usrpa/ima cucremMa
3a MOTIIYHO ayTOMATCKO JIOKA3WBalhe TeOpeMa BaXKaH IOJyXBaT, MOCTOje, 3a Caja,
MaJie peajiHe MOryNHOCTH Jia Ce HAIlPaBU CUCTEM KOjU 3aUCTa ay TOMATCKHU JIOKa3yje
KOMILJIMKOBAHA MaTeMaTu4dKa TBphema.

3arTo je mocebaH akIeHAT Ha CHCTEMHMA KOjU Ce 3aCHUBA]y HA MHTEPAKIINA)H
KOPUCHUMKA U padyHapa. TaKBU CUCTEMH Cy TOJyayTOMATCKUA U Yy Iporecy op-
MAJTHOT JIOKA3UBakba TeopeMa OJ1 CTPaHe KOpUCHUKaA (decto madopMaTuIap u/ wim
MareMaTHIap) MOMaKy TakKO IITO KOHTPOJIMIILY WCIPABHOCT JIOKA3a U, KOJUKO je
To Mmoryhe, nponajase ayromarcke jokase. OBU UHWEPAKWUBHYU JOKA3UBAYU CE
Ha3UBajy U ACUCWEHWU 30 §OKa3uBarbe weopema. Jlanac 1mocToju MHOIITBO WH-
TepakTUBHUX JoKasuBada: Isabelle, Isabelle/HOL, Coq, HOL Light, PVS u npyru.
[Toce6no ce uctuuy Isabelle/HOL n Coq kKao cucremu ca BeJIMKUM GpOjeM KOpH-
CHUKA KOjU Cy TOKOM TOJMHA PA3BWJIM BEJIMKHU CKyl Oubmoreka ca (popMasiHo
JIOKa3aHUM TeopujaMma Koje je moryhe maspe HajorpahuBaTu. AcucreHTn 3a J10-
Ka3uBalhe TeopeMa ce KOpHucTe y pazjmuutuM obsiactuMma. IIpe cBera mory ce
KOpuCTUTHU 3a (hopMajHy BepuduKaiujy padyHapckux rnporpama. llopemd rTora,
3HAYajHA IIPUMeHa je u y obpazoBamy. llomaxKky pasBoj u mpojybsbuBame Mare-
MATHUYKOI' 3HAA.

HNurepecoBame 3a ayTOMaTCKO JIOKa3UBahEe Y T€OMETPHUjU TIOCTOjU jOII OJIaBHO.
Jeman onm mpBUX ayTOMaTCKUX JIOKA3WBAYa TeOPEMa YOIIITe OMO je ayTOMAaTCKU
JIOKa3WBa4 3a reoMeTpujy. Tapcku je pa3Buo ajaredbapcky METOMY 3a JOKA3UBabe

TeopeMa, eyKJIMJICKE TeOMeTpUje, aJl je OHa OuJia HeyIoTpeO/brBa 38 KOMILIMKOBA-
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He Teopeme. Hajehu Hampe/iak je HapaB/beH TEK CPEJIMHOM JIBAJIECETOT BEKA Ka1a
je By mpeioxkmo cBOjy aJredapcKy MeTO/ly 3a JOKa3WBame TeopeMa y eyKIUI-
cKOj reomerpuju. Iberosom meTomoMm More cy ce JI0OKa3aTH U BeOMa KOMIIJIEKCHE
TeopeMe. JoIr jegHa aarebapcka METo/Ia KOoja ce pa3BUJIa Y UCTO BPEME je MeToJa
I'pebuepoBux 6aza. OBu mMeTonn mMmajy aarebapCcKu, Tj. AHAJUTHIKH TPUCTYI y
JIOKa3UBakby U 3aCHMBA]y Ce Ha Pelpe3eHTalluji Tadaka KopuIhemeM KOOpIuHA-
Ta. MoaepHu moka3mBadm TeopeMa KOju ce 3aCHUBA]y Ha OBUM MeToJlaMa MOTY JIa
JIOKaKy CTOTHHE HeTpWBHjaJHUX Teopema. Mmak, Besimka MaHa OBHX CHUCTEMA je
IIITO He IIPOM3BO/Ie KJIACHYHE J0Ka3e, Beh caMo mporpaTHe apryMeHTe KOju HUCY
unT/buBH. JleBeneceTnx rommua XX-or Beka IIOCTOjaJIO je BUIIlE TMOKYIIaja Jia ce
oBaj mpobJieM pely U pa3BUjeHe Cy HOBE METO/Ie 3aCHOBaHE HA AKCUOMATH3AIIU]U
CUHTETUYKE TI'eOMeTpHje — METOJa MOBPIIUHA, MeTOJa IyHOr yria, uta. Mmak,
IbUXOBA TJIABHA MaHA je IITO Cy JIaJIeKO Mambe e(DUKACHU y OJIHOCY Ha aJredapcke
MeTojle. Behuwna cucrema ca aHAJIMTUYKUM IPUCTYIIOM 3a JOKA3UBAaIbe TeopeMa
ce KOPHUCTH Kao coPTBEp KOjeM ce Bepyje Mako HUcCy (popMajHO BEPpU(PUKOBAHMU.
Jla 6u ce moBehasia BUXOBa MOY3JAHOCT MOTPEOHO UX je MOBE3ATH Ca MOJIEPHUM
MHTEPAKTUBHUM JIOKA3MBAYNMa TEOPEMa U TO je Moryhe yYWHUTHU HA JBa HAYUHA
— BBbUXOBOM I/IMH.HeMeHTaI_[I/IjOM Y OKBHDPY HMHTEPAKTHUBHOI' JOKa3WBada TE€OPEMa U
JOKa3uBabEM IbUXOBE UCIIPABHOCTU WUJIA KOpI/ItheH)eM NMHTEPaKTUBHUX JOKa3UBa-
4Ja J1a mpoBepe muxoBe ceprudukare. Hekosmko Kopaka y oBoMm mpasily je Beh
Harpassbero [53, 113].

IIpumena cucTeMa 3a ayTOMAaTCKO JOKAa3MBam€e€ TeopeMa y T'€OMeTPHjH je Be-
suka. Ha mpumep mory ce kopuctutu y obpaszoBamy. llopem Tora, kopucre ce

y Hay4IHUM O0JIaCTUMa Kao IITO Cy POOOTHUKA, OMOJIOTH]ja, IPEMO3HABALE CJIMKA U

JAPYTHUM.

1.2 JlompuHocH Te3e

OBaj paj mokymasa Ja IIPEMOCTH HEKOJMKO MPAa3HUHA 32 KOjé MHCIMMO 2
TPEHYTHO TIOCTOje y (pOpMaU3AINjU TeOMETPH]E.

3001 cBOje BaXKHOCTHU, TeOMeTpHja KOMILUIEKCHUX OpojeBa je J100po omucana y
sureparypu. llocToje MHOrM yIOeHUIM KOjU OIHCYjy OBY 00JIACT ca MHOTO Jie-
Tasba (TOKOM HAIer pajia, M CMO MHTEH3WBHO KODHCTUJIM YIIOEHWUKe KOje Cy IH-
casm Humam (enr. Needham) [130] u IIeepaderep (mem. Schwerdtfeger) [148]).

Takobe, mocroju Besmku n360op Marepujasa 3a OBy obsact (ciajaoBa, Gesenku,
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OPUPYYHUKA) KOjU Cy JoCcTylHU Ha BeOy. Mnak, MU HUCMO yIIO3HATHU Jia MTOCTOjU
dopmanuzanuja oBe 06/IlaCTH U y OBOM PaJy, MU IIPEJICTAaB/baMO HAIEe TOTIIYHO
dopMasIHO, MEXaHUYKH ITPOBEPEHO ITPEJCTAB/bAILE T€OMETPUje KOMILJIEKCHE PABHU
KOje je, IpeMa HallleM Ca3Hamby, TPBO TaKBe BPCTE.

HonmarHo, Mu cMaTpamo Ja je jeHaKo (MM YaK BHIIE) BayKHO MCKYCTBO KO-
je CMO CTEKJIM IIPUJIUKOM DPa3JIMIUTUX HOKymaja Ja JOCTUTI'HEMO KOHAa4YHU IINJb
0/, KOHAYHOT pe3yirara. Hamme, mocTOjm MHOTO Pa3MYUTHX HAYWHA Ha KOje je
obusiact uzsoxkena y jgureparypu. Ha npumep, Humawm [130] u HIsepaderep [148],
MIPeICTaB/bajy /IBa BPJIO PAa3IMYUTa HAYWHA MPUKA3WBaIba HCTE MpUYe — jelIaH
IIPUCTYII je BUIIE TEOMETPUjCKU OPUjEHTHUCAH, JOK je JPYTU BHUIIIEe aJIredapCKu Opu-
jentucan. Harre uckycTBo 1mokasyje jia je u300p IpaBor MPUCTYIIa BayKaH KOpak
y OCTBapuBaiby IuJba Ja dopMansalmja Oy/ie ClIpOBOI/bUBA Y OKBUPY ACHUCTEHTA
3a JIOKa3UBaIbe TeopeMa — U MOKa3aJI0 Ce Jia IITO je BUIEe MPUCTYI ajaredbapcku
OpHUjeHTHUCaH, TO je popMaau3almja jeJHOCTaBHHUja, JIela, (OJIeKCUOnITHIja U PO-
OycHUja.

VY okBuUpYy paja Ha JTOKTOPCKOj Te3u, (hOPMAIM30BAHA je aHAJTUTUIKA T€OMETPHU-
ja /lekapToBe paBHM, TeOMETPHUja KOMILJIEKCHE PaBHU, /AT je j1e0 popMan3aliyje
[ToenkapeoBor mauck mojesa, jiara je popMajHa aHAIN3a aaredapCcKux MeToa U
CUCTEM 3a ayTOMATCKO JIOKA3UBAILE Yy CTEPEOMETPUjU. ¥y HACTABKY TEKCTa HAOPO-

jaHU Cy OCHOBU JIOIPUHOCH Te3€:

o Dopmasim3oBaHa je aHAJIUTUIKA reomerpuja Tj. /lekapToBa paBaH y OKBUDY
cucTeMa 3a MHTEPAKTUBHO JOKa3uBarme Teopema. llpescraBibena je J100po
n3rpabena dopmanuzaruja lekapToBe reomerpuje paBHU Yy OKBUPY CUCTE-
Mma Isabelle/HOL. aro je mexosmko pasmmautux gedunuimja lexaprose
KOOP/IMHATHE PABHU U JOKA3aHO je Ja Cy cBe JedUHUIN]e EKBUBAJICHTHE.
Hedununuje cy npeysere U3 CTaHIAP/IHUX YIIOEHUKA, AU je TOJUTHYT HUBO
puroposnoctu. Ha mpumep, y TeKcTOBUMa ce OOMYIHO HE ITOMUIbY TTOJMOBHU
Kao IIITO Cy peJialiija eKBUBaJICHIMje U KJlaca eKBUBaJICHIIje Koje he MopaTu
na Oymay yBejsieHe y dopMmaaHuM jgedunuirjama. PopMaJiHO je TOoKa3aHO Jia
JlekapToBa KOOpJAMHATHA paBaH 3aJ10BOJbaBa cBe akcuoMme Tapckor u Behuny
akcnoma Xuinbepra (ykipydyjyhin u akcuomy HempekugaHoCTH). AHaju3upa-
HU Cy JOKa3U U KOjU OJ] JIBa CUCTEMa aKCHOMA je JIAKIIU 3a (POpMaTUu3aIujy.
@opmMaJiHO je J0Ka3aHO JIa je aHAJUTUYKA TeOMEeTPHUja MO CUHTETUYIKE

reoMeTpuje U aHAJIM3UPAHO je KOJMKO Cy JIOKa3W 3auCTa jeTHOCTABHU.
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o Konaunu pesysitat HAIIET pajia je 100po pa3BujeHa Teopuja MPOIUPEHe KOM-
IJIEKCHEe PaBHU (JaTe Kao KOMILJIEKCHA MPOjeKTUBHA MpaBa, aJu U Kao Pu-
MaHoBa cdepa), meHux objekara (KpyroBH M IpaBe) W HEHUX TpaHcdOop-
Mmaruja (Ha npumep, waBepsuja uin Mebujycoux tpancdopmanumja). Osa
dbopMar3anmja Mo¥XKe J1a CJayKHA Kao BeoMa, BaXKaH OJIOK 3a U3TrPaJIby OyIIy-
hux dopmaiHux Mojena pas3jnIuTHX reoMeTpuja (HIp, Hallla MOTHBAIMja
3a OBaj paj je Ousa ympaBo y mokymiajy na ce dgopmasnusyje [loenkapeon
JIICK MOJIesT Xumepbosimake reomerpuje). Behuna kormemnara koje cmo ¢dop-
masm3oBasu Beh je ommcana y mureparypu (HakKO je IMOCTOjaJI0O MHOTO JeTa-
Jba KOjeé CMO MOPAJIN JIa MOIYHUMO jep UX HUCMO HAIJIA Y JIUTEPATYPH KOjU
cMo pasmarpasin). Vnak, Haln paj je 3axTeBao 0bjeMbaBambe PA3InInTUX
U3BOpA Y jeIHY jeIMHCTBEHY, (pOpPMaJIHy pelpe3eHTaln]y U ImpedalnuBame y
jellaH jeIMHCTBEH je3UK y3€eBIIN Jia Cy OMUCH OMJIM TPBOOUTHO JATH HA MHOIO
paznnauTux HadnHa. Ha mpumep, 4ak u y OKBUPY UCTOT yIIOeHUKa, 0e3 nKa-
KBOT' (pOPMAJTHOT OIIPAB/Iaiba, ayTOPH YECTO JIAKO TIpeJia3e U3 jeJHe IOCTABKE
y apyry (pemumo, u3 oOMYHE KOMILJIEKCHE PABHU y MPOIIUPEHY KOMILIEKCHY
paBan), 1pesase u3Melly reoMeTrpujckor u aarebapckor IpejiCcTaB/bamba, de-
CTO KOpUCTe MHOT'e HeJloKa3aHe, HeTPUBHjasIHe YniberuIle (rmocmarpajyhn nx
Kao J1e0 MareMaTudkor “dgosikiaopa’) u ap. JemaHn o HaNUX Haj3HAYAJHU-
jUX JTOTPUHOCA je YyIPaBO PaCBeT/haBalbe OBUX HEIPEIM3HOCTA U KPEuparbe

yHUMOPMHOT, jACHOT ¥ CAMOCTAJIHOT MaTepUjaJIa.

e Il3Bpiena je hopmasmsaiimja mect akcrnoma Tapckor y okBupy lloenkape-
oBOT' auCK Mojesna. Jlara je meduwHunmja penamuje usmehy u JI0Ka3aHa Cy

HeKa HbeHa OCHOBHA CBOjcTBa y OKBHUPY lloeHkapeoBor muck momena.

e V by u3rpajitbe (GopMaJIHO BEPU(PUKOBAHOT CUCTEMA 33 ayTOMATCKO JI0-
Ka3uBalbe y TeOMeTPUjU KOju KopucTtu MeTona ['pedbneposux 6a3a mim ByoBy
METO/ly, UMILJIEMEHTUPAH je KOPaK IpeBohema MJIaHNMETPHUjCKUX TBphema
y anrebapcky dopmy y oksupy cucrema Isabelle/HOL. Tlopen Tora, Hampa-
BJ/bEH je M IPOTOTHII CUCTEMa 32 JIOKa3uBarbe TBphema y crepeomerpuju (Ha
4qnjoj ce BepuMKAIUjU U Ja/be paju). lIpBu Kopak je mpeJcTaBUTH CTe-
peomeTrpujcke objekTe U TBphema y ojarorapajyheM o0JuKYy KOpHUIhemeMm
nosimaoMa. HampaBibeH je codTBep Koju oMoryhaBa OIKUC CTEPEOMETPHUjCKUX
KOHCTPYKIIHja 1 TBphewma y jeJHOCTABHOM ODJIUKY KOjU jeé PA3yMJbUB YOBEKY,

a TIOTOM TIpeBODerbe TOr 3aInca y CUCTeM IOJIMHOMA Ha KOjU Ce NPUMEIbYje
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Byosa merona mimm meroma ['pebreporux 6aza. CucreMm je TecTupaH Kpo3
HEKOJIMKO PAa3/IMIUTAX 33/IaTaKa 13 YIIOEHWKA 33 CPEJIhe MIKOoJe U (PaAKyITe-
Te U 33JI[aTaKa ca MATEMATHIKHX TAKMHUIEHHa, U AaHAJIU3UPAHA je e(pUKACHOCT

OBaKBOI' IIPUCTYIIA.

1.3 Opraauzanmuja tese

OcraTak Te3e opranu3oBaH je Ha ciaegehu Hauun. [1aBa 2 caap:ku mperJies pa-
3BOja MHTEPAKTUBHUX JOKa3uBada TeopeMa. JlaTe cy Teopujcke OCHOBE W OIUCAHU
OCHOBHUM ITPUMHIIUIIN TeXHOJIOFI/Ije MHTEPaKTUBHUX JOKa3uWBa4da TeopeMa. OHI/IC&He
cy rinaBHe Kapakrepuctuke cucrema Isabelle/HOL u natu cy 6pojau npumepu. Y
IJIaBU 3 HABEJEHU Cy HEKU HAj3HAYAJHUJU PAJIOBHU Y (DOPMAIU3AIMjU reoOMeTPHje.
Taxobe, mipe/icTaB/BLEHN Cy U PAJIOBUA U3 ayTOMATCKOT JTOKA3WBamba y T€OMETPU]H.
VY ritaBu 4 jatu cy pesysitatu popMan3alnje aHAJTUTHIKE TEOMETPHUje U JOKa3aHO
je ma ona mpejcTaB/ba Mozesa akcuoma Tapckor (moryasibe 4.3) u MOJET aKCHO-
ma Xunbepra (nornasmwe 4.4). Tnasa 5 npukasyje dopmajusanujy npoIupeHe
KOMILJIEKCHE PaBHU, OIKCAHE Cy TpaHcdOpMallije MpoIMpeHe KOMIIJIEKCHE PaBHU
" JIO0Ka3aHo je jia Heke akcuoMe Tapckor Baxke y IloemkapeoBom JIMCK MOJIEJLY.
Y I'naBu 6 npejcraBbenu cy anredbapckyu METOIU 33 ayTOMATCKO JIOKA3UBAME Y
reoMeTpuju, Jiata je popMmasusalmja ajaredpusaliije TeoOMeTPUjCKuX TBphema 3a
IUTAHAPHY TeOMETPHUjy W IMPEJJIOYKEHA je ajredpusalija reoMeTpUjcKuX TBphema
y crepeoMetpuju. llpensoxkenu cucreMm je TecTupaH HaJ BUIE IPUMepa U MPE-
cTaB/beHU Ccy pe3ynratu. Hajzam, y miiaBu 7 cyMHpaHM Cy 3aKJby4Ild U HaBEJIEHU

HeKU mpasiu Oyayher paja.
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I/IHTepaKTI/IBHI/I A0Ka3nBa4um

TeopeMa

Y oBoM morsiaB/by heMo NMpUKa3aTU TEXHOJIOTUjY WHTEPAKTHUBHUX JIOKA3WBAYA

TeopeMa.

2.1 HekoJmko peyn 0o \—padyHYy u
Kapu—Xayapa nzomopdusmy

Kapu—Xayapm nuzomopduzam jaje Besy uzmelhy cucrema opMmasHe JIOTUKE KO-
ja ce moxke Hahu y Teopuju J0Ka3a U padyHa Teopuje TuroBa. Ha npumep, uckasna
JIOTUKA OJrOBapa jeTHOCTABHOM A—pPadyHy Ca TUIIOBUMA, JIOTHKA IIPBOT Pea OIro-
Bapa 3aBUCHUM TUNOBUMAa (eHr. dependent types), JIOTUKa JAPYror pelia 0JroBapa
nosimMopdHUM TUTIOBUMa UTH. V3oMopduzam uma O6pojue acrekrTe: (hpopmysie oJ-
roBapajy THIIOBHUMa, JOKA3W OJI'OBapajy TEPMOBHMA, HOPMAaJIU3AIUja JT0KA3a OJI-
roBapa peyKIiju TEPMOBA.

Kpajem 1920. ronune y HYepuosom pay ,,Paayn sambra—kousepsuje” (eur. The
caleuli of lambda-conversion) [37| npencraBben je A—padyH, cUCTeM YWju je IHJb
Ouo Ja ormiie ocoOnHe (PYyHKIIMOHAJHE allCTPaKIlfje, IPUMEHe U CYIICTUTYIIMje,
OJIHOCHO Jia Ipebpoau orpaHnyerma Koja cy mMmaju PacejoBa Teopuja TUIIOBa U
Hepmen—PpenkenoBa Teopuja ckymoBa. Cucrem je 6mo 6e3 Tumopa, 6e3 3aKOHA
0 u3y3uMarby Tpeher, aju ca HeOrpaHUYECHOM KBAHTUMUKAIIMOM U €KCIJTAITUTHUM
dopmaaHnM npaBunMa A-Kousep3suje. Mak, yoOp3o HaAKOH 00jaB/bUBabha MOKa3a-

JIO ce J1a je CUCTeM KOHTPAIMKTOPaH, OJTHOCHO JIa HUje JIOTHYKHN KOH3UCTeHTaH. Jla
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6u ce eJMMUHMCATIA HEKOH3UCTEHTHOCT, CUCTEM je mpomupes tunosuma [36]. Io-
KazaHa je KOH(PJIYEHTHOCT A—CHUCTeMa U IIOKa3aHO je Jila HyMepudke \—1eduHucaHe
dyukimje oarosapajy TjypunroBum uspadyH/buBuM (DyHKIIAjaMa, IITO je ca JIpY-
UM CPOJIHUM Pe3yJITATHMa CyTrepHcaJio dyBeHy depuoBy Te3y Koja TBpau ja Kaa-
€0 UHTMYUTUCHO USPAUYHAUBUT HYHKUUIQE UGEHTUUYHG Je CG KAAGCOM HOPMANHO
udpauynsueur Gyruryuja. Toxkom 1930-ux A—padyH je MOCIYKHO 3a ONMCUBAHE
u3padyHaBama (aJropurama) u 3a JJOKa3 HeOJIyYnBOCTH JIOTHKE IPBOT pena [36].
A—padyH ca TUIIOBUMA UMa Marby MOh nu3padyHaBamba O A-PadyHa, aju je JJOTUIKU
KOH3UCTEHTAH, TI& je MOCIY2KUO KAa0 OCHOBA HEKHUX JIOTMKA M HEKUX ITPOTPAMCKHX
jesuka. llocToju muoro dopmasmzama A-padyHa ca TUIOBAMA U MU heMO OBJIE
YKPATKO MPEJICTABUTH CaMO HEKe Haj3HAdYajHUje 3a OBy Te3Y.

Y oBoMm moryiaBsby mipejacTaBrheMo Teopujcke ocHoBe Kapu—Xayapa nzomopdu-
3Ma, HEKe OCHOBHE ocobmHe u nocyenuiie. Bure undopmaimja ce Mmoxe mponahu

y [10, 153].

A—padyH

Yepu nu Kapu cy A—padyH u cucreme KOMOMHATOPHE JIOTUKE NPBU IIyT IIpe-
moxkuym 1930. romuae. CucreM KOju ce cacToOju O A—TepMOBa W [—peayKIdje
ce T0Ka3a0 BEOMa KOPHUCHHUM 3a (POPMAJIM3AIN]y MHTYUTUBHOI HOjMa edeKTHBHE
n3pauyHpuBocTr. CBU OB pPe3y/TaTH Cy OWIN WHCIHMPAIUja 38 pa3BUjarbe WEo-
puje pexyp3ausHUT GYHKYUja. A—padyH ce MOKa3a0 Kao BayKHa ajaTKa 3a TU3ajH,

AMILJIEMEHTAI]y U TEOPHjy BUIIE IPOI'PAMCKHUX je3UKa.

A—TepMOBU

Hedbununnuja 2.1.1. Heka je V = {vg,vq,...} ckyn npomensbubux. Ckym A

WepMmOo6a je CKyTl HUCKU KOju ce JiepuHUIIEe Ha cieaehn HauuH:
A=V ] (AA) | (A\V. A)
(i) z,y, 2,... (enmemenTn V') 03HAUaBa]y HPOMEHJbUBE
(i) M, N, L, ... o3HauaBajy A—TepMoBe
(iii) Tepm A\x. M osHavaBa aGcipakyujy (HAT TPOMEHIBUBOM )

(iv) Tepm obsuka (M N) oznagasa dpumeny (M wam N)

10
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IIpumep 2.1.1. Ilpumep \—wiepmosa:
(i) Ax.x y
(i) (A\z.x x) M\y.y y

Hedbunnnmja 2.1.2. 3a \-tepm M € A pedunumenmo ckyn FV (M) C V cio-

00/IHUX TTPOMEH/BUBUX A—TepMa M Ha ciiegehn HaIUH:

FV(z) = {z};
FV(Az.P) = FV(P)\{z};
FV(P Q)= FV(P)UFV(Q).

Axo je FV(M) = {}, ouna je M 3atusopen.

Hedbununmja 2.1.3. 3a \-rtepmose M, N € A u npomensbuBy =z € V 3amena

npomensbuiBe © ca N y M, osnadeno ca M[r := N| ce nedunumie na cienehn
HAYUH:
z[z := N] = N;
ylz = N]= y akoje x#y;
(P Q)= N] = Pz = N|Qls = N}
(A\y.P)[x := N] = Ay.Plz:=N| akoBaxku =z #yu y¢ FV(N).
Penyxkiuja

Hedunanmuja 2.1.4. Heka je —3 HajMama pesanuja Hag A Taksa Ja
(Ax.P) Q —3 Plz := Q)]
KOja 3a/10BoJbaBa cjejieha mpaBua:

P—sg P =VreV:e.P =5 . P
P—>5P/:>\V/Z€AZPZ—>BP/Z;
P—=sP =>VZeAN:ZP—pgZP.

Hedunnunnuja 2.1.5. Penanuja — 5 (f—peaykuuja y Buile Kopaka) je TDAH3UTHB-
HO 1 pedJIeKCUBHO 3aTBOPEIbe peJaldje —g, OJHOCHO, —»g je HajMama peJlalyja

KOja 3a0BOJ/baBa Cﬂeﬂeha IIpaBuJia:

11
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P—»BP/—»gp///\P/#P—»BPH
P—>5P/ :>P—»5P/
P -5 P.

ITpumep 2.1.2. (i) (A\zv.x ) 2.2 =5 (z x)[x = Az.2]) = (A\z.2) \y.y
(11) (A\z.2)A\y.y =5 z[z == Ay.y] = Ay.y
(11i) A\v.x x)A\z.2 —5 Ay.y

Heduunnuja 2.1.6 (koudiyentroct). Penanuja — je korbIyeHTHA aKo 3a CBa-
ka Tpu A—tepma My, My, M3 € A, ako My — My u M, — M3 ouma mocroju My € A
TakaB ga My — My u Ms — My.

Teopema 2.1.1 (xoudyentrocr). ! Peaayuja —»p je xondayeniuna.

Yecto ce A\-tepm M, HA3WBa HOPpMaAAHOM Popmom A—Tepma My, a mocrymnax

HaJlayKeha HOpMaJTHe (popMe ce Ha3UBa HOPMAAUSAUUIQ.

Hedununmja 2.1.7. Penanuja —, je HajMama pesanuja Koja 3a/10B0J/baBa, CJle-

neha cojcrBa:
1. Axo x ¢ FV (M) ouna \x. Mz —, M
2. Ako P —, P onna Az.P —, Az P’
3. Ako P —, P' onga PQ) =, P'Q u QP —, QF'

Penanmja n—penykiuja je takohe KoHdryeHTHA.
Penanuja f—pemaykimja mpeacraBiba TpuMeny (pyHKIHUje, & 1)—PELyKIHja CIIy KA
Jla oMoryhu mpoBepy Jia cy JiBe (pYHKIHje jeTHAKe aKO U CaMO aKO UMajy jeJHakKe

BPE/IHOCTH 3a CBE apryMeHTe.

NuaTynimmoHucTUYKA JIOTUKA U IMIPUPOIHA JAeayKIInja

[Ipupoana nenykiumja je popMasiHu JIeIyKTUBHE CUCTEM KOju je pa3Buo ['eHT-
nen 1930. rogunue [54, 55| yuju sk je 6uo Jga dbopMasHE J0Ka3u OyIy CJIAUIHI

PE30HOBaKY Y TPAJUIMOHAJIHUM MATEMATUIKUM TEKCTOBUMA.

! lloxas y [10].
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[TocToju cucrem npupoHe e IyKIuje 3a KJIACHIHY JIOTUKY W CUCTEM ITPUPOTHE
JIeJIyKIrje 38 UHTYUIUOHUCTHIKY JIOTUKY. CucreMm HpUpPOJHE JeAYKIHje 3a KJla-
CHYHY JIOTUKY MMa jeJIHy akCcHoMarcky cxemy, AV - A (uckibydeme Tpeher), mok
CUCTEM 33 MHTYUIIMOHUCUYKY JIOTUKY HEMa aKCHOMA.

3a cBaku JIOPMYKYM BE3HUK TIOCTOje MpaBuia Koja ra yBoje (mpasmia [—Tuma)
U mpaBuia Koja ra equmuHminy (npaswia F-runa). Jomarao, mocToju mpaBuiio
(mpasuiio efq, ex falso quodlibit) Koje He eJIMMUHUIIE HUTU YBOJIU HEKU JIOTUIKU
Be3HUK. TOKOM m3BODema J0Ka3a y CUCTEMY IPUPOTHE JeAyKINje MOTY ce KOpPH-
CTUTH HeJIOKa3aHe IPETIIOCTaBKe, ajlu OHe MOpajy OUTU eJIMMUHHUCAHE IIpe Kpaja
u3Bohema. IlpernocraBka ce 3amucyje kopuinhemem [ |. ¥V rabemu 2.1 cy gara
paBuJia n3BOhema CUcTeMa IIPUPOIHE JEIyKIMje U 3a KJIACHIHY U 38 WHTYHUIIHO-

HUCTUYKY JIOTUKY.

[A]"
A -A —E
1
-A ’
A B AANB ANDB
ANB Vi 1 NE 5 ANE
[A]* [B)Y
A B
—— VI —— VI
AV B AV B
AVB  C C g,
C
[A]*
B , B
A= B = Hu

L
Defq

Tabena 2.1: IlpaBuia u3Bohema cucTeMa MPUPOJIHE AEAYKIUjE 38 KJIACUIHY WU
MHTYUIUOHUCTUIKY MCKA3HY JIOTUKY

VY cucremy nmpupojiHe Jie/yKIpje J0Ka3 je cTabyio YujeM je CBAKOM YBODY IPU-
npyxena dopmyna. Dopmyna je weopema TPUPOIHE TEIYKIUje aKO MOCTOjU
Joka3 y unjeM je kopeHy A m kKoju HeMa HeocJI000DeHUX MPETIOCTaBKU U TaJa

numemo - A u kaxkemo ja je dopmyna A JoKasuBa y CUCTEMY ITPUPOJIHE JEIYK-
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nuje. AKo mocroju J0Ka3 y dnjeM KopeHy je dpopmysia A u Koju uMma Heocaobohene
IIPETIIOCTaBKe KOje Ipumajajy HekoMm ckyiy [, omma kaxkemo na je dopmyna A
JeGYKTUBHA, TOCAEGUUQ CKYTIa TTpeTriocTaBku ' u tama numemo [ F A.

[TocToju MHOTO Pa3IMYNTHX O3HAKA KOPUIITNEHUX Jia MTPUKAXKY ITPABUJIA U JI0-
Kaze npupojne Aeaykmnuje. Mu hemo oBJie mpejicTaBuTu HEKa TpaBUJIa TPUPOJIHE
JIeIyKITFje 38 NHTYUITMOHUCTUYIKY UCKa3Hy JIOTUKY. CHHTAKCa MHTYUITUOHUCTUIKE
MCKa3He JIOTWKE je CJIMYHA KA0 M CHHTAaKCca KaacudyHe nckasue Jjioruke. Ckyn dop-
my1a ¢ mMoxkemo neduHMCATH WHIYKTUBHO, KopuiihemeM V', OECKOHAYHOT CKyTIa

NCKA3HUX HpOMeHIbI/IBI/IXi
D=L |V][(@=3)|(DAD)](DVD)

Wuryurnmonncrudaka jgoruka [97, 135] je ociabibeHa y OHOCY HA KJIACHYIHY JIO-
UKy IIpe cBera u3y3mMmajyhm npuniun o usysumaiby Tpeher. V ceriy Kapu—
Xayap mzomopdusma xunorese A, B, C, ..., ce cmarpajy rnpobjgemnmMa Koje Tpebda
pelmTH, a BUXOBU JIOKa3u a, b, ¢, ..., MeTojlaMa KOju UX periasajy. KoHCTpyk-

TUBHHU JIOKA3 Ce MOXKEe [IOCMATPATU Ha cjejehn HaduH.
i) Jokaz 3a A A B je nap (a,b) tae je a njokas 3a A, a b jnokas 3a B.

ii) Tokas 3a A — B je dynkuuja f koja 3a cBaku jnokas a 3a A naje nokas f(a)
3a B.

iii) okas 3a AV B je moka3 a 3a wau joka3 b 3a B.
iv) He mocroju nokas 3a L.

Ymecto hopmyiia, uBopoBu crabsa u3Bohema cy cekBenTu obsuka I' H F npu
geMy je ' KoHauaH cKyI mpeTrnocTtaBku. Y Tabenn 2.2 ce MOTY BUIAETH IIPABUIIA
n3Bohema cucrtema IPUPO/IHE JIeAYKIHje 3a 10 NHTYIMOHNUCTUIKE NCKa3He JIOTUKE

KOja Cy 3aJlaTa y TAKBOM OOJIUKY.

JeaHocTtaBaH \—padyH ca TUIIOBHUMA

A-TepmoBu HeMmajy durcHn gomeH, amu cy Kapu [43] u Uepu [36] yBesn u
Bep3Hjy CHUCTEMa Ca TUIOBMMA, HE3ABUCHO jeJaH OJI JIDYTOr. 3aTO IOCTOje JIBe
Bep3uje, A-padyH ca TUIOBHMa 'a jia Kapu u A-padyn ca tunoBuma 'a Jia Yepd.
Naxo cy oBu cucteMu pa3juduTH, CyIITHUHCKA IIPEICTaB/bajy UCTE Ueje U TOCTOje

et 3akspyur. Unak, Tpedba OuTH NMaK/buB, jep HUCY Y MOTIYHOCTU UCTH, aJu
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acl =L T
TEa 4x TEA “F TET

INakp N '-a—p I‘I—oz_>E
TFa— B TF B
ba TP, Ftang | Ftang

TFaAB ! TFa & T-g ™
_LFa R N ARy Ptavp Taby T.BEy,,
TFavg © TFavg © I'ky y
I'Fa Fl—ﬂa_‘E F,AI—J__|

IF L F-A4 !

Tabena 2.2: IlpaBuna usBobherma cucreMa TPUPOJIHE JEAYKIHMje 38 UHTYUIIMOHU-
CTUYKY MCKA3HY JIOTUKY

aHaJM3y TUX pasiuka (360r obuma) meliemo marum y oBoj Tesu. Y HacraBky he
A—padyH ca TUIOBMMa OUTHU IIpeJIcTaB/beH 'a ja Kapu.

CBakoM TepMy ce IpUPYKYje HeKn Tull. THi TepMa 3aBUCU OJ1 TUIIA ITPOMEH-
JbUBUX KOje ce y HheMy jaBibajy. AKO Cy THIIOBH IIPOMEHJbUBHUX OJpeheHrn KOHTEK-
crom I' Tama je moryhe onpeautu u Tun tepma. llpaBuiia ojnpehuBama Tunosa ce
osHauasjy penanujom k. Ako I' = M : 0 onjma kaxxemo jga A—wepm M uma wus o
yI.

Hedbununuja 2.1.8.

(i) Heka ckyn U oznauaBa mpebpojuBo GeckoHauaH asidaber duju YIaHOBH Ce
30By wuucke upomennuse. CKyIl jegroctiasrux wuuosa 11 je ckymr HUCKHT

KOju cy JIe(bUHUCAHU TPAMATHKOM:
I=U|{II—II)

OO6uaHO KOpUCTHMO cuMObOJIE (v, [3, . .. JJa O3HAYUMO ITPOU3BOJbHE TUIICKE TTPO-
MEHJbUBE, & T, J, . .. Ja O3HAYMMO IIPpOU3BOJbHE TunoBe. Hedopmasno, o — 7
o3HaYaBa CKym (DyHKIMja KOje ciaukajy o y 7. Ha npumep, - A\v.x : 0 — o
HebOpMaJIHO M3pazkaBa JIa HIEHTUTET je PyHKIMja Koja camkKa oapeherun

CKyII y cebe caMor.

(ii) Konwmercw C onpehyje Tunose npoMeH/bUBUX U JieDUHHUIIE Ce KAO CKYII Ta-
poBa o0JIKa

{zy 7, 20 To}
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IpU 9eMy Ti,...,T, € II, x1,..., 2, € V (upomemsuse 3a A) u BaxKu z; # x;

3a CBAaKO 1 # J.
(iii) Jomen I" 3a xourekcr ' = {1 : 71,..., 2, : 7,} ce mecdunume ca:
dom(T") = {xy,...,z,}
Yuujy I' UT" osnagasamo I', IV ako Baxxu dom(I') N dom(I") = {}.
(iv) Kogomen xourekcra I' = {x1 : 7y, ...,x, : 7,} ce nedunue ca:

I'|={rell| (z:7) €I, 3a neko x}

(v) Peaauyuja - uvag C' x A x II je nedbuHucaHa TUIICKUM TIPABUJIMA:

z:7el z:7THFM:o '-M:7—o0 I'EN:T
'Fz:7 L' \z:7.M)(T — 0) 'EFM N:o

opy TOMe 3a IPBO U Jpyro npasusio Baxku x ¢ dom(I).

(vi) JemnocraBan A—padyHn ca tunoBuMa A~ je Tpojka (A, Il F).

JeqHOCTaBaH \-padyH je OCHOBa 3a IMPOTpaMCKe je3nKe Kao 1mro ¢y Lisp u Sche-
me, & pa3JIuvduTe BapUjaHTe jeJHOCTABHOI A\-padyHa ca TUIIOBUMA CY ITOCILY2KUJIe

Kao OCHOBa 3a mporpamMcke jesuke Pascal, ML n Haskell.

Teopema 2.1.2 (Penyknmja cy6Gjexra). * Ao I' = M : 0 u M —3 N, onga
I'FN:o.

N y Apauayny ca tunoBuMa [S-peaykuuja (—g) je KoHdIyeHTHA.

Teopema 2.1.3 (Koudayentnoct). ¢ [pewiuoctiasumo ga eascu ' M : . Axo

M —5 N u M —g N', onga goctwioju L waras ga N -3 L u N —z Lul'+L:o.

Teopema 2.1.4 (Crpora nopmanuzanuja). * Axo easicu = M : o, onga beckona-

wana pegyruyuja My —g My —g ... ne docwioju.

Penyxkiuja cyOjekTa, KoHdyeHmja u crpora HopMaJmu3almja obe3oehyjy ma
ce OMJIO KOja peayKIja TUIICKOT A-TepMa 3aBpIllaBa y HOPMaJIHOj (POpPMU UCTOT
TUIA, IPU YeMy je HOpMaJsiHa (hopMa HE3aBUCHA OJ PEMOCseia IIPUMeHe TPaBU-

sga. OBa cBOjcTBa Cy BeoMa BarkKHA jep aKO OM A—padyH ca TUIOBHUMA MOCMATPAJIN

“Jlokas y [10].
3 lloxas y [10].
4 llowas y [10].
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Kao UJIeaJM30BAHM ITPOTPAMCKH je3WK, OHJa Ou [—peayKimja Ouia jegaH Kopak
y m3padyHaBamy. CBakako OMCMO KeJen J1a Ce M3BPIIaBame HAKOH HEKOr OPo-
ja Kopaka 3aBpIm, a He Jia ce Oo/Buja OECKOHAYHO, a TO HaMm 00e30ehyje cTpora
nopmasimsaryja. Ca apyre cTpaHe, CHCTEMHU KOjU 33/I0BOJbABAjY CTPOrY HOPMAJIH-
3arujy Hucy TjypuHI—KOMILJIETHU Tj. Y TAKBUM CUCTEMHMa HUje MOTryhe 3ammucaTu

cBe m3padyH/buBe PYHKII]E.

Kapu—Xayapa nzomopdusam

Kapu—Xayap nzomopduszam npejictaB/ba 3alamyjyhy n BaxKHy aHaJIOTujy U3-
Mehy A\-padyHa u mpaBuia IPUPOJIHE JIEAYKIUje 338 UCKA3HY WHTYUIIMOHUCTUUKY
JIoruky. Buiio Koju J0Ka3 y MMILIUKAIMjCKOM (PparMeHTy UCKa3He WHTYUIIMOHU-
CTHYKE JIOTWKe (MHTYUIMOHUCTHYKA JIOTUKA CAMO Ca BE3HUKOM MMJIMKAIHja, O3HA-
geno ca IPC(—)) oxroBapa HEKOM THIICKOM A—TepMy U OOPATHO.

Axo je V' (ckyn nmpesmkaTcKux MPOMEH/bUBUX) jeaHak U (CKyIl TUIICKUX IIPO-
MeHJbUBHX ), OHsia cy @ (cKyn nckaszHux (hbopMysia MMIUIATHOT hparMeHTa UCKa-

3HE WHTYUIMOHUCTHYKe Joruke) u 11 (CKyIl jeTHOCTaBHUX THUIIOBA) jeTHAKU.

Teopema 2.1.5 (Kapu—Xayaps usomopdusam). °

(i) Axo '+ M : ¢ onga U] F .

(ii)) Axo ' - ¢ onga wocmoju M € Ap @waxas ga A B M : ¢, apu wemy je
A={(z,:0) | peT}.

Kopumtheme npaBuia Ar MHTYUIIMOHUCTHYKE UCKA3HE JIOTUKE OroBapa Ipo-
MEH/bUBUMA Y TEPMOBHUMA, KOpuilheme —p MpaBUIa OJroBapa IPUMEHH, & —>f
IIpaBHUJIa OJroBapa aIlCTPAKIMjU, TEPMOBHU CJIyXKe Kao JUHeapHa pelpe3eHTalunja

crabsa jiokaza. [locmarpajMo ymopesio npasusia jgara Ha Tabdenn 2.3:

z:7el aEFA
Tha:7T Tha °F
Dx:tHFM:o Makp ,
I'E(z:7.M)(T — o) 'Ca—p
'EM:7—0 'EN:T '-a—p Fl—oz_>
TFMN:o TF A3 P

Tabena 2.3: Ilpauia npupo/iHe JAeyKIFje HacIpaM IIPaBUia 3a A—padyH

9 lloxas y [10].
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Tabena koja mpuKazdyje OJIHOC A—padyHa ca TUIOBUMA U MUMILTUIIUTHOT (bpar-

MEHTa MCKa3HE€ MHTYUIIMOHUCTUYIKE JIOTHUKE!:

A7 IPC(—)

TepM IIPpOMEHJ/bUBA IpeTInoCTaBKa

TepM JI0Ka3 (KOHCTPYKIIHja)
THUIICKa TTPOMEH/bUBA, MCKa3Ha IIPOMEHJbUBA,
TUII dopmyna
KOHCTPYKTOP THII& BE3HUK

. JIa JIU TIOCTOjU JIOKa3
Jia JIM TIOCTOJU TePM JATOT TUIa’ ‘
(KOHCTpPYKIHja) JaTe MPEeTIoCTaBKe?

TUIICKU TEPM KOHCTPYKIIHja JIaTe MPETIOCTABKE

peaykimja (Sn—peaykimja) HOPMAJIA3aIIja

IIpoBepa Tuma

Hedbunaunuja 2.1.9.

(i) IIpobaem aposepe wuta (eHr. type checking) je nmpobiem ojjrydauBama Ja Jiu

Baxku I' = M : 7 3a matu xkourekct I', repm M u Tum 7.

(ii) IIpobaem pexonc@pyryuje wWuta (eHr. type reconstruction) je mpobiem ofTy-
qrBamba Ja J 3a JIaTu TepM M 1ocToju KOHTEKCT ' M Tun 7 TakaB Ja BaxKu

I'EM:T.

(iii) IIpobsem w@paswoz wWuta (eHr. type emptiness) WM HACTUAEHOCTIU WUTQ
(enr. type inhabitation) je mpobiem oIy dnBaba 1a JIU 38 JATH TUI T TOCTOjI

3aTBOpeH TepM M TakaB ja Baxku — M : T.

Ha ocnoBy Kapu—Xayaps nsomopdusma, o ce MOXKe CXBATUTUA KaO JIOTHIKA
dopmyna, a M kao moka3. 3aTo mpob/eM poBepe THUIIa OJAroBapa MpodemMy mpo-
Bepe JI0Ka3a, Tj. MHTEPAKTUBHOM JOKA3UBAIbY TeOpeMa, a MpodJIieM MOy HEeHOCTH
THIA OJroBapa MPOBEPHU Jia JIX IIOCTOju DapeM jesiaH J0Ka3, Tj. ayTOMATCKOM J0-
Ka3uBalby TeopeMa.

OpmmyunBocT OBHX IpoOJIeMa 3aBUCH O KopuinheHe Bep3uje A\—padyHa. Je-
HOCTaBaH A—padyH ca TunoBuMa npema Kapu—Xayapma mzoMopdusMy oironapa

WHTYUIMOHUCTUYIKO] UCKA3HO] JIOTHIIH.
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Teopema 2.1.6. 0 [Ipobaem UpasnoZ WA 3 jegHOCTRAGAH \—Padyr ¢a TUTOEUMA
je exeuBaseHar Upobiemy UCTUTLUBAHA BAHAHOCTIU Y UMTAUUUTIHOM HPpazmer-

WY UHWYUYUOHUCTUUYKE UCKA3HE N02UKE.

3aTo ce 3a jeJIHOCTABHU A-PadyH ca TUIIOBUMa MOTI'Y JI0Ka3aTu cjieneha Tephe-

Iba.

Teopema 2.1.7. 7 IIpobaem tposepe Wutia i JegHOCTIASHOM \—padyHy ca TWuio-

BUMG j€ 0gAYUUS.

Teopema 2.1.8. ¢ IIpobrem Upasroz Wuta 1y jegrOCTUAGHOM \—PadyHy ca TUo-

suMa je 0gayuus u P—rxomunettan.

Teopema 2.1.9. ? IIpobarem pexonciipyxuyuje Wuda 3a jegociiasar WUTCKY \—

pavy je P—xomunretian.

OBa cBojcrBa je mHTepecanTHo mose3atu ca Kapu—Xayap; mzomMopdusMoM.
Hawume, ako je mHeku mckas JJOKa3uB y HEKOM CHUCTEMY, OHJIa he y A—padyHy OJro-
Bapajyhu Tun 6uTu NONyHweH, a TepM Koju Hacramyje (eHr. inhabiting) Taj Tun je
3aIpaBo MOCMATPAH KAO FHEroB JI0KA3. 3aTO HaM je BaXKHA OJIJIyIMBOCT IIpodJIeMa
npaszuor tuna. OHO IITO je joIl MHTepecaHTHUje, U3 yIja IIPOrpaMCKOr je3WKa,

TEPM KOjU HACTAIbyje TUI Ce MOXKEe ITOCMaTPATH KAaO WU3BPIIUB IIPOTPAM.

3aBUCHU TUMIOBU U IMMOJUMOPQPHU \—padyH

[TocmaTpaHo ca mporpamMepcke Tadke, 3aBUCHU TUTIOBU (eHT. dependent types)
Cy OHU THUIIOBU KOjU 3a8uce OJl BpeaHocTu objekTa. Ha mpumep, mocmarpajmo

10 Osaj Tun

tun string(n) Koju mpejcTaB/ba CBe OMHADHE HUCKE JIyXKUHE N
3aBucu of n3dbopa n:int. Omnepatop string npaBu TUI HAJ IeJUM OpojeBUMa U
ojaronapa, npeko Kapu-Xayap nzomopdusma, npeaukary Haj TunoM int. Takas
IIPEJINKAT Ce 30Be KOHCWPYKWOP WuUa WX caMo koncwpykwop. llorpedbHo je
KJIaCU(PUKOBATA KOHCTPYKTOPE IIPpeMa IbUXOBOM JOMEHY M TO JIOBOJU TO TOjMa POy
(enr. kind): kazkeMo J1a je KOHCTPYKTOD String poja int = %, Ipu 4emy je * POoJ

cBux TunoBa. HapaBHo, npeaukaTu HEe MOpajy OUTH camMO OMHADHU, T€ POJI MOXKe

6 floxas y [10].
" lloxas y [10].
8 lloxas y [10].
9 loxasz y [10].
OTIpumep uz [124].
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YKJBYYUBATU U T; = ... = T, = *. lIpernocraBumo, Ha mpumep, na string(n)
Bpaha HUCKe JIyKWHE N KOju Ce cacToje camMo u3 HyJa. TuIr oBe mpoieaype 6u 61o
(Vn : int)string(n).

Yommrreno, tun obnuka (Vo : 7)o je Tun dbyHKIHUje Koja ce IpUMemyje Ha
objekre Tuna T, a Bpaha objekre Tuma olr := a| 3a cBaku aprymest a : 7. OBO

[IOHAIIIAIHE j€ 3alIPABO UCTO KAO W IOHAIIAbE T — 0.
Hedbunaunuja 2.1.10. Axo I' - 7 : %, oH/la KaxkeMo 1a je T Wul y KOHTeKCTy [ .

Y HapeHUM TOTJIaB/HUMA heMO MIPEJICTABUTH TPU CUCTEMA KOjU CY IIPOIIUPEHA
jEJTHOCTABHOT A—padyHa ca TUIIOBHUMA, a MOTOM heMmo JilaTu Be3y u3Melhy pasyimdu-
TUX cucTeMa KopuirhemeMm \-korke. OBa mpormupema oMoryhasajy yBoheme KOM-
IUIEKCHUJUX THUIIOBA, OJHOCHO IHUPY U CHEIUMUIHU]Y PEIpe3eHTaIn]y 10/IaTaKa,
aJIi UCTOBPEMEHO HAPYIIaBajy OJJIYYMBOCT IIPOOJIeMa IPOBEpPE THUIA U HACTAHE-

HOCTH THUIIA.

CucremMm )2

Cucrem A2 je mporupeme \—padyHa 3a JOruky apyror peaa. OBuM cucremMom
YBOJIA Ce TIOJTMMOp(U3aM, Tj. OBUM CUCTEMOM Cy OMOryheHe JiBe 3aBUCHOCTH, TeP-
MOBH JIa 3aBUCe O] TepMOBa (OBO BAXKU M y A—PadyHy) U TEPMOBH JIa 3aBUCE O]

THIIOBA.
Hedbunannuja 2.1.11.
(i) Tua (mpyror pena) ce meduHuUIIe:

e Turicke nmpomMeHJbUBE Cy TUIIOBU
e AKO Cy 0 W T TUIIOBH, OHJIA je U 0 — T THUI
e Ako je ¢ Tum, a a TUIICKa IPOMEHJbUBA, OHJA Voo je Tul
(ii) Jobpo Tunusmpanu A—TepMoBHU Cy JedUHUCAHN MPABUIMMA 33 U3BODEHE TH-

na Koju cy gatu y tabenu 2.4. CBaku TepMm je WM MPOMEHJ/bUBA, OOMYIHA

IPUMEeHa WJIM allCTPaKIyja UJIn je

® UoAUMOPPHA atcuparyuja, 3amucana kao Aa. M, npu gemy je M Tepwm,

a (@ TUIICKa ITPpOMEHJ/bUBa WJIN

o Upumena Wula, 3anucana kao (M), npu gemy je M tepm, a 7T je Twir.
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| I A ol el A

I'N:t—o0 I'eM:r1 x:7HM:0o
I'ENM:o ' XxeM:7—o0

I'F (AaM) : Vao I'EMr:ola:=T7]

Tabesa 2.4: IlpaBusia 3a uzBoheme Tuna

Hedopmamno, 3a nmommmopduy ancrpakiujy Aa.M, repm M MoxkeMo mocMa-
TPaTu Kao MOJUMOp@HA MPOIEIypa ca IapaMeTpoM THIIA (.

[Tpumep ja Tepm 3aBuCH 01 TepMa MoxKe butu cienehu Am : A.F : A — B. Y
nporpamckoM je3uky C-+ oBa 3aBUCHOCT Ce YeCTO MOXKE IMPUMETHUTU, PEIUMO Y
apuUTMEeTUYKUM u3pa3uMa a = b + 1, a rae TepMm a 3aBucu oJ] TepmMa b + 1.

[TocmaTpajmo dyuKIMjy uaeHTHTETa, Tj. (DYHKIHMjY KOja 3a JaT yJjia3 Bpaha
HerpoMerbeHu u3ja3. Haj npupogaum 6pojeBuma, nat tur dyHKIwmje je A : nat.x,
HaJT OyJIOBCKUM THIOM, TUll (pyHKIWje je A\x : bool.x, a waj Turom nat — bool
tun yHknuje je Axr : nat — bool.x. 3HauUM, y 3aBUCHOCTHU O] THIA MOXKEMO
MMaTU MHOTO (PYHKIMja WUJICHTUTETA, AU [HUTAE je KAKO AePUHUCATU OMIIITY
bYHKIM]Y UHIEHTUTETa, OJHOCHO, aKO MMaMO IPOU3BOJhAH THUI «v (PpYHKIMja Ou
ouna f = \r : a.x. Hapasno, caga He moxkemo fa mumemo fM jep oBaj TepMm HUje
JIeTaJiaH, aJii MOXKEMO Ja MAaJIO0 U3MEHUMO JAePUHUIN]Y, OJTHOCHO JIa y CUCTEMY A2
JaMo neduHAIU]y: Ao : k.Ax @ a.x, OJJHOCHO, (v jeé HEKU THUII U3 CKYyIla CBUX TUTIOBA
poma k. Caja nmamo Tepm Koju 3apucu of tumna. [lpumep y jesuky C+-+ 6u moria
na Oyne dyHKIMja Koja je JiedpbruHucaHa HAJl HEKUM template THUIIOM.

Cucrem A2 npeko Kapu—Xayapas nzomopdusma oiroBapa MCKA3HO] JIOTUIN
apyror pema [58, 59, 60]. Kopumihemem oBor cBojcrBa MOXKe ce JOKa3aTu Ja

Ba>KU:

Teopema 2.1.10. ! [Iposepa wWuia, Gpobrem HACTIAEHOCTIU TWUTA U TUPOOAEM

PEKOHCTIPYKUUJE UL CY HEOGAYUUBY Y CUCTTEMY A2.

Cucrem \w

CucreM \w je IpomIpeme y KOMe ¢e MOXKe HAIIPABUTHU 3aBUCHOCT ,,TUIl 3aBUCH
o tumna’, Ha npumep f = Ao : x.a — «. llpumep y nporpamupary 0u OM0O THUIT

vector<int> Koju 3aBUCH O] THIIa VeCctor KOju je 3ampaBo JAeduHNCaHN template.

H JTokasu y [10).
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[Turame je mra je f, jep Huje repm, Huje Hu Tun. 3aro ce ypoau K = x | K — K, 1j.
K= {%%— %% —%— % ...}. YBomu ce u o3naka ], nipu uemy k : [J o3nagaBa
1a je k mobpo dpopmupanu poji, oaHOCHO 1a k € K, a mpu Tome camo [ Huje meo
jesuka. Bumumo ma b (Ao : x.a — a) @ (x — %), oHOCHO [ je KOHCTPYKTOP poja

* — Xk,

Hedbunnnuja 2.1.12. Heka je V' ckyn npomensbuBux, a C' = {*, 0} ckym KoH-

crantu. TunoBu u TepmoBu 7 y cucremy A\w gedunuiny ce Ha ciaegehn HadnH:
T=V|C|TT|XNV:TT|T—->T

Penanmja F (1j. Fyy, I' o M @A) ce medunumie npasnimma gatuM y Tabesin

2.5, mpu YeMy IPOMEHJbHBA S MOXKE y3eTH OmJIo Kojy BpenHocT u3 ckyma {x, [}

F oo O
'FA:s 'HA:B 'EC:s
F,x:Al—x:Ax¢d0m<F) zx:CHA:B © ¢ dom(T)
'FA:s TFEB:s 'FF:(A— B) 'a:A
'-(A—B):s I'Fa:B
x:AFb: B '-(A—B):s '+A:B I'EB :s B —3 B’
' (Ax:Ab): (A— B) 'FA: B
Tabena 2.5: Ilpauiia nzBohema
Cucrem \P

Cucrem \P 3aBUCHEUX THUIIOBA j€ TMPOIIMPEHE jeTHOCTABHOT A\—padyHa ca TUIO-
BuMa. Ca oBuM cucreMoM Moryhe je KpempaTu 3aBUCHOCT ,,TUI 3aBUCH OJI TepMa’ .
[Ipumep 6u 6mo A™*™ Tun cBUX MaTpUIA JIAUMEH3Wje m X n, IPU 9eMy O0Baj THIL

3aBHUCHU OJ1 OpojeBa M u n.

Hedununnmja 2.1.13. Heka je V ckyn npomensbusux, C' = {*,[J} ckyn KoHcTaH-

TH, & TUIIOBU U T€PMOBHU | y cucTeMy \w Jedunuiry ce Ha ciaegehn nadmn:
T=VI|C|TT|AV:T.T |1V :T.T

[Tpu Tome, II nmpencrasrba gekapToBCKU npon3Bo. Penaruja b (1j. Fyp) ce medu-
HUIIIE TTpaBUINMa U3 Tadese 2.6, mpu yeMy TPOMEH/bUBA S MOYKE OMTH OUJIO KOja

BpesHOCT u3 ckyma {x, J}.
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Fo O
'HA:s 'HA:B I'C:s
F,x:AFw:Axgédom(F) e:CkHA:B z ¢ dom(T)
I'EA:x Iz:AFB:s I'FF:(Ilx: AB) 'Fa:A
[F(l:AB):s ['F Fa:Blz = d|
e:AFb:B  TH(Ilz: AB):s I'A:B T'FB:s B-—»gB
C'E(Ax:Ab): (Ilz: A.B) 'FA:B

Tabena 2.6: Ilpasuia uzsohema

Cucrem AP tpeko Kapu—Xayapr nsoMopdu3Ma 0roBapa mpeInKaTcKo]j JTOTH-

oy IPBOT pena.

Teopema 2.1.11. * IIpobarem nactiarvenoctiv wuia y AP je neogaywus. IIpo-
OneM PEKOHCTUPYKULIE WUUaA je 0gayuus. IIpobaem uposepe WuLa je HeOGAYUUS.
A—KOITKAa

Beh cmo Busienu 1a je y pa3amauTiM CUCTEMUMA MOTYhe HATTPABUTH PA3JIMINTE
3aBUCHOCTH.

Y cucremy A7 MOXKEMO UMaTH TEPM
FMx:ox:0— 0.

3a matu Tepm M moxkeMo popMupaTH HOBU T€pM Ax : 0.M KOju 0UeKyje TepM Kao
apryMeHT, JIDYTUM pednMa OBaj WepMm 3a6Uct 0 UWepMa.

Y cucremy A2 MOXKEMO UMATU TEPM
FAa: x  \ra.x : Va.a — a.

3a matu Tepm M, moxkemo popmuparu HOBU TepMm A« : *. M Koju odekyje THUIl O
Kao apryMeHT, IPYIUM pedYumMa wWepM 3a6UcCU 0g wWula.

Konauno, y cucremy AP MoxkeMO mMaTu u3pas
arxkE oo a=*

IITO M3pazkaBa Jla KOHCTPYKTOP OYeKyje TepM THIa (v, & KOHCTDYWIIE UJIaH *.

Axo mpumeHMMO OBaj M3pa3 Ha TEpPM «, OHJA J06UjamMo TUl « : *,y : o B (Ax :

12 Jloxasu y [10].
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a.q)y @ *. OBHOCHO, 33 JATH TUI @ MOYXKEMO (DOPMHUPATU KOHCTPYKTOD AT @ (r.(v
KOJU OveeKyje TepM THUIla (v Ka0 apryMeHT, JIPYTUM pednMa, KOHCWPYKWOop Wuta
3a6UCY 0F TUEPMQA.

MozkeMO HATPABUTH U Ja WUl 3a468UCY 0 WUUA, U3PA3 0DJIMKA A : *.a0 — Q..
Cucrem y kome je To Moryhe je Aw.

CauvHo, 1OCTOje U APYTH CUCTEMU KOjU UMAjy WCTE WM JPyre 3aBUCHOCTU U

CBe UX TOBe3yje A-KOIIKa, BUJAETH CJIUKy 2.1.

Aw 2 \C

A2

AP2

ANPw

Chauka 2.1: I'paduaku mpukas A\—korke

[IpaBuna wmsBohema 3a A-—Kouky cy jgara Ha Tabenu 2.7. Kao mrTo ce mo-
K€ BUJIETH A—KOIKA MMa 8 TEeMEeHa W CBAKO TeMe Ce MOYKe JIOOUTH TaKO IITO
ce m3abepe pasMUnT CKyN mpaBmwia, Tj. s € Ry = {x,0}, a (s1,52) € Ry =
{(x, %), (x,0), (0,%), (0,0)}:
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maKCI/IOMa
I'FA:s I'A:B I'EC:s
x:AbFax: A crapt Nz:CHA:B crabiberbe

I'FF:(Ilx: A.B) N'~a:A
I'F Fa: Blx := al
e:AFb:B TH(Ilz: AB):s
'FXx:Ab:1lx: AB
'EA:s z:AF B : s
['F (Ilz: A.B) : s9

'HA:B I'-B':s
'-A: B

IIpUMeHa

arcTpakImja

IIPOU3BO/,

KOHBEP3Uja

Tabena 2.7: 1IpaBuia 3ak/bydnBama A—KOIKe

N360poM pas3auauTuX BPEIHOCTH CKymoBa R, u R, mobujajy ce TeMeHa A—

KOIIKE:
2\ (%, )
A2 (x,%) | (O, %)
Aw (%, %) (0,0
\w (x,%) | (O,%) | (O,0)
AP (%, %) (x,0)
AP2 (%, ) | (O, %) (x,00)
APw (%, %) (0,0) | (x,0)
AP2w = AC | (x,%) | (O,%) | (0,0) | (x,0)

[Tpu ToMe, yjeTHO ce MOzKe IPUMETHTH J1a Ha OCHOBY TIpaBuiia (1 onrosapajyher

u300pa) ce MOTY KpempaTH oJroBapajyhe 3aBUCHOCTH U TO:
(%, %): TEPMOBHU 3aBHCE O] TEPMOBA

(0,0): Tunosu 3aBUCE O] TUIIOBA

*,[]): TepMoOBH 3aBHCe O THIIOBA

[0, %): TumoBm 3aBuCe O TEPMOBA

CBu eeMeHTH \—KOIKE JIeJie HEeKe Jierle OCOOMHe, Kao IITO Cy CTPOra HOpMa-
Ju3anuja u peayknuja cyojekra. CBu cucTeMy MMajy OJJIyYUB MPODOJIEM IIpOBEpe
TUIA, JOK HEKU JeJHOCTABHUjU cucTeMu (Kao 1To cy A~ U A2) UMajy OJJIydIuBO
u3BOheme Tura.

YV Kapu—Xayapn nsomopdusmy, AC' oaroBapa MpeauKaTCKO] JIOTUIIA BUIIET

pena. Ha mpumep, V = AA : x. AP : A — x.Ila : A.Pa ce moxe jnedunucaru u

25



I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

MMa YJIOTY YHUBEP3AJHOT KBAHTH(MUKATOPA — y3UMa THI U MPEJIUKAT TOI THUIIA
u Bpaha mpeaukaT KOju OJIrOBapa MCKAa3y Jia TMPEJIMKAT BayKU 33 CBAKU €JIEMEHT
JIATOT TUIIA.

CucreM A\—KOIKe MMa KaO BE3HUKE jeJIMHO MMILIUKAIN]Y U YHUBEP3aJHU KBa-
tudukarop. Moryhe je HanpaBuTu mpomMpema U yBECTH HOBE THUIIOBE TaKO JIa, Ce
dopmMupajy oreparopu KOju OAroBapajy OCTAJIUM BE3HUIIUMA KOjU IIOCTOje Y UHTY-
WIUOHUCTUYKO] Jiorutiu. Ha tipumep, y cucremy kKoju je nanpasuo Maprun—/led
[116], dbyrKIujckoM Ty — OfroBapa MMIUIMKAIMja, THIT Tpou3Boia A X B oaro-
Bapa KOWYKIIMjU, TUIIOBU JUCjyHKTHE yHuje A+ B ofroBapajy JUCjyHKIIAjU, 3aBU-
CHU THUIOBU Ipou3Boja [I-TumnoBu ojirosapajy yHUBEp3aJHOM KBAHTUT(MUKATODY,
a 3aBUCHU THUIIOBH CyMe€ » —THUIIOBH OJIMOBAPAjy €r3UCTEHIMjaTHOM KBaHTU(DUKA-
TOPY.

I'pacduuaku, na cauru 2.2 kopuithemeM JOTUYKe KOIKe, heMo MPUKa3aTu Jio-

ruky Koja oarosapa (mpeko Kapu—Xayap nzomopdusma) \—KOIKH.

ISKw » PREw

ISK2

PRE2

PREw

ISK PRE

Cauka 2.2: I'paduaku npukas JJOTUIKe KOIKe

Cxkpahenurie Koje cy KOpHUITheHe Ha CJIUIU O3HAYABA]Y:
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ISK Uckazna joruka

ISKw Cnaba nckasHa JJOruKa BUIIED PEa
PRE  IIpemmkarcka jormka

PREw Cnaba npeaukarcka JIOTUKa BUIIET Pea
ISK2  Hckasna joruka apyror pemia

ISKw  Hckasna Jioruka BHIIET peaa

PRE2 Ilpemmkarcka jioruka JIpyror peja

PREw Ilpenukarcka Jioruka BHIIET pejia

2.2 Kparak ncTtopmjcKu IperJjea m OCBpPT Ha
rJlaBHEe KapaKTEePUCTUKE Pa3JIMYNUTUX

NMHTEPAKTUBHUX J/IOKa3MBa4da TeopeMa

I'maBHe KapakTepucTuKe MHTEPAKTUBHUX JOKAa3WBada

TeopeMa

Nneja m3a mHTEpaKTUBHOD JOKA3WBalba TEOPEMa je J1a ce IMOMONY CIeInjaiu-
30BaHUX COMPTBEPCKUX AJIATKH (,,acuclienatlia 3a goxazusarse weopema’) omoryhn
KOPHUCHUIIAMA, /13, 3AIIHIILY JOBOJHHO WH(pOPMAIja U CMEPHUIA TAKO JIa CHCTEM MO-
JKe J1a TIOTBP/IN MTOCTOjarbe (POPMATHOT AaKCUOMATCKOT JI0Ka3a. 3aIlpaBO, KOPUCHUK
3alncyje CKUIe J0Ka3a, KOje CUCTEeM IIpOBepaBa U NCTOBPEMEHO padyHap ayToMaT-
CKU KOHCTPYHIIE KOMIIJIETaH JOKa3 CACTaBJheH O]l CUTHUX Kopaka. AcucreHTH 3a
JIOKa3UBamhe TeopeMa ce pa3Bujajy npeko 40 roauaa u J1aHac moMohy mUX MOTY Ja
ce popMaIn3yjy BEJUKU JIEJOBA PA3HUX MaTeMaTHIKUX Teopuja. VIHTepakTuBHE
JIOKa3uBavde TeopeMa JIaHaC yrJIAaBHOM KOPUCTe OOYYEHU CIEIUjaJTUCTH KOju MMa-
jy mo0po m MaTeMaTW4YKO W IporpaMmepcko 3uame. llocrynak dopmasmsaimje je
NPUINYIHO TEXKAaK jep W KaJia IMOCTOju MATEMAaTHYKHU JIOKA3 Ha IMaIlupy, HOTPEeOHO
je JlojaTH joIrn IyHO JieTasba Jia Ou Taj JoKa3 Omo mpuxBaheH o cTpaHe MAaIlluHe,
Tj. aCHCTEHTa 3a JOKAa3WBaIbe TeopeMa.

Yiora mokasa je jBojaka. IIpBo, oH Mopa jia ybegu YuTaola Jia je TBphemwe
KOpeKTHO. Pauynap moke MHOro rnomohum y oBoM jiesty jep je moryhe manucartu
IporpaM KOju MEXaHWIKH IpOBepaBa MCIPABHOCT J0Ka3a. lloTom, mgoka3 mopa
" Ja 0bjacHu 3aImTo je HemTo KOpekTHO. (CaBpeMeH:m acUCTeHTH 3a JIOKA3UBa-

Ibe TeopeMa MMajy U OBy JPYyTy yJOry JoKa3a jep je moryhe JoKa3 3alucaru y
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00JTUKY KOju je 4uT/buB 40oBeKy. Moxkemo pehu j1a je riraBHa 3amepKa MHTEPaK-
TUBHUM JIOKa3WBAYNMa, T€OPEMa IIITO OHU 3aMapajy UIUTaoIla Ca MPEBUIIIE JIeTa/ba
y nokagdy. Wmak, Hekaja cy ynpaBo TH jerasbu Beoma outHu. lomarHo, gecto ce

ayTOMATU3AIMjOM YCIEITHO ,,KPU]y~ CUTHHU, HEUHTEPECAHTHU KOPAIIH.

Ilpuctynu y KOHCTPYKIMju JIOKa3uBada TeopeMa

[TocTojm MHOTO MpUCTyNa KaKO ce MeXaHM4Ka ITPOBEpa JIOKa3a MOXKe YUIUHU-
TU CUTYPHOM M BehmHa OBHUX MPUCTYIA CE CUMYJITAHO KOPUCTH Y WHTECPAKTUBHUM
JokaszuBadnma Teopema. OBae hemMo HaBeCTH YeTUPH OCHOBHA IPUCTYIIA, a BUIIE

urdopmManuja ce Moxe norsegatu 'y [56].

e HezaBucan onmuc jsoruke. IloTpebHo je j1a onuc JIOTMYKOr CUCTEMA U Hhe-
FOBUX MaTeMaTHYKUX CBOjcTaBa (KAO IITO Cy MEeXaHW3MU 32 JIeUHUCAE
dyskImja 1 THHOBaA mofaTaKa) Oye HE3aBHCAH O CAMOI aCHCTEHTA 3a JI0-
KasuBame TeopeMa. 1o 3uauu ja Bepyjemo Jjoruiu. OBO je OCHOBHO CBOjCTBO
KOje MHTePAKTUBHHU JIOKA3WBAYN TEOPEMA MOPAjy J1a 33/I0BOJbe U BehuHa Jpy-

I'UX CBOjCTaBa 3aIlpaBoO MOAPa3yMeBajy IOCTajamke OBOT ITPUCTYIIA.

e Majo jesrpo. Heku cucremu 3a jokasuBare TeOpeMa MMajy BeoMa MaJio
jesrpo ca mpaBWJIMMa KOja Cy TaKBa Jia UX KOPHUCHUK MOXKe BEPU(PUKOBATH
py4HOM mpoBepoM kojia. [IpaBuia Hajuenthe TUpeKTHO OJroBapajy MpaBu-
auMa ofrosapajyher jormukor cucrema. (CBa Jgpyra mpaBmia y JOKa3UMa
cy neduHNCaHA Ha OCHOBY je3rpa, Ia je CBaKM KOPakK JI0Ka3a 3allpaBO CKYII
OCHOBHUX IIPaBUJa JOKA3WBamba KOjU Ce Haja3e y je3rpy. ¥ OBOM CIIy4ajy

MoTpebHO je Ja ce Bepyje camo je3rpy.

e Bepudukaimja cucrema 3a nmpoBepy JgoKasa. AcHCTeHT 3a JOKa3UBa-
Ibe TeopeMa je 3alpaBO CaMo jOIl jeJlaH IporpaM Ia je MOTPeOHO W Hhera
MIPOBEPUTH, Tj. (pOPMATHO BepU(MUKOBATH, a TO 3aIIPaBO 3HAYMU Ja Tra Tpebda
3anucaTd y TEPMUHUMA JIOTHKE W TOKa3aTH JIa je HEKO TBpheme Moryhe 1mo-
Ka3aTu y IeMy aKoO U CaMO aKo je TO TBphemwe Mmoryhe nsBectu Kopuirhemem
IpaBmJia Jjoruke. decTo, MpoBepa CUCTEMa Ce PaJIi TAKO IITO ce JOKaXKe Jia
Cy CBe TaKTHKe (JIeJIOBA IPOrpaMa KOju IpaBe KOpake y JIOKa3nMma) Koje ce
KOPHUCTE y JIOKA3UMa, UCIIPABHE Y JIOTHUIN U Ja 38 CBAKO IMPABUJIO 3aKJby IMBa-
Bba y JIOruIy (eJleMEeHTapHO, OCHOBHO MPABUJIO) MOCTOjU TAKTUKA. Y KOJUKO
nporpaM Beh MMa MaJio je3rpo OHJA je IMpoBepa CHCTEMa OJIAKIIaHa jep je

MOTPEOHO BEPpUMUKOBATH CAMO TO je€3rpO.

28



I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

e /Te BpyjunoB kpurepujym. (eur. De Bruijn criterion.) VHTepakTuBHUI
JTOKAa3MBad Teopema KOHcTpywuine dbopManan Joka3 (ofjexadi gokasa), Ko-
ju je KOMIUJIEKCAH CKYII IOJaTaKa KOjU ITOTOM ITPOBEpaBa HE3aBUCHU BEPH-
dukarop. To 3HaAYM & MCIPABHOCT YUTABOI CUCTEMAa 3AIIPABO 3aBUCU O]
TOr He3aBUCHOT BepuduKaropa (Koju je Hajdemnilie TPUIMIHO jeHOCTABAH ).
MHoru acuCcTeHTH 3a JIOKa3UBalhe TeOPeMa I'€HEPUIY U eKCILJIUITUTHO IyBajy
objekTe—nokaze. Kao mro cMo BHe N, 3aHUMIbUBA MTOCTEIUIIA N30MOPdU-
3Ma je Jia uposepa goxada ogzosapa uposepu wuua. Tume y ocuosu e Bpy-
junoBor Kpurepujyma je Kapu—Xayap/i nsomopduzaM 0 KOM je OWJIO pedn
panuje. e Bpyjun (xos. de Bruijn) je MCKOPUCTHO OBY UJE]y 3a IPOBEPY,
OJTHOCHO JIa Ce TPOBEpa JI0Ka3a 3aIllpaBO M3BPIIH AJTOPUTMOM 33 ITPOBEPY

THUIIA.

TakTuke

AcucrenTtu 3a 0Ka3uBambe TEOPEMa KOPUCTE JIOKA3UBAHE YHA3aT, OJTHOCHO KO-
PHUCHUKY TpUKa3yjy TBpheme y 00uKy 1u/ba KOoju je moTpebuo Hampasutu. Ko-
PHUCHUK Ha Te IUJbeBe IMPUMeEmbYje WaKiuke, ayTOMATCKe aJaTKe YUjH je MUb Ja
JIOKaXKy Win yrnpocrte TBpheme (CBely ra Ha HHU3 jeJHOCTABHUJUX TOIUIbEBA).
TakTrke MOpajy Jla BpaTe W OlpaBJame KaKO ce O JOOMjeHWX IO/ IN/bEBA W3-
BO/IM TIOJIA3HU IWJb MPUMEHOM JIOTUYKUX IMPABUJIa M Ta ONPABIaiba Ce KOPUCTE
IIPUJIMKOM TIPOBEPE KPajiher JoKa3a. KOpUCHUK MOKe JI0aBaTH TAKTUKE U ITPO-
mupuBaTu Moryhaoctu nocrojehux takrtuka. Takohe, TakTHKe MOy 3BaTu JIpyre
TaKTHUKE.

[TpuimkoM JOKa3WBarba, TAKTUKA IPOBEPABA CTAE JI0Ka3a (CKYI TPEHYTHUX
HOJIUIbeBa) U 0baBelTaBa Ja HUje MOTylie IPUMEHNTH TAKTUKY HA TPEHYTHO CTa-
b€ WIN MEHha TPEHYTHO CTame JioKa3a. OJHOCHO, 3a /1aTO CTambe TAKTHKA MOXKE

“MaTH Tpu Moryha masasza:
- ycruex: b je JTOKa3aH,
- IpOMeHa: TAKTHUKA je HAIpaBUJIa HEKY IIPOMEHY TPEHYTHOT CTama 1

- HEYCIIEX: TaKTHUKa HE MO2KE Jla JOKazKE€ IIW/b U HE MO2KE J1a HallpaBU IIPOMEHY

TPEHYTHOT CTama JI0Ka3a.
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dekapaTuBHu HacIpaM HOpPOHEeayPaJTHOT je3uKa

Jesuk kojuM ce 3ammcyjy J0Ka3W y aCUCTEHTY 3a JOKA3WBAIHE TEOpeMa MOKe
OuTH AJeKJIapAaTUBHU WK HPOIEIyPAJTHUA.

[TocraBba nuTalbe YeMy JIOKA3 CIYyKU — Ja JIK 2KEJIUMO Jla YOBEK YUTA Taj
JIOKa3, Jia Ta pa3yMe U Memwa Wik TO Tpeda j1a OyJie caMo CKyIl MHCTPYKIIHja HaMe-
IbCH 32 M3BPIIABAHE HA PAIyHAPY. 3alpaBo, yjora JI0Ka3a je ABojakKa, J1a oupasga
TBpheme U J1a 06jacHy 3aIITO TBpheme BaxKu.

Jlokas 3armcan y NIpoIe/ Iy PaHIoM CTUIY je ,,HeYUT/HbUB’ jep KOPUCHUK HE MO-
JKe Jla BUJU KOPakKe y JOKa3WBaiby W OBaj JOKA3 jeIMHO MMa CMUC/IA KaJia Ce OH
u3BpIIaBa y oarosapajyhem mokasmupady Teopema. IIpormenypasinu je3uk je am3aj-
HUPAH Ca HAMEPOM J1a 0UpPasga wepherve, y3 IUX 4ecTo uie MohHa ayToMaTu3aImja
JIOKA3WBaha W I€CTO Cy JIOKA3W KOHIIM3HU W KPATKH.

VYV HekaapaTUBHOM CTUJIY JIOKA3 Ce 3aIiCyje TaKO Ja Ce MOTY YOUUTH KOPAIU
y JIOKa3uBamby 0e3 U3BpIIaBaiba y JIOKA3WBAYYy TEOpeMa M MaTeMaTUdapu JIaKo
MOT'y JIa youe KaKBO je pe30HOBame KopuimheHo y jnoka3y. JlekmapatuBau je3uru
KOHCTPYHUCAHU Cy ca HaMepoM Ja objacHe TBphema. Unak nexmapaTwuBHU JTOKA3U
Ccy 4ecTo 3Ha4dajHO JyKH. lako je oBO BaKHO 3a OHOra KO YWTa JIOKa3, OHAaj KO
IUIe JI0Ka3 MMa 3HAYAjHO BUIIIE ITOCTA.

MozkeMo yropenuTu JBa MpUCTyIa Ha npuMepy gokasa [Tupcosor 3akona (jes-
HOCTaBHA MCKa3Ha TayTosioruja). Jlokasu cy 3ammcanu y cucremy Isabelle/HOL,
IIpU YeMy je JIEBU JIOKa3 JaT y JEKJIAPATUBHOM CTWJLY, a JIECHH JIOKa3 y IIPO-
neaypaanom ctuay. Kako hemo kacumje nerasbauje objammaBatu Isabelle, cana
mehemo yra3utu y objarimaBame CuHTakce, Beh heMo ce mpe cBera KOHIIEHTPUCATH

Ha pasjuke usMmely mporeepasHor U JeKJIapaTUBHOT CTUJIA.

lemma"((A — B) — A) — A" lemma "((A — B) — A) — A"
proof apply (rule impI)+
assume "(A — B) — A" apply (rule classical)
show "A" apply (erule impE)
proof (rule classical) apply (rule impI)
assume "—A" apply (erule notE, assumption)+
have "(A — B)" done
proof

assume "A"
with ~—A° show "B"

by contradiction
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qed
with (A — B) — A~ show A ..
qed
ged

Y mecHOM IOKa3y, CBaKM KOPaK JIOKa3a IPEJCTAB/ba IPUMEHY HEKOT IPaBUIA
npupojHe Jeaykipje. Mnak, oBako 3ammcano, Huje Moryhe BUJIETH CTambe JI0Ka3a
U TeK KaJia ce MOKPEeHe JIOKA3UBAaY MOXKe ce BUJEeTH edeKaT MpUMeHe IIPaBUa Ha
nary dbopmyray. Ha npumep, HakoH nmpuMene impE mpaBmiia crame Jg0Kasa je:
goal (2 subgoals):

1. " A=—A— B
2. [A4A] = A

Ca spyre cTpane, KOJ JIEBOT, JeKJIaPATHBHOT JI0KA3a MOXKEMO BUJIETU €KCILIU-
muTHe Meljykopake y mokasdy. Mako je oBakaB J0Ka3 Jy:KH, OH Ce MOXKE aHAJV-
3UpaTH U pasymeru 6e3 MOKpeTama y HEKOM JOKa3WBady TeopeMa. 3alpaBo, u
y OBOM JIOKa3y Ce IPHUMeEIbYjy IpaBusa npupojHe neaykiuje. Komanma proof y
OBOM IIPUMEpPY O/IMaX IPUMEHU IPABUJIO 38 UMILIUKAINA]Y, T€ TAKO MOYKEMO MPEeT-
OCTABUTH (assume) JIEBY CTPaHy, & YKEJIMMO JIa JOKaXKeMo JjiecHy crpany. Jlokas
ce OOMYHO 3aBPIIaBa MO3MBOM HEKE ayTOMATCKE TAKTHUKE, MU CMO OBJIE KOPUCTHJIN
contradiction (ma 6w mokasaju KOHTPAIUKIM]Y) U KOHCTPYKT “..” (ayToMarcKu

mpoJia3u ojrosapajyhe mpaBusio NPUPOJHE JEAYKIUje U PeIiaBa b ).

Jloka3uBamwe yHaIpes U JoKa3uBame yHa3a/]

JlokazuBauum MOTy MMATH W PA3JAYUTE MPUCTYIIE TPU JOKA3UBAILY, OTHOCHO,
[IOCTOjU JIOKA3UBAIHE YHAIIPE/ U JOKA3UBAIbE YHA3AI.

[TpuiukoM gokasusarsa yraupeg (eHr. forward proof) KOPUCHUK ce TPy Ja
0]1 33/IATUX XUIIOTE3a N3BeJe HOBE XUIIOTEe3e, TAKO Ja Ha KPajy U3Be/Ie U MNJHHU 3a-
KJbydak. Pemmmo, ako cy mare xunorese H = [Hy, ..., H,], a Tpeba mokazaTu nusb
(G, KOPHCHHUK y CBAKOM KOPaKy M3BOJHU n3 Xurore3a HOBY xumnorely ®(H) u goma-
je y CKyIl Xxumoresa, OJJHOCHO HOBO crame je H = [Hy,..., H,, ®1(H), Do(H),.. ]
Ycmexom ce cmaTpa Kaja ce 1usb Hahe mehy xumoresama, ojiHOCHO Kajia je H =
[Hy,...,H,, ®(H),®(H),...,G,...].

Kao mro je 6uio peun, Koi gokasusara yradag (enr. backward proof) xopu-
CHUK 3a/1aje TeopeMy Koja Tpeda Jia ce oKazKe y (pOpMU 1ijba, a MOTOM IIPUMEIbYje

waKwWuKe Koje TpaHCOPMUIILY MUJb V jeHOCTaBHUje noanubee. lloanmnmpeBu ce
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JIAKO JIOKa3yjy WK Ce Jla/be Pa3/iBajajy Ha Marbe IMOJIN/bEeBE KOJU MOTY OUTHU jeJI-
HOCTABHO JI0Ka3aHu. To 3HAYM Ja TAKTUKE TEHEPUIIy JUCTY moanubeBa. [loHOBO,
nocmarpajmMo masonpehammu npumep nare xunorese H = [Hy, ..., H,|, a Tpeba
nokazatu b G. U3 musba G ce Hajipe U3BOE MOJIU/bEBUA KOje je MOTPedbHO J10-
kazaru, pertuMo G, ..., G, a OH/A je /b JOKA3aTH J1a 3a CBAKU OJ1 k TOIn/HeBa
BaykKH J1a ce Mory u3Bectu u3 xunoresa H = [Hy, ..., H,|. Ilopex ogpehuBama nosz-
nJbeBa, TaKTHKe Bpahajy dyHKIN]y KOja opaBaBa U PEKOHCTPYUIIe IPBOOUTHI
/b HAKOH IIITO Cy TOIN/BEBU JTOKA3AHMU.

3a mopeheme oBa JBa IPHUCTYIIA MPEACTABUNEMO jeTHOCTABAH IIPUMED UHju JT0-
ka3 je nucan y cucremy Isabelle/HOL. Ilpu Tome, JieBu JI0Ka3 je MpUMeEp JIOKA3HU-

Bamba YHAIIPeJ, a JICCHU JIOKa3 je MpuMep JOKa3UBarba yHA3a/I.

lemma ANB — BAA lemma ANB — BAA
proof proof

assume AN B assume AN B

from AN B have A .. show BA A

from AAB have B .. proof

from A B have BAA .. show B by (rule conjunct2) fact
qged show A by (rule conjunctl) fact

qed
qed

Y mpakcu ce OBa JiBa MPUCTYIIA HajdYeIhe CUMYyJITAaHO TpUMembyjy. [JlokazuBadmn
YUju JOKa3W Cy MUCAHU Yy JIEKJIAPATUBHOM CTHJIYy Y€CTO KOMOWHYjy TOKA3WBaIbe

yHAIpeJ U yHa3al, JTOK Y IIPOIIE/LyPATHOM CTHILY (DaBOPU3Yjy JOKA3UBAE YHA3AI.

Kparak ucropujckm ocBpT

3aHUMJBUBO je HanmoMeHyTHu Ja ce oko 1970. roguHe Ha BUIIE MeCTa UCTOBPE-
MEHO CTBOPWJIA WJeja MAIIMHCKHA IIPOBEPUBUX JIOKa3a W Ta/la Cy HACTAJIHN IIPBU
CUCTEMH O] KOJUX Cy HEKHM OUJIM BeOMa YTUIIAjHU Ha Pa3BOj CABPEMEHUX JOKA3UBa-
4a TeopeMa. Bulie 0 ICTOPUjCKOM TIperJyie/ly MHTEPAKTUBHUX JIOKA3MUBavda TeopeMa

ce Mozxke nponahu y pajosuma [56, 112, 8, 66].
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Pana ucropuja

Jenan oy Hajcrapujux cucrema 3a JoKa3uBarbe TeopeMma je /e Bpyjunos Au-
toMath [44], koju ce mojasuo kpajem 1960. Ow je mmao masy Moh BepudukoBama
JIOKa3a jep je Haj3aHadajHuja ujeja y npojekTy omia pa3Bujame KOMIIAKTHE, epuka-
CHE HOTAIIH]je 3a OIIC MATEMATUYIKOT JloKa3a. Veja je Ousa pa3BuTu MaTeMaTUIKU
je3uk KojuM OM ce CBa MaTeMATHUKA MOTJIA MPEIU3HO 3AMUCATH, &I Y CMUCTY &
JIMTHTBUCTUYKA TAYHOCT MOBJIAYU MATEMATUUIKy TA4HOCT. Je3uK cucreMa je Omo ta-
KaB JIa Ce OHO IIITO je 3allCaHO y HeMy MOKe IIPOBEPUTH IIOMONY padyHapa, ajau
moMoh padyHapa y KOHCTpyHCamy A0Ka3a je owiaa munumasHa. Cucrem je mmMao
MaJIo je3rpo u OMo je HpMJIMYHO jegHocraBaH. ¥ cucremy AutoMath ce npBu myT
jaBmiIa njeja Jga ce I0Ka3 MpeJICTaBu Kao objekar y HekoM dopmasinoM je3uky (e
BpyjunoB kpurepujym). Muorn cucremMu Koju cy ce KacHUje Pa3BUIIM 3aCHUBAJIM
cy ce Ha oBoj uneju — LF [73], Lego [107], Alf [110|, Agda (3], Coq [39] u NuPrl
[38]. omarno, Tpeba Haraacuru ja je AutoMath 6uo cucrem 3a npoBepy J0Ka3a,
aJIi He M aCUCTEHT 3a JOoKa3uBame TeopeMa. KoprucHuk O6u Hammcao TepM JI0Ka3a 1
cucteM O IpOBEPUO HeroB Tull. 10 je Jpyraduje y OJHOCY Ha aCUCTEHTE 3a JIOKa-
3UBalbe TEOpeMa IJie KOPUCHUK IUIIe TAKTUKE KOjeé NHTEPAKTUBHO HABOJE CUCTEM
KaKO Jla KOHCTDYHIIle TEPM J0Ka3a. JOIl jeqHa BakKHaA HJieja KOja ce MojaBuyIa y
upojekty AutoMath je joruaku okBup. e Bpyjun je uacucrtupao Ha umeju ja
CUCTEM CaMO OMOTyNu OCHOBHE MAaTEMATHUIKE MEXaHU3Me CYIICTUTYIIHje, KPeUparba
U pa3Bujara JeUHHUIN]a U CJIMYHO, a Jla KOPUCHUK JI0/Iaje JOTHIKA IIPaBUjIa Koja
JKEJIN.

Cueneha npekpernunia je Jyrunrosa (enr. Jutting) moxropcka Tesa w3 1977.
rogute [89]. Tlopes orpanumvema Koja Cy UMAajM TAJAIIbA PAIYHAPH U MambKa
coTBEpCKe TOJIPIKe, OH je Kopumihemem cucrema AutoMath ycmemno mpejcra-
Bro KoMmIuteTHy dopmanusanujy Jlanmoose (mem. Landau) kwure ,,OcHOBe aHAIM-
3e” (mem. ,,Grundlagen der Analysis”) [99], rue je dopmanuzoBana KOHCTPYKIHUja
peasiaux OpojeBa mpeko JleIeKuHIOBUX TIpeceKa U 3aKJ/bydeHO Jia peasiHu OpojeBu
KOjU Cy KOHCTPYUCAHU Ha TaKaB HauuH (hopMupajy KomiuieTHo ypeheno mosbe. Ha-
KOH TOra, JOKAa3WBaYM TEOPEMa Ce MEmbajy U Y IuX ce yrpahyje JpojaTHa moapIimka

3a U3pavdyHaBaiba.
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Joka3zuBauu 3aCHOBAHU HA MOJIEPHOj TEOPHjU TUMOBA

Jorr jesHa mpekpeTHHIA y pa3BOjy MHTEPAKTUBHUX JI0Ka3aBada Teopema OmIo
je orkpuhe Kapu-Xayap nsomopdusma Koju jiaje Be3y usMehy mpupoHe ey K-
nuje u Tunu3upanor A-padyna. OBo oTkpuhe je cIyKujio Kao OCHOBA 33 MOJAEPHY
Teopujy TUIIOBA KOja je OCHOBAa MHOTMM CaBPEMEHUM WHTEPAKTUBHUM JIOKA3WBa-
quMa Teopema. llopen jeaqHocTaBHUX THIIOBA, OBaj PadyH je OMOTI'YNHO IMOCTOjame
3aBuCHUX TUIoBa (eHr. dependent types) (TUOBa KOjU 3aBUCE O] BPEJHOCTH) U TO
je omoryhuso na ce MHOTe JIOTHYKe IIPETTIOCTaBKe KOAUPajy Kao hopMyJie TaKo Ja
ce UCIUTUBAE UCIPABHOCTHA (POPMYJIE CBO/IU HA UCIUTUBAILE THUIIA Y OJI'OBAPA]Y-
hoj Teopuju. Maptun Jlod (mBe. Martin-Léf) je npormmpuo oBe ujeje u pa3Buo
jé KOHCTPYKTHUBHY TEOPHjy THUIIOBA, IJle CY WHJIYKTUBHU TUIOBU U (DYHKIUjE Je-
dbunncane kopumhemem 106po—3acHOBaHe peKypauje OCHOBHE mojmosu 115, 132].
Tokowm roaunna, Maprtua Jlod je pazsuo Buiie Teopuja. IIpsa je Ouma uMIIeMeHTH-
paHa y aCUCTEHTY 3a JoKasuBambe Teopema NuPrl [38], kacHuje je passuo cucreme
ALF [110] u Agda [3], a Behuna meroBux wumeja je HalIa MyT IO CaBPEMEHUX
ACHCTEHATA 32 JIOKA3UBAIHE TEOPEMA.

Hajycnemauju nnrepaktusau qokasuad Teopema (Harpahen 2013. roqune ACM
coTBEPCKOM CHCTEMCKOM HArPaJIOM) KOjU Ce 3aCHUBA Ha MOJIEPHO] TEOPUjU THIIO-
Ba je Coq u mera cy paspujasu (ca muorum capagauiuma) Kokan (dp. Coquand)
u Xyer (bp. Huet). [lapagurma 1oka3u-Kao-mporpaMu je jeJiHa oJ1 Kby THUX OJIJId-
ka cucrema Coq [105]. Kao nocsemuna Kapu—Xayaps nsomopdusma, KOHCTPYKTH-
BaH J0Ka3 je m3oMopdan PyHKIIMOHAJHOM TIporpamy, u 3ato y cucremy Coq je u3
JIoKa3a Moryhe m3BecTH mporpame y peagHoMm (yHKIIMOHAJTHOM ITPOTPAMCKOM je-
3uKky (3a caja jocrynuu cy usnasu y jesunuma Haskell [83], Objective Caml [104]
u Scheme [154]). OBaj mexaHuzam je BaKaH jep ce Ha Taj HAYUH MOTY JOOUTH
BepU(UKOBAHU ITPOTPAMU.

Takohe, moryhe je mporpamuparu GpyHKIHje Kao IporpaMe y OKBUPY CUCTEMA
Coq jep cucrem caapxku (Masu) HOYHKIMOHATHA Je3KUK Ca AIICTPAKTHUM TUIIOBHMA
rnojgaTaka. JejHa oJ HajBaXKHUjUX MTPUMEHA jecTe MOTYRHOCT /1a ce MMIIJIEMEHTHPA
aJIropuTaM 3a IMPOBEPY THUIA KOjU KAO yJIa3He MOJATKE NMPUMAa KOHTEKCT U TEpM,
a Kao M3JIa3HM TOJIATaK Jaje TUI (aKO THIl KOjU 3aJI0BO/baBa YJIa3He MOJIaTKe I0-
croju) mwin Bpaha Heycrex ako tun He moctoju. O Besu u3amelly Tepma u Tuma cMo
roBopusiu panwuje, y okBupy Kapu—Xayapm nzomopdusma. Jla 6u ce momaTHo mpo-
Bepuiia noysganoct cucrema Cog, y okBupy upojekra ,Coq in Coq” [11]| ypabena

je BepuduKalmja OBOr aJropuTMa 3a MPoBepy Tula y OKBupy camor cucrema (Coq.
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Bepudukosano je cienehe TBpheme:
M7 TCIT,M)="1

npu yemy je T'C' anropuram 3a mpopepy Twuta, |’ je korntekct, M je Tepm, a 7T je
tun. OBo Huje moryhe jiokazatu 0e3 MPETIIOCTABKE J& Cy CBU TEPMOBHU CTPOTO
HOPMAaJIU30BaHU, IITO CJEJIU U3 CBOjCTBA Ja Cy CBe (pYHKIIMje Koje ce MOory nedu-
nucatu y cucreMy Coq TOTasHe, MITO HA META HUBOY MOYKE Ce JOKA3aTHh 3a CHCTEM
Coq. Ilporpam T'C' je ummiementupan y cucremy (Cogq, ajiu ce MOXKe eKCTPaxOBaTh
¥ KOPUCTUTH Kao IIpOBepaBad Tulla 3a HOBe Bepauje cucrema (Coq.

Cucrem Coq ce n najpe paspuja. Muore Bazkue Teopuje Cy MOKa3aHe Y CUCTEMY
Coq: Teopema o obojenoctu rpada ca derupu 60je [61], ocHoBHA Teopema anaredpe
[57], Teopema o mpoctum Gpojesuma [63], dopmasHO BepUDUKOBAH KOMITMIATOD
[102].

PVS (Prototype Verification System) [134] ce passuja ox 1992. rogune.
Hwusb cucrema je na KOMOWHYje MIPETHOCTU MOTIIYHO ayTOMATCKUX JIOKA3MBAYa, Te-
opema (Koje uMajy MohHe MpoIe/lype 3a OJJlyIrBambe, aJld MaJIy U3ParkKajHoOCT) ca
IPETHOCTMA WHTEPAKTUBHUX JIOKa3WBada TeopeMa KOje MMajy MHOTO W3parKaj-
HUjU je3UK U JIOTUKY. 3aCHUBA Ce€ HA TEOPHUjU TUIIOBA U UMa TUIUIUPAHY JIOTUKY
Buier pega. Jloruka cucrema PVS Huje HE3aBUCHO 3a71aTa M CUCTEM HEMa MAJIO
je3rpo miam objekTe Koju MOTYy OMTH HE3aBHCHO IMPOBEPEeHU. 3aTo ce ca BpeMeHa Ha
BpEMe JIeCH Jia ce NpoHal)e HeKa HEKOH3UCTETHOCT Y CUCTEMY KOja Ce OHJIa IIOIpa-
Bba. lleHa ayToMaTcKOr 3aK/bydHBaIba je Jia IMOHEKAJ] JIOKa3 OJle Y HEeyKeJbeHOM
npasiy. KopucTtno ce y HEKOJIWKO MCTPaKWBakba HCIPABHOCTHA COPTBEPaA KOjU
UMa WHJIYCTPUJCKY IMPUMEHY, Kao IITO je, Ha MpUMep, COPTBEDP 3a ayTOMATCKO
opranusoBame peja Jierea [126]. Yecto ciayxku Kao ajnarka 3a BepubUKAIM]y
padyHapCKe ajiredpe u KOPUCTH Ce Yy CUCTEMUMA 33 BepUMUKAIN]y KO/JIa.

Heku on MozepHux cucreMa Koju Cy 3acCHOBaHM Ha Teopuju tumnosa cy Matita
5 [5], Agda 6 [133] u Epigram 7 [118].

HokazuBauu 3acuoBanu Ha LCF npucryy

Behuna cucrema 3a MHTEPAKTHBHO IOKA3UBAILE TEOPEMa Ce 3aCHUBA HA ApXHU-
TeKTYpH KOjy je paszsuo Munuep (enr. Milner) 1972. ronune, LCF mpoBepaBa4
Joka3za [123], koju je 3ampaBo UMILIEMEHTAIV]ja JIOTUKE U3PadyHbUBUX (DYHKIHja
KOjy je pazsujao Ckor (enr. Scott). LCF je ckpaheno o ,JIoruka usapadyH/buBIUX

dbyurmmja” (enr. ,Logic for Computable Functions”). To je npeaukarcka joruka
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HAJI TEPMOBHUMA jeIHOCTABHOT A-padyHa ca tunoBuma. LCF je 6uo moroman 3a
PE30HOBaIbE O CEMAHTHIM MIPOrpaMa U O U3PadyH/bUBUM (DYHKIMjaMa HAJl IIeJTUM
OpojeBuMa, JIUCTAMa U CJAMIHUM JIOMEHUMA.

Ia 6u omoryhwmo j1a ce 6e30e/IHO J10/7ajy HOBE KOMaHJIe 3a J0Ka3, aji Jia ce
JI0Ka3u He 4dyBajy y Memopuju (Beh camo ummenwuie Koje cy mokasane), MurHep
je yHampeauno u pa3Buo cuctem u 1O je jaHac nmozuaro kao LCF mpuamun. /lo-
kaszuBad y LCF cruny (koju 3amoBosbaBa LCF IpUHIWMIT) je 3aCHOBAH HA MAJIOM,
OCHOBHOM je3Tpy KoOJla, KOjeM ce Bepyje, U y KOM Cy WUMILIEMEHTUPAHE OCHOBHE
aKCHOMe JIOTUKE M OCHOBHA IIPABUJIa JIOTMKE M KOJU CJIYXKH 33 U3BODheme Teope-
Ma MPUMEHOM THX OCHOBHUX IMPAaBUJIA aKCMOMATCKOI CUCTEMA 3a JIOTUKY 3a KOjy
je nokazuBau y LCF ctuiny uMmIijieMeHTHpaH. TakaB CHCTEM MOXKE CAJIPKATU U
HEIITO u3paxKajHuje jeoBe (a cBu cy marpaheHu HaJ| OBUM MAJIUM je3rpOM) KOju
omoryhaBajy uMILIEMEHTAIM]Y KOMILUIEKCHUJUX IIPOIE/Iypa 3a JI0Ka3e Koje ce MOy
PAITYJIAHUTH 3aIIPABO Y MHOT'O MO3MBA OCHOBHMX IpaBmiia. VcmpaBHOCT ce rapaH-
Tyje THME IIITO CAMO OCHOBHA IPABUJIA MOT'Y MEIHATU CTarba y JOKa3UMa jep CBe
IIITO CUCTEM PAJU 3aBUCH OJi OCHOBHOTI je3rpa kKojem ce Bepyje. OBakBa orpaHude-
HOCT Ce yIJIABHOM IIOCTHKe KOpHIIThermheM (PYHKIMOHAJIHUX MPOTPAMCKUX je3MKa
kao mro cy ML [74] » OCaml [100] 1 npuMeHOM OCHOBHEX IIpaBUIIa n3Bohema Kao
jenmnanx MOryhux KOHCTPYKTOPA AICTPAKTHOT THIIA.

la 6u 6uo ucnymeH jie BpyjuHOB KpuTepujym moTpedbHo je YyBaTu 00jeKTe J10-
Kaza, a TO 3ay3uMa MHOro memopwuje. Jpyru mpobsiem Koju je yodeH je pukcan
CKYTI IOKa3—KOMaH/IH (JaTa M M3BeJeHa IPaBUIa U IIPOIEIype 3a ayTOMATCKO J10-
Ka3uBambe) Koju Huje 6mito moryhe jiako npomupuru. MuiHep je jommao Ha uiejy
Jla ce dyBajy caMoO TeopeMe, aJii He U HUXoBH joka3u. OIHOCHO, KOpaly JT0Ka3a
Ou OmJtn u3BeieHn, aau He 6u 6w mamhenu. Mnak, j1a 6u ocurypao sia ce reopeme
MOry aobuTu camo joka3oMm, Musnep je momao Ha ujejy Kopumhema auctlUpakHos
Wuaa Togawakra. ATCTpaKTaH THII TOJATaKa 3a 3aIlUC TeopeMa, Tj. alCTPaKTaH
TUI Teopema, Hajuernhe o3HadaBaH ca thm (ckpahenuma o theorem (cpb. Teope-
Ma)) je TakaB Jia Cy jeJiuHe KOHCTaHTe OBOr Tula (mnpejeduHUCAHE BPEIHOCTH)
akcuome, a jenuse dbyHKnuje (onepanuje) HaJ OBUM THUIIOM Cy IPABUJIA 3aKJby-
quBaba. KopuirhemeM ancTpakTHOT THUIA je MMOCTUTHYTO Jla CUCTEM MMa BEOMa
MaJI0 OCHOBHO je3rpo — Tun thm u meroBe KoHCTpyKTOpe. CTpora mpoBepa Tuia
je ocurypaJja Jia jeimHe BPEIHOCTH KOje ce MOTY KPeuparTu Cy OHe KOje Ce MOry
JIOOUTH M3 AKCHOMA [TPUMEHOM HU3a TPABUJIA 3aKJ/bY YNBatba (MHTEPECAHTHO je Ha-

MOMEHYTH Jla HE TOoCToje Jimrepaiau tuna thm). OBuMm npucrynoMm je uzberayTo
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eKCIUTMIIUTHO maMheme noKa3a—objekara, a 3a/IpKaH je UCTH HUBO MOY3TAHOCTH.

Munep je 2keJieo u J1a oMoryhu ja KOpUCHUK IIPaBU CBOj€, HOBE JJOKa3—KOMAaJI€.
Baro je pazsuo cnenujaausosanu nporpamcku jesuk ML [74]. Jesuk je ctporo Tu-
NU3UpaH Ja 6u Morao Jia Jia MOJAPIIKY 3a MeXaHU3aM alCTPAKTHOI THUIMA KOjU je
moTpebaH 3a OCUTypaBame UCIpaBHOCTH Teopema. (CTpora mpoBepa THUITA je3WKa
ML ocurypaBa Jia ce HU jeJHa TeOpeMa He MOyKe KpeupaTw a Ja HUje IpOILIa
(mokazana) Kpo3 MaJio ¢pukcHO jesrpo. To 3Haum ma cy cBe Teopeme Koje IMocToje
y CHCTEeMY BPEJIHOCTU THIa thm U JoKa3uBe Cy y OKBHUPY JIOTUKE 3a KOjy je CUCTEM
umIieMeHTUpaH (jep ce nobujajy kopuiihemeM MpaBuia u3Bohema u3 akKCUOMa).
Mrmore Jiokaz—KoMam/ie Cy yriaBuoM Beh JocTyiine y cucteMy, ajan KOPUCHUK MOYKE
nomatu cBoje. OBo moBehaBa MOryhHOCTH JOKa3WBada aJii He HAPYIIABA HUCIIPAB-
HOCT cucteMa. KOpeKTHOCT cucTeMa He 3aBHCH OJ] KOPEKTHOCTH JTOKAa3—KOMAaHIN
KOje cy mMILieMeHTupane y je3auky ML u Koje MOT'y MMaTH rperike Beh KOpeKHOCT
Ce 3aCHMBA HA YHMILEHUIM Ja Cy JOOUjeHe TeopemMe BPeIHOCTH Tula thm (0JHOCHO
CBe Ce CBOJM Ha MAJIO, HCIIPABHO je3rpo).

[IpBobUTHO TOKA3 je M3BOheH TaKo MITO ce KPETAJIo OJ1 IJIABHOT IIU/ba, & OH/JIA Ce
JIOKA3 JIEJIN0 HA JIBA NOAImMba (KopuihiemeM (DUKCHOT CKYa KOMAHJIN 38 Je/behe
y TOJIM/BEBe, Ko IITO je, Ha IPUMep, MPUMeHa WHIYKIMje) ¥ TH HOJIUIBEBU CY
pa3perraBany CUMILTU(PUKATOPOM WU JIa/beM JieJbeibeM Ha mojnubee. (OBakan
IIPUCTYII OJIroBapa goxa3usary yrnadag. MuiiHepoB NnpucTym je yBeo MOryhHOCT
goKa3usarba YyHatpeg, OTJHOCHO OJT allCTPAKTHOI THIA Ka TeopeMmu. DBwuio je mo-
TpeOHO HAIpABUTH ajiaTe KOju OW OWJIM OpUjEeHTHCAHU Ka Iu/by, 1a je jesuk ML
HaIpasJbeH Ja Oye dyukimonanan. Crpareruje 3a npasibeme mojmubesa (Mui-
Hep WX je Ha3Bao WakwWuke) cy Gune nmporpamupane Kao (yHKIHUje, a oneparmje
3a KOMOWHAIM]y CTpaTeruja cy mporpamupane Kao (DyHKIMje BUIIEr pejia KOjuMa
ce mpocaehyje crparernja u koje Bpahajy crparerujy. IIpensuheno je ma ce moxke
JIECATHU CUTYAIMja Jia IPUMEeHa TAKTUKe He ycre (Ha IpuMep, KaJia je TaKTUKA, [IPH-
Mem€eHa, Ha JIOII I1Jb) U 3aTO0 je Pa3BUjeH MeXaHW3aM U3y3eTKa KOji CUTHAJIU3UPA
KaJa je IpaBujio (OIHOCHO) TAKTHKA JIOIIE IPUMEHEHA.

[Topex Musaepa Ha oBom nipuctyity cy paauau [loncon (enr. Paulson) n Xyer
KOjU Cy JIOCTa yHAIpeJuan uMmiuieMentanyjy u qusaju [138]. Ouu cy yBesm Kom-
IUIETHY TPEJIMKATCKY JIOTUKY U J0JIaJ I OOMMAH CKYIT TAKTUKA U UMILIEMEHTUDAJIN
HAIIPeJIHE AJIATKE 32 J0Ka3UBambe (Kao IITO Cy CUMILIA(MUKATOD U MPE3AITUCHBAILE ).

[Iparehu LCF npunnum, a umajyhu Ha yMmy BepuduKaIujy xapaBepa, [opaox

(eur. Gordon) je ummiementupao HOL [125]. Cucrem je oTBOpeHOr THIIA ¥ MHO-
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ro MCTPaXkMBada je JOIPUHEJO HErOBOM pPa3BOjy. Y THUIAO je HA pa3BOj JAPYTUX
cucrema, kao mro cy Isabelle/HOL n HOL Light. HOL Light 77, 75] je pa-
3Bujao Xapucon (enr. Harrison) m OH MMa jeJHOCTABHU]Y JIOTUYIKY OCHOBY HErO
apyru HOL cucremu. JlomarHo, MMa BeJTUKY OUOJIMOTEKY MATEMATHIKAX TEOPEMa
(HOp. apuTMeTHKa, CKYMOBH, PeajlHa aHAJIN3a UTA.). 1peda joil HAIOMEHYTH Ja
cy uzneje LCF upuniuna npumemnene u y cucremy (Cogq.

Tokom 1980-ux pa3BHjeHO je MHOTO CHEINUjAJIU30BAHUX JIOTHKA M 33 CBaKy Of
BUX O0mJI0 je moTpebHo nMILieMenTupaTu qokasusad y LCFE ctuny. [lpaBbeme mo-
Ka3WBava UCIOYETKA 38 CBAKY HOBY JIOTHKY ITOCTAJIO j€ M3a30BHO U 3aXTEBHO. 3aTO,
Pa3BUJIN Cy Ce TEHEPUYKHU JIOKA3UBAYU KOJU UMA]y MEWa-je3Uur U Mea-A02UKY
mTo omoryhasa opMa/im3aliijy y pa3jiunduTuM o0jeKTHuUM Jiorukama. l[IpaBuia
JTIOKA3MBamba Cy ONMMcaHa JeKkaapaTuBHO (a e kao ML mporpamu).

[Toscon je 1986. romuue passuo Isabelle [136, 137|, remepuuku jgokasuBad
TeopeMa KOjU je MMILJIEMEHTHPAO MHOre Teopuje (HIp. MHTYUIIMOHUCTUYKA [TPH-
POJTHA JIeIYKIIHja, TeOPHja KOHCTPYKTUBHUX TUIIOBA, KJIACHIHA JIOTUKA IIPBOT PeJia
utn.). Hanac je najpamupenuju Isabelle/HOL [131|, uarepaktuBan jgoka3uBad

TeopeMa 3aCHOBaH Ha JIOTUIW BUIIIET pea.

Ocrajsiu 3HaAYajHU JOKA3UBAYU

Mizar [158], cucrem koju je Tpubyitex (mosb. Trybulec) npencrasuo 1973. romu-
HE U KOjH je oI y yIoTpedu, KOPUCTHA ayTOMATCKe MeTo/Ie Jia ImpoBepu popMaJsiHe
JI0Ka3e HallMCaHe y je3nKy KOjU je KOHCTPYHUCAaH Ha TaKaB HAYWH JIa CUMYJIUPa He-
dopmasian mareMaTudKu Kaprou. Mizar mpojekar je HajayKe y KOHTUHYUTETY
oapxkaBaH u pasBujan. Moryo 6u ce pehu ja mocroje nBa Mizar npojekrta: Mizar
Jje3ux uuju je nusb Ja oyae (popMasHu je3uk O6/in3aK MaTeMaTUIKoOM je3uky u Mizar
cuctiiem, KOju je padyHapCKHU MPOTPaM KOju IMPOBEpaBa MATEMATUYKY UCIIPABHOCT
TEKCTyaJIHUX JIOKyMEeHTa 3amucanux y je3auky Mizar. OBaj cucrem ce 3acHUBA Ha
Tapcku-I'porenguk (enr. Tarski-Grothendieck) [157] Teopuju ckynoBa ca Kiacud-
HOM JIOTHKOM, & JIOKa3U Ce 3amucyjy y cruiy JaHkoBckor (mosb. Jankowski) [88],
mro je janac nosnaruje kao @ua crun (enr. Fitch-style) [48]. ¥V mouerky passo-
ja mpojekTa HarJiacak je OMO BHUINlE Ha €JUTOBAY U 3aIMCUBAGY MaTEeMATUIKUX
4JIaHaKa HEro Ha IpoBepaBarby JoKasa. VHcucTupaHo je Ha Kpeuparmwy OmdmoTre-
ke (popMasin30BaHe MaTeMaTUKe Koja O 3alpaBo OUJIA jeJaH MOBE3aH CKYII CBUX
MaTeMaTHIKUX 3Hamba U TPpeHyTHO Mizar mpojekaT nMma HajBehn perno3suTopujym

dopmasmzoBane maremaTuke. Miak, 300r epuKacHOCTH He IIOJIPKaBa BEJIUKE pa-
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3BOje U YJIAHIU Ce IaJby ,,KOMUTETy OnOInOoTeKe” Koja ra MoxKe yK/byuntu y Mizar
oubsmoTeKy. BpJio 3HavajHa mjeja je 3ammmc TeKcTa Ha JAeKJIapaTUBHOM je3WKY Yh-
ju Wb je a mpuO/INKY TEKCT yOOMdajeHOM MaTeMaTudKoM je3uky. OBo 10/aTHO
3HAYU JIa je3UK nMa OpOjHa CIeIrjaTHa CBOjCTBA U KOHCTPYKIIHje Koje omoryhaBa-
jy yrpabeny ayromarumzaiujy. 3aTO, CUCTEM HeMa MaJjo je3rpo W He 3aJ0BOJbaBa
e BpyjunoBo cBOjCcTBO.

Jesuk Mizar je mHcrmmpucao Apyre acUCTEHTe 3a JIOKa3WBaIbe TeopeMa Ja pa-
3BUjajy JEeKJIapaTUBHU je3WK 3a JoKa3e. JemaH o1 Haj3Ha4dajHUjuX je jesuk Isar
[166] xoju je passmo Bemmen (mem. Wenzel). To je nexmaparusnu jesuk 3a Isa-
belle vHTEepaKTUBHU JIOKA3UBaY TeopeMa M JIOCTa ce KOPUCTH oji cTpane Isabelle
kopucuuka. [lopen Isar-a, Xapucon je passuo Mizar-mog 3a HOL Light [167|, a
Ko6epre (dp. Corbineau) je pazsuo C-zar neknaparuBau jesuk 3a Coq [40].

Nqthm [21] gokasuBau Teopema, KOju ce U JaHAC KOPUCTH, OUO je TPeICcTa-
B/beH moveTKOM 197(0. Kao HMOTIIYHO ayTOMATCKM JIOKa3WBad TeopeMa, aJl ce Y
MehyBpemeny wmjeja mpojekTa TpOMEHMIa U HACTABUJIO CE Ca M3TPAIHbOM MeTOoJIa
Koje omoryhaBajy KOPUCHUKY Ja TBphema J0Ka3yje IMOCTYITHO TaKO IITO y KOpa-
[IMa JI0Ka3a 3alucyje IoTpedHe YMIH-eHUIle KOje ayTOMATCKU JIOKA3UBad KOPUCTHU
JTa O KOMIIJIeTHO m3Beo Jjioka3. OBaj cucreMm je pa3BujaH y (YHKIIMOHATHOM IIPO-
rpaMckoM je3uky Lisp [119]. 3a pasmauky o MHOTHX CaBPEMEHUX CHCTEMa KOju
KOPHCTE JIOTUKY BUIIET PeJia, JIOTUKA Y OBOM CHCTEMY je JIOTHMKa IIPBOI pejia 6e3
KBaHTU(UKATOPA Ca jeTHAKOMINY, TPUINIHO IPUMUATUBHOM PEKYP3UBHOM apUTMe-
TUKOM IIITO YMHU ayTOMATU3AIIN]y IPUJIXIHO MONHOM, aJin U3PaXKajHOCT je cjrada.
Nneja komOuHaImje MohHe ayToMaTu3almje ca MOrynHOCTUMa HHTEPAKTUBHOT JI0-
Ka3WBama je MPOHAIILIA IIyT U 10 MHOTUX JIDYTUX JIOKa3nBada Teopema. KopucHuk
WHTEPAKTUBHO PaJid y CUCTEMY TaKO IIITO JI0Jlaje HOBE JieMe KOje Cy 3aIlpaBO KO-
paly y JIOKa3uBamby KeJbeHe TeopeMe, CHCTEeM IOTOM IOKYIIIaBa /18 JIOKayKe JieMe
ayTOMAaTCKM, & OHJIa TOKYIIaBa Ja JIOKaXKe TeopeMy KODHIINEemeM JaTuX JeMa.
Cucrem Ngthm je esomyupao y ACL2 (A Computational Logic for Applicative
Common Lisp) [143|, nuaTepakTHBHM [TOKA3UBAY T€OPEMa KOjU C€ JOCTa KOPUCTU Y

WH/IYCTPUjU.
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2.3 BaxkHu pe3yJTaTé u IPOJjEeKTU y obJacTu

MHTEPaAaKTUBHOI' JOKa3nuBaba TeopeMa

Hajmpe hemo ce ocBpHYyTH HA HEKOJIUKO PaIoBa n3 (popMasn3aruje MaTeMaTuKe
KOju Cy BaxKHU 1 360r cBoje ysore y ¢opmanusaimju reomerpuje (6pojHu pesysira-
TH Cy KOpUITeHrn Kao Mo3HaTe YMEeHNIE MTPIINKOM (GOpMAH3aIije reoMeTpuje),
ajim u 3000 CBEyKYyITHOT 3Hadaja W yTUIAja Ha (GOpMaanu3alujy U MHTEPAKTUBHO
JIOKA3UBAHE TEOPEMA.

dopmaiHo cy gokasane Bpayeposa Teopema dukcue Tauke [80], ocHoBHA Te-
opema asirebpe (122, 57|, I'enesnoBa Teopema menormyHocTu [151], MHOTE Teopeme
peasine ananausa |79, 42]. V HajsHauajHuje MOCTUTHYTE pe3ysTaTe J0 JAHAC MOTY Ce
ybpojaru u dpopmaimzanuja TeopemMe 0 mpocTuM 6pojesuma |7], 3aTum dopmaHun
JoKa3 0 obojuBocTr rpada ca derupu 60je [62].

Baxkno je momMenyTH u akTyeJiHe MPOjEKTe BEJIMKUX Pa3Mepa Uuju IMub 00y-
xBaTa (POPMATU3AIN]Y BEJUKUX JI€JI0BA MATEMATHKE U Y KOjUMa YYECTBY]Yy MHOTH
HayIHUIM. Y OKBHPY IpojekTa umju pykoomuiar je [outuje (dbpa. Gonthier) je
ycnento dopmaiiao jokaszana @ejr—Tommconosa (enr. Feit—Thompson) Teopema
(koja ce jorr u HazuBa TeopeMa HenapHor peja) [64]. @opmasnuzanuja je paljena y3
nomoh acucreHTa 3a JoKasuBambe Teopema Cog u jesuka 3a jokaze SSreflect [65].
OBa Teopema je OmIa BeOMa BazKaH KOPAaK y KAGCUPUKAUUIU KOHAYHUT JegHOCTLA6-
Huz 2pyua. OpurnHaIHU JI0KA3 HA MManupy je 3ay3umao 225 crpana, J0K (dopMma-
mmzarmja nma 150000 muamja koma, 4000 nedurmmuja n 13000 srema u Teopema.
Ia 6u moruiu J1a (bopMaIn3yjy OBy TEOPEMY, ayTOPH Cy MOpaJIu Jia (DOPMAIU3Yjy U
O6pojua TBphema u CBOjCTBa JIMHEeapHe aJiredpe, Teoprje KOHAYHUX I'pyIia, Teopuje
lanoa. Hamnaswiaum cy na OpojHe mpas3HUHE U T'PEIIKe, 0/ KOjuX HEeKe Huje OmJIo
JIAKO UCIIpAaBUTU U JOIITYHUTH.

Hpyru Bazkan npojekar je npojekar Flyspeck [72] koju je mokpenyo Xejic
(enr. Hales) ma 6u morao dopmanao ja pokaxke Kemrepoy xunoresy: ,Hajry-
mhe MakoBame jeTHAKUX cdepa je MaKoOBalbe Yy TeCepaJHu KyOWdHU KPUCTAJHU
cucteMm”. Y OKBHUDPY OBOT' IPOjeKTa (POPMAJIHO je MOKA3AHO MHOIO MATEMATHIKUX
TBphema, HallpaB/beHa je BeJnKa 0a3a MaTeEMATUIKOI 3HAHA KOja MOYKE J1a TIOCJIy-
KW Y HEKUM HOBUM (DOpMaJin3aliijamMa.

[Topen dopmanuszanmje MmaTeMaTuKe, KOPUITNEHEM aCUCTEHATA 38, JIOKA3UBAHE
TeopeMa pabena je u sepugurayuja copiicepa. 3nadajan pesynrar je CompCert

[101, 103|, dopmasno BepuduKoBaH KOMIMIATOP 3a mporpamcku jesuk C u L4
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[94, 93], dopmanHo BepudUKOBaH ONEPATUBHU CHCTEM.

ITorennujanase rpemike y dpopMajiHO BepuduKOBaAHUM

AOKa3nmMa

Y pagy n3 2016. roguue (|2]) npukasyje ce HaUMH KaKO OM MOIVIA Ja Ce U3BP-
mu pesusuja popmarusayuje. Hamme, ayropu cmarpajy ja nako dhopmaansaiimja
Jlaje CTPUKTAH U MIPEIU3aH MPUCTYII MATEMATHUIIN, U JIa/be Cy MOTryhe HeKe Irperrke.
Jeqna oj1 rpermraka Koja ce 4ecTo CIOMUIbE je Jia ce (popMaIn30BaHO TBpheme pa-
3JIMKyje ol TBphema 3a Koje je pahena (popmauzanuja uan ol TBphema 3a Koje
MHCJIUMO J1a je mokazano. OBa rpemka MOxKe HACTATU 300r Jomux AeduHUIIja
KOje ce MOr'y IPOBJIAYUTU KPO3 ety (hOpMAaIU3aIjy U TAKO YTUIATH HA KPajihu
ucxoji popMmanuzanuje. [lopes oBux rpermraka, ayTopu UCTHYY U HEKE HEJIOCTATKE
HajIONYyJIAPHUJUX JI0OKa3WBada TeopeMa, a Mely HeJocTaliuMa ce MOCeOHO MCThYe
KOMILJIEKCHOCT CHCTEMa KOjU Ce KOPUCTH U KOju MOXKe OUTHU MEeCTO MOTEHIINjaJTHIUM
rperkaMa y caMoM JIoKasuBady. HbuxoB mpucTyn peBu3nju ce CBOJM HA HEKOJIUKO
KOpaka, Ipu 4eMy HUje IU/b TPOBEPaBaTU CBAKY JIMHU]Y KOMILJIETHE (popMan3a-
nuje, Beh 3aBpIIHO cTambe dopmaausaluje. Takohe, mpepiaxy ga ako je ¢popma-
nusainmja paheHa y jeJHOM je3uky, Jia ce peBu3uja paju y APYyroM (Wad y BHUIIE
JIPYTHX) je3uKa U Jajy IpuMep HEKOJMKO aJIaTKU KOje BPIIe TMPeBoheme U3 jeTHOT
jesuka y apyru. Konadno, najy nmpuMep Kako je Moryhe u3BpIIATH PEBU3U)Y HAJL

nesiom Flyspeck ipojexra.

2.4 Isabelle/HOL

Isabelle [136, 137] je reHepHUYKHN aCHCTEHT 3a JIOKA3UBAIE Teopema, nMa Opoj-
He CIelyjaJn3alje 3a pasjmynuTe JIOTUKe, a Hajpa3BUjeHUja je 3a JIOTUKY BUIIIET
pena, Isabelle/HOL [131]. YruaBHoM je npuiaroljen cBakoJHEBHO] MATEMATHYKO]
HoTaruju. Ha pa3Boj oBor cucrema je pajuio (¥ jour yBeK paJin) MyHO HayJHUKA,
anmu Haj3Hadajuuju ayropu cy Jlapu [loscon, Hunkos (wem. Nipkow) u Benrneur.
Kao mrro cmo panumje Hamomenysn, Ha pa3Boj Isabelle/HOL cucrema je 3Ha9ajHO
yrunao LCF npunnun. Cucrem Isabelle/HOL je 3acHOBaH Ha MaJIOM je3rpy Ha
OCHOBY KOTa je cBe nasbe pasBujano. lloctymak dopmanuzaruje MaTeMaTuIKux
TeopHja ce cacToju u3 JedUHAINja HOBUX MOjMOBa (TUIIOBU, KOHCTaHTe, (DYHKIIH]je

U JIp.), U JI0OKa3UBamba TBphema Koja 3a buX Baxke (yeme, Teopeme u Jap.). Isabel-
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le/HOL wmva obumHy 6ubmoTeky Teopuja Koja ce crajno yBehasa. Besmku 6poj
dopmanmzaiuja n3 MaTeMaTHKe U padyHApCTBa je TOCTynaH Kpo3 Apxus (popmali-
nux jokaza (eur. Archive of Formal Proofs)'®. ¥V oBoMm pajy Mu cMO KOpUCTHJIA
HEKE OJI TUX OMOIMOTEKA.

Pan y cucremy Isabelle/HOL nonpasymeBa Kpeuparme Weopuja — UMEHOBAHE
KOJIEKITHje TUIIOBA, objekara, pyHKIja, TeopeMa u jiema. Ot hopmaT Teopuje

T je:

theory T
imports B; By ... B, begin
deklaracije, definicije, dokazi

end

npu yemy cy By By ... B, Heke Beh nmocrojehe Teopuje, a deklaracije, definicije
i dokazi cy HOBM KOHIENTH KOje 3ajaje KopucHuk. CBe mTo je neduHUCAHO 1
JOoKa3zaHo y By By ... B, je BWUbMBO U y Teopuju T W MOKe C€ KOPUCTUTHU Y
neduHMCaby HOBUX TIOJMOBa U Yy JIOKa3uMa TBphema. Teopeme u jieme ce KOpucte
Jla U3pa3e CBOjCTBa U KapaKTepUCTHUKe jgeduHncannx objekara n pyHkinuja. Hakon
CBaKe TeOpeMe UJIN JIeMe ce HAJIa3! U IheH JI0Ka3 ncrpaBHocTu. Jlokase Koje 3a7aje

KOPHUCHUK CHCTEM ayTOMAaTCKH, (POPMaJTHO BepuuKyje.

TunoBu, TepMOBU, IPOMEHbUBE

HOL je tunmsupana joruka. TumoBm cy ekcTpeMHO BaKHU u cucteMm Isabelle
WHCUCTHUPA Jia cBe (popMyJsie U TEPMOBH MOpajy OUTH JOOPO TUITU3UPAHU, & Y CY-
nporHoM he obaBecTuT J1a je somuio jo rpemke. ¥ cucremy Isabelle/HOL nmamo

HEKOJIMKO BPCTa TUIIOBA KOje heMO OBJIe YKPATKO MPEJICTABUTH.

OcCHOBHU TUIIOBU

Isabelle/HOL nma tipeeduamncane TUIIOBE, KAO IITO Cy, HA MPUMEp, TUI bool
KOjU O3HAYaBa TUI 38 BPEJHOCTU TAYHO M HETAYHO, nat o3HAYaBa IIPUPOIHE OPO-
jeBe, Tuil int o3HavaBa Iejie OpojeBe, real o3HavdaBa peajiHe OpojeBe, JTOK THUII
complex o3HaUYaBa KOMILIEKCHE OpojeBe, a rat parmoHajHe Opojese.

Tun npupomaux OpojeBa je msrpahen kopuiihemeMm KoHcTpykTOopa 0 m Suc.

[Ipenedunucane cy oOCHOBHe apuTMeTHUKe oreparje (Hop. +, —, %, /, div, mod),

Bhttp://afp.sourceforge.net/

42


http://afp.sourceforge.net/

I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

Kao u penanuje < u <. Muaue, apurMeTndke oneparyje cy mpeonrepehene jep ce
MOT'Yy PUMEHUBATUA U HA JIPyre TUIIOBE, a HE CaMO 3a IPUPOJIHEe OpojeBe.
Nmarunapra jequnuiia ce obesexkasa ca it. KoHBep3uja U3 peasiHOr y KOM-
mIekcaH Opoj ce o3HAYABA Ca COT, PEAJTHU U UMATMHAPHU Je0 KOMILIEKCHOT Opoja
ca Re n Im, KOMILIEKCHI KOHYTAT Ca Chj, MOJYO KOMILJIEKCHOT Opoja ca | |, u apry-
MEHT KOMILIEKCHOT Opoja ca arg (y cucremy Isabelle/HOL oH je yBeK y uHTEpBay
(—m,7]). Kommiekcua dynkinuja 3a 3Hak sgn oapehyje KoMILiekcan 6poj Ha je -
HUYHO] KPY2KHUITN KOJU MMa MCTHA apryMeHT Kao W JIaTH HEHYyJIa KOMILJIEKCAaH OpOj
(aop. sgn z = z/|z|). OBa dyskimja je nupeonrepehena u Takohe ce mpuMemyje u
3a peasHe 6pojeBe (mpeonTepeheme je MaTEMATUYKN OIPABIAHO Yy OBOM CJIYYajy
jep Baxku sgn (x + #*0) = sgn x). PyHKIMja cis OpUMemeHa Ha (v U3padyHaBa

cos « + 2*sin .

Tumncke IIpoMeHJbUBEe

Tuncke mTpoMeH/bUBE KOPUCTUMO KaJla He 3HAMO KOT' THUIIA jeé HEeKa BPEIHOCT.
Kopunrhemem orpanndema koje jgaje u3pa3 y KOMe ce I0jaBJbyje BPEIHOCT HEIT0-
suaror tuna, Isabelle/HOL pemaBa u3pa3 3a CBe BPEIHOCTU 3a KOje Cy Ta orpa-
HUYeha UCIymhena. O3HadaBaMo ca anocTpodoM u Hajuerrthe MajauM CJIOBOM, Ha
npumep, 'a, 'b urta. OBe Tuicke TpPOMEHJ/bUBE Cy MOCEOHO 3HAYAjHE jep ce TO-
MONy ®UX MOry m3rpajutu nojumopduu tumnou. Ha mpumep, tun 'a = 'b

peacTaB/ba TUT (DYHKIUje UICHTUTETA.

KonacTpyKTOpU THIIa

[TocToju MHOTO KOHCTPYKTOPA THIIA, & HAMA Cy HAJUHTEPECAHTHUjU KOHCTPYK-
TOpHU 3a JINCTE U CKYIIOBE.

KoncrpykTop 3a aucty je list. JIucrta Hag TumoMm 'a ce o3Ha4aBa ca 'a list.
N3pa3 r#y o3HagaBa JIMCTY ca IJIaBOM T, U penioM y. l3pa3 xQ@y o3HauaBa cuajame
JIBE JIUCTE, T U Y.

Ckym eslemenara Tuma 'a ce o3HavaBa ca 'a set. Isabelle/HOL ckynoBHa Teo-
pHja je BeoMa CJINYHA CKYTIOBHOj] TEOPUJU Y CTAH/IAP/IHO] MATEMATHUIIN, C& HEKOJIUKO
MambuX u3ly3eTaka. Pasziimka ckynosa ce o3nadasa ca X — Y, a cimka dyuknuje f
Ha ckyniom X ce 3anmmcyje ca f‘X. Tun npousBoma je o3uauen ca 71 X 7o (Tae cy

T) ¥ Ty TUTIIOBH CKYTIOBA).
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DyHKIINjCKU TUTOBU

Tun dynknmje ce o3HadaBa Kao 74 = To. PyHKIHMje Cy yIJIABHOM 3alluca-
He y KapujeBom 00/iuKy, a npumeHa (QyHKIHje Ce YIJIaBHOM 3allicyje y IIpe-
dukcHoj dpopmu, MTO je YecTo ciaydaj Ko (PyHKIMOHAIHOT ITPOrPAMUPAha, Kao
f z (ymecro f(z), mro je Gumke craHIapIHOj MaTEeMaTHYKOj HOTanuju). Isa-
belle/HOL monpxkasa u ckpaheny worammjy [7,...,7,] = 7 je ckpahenuna 3a
T = ... = T, = 7 (Isabelle/HOL nocmarpa 71 = 7o = T3 Ka0 7y = (Tp = 73) &
umajyhu 1o Ha yMy MU y MPETXOJHOM M3Pa3y HUCMO MUCAJIN 3arpajie).

IIpemmkar inj o3HavaBa Ja je yHKIMja WHjeKTHBHA, bij ma je Omjeknmja,
a continuous_on Jia je HENpEeKHHA HA JATOM CKyIry (mpermocraBibajyhin ma je

ofroBapajyhu THIl METPpUYIKY IPOCTOP 3a HEKY JAaTy (DYHKIW]Yy PaCTOjamba).

TepmMmoBu

TepmoBu ce mpaBe 10 y30py Ha TEPMOBE A—padyHa Ca MaJiO MPOITUPEHOM CUH-
TAKCOM.

[Ipumenom dyHKIHja HA apryMenTe 100ujajy ce TepmoBu. Ako je f dyHKImja
TUNa T = T, & t TepM Tumna 7y, ogJa je £ t Tep™m Tuna 7.

3a KOHCTPYKIMjy TE€PMOBa MOTY Jla C€ KOPHUCTe KOpUCTe lel—koHcuupyruuje:
let z =1 in w mMTO je €KBUBAJIETHO Ca % Y KOME Cy CBa CJIODOJIHA TI0jaB/bUBAIHA,
IPOMEHJbYBE & 3aMerbeHa ca t (Hup. let o = 3 in 32 je ekBUBaJEHTHO ca 3 - 3).
Moryhe je nanpaButu U KOMILUIEKCHH]Y lel-konciupykuyuje: let x1 =11; xo9 = lo;

. T, =1t, in u.

Takobe, moryhe je kopucturu if-then—else uspase: if b then t; else ty (HIp.
if 2 > 0 then x else —zx). Twum 3a b mopa Gutu bool, a t; u ty Mopajy Outn
WCTOT THIIA.

TepmoBu ce mory rpajiutu 1 KopuihemeM case—u3pada: case e of c¢; = ey |
o = ey | .| ¢, = e, MITO UMa BPEIHOCT €; aKO je € jeTHAK HEKOM C;.

[Moapxxkano je u kopumihemwe Hekux nHUKCHUX dyHKIUja (HA TpuMep, +).

Tepmosu cy A-wu3pasu, Te mory outu obyimka Ar. £ x. Ha mpumep, Ax.z +5 je
dyHKIIMja ca jeJHUM apryMeHToM, ¥, a Bpaha x + 5.

N nmopen moapzkaHor MexaHU3Ma JIeyKIMje TUIIOBA, HEKa/ia je MOTpeOHO eK-
CIUTUIIMTHO HaBecTH Tl TepMa. Jla Om m3pasmwin fa je HeKu TepM ¢ TUIA T TUIITEMO

toT.
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Jlorumuke opMmysie cy 3amucane y JOTUIMA BUIIIET Pejia KOPUIThemheM CTaH1ap/I-
He HOTalje, Be3Huu cy A, V, -, —, a KkBautudukaropu cy V u 3. Ilocroju u

dlz. f mro o3HayaBa J1a MOCTOJU TAYHO jeIHO T TAKBO Ja 3aJ0BoJbaBa P.

IIpomenssuBe

Y cucremy Isabelle/HOL nocroje Be3ane u cJI000/HE TIPOMEH/BUBE, aJIA U CXe-
MaTCKe WJIM Helo3HaTe IPOMEH/bUBE KOje ce Oo3HadaBajy ca 7ime_promenljive.
Jlornyuku raesano, To cy 3ampaBo cJI000IHE TPOMEHJbUBE, AJIH CE MOYKE JIECUTH JIa

Oy/ly MHUII]aJIM30BaHe OJf CTpaHe HEKOI TepMa TOKOM ITPOIieca JOKA3WBAA.

YBohewme HOBUX THUIIOBA

HoB Tum ce Moxke yBecTn Ha HEKOJIMKO PA3JIMYUTHX HAYMHA U OBJE he OMTH
YKPATKO IPEJICTaB/HEHH.

HajjemnocraBuuju HaUYWH je J1a ce KOPUCTH KOMaH/a type_synonym Koja yYBOIHU
HOBO MMe 3a Beh moctojehe Turose.

Aurebapcke TuIOBe, Ka0 W PEKyp3WBHE THUIIOBE TOjaTaka je moryhe yBecTm

KopuirhemeM Kibyune peun datatype. Ciiequ HEKOIUKO jeHOCTABHUX ITPUMEDA.

(1) datatype accuracy = True | False | Maybe

(2) datatype 'a option= None | Some 'a

0 | Suc nat
NIL | Node "'a Tree" "'a" "'a Tree"

0 | Suc odd_nat

(3) datatype nat

(4) datatype 'a Tree

(5) datatype even_nat

and odd_nat = Suc even_nat

IIpBa nBa THHA HHWCY pEKyp3WBHA, IIPH YeMy je THI accuracy jeJHOCTaBaH,
HabpojuBm THUIll, a TUIll option je momumopduu tumn. Ipyru m Ttpehu tun cy jen-
HOCTAaBHU PEKYP3UBHU TUIIOBU KOjUMA ce JIe(DUHUIIYy IPUPOJIHU OPOjeBu U cTabJIo.
Konauno, nocsiesma nBa tuna (even_nat u odd_nat) mpejcraBibajy MpuMepe y3a-
jaMHO peKyp3uBHUX TuoBa. Hakon nedpunucama tumna mobujajy ce pyHKIMje Koje
HA3WBAMO KOHCTPYKTOpHMA TOT Tuta (Hip. Node je KOHCTPYKTOP KOjU IpUMA Jie-
BO IIOJIPBO, €JIEMEHT y KOPeHy, JIeCHO ToJIpBO u Bpaha apBO m3rpaheno om Tux
eJIeMeHaTa).

YecTo ce TPUINKOM Pajia ca HEKUM TEPMOBHMA THUIA KOjU je JedUHUCAH ca

datatype Kopucre case-u3pa3u jep ce MOMONy IUX jeJIHOCTABHO MOTY aHAJIU3U-
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paru enementu tor Tumna. llpuwaukom neduHucama GyHKIHja 3a paj HaJl HEKUM

TunoM Jiecpbuaucanum ca datatype decTo ce KOpUCTU KOHCTPYKIIMja ca primrec.

primrec left :: "'a Tree = 'a Tree" where
"left (Node 1 v r) = 1"

Ca primrec cy dyHKIHje 3a/1aT€ IPUMUTUBHOM PEKYP3UjOM, OJHOCHO Ca CBa-
KUM PEKYP3UBHUM ITO3UBOM M3/Baja C€ KOHCTPYKTOP THUIIA 38 je/IaH O/l apryMeHAaTA.
To mMmmunupa j1a ce pekypsuja CUTI'YPHO 3aBpIaBa U Ja je (pyHKIHja ToTasHa.
[TocToje n apyru HauMHM" Ja ce 3aajy (PyHKIMje HAJ] PEKYP3UBHUM THIIOM, PEIIUMO
kopurithemsem fun mym function, asmu o Tome he GuTu Bullle peun KacHUHje.

Csaku HOBU THII je creludUKOBaH Jjia 0yae nzomopdaH ca HEKMM HElPa3HUM
nojckynoMm rocrojeher Tuma. Ha npumep, Tun ce mozke yBectu kKao typedef three
= "{0::nat, 1, 2}", a To reHepuiie 0dbaBe3ly Ja ce JOKaxKe Ja je TUIl HEelpa3aH.
Bujexknuja namely HOBOr alicTpakTHOI THUIIA U HETOBE PEIpe3eHTaInje /1aTa je ca
nBe dyuknuje: Rep_three :: three = nat, u Abs_three :: nat = three,
KOje 3a710BoJbaBajy ycioe Rep_three = € {0,1,2}, Rep_three (Abs_three x)
= z,and y € {0,1,2} = Abs_three (Rep_three y) = v.

SanucuBame aeduHUIIja, TBphema 1 Kopaka y

JOKa3UBaky

Hedwununuje ce 3amajy xopumihemem cuntakce definition x where "z =

...", e je x KOHCTaHTa Koja ce jiepuHuIIe.

definition is_empty :: "'a Tree = bool" (infix "=" 50) where

[simp]: "is_empty [ +— [ = NIL"

OBom pgedunuIEjOM cMO JeduHucATn PYHKIH]Y KOja UCHUTYje /1a JIX je CTa-
610 npazno. Jledunuruja je Ha HEKM HAYUH cKpaheHua — HOBO mMe 3a moctojehe
kournenre. Jledbunuimja He Moxke OMTU PEKyp3WBHA. Y KOJHUKO KEJIUMO JIa He-
Ky JeUHUIM]Y T0IaMO y TpaBua 3a cuMILinduKaIyjy mumemo [simp|. Moxke ce
KOpUCTUTHU KoMaH1a infix Koja omoryhaBa jga HEKO]j orepaliiju J01eJTMMO HHMOUK-
CHY O3HaKy. Bpoj o3HavaBa mpuopuTeT TOT MH(MUKCHOT OIIepPaTopa ! IpaKca je ja
yBeJleHn WH(UKCHHU ONEPATOPU MMajy MamWu TPUOPUTET Hero oHu Beh mocrojehn,
I1a Ce 3aTO CTaBJbajy BEJUKU OPOjeBH.

Jleme ce 3aajy KopulihemeM CHHTaKCe
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lemma name
fixes wvars
assumes assms

shows concl

[Ipu 9eMy je name je uMme JiemMe, vars yCJaoBU KOjU BayKe, aSSMS MPETIOCTABKA, a
concl je 3ak/bydak TBphema. AKO HeMa MPETIIOCTABKH, KJ/byUHA ped shows MoxKe
6utn nzocraBbeHa. Takobe, kopuctuhemo cunTakcy lemma , A xq,...x5. [asmi;
w3 asmy,] = concl" upu gemy cy asmy, ..., asm,, IPETHOCTaBKe, concl je 3aKIby-
YakK, a Ti, ..., L CYy YHUBEP3aJIHO KBaHTHU(MUKOBaHE TPOMEHJ/bUBE. YMecTO lemma
Moryhe je KopucTuTu K/bydHy ped theorem m HeMa HUKAKBE pa3JiMKe jep je TO y
CUCTEMY TOTIIYHO UCTO.

Mu cMo y oBOM pajly MHTEH3UBHO KOPUCTHUJIU je3uk [sar koju je meo Isabel-
le/HOL cucrema u 9uja apxuTeKTypa oMoryhasa nucarme CTPYKTYyPUPAHUX JIOKa-
3a (mpumaga rpynu AeKJIapaTHBHUX je3uka). 1o 3ampaBo 3HAYHU & je ca Je3MKOM
Isar moryhe nucaru ,,autibuBe” qokaze. Isar je Beoma borar je3uk, u Mu heMmo oBJie
oIrcaTH CaMO OHe KOHCTPYKIIHje Koje Cy KOopuIllheHe y OBOM pajy. TpuBHjaHu
JIOKa3M ce TIOKa3y]jy MO3UBOM HEKOT' ayTOMAaTCKOI METO/Ia, Tj. TAKTUKE, HABOhEmheM
n3a KJpy4dHe peun by. Ciioxkenuju joka3u nucanu y Isar ctumy ce 3a1ajy usmeby
KJby4uHUX peun proof u qed. Y camMoM J0Ka3y MOTy MOCTOjaTu (PUKCHE ITPOMEHIbU-
Be (3azare KibyuHOM peun fix, mpermocraske (assume), nomohua Tephema (have)
U Ha KPajy U caM 3aK/bydaK TeopeMe 33J1aT ca K/bydHoM peun show. Ca KJbyIHOM
peun using wim ca K/by4HOM pedn from ce yBOJe UMIHLEHUIE KOje Cy MoTpedHe
na 6u ce TBpheme mokazago. OBe YnmbeHUIlE MOT'Y OWTH MPETIOCTaBKe, momMohHa
TBphema uiu Jipyra TBphema Koja cy panuje Beh jgokazana. Ha npumep:

lemma num_property:

"W (z::real). (z—1)-(x+1) >0 — 22> 1"
proof-
fix x::real
assume "(x —1)-(z+1) > 0"
have "(z — 1) - (z+1) =22 —1"
by (simp add: power2_eq_square field_simps)
then show "2 > 1"
using “(z—1)-(x4+1)>0"
by simp
qed

47



I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

MeToanu 3a JoKa3mBaibe

Jlo cajia cMo BuIIe Ty Ta CIIOMUAHAIN METOJIE 33 JIOKA3UBAIHE, TAKTUKE, CUMILIH-
dukarmjy T, aau HUCMO YJIA3WId Y JleTa/be. Y OBOM IOIVIaB/bY heMO yKpaTKO
objacantu Moryhuoctu 3a nmokazuBame y cucremy Isabelle/HOL w oGjacamhemo

BUXOBY TEOPHUjCKY OCHOBY.

IIpupomgna gemykKnuja

OcHOBHE MeTOJT 3a JOKa3WBaImbe je MPUPOIHA JIeYKIMja O KOjoj je Omio pedn
y noriaBsby 2.1. Isabelle xopuctu omrosapajyhy KoJIeKInjy HpaBHjIa IPUPOIHE
JIenykipje fga 6u J0Ka3 TparXKuo ayToMarcku. Beh cmo Buieu na 3a CBaku Be-
3HUK, TIOCTOje MPaBUja KOja ra yBOJe W MpaBuja Koja ra ejmmunuiry. Cucrem
Isabelle nma oCHOBY y TIpaBUJIMMa IIPUPOJIHE JAEYKIIAje, I1a MHOTU aJIaTh KOPHUCTE
TEePMUHOJIOTHjY YBOhema Wi eJIMMUHUCATHA ITPABUJIA.

[TocmaTpajmo yonmTeHo TpaBUIIO:

PP... P,

P

Mertojie KOje MOKEMO TPUMEHUTH Yy JIOKA3UBAaIbYy KOPUIITNEHEM OBOTI ITPABUJIA

cy:

e rule R merona yaudukyje () ca TPEHyTHUM IHUJBEM U YBOJHU 1 HOBHUX IOJI-
IJbeBa 3a JIOKa3uBawme mHcTanmm P, P, ..., P,. 3ampaBo, 0BO MpaBujo y
MaTeMaTHYKUM TEKCTOBUMA (3a BE3HUK ) je

A B
ANB
e erule R merona yaudukyje () ca TpeHyTHUM IujbeM, yHudukyje P, ca He-

KOM IIPETIIOCTAaBKOM W yBOIHU 1T — 1 HOBUM IIOJIMJb 3a JOKa3uBalb€ MHCTaHIIN
P,..., P,

e drule R meron yuudukyje P; ca HEKOM MPETIIOCTABKOM U OJIMAaX T'a OpwHIie

¥ YBOJIM N HOBUX TIOJIMIbeBA s, . .., P, m WHUAIIjaTHA 1IHJb, &JIA Ca JIOJIaTOM
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npermoctaBkoM (). Ha mpumep, y MareMaTHIKNM TEKCTOBUMA OBO ITPABUJIO

3a BE3HUK A je

ANB
A

e frule R meron ce monarna kao drule R MeTos, aju He OpuUIlle IPETIIOCTaBKY

KOjy je yHH(MUKOBAO.

e rule tac v; =t; and ... and v, =1, in R MeTOJ je MCTHM Ka0 W METOJI

rule R, ayim mHHUIIMjaJIU3yje TPOMEHJ/bUBE KAO IIITO je HaBEJIEHO Y IPABUILY.

IIpasuna 3a ysoherve ciayxe na oapene kaga je moryhe uzsectu (popMysty Koja

CaJIP2KM O/roBapajynu Be3HUK.

conjI: [7P;?Q] ="7PN?Q
disjIt: TP ="7PV7Q
disjI2: Q0 ="7PV7Q

disjCI: (=?7Q =7P) ="7PV?Q
impI: (7P =7Q) ="7P —7Q
notI: (7P = False ) = 7P
(-?P =7P) ="7P
alll: (ANx.?7Px) = Va.?7Px

exI: ?P?7r = Jx.7Px

clasical:

HoxaszuBame y cucreMy Isabelle mie yraza — Kajia IPIMEHIMO IIPABUJIO conjI
oAb je Beh y o0/InKy KOHjyKIMje U TPABUJIO YUHU JIa Be3HUK A HecTane. Moxke-
MO NPUMETHUTH JIa Ce Yy MPaBUJIy KOPUCTE IeMaTCKe MPOMEH/bUBE IIITO oMoryhaBa
Ia Oymy 3amMemeHe OMJIo KOjoM GopMysoM. 3aaBameM IpaBUIa y MeToau rule
OHO OWBa MPUMEIHEHO HA TPEHYTHO TBpDEIbe, IMITO MOKEMO BUIAETH Y JOHEM PU-
Mepy.

Ilpasunra 3a esumunayujy ciayxe na ce ocaoboauMo Be3HuKa. Kaja mpume-
IbyjeMO TIpaBUJIa 3a €JIMMUHAIN]y Hajoosbe je kKopuctutu Meton erule. IIpasmio
rule Hajuenrhe MpPoW3BOAU jejlaH OB BUIIE HErO IITO TO YMHU erule, a Taj

IIO/IINJb je yIJIABHOM TPUBUjAJIAH.

conjE: [?7PA?Q; [?P;?Q] =7R] =R
disjE: [?7PV?Q;?P —="R;7Q —"R] =R
notE: [-?P;P] = R

impE: [PP —7Q;7P;7Q = 1R] ="R
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allE: [Vz.?Pz;?P?e =?R] =R
exE: [Bz.?Pz; \ 2.?7Px =7Q] ="Q
contrapos_pp: [?Q;7P = —7Q] ="P
contrapos_pn: [?Q;7P = -7Q] = 7P
contrapos_np: [-7Q; 7P =7Q] ="P
contrapos_nn: [-7Q;7P =7Q] = 7P

[Ipumenom mpaBmIa 3a JIECTPYKIN]y €TUMUHUIIE CE HEKM BE3HUK. 33 HUXOBO

Kopuniheme Hajoosbe je KopucTUTH MeTox drule.

conjunctl: 7PA?Q) ="7P
conjunct2: 7PA?Q ="7Q
mp: [?7P —7Q;?P] ="7Q

[Tocmarpahiemo npumep koju cmo umasu panuje (Ilupcos 3akoH) u Ha KOMe

MO2KEMO Jla BUAVMMO KaKO IIPpUMEHa IIpaBUJIa YTUYEC Ha IIPOLEC JOKa3UBaiba.

lemma "((A — B) — A) — A"
apply (rule impI)

apply (rule classical)

apply (erule impE)

apply (rule impI)

apply (erule notE, assumption)+

done

[Tpumena npasmia impl nperBapa 1muwb y HOBH 1nib (A — B) — A = A
o npasusioM classical mocraje musb [(A — B) — A; —A] = A. Ilpumenom
Mmerozie erule impE yBoge ce gBa HoBa nomimiba A = A — Bu [-A; A] = A.
Jla 6u ce 0cI060MTH BE3HUKA — Y IIPBOM IOJIIIJBY IPUMEbYjeMO MpaBuio rule
impI u npBu nomsb nocraje [-A; A] = B. Konauno, npumersyjemo erule notE
Ha TIPBU MOIIINB U J00ujamo A = A mro paspemnraBaMo ca MeToI0M assumption.
Crauvno je u 3a APYTH TOJINUJb U Ca + CMO O3HAYUIIN JI& Ce UCTA ITPABUJIA U METOJIE
npuMeHe Ha JApyru noainmb. OBUM je JI0Ka3 roToB.

Isabelle Takohe KopucTH M CyNCTUTYIN]Y Y AOKasmBamwy. l[IpaBuio cymcTuty-

I7je JI03BOJ/baBa JIa Ce€ TEPM S 3aMEHM TEPMOM { aKO MOXKEMO JIa JIOKaXKeMO t = S.

ssubst: [?t =7s;7P7s] ="7P7t
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Cumnuindukanuja

JesHo oJ1 TJIaBHUX ayTOMATCKUX METOJA KOje ce MPUMEHY]e je Upe3auucusarve
Wepmo6a, OJTHOCHO y3acTOITHA MPUMEHA jeTHAKOCTU Koje Bake. HapaBno, Tpe-
06a OMTH TAXKJ/bUB y KOPUIINEY IIPEe3alliCUBaba jep MOXKe Ja Tpaje ODEeCKOHATHO.
Cumnmnduranmja ce mokpehe ca simp. Meros simp ce MOXxKe 3aJaTh U Ca AU-
ctwom Mogupuratopa, oqHocHO ca add u del Koju ciyzKe J1a JI01ajy, OAHOCHO I
n30pUIly HEKa MpaBuja Koja kopuctu meron simp. Ha npumep, apply (simp
add: 1is_empty_def) nomaje nedununumjy y mnpasuia 3a ynpomihiaBarse (IOHe-
KaJ ce kopuctu 1 unfolding is_empty_def yKOJHMKO KeJIMMO caMo Jia pa3BUjeMO

nedbuHUIN]y, & METO, Simp ypaJju ¥ MHOIO BUIIE O] TOTa).

AyTromarcku meTo/in blast u auto

YecTo je nmpuamkoM J0OKaswBamba MOTpeOHO mpoHahu ompehenu pejiociien 3a
[IpUMeHY TpaBUJIa Ja OU JIOKa3 MOrao YCIIEITHO Jia Ce U3BeJe U Jia Ce 3ayCTaBJba.
[Topen Tora, moka3um MOry OUTH jaKo JIyT'M aKO C€ IPUMEIbyje Y CBAKOM KOpPaKy
jenno mo jenno npaswio. Jla 6u ybpsasu mperpary mpaBmiia, Kao M PeIOCIes]
KOJUM Ce€ OHa IPUMEY]y MPUMEIbYjeEMO ayTOMaTCKe MEeTOJIe, Kao IITO je MeTO]I
blast. OBuM MeTOIOM Cce KOMOWHYjy CBa rope HaBeleHa Npabmia (IpaBuia 3a
eJIMMUHAIN]Y, 33 JeCTPYKIHjy, IpaBujia 3a yBohewme, omHocHo conjl, ..., conjE,

.., contrapos_pp, ..., mp, ssubst) ji0K ce He Halje Hekn ji0ka3. Perumo, [Tupcos
3aKOH KOjU CMO MMAaJIM paHMje M KOjU CMO JIOKA3WUBAJIM Yy BHIIE KOPaKa Ce MOXKe
y POKY HEKOJMKO MHUJIMCEKYHIU JI0Ka3aTu MeTosoM blast. JloBosbHO je 6mio ma

CMO HalInCaJin:

lemma "((A — B) — A) — A"
by blast

Metom blast Takohe moxke ja edukacaHo J0Ka3yje MHOIE€ TEOPEME TeOpHUje
ckynoBa. Hamme, oBaj MeTo/1 ce 3acHUBA Ha METOIU TAabJI0a KOja je UMILJIEMEHTHU-
pana y jesuky ML. Tokobe, meros ce ociama Ha BeJIUKYy 0a3y JieMa KOjy MOXKe
Jla TpeTpakyje u Koja oMoryhaBa pe3oHOBame 0 CKynoBuMa (y OKBHUDY CHCTEMA
Isabelle/HOL passujena je llepmeno—®Ppenkes Teopuja CKyIoBa ca aKCUOMOM U3-
6opa), pyHKIHjaMa U pesaryjaMa.

Metos KOju KOMOMHYje KJACHYHO PE30HOBAIbE Ca YIPOIIhaBameM je MeTO[

auto. Iberos nmusb je ja jgokaxke jeJHOCTaBHE IOIIMJ/bEBE U JIEJIOBE TOJIIIN/HEBA.
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HazxkastocT, Mozke j1a Tpou3Bejie BeJIMKU OpOj TMOIN/bEBa jep 0K HEKe TO/IIU/beBe
J0Ka3yje JpyTe JeJM U TaKO MTPOU3BO/IM HOBE TO/IITAIbEBE.

[Topes oBux MeToja, mocroje u 6pojuu Apyru, perumo meton force, clarify,
smt koju nokpehe SMT nokasusau [13] urn. Taxobe, mocroje joir u 6pojua mpa-
BHJIA KOja HUCMO HaBeJIN, Ha IpuMep, somel, somel2, order_antisym ntm. OBge
neheMo ya3uTu y cBe JileTa/be jep TO HUje IUJb OBOI' Ppajia, a BUIIE Ce MOXKE T0-

rienaru y [131].

Hedbunucame dpynkimja

Oyukuuje y cucremy emphlsabelle/HOL ce mory 3ajatu kopuinihemeM mpu-
MHUTHUBHE WU TeHepaJHe pekyps3uje. ledbunuiuje dynkimja kopucre QyHKIITO-
HasHOCT yrpabheHor nmakera 3a dyuknuje [96] u mu hemo oBie mpejcraBuTn HEKe
ocuoBHe Moryhuoctu. ®DyHKImja ce 3ajiaje CBOjUM MUMEHOM, TUIIOM U CKYIIOM JIie-
dunncannx pekyp3uBHux jenHadunna. (CBe NMPOMEH/bUBE JIEBE CTPAHE jeHATHNHE

MOpajy OUTHU pas3jIundauTe.

fun ins :: "'a = 'a list = 'a list"
where
"ins a (x#y#rs) = x # a # ins a (y#xs)"
| "ins a [v] = [v,q]"

| tinsa ) = [

HOL je sioruka Totainux GyHKIIAja 1 3ayCTaB/bambe PYHKIHM]ja je BaKaH yCJIOB
KOju crpedaBa HeKoH3ucTeHTHOCT. Ha mpumep, uz gedununuje £(n) = f(n) +
1 mozke ce mokaszaru ma je 0 = 1 ako 6u ckparuau f(n) ca obe crpaHe jegHAKO-
ctu. PyHKIMja ins ce yBeK 3ayCTaBjba jep HEHU apryMEHTHU IIOCTajy MambH ca
CBaKMM DPEKyp3uBHUM mto3uBoM. Kaja kopuctumo fun, /sabelle mokyrasa ma 10-
KaXke 3ayCTaB/barbe ayTOMATCKU. Ajini, MMOHEKaJ|, y TOME He ycre u JAeduHuImja
6uBa oyiOujera. Y TOM CJIydajy, OOMYHO je HajObosba ujieja KOPUCTUTH IITUPU OOJIUK
neduHUMje ca KbyuanoMm peun function. Kopumihemem oBor mmmper objimka Ko-

PUCHHMK MOKe JIa BHUJIH TJIE je HACTao mpobjeM y jokasuBamy. CHHTaKcA je:

function fun_name :: 7} =—> 15 =—> ... where equations

by pat_completeness auto

termination by lexicographic_order
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Hedunuiuja dyHKIMje cCTBApa HEOITXOAAH YCJIOB KOjUM Ce U3pazKaBa KOMILIET-
HOCT U KOMIIATHOMJIHOCT U TO ce JIoKa3yje (y oBOM mpuMmepy) KopuihiemeM MeTo-
na pat_completeness u auto. /loka3 3aycraBspbarba mouuibe mocie jedunuimje,
HaKOH KoMaH/e termination. Metox lexicographic_order je mojpa3ymeBaHU
MeTos. AKO OBaj MeTOJI He ycre, JIOKa3 Ce M3BOIAU PYIHO. Y JIOTHUII BUIIET pe-
J1a c¢Be (DYHKIIMje Cy TOTAJIHE W TO je YIPABO PA3JIOr 3aIlTO MOpa OUTHU JTOKA3AHO
3ayCTaBJ/balbe jep TO Jiaje OIpPaBAbe /1 je 33JIaTOM PEKypP3ujoM (PyHKIMja 100po
neduHUCAHA.

Kana ce mokaxke 3aycrabipambe, cucrem Isabelle/HOL o6e36ehyje nmpuiarobe-
HO MHJIYKTHUBHO IIPABUJIO 3a CBaKy Aedunucany dyuknujy. Vme Tor mpasumia je
fun_name.induct, a JoKa3 HeKaJga MOXKEMO 3aI0Y€TH UMEHOM MeTOJIle KOje KOPH-
CTUMO 32 JIOKA3WBAE, HA TIPUMED:
proof (induct v; vy... rule: fun name.induct)
opu Yemy cy vi, U ... IPOMEHJbUBE KOje cy 3ajare y TBphemy (theorem, lemma,

have, ...) kao napamerpu fun_name.

lemma "ins ¢ ¢ @ ins a y = ins a (x @ ¢)"
proof (induct x rule:ins.induct)
case (1 a x p @
assume"ins a (p # ¢) @Q ins a y = ins a ((p # ¢q) @ )"
thus 7case
by simp
next
case (2 a)
show 7case
by simp
next
case (3 a v)
show 7case
apply (induct y rule:ins.induct)
apply simp+
ged

Hakon usBpinema kopaka proof (induct x rule:ins.induct)

JIOKA3 Ce JIeJId Ha TPH Jesia (MOIIIba):
1. AN ax ya zs.
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ins a (ya # xs) Q ins a y = ins a ((ya # zs) Q y) —
ins a (x # ya # xs) Q ins a y = ins a ((x # ya # xs) Q y)
2. ANa. ins a [] @ ins a y = ins a (] @ y)
3. AN awv. ins a [v] @ ins a y = ins a ([v] @ y)

Ca cBakuM case KOPAKOM ce JIOKa3yje jesiaH o1 OBUX mojim/besa. 1IpBu moaimsb
jé MHIYKTUBHU KOPAaK, JIOK Cy Jpyru u Tpehu momanmb 6a3a uHayKimje. MoxkeMo
NPpUMETUTHU Ja je 3a J0Ka3 Tpeher moiim/ba KOpuiiheHa WHAYKIUja 0 JIPYTOj
qucTu (JIMCTH ), aJli KAKO Cy KOPAIy MPUJIMIHO JeJHOCTABHU HUje Ouiio morpede
pa3BujaTu J0Ka3 Beh camo Mo3BaTu CUMILIA(PUKATOP.

[Toneka je morpebuo medbunucaru napuujaany ¢yakiujy. OBo Huje moryhe y
HOL, anu moryhe je namectuTn Jia ce Torasana GyHKIIAja TOHAIIA KA0 IapIiujasaHa.
[Topen dyuxkiuje, yuje je ume fun_name nedunumre ce u fun_name_dom u oH Jaje
JoMeH (yHKIMje, OHOCHO BPEIHOCTH Y KOjuMa (DYHKIHja CUTYPHO 3ayCTaBJba.
Nuaykimona npasusa JJoMeHa oMoryhasajy Ja ce moKazke Jia J1aTa BPEIHOCT JIEXKU
y JIoMeHY (DYHKIIje aKO CBU apryMeHTH Yy CBUM PEKYDP3WBHUM TO3WBUMAa Takobhe
Jexxe y nomeny. llpuiamkom jmoka3mBamba WHIYKIMjE 38 TaKBY (DYHKIH]y 1TO3UBA
ce mpaBuwio fun_name.pinduct u mpm TOME ce WHAYKIIMja BPIIU CAMO 3a OHE
BPEIHOCTHU Koje cy neduHucane y jaoMmeHy, kopuirhemeM fun _name_dom. Bwmre

0 oBoMe Moxke ce Halu y [96].

Cucrem momayiia

Cucmem modyaa (enr. locales) [9] cy mexanuzam 3a cTpyKTypHY crierudukarmu-
jy m 3a moaymnapaoct y cucremy Isabelle. Ca momymuMa ce yBOIM CJIOj allCTPAKIIHAje
Tako MTO ce (ukcupa cKyn mapamerapa ((MyHKIMja ¥ KOHCTAHTU) W IIOTOM Ce
3a/1ajy TPETIIOCTaBKe O OBUM IapaMeTpuma. Pe3oHOBame ce pajiu arcTPakTHO
y3uMmajyhu y 003up Jate mMpeTmnocTaBKe, a Pe3y/aTaTh ¢e MOT'y KOPUCTUTHU 38 CBaKYy
KOHKPETHY KOHCTAHTY Wi (DYHKIU]Y KOja 3aJI0BOJ/baBa MPETIIOCTaBKE JIaTe Y MO-
nyity (KaxkeMo Jia oHe nuHTeprperupajy momyi). Cunrakca 3a meduHuCAmbE MOIYIa
je:

locale name

— Ca oBuUM 3a/ajeMO UMe MOJIYJIA.

fixes param name :: T} =T, = ...
— IlapameTap ca cuHTAKCOM TIpU YeMy Cy (DUKCUPAHU MapaMeTpu Pa3Jiu-

quTr. THUIIOBM 3a mapaMerpe He MOpajy OUTH MHUIHjAJIM30BaHu. AKO HUIITA HUjE
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Ha3HA4YeHO, y3uMajyhm y 0063up mpeTrnocTaBKe, eJIeMEHTH MOTY WMATH W OIIITH

THII.

assumes

— IIpernocraBke.
begin

body

end

Nmena y MmosynuMa cy KBaandUKOBaHA IMEHOM MO/IyJIa y KOMe cy JeduHncana,
Ha puMmep H. f o3nagasa dyuknujy f u3 reopuje H. Y okBupy KonTekcra (u3mebhy
body u end) mory 6utn 3anare jgedununmje u Teopeme. [Ipumep 3a MOIyo KOjuM

ce onucyje PyHKIIMja COPTUPAhA eJIeMeHaTa JIUCTE je:

locale Sort =
fixes sort :: "'a::linorder list = 'a list"
assumes sorted: "sorted (sort [)"

assumes permutation: "sort [ < > ["

OBumMm ce pedunwuine ga QyHKIHja COPTUPAHA KAO YJIA3HU apryMeHT y3uMa
JINCTY eJIeMeHaTa KOju ce Mory nopeanTtu u Bpaha jiucty. [Ipu Tome Bpahena jimcra
Mopa 6uTH copTupana (sorted) W 3ampaBoO IPEJCTAB/LATH HEPMYTAIU]Y MTOJA3HE
mucre (permutation). O3nakom 'a::linorder je OrpaHHYeHO Ja TUI 'a IPUIIAIA
Kjacu linorder, Tj. Haj TOM THILy [OCTOjU JUHEAPHO ypeheme (Buile o Kiacama
Bugeru y [71]).

Teopeme u nedununmje 3a1aTe y OKBUPY MOJIEJIa Ce MOT'Y KOPUCTUTU M KACHU-
je, y JpYyruM KOHTEKCTHMa KaJa Bayke IMPETIOCTaBKe Moiysia (Kao aedunHunmje
nim Beh nokazane teopeme). OBO MOHOBHO KopwuIhieme Teopema ce 30Be MHTEep-
IIpeTalyja MOJyJa U IIOCTOjU /IBA HAYMHA KAaKO Ce TO MOXKe yUWHH, KOpUIhemeM
KoMmanzae sublocale ninu interpretation.

Komanna sublocale omoryhaBa ja ce miaenTudukyje Be3a usMehy Mojysia u
3aBucHUX Mojyaa. Jlekimapamnuja sublocale L; > L, o3HadaBa jJa ce IITO je
nokazaHo y Lo Baxku u 'y L. Homaruo, nedununuja je TuHAMUYIHA — CBAKU HOBU
3aKJbydakK Koju ce Kacuuje nojga y Lo he ucto na Baxku u 'y L;. OBa penamuja je u
TPAH3UTUBHA.

Komansa interpretation o3nadaBa HHTEPIPETAIN]Y MOJIYJIa Y HEKO] TEOPU]H.

OBo je camyHO MHCTAHIUPAY KOHKPETHOT 00jeKTa HEKOT 00jEKTHO OPUjEeHTHCAHOT
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tuna. PernuMo, Xun copTupame O MOTJIO OUTHU jeJiHa OJI MHTepIpeTaluja nedu-
HHUCAHOT' MOJyJia Sort.

Momynu ce gecto Kopucte y Bepudukanuju codpTBepa jep omoryhasajy mexa-
HU3aM KOjU ce Ha3uBa ,ylpolhiasatme mporpama’ [70].

Mu hemo na Buiie mecta Kopuctutu Mojaysie. Herme hemo nedunucaru cso-

je MomyJsie, a Ha HEKUM MeCTHMa heMO KOPUCTUTH MOIyJe u3 mocrojehux Isabel-
le/HOL 6ubsmorexa.

KoanmyHndykn maker

Jpyru HauuH J1a ce yBeJy HOBU THUIIOBU, U€CTO KOPUIIMNEH W y MAaTEMaTHIH,
jecy KOJIMYHUYKU TUIOBU. KOJMYHUYKN TUIIOBU CY 3TOJHU 3a AlCTPAKIIAjy THUIIA!
YMECTO Jla €KCILUIMIIUTHO JIOKa3yjeMo Jia (PYHKIIHja 3a0BO/baBa PEJIAIUjy €KBU-
BaJICHIIMj€ WK JIa YyBa WHBapHUjaHTe, OBa MHMOPMAIIMja MOXKE OUTH €HKOIUpaHA
y camom tuny dyukiuje. Kao mro cmo panuje Busesu, Isabelle 3axTeBa paj ca
dyukimjama Rep m Abs Koje ciiyzKe Kao Be3a m3MeDhy cTapor THIla M HOBOT all-
CTPAKTHOI THUIA. 3aTO JeduHucame (QYHKIMja HAJ AIMCTPAKTHUM THUIIOM MOXKE
OUTU HE3rOJIHO U YeCTO 3aXTEBa JOKa3uBame Opojuux TBphema. 3aTo 1mocToje pa-
3HU MEXaHU3MU KOjU ayTOMATHU3Yjy PaJl ca KOTUIHUIKUM THUIIOM.

Y Isabelle/HOL nocroju Buie nakera Koju oMoryhasajy paji ca KOJUIHUIKUAM
TUIIOM, U y HaIoj popMajM3aluju Mu cMo Kopuctuiu lifting/transfer naker [84].

[IpBu KOpak y neduHUCABY KOJUYHUYKOT TUIA je HeduHuIja pesialuje eKBU-
BaJleHIInje A HaJi HekuM nocrojehinm (penpesentarusaum) TumoM 7. KoamaHuakn
THI Kk ce OHJa JeduHUIIe ca quotient_type x = 7 / =~.

[IpBo mMaMO HEKM OCHOBHUM THI 'a W pejlalujy eKBuBaJjeHnuje R :: 'a =
'a = bool. ITorom mMaMO arcTpakTHU TUII 'b KOjH je ¥ KOPECIIOJAEHIINjU jeTaH—
Ha—jeJaH ca KJiacaMa eKBuBaJeHIuje pesnamuje R. HanMve, dpyukiuja amncrpaximje
Abs :: 'a = 'b Mamumpa cBaKy KJIaCcy €KBUBAJIEHIIH]e pejaruje R y TauHo jesiHy
aIICTPAKTHY BPEIHOCT, a QPyHKIMja penpe3eHTaruje Rep :: 'b = 'a mperBapa
aTlICTPaKTHY BPEJIHOCT Yy IIPOM3BOJbAH €JIEMEHT OJIroBapajyhe Kjace eKBUBAJICHIIH-
je. 3a matm Tun 'a u penanujy R, Komamaa quotient_type yBOAM HOBH THUI U
onrosapajyhe dyukmuje Abs u Rep.

Kao npumep yzehemo pesarujy jegHAKOCTU IO MOJIYJIy NPUPOIHUX OpojeBa.

[IpBo nedunuiemo pesarmujy.
definition moduo :: "nat = nat = bool" (infix "=" 50) where
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"a ~ b +— (dm. m # (0::nat) A a mod m = b mod m)"

Ha 6ucmo Moryu 1a AedUHUIEMO KOJIUIHUYKU TUIT HAJI OBOM PEJIAIMjOM TI0-
TpebHO je J0Ka3aTH Jia je OBa peJialiuja 3alpaBo pesallija eKBUBAJIEHInje. 3aTo

JloKazyjemo ciezehe jeme:

lemma moduo_eq_refl: "a =~ a"
lemma moduo_eq_sym:

assumes "a =~ b"

shows "b =~ a"
lemma moduo_eq_trans:

assumes "a ~ b" "b = c¢"

shows "a =~ c¢"

OBe Jileme ce TpUBHUjaIHO JI0OKA3y]jy U y Te jerajbe Hehemo caja yirasutu. [lotom

,ILe(i)I/IHI/IIHeMO KOJIMYHUYKW THUII:

quotient_type

moduo_gt = nat / "moduo"

OBa nedunuimja n3azuBa 0dbaBe3y Ja ce JOKaxke Jia je KopuiiheHa peJaiuja
peJtanuje ekBuBasennuje. Jlobmjamo momnmib obsimKa: equivp op =, IpU YeMY
equivp o3HavaBa ja Tpeda MOKa3aTu OCOOMHY €KBUBAJICHITH]E.

N To ce TpuBmjaaHO H0Ka3yje KOpuihemeM ITOKa3aHuX JieMa Ha caeaehu HaunH:

apply (rule equivpI, rule reflpIl, simp add: moduo_eq_refl)
apply (rule sympI, simp add: moduo_eq_sym)
apply (rule transpIl, blast intro: moduo_eq_trans)

done

QyHKIM]e HaT KOTUIHUIKUM TUIIOM ce jiecbuHuIny y asa kopaka. [IpBo, pyHK-
muja f; :: ... T ...ce meduHUIIE HAJ perpe3eHTaTUBHUM THIOM 7. IloToMm ce
Kopuctu lifting maker ma ce OyHKIWM]a ,[IOAUTHE U3 OA3MIHOL THUIIA HA AllCTPAKTaH
tun. PyHKIHja ce TMoJuKe Ha KOJUIHUYIKYA Tull Kopuiihemem 1ift_definition
fe 1 ... Kk ... is f;. OBo crBapa 0obaBe3y ja ce JOKarxke a JIeDUHUAII]A
He 3aBUCH OJ nu30opa mpejcTaBHUKa. lleo oBaj mocrymak mocMaTpaMo Ha jeTHO-
CTaBHOM IPUMEPY HaJI allCTPAKTHUM TUIIOM Mojaysa. Jlebunucana dpyHKImja Ha

Oa3WYHUM TUIIOM HaJ| TPU apryMeHTa je:
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I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

definition add_moduo :: "nat = nat = nat = nat" where

"add_moduo a b ¢ = (a + b) * ¢"
[Torom moguzkeMo OBy Je(UHUHUIKM]Y HA HUBO KOJUIHUYIKOL TUTIA:

1lift_definition add :: "moduo_qgt = moduo_gt = moduo_qgt = moduo_qt" is

add_moduo

" oBa JedUHHII]a CTBApa 00aBe3y Ja ce JIOKaXKe:

/\3392961,%21-
[z~ y=uy; 27221 ] =

add_moduo = y z ~ add_moduo x1 Y1 21

IIITO 3aIlpaBO NIPeJICTaB/hba TBPDEme Ja KAKO T'0Jl M3adpaJii MpeICTaBHUKE KJace
pesysitar he 6uTh eleMeHT TavHO jerHe Kjace. Kako ce MoxKe TPUBHjATHO JIOKaA-
3aTH JIa IJIyC W IyTa 9yBajy MOIYO, JIOKa3 je MPUJIMYHO jeIHOCTABAaH U 3aXTEBA

camMmo Jio/iaBambe ofroBapajyhux nedunuimja tumna u PyHKIHje Y CKYIl IPaBUIa;

apply (simp add: add_moduo_def moduo_def)
by auto

[Taker transfer obe3behyje meromy 3a moka3uBame transfer Koja 3aMemyje
TPEHYTHH TOJIIN/b C& JIOTUYKH €KBUBAJIEHTHUM KOJU y3UMa JpPyre TUIIOBE M KOH-
craaTe. OIHOCHO, 38 KOJMIHUYIKN THUI, METO transfer pemayKyje TPEHYTHU TO/I-
Wb KOjU je Be3aH 3a KOJWIHWUYKW TUIN Ha IOIINJb KOJU je Be3aH 33 OCHOBHMU,
6azuunn tun. OBaj MeToJ HUje CTPOro Be3aH CAMO 33 KOJUIHUYIKU THUII, MOXKe Ou-
TU IPUMEHHEH U 33 JIpyTe TUIIOBE aKO MOCTOje oJroBapajyha npasuiia 3a Tpancdep.
Kana nepunumemo dpynkiujy kopumhemem 1ift_definition ayTomarcku ce re-
HEpUIILy TpaBuia 3a TpaHcdep 3a gaTy GyHKIUjy (TOKOM pajia 0Baj MOCTYIIAK Ce
He ipumehyje jep ce onBuja y mosaauHm).

V3MuUMO Ja KEeJTUMO J1a TOKaKEMO jeJHOCTABHO TBPhebe ca Hally JiepuHuCcaHy
dyuknujy add: lemma "add a b ¢ = add b a c¢"

Kana nmpumenumo apply transfer renepuiie ce HOBH TOJIN/b KOjU je HAJ
[IPEJICTaBHUIIIMA KJIAca:

/\ a b c. add_moduo a b ¢ =~ add_moduo b a c

Ob6parumo makiy J1a je pesaruja jeITHAKOCTH 3aMeheHa paHuje TeUHICAHOM
peslaljoM eKBUBAJIEHIINj€e, OJTHOCHO KAKO TOJI M3a0paJjiu MpeJICTABHUKE KJace, pe-
3yaTaT he OUTH eJIeMEHT je/IHe Te ncTe Kjaace. Kao u paHuje oBaj MO/ Ce BPJIO

JIAKO JIOKa3yje:
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I'VTIABA 2. UHTEPAKTHBHHU JIOKA3HUBAYM TEOPEMA

apply (simp add: add_moduo_def moduo_def)

by auto

Buime erasba 0 KOJIMIHUIKOM TIAKETY ce Moxke iponahu y siureparypu [91, 84].
Y oBom Tekcry Kopuctuhemo nearpecusHy HoTtanumjy (| | w [_]) 3a dykimjy

penpe3enTalyje U 3a (QYHKIU]Y ANCTPaKIMje WU UTHOPUIIYhU OBE O3HAKE TEKCT

MOKe OUTH pa3yMJbUBUJU U CIAUIHUJU YOOMUIAjeHMM MATEMATUIKUM TEKCTOBHMA.
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I'maBa 3

IIpernea dpopmanuzanuje u
ayTOMAaTCKOT JOKAa3UBamba y

reoMeTpuju

VY mociieilbux JleceT TOAMHA HAIIPAB/bEHU Cy 3HAYAjHU Pe3yaTaTu y (popmasin-
3aIiju MaTeMaTUKe KOPUIThemheM HHTePAKTUBHIX JIOKA3UBaYa. ¥ OBOM IOTJIABIbY
HagerheMo HeKe Haj3HadYajHUje pajioBe (KAKo KJIacudHe, TAaKO U HajHOBHje) y dop-
MaJIM3aIUju TeoMeTpuje. Y CBAKOM IOIJIaBJ/bY PAJIOBU CY HABEJIEHU XPOHOJIONIKA

IpeMa roJItHaMa KaJla Cy 00jaBJbeHHU.

3.1 AyTomaTrcko JoKa3mBame y TeOMeTpuju

Y pajy ,,AyromMaTcko pe3oHOBambe y reomerpuju’ [29] mocToju BeoMa gerasbaH
WCTOPHUjCKU OMIHUC pa3BoOja ayTOMATCKUX JOKA3WBada JI0 ITOYEeTKA OBOI' BEKa, Kao U
JleTa/baH OIUC PA3JIUIUTUX MPHUCTYIA Yy ayTOMaTCKOM JIOKA3UBalby y NeOMETPUjU

7 HENITO OJT TUX HJeja je MPUKA3aHO Y OBOM IOTJIABJbY.

Anrebapckmu JoKasuBa4dU

ByoB meton m merox I'pebHepoBmx 6a3a. Hajsehu nampemak y ayromar-
CKOM JIOKa3WBalby Teopema y reomerpuju Hampasuo je By (enr. Wu). On je orpa-
HUYHMO CKYTI TpobJIeMa Koje je pa3Marpao Ha mpobJeme ca jenakoctuma. Ha Takse
po0JIeMe je Morao Jia IpuMeHu MohaH MeTOJI KOju je MOrao Jia JO0KaKe U KOMILJIH-

KoBaHa TBphema. OBaj MeTos je mpeicTaBuo y oKBupy cBor paja [170] 1978. rou-
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I'VTABA 3. JIOKABUBAILE Y TEOMETPUJNH

He. Kako je oBum merozom nokazano 130 Tephema (mehy kojuma je Pojepbaxosa
(mem. Feuerbach) teopema, Kapuorosa (dbp. Carnot) Teopema, TaHreHTa—CeKaHC
teopema, [ITosmomejeBa Teopema, OjiepoBa Teopema, CtjyapToBa TeOpeMa u MHOTE
napyre) [27], on mocraje ce nonysnapuuju. BpojHU ayTopu Cy OBaj METOJ UMILIE-
MeHTHpasu u yHanpehupasu pasuuMm xeypuctukama [51, 150, 92]. ¥Y6pso, mocraje
jacuo nma ce Byos upuctyn morao m3sectun u3 Purtosor (enr. Ritt) paga [146], ma
ce 9ecTO 0Baj MeToJ joI HasuBa u By—Puilli metog.

Ycnex oBor Merojia yTUIAO je Ha Pa3BOj HOBUX MeTOjia. JeJlaH OJ YCIIEITHUX
je meroj ['pebHepoBux 0a3a, Koju ce 3acHWBa Ha Byrbepzeposom aazopuitliamy
(mem. Buchberger) [24] u Moxe ce IpUMEHUTH HA UCTY KJAacy OpobjeMa Kao u
Byos meton. Byx6eprepos ajroputam cy yHanpehuBaju OpojHE ayToOpu U JIaHAC
II0CTOje pa3He XeyPUCTUKE Koje CyxKe 1a moBehajy edukacHocT ajaroputma. Ko-
pumnifieleM OBOI' MeTOJIa OKa3aHa Cy MHOTA reOMeTpHjcka TBphema [25], kao mro
cy I'ycoBa Teopema, ITamycoBa teopema, /lesaprosa Teopema, Teopema o Ojepo-
BOj mpaBu Tpoyryia u Muore apyre. Ilocroje Opojue mMmmeMeHTaIuje, a HEKe U Y
KomeprujasauM nporpamuma (arnp. Matlab u Mathematica).

[naBHa MaHa OBa JBa METOJIA je IITO Ce Ca IbUMa He MO2Y JOKA3UBAUWYU Heje]-
HAKOCWY U CAMUM THUM C€ He MOT'Y pa3MaTpaTHh TeopeMe Koje TOBOPe O PacIopeLy
Tadaka. 3a pellaBambe MpodjeMa ca HejeHAaKOCTHMa, By je mpejioKuo MeToT
KOjU Ce 3aCHUBA HA MPOHAJAXKEIbY MUHUMAJIHE WJIM MAKCHMAJIHE BPEIHOCTHU TI0-
muHOMUjastHe (yHKimje moj oapehenum yciosuma [165]. Ilopen mokasusarba y
eJIEeMEHTapHO] reoMerpuju, By je mpeacTtaBuo m mewiog 3a goka3usare Yy gudghe-
peryujannoj 2eometipuju [164]. Tlocroje m mpomupema koja omoryhasajy jga ce

MeWog Kopuctiu u 3a rutepbosuury zeomempujy [172].

]._.[O.TIYCI/IHTeTI/I‘IKI/I AOoKa3nBa41n

Meton nmoBpuInHA U Heropa mmpommpema. (CBu HAOpPOjaHW METO/IU ITPEBO-
Jie TEOMETPHUjCKO TBpheme y jeHadnte KOpUIIhemheM KOOp/IMHATA TadaKka Koje ce
IOCMATPAajy, a TMOTOM Ce MPUMeyjy ajaredapcke TexHuke Ha oBe jemHadnue. OBu
JIOKA3WBAYU J1ajy OJIOBOD 8 WIu ,He', ajiu He J1ajy HUKAKBY UH(MOPMAIHjy O
n3BOhemwy Koja O Omta pa3yMJ/bUBaA YOBEKY U CJAUTHA JIOKA3UMA y ITKOJICKUM VII-
oernmuma. [locToje 6pojHM MOKymIaju ma ce HampaBe JIOKa3WBadW KOjU OM mopej
JIOKa3WBakha yjeJHO TMPOU3BOIUIN Yulllbuse gokase. JenaH oJi Haj3HAYAJHUJUX je
mewmog uospwuna [30]. OBaj MeTo] KOPUCTH T€OMETPHjCKE BEJIMIMHE KAO IITO

cy moBpIuHa, pasMmepa, [Iutaropuna pasimuka u candHo. [JraBHA TPETHOCT OBOT
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JOKa3WBada je IITO CBAKM KOPaK y JIOKa3WBalhy MMa jaCHO T€OMETPHU)CKO 3HaTe-
we. /JlomaTrHo, eKcriepuMeHTH Cy TOKa3aJsu Jia Cy JO0Ka3u KOPUIITNEHeM MeTOIa
noppmmaa kKpahu. Meton je moryhe mpomuputu Tako ga je moryhe paautu u
ca HejeTHAKOCTHMa. |JlaBHA HMjeja METOJla je M3PA3UTH XUIIOTe3e TeopeMe KOPHU-
mhemeM CKylla KOHCTPYKTUBHUX TBphema, 0/ KOjuX CBaKO TBpheme yBOJIM HOBY
Ta4yKy WX HOBY IIPaBy U IIPEJICTaB/ba 3aKJ/bydaK Kao jeTHAKOCT HU3pa3a y KojeMm
ce HaJjla3e reoOMeTPUjcKe BeJandnHe, a 0e3 kopuinhema /lekapToBux KOOpJuMHATA.
Hokas ce 3acHuBa Ha euMuHaIUju (y OGPHYTOM peocie/ry) Tadaka U JUHUja KO-
punthemem oprosapajyhux Jsiema. Kaja ce e lMMUHUILY CBU yBEJE€HH €JIEMEHTH,
TPEHYTHHU [UJb TIOCTaje jeJHAKOCT u3Mely JBa m3pasa ca reOMeTPHUjCKUM BEJIUYU-
HaMa JIATHX CaMO CJIODOIHUM Tadkama. AKO je OBa jeJTHAKOCT TPUBHUjAJTHO TadHA,
OHJIa je OPUTHHAJIHO TBpheme J0Ka3aHO; aKo je TPUBUjAJHO HeTadHa, OHJA je J10-
Ka3aHo JIa je MovYeTHa MPeTIOoCTaBKa HeTavuHa; nHavde, TBpheme Huje HU JOKA3aHoO,
HU OTIOBPTHYTO.

Yy (enr. Chou) n capamHunu cy Takohe MpPEICTABUIA U MEWOY UYHOZ YZAa
[33]. Metos myHOr yriia Kao BEJUYMHY KOPUCTH HOBOYBEJIEHU TOjaM UYH Y2ao
IIPEKO KOT' M3pazkaBa ojiHoce n3Mehy Tauaka u ayxu. [lyn y2ao je nat xkao ypehen
Imap mpaBUX, & BeOMa je OmTaH ofHOC M3Mehy naBa myHa yria, Tj. yrao ojapeben
nmpaBaMa m W n je jeJHaK IIyHOM YTy oapeheHoM mpaBama u© WM v akKO IOCTOjU
poranuja p takBa ga p(m)|lu u p(n)|jv. ¥ ekcnepumenrtuma je npumeheno ja
ce MeTO/I TIOBPIITMHA BeoMa JI00pO TMOHAIIA 38 KOHCTPYKTHUBHE TeopeMe y aduHO]
reomerpuju. Ca npyre crpane, METO/I IIYHOT yIJIa je OTo/IaH 3a pobJieMe y KojuMa
“Ma MHOTO KPyroBa W YIJIOBA M 3a OBaKBe IpobJsieme derhe rpou3Boju Kpahe
JIOKa3e Hero IIITO je TO CJIydaj ca MeToioM moBprinuHa. OBaj MeTo/1 ce KOPUCTH Kao
JIOITYHA& METOJa ITOBPIIUHA.

Vcru ayropu cy y paay [32] npeacrasuau moryhHoOCT Gpowupersa metioge Go-
8PWUHG HA UPObAEME Y CULEPEOMETUPUIU. XUTIOTE3e ce 3a/a]y KOHCTPYKTUBHO, &
3aKJBYUIH Cy TTOJJMHOMUjaJTHE jeJHaUNHE HEKOJIMKO TeOMETPH)CKAX BeJIMINHA, Kao
IITO Cy 3allpEMUHA, pa3Mepa JIyKHU, pasMmepa noBpiiuHa u lIlutaropune paziuke.
['maBHA Mleja OBOT MeTO/a je Ja eJIMMUHHUIINE TadKe U3 3aKJ/bydKa I'€OMEeTPHjCKOr
TBphema KopuiihemeM OCHOBHUX CBOjCTaBa 3allpeMUHE.

Y paxy uz 2016. romuue, Illao (enr. Shao), JIu (enr. Li) u Xyaur (enr. Hu-
ang) [152] mocmarpajy 3amarke uz crepeomerpuje ca OIMMINJCKUX TAKMUIEHHA U3
maremaTuke. OHU y pajly IpeICTaB/bajy TPU PAa3IHIUTa IPOOJIEMa U J1ajy MOJIH-

HOMeE KOje Cy U3BeJiM Ha MaNupy U KOjuMa Ce Y MOJMHOMUJAJTHOM ODJIUKY 3314y
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rnocMaTpaHa reomerpujcka TBphema. KopurihemeM oBa Tpu nmpumMepa OHHU ITOKa-
3yjy Jla ce ajaredapCKu MeTOJIM MOT'Y KOPUCTUTH 3a JOKA3UBAIHLE Y CTEPEOMETPH]U.
3a cBaku MPUMEP KOPUCTUIN CYy TPU PA3IUUATA METOJIa: METOJ KapaKTEePUCTU-
Hor ckyna [171, 162, 50, 26|, meroy I'pebreposux 6aza (41, 98, 156, 35| u merox
BekTopa [106]. Meromu ce mopejie u 3aK/by9ak je jJa MeTol BEKTOpa Jaje 6osbu
FeOMETPUjCKHU JI0Ka3, aju (opmyJie MOTY OUTHU Jiyre W HE3TOJHE 33 MAaHUITYJIa-
nujy u uspadyHaBame. Vnak, oHM He HyJe HeKH CHUCTeMaTHYaH HAaYUH KaKO ce
reoMeTpHUjcKa TBphema MOTy ayTOMATCKH aJreOpu30BaTH, OJHOCHO MPEICTABUTH
IIOJIMHOMUMaA.

[Tope 1 oBa j1Ba MOMEHYTa pajia, HUje HAM TO3HATO Ja MTOCTOjU jOIT PAI0Ba KOju
ce DaBe ayTOMATCKUM JIOKA3WBAHEM y CTEPEOMETPH]U.

Nako je meTo[ HOBPIIMHA ONKUCAH jOII JIEBEJIECETUX T'OJMHA IPOILIOT BeKa,
JI0 CKOpa HUCY JIeTa/bHO OIMCAHA MMILIEMEHTAIIMOHA TUTAamha, A HU HCIUTAHA
ompasiaHocT Kopuiiliema camor merona. Y pauy [87] ayropu ympaso ckpely
makmwy Ha oBe mpobsieme. OHE 6eoma GeWamHO OUUCYJY MEWOg U HOPMAAHO
goxasyjy y cuctiemy Coq sasiche gepunuyuje u seme xoje omozyhasajy xopuwherve
Mmetoga. /leTasbHO onUCyjy M HEKA BarKHA MMILIJIEMEHTAIMOHA IIUTakba, JeEp MEeTOJ
MTOBPINIMHA, MAKO je je;THOCTaBaH 3a pa3yMeBambe, je TeyKaK 38 MMIIJIEMEHTAIIN]Y jep

IIOCTOJU MHOI'O JIeTaba Ha Koje Ou Tpeb10 0OpaTuT! MaxKiby.

CuHTeTn4KM JAO0Ka3nBadMn

CrojanoBuh ca capaJHUIMA JIEMOHCTPUPA KOPHUIINEHE CUHETUYKOZ JOKa-
3ueaua 3a goxasusarve weopema y zeometpuju Taperoz [159]. Ilpe ceera je wn-
TEPECAHTHO TO IITO je MOBE3aHO WHTEPAKTUBHO U ayTOMATCKO JOKA3UBAIHE, IIITO
3HAYU Jla Cy CBU ayTOMaTCKU TE€HEPHCAHU JTOKA3U YjeaHO U (popMaHO Bepudu-
koBaHn. CrcreM moOpes JOKa3WBatha TeOpeMa TeHEepHINe U MAIIMHCKU IIPOBEpPEHe,
YUTJHUBE JIOKA3€ KOjU Cy BEOMa CJIAMYHM JIOKa3UMa U3 yOeHnKa. AyTopu KOpHUCTe
KOXEPEHTHY JIOTUKY, J€0 JIOTHKE MPBOI pejia Ka0 OCHOBHY JIOTHKY cuctema. [Ipu-
MEmYjy PE30JIYINjCKU JIOKAa3WBad, JTOKAa3MBad TEOPEMa y KOXEPEHTHO] JIOTHIU, U
XML anmarke 3a KOXEpEHTHY JIOTUKY KOju UM omoryhapajy ma jmokaze TpaHcdOp-
MUIITY y MaIlIMHCKW ITPOBEPJbUBE JTO0Ka3e M y JI0Ka3e pasyMm/buBe 4oBeky. Cucrem
IpUMeEY]jy Ha JOKa3UBambe TBphema 13 MpBor Jiesia Kibure ,MareMaTudku MeTO/In
y reomerpuju’ [147| u ycmemHo, MOTIyHO ayTOMATCKU JOKa3yjy 37% Teopema.

Comuan npuctyn je onucan y pajy [12] y kojem ce onucyje aoayay@omatucky

apuctiyt 3a goxasusare Yy zeomewpuju Tapcroz. Ayropm cy mocMaTpaJiv BUIIE
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rpymna Joka3a, o Kojux cy Hekm Kpahm ox 40 Kopaka, TOTOM JOKa3e KOjU Cy W3-
mehy 40 m 100 Kopaka M KOju Ce CMaTpajy TEKUM 3a YOBEKA M KOHATHO JIOKA3Ee
nyxe on 100 kopaka kKoju Hajuernthe MpejcTaB/bajy TeMe JIOKTOPCKUX PaioBa. 3a
JokasnBame Kopucre jgokasupad OTTER, koju je u paHuje KOpPUIINEH 3a J0KA3U-
Bame Teopema [142|. Jeman ox nusbeBa je Guiia M aHAJIM3a YTUIAjA XapIBEPCKOD
HallpeTKa, aJIi U HOBUX TEXHHKa 3a ayTOMATCKO HJOKa3UBalb€ Yy I‘eOMeTpI/IjI/I Ha
YCIEITHOCT ayTOMaTCKUX JoKazuBada. [loTmyno mexanwdku je m3BeneHa Behuna
KpaTkux Jiokasa. Vcnpsa 3a jiyradke jgokase Huje 6uio moryhe go0uTn MexaHudke
JIOKa3e, 1 ayTOPU Cy KOpUIIhemeM JI0Ka3a 13 KibUTre KOHCTPyucaan (popMaJtHe J10-
kaze. [loTom cy mpuMeHnwm HOBY TEXHUKY, TJie Cy JIOKa3uBady rpocjaehuBasiu cae
noTpeOHE aKCHOMe M IPETXO/IHO JI0Ka3aHa TBphema, Kao U HeKe Kopake J0Ka3a 1
CUCTEeM je ycrmeBao Ja Hahe MexaHWIKe JT0Ka3e 3a TBphema Koja Ccy ce JT0Ka3nBaJIa

y Butire o 100 kopaka.

Ocranu goka3uBa4mW U IIpUMeEHEe

Jenan oy npBuUX paJioBa y 00JIACTU ayTOMATCKOT JOKA3WBaIha y T€OMETPUJH je
Tenepruepos (enr. Gelernter) pas, [52], KOju je KOPUCTHO METOJIE BEIITAIKE UHTE-
JINTEHIIje, W HeroB IPUCTYII Ce 3aCHUBAO Ha MPAaBJbEHY J0KA3a CIMYHUX OHUMA
KOje TuIle 90BeK.

HoBuju paja koju Takohe KOPUCTH METO/E BEIITAYKE WHTEJUTEHIIN]E je CUCTEeM
Geometriz [68].

Boc (enr. Wos) u merosu capasauim [120] cy KOpUCTHIN P30Ty IIMjCKA JTOKA3H-
Badv 3a JI0Ka3uBame y reomerpuju Tapckor. lIporpam je Tecrupan na mpobieMmuma
n3 reomerpuje Tapckor, aju nopes Tora u Ha ajaredbapckuM mpobdyieMuMa, TeOPUju
KATErOPUIHOCTH W Ha MPOOJIeMUMa BepudUKaIije MporpaMa.

JloaTHo, MOCTOjU U PaJI KOJU IPEJICTAB/ba MIPUCTYII 38, TOKA3UBAILE T€OMETPH]-
CKUX TBphema kKopuiihemeM eJTMMUHAIIAje KBAHTOPA Y JIMHEAPHUM U KBaJIPATHUM
dbopmynama man peasnum Gpojesuma [46]. Ilpucrtyn ce moxke KopucTuTH 3a J10-
Ka3WBake y PEAJTHO] PABHU WJIM BUIIAM JUMEH3WjaMa. 3a PA3JIMKY OJ JPYTUX
IIPUCTYTIA, OBOM METOJIOM Ce MOI'Yy IOKa3aTu TBphema Koja mHadye HEe MOTY Jia ce
MMOKaXKy y I0oJby KOMILTIeKCHuUX OpojeBa. JlomaTHo, dpopmyramuja mpobieMa MOXKe
caJipXKaTu U HejemHakocTH (jep He MOpajy Teopeme Ja Oy/y yHUBEP3aJHO KBaH-
TudUKOBAHE) W ajTepHAIUje KBAHTU(PUKATOPA. YCIOBU HEJIETEHEPUCAHOCTU Ce

TeHEePUIIly ayTOMATCKH, & YaK je Moryhe ayToMaTCKu yTBPJIUTHU 3a TBphema Koja
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He Bayke y YOIIIITEHOM CJIy4ajy KOjU YCJIOBU HEIETeHEPUCAHOCTH W KOje TPETIIO-
cTaBKe cy TOTpebHe j1a Ou TBpheme BayKuo.

NuTen3uBHO 1MO/be MCTPaXKMBalha HUjEe CAMO ayTOMAaTCKO JTOKA3WBaIbe HETrO U
KOpHIIheme ayTOMATCKUX JIOKAa3UBada 3a pelllaBaibe npodJieMa y reomerpuju. ¥
pazay Becne Mapunkosuh ca capasgauiva [114] ayropu ce 6aBe Gpobaemom kor-
cpyryuje uomohy aerwupa u wecwapa. Y OBOM paiay, (GOKyC je Ha HIpodIeMy
KOHCTPYKIIje TPOyIJIa TJle Cy JaTe TadKe W yCJOBU KOjU 3a HBUX MOpPajy Ja Ba-
xke. [Ipumukom mpoHasIaKema KOHCTPYKIIHje IMTPOJIa3u ce KPO3 CBe deTupu ¢ase
(aHa/iM3a, KOHCTPYKIMja, JOKA3 U JUCKYCHja), ayTOMATCKH Ce MPOHAJIa3e KOpaIy
KOHCTPYKIIHje, KA0 U JOKa3 UCIPABHOCTH KOJU Ce Jiaje y OOJIMKY KOjU je IUT/bUB
4qoBeKy. [lomaTHo, Kopucre ce ajaredbapcKu METOIM 3a ayTOMATCKO JIOKA3WBAHE 14
Jia je Moryhe u3BpIUTU KOHCTPYKIINAjy WK HUje MOTyhe U3BPIIUTH KOHCTPYKIIHU]Y,
IIITO je TT0Ce0HO MHTEPECAHTHO jep MOCTOjU MHOI'O MpobJieMa KOju Cy HEKOHCTPYK-

THUBHMA.

PazamyuuT; cucremu 3a 3alaBalbe KOHCTp}’KHI/Ija n
AyTOMATCKO AdOKa3uBalbe Yy I‘eOMeTpI/IjI/I n mbUXoBa IIpumMeHa

y obpa3oBamby

Banr (eur. Wang) je y pany [163]| ommcao cucrem GEOTHER xojun Mozxke 110-
CJIy’KUTHU 32 ayTOMATCKO JIOKa3UBAaIbe TEOpEMa y TeOMeTpUju. 3a Pa3Boj cucreMa
kopuctu Maple. Maple omoryhasa cuMOOIMIKO ¥ HYMEPUUIKO U3pAUyHABHE KOjU
CaJIp2KN TUHAMUYKN TUNU3WUPAH UMIEPATUBHU MPOTPAMCKHU J€3WK KOjU HajBUIIIE
sman Ha Pascal. Tlopen Tora mMma m MoryhHOCT BHU3yesn3alidje, aHAJIU3€e I101aTa-
Ka u paja ca Mmarpunama. Kopumihemem mporpama Maple, Banr reomerpujcka
TBphema perpe3eHTyje KOpuihemeM MpeInKaTcKe crenudukalmje, a Te CIery-
dukamuje je Mmoryhe ayromMarcKu mpeBeCTH Ha TBphema 3alrcaHa Ha €HIJIECKOM
WM KUHECKOM, WJIn Ha ajredapcke jeHAaKOCTH wiu Ha Jormdke gopmysne. Ha
OCHOBY criernudukalja Moryhe je KOHCTPYyUCATH U JIFjarpaMe Koje je TOTOM MO-
ryhe mematu kopurrhemeMm muina. OHO MITO je mOceOHO MHTEPECAHTHO je IITO je
Yy CcuCrtemMy HMILJIEMCHTHUPAaHO BUIIIE ayTOMATCKHX JOKa3uWBa4da TeEeOopeMa. MMHHe-
MeTHpaH je JToKa3uBad 3acHoBaH Ha Byosoj meromu. IloTom mokaszmBad 3acHoBaH
Ha Kamyrep—Crudrep (mem. Kutzler—Stifter) meronm w noKa3uBad 3acCHOBaH Ha
Kamyposoj (enr. Kapur) meromu (0b6a MeToja Cy 3aCHOBAHA HA WJI€jaMa MeTO-

ne I'pebrepoBux 6aza). VIMiiemerwpanu Cy jOII M METOIU 3aCHOBAHM Ha HYJA
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JIEKOMIO3UIjH 1 00r4aHO] nudepernujaanoj Hya gekomnosunuju [161]. Tokasu-
Bauu cy ynopehuBanu Ha 1 BUIle pa3InauTux TeopeMa, a ByoB metos ce 3a Behuny
TBphema moka3ao Kao HajeUKaCHUjU.

Buauajuo je nomenytu u cucrem Geometry Expert [34] koju uma umriemeH-
tupan ByoB metosn, meros ['pebuepoBux 6a3a, MeTO/ BEKTOPA, METO/I IIYHOT yIJIa
u MeToj noBpiuHa. llocebHO je mHTEepecaHTHO HEroBO MPOIIUPEmE, cucTteM Java
Geometry Expert [173]. OBa ajaTka je 3aHUM/bUBA jep [OPEJ] Ay TOMATCKOT JIOKA3H-
Bama TeopeMa HyIU U BU3YeJHY, IMHAMUIKY pPerpe3eHTaInjy gjokasa. [Iponssoan
cepujy BU3YeJTHUX edeKaTa 3a IPe3eHTAIU]y J0Ka3a U Y CBOjoj Oa3u cajIpxKu IIPEKo
IIECT CTOTHHA IIPUMEPA.

Cucrem Geometry Explorer [168] mponsBoau 4uT/bUBE J0Ka3e O CBOjCTBHMA
KOHCTPYyHUCaHUX OOjeKaTa KOPUITNemeM METOa IyHOT YIJIa.

Baxkuo je nomenytu u cucrem Discover [17] 3a ayromarcko orkpuBame y Ey-
KJIMJICKO] reoMeTpuju, Koju kopuctu anrebapcku codpreep CoCoA [1] u Mathema-
tica [169].

Buauajan je u cucrem GCLC [86] koju omoryhasa 3ammc KOHCTPYKIIje U TBP-
bema u npesoheme ncrux y pazmmanre dhopmare (perumo, y dopmar .tkz koju je
3Ha4YajaH jep je morojaH 3a ymerame ciamka y TeX nokyment). Osaj cucrem je
rmocebHO 3HaYajaH jep MMa MHTEerpucaHa TpU JOKasmBada Teopema: Byos merop,
MeTo 1, I'pebHepoBrux 6a3a U METO/I IOBPIITIHA.

Hermrro apyraumju npuctyn y ojiHOCY Ha TIOMeHyTe cucreme uma cucrem (in-
derella [95] koju omoryhaBa MHTEpaKTUBHO 33/[aBatbe KOHCTPYKIIHje, & OHJA IPOo-
BepaBa Jia Jii je Jo0ujeHa KOHCTPYKIIMja 3aucTa TpaykeHo perrerme. ObaBibajy ce
HaCyMUYHe TIPOBEpe TeopeMa Jia Ou ce aHaIM3upaJie akiinje KOPUCHUKA, aJld Ce He
J1aje JI0Ka3 3a J1aTy KOHCTPYKIM]y y 0mao kojoj popmu. OBo je cucrem kKoju HUje
cUMOOIMYIKY, HU AMHAMUYKU Beh KOPUCTU MPOOAOMIUCTUYIKE METOIe Ja IPOBEpH
JIa JIU je JaTa MpeTIocTaBKa HajBepoBaTHUje TeopeMa. MeToJr je 3acHOBaH Ha JIeMU
MIBapu—3uden (nem. Schwartz—Zippel) koja oapelhyje 6poj Hyma MyJITHBaApUjaHT-
HOT' TIOJTMHOMA 34 JIaTU MAKCUMAJIHU YKYIHHU cTerneH. Buine o cBeMy oBOMe ce
mozke niponahn y [145]. Ono 1mTO je BazKHO je ja mporpam Moxke 6p30 Ja oIy Iu
Jla JIM JIBa eJIeMeHTa y KOHCTPYKIUjU Cy WCTa jep WX TeopeMa Ha TO MPUMOpPaBa
wm He. lIporpam Bpaha ,Huje Teopema” Kao OJTrOBOp aKO HEje YCIEO Jla JTOKaXKe
TeopeMy MAaKO je Moryhe Teopemy Joka3aTu ApyruMm merojama. Ca npyre crpane,
mporpam HuKaJja He Bpaha ,jecre Teopema’ Kaja To HEje caydaj. Cucrem Cinde-

rella omoryhaBa HaWBHY MOJPINKY 3a HeeykJmAcKe reomerpuje. Codraep je mucan
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y TPOTPAMCKOM je3uKky Java ma ce MOXKe KOPUCTUTH Ha BHIIE ILIATMOOPMHU.

Beoma mmpoKo pacnpocTpamern y 00pa3oBamy Cy JUHAMUNKY 2E0METUPUICKU
anau. Kopunrhemem Tor codrBepa KOPUCHUK JIAKO MOXKE KPEUPATU U MEHHATH
reoMeTpujcke KoHCTpyKIje. KoHCTpyKIMja 0OMYHO 3all0unihe 3a/1aBabeM Tada-
Ka WM HeKuX objekara (mpase, KPYTOBH), a OHJA Ce Kpenpajy 3aBHCHE TadKe 1
objextu. Ilorom, moyeTHa KOHMUIYpalldja ce MOXKE MEHHATH U MOXKE Ce TIOCMATPa-
TH KaKO Memarbe MOYeTHUX I0JIo2Kaja yTude Ha Kpajimbu pedyartar. Ha Taj naunu
Moryhe je TecTupaTu NMPETIIOCTABKE, PEIUMO, JIa JIX Cy TPHU TadyKe yBEK KOJIMHE-
apHe 6e3 o03upa Ha KoHuUrypaiujy. Kako je moryhe camo tecrupame, ajiu He U
JIOKA3WBAaIhe, HOBU IPABIU Y PA3BOjy OBAKBOI' COPTBEPA Cy YIPABO y JOJIABAILY
ayTOMaTCKHX JIOKa3WBava y OKBUPY JWHAMUYKE TeOMeTpujcKe asarke. Hajnosna-
THju IUHAMIYKO reomerpujcku codpraep je GeoGebra ! m xopueTu ce y MHOTUM
zeMsbaMa, yKJbydyjyhu u Cpbujy, Kao moMOhHO HACTABHO CPEJICTBO.

AsropuraMm Koju je mpornupere MeTona ['pebHepoBux 6a3a M KOjU ce 3aCHUBA
HA aHAJIM3M CHCTEMa Ca TTapaMeTpuMa ce KopucTu y paiy [14] pamu aponanasrtce-
0 TUUOTE3Q KOje MOPAjY §a BaMHCE (aopeg UPEWUOCWaAsKY, Koje cy 6eh game)
ga 6y gawio wepherve buno mozyhe ussectiu. CucreMm je MMILIEMEHTHPAH TAKO
Jla ce MOyKe KOPHCTUTH y OKBupy cucrema (eoGebra. 3Ha4YajHO je IMITO cUCTEM
cuMOO0IMIKU ojipehyje reoMeTprjcKo MECTO Tadaka U MOTOM ITOKa3yje BaJIUIHOCT
reomeTpujckor TBphema. [locebHo je 3HAYTAjHO 1 TO IITO ce y TpoIecy oapehuBama
PeOMETPHjCKOT MeCTa Tavaka, HOTHPA]y M upejeBaHTHe Tadke (Hajuerthie cy To y
OUTay JEereHepUCaHN CIydajeBu) u u3ballyjy U3 pasMarTparba.

[Topes momenyTor, 3ua4vajan gogatwar cucwemy GeoGebra je aytiomatucku go-
Kasusaw 3achosan wa Byosoj memogu [15]. Tlopen moryhuocTu nokasusara, cu-
cTeM MOXKe J1a UJIeHTU(UKYje ,,MHTepecanTHa CBOjCTBA JIaTe KOHCTPYKIIU]je, OTHO-

CHO Jla ayTOMATCKH OJIPe/IX HEKe pesaluje ndMehy KOHCTpyHcaHUX oOjekara.

3.2 HMHTepaKTUBHO AOKA3WBalbe Yy T€eOMEeTPHju

NuTepakTuBHO NJOKa3uBame y XMWJIOEPOBOj reOMeTpuju

[TocToju Benukm 6poj bopManuzalmja pparMeHaTa pa3jImIuTUX TeOMETPHUja Y
OKBUPY MHTEPAKTUBHUX JOKa3uBada TeopeMma. lIpBu mokytmaj ma ce dpopmasin-

3yje upsa zpyua Xuasbepliosur GKCUOMG U HWUT08E UOCAEJUUE je OO Y OKBUPY

'https://www.geogebra.org/
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acucTeHaTa 3a JoKasuBame Teopema Coq, y MHTYUIIMOHUCTUIKOM OKDYy2Kemy [45].
Cuienehu nokyimaj je 6uo y cucremy Isabelle/Isar u oBy dopmanusanujy cy pa-
qun Meukie (dp. Meikle) u @nopuo (dbp. Fleuriot) [121]. Ayropu onosprasajy
yoOM4ajeHO MUIJbEbEe J1a Cy XUJIOEPTOBU JOKA3W Makhe WHTYUTUBHU, & BUIIE PU-
ropo3nu. Barkan 3ak/bydak je jia je XujaoepT KOpucTuo OpojHe MpeTIocTaBKe Koje
y dopMaM3anmju ca padyHApoOM HUCY MOIJIe Ja OyJ/ly HalpaB/beHE U CTOra Cy
MopaJie fga oymay dopmasno BepudukoBaHe u omnpasane. HacraBak oBe dpopma-
musarmje, nparehn XunbeproBy kmury ,,OcuoBu reomerpuje’ [81], ypaauo je Ckor
y OKBHUDY CBoje Mactep Te3se [149].

VY pany [144] je apegroorcen murumanar ckyt Xuibepiosur akcuoma U 3a MO-
Jies1 je KopuiiheHna Teopuja cKymnosa. M3BejieHa cy u popMaJsiHO MOKa3aHa OCHOBHA

CBOjCTBA U TBphema y OBOM MOJEIY.

NuTrepakTuBHO gJOoKa3uBame y reomerpuju Tapckor

Beauxe genose zeometupuje Taperoz [147] je dopmanuzoao Hapby (dbpa. Nar-
boux) y cucremy Coq [127]. Bpojra reomerpujcka CBOjCTBa Cy M3BeIEHA, JOKA3AHO
je Burie obsmka Ilamose (mem. Pacsh) akcuome, mokaszana cy 6pojHa cBOjCTBa pe-
Jlangje uogygapro u penanuje uamehy. Paj ce 3aBpinaBa J0Ka30M O IMOCTOjarby
CpeUIIITa Ta4Ke 1y2KH.

Y okBupy cBoje macrep Tese Makapuoc (enr. Makarios) je mokazao He3a6U-
cHOCTL akcuome uapaneanoctiv [111]. 3a mokasuBame je m3abpao aKCUOMATCKU
cucteMm Tapckor 3aTo mTO je Taj cucrteMm KareropmdaH. /Jla Om Morao ja mokazke
HE3AaBUCHOCT, IPBO je popmasin30Bao akcuome Tapckor y okBupy cucrema Isabelle.
Ounpa je dopmanmuzoao u Knaju Bearpamu momen (enr. Klein—Beltrami model)
HeeyKJuJIcKe Teomerpuje Tapckor m moka3ao je jia je 0BO MOJEN 3a CBE aKCHOMeE
Tapckor ocuMm 3a akcmoMy mapaJieiHocTu, ojHocHO EykiymaoBy akcuomy. Ha Taj
HAYMH je TT0Ka3ao0 Ja je OBa aKCHMOMa He3aBUCHA O] OCTAJIMX aKCHoMa 1apcKor 3a
IJIAHAPHY TeoMeTpujy. 3a Heke akcuome Tapckor Cy y JIMTepaTrypu HeI0CTajasIn
Jokasm Jia Kiaju—Bearpamu Mojien 3ai0Bo/baBa aKCUOMY WM CY JIOKa3u OWjn
HEKOMILJIETHH, T1a je paJ| MOImyHuo oBe npasuune. Kao neo pasa, nedunucana je
peasHa mpojekTuBHA paBaH y cucremy Isabelle/HOL m mokasane Cy HEKe HEHE
KapaKTEePUCTHUKE.

Qopmasm3alujy eKBuBajeHIrje u3Mehy pasmuuntux Bep3uja Eykaugoeoz te-
woz uocwyaama namu cy Byrpu (dbpa. Boutry), Hapby u Ipek (dpa. Schreck)

[19]. OBaj mocrysar je mocebHO 3HAUAjaH jep je GUI0 MHOIO TIOKYIIIAaja J1a e OH JI0-
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kaxke. Hamme, nako je metu nocrynar Eykaua 3anmcao Kao akcCuomy, BEOMa PAHO
je HacTaJia ujeja Jla Ou OH MOTao Jia ce U3BeJie U3 NPBa YeTUpH NoCTyaaTa. bpojHu
MIOKYTIIAj¥ J1a Ce IMOCTYJIAT JIOKaXKe Cy OWJIM MOT'PEITHH jep Cy Ce Y JOKa3UMa, 9eCTO
KOPUCTHJIE IIPETIIOCTABKE KOje HUCY Omye JoKa3ane. AyTopu cy y pajly moKasau
Jla je JeceT pas3IMIUTHX TBphema eKBUBAJIEHTHO EyKIMI0BOM ITETOM TOCTYJIATY.
Takobhe, oru cy y pamay pasMarpajn Kako u300p pa3anduTux Bepauja Eykianmosor
[IOCTYJIaTa yTU4Y€e HA MPOOJIEM OJJIyunBabha y T€OMETPUjCKUM JOKA3UMA.

Y pany [22] ayTopu cy bopMaIn3oBaiu Gpeur geanaectl ozaaena kwuze ,Ma-
WeMATUIKY MeTogu, Yy Zeomettipuju” [147] u HA OCHOBY JOKa3aHWX CBOjCTaBa Cy
MEXaHUIKHU YCIIeJIH J1a JIOKAXKY J1a ce aKCuoMe XuJI0epTa MOTYy U3BECTU U3 AaKCHOMa,
Tapckor. Bpayn (dpa. Braun) u HapOy cy dopmann3oBaaym CHHTETHYKE JIOKA3
[Tamycose Teopeme y reomerpuju Tapckor [23]. OBa Teopema je BeoMa BarKHA 3a
KOHCWPYKUUTY KOOPGUHATIHE PABHU U UPEGCLAB.ba JEGAH 0f BANHCHUL KOPAKA Y
YCUOCWABHAIY 6e3€ UudMehy anasumuire u cuntewuyke zeomewpuje. OBa Be3a
je mocebHO BaxkHa jep oMoryhaBa kopuiiheme aaredapcKor MpUCTyIa y ayToOMaT-
CKOM 3aKJbyuHBamby y reomerpuju. llope mojMoBa Koju cy JaT y KibU3H, ayTOPU
cy manu u popMasn3aliijy BeKTopa, Y9eTBOPOYIJIOBA, apaJjeaorpamMa, mpojeKiimje,
opujeHTanuje npase u Japyror. HacraBak oBOT pajia U KOHAYHU ITPOU3BO/I BUIIIE-
rojMIeLer npojekra (mpBu paj je objaBiben 2012. rojune) npukasah je y pajy
[18] u3 2016. romune. Ayropu cy 3asprumau dhopMaiusanujy Kiure ,Maremarnd-
KM METOJIN Y TeOMETPpHjU’ U y OBOM paJly Cy IMOKa3aJM KaKo Ccy (hopMaJim3BajIn
nmocyeba Tpu norjasba. OBy dopmasuzaimjy Cy UCKOPUCTHUIN J1a 2e0MePL)-
cKU gepunuwy apulimetiuire ouepayuje U gokadaay CYy ga 06€ OUEPAUUJe YUHE
ypeheno tome. Ilotwom cy yseau Jlexapiiosy KoOpguHatinY pasar U UOKA3AAU CY
CBOJCTBA OCHOBHUX 2eoMeuPpujcrux pesaruja. O6u PE3YATLATU CY BEOMA BAHCHU
jep oupasgasajy rwopuwhere arzebapckur Metwoga 3a §OKA3UBAIHE Y 2EOMETUPUIU.
AyTopu TO U IEeMOHCTPUPAjY y pajy TaKO IITO KopucTe MeToj ['pebuepoBux Oaza

Jla JIOKaxKy TeopeMy O JieBeT Tadaka Ha KPyTy.

I/IHTepaKTI/IBHO AOKa3Babe Y HEKOJIMKO PA3JIMYNTUX

reoMeTpuja

Maro (dp. Magaud), Hapby u lpek cy ypamawiu jour jemany dbopMaansanujy
kopurthemem cucrema Cog m TO 3a Zeomewipujy Gpojektiuene pasru [108, 109].

Ilokazana cy HeKa OCHOBHA CBOJCTBA U JIOKA3aH je MPUHITUIL JyaJJHOCTU 38 IPOjeK-
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TuBHY reomeTpujy. KoHadHo, j0Kka3aHa je KOH3UCTEHIIHja aKCUOMa Y TPU MOJIEIA,
0J] KOjUX Cy HEKM KOHAYHU, & HeKu OeckoHadynu. Ha kpajy ayTopu AuckyTyjy O
JIeTeHEepUCAHUM CJIy4uajeBuMa U Ja Ou ce ca muMa n30OpUIU KOPUCTE PAHTOBE U
MOHOTOHOCT.

Kan (enr. Kahn) je dopmanuzoBao éon I[Laatosy (¢pun. von Plato) xonc@pyx-
wueny zeometpujy takohe y cucremy Coqg [160, 90].

[Torom, T'umo (dpa. Guilhot) kopucrelin Coq wosesyje Copiieep 3a uniiep-
aKWUBHY 2e0MePUIY ( cur ) u popmasno gokazusare y HaMEpPU J1a OJIAKIIA
ydeme eyKINJCKe reoMerpuje y cpefmboj mromn [69]. Pam (dbpa. Pham), Bep-
To (dpa. Bertot) u Hapby cy npenyoxkuim u Hekomko yHanpehema [139]. TIpso
je J1a ce eJIMMUHUIINY CYBHIIHE akKCHoMe KopuiihemeM BekTopa. OHu cy jaoaim
YeTUPHU aKCUOME JIa OITUIITy BEKTOPE U jOIII TPU aKCUOMeE J1a JIe(DUHUIITY €YKIUJICKY
paBaH ¥ yBeJi Cy J0JiaTHe JedUHUIMje Ja OU OIMCAJn T'eOMETPUjCKe KOHIIeI-
te. KopunrthemeMm oBuxX akcuoma u jieprHUIMja, T€OMETPHUjCKA CBOjCTBA CY JIAKO
nokazana. /JIpyro ymanpebeme je kopurrheme MeTo/e MOBPITUHA 38 ayTOMATCKO
JnokasuBarmbe Teopema. Jla 6u ce hopmasHO ompaBaio Kopuiheme METOE TOBP-
IMHa, MOpaJa je ja ce KoHcTpywuiie /lekaproBa KoopJnHaTHA paBaH KOpUIThemeM
reOMeTPHjCKIAX CBOjCTaBa KOja Cy paHHuje JoKa3aHa.

Hymupar (dp. Duprat) dopmanusyje Zeometipujy aervupa u wecmapa [47]. Asu-
raji (enr. Avigad) Hyau jom jejiHy akcuoMaTu3amnyjy eykauniacke reomerpuje [6]. Ou
II0JIa3M OJT YUHHEHUIIE /18 eYKIN/ICKA TeOMeTPHja OTUCYje TIPUPO/IHI]Ee TEOMETPH]jCKA
TBphema Hero HOBHje akcmoMaTusaruje reomerpuje. OH cMaTpa J1a MOCMATPAHE
CJIMKE, OJHOCHO JUjarpama, HUje IIyHO MaHa Kao IITO MHOTH MHCJeE. Y HaMepH Jia
OBO JIOKazKe, YBOu cucTeM E'y Kome cy OCHOBHU O0jeKTH Tadke u rpase. Akcrome
ce KOPHCTe Jla ONUIITY CBOjCTBA JMjarpamMa Ha OCHOBY KOjUX C€ MOXKe 3aKJbydnBa-
1. AyTtopu Takohe WIyCTpPy]jy JIOTUYKHA OKBUP Y KOME Ce MOTY U3BOJUTH JIOKA3H.
Y pajsy cy Ipe3eHTOBAaHM HEKM JIOKa3W IeOMETPHjCKHMX CBOjCTaBa, Kao M JIOKA3
€KBUBAJIEHTHOCTH u3Mely cucreMa Tapckor 3a reoMeTpujy JielhbUpa U IecTapa u
cuctema F. Jlerenepucanu ciaydajeBu cy n30erHyTH KOPUIITNEHEeM TPETIIOCTABKYA 1
cTora ce JIOKa3yje caMo IEeHTPAJJIHU CIIy4aj.

Kao meo mpojekra Flyspeck, Xapucon je pa3suo Beoma Gorarty Teopujy (Koja
YKJbydyje ajaredpy, TOIMOJIOTU]y U aHaJIH3y) Fyxaugeroz n-gumensuoroz upociwiopa
R™ y nokazusauy teopema HOL Light [76, 80).

[Tokazanu cy u pa3IMIuTH PEIYJITATH U3 KOMUAEKCHE GHAAU3E Y OKBUDPY JTOKAa-

suBada Teopema. Musescku (mosn. Milewski) je q0Ka3a0 OCHOBHY TeopeMy ajrebpe
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y cucremy Musap [122], Xysepc (dbp. Geuvers) ca capajHuiMa je mokaszao UCTy
reopemy y cucremy Coq [57|, a Xapucon je UMILIEMEHTHPAO KOMILJIEKCHY €JIH-
MUHAIN]y KBAaHTU(UKTOPA 3a JIOIMKY BHIIET pella U TO je KOPUCTHO y Pa3HUM

dopmanuzanujama, yKpydyjyhu u dpopmasnzaruje reomeTpuje.

3.3 Beze uzmelhy uHTEpAKTUBHUX U

AYTOMATCKHUX JOKa3Ba4va

[Topen dopmasnzariuje reoMeTpujcKuX TBphHermha MHOTU UCTPAYKUBAYH CY I10-
KyIau ga GOopMan3yjy ayTOMATCKO JOKA3UBAIE Y T€OMETPU)MU.

Iperoap (dbp. Grégoire), llorje (bp. Pottier) u Tepu (dp. Théry) komburyjy
MOIU(pUKOBaHY Bep3ujy Byxrbepzeposoz anzopuiima v HEKe TEXHUKE pedIeKCchje J1a
O6u 106muM ePpeKTUBHY MPOIEYPY KOja ayTOMATCKU MPOU3BOIU (POPMATHU JIOKA3
TeopeMa y reomerpuju [67].

ZKeneso (bp. Génevaur), Hapby u Illpek cy dopmanuzosanu yupowhen Byos
metmog y cucremy Coq [53]. Hbuxos npucryn ce 6a3upa Ha BepudUKaIuju cepru-
dukara Koje rerepuire mporpam 3a ymuporrhed Byos merosn mucan y Ocaml.

®yu (bp. Fuchs) u Tepu cy popmasmzosanu ['pacman—Kajn (err. Grassmann—
Cayle) anrebpy y cucremy Coq [49]. dpyru seo paja, KOju je MHTEPECAHTHUjU Ca
acrnekTa Haie (bopMan3aliyje, TPeJICTaB/ba UPUMeEHY anrzebpe Ha 2ZEOMETUPUTY UH-
yugenyuje. Tauke, mpaBe U IBUXOBU OJHOCH CY JeUHUCAHN ¥ (POPMU aJIredapCKUX
oneparnuja. Kopunrhemwem oBux nedununmja, [lamycosa reopema un /lesaprosa te-
opemMa Cy WHTEPAKTUBHO JoKazaHe y cucremy Coq. Komauno, ayropu omucyjy
ayroMmarusanujy y cucremy (Coq 3a JIOKa3MBarmbe TeOpPeMa y TeOMETPHUju KOpuihe-
beM oBe ajrebpe. MamHe oBOr IIpUCTyIa Cy y TOME IITO je Moryhe moka3aTu camo
oHa TBphema e ce J0Ka3yje KoanHeapHOCT Mely Tadkama ! IITO Ce pa3MaTpajy
caMO HeJIeTeHEPUCAHU CJIYYajeBU.

[Tporpame 3a ogpehusare I'pebrepose base, F4 u GB, npesentyje Iorje [140] u
ymnopebyje ux ca gbcoq [141]. Oun npejgiaxke periemwe ca ceprudukaTUMa U OBO
ckpahyje Bpeme Koje je moTpeOHO 3a HM3padyHaBarma, TakKo Ja g¢bcoq, mako Ha-
npas/beH y cucremy Cog, mocTaje ynopeaws ca Jpyra jBa nporpama. l[Ipumena
['pebuepoBux Oa3a Ha agredbpy, reOMETPHUjy U apUTMETHUKY je IMPUKa3aHa KpPo3 TPU
IpUMeEpA.

Beoma nntepecanTan je paji Koju cy npejacrasusin bpayn u Hapby koju ce 6aBu

UPOHANAAIHCETHEM CUCUUJAAHUT ULAUAKA WLPOY2AGQ U OKASUBAIDEM CEOJCULABA KOje We
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wauke 3agosonasajy [129]. Haume, moy pykosogacreom Kumbepsuura (enr. Kim-
berling) HampaB/beHA j€ €JIEKTPOHCKA EHIIUKJIONE/Nja BAXKHUX TAYaKa TPOYIJA Y
KOjOj ce TpeHyTHO HaJja3e aedunuimje o Buire o 7000 Tadaka, Kao U CBOjCTBa KO-
je Te Tadke 33/10BOJbaBajy. MImak, oBa CBOjCTBa 4eCTO HEMAjy JIOKa3 WU je JIOKa3
3azaT HedpopmaHo. Kako ce y eHIUKJIONeI1ju HAJIa3u BeOMa BEJIMKU OpOj Tadaka
U IbUXOBUX CBOjCTaBa, OMJIO OM MPUJIMYHO HAIIOPHO PYYHO HPENUCUBATU M JIOKA-
3uBaTU cBa Ta cBojcTBa. bpayn u HapOy cy y okBupy cucrema Coq nedunucaau
ayTOMAaTCKe MeToJie 3a Jie(puHucame TadaKa U ayTOMaTCKe METOJE 3a JTOKA3UBAIHEe
IBUXOBUX CBOjcTaBa. Beoma BaKHy yJIOTY MMajy reoMeTpujcke TpaHcdopmalimje
KOje TIOMazKy M y HaJIaKerby Tadaka U y JIOKA3WBAILY OJIr0Bapajyhux jema.
Borpu (dbp. Boutry), Hapby u Ilpek cy y cucremy Coq dopmanuzosanu u
UMNAEMEHTUUPANY PEPACKCUCHY WAKTUKY 30 GYTOMATICKO ZEHEPUCAILE JOKA3A O
unyugenyuju [20]. Tephema o uHIMIEHIM]U ce YecTO jaBbajy y (HDOPMAJTHUM J10-
Ka3nMa Pa3HUX T'€OMeTPUjCKUX TBphema, aju ¢y y JIOKa3uMa KOjU Cy 3aIlliCaHu Ha
Manupy YeCcTO M30CTAB/bEHA jEP YeCTO He JIONPUHOCE pa3yMeBamy joKaza. Umak,
npunkoM popmastHe BepuduKaliije y OKBUPY aCUCTEHTa 3a JOKA3UBaibe TeopeMa,
JleMe U JIOKa3W O WHIIAJIEHIIA]jU MOpajy OouTu 3amucanu. AyTopu Cy HIpEICTABUIN
reHepUYKy TAaKTUKY KOja je IpUMemnBa Ha OWJIO KOjy TeOpHujy 4Ymju je IMusb Jia
ayTOMATCKH JOKasKe Ta CUTHa TBphema. YjeaHo, 0OBO je jelaH Ol HU3a Kopaka J1a
ce popMaJIHA JJOKA3 TPUOJINKY JOKA3UMa U3 YIIOEHUKA Y KOjUMa Ce YeCTO U30CTa-

BJbA]y ,,0uurjesina’ TBphema.
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I'maBa 4

dopmasu3anmja aHAJINTUYIKE

reoMeTpuje

4.1 VYBon

CunTeTnyka reomerpuja ce OOMYHO M3ydaBa PUTOPO3HO, KAO MPUMEpP PUTO-
pPO3HOI akcrmoMaTcKor m3Bohema. Ca Jpyre crpaHe, aHAJUTUYIKA MeOMETPHja Ce
yIJIaBHOM m3ydaBa HedopMasHo. HecTo ce oBa JBa MPUCTYIA IIPEICTAB/bA]y He-
3aBUCHO U Be3a m3Melhy mux ce peTko mokazyje. OBaj paj mokyImasa fga mpeMOCTH
¥ BUIINE MPA3HUHA 33 KOjeé MUCJIMMO Ja TPEHYTHO MOCTOje Vv (hOPMAIM3AINU T€0-

MeTpHuje.

1. IlpBo, Ham 1k je ga popMain3yjeMo aHaJIUTUIKY reoMerpujy, Tj. Jlexa-
PTOBY paBaH y OKBUPY MHTEPAKTUBHOT JOKa3UBa4da TEOPEMA, CA PUTOPO3IHUM
[PUCTYTIOM, &JIF BEOMa OJIUCKO CTAHIAP/IHOM CPE/IHHOIITKOJICKOM 00Pa30Balby .
IIpencraBuhemo mobpo marpaheny dopmanusanujy lekaproBe reomerpuje

paBHu y okBupy cucrema Isabelle/HOL.

2. HamepaBamo na qoKazKeMo Jia Cy pa3jandnTe AepUHUIMje OCHOBHUX IT0jMOBa,
aHAJUTUYIKE TeOMeTpHUje KOje MOXKEMO BHUJETH y JUTEPATYPH 3aIIPABO €KBU-
BaJIEHTHE, W JIa 3aIIPaBO IIPEJICTaB/bajy jeIMHCTBEH AIICTPAKTHU E€HTUTET —

HexaproBy paBan. [ledununuje hemo npeyseru u3 cranjiapIHUX yiIOeHUKA.

3. HamepaBamo j1a JIoKaKeMo Jia CTaH/Iap/Ha TeOMeTpHuja KOOPJAWHATHE PaBHU
IpeacTaB/ba MOJE akcuoMaTcKor cucteMma Tapckor. Hamme, mokazahemo ma

JlekapToBa KOOp/MHATHA paBaH 3a/I0BOJbaBa CBe akcuome Tapckor.
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4. 3a Behmny akcmoma Xmibepra mokaszahemo ja mx 3as0Bo/baBa JlekaproBa

KOOpJuWnHaTHa paBaH.

5. Ilorom, HamMepaBaMoO j1a aHAJIU3UPAMO JIOKA3€ U Ja YIOPEJIUMO KOjHU OJI JIBa
CHUCTeMa, aKCHOMa, CHCTEM aKCHOMa TapcKor mjm XuJIOepTOB CUCTEM aKCHO-

Ma, je JIAKIIH 33 hopMaIn3aIiujy.

[Topen Tora mTo cy mHOre Teopeme (popMaau30BaHE U JOKA3aHE y OKBUPY
cucrema Isabelle/HOL, My Takohe nucKyTyjemMo u HaIlle MCKYCTBO y IIPUMEHHU pa-
BJIMYUTUX TEXHUKA 34 I0jeTHOCTAB/hEIbE JoKasa. Haj3nadajHuja TexHuka je ,0e3
rybutka Ha ommrroctu” (“6ruo’), Koja mparu npuctyn Xapucona (78], a dopmasna
OTIPABJIAHOCT OBOT TPUCTYTA j€ MOCTUTHYTa KOPUITNEHEM Pa3IuIuTUX H30METPH-

jeKuX TpancdopMaliyja.

4.2 PDopmaam3anmja reomerpuje /lekaprose

paBHHI

Kana ce dbopmanuzyje Teopuja, Mopa ce oJIy4uTu KOju I0jMOBU he OUTH OCHO-
BHH, & KOju 1ojMOBHU he O6utu nedunmucanu moMohy tux OCHOBHUX mojmoBa. [usb
Haie dpopMaan3alje aHAJIUTUYIKE TeOMeTpHUje je Jia yCIOCTABUA Be3y €A CUHTETH-
YKOM T'€OMETPHjOM, I1a 3aTO MMa MCTe OCHOBHE IIOjMOBE KOjU Cy JATH Y CHHTETH-
gkoM npuctyiy. CBaka reoMeTpuja nMa Kjacy o0jekaTa KOju ce Ha3UBajy Wauke.
Heke reomerpuje (Ha npumep, XusabeproBa) uMmajy u J0JaTHH CKYIl o0jekaTa KOju
ce HA3WBAjy Upase, IOK HeKe reomerpuje (Ha mpumep, reomerprja Tapckor) mpase
YOIIIIITe He pa3MaTpajy Kao MPUMUTHBHE OOjeKTe. Y HEKMM reoOMeTpujama, IpaBe
cy nedunmucanu mnojaMm, u one cy gedunmcane Kao ckyn tadaka. OBO mojpazyme-
Ba paJl ca TEOPHUjOM CKYIIOBa, a MHOTe aKCHOMaTH3allfje XKeJle TO Ja nu30erny. ¥
HaIoj opMaIn3aIuju aHAJIUTUYKE TeoMeTpuje, Mu hemo jeduHuCATH U TAYKe U
IpaBe jep KeJuMO Jia OMOryhuMO aHaju3dy u reomerpuje Tapckor u reomerpuje
Xwusbepra. OcHOBHa pejalja Koja claja Tadke W MPaBe je peaiuje UHuugeH-
yuje, Koja HedOPMAJHO O3HAYABA Ja MpABa CAIPKKU TAadKy (WM JYaJHO 1a ce
TayKa Haja3u Ha 1paBoj). Apyru npumutusHu ojMoBu (y BehUHM aKCHOMATCKUX
cucrema) cy pesanuja usmehy (Koja meduHuUIIE PeIOCIes] KOJMHeAPHUX Tadaka) 1
penanuja 4ogygapHocuy.

Baxxno je nHarmoMenyTu sa cy y aHAJIUTUYIKO] F€OMETPUJU MHOTHY TIOJMOBHU Y€CTO

JIaTh y 00Ky JiebUHUIIEja, & 3alPaBO TH II0JMOBU CY U3BEJIEHU IIOJMOBHU y CUHTE-
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TUYKOj reoMeTpuju. Ha mpumep, y KiburaMa 3a CpeJiiby IIKOJIY JepUHUIIE Ce JTa
cy IIpaBe HOpMaJIHe aKoO je IMPOU3BO/I lbUX0oBUX HpaBara —1. Mak, oBo Hapymasa
BE3y Ca CHUHTETUIKOM INeOMeTpHjoM (rie je HOPMAaJIHOCT M3BEJeHU Iojam) jep 6u

OBaKBa KapakTepuzaliuja TpebaJsio ja Oyie jjoKa3aHa Kao TeopeMa, a He y3eTa Kao

nedunUMAjA.

Tayke y aHAJIUTUYIKOj TEOMETPHUjU.

Tauka y peaJiHOj KOODAUHATHO] PAaBHU je ofpeheHa ca CBOjUM X U i KOOD/IMHA~
TaMa. 3aTo, Tauke cy HapoBu peajsHux 6pojesa (R?), mTo ce moxke jako dopma-

musosaru y Isabelle/HOL cucremy ca type_synonym point® = "real X real”.

Penocien rtadaka.

Penocnen (kommueapuux) tadaka ce JebUHUIIE KOPUIITHEHEM pesialije usme-
hy. Oso je penanuja Koja uma Tpu aprymenta, B(A, B, C') o3nadaBa ja Ccy Tadyke
A, B, u C kosimaeapane u fa je Tauka B mamehy tadaka A u C. nak, Heke akcu-
oMmaru3anuje (Ha mpuMep, akcuomarusaiyja Tapckor) 03Bo/baBa Ciiydaj Kaja je
tadka B jennaka tauku A wiaum tauku C. Pehu hemo 1a je Taksa penamujaudmehy
UHKAY3UBHA, TOK HeKe JIpyre akcuoMarusaruje (Ha mpumep, XuiabepToBa akCHO-
MaTu3anuja) He J03BOJbABAjy jeHAKOCT Tadaka M TaJa KaykeMo Jia je peJsaluja
uamehy excraysaueha. Y npBoM ciy4ajy, Tauke A, B u C' 3a/10Bo/baBajy pesaimjy
usmehy ako mocroju peasan 6poj 0 < k < 1 TakaB ja zﬁ =k- z@ 2Kenmmo
J1a n30erHEMO EKCILIUIMTHO KOPHIITNEmhe BEKTOpa jep Cy OHU dYerihe MU3BeJIeHU, a
pebe mpuMuUTHBAH T0jaM Y CHUHTETHUYKO] T€OMETPHUjU, TAKO Jia PeJaIujy udmehy

dbopmasmzyjemo y Isabelle/HOL cucremy na ciaenehn nauwn:

definition "By (za,ya) (xzb,yb) (xc,yc) +—
(3(k=real). 0<k AN k<1 A
(xb—za) =k - (xc—xza) N (yb—ya)=Fk- (yc—ya))"

Axko zaxTeBamo j1a Tauke A, B u C 6ymy pasaudaure, oHta Mopa da Baxku 0 < k < 1,

u pestaiujy hiemo osnadasaru ca By

Iloxymapuoct.

Penanuja wogygapro nedunumre ce Ha naposuma tadaka. Hedpopmaano, AB =,

CD osznagapa ja je nyx AB togygapana ny=xxu CD. Cranmapana merpuka y R?
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nedunuie ja je pacrojame Mehy raukama A(za,y4), B(xp,yp) jennako d(A, B) =

V(xp —24)? + (yp — ya)?. Ksajparno pacrojame ce jedunuiie Kao clgg AB=
(rp —x4)* + (yp — ya)*. Tauke A u B cy nomynapue taukama C' u D ako u camo
ako dy, A B = d;, C D. Y Isabelle/HOL cucremy oBo ce Moxe hOpMAaIM30BaTH

Ha cjenehm Haymm:

definition "dig (x1,91) (T2, y2) = (22 — 1) - (T2 — 1) + (Y2 — 1) - (Y2 — ¥1)"
definition "AlBl =ag AQBQ — ng Al By = dgg AQ By"

IIpaBa u uHIIMAEHIIK]A.

Jennaumna mpaBe. IIpase y /lekapToBOj KOOPJAMHATHO] PABHU C€ OOMYHO IIpe-
JIcTaB/bajy jemnaunnama obsimka Axr + By + C' = 0, na tako tpojka (A, B,C) €
R3 osnagasa npasy. HMnak, Tpojke y kojuma je A = 0 u B = (0 mopajy 6utu
uU3y3eTe jep He IMPeJICTaB/bajy UCIPaBHY jelHa4dnHy mpaBe. Takobhe, jennaunne
Ax+By+C =0u kAx+kBy+kC = 0, 3a peanro k # 0, 03Ha4aBajy UCTy IIpaBy.
3aro mpaBa He MoxKe OuTu JaeduHUCaAHa KOpUIITNEemeM caMo jeliHe jeqHadnHe, Beh
paBa Mopa ouTtn JeduHUCaAHA KAao KJIaca jeJIHAUNHA KOje MMajy IMPOIOPIIMOHAJIHE
koedunujenre. Popmanuzanyja y cucremy Isabelle/HOL ce cactoju U3 HEKOJMKO
kopaka. lIpBo, jmedwunuire ce HOMEH BaJMIHUX TPOJKU KOjU Cy KOeDUIUjEHTU

jeTHaYnHE.

typedef line_coeffs® =
"{((A ::real), (B ::real), (C ::real)). A#0V B #0}"

Kana je oaj tun nedunucan, dynkiuja Rep_line coeffs (| |g3) KoHBepTyje
ANICTPAKTHE BPEIHOCTH OBOI' THIIA Y EbUXOBE KOHKPETHE pelrpe3eHTaruje (Tpojke
peamnux Gpojesa), a dynkuuja Abs_line_coeffs ([ ]7%) komsepryje (Bammmme)
TPOjKe Y BPEIHOCTU KOje MPUNAJA]y OBOM THILY.

JIBe TpojKe Cy eKBUBAJIEHTHE aKO M CaMO aKO Cy IPOIOPIMOHAJIHE.

definition "I} =% [y +—
(3 Ay B; Cy Ay By Cs.
L] rs = (A1, B1,C1)) A |la)rs = (Az, By, Ca) A
(Fk. k£0ANAy=k-A AN By=k-By AN Cy=Fk-Cy))"
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[Torom je mokazano j1a je oBO pesaluja ekBupajennuje. ledununmja 3a Tum mpase
KOPHUCTHU MOJIPIIKY 32 KOJTUIHUIKE TUIIOBE U KOJUIHUIKE JTepuHUIIje. FHATU TPa-
Ba (Tum line®) ce nmedunuine kopumihemeM quotient_type KOMaHJe Kao KJiaca
€KBUBAJICHIINjE HAJI peaImjom .

Ia 6u u3bersim kKopuinheme Teopuje CKyIoBa, NreOMETPHjCKE AKCUOMATH3AIIM]e
KOje eKCILIUIIUTHO pa3MarTpajy MpaBe KOPHUCTEe peJaiujy WHImAeHImje. AKo ce
KODUCTH TPETXO/IHA JAeUHUINja 3a TPaBy, OHJA Ce IPOBEpaBarbe WHIUICHITI]Ee
CBOJIM Ha M3padyHaBambe Ja i Tadka (r,y) 3a/0BosbaBa jeHadnny npase A -z +

B -y + C =0, 3a neke xkoedurujerre A, B, u C Koju Cy npe/ICTABHUIN KJIACe.

definition "ag_in h (z,y) [ +—
(3 ABC. [lJgs=(A, B, C)AN(A-z+B-y+C=0))"

Nnak, na 6u mokazaym Ja je pesalnja 3acHOBaHA Ha ITPEICTABHUIIMMA KJiace
J00po JlecbrHUCAHA, MOPa OUTH JIOKA3aHO J1a aKO ce m3a0epy JAPYTU MPEJICTABHUIII
kiace, pertumo A’ B’ u €' (koju cy nponopumonasuu ca A, B, u ('), oHma Baxu
A'-x+ B -y+C = 0. 3aro mu y namoj Isabelle/HOL dopmanmzarnuju kopuctumo
[AKeT KOj! MMOJIpyKaBa PaJi ca KOJINIHUIKUM THIoBrMa (quotient package). Onja
ce A 6‘};? | nedbunumre kopurnhemem quotient_definition koja ce 3acHuBa Ha

pestanuju ag_in_h. Jlema nobpe nedunmucanocTu je

lemma

shows "/~!'=— ag_in h P l= ag in h P ['"

Adwuna pedbununmuja. Y adunHO] reomerpuju, npaBa ce JedUHUIIE TTOMONY
dukcue Tauke n BeKTopa. Kao m Ttadka, BeKTOp Takohe MOxke OMTH 3alucaH Kao
nap peajHux 6pojeBa Ha cienehn nHadun: type_synonym vec® = "real X real”.
Bekropu nedunncann Ha oBaj HAYMH YUHE BEKTOPCKU IIPOCTOP (Ca MPUPOIHO Jie-
buHICAHUM BEKTOPCKUM 36MPOM ¥ CKAJAPHUM MTPOU3BOIOM). Tadke u BEKTOPH ce
Mory cabupatu Kao (z,y) + (vg, vy) = (¢ +v,, Yy +v,). 3aT0, mpaBa ce 3amucyje Kao

TauKa U BEKTOD KOJU je PA3IMJIuT Ol HyJIe:
typedef line_point_vec® ="(p :point®,v ::vec™). v # (0,0)}"

Nnaxk, pasmuyanTe Tavuke U BEKTOPU MOTY 3aIllpaBO OJpehUBaTH jeJIHY TE UCTY

IIpaBy, Ma KOHCTPYKIMja ca KOJUIHUIKUM TUIIOM OIIeT MOpa OMTU KOpHIIheHa.
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definition "I} &% [y <— (I py vy P2 ve.

1] rs = (p1,v1) A |l2)rs = (p2,v2) A
(Fkm. vy =k-ve A po=p1+m-uvp))"

Jlokasyje ce ma je 0BO 3amcTa pejalija eKBupajeHnuje. Tasa je moryhe jmeduru-
caTH THII KOjUM Ce IpeJCcTaB/bajy npase (line™) kao Kijaca eKBUBAJIEHIM]e HAJ|
pesammjom ~% KopunrhemeM KoMaHze quotient _type.

Oy nedununujy je 6mio moryhe 3ajaru u KopurihemeM 1eTepMUHAHTH (duMe
6u ce uzberno oapehuBame koeduimjenara k u m). Yeaosu 6u 6unn |vy, va| = 0 u
[v1, p2 — p1| = 0.

Hakon mTo ce mokaxke j00pa jgeUHUCAHOCT, WHIAAEHI]a ce JeDUHUIIEe Ha
HAYWMH KOjU MOXKeTe BUJETH y HACTABKY (IIOHOBO C€ YOIIIITABA IOIU3AHEM HA BUIIN

HMBO) KOpHINemeM KOJIMIHUYIKOL T1aKeTa.
definiton "ag_in_hpl<+— (Ipovo. [l|rs = (po,v0) A (Fk.p=po+Ek-vp))"

Jorn jemna moryha nmedwHuimja mpase je KJjaca €eKBUBAJICHIIA]E TTapOBa Pa3Jin-
qnTux Tadaka. Mu Hucmo dopmam3oBasi 0Baj MPUCTYIL jep je TPUBUjAJHO U30-

Mopdan ca adunoM geduHUIjoM (pa3jivKa Tadaka je BEKTOP KOjU Ce MOjaBJbyje

y adunoj medununmjn).

N3omerpuje

Y CHHTETHYKO] reOMeTpHUju M30MeTpHje ce yBoje KopulihemeM eduHUIMje.
Pedaekcuje mory npse sa ce nmeduHUILY, a OHIA Ce JAPyTre n30MeTpHje Mory maedu-
HHUCATHU Kao KoMmio3unuja pediekcuja. Mnak, y namoj popmanausanuju lekaprose
pPaBHH, U30METPHje Cce KOPHUCTe caMO Kao MMOMONHO CPEeJICTBO Jla yIPOCTe HAIEe J0-
kaze (mro he 6Guru momarHO TMOjalnmeHo y omesbKy 4.2). 3aTo Mu HECMO OwIN
3aMHTEPECOBAHN Ja JIePUHUIIEMO U30MeTPUje KA0 MPUMHUTUBHE IIOjMOBE (Kao IITO
Cy Tadke W IMOJYJaPHOCT) HErO CMO NPEJICTABUIIN aHAJUTUIKE JeDUHUIM]E U J10-
Ka3aJil CBOjCTBa KOja Cy IMOTpedOHA 3a KaCHUje JIOKA3e.

Tpancnanuja je neduHICaHA TIPEKO JATOT BEKTOPA, (KOjU HUje eKCILUIUIUTHO JIe-
dbunmcan, Beh je npecrasben Kao map peaanux 6pojesa). Popmasina geduHUIM]A

y Isabelle/HOL cucremy je jeaHOoCTaBHA.

definiton "transp® (vi,vs) (x1,22) = (v + X1,V + X2)"

78



I'VIABA 4. ©OPMAJIN3AIINJA AHAJINTHYKE 'EOMETPUJE

Poranuja je mapamerpusoBana 3a peajHu napamerap « (KOju IpeJcTaBba yrao
porargje), a MA CaMO IOCMATPAMO POTaIlfje OKO KOODJAWHATHOL MovYeTKa (ocTaJie
poTaryje MOTy ce JOOUTH KAo KOMIIO3UIIMja TPAHC/IAINA]e U POTAIUje OKO KOOD/IH-
HATHOT o4YeTkKa). KOpHCTHMO OCHOBHA IpaBmWjia TPUTOHOMETpHje Ja 6u mo0mim

cienehy dopmanny nedununujy y cucremy Isabelle/HOL.
definition "rotp® « (z,y) = ((cosa)-x — (sina) -y, (sina) -z + (cosa) - y)"

Takobhe, menTpasna cumerpuja ce Jiako JeduHUIIE KOpUIThemeM KOOPIHHATA

Ta4dKe:
definiton "symp® (z,y) = (—z,—y)"

Baxxkra ocobmHa CBUX M30MeTpPHja je CBOjCTBO MHBAPUjAHTHOCTH, Tj. OHE UyBajy

OCHOBHE pejiaruje (Kao o cy uamehy u 4ogygapHo).

lemma "BY A B C +— By’ (transp™ v A) (transp® v B) (transp® v C)"
lemma "AB =% CD <—

(transp® v A)(transp®™ v B) =% (transp® v C)(transp®™ v D)"
lemma "BY A B C +— By (rotp™ a A) (rotp™ « B) (rotp® a C)"
lemma "AB =% CD +—

(rotp® a A)(rotp™ «a B) =% (rotp® « C)(rotp® a D)"
lemma "By A B C<+— By’ (symp® A ) (symp®™ B ) (symp™ C )"
lemma "AB =% CD «— (symp® A )(symp™ B )= (symp® C' )(symp® D )"

N3omeTrpuje ce mpe cBera KOpHUCTE Jia TPAHC(OPMUIIY TAYKY YV HeHY KAHOHCKY
nosuryjy (obuaHo TpaHcmanujom Tadke Ha y-ocy). Crenehe seme nokasyjy ma je

TO MOryhe y4uHUTH.

lemma "Jv. transp® v P = (0,0)"
lemma "Jo. rotp® a P = (0,p)"
lemma "B7Y (0,0) P, P, —
da p1 pa. rotp® a P, = (0,p1) A rotp™ a P, = (0,py)"

N3zomerpujcke Tpancdopmarliuje npase ce JeuHHUITY KOpUIThemheM H30MeTPu-
jekux TpancdopManmja Hal TadkaMa (paBa ce TpaHCc(OPMHUIIe TAKO IITO Ce TPa-

HC(OPMUIITY J[BE HEHE TPOU3BOJbHE TAUKe).
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Kopunrthemwe nzomerpujcknx TpaHcdopManuja

Jenna oJ1 HajBaXKHMjUX TEXHUKA KOja je KopuIlheHa 3a yrpolrhaBame dhopMma-
JIM3allje Ocarmala ce Ha Kopulitheme n30MeTprjcKuxX Tpancdopmarmja. Mu hemo
MOKYTIIATH J1a TPEJICTABIMO MOTUBAIIMOHN PA3JIOT 3a IPUMEHY U30MEeTPUja Ha CJie-
JneheM, jeTHOCTaBHOM IIPUMEDY .

Jlema Koja ce 4ecTo KOpHCTH y JoKasuma je qa ako B A X Bu B ABY
ouna Baxku BiY X B Y. IlpeacraBuhemo Kako ce oBa jieMa MOXKe J0Ka3aTu 6e3
Kopuriithema U30METPHUjCKUX TpaHcdOopMalinja U KaKo ce JIoKasyje Kaja ce KOpH-
cTe m3oMeTpujcke Tpancdopmarmje. Jak m Ha OBOM jeTHOCTABHOM ITPUMEPY, AKO
IPUMEHUMO JUPEKTaH J0Ka3, 0e3 Kopuihema M30MEeTPUjCKUX TpaHcdopMmalmja,
aJIrefapCcKu padyH IOCTaje MPEBUIe KOMILIEKCAH.

Heka Baxku A = (za,ya), B = (zp,yp), 1 X = (zx,yx). Kako By A X B
BaxKu, rmocroju peasan 6poj ki, 0 < ky < 1, rakaB na (rx —x4) = k1 (xtp—Ta), 1
(yx —ya) = k1-(yp—ya). Cimuno, kako B7Y A B'Y Baxu, nocroju peajan 6poj ka,
0<ky<1,raraB na (rp—x4) = ko (xy —x4), u (yp —ya) = k2 (yy —ya). Onga,
MoxKe ce nedunncatu peanan 6poj k ca (ko —ko-k1)/(1—ko k). Ako X # B, onna
KOpHIThemheM KOMILJIEKCHUX aJIire0apcKux TpanchopMaliija, MoXKe ce JT0Ka3aTu Jia
0<k<1l,mwpma(xp—xx)=Fk - (xy —2xx), u (yp —yx) = k- (yyv — yx), u 3a10
By X BY Baxu. Herenepucanu ciydaj X = B TPUBHjAIHO BayKH.

Nnak, ako mpuMeHNMO n30MeTPHjcKe TpanchopMaliije, OHJia MOXKEMO TPETIIO-
craputu 1a A = (0,0), B = (0,yp), u X = (0,yx), u na 0 < yx < yp. Ciyuaj
kasa je yp = 0 TpuBmjasHo Baxku. Y cymnporaom, ry = 0 u 0 < yp < yy. 3aro,
yx < yp < yy, u tBpheme Baxku. Ilpumerumo 1a y oBoM ciydajy HEUCY Oujie
oTpedHe BesnKe ajredapcke TpaHcgopMalije u JI0Ka3 ce 0Caarba Ha je THOCTABHE
0COOMHE TPAH3UTHBHOCTHU peJiaruje <.

[Topesiehu nperxonna JiBa JgoKa3a, MOXKEMO Jia BUJIMMO KAaKO ITPUMEHa H30-
METPHjCKUX TpaHcdopMaliija 3HaYajHO ylpoirhaBa MoTpebHA uU3padyHaBamba U
ckpahyje jgoka3e.

Kaxko je oBa Texnmka mocrta kopuirheHa y Haloj (pbopMmaan3aliiju, BasKHO je
MIPOIUCKYTOBATH KOjU je Haj0o/hbu HAYMH J1a ce (DOPMYJIHMIINY ojaroBapajyhe jeme
KOje ompaBJiaBajy ymoTpedy OBe TEXHHKE U MOKYIIATH IITO BUIIE ayTOMATU30Ba-
TH KOopuiiheme OBe TexHWKe. Mu CMO NPUMEHW/IM MPUCTYI KOJU je TPEeTOXKIO
Xapucon [78].

CsojcTBO P je mHBapujaHTHO O, TPAHCHOPMAIOM ¢ AKKO CBOjCTBO P BazKku 3a

OmJI0 KOje TavKe Koje ce j1o0ujy TpaHcdopmMalmjoM ¢ o Tadaka 3a Koje je CBOjCTBO
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P BaxkuJio.
definiton "inv P t+— (VY A B C. P A B C+«+— P (tA) (tB) (tC))"

Tana, cnemeha jgeMa ce MOXKe KOPUCTHTH JIa CBEJIEMO TBPheme Koje BaxKu 3a
0110 KOje TauKe Koje Cy KoJIMHeapHe Ha TBpheme 3a Koje pa3sMaTpaMo CaMoO TAdKe

Ha y-ocu (MOXKEMO U3abpaTh U I-0CY YKOJMKO HAM TAKO BHUIIE OJIrOBapa).

lemma
assumes "V yp yo. 0<yp A yp <yc— P (0,0) (0,y5) (0,yc)"
"Wo. inv P (transp® v )" "Va. inv P (rotp® a )"
"inv P (symp® )"
shows "WABC.BY ABC— P ABC"

Jlokas j1a je HeKO TBpheme NHBApUjaHTHO Y OJHOCY HA M30METPHUjCKY TpaHCHO-
pMallnjy HajBUIIE ce OCJIarba Ha JIeMe Y KOjuMa ce JI0Ka3yje Jla cy peJaruja udmehy
U peJlanuja uogygapHoCciiu, MHBAPUjaHTHE Y OJHOCY Ha MU30METPHUjCKe TpaHCcEOp-

Marmje.

4.3 Moaen akcmoMmaTcKoOr cucreMa TapcKor

[IpBo hemo naBectu akcuome Tapckor. [locToje nBe ocHOBHE peJianiuje:
e Penanuja usmehy: Bryz oznadasa ja je y udmehy x u z.

e Penanwmja wogygapro: ry = vw O3HA4YaBaA Ja je TY UOGYGapHo vw, OTHOCHO

Ja je MyzKUHA JIyKUA TY jeJIHaKa JIyKUHU JIyKA VW.

Axcuome moaymapHoOCTU

A1 PediekcuBHOCT MOMYIapHOCTH: TY = YT .
A2 InenTurer mOIyTapHOCTA: TY = 22 — T = Y.

A3 TpaH3uTUBHOCT MOAYIAPHOCTH: (TY = zu A Y = vw) — 2u = VW.
Axcuome pacmopena

A4 Unenrurer penaryje usmehy: Bryr — x = y.

A5 Ilamosa akcuoma: (Bruz A Byvz) — Ja.(Buay A Bvazx).
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A6 Axcroma HEIpPeKuIHOCTH:

JavaVy.[(o(x) AU (y)) = Baxy] — 3VaVy.[(¢(x) A(y)) — Baby].

A7 Axcmoma nome mumensuje: Jadbde.[~Babe A = Bbca A - Bcab).
AKcuoMe MoayIapHOCTU U pacnopeia

A8 Axcmoma ropme JIuMeH3uje:

(ru=zv Ayu=yv A zu = zv Au # v) — (Bryz V Byzz V Bzay).

A9 EykmmoBa akcnmoMa MMa TPH BAPHjaHTE:
I: ((Bzyw A xy = yw) A (Bruv A zu = uv) A (Byuz A yu = zu)) — yz = vw.
II: BxyzV Byzx V Bzxy V Ja.(xa = ya A xa = za).
III: (Bxuv A Byuz A x # u) — Ja3b.(Bxya A Bxzb A Bavb).

A10 Akcuoma TeT JIyiKWu:
/

(x #y A Bxyz AN Ba'y'2 Nzy = 2’y Nyz = y/'2 ANeu = 2'd ANyu = y'u) —

2u = 2.
A11 Koncrpykmuja myxu: 3z.Bryz A yz = ab.

Hamr b y oBOM morjiaBjby je ja jioKaxkeMo Jia Hare jgedununuje Jlekap-
TOBE KOODJIMHATHE PABHU 3aJI0BOJbaBajy cBe akcmome reomerpuje Tapckor [147].
OcHoBHE TIOjMOBHU y reoMeTpuju Tapckor cy camo Tpu MojMa - Taduke, (MHKJIy3UB-
Ha) pesanuja usmehy (o3nadena ca B,(A, B,C)) u penanuja gogygaproc@u (Kojy
osnaugaBamo ca AB =, C'D). VY reomerpuju Tapckor mpase HUCY €KCIIMIIUTHO

neduHECcaHe U KOJUHEAPHOCT ce JiepuHuiie KopuirhemeM pesiaruje udmehy

definition "Ci(A, B,C) «— Biy(A,B,C) Vv By(B,C, A)V B,(C, A, B)"

AKcuome moay/1apHOCTH.
IIpBe Tpu akcmome Tapckor mpejicTaB/bajy OCHOBHA CBOjCTBA TOLY/IAPHOCTH.

lemma ,AB =, BA"
lemma AB=,CC — A=DB"
lemma ,AB=CDAN AB= EFF — CD =, EF"
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Kenmumo fa okaxkemo Jia Hallta pejaiuja =% 3a10Bo/baBa CBOjCTBa PeJialiije
&, Koja je alCTPaKTHO 3aJlaHa Ca MPETXOJHUM akcuoMama (Tj. Ja jaTe aKCHoMe
BaxKke y HameMm mogeity JlekaproBe KoopuHaTHE paBHU). Y HAINOj (hOpMaIM3aIii-
ju, akcuome reomerpuje Tapckor cy dpopmyrucane kopuiihemwem jokaia (locale,
U JOKA3aHO je Ja KOOPJMHATHA paBaH IPEJCTaB/ha WHTEPIIPETAIN]Y TOr nedu-
HUCAHOT Jiokaja. Kako je oBo TexHmdka crpana dpopmasiusanuje y Isabelle/HOL
cucremy, Mu je Hehemo OBJie JUCKYTOBATU y BHIIe JeTa/ba (TOTIeIaTu O/Ie/hak
2.4). Ha npumep, 3a OpBy akCHOMY, JOKa3 Ce CBOJIM Ha JIOKA3UBambe TBPherma
AB =% BA. Jloka3u Cy TPaBOJUHKUJCKA U TOTOBO ayTOMATCKU (TI0jeIHOCTABIHY-

BambeM HAKOH Da3BHjamba JeUHUIM]A).

Akcuome pacnopena.

Npenrurer y penanmju udmehy. Ilpsa akcnoma (MHKJIy3UBHE) pejialyje u3-
Mmehy J1aje jeaHo meHo jeJHOCTaBHO CBOJCTBO U, 3a HAIl MOJEJ, JI0Ka3yje ce TOTOBO

ayTOMaTCKH.

lemma "B;(A,B,A) — A= B"

ITamioBa akcmoma. Cireneha akcuoma je Ilamosa akcuoma:
lemma "By(A, P,C)ABy(B,Q,C) — (3X. (B{(P,X,B)ANB,(Q, X, A)))"

[Ton mpeTnocTaBKOM J1a Cy CBe TadyKe KOje ce MOMUbY Y AKCHOMH Pa3IudnuTe U

Ja HUCY CBe TadKe KOJIMHEeapHe, CJINKa KOja OAroBapa aKCUOMU je:

A P O\

IIpe HEero mTo HaMo J10Ka3 Ja y HameMm Mozery JlekapToBe KOOpAMHATHE PABHA
BaK/ OBa aKCHMOMa, KEJIUMO Jla IIPOJIMCKYTYjeMO HeKa MUTama Koja ce OJHOCce Ha

reomeTpujy Tapckor m Koja cy ce IoKa3aJjia BaXKHUM 3a CBEYKYITHY OPTaHU3AIINA]y
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Harer jgokasa. llocenma Bep3uja aKCHOMATCKOT cucTeMa TapCcKor je HalpaB/be-
Ha Ja Oyjae MuHUMaJHA (caipku camo 11 akcmoma), U IEHTpaJHe aKCHOMe KOje
omnucyjy penanujy udmehy cy upaeHtuTeT penarmje uamehy u Ilamoa akcroma.
Y dopmanuzanuju reomerpuje Tapckor ([128]) cBa ocrasa esemenTapaa cBOjCcTBA
OBe peJsialyje ce M3BOJe U3 OBe jiBe akcmoMme. Ha mpumep, ma Ou ce usBesa cume-
TpugHOCT penaryje usmehy (u.e., By(A, B,C) — B,(C, B, A)), ITamosa akcnoma
ce mpumemyje Ha Tpojke ABC u BC'C' u taga ce nobuja tauka X Tako Jia BaXKu
B,(C,X,A) n BB, X, B), u ouza npema 1psoj akcuomu, X = B u B,(C, B, A).
Nnak, mpema Halem HMCKYCTBY, Y HaMepH Jia JIOKaxKeMo Ja je Hama /Jlekapto-
Ba KOODJIMHATHA paBaH Mojesl akcnoMa Tapckor (mororoso 3a [lamoBy akcuomy),
noTpebHO je n1a Beh nmamo j1oka3ane HeKe beHe Tocaeaure (Kao Mo ¢y CUMeTPHY-
HOCT ¥ Tpan3uTuBHOCT). JlonajMo ma cy panuje BapujaHTe aKCHOMATCKOT CHCTEMA
Tapckor nmaJie BuIlle akKCHOMa, a OBa CBOjCTBa Cy yIpaBO OMJia HEKa Ol TUX JI0-
JIATHUX akchuoma. Takobhe, CBOjCTBO CUMeTpHje je jeHOCTaBHHUje CBOjCTBO HErO
[TamoBa akcnoma (Ha MpUMeEp, OHO YKJbydyje caMo Tadke Koje Jiexke Ha IPaBoj,
nok y akcuomu llara mmamo Tadke Koje Jieyke y paBHU U HE MOPajy OUTH KOJIMHEe-
apue). JlogaTHo, IpeTxoiHu JOKa3 KOPUCTH BEOMa CYNITUIHA CBOJCTBA KOja 3aBUCE
oy, Tora kako je IlamoBa akcuoma cdopmynucana. Ha mpumep, ako ce y meHOM
saksbyuKy kopuctu By (B, X, P) u B,(A, X, Q) ymecro B,(P, X, B) u B,(Q, X, A),
OH/Ia JIOKA3 HEe MOXKe Jia ce M3Bee. 3aTO CMO 3aKJbYUHIu Ja Ou J100ap MPUCTYII
610 /14 TUPEKTHO JIOKAXKEMO Jia HeKa eJIeMeHTapHa CBOjCTBa (Kao IMITO Cy CHMe-
TPUja ¥ TPAH3UTUBHOCT) pejaryje usmely Baxke y MOJey, & OHJa J1a KOPUCTUMO

OBe UMIbeHUIlE y JO0Ka3y MHOro KoMmiuiekcHuje Ilamose akcnome.

lemma "By A A B"

lemma "BY A B C — B C B A"

lemma "BY A X B AN BY ABY —BY X BY"
lemma "BY A X B AN BY ABY —B7 AXY"

[Ipe mero mTo HacTaBUMO ca JI0Ka30M Ja Halla JlekaproBa KoopauHaTHA paBaH
y TIOTIIYHOCTH 3310BO/haBa llamoBy akcuoMmy, mOTPEOHO je aHATU3UPATH HEKOJIUKO
Jerenepucanux ciaydajesa. lIpBa rpyna jerenepucaHux ciydajeBa HacTaje Kaja
Cy HEKe OJi Tayaka y KOHCTpyKiuju jeanake. Ha mpumep, B, (A, P,C') mo3Bo/baBa
maA=P=C,umA=P#C,wm A# P =Cum A # P # C. lupekran
IIpUCTyIl 6u OMO Ja ce CBaKHW OJI OBUX CJydajeBa moceOHO aHasmsupa. MehyTum,

00JbU IIPUCTYII je J1a Ce MaKJHUBO aHAJIN3UPA ITPETIIOCTABKA U JIa Ce OJPEeIN KOjU OJ1
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cydajeBa Cy CYNITUHCKHU pasjanauTu. Vcmocraiba ce Jla Cy caMo JIBa Pa3IMInTa
caydaja outHa. Ako je P = (', onna je () Tpaxkena tauka. Axo je () = C, onma
je P Tpaxkena tauka. Ciesieha rpyna jerenepucanux ciiydajeBa HacTaje Kaja Cy
CBe Tauyke KoJuHeapHe. Y oBoM ciyuajy Baxku, wiu Bi(A, B,C) nwm By(B, A, C)
um B,(B,C,A). ¥ npsom ciydajy B je TpakeHa Taduka, y aApyrom ciaydajy A je
TparkeHa Tadka, a y TpeheMm ciaydajy P je TpakeHa Tadka.

[IpumeTnmo J1a ce cBU JereHepucanu ciaydajeBu [lammoBe akcmome TUPEKTHO
JIOKa3yjy KOpHIINemeM eJIeMEeHTaApHUX CBOjCTaBa W JIa Y OBUM CJIydajeBUMa HUje
O6u10 OTPEOHO KOPUCTUTU KOOpJMHATHA m3padyHaBama. (OBO cyrepwuiie ma cy
JereHepucanu ciaydajeBu llamoBe akcrnoMe eKBUBAJIEHTHU KOH)YKITAJU JIATUX CBOj-
craBa. JlomaTHO, OBO cyrepwuiie jia ako ce IMPOMEHM aKchuoMaTusaluja Tapckor
TaKO Jla YKJ/bydyje OBa eJleMEeHTapHa CBOjcTBa, OHIa ce llamoBa akcmoma MoxKe
OCJIA0UTH TAKO JIa CAJIPZKU CaMO IEHTPAJHU CJIy4adj HEKOJMHEAPHUX, PA3INIATUX
Tayaxa.

Konauno, ocraje j1a ce mokaxKke IEHTPAJHU CIydaj. ¥ TOM CJIy4a]jy, KOpHIhe-
He cy ajrebapcke TpaHchopMalpje 1a ce u3padyHajy KoopauHare Tadke X 1 14
ce Jmokaxke mpermnocTtaBka. Jla 6u ce ympocTno j10Ka3, KopuiiheHne cy u3oMeTpuje,
Kao MITO je onucaHo y ojesbky 4.2. Iloderna komdwurypanuja je Tpancdopmuca-
Ha Tako ja A mocraje koopauHaTHu mouerak, omuocho (0,0), ma P = (0,yp) u
C = (0,yc) nexke Ha mosuruBHOM Jeiy y-oce. Heka je B = (v5,y5), Q = (¢, yq)
nu X = (rx,yx). Kako Bi(A, P,C) Baxu, nocroju peanan 6poj ks, 0 < kg < 1,

TakaB 1a yp = k3 - yo. Comano, kako By(B,Q,C) Baxwu, mocroju peasan 6poj

ky, 0 < ky <1, TakaB na (xp — x4) = ko - (xy —4), u g —2p = —ks-Tp 1
Yo —ys = ks (yo —yp). Onna, Mmoxkemo nedunncarn peanan 6poj ki = %

Kako 3a A, P u C Baxu A # P # C u tauke HUCY KoJmHeapHe (jep mocMaTpamo
caMoO IEHTPAJIHYU, HEJETeHEPUCAHN CJIyYaj), OHJA, KOPUIINEmeM JTUPEKTHUX aJire-
Oapckux m3padyHaBama, Moxke outn gokazano 1a 0 < k; < 1, u na xx = ky - Tp,

uyx —yp = k1 - (yp — yp), u 3aro By(P, X, B) Baxu. Cauano, MoxkeMo feduHu-
ka-(1—k3)

ka+kz—k3z-ka

Tx —xg = —ke-xo U yx — Yo = —ka - yg u upema Tome Bi(Q), X, A) Baxu. 13 oBa

caTu peaJian 0poj ky = u nokasaTu na 0 < ky < 1 u na Baxku cienehe:
JIBA 3aKJby9IKa MU CMO OJPEeININ TadKy X .
Axcuoma Huke qumensuje. Cuieneha jiema kKazke J1a 1mocroje 3 HEKOJIUHEAPHE

TadKe, MITO IPEJACTaB/ha AKCHOMY HUXKE JIMMeH3uje y akcrnomaTuim Tapckor. 3aTo

CBaKM MOJIeJT OBUX aKCHOMa MOpa MMaTu JimMeH3ujy Behy ox 1.
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lemma "3 A B C. = C(A,B,C)"

Y mamoj exkaproBoj pasuu tpusujasno Baxku (mmp. (0,0), (0,1), u (1,0) cy

HEKOJIMHeapHe ).

Akcuoma (cxema) HenmpekugHocTu. Akcmoma HempekugHOCTH Tapckor je y
crBapu KoHCTpyKImja JlenekwuoBor npeceka. VHTYUTHUBHO, akO Cy CBe TadkKe
CKyIIa TadakKa Ca jeJIHe CTPaHe y OJIHOCY Ha TadyKe Koje NMPUMAJIajy JIPYTrOM CKYIy
TadYaka, OHJIa MOCTOjU TadKa Koja je m3mehy Ta mBa ckyma. OpuruHayina axcu-
omaruzaruja Tapckor je meduHucana y OKBUDY JIOTHKE IIPBOT Pella U CKYIOBU
HUCY eKCILTUIIUTHO TO3HATH y OKBUpPY (opmanuzaruje Tapckor. 3aro, ymecto ma

KOPHUCTHU CKYIIOBe Tavyaka, 1apCcKu KOPUCTHU TpeIUKaTe JIOTUKE MTPBOT pPeJia, ¢ 1 1.

(Ja. V. Yy. ¢ x ANY y — Bi(a,z,y)) — (Ib. YVa. Yy. ¢ £ ANb y — Bi(z,b,9))

Nnak, dopmynamuja oBe jemMe y OKBUDPY JIOTUKe BUIIEr pejia cuctema Isabel-
le/HOL wue orpanndasa npeukare ¢ u 1) na Oyiry OPeIUKaTH JOTMKe IIPBOI PeJIa.
3arto, cTporo riegaHo, Haira (GOopMATH3aIAja aKCHOMATCKOT cUcTeMa TapcKor y
okBupy cucrema Isabelle/HOL naje npyradujy reOMeTpujy y OJHOCY Ha OPUTHUHAJ-

Hy reometpujy Tapckor.

lemma
assumes "Jda. V. Vy. ¢ s A y — By a x y"
shows "3b. Va. Yy. ¢ x A y— BY = b y"

Mebytum, ucnoctaB/ba ce ja je Mmoryhe jgokasaru ja /lekapToBa KoopauHaTHA
paBaH Takolje 3a/10BoJbaBa CTPOXKM]y BapujaHTy akcuoMme (6e3 orpaHmvyaBama Ja
IpeIuKATU ¢ U 1) Cy TIPEJIUKaTH JIOTUKE MPBOT pena). AKO je jefiaH CKyIl Ipas3aH,
TBpheme TPUBUjaTHO BaXKU. AKO CKYIOBUM MMAjy 3ajeIHUYKY TadKy, OHJA je Ta
TavYKa yjeTHO U TparKeHa Tadka. ¥ APYTHM CJIydajeBUM, TPUMEYjeMO H30MeTPH)-
cke TpaHcdopMaIyje TaKO Ja CBe TadKe M3 00a CKyIa JiexKe Ha MO3UTUBHOM JIEJTy

y-oce. OHpa, MoKa3 TBphema ce CBOJIM Ha JOKa3uBaibe ciejeher:

lemma
assumes
"P={r. 2> 0A6(0,2)}" "Q = {y. y>0AP(0,y)}"
n_|(5|b' be PAbe Q)u "E]l‘o. To € il "EIyO- Yo € Qn
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"Wr e P. Vye Q. By (0,0) (0,z) (0,y)"
shows

"Jb. Vo € P. Vy € Q. By (0,z) (0,b) (0,y)"

HokasuBame oBOT TBphema 3axTeBa KOPUITheme HETPUBHUjAJTHUX OCOOMHA pe-
ajiHuX OpojeBa, mpe cBera, mUXOBY mnormyHocT. llormynoct peasinmx OpojeBa y
cucremy Isabelle/HOL je dbopmanusosana cienehom Teopemom (cympemym, oco-

OuHA HAjMAMe NOPH-e IPAHMUIIE):

lemma "(dz. € P)A(Jy. Ve € P. x <y) —
3S. (Vy. (Fr e P. y<z)y< )"

Ckyn P 3a/10Bo/baBa CBOjCTBO CyIpeMyMa. 3ancTra, Kako, 0 IpeTnocTasnu, P
u () HEMA]y 3ajeTHUYKH eJIEMEHT, a U3 IpeTiocTaBKe ciaequ ga Ve € P.Vy € Q). x <
Y, Tako Ja je OmMJIo Koju ejeMeHT u3 () ropma rpanuia 3a P. Ilo mpernocrabim,
P u () cy mempasum, Tako ja mocToju ememeHnT b takaB ga Vo € P.x < bu

Yy € Q. b <y, a TO 3ampaBo 3HAYN JIa TEOPEMa BaXKU.

Axcuome moaymapHOCTH U pacmopea.

Axcuoma ropme gumensuje. Tpu Tauke Koje Cy HA UCTOM OJCTOjArbY OJI JIBE
pasimauTe TadKe JieyKe Ha MCTO] IMPaBOj. 3aTO, CBAKU MOJIEJ OBUX aKCHOMAa MOPa

AMaTH JUMEH3HU]y Mawy O] 3.

lemma "AP gt AQ A BP gt BQ N CP gt CQ N P # Q _>Ct(A,B,C)"
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OBo TBpheme je OmIo JaKO JIOKA3ATH aHAJIM30M PA3JIMIUTUX CJIydajeBa U KO-
purnthemem anredbapckux Tpancgopmaruja. Huje 6umo morpebHo KOPUCTUTH U30-

MeTpujcKe TpanchopMariyje.

AKcuoMa KOHCTpYKIHje Iy>KMU.
lemma "JE. By(A,B,E) N BE =, CD"

Hoxa3z ma mHamt mojiest /lekapToBe KOOpJAMHATHE PABHU 33/10BO/baBa OBY aKCUOMY
je jemHocTaBaH W IOYHIbe TpaHCOPMAIMjoM Tadaka Tako ja Tadka A mocraje

KOODJIMHATHM TIOYETAK, & TadKa [ JiexKu Ha MO3UTUBHOM jiesy y-oce. Onma A =

(0,0) mw B=(0,b), b>0. Hexka d = \/d2, C' D. Onyma E = (0,0 +d).

Akcuoma 1mer mayku.

lemma "AB %t A/B/ A BC gt B,C, A AD gt A,D/ A\ BD gt B/D//\
By(A,B,C) A By(A',B,C"Y A A% B —s CD =, C'D'"

Joka3 j1a HaIn Mojes 3aJ0BOJ/baBa OBY AKCHOMY j€ MPUJINYHO JTUPEKTAH, aJIu
3aXTeBa KOMILUIMKOBaHA m3padyHaBama. Jla 6mcmo ympocrusim pokas3, Tadke A,
B u C' cy Tpancdopmucane Tako Ja Jeke HA MO3UTUBHOM Jiesry y-oce. Kako cy
y U3padyHaBarmuMa MOTPEOHM KBaJIpATHU KOPEHH, HEje OmjIo Moryhe KOpUCTUTU
ayTOMATHU3AIIN]y KA0 y MPETXOJIHUM JIOKA3UMa U MHOTH CUTHH KOPAIU Cy MOPaJIu

OUTH WCIMCAHU PYIHO.

EyK.J'II/I,Z[OBa aKCmrmomMa.

lemma "B,(A,D,T) A B(B,D,C) N A£D —»
(IXY. (B(A,B,X) A B(A,CY) A B(X,T,Y))"

Omrosapajyha canka Kajia Cy CBe Tadke Pas3IUUINnTe:
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Y nokazdy oBor TBphema Kopuiiihene cy n3omerpujcke Tpancdopmarmje. Tauke
A, D u T cy npeciukane pegom y tadke (0,0), (d,0) u (¢,0), onHocHO y Tauke Ha
y-ocu. [lorom cy anam3mpanu JereHepUCcaHu CaydajeBy, OJTHOCHO CJIydajeBU Ka ia
Cy HeKe O] Tadaka jeJHaKe WU KaJa Cy CBe TadkKe KOJIMHeapHe. Y JereHepuca-
HUM cjIydajeBuMa, oapehuBame Tadaka X u Y HEje nmpecTaB/bajio IMOTeIKohy jep
YIJIABHOM Cy OHe HeKe OJ JIATUX Tadaka, OJJHOCHO Heke oj tadaka A, B, C'; D uan
T. Perumo, yKOJIMKO Cy Taduke KosmHeapHe u ako Baxku By(A,C,T), onna je Tauka
X zampaBo Tauka B, a Tauka Y je Tauka T

Jloka3zuBarbe OMIITEr CIydaja 3axTeBa J0CTa ajaredapckux u3padynasama. 1lpe
cBera, MOTPeOHO je opeInTH KoopimHaTe Tadaka X u Y, a IOTOM Ha OCHOBY THUX
KOODJIMHATA OJPEIUTH TPU KOeMDUIIMjEHTa KOjU MIPEJICTaB/bajy OJHOC MeDy Tadka-
Ma, OJIHOCHO, NPBU KOoeMUIMjeHT TpejcTaBba ogHoc Mehy taukama A, B u X,
npyru mebhy taukama A, C' u Y, a tpehu mehy raukama X, T mn Y. [la 6ucmo
JIOKa3aJli Jla OBe TadKe 3aucTa 33]0BosbaBajy penanujy ByY | morpeGHO je
JIOKa3aTH Jla Ce CBAKW OJf Tpu ojpeheHa koeduiujeHTa ce HAMA3U Y WHTEPBAJLY
0, 1], ommocuo 0 < k; < 1, npu wemy ¢ = 1,2,3. Mako je 10Ka3 OBe YUILEHUIIE JIH-
peKTaH, moTPeOHO je JIocTa n3padyHaBaba, a 300 3Haka < HUje MOTyhe KOpUCTUTH

ayromarusanujy Beh je Mmopajo ma ce gocta KOpaka JIOKasyje PydHO.
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4.4 Teomerpuja Xmuabdbepta

IIpBo hemo HaBecTn cBe akcrome XuadepTa.

Axcuome MHIIUAEHIIN]E

I-1 3a aBe Tauke A, B mocrtoju yBek mpaBa a KOja INPHUIIAJa CBAKOj O JBEjy

rayaka A, B.

I-2 3a jBe Tauke A, B He mOCTOjU BUIIE OJ1 je/IHe ITpaBe KOja O MpHIiaiaia CBAKoj

on neejy tadaka A, B.

I-3 Ha npaBoj mocroje yBek HajMame JBe Tadke. l[locToje mHajmame Tpu Tadke

KOje He JIexKe Ha jeJIHO] TTPaBoj.

— KOje TP TadK KOje He JiexKe Ha MCTOj MPaB0j, MOCTOjU YBEK
I-4 Ma 3a koje auke A, B, C', Koje He Jiezke Ha UCTO aBOj, TTOCTO e
paBaH (¢ KOja mpumaja cBakoj ox oBe Tpu tauke A, B, C'. 3a cBaky paBaH

YBEK IOCTOJU TadKa KOja jOoj IPUIlaia.

I-5 3a ma xoje Tpu Tauke A, B, C, Koje He JiexKe HA WCTOj MPaBOj HE MOCTOjU

BWIIIE O] jeJ[He PABHU KOja MPUIIaa CBAKOj o1 oBuX Tpujy tadaka A, B, C.

I-6 Axo ;e Tauke A, B mpaBe a Jieke y paBHU (v, OHJIa CBaKa TAadKa IMPaBe @

JIEYKU Y PaBHU (.

I-7 Axo jBe paBHU «, [ UMajy 3ajeIJHUUKY Tadky A, OHJIa OHE UMajy HajMarbe

JOII jesTHy 3ajeTHNYKYy Tadky B.
I-8 Ilocroje HajMame YeTHUPHU TadKe KOje He JieKe Y je/THO] PaBHU.

Axcuome pacmopena

I1-1 Ako rauka B jnexxu uzmely tavaka A u C, ouga cy A, B, C Tpu pazaudnre

Tadke npase u B jexu Takohe namehy C' u A.

I1-2 3a gse tauke A u C yBek mocToju HajMame jeHa Tadyka B Ha npaBoj AB,

tako ma C' jnexu n3mehy C' u A.

I1-3 Ox ma kojux Tpujy Tavdaka IpaBe HE MOCTOjU BUINE O] jeJIHE KOja JIEXKU

n3Mmely oHe JIpyre JBe.
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IT-4 Heka cy A, B, C' Tpu Tauke KOje He Jie)Ke Ha jeJHOj TPaBOj W HEKa je a
npaBa y paBuu ABC' koja He mpoJsia3u HU KPO3 jeJHY OJ THX TadaKa; ako
JlaTa IpaBa MpoJias3u Kpo3 jeaHy oJ1 Tadaka JyKu AB, oHa Mopa MpOJIa3uTh

Kpo3 jeany ox Tadaka gayxu AC, mim tadaka jyxu BC.
AkcuoMe oIy IapHOCTH

IT1-1 Axo cy A, B nBe Tauke Ha MpaBoj a U aKo je, gajbe, A’ Tauka Ha MCTO] WU
Ha JIpyTOj mpaBoj a’, oHja ce MoxKe yBek Hahu TakBa Tauka B’ mpase a' Ha
naroj crpanu ox tauke A', na ayxx AB Oyne nogymapHa WK jeIHaKa IyKH

A’'B’, mro oznauaBamo Ha cienehu vaunn: AB = A'B’.

II1-2 Axo cy nyxu A'B' u A" B” nonynapue jenasoj ucroj ayxu AB, ouhe u j1yx
A'B’ nonynapua nyxu A”B".

I11-3 Heka cy AB u BC' nBe jiy»ku Ha paBoj a 6€3 3aje THIIKIX TadaKa U HeKa Cy,
name, A'B' u B'C’ npe nyxKwu Ha MCTOj IPABOj @ WU HA HEKO] JPYTroj MPaBoj
a’ Koje MCTO TakOo HeMajy 3ajeJHHYKUX Tadaka; ako je taga AB = A'B' u

BC = B'C’, 6uhe yBek u AC = A'C".

I11-4 TIpso hemo maru necdunumjy yria, a IOTOM U aKCUOMY.

Hedunnnuja: Heka je o mpousBosbHA paBaH, a h 1 k HeKa Cy Ma Koje pa-
37IMYHTE TOJIyTIpaBe Koje uzjaze u3 rauke O y paBHEU (¢ U IIPUIIAJIA]Y PA3HUM
npasama. Cucrem oj jiBe nosrynpase h, k Hazsahemo yziom u o3HadaBaheMo
ra ca Z(h, k) wim ca Z(k,h).

Axcuoma: Hexka je mar yrao Z(h,k) y paBan o u npaBa ¢’ y paBHE o/ Kao
onpehena crpana pasau o npema npasoj . Heka h' ozmagasa mosynpa-
By mpaBe ¢ Koja mojasu u3 tadke ('; oHja y paBHH o/ TOCTOjU jeqHa U
camo jemHa mosynpasa k' Tako ma je yrao Z(h,k) mogymapan win jegHaK
yray Z(h',K') m y ucro Bpeme cBe ynyrparme tauke yriaa Z(h', k') nana-
3e ce Ha JIaTOj CTpaHU OJ mpase a’, mTo heMo O3HAYMTH HA OBaj HAYUH

Z(h,k) = Z(W,K'). Caku je yrao mogymapas caMoM ceOw.
Axcroma napaJjieIHOCTH

IV Eykmmnosa akcuoma: Heka je a mpousBosbHa mpaBa m A Tadka BaH a: TaJa
[IOCTOjU y paBHU, ojapeheHoj mpaBoM a M TauKOM A, HajBHINe jedHa IpaBa

Koja mpoJsiasu Kpo3 A u He mpecerna a.
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Axkcuome HEeIIpeKnJIHOCTHU

V-1 Apxumenoa akcunoma: Ako cy AB u C'D Ma Koje 1Be Jy»KH, OHJIa TOCTOjU
TakaB Opoj n, ma kama ce ayx CD mpenece n on A jemHOo 3a APYyTUM IO

IOJIYIIPABOj KOja IPoJia3u Kpo3 Taduky B 1peja3u ce 1mpeko Tadke B.

V-2 Axkcuoma simaeaphre normyHocTr: CucreM Tadaka HEKe IIpaBe ca CBOJUM peJjla-
jaMa pacropesia 1 Mooy JaPHOCTU HE MOXKe ce TaKO IMPOIUPUATH, 18 OCTAHY
oUyBaHe peJialnje Koje mocToje u3Mehy mperxoannx ejgeMeHaTa Kao U OCHOB-
He 0COOMHE JIMHEApHOT PacIopejia W IOJY/IapHOCTU KOje IMPOUCTUIY W3 aK-

cuoma, [-1I1, u akcmome V-1.

[Iu/b y oBOM ofie/bKy je Jia JoKaxKeMo Ja Harie jedununuje /lekapToBor Ko-
OP/IMHATHOT CHUCTEMa 33JI0BO/baBajy akcuoMe Xwmibeprose reomerpuje. OCHOBHU
objexkTn y XmjibepToBoj IJIAHAPHO] TEOMETPUjU Cy TadKe, [IpaBe, pesamuja udmehy
(osmauena ca Bp(A, B,C')) u peranuja nomygapraoctu (o3nadena ca AB =, C).

Y opurnnasinoj XunbeproBoj akcnomarusanuju [81] Heke mpeTmocTaBke ce MM-
IJINIIATHO TTO/IPa3yMeBajy y OJHOCY HA KOHTEKCT y KoMe cy jare. Ha npumep, ako
je peueHo “Gociioje gee wawke , TO yBEK 3HAUN TOCTOj€ JIBE pas3juydnTe Tauke. be3
OBe IPEeTIIOCTaBKe HeKa TBpherma He Baxke (HIp. pesaryja udmehy He BaxKu ako Cy

TavKe jeHaKe).

AKcuome MHIIUOEHIINjE
[IpBe nBe akcuome cy hopMaIn30BaHe KOPUIINEIHEM CaMO jeTHOT TBphemba.

lemma "A# B — 3 . A€, N Be&yl"

[Tocnenma akcrnoma oBe rpyie je (bopMaIu30BaHa KOPHUIITNEHEeM JIBA OBOjEeHA

TBphema.

lemma "JAB. A#B AN A€l N Beyl"
lemma "JABC. = Cy(A, B,C)"

Penanuja xosmueapuocru C, (koja je xopurihena y mperxojiHoj aedUHUIMjU) ce
nedunuIe Ha cieaehn HAYUH:

definition "Cy(A,B,C)«+—3dl. A€yl N Beyl N Cegplt

HapaBHo, MU KeJIMMO JIa JIOKAYXKEMO Jla HAIl MOjes (ca HAmuM JiepuHUIN-
jama Tadke, mpaBe W OCHOBHHUX pesanuja (nmomyuapHo, uaMmelly)) 3amoBo/baBa oBe

akcuome. Ha mpumep, oBo 3Haun ga mu Tpeba J1a JTOKaAXKEMO:
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lemma ,A# B —3l. A€ INBeYL."

Jlokasu oBHUX JieMa Cy TPUBHjaJIHU M YIJIABHOM Cy JIOOMjeHHU pPa3BUjamHEM J1e-
dbunnnmja n oHma KopurhemeM ayTOMATCKOT JIOKa3uBamba (KopuihiemeM MeToie

['pebrepoBux 6aza).

Akcuome IIopeTkKa

Axcrome mopeTka onmcyjy cBojcTBa (€KCKJIy3WBHE) pejaluje usmehy.

lemma "B,(A,B,C) — A#BNA#C NB#C ACLA B,C) A B,(C,B,A)"
lemma "A # C — 3B. B,(A,C,B)"
lemma "A €, INBe, INCeplNA#BANB#CNA#C —

(Bh(A,B,C) N =BL(B,C,A) N —B,(C,A B)) VvV

(-BL(A,B,C) N Bu(B,C,A) N =By(C,A,B)) V

(—BL(A,B,C) N —By(B,C,A) N By(C,A,B))"

e oag a9 BY : :
Hokasn na penamuje =%, €7 , u By 33/10BOJbABAJY OBE aKCHUOME Cy je-
HOCTaBHU W YIJIABHOM Cy U3BEIEHU OJIMOTABAILEM JICPUHUIM]jA U KOPHUITNEHEM

ayToMaTU3aIluje.

ITamoBa akcuoma.

lemma "A#B ANB#CANC#ANBRA,P,B)A
Pehl/\_\CEhlAﬁAGhl/\ﬁBEhlh—)
Q. (Br(A,Q,C) N Qepl) vV (Bu(B,Q,C) N Qe

A

Y opurunasinoj IlamoBoj akcnomu OCTOjU jOIIT jeHa MPETIIOCTaBKa — TauKe A,
B u C nucy xommHeapHe, Tako Jia je akcruoMa (hOpMyJIHCcaHa CaMo 3a IEeHTPAJIHH,
HesereHepucanu ciay4daj. Mnak, y mamem mojeny TBpheme TPpUBUjATHO BayKU aKO

OHE jecy KOJIMHeapHe, TaKO Jla CMO MU JIOKa3aJu Jia HaIll MOJIeJ 3aJI0BOJbaBa U
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[IEHTPAJIHYU CJIy4a] U JereHepPUCaHn CIydaj Kaja cy Tadke KojuHeapHe. Ipumern-
MO Jia 300T cBojcTaBa XWJIOEPTOBE pejaluje uamehy, MpeTIocTaBKa Ja Cy TadkKe
pa3auYuuTe HE MOYXKE OUTH U30CTABJ/HEHA.

Jloka3 kopucTu crangapaHe Texauke. [IpBo, Kopucre ce m30MeTPHUjCKE TPAHC-
dbopmanumje ma Tpancampajy Tauke Ha y-ocu, Tako ga A = (0,0), B = (5,0) u
P = (zp,0). Heka je C = (z¢,yc) n |[llrs = (la,lp,lc). Y 3aBucHOCTH Yy KO-
jUM Jy’KHUMa Cce TparKeHa TadKa HaJla3W, NMaMO JIBa BEJIMKa Pa3jIudnTa CJIydaja.
Kopumihiemem csojcrBa By (A, P, B) noka3syje ce na Baxu la - yp # 0 u oHma Mo-

lo

JKeMO OJIpeJUTH IBa Koedummjenta k; = l;.yB u ky = lAi,i?y;lC

ce ja Baxku 0 < k; < 1 wmm 0 < ky < 1. Kopumhemwmem 0 < k; < 1, Tauka

. Haspe, j1oxazyje

Q = (zg,yo) je onpebena ca xg = ki -x¢c n yg = ki -y, ma 3aro By (A, Q, C) Baxu.
Y apyrom ciydajy, Kaja ApYro CBOjCTBO BaxKu, Tadka () = (z,,Yy,) je onpebena ca

xg =k (xc —2xp)+2xp u yg = ke - yo, na 3aro By(B, Q,C) Baxu.

Axcuome moaymapHoOCTH

[IpBa akcuoma 1oy mapHOCTH OMOryhaBa KOHCTPYHCAHhe MOy IapHUX TyKHA Ha
naroj npasoj. Y Xuubeprosoj Kiusu ,,OcHoBu reomerpuje’ [81] akcroma ce dop-
Mysmire Ha caefaehun nauwn: ,Axo cy A u B gee wavke na upasoj a, A’ je wavka
Ha UCTLO] U gPY20] Upaso] a' onga je yeex mozyhe ogpequitiv wawky B’ na gatio]
cuparu apase a' y ogrocy na wauky A’ warey ga je gyoc AB Gogygapra gyorcu
A'B'.” Nnak, y Hamoj dpopMaau3aiuju 1eo0 ,Ha §aitio] cuparu” je TPOMemeH U
yMecTo jeqHe onpelene cy jiBe Tauke (IPUMETUMO JIa je OBO UMILIUIIUTHO U PEIEHO

y OPUTHUHAJIHO] AKCUOMM ).

lemma "A#ABANAE,INBe,lNAegl! —
IB'C". B enl! A C'epl! A By(Cl, A, B) N AB =, A'B' A AB =, A/C'

Joka3 na oBa akcuoMa Baxku y HarieMm Mmogeny JlekaproBe KoopiuHATHE DaB-
HU, TOYHMIbE Ca M30MeTPUjCcKuM TpaHcdopMmarmjama Tako ga A’ mocraje (0,0) u I/
rocraje x-oca. Taja je IPUJINIHO jeTHOCTABHO OJPEJIUTH JIBE TAYKE HA T-OCH TaKO
IIITO OJIPEINMO KOODJMHATE OBUX Tadaka kopuctehm ycjiaoB ma dgg (kBapaTHO
pacrojame) uamely 6uso koje ox wux u Tauke A’ je ucro Kao u dzg A B.

Cnenehe nBe akcroMe Cy IUPEKTHO JIOKA3aHE OJBUjarbeM O/iroBapajyhux medu-

HUIHja U TPUMEHOM aJirebapckux TpancdopMmalidja u Merona I'pebrepoBux 0a3a.
lemma "AB =, AB' N AB=, A’B" — A'B =, A”B""
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lemma "By, (A, B,C) A By(A, B, C") A AB =, A'B' A BC =, B'C" —
AC =2, A'C'

Cnenehe Tpu akcmome MOAYIAPHOCTH Yy XHJIOEPTOBOj AKCHOMATU3AIMU CY O
IojMy yIJia, a MU y OKBHPY oBe Te3e Hehemo pasmarparu dpopmaimzanujy yrJa.

3a pas3/uKy OJ1 OCTAJIUX aKCHOMa Koje cy (bopMyJircaHe Ha OCHOBY OCHOBHUX
II0jMOBa (TaqKa, nopaBa, upuuaga, uogygapHo, usmeby), y OBUM aKcHOMaMa Cce ja-
BJ/ba moTpeba Kopuiiliema yBeJIeHnX MojMoBa (HIp. YIVIOBA, MOJIYIPABUX, MOJY-
JIADHOCTHU YIJIOBA, IPUIAIHOCTHU IMOJIyIpaBe mpasoj, ...). Cse ose momohue je-
duHUIIje TTOCTajy CACTABHU /€0 aKCHOMATCKOI CUCTEMa M OH II0CTaje HEermoTpPeOHO
BEJIUKH.

[Tojam yriia je cam 110 cebu BeoMa IUPOK U 3aIPaBO ce 10/ jeIHUM Hedopma-
HUM TEPMUHOM KPH]y PA3JIAIUTH MATEMATUIKHU MTOJMOBHU. ¥YTa0 ce MoxKe JeuHU-
caTH TIPEKO JIBE TIOJTYIIPaBe KOje ce CeKy, aJii M IIPEKO JIBE TIPaBe KOje ce CeKy. KaJla
ce bukcupajy mosynpaBe, ocTaje IuTame KOju O]l JIBa Jiejia PaBHU Ce MoJIpa3yMeBa
[IOJ1, yIJIOM — JIa JIK yrao yBeK MOpa OMTH KOHBEKCAH WJIU Cy Te MoJymnpase ypehen
mmap, ma ce moJ/[pa3yMeBa OPUjEHTUCAHU yrao OJ IpBe IpaBe Ka Japyroj. IIpobiem
ca Xuja0epTOBUM TEKCTOM je IIITO MAKO Ce MOXKEe 3aK/byYUTH KOja je MOTHUBAIIU]A
naTux JepUHUIN]a, HA TIYHO MECTA TEKCT je HeIPEeIu3aH U MOTPEOHO je N3BPIIUTH
onpehena npenusupama Ja 6u ce aobuia dpopmanna gedununrja (4 TO ce MOKe
YPaJUTH Ha PA3IUYATE HAYUHE U CAMUM TUM aKCHMOMATCKE OCHOBE MOTY OUTHU pa-
giuuunre). Ha mpumep, Huje jacHO IITa 3HAYM JIa TAYKA MPUIAJAA YIJIy — Ja JId
je TO cKymn Tayaka WM 1oceOaH THUI 3a KOjU je MOTPEeOHO yBEeCTH HOBY DeJIallyjy
unriueriuje. [lorom, dpopmasiHO Ccy yBejieHe TOIyIIpaBe, ajl He U KPUTEPUjyMY
KaJa JBe TOJIyIIpaBe CauyumbaBajy IMpaBy, HUTH KaJla MOJIyIIpaBa MpUIaIa IpaBoj,
IITO IPEJICTAB/bA IPODJIEM jep Ce W TU KPUTEPUjyMu Kopucre (Ha mpuMep, Kaja ce

YBOJIE CYyMILJIEMEHTADHY YIJIOBH).

Axkcuoma IIapaJieJIHOCTH
lemma "-P €l — . Pyl N =3 P. Pre,l N Prey )"

Jloka3 oBe akcuome cacToju ce u3 JiBa Jiesa. I[IpBo je mokazaHo j1a TaKBa IIpaBa
IIOCTOjU a TIOTOM Ja je OHa jeawHcTBeHa. JlokKasuBame mOCTOjarba je yIUHEHO

onpehuBamem KoedwurmjeHaTa Tpaykene npase. Heka je P = (xp,yp) u |l|ps =

(la,lp,lc). Onpma cy xoedurnmjentu tpaxkene npase (la,lp, —la - zp — lp - yp).
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Y apyrom jiesy Jokasa, MoJasu ce O MPETIIOCTaBKe Ja IOCTOje JBe MpaBe KOje
3agoBosbaBajy yciao P €, ' N —=(3 P. Py €, 1 N P, €, l'). Hokaszano je na cy

IbIXOBU KOG(bI/IILI/IjeHTI/I IponopnuoOHaJIHA ITa CYy CaMKUM THUM U IIpaBE je,H,Ha,Ke.

Akcuome HeTpeKWTHOCTH

ApxumenoBa akcuoma. Heka je A; Heka Tauka Ha mpaBoj m3mely ciaydajHO
n3abpanux tadaka A u B. Heka cy tauke A,, Az, Ay, ... TakBe ga A, jgexu usmehy
tauke A u Ay, Ay mamehy A; u Az, A3z usmehy Ay u Ay wrn. HomarHo, Heka cy
ayxu AAj, A1 Asg, Ay As, AsAy, ... jemnaku mehycobro. OHa, y OBOM HU3Y Tadaka,
yBeK 1ocroju tadka A, taksa jga B jexu usmehy A u A,.

[Ipuaudmo je TemKo penpe3eHTOBATH HU3 Tadaka Ha HAYUH KAKO je TO 3aJaTO
y aKCHOMU W HAIlle pelieme je omio jga kopuctumo jmcty. lIpBo, medunumemo
JINCTY TaKBYy Jla Cy CBaKe Ye€THPHU y3aCTOIHE TadKe TOJIy/JapHe, a 3a CBaKe TpHU

Y3aCTOITHE TayKe BaXKW peJialuja udmehy.

definition
"congruentl [ — length [ >3 A
Vi. 0<¢ A i+2< length [ —
ArH! G+1)=2 0! @+1)0 ! +2) A
Bp((l!d), ! (+1),0! GE+2))"

Ca oBakBOM JepUHUINOM, AKCHOMA je MaJIO TPaHCHOPMUCAHA, alld U JaJbe Ca
WCTUM 3HAYEHeM, U OHA KaKe Jia MOCTOJU HU3 TavdaKa ca CBOjCTBUMA KOja Cy rope
HOMeHyTa TakBa Ja 3a 6apem jenny tauky A’ uz mare jsmcre Baxu By(A, B, A'). ¥

Isabelle/HOL cucremy oBo je dbopMasm30BaHO Ha ciejehu HaYMH:

lemma "B,(A,A;,B) —
(3l. congruentl (A # Al # 1) A (Fi. Bu(A, B, (1! i))))"

Tnasma uzeja oBor jokasa je y Tphemnma do, A A" > di, ABud,, AA =
t-d;, A Ay. Baro, y npBoM Jieity oKa3a oapemamMo t takso ga t-da, A Ay > d, A B
Baxku. OBO ce moCTHzKe IPUMEHOM ApXMMEIOBOI IpaBHjIa 3a peajiHe Opojese.
Hame, mokazano je ja mocroju jucta | Taksa ja congruentl [ BaxKmu, Ja je Ta
JICTA JIy2Ka of] t, M TaKBa Ja Cy meHa npsa jBa ejementa A u A;. OBo je ypaheno
VHIYKIMjoM o napaMmeTpy t. bBasza muayknwmje, kama je t = 0 TpUBHUjaTHO BarKW.

Y MHJYKIIMOHOM KOPaKy, JILCTA je IIPOIIUPEHA Ca jJeJITHOM TAIKOM TaKBOM JIa BaXKu
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peJiaruja Moy IapHOCTY 38 By U MOCJIE/IIhe TPU TadKe JINCTE U JIa BaXKW peJiarmja
u3mehy 3a TocieImha JIBa eJIeMeHTa JINCTe U JI0JIaTy Tadky. Kopunrhemem oBux
yCJIOBa, KOOP/IMHATE HOBE TavKe ce JIako onpehyjy aaredbapckum u3padyHaBAHUMA.
Kana je jenom KoHCTpyumcaHa, JIMCTa 33/I0BOJbaBa yCJIOBE aKCUOME, IIITO CE JIAaKO
JIOKa3yje y TOCJIeIbUM KopaluMa JIoKasa. ¥ JIOKa3y ce KOPHCTe HeKe JI0JIaTHe
JileMe Koje YIJIABHOM CJIYYKe Ja Ce OIHUIITY CBOJCTBa JIMCTE KOja 33J/I0BOJhaBa yCJIOB

congruentl /.

4.5 3aBpmiHa pa3mMaTpama

Y 0BOj T€3U MU cMO TipejcTaBuIn 100po n3rpaheny dpopmanuzanujy lekaprose
reomerpuje paBau y okBupy cucrema Isabelle/HOL. /IaTo je HEKOTMKO Pa3InIUTUX
nedununmja JlekapToBe KOOpIMHATHE PABHHU U JOKA3aHO je Ja Cy CBe JIe(UHUIIN]Ee
ekBuBaJjienTHe. /[ledpununmje cy npeysere u3 crangapanux ynoenuka. Mehyrtum,
Ja Ou ux ucKazam y popMasiHOM OKPY2Kelby aCUCTEHTa 33 JIOKA3UBAIbE TEOPEMa,
om0 je moTpebHO mojmhu HUBO puroposnoctu. Ha mpumep, Kaja jgeduHUITIEMO
IpaBe IPEKO jeIHAYNHA, HEKH yIOEHUIW MMOMUIbY Jla Pa3/IMYUTe jeHAYUHE pe-
[IPE3EHTYjy UCTY TPaBy aKO Cy HHUXOBU KOEMUIMJEHTH “IIPOIIOPIIMOHAIHU, JIOK
HEKHU JIPDYTU YIIOEHUIIX YeCTO OBO BaXKHO TBpheme u He HaBemy. Y TEKCTOBHMA Ce
OOMYHO HE MOMWIbY KOHCTPYKIIHje Kao INITO Cy pesaliija eKBUBAJICHIU]E U KJiaca
€KBUBAJIEHIIMj€ KOje CYy Yy OCHOBH Hallle popMaJiHe JiepuHUIIHje.

QopmaitHO je J10Ka3aHo ja JlekapTroBa KOOpJAWHATHA PaBaH 3aJ/I0BOJbaBa CBE
akcnome Tapckor u Behinny akcumoma Xuibepra (ykibydyjyhu u akcumomy Herpe-
kunHoctH). Jlokas na mama nedunnnuja JlekaproBe KoopAWHATHE DABHU 3a10BO-
JbaBa CBE akcHoMe XWjI0epTa je TeMa 3a HApEeIHU Pa/l jep CMO KOHCTATOBAJU Jia
dopmynamnuja akcnoMe KOMIJIETHOCTH U aKCHOMa Yy KOjUMa Ce IMOMUEhe U3BeIeHU
rojaM yrJjia TPeJICTaB/bajy BEJUKU M3a30B 3a hopMasu3alujy jep cy y XuidepTo-
BOM TEKCTY 3aJlaTe BeOMa HEIPEIu3HO.

Hame umckycTBO je ma nokasmBambe Jla HAIl MOJES 3a/J0BOJbaBa jeTHOCTaBHE
XwuabepToBe aKCHOMeE JIAKIe HEero JIOKA3WBarbe J1a MO 3a[0BOJhaBa AKCHOME
Tapckor. Pasjior 3a oBo majsuiiie Jjiexxku y nedunuimju penaiuje udmehy. Hamme,
Tapcku mo3Bo/baBa Ja Tadke Koje cy y pesarnuju usmehy Oyny jennake. OBo je
pazJior 3a MocTojarbe OPOjHUX JIeTeHEPUCAHUX CJIydajeBa KOju MOpajy Ja ce aHa-
JIM3UPAjy IMOCEOHO IITO JIOJATHO YCJIOXKIbaBa pacyhuBame u jiokaze. Mehyrum,

XunbeproBe akcuome cy (opMmysincaHe KOpPUITNemeM HEKUX M3BEJIEHUX IOjMOBA
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(HOp. yryioBa) IITO IpeJcTaB/ba MPpobeM 3a Halry (popMaIu3aIm]y.

YumeHnria J1a je aHAJIMTUIKA TeOMETPHja MOJIEJ CHHTETUIKE T€OMETPHje Ce de-
CTO TIOJIpa3yMeBa Kao jejHa jeTHOCTaBHA YuibeHuiia. Mmak, Hame mcKycTBO IMOKa-
3yje Jia, MaKO KOHIIENITYaJHO jeJJTHOCTABAH, JJOKA3 OBE YNHEHUIIE 3aXTEBA TPUJITTHO
KOMILJTEKCHA M3padyHaBakba U BEOMa je 3axXTeBaH 3a (hopmasuzanujy. Mcmocrasba
ce Jla je HajBaXkKHMja TeXHUKa KOPUIINEHa Ja ce YIpocTe JI0Ka3u “0e3 ryOuTka Ha
OIIIITOCTH U KOPUIINeme N30MeTPHjcKux Tpancdopmarmja. Ha nmpumep, mpBo cMo
MOKYTIIAJIA JIa JIOKAXKeMO IeHTpaHu ciayd4aj Ilamose akcrmome 6e3 mpuMene m3o0-
MeTpHjcKuX Tpancdopmaruja. Mako 0u Tpebaso na Oyie moryhe m3BecTu Takas
JIOKa3, M3padyHaBarma KOja Cy ce IojaBujia Cy OWjIa TOJMKO KOMILJIEKCHA Jla MU
HUCMO YCITeJIn Jia 3aBpmmMo JokKa3. l[locsie mpumene msomerpujckux TpaHcdOp-
Mallrja, n3padyHaBamba Cy U Ja/be OUjIa HETPUBUjATHA, AJTU UITAK, MU CMO YCIIEIN
Jla 3aBPIIUMO OBaj JIOKa3. 1peba mMaTu Ha yMy Jila CMO MOPAJIH Ja Ce€ 9eCTO KO-
PUCTUMO PYYHUM U3padyHABAaBUMAa jep 4YaK U MONHA TaKTUKa KOja Ce 3aCHUBA Ha
['pebenepoBuM HazaMa HUje ycresa Jia ayTOMAaTCKU YIIPOCTH ajredapcke m3pase.
N3 oBor ekcriepumenTa ca larmoBoMm akcrnoMoM, 3aKJby /I CMO KOJIMKY je 3HAYA]
M30METPHjCKUX TpaHcdopmalimja u ciejeha TBphema HUCMO HU TOKYIIABAJINA A
JTOKa3yjeMO JTUPEKTHO.

Hama dbopmamnzanyja aHaMTUIKEe TeOMETPHje Ce 3aCHUBA HA aKCHOMaMa pe-
aJIHUX OpojeBa M y MHOIMM JIOKa3MMa Cy KOPHIIheHa CBOjCTBa peajHux Opojesa.
MHora cBojcTBa Bazke 3a 6uiI0 Koje mojbe OpojeBa (M TakTHKa 3acHOBaHa Ha ['pe-
H6erepoBuM Oazama je Takohe Omiia ycmermHa Uy ToM caydajy). MebhyTum, na 6u
JIOKA3aJIi AKCUOMY HENPEKUIHOCTH KOPUCTUJIM CMO CBOjCTBO CyIlpeMyMa, KOje He
BayKM y IPOU3BOJHHOM TIOJBY. & HAIlEM JaJbeM Pajy, IJIAHUPAMO & H3TPaJiv-
MO aHAJUTUYKY TeoMeTpujy 0e3 kKopuinhema akKCHOMa peaJHuxX OpojeBa, Tj. Ja
JedUHAIIEMO AHAJUTUYKY MeOMETPHjy y OKBUPY akcuomarusaruje Tapckor uium
Xwuibepra. 3ajeHo ca OBUM pajioM, TO Ou omoryhmao mayOsby aHAJM3Yy HEKHX
TEOPUjCKUX CBOjCTaBa MoJiesia reoMmerpuje. Ha mpumep, KeamMo Ja JTOKaXKeMO
KATeropuyHOCT U cucreMa akcuoMa Tapckor u cucrema akcmoma Xujibepra (u j1a
JIOKaXKeMO JIa Cy CBU MOJIeJIn U30MOPQHU U eKBuBajeHTHU JlekapToBOj KOOpIu-

HATHO] DABHN).

98



I'maBa 5

Dopmasmn3anuja xumnepooImiakKe

reoMeTpuje

5.1 ¥YBox

[TocToju MHOrO pajioBa W KIHUTa KOje OMHUCY]y INeOMETPHjy KOMILIEKCHE paB-
HH, & y OBOM IIOTJIaB/by MU NeMO IpeJICTaBUTH pe3yJiTaTe Halle (hopMaJrm3aliije.

[TocToju BuIle 1MUBEBA KOjE€ CMO YKEJIEJIH JIa OCTBAPUMO.

1. ®opmanm30BaTH TEOPHUjy MPOIIUPEHE KOMILJIEKCHE DaBHU (KOMILJIEKCHA Pa-
BaH KOja CaJpKM TauKy GECKOHAYHO) U heHuX o0jekaTa (IpaBUX U KPyroBa)

u weHnx TpaHncdopmaimja (Ha mpumep, nHBep3uja u MebujycoBux TpaHc-

dbopmarnmja).

2. Crojutu 6pojHE TPUCTYIIE KOje MOYKEMO CPECTH Y TPEIOPYICHO] JUTEPATYPHU
([130], [148], [117]) y jeman yrudopMHU tipucTyn y KoMe he 6utu kopumnihiexn

JEITMHCTBEH W TPEIU3aH Je3WK 3a ONMMCUBAIbe TT0jMOBA.

3. Anaymsuparu u GOPMATHO JOKA3ATH CBE CIydajeBe KOjU YeCTO OCTaHy Helo-

BOJbHO MCTPAYKEHM jep WX BUINE PA3JIUUUTHUX ayTOpa CMaTpa TPUBUjAJTHUM.

4. ¥ pajny he butn gerapHO JMCKYTOBAaHU OIHOCK U3Mely JBa mpucTyIa y dpop-
MaJIM3aIMj KAao U HUXOBE HpeaHocTu u MaHe. Ilpupoano ce mamehy nBa
npucTyna GOpMaIU3AIUjU: TeOMETPUjCKHU (PEIUMO IIPUCTYII KOJU IIPEJIIazKe
Hunawm [130]) u anrebapckn (mpucTyn Koju MoxkeMo Bugern y pagy Isepa-
dberepa [148]), kao u muTame ga Jgu U30OP MpUCTyIA yTUYIE HA ePUKACHOCT

dopmasIHOT JTOKA3UBAIHA.
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5. AHaju3upaTyé TEXHUKE KOje ce KOPUCTe y JOKa3nMa, Kao U MOI'yNHOCT KOpH-

mhema ayToMaTu3aluje.

6. [locmarparu fa Jin je qoKa3e Jiakiie u3BecTu y Mosery Pumanose cdepe nimn

Yy MOOEJy XOMOT'€HUX KOOpAHUHATA.

Y 0BOj Te3u, paJii CarKeTOCTH, MU NEMO TTPEJICTABATH CAMO OCHOBHE PE3YJITATE
Harre dpopMaan3alyje — HajBaxkHUje dedununmje n Tephema. OBa Te3a caap:ku
caMoO KpPaTKy PEKaluTYJIAIjy OPUTHHAJIHOT (DOPMAJIHOT U3BOhema M MHOTA CBOj-
CTBa Koja cy (bopMaJIHO JIoKa3aHa Hehe 6uTH mpe3eHTOBaHa y oBoM pajy. [logar-
HO, HU jeJiaH J0Ka3 Hehe OUTH MpUKa3aH WK OIKUCAH, & CBE je JIOCTYITHO Y OKBUDY
spanuune Isabelle/HOL noxymentanuje '. V Tesu he 6uru onmcane TeXHUKe Koje
CMO KOPHUCTUJIA, KA0O U JieMe U TToMOhHa TBphema Koja cy Omia moTpebHa y JIoKa-
3UMa, aJii JIOKa3u Hehe OMTH KOMILIETHO MPUKA3aHU jep Cy MPEBUIE TeXHWYKU,

Y9€CTO BeOMa BEJIMKU U 9YUTaOoIlly MOy ouTu HEHMHTEpEeCaHTHU.

Opranusaiiyja morjasjba. ¥ IOIVIAB/bY .2 HaTe cy aeduHUIMje OCHOBHUX I10j-
MOBa KOjU Ce KOPHCTe — KOMILIEKCHU OpOjeBH, JTBOIUMEH3UOHU BEKTOPH U apUT-
METHYKe Olepallfje ca mbUuMa, MaTphlle JUMEH3Mje 2 X 2 U OCHOBHE apUTMETHYKe
omeparje ca MaTpuiiamMa, Kao u Jie(PUHUIAjEe aJIjyHIOBaHe, XePMUTCKE U YHUTAP-
He MaTpuiie. ¥y HOIJIABBY 5.3 j1ara je AedpuHUIMja XOMONeHUX KOOP/IMHATA KOjuMa
ce TPeJICTaB/bhajy KOMILJIEKCHH OpOjeBU MPOIIUpEHe KOMILJIEKCHE PABHH, IIOTOM CYy
JneduHICaHEe apUTMETUYKE Ollepalrje HaJ XOMOINeHMM KOOpJWHATAMa U JIATe Cy
JieMe O IbUXOBHM CBOjCTBHMA, & IIOTOM Cy jledpuHICaHe pa3Mepa U JiBopa3Mepa u
JIOKa3aHa Cy OCHOBHA CBOJCTBa OBUX Ollepaliyja. ¥ IMOraaBby 5.4 ycHocTaB/beHA
je Beza m3melhy PumanoBe cdepe u mporupeHe KOMILJIEKCHE PABHU KOPHITNEHeM
crepeorpadcke npojeknuje. OBa Be3a je BayKHa jep e 4eCcTO MOKA3aJI0 JIAKIIIM
JnokasaTu TBpheme Ha PumanoBoj cdepu Hero y npommpenoj KOMILIEKCHO] PABHHU.
Takobhe, yBenena je u MeTpuKa KOPHUIINEHEM TETUBHOI pacTojarba. ¥ IOIJIABIBY
5.5 necdpunucane cy Mebujycoe TpaHcdopMaliije 1 JaTa je ’bUX0Ba KapaKTepu3a-
nyja kopumrhemeMm mMaTpuiia aumensuje 2 X 2. Jlokazano je ma MebujycoBe Tpanc-
dopmaruje hopmupajy rpyiy Haj KomrosuimjoM. [lorom je medunucano aejcTBo
MebujycoBux TpaHcdoOpMaliija Ha Tadke IIPOIIMPEHEe KOMILIEKCHEe paBHH. Kao
3HadajHa rpymna MebujycoBux TpaHchopMalimja u3aBajajy ce eyKJIUICKe CIMIHO-

cTH Koje Takohe popMupajy rpymy u JJoKa3aHo je Ja ce CBaKa eyKJ/IUJICKa CAUTHOCT

! Isabelle moxymeHnTH y KojuMa Cy Teopuje W IOKA3W JOCTYIHHI ce Haja3e Ha ajpecu http:
//www.matf .bg.ac.rs/~danijela/Moebius.zip
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MOKe JOOUTU KOMITO3UIIMjOM POTaIluje, TPaHC/Ialldje U XOMOTeTuje. JeaHo o Haj-
3HavYajHUjuX TBphema je ma je nBopa3mepa Takohe MebujycoBa TpaHcdopmalimja.
OBo cBojcTBO je kKopuiitheHo ja ce gokaxke Jjia ce MebujycoBom TpancdopMariujom
OuJI0 Koje TpU TadKe MOI'Yy CJAUKATU y OmJIo Koje Tpu Tadke. Jlokasuparmem Te
YULEHUIE, MHOTH JIOKA3U Cy OJIAKIIaHU jep ce TBpheme MOIVIO CBECTH Ha JIOKa-
3UBaIbE JIa OHO BAXKM 33 HEKE CIelujaaHo n3abpaHe Tavuke, OJHOCHO KOpulirhemeMm
MexaHn3Ma ,0e3 TyOuTKa Ha OmIITocTH . ¥ Torjas/by 5.6 yBeleH je mojam yor-
MITEHOI Kpyra (Kpyrompapa) KOjOM Ce y TPOIIMPEHO] KOMIUIEKCHO] PaBHU MOTY
MIPEJICTAaBUTH W €YKJIUJCKH KPYTOBU, ajld U €yKJIUJCKE IpaBe. YCIOCTaB/beHA je
Be3a u3Melhy paBHU y TPOCTOPY U KPYTOMpaBuX KOpHUIIThemeM cTrepeorpadcke mpo-
jexrmuje. lokazano je jia ce MebujycoBum TpaHncdopmalimjamMa KpyromnpaBa CJInKa
y kpyrompaBy. llorom je mokazano ja ce KapakKTepu3alyja KpPyrOIpaBUX MOXKe
HOJIEJINTH HA TPU BPCTE: MMarvHapHe Kpyrompase (Koje HeMajy Tadaka), TauKa
Kpyrompase (UMajy jeJlHy TauKy) ¥ peajHe Kpyromnpase (nMmajy 6apemM Tpu Taduke).
YBeseHa je opujeHTaIja KPYTOIIPABUX M TUMeE je OMOryheHO JedHUCAE TICKA,
OJIHOCHO YHYTPAIIoCTH Kpyrompase. Jlokazana cy u TBphema Koja ce oJlHOCe Ha
nejctBo MebujycoBux Tpancdopmalyja Ha OPHjeHTUCAHe Kpyrompase. JemaHo o1
Haj3Ha4YajHUjuX TBphema je ja Mebujycose Tpancdopmaluje dyBajy yrao mu3me-
Dy kpyrompasux. ¥ moryiaBsby 5.7 jmara je Kiaacudukarmja MebdbujycoBux TpaHc-
dopmanuja. Hajsuauajuuju cy ayromopdusMu IucKa KOju CJIUKA]Y YHYTPAITHOCT
JIUCKA Yy YHYTPAIIHoCcT JucKa. Takobe, jokazaHo je Jia ce y ofHOCY Ha (puKCcHE
tauke, MebujycoBe Tpancdopmalmje MOry KJIACU(MPUKOBATU y HEKOJIMKO T'PyIa Y
KOjuMa cBe TpaHcdOopMalije nMajy 3ajeJHUIKa CBOjCTBA. Y IOTJIaB/bY 5.8 onmcan
jeé reoMeTpHUjCcKU MPUCTYI y JoKasuBamby ga MebujycoBa Tpancdopmaliija qyBa
yrao U JUCKYyTOBaHA je pasyimka m3Mely ajrebapckor m reoMeTpujcKor MpUCTyIa
y mokazy. ¥ noraasiby 5.10 mocmaTpa ce jeIMHUYIHU IUCK U MOTPEOHO je JoKa3aTh
Jla OH TpejicTaB/ba Mojesl reomerpuje JlobaueBckor. IloTrpebno je mokazatum ma
y meMy Baxke cBe akcuoMe Tapckor, ocum Eyknumiose akcuome. /[ledpunucana je
penanuja u3Mehy m mokazaHa Cy ¥eHa OCHOBHA CBOjCTBa, Ha MpuUMep, Kako Mebu-
jycoBa Tpancdopmanmja yrude Ha penamnujy usmehy. Ilorom je mokazano na neke
akcrnoMe Tapckor Baxke Ha OBOM Jucky. Ha kpajy cy cymMupaHu CBH 3aKJbydIN

OB€ IJlaBe.
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5.2 (OcHOBHH IIOjMOBU TeoOMeTpHUje KOMIIJIEKCHE

paBHHI

Kommnuiekcau 6pojeBu. Uako y cucremy Isabelle/HOL noctoju 0CHOBHA OJP-
IIKa 338 KOMILJIEKCHE OpojeBe (ca complex je O3HAYEH TUII KOMILIEKCHUX OpojeBa y
cucremy Isabelle/HOL), To Huje G110 JIOBOJBHO 3a HaIlle TIOTPede, a CMO MOPAJIH
JIa HAITPABUMO JIOJATHHU HAIOP M Jla OBY Teopujy npomwmpumo. MHOre jeme Koje
CMO JIOKA3aJIU Cy YIJIABHOM BEOMa TEXHUYKE M HUCY MHTEPECAHTHE 3a BUIIUA HU-
BO bopMasin3alifje KOjy OIMUCYjeMO U 3aTO UX HeheMO CIIOMUIbATH Y OBOM TEKCTY
(amp. lemma "arg ¢ = pi/2" wim lemma "|z2|*> = Re (z * cnj 2)"). Jeama
o Haj3HAUYAJHUjUX JeduHUIMja je neduaumja GyHKIUje 38 KAHOHU3AIN]Y yTIJia
| |, Koja y3uma y 003up 27 MepuoJnYHOCT (PYHKIMja Sin U COS U IIPECTUKABA
CBaKM yrao y HeroBy KaHOHWYIHY BPEIHOCTY KOja mpuiiajia uareppaiy (—m, 7). Ca
0BOM (DYHKIIMjOM, HA TIPUMED, MYJITUILIUKATUBHA CBOjCTBA (PYHKIUjE arg MOry ce

JIAKO MU3PA3UTHU U JOKA3aTH.
lemma "z; %25 # 0 = arg(z; x29) = |arg z; + arg 2"

Kako ce xkomiuiekcHu OpojeBH YeCTO TPETHPAjy W KAaO BEKTOPH, yBOheme cKa-
JIADHOT TIPOM3BOJIA JIBa KOMILIEKCHA Opoja (mro je medpuHucaHO Kao (21, 29) =
(21 % cnj 2o + 22 % cnj 21)/2) ce HOKa3aJI0 BeOMa KOPUCHUM 32 CAXKETO IPUKA3MBa-

Bbe HEKUX YyCJIOBa.

JIuneapua anredopa. Cieneha Baxkna Teopuja 3a ga/by HOPMAIU3AIM]Y je Te-
opuja mmueapue aarebpe C?2. IlpencraBbame BEKTOPa W MATPHIA PA3THIUTIX
JUMEH3HUja Y JIOTUIU BUIIET PEJIa MPE/ICTaB/ba M3a30B, 3001 HEJIOCTATKA 3aBUCHUX
tunosa 76|, anm y Hamoj dpopmanuzanuju Tpeba camMo Jla pasMaTpaMo MPOCTOPe
konaune pumensuje C? u y mexkum cutyanujama R3, Taxko ja je Ham 3ajaTak 6uo
jennocraBuuju. Kowmiuiekcnu BekTopu ce jedunuiry ca type_synonym C2_vec

= complex X complex. CymuHo, KOMIUIeKcHe Marpuiie (C2_mat) ce meduHHUIILY

A B
Kao YeTBOPKa KOMILIEKCHUX OpojeBa (MaTpuiia peIrpe3eHTOBaHA je ca

C D

(A, B,C,D)). CkajlapHO MHOXKEHE€ BEKTOPA 03HAYABAMO Ca *g,, & CKAJIADHO MHO-
JKEFbe Ca MATPUIIOM O3HAYABAMO Ca, *g,. CKaJapHU IPOU3BOJ ABA BEKTOPA O3HA-
YEH j€ Ca, %4y, IPOU3BO/I BEKTOPA 1 MATPHUIIE j€ OZHATEHO CA, *,,y,, TPOU3BOJ MATPULIE
U BEKTOPA je O3HAYUEHO Ca *,,,, & MPOU3BOJL JIBE MATPUIIE CA *,,,. Hy/a MaTpuia

je O3HaueHa ca mat_zero, jeIMHUYHA MaTPHUIA je O3HAUYEHa Ca eye, HyJIa BEKTOD
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je O3HaYeH ca vec_zero, JIeTepPMUHAHTA MATpHIlE je O3HadYeHa ca mat_det, meH
Tpar (cyma ejleMeHaTa Ha TJIABHOj JWjaroHasn) ca mat_trace, HHBEP3HA MaTPHUIIA
ca mat_inv, TpaHCIIOHOBaHA MaTpHIla ca mat_transpose, KOmyTallija CBAKOI eJjle-
MEeHTa BEKTOPa Ca Vec_chj, KOmyTallfja CBAKOI' ejleMeHTa MaTpulle ca mat_cnj,
WUTJ. YBEJIEHW Cy MHOT'M CTaHJAP/IHU TOjMOBHU JimHeapHe ajredpe. Ha mpumep,

COIICTBEHE BPEJIHOCTHU Cy Jie(DUHUCAHE U OKapaKTepucaHe Ha ciejehu HauuH:

definition eigenval :: "C2_mat = complex = bool" where
"eigenval kK A <— (Ju. v # vec_zero N Ay, v ==Fk %z v)"
lemma "eigenval k H +— k? —mat_trace H xk +mat_det H = 0"

Agjynzosara marpuiia je TPAHCIIOHOBaHA KOIbYTOBAHA MATPHUIA. XepMmuiicke
MaTPUIle Cy OHE KOje Cy jeHaKe CBOjOj aJijyHTOBAHO] MATPUIIH, JIOK CY YHUWAPHE

MaTpUIle OHE YUjU WHBEP3 je JeJIHaK HUXOBOj aJljJyHIOBAHO] MaTPUIIN.

definition mat_adj where "mat_adj H = mat_cnj (mat_transpose H)"
definition hermitean where "hermitean H <— mat_adj H = H"

definition unitary where "unitary M <— mat_adj M s, M = eye"

Jlpyru OCHOBHH TIOJMOBH KOjU Cy IOTPEOHU Yy OBOM pajiy he OWUTH yBeIeHH y
JTaJbeM TEKCTY, a duTaJiall Moxke nponahu Buiie wHdoOpMaIija y Haloj popMaiu-

sanuju 2.

IIpomupena koMmnjeKCHa paBaH

Beoma BaxkaH Kopak y pa3Bojy reoMeTpuje KOMILIEKCHE PaBHU je MPOIIUPEHa
KOMILJIEKCHA PaBaH KOja UMa jeJIaH JI0JIATHU €JIEMEHT y OJHOCY HA KOMILIEKCHY pa-
Ban C (koju ce Tperupa Kao Tauka 6eckoHadHo). IIpormmpeny KOMILIEKCHY paBaH
hemo ozmauntu ca C. Ilocroju Bume pazimuutux npucryna [130, 148] 3a gedumn-
cambe C. Hajupupiraynujn HAYMH Ca CTAHOBHINTA H3PAUyHABAIA je IMPUCTYI KOjH
ce 6a3mpa HA XOMOTE€HUM KOOPJMHATAMA, & HAJIPUBJIAYHUJU IPUCTYII BU3YEJTHO je

3aCHOBaH Ha crepeorpadckoj npojeknuju Pumanose cdepe.

5.3 XomMoreHe KoOOpJmHATE

[Ipomupena kommiekcHa paBan C ce maeHTHdUKYje ca KOMILTEKCHOM TPOjeK-

TUBHOM NPABOM (jeHOJMMEH3UOHU TIPOJEKTUBHU [IPOCTOP HAJ[ KOMILJIEKCHUM TIO-

http://www.matf.bg.ac.rs/~danijela/Moebius.zip
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JbeM, ToHeKa[ osHadasan ca CP'). Cpaka Tauka C je permpesenToBaHa mapoM
KOMILJIEKCHUX XOMOTEHUX KoopaumHaTa (07 KOjux HucCy oba jeJHaKa HYJIH), a JBa
ITapa XOMOT€HIX KOODJMHATA IPEJICTaB/bajy MCTy Tadky y C akko Cy OHE IIPO-
MOPIMOHAHY €& HEKUM HEHYyJIa KOMILIEKCHUM (akTopoM. Popmasmsariumja oBor
cojcrBa y cucremy Isabelle/HOL ce ocnama Ha lifting/transfer naker 3a KOJTMHIY-
ku tun [84] u cacroju ce uz Tpu daze ®. IIpBo ce yBOaM THUII 3a AP KOMILIEKCHUX
6pojeBa Koju je pa3mduT o] HyJie (M KOjU Ce HCTOBPEMEHO IMOCMATPA U KA0 HEHYJIa

KOMILJIEKCHU BEKTOD ).
typedef C2_vecy, = "{v::C2_vec. v # vec_zero}"

Opnasze nobujamo dyHKImjy 3a pernpesenrarujy Rep_C2_vecy, (kojy hemo osna-
quTH ca | _|ce2) Koja Bpaha (HeHysa) map KOMILIEKCHUX OpojeBa 3a CBAKU JATH
eneMeHT nomohnor tuna C2_vec.y u Bpaha dynkiujy sa ancrpaxiujy Abs_C2_-
vec (kojy hemo mu ozmauntu ca [ ]9?) koja Bpaha C2_vec eJeMeHT 3a CBaKu
JIaTH He-HyJa Iap KOMIIJIEKCHUX OpojeBa. JIpyro, kaxkemo Jia Ccy JiBa eJIeMEeHTa

Tuna C2_vec.y eKBUBAJICHTHA aKKO Cy IbUXOBE PEIPE3eHTAlN]e IPOIOPIUOHATIHE.

definition ~¢g :: "C2_vecyy = C2_vecyy = bool" where
"z1 Rog 22 +— (3 (k::complex). k # 0 A |z|co = k *4 [21]c2)"

buiio je moryhe yBectu m memro apyradujy JeUHHIN]Y, OJHOCHO JIa CE yMe-
CTO TIOCTOjarba MmapaMerpa k UCIUTYje BPEIHOCT JIETEPMUHAHTE, OJHOCHO JIa JIU je
[l21]c2, [22]cal = 0.

[Tpumyno je JaKo JOKa3aTh Ja je oo peialifja eKBuBaJsieHnuje. KonadHo, tum
KOMILJIEKCHUX OpOjeBa MPOIUPEHe KOMILIEKCHE PABHU JIAT XOMOTE€HUM KOOP/IMHA~
TaMa ce jJeduHHIIe Ka0 KjIaca €KBUBAJIEHIUje peJallije oo U YBOIHU CEe IPEKO

HapeoHOr KOJIUYHUYIKOD THIIA.
quotient_type complex;. = C2_vecy, / ~c»

a cymmpamMo, Ha HajHUKEM HUBOY PeIpe3eHTallrje TTOCTOjU TUT KOMILIEKCHIX
6pojeBa, Ha cienelieM HUBOY je THUI HEHyJa KOMIUIEKCHHX 2 X 2 BeKTopa (KOoju

ce TPEeJICTaB/bajy MPETXOJHUM TUIIOM ), 8 HA HAJBUIIEM HUBOY jeé KOJUIHUYKHU THII

3Jenma on daza Moxke GUTH TpecKodeHa axko 6u ce xKopuctuo lifting/transfer naxer 3a map-
nujasaHn Kojudandky . OBy MOrylHOCT MU HUCMO KOPHCTUJIN y HaIloj (ropMajm3anyju 360r
HEKUX MpobJieMa KOju Cy IMOCTOjaJId Y PAHUJUM Bep3ujaMa KOJIMIHUIKOr makera. Y MmelyBpemeny,
CBU TIPODOJIEMU Cy WCIPABJHEHU, AJIM HaIla (hOpMajIM3aIuje je y TOM TpeHyTKy Beh yBesmko Omiia
pas3BujeHa.
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KOjU MMa KJIaCy eKBHBAJEHWje — DaJl ca OBUM KOJMIHUYIKUM TUIOM (EErOBOM
PeIpe3eHTAIMjOM U allCTPAKIM]OM) Ce PaJd y T03aIuHu, KopuiihemeM nakera [if-
ting/transfer [84]. OBa Tpu HMBOA ancTpakimje MOTY Ha MATEMATHYADE JEJTOBATH
30ymyjyhe, anu OoHU Cy HEONXOJAHU y (POPMATHOM OKPYKEIby TJie CBAKU O0jeKaT
MOpa UMATH jeIMHCTBEHN THUI (Ha IPUMep, 9ecTo ce y3uMa ja je (1,4) nctoBpemMeHo
ap KOMILIEKCHUX OpOjeBa M HEHYJIa KOMILIEKCHU BEKTOD, aJIi y HaIoj popMaJin-
sanmju (1,4) je map xKommaekcuux 6pojesa, mok je [(1,1)]°? memyma komriekcHu

BEKTOD).

OO6uuyHu n 6eckoHayHM O6pojeBu. (Baku OOMYHU KOMILIEKCHU OPOj MOXKe OUTH

KOHBEPTOBAH y IPOIUPEHN KOMILJIEKCHU OPOj.

definition of _complex_rep :: '"complex = C2_vecy," where
of _complex_rep z = [(2,1)]%?
lift_definition of_complex :: "complex = complex,." is

of _complex_rep

Tauka 6eckonavHOCTHU ce jJedunuire Ha ciaegaehn HaIwH:

definition inf_hc_rep :: C2_vec,, where inf_hc_rep = [(1,0)]“?

lift_definition oop. :: "complexp." is inf _hc_rep

Jlako ce Jokasyje Jia cy CBU IPOINIUPEHU KOMILIEKCHU OPOjeBH UM 0Op. (aKKO
je BUxXoBa Jpyra KOOpJIUHATA jeTHAKA HYJIN) W Ce MOI'Y JOOUTH KOHBEPTOBAEM

00MYHUX KOMILIEKCHUX OpojeBa (aKKO HUXOBA JIPYyTa KOOPJIUHATA HUje HYJIA).
lemma "z = oop. V (d x. z = of _complex x)"

Horamwuja Ope, 1. ¥ ip. c€ KOPUCTHU J1a O3HAYM KOMILIEKCHe Opojese 0, 1, u 7 y

[POIIUPEHO] KOMIUIEKCHO] PABHU (y XOMOTEHUM KOODJIMHATAMA).

Apurmernyke omeparnuje. ApurmMernyuke oneparije OOMIHUX KOMILIEKCHUX
6pojeBa MOTy OUTH TPOIIMPEHE TAKO Ja Ce MOI'Y MPUMEHUTH Yy IIPOIIUPEHO] KOM-
IIJIEKCHO] PaBHU.

Ha najumkeMm, perpe3eHTaTHBHOM HUBOY, cabupame (z1,29) u (wi, ws) ce me-

unumre Kkao (21 * wy + wy * 29, 29 * W), Tj.
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definition plus_hc_rep :: "C2_vecyy = C2_vecyy = C2_vecyy"
where "plus_hc_rep z w = (let (z1, 22) = |2|co; (w1, wa) = |w|ce

in [(z1 % wa 4 wy * 22, 29 % W) ]“%)"

Osum ce 10o6mja HEeHyJIa Iap XOMOT€HUX KOOPIMHATA OCHM aKO Cy M 2y M Wo HYyJIa
(y cymporroM, mobuja ce some gedunucann exement [(0,0)]¢?)*. Hedunnmuja je

IIOJUTHYTa Ha HUBO KOJIMYHHUYIKOI' TUIIA:

lift_definition +j,. :: "complex,. = complex;. = complexy." is

plus_hc_rep

Osa nedununuja reaepuire cienehn obaBesan ycioB Koju Tpeba m1oka3aTh [z Aoy
2w Ao W = 24new Reog 2/ +pew', & OH ce TaKO JJOKa3yje AaHAIU30M CIIydajeBa
Jla U Cy 2o W wy oba jemHaka uHysnm. [Ipumerumo ma 36or HOL 3axrTeBa ma cBe
dyuknuje O6ymay ToTasTHe, MU HE MOXKeMO jeduHucaT (QyHKIM]y caMo 3a J100po
JeduHrCcaHe cIydajeBe, U y JI0Ka3y MOPaMo Ja II0CMaTpaMo | JIolle deduHucane
cTydajeBe.

Hasbe, JoKa3yje ce Jia oBa ollepallfja IIPOIIUpPYyje yOOu4dajeHO cabuparbe KOM-

iekcHux 6pojesa (omepanujy + y C).
lemma "of_ complex z +p. of complex w = of_complex (z + w)"

Cyma 00MYHMX KOMILJIEKCHUX OpOjeBa U 00, je 00p. (UIaK, 00k +pe OOk j€ JIOIIe

Jnedunnrcana).

lemma "of_complex z +p. OOp. = OOpe

lemma "oop, +p. of _complex z

I
$

Omneparnuja +p, je aconujaTuBHa U KOMYTATUBHA, aJld 0Oy, HEMa WHBEP3HU €Jjie-
MEHT, IIITO MPeKuIa Jierna ajrebapcka cBojcra omnepanuje + Ha C.

Ipyre apurmernyke oneparuje cy takohe mpommpene. Ha majumxkem, pempe-
3EHTATUBHOM HUBOY, YHAPHU MUHYC (21, 22) je (—21, 22), IPOU3BO, (21, 22) 1 (w1, ws)
je (21 * z9,wy * we), a penunpoyYHa BPETHOCT (21,22) je (22,21) — OBe olepanuje

Cy OHJa IOAUTHYTE Ha AlICTPAKTHU KOJMYHUYIKU THUII IITO ITPOU3BOIA onepaunje

1CBe dbyuximje (ykmyuayjyhu n ancrpakray dbynkuujy [ ]9?) y HOL cy totamme. Nnax, cse
JleMe 0 TOj MOYHKIW)U KOje Cy JIOKa3aHe, CAAPXKe je/IaH JOJATHU yCJIOB, a TO je 1 IbUXOB apryMeHT
uuje (0,0). 3aro, me mocToju passor aa pesonyjemo o speamoctn |(0,0)]¢2 u moxe ce cmarparu
Kao Jjotre J1ebUHUCAHA BPETHOCT.
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O3HAYEHE €A UMinusy., *pe, U recipp.. Omysumarse (03HAYEHO ca —j.) je Jedu-
HUCAHO KOPUIINEHEM +p. U UMinusy., a Jesbeibe (03HAYEHO Ca :p.) ce meduHurre
KOPHIITNEmeM *p. U recipp.. Kao u y ciayudajy cabuparba, JIOKa3aHO je j1a CBEe OBe
olepalje oJroBapajy oOMYHMM OllepalpjaMa KOHAYHE KOMILIEKCHE paBHU (HIID.
lemma "uminusj. (of_complex z) = of_complex (—z)"). Cuenehe neme moka-
3yjy IOHAIllalk€ OBUX Olepalifja KaJla ce y HhUMa I10jaB/byje U TauyKa OECKOHAYHO
(mpumernmo 1@ u3pasu Ope *pe e, ne *he Ones One the Opey M OOpe the OOpe CY JIOIIE

nedbuHuCAHN).

lemma "uminusy. OOp. = OOp"

lemma "recipp. 00pe = Ope" "recippe Ope = 00p:"

lemma "z # Ope = 2 *pe OOpe = OOpe A OOpe *pe 2 = OOp."
lemma "z # Ope = 2 he Ope = Ope"

lemma "z #£ 00p. = OOpe he Z = OOp."

Takolje, mporupen je M KOMILUIEKCHU KOyTaT (Ha Pernpe3eHTATUBHOM THILY
(21, 22) je manmupano Ha (Z1,Z3)), IITO Jiaje omepanujy cnjy.. Beoma BaxKHa omnepa-

ja y KOMIIJIEKCHO] TEOMETPUJH je UHBEP3UJA Y OGHOCY HA JEGUHUMHU KPY2:

definition inversiony. :: "complexp. = complex;." where

"inversiony, = cnjp. © recipp."

OcHoBHe 0COOMHE MHBEP3Uje ce JIAKO JT0KA3Y]y.

lemma "inversiony. o inversiony. = id"

lemma "inversiony. O0p. = oop." "inversionp., oop. = Op."

Pazmepa u 1BOopasmepa.

Pasmepa 1 qBopasmepa cy BeoMa BayKHU ITOJMOBH y TTPOJEKTUBHO] TEOMETPUJHU U
y TIPOIIMPEHOj KOMILIEKCHO] PABHU (JIBOpa3Mepa ce KapaKTepHuIlie Kao MHBAPUjAHTA
MebujycoBux Tpancdopmarmja — ocHoBHEUX TpaHcdopmaruja y C, u moryhe je
neduHECATH TIpaBe KOPHUITNEHheM pa3Mepa U Kpyra KOPHIITNemheM IBOpa3Mepe).

Pasmepa Tauaka z, v u w ce obu4no gedpunnime kao ~—-. Hama nedpunnnumja

YBOAM XOMOI'€HE KOOpAHuHaTCE.

definition ratio_rep where '"ratio rep z v w =

(et (21, 22) = [z]e2; (Wi, v2) = |v]oe; (wi, wy) = |w]ce
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in [((Zl * Vg — U1 % 2’2) * Wa, (21 * We — W1 * 22) * UQ)'ICQ) n

lift_definition ratio

"complexp, = complex;. = complex,. = complexp." is ratio_rep

[TpumeTnmo 1@ je oBO H00pO Jie(DUHUCAHO Y CBUM CJIyYajeBHUMa, OCUM KaJia BarKu

=W =VWHZ=1U= 00 WHZ =W = Oy, WIL UV = W = 00, (UNAK,
y JIOKa3uMa KOJI IMOJN3amha HA KOJUIHUYKU THUII OBU JIOIIE JeUHUCAHN CJIydaje-
BU Takohe Mopajy 6utu aHasm3upanu). JogaTHO, OpUrHHAIHA pa3Mepa PasiuKa
je neduHUCAHA y CBUM CJydajeBUMa OCUM Kajla 2z = W = U WU 2 = OOp. WJIH
U = W = OOp¢, TAKO JIa HAIA JIe(DUHUAIN]A ¥ XOMOTE€HUM KOOD/IMHATAMa ITPUPOITHO
npomupyje opurunaany gedununujy. Ciemehe jeme 1mokasyjy MOHAIIAE Pa3-
Mepe y cBUM J06po jeduHUCAHUM CilydajeBuMa (0JroBapa OpUIHMHAJIHO] pasMepu

pasymMKa KaJi Toj je oHa jeduHUCAHA).

lemma "[z £ vV 2z #w; 2% Ope; VF Op. Vw # oop] =
ratio z v w = (2 —pe V) phe (2 —pe WI"

lemma "[v # 0Ope; W # 0Ope] = ratio oop. vV W = lpe

lemma "[z # oOpe; W # 0op] = ratio z oOp. W = OOpe

lemma "[z # 0Ope; U # 00p] = ratio z v oop. = Op"

ITocnenme nBe meme cy nocmeauiie npse jieMe. Taxole, mpuMeTnMo j1a pa3Mmepa He
MOKe OnTHu JedbmHICaHA Ha MPUPOJAH HAYUH y CIIydajy Kaja cy OapeMm JiBe Tad-
Ke HGeckoHadHO (Tako Ja (DyHKIMja pasMepe OCTaHe HENPEKU/HA 110 CBUM CBOJUM

napamerpuma).
(z—u)(v—w)

JBopasmepa je medunucana Hag 4 tauke (z,u,v,w), OOMIHO KAO e o)

[Tonoso, mu je nedpunauneMmo kKopucrehu xomorene KoopamHaTe.

definition cross_ratio_rep where '"cross_ratio rep z u v w =
(let (21, 22) = |z]eo; (wi, w) = |ufeo;
(v1, v2) = |v]ee; (wy, we) = |[w|ee in
[(21 % U — up * 29) % (V1 * Wy — Wy * Vy), (21 % Wy — Wy * 2p) * (V1 * Uy — Uy % V)] 2"
lift_definition cross_ratio :: "complex,. = complex;. =

complexy,. = complex,. = complexp." is cross_ratio_rep

OBo je mo6po meduHUCAHO y CBUM C/IydajeBUMa OCUM KaJla z = U = W WA
Z=V=wWWM 2z =u=0 WK u=1v=w (IPEUMETUMO JIa Cy OBECKOHAYHE BPEIHO-
CTH 3a Z, U, U WIK W JIO3BOJbEHE, IITO HUje CJIy4da] Y OPUTUHAJIHO] (DOPMYyJIaIiuju

passiomka). Heka ocHoBHa cBOjcTBa JIBOpasMepe Cy jarta ciaemehuM jemama.
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lemma "[(z A uAvF#w)V (2 #WAUFV);2F Ope;U F# OOpe; U F OOpe W F# OO
— cross_ratio z u v w = ((2 —pe w) *pe (V—pe) the ((2 —he W) *pe (V —pe w))"

lemma "cross ratio z Op. lpe 0Ope = 2"

lemma "[ 2y # 29;21 # 23 | = cross_ratio z; 21 23 23 = Op."
lemma "[ 29 # 21;22 # 23 | = cross_ratio 2y 21 2y 23 = lp."
lemma "[ 23 # 21;23 # 22 | = cross_ratio z3 21 2y 23 = OOp."

5.4 PumanoBa cdepa u crepeorpadcka
MIpojeKIinja

[Tpormupena KOMILJIEKCHA PaBaH ce MOXKe ujeHTuduKoBaTu ca Pumanosom (je-
nuHIIHOM ) chepom X kopurthemem crepeorpadceke mpojekmmje [130, 148]. Cdepa
ce mpojekTyje u3 cBor cesepuor nosa N Ha xOy pasan (kojy o3nadasamo ca C).
Osa mpojekimja ycrocTaBba OMjeKTUBHO TpecankaBatmbe sp u3mehy 3\ N u Ko-
naune kKoMmitekcue paBuu C. Tauka OeckonHadHo je meduHHCAHA Kao CJAUKA O

N.

Y Isabelle/HOL cucremy, cdepa ¥ je medpuHncana Kao HOBU THIIL.
typedef riemann_sphere = "{(z,y,2)::R3_vec. x*+y*+2%=1}"

Kao u panwuje, oBo gedunnrie ¢pynkiujy Rep_riemann_sphere (Koja je o3Hade-
Ha ca | _|gs) u dynkuujy Abs_riemann_sphere (koja je osnauena ca [ %) koja
HOBe3yje Tadyke arncTpaKTHOr Tula (riemann_sphere) u Tadke PEHPE3aHTATHBHOD
tuna (Tpojke peasHux 6pojeBa). Crepeorpadcka mpojekimja ce yBoau Ha cieaehn

Ha4dYMH:

definition stereographic_rep :: '"riemann_sphere = C2_vecy;" where
"stereographic_rep M =
(let (x, y, 2) = |M]gs
in if (x, y, 2) # (0, 0, 1) then [(z+ixy, 1 —2)]°?
else [(1,0)]¢%"
lift_definition stereographic :: "riemann_sphere = complexp." is

stereographic_rep

3a cBe Tauke, 0BO je 100po gedunucano (Bekrop (r+i*y, 1 — z) je Henymia jep

(x,y,2) # (0,0,1), u (1,0) je ounro HeHyJa).
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Nusepsua crepeorpadcka mnpojekiuja ce jiecpunuiie Ha ciaejgehn HauuH.

definition inv_stereographic_rep :: "C2_vecyy = riemann_sphere"
where
"inv_stereographic_rep z =
(et (21, 22) = [2]c2
in if 2, = 0 then [(0,0,1)]
else let z = 21/zy; XY = (2x2)/cor (1+|2]?);
Z = (|z]2-1)/+z»)
in [(Re XY, Im XY, Z)]%®)"

lift_definition inv_stereographic :: "complex,. = riemann_sphere" is

inv_stereographic_rep

3a cBe Tauke, 0BO je m06po neduHMCcaHO (CymMa KBaJpaTa TpU KOoopiauHare je 1y
oba ciydaja, ma ce MOXKe mpuMeHuTH (DyHKIMja Abs_riemann_sphere).

Besa uzmelhy nse dyukiuje je nata ciaegehum jiemama.

lemma "stereographic o inv_stereographic = id"
lemma "inv_stereographic o stereographic = id"

lemma "bij stereographic" "bij inv_stereographic"

Jloka3u HUCY TEIIKH, aJu 3axXTeBajy (popMaM3aliujy BpJO HE3TOJHUX U3padyHa-

Baliba.

TernuBHO pacTtojame. Pumanosa chepa Moxke 6utu meTpudku npocrop. Hajue-
mhy HAYUH Ja Ce yBeJle METPUYKHU IIPOCTOP je KopuihemeM wewuste, Pumarose
MetwpuKre — pacTojambe u3Mehy jBe Tauke Ha cdepu je JyKHUHA TETUBE KOja UX

craja.

definition dist,; :: '"riemann_sphere = riemann_sphere = real" where
"dist,s My My = (et (zy, i, z1) = |Mi]grs; (x1, v1, 21) = |[Ma]gs

in norm (x; - T2, Y1 = Y2, 21 — 22))"

Jpyru npucTy1 je 1a ce y3Me AYUHO paciiojarbe, OJTHOCHO Y3€TU JIyKUHY OJI0-
Bapajyher KpyKHOT JIyKa, OJHOCHO OJIrOBapajynu IMeHTPaJHU yrao y paJiijaHuMa.
Oyukiuja norm je yrpahena dyHkuja u y 0BOM CIydajy OHA PadyHa €yKJIH]I-

CKy BEeKTOpcKy Hopmy. Kopumhemem (caga seh mosmare) uumenune ja je R?
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MeTpudKu pocTop (ca dyHKImjoM pacrojamba A x y. norm(z — y)), HUje 6UI0
TEIKO JIOKAa3aTH Jla je TUIl riemann_sphere onpembeH ca dist,s METPUYIKHA TTPO-
cTOp, Tj. Jla je OH MHCTaHIA JioKaJa metric_space. Mako je medunucana nHa

cdepu, TeTUBHA METPHUKA UMa CBOjy PEIPE3CHTAIN]Y U Y PaBHHU.

lemma assumes

"stereographic M; = of_complex m;"

"stereographic M
shows "dist,, M; My = 2%|mi-mol / (sqrt (1+|my|?)*sqrt (1+Imyl?))"

of complex my"

lemma assumes

"stereographic M; = oo

"stereographic Ms
shows "dist,s M; M, = 2 / sqrt (1+|ml|?)"

lemma assumes

of complex m"

"stereographic M; of complex m"

"stereographic My = oop"
shows "dist,s M; M, = 2 / sqrt (1+|ml|?)"
lemma assumes "stereographic M; = oop" "stereographic Ms = oop,"

shows '"dist,, M; My = O"

Oge jieme mipaBe pa3/uKy m3Mehy KOHAYHUX 1 OECKOHAYHUX TadaKa, aJIu Ce OBa

aHaJM3a ciIydaja MoxKe n3behu KopuiihemeM XOMOTE€HUX KOOD/IMHATA.

definition "((z,w)) = (vec_cnj |z]c2) *p (Jw]|c2)"

definition "((z)) = sqrt (Re {(z,z)))"

definition "dist_hc_rep = 2ksqrt(1 - |z, w)|*> / ((z)* * (w)*))"

lift_definition disty. :: "complex,. = complex,. = real" is
dist_hc_rep

lemma "dist,; M; M, = distj,. (stereographic M;) (stereographic M,)"

ITonekas ce oBa ¢dopma 30Be Py6unn—Cranu (enr. Fubini-Study) merpuxa.

Tun complex;. onpemsben ca distp. METPUKOM je TakohDe MHCTAHIA JIOKAJIA
metric_space. OBO TPUBHjAJIHO CJIeIM U3 TOCJE/IbE JIeMe KOja je IoBe3yje ca
METPUYKUM TIpocTopoM Ha PumamnoBoj cdepu. I[locToje m mupekTHU JT0Ka3u OBe
qumsennne (Hup. Xwui (enr. Hille) [82] maje mupekran jgoka3 3axBasbyjyhn Kaky-

ranu (eur. Kakutani), amu jioKa3 je HEKOMILIETAH jep 3aHemapyje mMoryhnocT ja
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jemHa tauka Oyje GECKOHAYHO), a MU CMO WM Te JIMPEKTHe J0Kaze (hopMasn30Ba-
mu°. VlcmocTaBmiio ce J1a je HeKa CBOjCTBa JIAKIIIe JIOKa3aTH Ha PmManosoj cdepn
kopuiihewmeM dyHKimje dist,s; (HIp. HEjeHAKOCT TPOYIJA), aJli HEKA CBOjCTBA
je 6usio Jnaxiie jokaszaTu y mpojekiuju KopurihemeMm dynkimje disty, (Hup. ma
je MeTpudKy pOCTOpP CaBPIIEH, Tj. Ja HeMa M30JOBAHUX TAadaKa), IITO MOKa3yje
3HaYaj MOCTOjamha Pa3IUnIUTIX MOJIEJIa 38 UCTU KOHIIENT.

KopumihemeMm TeTuBHE METPUKE y IIPOITUPEHO] KOMILIIEKCHO] PAaBHU, U €yKJIHI-
cke MeTpuke Ha cdepu y R3, mokasamo je ma cy crepeorpadcka MpOjeKImja u

WHBEp3HA cTepeorpadCckKa MpojeKInja HeITPEKU THE.

lemma "continuous_on UNIV stereographic"

"continuous_on UNIV inv_stereographic"

[TpumeTnMo 1@ je y MPeTXOJHO]j JeMu, MeTPUKa uMILunuTHa (y cucremy Isa-
belle/HOL npernocraBiba ce Jia KopuliheHa MeTPHUKA je YIIPABO OHA METPHKA KOja

je kopumiheHa Jia ce JIOKake Jia je JIaTh THUIl MHCTAHIA JIOKaJIa metric_space).

5.5 MebujycoBe TpancdopmMalmje

Me6ujycose Tpanchopmarmje (Koje ce joir Ha3uBajy u X0JoMOpdHA TPeCcTuKa-
Bamba, JInHeapHa (pakirona TpancdopMaluja Wi OUIMHeAPHA MPECIUKABAHA )
Cy OCHOBHE TpaHcgOpMaIlije MPOIIUpeHe KOMILJIEKCHE paBHU. ¥ HaIoj ¢gpopma-
J3aImju oHe cy yBeaeHe ajrebapcku. Caka TpaHcdoOpMalnja je mpeacTaB/beHa
peryJiapHOM (HECHHIYJIAPHOM, HEJEreHEPUCAHOM) 2 X 2 MATPHUIIOM KOja JIMHEAPHO
Jeyje Ha xoMoreHe koopamHaTe. Kako mpomoprimoHajiHe XOMOTeHe KOOPIWHATE
Ipe/CcTaB/bajy ucTy Tauky y C, Tako ¥ IIPONMOPIMOHAJHE MATPHIE IIPEICTABIBA]Y
ucty MebujycoBy Tpancdopmarujy. IlonoBo, dbopmanuzaruja ce cactoju U3 Tpu
Kopaka kopuinhemem lifting/transfer makera. IlpBo, yBomm ce THUIl perysapHUX

MaTPHUTIA.

typedef C2 _mat reg = "{M :: C2_mat. mat_det M # O}"

= . .

°Hama dopmanuzarmmja je 3amodera 6e3 anajau3upama Pumamose cdepe, Tako ga ¢MO y TO-
YeTKY jeJIMHO W MOIVIM KOPUCTUTH JUPEKTHE JO0Ka3e, ajd Yy HEKOM TPEHYTKY YBeJUd CMO IOjaM
Pumanose cdepe u To je IOMOIJIO J1a ce MHOI'M JOKa3u yIpocTe, YK/bydyjyhu u oBaj.
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dyukiyja penpesenranyje Rep_C2_mat_reg he Guru o3mavena ca | |y, a an-
crpakTHa dynknuja Abs_C2_mat_reg he 6uru osnauena ca [ |M. Perymapue ma-
Tpuiie GOpMUpPAjy IPYILY ¥ OJIHOCY HA MHOYXKEIHLE U OHA C€ YECTO HA3UBA 2eHEPAAHG
AuHeapHa 2pyua u o3Hadasa ce ca GL(2,C). V HekuM ciydajeBUMa ce pa3Marpa
caMO HeHa MOATrpYyIa, CUEUUJAAHA AUHEAPHA 2PYUaG, O3HAYEHa Cca SL(Q,(C), KOja

CaJIp2KU caMO OHe MATPHIlEe Yuja je JeTepMUHAHTA jeqHaka 1.

Mebujycosa rpyna. Kazxkemo ja cy jBe peryjiapHe MaTpuile €KBUBAJICHTHE aK-

KO Cy FbHXOBE Delpe3eHTalllje ITPOIOPIIMOHATIHE.

definition ~); :: "C2_mat_reg = C2_mat_reg = bool" where
"My =~y My «— (3 (k::complex). k # 0 A [ M|y = k *gp, [ My]a)"

JIako ce joka3yje Jia je oBa peJjaliuja 3aIpaBo pesalyja eKBupajennuje. Eiementn

Meb6ujycoBe rpyiie ce yBoje Kao Kjaca eKBUBAJIEHIM]e HAJl OBOM PEJIAINjOM.
quotient_type mobius = C2_mat_reg / ~y

[Toneka s hemo kopucTuTn momohuu KOHCTPYKTOp mk_mobius Koju Bpaha ejeMeHnT
Me6ujycose rpyre (Kjiacy eKBuBaJjieHuje) 3a garta 4 KOMILIeKCHa napamerpa (Imro
nMa CMECJIa caMo KaJla je oxropapajyhia marpuna peryiapHa).

MebujycoBu eslemenTu dopmupajy rpyiy Haj kommosuimjoMm. OBa rpyma ce
HA3WBA UPOJEKTUUCHA ZEHEPAANG AuNeapHa 2pyta W o3HadeHa je ca PGL(2,C).
[TonoBo, Mory ce pa3zmaTpaTi caMO OHH €JIEMEHTHU CUEUUJaIHE UPOJEKTUUBHE ZPYTe
SGL(2,C) auja je nmerepmunanta jeanaka 1. Kommosunuja MebujycoBux eseme-

HaTa Ce MOCTUXKe MHOXKEHEM MATPUIIA KOje UX PEIPe3eHTY]y.

definition mobius_comp_rep :: "C2_mat _reg — C2_mat_reg — C2_mat_reg"
where "moebius_comp_rep M; My = [|Mi|p *mm | Ma]ar]™"
lift_definition mobius_comp :: "mobius = mobius = mobius" is

mobius_comp_rep

Couano, maBep3na MebujycoBa TpancdopMaliija ce 1001ja NHBEP3WjOM MATPHUIIE

KOja je mpe/CcTaBIba.

definition mobius_inv_rep :: "C2_mat_reg = C2_mat_reg" where
"mobius_inv_rep M = [mat_inv |M |,/ ]M"

1lift_definition mobius_inv :: "mobius = mobius" is "mobius_inv_rep"
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Konauno, MebujycoBa Tpancdopmaliija Koja je UIEHTUTET je IPeJ/ICTaB/beHa je-

JUHUIHOM MaTPUIIOM.

definition mobius_id_rep :: "C2_mat_reg" where
"mobius_id_rep = [eye]M"

lift_definition mobius_id :: "mobius" is mobius_id_rep

Cse oBe jiecdunumje yBEK yBOje j106po nedunucane objexre (jep je mpousBoj
peryJiapHux MaTpPUIa peryjapHa MaTpPUIla, & WHBEP3 PeryJjiapHe MaTpuiie je Takohe
peryimapua marpuna). ObaBe3nu yciaoBu Ja 6m ce JgedWHUINUjA MOTJIA MOAMhN
(aop. My ~p M, —> mobius_inv_rep M; =), mobius_inv_rep Ms) ce jako
nokazyjy. Onpma, mokasyje ce ma je Tuam mobius 3ajelHO ca OBAM OI€palldjama
MHCTaHIA JIoKasa group_add koju je Beh yrpaben y cucrem Isabelle/HOL. 3aro,
M# heMo TIOHeKa T O3HAadYaBaTH mobius_comp ca +, mobius_inv ca yHaApHEUM —, U

mobius_id ca 0.

HejctBo MebujycoBe rpyne. MebujycoBe Tpancdopmarmje cy JjedpuHucane
Kao sejcrBo MebujycoBe rpytie Ha Tadke MPOIIMPeHe KOMILIEKCHe paBHE (Koje Cy

JdaTe 'y XOMOI'€CHUM KOOp,ZLI/IHaTaMa).

definition mobius_pt_rep :: "C2_mat_reg = C2_vecyy = C2_vecyy"
where "moebius_pt_rep M z = [|[M]|y *mv [2]o2]?"
lift_definition mobius_pt :: "mobius = complex;. = complex,." is

mobius_pt_rep

Kako npousBoji perysiapue MaTpuile U HEHyJIA BEKTOPA jé YBEK HEHYJa BEKTOD,
pesyarar je yBek n00po nedunucan. [lomuzame medunuiuja renepuiiie obaBe3an
yeaoB [M =~y M'; z =gy 2'] = mobius_pt_rep M z ~¢9 mobius_pt_rep
M’ 2’ Koju ce IPUTMIHO JIAKO JIOKa3Yyje.

Kana ce ysauma y 003up 71€jCTBO IpyIie Ha IPOIIUPEHY KOMILJIEKCHY paBaH, OHJIA
ce MOXKe BHUJIETHU Jia OTepalifje IpyIe 3ancTa OJroBapajy KOMIIO3UIN]A TTPECTUKa-

Baba, THBEP3HOM IIDpEC/IMKaBalby U UIACHTUIHOM IIPDEC/IMKaBalby.

lemma "mobius_pt (mobius_comp M; Ms;) =
(mobius_pt M;) o (mobius_pt Ms)"
lemma "mobius_pt (mobius_inv M) = inv (mobius_pt M)"

lemma "mobius_pt (mobius_id) = id"
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Hejcrro je TpansuTuBHO (jep je yBek OMjEKTHUBHO IPECIUKABAILE).
lemma "bij (mobius_pt M)"

Y kyacuunoj qurepatrypu MebujycoBe Tpancdopmaliije ce oOMYIHO IIpejicTa-

: az+b
Bibajy y dopmu 757, M HapeJHA JleMa 3auCTa ONPAB/ABa U OBAKAB 3aIUC (aym y

0] PA3JIMKYjeMO CIEeNujalial Caydaj Kaja je z Tauka 6ECKOHAYHO).

lemma assumes "mat_det (a, b, ¢, d) # 0"
shows "moebius_pt (mk_mobius a b ¢ d) z =
(if z # oop. then
((of _complex a) *p. 2 +p. (of_complex b)) i
((of_complex ¢) *p. 2 +pe (of _complex d))

else (of_complex a) :;. (of_complex c))"

IIpoussospra Tpancdopmanuja y C he 6uru 3Bana MebujycoBom TparcdopMa-

IIjOM aKKO je OHa JIeJCTBO HEKOr ejeMeHTa Mebnjycose rpyTtie.

definition is_mobius :: "(complex,. = complex,.) = bool" where
"is mobius f ¢<— (4 M. f = mobius_pt M)"

[Tpumernmo ma BehuHa 10 cajia M3HETUX pE3yJITaTa 3aBUCH O] YNHHEHUIIE J1a je
MaTpuiia perpesenrtanuje Medbujycose Tpancdopmaliuje peryjaapHa — y CyIipoTHOM,

nejerBo 6u GuIIO mereHeprcaHo u ety pasaH C 6¥ CIMKAIO Y jeqHy Taduky.

Heke cnenujasiae MebujycoBe Tpancdopmarmuje.

Muore Tpancdopmailiuje ca Kojuma ce cycpehemMo y reoMeTpuju cy 3a1paBo Clie-
nujasiHa Bpcta MebujycoBux Tpancdopmaliuja. Beoma BaxkHa MOATrpyIia je rpyla
CYKAUJCRUT CAUNHOCTY (KOje ce JOII HA3UBA]y M UHWeZpaste WpaHchopmayuje).
Omne cy ozpebene ca jBa KoMIUIeKCHa napamerpa (u npeiacraBibajy MebujycoBy

TpaHcdOpMaIUjy Ka1a IMPBU OJ] Ta JBa apaMeTpa Huje HyJIa).

definition similarity :: "complex = complex = mobius" where

"similarity a b = mk_mobius a b 0 1"
Cnmaroctu popmMupajy rpyy (Koja ce TIOHEKaJ| Ha3UBa U UapabosuvKa e‘pyaa).
lemma "[a #0; ¢ #0] =

mobius_comp (similarity a b) (similarity c d) =
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similarity (a*c¢) (axd+b)"
lemma "a # (0 =
mobius_inv (similarity a b) = similarity (1/a) (—b/a)"

lemma "id_mobius = similarity 1 0"

Hbuxopo nejerso je muneapHa Tpancdopmanmja y C, a cBaka jJuHeapHa TPaHC-
dopmamnuja y C Koja HEUje KOHCTAHTHA je JI€JCTBO €€EMEHTa TPyIe eYKIUICKUX

CJINYHOCTH.

lemma "a # 0 = mobius_pt (similarity a b) =
(A z. (of_complex a) *p. z +p. (of_complex b))"

Eyknuncke cimanoctu cy jeauHu ejgeMeHTn MeOujycoBe rpyne TakBu Jia je

TavKa 00p. (PUKCHA TAIKA.

lemma "mobius_pt M o0p. = OOpe
(Fab. a#0 AN M = similarity a b)"

Axo cy u Tauka oop. n Tauka 0. PUKCHE, OHJA je TO CJAUTHOCT Ca KOeUIIn-

jeatuma a # 0 u b = 0, a mejcro je obmka A z. (of _complex a) *p. 2.

lemma "mobius_pt M oop. = o0p. A mobius_pt M Op. = Ope —
(Fa. a#0 AN M = similarity a 0)"

Eyknuncke cJIMIHOCTH YKJbY9yjy TPAHCAIN]Y, POTAIN]Y U XOMOTETH]Y U CBaKa
€yKJIAJICKA CIMIHOCT Ce MOKe JIOOMTH Kao KOMIIO3UIIMja OBe TP BPCTE IMPECTUKa-

Balba.

definition "translation v = similarity 1 o"

definition "rotation ¢ = similarity (cis ¢) 0"

definition "dilatation k = similarity (cor k) O"

lemma "a # 0 = similarity a b =

(translation b) + (rotation (arg a)) + (dilatation |a])"
Perunipouna BpegsocT (1pe ihe 2) je Takohe MebujycoBa Tpancdopmaimja.

definition "reciprocation = mk_mobius (1, 0, O, 1)"

lemma "recipp. = mobius_pt reciprocation"
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Ca spyre crpane, unaBep3uja Huje MebujycoBa rtpancdopmanuja (TO je OCHOBHU
npuMep Tako3BaHux aHTu-MebujycoBux Tpanchopmalija, WM aHTUXOJIOMOpPdHE
dbyukmuje).

Beoma Baxkna dumeHuiia je jga ce ceaka MebujycoBa TpaHcdoOpMaliija MOXKe
JIOOUTH KOMIIO3UIIMjOM EYKJIMICKUX CJIUIHOCTU W PENuIpodHe pyHKIHMje. Jeman
0JI HAYMHA KAKO Ce OBO MOxKe moctuhu nar je ciemehom jemom (kaza je ¢ = 0 je

CJIy9aj eyKJIMJICKUX CJAUIHOCTH W OBO je paHuje Beli aHam3upano).

lemma assumes "¢ # 0" and "axd—bxc# Q"
shows "mk mobius a b c d =
translation (a/c) + rotation dilatation ((b*c - axd)/(c*xc)) +

reciprocal + translation (d/c)"

JlekoMmriiozuiiija je KopuirheHa y MHOTUM JIoKasuMa. Hawume, j1a GucMo JoKa3aJiu
Ja cBaka MebujycoBa TpaHcdopMalja nMa HEKO CBOjCTBO, JIOBOJBHO je J0Ka3aTh
Jla perunpodYHa pyHKIMja U €YKJIUJICKE CJIUIHOCTU 33JI0BOJHABAjJy TO CBOjCTBO U
J1a KOMITO3UIHja dyBa TO CBOJCTBO (0OMYHO, HAjTEXKE je JOKA3aTH y CIIydajy Peru-

npoure QyHKIHje, a ocTasa JBa Kopaka Oy/Iy yIJIABHOM MHOTO jeTHOCTaBHHU]A).

lemma assumes "/ v. P (translation v)" "A «a. P (rotation a)"
"A k. P (dilatation k)" "P (reciprocation)"
"A My My. [ P My; P My, ]| = P (M, + M,)"
shows "P M"

ABopa3zmepa kao MebujycoBa Tpaucdopmanuja

3a 6m10 Koje Tpu (PUKCHE TadKe 21, 2o U 23, Cross_ratio 2z 2z 2y 23 ce MOXKe
mocMaTrpaTu Kao pyHKImja jegre mpomensbuse z. Ciemeha jema rapanTyje na je
oBa (dpyukiuja MebdbujycoBa Tpancdopmaliija u jga mpemMa ocoOnHa JBOpa3Mepe OHa

cuka 21 Y Ope, 22y 1pe M 23 Y OOpe.

lemma "[ 2y # 29,21 # 23,20 # 23 | =

is _mobius (A z. cross ratio z z; 2o 23)"

HoxazaBmmm 0BO TBpheme, IBOpa3Mepa ce MOyKe KOPHCTUTH Jla ce JIOKaxKe Jia

roctoju MebujycoBa TpancdopMaliija Koja ciauka O1I0 Koje TPU Pa3JIndInuTe TadKe

117



I'ZIABA 5. ©@OPMAJIN3AIINJA XUIIEPBOJINYKE 'EOMETPUJE

peroMm y Opey 1pe 1 00p.. Kaxo MebujycoBe Tpancdopmalije duHe TPYILYy, jeTHO-
cTaBHA TOCJeauIla oBora je ja moctoju MebujycoBa Tpancdopmalija Koja CIMKa

OUJI0 KOje TpU Pa3IUIUTe TadKe y OUJI0 KOje TPU PA3JIMIUTE TadKe.

lemma "[ 2y # 20; 21 # 23; 22# 23 | = (I M. mobius_pt M z; = Op A
mobius_pt M 2 = 1p. A mobius_pt M z3 = oop.)"

Cneneha siema nMa BeoMa BaxKHY IIPUMEHY y JIa/beM Pa3BOjy TEOpHUje jep OMO-
ryhiaBa 3ak/pyunBame ,6e3 ryburka Ha ommroctu (6ruo)” [78|. Hanme, ako Mebu-
jycoBa TpancdopMaImja IyBa HEKO CBOjCTBO, OHJIA YMECTO TPU ITPOU3BOJHHE TaUKe

MO2Ke ce TIoCMaTpaTu caMo CJIy4aj crerujagaux Tadaka Ope, lpe, U 0Opc.

lemma assumes "P Op. lpe 00pe" "21 # 20" "21 F#£ 23" "2y # 23"
"AMuvw. Puvw=
P (mobius_pt M w) (mobius_pt M b) (mobius_pt M c)"

shows "P z1 z9 23"

Jeana on mpBux nmpumMmena ,0rHo” pe3onoBama 3a Mebujycose Tpancdopmariuje
je y anaym3u pukcHUX Tadaka MebujycoBux Tpanchopmanmja. Jlako ce moxkasyje
Jla jeJIMHO WAEHTUYHO IpecjnKaBambe nMa (pukcHe tadke Ope, 1pe, 1 00p.. Takobhe
Baxku Jia ako Mebujycosa Tpancdopmaruja M uma Tpu pasiuyante (PUKCHE TadKe,
OHJIa je OHa WJEHTUTET, aJIU JIUPEKTaH JIOKAa3 OBOra Ce 3aCHUBA HA YUIbEHUIIN
Ja 2 X 2 MaTpulla UMa HajBUINE JIBA HE3aBUCHA COIICTBEHA BEKTOPA, a OBAKBO
3aKJbYYMBaIbe Ce JJaKo MoxKe n3behu kopuinhemem ,,orH0” pe3oHOBamba (Kako 6UIo
KOje TpH TadKe MOXKeMO CauKaTh peaoM Yy Ope, 1pe, U 0Op. HEKUM ITPECIUKABAHEM
M’ a onpa npeciaukasaime M’ + M — M’ uma oe Tpu Tauke pUKCHE 11a MOpa OUTH

jemnaxo 0).

lemma "[ mobius_pt M 0Ops = Ops; mobius_pt M 1 = 1ps;
mobius_pt M oops = oops | = M = id_mobius"
lemma "[ mobius_pt M z; = z;; mobius_pt M zy = 2o;

mobius_pt M z3 = z3; 21 # 29; 21 # 23; 22 # 23 | = M = id_mobius"

[Tocequiia oBora je ma mocroju jeaunctBeHa MebujycoBa Tpancdopmaliija Ko-
ja cJimKa Tpu pazjimduTe TaYKe y Jpyre Tpu pasjindure tadke (Beh je mokazaHo ga
TaKBO TIPECIUKABAIbe TTOCTOjH, a aKO OU MOCTOjasIa ABa TAKBa IMPECTUKaBabha OHIIA
Ou HBUXOBA pa3jMKa MOpaJja UMaTh Tpu (PUKCHE Tadke, IITO 3HAYU Ja Ou Omta

UJICHTUTET).
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lemma "[[2’17&2’2; 2’17&2’3; 227&23; wl#wgg wl;&wg; UJ27£1,U3]] — J! M.

mobius_pt M z; = w; A mobius_pt M 29 = ws A mobius_pt M z3 = ws"

MebujycoBe Tpancdopmaruje dyBajy JaBopasmepy. I[loHoBO, gupekTan moka3
6u 61O KOMILIMKOBAH, 1a je (hOPMAJIM30BaH €JIErAHTAH MHIUPEKTHU J0Ka3 (y OCHO-
BU, pa3jiuka \z. cross_ratio z z; 2o z3u M cimuka (M z1) y Ope, (M 22) y 1pe,
u (M z3) y oop., ma 3aT0 MOpa OuTH jeHaka A\z. cross_ratio z (M z) (M

29) (M z3), u TBpheme cienu 3amemyjyhiu (M z) ca z).

lemma "[z1 # 29; 21 # 235 20 # 23] =
cross_ratio z 21 29 23 =
cross_ratio (mobius_pt M z) (mobius_pt M z)
(mobius_pt M 23) (mobius_pt M z35)"

5.6 Kpyromnpasa

Beoma BaxkHO cBOjCTBO IpoImMpene KOMILIEKCHE PaBHU je MOTYhHOCT jia ipaBe
u Kpyrose mocmarpamo yHudopmHo. OCHOBHU 00jeKaT je youwiier Kpyz Win
ckpaheHo kpyzoupasa. Y Haloj popMaaIn3aliiji MU CMO IIPATUJIH IPUCTYII KOJH je

ommcao [Isepsderep [148] u nmpepcraBuam ¢cMO KPyronpaBe XepMUTCKUAM, HEHYJIA

A B
2 X 2 marpuriama. Y OpUTHHAJIHOj (DOPMYJIAINjU, MATPUILA, D OJIroBapa

C
jemaaunan Ax zxcnjz+ Bxcnjz+Cxz+ D =0,tme je C =cnjBu Au D cy

peasiru (jep je marpuiia xepMmurcka). KibydHO je Ja oBa jeJHaYMHA MPEICTaBHA
npaBy Kajia je A = 0, a wHaYe KpyT.
[TonoBo, nama dopmannsaimja ce cacToju u3 Tpu Kopaka. I[IpBo, yBeseH je

TUII XEPMHUTCKUX, HEHYJIa MaTpHUIlA.

definition is_C2_mat_herm :: "C2_mat = bool" where
"is C2_mat_herm H <— hermitean H AN H # mat_zero"
typedef C2 mat _herm = "{H :: C2_mat. is_C2 mat_herm H}"

Oyukuumja penpesenranuje Rep_C2_mat_herm he 6uru o3navena ca | |y, a an-
crpakTHa dyHKIHUja Abs_C2_mat_herm he 6utu osmadena ca | |, Mwmajyhu na
yMy MHTepIIpeTanujy y bopMu jeTHAYUNHE, JaCHO je J1a 61 ITOHOBO IPOTOPIIMOHAJIHE
MaTpuiie Tpebasio cMarparu eKBuBajgeHTHuM. OBor myTa, (haxTop IMPONOPIMOHAJ-

HOCTU MaTPUIIA je peajlaH HeHyJa O0poj.
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definition =, :: "C2_mat_herm = C2_mat_herm = bool" where
"Hy Rep Ho «— (3 (k:i:real). k # 0 A |Hy|y = cor k *4, |Hylg)"

Jlako ce moka3zyje ja je OBO peJialiija eKBUBaJICHIIUje, a Kpyroipase ce jgedu-

HUIy KOpuIthemheM KOJIMIHUYKE KOHCTPYKIHje Ka0 KJIaca eKBUBAJICHITH]E.
quotient_type circline = C2_mat_herm / =,

[Tomohuu kKorCTpYKTOp MK_circline jaje Kpyrompasy (Kjacy eKBUBAJIEHIU]eE)
3a Jlata deTupu KoMmiuiekcHa 6poja A, B, C' u D (moj mpeTmocTaBKOM Jia OHU
bopmupajy XepMHUTCKY, HEHYJIAa MATPHUILY ).

Csaka kpyrompaba oapebhyje oarosapajyhu ckyn tadaka. IloHoBo, ommc Koju
je JaT y XOMOT€HUM KOOD/IMHATAMA je HEIITO DOJhU HEr0 OPUTMHAJIHU OIKC KOjU je
JaT 3a 00M4YHe KOMILTEKCHe OpojeBe. Taduka ca XOMOTeHMM KoOopJauHaTama (21, 22)
he mpunajaTu ckyiy Tadaka Kpyrompase akko Ax zy xcnj 2y + Bxcnj 21 * 29 + C
z1 % cnj 2o + D % 29 % cnj 2o = 0. IIpumernmo na je oBo kBajparHa dopMma Koja je
onpehena BEKTOPOM XOMOTE€HUX KOOPANHATA U XePMUTCKOM MATPHUIIOM. 3aTO, CKYII
Tagaka Ha JaToj Kpyromnpasoj ce (hopmasmsyje ua cieaehn vaqun (mopen gedumn-
[je Kpyromnpase Ha OBOM MECTY JajeMo u jedunuije OuanneapHe U KBajpaTHe

dbopme Koje cy yBejieHe y HAIIIO] OCHOBHO] TEOPUjU JInHeapHe ajrebpe).

definition "bilinear form H 2z; 25 = (vec_cnj 21) *um H %y 29"

definition "quad_form H z = bilinear_form H z z"

definition on_circline_rep :: "C2_mat_herm = C2_vec.; = bool" where
"on_circline_rep H z <— quad_form |H|y [2]c2 = 0"

lift_definition on_circline :: "circline = complex;. = bool" is
on_circline_rep

definition circline_set :: "complex. set" where

"circline set H = {z. on_circline H z}"

[Monpuzame nedununumje on_circline creapa yciose [Hy Xe, Hoj 21 Reo 20] =

on circline rep H; z; ¢<— on_ circline rep Hj 23 KOju ce JIAaKO JOKa3yjy.
Heke cnenmujasiae kpyromnpase. Mely cBum KpyrompaBama Haj3HAYajHUjE CY
jeTMHMYIHU KPYT, T-0Ca U UMAaruHapHU jeIMHUIHU KPYT.

definition "unit_circle_rep = [(1,0,0,—1)]H"

lift_definition unit_circle :: "circline" is unit_circle_rep
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definition "x_axis_rep = [(0,i,—i,0)]H"

lift_definition x_axis :: "circline" is x_axis_rep
definition "imag unit_circle_rep = [(1,0,0,1)]7"
lift_definition imag unit_circle :: "circline" is

imag unit_circle_rep
Jlako ce moka3dyjy HeKa OCHOBHA CBOjCTBa OBHX Kpyrompasux. Ha mpumep:

lemma "Op. € circline _set x_axis" "l,. € circline_set x_axis"

"oOpe € circline set x_axis"

IloBe3aHOCT ca mpaBaMa M KPYroBuMa y OOMYHOj €yKJIUJICKOj paBHU.

Y mporupeHoj KOMILJIEKCHO] paBHU HE ITOCTOjU Pa3jinka u3Mehy mojMa mpase u
nojma kpyra. Wmak, mpase mory outn nedpuHrcane Kao OHe KPyrompase KoJI KOjuxX
Marpuile umajy Koedurmjent A = 0, Wu, eKBUBAJEHTHO Kao OHE KPYyTolpaBe Koje

caJIpyKe Ta9Ky OOp..

definition is_line_rep where

"is line rep H +— (let (A, B, C, D) = |H|y in A=0)"
lift_definition is_line :: "circline = bool" is is_line_rep
definition is_circle_rep where

"is_circle_rep H «— (let (A, B, C, D) = |H|yg in A#0)"
lift_definition is_circle :: "circline = bool" is is_circle_rep
lemma "is_line H <— — is_circle H" "is_line H V is_circle H"
lemma "is_line H <— oop. € circline_set H"

"is_circle H <+— oop. ¢ circline_set H"

CBaku eyKJIMJICKM KPYT' ¥ eyKJHJKca IpaBa (y OOMYHOj KOMILJIEKCHO] PaBHH,
KOpHIINemeM CTaHIApHe, eyKIIMICKEe METPUKE) MOXKEe OMTH IPEJICTAB/bEHA KOPU-

mhemeM KPYyToIpaBe.

definition mk_circle_rep p r = [(1, —u, —cnj p, |u|*> — (cor 7))
lift_definition mk_circle :: "complex = real = circline" is
mk_circle_rep
lemma "r >0 = circline_set (mk_circle u r) =
of _complex ~ {z. |z —pu|=r}"

definition mk_line_rep where "mk_line _rep 2} 2o =
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(let B=ix(zp—2) in [(0, B, cnj B, —(Bx*cnj z +cnj Bxz)]H)"
lift_definition mk_line :: "complex = complex = circline" is
mk_line_rep
lemma "z; # 2o = circline_set (mk_line z; z) - {oOp.} =

of complex ~ {z. collinear z; 2z, z}"

CytporHo Takobhe Baku, CKyIl Tadaka Koju Cy ojpeheHn KpyrompaBoM je yBeK
WM eyKJIMIACKU KpyT mwim eykiuiacka npasa. Ciemeha dyuxmumja oxpehyje mapa-
MeTpe KpyTra Win napaMerpe mpase (IeHTap U HOJIYIPEeYHUK Y CJIydajy Kpyra Wjin

JIBe PA3JINIUTe TAYKe y CIydajy IpaBe) 3a IaTy KPYyrompasy.

definition euclidean_circle_rep where "euclidean circle rep H =
(let (4,B,C,D) = |H|y
in (—=B/A, sqrt(Re (BxC — AxD)/(Ax A)))))"
lift_definition euclidean_circle :: "circline = complex X real" is
euclidean_circle_rep
definition euclidean line rep where "euclidean line rep H =
(let (A,B,C,D) = |H|y;
21 = —(DxB)/(2xBx*C);
z9 = 2z + 1 % sgn (if arg B > 0 then —B else B)
in (21, z))"
lift_definition euclidean_line :: "circline = complex X complex" is

euclidean_line_rep

[IpumeTnmo 1a je HOpMAJIHU BEKTOP IIPaBe BEKTOP KOjU je HOpMaJIaH Ha BEKTOP KO-
ju je ompeleH KOOpIMHATHUM TIOYETKOM M KOMILIEKCHUM OpojeM B (kKoedurmjeHt
MATPHIIE), OJHOCHO 2y = 21 + i * B. Jla 6ucMo MOIIM ja MOJUrHEMO J1eDUHUII-
jy (Tako jma cy jobujeHe Tauyke MCTE 3a CBAKy MATPHILy KOja PEIPE3eHTYje UCTY
Kpyrompasy) y jeduHUIM]U Ipyre Tadke BeKTOp B je mopmasmzoBan. OBo naje
HerrTo Behn m3pas3 on uspasa zo = 21 + i * B.

JonaTHo, KapUHAJHOCT CKyla Tadyaka KPYrolpaBe 3aBUCU O] 3HAKA M3Pa3a
Re((BxC —AxD)/(AxA)). 3aro, Kpyroupase MOTy OUTH KJIACH(MDHUKOBAHE ¥ TPU
KaTeropuje y 3aBUCHOCTH O] 3HaKa jerepMuHaHTe (Koja je yBeK peasian 6poj, jep

je MaTpuIa XepMUTCKA).

definition circline_type_rep where

"circline_type_rep H = sgn (Re (mat_det (|H|g)))"
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lift_definition circline_type :: "circline = real" is

circline_type_rep

Obasesan ycioB H ~,,, H = circline_type_rep H = circline_type_rep H’
ce J1ako JioKasyje, jep Re (mat_det (k *,, H)) = (Re k) * Re (mat_det H)
BaskM 3a CBe xepMuTCcKe Marpuiie H u 3a cBe k ca umarunaapaum jgejom 0.

Caga mocTaje jacHo Ja je CKyI Tadaka Ha JIaTOj KPyTroOlpaBOj Impa3aH aKKo je
TUII Kpyroiipase II03UTUBaH (OBe Kpyrolpase ce 30BY UMa2UHAPHE %pye‘oﬂpaee),
Jla CaJPKU CAMO jeJIHY TAaYKy aKKO je THUII Kpyrolpase jemHak Hynu (Wavka Kpy-
2otpase) U 1a je GeCKOHAYAH AKKO je TWIl HeraTuBaH (peaane kpyzoupase). OHO
mTo je 6uno m3HeHahyjyhe je ma ce MCHOCTaBUIIO Ja je BeOMa TEImKO (DOPMAJTHO
JIOKa3aTi OBO TBpheme u OmyIo ra je Moryhe mokasaTu caMo Kaga je popMaIn30-
BaHO JiejcTBO MebujycoBux TpancdopMaliija Ha KPyTrolpase, IITO je oMoryhunio
Jla ce KOPUCTH ,0rHO” pe3oHOBame. [IpuMeTrnmo j1a He 1OCTOje UMarunHapHe IpaBe
jep xkax je A =0, onga mat_det H > 0.

Konauano, Be3a uzmel)y peajHuX KpyrolpaBux 1 €yKJINJICKUX IIPABUX U KPyroBa

CE€ MO2KE€ YyCIIOCTaBUTH.

lemma
assumes "is_circle H" "(u, r) = euclidean_circle H"
shows "circline_set H = of _complex ~ {z. |z —p| = r}"
lemma
assumes "is_line H" "(z;, 2z3) = euclidean_line H"
"circline_type H < 0"
shows

"circline_set H - {oop.} = of _complex ~ {z. collinear z; 2y z}"

[Ipumerumo ma mpBa jema Takohe Baku 3a UMaruHapHU U TadKa KPyT jep cy oba
ckymna mpasHa. Mnak, apyra jiema jeIMHO BaKW 3a peaslHe IpaBe Jep y Caydajy
TavYKa IIpaBe BaXKM JIa 21 = 29, I1a je JIEBU CKYyN IIpa3aH, a JIECHU je YHUBEP3aJIHU

CKYII.

KpyronpaBe na PumanoBoj cdepu.

Kpyromnpase y paBuu ojrosapajy Kpyrosuma Ha PumanoBoj cdepu, 1 MU CMO
dopmasiHo moKazasm 0By Be3dy. CBaku KpPyT y TPOJAUMEH3IUOHOM IIPOCTOPY Ce MOXKE
J06uTH Kao rpecek cdhepe m paBHU. YCIOCTaBUJIU CMO jeJIaH-HA-je/IlaH MPeC/TnKa-

Bame u3Melhy kpyrosa Ha PumanoBoj cdepu u paau y npocropy. llpumerumo n
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Jla HUje HEONXOJIHO Jia paBaH cede cdepy u Tajga hemo pehu ja ona jgeduHHIIE
jeTMHCTBEH mMarmHapan Kpyr. Beza m3mely paBHEM y TpOCTOPY M KPYTOIPABUX
y TPOLIMPEHOj KOMILIEKCHO] pasuu je omucao IIIsepaderep [148]. Mnak, ayrop
HUje IPUMETHO JIa 32 jeJIHy CIeNujaJHy Kpyronpasy (OHY 4uja je pernpe3eHTaTuB-
Ha MaTpuIla jeMHUYHA MaTpHIa) He MOCTOoju paBaH y R3 koja joj omrosapa —
1 Jia OMCMO MOIJIM JIa UMaMO TaKBY paBaH, IIOTPEOHO je Jla yMEeCTO IMoCMaTpamba
paBau y R3, y3MeMo y 063up TPOIUMMEH3MOHAIHN IIPOjeKTUBHI IIPOCTOP U KOHAH-
Hy xuneppaBaH. 3aro, Mu JeduHuIeMO paBaH Ha cienehin Hauwn (omer y Tpu

KODaKa).
typedef R4_vecy, = "{(a,b,c,d) :: R4_vec. (a,b,c,d) # vec_zerol}"

[Tpumernmo na he y R3, jemam ox 6pojesa a, b, mmu ¢ 6utn pasmmaut o, (.
Wnak, nama gedununmja mno3sosbasa mnocrojame pasuu (0,0,0,d) koja jexu y
6eckonaunoctu. DyHKiuja pernpesenranuje he 6utu o3nadeHa ca | |gy4, a am-
crpakTHa dbynkmumja he 6utu osnauena ca [ |74 Tlonoso, nBe pasru cy exBuBa-

JICHTHE aKKO Cy MPOIOPIMOHAJHE (OBOT IyTa 3a HEKW HEHYJIa peaHu (hakTop).

definition ~p4 :: "R4_vecy,y = R4_vecy,y = bool" where
"1 "Ry Qg (Hk’ k 7’é 0A |_Oé2JR4 =k x* |_Q/1JR4)"

Konauno, paBHu (KpyroBu KOju Cy y BUMAa Cy JI00MjeHN IpecekoM ca Pumano-

BOM cdepoMm) ce jeduHUITY Kao KJaca eKBUBAJICHIIAje OBe Pesalmje.
quotient_type plane = R4_vecyy / ~p4

Koedunujertn paBHU 1ajy InHeapHy jeTHAYNHY a Tadyka Ha PumanoBOj cde-
pu JIeKu Ha KpyTry oapeheHOM ca paBHEH aKKO HeHa pellpe3eHTalldja 3a0BOJbaBa

JITHEAPHY je/THAYNHY .

definition on_sphere_circle_rep where
"on_sphere_circle rep a M +—
(let (a, b, ¢, d) = |a|rs; (X, Y, Z) = |M|gs
in ax X +bxY +cxZ4+d=0)"
lift_definition on_sphere_circle
"plane = riemann_sphere = bool" is on_sphere_circle_rep
definition sphere_circle_set :: '"riemann_sphere set'" where

"sphere circle_set a = {A. on_sphere_circle a A}"
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[TpumeTrMo J1a HUCMO MOPAJIH JIa YBEJIEMO TAYKe Y TPOIUMEH3UOHOM ITPOjEKTUB-
HOM ITPOCTOPY (¥ EbMXOBE XOMOTEHE KOODJWHATE) jep CMO MU jeIMHO 3anHTEpPEeco-
BaHU 3a Tadyke Ha PumanoBoj cdepu Koje HuCy O€CKOHAUHE.

Cnenehe, Mu yBOIMMO cTepeorpadCKy U MHBEP3HY CTepeorpadCky MpojeKIiu-
jy m3mehy kpyrosa Ha PumanOBOj cdepm m Kpyrosa y IpPOIIMPEHOj KOMIIJIEKCHO]

paBHU.

definition stereographic_circline_rep where
"stereographic_circline rep a =
(let (a,b,c,d) = |a|ry; A=cor((c+d)/2); B= (cora+ix*corb)/2);
C = (cora—ixcorb)/2; D =cor((d—c)/2))
in [(A, B,C,D)]H"
lift_definition stereographic_circline :: "plane — circline" is
stereographic_circline_rep
definition inv_stereographic_circline_rep where
"inv_stereographic_circline rep H =
(let (A,B,C,D) = |H|y
in [(Re(B + C),Re(i* (C' — B)),Re(A — D),Re(D + A))]#n
lift_definition inv_stereographic_circline :: '"circline = plane" is

inv_stereographic_circline_rep

OBa j;Ba mpec/imKaBama Ccy OujekTuBHA U MelycobHO mHBep3Ha. lIpojekiumja
CKyTma Tavaka Kpyra Ha PumanoBoj cdepu je ympaBo CKyI Tadaka Ha KPYTOIMpPaBOj

KOja ce J100Huja yrpaBo yBeJIEeHOM CTepeorpadpCKOM IIPOjEKIjoM KpPyTa.

lemma "stereographic_circline o inv_stereographic_circline = id"
lemma "inv_stereographic_circline o stereographic_circline = id"
lemma "bij stereographic_circline" "bij inv_stereographic_circline"

~

lemma "stereographic °~ sphere_circle_set o =

circline_set (stereographic_circline «a)"

PumanoBe kpyrompase.

Jomr jeHa mHTepecaHTHA YMIHEHUIIA je J1a Cy peajiHe KPYTolpaBe HUIITA JAPY-
ro JO0 CKYIOBU TadakKa KOje Cy Ha jeJIHAKOM OJICTOjalby OJI HEKUX JATHX TadaKa
(3ampaBo yBeK IOCTOje TAYHO JBE TaKBe Tadke), ajim mocMarpajyhu ojcrojame y

rerusHOj Merpuin. Ha PumanoBoj chepu ose npe Tauke (3sahemo ux TeTuBHU
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HEeHTpH) ce 106ujajy mpecekoM cdepe u mpase Koja IMpoJiasy Kpo3 MeHTap Kpyra u
HOpMAaJIHA je Ha paBaH KoOja CaJap>KU Taj KpyT.
TeruBHa Kpyrompasa ca JaTOM TAYKOM @ U MOJIYIIPEIHUKOM 1 je ogpeheHa Ha

caenehn HaynH.

definition chordal_circle_rep where '"chordal_circle_rep p. 7. =
(et (uy, p2) = |pelo2s
A = ax|pa® - (cor rd)** (puf” + |p2?) 5 B = —dxpi*enj pio;
C' = -4xcnj puxpz; D = 4x|p]* - (cor ro)®*(Jua]?® + [pe]®)
in mk_circline rep A B C' D)"
lift_definition chordal circle :: "complexp., = real = circline" is
chordal_circle_rep
lemma "z € circline_set (chordal circle pu. r.) <—

re >0 A distpe 2 e = 1"

3a JaTy Kpyrompasy, IbeH IeHTap U PaJujyc ce MOTY OJPEJIUTH ocjamajyhu ce Ha
caesiehe sieme (y 3aBucHocTH Ja jim ¢y Koedurmjentn B u C'y penpeseHTaTuBHO]

MATPHIIN jeTHAKW HYJIH ).

lemma
assumes "is_C2_mat_herm (A, B,C,D)" "Re (AxD) < 0" "B =0"
shows
"mk _circline A B C D =
chordal_circle oop. sqrt(Re ((4xA)/(A— D)))"
"mk_circline A B C D =
chordal_circle 0p. sqrt(Re ((4xD)/(D — A)))"
lemma
assumes "Re (mat_det (A,B,C,D)) < 0" "B #0"
"is_C2_mat_herm (A, B,C,D)" "Cx*p>+ (D — A)xpu.— B =0"
e = sqrb((4+ Re((4 % e/ B)  A))/(1 + Re(lu )"

shows "mk_circline A B C' D = chordal circle (of_complex pu.) 7."

Kao u y mperxomnuMm ciydajeBumMa, MOXKe ce yBecTu (pyHKIMja Koja Bpaha
TeTHBHe Hapamerpe (MOTpeGHO je HampaBuTu pasiuky mehy ciydajeBuma B = 0
u B # 0 uy apyrom ciy4ajy je moTpeOHO PelmTd KBaJJPATHY jeIHAYMHY KOja

OIUCYje TEeTUBHU IEHTAD ).
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Cumetrpuja. Joimr on antuuke ['puke, nHBep3HUja Kpyra je mocMarpaHa Kao aHa-
Jioruja ocHOj pediiekcrju. Y TPOIUPEHO] KOMILIEKCHO] PABHU HE TIOCTOjU CYIIITHH-
cKa pazsuka u3Mehy KpyroBa u MpaBUX, TAKO Ja NeMO MU IIOCMaTPATH CAMO jeHy
BPCTY peJialgje u 3a JiBe Taduke hemo pehm na cy cumeipuvwhe y ogrocy Ha Kpy2
aKO ce OHe CJUKAjy jeJiHa y Apyry KopuiihemeM Ouao pedJieKcuje nim WHBEP3U-
je y OJIHOCY Ha TpOM3BOJbHY IpaBy wiau Kpyr. Kama cMmo Tpaxkwmim ajiredpacky
peIpe3eHTallnjy OBe peJialije M3HEHAUIN CMO Ce KOJIUKO je Oujia jeTHOCTaBHA U
eJIETAaHTHA — TadKe Cy CUMETPUYHE aKKO je OmmHeapHa (popMa HHXOBOT perpe-

3€HTATUBHOI BEKTOPA W Pelpe3eHTaTUBHE MATPUIle KPyrolpaBe jeJlHaKa HYJIU.

definition circline_symmetric_rep where
"circline_symmetric_rep 2; 2o H +—
bilinear_form [z]c2 |22]ce [H]w =0"
lift_definition circline_symmetric :: "complex;. = complexp. =

circline = bool" is circline_symmetric_rep

[TocmaTpajyhu ckyn Tagaka Ha KpPyrompaBo] U rnopejehu Haiie ase 1eUHATII-
je, mocTaje jacHO Ja Tadke Ha KPYyrompaBoj Cy yIIpaBO OHe KOje Cy WHBapujaHTHE

y OJIHOCY Ha CUMETPHjy y OJIHOCY Ha Ty KPyTOIpPaBYy.

lemma "on_circline H z <— circline_symmetric H z 2"

HdejctBo MebujycoBux TpaHcdopmMaliyja Ha Kpyrolipase.

Beh cmo Bugesn kako Mebujycose Tpancdopmarumje neyjy Ha Tauke C. One
Takobe Jenyjy u Ha Kpyronpase (u gedbununmja je nzabpaHa Tako Ja Cy JIBa Jej-
cTBa KoMnarubmina). JlomarHo, majemo u JedMHUIU]Y CIAUIHOCTH JIBE MATPUIIE

(koja je mecdpmHmMcana y Harioj moMohnoj Teopuju smHeapHe ajredpe).

definition "congruence M H = mat_adj M *p,, H x5, M"
definition mobius_circline_rep ::
"C2_mat_reg = C2_mat_herm = C2_mat_herm" where
"mobius_circline_rep M H = [congruence (mat_inv |[M]y) |H|g]®"
lift_definition mobius_circline :: "mobius = circline = circline"

is mobius_circline_rep

CsojcTBa Koja nma aejctBo MebujycoBux TpanchopMalirja Ha Kpyrolpase je BpJIo

CJIMYIHO Kao ¥ Ko AejctBa MebujycoBux Tpancdopmanuja Ha Tadke. Ha mpumep,
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lemma "mobius_circline (mobius_comp M; Ms,) =

mobius_circline M; o mobius_circline M,"
lemma "mobius circline (mobius_inv M) = inv (mobius circline M)"
lemma "mobius circline (mobius_id) = id"

lemma "inj mobius_circline"

[HenTpasna jiema y 0BOM 0JIe/bKY ycIocTaB/ba Be3y u3melhy nejctBa Mebujyco-
BUX TpaHcdOpMaIyja Ha TadKaMa U Ha Kpyronpasama, (1 [ITO je OCHOBHO, JI0Ka3yje

ce na MebujycoBe TpancdopMaliije CJIuKajy Kpyrompase Ha Kpyrompase).

lemma "mobius_pt M ~ circline_set H =

circline set (mobius_circline M H)"

[Topes oBora dyBa ce u TUIl Kpyrompase (IITO TIOBJIaYN, Ha IPUMED, JIa Ce PeaJiHe

KPYTOIIpaBe CIMKajy Ha peajiHe KPyrompase).
lemma "circline_type (mobius_circline M H) = circline_type H"

Jott jesHo BasKHO CBOJCTBO (KOje je HEITO OMINTHje HErO MIPETXOIHO HABEJIEHO )
je Ja je cuMeTpuja Tadaka odyBaHa HAKOH JejcTBa MebujycoBux TpaHcdopMalmja

(mTo ce jOIT Ha3WBA W UPUUUL cu./wezﬂpuje).

lemma assumes "circline_symmetric z; 2o H"
shows "circline_symmetric (mobius_pt M z;) (mobius_pt M z5)

(mobius_circline M H)"

[Tocnenme aBe jteMe cy BeOMa BayKHU T'€OMETPHU)CKH Pe3YJITaTH, U 3aXBaJsbyjyhn
BEOMa IIOI'0/IHO] aJirebapCcKoj perpe3eHTaIdju, bUX je OUI0 TPUINIHO JIAKO JTOKa-
3aTu y Haroj dopmauzanuju. Oda mokaza ce 3acHuBajy Ha cjieiehoj jeITHoCTaBHO]

YUILEHUIN U3 JITHeApHe aJjreope.

lemma "mat det M # 0 — bilinear form 2z, 20 H =

bilinear form (M %,,, 21) (M *,,, 20) (congruence (mat_inv M) H)"
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Je,IlI/IHCTBeHOCT Kpyroiipase.

Y eyK/IuJICKOj reoMeTpuju J00pO je TO3HATA YUIHEHUIIA & ITOCTOJU jeITMHCTBE-
Ha IIpaBa KPO3 JIBe Pa3/IMuIuTe TadKe U jJeIMHCTBEHN KPYT KPO3 TPU HEKOJIUHEeapHe
pazimmunTe Tauke. Cimanu pesynraru Bazke n y C. Unak, ma 6u ce g0 o
3aKJbydaKa MOTPEOHO je M3BPIIUTH AHAJIN3Y CIydajeBa IpeMa TUILy KPyToIpase.
Kpyrompase osuTuBHOr THIa HE CaJpKe TadKe Ma KOJI bUX HE IMOCTOJU jeIUH-
cTBeHOCT. Kpyrompase HyJsia TUIa cajpzke jeJIHy TadKy U 3a CBaKy TAadKy ITOCTOjU
jeIMHCTBEHA KPyToIlpaBa HyJa TATIA Koja je cajapxku. [locToju jenmHcTBEHA KPYTO-

npaBa Kpo3 OMJIo KOje TpH pa3induTe Tadke (M OHa MOpa GUTH HEraTHBHOD THIIA).

lemma "3! H. circline _type H = 0 A z € circline_set H"
lemma "[21 # 29; 21 # 23; 23 # 23] =
3 H. 2z € circline_set H A 23 € circline_set H A

z3 € circline_set H"

Beoma uznenalyjyhe, nmupekTHO HoKa3umBame OBUX JieMa je OWJIO BeOMa TEIIKO.
Nnak, nakon nmpumMene ,0ruHo” pe30HOBaba U HAKOH IIPEC/IMKABAIba TavaKa y Ka-
HOHCKY T03UIHAJY (Ope, 1pe M 0Op) MOOHIM CMO BEOMa KPATAK ¥ €JeraHTaH JOKA3
(jep je moryhe mokazaru, kopuinhemeM u3padyHaBamba, Ja je T-0ca jeJMHa KPY-
rompasa Kpo3 OBe TpH KaHOHCKe Tadke). Kako cy mpaBe KapaKTepU30BaHE Kao
yIIPABO OHE KPYyToIlpaBe KOje CaJIpPikKe OQp., IMTOCTaje jJaCHO JIa IMMOCTOJH jeTMHCTBEHA

IpaBa Kpo3 OMJIO KOje JBe pa3/InuuTe KOHAYHEe TadKe.

Ckyn KapJMHaAJIHOCTH Kpyrompase. Joll jejiHa OJ] CTBapu KOja Ce y3uMa
,3/IPaBO 3a TOTOBO je Kap/IMHAJTHOCT KPYTOIlpaBu pa3jnduTor tuna. Beh cmo pe-
KJIM JIa OBU JIOKA3U 3aXTEBajy ,J0rHO’ PE30HOBAIbE, A OBOT IIyTa KOPUCTUJIA CMO
JIpyradnjy BpPCTY ,O0rHO” pe3oHoBama. Vlcrnocrasiba ce Ja je y MHOTUM CJIydajeBu-
Ma JIAKIIle PE30HOBATU O KPYTOBHMAa YKOJUKO je HUXOB IEHTAp Yy KOOPIMHATHOM
IIOYeTKY — y TOM CJIy4ajy, lbUXOBa MaTpuIa je aujaronana. Mwu cmo dopmasin-
30BaJIU CIIENUjAJIaH CJIydaj UyBEHOI pe3ysTaTa U3 JiMHeapHe ajredpe ja je 2 X 2
XEPMUTCKA MATPHIIA CJAUTHA CA PEATHOM JMjarOHAJIHOM MATPUIIOM (IITABHUIIIE, eJie-
MEHTH Ha JIUjarOHaJId Cy PeaTHe COTICTBEHE BPETHOCTHA MATPHUIIE, a IOy IAPHOCT je
yCIOCTaB/bEHA KOPUIITNEHeM YHUTAPHUX MATPUIA — IOYIaPHOCT ce TAKOhe MOxKe
yCIocTaBuTu KopurihemeM jeJHOCTaBHUje Marpuile (MATpHUIlE TPAHCJIAIM]e), ajiu

OHJIa OHA He OW MMaJia MHOTA JIEIa CBOjCTBA).
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lemma assumes "hermitean H"
shows "dk ko M. mat_det M #0 A unitary M A

congruence M H = (cor ki, 0, 0, cor ky)"

[Tocnenunia je s1a 3a cBaKy KpyrompaBy IocToju yHutapaa MebujycoBa TpaHc-
dopmanuja Koja cimKa KpyrompaBy TaKO & je eH IEeHTap Y KOOPAWHATHOM II0-
4yerKy (3ampaso, MOCTOje JiBe TaKBe TpaHchOPMaIije aKo Cy CONCTBEHE BPEIHOCTU
paznuuure). Bumehemo ga yHuTaphe Tpancdopmarije oaropapajy poraigjama
Pumanose cdepe, Tako j1a mocsiemba IUHBEHUTA UMA JETHOCTABHO T€OMETPHU])CKO
objammeme. Kpyrompase ce MOry jujaroHajan30BaTi KOPUIINEHEM CaMO TPAaHC-

JIanja, aJii YHUTapHe TpaHcdOopMaliije 9eCTO UMajy JIeIIa CBOjCTBa.

lemma "3 M H'. unitary_mobius M A
mobius_circline M H = H' A circline diag H'"
lemma assumes "/\ H’'. circline_diag H = P H"
"N M H. P H = P (mobius_circline M H)"
shows "P H"

[Ipumernmo j1a je unitary_mobius mpeaukaT Koju MOAMKe unitary cBOjCTBO ca
C? marpuna Ha Tut mobius. Cmmano, circl ine_diag moaum:ke ycJIOB JujaroHaJsiHe
MaTpulle Ha Tl circline.

Kopumthemem oBakBe BpcTe ,0rHO” pE30HOBAHA MTOCTAjE MPUINIHO jACHO KAKO

JnokazaTu ciiesiehy kapakrepusalnjy 3a KapAuHAJIHOCT CKyla KPYTOIIPaBe.

lemma "circline_type H > 0 «— circline_set H = {}"
0 <— Jz. circline_set H = {z}"

lemma "circline_type H
lemma "circline type H < 0 +—

Jz12023. 21 # 20 N 21 # 23 N 23 # 23 A circline_set H DO {z,29,23}"

Baxkna, nerpuBujaJiga, mocjeuia jeJITHCTBEHOCTH KPYTopaBe U KapIUHAJHO-
CTH CKyTIa KpyTrompase je na je dyHknuja circline set WHjeKTHBHA, Tj. 3a CBAKHU
HeNpa3aH CKYIl TadaKa KpPyrolpaBe, IIOCTOJU jeIMHCTBEHA KJaca IPOIIOPIIMOHAJ-
HUX MaTpulia Koja ux cBe ompelyje (circline_set je mpasan 3a cBe UMaruHapHe
KpyToIipaBe, IITO 3HAa4YN JJa OBO CBOJCTBO HE BaXK! KaJIa je CKYII TadaKa KpPyrolpaBe

npasaH).
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lemma "[ circline_set H; = circline_set H,; circline_set H; # {} |
— H; = Hy"

OpujenTtucane Kpyromnpase

Y oBoM 0J1eJbKy MU hieMo onmcaT Kako je Moryhe yBecTr OpHjeHTaIn]y 3a KPy-
ronpase. MHOru BayKHM ITIOJMOBH 3aBHCE O OpUjeHTanuje. Jegan oj HajBarKHUJUX
IOjMOBA je TojaM gucka — YHYTPAIIHOCT Kpyromnpase. CJIUIHO Kao MITO je TO 610
cJIydaj KOJI CKyIla Tadaka KPyTrolpaBe, CKyll Tadaka JUCKa Ce YBOIU KOpPHIThemeM
KBaJIpaTHe (popMe y unjeM u3pasy ce HaJa3W MaTPUIla KPyrompase — CKyIl Tauaka

JINCKa KPYTOIIPAaBe je CKYII Tauaka 3a Koje BaxKu Axzxcnj z+Bxcnj z2+Cxz2+D < 0,

A B
IIpU 4eMy je D MaTpHIa Koja penpe3eHTyje Kpyrompasy. Kako ckym Ta-

C

JaKa JIMCKa MOpa OMTU MHBapHUjaHTAH y OIHOCY Ha M300p IpeJ/ICTaBHUKA, jaCHO je
Jla Cy MaTpUIle OpHjeHTHCaHe KPYyTropaBe €eKBUBAJIEHTHE CAMO aKO Cy OHE IIPOIOP-
[MOHAJIHE y OJIHOCY Ha HEeKM peasiHu (haxTop (MOJCeTUMO Ce Jia KOJ HEOPUjeHTH-

caHUX KpyrompaBux (akTop MoyKe OUTH MPOU3BOJbAH PeasiaH HeHyJIa Opoj).

definition ~,.,, :: "C2_mat_herm = C2_mat_herm = bool" where
"Hi =oem Hy — (3 (k::real). k > 0 A |Hy|ly = cor k *4, |Hi|pg)"

Jlako ce mokasyje ja je oBa JeduHUCAHA pejallija pesialuja eKBUBAJICHIIN]e,
TaKoO Jla Cy Kpyrompase jeduHICaHE TPEKO KOJMIHUYIKE KOHCTPYKIMje Kao KJace

E€KBUBAJICHITH]E.
quotient_type o_circline = C2_mat_herm / =,

CaJia MOXKEMO KOPUCTUTH KBaJApaTHy POpMY Jia JedUHHUIIIEMO YHYTPAIIHOCT,

CITOJBAIITIHOCT W TPAHUILY OpHjeHTHCaHe KPYTOIpPaBe.

definition on_o_circline_rep :: "C2_mat_herm = C2_vecyy = bool"
where "on_o_circline_rep H z <— quad_form |H |y |2|c2 = O"

definition in_o_circline_rep :: "C2_mat_herm = C2_vecy, = bool"
where "in_o_circline_rep H z <— quad_form |H|y [z]ce < O"

definition out_o_circline_rep :: "C2_mat_herm = C2_vec,y, = bool"

where "out_o_circline rep H z <— quad_form |H |y [z]ce > O"
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OBe nedununuje ce mojmky Ha on_o_circline, in_o_circline, mout_o_circline
(mpm TOME JI0Ka3yjeMo HEOIXOJHE YCJIOBe), M, KOHATHO, yBoJe ce cienehe Tpu me-

dunuITje.

definition o_circline_set :: "complex,. set" where
"o_circline set H = {z. on_o_circline H z}"
definition disc :: '"complex,;. set" where
"disc H = {z. in_o_circline H z}"
definition disc_compl :: '"complex,. set" where

"disc_compl H = {z. out_o_circline H z}"

OsBa Tpu ckyna cy Mel)ycoOHO IMCjyHKTHA M 3ajeIHO MCIIYIbaBajy eIy paBaH.

lemma "disc H N disc_compl H = {}"
"disc H N o_circline_set H = {}"
"disc_compl H N o_circline_set H = {}"
"disc H U disc_compl H U o_circline_set H = UNIV"

3a 7aTy OpHjeHTUCAHY KPYTOIpaBy, MOXKE Ce TPUBUjATHO OJPEIUTH HHE€H HEO-

PUjeHTHCaHU [I€0, & OBE JIBe KPYTOoIlIpaBe MMajy UCTHU CKYI Tadaka.

lift_definition of o circline (_©) :: "o circline = circline" is id

lemma "circline set (H®) = o _circline set H"

VY lift definition ysemu cmo kpahu zamuc dynkmuje of _o_circline, Taxo
na, Ha npumep, HC y nemu je ckpahenuna 3a of o _circline H.
3a cBaky KpyrompaBy, HOCTOjU TA9HO jeJHA CyIPOTHO OPHjEHTUCAHA KPYTO-

mpasa.

definition "opp_o_circline rep H = [—1xg, |H|y]""
1lift_definition opp_o_circline (_) :: "o_circline = o_circline" is

opp_o_circline_rep

OppehuBame cynpoTHe KPyrolpape je HIAEMIIOTEHTHO jep CYIIPOTHE KPyTompase

UMajy UCTH CKYyI TadaKa, &Il Pa3Memy]y JUCK U HeroB KOMIIJIEMEHT.

lemma "(H<)” = H"
lemma "o _circline set (H®) = o_circline set H"
"disc (H®) = disc_compl H" "disc_compl (H*) = disc H"
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®yukmuje  © m o_circline_set ¢y y ompeheHoM cMuUC/ly MHjEKTUBHE.

lemma "H,® = H,° = H, = H, Vv H, = H,""
lemma
"[o_circline_set H; = o_circline_set H,; o_circline_set H; # {}]
— H,=H, V H = H,""

JlaTa xepMuUTCKa MATPUIa KPYrolpase MPeICcTaB/ba TATHO jeJIHY O JBE MOTY-
he opujenTucane kpyrompase. M30o0p mta hemMo 3BaTu MO3UTUBHO OPHUjEHTUCAHA
KPyToIpaBa je Mpou3BosbaH. Mu cMo oJydnsin J1a mpaTuMo IPUCTYI KOJju je mpe-
mnoxuo eepaderep [148], riae ce kopuctu Bomehu koedurmjent A Kao npsu
KPHUTEPUjYM, KOjU KazKe JIa ce KPyTrolpaBe ca MaTPUIoM y Kojoj Baxku A > 0 30By
[MO3UTUBHO OPHUjEeHTHCAaHE, a ako y Marpury Baxku A < 0 oHJa ce 30By HEraTUBHO
opujentucane. Umak, [IIBepaderep Huje muckyToBao jomn jeman mMoryhm cirydaj
kaja je A = 0 (ciyuaj mpaBux), TaKO Jia CMO MH MOPAJIH Ja MPOIINPUMO HErOBY

neduHANjy g8 OM UMAJIH MMOTIIYHY KapaKTePU3AIH]jy.

definition pos_o_circline_rep where "pos_o_circline rep H +—
(let (A, B, C, D) = |H|n
in Re A>0 V
(Re A=0 AN ((B#£0 AN arg B>0) V (B=0ARe D>0))))"
lift_definition pos_o_circline :: "o_circline = bool"

is pos_o_circline_rep

Cazia, TauHo jesHa o JBe CyIPOTHO OPUjeHTHCAaHEe KPYTOIIPABE je IIO3UTUBHO OPH-

jeHTucaHa.

lemma "pos_o_circline H V pos_o_circline (H®)"

"pos_o_circline (H®) <— — pos_o_circline H"

OpujenTanuja Kpyrosa je u aarebapcku jeHOCTaBHA (IIOCMATpa ce 3HAK KO-
edunmjenta A) m reoMeTpUjcKM NMPUPOJAHA 3axBasbyjyhu ciegehoj jemHOCTABHO]

KapaKTepu3alluju.

lemma "oo, ¢ o_circline_set H —

pos_o_circline H +— oo, ¢ disc H"
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Jor jeqna jiena reoMeTpujcKa KapakTepu3aliija 3a MO3UTUBHY OPUjeHTAIH]jy je Jia
je eyKJIMJICKU TeHTap MO3UTUBHO OPUjEHTUCAHUX €yKJINJIOBUX KPYTOBa CaJIpKaH y

IbUXOBOM JIUCKY.

lemma assumes "is_circle (H®)" "circline_type (H®) < 0"
"(a, r) = euclidean circle (H©®)"

shows '"pos_oriented H <— of complex a € disc H"

[Tpumernmo s1a je opujeHTaIMja TpaBUX U TayaKka KPyroBa BEIITavYKu yBejeHa (ca-
MO J1a HUCMO MMaJId TOTAJIHO JIepUHICAHY [TO3UTUBHY OPHjEHTAIN]Y), U OHA HEMA
MPUPOJIHY TEOMETPUjCKY MHTEPIIPETAIHjy. 300r 0BOTA, HEMPEKUIHOCT OPHUjEeHTA~
[7je je TpeKnHyTa ¥ MU MUCJIUMO Jia HUje MOryhe yBeCcTH OpUjeHTAIjy TPaBUX
Tako Jia (PyHKIMja opujeHTaluje OyJ/ie CByJa HENPEKUIHA. 3aTO, KaJa y HEKUM
HapeJIHUM JieMaMa OyJ/IeMO TOBOPHJIM O OPWjeHTAIMji MU heMO eKCIIUIIUTHO WC-
KJBYYUTH CJIy4aj MPaBUX.

Torasina kapakTepuzalyja 3a TO3UTHUBHY OpUjeHTAIuMjy Ham omoryhasa ma
CTBOPHMMO TIPEC/IUKABAE M3 HEOPHJEHTHUCAHUX y OPHUjEHTHCAHE KPyrompase (J10-

6ujaMo yBeK MO3UTHUBHO OPUjEHTHCAHE KPYTOIPABe).

definition of circline_rep :: "C2_mat_herm = C2_mat_herm" where
"of circline rep H = (if pos_o_circline rep H then H
else opp_o_circline rep H)"
lift_definition of circline (_°) :: "circline = o_circline" is

of circline_rep

Jokazana cy 6pojua cBojcrBa (pynkImje of circline, a oBme hemo HaBecTH camMo

Haj3HAYAjHU]A.

lemma "o circline set (H®) = circline set H"

lemma "pos_o_circline (H®)"

lemma "(H®)° = H" "pos_o_circline H — (H°)” = H"
lemma "H,° = H,° = H, = H,"

HejctBo MebujycoBux TpaHcdopMaliija Ha OpUjeHTHCAHEe KPYyTromnpase.
Ha penpesentatuBHOM HUBOY jejcTBo MebujycoBux TpancdopMaliija Ha OpHUjeH-

THUCAaHe KPYTOIIpaBe je MCTO Kao M JIejCTBO HAa HEOPHjEHTHUCAHE KPYTOITPaBe.
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lift_definition mobius o _circline

"mobius = o_circline = o_circline" is mobius_circline_rep

HejecrBo Mebujyca Ha (HeopujeHTHCaHE) KPYrompape ce MoxKe JAedUHHCATH KO-
pumithemem nedunHuUje 3a JjejctBo Mebujyca Ha opujeHTHCaHEe KPYTrolpaBe, aju

OOpHYTO HE OU MOIIO.

lemma "mobius_circline M H = (mobius_o_circline M (H®))"

lemma "let H;
Hy
in H1

mobius o circline M H;
(mobius_circline M (H©))”
HQ V H1 = HQH”

HejcrBo MebujycoBux TpancdopMaliija Ha OpUjeHTUCAHEe KPYTolpaBe UMa, CJIMTHA
CBOjCTBa Kao u JiejcTBO MebujycoBux TpancdopMaliija Ha HEOPHjeHTHUCAHe KPYTo-
npase. Ha nipumep, one ce cjiaxy y norseny nasep3a (lemma "mobius_o_circline
(mobius_inv M) = inv (mobius_o_circline M)"), KoMmo3uimje, WJIeHTUTETA,
obe cy mHjekTuBHe (inj mobius_circline), u Tako mame. llenrpasHe jeme y
OBOM OJIeJbKY ITOBe3Y]jy JejcTBa MebujycoBux TpaHcdopMmalirja Ha TadKaMma, OpPHU-

jJEHTHCAaHUM KpyTroIpaBaMa U JIMCKOBUMA.

lemma "mobius_pt M ~ o_circline_set H =

o_circline set (mobius o circline M H)"
lemma "mobius_pt M ~ disc H = disc (mobius_o_circline M H)"
lemma "mobius_pt M ~ disc_compl H =

disc_compl (mobius_o_circline M H)"

CBe eyK/InJIiCKe CJIUIHOCTH 9yBajy OPUjEHTAIUjy KPYTolpase.

lemma assumes "a # 0" "M = similarity a b"
"oop. ¢ o_circline_set H"
shows

"pos_o_circline H <— pos_o_circline (mobius_o_circline M H)"

Opujenranuja civke gate opujeHTucane kpyromnpase H uakon mare Mebujycose
tpanchopmanuje M 3aBucu ox Tora na ju mox M (tauka Kojy Tpancdopmaimja
M cnuka y oop.) JIeXKU Ha JUCKY WU Y JIUCKY KOju je KoMIuieMeHnTtapan H (ako je'y

ckymy H, oHJla ce ciuKa y MpaBy, a y TOM CJIydajy He JIUCKYTY]eMO OPHjeHTAIH]Y ).
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lemma
"Ope € disc_compl H —
pos_o_circline (mobius_o_circline reciprocation H)"
"Ope € disc H —
- pos_o_circline (mobius_o_circline reciprocation H)"
lemma
assumes "M = mk _mobius a b ¢ d" "c # 0" "axd - bxc # 0"
shows "pole M € disc H —
- pos_o_circline (mobius_o_circline M H)"
"pole M € disc_compl H —»

pos_o_circline (mobius_o_circline M H)"

[TpumeTnmo Ja je oBo apyraduje wero mro tepau [sepaderep [148]: , Penumpo-
IUTET YyBa OPUjeHTAINjy Kpyra Koju He caapxku (), aan WHBEPTYje OpUjeHTAIN]Y
om0 Kor Kpyra koju cajapxku 0 Kkao yayrpammy Tadky. Cpaka MebujycoBa Tpanc-
dopmanmja dyBa OpujeHTAIM]y OMJIO KOI' Kpyra KOju He CaJIpKu CBOj IOJ. AKO
KPYT CaJIp:K¥ CBOj TOJI, OHJA KPYT KOjU C€ CJAUKA MMa CYIIPOTHY OPHUjeHTAIN]Y .
Harmra dopmanusanmja 1okasyje 1a opujeHTaluja pe3yaryjyher kpyra He 3aBUCH
0JI OpUjeHTaIHje TOJIA3HOT KpyTa (Ha MPUMEp, y CIy4ajy PeIUIpPOIUTeTa, OPU]jeH-
Taluja MOJIA3HOT KPyra MOKa3yje PeJaTUBHY MO3UIN]y KPyra U Tadyke OECKOHATHO
mTo je oxpeheno 3HakoM KoedwurmjenTa A y permpe3eHTaTHBHO] MaTPUId U TO je
CACBUM HE3ABUCHO O] PeJIATUBHE IO3UIMje Kpyra W HyJIa Tadke Koje cy ojipehe-
He 3HAKOM kKoedurmjenta ) — oBa JBa KoedUIMjeHTa Ce pa3Merbyjy HTPUIUKOM

npuMeHe TpaHchOPMaIije PenUuIpPOIUTETA).

OuyBame yria

MebujycoBe Tpamncdopmaiuje cy KOHMOPMHO MPECJUKABAIbE, IITO 3HAYH JIa
OHe YyBajy OpHjeHTHCaHe yTJjioBe MeDy opujeHTHcaHuM Kpyrompapama. Ako ce
yrao pedwunurre kopuihiemeM qrcTo ajrebapcekor npuctymna (mparehu [148]), on-
Jla je BPJIO JIAKO JI0Ka3aTw OBO cBOjcTBO. llopen nedununuje yrsa, nasemnthemo
" Jie(DUHUIIA]y MEINIOBUTE JIETEPMUHAHTE KOjy CMO JiepUHUCAIN pAHUje y HAIIO]

OCHOBHO] TEOPUJU.

fun mat_det mix :: "C2_mat = C2_mat = complex" where
"mat_det_mix (Ah Bl, 017 Dl) (A27 BQ, CQ, Dg) =
Al*DQ_Bl*CQ+A2*D1_B2*Cln
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definition cos_angle rep where
"cos_angle rep Hy; Hy =
- Re (mat_det_mix |Hi|y |H2|g) /
2 * (sqrt (Re (mat_det |H;|y * mat_det [Hz|m))))"
lift_definition cos_angle :: "o_circline = o_circline = complex"
is cos_angle_rep
lemma "cos_angle H; Hy =

cos_angle (moebius_o_circline M H;) (moebius_o_circline M H_2)"

Nnak, oBa medunHUNMja HUje MHTYUTUBHA, U U3 NEJATOMIKAX PA3JI0ra KeJIeJIN
CMO JIa je TIOBEXKeMO ca HelTo yobuuajenujoM secdunuimjom. [IpBo, nedunucann
cMo yrao usmely nBa KomIutekcHa BekTopa (| | o3HauaBa yHKIHMjy 3a HOpMa-

JM3AIAJY yIJIa Koja je OolnucaHa paHuje).
definition ang vec ("4£") where "A 2z 2z, = |larg zy - arg z]"

Ba maTtu neHTap j OOMIHOT €yKJIUICKOT KPyra W TadKy 2 Ha mheMy, jeduHu-
IIIeMO TAHTeHTHU BEKTODP y 2 Kao PaJnjyCc BEKTOD /ﬁ, porupan 3a m/2, y cMepy

Ka3aJbKe Ha caTy WU y CYIPOTHOM CMepY y 3aBUCHOCTH OJ] OpUjeHTAIlHje.

definition tang _vec :: "complex = complex = bool = complex" where

"tang vec i 2z p = sgn_bool p *x i *x (2 - p)"

VY J0oruvKoj IpOMEHJbUBOj P €eHKOJAUPA Ce OpUjeHTalrja Kpyra, a pyHKImja sgn_bool p
Bpaha 1 kaja je p tauno, a —1 kaja je p verauno. Konauyno, yrao uamely sBa opu-
jeHTHCaHa KpyTra y HUXOBO] 3ajeJHUYKO] TAYKU z ce jJeduHuIlre Kao yrao uamehy

TaHI'CHTHUX BEKTOpa y <.

definition ang circ where

"ang circ z g po p1 p2 = £ (tang_vec py z py) (tang vec gy z po)"

Konauno, Besa mamely ajrebapcke u reoMeTpujcKe JiepUHUIMje KOCUHYCA YTJIa

Jara je cieaehom jieMoMm.

lemma assumes "is circle (H,°)" "is _circle (H,")"
"circline_type (H;“) < 0" "circline type (H,°) < O"

"(ui, r) = euclidean circle (H,°)"
"(ug, r9) = euclidean circle (H,°)"

"of complex z € o_circline_set H1 N o_circline_set H2"
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shows "cos_angle H; H, =

cos (ang circ z py pe (pos_o_circline H;) (pos_o_circline Hjy))"

Jla OucMo J1okazaau OBy JieMy OWJIO je HEOIXOIHO JIOKA3aTH 3aKOH KOCHUHYCA Y

cucremy Isabelle/HOL, amu ce 0OBO MOKA3aJI0 KAO BEOMA JeJHOCTABAH 33/IATaK.

5.7 Heke BaxkHe nmoarpymne MebujycoBux
TpaHcdopMalija

Beli cmo onucanu mapaboindky rpyiy (Ipyiy eyKJINJICKUX CJAMIHOCTH ), KIbY Y-
HY 3a eyKJIuJCKy reomerpujy paau. Caja hemo ommcaru KapaKTEPUCTUKE JIBE
BeoMa BaxkHe mojirpyie Mebujycose rpyie — rpymny cepHUX pOTaIyja, BaxKHY 34
eJINIITUYKY TIJIAHAPHY T€OMETPU]y, U IPYILy ayToMopdu3aMa JUcKa KOja je BazKHa

3a XUIEPOOJINYKY IJIaHAPHY T€OMETPH]Y.

Porauuje cdepe. Tenepanna ynurapua rpyma, kojy ozaadaBamo ca GU,(C)
je rpyna Koja cajp:ku cBe Mebujycose TpaHncdopMalije Koje cy pernpe3eHToBaHe

yOIIIITeHuM YHUTAPHUM MaTpullaMa.

definition unitary_gen where
"unitary_gen M <+—
(3 k::complex. k#0 A mat_adj M #,, M = k %, eye)"

Nako je y medunuruju m03B0o/bEHO Ja k Oyae KOMILIEKCAH (DAKTOP, UCIOCTAB/bA
ce 1a je jenuHo moryhe ma k Oyne peasian. ['eHepajin3oBaHe yHHUTapHE MaTPUILE
MOT'y OUTH pacTaB/beHe Ha OOMYHE YHUTAPHE MATPUIE U jJeMHUIHE MATPHUIE KOje

Cy IIOMHOXK€HE€ HEKUM ITO3UTUBHUM d)aKTOpOM.

definition unitary where "unitary M <— mat_adj M %, M = eye"
lemma "unitary_gen M <+—
(3 kM. k>0 A unitary M' A M = (cor k *g, eye) *mm M')"

['pyma yauTapHux MaTpulla je BeOMa BaKHAa jep omnucyje cBe poraruje Puma-
HoBe cdepe (m3oMopdHa je peasnoj crermjasnoj oproronasnoj rpymu SO3(R)).
Jemma on moryhmx kapakTtepusammja GUy(C) y C je ma je To rpyma Tpancdop-
Mallija TaKBUX Ja jeé UMATMHAPHU jeJMHUYIHU KpyT (uKcaH (0BO je Kpyr uuja je

MaTPHIA PEIpPe3eHTAI]e jeIMHUNYHA U HAJIA3KU Ce Y PABHU y GECKOHAYHOCTH).
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lemma "mat_det (A,B,C,D) #0 — unitary_gen (A, B, C, D) +—
moebius_circline (mk_moebius A B C' D) imag unit_circle =

imag unit_circle"

Kapakrepuzaiuja remepajn3oBaHuX YHUTAPHUX MATPHUIA y KOOpJAUHATAMa je

nara cjaelnehoM JIEMOM.

lemma "unitary gen M +— (J a b k. let M' = (a, b, —cnj b, cnj a) in
k#0 A mat_det M'#0 A M =k *g, M')"

Honarno, medunucanu cmo crnenujanny yaurapay rpymy SUs(C), koja caap-
YK TeHEPAJIN30BAHE YHUTAPHE MATPHUIE CA JIETEPMUHAHTOM jeJIHAKOM jejaH (OHe
ce npeno3uajy no dopmu (a, b, —cnj b, cnj a)), 6e3 Muokuresba k, u OBy creru-
jaJIHy TPYyIy KOPUCTHMO Jia OMCMO U3BEJIM KOOPJAMHATHY (POPMY reHepaM30BaHUX

YHUTaPHUX MaTpUIA.

Ayromopdusmm qucka. lyasHa rpyna npeTxoJiHoj rpynu Tpancdopmalmja je

Ipyna reHepaan30BaHiX YHUTAPHUX Marpuna duja curuarypa je 1 —1 (GUp 1(C)).

definition unitaryll where
"unitaryll M <— mat_adj M *,,, (1,0,0,—1) %, M = (1,0,0,—1)"
definition unitaryll gen where
"unitaryll gen M <— (3 k::complex. k#0 A
mat_adj M #,,(1,0,0, =) M = k *4, (1,0,0,—1))"

[TonoBo, nmeduHUIMja T03BO/baBa KOMILIEKCAH (pakTop k, ajau ce moKa3yje Ja je-
JITHO peayTHu (PaKTOPU UMAjy CMHUCIA.
Kapaxrepuzanuja GU; 1(C) je ma oma caapxu cse Mebujycose Tpancdopma-

nuje Koje (pukcupajy jeTuHUIHUA KPYT.

lemma "mat_det (A,B,C,D) #0 = unitaryll_gen (A, B, C, D) +«—

moebius_circline (mk_moebius A B C D) unit_circle = unit_circle"

Kapakrepuzaiuja renepanuszoBane yuutapue 1-1 Marpuiie y KOOp/IMHATAMA je

nara cjaenehuM jgemMaMa.

lemma "unitaryll gen M <+— (3 a b k. let M' = (a,b, cnj b, cnj a) in
k#0 A mat_det M'#0 A
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(M =k %50 M' V M =k %4, (cis pi, 0, 0, 1) *g,, M"))"
lemma "unitaryll gen M «— (3 a b k. let M' = (a, b, cnj b, cnj a) in
k#0 A mat_det M'#0 A M =k *g, M )"

[IpumeTnmo fa je mpBa Jiema cajpzkaHa y aApyroj jgemu. Mnax, 6uso je jakiie J10-
Ka3aTu IpBY JieMy jep Jobujamo marpuiie cieneher obmmka kg, (a, b, —cnj b, —cnj a)
— reOMETPUjCKH, Jpyra rpyma Tpancdopmalyja KOMOUHYje IPBY I'PYIy ca J0J1aT-
HOM HEHTPaJIHOM CI/IMeTpI/IjOM.

Jormn jegHa BajkHA KapaKTepu3alldja OBUX TpaHCOpMAaIdja je KOPUIIhemeM
tako3Banor biamke dakropa. CBaka Tpancdopmalmja je Komosuiija biarke
dbakropa (pediiekcuje Koja HEKY TadKy Koja je HA jeIMHUIHO] KPYKHUIM CITUKA Yy

HyJIa) U POTAIHje.

lemma assumes "k # 0" "M’ = (a, b, cnj b, cnj a)"
"M = k sy M "mat_det M’ 0" "g £ 0"
shows "F k' ¢ d/. K#0 N a'*xcnj o #1 A
M =F x4y, (cis ¢, 0,0, 1) % (1, —a’, —cnj o, 1)"

Nzyzerak je y ciayuajy kana je a = 0 u oua ce ymecto Biiarke dhakTopa, KOpucTu

penunponuTeT (6ECKOHAYHO 3aMerbyje a' y TPeTXOHO] JIeMn ).

lemma assumes "k # 0" "M’ = (0,b, cnj b,0)" "b#£0" "M =k xg, M'"
shows "3 k' ¢. K #0 N M =k %4, (cis ¢, 0,0, 1) *,, (0, 1, 1, 0)"

Marpune GU; 1(C) ce npuponuo geine y ase noarpyme. Cse rpancdopmanuje
dukcupajy jeIMHUYIHE KPYT, aJii IPBa MOJATPYIA Ce CACTOjU O TpaHC(OpMAIi]ja
KOje Manupajy jeIuHUIHU JUCK ¥ caMor cebe (TaKO3BaHU aylomMophusmu gucka),
JIOK ce JIpyTra MOArpyIla cacToju u3 TpanchopMalyja Koje pasMemyjy jeIMHuIHA
JINCK W FherOB KOMILIEMEHT. 3a JaTy MAaTPUILy, EbeHa MOJArPYyIa Ce jeJMHO MOXKe
onpemuru nocmarpajyhn 3wak merepmunante M’ = (a, b, cnj b, cnj a). Ako je
camo M = (ay,by,¢1,dy) naro, a wucy matu M', a vHu k, OHJA je KpUTEPHjyM 3a
yrBphuBame noarpyme speaHoct sgn(Re ((a; x dy)/(by x ¢1)) — 1).

[IpumeTumo j1a Cy cBe BaKHE TOJAIPYIE OBJIE ONUCAHE jEJMHO Yy TEPMUHUMA
aiarebpe. Dopmam3oBai CMO U HEKE T'€OMETPHUjCKe JT0Ka3e KOju J1ajy eKBUBa-
JIBHTHY KapakKTepu3aliujy TBphemuMa Koje cmo Beh omwmcasu. JlomaTno, Baxku na
Cy CBHM aHAJUTUIKU ayTOMOP(PU3MHU JIUCKa jeTHAKU KoMIo3uiuju Birarike dax-

TOopa W poraiyja (UIakK, T0Ka3 ce 3aCHUBA Ha MATEMATHIKO] AHAJIM3U, IPUHIAILY
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MakcumajHor Mojysa u [IBaproBoj Jiemu — TeXHUKaMa KOje MU HUCMO Y3UMaJIn
y 063up). Yak u ciaabuje Bpheme ma cy cBu MebujycoBu ayToMopdu3Mu IUCKA
oBe ¢dopme HHje jorrr (POPMAHO JOKa3aHO (KJ/BYYHHM KOPaK je JOKa3aTh Ja ayTo-
MOp(dU3MHU JTUCKA (PUKCUPA]Y JEJAUMHUIHU KPYT, & TO jé HEIITO IMITO HUCMO MOTLJIU

JoKa3aT 6e3 1eTasbHOT MCIUTHBAA TOMOJIOIH]e HA YeMy TPEHYTHO PaiMo).

Caunune MebujycoBe TpancdopmMaliuje nu Kjaacudukaimja
MebujycoBux TpaHcdopmalja

Ja 6ucmo moryu j1a Kiacudukyjemo Mebujycose Tpancdopmaluje mpso je ou-
JIO TTIOTPeOHO yBECTH IMap HOBHUX ITOjMOBA W aHAJIM3WPATH HBUXOBa CBOjcTBa. llpe
cBera, aHaJusupaJsu cMo ¢gpukcHe Tauke MebujycoBux Tpancdopmaimja. Panuje
CMO CIIOMUIHAJIH JIa CY eyKJIMJICKe CIUIHOCTH jeqnne MebujycoBe Tpancdopmariyje
KojuMa je oo pukcHa Tadka. Vmak, 3a goka3e moTpedHe y OBOM OJIE/bKY MOpaJIn
CMO J1a HEIIITO BUIIE AaHATU3UPAMO (DUKCHE TadKe. Y BeJd CMO JIepuHUImjy PUKCHe

Tadyke u JeduHUNNjy (GUKCHE TauKe KOja je KOHATHA.

definition moebius_fixed_points where
"moebius_fixed_points M v <— moebius_pt M v = "
definition moebius_fixed_points_finite_rep where
"moebius_fixed points_finite rep M v <+—
(let (a,b,c,d) = | M|y
in cxyxy—(a—d)xy—b=0)"
lift_definition moebius_fixed_points_finite
"moebius = complex = bool" is

moebius_fixed_points_finite_rep

3a MebujycoBy TpancdopMalujy MOry IOCTOjaTU HAjBUIIE JiBe (PUKCHE TadyKe
Koje mory outu u jeqHake. OHe cy obe KOHAaIHE aKO 38 KOEMUIMjEHT perpe3eHTa-
TUBHe MaTpure Baxku ¢ # 0; jeHa OJ HUX je KOHAYHA, a jeJHa OECKOHAYHA, aKO
3a Koedunujente Baxu ¢ = 0 u a # d u one cy obe jegHake GECKOHAYHO aKO 3a
koedunmjernte Baxku ¢ = 0 u a = d. OBo TBpheme CMO JI0Ka3aau y HAPETHUM

JieMaMa.

lemma
assumes "mat_det (a,b,c,d) #0" "c # 0"

shows "dv;72. moebius_fixed points (mk_moebius a b ¢ d) v A
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moebius_fixed points (mk_moebius a b ¢ d) 7, A
Y1 # Ohe N Y2 F Op"
lemma
assumes "mat_det (a,b,c,d) #0" "c=0" "a #d"
shows "moebius_fixed points (mk_moebius a b ¢ d) oop."
"Jy. moebius_fixed points (mk_moebius a b ¢ d) v A v # oop."
lemma
assumes "mat_det (a,b,c,d) #0" "c=0" "a=d"

shows "moebius_fixed_points (mk_moebius a b ¢ d) oop."

Osa TBpDhema HEje OWIO TEIIKO AOKA3aTH, ajId Cy HMaJjia OpojHe KOopake M CJIy-
JajeBe Koje je Tpebajio pa3sMOTPUTH U 3axXTeBaja Cy T0KA3UBAIE JI0CTA CUTHHUX
ajarebapCcKux Kopaka.

[Torom nedunUIIIEMO Kako ce 3a aBe gare MebdbujycoBe Tpancdopmaliije MoxKe
onpemutu cianana MebujycoBa Tpancdopmanuja. OBre yjemuo najemo u nedunm-
U]y CJUYHUX MaTPHIA KOJy CMO YBeJIW W YHja CBOJCTBA CMO JIOKA3aJU y HAIIO]

OCHOBHO] TE€OPHUjU JUHEapHEe ajredpe.

definition similarity_matrices where

"similarity matrices I M = I ., M*,,, mat_inv ["
definition moebius_mb_rep where

"moebius_mb_rep I M = [ similarity_matrices [I|y [M]n 1M"
lift_definition moebius_mb :: "moebius = moebius = moebius" is

moebius_mb_rep

Cana je moryhe pedunucaru penanujy ciamanoctu usmehy ase Mebujycose
Tpancdopmaruje. JlogaTHo, JoKa3aaum CMO 1 J1a je OBO U peJialiidja eKBUBaJIeHI]e,
Tj. JIOKA3aHO je Ja 3a peJlallijy BayK!d CBOjCTBO PeMIIEKCUBHOCTH, CUMETPIUIHOCTH

U TPAH3UTUBHOCTH W JIOKA3U Cy OWIM MPUJIUYHO JUPEKTHU U KPATKU.

definition similar where
"similar M; M, <— (dI. moebius mb [ M; = My)"
lemma "similar M M"
lemma assumes "similar M; My"
shows "similar My M;"
lemma assumes "similar M; My" "similar My M;3"

shows "similar M; M3"
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Bpisio Baxkxno tBpheme je ma je cBaka MebujycoBa TpancdopMaldja CamIHaA
HEKOj MHTerpasHoj TpancdopMalmju (eyKInIcKoj candHocTr). JlokasuBame oBor
TBphema ce cBesio Ha ojpehuBaibe mapamerapa eyKJIHIKCE CIUIHOCTH, a u b, 3a
npou3BosbHY MebujycoBy Tpancdopmarujy. a 6u oapeguin oBe napamerpe 6mo
je morpebno oypenutu purcHe Tauke MebujycoBe Tpancdopmaliije 1 KOPUCTUTH

CBOjCTBa 3a (PUKCHE TAYKe KOje CMO HEIITO PaHHUje JTOKA3AJIH.

lemma
"3kt k#0 A similar M (similarity a b)"

Beoma Baxkan mapamerap 3a Mebujycose Tpancdopmaliije jecte uH8apujanita
Mebujycosux wparcpopmayuja. OHa ce neduHUIIE KOPUITNEHEM PEIIPE3eHTATHB-
He maTpuile 3a gaty MebujycoBy Tpancdopmalmjy, Kao ogHoc u3Mehy Tpara u
nerepmuHanTe marpurie. [loroMm, medunnnmjy ca pernpe3eHTaTHBHOT HUBOA MTOJIH-

2KEMO Ha HUBO KOJIMYHHUYIKOI' THUIIA.

definition similarity_invar_rep where
"similarity_invar_rep M =
— . (mat_trace M)2?
(let M = LMJM in m—4)'l
lift_definition similarity_invar :: "moebius = complex" is

similarity_invar_rep

Bpoj 4 xoju ce nobuja y nedpuHUIN]I IPOU3UIA3U U3 YUHLEHUIIE JIA CYS MATPHUIIE
uenTuane Tpancdopmanuje camane, tj. E = [7'EI, tie je E = |mobius_id |y,
al=[I|y. Kako jemat trace £ =2, amat det F = 1, UXOB KOJUYHUK je 4.

Baxkno cBojcTBo oBOr mapamerpa je na cy Mebujycose Tpancdopmarmje (Koje

HUCY WJIEHTHUTET) CJINIHE aKKO UMajy jeJJHAKe WHBAPUjAHTE.

lemma assumes "M; # id_moebius" "M, # id_moebius"
shows

"similarity_invar M; = similarity_invar M, <— similar M; M,"

JokasuBame y jesHOM cMepy (,aKO Cy CIMYHE UMAjy jeJHaKe MHBapujanrTe”’) GuIo
je jemnocraBuo u KpaTko. Mebhyrum, cynporan cmep (,aKO MMajy jegHake WHBa-
pujaHTe, OHJIa Cy CJAMYHE”) je IMPeICTaB/bao U3a30B, OUIIO je TIOTPEOHO Pa3BOjUTH
ciydajeBe KaJa je nHBapujaHTa jeqHaka 0 u Kajia je pazimanta o7, 0, a 1oTom y J10-

Ka3y cy Kopuiithene ajaredapcke TpancdopMmaliyje, Kao 1 OpojHa CBOjCTBa pesialiuje
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carmanoctu Marpuria. OHo mITo je mHTEpecaHTHO je 1a je nokas3 y IlIBepaderepy
sHavajHo Kpahu (camo map peioBa), Maja ce Mopa pelin 1a je ayTop HOTHpPAO CBe
BaykKHe TadKe JI0Ka3a, ajan je y opMaHOM JI0Ka3y OMJIO HEOIXOaHO yhu y ay0sby
aHaJM3y U CBaKy OJ[ OBUX TavdaKa JIeTa/bHUje UCITUTATH.

Komnauno, ctmxkemo 1o kinacudukaruje MedbujycoBux Tpancdopmaliija Koja ce
yIPaBO KapakTepuiie KopuiihemeMm naBapujanTe. 3a MebujycoBy Tpancdopma-

Ijy KaxkKeMo J1a je TO IPecNKaBambe Koje je:

uapabosuwro, similarity_invar = 0,
“Ma caMo jeJIHy (PUKCHY TadKy
ENUTTLUYKO, WHBapHUjaHTa je peajHa u
—4 < similarity_invar <0
UPABUAHO TUTEPOOAUYKO, WHBapUjaHTa je peajHa U
similarity_invar >0
HEUPABUAHO TUUEPOOAUYKO,  WHBAPHUjAHTA je peasiHa U
similarity_invar < —4

NOKCOGPOMUHKO, WHBapUjaHTa HUje peaTHa

5.8 JIuckycuja

Bu3zyesino, reomeTpujcku apryMeHTH ce 9eCTO KOPHUCTEe y JOKA3UMa Y YIIOeHU-
numa. Kao mpumep, mu hemo geMOHCTpUpATH JO0Ka3 O OUyBarby CBOjCTBa yIJia
HakoH mpuMeHe MebujycoBux TpaHcdopMmaliija Ha KOJU Ce 4eCTO MOyKe Hauhu y
pa3IMIUTUM KEbUraMa 0 0Boj TeMu (y 0BOM moryiaBiby Mu hiemo nparuru Humamon
npuctyn [130] koju mMa 3a sk 1@ mpeacTaBu 00sacT 6e3 hopMaTHUX JeTasba,
[a CAMUM TUM KEbUTA HUje CTPUKTHO (DOPMAJTHO TTUCAHA AJIU, WIIAK, OBAKAB HAYNH
Pe30HOBaba TPUCYTAH je U KOJ MHOTUX JIDYTUX ayTOpa).

[IpBo BaxkHO TMTame je mojaM yria. YTJIOBU MOy OuTH JiepbuHUCAHU U3MeDy
OPUjEeHTUCAHUX WJIM HEOPUjEHTHCAHUX KPUBUX, & U CAMU YIJIOBH MOTY OUTHU OpH-
jenTucanu uiau Heopujentucanu. Hwumam nedwunuire yrao msmely aBe KpuBe Ha
cnenehn waunn: ,Heka cy S7 u S KpuBe Koje ce cexy y Tadku z. Kao mro je miy-
CTPOBaHO, MU MOKeMO 1oByhu mwuxose Tanrente 1) u T, y Tauku z. Yrao uzmehy
KpuBUX S7 U Sy y HUXOBO] 3aj€JIHUYKO] Ta4KU 2 je omrap yrao « ox 17 mo Th.
SHaum 0Baj yrao o« mMa 3HaK KOju MY je Jo/iesbeH: yrao uamehy Ss m S je MuHyC
wiycTpoBanu yrao uamehy Sy u S;.” To 3uauu 1a je yrao gedunucan camo usmebhy

HEOPUjEHTUCAHUX KPHUBHUX (M TO je Pa3jM4uTO y OJHOCY HA Hamly jeduHunmjy),
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aJaM caM yrao je opujeHTHCaH (a TO je MCTO Kao W y Haioj (uHajHO] AeduHu-
muju). Y panoj ¢aszu Hame dopMmanausanuje Mu cMO JedUHUCATH ¥ KOPUCTIIN

HeOpI/IjeHTI/ICaHI/I KOHBEKCaH M OIllTap yrao I/ISMeby JBa BEKTOPA.

definition "4 ,." where "X, z; 23 = abs (L z; 2z9)"

definition acutize where "acutize o = (if a > g then m - « else )"

definition "4," where "4A, z; 22 = acutize (L, 23 22)"

Kako cy nare kpyrompaBe OpHjeHTHCAHE O] CTapTa, MU CMO JIOKA3aJIu Jia Ha
omTap yrao usmelhy JiBa Kpyra He yTHYe OPUjEeHTAIdja U Jla Ce OH MOXKEe U3Pa3h-
TU Yy TEPMUHMMa TPU Ta4dKe (TadyKe IpeceKka M Tadaka Koje MpeJCTaB/bajy IEeHTPe

KPyroBa).

lemma "[z # u1;2 # o] =
ang_circ_a z 1 fiz p1 p2 = £La (2 — ) (2 — p2)"

Oyuknuja ang_circ_a je nedunucana Kao omrap yrao m3dMely JiBa TaHTeHTHA
BeKTOpa (CmIHO QYHKIMjU ang_circ y HAINOj KOHAYHO] (DOpMaIU3aIujn).

Hokaz na Mebujycosa Tparcdopmarmja dyBa yrao Koju croju y yubenuky [130]
ce ocjlama Ha YUEeHUIly J1a ce cBaka Mebujycosa Tpancdopmalija Moxke pacra-
BUTHU HA TPAHCJIAIM]y, POTAIN]y, XOMOTETHA]y W UHBEP3U]Y. UUIbEHUIIA J1a TPAHC-
Jlarje, poTalyje u JIUJIeTaryje IyBajy yrao je y3eTa Kao IoJpa3yMeBaHA W HUje
JlokazuBaHa (U J1a 6y1eMo UCKpeHn (hopMasin3alnja OBe YNEheHUIe Huje Omia re-
K& KaJa CMO YCIIeJIU Ja CBe MOojMOBe (pOPMAJIHO JAePUHUIIEMO HA OAroBapajyhu
HauuH). lleHTpasHu M3a30B je JOKa3aTH J1a WHBEP3Uja UyBa yIJIOBE, Tj. JOKa-
3atu TBpheme ,JHBep3uja je antukoMdopHO mpecankaBame’. Jlokas ce 3acHuUBaA
Ha ,,IUILEHUIN J1a 33 OWJIO KOjy JIaTy TadKy 2 KOja Huje Ha Kpyry uHBepauje I,
IIOCTOjU TA4YHO jeJlaH KPYT KOju je opToroHajaH Ha K u mpoJia3u Kpo3 2z y Oujo
koM mpasiy”. lasbe, moka3 ce HacTtaBsba ca ,lIpermocraBumMo 1a ce gBe Kpube S7 u
Sy cexy y z, u jia cy wuxoBe taurenrte 1) u Th, a yrao usmelhy mwux je a. Ha 6ucmo
cazHaJIM IITa Ce JIelaBa ca yIJioM HAKOH MHBep3uje y onHocy Ha K, 3amerumo S
u Sy jenquHCTBEHUM KpyroBuma Ry m Ry oproronajauM Ha K KOju mposiaze Kpo3
2 y UCTOM CMepy Kao IITo je u cmep S1 u So, Tj., KPyrOBUMA Unje TAHTEHTE Y 2 Cy
T1 n T5. Kako mHBep3uja y OJHOCHY Ha K cJimKa CBaKHM O] OBUX KPYToBa Ha came
cebe HOBHU yrao y Z je —a. Kpaj.”

Y HameMm paHujeM MOKyIajy Mu cMo pOpMaIn30BaJIM 0Ba)j ,,J0Ka3”, aJik je 0BO

3aXTEBAJIO BEOMa BEJIMKY KOJUYMHY YJIOXKEHOI TpyJa y nopebemy ca yriiaherHum
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ajarebapCKuM JI0OKa30M y Haloj dunaHoj dopmasm3anuju. lIpBo, yudbeHuk je
YeCTO BPJIO HENPEIU3aH y TOME Jia JIU Ce KOPUCTHU ,,KOMILJIEKCHA WHBEP3Uja’ WJIn
,reomerpujcka mHBep3uja’ (Tj. MpemMa HAIMMM TEPMUHUMA KOje CMO paHUje yBe-
JIM — JIa JIX Cé KOPHCTU PEluIpOIUTeT WJIM WHBEP3Uja). ¥ JI0Ka3y U3 yjOeHWKa
ayTOp KOPHUCTHU MHBEP3Ujy YV OTHOCY Ha MPOW3BOJBAH KPYT K, ajau je JTOBOJBHO IIO-
CMaTpaTH CaMO peIuIponuTer (Koju je yBeK JIaT Y OJHOCY Ha jeJMHUIHU KPYT).
Dopmasn3alija pe3oHOBamba KOje je J1aTo y YIIOeHUKY je Beh Jajia NpUINIHO Be-
ke dpopMmyse, u 6mIo 61 jorr KOMILIMKOBaHUje ¥ MOHOTOHHje (KO je yornTre u
Mmoryhe) 3aBpiuTu J0Ka3 KopuihemeM HHBEP3Uje Y OJHOCY Ha POU3BOJbHU KPYT.
Ha npumep, jeanocraBan perumponuTeT Kpyra ca IeHTPOM [ U PaJIUjyCOM 7T Jiaje
Kpyr ca nenrpoM ji = p/cor (|u|> —r?), u pamujycom 7 = r/||u|* — 2|, u oa Beza
Ou OmJta joIrr KOMILIEKCHUja 3a MPOu3BOJ/bHY MebujycoBy Tpancdopmalujy, ako ou
Ousia 3amucaHa y Koop/inHaTaMa, 6e3 Kopuihema ojMa MaTPHUIA Kao IITO CMO MU
paJinyiu y HAIIO] TJIaBHOj popMaIU3aIln]ju.

QopmastaN 3anuc TBphema 0 odyBamy yIia je caenehm.

lemma
assumes "z € circle p; " "z € circle pg ro"
"inv * circle pu; r; = circle p; "
"inv ° circle puo 1y = circle pp 75"

shows "ang circ_a z p; pe = ang_circ_a z piy po"

[Topes Tora mmTo HesOCTaje AUCKycHja 3a OPOjHE CIelujaJiHe CIIydajeBe, y He-
dopmaHOM JI0Ka3y HEJIOCTaje U jeJaH 3HadajaH jgeo. Hanme, jrako je jjokazaTtu jia
je Z upecek Ry u Ry (To je mpecek Sy u Ss, Koje ¢y camke S; u Sy HAKOH UHBep3wHje),
amn nokasard na Ry u Sy u ma Ry u S, UMajy MCTY TAHTEHTY y 2 je 3aXTeBaJIo
He TaKO TPHUBMjaJIHA M3padyHaBama (Taj J0Ka3 ce 3aCHUBA HA UYUEHEHWIIM JIa CY
HenTap f; Kpyra R;, mienTap fi; Kpyra S, mz KOJIMHEAPHN ).

JeqHocTaBaH apryMeHT CHUMeETpHje KOju Kaxke Jia Cy yryioBu u3mely mBa kpy-
ra y HBUXOBUM JIBEMa PA3IMIUTHUM TadKaMa IIPeceKa jeJHAKW IMOHOBO HUje OWIo

jeTHOCTAaBHO (POPMATU30BATH.

lemma assumes "p; # " "ry > 0" "ryg > 0"
"{21,29} C circle pu; m N circle pug 1" "z1 # 29"

shows "ang circ_a z; p; po = ang_circ_a zo 1 po"
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Mu cMmo s1oKa3ajii OBy JIeMy T€K HaKOH IIpUMEHE ,,0rHO” Pe30HOBaba U ITOMEPAHEM
CJIMKe TaKOo Ja IEHTPH JBa Kpyra KOju ce ImocMarpajy Oyay Ha I-OCH.

Y nokazy cMo uneHTuUKOBAIM OPOjHE JIereHepUCcaHe CIyUuajeBe KOju Cy MO-
paJyim J1a ce aHaJau3upajy oaBojeHo. lIpBo cMo mMopasu ja JIoKazKeMo Jia KPpyroBU
KOJU Ce CeKy MOry MMaTH UCTH TeHTap (Tj. Ja fi1=[lz) CAMO aKO Cy jeJHAKU U
Tajia je omrap yrao mamehy mux jemaax 0. Ca apyre crpane, ako cy oba IeHTpa
KOJIMHEApHa Ca IPEeCeYHOM TadykoM z (Tj. ako Baxku collinear jy fo Z), JBA
Kpyra ce noupyjy (6o cro/ba WM u3HyTpa), U OmeT je omrap yrao jeaHax 0.

[TocTojame Kpyra R; KOju je OpTOTOHAJIAH HA jeJUHUYHY KPYKHUILY U KOJU UMa
WCTY TAHTEHTY Yy JIATOj TAYKU 2 Ka0 U JATU KPYT Ca IMEHTPOM [i; je JaTo ciegehom

JIleMOM (3arpaBo y JIEMU Ce Jiaje EHTap [, TOT HOBOT KPyra).

lemma
assumes "(u; - 2z, z) #0"
"uio= 2z + (1 - zxenj 2) * (uy - 2) / (2% {u; - z, 2)"
n

shows "collinear z u; [, L

"z € ortho_unit_circ p;

AnamuTuyaky u3pas je OTKPHUO jOIll HEeKe JereHepucane ciy4ajese. Bpojuirar Moxke
6uTH HyJIa jeIMHO aKO ce KPYTOBU CEKy HA JeIMHIYHO] KPYKHUIHK (Tj. KaJa je 2z %
cnj z = 1). ¥V ToM caydajy, 10Ka3 u3 yIOeHUKa ce He MOXKe [IPUMEHNUTH jep je [ =
Wy = z, u Kpyrosu Ry u Ry ce He Mory KOHCTpyucaTu (OHU Cy NMPA3HU KPYTOBH).
Curyuaj kaJ1a je umeHnsall jeqnak vy (OUIo 3a () wiim (1)) je Takohe merenepuca.
OBo ce memraBa KaJia Cy BEKTOPH [i; — 2 W Z OPTOTOHAJHU. | €OMeTpHjCKU, y TOM
ciydajy ce Kpyr R; jerenepuie y mnpaBy (IITO ¥ Huje poOJeM y MPOIIUPEHO]
KOMILJIEKCHO] PaBHU, &JIM jecTe MPOOJIEM y IMOCTABIM KOja BayKU y OPUTMHAJIHOM
JIOKA3y Koja ce Hajas3u y OOMYHO] KOMJIEKCHO] paBHM). 3aro, OBaj Clelujajian
cJiydaj Mopa Jia ce aHaJu3upa oaBojeHo. Tako je Hala dopmajHa aHaJm3a OpP30
nokasaJa jia jeHocraBuo Tepheme y Hunamoom yioenuky [130] na ,3a gary 6uno
KOJy TadKy z KOja HUje Ha KPyTry MHBep3Wje K, TOCTOjU TAvHO jeJlaH KPYyT KOjH je
opToroHasal Ha K ¥ mpoJia3m Kpo3 z y OMJIo KOM 3aJaTOM IIPABILy’ HUje TAIHO Y

MHOTHUM CJIy4ajeBUMA.
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5.9 3Bak/pyunu u Jajbu pajay dopmaamn3anuju
reoMeTpuje KOMILIEKCHE PaBHU

Y oBOM pajly CMO TTOKa3aJIi HEKE eJIeMEeHTe Hallle (hopMaJin3alije TeOMeTpHUje
npommpene KomiekcHe pasan C KopumhemeM KOMILUIEKCHE IPOjeKTHBHE PABHH,
asm u Pumanose cdepe. @opmasmzoBasiu cMo apuTMeTndke oneparuje y C, pas-
Mepy ¥ JBOpa3Mepy, TeTuBHy MeTpuky y C, rpymy Me6ujycoBux TpancdopmMarmja
1 1BUX0BO zejcTBo Ha C, HeKe meHe crenujajHe moarpymne (eyKIuacKe CAMIHOCTH,
porarje cdepe, ayToMopdu3Me JHCKa ), KPyTOPaBe U BbUXOBY B3y Ca KPYrOBUMA
¥ TIpaBaMa, TETUBHOM MeTPUKOM, PumanoBoM cdepom, jeMHCTBEHOCT KPYTompa-
BH, JiejcTBO MebujycoBux Tpancdopmalyja Ha KPyTrolpaBe, TUIIOBE U KAPIMHAJ-
HOCT CKYyIla KpyrolpaBe, OpHjeHTUCAaHEe KpyTrompase, ojiHoc u3dMehy MebujycoBux
TpaHcdopMaIija U OpUjeHTallnje, CBOjCTBO OYyBarba yIJia HAKOH JiejcTBa Mebu-
jycoBux Tpancdopmanmja utia. Hamra tpernyrna teopuja mma oko 12,000 yimHUIja
Isabelle/HOL konma (cBu J10OKa3u Cy CTPYKTYPHU U 3AIUCAHU Cy Y JE3UKY 3a J0Ka3e
Isabelle/Isar v Hamu paHUju TOKYIIAjH Cy 3aMemeHn KpalinM ajrebapCKuM JI0Ka-
3UMa U HUCY YKJbydeHu y dpuHajHy dopMaiusaimjy), oko 125 nedununumja u oko
800 Jrema.

Kipyuyan kopak y Haimoj dopMasm3aliiju je Ouia ojjIyKa Jia ce KOPUCTU AJ-
rebapcka pernpe3eHTalmja CBUX BaXKHUX objekaTa (BEKTOpa XOMOTeHUX KOO/ IUHA~
Ta, Marpuna 3a Mebujycose Tpancdopmariuje, XepMUTCKE MATPUIIE 38 KPYTOIIPaBe
uty.). Mako oo Huje HoB npuctyn (Ha npumep, [IIsepsdereposa Kiacudsa Kembura
[148] mpaTu oBaj mpuCTYN NPUIMYIHO KOH3UCTEHTHO), OH WIAK HUje TaKo yobuda-
jeH y sinreparypu (M y MaTepujajmMa KypceBa KOju ce MOry Hahu Ha WHTEpHeTY ).
YMmecTo mera MpeoBajao je TeoMeTpujcKu npuctyi. Mu cMo mokymaam ga mpa-
TUMO TaKBY BPCTY T'€OMETPHUjCKOI' PE30HOBaIba y PaHoj a3y HaIler pajia Ha OBOj
TEeMH, aJIM CMO HAWILIA Ha OpOjHE MOTeIKohe m HICMO UMaJu MHOTO ycriexa. Ha
OCHOBY OBOTI' ICKYCTBa, 3aKJby1yjeMoO Jia yBoherbe MOhHe TeXHUKe JIMHeapHe aJire-
O6pe omoryhaBa 3Ha4ajHO JIAKIIHM paJi HA (DOPMAJIM3AIUjA HErO IITO je TO CJIyYaj
KaJIa Ce KOPUCTH NeOMETPHUjCKO PE30HOBAHE.

Mozke ce AUCKYTOBaTH Jia JIU Y HEKUM CJIy4IajeBUMa MeOMETPHUjCKU apryMeHTH
najy 0osbe o0jalllmbere HEKMX TeopeMa, ajii KaJla ce IOoCMaTpa caMoO JOKA3UBaIbe
TBphema, aaredpacku MPUCTYI je jacHO cyrnepuopuuju. Mnaxk, jia 6u umaan Besy
ca CTaHJAPJHUM IMPUCTYIIOM y KOME Ce KOPUCTH T'€OMETPHjCKa MHTYUIHIja yBe-

JIX CMO HEKOJIMKO JojaTHuX Jedunuiuja (Koje cy BHIle T€OMETPHjCKe UJIM BUIIE
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anrebapcke) M MODAJIM CMO JIOKAa3aTH Jia Cy oBe jeduHuImje ekpuBajenTHe. Ha
npuMep, Kaja je JiepuHUINMja yria jgara caMo KopuiihemeM ajaredbapCcKux orepa-
[ja HA MATPUIAMA U IbUXOBUM JETEPMUHAHTAMA, CBOjCTBO OUyBalba yIrja je Ouio
BeoMa JIaKO JIOKa3aTh, aJii 300 00pa3OBHE CBPXE OBO IOCTaje 3HAYAJHO jeIMHO
KaJa ce Ta AedUHUIMja CIOjU ca CTAHIAPIHOM AePUHUIMJOM yTja u3dMehy Kpu-
BUX (Tj. BUXOBUX TAHIEHTHUX BEKTOPA) — Y CYIPOTHOM, (hOpMaJIM3aIAja IOCTAje
uUrpa ca cuMOOJIMMa KOjU HEMAjy HUKAKBO 3HAUEHE.

Jorr jean BaxkaH 3aKJbydak JI0 KOI' CMO JIOILIN je da y (DOPMAaJIHUM JIOKYMEH-
TuMa Tpeba MmITO venrhe m3beraBaTu aHAJIU3Y CJIydajeBa U €KCTEH3Hje KOje OMO-
ryhaBajy pesonoBame 6e3 anajmse ciaydajeBa Tpeba mro dernthe KOpUCTUTH (HIP.
OuJI0 je MHOT'O 00Jhe KOPUCTUTHU XOMOT'€HE KOOP/IMHATE YMECTO je/IHE OJIBOjeHe Tad-
Ke OecKOHAaYHO KOjy 6 mMopaJjm 3acebHO Jla aHAJIU3UPAMO Y CBAKOM TBPDEIbY WiIn
JedUHATII]U; CIMIHO, OMJIO jé MHOT'O JIAKIIE PAJIUTU Ca KPYToIpaBaMa Hero pa3Jiu-
KOBATH CJIy4aj MIPaBU ¥ KPYroBa, UTI.). YBoheme JBa Mojiesa UCTOr KOHIEeNnTa (Ha
npuMep, y HallleM CJIydajy, XOMOTeHHX KoopiuHara u PumanoBe cdepe) takohe
IIOMazKe, jep Cy HeKHU JIOKa3W JIAKIIHN Y jJeJITHOM MOJIENTY, & HEKH Y JIPYTOM.

Y npunnuny Hamu Jgokasu Hucy gyradku (15-20 jmauja y npoceky). Mmnaxk,
IIOHEKa/T je OMJIO MOTPEeOHO M3BOJAUTHU BEOMAa JIOCAJIHE 3aKJbydKe, IOTOTOBY KaJa
ce mpebaIuBaio Ca PeaTHUX Ha KOMILIEKCHe OpojeBe m oOpaTHO (KopuinhemeM
dbyukumja 3a kousep3ujy Re u cor). OBe KOHBEp3Hje e YIVIABHOM U HE TIOjaBJbY]y
y HepOpMaJTHOM TEKCTY U 00O O JIOMLIa HEKA ay TOMATH3AIMja OBAKBOT 3aKJbY-
ynBama. AyroMmarusanuja cucrema Isabelle je npuimdHo MohHA y pe30HOBALY
jeJIHAKOCTHU Y KOjuMa Cy OOMYHU KOMILJIEKCHU OPOjeBU U Ty CMO YeCTO KOPUCTHUJIN
Mmeros (simp add: field_simps) (ca HEKMM MamuUM HU3y3elUMa), adu Kaja Cy y
MUTAY HEjeJIHAKOCTH, ayTOMATH3aIlMja Hje Oua 100pa 1 MHOTO TOra CMO MOpa-
JIM JIa JIOKa3yjeMO PYYHO, KOPaK II0 KOPak, & OBaKBa TBPDema ce 4ecTO CMaTpajy
BeOMa TPUBHUjAJHUM Y He(OPMAIHOM TEKCTY.

Y HameM majbeM paJjy IJIaHWPaMO J1a KOPHCTHMO OBe pe3ysTare y (opMasu-
3aIUju HeeYKJINJCKUX TeOMETPHUja U BUXOBUX MOJyJIa (1ocebHO, chepudHu Mojiest
eJiunTUYKe reomerpuje, [loeHKapeoB JIMCK MOJEN U MOJEJ TOPHE MOJTyPABHU XU-

epOoJIMIKe TeoMeTpuje).
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5.10 Popmanmnzanuja IloenkapeoBor amck

MoJieJia

[wnsb je mokazaru j1a [loerkapeoB IUCK MOEN MpecTaB/ba MOJE CBUX aKCH-
oma Tapckor ca m3yzerkoM EykimiioBe akcrome Koja y OBOM MOJEJy HUje TadHa.
[ToTpebno je nedpuHmcaTy OCHOBHE IOJMOBE, Tj. peNaIUjy U3Mehy U pacTojarbe u
IoKa3aTu J1a AedUHUCAH TI0OjMOBH 3a/10BOJbaBajy HeKa cBojcTBa. Haxkasioct, 300r
paszjora Koje heMo KacHUje U3JI0XKUTH, HUCMO YCIeJin J1a (POPMAJIHO JIOKAZKEMO CBe
akcuome. Urak, n3jaokuheMo HeKa MHTEPECAHTHA CBOjCTBA U 3aKJBYUYKE JIO0 KOjUX
CMO JIOTILJTH.

[IpBo, medunuiiemo Tui momaraka KOjuM ce mpeicTaBbajy Tauke lloemkape-
OBOT' JINCK MOJIeJIa, OJHOCHO TadKe KOje MPUNaJIajy YHYTPAITHOCTH jeIMHUIHOT
JTCKA.

typedef unit_disc = "{z::complex homo. in_ocircline ounit_circle
Z}"

Cuemnujanmna Tadka Koja mpumnaja yayrpammoct je u 0. lako Beh mocroju
neduaucana 0 6muio je norpedHo medurucanu u 0,, OAHOCHO HYJIy KOja IPHUIIAIA
jemmamyaaom nucky. Maxo TpuBmjaano Baxku ga (0, mpuraga je JMHUYHOM JIUCKY,
IPUJIMKOM Jie(pUHUCATHA TIOJMOBa WJIM 33/laBalba JIEMa OBO HHUje MO3HATO U CUCTEM
MOKe TIPUjaBJ/bUBATHU I'PEIIKY jep TUIl Huje ofaroBapajyhu. Ympaso 3aTo, HTOTpeOHO
je natu joru jemany necdununujy 3a 0.

lift_definition zero homo unit :: unit disc ("0,") is zero_homo

Pacrojame

Pacrojame a1 TauKaMa jeJIMHUYIHOT JIUCKA ce JIepUHUIITE UCTO KA0 U PACTOjahe

HaJ TadKaMa IIPpOIIMPEHE KOMIIJIEKCHE PpaBHU.

lift_definition dist_poincare :: "unit_disc = unit_disc = real" is

dist_homo

Penanmja usmehy

Hedunuiuja peranuje uamehy ce ociama Ha Beh qedunucanu mojam cross_ratio
3a Koju cy Beh jiokazana OpojHa cBojcTBa. Pemnanwmja usmehy ce npBo jpedpunuIe

HaJI TPOIIUPEHOM KOMIIJIEKCHOM PaBHHU, a IIOTOM Ce IIOJIMzKe Ha THull unit_disc.
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definition between where
"between 2z; 29 23 ¢+ ((21 = 29 A 29 = z3) V
(let CR = to_complex(cross_ratio z; 2y 23 (inversion_homo 23))
in
is_real CR A Re CR < 0))"
lift_definition between_poincare

"unit disc = unit _disc = unit disc = bool" is between

Kao mTo ce moxe Busietn y jnedununmju pasinkyjemo asa ciaydaja. Kom Tap-
CKOT', 32 Ta4YKe KOje Cy jeJHaKe Takohe BaxKu pesaruja udmehy, OJITHOCHO y MOy
Tapckor je gomytiTeHo jia Tadke Oy1y jeqnake. Kako cross_ratio nwuje jmedpunu-
caH KaJia Cy TPU TadKe jeJIHaKe, TO CJydaj jeJHaKHX Tadaka OJBajaMo IT0CEOHO.

AKo cBe Yermpu Tadyke IpPUIIALAJy jeJHO] KPYyroIpaBoj, OHIa he IBOCTpYyKa
pa3mMepa 3a Te dYeTwpu Tadke OuTh peasHa. Hedopmasno, Tauke 3a Koje BaxKu
penanuja udmehy Ipunagajy jeIHoj Kpyrompasoj U TO He OMJIO KAKBOj KPyTrompa-
Boj, Beh OHOj KOja je HOpMaJiHa Ha jeMHUYHY KpyzKHUILy. Kpyrompase HopMaJsine
Ha jeIMHUYHY KPYKHUILY MOTY OUTH KPYTOBH HOPMAJIHU Ha jeJIMHUYHY KPYKHU-
Iy WX TIpaBe Koje IMpoJia3de Kpo3 KoopauwHaTHU nodetak. JlogaTno, muBep3uja y
OJIHOCY HA jeIMHUYHU KPYyTr OWJIO KOje O/ OBe Tpu Tadke he Takohe mpuragaTu
KPYTOIpaBoj HOPMAJHO] HA JeUHUYHY KPYKHUILY. 3aTO, y JBOCTPYKY pa3Mepy
YBPCTHUMO TPU TadKe W MHBEP3U]Y jeTHE O] HUX U 3a OBe YeTUPHU TadKe JBOCTPYKaA
pasmepa Mopa OUTH peaJsiHa.

HomaTHo, ako je ABopa3Mepa HeraTHBHA OHJA je JApyra Tadka u3Mehy mpse u
tpehe, a y cynporHoMm Huje. AKO je aBOpa3mMepa HyJsa OHJIA Cy JIBE O TPU TAadKe
je/THAKe U TaJla MCTO BaXKU pesaruja usmehy.

Hapasno, j1a 6u moTBpmin Jia je 0BaKo JAeduHICcaHa peslaliija 3aiucCTa PeJIaliija

uamehy moTpedbHO je moKa3aTh akcuoMe TapcKor 3a 0Baj MOJIEJI.

MebujycoBe Tpancdopmanuje u pesaanuja udmehy

He nmocmarpajy ce cBe Mebujycose Tpancdopmarinje Beh camo one Koje caukajy
YHYTPAIIIHOCT JUCKA Y YHYTpaIlmocT aucka. Panuje cmo Bugemn ga je GUp 1 (C)
rpyna ounx MebujycoBux TpanchopMaliyja Koje (puKkcupajy jeIMHuYHN KPYT, aJIu
Jla ¥ Ty TIOCTOje JIBe rpyte TpancdopMalinja, Tj. oHe TpaHnchopMaliije Koje CIuKajy

YHYTPAIIBOCT KPyra y YHYTPAIIHOCT (M KOje Cy y OBOM KOHTEKCTY 3HauajHe)
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U JIpyra rpyma TpaHcdopMmalmja Koje pa3sMemnyjy YHYTPAIIBOCT U CIHOJbAITHOCT
JIMCKA.

Hedunucahemo cBojcTBO KojuM ce omucyjy one Mebujycoe Tpancdopmaruje
KOj€e CJIMKA]y YHYTPAIbOCT JUCKA Y YHYTpaIimbocT jgucka. U oBa jnedununmja ce
OJ/IBHja y JIBa KOPaka, IPBO ce JIe(PUHUIIE HAJ[ MATPUIAMa, & TIOTOM Ce MOJAUTHE Ha

THUII moebius.

definition Unitaryll _gen direct_rep where
"Unitaryll gen _direct_rep M +—
(let (A, B, C, D) = [M|y
in unitaryll_gen (A, B, C, D) A (B=0 V Re ((A*D)/(BxC)) > 1))"

lift_definition Unitaryll_gen direct :: "moebius = bool" is

Unitaryll_gen_direct_rep
Mozxe ce nokazartu ciesiehe TBpherse

lemma

"moebius_ocircline M ounit _circle = ounit_circle «—

Unitaryll_gen_direct AM"

OJIHOCHO, YHYTPAIIIILOCT JIMCKA je OYyBaHa ako u caMo ako Mebujycosa Tpancdo-
pmaruja 3a0Bo/baBa cBOjcTBO Unitaryll gen direct.

Cama ce moxke feduaMCaTH THUII, Tj. HOBa rpymna MebujycoBux TpaHcdopMalimja
KOje 9yBajy YHYTPAIHOCT JTUCKA

typedef moebius_unitary = "{M::moebius. Unitaryll gen direct M}"

Canano Kao u panuje, Mebujycose TpancdopMalirje oBe Ipylie ¢y JaTe Kao J1ej-
CTBO HaJl TAYKaMa jeIMTHUIHOT jucKa. Vmak, 3a oBy AeduHUIN]Y ce MOXKE UCKOPU-
crutu jedunuimja MebujycoBux Tpancdopmaliuja HaJl TaUYKaMa, IIPOITHPEHe KOM-
IUIEKCHE PaBHMU, Tj. MOTPeOHO je moanhm Ty nedwHMIM)y 3a Trm mobius_unitary

n unit _disc.

lift_definition moebius_pt_poincare

"moebius_unitary = unit_disc = unit_disc" is moebius_pt

Ora medununumja crBapa obaBe3dy Jia ce JTOKaxKe
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vV M z.
[ Unitaryll gen direct M; in_ocircline ounit_circle z |

—> in_ocircline ounit_circle (moebius_pt M z)

IIITO Ce JIAKO JIOKa3yje Yy HEKOJUKO KOpaKa KOPHIIhemeM rope JaTe JieMe.
[Tope oBux pedunuUIMja HHTEPECAHTHO je AedUHUCATH U UHBEP3HY TPAHCHO-

pmanujy.

lift_definition moebius_inv_poincare::

"moebius_unitary = moebius_unitary" is moebius_inv

N oBa nedunumnmja creapa obaBesy Jia ce JIOKaxKe Jia je UHBep3Ha TpaHchopMa-
nuja Takohe Unitaryll_gen_direct mTo ce mokasyje KopumhemeM jeJHOCTaBHUX
ajrebapckux TpancdopMalmja HaJ| MATPUIIAMA.

Beoma Baxkno TBpheme Koje cMo nokazasu je jia MebujycoBe Tpancdopma-
[yje Koje dyBajy YHYTPaIlkhOCT AUCKaA, Takohe dyBajy u pemarumjy usmehy. OBo
TBpheme ce BeoMa JIaKO JOKa3yje jep cMo panuje Beh moxazasu ja Mebujycose
Tpancdopmalmje g9yBajy gaBopa3mMepy. Mmak, 6uso je moTpebHO JIoKa3aTh U JIa je
OYyBaHAa WHBEP3HUja y OJIHOCY HA jEJIMHUYHU KPYyr. Y OIIITEM CJIy4a]y WHBEP3U-
ja Huje ouyBana, ayim 3a MebujycoBe TpancdopMmaliije Koje 4yBajy yHYTPAITHOCT

JEIMHUYHOT JTUCKa, jecTe.

lemma
assumes "Unitaryll gen direct M"
shows "moebius_pt M (inversion_homo z) =

inversion_homo (moebius_pt M z9)"

lemma
assumes "z; = moebius_pt_poincare M z"
"z, = moebius_pt_poincare M z"
"z4 = moebius_pt_poincare M z3"

"between_poincare z; z9 23"

shows "between_poincare 2 2z 23"

Ilopes oBux nmokasaHo je jomr myHO MOMOhHUX TBphema, a m3aBOjmheMo HEKO-
JINKO MHTEPECAHTHUjUX. JelHa 0] 4ecTOo KOPUIMNEHUX YUILEHUIA y JIOKA3UMa je

Jla MHBEP3HA CJIMKA TadKe JeJIMTHUYHOT JIMCKAa He TMPUIaJIa je IMHUIHOM JIUCKY.
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lemma
assumes "r € unit_disc"

shows "inversion_homo z ¢ unit_disc"
Takobhe, Tauke Koje ce HaJIa3e y jeIMHUYHOM JIUCKY Cy IO MOJIyJTy Mambe o 1.

lemma
assumes "in_ocircline ounit_circle z"

shows "cmod (to_complex z) < 1"

Baxxno TBpheme je j1a cBaka MebujycoBa Tpancdopmalija Koja je KOMIIO3U-
nuja poranuje n biramke dakTopa Yuju mapaMerap je 1o MOJYJIy Mawbu o 1 je

TpancdopMaImja Koja CJIMKa YHYTPAIIHOCT JUCKA Y YHYTPAIIHOCT JIMCKA.

lemma
assumes "cmod a < 1" "a * cnj a # 1" "a # 0"
"M = rotation_moebius ¢ + blaschke a"

shows "Unitaryll gen direct M"

IIpBo ce mokazke J1a ce OUIIO KOje JABe Tauke MOTy caukaTu y 0, U y HEKY TauKy

Ha peaJjiHoj OCH, MTO je TBpheme jaro y caenehoj semu.

lemma
"3 a M. 0, = moebius_pt_poincare M 2z; A
is_real (to_complex (Rep_unit_disc a)) A

a = moebius_pt_poincare M z"

Joka3 oBor TBphema ce cactoju u3 jBa Kopaka. [IpBo ce mpBa Tadka cJimKa
y 0, Tpancdopmarujom M’ = blaschke (to_complex 2z;), a IOTOM Ce BpIIU
porangja 3a yrao KOju oJiroBapa TadykKd KOja ce JIOOWJIa MPECTUKABAIbEM TadKe 2o
rpancdopmanmjom M'. Kako je porammja 0KO KOOpAMHATHOL TO4YeTKa, TO ce 0,
cauka y 0, a Ipyra Tadka ce POTaIijoM CJIUKa Ha PEaJHy OCY M TUME Ce YIIPaBO U
JI00Mjajy KeJbeHe CIMKe TadakKa. ¥ JOKa3y ce KOPUCTHU PaHuje JOKa3aHa YUIbEHUIA
Jla je KOMIIo3uInja poranuje u bBiiamke dpakTopa 4uju je mapaMeTap mMao MOJIYO
Mamu oj1 1 Mebujycoa Tpancdopmalinja Koja qyBa yHYTPAIImHoCT aucka. Mako je
ujieja I0Ka3a jeTHOCTaBHA, MOCTOjU HEKOJIMKO ClIydajeBa Koje Tpeda pa3MOTPUTH

(ako cy Tauke jejHake miam ako je Behi Heka Tauka jemHaka Op), a My JIOKazy
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MIOCTOjW MHOTO CUTHUX KOpaka Koje je TpebaJio JoKazaThu. 3aTo je JI0Ka3 TOTOBO
300 nmuHUja gyradax.

[Torom ce MoxKe JoKa3aTH Jla aKO 3a TPU TAdKe BaXKW peJiaryja udmehy, onia
ce OHE MOI'y CIMKATU Ha peasHy ocy (a jemna ox wux y 0). Y oBOM JiOKazy ce
KOPHUCTHU MPETXOHO TBpheIbe W IMIbeHUIIa JIa aKO je JBOpa3Mepa peaJjiHa, ako Cy

IbEHA TPHU IMapaMeTpa peasiHa, OHJa U YeTBPTHU IapaMeTap Mopa OUTH peaJiaH.

lemma
assumes "between_poincare z; z9 23"
shows "d a b M. 0, = moebius_pt_poincare M z; A
is_real (to_complex (Rep_unit_disc a)) A
a = moebius_pt_poincare M 2zy A
is_real (to_complex (Rep_unit_disc b)) A

b = moebius_pt_poincare M z3"

Kopumnthemem cBux npeTxogHux TBphema MOKe ce KOPUCTUTU PE30HOBAILE ,0e3
ryoutka Ha ommrroctu . Haumme, TBpheme ce MoxKe J0Ka3aTH Ha PEaIHOj OCU Ha
KOjOj je Jlakiie JIOKa3aTh Ja HEKO TBpDembe BazKu, a OHJA CE MOYKE YOIIITHTH JIa
BaxkKu 3a OWJIO KOje TPU Tadke 3a Koje BaxKu pesanuja usmehy y lloenkapeoBom

JCK MOJEJy.

Axcuome moaymapHOCTU

AKkcuome momyHapHOCTH Ce TPUBHUjAIHO JIOKA3Y]y jep Cy CBOjCTBa pacTojarba

Beh panuje joKa3aHa 1 caMoO je MOTPeOHO MMO3BaTU ce Ha Ta CBOjCTBA.

lemma ax;:
"dist_poincare z; 2o = dist_poincare z5 21"

lemma axs:

assumes "dist_poincare z y = dist_poincare z z"
shows "z = y"

lemma axj:

assumes "dist_poincare

8

8
<
Il

dist_poincare z u"

"dist_poincare dist_poincare v w"

shows "dist_poincare z uw = dist_poincare v w"
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Axcuome penaiuje udmehy

JlBe akcroMe OBe T'pylie ce TPUBUJAJHO M0Ka3yjy. AKcumoMma uiaeHTHTeTa Ce 10~
Ka3yje KOHTPJAUKIMjoM. AKCHOMA rOP-Ee JIMMEH3Uje TBP/K Ja MOCTOje TPU TAYKe
3a KOje He Baxku penanuja udmehy. /lokasyje ce Tako mro ce oabepy Takse Tpu
Tadke, Ha nipumep, 0,, 1/2 u ii/2, 10Kaxe ce 1a CBe TP TadKe 3aMCTA IPUIIAJA]Y
[ToenkapeoBOM JIMCK MOJIEY, aJIu Jia JIBOpa3Mepa HUje peajHa, Ia CAaMUM TUM U

penanuja uamehy He BaxKu.

lemma axy:
assumes "between poincare x y z"
shows "z = y"
lemma axg:
"J a b c. — between_poincare a b ¢ A — between_poincare b c a

A — between_poincare c¢ a b"
OBoj rpynu akcroma IpUIaa aKCHOMa HEIIPEKUTHOCTH.

lemma ax7:
assumes "J a. V2. Vy. ¢ x A ¢ y — between_poincare a = y"

shows "3 b. V2. Vy. ¢ x AN ¢ y — between_poincare x b y"

Jla 6u mokazau 0BO TBpheme 60 je MoTpedbHO ToKA3aTH MyHO TOMONHUX Jie-
Ma. Jlokas ce 3amo4unibe je JTHOCTABHIM UCITUTHBALEM CIydajeBa y KOjuMa TBpherbe
TpuBHjaHO Baxku. IIpBU ciydaj je ma He IOCTOje HU T, HU Y TAKBU JIa BaXKW ¢ T 1
1 y. Crnenehu cirydaj je ma He IIOCTOjU T TaKBO Ja Baxku ¢ x. T'pehu ciaydaj je na
He TIOCTOjU Y TAKBO Jia Baxku ¢ y. VUl mocsenmu TpuBujaian caydaj je jga mocToju
b TakBO na Baxku ¢ b u Y b.

Jloka3mBame ONIITEr CIydaja ce cacTOju W3 HEKOJIMKO Kopaka. lIpBo ce cse
TavYKe CJIMKAjy Ha PeajiHy Oocy Ha KOjoj je TBpDheme jaxiie jgokazaru. Omnpasia-
HOCT OBOT TIpec/IuKaBama cMo Bujieu panuje. [loTom je morpedbHO m0Ka3aTH jeTHO
TBpheme 3a pesanujy udmehy Koje BazKu Ha peasiHoj ocu. To TBpheme TBpau jia

TavyKe KOje Cy y pesaiuju uamehy 3a10B0/baBajy HEKH MOPEIAK.

lemma
assumes "is_real (to_complex (Rep_unit_disc z))"
"is real (to_complex (Rep_unit _disc wuw))"

"is_real (to_complex (Rep_unit _disc v))"
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"rz = Re (to_complex (Rep_unit _disc 2))"
"ru = Re (to_complex (Rep_unit_disc w))"
"rv = Re (to_complex (Rep_unit_disc v))"

shows "between_poincare z u v +—
rv) V

ro)"

(rz < ru A ru <
(rz > ru A ru >

[ToroMm foKa3yjeMo aKCHOMY HENPEKHTHOCTH 3a PeaJiHe Opojese:

lemma
assumes "V x::real. V y::real. o x N Yy — x < y"
"3 x. ¢ I" "3 y 1/] yn
shows "3 b. V. Vy. o x ANpy — (@ <bANDbLZ y"

Ogo TBpheme ce jemHOCTABHO JT0Ka3yje KopuithemeM ¢BojcTBa cympemyMma. Ha-
nme, mocMarpa ce ckyn P = "{x::real. ¢ x}". JlokaxKe ce ja CylpeMyM OBOT
CKyTla yIIPaBO HCIyHhaBa TParKeHO TBpDeme.

Kombunyjyhu nociesmme aBe Jjieme, J10Ka3yje ce U TBpheme akcuome.

[Ipeocrasne akcnome Tapckor HuCMO ycrenn na JoKaxkeMmo. Y3mumo llamosy

aKCHOMY Yy pasMaTparbe.

lemma axj;:
assumes "between_poincare x u 2"
"between_poincare y v z"

shows "d a. between_poincare uw a y /A between_poincare v a z"

IIpo6aem mpeceka kpyronpasux Jla 6u mokasayim oBo TBpheme moTpebHo je
OJIPEJINTH T KOje MCIyHhaBa TpakeHa CBOjcTBa. 10 3Ha4u j1a Tpeda oIpenTh T Kao
IIpeceK JBe KPyrolpaBe HOpMaJHe Ha jeUHUIHY KpykHuIly. [IpBa Kpyrompasa
CaJIPXKU TAYKe U U Y, & JAPyra KPyrompasa caJIpKu Tadke v U x. 10 3Ha4n j1a Tpeda
OJIPEJIUTHU TIPECEK JBa KPYyTa.

KopumihemeMm panuje mokazanumx CBOjCTBa JIAKO C€ MOXKE OJIPEJIUTU XEPMUTCKA

MmaTpuria H; KpyrompaBe Koja cajpxku v u v. To je MaTpuia Koja je HOpMaJHa
B

Ha jJeJIMHUYHUA KPYT, Ha je obJmKa _ . llopen omora, jomr Baxkm on_-—

A

circline_rep H; u (ognocuo quad_form | H, |y |u]ce = 0, Tj. o/ - Hy -/ = 0, npu
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geMy ' TPEJCTaB/ba XOMOI€He KOODJMHATE TauKe u), U CJIMIHO U 3 JIPYTY TadKy,
ofHOCHO on_circline_rep H; v (1j. quad_form |H|y |v]ce = 0). Passujamem
ce obuje cucreM jemHavdnHa 10 KoedulnjeHTUMa Kpyrompase H; Koju ce Moxke
jgako permtu. CJIMYHO je U y APYroM CIydajy, OJHOCHO TPUJIUKOM oipehuBama
XEepMHUTCKe MaTpuile Kpyronpase Hs K0joj mpunasiajy Tadke v u . Kaja j106ujemo
OBE JIBe MaTpwuIile, NOTPEOHO je OJIpeJIMTH TadKy KOja IPHUIaja 00eMa, OJIHOCHO
TadKy Koja 3a/10BosbaBa ycsose quad_form | Hy |y |¢|ce m quad_form | Ha |y |q]ce,
OJTHOCHO

¢ -Hi-¢=0

¢ Hy-q =0
npu Yemy ¢’ IpejicTaB/ba XOMOTE€HEe KOOPIMHATE IIPecedHe TadKe U TO je Helmo3HaTa
npomensbuBa. Vmeanno perreme 6u 6mao kajga 6u OBaj CUCTEM jelHAYUHA MOTAO
Jla ce pernu KopuithemeM MATPUIHUX TpanchopMaliyja, ajau MU HICMO YCIEeIn 12
Habhemo TakBoO perieme. PacnucuBamem OBOI cuCTeMa MO KOOPJIMHATaAMa MaTPUIIEe
¥ XOMOT'€HHMX BEKTOpa J00uja ce KBaJpaTHa je/IHaYMHA U PE3yJITaT Ipeceka he
OUTU KOPEH HEKOI' BEJIUKOT U3Pa3a.

[Iperxomnu cucrem je moryhe 3a HUjaHCY YIIPOCTUTH TAKO IITO OU ce YIIPOCTUIIA
MaTpUIa KOoja MpeJIcTaB/ha KpyromnpaBy. Hamme, mocMmarpajMo MpBY KPYyTOMpaBy
KOja TTpoJIa3u KpO3 TadykKe v U T U Yuja xepMuTcKa Marpuina je H;. Kopumnthemem
Me6ujycosux TpancdopMalmja Koje 4yBajy jeMHUIHU AUcK (G110 je pevuu paHuje
5.10) moryhe je camkaTu TadKy v y KOODJMHATHHU TOYETAK, a Ta4Ky T Ha I—OCY.
Haunme, mocmarpajmo marpuity M = rotation moebius ¢ + blaschke v mpm
gyeMy je ¢ = arg ((blaschke v) x). Osa marpura mupejcraBba MebujycoBy
TpancdopMaInjy Koja ciauka KpyromnpaBy H; Ha z—ocy, a tauky v Ha (0,0). OBy
MaTPHUILy MOYKEMO IPUMEHUTH Ha 00e Kpyrompase, Tj. H{ = mat_adj M - H,- M

u H) = mat_adj M - Hy- M. Tagna ce cucreM jejHaunHa CBOJIU HA

o / I

¢ -Hi-¢=0

o / I

¢ -Hy-¢ =0
npu gemy 3HaMo Ja je H| jemHaka x—ocu, omHOCHO Ja je obmka (0,1, —i,0). Nnaxk,
JIpyra Kpyrompasa Moxke OuTu Oujio mra (Kpyr Wi mpaBa), IITO 3HAYH Jia TPa-
JKMMO TIpeceK IpaBe U Kpyra, IITO je U JlaJhe KBaJIpaTHa jeTHAUYNHA U peliebe he
IIOHOBO OWTHU KOMILJIEKCAH M3pa3.

Anrebapckum TpaHchopMaImjaMa MOXKe e OJIPEIUTH KOPEHN U3pa3 KOju Mpeji-

CTaBJba IIPECEK KPYTroBa (1 KAKO Cy KPYrOBH, y OIIIITEM CJiy4dajy Ouhe jBa mpeceka).
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Nnax, ca mobujeHnM KOMILJIEKCHUM U3Pa30M je TemKo pe3oHoBaru. [IpBu m3azon
j€ oJIpeIuTH KOju OJT /IBA IIPECceKa 3anCTa MPUIAIa JUCKY U jeCTe TPAXKEHU PECeK.
[ToroMm je morpebHO KOMILJIEKCAH M3Pa3 KOju CaJIPKU KBAIPATHU KOPEH yBPCTUTHU
y jeHaduHy JIBOpa3Mepe, U MPOBEPUTH Ja JIX je JIOOUjeHU M3pa3 peasiaH U Hera-
tuBaH. OBO ce MoOKa3aj0 Kao BeoMa TeXKak 3ajarak. Hawmme, Huje moryhe Jjrako
ce 0CJIODOJINTH KOPEHA, a U3Pa3u KOju ce JI00Mjajy cy BeoMa KOMIIJIEKCHU U TEITKO
je paauTu ca HejeTHAKOCTUMAa U JIONW 10 XKeJbeHUX 3aKJbydaKa. 3aTO, HayKaJIOCT,
0Baj JI0Ka3 OCTaje He3aBPIIEH.

Uctu cy nmpobitemu u y npyrum jokasuMa. Takobhe je morpebuo nponahm mpe-
ceke KPyrolpaBux, a OHJAa YBPCTUTHU TO y BEKTOD WU MATPUILY U PE30HOBATH Ca
TUM KOMILJIEKCHUM U3Pa3uMa.

Y muorum yubennrmma [130, 148] cmo maumnun Ha TBpheme na ce TpUBHjATHO
nokazyje ga je IloenkapeoB muck Mojies Mojesa akcrmoMa Tapckor msysumajyhu
EyknunoBy akcuomy. Umnak, Hu y jeaHoM yuOEHUKY, 3a cajia, HUICMO TPOHAIILIN
noka3 oBor TBphema. Hawma Huje ycmesao jga caMOCTAJHO JOKA3 W JIOBPIIUMO, a

cMaTpaMo Ja caM JI0Ka3 Huje TPUBUjaJIaH.

3ak/pydnu u JaJbu pas

Naxo je tBpheme na je IloenkapeoB auck momes mojiesn reomerpuje JIodbades-
CKOT' JIeO MaTeMaTUIKOr (DOJIKJIOpA, MOKA3aJI0 CE Jia je OBO TBPDEHmEe jaKO TEIIKO
dopmanuzoBaTu. Jegan o MpBUX U3a30Ba je Ousa JeduHUIja peaaije usmehy.
Penanmja ce moxke JiecbuaucaT Ha JABa HaYMHA, TpaTehu reoMeTpujcKu MPUCTYID
wim nparehu anrebapcku npuctyin. Kao u panuje, aaredbapcku MPUCTYI CE MOKa-
3a0 JAJIEKO CYIIEPUOPHUJU M 3aTO CMO ojiabpasiu Ja OBy pesaliujy JedUHUIIIEMO
KopurithemeM JBopasMepe. ¥y OKBHUPY dopMasn3aliije KOMILJIEKCHE PABHU JO0Ka3a-
Ha cy OpojHa CBOjCTBA JIBOpa3Mepe, Ia je JTOKa3WBalbhe MHOTUX CBOjCTaBa peJsaliuje
usmehy ousio Beoma jemnoctaBuo. llokazano je ma mect akcuoma Tapckor Baxke y
[ToenkapeoBoM juck Mojesay ¥ Jia EyK/IugoBa akCruOMa HapaJjeIHOCTH He BaXKu.
Nnax, nmoka3uBambe J1a OCTaje akCuoMe Baxke je 0o mpobieMaTHdHO jep 3a J0Ka3
THUX aKCUOMA je MOTPEOHO OJIpE/INTU MPEeCeK KPYTOIpPaBUX ITO PAUYH U JIOKA3E
YUHU 3HAYAjHO KOMILIEKCHUjuM. 1o je pasJior 3amTo oBa dopMasnu3alinja Huje
3aBpireHa 7o kpaja. V mopes oBor npobdsema, OpojHa CBOjCTBa pesaluje udmehy u
penamuje wogygapro y okBupy lloenkapeoBor auck mojiesa Cy IMOKa3aHa, a IMOKa-
3aHO je 1 Ja jeana rpymna MebujycoBux TpancdopMmaluja 4yBa OBe JIBe pesialiyje.

To ce Moxke KOPUCTUTH Y JTa/buM (hopMaJI3alijaMa.
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I'maBa 6

PopmasiHa aHAJIN3a AJredapcKmux
MeTOoJa 1 IbUXOBE IIPUMEHEe Ha

npobJjieMe y cTrepeoMeTpuju

6.1 VYBox

OGjexkTu u pesaiyje eyKIuJICKe reOMeTprje MOry OUTHU ONMKMCAHU KOPUIIhemnheM
nosuaoMa. JlomaTHo, cBaka reoMeTpujcka KOHCTPYKIIMja MOYKe OMTH U3parkKeHa
CKYIIOM TIOJIMHOMa, a MHOTra T'eOMeTPHUjCKa TBphema MOry OMTH JIOKa3aHa KOpH-
mhemeM ajnredapckux Merojia Kao mto cy ['pedbuepose 6aze mim Byos merom na
ckyrnoM mojmHOMa. Onumcahemo mMmiuiemenTarujy ajroputva y cucremy Isabel-
le/HOL koju Kao yJjia3He MOJATKe [IPUXBATa TEPMOBE KOjU OMUCYjy M€OMETPH]jCKY
KOHCTpYKIMjy u Bpaha oarosapajyhu ckyn nojuunoma. lasbu musb je mpumena
Mmerosia ['pebuepoBux 6a3a y okBupy cucrema Isabelle/HOL Hai reHepUCAHUM TI0-
JITHOMUMAa Yy HaMepH Ja Ce JIOKaKe MCIPABHOCT TBphema.

[naBua uaeja je ga ce moBeke ayTOMATCKO U (POPMAJIHO JOKA3UBAILE y T€O-
Metpuju. W najbe He TOCTOjU jeIMHCTBEH, HUTU BepU(PUKOBAH aJTOPUTAM KOjU
TpaHcOPMUIIEe TEOMETPU)CKY KOHCTPYKIM]Y y Kyl nojmaoma. OOuYdHO, TPeBo-
Deme y mosimHOME ce pajiu aJ-XOK MeTo/aMa U He ocToju (popMasiHa Be3a usmebhy
JIOOMjeHnX MOJIMHOMA U JIATUX reoMeTpujckux objekara. Ca dpopmasino Bepudu-
KOBaHUM METOJIOM TpeBohema oBaj mpobJyiem Ou OMO pellieH U y OKBUPY OBE Te3e

O6uhe mpeCcTaB/LEHN KOPAIA Y TOM ITPABILY.
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6.2 Auarebapckm MeToau y reoMeTpuju

IIpeBoheme reomerpujckux TBphema y anredbapcky dbopmy

Anrebapcku MeTOM ce KOPUCTE Y ayTOMATCKOM JOKA3WBAIbY Y T€OMETPUJHU 3
TeopeMe KOHCTPYKTHBHOT THIIA, Tj. TBphema 0 TeOMETPUjCKUM 0OjeKTUMa KOje Cy
J1001jeHe TOKOM MeOMeTPHjCKe KOHCTPYKImje. YBojie (cuMOo/IMUKe) KOOPJIMHATE 38
reomerpujcke objekre (Tavuke, W TMOHEKA] IPaBe) KOJU Ce jaB/bajy Y KOHCTPYKII)U
¥ IeOMEeTPHUjCKe KOHCTPYKIIUje U TBphema n3pazkapajy Kao ajaredapcke jeIHauYnHe
y KOjuMa ce jaBjbajy yBejeHe KoopauHaTe. Tume ce yMecTo pa3MaTparha eyKJIII-
CKe TeoMeTpuje Ipesas3u Ha pa3Marpame y /lekapTroBoj KoopAuHATHO] paBHU, Tj.
jeTHOM MOJIeNTy eykJiniacke reomerpuje. Hakon yBohema KoopuHaTa KOPUCTE Ce
ajarebapcKe TEXHUKE Jia JOKaXKYy Jia TBpheme cie/in u3 KOHCTPYKITHje.

[Ipe mero mro je moryhe mpumMenuTu ajaredapcke MeTo/ie, TeOMETPUjCKO TBphe-
e Mopa OuTH 3ammcano y aaredbapckoj popmMu, Kao CKyIl MOJMHOMUjAJTHUX jeTHaA-
KOoCTH (OJIHOCHO MOJIMHOMA), IPH Y€MY Ce TIPETIIOCTABIbA JIa CY CBe TOJIMHOMIjaTHE
jennakoctu obsiuka f(x) = 0. IIpomemype 3a anrebpusanujy Hajdenihe yBojie HOBE
cUMOOJIMYKe TTPOMEHJbUBE 338 KOODJMHATE TadKe U YBOJIE IMOJIMHOMUjaHEe jeHAKO-
CTH KOjU KapaKTepWIIy CBaKU KOHCTPYKTHUBHU KOPaK MW CBaKO TBpheme Koje je
norpedbro nokazatu. Mako je moryhe m 3a mpaBe Koje ce MojaBJbyjy Y KOHCTPYK-
[IAjU YBECTH HeNOo3HATe KoeduIllnjeHTe Kao cuMO0InYKe TPOMEH/bUBE, YOOUIajeHO
je ma ce m3beraBa TakaB MPUCTYIl W KOPHUCTE Ce caMO Tadke (a IpaBe Cy UMILIU-
IUTHO BaﬂaTe). CBaka KOHCTPYKIIHja MOYUELE CKYTIOM CJIOOOTHUX Ta9aKa U TOKOM
KOHCTPYKIIHje Ce yBOJe 3aBUCHE Tadke. ¥ HEKUM CJIy4dajeBuMa je moryhe 3aBucHe
TavyKe OUpaTH Ca HEKUM CTEIeHOM cJi00oje (Ha mpuMep, u3bop MpOU3BOJ/bHE TadKe
HA JIATOj IPaBoj).

Cpaka Tadka /00Hja KOOpJAUHATE KOje Cy PEelpe3eHTOBaHE CUMOOIUIKUM ITPO-
menspuBuMa. Hajuenthe ce ciobosae mpomensbuse o3Hadasajy cau; (i =0,1,2,...),
a 3aBHCHe [IPOMEHJbHBe ce o3HaudaBajy ca x; (1 = 0,1,2,...). Ako je Tauka 3aBu-
cHa, OHJIa he CBe WeHe KOoOpJAWHATEe OUTU 3aBUCHE MPOMEHJ/bUBE. AKO je Tadka
c7000/HA, OHJA CYy Hbe€HE KOOpAuHaTe Takohe ciobojaHe. AKO je Tadyka 3aBHUCHA,
aJIl ca HEKUM CTEeIleHOM cJI00071e, OHJIA jeJHAa KOOPJANHATA Y JBOIUMEH3NOHATHOM
CJIy4ajy WM JIBe KOODJIMHATE Y TPOIUMEH3UOHOM CJIy4ajy KOOpDJMHATE MOTY OUTH
cnobonue. Urmak, ako moctoju m360p KOjy KOOpJAMHATY m3adpaTu 3a 3aBUCHY, a
KOjy 3a CJIODOJIHY, TO NUTaIbe HUje TPUBUjAJHO U 3aXTeBa moceOHy maxkmby. Ha

npumep, v JlekapToBoj KOOpAMHATHO] paBHH, aKo je Tadka A mpom3BosbHA TadKa
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npaBe [, jeiHa OJ1 HEHUX KOOP/IMHATA MOXKe OUTH cJI000/Ha, a je/IHA 3aBUCHA U
MOKe OMTHU M3padyHaTa Ha OCHOBY OrpaHMYEha KOja Baxke 3a mpaBy. Mmak, ako
je mpaBa [ mapaJiesiHa ca r-0COM, OHJIa Y KOOpJuHaTa Tadke A He Moxke 6GUTH CJIO-
ooxna. CymaHo, ako je | mapaJjiejiHa ca y-OCOM OHJIa X KOopjawHaTa Tadke A He
MOXKe OUTH CJIOOOIHA.

leomeTrpujcka orpannyema Koja Bake 3a Tadyke MOry ce (hOPMYJIUCATA y BU-
Jly aJrebapCKUX OrpaHUYerha HaJl KOOpJAMHATAMA Tadke (Tj. Kao HOJTMHOMUjAJIHEe
jelHaUMHE HAJI yBEJIEHUM CUMOOTMYKIM KoopauHarama). Ha mpumep, npermocra-
BHMO Jla Cy CUMOOJIMIKe KoopauHare 3a tadky A (a”,a¥), 3a rauky B (b*, 1Y), a 3a
tauky C' (¢*,c¢¥). Yumennna ja je tauka A cpeaunima Tadka narepsasia BC oaro-
Bapa ajredbapckum yciaopuma 2-a” = b*+c* u 2-a¥ = bY+c¥. Yenos ga cy tauke A, B
u C' KoJmHeapHe o/ropapa aarebapckoM ycsoy (a”—b") (0¥ —c¥) = (a¥—bY)(b" —c").
Cruunn ycaoBu ce Mory oOpMYJINCATH U 3 JAPYyTre OCHOBHE T€OMETPU]CKE peJiallije

(mapaJiesiHe TIpaBe, HOpMAJIHE MPaBe, CUMeTpaJsa JIy>KU UTL. ).

IIpumepn

IIpumep 6.2.1. Jlaw je wpoyzao ABC. Hexka je By cpeguwrva wavka gyscu AC,
C mexa je cpeguwirva wavka unmepsara AB. /lokasatu ga je cpegra aunuja

B, aapaseana cuuparuyu wpoyzaa BC'.

A(Uo, Ul)

Ci(z2,23) Bi(zg,21)

B(UQ,Ug) C(U4,U5)

Cauka 6.1: Teopema o cpegroo] aunuju Wpoyaia

Bupamo woopgunatiny cuctiem waxo ga wemena guaype 6yqy Yy KaGHOHCKOM
UOA0IACAJY, We je cluo2a Upsu Kopax UOCWABUWY KOOPJUHATE 30 C8AKO UleMme
wpoyzra. Tauxke A, B u C cy caoboghe wavke, We uM gogesyjemo KoopguHatlie

A(ug,u1), Blug,uz) u C(uyg,us). Tauxe By u Cy cy 3asucke, e um gogenyjemo
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koopgunatie Bi(zg,x1) u Ci(x2,x3). Kaxo je By cpeguwmwa @auka gyscu AC,
6adHCU

2'1’0—UO—U4:0
2'$1—U1—U5:0

Hoaurom ca sese cttipana upse jeguavure o3navuhemo ca fi, a UOAUHOM Ca Jese
capare gpyze jeghavune o3navuhemo ca fo.

Tawxa Cl j@ CpequUULba WaAMKa qyYIHCU AB, UaQ 6aHCU:
2'1‘2—UQ—U2:0

2'1’3—U1—U3:0

Hoaurom ca sese cttipana upse jeguavure 03navuhemo ca fz, a UOAUHOM Ca Je8e
cwpare gpyze jeghavune odnavuhemo ca fy.

Ca ose wetiupu jeghanure gatl je ouuc Kowcupykyuje. Kastcemo ga GoAUHOMU
fis J2, f3 u fa Gpuiiagajy cryty-konciipyryuge.

THowpebro je goxasawiu ga je BC aapaneano ca B1Cy, ognocho, 3atucaro to-

AUHOMUMG, TOWPEOHO je ga 8adtcu:
(9 — o) (us — uz) — (x5 — 1) (ug — uz) =0

Hoaurom ca aese ciupare jeguavure o3navuhemo ca g u wo je woaurom wepheroa
(apuiaga ckyuy—wmephersa).
LHlowpebro je goxasatiu ga c6aKa N-WOPKE KOJG GHYAUDPA TOAUHOME KOHCTUPYK-

yuje waxohe aHyAsupa u wosuHoMe Wepherva, Wj. UoWPeoHoO je goxa3aw §a

\V/U[)Ul Ug U3 Ugqg Ur Ty T1 T2 xgeR.2-x0—u0—u4:0/\2-x1—u1—u5:0
/\Q-xg—uo—u2:0/\2'x3—u1—u3:0

— (g — x0)(us — uz) — (3 — x1)(ug —uz) =0

[TpumeTumo 7@ y IPEeTXOHOM mpuMepy yeiaoB ja je ABC Tpoyrao Huje mpese-
JeH y ycioB ja cy tauke A, B u C' mehycobno pazamaure. [logatHo, ycsioB 1a je
B, C} mapasiesnizo ca BC' je naTo ycjioBoM jeaHaduHOM (To — xo)(us — ug) — (3 —
x1)(ug —ug) = 0. Ca mpyre crpane, oBa aarebapcka jeIHaunHa je jeTHAKA jeTHOM
cinabujem ycjaoBy, naume ycioBy: B = C wm By = () wim B;Cy napasenso ca
BC'. TlpeBeneno y reoMeTpujcKu 3amuc, TBpheme Koje je JT0Ka3aHo aaredapCKoM

MeTojioM je cienehe:
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Hexa je By cpequwma wauka gyotcu AC u C) meka je cpegquwtroa Wawka wH-
wepsara AB. Onga je B1Ci uapasearno ca BC uau je B ugeniuuno wavwku C
uau je wauka By ugenwmuwra wavwku C.

Kako By # C4 cienn u3 B # C', uperxoiHo TBpheme je eKBUBAJIEHTHO Ca:

Hexa cy B u C' gse pasauvuttie wavwke. Heka je By cpeguwrba wawka gyotcu
AC u Cy nexa je cpequwroa wawka gystcu AB. Onga je gyorc B1Cy uapaseara ca
BC.

Oraj mpumep moKazyje Jda mpeBoheme TeOMeTpPUjCKOr TBphema y airebapCcKu
3almrc ¥ 00paTHO 3axTeBa Jla ce o0paTu IaKmka Ha MHOre JeTtajbe. ¥ BehuHu
cucrema, xunoresa obsmka AB||C'D ce obuuno 3anucyje jesanaantom obsmka (b —
a®)(d¥ — ¥) = (d* — ") (WY — a¥), gak ce oBa jemHAUMHA KOPUCTU KO JeDUHUIM]A
3a AB||C'D. Nnak, oBakaB IPUCTYI PACKUAIA BE3Y CA CHHTETUIKOM M€OMETPHUjOM.

Y 3aBUCHOCTH 0JT KOHCTPYKIIje U TBphema MoxKe OUTH MHOIO MOJIMHOMA KOju
NpUIAIajy CKyIy—KOHCTPYKIHje min cKymy—TBphema. OBa jiBa cKymna cy Beoma
BakHa 3a MeToJ| ['pebHepoBux 6a3a (miu 3a Byos meron) n xacuuje 6uhe gerasb-
HUj€e MOjallbeHa BUX0Ba yJIora.

Mozxke ce jloka3aTu Jia je BehuHa reOMeTPHUjCKUX CBOjCTaBa MHBAPUjAHTHA Y OJI-
HOCcy Ha m3omerpujcke Tpancdopmanuje [53, 78]. Axo cy P, u P, ape cinobosme
TayKe, YBEK IMOCTOju m3oMerpuja (Ipelu3Huje, KOMIO3UIMja OCHUX pedJieKcuja)
koja cimka Pp y tauky (0,0) (Tj. y KOOpAMHATHU MOYeTaK), a Tauyky P y Tad-
Ky Ha z-ocu (WM y TadKy Ha y-0CH). 3aTo ce 6e3 ryObuTKa Ha OIIITOCTH MOYKE
OPETIIOCTABUTH Ja ca0boHa Tadka nMa Koopauaare (0,0), 10K Apyra Tadka nma
koopaunare (ug,0) wim (0,u) (nako cy oba m3b60pa KOPEKTHA, Yy HEKUM CJIydaje-
BUMa U300p MOXKEe yTHIATH Ha e(PpUKACHOCT, WIH, Y CAy4dajy jeaHoctaBHOr Byosor
MeToj[a, U300p MOXKe yTHUIATH Ha MOTYNHOCT Jl0Ka3uBama). llpumeHa oBor 3a-
KJbyYKa MOYKE 3HAYAJHO YTHUIATA HA OOMM IOC/Ia KOjU MMa ajredapcKa MeToJa.
VY3 10, ocToje xeypuctuke (ca mubeM Ja nobosbIajy eduracHocT) 3a u360p Koja

0J1, CJIODO/THUX TadaKa je HAjJIIOrOHUja 38 OBE CIEIUjaTHE KOOPIUHATE.

ITpumep 6.2.2. Bes zybuira wa owwwmoctiu y Ipumepy 6.2.1, wavwkama B C
mo2y buttiv gogewene xoopguraitie B(0,0) u C(ug,0). Taga ce arzebapcko wepherve

Koje wpeba goradatwiu C80GU Ha:

VU()ul Uyg Ty T1 T2 IgER. 2‘.’13'0—’LL0—U4:0/\2'.T1—'U,1:O
/\2'1’2—U0:O/\2'Qf3—’l£1:0
:($2—$0)'0—($3—J]1)'U4:0
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wmo wWpusujarno caegu (x3—r1 =0 cregu uz 211 —uy =0 u 2-x3 —u; =0).

Anrebapckm ajropurmMu

Kana ce reomerpujcko TBpheme npesesie y anaredbapcky dopmy, Moryhe je mpu-
MEHUTH aJarebapCcKu MeTOJ 3a JIOKa3uBambe TeopeMa. AJredapCcKku JOKA3UBAYMU TEO-
pemMa Kopucre crenuduian aJropuTaM HaJ CHCTEMOM OJuHOMA. AKO ¢y fi, ..., fx
[IOJIMHOMU CKYTIa—KOHCTPYKIIHje, & g1, . . ., §; TOJUHOME KOjHU Cy JIOOMjeHU U3 TBP-
Dempa, OHJIa ce JIOKa3UBaIbe TEOPEME CBOJU Ha IIPOBEPY JIa JIU je 3a CBAKO ¢; UCILY-

IbCHO:

k
V'Ul,...,vnER/\fi(vl,...,vn):O:>gi(’ul,...,'vn):O
i=1

Tapcku je mpuMeTHo Jia ce KopuihemeM eJTMMIHAII]e KBAHTU(MUKATOPA 32 PeaJsHe
OpojeBe MoxKe s0hum 710 j10Ka3a. A y mpakcu, TEIIKO je J0Ka3aTu HeTPUBUjaTHA
MaTeMaTU4dKa TBpDema Ha OBaj HAYUUH. 3aTO C€ NMPUMEIbYje JIPYTraduju MPUCTYII.
InaBua uneja, kojy je mpexggoxuo By 1978. romuse je na Besiuku Opoj reome-
TpUjcKUX TBphema, Koje ce (popMy/uIny Kao yHUBEp3aJaHa ajredapcka TBphema y
TEPMUHUMA KOOPJIMHATA, Cy TaKOohe TayHa U 38 KOMILIEKCHE BPEJIHOCTH KOOP/IMHA~
Ta. YMECTO IPOBepaBamba MOJMHOMA HaJl PeaJHuM OpOjeBUMa, KOPUCTHU Ce IOJbe

KOMILTEKCHIX OpOjeBa 1 IocMaTpa ce ciesehia mpeTmocTaBKa L

k
Yoi,...,0, € C/\fi(vl,...,vn) =0= gi(v1,...,v,) =0 (6.1)
i=1
OBo je Tauno ako g npunanaa uneaty I = (fi,... fi) Koju je TeHepuCaH HAJ TIOJIU-
Homuma f; (i = 1,...k), Tj. Kama nocroju 1eo 6poj r u mosuHoOMu Ay, . .. h; TakBH
na gf = S hifi. Xun6eprosa (Nullstellensatz) Teopema TBp/IH Ja ako je mojbe
anrebapcku 3arBopeno (a C jecre) onga je obpHyTO Takolje TauHo.

JIBa naj3nadajuuja ajaredbapcka METO/Ia KOPUCTE BPCTY €YKJIUJICKOT JIeJberba Jia
IPOBEPe MCIPABHOCT IpeTrnocTaBke jare y 6.1. Byx6Geprepos ajropuram TpaHc-
dopmuiite mosgaszuu cKyn y I'pebreposy 6a3y y KOjoj aaropuraM Je/berba Ce MOXKE
ecdukacHo ynorpedburn, a Byos MeTO1 KOPUCTH Uceygo—geserve Koje Ha HeKH HAYMH

UMUTUDPa €YKJINICKO IEJbECIHE.

"Hapasno, mocToju mpobJieM HEKOMILIETHOCTH MeToa (Y OJHOCY Ha IeoMeTpHujy) jep y HeKum
cirydajeBuma TBpheme Baxku y R, aju MeToz He ycresa jia JoKaxke 3000 KOHTpaIpUMepa KOju Bazke
y C.
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ByoB meTos

['maBHa oneparuja Ha nmoJmHOMUMa y ByoBoM MeToIy je 1iceyno—e/berme Koje
KaJla ce IIPUMEHU Ha JIBa MOJUHOMA P(v1, . .., Uy) U (U1, . . ., V) TIPOU3BOIHU JTEKOM-
TTO3UITH]Y

Cmp=1lq+r

upu gemy je ¢(vy, . . ., Uy—1) Bogehu KoedUImjeHT y OJIUHOMY ¢ Y3 IPOMEHIBUBY Uy,
m je 6poj HeHysa KoeduUlMjeHaTa MOJuHOMA P, t(v, ..., U,) je ICeyI0—KOJINIHIK,
r(v1,...,v,) je mceymo—ocraTak, CTENeH v, y T je Mamu Hero y ¢q. Kako Baxu
r = ¢y p — tq, JacHO je ma r IPUIaIa UJIealy TeHePuCaHOM HaJl TOJUHOMUMA, P U
q.

[Tpeu kopaxk (jeanocrasuor) Byosor meroma [28| kopucru miceympo—ueneme a
TpaHcdOpMUIe KOHCTPYUCAHN CHCTEM TOJMHOMA ( /\f:1 fi) y tpoyraony cdopmy,
Tj. Y CHCTEM jeJHAYMHA y KOME CBaKa HApPEJIHA je/ITHAYMHA Y CUCTEMY yBOJIM Tad-
HO jeJIHy HOBY 3aBHUCHY IIPOMeHJbUBY. HakoOH Tora, KOHQYHM OCTATaK Ce padyHa
[CeYI0—Ie/behEM MOJMHOMA TBphema (g;) ca CBAKUM IMOJUHOMOM TPOYTAOHOT CH-
crema.

Byos meTon y cBOM HajjemHocTaBHEjEM OOJIMKY OMOryhaBa m3padyHaBambe Io-

JIMHOMA C, hy, ..., hy M r TaKBUX I8 BaxKu

k
cgi = Z hifi+r
i=1

AKko je KOHAYHU OcTaTak I jeJHAK HYJIM, OHJIa Ce CMATpa Jia je MPETIIOCTABKA
nokazaHa. JemnocraBaH ByoB meron Huje kKomiutetaH (y aare6apckoM CMUCITY ).
Kommiekcauja n KoMIieTHa Bep3uja MeTO/a KOPUCTH pacTyhe JIaHIe KOju ce pas-

MaTpajy y okBupy Pur-Byosor mpuniuna.

IIpunagaocT naeany, I'pedbHepoBe b6a3e, mpuMep MpUMeHe

I'pebHepoBor MeTO/1a HA KOHKPETAaH NMpodJieM

Y oBOM 0/leJbKY Cy JaTe OCHOBHE JieDUHUIMje U TeopeMe KOje MPEeJICTaBIbajy
MaTeMaTU4IKy OCHOBY 3a oBaj paj. IlpBa nedunuruja je pedpunuimja mpodiiema
Koju Tpeda pemwutu. Ipyra nepununmja nedpunuire ['pedbuepose 6a3e, ajgaTky Koja
Jlaje oJIroBop Ha IpobJieM NPUITaTHOCTH Ueasty. Konadno, 1aTa je u Teopema Koja

criaja oBe jBe JiebuHUIAjE.
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Hedbununuja 6.2.1 (Ilpunajguocr uneany). 3a gare f, f1, ..., fr € K[X1,...,X,]
rae ¢y f, fi,..., fr momuaomu, a K[X;,...,X,] je upcren momunoma Hanx K, u
(f1,- - frx) je mmeas renepucan ca fi,... fr, Taja je mpobIeM MPUIATHOCTH UJIEAITY

npobsiem onpehuBama jga jim je f € (f1, ... fr) 3870BO/bEHO.

Hedununnmja 6.2.2. Heka I = (fi,..., f,) je umeas reHepucan KOHAYHUM CKY-
mom nosmmaOMa. GG je I'pebenepoBa 6a3a wmjeania [ ako U caMO aKo je JeJberbe
MOJIMHOMA Ca BUIIIE MPOMEH/bUBIX (O3HAYEHO Ca — ) OUIIO KOT TIOJIMHOMA Y HJIeaJLy

I ca G maje 0.
Teopema 6.2.1. IIpobaem f € I je exsusaneniiarn f —¢ 0.

OHo 1ITO je 3ampaBo pedeHo OBOM TEOPEMOM je Jia aKO TOCTOjU CKYTI MOJTMHOMA
KOHCTPYKIIFje U aKO Cy CBU TOJIMHOMU jeJIHAKHM HYJIU, OHJA je Moryhe ompeauTn
['pebuepoBy 6a3y 3a oBaj CKyT u ako je Moryhe mokazaru (KopuihemeM TOJIuHOMA
['pebrepose 6a3e) Ja Cy CBU MOJMHOMU TBPhErba jeIHAKU HYJIU OHJIA jé TEOMETPH]-
CKO TBpheme Tauno. 3a m3padyHaBarme [ pedHepoBe Oase kopuctu ce Byxbepzepos
aAZ0PUTLAM KOJU Ce JIAKO MOXKe uMILieMeHTuparu. Jlanac mocroje MHOTE X€ypUCTH-
Ke Koje oMmoryhaBajy /a m3padyHaBarmba 0y/1y Op:ka, ajau Mu hemo ra npeJicTaBuTh

y EErOBOj OCHOBHOM OOJIUKY':

Hedunumnuja 6.2.3. S-mosmmHOM Haj nouHoMuMa f; u f;, o3uaden ca S(f;, f;)

ce u3padyHaBa Ha cJjiejehu HaYuH:

1) m = GCD(H(f:), H(f;))

2) m = m; » H(f;) upu uesmy je H(f) sosehu soxon y f,
3) m = m; + H(f;) upu wesy je H(J;) soselin soront y
4) S(fi, f3) = mix fi —m; = f;

3a ckyn nosunaoMa { fi, ..., f;} Byx6eprepos airopuram ce cacroju u3 cienehux

KOpaka:

1) S-mosmuoMm ce ozpelyje 3a cBaka JiBa MoJIMHOMA W3 CKyla Yuju Bojgehu MoHOMEI

HUCY y3ajaMHO IIPOCTU U HOBOJIOOMjEHU TIOJIMHOMU Ce JIOAjy y CKYII.
2) TlonaBsba ce MPBU KOPaK JOK T'OJl UMa IIOJUHOMA KOjU MOy OUTH JIOJIATH.

Meron I'pebrepoBux 6a3a je eh mmiiementupan y cucremy Isabelle/HOL n

MO2K€ Ce€ KOPUCTUTU Ha CJIG,ILGI’_H/I HAa4YUH:
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lemma "[—2-u; + 21+ 2= (0::real); —2-v;+y;1 +y2 = 0] =
Ti U — Xy Yo+ UL Y2 — V1 Tp— Y1 U+ YT = 0"

by algebra
npu dyeMmy je Mmetos ['pebrepoBux 0a3a mosBaH ca by algebra.

ITpumep 6.2.3. Jlokasatiu ga ce cumewipane CUPGHUUG TPOYZAGL CERY Y JegHO]

WaAYKU.

C(c*,cY)

O1(of, 0f) fOz(05, 03

A(0,0) B(b*,0)

Cauxa 6.2: Teopema 0 CuMeWParama CUPAHULA TUPOYZAa

Bupamo xoopgunattinu cuctiem wWaxo ga wemena duzype 6ygy 1y KaHOHCKOM
aonooicagy. To 3navwu ga je upsu Kopax UOCWABUWY KOOPJUHATHE WPOYZAQ TLAKO
WULO TWOCTRABUMO WawKy A 1y KoopguHatiHy Tovetak, oghocho A = (O, O). Ilotwom,
MOHCEMO 0gabpatliv ga cy koopgunaiie wavke B = (b*,0), a wauke C = (¢, V)
( wepherve je TowpebHo gqorkasativ, 3a OUN0 Koje KOOPJUHATHE WaAYAKaA, AAU CE AGKO
Modice gokazatiu ga je moz2yhe b6uao Koje xoopguHaillie WPGHCAUPATLY Y 08€ Koje
cY CUEUUJaAHO 0gabpare U 0AaKWaAsajy gama uspavwyrasara). Tauxe A, B u C cy
CA000gHE U HUT06E KOOPJUHATE OU MOZAU 03HawuTY ca u; (1= 1,2,3), aru ga 6u
AGKUE UPATUUAY 03HAKE Y 080M TPUMEPY, 03Ha4uAY cmo ur gpyzayuje. Caga ce
2EOMETUPUICKG KOHCTUPYKUUJA TUPesogu Y CKYU UOAUHOMA.

IIpso 3atucyjemo xutowedy ga ce cumewpane cupanuya AB u BC cexy y
wavku O1 = (0f,07). Kako cy cumemipane Gowtayro ogpehene waukama A, B, C' u

01, gobujajy ce caegehe jegnavume:
X
fi: of — ¥ —
. b —c* T Y cY2p*24cr2
f2' v ©0] — 01+ 2cY =0
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Caga Gocmatipamo gpyzy rutotmiedy — cumettpare cuparuya AB u AC ce cexy

Yy WaAYKU OQ = (0;, Og) ,ZZO6UjaM0 gee noee jegHa%UH@.'
/. x v _

.t T y cY c
fs: Soof+of— -

3HAYU, UMAMO CKYTU TLOAUHOMA:

G ={f1, f2, f1, f3}

Osum wosuHoMUMG je 3aupaso ouucana Kowcwpyrkuuja. Caga je wotwpebHo
gokazatwu ga eavicu O1 = Oy, @j. (0F,0)) = (05,05). To 3nauu ga je wowpedHo
ogpeguiiv. I'pebneposy 6a3y G' cxyia G u yun je gokada@u of — 05 —g= 0 u
0"1’ — og —e=0. Ca osa gea toruroma (Jbeea CWPara qauur jegruaiuta ) gatiu cy
UOAUHOMUY TWepherba.

Y namepu ga ce udpauyra I'pebreposa 6asa cxkyua G kopuctiu ce Byxbepzepos

aANZOPUTLAM U GOOUJEHU PE3YATLATL Je:

b* b*
G’ Z{f17f2,f3,f4,f5,f6}Z{ng—ga 05—57
bac — " N y Cy2 o ba;2 4 Cac2 e N ” cY Cac2
o T oat 2.y D oW TRy Ty
y+cy+ c*? ¢t b* y 2 +cm~c}
P9 "9.ew 2.7 22 2.9 2.

_ _ * __ __
Kopuwherwem osoz cxkyta, of — 05 —¢ 0 ce aakxo mooce gorasaiu. 3auctia,

x x x
0; —f —Og—i‘? —f3 —03224—?4‘0;—5:0.

x_

01

_ *
Caununo ce moorce gokasawu o) — oy —a 0,

of —0; —rj  —OhF 5 +2_c?/_ ol
y Y c* 2 e b:c y cY c* 2 e bx

— —0y + —~ + - — +05—— — 5 — =
o 2T 9 Tow 2w 2T 2 9w 2w
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6.3 dPopmasiHA aHAJIN3a AJAredapCcKmMx MeTojaa y
cucremy Isabelle/HOL

Penpe3enranuja njjaHnMeTpUjCKUX KOHCTPYKIIHAja

KopuinhemeMm TepMoBa

[IpBo, OmJIO je MOTPEOHO MPEJICTABUTH T'€OMETPHUJCKY KOHCTPYKIIU]Y Ha, OJIIO-
Bapajyhm Ha4YMH TakKo Jia Ce JIJAKO MOXKe ayTOMaTCKU OOpaJIuTh, Tj. JIa CE MOKe
KOPUCTUTHU Y OKBUPY HAIIEr aJI'OPUTMA. 3aTO Cy T€OMETPHjCKe KOHCTPYKIIMje pe-
IIpe3eHTOBaHe TepMOBUMa. TPEHyTHO, ITOCTOje JIBa TUTIa 00jeKaTa — TadKe U IpaBe.
Honatno, reomerpujcka TBphema cy penpe3eHTOBaHa KopuiihemeM TepMoBa. Y

cucremy Isabelle/HOL onroapajyhu tunosu ce jgedunuiny Ha ciaegehv HaYWH:

datatype
point = Point id | Intersect line line | Midpoint point point

and line = Line point point | Bisector point point

| Normal line point | Parallel line point
and statement = IsIncident point line

| IsEqualp point point | IsEquall line line

| IsParallel line line | IsNormal line line

| IsCongruent point point point point

| IsBisector line point point

Kao mro moxkeMo BuaeTH, Tauka MOyKe OUTH JlaTa CBOJUM UJIEHTU(MDUKATOPOM
WM MOXKe OUTU KOHCTPYHCAHA Kao IMPECEK JBe MpaBe WM Kao CPEIUINTE JIyKU
onpehene mBema Taukama. CJMIHO, TpaBa MOXKe OUTU KOHCTPYyHCAHA KAao IpaBa
KoOja je onmpehena jnBeMa Tadkama MM Kao CUMeTpaJa JaTe Jy:Ku UTI. Takobhe,
rocroje u paziauauta TBphema. Ha npumep, IsIncident point line o3nagaBa
TBpheme Ja Tavka npuiaia npasoj, a IsEqualp point point o3madaBa ma cy JBe

TavKe jeJTHAKe.

ITpumep 6.3.1. Tepm IsIncident (Point 1) (Line (Point 1) (Point 2))
03Hauasa wWwepherwe ga wWavka Upuuaga Upasoj xoja je ogpehena wom WawKom U

jows jegHoM gattiom TWa4KOM.
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IIpumep 6.3.2. Tepm

let ¢ = Bisector (Point A) (Point B);
b = Bisector (Point A) (Point C);
a = Bisector (Point B) (Point C);

O;1 = Intersect a b;

Oy = Intersect a ¢ in

IsEqualp O1 O3

je UpuMep Koju je ouUuUCaH PAHUJE — CUMEUPAE CUPAHUUL ce CeKY Y jegHoj

WaAYKU.

CUHTETHYIKIM TEePMOBUMA KOjU CJIyKe 38 PeIPe3eHTAIN]y TeOMETPHUjCKUX TBP-
Dema Moxke OUTH JlaTa PA3IUINTA CEMAHTUKA UHTEPIPETUPAHEM Y PA3TUIUTUM
MoziesinMa reomerpuje (Ha mpumep, lekaproBa KOOpAMHATHA paBaH, reOMETPHja
Xwunbepra, reomerpuja Tapckor). Kopumhemem cucrema momyna y cucremy Isa-
belle/HOL (locales) usberaBa ce NOHaB/bambe JeduHUnja. 3aT0 je neduHucan
MOJ1yO AbstractGeometry Koju CaJp:Ku IPUMUTHBHE pesianuje (Ha Ipumep, peJia-
[Wjy MHIWIEHIIje, PeJalujy udmehy, pejanujy Gogygapho) u neduHUIIe HIXOBa
cBojcTBa. VI3BeneHu KOHIIENTH ce MOTY JePUHUCATH jeJIMHO Y OKBUPY OBOI JIOKA-
jga. Ha mpumep, m3BeneHn mojam KOJWHEAPHOCT Ce CBOJAW HA IPUMUTHUBAH IIOjaM
WHIIAIEHT]e — KaXKeMO Jla Cy TPU Tadke KOJMHeapHe aKKO MOCTOjU IpaBa KOjoj
MIPUTIAJIAjy CBe TpU TadykKe. PasjamydnTe reoMeTpuje MOTY MHTEPIIPETUPATH OBaj MO-
Jiyo u (arncrpakThe) JedUHAIIje N3BEIEHUX [T0JMOBA Ce IIPEHECE Y Te TeOMEeTPHje.

Cemantuka TepMoBa (y AlCTPAKTHO] TIeOMETPHjH) je jara (DyHKIMjaMa
point_interp, line_interp um statement_interp umju ysiasuu nomamnu (peaom)
cy point, line u statement, a moBpaTHa BPEJIHOCT Cy PEJOM (AICTPAKTHA) TAUKA,
(amcrpakTHa) paBa win BpegHocT Boolean. Kako je amcrpakTHa nHTEpIpeTAin-
ja TepMoBa jeIMHCTBEHO ojpehena caMo ako cy cjaoboiHe Tadke (DUKCHE, CBE OBe
dyHKIMje UMajy U J0/IaTHU apryMeHT — (PYHKIIH]Y KOja IPEeCIUKaBa NHIEKCE CJIO-
0O/IHUX TAavaKa y TadKe.

TBpbhema ce unreprperupajy KopuiihemeM TPUMATABHAX PeJIaIlija allCTPaKT-
He reOMeTpHje, JIOK ce KOHCTPYKIIUje CBOJIe Ha IPUMUTHUBHE peJialije KOPUIThemeM

Xwusbeprosor € oneparopa (SOME y cucremy Isabelle/HOL). Ha nipumep:

statement_interp (Incident p I) fp =
incident (point_interp p fp) (line_interp [ fp)

point_interp (Intersection [ ly) fp =
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(SOME P. incident P (line_interp l; fp)
A incident P (line_interp Iy fp))

Tepheme (3ammucano TepMoM) je UCIPABHO y (AICTPAKTHO]) T€OMETPHjH aKO je

TAYHO 3a CBe MHTepIpeTanyje (3a 6miIo Koju nu3bop cJI000IHIX Tadaka).

definition (in AbstractGeometry) valid :: "statement_term => bool"
where

"valid stmt = (ALL fp. statement_interp stmt fp)"

CBu 1OjMOBH Ce MOJMXKY HA HUBO KOHKPETHOT MeOMeTPHUjCKOr Mojiesa (Ha mpu-
Mmep, ekaproBa KoopauHaTHA paBaH, reoMeTpuja Xuidbepra, reomerpuja Tapckor)
KaJla ce JIOKaxke Jla Cy MHTepIpeTaluja Mojyiaa AbstractGeometry.

Haxkomn mrro je nedpunucana penpeseHTarmja reOMeTpUjCKUX KOHCTPYKITAja KO-
pumihemeM TepMmoBa, ciejiehu Kopak je IpeBecTd TePMOBE Y CKYIIOBE IOJIMHOMA

TaKO Jla Ce Ha IbUX MOyKe nmpuMeHuTu Metoj I'pebuepoBux 6a3a niu Byos meros.

Anrebpusanmnja nJIaHIMETPUjCKUX TEepPMOBa

AstropuraMm ce KopucTu Jia TpaHCHhOPMHUIIIE PENPE3EHTAI]Y T€OMETPU]CKe KOH-
CTPYKII¥je U TBpherma 13 3anuca KOpUIIhemeM TepMOBa Y 0/iroBapajyhe moJmHoMe.
AsropuraM je peKyp3wBaH W HEMOBOM IIPUMEHOM ce j00mjajy aBa cKyma. lIpBu
CKYT je CKyIl MOJMHOMA KOJU PENPE3EHTY]Y T€OMETPHUjCKYy KOHCTPYKIIA]Y U 3aTO
ce 30Be CKyu—Koncwpyryuja. lpyru cKyIl je CKyI HMOJMHOMA KOJU PEPE3EHTY]y
TBphema u mera 30BeMo ckyu—wepherwa. Metom I'pebHepoBux 0Oa3a ce 3acHUBA
Ha JOKA3WBAIbY Jla CE CBAKU TOJUHOM U3 CKylla-TBphema MOyKe CBECTH Ha HYJIa
kopumthemeM ['pebHepoBe H6a3e CKyla—KOHCTPYKIIT]a.

Autropuram pekyp3uBHO oOpalyje maru TepM U 3a CBaKU HEMO3HATH ObOjexar
yBO/in HOBe Koopauuare. Takobhe, mcroBpeMeHo, J10/1ajy ce HOBH IOJUHOMHU y OJI-
rosapajyhe ckymoBe Koju ce 3aCHUBajy Ha UJEHTUTETUMA aHAJUTUYKE T€OMETPH]E.
VY cBaKOM TPEHYTKY 4yBajy Ce IOJIalll O TPEHYTHOM CTakby, OJHOCHO O CHMOOJIN-
KM KOODJIMHATAMa KOje Cy JIO TOI TPEHYTKa yBejeHe (IITO Cy 3a1paBo MOATePMOBI
[OJIA3HOT TepMa CaMOTr TBphema ).

Kao npumep, nokazahemo kopake ajaropurma 3a TBpheme IsIncident point_t
line_t npu yeMy point_t u line_t mMory OMTH IPOM3BOJHHU, KOMILJIEKCHA TEPMO-

BH 3a Tadky u npaBy. Kopamu cy cienehn:

172



I'VIABA 6. AJI'EBAPCKH METO/IU U CTEPEOMETPUJA

® JI071ajy Ce HOBe POMEHJbUBE Ty U Yo. OBE MPOMEH/bUBE CYy HEIIO3HATE KOOD-

muHaTe 3a Tadky O Koja je gata TepmoMm point_t — O(xo, yo)

e J1071ajy ce TPOMEHJbUBE ag, by, U ¢y KOje MpeCTaB/bajy Hemo3HaTe KoeuIm-

jeHTe 3a MmpaBy p Koja je jmara TepMoM line t —p=agp-x + by -y + ¢p.

e 103mMBa ce pyHKIMja point_poly(point_t, xp, ¥p) KOja KOHCTDYHIIE IO-

JITHOME KOJU CIIajajy MPOMEHJbUBE Tg U Yy Ca TEPMOM point_t.

e no3uBa ce ¢pyukimja line poly(line_t, ag, by) KOja KOHCTPyWHIIE MTOJIHU-

HOME KOjU CIIajajy IpOMeHJbUBe ag, by u ¢y ca Tepmom line t.
e Jl0/1aje ce TOJIMHOM ag - Lo + by - Yo + ¢p ¥ CKyn—TBphema.

Kao miycrpamnuja y HacraBKy ce MOXKe BHUJIETH J1e0 KOja y cucremy Isabel-
le/HOL koju uMILjieMeHTHPa OBaj KOPaK MpeBohemba.

algbrize (IsIncident p [) ==

"let x point_id_x O; y = point_id_y O;

a = line_id_a 0; b = line_id_b 0; ¢ = line_id_c O;
(¢', pp) = point_poly p x y (| maxp = 0, maxl = 0 |);
(_, Ip) = line_poly l a b s in

(sup pp Ip,

Fset.Set[poly_of (PSum [PMult[PVar a, PVar z],

PMult [PVar b, PVar y]])])"

3a penpesenranujy nojausHoma kopuinhena je Isabelle/HOL teopuja Fzxecutable
Multivariate Polynomials [155].

Kao mro ce moxke mpumeruTu mocroje JBe HOBe (QyHKIMje point_poly wu
line_poly Koje uMmajy JiBa aprymMeHTa — TepMOBe u jBe npomensbuse. OBe DyHK-
Ije Cy y3ajaMHO peKyp3WBHE U KODHCTe Ce Jia Ce OJipe/le IOJMHOMH CKyIa—
KoHCTpyKImja. Jlemoncrpupahemo kako (yHKIMOHUIITY Ha cjegehem mpumepy
— Intersect linel t line2_ t. Kao m panuje, TepmoBu linel t m line2 -
t pernpe3eHTyjy JUHHje U MOTYy OUTHU MPOU3BO/LHO KOMILIEKCHU. TepM mpumepa
pelpe3enTyje TauKy u MOTPeOHO je OJIpeUTH MOJUHOME KOoju onpehyjy Ty Taduky.

Kopamu anropurma y oBoM nipuMepy cy cieaehmu:

e Jl0/1ajeMO MpOMeHJbuBe a1 U by Koju cy KoedwunmjenTu npase (p = aj - x + by -

y + 1) xoja je nara repmom linel t
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e J10/1ajeMO TIPOMEHJbUBE ay 1 by Koju cy KoedurmjenTn npase (p = ag - x + by -

y + 1) koja je mata Tepmom line2_t

no3uBa ce pysKImja line_poly(line_t, ai, by)

no3uBa ce pyukIimja line_poly(line_t, as, by)

e 10/1ajy ce nouHOME T - (by -y —ag-by) — by +by u y- (by-ay —ag-by) — (az —aq)

Yy CKyI—KOHCTPYKIIH]€.

OBu nosmuoMu cy 100ujeHn KOopuilthemeM TreOMeTPUjCKIX jeJIHAKOCTH TaKO J1a Jia-
TO TEOMETPH)JCKO CBOjCTBO BarKH.
Omnmcanu aaropuTaM ce MOXKe ONTHMHU30BATH W MOryhe je momaru jorr reome-

TpujcKux objekara (KpyroBH, €JIUIICE UTJ.) U NeOMETPHUjCKUX TBphema.

loka3zuBame ucrpaBHOCTU

['maBHA MEja je 1a ce ayTOMATCKA METO/I 38 JOKA3UBAK€e TeOPEMa Y T€OMETPH-
ju dpopmasino Bepudukyje. To 3Haum 1a je TyIaBHU J1€0 HAIIET Pajia jia ce JOKaXKe
HUCIIPABHOCT aJITOPUTMa IpeBohema. ¥ HaMepu Jia ce TO ypaju, buhe kopurihe-
Ha aHAJIMTUYKA TeOMeTpHja Kao Be3a u3Mely cuHTeTndke reomerpuje u ajredpe.
[ToTpebHo je moKa3aTH Ja CBE IMITO Ce JIOKaXKe KOPHUIINEemeM aaredapcKux MeTo1a
Takohe BayKu y CBIUM MojenMa cuHTeTndke reomerpuje. Ca apyre crpane, jour je
IOTPEOHO JIOKA3aTH J1a je aHAJUTHYIKA TeOMETPUja MO CUHTETHIKE reOMeTpHje
1 jOIII Jlajbe, JIa Cy CBU MOJIEIN N30MOP(QHM, Tj. /Ja CBe IITO BAXKU y HAIIEM MOJIEJTY
Takohe BayKu M y JIDYTUM MOJIEJTMA.

Dopmasnzalinjy Bese udmehy CHHTETUYKE U AHAJMTUYKE TeOMEeTPHje, OHOCHO,
JIOKa3 J1a je aHaAJIUTHYKa reoMeTpuja Mojesl reomerpuje Tapckor m reomerpuje

Xwuabepra cMO MOKa3aau M JUCKYTOBAJIN PaHUje, y MOrIaBiby 4.

Beza uzmel)y ananutuuke reomerpuje u aiareope. llenrpasna reopema Ko-
jy cMo opMaJIHO T0Ka3ajd je Ja aKo Cy CBU IOJUHOME TBphema HyJa Kaj IOl
Cy ¥ NOJIMHOMM KOHCTDYKIMje Hysa (Tj. aKo CBH IOJUHOMHU TBpDEHa HMPUIIAIA]y
Ujieally TeHepUCaHOM HaJl OJTMHOMUMA KOHCTPYKIIUje ), OHJIA je TBpherhe NCIIPaBHO
y aHAJUTHYIKOj reomerpuju. OmTHOCHO, aKO je HEKO TBpheme IT0Ka3aHO MEeTOIOM
['pebuepoBux 6a3a OHO 3aMCTa BaXKMU U y aHAJIUTUYKOj reomerpuju. Dopmasinuje

3all1CaHO:

(V(u,z))(Vg € G)((Vf € F.f(u,z) =0) = g(u,z) = 0) = reomerpujcko TBpheme
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npu yemy je F'(u,x) ckyn—koHcrpykimje, a G(u,x) je ckyn—rBphema. Kama ka-
KEMO 2eoOMetWpujcko wepherve MUCIUMO Ha, TBpDelbe y aHAJIUTHUYKO] T€OMETPUjU
jep cy anreb6apcKu MeTOM MOBE3aHU Ca AHAJIMTUIKOM reomMerpujoM. IIpBu jeo je
nokazaru ja Baxku (Vf € F)(V(u,z))f(u,z) = 0. dpyru neo je noxasaru ja ako
je mokazano (Vg € G)(Vf € F.f(u,z) = 0) = g(u,x) = 0) OHIa T€OMETPH]CKO
TBphebe BaXKM y aHAJUTUIKO] T€OMETPU]HU.

Bamuc oor TBphema y cucremy Isabelle/HOL je:

theorem "let (cp, sp) = algebrize term in

(ALL ass. ((ALL p : c¢p. eval _poly ass p = 0) —

(ALL p : sp. eval_poly ass p = 0)) —
AnalyticGeometry.valid s)"

Hoka3z ce uzBojau kopuinhewmeM uniayKinuje y cucremy Isabelle/HOL. Tlocma-
TpajMo cienehu npumep:
In (Midpoint (Point 0) (Point 1)) (Line (Point 0) (Point 1))

Point O u Point 1 nobujajy dbukcue koopauuare (pf,pgy) u (pf,p}). Ilorom
Midpoint (Point 0) (Point 1) mobuja kKoopauHate (1,y;) U OHE Cy 3aBUCHE
mpoMeHJbuBe u 3aBuce o Point 0 m Point 1. Ha uctu HauwmH 1071€/6yjEMO KOOD-
nunare (ai, by, c) 3a Line (Point 0) (Point 1) (aq,b1,c1) (TO cy omer 3aBucHe
IIPOMEHJ/bUBE KOje 3aBuce oJ Beh naTtux Tadaka Point O u Point 1). 8a moKas

WCIIPABHOCTYU TOTPEOHO je JIOKA3aTH! J1a BayKU:
201 =pg+pi apipg — pipg) — (Pl —pg) =0
2 =po+ri bi(pipg — pipg) + ea(py —pg) =0
3aKJbydak je JaT y hopMU jeHadnHe: a1x1 +by1 +¢1 =0
OBo ce 1aKo J10Ka3yje KOPUIINemeM UIEHTUTETA Y AHAJIUTUIKO] T€OMETPHUjHU.

dokasuBame ajrebapckor TBphema. Ha ocHOBY mnpeTxomHOr JI0KA3UBaMHE

reoOMeTPHUjCKOT TBphema CBOIU ce Ha JI0Ka3uBambe ajaredbapckor Tephema
(V(u,2))(Vg € G)((Vf € F.f(u,z) = 0) = g(u,z) = 0).

VY mpakcu ce OBO pajii KOPHUIINEHEeM eKCTEPHUX ajredbapcKux J0Ka3uBada 3aCHO-
Banux Ha ByoBoj meromu minm Ha Mmeroqu ['pebuepoBux Oaza. HMako y cucremy

Isabelle/HOL mocroju mogpinka 3a ['pebHepoBe 6a3e KOMILIEKCHUja TBphema cy
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BaH JOMalliaja Te MeTose. AKO ce YKeJlu BUCOK CTeleH MOY31aHOCTH OHJIA je HeOll-
XOJIHO M3BPIIUTHU Oofpeheny mpoBepy aaredapCKor JIoKa3uBada W ODapeM pe3yJi-
TaTa KOju Cy oj mera jgobwjenn. OBaj APyru MPHUCTYII 3aCHOBAH je Ha IIPOBEPU
ceprudukara u onucad je y paigosuma [67, 129]. Hawmme, nmpusimkom Joka3uBa-
a ajredbapckor TBphema, y BUJy MaTpHUlle IamMTe ce TpaHcdopMmalidje Koje je
HaIpaBuo aJjiredbapcku Jioka3uBad. 1IoToM ce y OKBUDY acHCTEHTa 3a JIOKA3WBaIbe
Teopema, Coq TpoBepaBa Jia JIi ce IPUMEHOM Te MaTpuile Tpancdopmaliija Ha jare
roJ1a3He IMOJIMHOME 3aucTa JIo0uja HyJ1a moJaunHoM. Mu ce y OKBUDPY OBe Te3e HUCMO
OaBMWJIM OBAKBUM ACIEKTUMA ITOBE3UBaA JJOKA3MBAYa U ACUCTEHTA 3a JIOKA3UBAIHEe

TeopeMa.

Beza n3zmely cuaTeTNUYKE reomerpuje u ajnredpe. YKOJIUKO MOKAXKEMO 13
TBpheme Baxku y JlekapToBoj KOOpANHATHO] PABHH, OJITHOCHO y AHAJIUTUIKO] T€OMe-
TpUju, Ja JIX U3 TOTa CJEJN Jia ce TBpheme MoxKe J0Ka3aTH U3 aKcruoMa Xujadbepra
mwm n3 akcumoma Tapckor? Iloctoju TBpheme ma cy cBu Mojenn akcmoMa XWMJi-
6epra Mehycobno mzomopdun. CiandHo TBphEme MOCTOju U 3a MOIEIe aKCHOMA
Tapckor. Ilopen Tora, mokaszaHo je W Jla CYy aKCHUOMATCKU CUCTEMU TapCcKOT u
Xujabepra MOTIYHO JAEJyKTUBHU, IIITO 3HAYHU JIa CBAKO Ta4HO TBPhHEHE y MOJIENTY
MOKe JIa ce JIOKaKe M3 akcuoMa. Ha ocHOBY Tora 3HaMO Jia aKo aJiredbapcKu Jo-
Ka3mBad IMOKazke oAronsapajyhy Be3y m3ameDhy mosmHOMA, OHJIA TO TBpDEme BaxKu
y JexaproBoj paBHU (aHAJIMTUYIKO] TE€OMETPHjH), Tl CAMUM TUM Yy CBUM OCTAJIAM
MOJIeJIMMa, TeOMEeTpHje, MITO TOBJIAYU JIa Ce TO TBpheme MoxKe JT0Ka3aTu u3, Ha
npuMep, Xuadbepropux akcuoma. Dopmasmsaiinja OBUX METa—TEOPETCKUX 0COOU-
Ha TeOMeTPHje je BeoMa 3aXTeBaH MOJyXBaT U OUI0 Ou MoTpeOHO (hOpPMAJIM30BATH
rojaM JIOKa3WBOCTU Yy OKBUPY TeoMeTpuje Xujadbepra WM y OKBUDPY T'€OMETpHje
Tapckor. Umnak, oBa Te3a mpaBu ojapeheHe KOpake y TOM CMepy, a To je dpopma-
JlaH mo0Ka3 fa /lekapToBa paBaH ImmpecTaB/ba MOJIeJ TreoMeTpuje Xuadepra u MOJIeT

reometpuje Tapckor.

6.4 IIpumena anrebapckmx mMeToja Ha IIpobJjieme
y cTepeoMeTpHuju

Kopumheme anredbapckux Jloka3mBada c€ MHTEH3UBHO KOPUCTHU Y TIJIAHUMETPU-
ju 1 mocToju MHOTO cucremMa nocsehenux oBom mpobsiemy. To je pazsor 3amTo cMo

y TPETXOJIHOM TIOTJIaBJbY pa3MaTpaJsii TEOPUjCKe acleKTe ajaredapCcKux J0Ka3uBa-
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ga. Ca pyre crpamne, KOpuiiherme aarebapcKux JOKA3uBada y CTEPEOMETPHjU HUje
3HAYAJHO MCTPAKWBAHO W IPEeMa HAIlleM Ca3Hamy, He MOCTOjU MOTIYHO Pa3BUjeH
ayTOMaTCKM CHUCTE€M 3a KOpHIlheme aaredapCcKkux JIOKa3uBada 3a JIOKA3UBAIHE Yy
crepeomerpuju. Crora HaM je IUJ/b y OBOM IOTJIABJbY JIa JU3ajHUPAMO CUCTEM 33
3aIuc U TpaHcGOpPMAInjy TeOMETPUjCKUX TBpherma Ha HaYUH MOTOJIaH 38 IPUMEHY
y OKBUPY aJire0apcKux jokasuBada. Teopujcka aHamsa TAKBOI CTEPEOMETPHjCKOT
cucTteMa, CJIMYHA OHOj KaKBa je ypaheHa 3a IIaHuMeTPHjCKe J0Ka3uBade, OCTaB/be-

Ha je 3a JIaJbh pal.

AyTromMaTcKo OJoKa3uBame y CTEPEOMETPHjU — AOCAJAINKkU Pe3yJITaTH.
Yy u capaJHuly Cy NPeJCTABUJINA METOJ, 3allpEMUHE 3a pelllaBame ImpodseMa y
crepeomerpuju [31]. To je momy—asrebapcku MeTO KOjU je MPOIIUPEHE METOJE
[IOBPINIHE 33 CTEPEOMETPHUjy. XHUIIOTe3e Ce MOy KOHCTPYKTUBHO IIPEICTABUTH,
a 3aKJbydIU Cy TOJIMHOMUjaJTHE jeTHaYNHe KOje caJipKe HEKOJIMKO I'eOMETPUjCKUX
BEJIMYMHA, KAO IIITO Cy OJHOC 3allpeMUHA, OJHOC JIY2KU, OJHOC moBpIiiuHa u Ilu-
Taropune pasjuke. KibyuHa mjeja MeToJia je Ja eJTMMUHUIINE Ta9Ke U3 3aKJbyIKa
reoOMeTPHjCKOTr TBphema KopulihemeM HEKOJIMKO OCHOBHUX CBOjCTaBa 3allPEMUHE.

['maBHa MoTHBaIMja 38 HAI pa/i IOTEKJIA je U3 UHTEPECAHTHOT PaJia KOju Ipe/I-
CTaBJba HEKOJIMKO TpuMepa ajrebapCKor ToKa3uBama y crepeomerpuju [152]. Y
pajiy ce mocMaTpajy 3ajiamu u3 crepeomerpuje ca QIMMINCKUX TAKMUYIEHHA U3 Ma-
remaruke. OHU y pajly IPeACTaB/bajy TPU PA3JIMIUTA TPOOIEMa U J1ajy TOJUHOME
KOje Cy W3BeJIM Ha MAIupy W KOju onucyjy nocmarpane mnpobseme. Kopurnthemem
OBa TPHM IpUMepa OHU IOKa3yjy Ja ce ajaredbapcku MeTO/HM MOTY KOPUCTHUTU 34
JIOKA3UBAIHE y CTEPEOMETPHUjU. 3a CBAKU IPUMEP KOPUCTHUJIN Cy TPHU PA3JIAIUTA
MeToza: MeToJ Kapakrepuctuanor ckyna [171, 162, 50, 26|, meron I'pebreponux
6aza [41, 98, 156, 35| u merox Bekropa [106]. Meroau ce mopese u 3ak/pydax je
JIa METOJI, BEKTOpa Jiaje 0D0JbU TeOMETPHUjCKHU JI0Ka3, ajau (popMyse MOTY OUTH JIyTe
¥ He3TOJHe 3a MaHUIYJIAIN]y W n3padyHaBame. mak, oHM He HyJ/le HEKH CUCTe-
MaTU4YaH HAYWH KaKO Ce TeOMEeTPHUjCKa TBphema MOTy MPEeJICTaBUTHU TTOJTUHOMUMA.

[Ipema marmem jiocajianimeM 3HaBY, HE MOCTOjE PaJIOBU KOJU ONHUCYj]y HAYMH
npumMere Byose mertose mim merojie ['pebHepoBux 06a3a Ha mpodsieMe U3 CTepeo-

MeTpuje.

Jdunnamuyku reomerpujcku codprBep. [locienmbux HEKOIUKO rojuHa, pady-

HapW W TEXHOJOTHja Ce MHTEH3WBHO KOPUCTE W Memhajy HadMH KakKo ce IIpejiaje
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reomerpuja. JImHAMIYKE reoMerpujcku cucTeMu Kao mTo cy GeoGebra 2, Cin-
derella 3, Geometer’s Sketchpad *, Cabri °, Fukleides ® ce mamac gecro xopucte
y CBUM HUBOMMa obpasoBama. CTy/IeHTH KOPHCTE OBAaKBE CHCTeMe Jjia Ou M3BO-
JIVJIA TEOMETPUjCKe KOHCTPYKIMje W JaujarpaMe Koje MOTY Jla Memajy MPOMEHOM
cTI000IHUX Tavaka. TaKBU JUMHAMUYKHU JujarpamMu cy O0JbU HETO CTATUYKE CIIUKE
jep momepame CJIODOTHUX TavdaKa MOXKe J1a IPYKU JO/IATHU YBUJ ¥ IPODJIEM U Jia
OTKpHje JIeTeHepucaHe CJIydajeBe U Jla MOMOTHE CTYJIeHTHMa Jia YTBPJEe Ja JIA je
HEIITO TAYHO aKO M CAMO aKO je HeKM CIeIMjaJHUA pa3MellnTaj Tadaka 3ajar (Ha
IIpUMep, HEKO CBOjCTBO MOXKe OMTH Ta4HO CaMO aKO je HeKa Tadka u3Mehy Heke
JIpyTe JIBe Ta4uKe, & HETAYHO je aKO TO HUje CJIyda]j, HEKO CBOjCTBO MOXKe OUTHU TATHO
caMo 3a OIITpe, aJli He U 3a TyIe yIJIOoBe, UTII. ).

NuTeH3uBHUM MemambeM Jujarpama nomepajyhu ciaoboHe Tadke, CTYJAEHT MO-
’Ke OUTH TIPUJINIHO CUTYPAH JIa JIX jé CBOjCTBO TAYHO Y OIIITEM CJIydajy (Tj. TadHO
y TOTOBO CBUM CJIy4ajeBUMa, OCUM Y MaJIOj IPYIIU JereHEePUCAHUX CJIyUajeBa), ajin
UitaK, TO HE MO2KEMO CMaTPaTU JOKA30M U OBaKaB IIPUCTYII je IIOAJIO2KaH I'pellKa-
Ma. 3aTo, y CKOpHje BpeMe, JUHAMUIKU T'€OMETPUjCKU CUCTEMH CY IPOITUPEHU
ayTOMaTCKUM CHCTEMUMA 34 JIOKA3UBAIHE, KOjU ayTOMATCKU MOTY JIOKAa3aTH TBP-
heme o koHCcTpyncanum objekruma [16]. Takeu cucremu cy najuernthe anrebapcku
(omeparyje ce u3BoJIE HAJL CUMOOJIMIKAM KOOPJIUHATAMA TeOMETPH]CKUX 00jeKaTa ).

Mok 1a jorr 3nadajHa ynorpeba JUHAMUYKOD T€OMETPHjCKOr coPTBEpa MOXKE
OUTH 3a TPOJMMEH3NOHAIHA IIPOCTOP Y KOME je 9eCTO TENIKO TOJTUM OKOM OJIPETUTH
Heko cBojcTBo. OBO je Hajuernmhe cTora mTo ce TPOJAMMEH3UOHU ITPOCTOP ITOCMATPa
Kao0 JBOJIMMEH3MOHA MPOjeKIHja, IMa CAMIUM TUM MePe W OJTHOCU HUCY Y CKJIAJy ca
cTBapHUM JujarpamoM. Heku cucrtemu cy modelin ja pa3Bujajy MOJPIIKY 3a TPO-
JIMMEH3NOHe KOHCTPYKIje. ¥ HajHOBUjOj Bep3uju cucrema Geo(Gebra passujena je
HOIPIIKA 32 AMHAMIYKY TPOIMMEH3MOHAJHY reoMerpujy u rpaduky’. Moryhe je
KPEenpaTu U MHTEPAKTUBHO MEHATH TPOIMMEH3NOHAIHE 00jeKTe Kao IITO Cy Ta4uKe,
npaBe, MOJUTOHU, cepe, Ka0 U TPOJMMEH3MOHe IpTexe dpyHkiuja. Mmak, oBaj
CUCTEM He TIOJIPKaBa JOKa3UBambe TBphema O TPOJIMMEH3NOHAJTHUM O0jeKTUMA.

Takobe, mocroju u gogarax 3a cucrem Cinderella, Cindy3D 8. Moryhe je nprarn

’https://www.geogebra.org/
Shttps://www.cinderella.de/tiki-index.php
“http://www.dynamicgeometry.com/
Shttp://www.cabri.com/
bhttp://www.eukleides.org/
"https://wiki.geogebra.org/en/3D_Graphics_View
Shttp://gagern.github.io/Cindy3D/
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objekTe KopuIhemeM KOMaHIu 1 (POPMYJia KOje UX OIHUCY]Y.

Behuna mcrpakuBama Kako y JAUHAMUYKUM T€OMETPUJCKUM CUCTEMUMA, Kao
Uy ayTOMaTCKUM JIOKA3WBAYNMa TeopeMa je mocsehena caMo JIBOJIMMEH3UOHAJIHO]
Eyrimnckoj reomerpuju (ruranapHoj reomerpuju). ako mocToju HEKOJMKO I0-
KyIliaja Jla ce IpuMene ajarebapCKy J0Ka3WBadd TeOpeMa Ha TPOJIUMEH3UOHAJIHY
eYKJIUJICKY [IPOCTOPHY IeoMeTpujy (CTepeoMeTpujy), MU HIUCMO HAILINA Ja TOCTO-
ju JleTasbHU ONKC OBUX METOJIa, HUTH jABHO JOCTYITHUX ayTOMATCKUX JIOKA3UBaYa
3a CTepeoMeTpHjy. ¥ OBOM PaJy MU HCTPAXKYJEMO U MOPETUMO HEKOJIUKO TPH-
CTylna Kako ce ajredapCKy JOKas3uBadu 3acHOBaHM Ha ByoBoj Meroju m MeTojun
['pebuepoBux 6aza MOry mpuMeHUTH Ha Hpobyieme u3 crepeomerpuje. Hymumo
je/laH CHCTeM 3a CTEPEeOMETPHUjy KOju MOXKe Jia JoKa3yje TBphema O CBOjCTBUMA
KoHCTpyucanux objekara. Takobhe, anaim3mpamMo Kopiyc mpodbjaeMa u3 cTepeoMe-
TpHUje U oremyjeMo Kopurthene meroje. Jluckyryjemo o m3azoBuma m MOryhum

IIpUMeHaMa y II0Jby IpejlaBaba IeOMeTpHje.

Anrebpusanuja reoMeTpujCcKUX peJialiija y CTEPEOMETPUju

Ja bucmo Morim J1a TPUMEHHMO aJirebapcke MeTojie IIPBO ce MOpa OMOTI'yhuTu
perpe3eHTalyja pa3/imtduTuX TeOMETPUjCKUX pesaruja udMehy objekara y crepeo-
MEeTPHju KOpUIThemeM TOJIMHOMIjATHUX jeTHAKOCTH HaJl (bUXOBUM KOODIMHATAMA.
Y oBowMm mnoryiaBsby JahiemMo mpuMepe Kako ce TO MOXKe YIUHUTH 3a Hajdernihe pesa-
nuje mehy objekTuma.

[TocToju Bume mpucTyIa 3a 3aIlKC peJialyja Kao MOJNHOMUJATHUX jeTHAKOCTH
U TIPBO MHUTaIbe€ KOje Ce IMOCTaBJba je KOjU O0jeKTH y TPOAUMEH3UOHOM IIPOCTOPY
ce cMaTpajy OCHOBHUM. ¥ IPBOM IPUCTYILY 3a KOjU CMO Ce OJJIy4YWJId, CBU O0jeK-
Tu cy neduHucaHN KopuinhemeM Tadaka (Ha IpuMep, npase ce JeUuHUILY TPEKO
JIBE€ PA3JIMYUTE TadKe, PABHU ce JePUHUIILY TMPEKO TPU Pa3JIUuIuTe, HEKOJIUHEeAP-
He Tavyke UTI. ). JeJIuHe MPOMEHJ/bUBE KOje Ce KOPHUCTE Y CBUM IOJMHOMHUMA CY
KOOp/IMHATE Tadaka. ¥ JIPYTOM IPHUCTYILY, CBE BPCTE 00jeKTa ce IPEJICTaBIba]y
KOpHIINemheM BUXOBUX COINCTBEHUX KOOpJWHATa (Ha mpuMmep, mnpasa ce jeduHu-
e KOOpJIMHATAMa jeJIHE CBOje TadyKe M KOOpAMHATAMa BEKTOpa IPaBIia, & paBaH
ce nmedunuiie nmoMohy KoedwuirjeHaTa jeJHAINHE PABHU — KOODJMHATE BEKTOPA
HOpMaJie Ha PaBaH W FhEeHA YIaJ/beHOCT OJ KOODAMHATHOI moverka). llommroMun
YKJbY4yjy CBe OBe KoopaumHaTHe pomensbuBe. [lokazahemo kako enkoaupaTu pe-

Jlanuje KopuiithemeM 0ba MPUCTyIa U yrnopeanheMo BUXoBy e(PUKACHOCT.
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OcHoBHU NOjMOBU KopulllheHu y KOHCTPYKIHjU IMTOJIMHOMA

Behuna penaruja ce nspazkaBa KOpUIIThemeM UCTOT CKyTa MOjMOBa Koje hemo
OB/I€ YBECTH.

Csaku objekar je MpeJCTaBmbeH HEKOM N—TOPKOM TapamMerapa (a sujeliemo sa
TO MOr'y 6UTH U CUMOOJIMYKE ¥ HYMEPUIKE BPEJIHOCTH ).

Tauke umajy Tpu napamerpa, oznadena ca ([_|°, [ _]Y,[ _]°) xoju penpesenryjy
were KoopauHate. CBaka Tadka je 3ajaTa WM CBOjUM CUMOOJIMIKUM WU HyMe-
PUYKUM KOOpJIMHATAMa. 3a CBaKy HOBOYBEIEHY TadKy Ce JI0/IeJbyjy HOBe CUMOO-
JIMIKE KOOpAUHAaTE.

[IpaBe ce mpejicTaB/bajy Pa3IUYINTO Y 3aBUCHOCTH OJi KOPUIINEHOT MPUCTYTA.
Y mpBOM MPUCTYIY, ITPaBa je 3a/J1aTa Ca JIBe PA3JINIUTe TAYKe U Ca IECTOPKOM KOja
[IpEeJ/ICTaB/ha KOOP/IMHATE TUX TadaKa. 3a MMpaBy p, IpBa Tadka he OuTm O3HAYEHA
ca p4, a Apyra Tadka he Outu o3HaAYEHA Ca Pg.

Y Ipyrom mpuCTYILy, IpaBa je jara JaToM TadkoM A um JgaTuM BEKTOPOM v.
BekTop npase p he 6utu o3HadeH ca ]75, a Tadka IpaBe p he OMTU O3HAYEHA Ca
pa. 3aro, Kao W y MPBOM MIPHUCTYILy, MpaBa he u y JAPYroM MPUCTYILy UMaTH
mect mapamerapa koju cy osradenn ca ([ %[ 1%, [ L1 L1, [ ]*), koju

PENpE3eHTyjy MpaBy AATy jeTHATMHOM:
Vg A:L A Vz Az
=k [+ [ y=k [V 2=k [+ L5

Y 1mperxoHOj jenHaunHu, k O3HaYaBa pa3Mepy Ipase, aju oBa WHMOpMaIja
ce He 4yyBa Meljy mapamerpuma mpase (a TO je IMOMeHyTa IIECTOPKA). Y HEKUM
noJmHOMEUMA he OMTH MOTPeOHO KOPUCTHUTH IIapaMeTap pasMepe IpaBe, aJu he ce
IIOCMaTPaTH Kao HOBA CHMOOJIMYKA TTPOMEH/bUBA.

PaBuu ce Takohe Mory pasjimauTo MPEJICTABUTH Y 3aBUCHOCTH OJ] KOPHUIITNEHOT
npucTymna. Y HOPBOM IMPHUCTYIy, PABaH Ce 3ajaje ca TPU HEKOJMHEeapHE TadvKe,
OJTHOCHO Ca JIEBETOPKOM IbUXOBUX KoopauHarta. IIpBa Tauka paBuu 7w he Ourtn
O3HAYEHA Ca T4, JPyra Tadka he OmuTw o3HaYeHA ca Tpg, a Tpeha Tadyka he OGutn
O3HAYEHA Ca T .

Y Apyrom mpucTyily, paBHE Cy ojpeheHe HOpMAJIHUM BEKTOPOM U U JOJIATHUM
napamerpoM d (moMepaj y OJIHOCY Ha KOODJMHATHU Noverak). Bekrop pashu 7 hie

— d
6uTH O3HAUEH ca T, a ca0boman mapamerap paBau he 6urn o3naven ca [ |°. Crora
h Vg vy vz d
e paBaH MMaTH caMoO deTupu mmapamerpa, osuadena ca ([ |7, [ ™, [ |7, [ _]%),

KOjU Penpe3eHTyjy paBaH JaTy cienehoM jegHaunHOM:
Vg v Vz d
[+ [y ]2+ L] =0
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Bekrop oznpebhen nBema taukama A = (a*,a¥,a*) u B = (b*,Y,b*) je Ag =
(b* —a®, b¥ — a¥, b* — a*). CrangapHu NOjMOBU CKAJAPHOT ITPOU3BOJIA, BEKTOPCKOT
IPOM3BO/IA U MEIOBUTOT MPOU3BO/IAa Ce MOT'Yy IIPUMEHUTH HaJ| BekTopuMa. Crajap-
HU IPOU3BOJL BeKTOpa v = (v*, 0¥, v*) mu = (u”, u¥, u?) je v-u = v*-u*+v¥-u¥+v*-u?,

IbUXOB BEKTOPCKU ITPOU3BO/L je OjipeheH MaTpuiiom:

- = >
7k
vXu=|v" v v* |,
ut ou¥ Ut
a MEIOBUTH MPOU3BOJ, ca BeKTopoM w = (w”, wY, w?) je jemnak v - (u X w), u
ojapebhen je MaTpUIOM:
u® uf vt
X wy ,LUZ

Penpe3enTanuja crepeoMeTpujcKuX peJaimja

Y oBOM TOrJIaB/by Cy JATW MOJUHOMH KOJU APUTMETUYKH OIHCY]Yy pPesalifje
HaJ[ KOHCTPYHUCAHUM OOjeKTrMa (Ha mpuMep, JBe Tadke Cy jeJHAKe, /IBe JINHUje
cy mapaJiesiHe, JiBe paBHE cy HopMmaJsHe). CBaka peJanuja yBOIM MOJUHOMUjATHA
orpaHuvera HaJl KoopJAuHaTaMa o0jeKaTa KOju y4eCTBY]y Yy pesalliju W Yy 3aBH-
CHOCTH OJI TIPUCTYIIa MOTY OUTU Pa3/IMIUTH.

Viiazuu napaMeTpu JaTe peJsalyje cy napaMeTpH CBUX o0jeKaTa KOju Cy YKJby-
geHu y Ty penarujy. Ha npumep, 3a penamujy congruent A B C' D ynas cy gern-
pu Tauke, A, B, C', and D, 01HOCHO BuXoBe cUMOOIMYIKe Koopaunare: (a”, a¥, a?),

(0%, 0%, b%), (¢*, ¥, c*) u (d*,dY,d?).
> congruent A B C' D

Ouuc: dyxu AB u CD cy nomynapue.

Hoauromu:
AB- AL =CD-CD.

[Ipumerumo ma U3 TPETXOMHOT U3Pa3a MOXKEMO JOOUTHU ITOJTUHOMUJATHY je]I-

HakocT poly = 0, mpu yeMy je

poly = (a® — b*)2 + (a¥ — b¥)? + (a® — b*)?—
(Cx _ dw)Q _ (Cy _ dy)2 _ (CZ _ dz)2
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Ob6jawmerve: KBagmpartn pacrojama namehy A u B Mopa 6uTn jeIHako KBa-

apaty pacrojama usmehy C' u D.

> segments_in ratio A BC D mn
Ouuc: Myxuna gyxu AB u CD cy y nartom ogmocy ™, Tj. % =

THoarurnomu:

n.AB-AB=m?.CD-CD.

Ob6jawrerve: Kagpatu pacrojama uszmehy A u B u uamehy C' u D mopajy
OuUTH y OIHOCY ’:—22 [IpumeTrnMo 1@ ce OBO CBOJIM HA TOMYJIAPHOCT Kajia je
m =n.

> is_midpoint M A B
Ouuc: TIposepaBa sa ju je Tauka M cpema Tadka Jy>KH ojipeheHe Tauykama
Au B.

Hoarurnomu: MA = MB. Ilpumerumo 7a 0Ba jeIHAKOCT Jiaje TPU PATTIATA

nosimHOMa poly; = 0, polys = 0, polys = 0O:

poly; = 2m”® — a® — b*
polys = 2mY — a¥ — bY

polys = 2m?* — a® — b*

> point_segment_ratio M A B pq

Ouuc: IlposepaBa ma jm tauka M memm gy onpeheny taukama A u By

OJTHOCY KOju je oxpehen ca p u ¢, Tj. % = %’.

I YT
Hoaunomu: W3Bome ce Tpu monunoma us: q¢- MA =p- MB.
Ob6jawrverve: Ilpumerumo ma is_midpoint M A B moxke Takohe Outwm
3aIMCAHO KOpUINemeM OBOT MPaBujia, Ha ciegehu naduu point_segment -
ratio M AB11.
> equal_points A B
Ouuc: 1lposepasa nma i jiBe Tauke A u B mMmajy ncre KoopauHaTe.

Hosuromu: VI3BoJie ce Tpu TTOJIMHOMA U3 U3Pa3a Ag = 0.
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> translate A O v

Ouuc: Tlposepaa ma m je Tauka O jemHAKA TAYKHU KOja ce 100Mja TPAHCIU-

pameM Tadke point A 3a Bexkrop (v¥,vY, v?).

Honrunomu: TlonmuoMu cy n3BeneHu u3 A0 = (v*, 0¥, v%)

> orthogonal_4points A B C' D

Ouuc: Tlposepasa ma iz je mpaBa oxpehena ca tadkama A m B HOpMasHa

Ha 1paBy oapebheny ca taukama C' u D.

Toaunomu: zﬁ . @ =0

> orthogonal_lines p ¢
Ouuc: e mpaBe, p u ¢ Cy HOpMAaJIHE.
Hoaunomu: Axo je kopurihen MpBu MPUCTYII, OHJIA Cy IIPaBe 3a/aTe TauKaMma
(pa,pB) u (qa,qB), Ta ce TO CBOJU HA TMPETXOJHU CJIyYa] U TOJUHOM j€ DAPS -
daq5 = 0. AKO ce KOpUCTH JIDYTH TIPUCTYII, KAO yJIa3 3a/1aT je BEKTOP IIPaBIa
MIpaBUX W MOJIMHOM j€ ]71}) . %} =0.

> incident A p
Ouuc: TlpoBepaBa ja i Tadka A TpuUnaja mpaBoj p.
Hoaunomu: Ako je kopurrhen mpBu IPUCTYII, OHJA CE€ U3BOJE TPU MTOJTUHOMA,

- —_ .

u3 jemHakocTu papp X Apa = 0. Ako je xkopumniheH apyru OIPHUCTYI, OHJA CE
M3BOJIE TPH TOJIMHOMA U3 jeHaKocTn p, X Apa = 0.

> parallel lines pq
Ouuc: TIpoBepaBa jia i Cy JiBe 1paBe, p U ¢ MapaJsiesHe.
Horuromu: VI3Bose ce TpuW TOJIMHOMA U3 PAPH X (AQp WA W3 ]75 X Ef y
3aBUCHOCTHU OJI IPUCTYTIA.

> line_orth _plane 4points [ A B C D

Ouuc: IlposepaBa ma jm je mpaBa [ Koja caap:kKu Tadky [) HOpMaJiHa Ha

paBan oapehenom Taukama A, B u C.

%
Hoaurnomu: W3zBone ce Tpu mnosunoma us [, = Ag X A(2 U TPU IOJUTHOMA

- —
u3 jequnakoctu l, X Dly = 0..
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> parallel planes a f3
Ouuc: IlpoBepapa ma Jiu cy 7Be paBHU (v 1 3 TTapaJiesHe.
Hosuromu: AKO ce KOPUCTH IPYTH TPHUCTYII, U3BOJE C€ TPU IOJTUHOMA U3
=
ay, X B, = 0.

AKO ce KOpHCTH TIPBU MPUCTYIT U3BOJIE Ce MTOJUHOMU U3 jeTHAKOCTH:

— y y
BaBp - aaod x agoy =0

— ; ,
Babc - aaad x apap =0

> orthogonal_planes a f3
Ouuc: IlposepaBa f1a Jiu cy JiBe paBHU, (v U 3 HOpMAJIHE.
. v 4
Hoaumnomu: AKo ce KOpUCTHU TIPBY MPUCTYII IOJUHOM Ce U3BOIM U3: (aQifs X
—
—
aaag) - (BaPp x BaBr) = 0.

=
AKO ce KOpHUCTH JPyTU TPUCTYII, IOJUHOM C€ U3BOJM U3: (- [, = 0.
> point_in_plane A 7

Ouuc: TIpoBepaBa ja i Tauka A TpUIaa PABHU 7.

Hoaurnomu: Axo je KopuriheH PBU MPUCTYII, OHJIA Ce TMOJMHOM JI00uja 13:
— N \
TaA - (mamp X Tamé) = 0.

Ako je xopumheH Apyru MPHUCTYI, MOJUHOM ce J00uja U3 jeTHaAKOCTH: ™

X—l—ﬂ(l:O.

> parallel line plane p «
Ouuc: IlpoBepaBa jia Jiu cy mIpaBa p U paBaH v TAPaJIEJIHHU.

Hoauromu: Ako je kKopuntheH IpBU MPUCTYII, JeIHAKOCT je: papp-(aap X aaqc) =

0.
Ako je kopumheHn Apyru HPHUCTYI, IIOJUHOM ce J00uja U3 jeIHAKOCTH: ]75 :
ay =0

» = 0.

Ipumegba: OBa penaruja Baxku U y CJIydajy Kaja IpaBa IPUIAA PABHU.

> orthogonal_line_plane p «

Ouuc: IlpoBepaBa j1a Ji cy paBa p U paBaH (v HOPMAJIHH.
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Horurnomu: Axo je xopurheH TPBU MPUCTYII, MOJUHOMH C€ W3BOJIE W3 JIBE

JETHAKOCTHU: PAPg - aAaB} =0 and papg - axad = 0.

AKko je xopumheH Ipyru IpHUCTYI, TPH IIOJUHOMA Ce U3BOJIE U3 jeIHAKOCTH:
173 X 071,> = 0.

> equal_angles AO BC K D
Ouuc: Ilposepasa ma ymu cy asa yriia ZAOB u ZCKD jennakn.

Hoaurnomu: OBa pesnaruja ce MOXKe U3pa3UTH KOPUITNEHEM TPUTOHOMETPH-
je. Unak, Tpeba umaTn Ha ymy Ja KOpulihemeM TPUTOHOMETPHje, YCJIOB je
oc1abJbeH jep ce Mmopejie KOCMHYCH YTJIOBa, a Kao IITO je MO3HATO, KOCUHYC
TYIOr yIjla U KOCHHYC OIITPOT yIjia MOI'Y OUTH UCTH, & yIJIoBH (jacHO) HUCY

jemnaku. [lomuaomMu ce m3BOJIE M3
cos®> ZAOB = cos* ZCKD.

A kocuHyC yria ce MOXKe OJpeJIuTh Ha cjaefaehn HadwH:

(A0 - BO)?

2/AOB =
cos O [AOF[BOP

npu uemy je |[AO|* = Al 3 - A 3 Jennakoct 3a cos? ZCK D je cmauna. Konad-
HO, HAKOH HEKOJIMKO jeJTHOCTABHUX aJrebapCKUX Olepaluja, MOJUHOM peJjia-

Lyje ce MOXKe U3BEeCTU U3 jeJHAKOCTU

(A0 - BORICK|?|DK]|? = (CK - DK)?|AOJ?| BO.

Nnak, kao mto heMo BUIETH Yy HAPEIHOM IOTJIAB/bY, OBAKO 3aJaT MOJTMHOM
je BeoMa KOMILJIEKCaH 1 OWUJIO je TOTpeOHO PACTaBUTH I'a Ha jeTHOCTaBHUjE J1a

6u Morao edpuKaCHO Jia ce KOPUCTU y JTOKA3WBAINMa TeopeMa.

Tena. Tesa ce 3amajy KopuirhemeM peJialiyja Koje BayKe 3a IbUXOBa TeMEHA
1 3a muxoBe crpanurie. OIydusam cMO J1a MOAPKUMO CaAMO OHA TeJja Koja
ce Hajlaze y HEKOM KAHOHCKOM TIOJIOXKA]y — Ha IPUMep, IpHU JAedUHUCAY
KOIIKE, JeJIHO TeMe Ce HAJIA3U y KOOPJIUHATHOM IOYETKY, & JPyra TPU TeMeHa,
ce HaJIa3e HA KOODAMHATHUM ocama (r—ocu, y—ocu u z—ocu). Vnak, oBakas
npuctyn nma mane. Ha npumep, rHuje moryhe 3ajatu BHIE OJ jeJIHE KOII-

Ke KopuIlhemeM ejieMeHTapHe Hapeioe 3a 3ajaBambe Kolke. TemeHa Jpyrux
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KOIIKM Ha CJIUIH KOje HUCY y KAHOHCKOM ITIOJIOXKAjy MOPajy ce 3aJaTh KOPHU-
mhemeM pestalja Koje cMo mpejactapmim n3na. Unak, ca apyre crpane, y
reoMeTPHjCKUM IIpobsieMuMa Koja ce cycpehy y 30upkama Hajuernrhe mocroju
camo jeTHO cJI000/IHO TeJsi0, u 6e3 TyOUTKa Ha OIIIITOCTU Ce MOXKE IIPETIIOCTa-
BHUTH JIa je OHO y KAHOHCKOM I0JIokajy. Kaja ce y TekcTy 3ajarka yBoje
Jipyra Teja, OHa Cy OOMYHO 3aBHCHA y OJiHOCY Ha Beh 3aja10 €j1000/1HO TeJIO,
Ia Cy IHUXOBA TeMeHa y HEeKOj peJsaluju ca Beh jgatum objekTmma. 3aTo,
MoryhHOCT 3ajaBamba caMO KAHOHCKUX ObOjekarta 3a BehuHy 3ajiaTaka HUje

IIPeJICTaB/ha0 MPODJIEM.
> make cube A B C D A, By C; D,

Ouuc: Kornka y KAaHOHCKOM IIOJIOXKAjy, Ca Jy?KUHOM CTPAHUIlE jeTHAKOj 1.
Objex@u u aapamempu: Taake A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0),
A4(0,0,1), B1(1,0,1), C1(1,1,1) mw D(0,1,1).

Hoaurnomu: He renepuriry ce moJIMHOMH.

Ob6jawrerve: Kako je KoIKa y KAHOHCKOM ITOJIOXKA]y, He yBOJIE Ce HOBE CHUM-

OOJTMYKE TIPOMEHJbUBE.

> make tetrahedron A B C D
Ouuc: Terpaemap y KAHOHCKOM IOJIOXKA]y .
Objex@u u uapamempu: Temena rerpaenpa umajy woopaunare A(0,0,0),
B(1,0,0), C(c*,¢¥,0) u D(c*,dY,d?), npu uemy ce yBOjie 9€TUPU HOBA Mapa-

MeTpa.

Horuromu: poly, =2 -c¢* — 1
polyy =2+ ¥ — 3
polys =3 - d¥ — ¥
polyy, = 3 - d?? — 2

; Do 1 _ 3 _ V3 _ z _ V2
Ob6jawreerve: ¢ = 5, ¢ = 22 d¥ = ¥ = S, d° = et [Ipumerumo 1a cBu
00jeKTr mMajy Wianm cuMOoJimdKe miin OpojeBHe nmapamerpe. Koedwunujentu
TOJIMHOMA MOPAjy YBEK OUTH Teiu OpojeBH, Ta ce MPAIMOHAHE BPETHOCTH

(Kao ¥ Pas3JIOMIM) MOPA]y YBECTH KOPHUIINEHEM IIOJMHOMA.

> make_pyramid_4side ABC D S
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Otuuc: Tlpasuana nmupaMua y KAHOHCKOM IIOJIOXKA]y — OCHOBA IUPAMUIE je
jemuanuHn KBagpar y xOy paBHHM, BUCHHA IuUpaMuje Huje puKcHpaHa, a
CTpaHe MUPaMUIE Ce jeJHAKE Iy KHUHE.

Objexmu u aapamempu: Tauke A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0) u

S(s”,sY,s%), ca Tpu HOBE CUMOOJIMIKE TPOMEHIbHBE $*, s¥ 1 s°.

Horunomu: poly, =2 -s* — 1

polys =2 -s¥Y —1

Objawmrere: Ilpojekimja Bpxa mmpamue je (s%,sY,0) u oHa JeKu y IeH-
TPy jeAWHWYIHOT KBaJpaTa, Tako Ja s* = s§Y = % IIpumernmo 118 s* Huje

OrPAHUYEHO.

> make_square A B C D

Ouuc: 3amaje ce KBaIpaT y KAHOHCKOM TI0JIOXKA]y, OJHOCHO KBaIpaT Y PABHU
xQy, dnje jeqHO TeMe je y KOOPJAUHATHOM IIOYeTKY, a Apyra JBa TeMeHa Ha

KOOPJIMHATHUM OCaMa W JyzKUHAa CTPaHUIE je jeHaKa 1.
Objexmu u uapamempu: Tauke A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0).

Hoaunomu: He kpeupajy ce HOBU TTOJTMHOMMU.

> equilateral triangle A B C

Ouuc: JemHaKOCTPpAHUYHU TPOYTa0 y KAHOHCKOM IIOJIOXKA]y — HAJA3W ce Y
2Oy paBHH, jeJHA TaYKa je Y KOOPJIMHATHOM IIOYETKY, a JApyra Tadyka je Ha
T—OCH.

Objextiu u uapamemipu: Taake A(0,0,0), B(1,0,0), C(c*, ¢¥,0), ca 1Ba HOBA

napaMerpa c¢* u cv.

Hoauromu: poly, =2 -c* — 1

polys =4 -c¢¥ — 3

> regular_hexagon A; Ay A3z Ay As Ag
Otuc: TlpaBuaHu 11€CTOYTAOHUK Y KAHOHCKOM TOJI0Kajy — Haja3n ce y xOy

paBHHU, jeJIHA TaYKa je Yy KOOPAWHATHOM MOYETKY, & Apyra TadKa je Ha T—OCH.

O6jexiiu u tapamewmpu: Taake A1(0,0,0), A2(1,0,0), As(as, al,0), As(1,af,0),

A5(0,a4,0) u Ag(ag, a},0), ca ueTupu HOBa nmapamerpa al, aj, aj u af.
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Hosurnomu: poly; =2 - a3 — 3
polys = 4(a%)* — 3
polys = aff —3

polyy, = 2a§ — 1

YunpormhaBame mojimHOMAa

Jla 6ucMo MOV J1a TECTUPAMO IPEJJIOKEHY aJINeOPU3AINjy TeOMETPUjCKUX
peJianuja KOpuCTWIM cMO JBe ajarke, GeoProver m Mathematica, meron I'peb-
HepoBux 6aza. lIpBu mpoOsieM Ha KOjU CMO HAMIIINA jé BPEMEHCKO M MPOCTOPHO
OrpaHUYe€e KOje Ce JIeIIaBajIo y OpojHUM cuTyaljamMma 3007 KOMILJIEKCHOCTH CKYTIa
nosmHoMa. Pasiior 3a oBo je Besiuku OpOj MPOMEHJbUBUX U BEJIUKU OPOj IMMOJIMHOMA,
KOju Cy y Tiporiecy ajrebpusaruje kpeupanu. Tpebda umaTu Ha yMy Ja Cy TOJUHOMU
y CTepeOMeTPHjU JOCTa KOMILIEKCHU]U OJ1 OJAroBapajynux moJIMHOMAa Y ILJIaHAPHO]
reOMEeTPHjU. 3aTO CMO MOPAJIH JIa YIIPOCTUMO CKYII JIOOMjEHUX TTOJTHHOMA.

Kopuctuiau cMo npuctym o KojeM ¢MO paHuje JOCTa MUCAJN — XaPUCOHOB ITPU-
cryn 6e3 ryGuTKa Ha OMINTOCTH |78] TaKO IITO CMO OGMPAJIH TIOTOHI KOOPAUHATHH
cucTeM jep u3b0p KOOPANHATHOT CUCTEMa MOXKe 3HATAJHO /18 CMahi KOMILIEKCHOCT
ITOJIMTHOMA.

3a Tpu He3aBucHO 3amare Tauke, A, B u C, moryhe je nzabpartu muxoBe KO-
opauHate Ha TakaB HauuH Ja je A(0,0,0) y koopaunaraom noderky, B(0,0,b%) ce
Hasasu Ha z—ocu, a C(0, ¢¥, ¢*) nexxu y yOz pasuu. Ca oBuM u360pOM KOODMHATA,
Opoj MIPOMEHJBPUBHX je CMaleH 3a IeCT, a oAroapajyhe Hyse 3HaYajHO MOjeTHO-
craBbyjy oanaoMe. OBaj IPUCTYI je 9ecTO KOPHUIINEH y aaredbapckuM MeTOIuMA.
He ytuue mHa ommroct TBphema U OpaBIaHOCT KOPHIINema OBOT IPUCTYIIA je Y
YULEHUIN 1A TPAHC/IAIdje W pOoTaluje MOTY OMTH KOopuIlnheme J1a TpaHchopMu-
Iy TadKe y HhUXOBE KAHOHCKE T0oJIoXkaje. T'paHcialuje u poralyje Cy n3oMeTpuje
IIITO 3HAYU JIa 9yBajy pacrojambe, aju u OpojHe TeOMeTPHjCKe peJaliije Kao IITO
je MHITMIeHIja, HOPMAJTHOCT, MTapaJe/;IHOCT, Mepy yIJia U Jpyre.

bBe3 npumene oBor mMerojia, 4akK W HajjeIHOCTaBHUja TBphema HE MOry OUTH
JnokazaHa. 300poM MOroiHuX KOOp/IMHATA 3HAYAjHO ce ToBehaBa jeIHOCTABHOCT
cucTeMa TOJIMHOMA U THMe aJredapCcKu J0Ka3uBadu cy 3HaTHO epukacuuju. Jlasbe,
MOXKe ce JIECUTH J1a Cy HEKW MOJJMHOMHU BUINAK jep mocTtany jemgHaku 0 m oHIa je
camMo TOTpeOHO m30pucaTh X u3 cucrema. JloJaTHO, HEKHM IMOJUHOMH ITOCTaHY

MOJIMHOMY KOJU UMAjy CaMo jeJIHy POMEHJbUBY HA HEKH CTeleH (MMajy caMo je/laH
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MOHOM) ¥ TH TIOJIMHOMY MCTO MOr'y 6uTu u3bpucanu, a oarosapajyha npomenbusa
Cce MO2Ke IIOCTaBUTHU Ha HYJIA.

[Tope; momenyTor, Tpeba jorr nmaTu HA yMY f1a JokazuBad (GeoProver ne Mmoxe
Jia TpaHc(OPMUIIIE CUCTEM TOJUHOMA KOoju cajpxku jeanakoct 0 = 0 y TpoyraoHu
cucrem. Ca mpyre crpana, meron ['pebHepoBux 6a3a WMILIEMEHTHDPAH y CHUCTE-
My Mathematica auje nmao mpobeMa TPUJINKOM JIOKA3UBaha YKOJMKO Cy Ce Y
cucreMy HaJjiazum nojunomu 0 = 0 wim ¢; - 7 = 0.

Panuje cmo Beh Bujenmm kako ce moromHo mory 3agatu Tema. (O Tome cmo
nucayim y ojiesbky 6.4 m ympaBo m300p Ja Teja CTaBUMO Y KAHOHCKHU ITOJIOZKA)]
3HAYAjHO yTUYe Ha yIporrhaBame MOJTUHOMA.

Haaspe, mpuMeHuI CMO jOIII je/IaH METO/I 338 CUMILIN(MUKAIIA]Y U TO Y CIyIajy
KaJla IMaMO IOJIMHOMe OOJIuKa ¢; - & — ¢; - ¢; = 0 mimu ¢; - x; + ¢ - ; = 0. Axo 6e3
ryOUTKa Ha OIIITOCTH MPETIIOCTABUMO 2 J < ¢, 3aMEHUMO CBAKO I10jaB/bUBAIbE T;
ca T; y IPBOM CJIy4ajy, OJHOCHO CBaKO IOjaB/bUBAILE T; Ca —Ij, OHJIa MOXKEMO 1
MOMEHyTe TMoJMHOMe n30pucatu n3 cucreMa. OBuUM ce cMambyje u Opoj MoJTUMHOMA
u OpOj IPOMEH/bUBHX.

Jenan oy HAJKOMIJIEKCHUJUX ITOJMHOMA KOjU €€ MOT'Y JOOUTH TOKOM aJIredpu-
3algje je IMOJIMHOM KOju ce jobuja o penaiyje ,jeanaku yrjosu . lIpummkom
JIOKa3WBarba TBPhHema O jeJHAKOCTH YIJIOBa, joka3uBad (GeoProver je mocturao
npocTtopuu JimMuT Beh HaKoH Hekomko kopaka. Ca apyre crpane, meroj ['pebe-
HepoBux 0a3a u3 cucrema Mathematica je pajgnuo HEKOJMKO CATH HAKOH Ye€ra CMO
pelmM Ja IMPEeKUHEMO JI0Ka3uBame (a4 HUCMO JIOOWJIM OJTrOBOD JIa Jik je TBphe-
e Tadno). lloroMm je MOIMHOM 3a jeJHAKOCT YIJIOBa IOJE/bEH y BHUIIE MAMUX,

jeTHOCTAaBHUjUX TOJTUHOMA

scalary = 1@ . l@

—
scalary = CK - DK

distcx = |CK|
distpg = |DK]|
distyo = |AO|
distgo = |BO)|
poly = scalary x scalary * distoi * distpg

—scalarg * scalary * dist 40 * dist o

Nako cmo oBuM moBehasm cKyn moJamHOMa, 00a JIOKa3uBavda HUCY MMaJia Ipo-

Os1eMa IPUJIMKOM JIOKa3UBalba UCTOT TBphema u 00a Cy JOKa3UBambe 3aBPIIMIA Y
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KPATKOM BPEMEHCKOM TIEPHOJY, OKO jeJTHE CEKYH/IE.

domaTHo nozemaBame nojumHoMa 3a ByoB meton

HajuntepecanTHuju nmpuMep NpujImKOM 3ajlaBamba peslalnja Koje 3a0BOJbaBa
TavyKa je CIydaj Impeceka MpaBuX. ¥ TPOJIMME3MOHOM IIPOCTOPY HEMAjy CBe IIpaBe
Ipecek, HEKe Cy TapaJiesiHe, ajini HeKe Mory omtm m Mumowsasue. lloriemajmo
peJialujy u moJMHOME KOje OHA T'€HEPHIIIE.

intersection lines A [y Iy

Ouuc: Tauka A je npecek nBe mare mpase [, u .

Yaasz: Ilse nare npase [ u [y 33/1aTe CBOjuUM mapaMeTpuma, (IOCMATPaMO CaMO
JIPYTH HPUCTYTI, CIMYHA CATYaIja je 1 y pBom npuctytry) I (137, 1Y, 157 10 17 17
" l2(lgx7 lguv l§z7 lgz l§y7 lgz)

Hosu objextu u Gapametapu: Taaka A ca cumbosmarnm kKoopauaaTama (a”, a¥, a?).
[Tapamerpu k u ko KOju peioM Ipe/CTaB/bajy pasMepe mpaBux i u ls.

Hoauromu: IlomuaoMuU ce reHepuIlly KOpuIlihemeM IpaBuJia: intersection -

lines A l; I, = incident A [; u incident A [y

Hoauromu: poly; = a® — ky - 177 — I7*

polys = a? — ky - 11¥ — 11*

polys = a® — ky - 13 — I1®

poly, = a* — ko - 157 — 187
Uy

polys = a¥ — ky - Iy" — 15

polys = a® — ko - 157 — 15*

Ob6jawmrerne: Kako Tauka A npunana obema mpasama [; (Koja je Jara Tadkom
point ﬁ U BEKTOPOM ﬁ) u [y (mata taukom 5 u BekTOpOoM (%), OHma Tadka A
MOpa Jla 3aJ0BOJbY FHUXOBE MAapaMeTapCKe jeJIHavrHe, OJHOCHO, MOpa Jia BaXKu
AP it Tud=T+1 1.

OHO 1ITO je BayKHO je /Ja OBU IIOJTMHOMHU KOPHUCTE JIBE€ HOBE MPOMEHJbUBE ki U
ko koje pesrom mpescTaB/bajy padMepe npasux [ u ly. To 3nauum na je ykynan 6poj
HOBUX TTPOMEHJbUBUX TET, a MOCTOJU IIECT MOJUHOMA KOje OBa peJialuja TeHepHu-
me. AKO Cy CBUX IIECT IMOJMHOMA YKJbYYeHH y CKYII IOJIMHOMA, OHJIa Huje Moryhe
OJIPEJINTH €KBUBAJIEHTHU TPOYTAOHM CHCTEM je€p MMa BHIIE ITOJTMHOMA HETO HEIO-
3HATUX MPOMEH/bUBHUX. JIOBO/BHO je mer mosmHOMa ja OU ce OJIPE/INJIO PEIeHhe

cucTeMa, OJTHOCHO BPEJHOCTU CBUX ITapaMeTapa, a IIPEOCTAJIH, IEeCTU MOJIMHOM je
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y dyHKIMju ompasaaBama periema. OIHOCHO, YKOJIMKO Cy TadKe MUMOUJIA3HE, 34
U3padyHaTe BPEIHOCTH IIECTH MOJUHOM Hehe OMTH jelHaK HYJIM, MAKO CYy OCTaJ A
[IOJIMHOMU jJeTHAKY HYJIU. BUJIO KOju OJ1 33/1aTuX MIeCT MOJUHOMA MOXKe OUTH HC-
KJbyUY€H U3 CUCTEeMAa, ajIu MOpa OUTH IIPOBEPEH KOPUIIhemeM JI0Ka3uBada Jia Jin je
U OH HyJa (aKo HuUje, OHJA TBpheme y OMIINTeM CJIydajy He BarXKu).

Nnaxk, y 3aBucHOCTH O] cucTeMa, Tpeba ONTHU TaKJbUB MPUJIMKOM M300pa KOju
HOJTMHOM M36AIUTH U3 CKyna nojimHoma. Ha npumep, weka je (1, 1,0) BekTop npase
l1, a Tauka koja joj mpunaza je (0,0,0) u meka je (0,0, 1) BekTop npase Iy, a paBa

caapxku Taduky (1,1,1). Tama, cucrem mobujeHux mosuHOMA j€:

Polynomials: poly, = a® — k;

polys = a¥ — ky

polys = a*
poly, = a® — 1
polys = a¥ — 1

polys = a® — ko — 1

Kao mro ce moxke nmpumMeTuTH, jeJIMHU MOJMHOM KOjU MMa NPOMEHJ/bUBY Ko je
MOCJICIbYA TIOJIMHOM. 3AaTO, IOCJEIIbN MOJUHOM Ce He CMe u30aIuTu U3 CKyIa
IMOJIMHOMA, a Moryhe pemieme je u3damuTu moJmHoM polys. Mako ce cBe ciudne
crienupuyHe CUTyaIlje MOTY JIAKO JIETEKTOBATHU, MMILIEMEHTalrja n300pa Koju
MMOJIMHOM HM30aIMTH, & KOje MOJUHOME 3aJp:KATH je MPUJINIHO HEe3TOIHA jep je
IMOTPEOHO MHOTO if—else uCIuTUBabA.

Crnmgan npobiieMm je n Kog pesaruje intersection_4points M A B C' D u na

WCTOBETAH HAYWH CE€ U OBaj IPOOJIEM peraBa.

ExcnepumeHTnn

YV oBOM morIaB/by heMo mpecTaBUTH pe3yJiTaTe TeCTHPaba aaredpusalimje Ko-
purthemem cucrema, (GeoProver u I'pebnepoBux 6a3a IMILIEMEHTUPAHUX Y CUCTEMY
Mathematica. Ilpumenuium cMoO MeTojle HaA JBaJIECET U IeT HpodJeMa u3 30UpKe
3ajaTaKa ,,30MpKa 3a/1aTaKa U3 reOMeTpHje IPOCTOpa 3a MPUIIPEMY IIPUjEMHOT HC-
nuTa Ha ApxurekToHckoM dakyarery” [174], Ha Tpu 3amarka u3 ,,30uUpKe 3aaTA-
ka u3 reomerpuje”’ [85] u Ha mpobieM jeIHAKOCTH yTJIOBA MPEJICTABIHEH Y Pay O

IIPUMEHN ayTOMATCKHX JOKa3WBa4da Ha HpO6JIeM€ ca OJII/IMHI/Ija,H‘a N3 MaTeMaTuKe
[152].
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IIpumep Hopmasia Terpaeapa. Hexa je ABCS wetupaegap u Hexa cy hy, hy,
he u hg pegom sucune uz wemena wewpaegpa A, B, C u S wna ogzosapajyhe

Hacupamme cuparuye u weka je H upecex hy u hy. Taga H uputiaga u sucunama
hs u h,.

Cnuxka 6.3: Hopmage teTpaejipa ce CeKy y MCTOj TauKu

TBpbheme ce Moxke 3amucatu Ha ciejehn HaIWH:

make_tetrahedron A B C S

plane_points oy A B C plane_points ap B C' S
plane_points a3 A C S plane_points oy A B S
orthogonal_line_plane h; a; S orthogonal_line_plane ho as A
orthogonal_line_plane hs as B orthogonal_line_plane hy ay C
intersection_lines H; hi ho intersection_lines Hy ho hg

intersection_lines Hj3 hg hy

equal_points H; Hs
equal_points H; Hj
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Kako je Terpaemap y KaHOHCKOM IIOJIOXKA]y IIPeMa caMOj KOHCTPYKIUjH, KOOP-
muaare Tadaka cy A(0,0,0), B(0,0,1), C(xy,z2,0) u S(x3, x4, x5) npu gemy cy xi,
X9, X3, T4 U T5 3aBUCHE NPOMEH/bUBE M HAJa3e Ce y MOJMHOMHUMA KOjU OIUCY]Y
Terpaesap (moryiesiaT y paHujeM IOrJIaB/by IOJUHOME 3a TeTpaeaap 6.4).

Kana ce musBpmm anredbpuzaruja KOpUIIhemeM Jpyror MpUCTyna, jaoduja ce
38 moJIMHOMA KOjH OIMCYjy peJanuje Mehy objekTuma, 6 moamHOMAa 3a Koje Tpeda
JIOKA3aTH /13 Cy jeJIHAKK Hy/IU (OJHOCHO TH TIOJIMHOMHU Cy TIOJIMHOME KOJU U3DazKa-
Bajy CBOjCTBO Jla Ce BUCHHE CeKy y jeaHOj Tauku) u 41 mpomersbua. Ilorom wie
IIOCTYIIAaK TI0jeIHOCTaB/hUBaIba U aHAJIM3E JIOOMjeHUX IOJIMHOMAa. bpoj mojmHoMa
KOju OIHCYjy pejalyje ce cmamu Ha 29, a u 6poj MPOMEH/bUBUX Cce cMarbu Ha 29.
Bpoj monmuroMma 3a Koje Tpeba mokaszaru ja cy Hyna je 9. Moxke butn 4dyHO 114
ce 6poj mosImHOMA 3a KOje Tpeba JokasaTu Jia cy Hysa yBehao, ajau To yBehame ce
n06uja 3600r mpeceka npasux. Hanme, tauke Hy, Hy u Hj (3a kKoje Tpeba moka3aTu
Jla Cy jeslHa McTa Tadka) ce j00mjajy Kao IMpeceKk MPaBUX, OJHOCHO ojroapajyhux
BucuHa. Kako 3a mpecek mpaBux Tpeba JI0Ka3aTh Jga OHE HUCY MUMOWJIa3He, Beh
Jla ce 3aucTa W CEeKy, 3a jeJlaH WJIU BUIIlE MTOJIMHOMA IIPECceKa je MOTPeOHO JI0Ka3a-
TH JIa OHU II0J] JJATUM ycJIOBUMA cy Takohe mysna. O oBoMm mpobJieMy je TOBOPEHO
panuje 6.4. Ilomunomu 106MjeHN HAKOH I10j€/IHOCTAB/bUBAaIba CYy 3HATHO Kpahu u
Hajuernhe ce cacroje oj camMo JBa MOHOMAa (y MOYETHOM CKyIly Cy OWJIM 3HATHO
KOMILJIEKCHUJU U Y MPOCEKY Cy ce cacrojasiu ox 7 moHoma). Oba anrebapcka jo-
kasuBada (GeoProver u meron 'pebHepoBux 6a3a MMILIEMEHTHUPAHUX Y CHCTEMY
Mathematica) cy 6umu ycrentsau y 10oKa3uBamy Ja Cy CBUX JIEBET MMOJUHOMA je]I-
naku Hysu. IIpoceuno Bpeme nmorpebno 3a nokas y cucremy GeoProver je 0.0862
CEeKYHJIE.

Kana ce uzspmu anredpusanuja kopuiiihemeM TPBOT IPUCTYIIA, jgobuja ce 34
ITOJIMHOMA KOju Omucyjy pesanuje mehy objekTuma, 6 moimHOMa 3a Koje Tpeda 10-
Ka3aTH J1a Cy jeJIHaK! HyJIU U 33 mpoMeHsbuBe. HakoH moje/iHocTaB/buBama 100uja
ce 22 moJIMHOMa, KOju OIHUCYjy pesaluje Mehy objekTuma, 9 momHoMa 3a Koje Tpeda
JIOKA3aTU Jia Cy jeJIHAKU HyJu (MCTH Pa3Jjior Kao W y JIPyrOM MpUcTyiy) u 25 pa-
3JIMYUTUX poMensbuBHX. [losimHOME Cy 3a HUjaHCY KOMILJIEKCHUjU HETO Y IIPBOM
OpUCTYIy 1 y Tipoceky umMajy 4 monoma. Oba asnrebapcka gokasusada (GeoProver
u meros ['pebuepoBux 6a3a umiieMenTupanux y cucremy Mathematica) cy Guim
YCIEIIHU Yy JIOKA3WBAILY Jla Cy CBUX JIEBeT IMOJUHOMA jennaku nymu. [Ipocedno

BpeMe moTpebHo 3a jioka3 y cucremy GeoProver je 0.1132 cexkywne.
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6poj

IpOCeYaH

Opoj ITOJTUHOMA Opoj Opoj mpo- BpemMe
IIOJIMHOMAQ MEHJBbUBUX
JOKa3a MOHOMA
pBYr 922 9 4 95 | 0.1132s
MPUCTYTI
APYTH 29 9 7 922 | 0.0862s
NPUCTYTI

Tabena 6.1: Ynopeguu mpruKa3 yCHENTHOCTH aJredpusaliije y OJHOCy Ha n3adpaHu

IIPUACTYII

IIpumep jeanakmx yrJioBa.

Hexa je ABCD wewpaegap u Hexa je wawka O

uenwap ouucanoz kpyza wewpaegpa ABCD. Hexa cy wawke K, L u M pegom
cpequne ctipanuuya AB, BC uw CA. Jloxasatwiu ga je /KOL = ZLOM = ZMOK.

Crnuka 6.4: Tepheme o jennakum yrjaoBuMa u3Mmehy HaTux JIyzKH

Tspheme ce Mmoxke 3amucaru Ha ciaejehn HAIMH:

make_tetrahedron A B C' D

line_orth_plane_4points Iy A B C D
line_orth_plane_4points I A C D B

intersection_lines O [ Iy

194



I'VIABA 6. AJI'EBAPCKH METO/IU U CTEPEOMETPUJA

midpoint K A B
midpoint L B C
midpoint M C A

equal_angles K O L L O M

Kao u y mperxomHom mpumepy TeTpaeiap je y KAHOHCKOM IIOJIOXKA]y IIpemMa
camoj KOHCTpyKuuju, Koopauuaare tadaka cy A(0,0,0), B(0,0,1), C(z1,22,0) u
S(z3, x4, T5) IPU YEMY CYy T, To, T3, T4 U Tz 3aBUCHE IIPOMEHJbUBE U HAJIA3E CE Y
MOJIMHOMIMA, KOjU OIHUCYjy TeTpaeaap (IOTIeIaT y PaHujeM HOIJIABJbY TOJTIMHOME
3a Terpaemap 6.4).

Kopumthemem npBor npucryna gobuja ce 31 mOJMHOM KOju MPEJ/ICTAB/bA peJia-
nuje mehy o0jekTnMa, 1 TOJTMHOM 3a KOjH je TOTPEeOHO JOKA3aTH Ja je jeJHAK HyJIn
n 36 npoMmen/buBUX. HakoH IojeqHOCTAB/HUBAHA, J100Kja ce 4 TTOJIUHOMA 33 KOje
Tpeba JIoKa3aTu Jla Cy jeJHaku Hysu (3 MOJMHOMA CJIy?Ke Kao MpoBepa Ja Jiu ce
paBe 3aucTa CeKy, a jeJaH IMOJIMHOM CJIYZKHU 3a IIPOBEPY YIJVIOBa), 24 Koju omwucyjy
peistaruje Mehy oOjekTuma u 18 paznumunTtux npomensbuBux. Mebhy nobujennm mo-
JIMHOMUMA, 15 MOJIMHOMA je MPUJINYIHO JeJIHOCTABHO M CaCTOje ce OJ] JiBa MOHOMA.
Nnak, nmpeocTajau mOJMHOMEU Cy KOMILIEKCHUA U CACTOj€ Ce Yy MPOCEKY OJf OCaM MO-
Homa. Meron I'pebrepoBux 6a3a je 6Mo ycremian y JOKa3uBamwby Jia Cy CBUX JIEBET
nosmmaOMa, jepuaku Hyiau. Cucrem GeoProver nuje 6uo ycuerran u nakon 0.481
CEeKYHJIe TIPUjaBHO je TPEIIKY J1a je J0Cerao IMpeBUheHrn MEMOPU)CKU JUMUAT 300r
nosmHOMa Koju uMa 3339 monoma (enr. Space limit exceeded in pseudo divisi-
on. Obtained polynomial with 3339 terms). Ilpocedano Bpeme moTpebHO 3a JTOKA3
Jla Ccy TMOJIMHOMHU KOjU TPOBEPABajy Jia JIM UMa, [IPECeKa je/IHAKU HYJIU Y CUCTEMY
GeoProver je 0.377 cexkyumy.

KopumihemeMm gpyror npuctyma, 0poj go0ujeHux mojuHoMa je 28 U jeJiaH Io-
JITHOM 3a KOjH je IMoTpedbHO J0Ka3aTH Jia je HyJa, Opoj npoMeHbuBuX je 32. Hakon
cpebuBama 1 aHa/M3e MOJIMHOMA IIpeceKa /1o0uja ce 24 moJMHOMa U JIBa IIOJIMHOMA,
3a Koje je moTpebHO J0Ka3aTu Jla cy Hyla u 24 pa3auyduTe TPOMEHJ/bUBE. ¥ OBOM
npuctyny 18 mosmHOMA je OWII0 jeJHOCTABHO M CACTOjaJIo ce M3 JBa MOHOMA, JIOK
je npeoctanux 6 MOJIMHOMa KOMILJIEKCHH]E U CacTOoje ce Y IIPOCEKY O 8 MOHOMA.
O6a anrebapcka jokazuada (GeoProver u meron I'pebHepoBux 6a3a UMILIEMEH-
Tupanux y cucremy Mathematica) cy GuaM yCIENIHU y JOKA3UBAKY N4 Cy CBUX
JIEBET TOJIMHOMA, je/IHAKU Hy/u. Bpeme morpebHO 3a JI0Ka3 Jia je MOJUHOM KO-

ju mpoBepaBa Jia Jiu UMa Ipeceka jeHak Hysu je y cucremy (GeoProver jemHaka
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0.081 cexyHnmy, a BpeMe 3a JI0Ka3 Ja je IMOJMHOM KOju ITPOBepaBa jeJIHAKOCT YTIJIOBA

jemaak myau y cucremy GeoProver je 0.835 cexymje.

6p0; 6poj mpoceTa 6p0j 11po-
ITOJIMTHOMA, 6poj Bpeme

TOJTMHOMA, MEHJbUBUX

JI0Ka3a MOHOMA,
— Memo-
p 24 4 7.2 18 pUCKU
npuetyn AUMUL
APYTH 24 2 3.5 24 | 0.835s
MPUCTYTI

Tabena 6.2: Yrnopeauu mpruKa3 yCIENTHOCTH ajredpusaliije y oJHOCy Ha n3adpaHu
IIPUACTYII

OHoO 1ITO Ce MOYKe TPUMETUTHU HAKOH OBa JIBA jeIHOCTABHA TIPUMEPA je Ja IMPBU
IIPUCTYII T€HEPUIlle Mame MPOMEH/bUBUX, aJIU Jla JIDYTU IIPUCTYI T'€HEpPHIle jeli-
HoctaBHuje mouHoMme. Kako he ce mokasaTu Ja/buM TeCTUPAEM, KOPHUIITHeHUM
ajarebapCKuM JIOKa3WBAYMMa BUIIIE OJI'OBapa KaJa Cy MOJUHOMHU jeIHOCTABHUU U

3aTO Cy OWJIM YCHEITHUjU KaJa je KOPUIINeH APYTH MPUCTYII.

Pesynratu merone I'pebHepoBux 06a3a MMILNIEMEHTHUPAHUX y CUCTEMY
Mathematica. Meton I'pebuepoBux 6a3a Kajia je KOpuIrheH MpBU MPUCTYIT HAJT
29 npobiiema je 6wo ycmemman 23 myTa U HHje J0Ka3ao TBphHema HAKOH 5 MUHYTA
3a 6 mocMaTpaHux mpobsema.

Kana je xopurrhen meron I'pebuepoBux 6a3a anu Kaja je ajaredpusalimja pa-
bena npyrum mpuctymoMm, Metond ['pebHepoBux 6a3a je Omo ycmemaH y cBux 29

IIOCMAaTpPaHUX MpodIeMa.

PesyaraTtu cucrema GeoProver. Cucrem GeoProver kaja je kopuiirtheH npBu
IpUCTyI je Omo ycnerman camo 13 myTa. ¥ PasjImduTuM HTPOOJEMUMA JIOJA3UIO0
je JI0 pa3IuyuuTUX rpelraka 300r KOjux HHUje YCIIENTHO JIOKA3 3aBPIIEH: JOCTUTHYT
je Bpemencku smmut (enr. Time limit reached.), TOCTUTHYT je MEMOPUjCKU JINMUT
(enr. Space limit reached.) wim ce noromuia renepasta rpemka (eur. General er-
ror occured.). Tlocienta rpemnka o3Ha4aBa J1a JoKasuBad Huje 6uo y moryhuocru
Jla HAIpABU TPOYTaOHU CUCTEM jenHadwaa. To Ha jga/be 3HAYU 7A@ je MOTPeOHO
JIOIATHO MCTPAXKUTHU OBY CHUTYAIUjy ¥ ITOTEHIINjaJIHO U3MEHUTH yJIa3He ITOJTIMHOME

Ja 6u ce oBa rpemka usbersa. Mnak, 3a caja HACMO y MOTYyNHOCTH & OBaKBO
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IIOHAIIIAKkEe CIPEYNMO jep aKO Ce TOKOM TpHaHryjanyje nojaBu nojmHoM 0 = 0
JIoKa3uBad he mpujaBUTU TperiKy. ¥ IMOYeTHOM CHUCTEeMy je JJaKo Moryhe peru-
CTPOBATH Ja JIi TAKAB MOJUHOM IIOCTOjU, &JIU HUje JIAKO MOryhe OJIpe/iuTu Jia JIu
he ce y mporiecy TpuaHTryJaluje TakaB IIOJMHOM CTBOPUTHU jep je TOTPeOHO UCIH-
TaTu ofHOCEe MeDy JaTuM IMPOMEHJPUBUMA U 33JIaTUM MOJJUHOMUMA, IIITO je JTOCTa
KOMILJIEKCHO ITUTAIHE.

Kopumhemem apyror npuctyna y asredpusanuju, cucreM (GeoProver je 6uo
HEIIITO YCIIeNTHUju, 0J1 29 mocMaTpaHux mpobdjeMa, cucteM je Ouo ycrnerman 22 1my-
Ta. ['pemke 300r KOjuX HUje yCIEO Jla 3aBPIIMU JIOKA3€ Cy: BPEMEHCKHU JIUMUT je

JOCEruyT Wik ce JOI'0/[UJjia I'eHepaJiHa I'pElIKa.

I | .

GeoProver | GeoProver pebricpo pebHepo

ge base se basze

ycmex Heychnex

ycrex HeyCIex

npBU 3 o . )
OPUCTYII

Apyru 99 - 2 .
OPUCTYII

Tabena 6.3: Ynopeanu npukas yCIEITHOCTH JOKa3WBada W IMPUCTYIA ajaredpusa-
mnuje

3akJpydak

[Ipema Harmem 3HaBY He MMOCTOjU jaBHO JOCTYHAH ayTOMATCKU JOKA3WBAYT 32
crepeomerpujy. Aurebapcku JokasuBaun (kao mTo je ByoB meron wim meron
['pebrepoBux 6aza) MOry Ja JIOKadyjy U TBphema y CTepeoMeTpuju, ajau je Io-
TpeOHO Ta TBphema MPeJICTABUTU Y TIOJTUHOMUJATHOM ODJIUKY.

Y oKBHUPY OBe Te3e M3ydaBaju CMO KaKO Ce MOXKEe M3BPIIUTHU ajredpusaruja
reomeTpujckux TBphema. lloctynak anredbpusamnuje objekara u pesaiuja y crepe-
OMETPHjHU je Moryhe YYMHUTH Ha BUIIEe HAUUHA ¥ MU CMO Y OBOM PaJIy IIPEICTABUIIN
nBa npuctyna. 1IpBu mpucTyn yBoau caMO KOOp/IMHATE Tadaka, a JAPYTH MPUCTYII
y je/lHaYuHe TOJIMHOMa yBOJM U KOOD/MHATE MPABUX U PABHU KOj€ YUECTBY]Y Y
reoMeTPHjCKOM TBphemy.

[Topemmm cmo oBa JiBa MPUCTYTIA HAJL UCTUM CKYIIOM IIPOOJIEMa W MOKPETAJIN
cMo nBa ajrebapcka J0Ka3mBada, JIOKA3WBa4Y 3aCHOBaH HA MeTonu ['pebHEpoBUX

ba3a u JoKa3uMBa4d 3acHOBaH Ha ByoBoj MeTomu. Jejman o mpBUX 3aK/bydaka je Jaa

197



I'VIABA 6. AJI'EBAPCKH METO/IU U CTEPEOMETPUJA

ByoBa meTosia 3axTeBa CKyII ITOJIMHOMA KOjU Ce MOTY TpaHC(OPMHUCATH y TPOyTa-
onn cucrem. l[lokazajo ce ja je MOHEKAJ ] Taj YCJIOB TEIIKO WUCIIyHUTH, a IOCEOHY
norermkohy je mpaBuiia pesaruja rnpeceka gse mpase. Mako ce oaj mpobiiem Mmoxke
peImMTH, MHOT'O TOTOHUjHU 3a paJi je MeTo ['peOHepoBux 6a3a KOju OBaj 3aXTEB
nema. Jlpyra Bakna ocoOunHa oBe ayToMarusaluje je ouaa epuKacHOCT JOKA3UBa-
ha y 3aBUCHOCTHU O] M3a0paHor MeTojia aJirebpusaimje. TecTupamem ce MmoKasaJio
J1a je 60Jbe KaJia cy MOJMHOMHU jeJHOCTaBHU 0e3 o03upa Ha O6poj mojguHoOMa U Opoj
IPOMEHJ/BUBUX. ¥ KOJUKO Cy TOJMHOMU KOMILJIEKCHU, OHJIA Cy aJre0apCKu JIOKa-
3uBadM OWan Mame ycrnerrau. CTora ce Apyry MPUCTYI ITOKa3ao Kao 00J/bHU jep ce
KOpHIIhemeM TOr IPUCTYIa 00ujajy jeJHOCTAaBHUjU TTOJTUHOMMU.

Jemna o BaykHUX TeMa KOJI aiaredbapckux JI0Ka3uBada jecy yCJIOBH HeJereHePH-
CAHOCTHU W y JlaJbeM paJry Ou Tpebasio MCIUTATH KAKO JIaTH TeOMETPUjCKY WHTEp-
npetanujy aodujeHnuM ocraruMma rmojgnaoMa. Ilopes Tora, moxkespbHO je MponupuTu
CHUCTEM TaKo Jia MOXKe Jia obyxBaru u 0bsa resa (cdepe, Kyle U BabKOBE) U KAKO
OJIPEeTUTH OJTHOC TIPECEKa MPABUX Ca OBUM TEJINMAa jep TpPeceKka MOXKe OWTU BWUIIIE.

Y napem pajly 1ub je HAIPABUTU 3a0KPY2KEH CUCTEM 3a e(PUKACHO BU3YEJIU-
30Baibe U JIOKa3uBaibe mIpobsemMa y crepeomerpuju. Kao npBu Kopak Ou TpebaJso
[I0BE3aTU HAIPAB/bEHU JIOKA3WBAY Ca JUHAMUYIKUM IeOMETPUjCKUM CO(PTBEPOM KO-
ju O MCTOBPEMEHO YCIEITHO BU3YeJU30BA0 U JIOKA3WBAO I'€OMETPHUjCKA TBpDEmba.
Jormn jenan 3aHMMIBUB KOpak 6m Morao ja Oyze Tpancdopmaliyja reoMeTpHjcKux
TBphema ca MPUPOJIHOT je3UKa Y TEPMOBCKY PEIpPE3eHTAIN]y KOja OU MOCITyKUIa

3a UCIPTaBabe U JIOKA3WBaIhe OBOI' T€OMETPHUjCKOT TBphemba.
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I'maBa 7

3akJbydnu U JaJbu paj

7.1 3akipydnu

Y oBoj Te3u mnpeacTaBun cMo popmasuzanujy lekapToBe KOOpIuHATHE PaB-
Hu y okBupy cucrema Isabelle/HOL. JlaTo je HEKOJMKO Pa3IMIUTUX JeDUHUIIU]A
JlekapToBe KOOpJIMHATHE PABHU U JIOKA3aHO j€ J1a Cy CBe Jie(DUHUIIN]je eKBUBAJIEHT-
ve. Jledunuiuje cy npeysere u3 CTaH apIHUX YVIIOEHWKA, aJId je OUJIO MOTPEeOHO
nouhu HUBO puroposznHoctu. PopmaJsiHo je Jo0Ka3aHo ja /lekapToBa KOOpauHATHA
paBaH 3aJ10BoJbaBa cBe akcuome Tapckor u Behwmny akcmoma Xusbepra (yKiby-
qyjyhu un akcumomy HenpexrwuaHoctn). I[lokazaso ce ma, mako je Behuna TBphema
jeTHOCTaBHA, TOKa3 THUX TBPhema 3aXxTeBa KOMILIEKCHA M3padyHaBarma U BEOMA je
3axTeBaH 3a GopMaIr3alKjy. 3aTO Ce BEOMa 9eCTO KOPUCTH TEXHHUKA 06e3 IryOonTKa
Ha OIIIITOCTH KOja Ce 3aCHUBA HA M30METPUjCKUM TpaHchopMaIjama.

Y okBupy dopmanauzaimje XunepoboJmIke reoMeTpuje IpeCTaBUIn cMO (hop-
MaJIM3aIIjy TeOMeTpHje IPOIpeHe KoMIIeKcHe papai C KopummhiereM KOMITTEK-
CHE TPOjeKTuBHE paBHM, aju U Pumanoe cdepe. DPopmannzoBaam CMO apuT-
meruuke onepanuje y C, pasmepy u jgBopasmepy, TeTuBHy Merpuky y C, rpymy
Me6ujycosux TpancdopMalmja i BIXOBO jejcTBo Ha C, HEKe meHe CIIenujasIHe
nojrpyte (eyKJInJICKe CJIMIHOCTH, poraimje cdepe, ayToMopdusMe JIUCKa), Kpy-
rompaBe U IbUXOBY Be3y ca KPyroBHMa W IIpaBaMa, TETUBHOM MeTpUKoM, Pumano-
BOM c(epoM, jeIMHCTBEHOCT KPyTrompasu, JejctBo MebujycoBux TpancdopMmalimja
Ha KpPyTompaBe, TUIIOBE M KaPJAWHAJIHOCT CKyIla KPyTompaBe, OPHjeHTHCAHE KPY-
rompase, ogHoc u3Mehy MebujycoBux TpancdopMmaliija U OpUjeHTaIlnje, CBOjCTBO
ouyBama yIjia HaKOH jejcTrBa MebujycoBux TpancdopMmanmja uti. Kibydan Kopak

je 6uo Ja ce KopucTu anrebapcka perpe3eHTalrja CBUX BayKHUX objekaTa (BEKTO-
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pa XOMOTeHUX KOOpJnHaTa, MaTpuiia 3a MebujycoBe Tpancdopmaliije, XepMUTCKE
MaTpuiie 3a Kpyrompase uti.). Ilokazasmo ce ma je ajarebapcku MPUCTYIT JATEKO
CYIEPUOPHUjU ¥ JOKA3UBAILY Y OJHOCY HA M€OMETPUjCKU MPUCTYI. Pejamnujy ns-
Mebhy y IloenkapeoBoM IuCK MOJIeJIy CMO JIe(DUHUCAIN KOPHUITNEemeM aaredapcKor
MPHUCTYTIA W TOKAa3aHO je na mmecT akcuoma Tapckor Baxke y IloenkapeoBom amck
Mozety u jia EykimioBa akcruoMa mapaJjieIHOCTA He BaXKU.

Kana je y nuramy dopmanauzanuja aaredbapcKux JIOKa3uBada y TeOMeTPHUju
u3BpIeHa je dopMannsalmja ajredOpusalyje TBphema y IIaHapHO] T€OMETPHjHU.
Aurebapcku JoKa3uBaY 3aCHOBaH Ha MeTou | pebrepoBux 6asa je Beh dopmasin-
30BaH y OKBUPY cucrema Isabelle/HOL. Y oKkBUDPY OBe Te3e M3ydaBaJd CMO KAKO
ce MOXKe U3BPIINTH ajaredbpusaryja reoOMeTPUjCKUX TBPhema 3a1aTuX Y TPOIMMEH-
sroHaJsHOM mpocTopy. Iloctymak aJsirebpusaiuje objekara M pesaliidja y CTEePeo-
MeTpHuju je Moryhe yYUHUTHU HA BUIIE HAYUHA U MU CMO Y OBOj TE€3U IPEJICTABUIIN
nBa npuctyna. 1IpBu mpuctyn yBogu caMO KOOp/IMHATE Tadaka, a JAPYTH IIPUCTYII
y jeJJHauYmHe IIOJIMHOMAa YBOJM M KOODJWHATE IIPABUX M PABHU KOje yUIeCTBY]Y Y
reomerpujckoMm TBphemwy. llopeamnu cmo oBa mBa mpuUCTyna HaJ UCTUM CKYIIOM
pobJjieMa U MOKPeTad CMO JIBa ajiredapcKa JI0Ka3nBada, JIOKa3uBad 3aCHOBAH HA
Metonu ['pebHepoBux 0a3za m goka3uBad 3acHoBaH Ha Byooj meromu. Tectupa-
IbEM Ce IMOKa3aJjo J1a je J0Ka3uBambe edpruKacHUje KaJda Cy MOJUHOMHE jeTHOCTABHU
6e3 o03upa Ha 6poj mosmHOMa 1 OPOj TPOMEH/BUBUX. Y KOJIUKO CY TTOJTUHOMU KOM-
IJIEKCHY, OHJ[A Cy aJredapcKu JIoKa3uBadu Oman Mambe ycrerrau. Crora ce 1pyru
IPUCTYT y (DOPMAJIM3AIIjH TTOKA3a0 Kao O0JbU, jep ce KOPUIINEemEM TOT IIPUCTYTIA

J100Mjajy jeTHOCTABHUjU TTOJIMHOMU.

7.2 Jaspu pap,

Y okBupy dopmanuzaimje aHAJIUTHAIKE FeOMETPHUje pPaJjl Ce MOXKE HACTABUTH
Ha popMmauzanyju ga Hama jedbunnunyja JlekaproBe KoopnHATHE PaBaHU 3370~
BOJbABA CBe aKCcHoMe XWJOepTa, OJHOCHO YBECTH II0jaM yTJia, MOKa3aTu MOTped-
Ha CBOjCTBA W OHJIA JIOKA3AaTU AKCUOMY KOMILJIETHOCTH. ¥ HAIlleM JIaJbeM PaJLy
IUTAHUPAMO J1a JTeDUHUIIIEMO AaHAJTUTUIKY T€OMETPU]Y Y OKBUPY AKCHOMATU3AIIA]E
Tapckor wim Xunbepra. To 6u omoryhmio ga qoKakemMo KaTeropuvaHOCT U CUCTe-
Ma akcroMa Tapckor u cucrema akcroma Xuibepra (M jia JIOKayKeMo Jia Cy CBU
MoJiesin u30MOpdHU U eKBuBaJeHTHH JlekapToBoj KoopauHaTHOj paBuu). Ilopesn

OpojHUX pUMeHa, KOMILIEKCHA TeOMETPHja je BeoMa BaXKHA Y (DU3UIM U Y MHOTUM
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objtacTuMa acTpopu3nKe ce KOPUCTE 3aK/bydIln U TBphema Koja yIIpaBo MOTU4Iy U3
xurepbdboImyKke reoMeTpuje. buio Ou MHTEpECAHTHO UCIIUTUBATH U (DOPMAJIM30BaA-
TH Ta TBphema 1 3aK/bydKe U MOBE3ATU €A HAIOM THocTojehoM (hopMaIn3aumjom.
HomatHo, moryhe je mporuputu anaudy MebujycoBux TpancdopmMalmja u moKa-
3aTu J1a oapehene kirace opux TpancdopMalyja 3a10B0/baBajy HEKa MHTEPECAHTHA
cBOjcTBa. ¥ JajbeM pajly Ha ayTOMATU3AIMjU CTEPEOMETPUje IHU/b je HAITPABUTH
jellaH 3a0KPY2KEeH CHCTeM 3a e(PUKACHO BU3YEJIN30Balhe U JIOKA3WBaIbe MpodsieMa
y crepeomerpuju. Kao nmpBu Kopak 0u Tpedasio moBe3aT HAIIPAB/bEHU JTIOKA3UBAT
ca JIMHAMUYKUM IeOMETPHUjCKUM COPTBEPOM KOju OM MCTOBPEMEHO YCIIENTHO BU3Y-
€JIN30Ba0 M JIOKa3MBaoO reoMerpujcka tephema. Ipyrum kopak 6m morao ja Oyje
TpaHcdopMalija reOMEeTPUjCKUX TBphema ca MPUPOIHOT je3UKa y TEPMOBCKY pe-
MIPE3eHTAIN]Yy KOja OU MOC/IyXKUJTIa 38 UCIPTABAHE U JIOKA3UBAHE OBOI' T€OMETPH]-
ckor TBphema. JlomarHo, pajau MPeru3HOCTH U TAYHOCTH, ajaredapCKu JT0KA3UBaT
3a crepeomerpujy 6u 6uino moryhe dopmanuzosaru (Kao mro je To ypaheHo 3a

[JIAHAPHY T€OMETPHU]jy) U TAKO MMOKA3aTH FHerOBY HUCIPABHOCT.
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Buorpaduja ayropa

Hauunjena Cumuh (pobena Ilerposuli) pohena je 26.09.1986. romuue y Ba-
sbeBy. Ocuosuy mikouty ,,2Kukura Jopanosuh Illnanar” u ,Bamescky rumuasujy”
3aBpIINJIA je Kao hak reHepamnuje u Hocual Bykose muriome. TokoMm cpemme u
OCHOBHE TITKOJIe OMJIa je yIeHUK MHOTHX TaKMHUYEIha U3 MaTeMaThKe, (PU3nKe, mpo-
rpaMuparma 1 0CBOjuja je OpojHe HarpaJie ojl KOjux Cy HajBaskKHHUje Tpeha HarpaJja
Ha CaBE3HOM TaKMUUerby n3 (DU3UKe y YeTBPTO] TOAUHU CPEJIIHE IITKOJIE, KA0 U TPe-
ha Harpaga Ha penyOoJIUIKOM TaKMUYEHY U3 IPOrpaMUPaiha Y YeTBPTOM pa3pery
Cpe/Ihe TITKOJIE.

lomune 2005. ynucana je Maremaruuku daxy/irer, yHeBep3uTeTa y beorpa-
ny, cmep Paaynapcrso u Uadopmaruka. Crymuje je 3asprmra 2009. rogune ca
npocedroM oreHoMm 9.86. Bwuna je crunengucra MunmcTapcTBa 3a HAYKy U TeX-
wosiorujy. JlokTopcke akajiemcke cryauje nHa cmepy Mudopmaruka ynucasa je
okTobpa 2009. rommue. CBe mcrnure mpeapuheHe IJIAHOM CTYAHja ITOJTOXKIIIA je
ca orieHoM 10. YdyecTBOBaJIa je y OpraHU3aIMjU BUIE HAYIHUX CKYTIOBA Y 3€MJbU
Koje je opranmsoBasa Apzo zpyua MaremaTtwdakor gakyarera, 9Wju je WIaH O]
2010. romuue. o cama je y nBa mukiryca Ousia y9eCHUK HaydIHUX MPOjeKaTa Koje
je dunancupaso MuHUCTAPCTBO MPOCBETE, HAYKE W TEXHOJOIIKOT pa3Boja Biaje
Penyosimke Cpbuje.

OcHoBHa 00J1ACT MHTEPECOBAA jOj jé ayTOMATCKO PE30HOBAIbE, Ca AKIEHTOM
Ha ayTOMaTCKO M MHTEPAKTUBHO JIOKa3WBame y reoMerpuju. Vmasa je msiarama
Ha HEKOJIMKO KOH(MEepEeHIja U PAJIUOHUIA Y 3eM/bU U NHOCTPAHCTBY.

Opn okTobpa 2009. roaube Omiia je 3amocjeHa Kao CapajHUK y HACTaBH, & O/l
okTobpa 2011. roaune kao acucrent Ha Kareapu 3a pauyHapcTBo u nHOOPMATUKY
MaremaTuakor dakysirera YHuBep3urera y beorpajiy. Tokom mocamarimer paja
na Marematndakom akynaTeTy ap:kaJja je BexkOe usz 6 mpeamMera.



Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnuncanu-a

Opoj nHpekca

UsjaBrbyjem

[a je OKTopCcKa avcepTauuja nog HacrnoBoM

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeanioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y Aenosuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujakbe OwMNo Koje gunnome npema CTyaujCkuM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBeaEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bbpoj nHaekca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTnucanwn/a

U3sjaBrbyjem Oa je witamnaHa Beps3nja MOr OOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbuBarke Ha noptany AdurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NUYHWM nogaum Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera 1 gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTm Ha MpEXHMM CTpaHuMuama aurntanHe
BubnroTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory uy nybnukaumjama YHuBep3uteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh® aa y [Aurutantyu

penosnTopujym YHusepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy noA
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

HduncepTauunjy ca caum npunosmMma npegao/na cam y enekTpoHckom opmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBUpaH-e.

Mojy AoKTOpCKy ancepTaumjy noxpakweHy y JurntanHm penosntopujym YHmeepauTeTa y
Beorpagy mory na kopucte CBUW Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLINjanHo

3. AyTopCTBO — HEkOMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUUjanHo — AennTn nog UCTUM ycrosmMma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCcTBO — AenuTn No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Jga 3aokpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWx nuueHun, kpatak onuc
nuuUeHuu gat je Ha nonefuHm nucta).

MoTnuc pokrtopaHaa

Y Bbeorpagy,
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