UNIVERZITET U BEOGRADU

MATEMATICKI FAKULTET

Bojana Lj. Mihailovié

NEKE KLASE GRAFOVA SA DATIM
OGRANICENJEM DRUGE SOPSTVENE
VREDNOSTI

doktorska disertacija

Beograd, 2016



UNIVERSITY OF BELGRADE

FACULTY OF MATHEMATICS

Bojana Lj. Mihailovié

SOME CLASSES OF GRAPHS WITH
GIVEN BOUND FOR SECOND LARGEST
EIGENVALUE

Doctoral Dissertation

Belgrade, 2016



Mentor:

dr Zoran Radosavljevi¢, redovni profesor Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu u

penziji

Clanovi komisije:

dr Milan Drazi¢, vanredni profesor Matemati¢kog fakulteta u Beogradu

dr Zoran Stani¢, vanredni profesor Matemati¢kog fakulteta u Beogradu

dr Marija Rasajski, vanredni profesor Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu

Datum odbrane:



Rezime

Predmet ove disertacije pripada oblasti spektralne teorije grafova, mladoj grani
matematiCke kombinatorike, odnosno teorije grafova, koja u danaSnje vreme nalazi
vazne primene u mnogim poljima, kao S§to su hemija, fizika, racunarstvo,
telekomunikacije, sociologija, itd. kao i razne oblasti matematike. Spektralna teorija
grafova dovodi u vezu osnovne osobine i strukturu grafa sa osobinama spektra njegovih
matrica (matrice susedstva, Laplasove matrice itd.). U ovoj disertaciji re¢ je iskljuc¢ivo o
spektru matrice susedstva grafa. Druga po veliini sopstvena vrednost matrice
susedstva grafa (krace, druga sopstvena vrednost grafa), kao i njeno rastojanje od
najvece sopstvene vrednosti, od znacaja su naroCito za primenu spektralne teorije u
racunarstvu. Osobina grafa da mu posmatrana sopstvena vrednost ne prevazilazi dato
ograni¢enje jeste nasledna osobina, pa su mnoga istrazivanja o ovakvim ograni¢enjima
iSla u pravcu nalaZenja maksimalnih dozvoljenih grafova ili nalazenja minimalnih

zabranjenih grafova za tu osobinu.

Ova disertacija bavi se odredivanjem nekih klasa grafova koje imaju dato ograni¢enje
druge sopstvene vrednosti matrice susedstva grafa 1 u tom cilju razvija neke vrlo korisne
instrumente. U metodoloskom smislu istrazivanja u ovoj disertaciji predstavljaju spregu
primene algebarskog aparata i metoda spektralne teorije grafova i kombinatorog
rezonovanja, dok je u pojedinim fazama koriS¢en i ekspertni sistem newGRAPH.

Disertacija sadrzi osam glava, koje su podeljene na delove.

Na pocetku se navode prethodni rezultati, a zatim se uvode 1 razvijaju novi 1 originalni
elementi algebarsko-kombinatornog aparata koji ubrzava i olakSava dalji rad. Definisu
se preslikavanja izmedu odredenih familija grafova, od kojih neka cuvaju znak izraza
A, —2 1 pomocu njih se opisuju i sistematizuju neki ve¢ poznati rezultati na nov nacin.
Zatim se u potpunosti odreduju svi maksimalni refleksivni tricikli¢ki kaktusi koji nisu
RS-odlucivi 1 ¢ije konture ne €ine snop iz klasa R, 1 R, 1 daju parcijalni rezultati koji se
ticu klase R,, uz primenu prethodno uvedenih preslikavanja (dosad su u potpunosti bili

odredeni samo oni iz preostale klase R, [40], [46]). Dalje se kompletno opisuju svi



minimalni zabranjeni grafovi u klasi biciklickih grafova sa mostom i1 svi minimalni
zabranjeni grafovi u klasi R, - pristup koji kod refleksivnih grafova jo§ nije bio
koris¢en. Zatim se odreduje maksimalan broj kontura za RS-neodlucive refleksivne
kaktuse za slucaj kad konture sadrze snop, a time i uopste za RS-neodlucive refleksivne
kaktuse, i opisuju tri klase maksimalnih refleksivnih RS-neodlucivih kaktusa koji sadrze
snop kontura. Posle toga su uopsteni neki prethodni rezultati: iskazano je i dokazano
uopstenje RS-teoreme (tzv. GRS-teorema) za bilo koje , » > 0; uopstena su prethodno
uvedena preslikavanja, dokazane su osobine uopstenja i dati razliciti primeri klasa

grafova sa osobinom A, <r(za r>0). Na osnovu prethodnog, opisani su svi GRS-
neodlu¢ivi maksimalni grafovi za osobinu 4, < xﬁ u klasi unicikli¢kih 1 multicikli¢kih
kaktusa 1 svi GRS-neodlucivi maksimalni 6-grafovi za isto svojstvo, kao 1 sva GRS-

J5+1
7

neodluc¢iva maksimalna stabla sa osobinom A, <

Takode je razmatrano

ogranicenje «/g (kao 1 u [28]) 1 opisani su sva stabla sa dijametrom 3 i dijametrom

ve¢im od 8, sa osobinom A, < \/5 , kao 1 svi GRS-neodlu¢ivi multiciklicki kaktusi sa

istom osobinom. Na kraju su uvedene i primenjene tzv. o-modifikacije Smitovih stabala.
Opisano je sedam o-modifikacija 1 odgovaraju¢ih ekstenzija i uoceno je njihovo
pojavljivanje u (ve¢ poznatim) rezultatima u klasi multicikli¢kih refleksivnih kaktusa sa
4 konture. Primenom nekih ekstenzija na odredene familije triciklickih kaktusa na drugi

nacin se doslo do rezultata u klasi multiciklickih refleksivnih kaktusa sa 4 konture [48].
Na kraju disertacije, u zakljucku, ukazano je na moguce pravce daljih istraZivanja.

Kljuc¢ne reéi: spektralna teorija grafova, druga sopstvena vrednost, nasledna grafovska
osobina, maksimalni grafovi, minimalni zabranjeni grafovi, stabloliki grafovi (kaktusi),

refleksivni grafovi
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Abstract

The subject of this dissertation belongs to scientific field of spectral graph theory, a
young branch of mathematical combinatorics, i.e. graph theory, which finds important
applications in many areas, such as chemistry, physics, computer science,
telecommunications, sociology, etc., and various fields of mathematics. Spectral graph
theory connects basic properties and the structure of a graph with characteristics of the
spectra of its matrices (adjacency matrix, Laplacian matrix, etc.). In this dissertation we
only work with the adjacency matrix. The second largest eigenvalue of the adjacency
matrix of a graph (or, simply, second largest eigenvalue of a graph), as well as its
distance from the largest eigenvalue, are very important especially in applications of
spectral graph theory in computer science. The property of a graph that one of its
eigenvalues does not exceed some given value is a hereditary one; therefore, many of
the investigations of this kind have been directed at finding the maximal allowed

graphs, or minimal forbidden graphs for that property.

In this dissertation we determine some classes of graphs whose second largest
eigenvalue does not exceed some given value, and, for that purpose, we develop some
very useful tools. In methodological sense, investigations in this dissertation represent a
combined approach consisting of application of the algebraic apparatus and methods of
spectral graph theory and combinatorial reasoning, whilst at some stages the expert
system newGRAPH has been used. The dissertation consists of eight chapters, each of

which is divided into subchapters.

In the beginning, some important previous work is shown, and afterwards we present
some original elements of the algebraic and combinatorial apparatus that speed up and
simplify the further work. We define some mappings between certain families of
graphs, some of which preserve the sign of the expression A4, —2, and, using them, we
describe and systematize some (already known) results in a new way. Further on we
completely determine all maximal reflexive tricyclic cacti which are not RS-decidable

and whose cycles do not form a bundle, from the classes R, and R,, and we give some
partial results about the class R,, using previously induced mappings (until now only

the graphs from the remaining class R, have been completely determined [40], [46]).



Next, we completely describe all minimal forbidden graphs in the class of bicyclic

graphs with a bridge, and all minimal forbidden graphs in the class R, - the approach

that so far has never been used with reflexive graphs. Then we determine the maximal
number of the cycles for RS-undecidable reflexive cacti whose cycles do form a bundle,
and, therefore, generally for RS-undecidable reflexive cacti and we describe three
classes of maximal reflexive RS-undecidable reflexive cacti that contain a bundle.
Further on, some of the previous results are generalized: the generalized RS-theorem is
stated and proved (so-called GRS-theorem) for any r, r>0; previously induced

mappings are generalized, their properties are proved and various examples of classes of

graphs with the property 4, <r (for 7r>0) are given. Based on this, we describe all

GRS-undecidable maximal graphs for the property A4, < x/i in the class of unicyclic and

multicyclic graphs, and also all RS-undecidable maximal 6-graphs for this property as

well as all GRS-undecidable maximal trees with the property 4, < \/§2+1 . Furthermore,

we investigate the limit \ﬁ (as in [28]) and we describe all trees with the diameter 3

and the diameter larger than 8, with the property 4, S\/g , as well as all GRS-

undecidable multicyclic cacti with the same property. Finally, we introduce and apply
so-called o-modifications of Smith trees. We describe seven o-modifications and
corresponding extensions, and we notice the appearance in (already known) results in
the class of multicyclic reflexive cacti with 4 cycles. Applying some extensions to
certain families of tricyclic cacti, we obtained the results in the class of multicyclic

reflexive cacti with 4 cycles, using a different approach [48].
Finally, in the conclusion, we suggest some possible directions of further investigations.

Key words: spectral graph theory, second largest eigenvalue, hereditary graph property,

maximal graphs, minimal forbidden graphs, treelike graphs (cacti), reflexive graphs
Scientific field: Mathematics
Narrow scientific field: Spectral graph theory

UDC: 519.179 (043.3)
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Uvod

U uvodu navodimo definicije osnovnih pojmova i osnovne Cinjenice koje koristimo u

radu.

Graf G je u ovom radu konacan, neorijentisan i prost (bez petlji i viSestrukih grana).
Njegov indukovani podgraf naziva¢emo samo podgraf. Ako je H podgraf grafa G, onda

¢emo reci 1 da je G nadgraf grafa H.

Ako graf G ima odredeno svojstvo koje ima i svaki njegov podgraf, takvo svojstvo se
zove nasledno. Ako pri tome nijedan nadgraf grafa G nema to svojstvo, graf G se naziva
maksimalan za to svojstvo. Ako svaki podgraf grafa G ima odredeno nasledno svojstvo,

ali ga graf G nema, on se naziva minimalan zabranjeni graf za to svojstvo.

Za puteve duzine n, konture duzine n i zvezde sa n+/ ¢vorom, koristi¢emo uobicajene

oznake P

n+l?

C, i K,,, respektivno.

Cvor ¢ijim se uklanjanjem iz grafa povecava broj komponenti povezanosti naziva se
artikulacioni ¢vor. Grana ¢ijim se uklanjanjem iz grafa povecava broj komponenti

povezanosti naziva se most. Vise¢a grana je grana Ciji je jedan ¢vor stepena 1.

Ako graf G sadrzi konture kao svoje podgrafove, duzina najkra¢e konture se naziva
struk grafa 1 oznacava sa g(G). Kontura koja je podgraf povezanog grafa naziva se
njegovom slobodnom konturom ako ima samo jedan ¢vor stepena veceg od 2. Povezan
graf se naziva uniciklicki ako sadrzi tatno jednu konturu, tj. ako mu je broj grana m
jednak broju ¢vorova n. Ako sadrzi viSe kontura naziva se multiciklicki, specijalno
biciklicki ako sadrzi dve konture (tj. ako vazi m=n+1, gde je m broj grana, a n broj
¢vorova), triciklicki ako sadrzi tri (tj. ako vazi m=n+2, gde je m broj grana, a n broj
¢vorova) itd. Ako konture grafa sadrze ta¢no jedan zajednicki ¢vor, kaZze se da obrazuju

snop kontura.

Kaktus ili stabloliki graf, jeste graf u kome svake dve konture imaju najvise jedan

zajednicki ¢vor.



Graf u kome je jedan ¢vor posebno oznacen naziva se korenski graf, a oznaceni ¢vor se

naziva koren grafa.

Koalescencija G, -G, grafova G, 1 G, je graf koji je dobijen identifikacijom jednog
¢vora grafa G, sa jednim ¢vorom grafa G,. Koalescencija n grafova G, -G, -...-G, je
graf koji se dobija identifikacijom ¢vorova x,,...,x, , pri ¢emu ¢vor x, pripada grafu G,

(i=1,..,n).

Ako je graf G formiran kao koalescencija grafova G, -G, , pri ¢emu je neki ¢vor grafa
G, (4.G,) identifikovan sa ¢vorom x grafa G, (4. G, ), kazemo da je graf G, prosiren
u ¢voru x grafom G,, ili da je ¢vor x grafa G, opterecen grafom G,, ili da je graf G,
oslonjen na ¢vor x grafa G,. ProSirenje grafa G je dodavanje novih ¢vorova i grana

grafu G tako da se dobije njegov pravi nadgraf. Prosirenje grafa G u klasi C je takvo
prosirenje grafa G koje pripada odredenoj klasi C povezanih grafova, da i dobijeni
nadgraf pripada istoj klasi. U ovom radu ¢e se proSirenje u okviru neke klase krace

nazivati prosirenje, jer ¢e biti o¢igledno na koju se klasu odnosi.

Pod spektrom grafa G podrazumevace se spektar njegove (0,1) matrice susedstva A(G),

t]. familija sopstvenih vrednosti (nula karakteristi¢nog polinoma

Py, (A1) =det(A — A(G)) ) matrice A(G). Za nerijentisane grafove, sopstvene vrednosti
su realne, pa se spektar moZe predstaviti kao uredena n-torka S,(G)=(4,,...,4,), gde
A, =...2 A, . Najveca sopstvena vrednost naziva se indeks grafa. Indeks povezanog grafa

je sopstvena vrednost reda 1 1 ve¢i je od indeksa svakog njegovog pravog podgrafa. Kod
nepovezanog grafa spektar predstavlja uniju spektara njegovih komponenti, pa je indeks
nepovezanog grafa jednak indeksu bar jedne komponente 1 moZe biti viSestruk (ako vise
komponenti ima taj isti indeks). Takode, dodavanje nove grane povezanom grafu
dovodi do povecanja njegovog indeksa, dok ako je graf nepovezan, indeks moze da

ostane isti.

Sledeca teorema, tzv. teorema o preplitanju, jedna je od bazi¢nih teorema koje se

odnose na spektar grafa (npr. [6]).



Teorema o preplitanju Neka je G proizvoljan graf ¢ije su sopstvene vrednosti
A, 2.2 , a H njegov podgraf, ¢ije su sopstvene vrednosti g >...> y . Tada vazi

A i S <A, zai=1,..,m.

Jedna od ociglednih posledica ove teoreme je da je osobina A, <7, za r >0, nasledna.



1. Prethodni rezultati

U mnogim dosadasnjim radovima razmatrano je pitanje ogranicenja druge sopstvene

vrednosti i opisivane su razne klase grafova sa ograni¢enom A,, a naroCito su

obradivani refleksivni grafovi. U slede¢em delu ukratko su navedeni dobijeni rezultati,
pri cemu su malo detaljnije navedeni rezultati koji se ticu refleksivnih kaktusa, o kojima

¢e vise biti re¢i u narednim glavama.

1.1. Prethodni rezultati — razna ogranic¢enja druge sopstvene vrednosti

Osobina grafa da mu je druga sopstvena vrednost ograni¢ena nekim realnim brojem a je
nasledna. Zato se svi grafovi sa osobinom 4, <a u okviru neke klase grafova ¢esto

opisuju pomoc¢u maksimalnih, ili pomocu minimalnih zabranjenih grafova za ovu

osobinu. U ve¢em broju radova posmatrana su razli¢ita ogranienja druge sopstvene

J5-1

vrednosti: 1/3, \E -1, T , 1, \E , «/g 1 2. Prirodno, sa povecavanjem ogranicenja
a broj grafova sa osobinom A, <a raste i problem odredivanja svih takvih grafova sve
je tezi.

Svi grafovi sa osobinom 0< A4, <1/3 opisani su u [2], dok su grafovi sa osobinom

J5-1

2

0<4, <2-1 okarakterisani u [24] i u [34]. Grafovi sa osobinom 4, <

proucavani su u [5], [6], [10], [11], [51], [54], ali nisu svi opisani.

Ograni¢enje 4, <1 razmatrano je u ve¢em broju radova. U [3] je druga sopstvena
vrednost grafa dovedena u vezu sa najmanjom sopstvenom vredno$¢u komplementa, u
[53], [54] su grafovi sa osobinom A, <l analizirani primenom tehnike zvezda-
komplementa, dok su u drugim radovima opisivane pojedine klase grafova sa osobinom

A, <1, kao $to su:



e povezani bipartitni grafovi (svi su opisani u [33]),

e grafovi grana (svi povezani grafovi, kao i svi minimalni zabranjeni grafovi
opisani su u [35]),

e uopsteni grafovi grana (svi minimalni zabranjeni grafovi opisani su u [7], [8], a
povezani uopsteni grafovi grana u [35], [36])

e Dbiciklicki grafovi (svi su opisani u [17]),

e uniciklicki grafovi (svi su opisani u [58]),

e regularni grafovi i korone razli¢ite od konusa (svi su opisani u [20], [56])

e uopSteni theta-grafovi (svi su opisani u [21])

e podeljeno ugnezdeni grafovi (svi Cija je druga sopstvena vrednost jednaka 1
opisani su u [27], a svi ¢ija je druga sopstvena vrednost manja od 1 opisani su u
[55])

o triciklicki grafovi (svi su opisani u [25]).

U najnovijim radovima pojavljuju se i nova ogranicenja druge sopstvene vrednosti: V2
i 3. U [57] opisana su sva stabla za koja vazi 4, S\E , kao 1 klase regularnih
bipartitnih i semiregularnih bipartitnih grafova kojima je druga sopstvena vrednost
jednaka J2.u [21] opisani su svi regularni grafovi koji ne sadrze trougao sa osobinom
A < \/5 , zatim svi bipartitni regularni grafovi za koje je 4, < \ﬁ , kao 1 svi bipartitni

regularni grafovi stepena 3 za koje je 4, <2,

Graf G sa osobinom A,(G)<2 naziva se refleksivni graf. Ovakvi grafovi imaju
primenu u teoriji grupa refleksije, odakle potice 1 naziv. Oni odgovaraju skupu vektora u

Lorencovom prostoru R”' ¢&ija je Gramova matrica 27 — A4 iu [32] se dovode u vezu sa
sfernim 1 Euklidskim grafovima koji igraju ulogu u konstrukciji i klasifikaciji grupa

refleksija.

Ako za refleksivni graf vazi da je indeks grafa veéi od 2, ovakav graf se naziva

hiperbolicki.



Refleksivnim grafovima bavi se najveci broj radova iz ove oblasti. Zbog velikog broja
grafova 1 kompleksnosti istrazivanja ovi grafovi jo§ nisu do kraja ispitani, ali su

pojedine klase delimi¢no ili u potpunosti opisane.

Refleksivna, tj. hiperboli¢ka stabla su prvi put razmatrana u [26]. U [31] su date tri
opstije teoreme koje se odnose na ograniCenje druge sopstvene vrednosti stabla

proizvoljnim parametrom A, koje se mogu primeniti i na sluéaj 4 =2.

Ve¢i broj dosadasnjih radova odnosi se na opisivanje stablolikih refleksivnih grafova, tj.
refleksivnih kaktusa. Oni ne obuhvataju klase grafova koji sadrze snop kontura, za koje
se ispostavilo da su veoma obimne. Prvi rezultati koji se ticu refleksivnih kaktusa poti¢u
iz radova [26], [31] 1 [32]. Serija radova u kojima se opisuju karakteristicne klase ovih
grafova pocinje radom [44], u kome su posmatrani bicikli¢ki grafovi sa mostom, a
nastavlja se novijim radovima [19], [30], [38]-[43], [45]-[49], u kojima se opisuju i

pojedine klase grafova sa visSe kontura ili uniciklic¢ki grafovi.

1.2. Refleksivni kaktusi

U navedenim radovima dovedena je u vezu osobina refleksivnosti grafa i prisustvo tzv.

Smitovih grafova [52] kao podgrafova datog grafa. Smitovim grafovima se nazivaju svi

povezani grafovi koji su maksimalni za osobinu 4 <2 (Slika 1.).

n n-1
y \ o—o—g—o—o—o—o—o
2 ':' 1 -2 ----- n
Cn Wn

Slika 1. Smitovi grafovi

Vazne osobine Smitovih grafova formulisane su slede¢im lemama.



Lema 1.1. [52] Neka je 4,(G) indeks grafa G. Tada je 4(G)<2 (specijalno 4,(G)<2)
ako 1 samo ako je svaka komponenta grafa G podgraf (specijalno pravi podgraf) jednog

od grafova sa Slike 1., koji svi imaju indeks 2.

Lema 1.2. [44] Neka je G povezan graf dobijen proSirivanjem bilo kog Smitovog grafa

¢vorom proizvoljnog stepena. Tada je F;(2)<0.

Pravi podgrafovi Smitovih grafova nazivaju se Kokseter-Dinkinovi grafovi.
Predstavljeni su na Slici 2. Ovi grafovi imaju primene u razliitim oblastima

matematike, kao Sto su Lijeve algebre, terija haosa itd.

Xn-1
X8 X7 X6 . .
i Jj=n-3-i
I ] Orenennn O
X1 Xi X
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X1 X2 X3 X4 X5 - Xn
i j=n-1-i
A i o2 N
X1 Xi X
>4)
E, E, E, D (n>4 A

Slika 2. Kokseter-Dinkinovi grafovi

Veoma korisne veze izmedu karakteristiénog polinoma grafa i karakteristi¢nih polinoma
njegovih pravih podgrafova date su Svenkovim lemama. Napomenimo da éemo

ubuduce, u slu¢aju da je dat korenski graf G sa korenom v, podgraf G —v oznacavati sa

G , radi kratkoce.

Lema 1.3. [50] Ako su G, i G, dva korenska grafa sa korenima u, i u,, onda je

karakteristi¢ni polinom njihove koalescencije dat sa

B, (D) = B (DF (D) + B (D F (A) = AR, (D, (4).

Lema 1.4. [50] Neka je za dati graf G sa C(v), tj. C(uv), oznacen skup svih kontura
koje sadrze ¢vor v, tj. granu uv. Tada vazi:

PG (ﬁ*) = ﬂPG*V(i) - Z Pva—u (ﬂ) -2 Z PG—V(C)(X“)

ueAdj(v) CeC(v)

K (A= Fi., () - Fi . (A)-2 Z PG—V(C)(/D,

CeC(uv)



gde Adj(v) oznaCava skup ¢vorova koji su susedni ¢voru v, a G-V(C) graf dobijen kad se

iz G odstrane svi ¢vorovi koji pripradaju konturi C.

Prilikom izracunavanja karakteristi¢nog polinoma grafa uobicajeno je da se koriste i dve

posledice Svenkovih lema, poznate kao Hajlbronerove leme.

Lema 1.5. [6] Neka je G graf koji je nastao spajanjem ¢vora Vv, grafa G, sa ¢vorom V,

grafa G, pomocu jedne grane. Tada vazi:

PG(Z“) = PG, (}“)PG2 (l) - PG] (/I)PGZ (i) .

Lema 1.6. [6] Neka je G graf sa viseéom granom Vv, , gde je d(v,;) =1. Tada je
PA(2)= 2B, (A) =B (2)

gde su Gy, (j. G, ), dobijeni odstranjivanjem &vora V, (j. v,) iz grafa G (tj. G)).

1.2.1. Bicikli¢ki grafovi sa mostom

U prvom radu koji se bavi refleksivnim kaktusima [44] i koji se odnosi na klasu
bicikli¢kih grafova sa mostom, data je teorema (u daljem tekstu RS-teorema), koja
razmatra opstiji slucaj grafa sa artikulacionim ¢vorom. U ovom radu su prvi put uoc¢ene
1 transformacije Smitovih grafova, kao podgrafova datog grafa, i to cepanje 1 prelivanje.

Navodimo prvo jednu od formulacija RS-teoreme.

Teorema 1.1. [44] (RS-teorema) Neka je G graf sa artikulacionim ¢vorom © i neka su

grafovi G,,G,,...G, (n>1) komponente grafa G —u (Slika 3). Tada:

1) ako za najmanje dve komponente grafa G—u vaZi da im je indeks ve¢i od dva,

ili ako je indeks tacno jedne komponente ve¢i od dva, a indeks bar jedne od

preostalih komponenti jednak 2, onda vazi 4,(G)>2;



2) ako je za najmanje dve komponente grafa G —u indeks jednak 2 i za sve ostale
komponente vazi da im indeks nije veéi od 2, onda vazi 4,(G)=2;
3) ako najviSe jedna komponenta grafa G—u ima indeks 2, a sve ostale indeks

manji od dva, onda vazi 4,(G)<2.

Slika 3. Graf G sa artikulacionim ¢vorom u
Kako za svaki povezan graf G vazi ta¢no jedno od tvrdenja:

e G jejedan od Smitovih grafova
e G je pravi podgraf jednog od Smitovih grafova

e G je pravi nadgraf jednog od Smitovih grafova,
oCigledno je da se RS-teorema mozZe 1 druk¢ije formulisati.

Teorema 1.2. [39] (RS-teorema) Neka je G graf sa artikulacionim ¢vorom © i neka su

grafovi G,,G,,...G, (n>1) komponente grafa G —u (Slika 3). Tada:

1) ako za najmanje dve komponente grafa G—u vazi da su pravi nadgrafovi nekog
od Smitovih grafova, ili ako je ta¢no jedna komponenta pravi nadgraf nekog od

Smitovih grafova, a bar jedna od preostalih komponenti neki Smitov graf, onda
vazi 4,(G)>2;

2) ako su najmanje dve komponente grafa G—u neki Smitovi grafovi, a sve ostale
komponente podgrafovi nekih od Smitovih grafova, onda vazi 4,(G)=2;

3) ako je najviSe jedna komponenta grafa G —u Smitov graf, a sve ostale pravi

podgrafovi nekih od Smitovih grafova, onda vazi 4,(G)<2.

Ova teorema je vrlo znacajna za ispitivanje refleksivnih grafova, jer u velikom broju
slu¢ajeva daje odgovor na pitanje da li je graf refleksivan ili ne. Njena primena suzila je

polje istrazivanja samo na grafove kod kojih se, posle uklanjanja bilo kog



artikulacionog ¢vora, dobijaju komponente od kojih je jedna pravi nadgraf nekog
Smitovog grafa (tj. €iji je indeks veci od 2), a sve ostale pravi podgrafovi proizvoljnih

Smitovih grafova (tj. sa indeksima manjim od 2).

Graf kod koga se, posle uklanjanja bilo kog artikulacionog ¢vora, dobijaju komponente
od kojih je jedna pravi nadgraf nekog Smitovog grafa (tj. ¢iji je indeks veéi od 2), a sve
ostale pravi podgrafovi proizvoljnih Smitovih grafova (tj. sa indeksima manjim od 2),

zvacemo RS-neodluciv graf. Ostale grafove zvacemo RS-odlucivim grafovima.

U [44] odredeni su svi RS-neodlucivi biciklicki grafovi sa mostom. Ciklicka struktura
grafa koji pripada ovoj klasi prikazana je na Slici 4. i ¢ine je dve disjunktne konture C,
i C, povezane mostom. Krajevi mosta su ¢vorovi ¢, i ¢, koji pripadaju redom
konturama C, i C, (tzv. c-¢vorovi). Cvorovi kontura koji su susedni ¢ -¢vorovima

nazvani su crnim ¢vorovima, dok su preostali ¢vorovi kontura nazvani belim ¢vorovima
(¢ -Cvorovi nisu obojeni). Svaki ¢vor ovog centralnog dela moze jo$ dodatno biti
optereéen granama, tj. stablima. Ovakvi grafovi su bili izabrani kao prvi pogodni za
analizu, jer u slu€aju da su konture povezane putem c¢ija je duzina veca od 1, dobijeni
graf postaje RS-odluciv, a s druge strane, ako bi konture Cinile snop, problem postaje

suviSe slozen.

Slika 4. Biciklicki graf sa mostom (ciklicka struktura)

NaveS¢emo glavni rezultat rada [44], kao 1 definicije cepanja 1 prelivanja Smitovih

grafova iz istog rada.

Teorema 1.3. [44] Ako je G biciklicki graf sa mostom izmedu kontura 1 ako se na
njega ne moze primeniti RS-teorema, on je refleksivan ako 1 samo ako je podgraf nekog
od grafova A4 — A4, (Prilog I - Slika 1.), B, —B,, (Prilog I - Slika 2.), C, —C,, (Prilog I
- Slika 3.), D, —D,, (Prilog I - Slika 4.). Ako bi se umesto bicikli¢ki reklo najmanje

bicikli¢ki, zakljucak bi obuhvatio i graf T, (Slika 5.c).
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Osim ¢ - ¢vorova, kod grafova 4, —A4, optereCena su bar jo§ dva ¢vora spoljasnjih
kontura, kod grafova B, —B,, jedan beli i nijedan crni ¢vor, a kod grafova C, —C,,
jedan crni i nijedan beli ¢vor. Kod grafova D, — D, svi ¢vorovi spoljasnjih kontura,
osim ¢, 1 ¢,, su stepena 2. Kod njih je prvi put uoceno cepanje i prelivanje Smitovih

stabala.

Neka je T stablo koje moZe da nastane od dva stabla 7, i T, identifikacijom ¢vora u,
stabla 7, sa ¢vorom u, stabla T,. Ako od stabla T formiramo stabla 7; i T, kaZe se da
je doslo do cepanja stabla T u ¢voru u=u, =u, na stabla 7, i T,. (VaZi i specijalni

slucaj, kad je jedno od dobijenih stabala celo stablo 7, a drugo samo ¢vor u.)

Ako se izvedu sva moguca cepanja jednog stabla T u svakom ¢voru i ako se pri svakom

cepanju dobijena stabla dodaju nekom grafu G tako Sto se ¢vorovi u, €71} i u, €T,
identifikuju sa ¢vorovima v, i v, grafa G, kaze se da u dobijenom skupu novih grafova

dolazi do prelivanja stabla T izmedu ¢vorova v, i v,. (Ovim je obuhvaden i specijalni

slucaj, koji se svodi na dodavanje celog stabla 7 grafu G identifikovanjem jednog ¢vora

stabla 7 sa jednim ¢vorom grafa G.)

Ako bicikli¢ki graf sa mostom izmedu kontura G ima samo c-Cvorove opterecene

(¢vorovi ¢, 1 ¢, su krajevi mosta, a ¢,¢; viseta grana), za njega vazi Teorema 1.4.
[42,44]. Dobijeni grafoviD, —D,; nastali prelivanjem svih Smitovih stabala sa

dodatkom grafa sa Slike 5. b) dati su na Slici 1. u Dodatku.

Teorema 1.4. [44] Ako je G biciklicki graf sa mostom izmedu dve konture na koji se
RS-teorema ne moze primeniti i ako su svi ¢vorovi kontura, osim ¢vorova ¢, i ¢,
stepena 2, onda je G refleksivan ako i samo ako je on podgraf grafa dobijenog

identifikacijom ¢vorova ¢, i ¢; sa dva ¢vora dobijena cepanjem proizvoljnog Smitovog
stabla S u bilo kom ¢voru na dva stabla S, i S, , tj. prelivanjem proizvoljnog Smitovog

stabla izmedu ¢vorova ¢, 1 ¢; (Slika 5.a)), ili podgraf grafa sa Slike 5.b).
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a) b) c)
Slika 5. D-grafovi i graf T,

U [44] navedeno je eksplicitno svih 35 grafova koji su tipa grafa sa Slike 5.a), $to
zajedno sa grafom sa Slike 5.b) ¢ini 36 maksimalnih refleksivnih grafova iz ove klase.

Medutim, osim ovih, dobijen je i jedan maksimalni tricikli¢ni graf, tako S§to je umesto

Smitovog stabla na ¢vor ¢, dodata kontura (koja je takode Smitov graf). Dobijeni graf

se oznacava sa I i prikazan je na Slici 5.¢).

1.2.2. Kaktusi sa najmanje 4 konture

U [42] je takode odreden i maksimalan broj kontura u RS-neodlu¢ivom refleksivnom
kaktusu koji ne sadrZi snop kontura i odredeni su svi maksimalni refleksivni kaktusi sa 5
kontura. U [41,42] su takode odredeni i svi maksimalni refleksivni kaktusi sa 4 konture

(pod navedenim ogranic¢enjima).

Teorema 1.5. [42] Stabloliki refleksivni graf na koji se ne moze primeniti RS-teorema

1 ¢ije konture ne ¢ine snop moze imati najvise pet kontura. Svi takvi grafovi koji sadrze

pet kontura su maksimalni i pripadaju jednoj od familija: Q,, O,, T, ili T, (Slika 6).

N -
N . . N
H v \ / \ i v ) '
\ | H \ ' \ '
[1)] Sy \ - 0: H H T: "\ \) L, T: _
’ PRt .
N - N , , - N . .
~ z — -
[ -
- - L}
N
N N ’ . \ . |
' ' \ .~ . ) N
] ! ' - N /
) 1 1 S
\ \ )
(@) ®) © (d)

Slika 6. Familije Q,, O,, T,, T,
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U razmatranju maksimalnih grafova u klasi refleksivnih kaktusa sa 4 konture polazi se
od ove 4 familije [41,42] i definidu nove 4 familije O, , O, , T, i T, (Slika7.).
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|
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Slika 7. Familije O, O, , T;, T,”

Za graf koji ima ciklicku strukturu kao graf sa Slike 7. kazemo da je graftipa O, (0O, ,

T ili T,).

Grafovi tipa O, , O, , I, i T, su analizirani i odredeni u [41] (oni kod kojih je
dodatno opterecen bar jedan ¢vor koji nije c-¢vor ) 1 u [42] (oni kod kojih su dodatno

optereceni samo c-Cvorovi).

Rezultati su u prvom slucaju dati slede¢im lemama.

Lema 1.7. [41] Svako proSirivanje grafa tipa O, (Slika 7.a)) pomocu grane dodate na

bilo koji ¢vor spoljasnjih kontura (razli¢it od ¢, ic,) povlaci 4, >2 .

Lema 1.8. [41] Stabloliki refleksivni graf tipa O, (Slika 7.b)), kod koga je najmanje
jedan ¢vor spoljasnjih kontura koji se razlikuje od c-Cvorova opterecen, refleksivan je

ako i samo ako on predstavlja podgraf nekog od grafova 1, —H ,; (PrilogI - Slika 5.).

Lema 1.9. [41] Stabloliki refleksivni graf tipa 7, (Slika 7.c)), kod koga je najmanje
jedan ¢vor spoljasnjih kontura koji se razlikuje od c-Cvorova opterecen, refleksivan je

ako i samo ako on predstavlja podgraf nekog od grafova I, —1, (Prilog I - Slika 6.),

J,—J,, (Prilog1-Slika 7.)ili K, —K,¢ (Prilog1 - Slika 8.).

Lema 1.10. [41] Stabloliki refleksivni graf tipa 7, (Slika 7.d)), kod koga je najmanje

jedan ¢vor spoljasnjih kontura koji se razlikuje od c-¢vorova opterecen, refleksivan je
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ako i samo ako on predstavlja podgraf nekog od grafova L, —L,, (Prilog I - Slika 9.),
M, —M,, (PrilogI - Slika 10.)ili NV,—N,, (PrilogI - Slika 11.).
U drugom slucaju, kad su dodatno optereceni samo c-Cvorovi, uoCena je pojava

prelivanja Smitovih stabala, parova Smitovih stabala i trojki Smitovih stabala. Rezultati

su dati slede¢im lemama.

Lema 1.11. [42] Ako se kontura koja sadrzi ¢vor ¢, (ili ¢,) grafa O, zameni bilo kojim
Smitovim stablom, pri ¢emu se proizvoljni ¢vor Smitovog stabla moze identifikovati sa

¢ (4. ¢,), svi dobijeni grafovi su maksimalni refleksivni kaktusi (Slika 8.a).

Lema 1.12. [42] Ako se ukloni bilo koja od ¢etiri spoljasnje konture grafa O, , npr. ona
koja sadrzi ¢;, 1 sa ¢vorovima ¢; i ¢, identifikuju dva nova ¢vora, dobijena cepanjem
bilo kog Smitovog stabla u proizvoljnom ¢voru na stabla S, i S, , ukljuujuéi i slucaj

kad je celo Smitovo stablo dodato na ¢; tj. ¢, svi dobijeni grafovi su maksimalni

refleksivni kaktusi (Slika 1.8.b).

a) b)

Slika 8. Zamena konture u Q,

Lema 1.13. [42] Ako se ukloni jedna od kontura koje sadrze ¢vor ¢, grafa T, i sa
¢vorovima ¢, i ¢; identifikuju dva nova ¢vora, dobijena cepanjem bilo kog Smitovog
stabla u proizvoljnom ¢voru na stabla S, i §,, svi dobijeni grafovi su maksimalni
refleksivni kaktusi, ukljucujuéi 1 slucaj kad je celo Smitovo stablo dodato na ¢vor ¢, ili

¢, (Slika 9.).
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Slika 9. Zamena konture u T,

U [42] dato je i sledece, preciznije tvrdenje.

Lema 1.14. [42] Ako se graf sa Cetiri konture dobijen uklanjanjem konture koja sadrzi
¢, iz grafa T, prosiri dodavanjem stabala isklju¢ivo na c-¢vorove, dobijeni graf bice

refleksivan ako i samo ako je on podgraf nekog od grafova iz familije prikazane na Slici
9.

Lema 1.15. [42] Neka je G graf dobijen uklanjanjem jedne od spoljasnjih kontura koje

sadrzi ¢vorc, iz grafa 7, i identifikovanjem ¢vorova ¢, i ¢; sa dva nova Cvora,
dobijena cepanjem bilo kog Smitovog stabla u proizvoljnom ¢voru na stabla S, i §,,
ukljucujucéi 1 slucaj kad je celo Smitovo stablo dodato na ¢vor ¢, ili ¢; (Slika 10.a))
Tada je 4(G)=2 i G je maksimalan refleksivan graf, sa izuzetkom slucaja kad se

Smitovo stablo W, cepa na dva analogna dela (kada je moguce i dalje prosirivanje).

Slika 10. Zamena konture u 7,

Iz dokaza prethodne leme dobija se indukcijom i specijalan slu¢aj ukljucen u slede¢u

lemu 1 prikazan na Slici 10.b).
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Slika 11. Specijalan slucaj za 7,

Lema 1.16. [42] Neka je G graf dobijen uklanjanjem jedne od spoljasnjih kontura koje
sadrzi ¢vor ¢, iz grafa 7, i dodavanjem stabala na sve njegove c-¢vorove. Dobijeni

graf je maksimalni refleksivni ako 1 samo ako pripada familiji sa Slike 10.b) ili jednoj

od familija sa Slike 11.
Analogno Lemi 1.12. 1 za slucaj grafa 7, dato je joS jedno tvrdenje.

Lema 1.17. [42] Ako se graf sa Cetiri konture dobijen uklanjanjem konture koja sadrzi
¢vor ¢, iz grafa T, proSiri dodavanjem stabala iskljucivo na c-¢vorove, dobijeni graf

bice refleksivan ako i samo ako je on podgraf nekog od grafova iz familije prikazane na

Slikama 10.a), b) 1 11.
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1.2.3.Tricikli¢ki kaktusi

Triciklicki RS-neodlucivi refleksivni kaktusi ¢ije konture ne ¢ine snop su podeljeni u 4

klase [30] .

Slika 12. Klase R, — R,

U takvim kaktusima uocava se centralna kontura i dve spolja$nje konture, koje sa
centralnom imaju po jedan zajednicki ¢vor. Rastojanje dodirnih ¢vorova na centralnoj
konturi ne sme biti vece od 2, zbog refleksivnosti. Zato centralna kontura moze najvise
biti ¢etvorougao u slucaju da su dodirni ¢vorovi nesusedni. Klasifikacija tricikli¢kih
kaktusa izvrSena je na osnovu njihove ciklicke strukture: klasu R, Cine kaktusi sa
centralnim ¢etvorouglom i nesusednim dodirnim ¢vorovima na centralnoj konturi, klasu
R, ¢&ine kaktusi sa centralnim trouglom, klasu R, ¢ine kaktusi sa centralnim
cetvorouglom 1 susednim dodirnim ¢vorovima, a klasu R, kaktusi ¢ija je centralna

kontura duzine vece od 4, pri ¢emu su dodirni ¢vorovi susedni (Slika 12).

Klase R, —R; bice detaljno opisane u glavi 2, dok je klasa R, opisana u [46] , gde su

predstavljeni svi maksimalni refleksivni kaktusi ovog tipa, $to je navedeno u sledecoj

teoremi. Graf sa slike 13. nazvan je osnovni L-graf.

Slika 13. Osnovni L-graf

Teorema 1.6. [46] Posmatrajmo triciklicki graf koji ima ciklicku strukturu kao osnovni
L-graf (Slika 36.). Ako je 4</<9  graf je refleksivan ako i samo ako je podgraf jednog
od grafova L09 1-3, LO8 1-6, LO7 1-5, L06 1-17, LO5 1-34, L04 1-93 (Slika 5.-

Dodatak.). Ako je /210 graf je refleksivan ako i samo ako je osnovni L- graf.
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U ovom radu je takodje uoceno prisustvo Smitovih grafova kao podgrafova dobijenih
malsimalnih refleksivnih kaktusa i odredene modifikacije Smitovih stabala, koje su dale
grafove nazvane grafovi tipa X 1 Y . Mnogi od maksimalnih L -grafova su tipa X ili

Y . O Ovoj i sliénim modifikacijama Smitovih stabala biée vise reci u glavi 8.

1.2.4. Uniciklicki refleksivni kaktusi, joS neki bicikli¢ki kaktusi i 0-grafovi

U [40] je opisana moguénost zamene slobodne konture u maksimalnom refleksivnom
kaktusu proizvoljnim Smitovim stablom, tako da dobijeni graf bude ponovo maksimalni
refleksivni kaktus. Uslovi pod kojima je ova zamena moguca opisani su slede¢om

teoremom, koju ¢emo u daljem tekstu zvati Teorema o zameni.

Teorema 1.7. [40] Neka je graf sa Slike 14.a) maksimalni refleksivni kaktus za koji je

P(2)=0 i F;(2)<0 i neka za svako prosirenje G, dobijeno dodavanjem vise¢e grane

na G vazi PG[ (2)—2PGI_V(2)>0. Ako se slobodna kontura C zameni proizvoljnim

Smitovim stablom, dobijeni graf (Slika 14.b) je opet maksimalni refleksivni kaktus.

a) b)

Slika 14. Teorema o zameni

U [38] su prvi put analizirani uniciklicki refleksivni grafovi. Opisana je klasa
maksimalnih uniciklickih refleksivnih grafova koja je dobijena iz ve¢ poznate klase
bicikli¢kih grafova sa mostom koriS¢enjem Teoreme o zameni . Takode su opisane jo§
neke klase maksimalnih refleksivnih uniciklickih grafova dobijene prelivanjem
Smitovih stabala, parova Smitovih stabala i trojki Smitovih stabala. Pokazano je da
kontura moze imati 1 samo jedan opterecen ¢vor, ali 1 da ako je duzina konture veca od

8, broj njenih opterecenih ¢vorova ne prelazi 7. Takode, pokazano je da u refleksivnom
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uniciklickom grafu sa strukom duzine 8 svi ¢vorovi konture mogu biti dodatno

optereceni 1 odredeno je svih 6 takvih maksimalnih grafova.

U [19] je nastavljeno sa analizom maksimalnih refleksivnih uniciklickih grafova i

opisani su svi sa 7 opterec¢enih ¢vorova konture, sa strukom duzine 8, 9 i 10.

Osim biciklickih grafova sa mostom, opisana je jo§ jedna uska klasa biciklickih

grafova. To su RS-neodlucivi grafovi sa dve slobodne konture, ¢iji je zajednicki ¢vor

stepena 5. Svi ovakvi maksimalni refleksivni grafovi opisani su u [40].

Refleksivni theta-grafovi razmatrani su u [46] i tu su opisane tri karakteristicne klase, u
kojima je ponovo razmatran poloZaj i uloga njihovih podgrafova koji su Smitovi

grafovi, a u nekim slu¢ajevima su dovedeni u vezu sa grafovima tipa X i Y.
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2. Neka preslikavanja i znak 4, -2

U ovoj glavi uvodimo preslikavanja, unutar odredenih familija grafova ili izmedu
razliCitih familija, koja su definisana pomocu lokalnih transformacija u jednom delu
grafa. Ova preslikavanja nisu invarijantna u odnosu na ceo spektar, ali predstavljaju
generalizaciju preslikavanja koja dovode do kospektralnih grafova, jer cuvaju u

potpunosti ili u izvesnoj meri odredenu spektralnu osobinu, tj. znak izraza A, —2.

Pomocéu ovakvih preslikavanja mogu se uspostaviti i odgovarajuée relacije
ekvivalencije izmedu grafova i efikasnije i elegantnije opisati mnogi dobijeni rezultati
koji se ticu refleksivnih kaktusa, kao i novi rezultati iz trece i Cetvrte glave. Takode, ova

preslikavanja imaju i svoja uopstenja, koja ¢emo prikazati u Sestoj glavi.

2.1. Preslikavanja a i f

Opisacemo preslikavanja o 1 f odredenih familija grafova u same sebe koja Cuvaju znak

izraza A, —2.

Uoc¢imo familiju ¥V povezanih grafova sa bar dva mosta ¢iji su podgrafovi S, 4 i B

korenski grafovi (sa korenima x, a, b respektivno), koji su medusobno povezani
mostovima kao na Slici 15.a), pri ¢emu je S proizvoljan Smitov graf. Za graf G, sa

Slike 15.a) uvodimo oznaku G(S, 4, B).

Preslikavanje a:V —% odredeno je sa a(G)=G,, gde je G =G(S,4,B) i
G, =G(S,4-B,b) (Slika 15.b), pri ¢emu je podgraf B—b grafa G, jednak podgrafu

B—a grafa G, .
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Slika 15. a-preslikavanje

Napomena: Prethodno preslikavanje mogli smo oznaciti sa «,, dok bi @, : UV —%
bilo definisano sa @,(G) =G, , gde je G, =G(S,a,A-B), pri ¢emu bi sada podgraf

A—a grafa G, bio jednak podgrafu A—b grafa G, . Medutim, grafovi G, i G, su

ocigledno izomorfni, tako da neCemo praviti razliku izmedu ova dva preslikavanja, kao

ni ubuduce u sli¢nim sluc¢ajevima, osim ako je to neophodno.

Posmatrajmo sada drugu familiju U povezanih grafova sa bar dva mosta, Ciji su
podgrafovi A4 i B korenski (sa korenima a i b) dok podgraf S, koji je proizvoljan Smitov
graf, ima dva istaknuta ¢vora x 1 y na koje su oslonjeni mostovi xa i1 yb (Slika 16.a). Za

graf sa Slike 16.a) uvodimo oznaku G = G(S,x,4,y,B).

Slika 16. p-preslikavanje

Preslikavanje f: U — U odredeno je sa B(G)=G,, gde je G, =G(S,x,4,y,B) i
G, =G(S,x,A4-B,y,b) (Slika 16.b) pri ¢emu je, kao i u prethodnom slucaju, podgraf

B—b grafa G, jednak podgrafu B—a grafa G, .
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Napomena: Prethodno preslikavanje mogli smo oznaciti sa fB,, dok bi B,: U — U
bilo definisano sa /i’h(Gl):Gz', gde je GZ':G(S,x,a,y,A-B), pri ¢emu bi sada
podgraf A—a grafa G, bio jednak podgrafu A—b grafa G,. U ovom slucaju ¢ak

. . ' . e . . , . .
grafovi G, i G, ne moraju biti izomorfni, ali neCemo operisati sa oba ova

preslikavanja, osim ako je to neophodno.

Dokaza¢emo da pri odredenim uslovima ova dva preslikavanja Cuvaju znak izraza

A, —2 . Napomenimo i da ¢éemo ubuduée, u slu¢aju da je G korenski graf sa korenom v,

graf G— v oznatavati sa G kao i da ¢emo npr. B;(2) oznalavatisa P .

Lema 2.1. Neka je G graf sa artikulacionim ¢vorom u. Ako sve komponente grafa

G —u, osim jedne, imaju indeks manji od 2, a preostala komponenta ima osobinu
A<2 (4. A <2)zaneko i e N, tada vazi 4,,(G)<2 (4. 4,,(G)<2).
Dokaz: Sledi iz Teoreme o preplitanju.

Prelazimo na tvrdenja koja se ti¢u preslikavanja a 1 S.

Teorema 2.1. Neka je G=G(S,4,B) graf iz familije V . Tada vazi sgn(4,(G)—2)=

sgn(4,(a(G)) -2).

Dokaz: Najpre, ako je za bar jedan od podgrafova A, B indeks veéi ili jednak 2, po RS-
teoremi vazice 4(G)>2 i 4(a(G))>2, 4. sgn(4,(G) ~2) =sgn(4,(a(G))-2) =1.

Pretpostavimo sada da je 4(A4)<2 i A4(B)<2 i dokazimo prvo da je A4(G)<2 i
L(@(G)<2. U grafu G-a vazi A4(A)<2 i 4L(G-4)<2 (po RS-teoremi
primenjenoj na &vor b), pa je, po Lemi 2.1., 4(G)<2. Sli¢no, za a(G)—a vazi
A(A)<2, 4(B)<2 i 4,(G-A4-B)<2 (po RS-teoremi primenjenoj na &vor x), pa je,
po Lemi 2.1., 4(a(G))<2. Kako su, o¢igledno, indeksi grafova G i a(G) veéi od 2,

imamo mogucnost da na osnovu znaka F;, odnosno F,, , zaklju¢imo kakav je znak
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iztaza 4,—2 za oba grafa. Naime, vazice sgnkF; =sgn(4,(G)-2) i sgnk,, =
sgn(4,(c(G)) —2). Sada ¢emo primenom Svenkovih lema izraunati £y, i P, :
By = By(FsP, — FsPy) - B P, = FP,P, — B (P, B, + P, Fy),
By = (PP + PPy = 2P, F;)(2Fs — Fy) = 2P, By .
Odavde, zbog Fy=0, sledi F,=-G(PF+PF;)=F,;, pa je onda i

sgn(4,(G) -2) =sgn(4,((G)) -2). o

Teorema 2.2. Neka je G=G(S,x,4,y,B) graf iz familije U za koji vazi B, =P

Tada je sgn(4,(G)—2) =sgn(4,(5(G)) -2).

-y

Dokaz: Analogno prethodnom dokazu, odmah vidimo da ako je 4(A4)>2 ili
A(B)>2 sledi 4(G)>2 i 4L(P(G)>2, pa je
sgn(4,(G) —2) =sgn(4,(4(G)-2) =1.

Za A(A)<2 i A(B)<2, vazice L,(G)<2 i L(B(G))<2 (jerje u grafu G—a zbog

RS-teoremeil(;l)<2 i L(G-A4)<2, au grafu S(G)—asu indeksi grafova 4 i B

manji od 2 i 4(G—4-B)<2), pa po Lemi 2.1. sledi prethodni zakljutak. Kako su
indeksi grafova G 1 f(G) veéi od 2, ponovo je dovoljno da izraCunamo vrednost

karakteristi¢nih polinoma F; i Pﬁ(G) primenom Svenkovih lema:
PG = PB(PSR4 - PS—xRZ) - PE(RS'—y[; - PS—x—yPZ)’
Py = 2F =B )P, P5 + Py = 2P, F5) = P 2F =By ),
odakle zbog P =0 i P =Py, sledi P, =P, (P,P,+P,P)+ P, P.P, =P,

B(G) -

Dakle, i u ovom slucaju je sgn(4,(G)—2) =sgn(4,(B(G)-2) .o
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Primetimo da preslikavanje a (tj. £) indukuje u klasi ¥ (U ) relaciju ekvivalencije, koju

¢emo zvati a-ekvivalencija (B-ekvivalencija), datu sa: (VG,,G,€?) G, ~, G, <

a(G)=a(G,) ,1.(VG,G, el) G, ~p G, & B(G) = B(G)).

Klasa ekvivalencije grafa G bi¢e & (a(G)), tj. B~ (B(G)) . Takodje, vaze i

G ~, G, = sgn(4(G)) - 2) =sgn(4(G,) - 2),

mplikaciie: G G, = sgn(4,(G,)-2) = sgn(4(G,) - 2).

Iz ovoga se, izmedu ostalog, moze zakljuciti da ako je G, =G(S,4-C,B) i
G, =G(S5,4,B-C), vazi G, ~, G, , jer je a(G))=a(G,)=G(S,4-B-C,b). Sli¢no, za
G] :G(Sax’A'CayaB) 1 G2:G(S7X9A9yaB'C) Vaii Gl N,B G2: jer je

ﬂ(G1)=,B(G2)= G(S’X’A'B'Cayab) .

Kako odredene familije grafova sa vise mostova koje su od interesa za nas mogu da se

predstave 1 kao U, 1kao U, u njima mozemo uociti obe relacije ekvivalencije.

2.2. Primena preslikavanja a i # na klasu bicikli¢kih grafova sa mostom

U prvoj glavi prikazani su rezultati kojima se opisuju svi refleksivni grafovi iz klase
biciklickih grafova sa mostom [44] (Prilog I - Slike 1-4.). Sada ¢emo videti kako se do
vec¢ine datih rezultata moZe do¢i polaze¢i od odgovarajuc¢ih RS-odlucivih refleksivnih

grafova sa jednom slobodnom konturom, primenom « i f preslikavanja.

U familiji grafova 4, — 4, jedino graf 4, ima slobodnu konturu, ali i kod njega se, kao

dodatno optereceni, pojavljuju dva ¢vora na drugoj konturi razli¢ita od c-¢vorova, tako

da vidimo da A4-grafovi nisu pogodni za primenu navedenih preslikavanja, mada i u ovoj

potklasi moZemo uo¢iti neke veze indukovane preslikavanjem B: B(4;) = A4, (gde je S

jedan od trouglova), B(A4,) =4, (Sje trougao), B(4)= A4, (S je trougao)i B(4) = 4

(S je Cetvorougao).
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Potklasu B, tj. C, karakteriSe to $to je kontura koja sadrzi ¢, slobodna, dok su obavezno
dodatno optereceni jedan beli, tj. jedan crni ¢vor sa druge konture, i ¢vor ¢, ; pri tome je
stepen belog (crnog) ¢vora jednak 3, a stepen ¢, jednak 4 (pri ¢emu ¢vor ¢, moze biti
dodato opterecen) ili 5 (pri ¢emu ¢vor ¢, ne moze biti dodatno optereéen), Sto se moze
pokazati racunanjem odgovaraju¢ih karakteristicnih polinoma. Ako ¢vor ¢, jeste
dodatno optereéen, takav graf ¢e biti a-ekvivalentan grafu kod koga je d(c,)=3, pa

dalje mozemo analizirati samo grafove u kojima su optere¢eni samo ¢, i jedan beli

(crni) ¢vor sa druge konture (Slika 17.a) 1 b)), a onda mozemo uociti S-ekvivalenciju
takvog grafa sa grafom kod koga je optere¢en samo jedan beli (crni) ¢vor (Slika 17. ¢) i

d)). Naravno, grafovi kod kojih je optere¢en samo jedan beli ili crni ¢vor su RS-

odlucivi, tj. nakon odstranjivanja ¢vora ¢, ostaju dve komponente: kontura sa ¢vorom
¢, 1 druga komponenta K, koja je stablo, 1 od koje zavisi da li je posmatrani biciklicki

graf G refleksivan ili ne (naime, sgn(4,(K)—2)=sgn(4,(G)-2)).

a) b) ¢) d)
Slika 17. Primena o 1 f§ preslikavanja

Sada treba opisati sva moguc¢a maksimalna stabla K ¢iji je indeks manji ili jednak 2, ¢ija
struktura mora biti kao na Slici 18.a) u slu€aju potklase B, tj. kao na Slici 19.a) u slucaju
potklase C, gde je podgraf H netrivijalan (jer se posle na graf G primenjuje p-
preslikavanje). Dakle, traZimo sva Smitova stabla koja su traZzenog oblika, ili njihova

maksimalna podstabla koja ne mogu da se proSire, a da ostanu traZene strukture.

U slucaju potklase B, vidimo da je min(i, j) <2, jer je u suprotnom H trivijalan, i da iz
istog razloga i=2=j=2 i i=1=je{l,2,3,4,5}, pa ¢emo odgovarajuce
komponente K,,...,K predstaviti na Slici 18.b). Primetimo da je bicikli¢ki graf G za

K=K, p-ekvivalentan sa By; za K=K,, G~; B; za K=K;, G~; B, (ovo je
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jedini slu¢aj kad je 4,(G)<2, zato $to je komponenta K; pravo podstablo Smitovog

stabla); za K=K,, G~; B, i dalje By~, B,; za K=K;, G~; B, i B;~, B;; za

K=K, G~ Bs idalje Bs~, B, auspecijalnim slucajevima za /=0 jei G~; B¢, a

zal=11 G~, B,. Ovim su opisani svi grafovi B, — B, .

Slika 18. Stabla K za potklasu B

Kod potklase C u opStem slu€aju za i nema ogranicenja, medutim i ¢e biti proizvoljno
samo u sluéaju kad je K=K, , dok je u ostalim slu¢ajevima, kad je K=K,,...,K|,

(Slika 19.b),i < 4.

bR R R R

[} o K K K3 Ky Ks Ks K 5 Ky Ko Ku Kz
b)

Slika 19. Stabla K za potklasu C

Za K=K, bice G ~p C, idalje Ci4 ~, C,,, dok je u specijalnim slu¢ajevima za i > 5,
[=0 graf G B-ekvivalentanisa C),,aza i>4, [ =1 graf C|; dalje a-ekvivalentan sa
C,- U ovim slu¢ajevima bi¢e 4, <2 | jer je K, pravi podgraf Smitovog stabla.

U ostalim slu¢ajevima:

-za K=K, sledi G ~; C5,C,,C idalje G~, Cyy ;

-za K=K, sledi G ~p Cy,a Cy~, G, Cpp Cyy

-za K=K, sledi G~; C,,C;,Cq,a C~, Gy (ovde je takode 4, <2);
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-za K=K  sledi GN,; Cyg.a Cg~, Cy;
-za K=K sledi GNﬂ Gy, dok je €y ~, Cyy,Cig, Gy (A, <2);
-za K:K7 , sledi GN/} C13>C57C49 a C'4 “a CZS;

-Za K:Kg,SICdi GNﬂCnaa C17~ C32;

-za K=K9,sledi GNﬂ Czo,a CzoNa C33 (2‘2<2)9
-za K=K, sledi G ~p sz ya Gy ~, Gy, Chy, Cyg
-za K=K, sledi GNﬁ C.C,aC~,Cy;

-Za K=K12, Sledi GNﬁ C]27C19C3 > a Cl Na C24'

Ovim su opisani svi podgrafovi potklase C.

U sluc¢aju potklase D, kod koje su dodatno optereceni samo c-Evorovi, ve¢ pominjano

prelivanje Smitovih stabala predstavlja zapravo a-preslikavanje RS-odlu¢ivih u RS-

neodlucive grafove, ¢ime su opisani svi D-grafovi osim Dy, koji je zbog
d(c,)=d(c,) =5 neupotrebljiv za a i B preslikavanja, ali je istovremeno i specijalan

slucaj klase grafova D.

Videli smo da se u klasi biciklickih kaktusa sa mostom svi maksimalni refleksivni
grafovi, osim grafova iz klase 4 i grafa D¢ , mogu dobiti primenom « i 8 preslikavanja

na RS-odlucive grafove.

2.3. Preslikavanja o, 7i ¢

Sada ¢emo opisati neka preslikavanja izmedu odredenih karakteristicnih familija

grafova i opisati osobine ovih preslikavanja koje se ti¢u znaka izraza 4, —2 .
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Neka je J familija povezanih grafova koji sadrze bar jedan trougao, na Cije su ¢vorove
redom oslonjeni korenski grafovi S, 4 1 B (sa korenima x, a i b), pri ¢emu je S

proizvoljan Smitov graf (Slika 20.a). Uves¢emo oznaku C(S, 4, B) za graf koji pripada

ovoj familiji.

a) G b) 5’ )V d) @

Slika 20. Familije I, ', Vi &
Preslikavanje w: §— ¥V  odredeno je sa @(G,)=G,, gde je G, =C(S,4,B) (Slika
20.a), a G, = G(S,4,B) (Slika 20.c). Ovo preslikavanje ne ¢uva znak izraza 4, —2 , ali

ipak u izvesnoj meri dovodi u vezu znak ovog izraza kod originala i slike, Sto pokazuje

sledeca teorema.

Teorema 2.3. Neka je graf GeJ dat sa G=C(S,4,B). Tada vazi implikacija:

sgn(4,(a(G)) ~2) €{~1,0} = sgn(4,(G) -2) =-1.

Dokaz: Kako je 4,(&(G)) <2, grafovi 4 i B ne mogu imati indeks veéi ili jednak 2.

Zbog toga, po Lemi 2.1., za graf G vazi 4(G)<2 (jerje 4(B)<2 i 4(G-B)<2,
po RS-teoremi). Kako je indeks grafa G ve¢i od 2, moZemo analizirati znak

karakteristiénog polinoma u tacki 2. Koriste¢i Svenkove leme dobijamo

Py = B(P,F; = PiFy) + P (2(P,F, — P, Fy) — P, — PP, = 2P, Fy) = 2K (P, F, — P, Fy)
odakle zbog Py =0 sledi F; =P (PP, +PP;+2P.P;). Po dokazu teoreme 2.1.1.
sledi P, ;) =—Ps(P;F; + P,FP;) , akako je 4(&(G)) <2< A(aXG)),sledii P,; <0,a

time i F; =F,; —20P;F;<0. Prema tome, vazi 4(G)<2, §to je i trebalo

dokazati.o
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U familiji grafova § mozemo uvesti relaciju ekvivalencije na sledeéi nacin: (VG,,G, €

[0}

9) G, ~, G, < o(G)~, G,), jer je u tom slucaju F;, =B, —2BPF=F,; -
2P§PZ% =k G,

Uoc¢imo podfamiliju ' familije J ¢iji su elementi grafovi oblika G=C(S,4-5",B),
gde je S’ proizvoljan Smitov graf.

Preslikavanje 7 : 5 — U odredeno je sa 7(G,))=G, gdeje G, =C(S,4-5',B)

(Slika 20.b) i G=G(S,4,B) (Slika 20.c), a S’ proizvoljan Smitov graf. Pokaza¢emo

da ovo preslikavanje takode ¢uva znak izraza 4, —2 .

Teorema 2.4. Neka je S proizvoljan Smitov graf i neka je graf G, €g’, dat sa

G, =C(S,4-5',B) . Tada vazi: sgn(4,(G,)—2) = sgn(4,(z(G,)-2).

Dokaz: Kao i u prethodnim dokazima, prvo pretpostavljamo da je &(2)22 ili

2(B)>2 . Tada sledi da je 4(G,)>2 i L,(G)>2,aodatle i trazena jednakost.

Ako sada pretpostavimo da su indeksi podgrafova AiB manji od 2, na osnovu Leme

2.1. znamo da vazi 4(G)<2<A4(G), a dokazaéemo da iste relacije vaze i za graf G, .
Posto za graf G, —a vazi 11(21)<2, A(g')<2 i 4(G,—A4-5)<2, po Lemi 2.1.
sledi da je 4;(G;)<2, dok je indeks G, ocCigledno ve¢i od dva. Uporedi¢emo sada
Py ==F(PF;+PF;) (po dokazu Teoreme 2.1) sa F;, koji ¢emo izracunati

primenom Svenkovih lema, prethodno uvevsi oznaku M =G, - S :
B, =B, + BQB, ~ PPE, ~ (PP + PP, ~2P,P)~2P,P.P,) ~2PP,

ti. zbog K =F =0, bice F, =-FKB(PF+PF). Zbog F.Po>0 vazi

sgnF, =sgnfi;, a odatle sledi i sgn(4,(G))—2)=sgn(4,(G)-2), sto je i trebalo

dokazati.o
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U familiji grafova 9’ mozemo, kao i malopre, uvesti relaciju ekvivalencije indukovanu

preslikavanjem 7 na sledeéi na¢in: (VG,,G, €9) G, ~, G, < 1(G,) =7(G,) , pri ¢emu
bi klasa ekvivalencije grafa G bila jednaka 7 '(z(G)), a takode moZzemo uvesti jos

jednu relaciju ekvivalencije sa: (VG,,G, €9) G, ~,, G, < 7(G) ~, 7(G,) .

Sa @ ¢emo oznaciti familiju povezanih grafova koji sadrze bar jedan Cetvorougao, na
¢ije su c¢vorove oslonjeni korenski grafovi S, 4, B 1 S’ (sa korenima x, a, b i y
respektivno), pri cemu su S 1 S’ proizvoljni Smitovi grafovi (Slika 20.e). Za graf sa Slike

20.¢) koristi¢emo oznaku C(S,4,B,S").
Preslikavanje ¢: €— U odredeno je sa @(G,)=G,, gde je G,=C(S,4,B,5), a

G, =G(S,4,B). Ovo preslikavanje ne ¢uva znak izraza 4,—2, ali dovodi u nekim

slutajevima u vezu znak izraza 4, —2 grafa G, sa znakom izraza 4, —2 njegove slike,

Sto je preciznije objasnjeno slede¢om teoremom.

Teorema 2.5. Neka je G=C(S,4,B,S") graf iz familije ¢. Tada je F, =0 i vaze

sledec¢e ekvivalencije:

1) L(9(G)) <2 & sgn(A(p(G))—2) =sgn(A4(G)-2) AL(G) =2,
2) L(@(G)>2 = 4L(G)>2,

Dokaz: Pre nego 3to predemo na dokaze ekvivalencija, izraGuna¢emo F;(4)

kori¢enjem Svenkovih lema (dok na osnovu dokaza Teoreme 2.1. znamo da je

P, (1) = B(AD)P(D)B,(A) — P (AP (D) Fy(A) + P (A)F(4)), 4.
Py ==P(P,P,+P,P,), zbog B, =0):

p(G)

F5(A) = P (D) F,6)(A) + B (A2 E, ) (A) = P(ANE(AD) Py (4) = Be(A) P5(A))
— L5 (B (AP, (A) = P (D) Py(A)) = 2Py (D) P (A) B (A)) = 2P (A) F, ) (A)
= B (DF, ) (A) = B (D B (AP (D) By(A) + P (D) Fp(A)),

tj. £, =0, zbog =P, =0.
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D[S 1z L(G)=2 sledi L(p(G))<2.

Pretpostavimo prvo da je 4,(¢(G))<2. Tada je po Lemi 2.1. 4(G)<2, jer za
komponente grafa G-y vazi 11(5') <2 i Ae(G)<2<A(p(G)), tj. vaz i
sgn(4,(9(G)) -2) =sgn(4(G)-2) =—1. Kako je i 4(G)>2,a F;=0, sledi da je

4L(G)=2.

Pretpostavimo sada da je 4,(¢(G))=2. Vidimo da su tada /11(;1),/11(5) <2, paje po
Lemi 2.1. 4(@(G))<2 (jer je npr. /11(;1) <2 i 4(p(G)—a) <2< A (9(G))). Takode
po istoj lemi moZemo dalje zakljugiti da je 4,(G)<2, zbog A4(9(G)<2 i 4(S")<2,
Sto znadi da vazi 4,(G)=2 ili 4(G)=2. Uvedimo sada nove oznake: ako je polinom
P(A) deljivsa A—2,sa O(A) ozna¢i¢emo polinom takav da vazi P(4)=(4—-2)O(4)

. Ako predstavimo F;(4) na ovaj nacin, dobijamo
(A=2)0;(4) = (A =2)0s (D) E, (A1) = P (ANA = 2)O(ANPy(A) Py (A) + P (A) Fy(A)),
a posle deljenjasa 4 —2
Os(A) = Q5 (D), () = P (DO (AP A)By(A) + P (D) F(1)).
Medutim, kako zbog 4 (¢(G))=2 sledi £, =0, a odatle P, +P,F; =0, dobijamo
daje O; takode jednako nuli, $to zna¢i da je 4 =2 dvostruka nula polinoma F;(41), tj.
da je L(G)=4(G)=2. Dakle, vazi da je 4,(G)=2 i

sgn(4;(G) —2) =sgn(4,(9(G))—2) =0, ¢ime smo i u ovom slucaju dokazali traZenu

implikaciju.
2) [ 2] 1z L,(@(G))>2 sledi 4,(G)>2.

Neka je 4,(G)>2 i pretpostavimo suprotno, da je 4, (¢(G))<2. Tada je, po 1),

A (G) =2, §to je kontradikcija.o
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U familiji grafova @ mozZemo, kao i kod J, uvesti dve relacije ekvivalencije. Jedna je

indukovana  preslikavanjem @ na  slede¢i  nadin: (VG,,G, e @
G ~, G, < 9(G)=¢(G,), pri ¢emu bi klasa ekvivalencije grafa G bila jednaka

¢ ' (9(G)) ; a druga definisana sa (VG,,G, € @) G, ~e O 2 0(G) ~, 9(G,).

2.4. Primena preslikavanjagp it

Razmotriéemo ulogu preslikavanja 7 i ¢ u odredevanju maksimalnih refleksivnih

kaktusa sa 4 1 5 kontura.

Primetimo prvo da je graf tipa I a-ekvivalentan odgovaraju¢em RS-odlu¢ivom grafu

tipa G, =G(C,,,C,,C,) (Slika 21.).

Slika 21. Primena a-preslikavanja na graf T

Pri pogledu na familije maksimalnih refleksivnih kaktusa sa 5 kontura (Slika 6.) vidimo

da se grafovi familija O, i O, preslikavaju, pomocu ¢, u grafove tipa T, tj. G,, a
takode uocavamo da se izmedu odgovaraju¢ih grafova familija O, i O, moze
uspostaviti pa-ekvivalencija. Grafovi familije 7, preslikavaju se, pomocu z, u grafove
tipa T, a grafovi familije T, u grafove tipa G, ili T,. Ponovo mozemo uociti
ekvivalenciju, ovaj put za, izmedu korespondentnih grafova familija 7, i 7,. Dakle, ove
Cetiri familije mogu se opisati i kao inverzne slike grafova G, i T, pri ¢ i 7

preslikavanju.
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Sto se ti¢e familija maksimalnih refleksivnih kaktusa sa 4 konture, prvo ¢emo

posmatrati slucajeve kad je bar jedan ¢vor spoljasnjih kontura, razli¢it od c-Cvorova,

opterec¢en. Mozemo videti da se grafovi familije H, —H,, pomocu ¢ preslikavaju u
grafove A4, (jedini A-graf sa slobodnom konturom), B,—B,,, C,—C, i C;—C,, (
C,,—Cs nisu iz familije V). Pomo¢u 7 se grafovi J, —J,, preslikavaju u B, —B,,,
K -Kiu C-C, i Ce—C,, M\—M,, (bez M, i M; koji nemaju slobodnu
konturu, pa nisu iz familije 5') u B, —B,; (bez Bs), dok se grafovi iz familije N, —N,,
(sa izuzetkom N, i Ny, —N,, koji nisu iz ') preslikavaju u grafove C, —Cj, i

C17 - C41 .

Zanimljivo je da se i kod pomenutih izuzetaka moZze pratiti jedna vrsta prelivanja, pa se

graf M, moze dovestiu vezusa M,, Ny, sa Nz, Ny sa Ny, Ny, sa Nz, Ny sa
Ny, i Ny i Ny, sa Ng. Naime, mozemo uociti jo§ neke relacije unutar uzih klasa
tricikli¢kih 1 bicikli¢kih kaktusa koje ¢uvaju znak izraza 4, —2 | koje ¢e obuhvatiti i ove
sluc¢ajeve. U sledecoj lemi dokazaéemo pomenutu osobinu za neke biciklicke, a u Lemi
2.3. za tricikliCke slucajeve.

Lema 2.2. Neka su H, i H, bicikli¢ki grafovi s mostom (Slika 22.a) i b)) takvi da je
H =GC,,P,C-B) i H,=G(,,4,C), gde je B korensko stablo, oba puta
oslonjeno u svom korenu, a stablo 4. jednako koalescenciji £ -B (Slika 22.c)) nastaloj

oslanjanjem korena stabla B na &vor d. Tada vazi: sgn(4,(H,)—2)=sgn(4,(H,)-2).

.
i1
i1 d
d H> Ai
B

a) b) c)
Slika 22. Grafovi H,, H, 1 4,
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Dokaz: Iz 4 (B)>2 sledi sgn(4(H,)-2)=sgn(L(H,)-2)=1. Ako je A(B)<2,
onda po RS-teoremi sledi A, (H,—c,)<2, tj. A4(H)<2<A(H)); a takode i
L(H,=d)<2, . 4(H,)<2<A(H,). Zbog prethodnog, vazi sgn(F,(2))=

sgn(4,(H,)-2) (i=1,2), akako je B, =—mnP,=F, | sledi dokaz tvrdenja.c

Lema 2.3. Neka su G, i G, triciklicki grafovi (Slika 23.a) i b)) takvi da je
G =CC,-P,,C B X), . G,=C(C,-4,,,C,,X), pri Cemu je B korensko stablo, a
stablo 4., jednako koalescenciji F, -B formiranoj u ¢&voru d. Tada vazi :

sgn(4,(G)) -2) =sgn(4,(G,)-2).

Slika 23. Grafovi G, G, 1 G,

Dokaz: Primetimo prvo daje 4, =4 ,kaoidaje G-X=H,, i=1,2 (Slika 23.). Iz
A(X)22 ili iz A4(4)>2 sledi sen(4(G)-2)=sgn(4L(G,)-2)=1. Ako je
A(X)<2 i A4(4)<2, sledi P, >2, pa je po prethodnoj lemi F; <0, gde je
H =G -X, i=1,2, iz dega dalje sledi L,(H,)<2,tj. L,(G.—¢c;))<2 i A4(G)<2.
Uobigajenom primenom Svenkovih lema dobijamo R, =F, =—mn(P,P, + PP, ), iz
Sega sledi sgn(4,(G))—2) =sgn(4,(G,)-2) .o

Napomenimo da prethodne dve leme vaze i1 u opstijem slucaju, gde se umesto kontura

C, i C, pojavljuju proizvoljni Smitovi grafovi (dokazi su analogni prethodnim).
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Grafovi M, i N, predstavljaju "prave" izuzetke, jer se tek njihovi pravi podgrafovi
mogu preslikati sa r u B;, tj. Cs. Ovde napominjemo da za svaki graf tipa grafa G,
(Slika 23.c) vazi da je PG3 =0, tako da se u slu¢aju da je ovakav graf refleksivan, zbog
LG, —-X)=2 nameée  ograni¢enje  da  je A (X)<2, kao i
LGy, —¢), 4 (G, —c,) <2, §to znadi da su odgovarajuéi biciklicki podgrafovi koji
ostaju kad se odstrani ¢, ili ¢, takode refleksivni, a onda bismo mogli posmatrati njima
B-ekvivalentne RS-odlucive grafove i na taj nacin do¢i do M, i N, , kao i do nekih

potklasa klase R, refleksivnih triciklickih grafova, $to ¢e se videti u trecoj glavi.

Grafovi familija I, -1, i L, —L,, nisu iz familije J', osim grafova I, i L,, koji se,
pomocu 7, preslikavaju u 4, .

Predimo na familije maksimalnih refleksivnih kaktusa sa 4 konture kod kojih su

dodatno optereceni samo c-¢vorovi. Kaktusi sa Slike 8.a) preslikavaju se, pomocu ¢, u

T,, a oni sa Slike 8.b) u familiju D, — D5 . Kaktusi sa Slike 9. i 10.a) preslikavaju se,

pomocu 7, takode u grafove D, — D, , dok oni sa Slike 10.b) i 11. ne pripadaju familiji

5!

Vidimo da se 1 kod odredivanja maksimalnih refleksivnih kaktusa sa 4 ili 5 kontura

veliki deo rezultata moZe opisati koriS¢enjem ¢ i 7 preslikavanja.
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3. Neke Kklase tricikli¢kih refleksivnih kaktusa

U ovoj glavi navodimo rezultate koji se ticu odredivanja triciklickih refleksivnih

kaktusa klasa R,, R, i R,.U prvom delu navode se prethodni parcijalni rezultati koji se
ticu ovih klasa, kao i pomo¢na tvrdenja koja su od znacaja za klase R, i R,; u drugom
delu odredeni su svi maksimalni refleksivni kaktusi klase R, ; u treCem su opisane neke

klase maksimalnih refleksivnih kaktusa klase R,; a u Cetvrtom su odredeni svi

maksimalni refleksivni kaktusi klase R, .

3.1. Prelivanje parova Smitovih stabala

Jedna potklasa grafova klase R, opisana je u [30] i [39], pri éemu je uoceno prelivanje

para Smitovih stabala. Prvo navodimo teoremu koja se odnosi na ovo prelivanje, a zatim

teoremu koja opisuje dobijenu potklasu.
Teorema 3.1. [39] Neka je dat uniciklicki kaktus G (Slika 24.a)) €iji su svi ¢vorovi
konture, osim ¢, stepena 2, takav da su stabla (Slika 24.b), koja su dobijena

. . .. v . . ool .
identifikacijom ¢vorova x i y u grafovima S, 1S, (i =1,2), Smitova stabla. Ako se ne
moze primeniti RS-teorema, onda su svi ovakvi grafovi maksimalni refleksivni unutar

klase unicikli¢kih grafova i za sve njih vazi 4,(G)=2.

a) bﬂ b)

Slika 24. Prelivanje para Smitovih stabala u uniciklickom kaktusu G
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Dokaz: Uvedimo oznake G,=S,-S, (koalescencija je u ¢&voru x), G’ =S S,

(koalescencija je u y); zatim X, = Z B 4 i x = z P\ 4, i=12, gde

deS;NAdjx deS;'NAdjy

Adjx , tj. Adjy, predstavljaju skupove ¢vorova susednih ¢voru x, tj. y; kao1 P =P,

i —x?

!

F, =F;. . Primenom Svenkovih lema na &vor ¢ grafa G dobijamo:

P, =2mP, P, —2(m—1)B, B, ~mP, P, —mP, P, ~2P, P, =-m(P,P,  +F, P, )

9

akako je B, =2RB, —F%, - BY, . tj. B, =2F P/ —R%, - B3/, bice:

P, =-m[(2RP,~ B, - PX,)RP +(2F'P ~F'%, - B'Y/)RP)]
= -m(4RP,P P -3 PE'P - B%,P'P - PR3P - RRE'S,).

’

a kako je 2PP' —PX' -3 P' =0, jer su odgovaraju¢i grafovi sa Slike 24.b) Smitovi,

1

dobijamo P, =0.

S druge strane, ako je neki od grafova sa Slike 24.b), npr. za i =1, u stvari nadgraf

Smitovog stabla dobijen dodavanjem vise¢e grane na Smitovo stablo u bilo kom ¢voru,
tada ¢e vaziti 2PP —PX, —%,P' <0, §to ¢e dati P, >0; a ako je neki od grafova sa
Slike 24.b), npr. za i=1, pravi podgraf nekog Smitovog stabla, bice
2PP' —-Px' -3 P'>0, t. P,<0. Iz ovakve diskusije sledi da je

sgn(F.) =sgn(4,(G)—2), ¢ime je teorema dokazana.o

Ocigledno je da je wuniciklici graf G zapravo «a- ekvivalentan grafu
G(C,,S,-S/,S,-S,") za koji vazi A, =2, koji je RS-odlu&iv i maksimalni refleksivni

graf u okviru klase 2/

Teorema 3.2. [39] Neka triciklicki kaktus ima ciklicku strukturu kao na Slici 25.a)

(dve konture proizvoljne duZine su dodate na nesusedne ¢vorove Cetvorougla ¢, i ¢, )i

neka se par Smitovih stabala preliva izmedu dva preostala nesusedna ¢vora x i1 y, kao u

prethodnoj teoremi. Tada su svi dobijeni grafovi maksimalni refleksivni kaktusi.
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Slika 25. Prelivanje parova Smitovih stabala
Dokaz: Po teoremi o preplitanju, za graf koji se sastoji od kontura C, 1 C,, koje su
povezane putem duzine 2 (npr. ¢xc, ), vazi A, =2. Dodavanjem ¢vora y povezanog sa
¢vorovima ¢, 1 ¢, dobija se graf za koji takode vazi A, =2, ali dok prilikom daljeg
dodavanja proizvoljnih stabala na x i y ostaje P=0, ne mora da ostane A, =2.

Medutim, moZe se proveriti da za sve grafove sa Slike 25.a) vazi 4, =2.

Ako bismo ovakav graf prosirili dodavanjem nove grane na neki od ¢vorova spoljasnjih

kontura, dobili bismo graf sa osobinom A, >2, jer se po uklanjanju npr. ¢vora x veé

dobija graf sa takvom osobinom, takode po Teoremi o preplitanju. Ako bi se nove grana
dodala na neki od ¢vorova koji nisu sa spoljasnjih kontura, dobio bi se graf za ¢iji

podgraf po Teoremi 3.1. vazi A, >2. Dakle, grafovi sa Slike 25.a) su maksimalni

refleksivni grafovi.o
Kao i1 malopre, uocava se da se graf sa Slike 25.a) moze preslikati pomocu ¢ u npr.

graf G(C,,S,S,,S, -S,"), koji je @ - ekvivalentan grafu G(C,,S,-S,,S,-S,).

Sli¢an rezultat, sa koriS¢enjem osobina prelivanja para Smitovih stabala, dobijen je i za

grafove klase R, u[39].

Teorema 3.3. [39] Neka se graf G sastoji od dve konture proizvoljne duzine oslonjene

na dva ¢vora trougla i neka se parovi Smitovih stabala prelivaju izmedu ¢vorova c, ic,

(Slika 25.b). Tada je G maksimalan refleksivan kaktus, sa slede¢im izuzecima:
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1) na¢vor ¢, dodato je celo Smitovo stablo S, a drugo Smitovo stablo tipa W, se posle
cepanja preliva izmedu ¢vorova c, ic;, kao na Slici 26.; tada su tri prikazane

familije grafova maksimalni refleksivni kaktusi ;

(,,,,;=0) (,,,1;=0) (1,,1;=0)

a) b) ©)
Slika 26. Izuzeci sa W,

2) posle cepanja Smitovih stabala u oba slu¢aja dobija se podstablo S, i K, (i=1,2),

pri ¢emu su oba grafa K, dodata na ¢vor ¢, (Slika 27.); tada su tri prikazane

familije grafova maksimalni refleksivni kaktusi.

a) b) C)
Slika 27. Izuzeci sa S, - K,
Dokaz: Uvedimo oznake: F = B, B . = P, Z B .,=% i
veddjc,NS;

D> P, =% (i=12). Primenom Svenkovih lema na graf G sa Slike 25.b)

veddjc;NS;'

posle sredivanja izraza dobijamo:
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P, =mn(-4RBR'P' +X BR P+ FL,B P -~ FPY'P - KRR, ,

tj. zbog 2PP' —PX' %P =0 za i=1,2,jersu S, i S, Smitova stabla, sledi P, =0 i
A,(G)=2. S druge strane, ako bi npr. stablo S, bilo nadgraf Smitovog stabla, dobijeno
dodavanjem viseée grane u proizvoljnom &voru, sledilo bi 2PR —BX,'-%,P' <0, a
time 1 P, >0, tj. 4,(G)>2. Prema tome, G ne moze da se proSiruje ni u jednom od
¢vorova stabala S;, S’ (i =1,2), a da pri tome ostane refleksivan. Dalje razmatramo da

li se G moze prosiriti (a ostati refleksivan) dodavanjem visece grane u ¢voru ¢, do grafa

E, ili do sli¢nog grafa dodavanjem visece grane u nekom od ¢vorova spoljasnjih kontura
razli¢itom od c-€vorova. Ovde detaljnije razmatramo graf £, a analogno tome, pokazuje
se da se nova grana ne moze dodati na ¢vorove spoljasnjih kontura razlicite od c-

¢vorova onda kada ne moZze da se doda ni na ¢vor c,.

Za graf E, koji je dobijen proSirivanjem G u ¢voru ¢, vise¢om granom, moze da vazi
A, >2 1ili A, =2, u zavisnosti od toga da li za unicikli¢ku komponentu E, grafa £ —c,
vazi P, <0 ili £, =0. Graf E ne moZe da sadrzi dva cela Smitova stabla oslonjena na
¢;, a da ostane refleksivan (po RS-teoremi sledilo bi £, <0), niti moZe da sadrzi celo
Smitovo stablo oslonjeno na ¢, , zbog Teoreme 1.4., pa zato posmatramo slucajeve kad
je celo Smitovo stablo oslonjeno na c,, a drugo se preliva izmedu ¢, i1 ¢; (ozna¢imo

takav graf'sa E), ili kad se oba Smitova stabla prelivaju izmedu c, 1 c; (graf E).

U prvom slucaju, posmatramo unicikli¢ku komponentu E, grafa E;—c, 1 uvodeci
oznaku Fy_ = P, primenom Hajlbronerove leme dobijamo P, = nP(ZX —PP)<0.
Medutim, za sva Smitova stabla vrednost izraza X3 — BB’ je negativna, osim u slucaju
kad su S, i S, delovi stabla W,, takvi da je =, =%, = B, = B'=4. U tom slu¢aju, dalje

proSirivanje ¢uva osobinu P =0, ali smo ograniceni rezultatima Teoreme 1.4. i ostalim

rezultatima iz [44] tako da su za osobinu A, =2 maksimalni grafovi prikazani na Slici

26.
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U drugom slucaju, kad se dva Smitova stabla prelivaju izmedu ¢, i1 ¢,, primenom
Hajlbronerove leme dobijamo:
B, = -n(2RPX,%, ~RRL,2, ~BPE X+ RR PP

= _n[(}_)]}_)],_ 2121’)(}_321_)2, - 2222,) + 21,22’(2;)1}) 2.2l

ne]]

Lako se proverava da za proizvoljno cepanje Smitovog stabla za npr. §, vazi "

S}
AW

osim u slu¢aju kad je S, =K, atadaje P, ==X, . Prematome, 2PP, > 3,2, vazi uvek,

[98)

osim u slucaju kad se cepanjem obeju Smitovih stabala dobija S, (tj. S,)1 K,. S druge

strane, videli smo da je (PP -X2, ) BPP —2,%,)>0, s tim §to jednakost vaZi jedino
kad je jedno od Smitovih stabala ba$ W¥,. Iz ovoga zakljucujemo da je B, <0, t.
2, (E)>2. U sluCaju da je S, =S, =K,, dobija se da je P, =0, a dalja prosirivanja,
kao 1 u prethodnom slu¢aju dovode jedino do izuzetaka prikazanih na Slici 27.0

I ovde vidimo da su grafovi sa Slike 25.b) za-ekvivalentni sa RS-odlucivim
maksimalnim refleksivnim grafovima, dok se kod izuzetaka navedenih u ovoj teoremi
slicno izuzecima M, 1 N,iz odeljka 2.4. moze primetiti da su njihovi biciklic¢ki
podgrafovi koji se dobijaju kad se odstrani ¢vor c¢; a-ekvivalentni (Slike 26.a) 1 27.a))

tj. p-ekvivalentni (Slike 26.b) 1 ¢) 1 27.b) i ¢)) odredenim RS-odlu¢ivim grafovima.

Ovi parcijalni rezultati pokazace se znacajni 1 za opSsti slucaj, tj. za odredivanje svih

maksimalnih refleksivnih grafova datih klasa.

3.2. Klasa R,

Klasu R, ¢ine tricikli¢ki grafovi tipa grafa G (Slika 28.) ¢ija je centralna kontura

¢etvorougao, na C¢ije su nesusedne ¢vorove ¢, i ¢, oslonjene dve spoljasnje konture
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duzinemin, C, 1 C,, dok su na preostale ¢vorove centralne konture x, tj. y, oslonjena
korenska stabla 4, tj. B (koja mogu biti i trivijalna), ¢iji su korenovi a, tj. b,
identifikovani sa ¢vorovima x, tj. y. Primetimo da ako je graf klase R, on je tipa

C(C,,4,B,C,),papo Teoremi 2.5. sledi P, =0.

m

Slika 28. Graf G

Zbog toga, ispitivanje da li je graf klase R, refleksivan ili ne, ne moze da se vrsi
analizom znaka karakteristi¢cnog polinoma u tacki 2, §to je inace Cest instrument. S
druge strane, ako definiSemo klasu V; kao potklasu klase UV, koja obuhvata sve
uniciklicke grafove klase ¥ u kojima je Smitov graf S jednak konturi, problem se svodi
na odredivanje maksimalnih refleksivnih grafova u klasi V;, o ¢emu govori sledeca

teorema.

Teorema 3.4. Neka je G graf klase R, a graf H = a(p(G)) (Slika 29.a), gde je
podgraf C grafa H koalescencija korenskih stabala 4 1 B (Slika 29.b) pri ¢emu su
korenovi a i b identifikovani sa ¢vorom x. Graf H je maksimalan refleksivan graf u

klasi 24 ako i samo ako je graf G maksimalan refleksivan graf u klasi R, .

Slika 29. Grafovi Hi C
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Dokaz: Neka je G maksimalni refleksivni graf klase R, . Tada je H refleksivan jer
je a -ekvivalentan pravom podgrafu ¢(G) grafa G. Ako H ne bi bio maksimalan u klasi
V1, u toj klasi postojao bi njegov pravi nadgraf H', takode refleksivan; medutim,
postojao bi graf G iz klase R, takav daje H* = a(e(G")) koji je pravi nadgraf grafa

G, pa on ne bi bio refleksivan, a onda bi iz 4(G")>2 sledilo 4,(@(G"))>2 (po

Teoremi 2.5.), tj. A(a(@(G"))=4L(H")>2 (po Teoremi 2.1.), §to dovodi do

kontradikcije.

Ako je H maksimalni refleksivni graf u klasi ¥, onda i polazni graf G mora biti
refleksivan; u protivnom, iz A,(G) > 2 sledilo bi A4,(H)>2 (Teoreme 2.5.12.1.). S
druge strane, ako G nije maksimalan u klasi R,, onda postoji njegov pravi nadgraf G

u istoj klasi, koji je refleksivan. Zbog RS-teoreme, i u G konture C, i C, su

slobodne, pa je odgovarajuéi H', koji je jednak «(e(G")), pravi nadgraf grafa H i

refleksivan graf iz UV, §to je ponovo kontradikcija.o

Prema prethodnim rezultatima [39] znamo da u slucaju da je podgraf C grafa H jednak
koalescenciji dva Smitova stabla (C =S, -S,), onda je graf /I maksimalan refleksivan
u klasi V;. U preostalim slucajevima, ako je A maksimalan refleksivan graf u klasi Uy,

njegov podgraf C mora biti nadgraf Smitovog stabla (u protivnom H bi bio pravi

podgraf nekog ve¢ poznatog maksimalnog grafa). Medutim, zbog RS-teoreme,

komponente grafa C moraju biti pravi podgrafovi Smitovih stabala.
Napomenimo da ¢emo ubuduce, zbog skrac¢ivanja, re¢i za graf da je tipa:

- S, ako je on jedno od Smitovih stabala,

- PS, ako je on pravi podgraf bar jednog od Smitovih stabala,

- NS, ako je on pravi nadgraf bar jednog od Smitovih stabala

- S8, ako je on koalescencija neka dva Smitova stabla,

- PSS, ako je on pravi podgraf bar jedne koalescencije neka dva Smitova stabla,

- NSS, ako je on pravi nadgraf bar jedne koalescencije neka dva Smitova stabla.

Na osnovu prethodnog, tvrdimo da vazi slede¢a teorema.
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Teorema 3.5. Graf G (Slika 28.) je maksimalan refleksivan graf u klasi R, ako i samo
ako za graf C = A-B, koji je nastao identifikovanjem korenskih ¢vorova stabala 4 i B,
vazi:

1) £ +2P. 20 (krace, c=0)

2) Cjetipa NS

3) svaka komponenta grafa C je tipa PS.

Po prethodnoj teoremi, problem odredivanja maksimalnih refleksivnih grafova klase R,

svodi se na odredjivanje maksimalnih stabala C za koje vaZze uslovi 1) — 3), kojima

nadalje mozemo dodati i uslov
4) C nije tipa SS,
jer izuzimamo slucajeve koji su ve¢ opisani.

Neka graf C ispunjava uslove 1) — 4). Ako je potrebno da ispitamo da li se takav graf
moze prosiriti u ¢voru X , a da prilikom toga i dalje zadovoljava uslove 1)-4), dovoljno
je da posmatramo najmanje moguée prosirenje, tj. graf C’, koji je dobijen
prosirivanjem grafa C jednom viseéom granom u &voru x. Primenom Svenkovih lema

na ¢vor x novog grafa, dobija se:
¢'=F.+2P,=2F.-P. +4P.=2c- P,

pa se jednostavnim ispitivanjem znaka poslednjeg izraza ispituje 1 mogucénost
prosirenja. O¢igledno je da, ako za graf C vazi ¢ =0, on se ne moze prosiriti u ¢voru x
tako da vaze uslovi 1) — 4), jer su komponente grafa C pravi podgrafovi Smitovih

stabala, pa bi vazilo ¢’ <0.

Odredivanje vrednosti ¢ 1 ¢’ kao 1 odgovarajuc¢ih vrednosti P i1 Pu daljem tekstu
vr$iéemo koriste¢i Svenkove leme i njihove posledice, a pri tome éemo koristiti i

poznate rezultate za jednostavne grafove, date u Lemi 3.1.
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Lema 3.1. [44] Neka su G, —G, grafovi prikazani na Slici 30. Tada vazi: 1)
F.(2)=k+2,2) F,(2)=4,3) [, Q) =—kim+k+1+m+2 4) F, (2)=4(1-kl).

Slika 30. Grafovi G, -G,

Neka graf C zadovoljava uslove 1) —4). S obzirom da su svi pravi podgrafovi Smitovih

stabala Kokseter-Dinkinovi grafovi (Slika 2.), ispita¢emo pod kojim uslovima grafovi
E,E,,E.,D, A mogu biti komponente grafa C. Cvorove grafa C koji su susedni
¢voru x zvaéemo crni €vorovi; na njih se oslanjaju komponente grafa C. Sa
ES,E7,E6,bn,z:1n oznaci¢emo, respektivno, grafove E,,E,,E,,D,, A, proSirene jednom

viseCom granom. Ako je kraj te vise¢e grane ¢vor x, sa npr. Eé oznaci¢emo korenski
graf Eg , ukome je crni ¢vor x, koren.
U Tabelama 1.a)-b) predstavicemo tip grafa (S, PS ili NS) za sve opisane proSirene

. v oy . . 4 5 A4 .
grafove, gde je sa v oznaden crni ¢vor. Napomenimo da su grafovi E¢, E;, D, i

A:rl (i > J) izomorfni sa E62 , E61 , Di i A,{H respektivno, pa ih izostavljamo iz daljeg

razmatranja.
Tabela 1.a) Tipovi grafova Eg,E7,E6
v X X X3 Xy Xs Xe X7 Xg
E8 S NS NS NS NS NS NS NS
E7 PS NS NS NS NS S NS /
E6 PS NS NS / / S / /
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Tabela 1.b) Tipovi grafova D,, 4,

v X x, (n=5)

D i=0 PS
(};24) i= S n=>5 S
i=2,..,n-3 (n=5) NS n>>5 NS

121” i=0,1 PS

(n=i+j+1=2, 2=j=4 PS

i< /) i=2 j=5 S

j>5 NS /

i=3 ]::3 S

Jj>3 NS

i>3 NS

Stav 3.1. Uslovi 1), 3) i 4) ispunjeni su ako i samo ako je C jednak jednom od grafova:
Eé, za ie{l,7}; E;, za i€{1,2,6,7}; Eé, za ie{1,2,6}; b,’;“, za ie{0,1,2,3},
n>maxii+3,4): D', za 5<n<16; 4" za i€{0,1,2,3} (j2i), i=4(4<,<19),
i=5(5<j<11), i=6 (6<,<8) ilii=7 (j=7).

Dokaz: U Tabelama 2.a) i b) ¢emo predstaviti vrednosti izraza P i ¢ u zavisnosti od

korena v posmatranog korenskog grafa, a u poslednjim kolonama vrednost P za dati

graf (ona ne zavisi od korena v). Vrednosti P i P ra¢unamo primenom Svenkove leme

na ¢vor x.
Tabela2.a) P, ci P za grafove ES , E7 , E6

v X X, X3 Xy Xs X6 X7 Xg P
~ P 0 -4 -10 -18 -28 -12 -2 -6 |

8 c 2 -2 -8 -16 -26 -10 0 -4

~ P 1 -4 -11 -20 -8 0 -3 /
E7 c 5 0 -7 -16 -4 4 1 / 2

a P 2 -4 -12 / / 0

B o3 2 % / / 6 / / 3
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Tabela 2.b) P, ¢ i P za grafove D,, 4,

v Xivt Y }_)
A P 41-i)(i=0,....,n—3) 8—n 4
! c 4(3—i) (i=0,..,n—3) 16-n
21" P iij+z"+j?L3 (i.=0,...,n—1;j'=n—i?1) ) i+ j+2
¢ —ij+3i+3;j+7 (i=0,...,.n—1; j=n—i-1)

Iz tabela sledi tvrdenje.o

Prema prethodnom, vidimo da grafovi C navedeni u Stavu 3.1. mogu biti:
- tlpaS EA‘;aEA‘Sa E:a DArfaDAgala;)Ia;5

- tipa NS: E], B2, E], E}, D} (n25), D} (n26), D! (n=9,..16), 4, (

A

i>6), 4 (j=4), 21,’;“ za i=4(4</<19), i=5G<j<1l), i=6
(6<5j<8) ii=7 (j=7), ili
- tipa PS: E;, Eé, 153,, D:(SSnS7), zzl,i, 1215 1 zzlj(j=2,3,4); pri cemu vazi
E; = E; (gde smo sa Eé oznacili korenski graf E; u kome je ¢vor x,
identifikovan sa ¢vorom x), Eé:E;, lA),iZD,l,H, 1555 =E,, Dg =ES, 15; =E,
A=A, 4 =D L=E 4=Ei4=E

U slucaju da je graf C iz Stava 3.1. tipa S, on se uvek moze prosiriti do grafa tipa SS, a

ovaj slucaj je ve¢ opisan.

Neka je graf C iz Stava 3.1. tipa NS. U nekim slucajevima ve¢ on sam mozZe biti
maksimalan graf za uslove 1) — 4), a u drugim slucajevima C se moze proSiriti do
maksimalnog dodavanjem novih stabala, ali se to dodavanje moze izvrSiti samo u ¢voru
x. Naime, ako bi se u nekom drugom ¢voru dodala bar vise¢a grana, prosSirio bi se

noseéi graf C, pa bi on ili postao graf tipa NS, ili bi promenio vrstu (npr. ako se graf
E72 prosiri dodavanjem visece grane na ¢vor x,, dobija se Egz - tj. noseci graf E72 menja

seu Ey).

U Stavu 3.2. odredeni su svi grafovi C iz Stava 3.1. koji su maksimalni za uslove 1)-4).
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Stav 3.2. Grafovi O, :Eg , O, :E72, O :D: (n=6), 0, :ﬁllg, 0 :121254,Q6 :‘211675

0, = 121175 i 0= 121185 su maksimalni za uslove 1)-4).

. . . . . o7 . ..
Dokaz: U svim navedenim slu¢ajevima ¢ =0, osim za graf 4, za koji je ¢=1, ali i

¢'<0, pa se ovi grafovi ne mogu prosiriti dodavanjem novih grana na ¢vor x.0

Prosirivanje u ¢voru x podrazumeva samo dodavanje pravih podstabala Smitovih

stabala, jer u suprotnom graf C postaje graf tipa NSS. Dodata stabla mozemo posmatrati

.y . . . v 1
kao korenska, pri ¢emu se koren identifikuje sa ¢vorom x, pa neka npr. oznaka £

predstavlja graf E; , ¢iji je koren x,, a oznaka [): Eé koalescensiju grafova lA),f 1 Eé u
kojoj je ¢vor x grafa 15: identifikovan sa ¢vorom x, grafa Eq. Dodajemo najmanje
jedno, a najviSe tri (NSS!) stabla B oblika: E88 , E77 , E66 , Eg7 , E76 , Eé , E; , Eé , D;f
(k=5), D,i (k=4), A,i (k>=2), au Tabeli 3. za svako navedeno stablo B dajemo

vrednosti za Py, P, 1 P,/ P;. Primetimo da u slucaju stabla Dy, tj. A;, najmanja

vrednost P, / P, iznosi 4/5, tj. 3/2.

Tabela3. P,, P, 1 P,/ P;

B | E |E |E |E |E|E |E|E |Df|D | 4

P, 1| 2|3 L2 1] 2|3 4 | 4 | ktl

P, 8 | 716 | 4| 421|314/ k| 4 k
P /P, | 18 | 27 | 12| V4| 12| 12|23 |34 | 4k | 1 |Gk

Kad formiramo koalescenciju C- B, gde je C neko od nemaksimalnih stabala tipa NS iz
Stava 3.1.,, a B jedno od stabala iz Tabele 3., moZemo odrediti ¢ i ¢’ u svakom
konkretnom slucaju, pomo¢u veza ¢=F.P,+FP.P, i ¢'=2c—P,P., a iz njih mozemo

izvesti slede¢e pomocne kriterijume.

- Ako je F.+F.<0, B moze biti samo tipa A,i , jer kako P, < P;vaZi za sva

druga stabla iz Tabele 3., sledilo bi ¢<0. Ovo obuhvata sledece slucajeve stabla
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A A A

c. El, Bl D' (n=13,1415), A (j>12), 4 za 7<j<18, A° za
6<j<10i4 za j=6,7.

- Ako je F.+P-=0, B moze biti ili tipa D,i (pri ¢emu je ¢=0 pa se dobija
maksimalni graf), ili A,i (gde je ¢<O0, tako da moZemo odmah razmatrati
prosirenje sa grafom A,l 'A,l ), jer kako P, < P,vazi za sva ostala stabla iz
Tabele 3., sledilo bi ¢<0. Ovo obuhvata sledece slucajeve stabla C: [),f , 121145,
‘21151 i ‘:1161-

- Ako je —F./P.<P;/P; za neko stablo B iz Tabele 3., onda se to stablo B

moze dodati na prethodno C, jer je dati uslov ekvivalentan sa uslovom ¢ =0,

Na osnovu svega prethodnog, opisaCemo sva maksimalna proSirenja grafova tipa NS iz

Stava 3.1. i to u Stavu 3.3. za grafove nastale proirivanjem £;, E; i D} (n25) u

Stavu 3.4. za grafove [): (n=9,...,15) 1u Stavu 3.5. za grafove za,iﬂ (n=i+j+1, gde

jei=21j>26,i=31i;>24,i=4i14<;<18,i=5i5<,<10,i=616<;<7).

Pri tome, moramo imati u vidu i sledece relacije (sa C smo oznacili relaciju - biti pravi

~isl L
A’lI-%— CDI+

n+l»

S+l S+l N2 . 6 7 8
A" cA A kaoi E, CE, CE,,

n+l n+l s

i+l Ni+2 A N+
pOdgraf): Dn - Dn+1 s Dn c D

n+l »

D:CE’H] (Za l’l=5,6,7), EéCE76CE879 D;CEIIHI (Za n=5:697)9 DJ‘CDSSa

n+l

D' c D" Arll c A

n+l s n+l o

A CE (za n<k-2 i k=6,7,8), A CE] (za n<T7),
A cE (za n<6), A CE (za n<k—1i k=6,7,8), A D" (za n>4) i

n n+l

A,ll CDjl+1 (za n23).

Stav 33. Grafovi Q,=E-4, Q,=E -4, 0,=D-D, i Q,=D]-4-4,

maksimalni su za uslove 1)-4).

Dokaz: Grafovi E, i E; mogu da se progire samo stablom 4; (k>2);u prvom sluéaju

dobija se ¢=2—k, u drugom ¢=3—k, dok je u oba slutaja ¢'<0, pasu Oy i O
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maksimalni grafovi. Za Q,, vazi ¢=0, pa je maksimalan, dok je 15,? 'A,i njegov
podgraf, pa zato odmah razmatramo 153 'A,i -A,1 (I<k), za koji je c=4(k+1-kl), tj.

maksimalan je i 0.0

U slede¢em stavu posmatramo moguca proSirenja grafa ﬁ: (n=9,...,15). Dobijene
grafove O, prikazaéemo u Tabeli 4., u kojoj se pored odgovarajuéeg indeksa i nalazi

koalescencija kojoj je graf 0. jednak.
Stav 3.4. Grafovi 0,5 —0j; (Tabela 4.) maksimalni su za uslove 1)-4).

Dokaz: Primetimo prvo da za grafove tipa C :15,;’ -B (gde je B jedan od grafova iz

Tabele 3.) vazi c=(8—n)P+4P i ¢'=(12-2n)P+8P. Za n=13,14,15 na D"
moguée je dodati samo 4, , a za 151122 i D, i 4, .Kako za 15,:1 ‘A vazi c=(12—-n)k +4
1 ¢'=(20-2n)k+8, za n=15 dobijase c¢<0 (podgraf grafa Q,), za n=14, tj. 13,
sledi ¢'<0,dokje ¢>0 za k_ =2,tj. 4, sto odreduje grafove Q,; i 0, . Takode je
maksimalan i graf Qs =lA)1122 :D, (¢=0), pa dalje odmah posmatramo 131122 -A,i A (

[<k): c'<01ic>0samoza k=[/=2, pasedobija Q.

Tabela 4. Grafovi Q13—Q33

13 Dl 4l 22 DY -E, 31 D] -Dif

14 DE- 4 23 DY - D} 32 D) -D:- 4
s | DDl | 2 Dy E, B | DDA
16 | Di-A-A | 25 D4, 4, 34 D) A, AL
17 D! -E! 26 Dy -4 4 35 D] 4, 4
s | DD | 2 | DOA-A-A | 36 | DY4-A
o | DUlAg-A | 28 D}-E] 37 D)4 4
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20 D)y E 29 D) -E] 38 D)-A,-4- A
21 DY E 30 D)-E - A

Za n=11, uslov ¢=0 ispunjen je za Be{Eé,DSS,D,l,A,l}, pri ¢emu su O i O
maksimalni, dok se za B=D, dobija podgraf grafa Q)5 (ali ¢'<0, pa nema daljih
prosirenja) iza B=4, A4 (I <k)jedino graf Oy.

Na 15118 mogu se dodati stabla E , Es, Ey, E;, Ey, D (5<k<8), D, (k>4), 4,
(k=2). Pri tome su grafovi Q,,—Q,, maksimalni (c¢'<0), dok su ostale
koalescencije podgrafovi prethodno odredenih grafova, osim koalescencije 15113 'A,i koja
moze da se prosiri do maksimalnih Oy i Oy i dalje do O, .

Na 15;) mogu se dodati E; , E¢, E;, EY, Ey, E;, E,, D{ (5<k<16), D, (k>4),
A, (k>2).Pritome za sludajeve E; , E¢, E;, Ey, Eq i E; vazi ¢>01i¢'<0,to
odreduje maksimalne grafove Q,; 1 O,, (ostali grafovi su ili njihovi pravi podgrafovi
ili podgrafovi grafa 1511(? - Ey). 1399 -E; nije maksimalan zbog ¢=8 i ¢'=0, ali je time
odreden Q,, . Za koalescenciju b: -Df vazi daje c=16—k, dok je ¢'=32—-06k, tako
da je graf Q,, maksimalan, dok se jedino graf 1599 'D55 moze prosiriti u ¢voru X, ali
samo grafom A/i , jer se pri proSirivanju sa D; i D, dobija ¢ <0 . Za graf 15;’ 'DSS 'A,i
dobija se ¢=20—-9k , §to je nenegativno samo za k=2 . Graf Q,, je maksimalan, jer
je zanjega ¢ =2 i ¢’ <0. Koalescencija 153 'D,l takode moze da se prosiri u ¢voru x
samo grafom All, pri ¢emu se dobija ¢=16—4/, dok je odgovaraju¢i ¢’ =32-24/
tako da se dobija maksimalni graf Q,; . Graf 153 'A,i moze takode da se prosiri grafom
A iza D)-A -4 vazi c=—ki+4k+4l, dok je ¢ =—6ki+8k+8] . Tzuslova ¢>0,
uz pretpostavku da je / <k, dobijamo: za [ =2,3,4, k nije ograni¢eno (podgraf grafa

Oy);zal=5,k<20;zal=6,L k<12;za1=7,k<9;zal=8, k=8. Iz uslova
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¢’ =—06kl +8k +8/ > 0 sledi da je prosirenje u ¢voru X moguée samo za [ =2 i k<4,

Dakle, dobijaju se maksimalni grafovi Q,, —Q,,, dok je proSirenje moguce izvesti pod

. . . 1 .. A9 41 141 “.
navedenim uslovima i to samo grafom 4. Za koalescenciju Dy -4, -A4,- A, vazi

c=4-k, c'=32-24k <0, pajei graf Q,, maksimalan.o

Stav 3.5. Grafovi Q,, —Q,,, (Prilog II - Tabela 1.1-10.) maksimalni su za uslove 1) —
4).

Dokaz: Za grafove C:j’i“.B, gde je B jedno od stabala iz Tabele 3., vazi
c:(i+j+2)P+(—ij+z‘+j+3)1_J i c’:2(i+j+2)P+(—2z‘j+i+j+4)I_3, Diskusiju
¢emo izvrsiti po tipu stabla A,i”, ali zbog 121;41 Cz;l,l,ﬁ diskusiju zapocinjemo od
najveceg i, tj.od i=6.

Za i=6 moZe se dodati samoA,i Sto daje c=—4jk+17k+j+8 i ¢'<0, pa se za

j =7 dobija ¢ <0 ( podgraf maksimalnog grafa Q,), aza j =6 maksimalni graf Q,, .
Za i=5 i 6< ;<10 dodaje se takode samo A,i,paje c=-3kj+15k+j+7 (¢<0za
j=28,9,10 - podgrafovi grafa Q,)i ¢'<0, tako da moguca prosirenja daju Q,, i Q,, .
Za j=5 moze se dodati D, (c=0), §to daje Q,,; ili 4 A (c=12(+k—1k),
¢'<0), sto daje Q,; .

Za i=4 i 7< ;<18 dodaje se samo A,i,paje c=-2kj+13k+j+6 (¢<0 za j>11
- podgrafovi grafa 121524)i c'<0, sto daje grafove Q,, —Q,, . Za j =6 dodaje se D, (
c=4,'<0)idobija O, kaoi 4 A4 (c=12(k+1)—11kli c'<0) i dobija O,, . Za
j=5 mogu se dodati E, (c=1,c'<0),D] (c=4,c'<0),D, (c=12,c'<0) i
A, -4 (c=11k+11-8K ,c'<0) to daje O,,—O.,.Za j=4 dodaju se E; (c=0
), Ef (¢=0), E; (¢=0), E} (¢=5,c'<0), E} (c=10,c¢'<0), D} (c=40-5k
c'<0), D, (¢=20,c'=0)i 4 A (c=52k+2l—kl),c'=20(k+1—k)), §to daje

grafove Oy, — 0, .
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Za i=3 i j>28 dobijaju se podgrafovi grafa Q,, a za 12< j <27 moze se dodati
samo A4, (c=—jk+11k+ j+5,c'<0), pa se dobijaju grafovi O, -0, . Za j=11
dodaju se D, (¢c=0)i A A (c=16(k+1-ki),c'<0) i dobijaju O,, i O,,.
Primetimo da se za j =10 1 j=9 dobijaju pravi podgrafovi prethodna dva grafa, za
koje vazi ¢ =0 i c¢'<0, pa se ne mogu dalje proSirivati. Za j =8 moze se dodati D,lf
(¢=52-10k ,c'<0) sto daje Q,,, D, bez novih progirenja (podgraf grafa 0,) 1
A A (c=13(k+1)—10kl ,c'<0), §to daje Q,,.Za j=7 dodajuse E; (¢=0),E;
(c=4,c'<0),D,ic (c=48-8k,c'<0) , odakle dobijamo grafove Q,, —Q.; D,i (
c>0,c'<0) o ne daje nove grafove i A A (c=4k+31-2k),
c¢'=4(6k+6l—"7kl) ), Sto daje Q,, 1 Oy . Za j =6 mogu se dodatiE;(c=4,c'<()),
E,(¢c=9,c'<0), Di(c=44—6k, c'<0), D,(c=20,c'<0) i A -4 (
c=11(k+1)—6kl ,c'=22(k+1)—23kl ), odakle dobijamo nove maksimalne grafove
0,,—0,.Za j=5 dodajuse E; (¢=6,c'<0),E} (c=4,c'<0),E; (¢=2,c'<0
L E;  (c=8,c'<0),E; (c=14,c'<0),Df (c=40-4k c'<0), §to definise
maksimalne grafove Q,, —Q,; D, (¢ =24 ,c'=4), koji moZe da se prosiri do QO ;
A A (c=2(5k+51—2k),c'=20(k +1)—18kl), koji se prosiruje do maksimalnih
Oy —0O,. Za j=4, dodaju se E77 (c=4,c'<0),E66 (c=15,c'<0),Eg7 (c=1,
c'<0),E; (¢=10,¢'<0),E; (¢c=5,c'<0),E; (c=12,¢'<0), koji odreduju Q,, i
0,,;E; (c=21,c'=6), koji moze da se prosiri do O,;; D; (c=36-2k,
¢'=72-13k), koji moze da se prosiri do Q,, , tj. O.; D; (c=28,c'=20), koji
moze da se proiri do Q,.; 4 A (c=9k+1)—2kl,c'=18(k+1)—13kl), §to
odreduje nove grafove Q,,—Q,, 1 dalje Q,,. Za i=2, mogu se dodati E; (
c=44-7j,c'<0), E] (c=43-5;,¢'<0), E (c=42-3j,c'<0), E (

c=24-3j,c'<0), E76 (c=28—2j,C'<0),E§ (c=14—j,c'<0), 3to odreduje
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grafove O,; = Oy ; E; (c=23—j,c'=34-5j), koji odreduje Q,,,1 dozvoljava
pro§irivanje do  Q,,; Eg (c=32—j,c'=48-6/), o daje O, 1 0., D; (
c=—jk+5k+4j+16,c'=-3kj+6k+8j+32), Sto odreduje Q-0 a daljim
proirivanjem (samo sa 4,) i O, — O, ; Dy (¢=36,c'=56—4), §to daje podgraf
maksimalnog Q,, a dalje moze da se proSiri samo sa A,l, (¢, =4(—jl+5l+j+4),
c'<0), §to odreduje O, —Ou: A4 (c=G- N+ +a)k+1),
c'==3(j+2)kl+2(j+4)k+1I)), S§to odreduje grafove Q. -0, za j=6,
Ou—0u 23 j=7.05~0s 73 j=8, 05, —0is 73 j=9, 05~ 0 72 j=10,
Oew 0O za j=11, Q-0 za j=12, O —0i 2za j=13, O za j=14 1
Qs — O, za j=15. Pri tome je u poslednjem slucaju za ;j <14 moguce i proSirenje
sa A;'A;'A:, (c=(0-2)) kip+(j+4)(kl+ pk+pl), ¢'<0) ali samo za p=2 i

I=k=3,5todaje O, iza p=1=2, §to odreduje O, —Q,;, .0

Prelazimo na analizu slu¢ajeva u kojima su grafovi C iz Leme 3.1. tipa PS. Da bi graf
koji zadovoljava uslove 1) — 4) u ovom slu€aju bio maksimalan, mora se sastojati od

koalescencije bar 3 ovakva korenska grafa. Takode, zbog slucaja S grafovi
E¢,E7,Ey,D; ne smeju biti u koalescenciji sa grafom 4!, grafovi E; i Dg ne smeju
biti sa 4;, graf E; ne sme biti sa Al graf DS ne sme biti sa A, a graf D, ne sme biti

sa grafom istog tipa, niti sa koalescencijom grafova A, - A, .

U slede¢em stavu razmatramo sluc¢ajeve u kojima C sadrzi bar jedno od korenskih
stabala Ey,E], E.E. ES,Ey, E) i E,.

Stav 3.6. Grafovi W, —W,,, (Tabela 6. i Prilog II - Tabela 6.1-7.) maksimalni su za
uslove 1) — 4).
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Dokaz:

Tabela 5. —P/ P za grafove E,E]  E.,E, ,ES, Ey, E} i E,

Eg | B | E | El | E | E | E | E
E} | 7/a | 89/56 | 33/24 | 26/16 | 11/8 | 11/8 | 29/24 | 9/8
E] 10/7 | 17/14 | 41/28 | 17/14 | 15/13 | 22/21 | 27/28
E; 1 | 54 | 1 1 | 5/6 | 3/4
E] 32 | 5/4 | 5/4 |13/12| 1
ES 1 1 | s5/6 | 5/3
E, 1 s/6 | 3/4
E; 2/3 | 7/12
E, 1/2

U Tabeli 2. iz Priloga II navedene su vrednosti za P i P, tj. c1 ¢' za sve koalescencije
dva posmatrana stabla. Ako je ¢'<0 (kao u sludajevima E;-E;, E3-E] i E;-E;)
nema daljeg proSirivanja; medutim, ova tri grafa nisu maksimalna, jer su tipa PSS. U

svim ostalim slucajevima moguée je prosiriti dobijenu koalescenciju bar jednim

korenskim stablom tipa B (Tabela 3.). U Tabeli 5. navodimo vrednosti koli¢nika
—P/ P iz kojih se, na osnovu kriterijuma poredenja sa P,/ P,, ustanovljava koji je

dozvoljent tip stabla B u konkretnom slucaju.

Za novu koalescenciju kao u prethodnom slu¢aju ratunamo nove vrednosti ¢, ¢’ i P

(Prilog II - Tabela 3.) i na osnovu njih odredujemo sve grafove koji su maksimalni za
uslove 1)-4) i koji sadrze bar dva stabla iz skupa {Eg,E;,E¢,Eq,Es,Eq, EN,Eg} . 4.
oblika su E?-E!-X (Tabela 6.). Postupak izvodimo imaju¢i u vidu izvedene
kriterijume za slu¢ajeve P+ P <0 (ekvivalentno sa ¢'<c)i P+P =0 (ekvivalentno
sa ¢'=c). Ako je P>-P (ti.¢'>c), potrebno je detaljnije ispitivanje proSirivanja
grafa, koje ¢emo opisati za slucajeve kad je pocetno stablo E§ ili E] (ostali slucajevi

su analogni).
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Tabela 6. Grafovi X

X | - | E |E |E |E |E|E, E E,
2 [ES | A4, 4
7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3-10 | E; I | A | A4 | A | 4 | A4 4, D, 4, -4,
6 1 1 1 1 1 1 5
11-17 | E; | 7 / | D, | 4, | D, | D, D, Eg, D,
7 1 1 1 1 1 1 1
1823 [ EL | /| 1| 1 | 4| 4| 4 A D}, A - A
6 1 1 1 1 5
2428 | ES | /| /| /| / | D | D, Dy Eg, Dy
1 1 1 1 5
2932 Eg | /| /| /| /| /| D D, E,,D;
E)E.,D?,
st [ EX | o oo | T | ELDE, DL AL - A
Diody- 4
E.,D;,D, - A,
446 | Eg | /| 1| 0| || / S
Aﬁ'A3aA2'A2'A2

Ako je pogetno stablo E; , po prethodnom kriterijumu koalescencijama Eg - E¢, Eq - E;
E;-Ey, E; -E), E; - E, moguée je dodati samo stablo 4, , pri ¢emu se iz uslova ¢ >0
u prva tri slu¢aja dobija k=2, $to odbacujemo (S), a u ostalim slu¢ajevima na osnovu
c¢2>0 i ¢'<0 dobijaju se grafovi W, i W,. U slucaju da je poCetno stablo E77 , ha sve
navedene koalescencije moze se dodati stablo 4, (W, =W;), a samo u slucaju
koalescencije sa E6I 1 stablo D,l (W, ). Primetimo da u ovom slu¢aju nema smisla

posmatrati koalescenciju sa 4, (podgraf prethodne), nego odmah slucaj E; -Eq- 4, - 4,
odakle se na osnovu uslova ¢ 20 i ¢'<0 dobija graf W, . Na sli¢an na¢in dobijamo i

ostale grafove W), —W,, iz Tabele 6.

Ako se na poetni graf, koji je jedan od grafova Eg,E,,E¢,Eq,Es,Eq, E;,E; dodaju

stabla tipa D!, D, ili A,, dobijaju se vrednosti za Pi P prikazane u Tabeli 4. Priloga
1I.

U sludaju dodavanja stabla D!, na osnovu vrednosti (—P/P),, vidimo da se na

ovakve koalescencije uvek moze dodati joS 1 stablo tipa A,l , kao 1 stablo D,l (osim u
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slucaju Egg ), dok se stablo tipa D,it moze dodati samo ako je pocetno stablo jedno od

stabala E¢,ES,Ey, E),E,. U Tabeli 5.1-3. Priloga I date su vrednosti za ¢, P, i ¢’ za
nove koalescencije, odakle su na isti nacin kao u prethodnim sluc¢ajevima dobijeni novi

maksimalni grafovi za uslove 1)-4): W,, —W.,, oblika E. -D!-Dj | dati u Tabeli 6.1.
Priloga II, W,, —W,,, oblika E-D.-D, i W, oblika EY-D.-D,-A4 (Prilog II -
Tabela 6.2.); W,, —W,,, , oblika E? - D - 4, (Prilog II - Tabela 6.3.); W,,, —W,,,, oblika
E!-D)- A -4 i W, oblika E]-D -4 A - A, (Prilog Il - Tabela 6.4.); Wy, —W,,.
oblika E)-D,-A, -4 (Prilog 1 - Tabela 6.5.); W, —W,,, oblika E.-A, -4 -4,
(Prilog I1 - Tabela 6.6.) i W, —W,, , oblika E; - 4,- A - A - A, (Prilog Il - Tabela 6.7.),
¢ime su opisani svi slucajevi.0

Preostalo je jo§ da razmotrimo slucajeve kada je graf C nastao samo kao koalescencija

stabala tipa D!, D) i 4, .
Stav 3.7. Grafovi W,,, —W,,,, su maksimalni za uslove 1)-4).

Dokaz: Odgovarajuée vrednosti za stablo D, navedene su u Tabeli 7, a za prosirenja u

Tabeli 7. Priloga II.

Tabela7.cic’ za D)

D'-| Df D, 4

c Ant+k) | 4n+16 | dk+ntnk

¢ | -nk+8n+8k | 4n+32 | nk+8k+2n

Iz uslova ¢>0 i ¢' <0 dobijeni su maksimalni grafovi W,y —W,,, , oblika DD} - D} |
prikazani u Tabeli 8.1. Priloga 11 i Wi;—W,,, oblika D! -Df-D}, pri ¢emu je
prosirenje moguée samo za n=k =5 i to jedino stablom 4, , ¢&ime se dobija graf W,

(Prilog II - Tabela 8.2.).
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U Tabeli 8.3. Priloga II prikazani su maksimalni grafovi W,,—W,, za slucaj
D) -Di-A 74 k=8 i n=5,67,8 k=7 n=5,..,9 k=6;n=5.,12 ; k=5 ;
n=5,..,20 dobijaju se podgrafovi grafova W, —Wi;, a za k=78 i [=2 k=6 j
[=3 i k=5;i1=2..5 grafovi tipa PSS. Progirenje je moguée za & <8 i dovodi do
maksimalnih grafova Wi, =W, , koji se dobijaju za vrednosti 7,k,/, p iz Tabele 8.4.
Priloga II. Za 7 =k=5 i p=2 vrednost ! je neograni¢ena (podgraf Ws;;). Novo

prosirenje moguce je samo za " = k=5il=p=12 , pa se dobija Wiss .

Za graf D!'-D; - A -A; svako moguce prosirenje dovodi do grafa tipa SS ili PSS, tako
da razmatramo samo uslov ¢ >0 i odatle dobijamo maksimalne grafove W,,, —W,,,, za

vrednosti n,/, p iz Tabele 8.5. Priloga Il. Za n=5 i p<5,n=6 i p<3 in=781i

p =2 vrednost [ nije ogranicena, ali se takode dobijaju grafovi tipa SS ili PSS.

Za graf D) -4 -4 -4, iz ¢>0 i ¢’ <0 dobijaju se maksimalni grafovi za vrednosti
date u Tabelama 8.6.-10. Priloga II, pri ¢emu za Tabelu 8.6. (W,,,—W,,,) vazi n=>35,
za Tabelu 8.7. (W,,, —W.5) n=6, za Tabelu 8.8. (W,,,—W,,,) n=7, za Tabelu 8.9.
Wiy —W,eo) n=8,...,16, a za Tabelu 8.10. (W,,,—W.,,) n=17 . Za slucajeve n=35 i
p=1=10; p=9,1=910,11; p=8 i [=8,.,13; p=7 i 1=7,.,17; p=6 i
[ =6,...,30 vrednost k je neogranicena, dok za n=p =35 ni k ni / nisu ograniceni, ali

se dobijaju podgrafovi odgovarajucih grafova tipa D, 'D,: 'A,l 'A;, ili slucaj PSS.

Dodavanjem novog stabla A; dobija se ¢ =—-2nkipq + 4kipq + nlpq + nkpq + nklq + nkip
i ¢ =—5nkipq +8kipq + 2nlpq + 2nkpq + 2nklq +2nkilp . 1z ¢ >0 sledi ¢ <3. Medutim,
za q=3,sledi p=1[1=3, §to odmah odbacujemo zbog uslova (S). Za g=2,sledi p<4
, ali se slucaj p=4 svodi na (S). Za ¢g=2 1 p=3 iz ¢20 i ¢'<0 se dobijaju se
maksimalni grafovi W.,, i W.,, za (n,k,[) €{(5,8,4),(5,30,3)}, dok se ostali slucajevi
svode na grafove tipa SS i PSS. Za g=p=2, dobijaju se maksimalni grafovi

W..s—W.s,, prikazani u Tabeli 8.11. Priloga II. Ostali slucajevi podgrafovi su vec
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opisanih grafova. Dodavanje jo§ jednog stabla mogudée je samo za ¢ =2, odakle sledi

p=[=2,aposto novo stablo moze biti jedino A4, , dobija se (S).

Prelazimo na slucaj D,i. Na ovaj graf se zbog (S) moze dodati samo stablo A,I{, ali
odmah posmatramo koalescenciju D) - 4, - 4, ~A; -A; , jerje D -4 -4 -A; graf tipa
PSS. Za ovakvu koalescenciju vazi ¢ =4(—klpq+klp+kig+kpg+1Ipq) i
¢ =4(=3kipg + 2(klp + kig + kpg + Ipq)) . Kako je ¢’ >0 samo za ¢ =2, pri ¢emu je bi i
novo stablo bilo 4, , ovaj slu¢aj odbacujemo zbog (S). Iz ¢ >0 dobijamo maksimalne
grafove W.,, —W.,, , prikazane u Tabeli 8.12. Priloga II, dok su ostali slucajevi

podgrafovi ve¢ opisanih grafova.

Za slucaj A,i posmatramo odmah koalescenciju A,i -A,i -A} -A; -A; (g<p<I<k<n)
za koju je ¢ =—nklpq + nklp + nklg + nkpq + nlpg + kipq i
¢’ = 3nklpq + 2(nklp + nklg + nkpg + +nlpq + kipq) . Maksimalni grafovi prikazani su u
Tabeli 8.13. Prilogall za g >2 (W,,, —W,;),za g=21 p>5 u Tabeli 8.14. Priloga II

Wy —Wes1),za g=21 p=35 uTabeli 8.15. Priloga Il (W,,, —W,),za g=21 p=4u
Tabeli 8.16. Priloga II (Wi, —W,,,), a za ¢=2 1 p=3 u Tabeli 8.17. Priloga II (
Waus — Wi )- Jedina moguca proSirenja koja ne daju slucajeve SS ili podgrafove ve¢
opisanih grafova su proSirenja stablom 4, za g=2 dok su vrednosti za ostale

parametre date u Tabeli 8.18. iz Priloga II (W,,,, —W,,1, )-O

Na osnovu svega prethodnog, formulisa¢emo teoremu koja odreduje sve maksimalne

refleksivne RS-neodlucive grafove klase R, .

Teorema 3.6. Graf G (Slika 28.), koji je RS-neodluciv, je maksimalan refleksivan graf

u klasi R, ako i samo ako je graf C=A4-B , koji je nastao identifikovanjem korenskih
¢vorova stabala 4 1 B, koalescencija dva Smitova stabla, jedan od grafova O, —Q,,, ili

jedan od grafova W, —W,,,, .
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3.3. Klasa R,

Slika 31. Osnovni graf klase R,

Graf koji pripada klasi R, ima cikli¢ku strukturu prikazanu na Slici 31. Centralna
kontura je duzine 3, sa ¢vorovima ¢, ¢, i ¢;, a na ¢vorove ¢, i ¢, oslonjene su
spoljasnje konture C, i1 C,, respektivno. Svi ¢vorovi osnovnog grafa (Slika 31.), koji je

kao podgraf sadrzan u svakom grafu ove klase, mogu biti dodatno optereceni stablima.
Cvorove spoljasnjih kontura susedne ¢vorovima centralne konture, tzv. c-¢vorovima,

nazivamo crni, a ostale ¢vorove spoljasnjih kontura, razli¢ite od c-Evorova, beli ¢vorovi.
U ovom delu, zbog obimnosti, daCemo samo parcijalne rezultate koji se ti€u ove klase.

Najpre uo¢imo da se kao podgraf grafa ove klase uvek pojavljuje biciklicki graf s

mostom, koji u slucaju da je graf klase R, refleksivan, mora takode biti refleksivan, Sto
nam namece odredena ogranicenja [44]: nijedan beli ¢vor ne sme biti stepena veceg od
tri, na svakoj spoljasnjoj konturi moze biti optere¢en najvise po jedan beli ¢vor, ukupno
je moguce opteretiti najvise dva ¢vora spoljas$njih kontura razlicita od c-¢vorova.

Ispitaymo prvo potklasu AR, klase R, u kojoj su grafovi kod kojih su opterecena bar
dva (a time 1 tacno dva) ¢vora spoljaSnjih kontura, koji su razli¢iti od c-Cvorova.

Biciklicki grafovi, pravi podgrafovi grafova iz AR, , ne smeju biti pravi nadgrafovi
grafova 4 — A4,,, pa analizu sprovodimo pocevsi od tih grafova: pitanje je da li ovi

grafovi mogu da se prosire do refleksivnog grafa klase AR, , 1 ako mogu, ¢ime?
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Slika 32. Graf G klase AR,

G

Razmotrimo graf G (Slika 32.) iz klase AR, , koji ima cikli¢ku strukturu kao graf sa
Slike 31., u kome su podgrafovi G, i G, nastali eventualnim optere¢ivanjem onih
¢vorova spoljasnjih kontura koji su razli€iti od c-Cvorova, dok je H stablo, ali takvo da
je indeks H (tj. njegovih komponenti) manji od 2. Analiziracemo slucajeve kad je

podgraf G—H jednak jednom od grafova 4, — A, ili pravi podgraf nekog od njih i
odrediti vrednost karakteristicnog polinoma F.(A4) u tacki 2: da bi graf G bio
refleksivan, potrebno je da je P, <0. (Posto je, po Lemi 2.1. 4(G)<2, onda bi u
slucaju da je F, =0 bilo potrebno dalje ispitatidalije 4, =2,ilije 4,>2 1 4, =2.)
Primetimo i to da su oni pravi podgrafovi grafova 4, — 4,, ¢ija su dva ¢vora spoljasnjih
kontura (razli¢ita od c-Cvorova) optereCena, jedino grafovi oblika 4,,, ali za
(m,n) e {(3,3),(3,4),(3,5)} , pa bi trebalo, da bismo i njih ukljuéili u razmatranje, dalje

da posmatramo grafove tipa 4,, bez ikakvih ogranicenja.

Lema 3.2. Ako je RS-neodlu¢iv graf G klase AR, refleksivan, njegov podgraf G —H
jednak je jednom od grafova 4., gde je i €{1,3,4,7,11,12,13} ili je pravi podgraf nekog
od njih.

Dokaz: IzraGunacemo P, za sve grafove klase AR, kod kojih je G —H jednak nekom

od grafova 4, — A,,. Po Svenkovim lemama sledi:

Py =Py (PP, —P; Py )+ Py[2(P, P, — PPy )~ Py P, — P, Py —2P, P |-
2P, (P, P, — P, P;)
=P, (P, Py, — P; Ps )= Py(P; Py, + P, Py +2P: ),
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pa ¢emo zameniti odgovarajuce vrednosti za sluajeve 4 (i=1,...,14) i rezultate

prikazati u Tabeli 8.

Tabela 8. Vrednost P, za razliCite slucajeve 4. (i =1,...,14)

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

F, | 0| P,(m+2)n —(2F, +F,) -P, | 4P, | 2P, | 2P, | 2P, | —F, +2P,
i 10 11 12 13 14

P, 4P, -P,(m+n+1)-P,(m+n+2) 4P, +F;) -P, P,

Vidimo da je prosirivanje grafova 4., za i €{2,5,6,8,9,10,14} | nemoguée.o

Klasu AR, podeli¢emo na potklase AR, , po grafu 4 =G —H . Primetimo odmah da je
za grafove A4,, 4, i A4 uslov P, <0 ekvivalentan uslovu £, >0, Sto daje sledecu

lemu.

Lema 3.3. Grafovi 4,R,,4,R,1 A,R, (Slika 33.), gde je S proizvoljno Smitovo stablo,

predstavljaju maksimalne refleksivne grafove.

Slika 33. Grafovi A,R,, 4,R,1 AR,

Dokaz: Grafovi 4,, 4, 1 A, su maksimalni u klasi biciklickih grafova s mostom, pa

ne mogu da se proSire ni u jednom ¢voru. Na ¢vor ¢, moZe da se doda graf H , ali za

njega osim uslova /11(1‘_1 )<2, mora da vazii P, >0 . Posto su maksimalna stabla koja

zadovoljavaju ove uslove Smitova, sledi tvrdenje.o

Preostaje da se ispitaju moguca prosirenja grafova 4,, 4,, 4, 1 A4, , tj. potklase 4 R, ,

A3R2 > AllRZ 1 A13R2 :
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Neka je G-H=4,.1z P,=0 1 4,(G)<2 (po Lemi 2.1. moze se zakljuciti da je
A, (A4)<2, azatim 1 da je 4,(G)<2) zakljuCuyjemo da je A4,(G)=2 ili 4(G)=2.

Zato ¢emo detaljnije ispitati P, (A1) :

Fy(A) = Py (A)P, (A) + P (A)2P, (1) - 2P (A)AF (A) =P, (A) =2F (1))
—2P; (V)P (4)

= By (AAR, (A) = P, (2))* = P, *(A) + Py (A)(=2F, (A)AF, (A) = P, (1))

= (AR, (A) = P, (A) + By (A)B, (ANAF () = P, (A) = B (4)) =2P5(A)F, (1))

= (A =427 = A+ 20+ A* =307 (P, ()AL  —44>) = 2P +24 - A +34%)

2P, (A)(A* ~32%)

= (A + A =527 =327 +2A) (P (A)(A° = A* =547 +327 +24) = 2P, (A)(A* —32%))

= (A=2)(A* +32° + A2 = )P, (A)A° = A =527 +34% +22) = 2P, (A)(A* —34%)).

Ako oznacimo sa Q,(A) polinom takav da je P,(1)=(1-2)0.(4), bice O.(4)=
—256(F, + P;) . Primetimo da je uslov 4,(G) <2 ekvivalentan sa uslovom O, <0, jer
po prethodnom razmatranju iz A,(G)>2 sledi A4,(G)=2, atime1 O, >0, 1 obrnuto.
Preciznije, vazi O, <0 4(G)<2A4(G)=2,kao i Q0. =0=4(G)=4(G)=2,
pa u svakom slu¢aju moZemo preci na trazenje svih maksimalnih stabala A takvih da je

A(H)<2 i P, +P, >0 (krace: h=0), tj. na osnovu prethodnog, vazi sledea

teorema.

Teorema 3.7. Graf G (Slika 32.), za koji vazi da je G—H =A4,, je maksimalan

refleksivan graf u klasi R, ako 1 samo ako je // maksimalno stablo za koje vaze uslovi:
1') H je pravi nadgraf Smitovog stabla

2" H , odnosno njegove komponente, su pravi podgrafovi Smitovih stabala (tj.

A(H)<2)
N h=0.

Kao i kod klase R, , i ovde konstatujemo da ako za odgovarajuce stablo H vazi h=0, i

ako proSirivanjem visecom granom u ¢voru ¢, formiramo graf AH', za njega Ce vaziti
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h=2P,—P,+2P, =2h—P,=-P, <0, iz Cega vidimo da je H maksimalan u

pogledu proSirivanja u c;.

Uo¢imo da svako Smitovo stablo zadovoljava date uslove 31(1:1 )<2 i h=0 i
ispitajmo Sta su maksimalne ekstenzije Smitovih stabala, u ¢voru c,, za koje dati uslovi

takode vaZe. Za koalescenciju H =S-T proizvoljnog Smitovog stabla i stabla 7, u

¢voru ¢, vazice:
h=F P+ B F - KB =F(F-F),

pa vidimo da 7 ne moze biti Smitovo stablo, a posmatrajuci prava podstabla Smitovih
stabala uogavamo da uslov P, — P, >0 zadovoljavaju jedino D, (k>4) i 4, (k>2).
Za T=D, vazi h=0, A  je pravi podgraf od D,, a za T=4,-4  vazi
h=P,(k+1-kl)>0<k=1=2, pri ¢emu je ponovo 7 =0, tako da zaklju¢ujemo da
su AH,=S-D, (k>3)jedina maksimalna stabla koja mogu da nastanu prosirivanjem

Smitovog stabla u c,.

Problem smo sveli na traZzenje svih maksimalnih stabala H koja zadovoljavaju uslove

1)-3"), uz dodatni uslov 4') H = S- D, (k>3).

Kao 1 kod klase R, pretpostavicemo prvo da je H jedno od Kokseter-Dinkinovih
stabala, koje je proSireno u proizvoljnom ¢voru v viseCom granom, ¢iji je drugi kraj (u
grafu G) ¢vor c,. Vrednosti za A, koje slede iz Tabela 2.a) 1 b) predstavicemo

odgovaraju¢im tabelama (Tabela 9.a) 1 b)):

Tabela 9.a) Vrednosti / za grafove Eg,E7,E6

Volx X, | Xy | X, | X | Xg | X, | X
Eg| 1|39 -7]27|-11]-11]5
E, |3 |2]9|-18[6]2|-1]/
E | s |19 /| /|3 ]/ |/
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Tabela 9.b) Vrednosti 4 za grafove D, i 4,

v Xint X
D, 42 1) 12—k
A | —ij+2i+2j+5 /

Lema 3.4. Neka je H povezan graf. Tada su uslovi 1'), 3') i 4') ispunjeni ako i samo
ako je H jednak jednom od grafova: £, Eb, ES, EL, ES, D}, D} (zak>4),

D} (zak>5), Df (za k>5), A i

A" (zai=1k>4;i=2,k>5i=37<k<12i=49<k<ll;i=5k=11).

Dokaz: Iz Tabela 9.a) i b) sledi tvrdenje.o

Iz Tabele 1.a) 1 b) vidimo da grafovi H navedeni u Lemi 3.4. mogu biti tipa
CNS: DXk>5), D (9<k<12), £(k=9), A/ 8<k<12), £ (9<k<1]) i
A
-PS, t_] E88: E779 E66: Egs E76: ES: s E71: Eél’ D,f(kZS) s Dll+l 1 A11+1 .
Sto se ti¢e kriterijuma za proSirenje nekog od grafova H iz Leme 3.4. u korenskom
¢voru, takvo proSirenje moze da se izvede dodavanjem nekog od grafova iz Tabele 3. i
ako je tako dobijena koalescencija H-B, onda h 1 h' dobijamo kao
h=PB,P,+P,P,—P,P,, odnosno h=(P,—-P,)P,+P,P, i h"=2h—P,P,. Iz ovoga,
analogno razmatranju za klasu R, , izvodimo pomoc¢ne kriterijume:
- ako je B, — P, + P, =F, <0, B moZe biti samo stablo tipa A,i ;
- ako je P, =0, tj. ako je H Smitov graf, jedino maksimalno prosirenje je za B =D, ,
k=>3;
- ako je =P,/ P, +1< P,/ P; zaneko stablo iz Tabele 3., onda se to stablo moZe dodati

na prethodno H, jer je uslov ekvivalentan sa 7 >0 .
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Dakle, ako je graf H, naveden u Lemi 3.4. tipa NS, on je u nekim slucajevima ve¢
maksimalan, a u nekim moZe da se progiri do maksimalnog, ali samo stablom tipa 4, .

Svi ovakvi maksimalni grafovi prikazani su u Stavu 3.8.

Stav 3.8. Grafovi AH,—-AH, maksimalni su za uslove 1'-4"), gde je

A1Hz=15§ (k=5), A1H3:f)11229 A1H4:[)11(())'A215 A1H5:D99'Aia A1H6:21457

AH, = 12115 ., AHg = 12116 1 AH,— AH, suoblika 121,?1 -4}, za vrednosti k, i, [ iz Tabele
3.2.3.

Tabela 10. Grafovi 4 H, — A H,

k|17 1211110 9 |9]8]9
il 21212 12]121]3]|3|4
I 21314 ]5]10]2]4]2

Dokaz: Za graf ﬁ,f vazi h=0, pa je on maksimalan. Isto vazi za D1122 , dok je 151111
njegov podgraf, a grafovi 15118 i 1599 mogu da se proire, maksimalno sa 4, , tj. 4, . Za
graf 21,3 ,gdeje k=9 (tj. j=6)uvek vazi =9, dok je odgovaraju¢i »'=14—j pa
prema tome ovakav graf ne moze da se proSiri za j =15, ali takvi grafovi nisu
maksimalni, nego su podgrafovi grafa D,f . Za proSirenje sa 4, dobija se
h=—jl+5[+j+4 i h'<0, a odatle vrednosti iz tabele za i =2. Analizirajuéi dalje

vrednosti za 4 dobijaju se maksimalni grafovi za i=3,4,5, s tim $to su za i=3,4

moguca 1 proSirenja, data u gornjoj tabeli.o

Prelazimo na slucajeve kad je pocetni graf H tipa PS i posmatramo moguca proSirenja.

U Stavu 3.9. opisacemo sva maksimalna proSirenja u slu¢ajevima kad je pocetni graf A

jednak jednom od Kokseter-Dinkinovih grafova oblika £ .

Stav 3.9. Grafovi 4 H,, — AH,,, oblika H-X (Tabela 13.) su maksimalni za uslove 1')-
4".

Dokaz: Ovde je diskusija sli€na kao kod grafova klase R,, tj. pomocu sukcesivnih

izracunavanja vrednosti za 4 1 A’ dolazimo do svih moguéih prosirenja, vodeci racuna da
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elimini§emo dobijene rezultate koji daju S-D, (k >3) ili njihove podgrafove koji se ne

mogu dalje prosiriti. Pri tome na osnovu pomoc¢nog kriterijuma i Tabela 11. (tj. Tabele

3.) mozemo odrediti koja proSirenja dolaze u obzir.

Tabela 11. Pomoc¢ni kriterijum

H ES|El|ES|\E | ES|E | E|E | D | D | 4

7

P,/ P, U8 | 27 | 12 | A | 12 | 12 | 23 | 34| 4k | 1 | (kDK

_PH/PH"'I 78 ST | 12| 34 | 12 12| 13| 1/4|-4lk+l] O -1/k

Prvo posmatramo slucajeve kada je graf H jednak jednom od grafova iz skupa
{Ey,E],E¢,E{ ES,Eg,E},E;}. Vrednosti h i h' u sludajevima kad je dodavanje

dozvoljeno, tj. # >0, date su u Tabeli 12.

Tabela 12. Vrednosti 41 A’

h \ES|ES|E |E|E | Df | D | 4

hl
8 4 k+8
E3 -24 | 16-6k
E’ 1 28-5k 8 2k+7
7 -26 | 56-17k | -12 | 14-3k

E® 0 0 0 3 6 24-3k 12 | 3k+6
6136 | 24| <12 | -12 | -12 | 48-12k| O 12

E’ 0 16-3k 4 k+4
8 -16 | 32-10k | -8 8-2k
ES 0 0 2 4 16-2k 8 2k+4
7 -16 | -8 -8 -8 32-8k 0 8
E! 0 1 2 8-k 4 k+2
8 -4 -4 -4 16-4k 0 4
E! 3 5 12-k 8 2k+3
7 -3 -2 | 24-5k 4 6+k
E! 8 16-k 12 | 3k+4
6 0 32-6k 8 8+2

Npr. za graf Ey moguéa prosirenja su sa D, (podgraf grafa AH,)i 4; tj.sa 4, -4,
Sto je moguce samo za k=[=2, §to ponovo daje podgraf od AFH,. Nastavljajuéi
postupak i eliminiSuéi grafove koji su oblika 4/, ili njihovih pravih podgrafova, bez
mogucénosti proSirenja, kao i eliminiSu¢i prave podgrafove ranije navedenih grafova,

dobijaju se grafovi A H,— A H,, (Tabela 13.).0
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Tabela 13. Grafovi 4 H,, — A H.,,

H | X

E] | E},D; A4

Ey | E{EJEyE.D) A4 44
E | Ej.D} 44

E} | E} Eg E; Dy, A, A, 4 4
Ey | Ey E; D A, Ay A 4

E) | B} D} 44 44 4} 4

Eq | Eg- 4, Dig D5 Ay A Ay Ay Ay Ay - Ay Ay A

Stav 3.10. Grafovi A Hg, — A H,, (Prilog II -Tabela 9.1-4.) maksimalni su za uslove 1')-

4".
Dokaz: Tabela 14. Vrednosti 21 A’
D h h'
D; An+dk-nk 8(n-+k)-3nk
D, 16 32-4n
A Aktn 8k-+2n-nk
Dy - D! Snkl+4(nk +nl+ki) “Tnkl+8(nk+nl+ki)
D - D) -8nk+16(n+k) 20nk+32(n+k)
D; -4 nkl+nk+An+4k] 3nkl+2nk+8nl+8kI
D, A 4(n+4l-nl) 4(2n+81-3nl)
A4 - A -nkl+4kd+nk-+nl 3nkl+8ki+2nk+2nl
Ay A - A | 2nkip+aklp+nkitnlp+nkp | -Snklp+8kip+2nki+2nip+2nkp

U slucaju H =D, vrednosti & 1 h' za proSirenja data su u Tabeli 14., dok su

maksimalni grafovi tipa DD}, tj. D!-D; -4, dati u Tabeli 9.1. Priloga II (

AH,— AH,,), tipa DD, -4 u Tabeli 9.2. Priloga Il (A4 Hy,— AH)i D! A4 -4
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u Tabeli 9.3. Priloga II  (A4,H,, — A .H,,). Sva ostala proSirenja dovode do grafova tipa

A H, ili do njihovih pravih podgrafova, za koje nije moguée dalje proSirivanje.

Ako je pocetni graf H jednak D,l,, svako prosirivanje doves¢e do maksimalnog grafa
tipa A H,. Ako je H = A} , posmatramo odmah koalescenciju 4. - 4 - 4 -A; , za koju
je  h=-nkip+kip+nlp+nkp+nkl i h'=-3nklp+2(kip+nlp+nkp +nkl) ,
medutim slu¢aj 4’ =0 dovodi samo do slu¢ajeva tipa 4,H,. Vrednosti koje se dobijaju

za h=>0 date su u Tabeli 9.4. Priloga II i one odreduju maksimalne grafove

AHg, —AH, o
1z prethodnih stavova sledi Teorema 3.8.

Teorema 3.8. Graf G (Slika 32.), za koji vazi da je G—H = 4,, je maksimalan
refleksivan graf u klasi R, ako i samo ako je H jednak stablu 4H,=S-D, (S je

proizvoljno Smitovo stablo, a koalescencija formirana u ¢voru ¢;), ili jednom od

Stabala A1H2 - Angg (StaV 3.8.'3. 10.).

Prelazimo na potklasu 4;H | tj. grafove tipa G (Slika 32.) kod kojih je G—H =4,. U
ovom sluéaju jednostavno dobijamo da je F,; =—(2F, +P;), pa se odredivanje svih

maksimalnih refleksivnih grafova ove potklase svodi na odredivanje maksimalnih

grafova H za koje vazi:

1") H je pravi nadgraf Smitovog stabla

2") H, odnosno njegove komponente, su pravi podgrafovi Smitovih stabala (1.

A(H)<2)
3") 2B, +P;, (. krace: g>0).

Teorema 3.9. Graf G (Slika 32.), za koji vazi da je G—H = A4,, je maksimalan
refleksivan graf u klasi R, ako 1 samo ako je A maksimalno stablo za koje vaze uslovi

1")_3").
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Ako za odgovarajuce stablo H vazi g =0, 1 ako proSirivanjem viseCom granom u
¢voru ¢, formiramo graf H', za njega Ce vaziti g'=2(2P, —P,)+2P, =4P, <0, iz

¢ega vidimo da je / maksimalan u pogledu proSirivanja u c; .

Uslovima dodajemo standardno i Cetvrti. Naime, neka je H jednak koalescenciji nekog
Smitovog stabla i stabla 7, u ¢voru c,. Iz uslova 2>=0 u ovom slucaju dobija se
27 —3T >0, pa T mora biti tipa PS; tj. 7/T >3/2, iz ¢ega sledi da T moZe jedino biti
jednak stablu 4, , po Tabeli 3. Dakle, grafovi 4,H, =S4, maksimalni su za uslove
1)-3), a mi dalje trazimo odgovaraju¢e grafove H za koje vazi i dodatni uslov: 4")

H#S-A.

Ponovo pretpostavljamo da je H jedno od Kokseter-Dinkinovih stabala, koje je
prosireno u proizvoljnom ¢voru v vise€om granom, ¢iji je drugi kraj (u grafu G) ¢vor c,
. Vrednosti za g, koje slede iz Tabela 2.a) i b) predstavicemo odgovaraju¢im tabelama

(Tabela 15.a) i b)):

Tabela 15.a) Vrednosti g za ES,E7,E6

<
=

=
8]

Xy | Xy | X5 | X | X, | X

try>

3

1 -7 1-19-35(-55|-23| -3 |-11

4| 2 | 4|/

hj)
I

1
N

1
[\
o

1
o8}
0

/ 3 / /

3>
[=)}
3

1
(o)

1
[\
|
~

Tabela 15.b) Vrednosti g za D, iﬁw

v xi+l xk
D, 4(3-2i) 2(10—n)
A | 2ij+3i+3/+8 /
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Lema 3.5. Neka je H povezan graf. Tada su uslovi 1"), 3") i 4") ispunjeni ako i samo
ako je H jednak jednom od grafova: Eé, E;, E;), E;, ES, lA),],, [),f (zan=4), ﬁ: (za

5<n<10), A' i A" (zai=1,n>4;i=2,5<n<17;i=3,7<n<9; i=4,n=9).

Dokaz: Sledi iz Tabela 15.a) i b).

Kao i dosada, iz Tabele 15.a) 1 b) odredujemo tip grafa H i zaklju¢ujemo da grafovi H
navedeni u Lemi 3.5. mogu biti tipa

-S: EYES, DY (n24), D), 4 i A

_NS: D' (1=9,10), £(9<n<17), A (n=89) i 4

_Psatj' E;, E779 E:’ E879 E76’ E; > E71’ E619 D,f(kZS) H Dliﬂ 1 A/:+1 .
Posto smo grafove tipa S ve¢ razmotrili, u Stavu 3.10. opisaéemo sve slucajeve sa
pocetnim grafom tipa NS, a u Stavu 3.11. sa pocetnim grafom tipa PS.
Stav 3.11. Grafovi 4,H, = f)f(? , AH, = 121137, AH, = 121;‘ i AH, = 1215 maksimalni su za

uslove 1")-4").

Dokaz: Za navedene grafove tipa NS u sledecoj tabeli navodimo vrednosti za g i

g' =4P dobijene na osnovu Tabele 2.a) i b).

Tabela 16. Vrednosti gi g’

Dy | D) | A6<j<14) | 4(j=45) | 4
g| 0 2 14—j 17-3j 0
o 8 | 4 10-2; 24 -8 20

Ocigledno je da je uvek g’'<0, tako da proSirenja nema, pa na osnovu Tabele 16.

dobijamo maksimalne grafove.o

Stav 3.12. Grafovi 4,H,— AH(Tabela 18.), AH, =D;-D; AH  =D;-D,
AH, — AH,, (Tabela 10.1. Prilog 1), AHy;=D, A4, AH, =D, 4,4, i

AH,, — A, H,, maksimalni su za uslove 1")-4").
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Dokaz: Kao i dosada, polazimo od koalescencije / -B gde su oba stabla tipa PS. Za

ovakvu koalescenciju uslov g >0 ekvivalentan je uslovu —F, /P, +3/2<F,/P;, a

odgovarajuce vrednosti navedene su u Tabeli 17., na osnovu Tabele 3. Na osnovu ovog

pomoénog uslova nalazimo odgovarajuca stabla B, a vrednosti g i g' za proSirenja
izraGunava¢emo npr. pomoc¢u Tabele 12. (jer jeg =h4") i Tabele 2. Prilog II (jer je

g’=4PH‘B ).

Tabela 17. Pomoc¢ni kriterijum

8 7 6 7 6 1 1 1 1 1

H E, | E] |E |E |E |E | E5 |Eg D' | D A
P,/P, | 18 | 27 [ 12| 14| 12| 12|23 ]| 34 4/k 1| (k+Dk
P, 3 4 3 1 1
4= 11/8 | 17/14 1 5/4 1 1 5/6 | 3/4 | ——+— 12 | ——+—
P, 2 n 2 n 2

EliminiSu¢i slucajeve kad se dobija graf 4./, ili njegovi pravi podgrafovi koji ne mogu
da se prosire, dobijamo sve maksimalne grafove 4H,—AH, tipa E}-X  koje

navodimo u Tabeli 18.

Tabela 18. Grafovi X

E | El |E | EX|E | E}| E
D\ 4, |D | D |D |E,D;

4 n n n 6°°5

Jedini maksimalni grafovi tipa D! -Df i D!-D, su grafovi 4H,=D;-D; i
AH =D D, . Svi maksimalni grafovi tipa D -4, dati su u Tabeli D3 10.1., a
moguéa prosirenja dovode do grafa A,H, . Jedini maksimalni grafovi tipa D, - 4, - 4,
su AH,=D, A4 i AH, =D, A4,-A4,, dok su svi maksimalni grafovi tipa
Al - A4, - A dati u Tabeli 10.2. Priloga II, pri emu u oba slucaja, kao i malopre, sva

moguca proSirenja dovode do grafova tipa 4,H, .0

Sada mozemo iskazati odgovarajucu teoremu.
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Teorema 3.10. Graf G (Slika 32.), za koji vazi da je G—H = A4,, je maksimalan
refleksivan graf u klasi R, ako i samo ako je H jednak stablu 4H, =S-4, (S je

proizvoljno Smitovo stablo, a koalescencija formirana u ¢voru ¢;), ili jednom od

stabala A,H, — A,H,, (Stav 3.11.-3.12.).

Sto se ti¢e potklase 4,H , tj. grafova tipa G (Slika 32.) kod kojih je G—H = A4,,,
interesantno je da se u ovom slucaju dobija P, =—4(P, +P;), tj. uslov F, <0 se
svodina 2 >0, pa odmah iskazujemo teoremu.

Teorema 3.11. Graf G (Slika 32.), za koji vaZi da je G—H = 4,,, je maksimalan
refleksivan graf u klasi R, ako i samo ako je H jednak stablu AH,=S-D, (S je

proizvoljno Smitovo stablo, a koalescencija formirana u ¢voru ¢;), ili jednom od

Stabala A1H2 - A1H99 (StaV 3.8.'3 . 10.).
U slucaju potklase 4,/ dobijase P, =—((m+n+1)P, +(m+n+2)P,) §to je slucaj
koji zahteva obimniju analizu, pa ga sada izostavljamo.

Na osnovu izvrSene analize, uz data ogranic¢enja, iskazujemo teoremu koja obuhvata

prethodne slucajeve.

Teorema 3.12. Graf G (Slika 32.) klase R, u kome su optere¢ena bar dva ¢vora

spoljaSnjih kontura razli¢ita od c-Cvorova (sa izuzetkom grafova kod kojih je opterecen
po jedan crni ¢vor na svakoj spoljasnjoj konturi i to viseCom granom) je maksimalni

refleksivni graf u klasi R, ako i samo ako je ispunjen jedan od slede¢ih uslova:
1) G je jednak jednom od grafova 4,R,, 4,R,, AR, (Slika 33.),

2y G-H=4 ii G-H=4,, gde je H jedan od grafova 4 H, —AH,, (Teorema
3.8.)

3) G- H = A,, gde je H jedan od grafova 4,H, — A,H,, (Teorema 3.10.)
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Zakljucujemo da predmet daljih ispitivanja u okviru klase R, , osim grafova kod kojih
je G—H =4, treba da budu grafovi kod kojih je opterecen samo jedan cvor sa

spoljasnjih kontura razli¢it od c-¢vorova (beli ili crni), kao i grafovi kod kojih su
spoljasnje konture slobodne. U ovom poslednjem slucaju predstavicemo takode neke

parcijalne rezultate.
Posmatra¢emo slucaj kad je samo ¢vor ¢, osnovnog grafa dodatno opterec¢en stablom
C. Zatakav graf G, vazi: Iy, =—mn(F.+2F;). Prema Teoremi 3.3. sledi da ako je graf

C koalescencija dva Smitova stabla, onda je graf G, maksimalan refleksivan graf u

klasi R, . Na osnovu toga i na osnovu ograni¢enja na RS-neodlucive grafove, C mora

biti takvo stablo da vazi:

1) P.(2)+2P-(2)=0 (krace, c=0)
2) C je (pravi) nadgraf nekog Smitovog stabla
3) komponente grafa C = C —¢, su pravi podgrafovi Smitovih stabala

4) C#S,-S, (gdesu S, i S, Smitova stabla).

Kako smo u delu 3.2. odredili sva maksimalna stabla C za koja vaze uslovi 1)-4), sada

mozemo dokazati Teoremu 3.13.

Slika 34. Graf G,

Teorema 3.13. Neka je graf G, (Slika 34.) takav da je njegov podgraf C jedan od

grafova O, - O, tj. W, —=W,,,, 1li jednak koalescenciji dva proizvoljna Smitova stabla

u évoru ;. Tada je G; maksimalan refleksivan graf u klasi R, .
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Dokaz: Uoc¢imo da je graf G, oblika C(C,,C,,C) i da se, prema tome, pomoéu
preslikavanja ¢ slika u graf 7(G;)=G(C,,c,,C). Pri tome, po Teoremi 2.4. vazi:
sgn(A4,(G,) —2) =sgn(4,(7(G,)—2), pa po Teoremama 3.3., 3.5. i 3.6. sledi da je G,

refleksivan, kao 1 da se, zbog maksimalnosti grafa C, ne moze prosiriti u ¢vorovima

grafa C (ukljuCujuéii ¢;), kao ni u ¢vorovima ¢, i ¢, , zbog 7a -ekvivalentnosti.

Maksimalnost ovog grafa u klasi R, dokaza¢emo razmatranjem razli¢itih slucajeva

dodavanja visec¢ih grana i svodenjem na kontradikciju. U slucaju dodavanja visece grane

na crni ¢vor konture C, i formiranja i dalje refleksivnog grafa E, (Slika 35.a)), vazice
B, =—m((n+1)F. +(n+2)F;) <0 . Uotimo, medutim graf £, (Slika 35.b)) koji je
nastao proSirenjem pocetnog grafa oslanjanjem puta duzine n na ¢vor ¢;. Po
pretpostavkama, za njega je 4 <2 i B, =—mn((n+1D)F. +(n+2)F.)=nF; <0, paje
i on refleksivan, $to se kosi sa maksimalnoscu grafa C. Analogno, i u slu¢aju dodavanja

viseée grane na beli ¢vor konture C, i formiranja grafa E; (Slika 35.c)), za koji

pretpostavljamo da je refleksivan, t]. da vazi
B, =—m((=nmn, +2n, +2n,) B+ (=2nn, +3n, +3n,)P.) <0, mozemo uociti graf E,

(Slika 35.d)) za koji je A, <2 i
PE4 =-m((-nn, +2n, +2n,)F, +(=2nn, +3n, +3n,)P.) = P53 <0, pa je i on
refleksivan. Odatle sledi da graf C nije maksimalan za uslove 1)-3), Sto dovodi do

kontradikcije. Dakle, graf G, je maksimalni refleksivni graf u klasi R, .0

Slika 35. ProSirenja grafa G,
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Teorema 3.14. Neka je graf G, (Slika 36.) takav da je njegov podgraf C jedan od
grafova O, —Q,, tj. W, —W,,,,, ili koalescencija dva proizvoljna Smitova stabla u

¢voru ¢, . Tada je G, maksimalan refleksivan graf u klasi R, .

o G,
Slika 36. Graf G,

Dokaz: Ako je C jedan od navedenih grafova, graf G, je refleksivan, kao ta-
ekvivalentan grafu G, iz prethodne teoreme. Maksimalnost ¢emo dokazati tako $to
¢emo dokazati da je nemogucée graf G, prosiriti viseCom granom tako da ostane
refleksivan. Dodajmo viseéu granu prvo na &vor ¢, i nazovimo dobijeni graf Es. Za
novi graf vazi¢e B =mn(—4F.+F.)>0, jerje P.<0 i P.>0. Ako dodamo visecu
granu na crni ¢vor konture C, 1 oznafimo dobijeni graf sa E,, za novi graf dobijamo
P, =mn(—4F. + F.)+ m(n—1)(2F + F;) . Prema prethodnom, prvi sabirak je pozitivan,

a zbog uslova 1)-3) drugi sabirak nenegativan, pa je £, >0. Ako visecu granu dodamo

na  beli ¢vor konture C, 1 dobijemo graf E,, vazice
P, =m(F.(nn, —4n, —4n,) + F.(2nn, + n, +n, +2)). Odavde, zbog P.> —% , sledi
P, (2)= Ml (-9n,—9n,-2)>0, jer je F.<0. Ako se viseca grana doda na crni ¢vor

2
konture C, tako da se dobije graf E;, vazie F,(2)=n(F.(-m—1)+F.(-m—2)),

odakle kao 1 u prethodnim slucajevima sledi 7, (2) = %(—m) > 0. Ako se vise¢a grana

doda na beli ¢&vor konture C, 1 tako dobije graf FE, , vaZiCe
By, =n(E.(mmy —2m, —2m,) + F-(2mym, —3m, —3m,)) , odakle sledi

P.(2)= ﬂ(—m —m,)>0.Na ¢vorove grafa C kao i na ¢vor ¢; nema smisla dodavati
Eq > 1 2
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viseCe grane, jer je on maksimalan za uslove 1)-4), odakle sledi da je graf G,

maksimalan refleksivan u klasi R, .0

Ovde je prirodno postaviti pitanje da li se, ako se korenski graf C iz prethodnih teorema
cepanjem u korenu podeli na dva stabla 4 1 B, stablo 4 osloni na npr. ¢vor c,, a stablo B
na ¢vor c, , takode dobije maksimalni refleksivni graf u klasi R, ? Ispostavlja se da u

opStem slucaju dobijeni graf mora biti refleksivan, zbog ra-ekvivalencije, ali da ne mora
biti maksimalan, kao S§to pokazuju i1 izuzeci u Teoremi 3.3. Interesantno je uociti

sledeée: ako se u novom grafu, dobijenom posle cepanja i oslanjanja stabala 4 i B doda

visea grana na ¢vor ¢, i dobije jo§ uvek refleksivan graf G, (Slika 37.b), po Lemi 2.4.
vazi sgn(4,(G,)—2)=sgn(4,(G;)—2), gde je graf G, prikazan na Slici 37.c), a

G; ~., G, (Slika 37.d)), paje i graf G, refleksivan.

a) b) c) d)
Slika 37. "Ubacivanje" nove grane

Dakle, graf G, je maksimalni refleksivni graf, a ako graf G, nije maksimalan
refleksivan graf, nego dozvoljava dodavanje vise¢e grane na ¢vor ¢, graf G, ¢e takode
biti maksimalan refleksivan graf. Porede¢i grafove G, i G, vidimo da je doslo do
"ubacivanja" grane. Jedan primer (od mnogih) za ovakvu pojavu je slede¢i: C=4-B
gde je A=D;-Dgi B=E,. U ovom slucaju je G, graf za koji je C=E,-D;-D;, a
G, graf za koji je C=E,-D{-D; i oba grafa G, i G, su maksimalni refleksivni

grafovi u klasi R, .
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Slika 38. Osnovni graf klase R,

Graf koji pripada klasi R, ima ciklicku strukturu prikazanu na Slici 38. Centralna
kontura je duzine 4, sa ¢vorovima ¢;, ¢, (na koje su naslonjene spoljasnje konture
C,1C,, respektivno), ¢, 1 ¢,. Svi ¢vorovi osnovnog grafa (Slika 38.), koji je kao
podgraf sadrzan u svakom grafu ove klase, mogu dodatno biti optereceni stablima.
Cvorove spoljasnjih kontura susedne &vorovima centralne konture, tzv. c-¢vorovima,

oznaci¢emo kao crne, a ostale ¢vorove spoljasnjih kontura razli¢ite od c-Evorova, kao

bele.

Opisac¢emo sve maksimalne refleksivne grafove ove klase 1 to prvo one kod kojih je bar
po jedan ¢vor svake spoljasnje konture dodatno optereéen, a zatim one kod kojih je bar

jedna spoljasnja kontura slobodna.

Pomoc¢u tri slede¢e leme analiziracemo razliCite sluCajeve optere¢ivanja cvorova

spoljasnjih kontura.

Lema 3.6. Neka je istovremeno opterecen bar po jedan ¢vor obeju spoljaSnjih kontura

razli¢itod ¢, i ¢,. Tada je 4,(G)>2.

Slika 39. ProSirenja osnovnog grafa (Lema 3.6.)

Dokaz: Neka su istovremeno optere¢ena 2 bela ¢vora na razliitim konturama (Slika

39.a). Odgovaraju¢i biciklicki graf G—c, refleksivan je samo za k =[ =k, =1, =1
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[33], dok je u ostalim slu¢ajevima 4,(G—c,)>2, pa ¢e bitii 4,(G)>2 . Medutim, i u
slucaju kad je k, =/ =k,=1,=1, P,=48>0, a posto je G nadgraf Smitovog grafa

(npr. C, ), to zna¢i da mora biti 4,(G)>2.

Neka su istovremeno optereCena 2 crna ¢vora na razli¢itim konturama (Slika 39.b).

Tada je P, =3mn—2m—2n—4,§to je strogo pozitivno za m,n =3, paje 4(G)>2.

Neka su istovremeno optereceni beli ¢vor na jednoj konturi (npr. C, ) i crni ¢vor na
drugoj (C, ) konturi (Slika 39.c). Tada je P, =(i+ j)(3n—2)+2ij(n+2)+4n—8, §to je
za n>3, i,j>1 strogo pozitivno, paje 4,(G)>2 .0

Na osnovu Leme 3.6. moZemo zakljuciti da ako su opterecena bar dva ¢vora spoljas$njh

kontura razlicita od c-¢vorova, onda oni moraju biti na istoj konturi. Takode, na osnovu

Leme 3.6. zakljucujemo da graf klase R, mozZe biti refleksivan jedino ako je na jednoj

od spolja$njih kontura (npr. C,) optere¢en samo c- ¢vor (tj. ¢vor ¢, ).

Lema 3.7. Neka je u grafu G opterecen ¢vor ¢, 1 bar jedan ¢vor konture C, razli¢it od

¢,. Tada je G refleksivan ako 1 samo ako je on podgraf jednog od grafova G, —G;

(Slika 41.).

Dokaz: Neka je opterecen beli ¢vor konture C, 1 ¢vor ¢, (Slika 40.a). Tada je

P. =n(6mm,+m, +m,—4)>0,paje 4L(G)>2.

Slika 40. ProSirenja osnovnog grafa (Lema 3.7.)

Neka su optere¢ena dva crna ¢vora konture C, 1 ¢vor ¢, (Slika 40.b). Tada je

P.=8n(m+2)>0,paje L,(G)>2.
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Neka je optere¢en jedan crni ¢vor na C, 1 ¢vor ¢, (Slika 40.c). Tada je
P.(2)=n(m—-6), pa je graf G refleksivan za m=3,4,5,6. Da bismo odredili
maksimalne refleksivne grafove primetimo prvo da se ni optereceni crni ¢vor, ni ¢vor ¢,
ne mogu opteretiti putem duzine 2: u prvom slucaju bi¢e P, =4n(2m—3), a u drugom
P. =4n(m—-2), $to je strogo pozitivno za m,n >3, paje 4,(G)>2 . Takode, crni &vor
ne moze biti stepena 4 (bilo bi P, =4n(7m—6)), niti ¢vor ¢, moZe biti stepena 6 (
P, =4n(3m—2)), iz istog razloga. Cvor ¢, se takode ne moze dodatno opteretiti tako
da bude stepena 5, jer bi sledilo P. =n(9m—5). Jedino se mogu dodatno opteretiti
granom ¢&vor ¢, (P, =3n(m—3)),za m=3,ic&vor ¢, (P, =2n(m—4)),za m=3,4,
ali ne oba istovremeno (P, =n(5m—12)>0). Dakle, za m=6 i m=5 maksimalni
refleksivni grafovi su G, i G, (Slika 41.), za m=4 maksimalan je G, (Slika 41.), a za
m =3 postoje dva maksimalna refleksivna grafa G, i G, (Slika 41.), pri ¢emu se ¢vor

¢, moze maksimalno opteretiti putem duZine 3, a ¢vor ¢, samo jednom granom.o

Slika 41. Grafovi G, —G;

Lema 3.7. Neka su u grafu G od ¢vorova spoljasnjih kontura optereceni jedino ¢vorovi
¢ 1 ¢,. Tada je graf G refleksivan ako i samo ako je podgraf jednog od grafova

G, -G, (Slike 43.146.).

Dokaz: Neka su ¢vorovi centralne konture optereceni putevima duzine /,, i=1,2,3,4,

pri¢emusu ,l, >0,a /,], 21 Tada vazi:
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P.=mn[l (L, +2)1, +2)—(,+,+2)(, +1,+2)].

A) Pretpostavimo prvo da su sva 4 c-Cvora dodatno opterecena tj. da je /,,/,,5,, =1 1
daje I, =1,=1.Tadaje P,(2)=mn(8ll,—3l,—-31,-9),paiz P,(2)<0 zbog [, 21
sledi /, <2 . Neka je npr. /, </,; tada je /, =1 dok jel, <2 . Dalje razmatramo da li

I, i I, mogu biti i veéi od 1 za dozvoljene vrednosti /, i/, .

1) Neka je [, =1, [,=2. Tada je P,(2)=mn(l,l,+1,—4)<0 za [,(,+1)<4, §to
daje slede¢e moguénosti: /, =1, iz ¢ega sledi [, <2, odakle se dobija maksimalan

graf G, (Slika 43); [, =3,a [, =1, Sto daje maksimalan graf G, (Slika 43).

2) Neka je [, =1, =1. Tada je P.(2)=mn(-l,—1,—5)<0 za sve [,l, >1. Sada se
postavlja pitanje da li se na puteve duzine /; i [, mogu dodati nove grane. Neka je

G graf sa Slike 42:

.._..]3

Slika 42. Dodavanje nove grane ne put duZine /,

Za G vazi P.=mn[(j—1)(i+L)+2j-6], paje P,<0 akoje j=1l,aiil

proizvoljni, ili akoje j=2 i i+/<2.

a) Neka je j=1,ai i [, proizvoljni. Ovde se i na pretposlednji ¢vor puta
oslonjenog na ¢, moZe dodati grana, Sto je ujedno i jedina moguc¢nost da su oba

puta oslonjena na c; ina ¢, dodatno optere¢ena. Dobija se graf G, (Slika 43).
b) Neka je j =2,i =0,/, =2. Dobija se maksimalni graf G, (Slika 43).

c) Nekaje j=2,i=1,/;=1. Dobija se maksimalni graf G,, (Slika 43).
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Slika 43. Grafovi G, -G,

B) U drugom delu analiziramo slu¢ajeve kad je /, #0, [, #0 i bar jedan od [, I, je

nula.

Da bismo pronasli maksimalno dozvoljeno optere¢enje ¢vorova ¢ 1 ¢,,
posmatramo prvo slu€aj /; =/, =0 .Tada vazi: F, =mn(3[/, -2, -2/,—-4)<0, Sto
je mogucée u slede¢im slucajevima: za [ =1, ,<6; za [[=2, [,<2 i za
l,=3,4,5,6 , [, <1. Putevi oslonjeni na ¢, i ¢, ne mogu se dodatno optereéivati, jer
bi i1 tom slucaju za graf G (Slika 44.) vazilo B, =mn((9—-i)j+i-5), Sto je zbog

Jj=11i<5 vece od 0. Medutim, &vor ¢, tj. ¢,, moze se u nekim slucajevima

dodatno opteretiti.

Slika 44. Dodavanje nove grane ne put duZine /|

Diskutova¢emo po dozvoljenim vrednostima /; i [,, koriste¢i (za , =0 i/, [,, [,

proizvolino) P, =mn[2L1,(1, +2)— (I, +2)(I, + 1, +2)] .

Zal =11il,=4,56 sledi /, =0, pa se dobija maksimalni graf G, (Slika 46). Za
I, =111,=3 sledi /, =1, bez moguénosti prosirenja novom granom u ¢&voru ¢, ,
Sto daje maksimalni graf G, (Slika 46). Za [, =1 i [, =2sledi /, <4, ali dodavanje
nove grane u bilo kom ¢voru puta oslonjenog na ¢, nije mogucée ni za jedno

I, €{1,2,3,4} , pa se dobija maksimalni graf G,; (Slika 46). Neka je [, =1,,=1.U
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ovom sluéaju je /, proizvoljno, pa zato posmatramo proSirivanje ovog puta novim
granama, vodeci racuna da, zbog RS-teoreme, mozemo opteretiti samo jedan ¢vor

razli¢it od ¢, , kao i da taj ¢vor ne sme imati stepen veci od 3 (Slika 45).

Slika 45. Prosirivanje puta duZzine /,

Za ovakav graf vazi P, =mn(jjk+3jk—i—j—k—5),paiz P, <0 za k< sledi
k=1. Dalje za i=0 sledi j<3 (G, - Slika 46), za i=1 sledi j<2 (podgraf
grafa G,)), za i =2 takode sledi j<2 (G,; - Slika 46.) i za 123 sledi j=1

(podgraf grafa G, ). Za [, =1, =2 dobyjase [, =0 (G, - Slika 46.).

U narednim sluc¢ajevima mora biti /, =1, pri ¢emu je [ =2,3,4,5,6, pa je
P, =mn(ll,+1] —-21,—6). Za [, =2 sledi F,=-4mn, ali se nova grana na put
duZine /, moze dodato samo tako da formira maksimalni graf G,,. Za /, =3 sledi
[,<3, ali se ni u jednom sluCaju taj put ne moze prosiriti, tj. graf G, je
maksimalan. Za /, =4 sledi /, =1 (graf G,y),aza [, =5,6 sledi /, =0, pa nema

novih maksimalnih grafova.o

Gz Gis

g Gis ﬁ Gr7

-

Slika 46. Grafovi G, — G,

Na osnovu tri prethodne leme mozZe se dokazati sledeca teorema.
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Teorema 3.15. Graf klase R, kod koga su ¢vorovi obeju spoljasnjih kontura opterec¢eni

dodatnim granama je refleksivan ako i samo ako je podgraf jednog od sledecih grafova:

G, —G,, (Slike 41.,43.i 46.).

Prelazimo na ispitivanje refleksivnosti grafova klase R, kod kojih ¢vorovi jedne od
spoljasnjih kontura, npr. C, (ukljucujuéii ¢vor ¢,), nisu optere¢eni dodatnim granama.

Na osnovu osobina preslikavanja ¢ sledi Teorema 3.16.

Teorema 3.16. Neka je graf G (Slika 47.) takav da je njegov podgraf 4 nadgraf

konture C, , a njegovi podgrafovi B i D stabla. Tada je graf G maksimalan refleksivan
graf u klasi R, ako i samo ako je njegov podgraf =G\ D maksimalan refleksivan u

klasi bicikli¢kih grafova sa mostom, a D proizvoljno Smitovo stablo.

Slika 47. Graf G

Dokaz: Kako je H =¢(G), ako je H refleksivan graf, po Teoremi 2.5. vazice
A,(G)=2, pa je i G refleksivan. G je oCigledno i maksimalan, jer ako postoji nadgraf

grafa G koji je refleksivan, on bi pod uslovima teoreme morao da nastane proSirivanjem

podgrafa H, a to naruSava maksimalnost H.

Ako je G maksimalan refleksivan graf u klasi R,, onda je i njegov podgraf H
refleksivan. Pretpostavimo da /' nije maksimalan, tj. da se on moZe proSiriti do grafa

H,, koji ima ista svojstva (A4 je nadgraf konture C

m

, a B podgraf Smitovog stabla) i
koji je takode refleksivan. Tada bi za njemu odgovarajué¢i graf G,, nadgraf grafa G,
vazilo 4,(G,) <2, §to je u kontradikciji sa maksimalno$éu grafa G, iz ¢ega sledi da je

H maksimalan graf u klasi biciklickih grafova sa mostom.
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Graf D ne moze biti nadgraf nekog Smitovog stabla, jer bi po Teoremi o preplitanju
sledilo da je 4,(G)>2. Neka je D podgraf nekog Smitovog stabla S i neka je G,
pravi nadgraf grafa G , u kome je stablo D proSireno do Smitovog stabla S , tako da je

G\D=G,\S. Tada, prema Teoremi 2.5., sledi 4,(G,)<2, $to je u kontradikciji sa

maksimalno$¢u grafa G . Dakle, D mora biti Smitovo stablo.o

Posto su u [33] ve¢ opisani svi maksimalni refleksivni biciklicki grafovi sa mostom,

mozemo samo konstatovati koji od njih zadovoljavaju uslove da mogu da budu podgraf
H , a to znaci da je u njima jedna kontura slobodna (npr. C,) i da je ¢vor ¢,, koji je

kraj mosta i na kome je slobodna kontura, stepena 4 (tj. optereéen bar jo§ jednom

vise¢om granom).

Ako je pri tome opterecen bar jedan ¢vor konture C, razli€it od ¢vora ¢, takve uslove
zadovoljavaju grafovi 4,, B, —B,;, C,—C,,, C,,—C,, . Ovo daje 48 grafova G,; —G,;,
koji odgovaraju maksimalnim refleksivnim grafovima H, —H, tipa O, sa 4 konture.

Medutim, iako u grafovima G,; —G, jeste jedna slobodna kontura grafova H, —H

zamenjena Smitovim stablom, oni se ne mogu povezati Teoremom o zameni jer nisu
ispunjeni uslovi teoreme (ako bi se kod H -grafova odstranili svi ¢vorovi jedne
spoljaSnje slobodne konture osim ¢vora koji pripada i centralnoj konturi, karakteristicni

polinom dobijenog grafa ne bi u tacki 2 bio manji od 0). Ako nijedan ¢vor konture

razli¢it od ¢, nije opterecen, svi grafovi D, — D,5 zadovoljavaju uslov da budu podgraf

H . Ovo odreduje grafove Gy, —G,, -

Slika 48. Graf H,

Do ovakvih maksimalnih refleksivnih grafova se moglo do¢i i1 direktno. Koriste¢i

Teoremu 2.5., mozemo opisivati graf H, (Slika 48). Iz A4, (H,)<2 sledi da je
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By, (2)=-n(P.(2)+2P-(2))<0, pa problem svodimo na odredivanje maksimalnog

grafa F' koji zadovoljava uslove:
1) P.(2)+2P.(2)20 (krade: ¢20)

2) F je nadgraf konture C,

3) komponente grafaF su podgrafovi Smitovih stabala.

Prednost ovog metoda je u tome Sto bi bilo dovoljno da se odredi svih 25 grafova F' iz
prve grupe, koji zadovoljavaju ove uslove (a to su oni koji se pojavljuju kao podgrafovi
u grafovima 4, , B, B,, B,, B,, B;, B,, B, C,, C,, C,, Cy, C,, C;;—C,,), dok
bi ostala 23 grafa bila odredena cepanjem odgovaraju¢eg £ u ¢voru ¢, i oslanjanjem
dobijenih podgrafova na évorove ¢, i c,. Sto se ti¢e druge grupe, gde je F=C,-B, iz
uslova ¢=0 bi se odmah dobilo da je F,(2)<0, pa je o€igledno da su maksimalni
grafovi B upravo Smitova stabla, dok se grafovi G, —G,, dobijaju njihovim

cepanjem i prelivanjem izmedu ¢vorova ¢; i c;.

Zanimljivo je 1 da se grafovi G, — G,, mogu krace opisati koristeci jednu karakteristicnu

transformaciju proizvoljnog Smitovog stabla S .

Lema 3.8. Neka je S proizvoljno Smitovo stablo, a S, —S, njegovi podgrafovi

prikazani na Slici 49. Tada su grafovi G’ maksimalni refleksivni grafovi u klasi R, .

(@)

Slika 49. Jedna transformacija Smitovog stabla
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Dokaz: Primenom Svenkovih lema dobija se da je
P, =(BP, =P P)(PR, ~PP,)~ PP, PP, =0,dok je P, =-mnP,=0. Ako bi
graf S nastao proSirivanjem Smitovog stabla viseéom granom, bilo bi P, <0, tj.
P.>0, tj. 4(G)>2. Ako bi S bio podgraf Smitovog stabla, bilo bi P, <0. Iz
prethodnog, uz primenu Teoreme o preplitanju na graf G, sledi da je bas 4,(G")=2 i

da su G' maksimalni refleksivni grafovi u klasi R, . O
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4. Minimalni zabranjeni grafovi za osobinu 4, <2

Svi grafovi sa osobinom A4, <a u okviru jedne klase mogu biti opisani ne samo
pomocu maksimalnih dozvoljenih, nego i pomo¢u minimalnih zabranjenih grafova (npr.
[24], [51], [10], [35]); medutim, ovaj pristup dosad nije bio koriS¢en za refleksivne
grafove. U ovoj glavi opisatemo sve minimalne zabranjene grafove za osobinu
refleksivnosti (u daljem tekstu: MF grafove), izuzimaju¢i one koji su RS-odlucivi, u
klasi stablolikih bicikli¢kih grafova sa mostom. Ta klasa grafova pokazala se kao veoma
interesantna zbog njenih viSestrukih veza sa nekim klasama grafova sa viSe od dve

konture, kao i sa odredenom klasom uniciklickih grafova.

4.1. Minimalni zabranjeni grafovi u klasi biciklickih grafova sa mostom

Biciklicki grafovi sa mostom sadrze dve konture proizvoljne duzine (npr. C,, i C,) koje

su povezane mostom. Krajeve mosta ozna¢i¢emo sa ¢, 1 ¢, (Slika 50.a).

....... . . G
G = o x gmel
a) b)

Slika 50. Biciklicki grafovi sa mostom

Cvorove susedne c-¢vorovima zvacemo crni ¢vorovi, a ostale ¢vorove kontura (razlicite
od crnih i c-Evorova) beli ¢vorovi. MF grafovi u ovoj klasi sadrze osnovni graf (Slika

50.a) kao podgraf. Sastoje se od dva grafa, npr. X i Y, koji su povezani mostom
(Slika 50.b), pri ¢emu je X pravi nadgraf grafa C,,, a Y pravi nadgraf grafa C, (ako neki
od njih ne bi bio pravi nadgraf, graf bi bio RS-odluciv).
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Posto posmatramo samo RS-neodlucive grafove, svaka kontura mora biti dodatno
opterecena sa bar po jednom vise¢om granom, a grafovi X —¢, i Y —c, moraju biti
takvi da je svaka njihova komponenta pravi podgraf Smitovog grafa. Takode je
oc¢igledno da ako je u grafu G svaka kontura opterecena po tacno jednom dodatnom

granom, onda vazi da ako je 4,(G)> 2, graf G je MF graf.

Posto u razmatranju kre¢emo od osnovnog grafa (Slika 50.a), koji je refleksivan i koji
prosirujemo dodavanjem vise¢ih grana, kao instrument kojim odredujemo da li je graf
refleksivan ili ne, mozemo koristiti vrednost karakteristicnog polinoma u tacki 2: ako je
manja ili jednaka nuli, graf je jo§ uvek refleksivan; a ako je pozitivna, nije. Pri tome
koristimo Svenkove leme, kao i ve¢ poznate vrednosti karakteristiénog polinoma u tacki

2 za neke Cesto koriS¢ene grafove [31].

Diskusiju ¢emo razdvojiti na sledece slucajeve: opterecen je bar jedan beli ¢vor (odeljak
4.1.); opterecena su bar dva crna ¢vora, a beli ¢vorovi nisu optereceni (odeljak 4.2.);

opterecen je najvise jedan crni ¢vor i bar jedan c-Cvor (odeljak 4.3.).

4.1.1. Grafovi kod kojih je bar jedan beli ¢vor opterecen

Neka je na konturi C, opterecen jedan beli ¢vor. Zbog RS-neodludivosti, na istoj

konturi ne moze biti optereen nijedan drugi beli ¢vor. Posto je Y -—c, podgraf

Smitovog stabla, on mora biti jedan od grafova B, — P, sa Slike 51.

P P2 P; Py Ps Ps

Slika 51. Grafovi B, — F,

Grafovi sa Slike 51. su Kokseter-Dinkinovi, ali u ovom delu smo ih grupisali 1 druk¢ije

oznacili zbog krace diskusije.
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Neka je i na konturi C,, optere¢en samo jedan beli ¢vor. Dobijeni grafovi su MF u
slu¢ajevima kad je X —¢, jednak proizvoljnom grafu P, —F,,a Y —c, jednak grafu P,
za j=2,3,4 (Cime je dobijena familija MF grafova M1); P, za j=1 (familija M2); P,
za j=1 (familija M3); P, za j=1 (familija M4); P, za proizvoljno j =5 (familija
M3)i P, za j=1 i m=25 (familija M6). Za j=1 i m=4 dobijeni graf je refleksivan,

ali se moZze prosiriti na 3 nacina, pri cemu se dobijaju MF grafovi (M7-M9) (Slika 52.).

Slika 52. Grafovi M7-M9

Neka je na konturi C,, optereéen samo jedan crni ¢vor i to vise¢om granom. Dobijeni
grafovi su MF u slu¢ajevima kad je Y —c, graf P ili P; P, ili P, zaj=1; P, za j=1
im=25ili P, zaj=2 (M10-M15). U slucaju P, za m=3,4 i j=1, dobijeni graf je
refleksivan, ali se moze proSiriti dodavanjem viseée grane na 8 nacina, pri ¢emu se
dobijaju MF grafovi M16-M23 (Slika 53.). U slucaju P,, za j =1 dobija se refleksivan

graf, koji se moze proSiriti dodavanjem vise¢e grane na 6 nacina, pri ¢emu se takode

dobijaju MF grafovi M24-M29 (Slika 53.).

Mi6 Mi17 Mi8 M
M20 M21 M22 M23
M24 ws ms M27
s M9

Slika 53. Grafovi M16-M29
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Neka je na konturi C,, optereéen samo &vor ¢, .

1) Neka je podgraf Y —c, grafa G jednak grafu P,. Tada je F,;(2)=m(3j-6). Za
J =3 ovi grafovi su MF (M30), dok su za j =2 refleksivni. S druge strane, za
J =2 graf G je moguce prosiriti na jedan od 4 nacina prikazana na Slici 54. (M31-
34) pri ¢emu karakteristicni polinom novog grafa postaje u tacki 2 pozitivan, tako da

se u svakom od 4 prosirenja dobijaju MF grafovi.

' { M31 ’ M52 ’ [ M3 l M34

Slika 54. Grafovi M31-M34

2) Neka je podgraf Y —c, grafa G jednak jednom od grafova P,—P,. Za j =2
dobijaju se MF grafovi (M35-M37). Za j =1 dobijeni grafovi su refleksivni, pri

¢emu ih je moguce proSiriti na jedan od 5 nacina prikazanih na Slici 55.

Slika 55. Prosirenja u sluajudaje j=1

U slucaju da je Y —c, graf P,, svih 5 dobijenih grafova (M38-M42) su MF. U
slucaju da je Y —c, graf P, ili graf P,, u slucajevima prosirenja sa Slike 55. a), d) i
e) dobijaju se MF grafovi M43-M48, dok se u sluc¢ajevima proSirenja sa Slike 55.b) 1

c) dobijaju refleksivni grafovi.

Neka je Y —c, graf P,. Ako je graf prosiren na nacin prikazan na Slici 55. b), on

moze dalje da se proSiri na 3 nacina prikazana na Slici 56.a)-c), pri ¢emu se dobijaju
MF grafovi M49-51, dok se u slucaju prikazanom na Slici 55.c) daljim
prosirivanjem dobijaju MF grafovi M52 1 M53 sa Slike 56.d)-e).
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a) b) c) d) )

Slika 56. Grafovi M49-M53

Neka je podgraf Y —c, grafa G jednak grafu P,. U slucaju prikazanom na Slici

55.b) daljim prosirivanjem dolazi se do MF grafova M54-58, dok se proSirivanjem

grafa sa Slike 55.c) dobijaju MF grafovi M59-62 (Slika 57.).
' g ; M54 ‘ & M55 an56 .wM57 | M58
. g Ms59 '. ; % M60 .. g Mé61 };ﬁMﬂ

Slika 57. Grafovi M54-M62

3) Neka je podgraf Y —c, grafa G jednak grafu P, . Dobijeni grafovisu MFza j=>6,
dok je za j =35 dobijeni graf moguce dalje prosiriti na 4 nacina (Slika 58.), pri cemu

se u sva 4 slucaja dobijaju MF grafovi M63-66.

Slika 58. Grafovi M63-M66

4) Neka je podgraf Y —c, grafa G jednak grafu P,. Dobijeni grafovi M67 su MF za
Jj=3.Uslucaju kad je j =2, dobijeni grafovi su refleksivni i mogu se proSiriti na 4
nacina, pri ¢emu se 3 puta dobijaju MF grafovi M68-70 (Slika 59.a)-c), a Cetvrti put
graf koji nije minimalan (Slika 59.d).
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I M68 : M69 l M70
a) b) C) d)
Slika 59. Grafovi M68-M70

Za j=1, dobijeni refleksivni grafovi mogu se prosiriti na 4 nacina viseCom granom,

pri cemu se u prva 3 slucaja dobijaju refleksivni grafovi (Slika 60.a)-c)), dok se u

cetvrtom slucaju dobije MF graf M71 (Slika 60. d)).

e i>§—<>ﬂ i VS %]

a) b) c) d)
Slika 60. ProSirenja u slucaju daje j=1

Prosirivanjem grafova sa Slike 60.a)-c) dobija se, kad se eliminiSu RS-odluc¢ivi MF

grafovi, 10 MF grafova M72-81 (Slika 61.).
3

Y= ol
S .

%

Slika 61. M72-M81

Na osnovu prethodnog, vazi slede¢a teorema.

Teorema 4.1. Ako je G biciklicki graf s mostom prikazan na Slici 50.b), koji je RS-

neodluciv i u kome je opterecen bar jedan beli ¢vor (npr. konture C,), G je minimalni

zabranjeni graf za osobinu refleksivnosti ako i samo ako je on jedan od grafova M1-81.
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4.1.2. Grafovi u kojima su opterecena bar dva crna ¢vora

U ovom odeljku posmatracemo biciklicke grafove s mostom (Slika 50.b)), kod kojih

beli ¢vorovi nisu optereéeni, ali imaju bar dva crna ¢vora opterecena.

Prethodno navodimo dve leme koje prikazuju ulogu pS-preslikavanja u odredivanju

ovakvih MF grafova.

a) b)
Slika 62. Uloga S-preslikavanja

Lema 4.1. Neka su grafovi G, i G, (Slika 62.a) RS-neodlucivi grafovi iz klase
bicikli¢kih grafova sa mostom. Neka je B pravi nadgraf konture C,,, a 4 i B pravi
podgrafovi Smitovih grafova ili neka je B jednak C,,, dok je 4 podgraf Smitovog grafa.

Neka je A u oba slucaja oslonjen u istom ¢voru. Tada je G; MF graf ako i samo ako je

G, MF graf.
Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.2.

Lema 4.2. Neka su grafovi G; i G, (Slika 62.b) RS-neodlucivi grafovi iz klase

bicikli¢kih grafova sa mostom. Neka su B, 4, 1 A, pravi podgrafovi Smitovih grafova,
dok je B nadgraf konture C,, (ili jednak C,,)inekasu 4, tj. 4, u oba slucaja oslonjeni

u istom ¢voru. Tada je G, MF graf ako i samo ako je G, MF graf.

Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.2.

Slede¢om teoremom ¢emo opisati sve MF grafove iz ovog odeljka.
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Teorema 4.2. Neka je G RS-neodluciv biciklicki graf s mostom (Slika 50.b)), kod koga
beli ¢vorovi nisu optereceni, ali je na svakoj konturi opterecen bar po jedan crni ¢vor.

Tada je G MF graf ako i samo ako je on jedan od grafova M82-97.

Dokaz: Ako su na oba crna ¢vora oslonjene samo viseée grane (Slika 63.a), dobijeni
graf je refleksivan i za njega vazi P(2)=-m—n—1. Ako se ovaj graf prosiri novom
vise¢om granom tako da se optereti 1 tre¢i crni ¢vor ili tako da je od 2 opterecena ¢vora
jedan stepena 4, a drugi stepena 3, dobijaju se MF grafovi M82-83 (Slika 63.b) i c), za
koje vazi P(2)=(m+2)(n—1),tj. P(2)=4(mn—m—1). Za grafove sa Slike 63.d) i e)
vazi P(2Q)=mn—2n—m—2, pa su ovakvi grafovi MF grafovi M84-85 za sve (m,n)
osim za (m,n) € {(4,3),(3,5),(3,4),(3,3)}.

a) b) ©) d)

€)
Slika 63. Grafovi M82-M&5

Preostaju jo§ RS grafovi za ¢ije konture C,, i C, vazi (m,n) €{(4,3),(3,5),(3,4),(3,3)}

. Polazimo od refleksivnih grafova koji se dobijaju u slucajevima d) i e).

Neka je G graf dobijen u slucaju d). On se dalje moze prosiriti tako da oslonjeni put
bude duzine 3. Ovakav graf je MF graf M86, ali je zbog f-preslikavanja i graf M87
refleksivan. G se mozZe prosiriti 1 tako da se dobije MF graf M88, ali 1 jo§ 2 f-
ekvivalentna MF grafa M89 1 M90 (Leme 4.1. 1 4.2.). U slucajevima kada je
(m,n) €{(4,3),(3,5),(3,4),(3,3)} (ali ne i u slucaju kad je (m,n)=(3,5), $to sledi iz
uvodnih razmatranja) grafovi iz slucaja d) se mogu prosiriti i do MF grafova M91, za
(m,n) €{(4,3),(3,3)} ; tj. M92, za (m,n) €{(4,3),(3,4),(3,3)} ; a grafovi iz slucaja e) do
MF grafova M93, za (m,n) € {(4,3),(3,3)} (Slika 64.) .
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.;mré '-.%;{M '.z.mw ; ;189 ';uyo
M91 M92 M93
Slika 64. grafovi M86-M93

Dalje analiziramo grafove kod kojih su na jednoj konturi opterecena oba crna ¢vora, a

na drugoj konturi samo c-¢vor.

M4 M95 M96 M97

a) b) c) d) e)

Slika 65. Grafovi M94-M97

Podimo od grafa u kome su opterecena samo dva crna ¢vora na konturi C, i &vor ¢, i
to samo vise¢im granama. On je refleksivan, a u skladu sa ograni¢enjima u ovom
odeljku, mozZe se pro§iriti na 5 nacina, tako da za svaki novodobijeni graf vazi 4, >2.

Medutim, ovako dobijamo samo 4 MF grafa M94-97 (Slika 65.a)-d), jer graf sa Slike

65.e) nije minimalan. O

4.1.3. Grafovi u kojima je opterecen najviSe jedan crni ¢vor

U ovom odeljku posmatra¢emo biciklicke grafove s mostom (Slika 50.b)), kod kojih je,

osim eventualno c-Cvorova, opterecen samo jedan crni ¢vor. Neka je taj ¢vor na konturi

C, . Tada mora, zbog RS-neodlucivosti, biti opterecen i &vor ¢, .

Pretpostavimo prvo da osim ova dva ¢vora nijedan drugi ¢vor u grafu nije dodatno
opterecen 1 odredimo sve MF grafove ovog tipa. U slu¢aju da je stepen crnog ¢vora 3,

posmatratemo samo one grafove kod kojih je crni ¢vor optereen samo viseCom
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granom, kao na Slici 63.a) , tj. b), a pomocu pS-preslikavanja (tj. Lema 4.1. 1 4.2.)

odredi¢emo 1 sve ostale trazene grafove. Posto je u ovom slucaju B (Slika 62.) u stvari

kontura C,, , karakteristi¢ni polinom grafa je
B (2)=(mP,(2) =2mPy(2))(=n) = Py (2)m(n +1) = m[-nP,(2) + (n=1) P;(2)].

Primetimo da je, u slu¢aju da je 4 Smitov graf, P,(2)=01i P;(2)>0, paje F; (2)>0i,

uz Teoremu o preplitanju, 4,(G,)>2. Medutim, pitanje je da li se na ovaj nalin
dobijaju minimalni grafovi, pa ¢emo analizu sprovesti prvenstveno diskusijom po
stepenu ¢vora ¢, koriste¢i dobijeni uslov da je 4 Smitov graf ili pravi podgraf

Smitovog grafa.

Teorema 4.3. Neka je G RS-neodluciv biciklicki graf s mostom (Slika 50.b)), kod
koga su optere¢eni samo &vor ¢, i jedan crni &vor na konturi C, . Tada je G MF graf

ako 1 samo ako je on jedan od grafova M99-145.

I M99 h Ml0o B Mio1

M102 B M103

1 &

..... .. n=5,6
M4 M105 M106 Mi07 h M108
- 1=5,6 ... 1=5,6 < =785 ; ? n=7,8. e n=7,8,..
M109 Mi10 h Mill B Mi12 Mi13
M5 . n=4,5,6
Mis Mi15 N Mis Mz Mi18

Slika 66. Grafovi M99-M118
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Dokaz: U slucaju kad je crni ¢vor optereen samo vise¢om granom, a ¢vor ¢, sa r
. y . ver r—1 s v . . r
vise¢ih grana vazice P(2)=2""m(rn—2n-2), iz egasledidaje 4, >2 veéza r=3,

tako da d(c,) ne prelazi 6.

Neka je d(c;) =6 inekasuna ¢, oslonjene samo viseée grane. Dobijeni graf M99 je

MF graf, koji, po Lemi 3.10., odreduje jos i grafove M100 1 M101 (Slika 66.).

Neka je d(c;)=5. U slu¢aju da su na ¢, oslonjena dva puta duzine i i j ((Z,j) = (1,1),
i<j) na kojima nema Cvora stepena veéeg ili jednakog 3, na osnovu vrednosti
karakteristi¢nog polinoma £ (2) =m[n(j —1)— (i +1)(j +1)] data je tabela u kojoj su za

razne vrednosti n prikazane minimalne vrednosti za i 1 j, kao 1 indeksi odgovarajuc¢ih
MF grafova (ukljucuju¢i i one dobijene naknadnom primenom p-preslikavanja),

prikazanih na Slici 66.

Tabela 19. Slu¢aj d(c,) =5

3 4 |56 >6 3 1456

i~ |~

102 | 105 | 108 | 111 | 114 | 117
103 | 106 | 109 | 112 | 115 | 118
104 | 107 | 110 | 113 | 116

Neka su na ¢vor ¢, oslonjena dva puta, od kojih bar na jednom postoji ¢vor stepena
veceg ili jednakog 3, razli¢it od ¢vora c, . Svaki ovakav graf sadrzi graf H (Slika 67.) za
koji vazi P(2)=4m(n—2),tj. A, > 2, tako da se dobijaju slede¢i MF grafovi: M119, tj.
MI120 i M121 za k=1 i n=3,4,5,6; M122, tj. M123 i M124 za k=2 i n=3,4;
MI125, . M126 i M127 za k=3 i n=3 i M128,tj. M129iM130za k=4 i n=3.
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n=3,4,5,6 = n=3,4,5,6 n=3,4,5,6 n=3,4

< MI9 e " Mi120 - Mi121 " Mi22

n=3,4 n=3,4
Mi23 Mi24 Mi2s Mi26 Miz7

MI128 Mi29 Mi30

Slika 67. Grafovi M119-M130

Neka je d(c,)=4. Podgraf 4 mozemo posmatrati kao put, u kome su neki ¢vorovi
razli¢iti od ¢, dodatno optereceni. Moguc¢i su slede¢i slucajevi, vodec¢i raCuna o tome da
A ne sme biti nadgraf Smitovog stabla: 1) jedan ¢vor puta (razlicit od ¢,) je stepena 3,

2) dva ¢vora puta (razliiti od ¢;) su stepena 3 i 3) jedan ¢vor puta je stepena 4.

Razmotrimo redom ove slucajeve.

1) Neka je podgraf 4 oblika prikazanog na Slici 68.

Mi32 Mi33 Mi34 Mi35

Mi37 Mi138 Mi39

Mi41 Mi42 MI143 Mi44 Mi45

Slika 68. Grafovi M131-M145
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U Tabeli 20. navodimo sve mogucénosti za vrednosti i, j

ik, (i,j,k=1,

G, j))#=@0Q,1), i<j) s obzirom na uslov da 4 ne moze biti nadgraf Smitovog

stabla. Na osnovu prethodnog, iz uslova —nP(2)+(n—-1)P;(2)>0 i trazeéi

minimalne grafove, dobijamo MF grafove M107-116. Za k=5 i k=4

minimalne vrednosti za i i j su 11 2 (grafovi M131 i M132). Za k=3

minimalne vrednosti su i=1, j=3 za n=3 M133)ii=1, j=2 zan=4

(M134). Za k=2 minimalne vrednosti su i=1 ;=2 za n=5 (MI135) i

(i, 7)) €{(1,3),(2,2)} za n=3,4(M136-137). Za k=1 minimalne vrednosti su

i=1,j=2 za n=26 (M138); i=1,j=3 za n=4,5M139); i=1,j=4 za

n=3 (M140)ii=j=2 za n=3,4,5 (M141).

Tabela 20. Minimalne vrednosti za i i j
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2) Ako su 2 ¢vora stepena 3, dobijaju se MF grafovi M142-143 (Slika 68.).

3) Ako je jedan c¢vor stepena 4, on mora biti susedan cvoru ¢

diam(A) =2 , $to odreduje graf M 144 (Slika 68.).

i tada je
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Pretpostavimo sada da je stepen crnog ¢vora veci od 3. Lako se dokazuje da je za graf

M145 (Slika 68.) A, > 2, tako da je i ovo MF graf. o

Interesantno je da se do grafova M99-145 moglo do¢i i primenom f-preslikavanja.

Posmatrajmo graf G, sa Slike 62.a). Ako primenimo RS-teoremu na &vor ¢,, sledi da za
G, vazi 4, >2 ako i samo ako je odgovaraju¢i ¥ —c, nadgraf Smitovog stabla. Ovakvi
grafovi su RS-odlucivi, ali o¢igledno mogu da generisu odgovarajuce grafove oblika G,
, koji nisu RS-odluéivi (u slucajevima kad je A—c, pravi podgraf nekog od Smitovih
stabala). Kako svaki nadgraf Smitovog stabla sadrzi bar jedan od grafova F{—F; sa
Slike 69. koji predstavljaju minimalna zabranjena stabla za osobinu 4, <2, moZemo
analizirati polozaj tih stabala u grafu G,, tj. u odgovaraju¢em grafu G, . Na Slici 69 su

sa X (X,X,,...) oznaeni oni ¢vorovi, po ¢ijem odstranjivanju stablo postaje jedno od

Smitovih.
Ss S5 S7
S4 83 S
X2 S4 Ss !
X X3 S2 52 X Sy
83
S1 S1 S1 82 83 S
N Xy S6
S
x P x E x R ' F,
1 2 4
Sy
x 0—0—0—0 S6
S1 S2 8$3 S4 85
S7
Ss F
5
S7
S6 Ss 5 S8 s7 X1
S5
S3 84 S3 8485
S2 83 S4
Sz 83 51 Ss S2 Ss Sz Ss
S S1 S1 X2
x s« Fox EFE x S Fox F,
6 7 8 9
Slika 69.

u tom sluc¢aju mora biti minimalno, u smislu da se odstranjivanjem bilo kog njegovog

¢vora koji nije ¢vor konture C, dobija stablo za koje je 4, <2. Ako je, na primer, stablo
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F, podgraf stabla Y —c,, onda se stablo 4 mora sadrzati u F;, ali stablu F; takode mora

pripadati i odgovarajuéi crni ¢vor (onaj koji je u G, stepena 3). Sve moguénosti za

stabla ¥ —c, prikazana su na Slici 70 (p =1,n=3).

EREEERE

P _

° L4 p:

n-2 n-2: n-2 °

° o ° n-2

F; F;a) F;b) Fsa) Fs g
Fqa) F4 b) Fs b) F; Fg Fo

Slika 70.

U slucaju grafa F, moze biti p=1 (§to bi generisalo grafove M99-101) ili p=2
(M144). U slucéaju grafa I} a) vazice p+n—2€{3,4,5} (M117-118, M141 i M136),
dok graf F;b) generiSe M114-116. Za F,a) vazice p+n—2€{4,5} (M108-110,
M133, M137, M139), a za F,b) p+n—2=3 (M105-107 i M140). Za F;a) bice
p+n—2>6 (M111-113, M131-135 i M138), a F; b) generise M102-104. Za F; vazi
p+n—2€{2,3,4,5, (M119-121, M142), za F, p+n—-2e{2,3} (M122-124 i M143),
F; odreduje M125-127, a F;, M128-130. Jedini izuzetak koji ne mozemo da opiSemo

na ovaj nacin je graf M145. Na osnovu toga, moze se formulisati sledeca teorema.

Teorema 4.4. Neka je G' bicikli¢ki graf s mostom (Slika 50.b)), u kome je X =C,, a
Y —c, stablo sa osobinom 4, > 2, takvo da se po odstranjivanju bilo kog njegovog ¢vora
koji ne pripada konturi C, dobija stablo sa osobinom 4 <2. Neka je G RS-neodluciv
biciklicki graf s mostom u kome su dodatno opterec¢eni samo ¢vor ¢, 1 jedan crni ¢vor

na konturi C, . Tada je G MF graf ako i samo ako je on primenom Lema 3.9. i 3.10.

(Slika 62.) dobijen od grafa G’ ili ako je on graf M145.
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Pretpostavimo sada da su u grafu G dodatno optereceni samo jedan crni ¢vor sa konture
C, i oba c-Evora. Primetimo da ¢e sad a-preslikavanje (Slika 71.) imati ulogu u daljem

ispitivanju, Sto je objasnjeno lemama 4.3. 1 4.4.

Gs G;s Gy Gs

Slika 71. Uloga a-preslikavanja

Lema 4.3. Neka su G; i G grafovi predstavljeni na Slici 71.a) gde je N pravi nadgraf
konture C,, a Hi N podgrafovi nekih Smitovih stabala; ili neka je N kontura C,, H
nadgraf nekog Smitovog stabla, a H podgraf nekog Smitovog stabla. Tada je Gs MF

graf ako i samo ako je G; MF graf.
Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.1.

Lema 4.4. Neka su G, i Gy grafovi predstavljeni na Slici 71.b) gde je N nadgraf
konture C, ili kontura C,, a N, H, i H, pravi podgrafovi nekih Smitovih stabala i
neka su H, i H, oslonjeni oba puta u istom ¢voru. Tada je G; MF graf ako i samo ako

je Gy MF graf.
Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.1.

Na osnovu prethodnog, slede tvrdenja.

Teorema 4.5. Neka je G RS-neodluciv biciklicki graf s mostom (Slika 50.b)), kod koga
su optereceni samo oba c-¢vora i jedan crni ¢vor na konturi C,, . Tada je G MF graf ako
1 samo ako je on graf M146 (Slika 72.) ili ako je njemu odgovaraju¢i graf koji je dobijen
primenom Lema 4.3. i 4.4. jednak jednom od onih grafova M104-144 kod kojih je
d(c)=4.
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Dokaz: Neka je G biciklicki graf s mostom (Slika 50.b)), kod koga su optereceni crni

¢vor konture C, i oba c-Evora. Maksimalni stepen ¢vora ¢, je pet, jer ako su crni &vor i

¢vor ¢, optereceni sa po jednom viseCom granom, a ¢vor ¢, opterecen sa dve visece

grane, dobija se MF grat M 146 (Slika 72.).

Ako je stepen ¢vora d(c;) =4, graf je oblika grafa G ili grafa G (Slika 71.) i bice MF

graf ako 1 samo ako je i odgovarajuéi graf G; ili G, MF graf.

§_%M146 ETEMms i " satg7
Slika 72. Grafovi M 146, M186 1 M187

Dakle, graf G;, tj. G, , moze biti  jedan od grafova
M104,107,110,113,115,116,118,121,124,127,130-144. Sve navedeni grafovi generiSu

po jedan graf oblika G, grafovi M121 i M141 generiSu jo$ i po jedan graf oblika G, a

grafovi M138-140 i M142-144 jo$ i po 2 grafa oblika G;. Ukupno se na ovaj nacin
dobija jos 39 MF grafova M147-M185. o

Na kraju opiSimo grafove kod kojih su dodatno optere¢eni samo c-cvorovi.

Teorema 4.6. Neka je G RS-neodluciv biciklicki graf s mostom (Slika 50.b)), kod
koga su optereceni samo c-¢vorovi. Tada je G MF graf ako i samo ako za njega vaZzi

ta¢no jedno od tri sledeca tvrdenja: 1) G je jedan od grafova M186-187 (Slika 72) ; 2)
G je graf oblika G, pri ¢emu je N=C,, a H je jedan od grafova F| —F, kod koga je
bilo koji &vor razli¢it od x-Evorova identifikovan sa Evorom ¢,, 3) G je graf oblika Gy,
pri ¢emu je N =C, , a grafovi H, i H,nastali su cepanjem nekog od grafova F{—F; u
bilo kom ¢voru koji nije x-¢vor.

Dokaz: Neka su u grafu G (Slika 50.b)) optere¢eni samo c-Cvorovi. Neka je

d(c,),d(c,)25. Ako je d(c¢,)=d(c,)=5 i ako su na c-&vorove dodate samo viseée
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grane, dobijeni graf je refleksivan. Daljim proSirivanjem jednom viseCom granom

moguce je dobiti dva MF grafa M186 1 M187 (Slika 72.).

Neka je npr. d(c;) =4 ineka je na ¢vor ¢, oslonjena samo vise¢a grana, ¢iji ¢emo drugi
¢vor oznaditi sa ¢, a na évor ¢, stablo H. Tada je posmatrani graf tipa Gy, pa ¢e biti
MF graf ako i samo ako je i odgovarajuci graf oblika G; MF graf. Medutim, kako je
N=C,, za graf oblika G vazite A, >2 ako i samo ako je H nadgraf nekog od
grafova F, —F; . Svaki ovakav graf oblika G5 bi¢e RS-odluciv, ali odgovarajuéi grafovi

tipa G nece biti RS-odlucivi ako i samo ako H jeste neki od grafova F| —Fy | ali nije
oslonjen ni u jednom x-¢voru. Naime, ako je oslonjen u nekom x-¢voru, onda ¢e i

odgovarajudi graf tipa G biti RS-odlugiv. S druge strane, ako je H pravi nadgraf nekog
od stabala F, —F;, onda ¢e odgovarajuéi graf tipa G biti ili RS-odlugiv, ili neée biti
minimalan. Takode, u slucajevima kad je graf G takav da H jeste jedan od grafova
F = F; ito oslonjen u ¢voru koji nije x-¢vor i u tom ¢voru moze da se pocepa na | i

H, (oblik G,), onda je odgovarajuéi graf oblika Gy MF graf.o

4.2. Minimalni zabranjeni grafovi u Klasi R,

U ovom delu odreduju se svi minimalni zabranjeni grafovi iz klase R;.

Razmatranje ¢emo zapoceti od grafova u kojima je dodatno opterecen bar po jedan ¢vor

na svakoj spoljasnjoj konturi.

Teorema 4.7. Neka je G graf Cija je ciklicka struktura prikazana na Slici 38. i neka je u
njemu dodatno opterecen bar po jedan ¢vor na svakoj spoljasnjoj konturi (ukljucujucéi 1

¢vorove ¢, 1 ¢,). Tada je graf G MF graf ako i samo ako vazi jedan od slede¢ih uslova:

- Na svakoj spoljasnjoj konturi opterecen je po jedan ¢vor, razli¢it od c-Evorova.
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- Na jednoj konturi opterecen je samo odgovaraju¢i c-¢vor, a na drugoj samo
jedan beli ¢vor.
- Na jednoj konturi optereéen je samo c-¢vor (npr. ¢,), a na drugoj (C,, ) samo

jedan crni ¢vor i G je jedan od grafova G, —G,, (Slika 73.).

- Na obe spoljasnje konture optereceni su jedino c-¢vorovi i graf G je oblika grafa

G’ prikazanog na Slici 70., gde je T jedan od grafova F| —F; (Slika 69.), a

T, —T, njegovi podgrafovi, kao na Slici 70.
- G je graf G (Slika 73.).

Dokaz: Na osnovu analize iz pocetnog dela glave 3.4., tvrdimo da su grafovi u kojima
je na svakoj spoljasnjoj konturi optere¢en po jedan ¢vor, razli¢it od c-Cvorova, MF
grafovi. Primetimo da ovi grafovi mogu biti i RS-odlucivi (ako je optere¢en beli ¢vor na

spoljasnjoj konturi). Ako je na jednoj konturi optereen samo c-Cvor, npr. na C,
optere¢en samo ¢vor ¢,, a na konturi C,, samo beli ¢vor, takode se dobijaju MF

grafovi, koji ne moraju biti RS-neodlucivi.

Ako je na konturi C, optere¢en samo &vor ¢,, a na konturi C,, jedan crni &vor, dobija

se takode MF graf G, ali samo za m =7 . Dodavanjem jo§ jedne viseCe grane dobijaju

se MF grafovi u slede¢im sluc¢ajevima:

- za m=3,4,5,6, ako je optereCen i drugi crni &vor konture C, , ako je na
optere¢eni crni ¢vor ili na ¢, dodat put duzine 2 (grafovi G, i Gy), ako su na
optereceni crni ¢vor ili na ¢, dodate 2 visece grane (grafovi G, i Gs) i ako je i

na ¢, dodata vise¢a grana (graf Gj);
- za m=4, ako je opterecen i &vor ¢; (graf Gy);

- za m2>5 ako je opterecen i ¢vor ¢, (graf Gy).
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Novim dodavanjem vise¢ih grana u slucaju da su dobijeni refleksivni grafovi dolazimo

do MF grafova G, —G,.

Gs G7

Slika 73. Grafovi G, — G4

Neka su sada u grafu G optereceni jedino c-Evorovi spoljaSnjih kontura, 1 to viseim
granama. Ako je bar jedan od njih stepena 6, a drugi stepena 5, dobija se MF graf Gig.
Sve ostale MF grafove ovog oblika moZzemo opisati kao grafove oblika G’ (Slika 74.),

gde je Tjedan od grafova F; —F;, na osnovu dokaza Leme 3.12. O

Slika 74. Grafovi oblika G’

Preostalo je da razmotrimo slucajeve kad na jednoj konturi, npr. C,, nijedan &vor nije

dodatno opterec¢en. U tom slucaju vazi sledeca teorema.
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Teorema 4.8. Graf G, prikazan na Slici 75., (4 je nadgraf konture C,, , a B stablo) je

MF graf u klasi R; ako i samo ako je njegov podgraf H MF graf u klasi biciklickih

grafova s mostom.

Slika 75. Grafovi Gi H

Dokaz: Dokaz sledi iz Teoreme 2.5.. O
Teoremama 4.7. i 4.8. odredeni su svi MF grafovi u klasi R;.

Analogno poslednjoj teoremi, moze se formulisati i1 sledeca, koja se odnosi na jednu

klasu grafova sa 4 konture.

Teorema 4.9. Graf G, prikazan na Slici 76., (4 je nadgraf konture C,, a B stablo) je

MF graf u klasi grafova sa 4 konture 0,  ako i samo ako je njegov podgraf H MF graf

u klasi biciklickih grafova sa mostom.

Slika 76. Grafovi Gi H

Dokaz: Dokaz sledi iz Teoreme 2.5.0
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5. Maksimalan broj kontura u RS-neodlucivim refleksivnim kaktusima

koji sadrze snop kontura

Klase multiciklickih grafova koje sadrze snop kontura su ocigledno komplikovanije za
opisivanje, pa su se dosadasnji radovi (npr. [19], [39], [42]) bavili odredivanjem
refleksivnih grafova unutar odredenih klasa, koje su po pravilu obuhvatale RS-
neodlucive grafove koji ne sadrze snop kontura. Izuzetak je rad [40], u kome je opisana
jedna klasa refleksivnih kaktusa sa snopom od dve konture, pri ¢emu je stepen
artikulacionog ¢vora jednak 5. S druge strane, maksimalan broj kontura za RS-

neodludiv refleksivan kaktus koji ne sadrzi snop kontura, odreden je u [42].

U ovom delu odredi¢emo maksimalan broj kontura za refleksivne RS-neodlucive
kaktuse koji sadrze snop kontura, a time i za sve refleksivne RS-neodlucive kaktuse.
Takode ¢emo predstaviti tri klase maksimalnih refleksivnih kaktusa ¢ije konture ¢ine

snop.

5.1. Minimalne komponente

Slika 77. Kaktus ¢ije konture ¢ine snop

Neka je G graf (Slika 77.) sa k kontura koje ¢ine snop (kK =2). Neka su C,,...,C,

unicikli¢ki podgrafovi grafa G koji sadrze konture duzine #,,...,7, respektivno. Neka je
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¢vor v zajedniCki za sve konture i neka su na njega oslonjena jo§ i stabla Ti,...,T, (
m=0). Graf G-V sastoji se od komponenti K, =C,—v (i=1,...,k) i komponenti
L =T —-v (i=1,...,m). Neka za graf G (Slika 77.) vazi da su mu sve komponente
K,...K,,1,,..,T, podgrafovi (ne neophodno pravi) Smitovih stabala. Tada je G RS-

odlu¢iv i refleksivan. Ozna¢imo familiju takvih grafova sa G, .

Ako graf G (Slika 77.) ne pripada familiji G, on moze biti refleksivan samo ako je RS-

neodluciv. Tada je jedna komponenta grafa G —Vv pravi nadgraf Smitovog stabla, tj.
tipa NS, dok su sve ostale pravi podgrafovi Smitovih stabala, tj. tipa PS. U cilju
nalazenja maksimalnog broja kontura dovoljno je posmatrati u odredenom smislu

minimalne slucajeve.

Re¢i ¢emo da je graf G sa Slike 77. tipa G, ako ispunjava sledece uslove:
1.1. sve konture u grafu su slobodne
1.2. jedna od njegovih L-komponenti (npr. L ) je tipa NS, i na ¢vor v nije
oslonjeno
nijedno drugo stablo
1.3. za svaki ¢vor u komponente L, koji je u grafu G stepena 1 vaZzi uslov
AL ~u)<2,
atipa G, ako ispunjava sledece uslove:

2.1. na ¢vor v nije oslonjeno nijedno stablo

2.2. jedna od njegovih K-komponenti (npr. K, ) je tipa NS, dok su sve ostale K-

komponente putevi

2.3 za svaki ¢vor u komponente K| koji je u grafu G stepena 1 vazi uslov
A(K —u)<2
Primetimo da ako je G graf sa Slike 77. koji je refleksivan i RS-neodluciv, on tada

sadrzi kao podgraf ili graf tipa G, ili graf tipa G, . Zato moZemo posmatrati samo
grafove tipa G, tj. G, , jer ako za ovakve grafove odredimo maksimalan broj kontura, to

¢e biti maksimalan broj kontura za sve RS-neodlucive refleksivne kaktuse koji sadrze

snop kontura.
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Teorema 5.1. 1) Neka je graf G (Slika 77.) graf tipa G, . Tada je on refleksivan ako i
samo ako vazi uslov: P, —2kF, <0 .2) Neka je graf G (Slika 77.) graf tipa G, . Tada je

on refleksivan ako i samo ako vazi uslov: [, — 2(k - P <0.

Dokaz: U navedenim slucajevima, odredivanje maksimalnog broja kontura grafa G

(koji je tipa G, ili G, ) svodi se na ispitivanje znaka karakteristicnog polinoma grafa G
u tacki 2. Neka je graf H jednak G —x, gde je x onaj ¢vor komponente L, (ili K,) grafa
G —v, koji je stepena | u grafu G. Posto je indeks grafa L —x, tj. K, —x, manji ili
jednak 2, onda je po RS-teoremi A,(/1) <2, a po Teoremi o preplitanju1 4(G) <2, pa
sledi da je tada P, <0< A4,(G)<2. Odredicemo P, za oba opisana slucaja, ali ¢emo
prethodno odrediti PBk , gde smo sa B, oznacili snop od k slobodnih kontura, ¢ije su
duzine n,,...,n, :

B, =2nn,..n, = 2(n, —Dny..ny =2n,(n, = )...nj —... = 2n,n,..(n, —1) —

2(n,..n, +nn,..n, +...+nn,..n,_ ) =2nn,..n(1-k)

1) Neka je G graf tipa G, . Primenom Svenkovih lema dobijamo:
B, =Pn..n + B n..n(2-2k)=2F n..n, =n,..n (P, —2kF, ),

pauslov P, <0 postaje ekvivalentan sa P, —2kF, <0

2) Neka je G graf tipa G, . Ponovo primenom Svenkovih lema sledi:
Fo=F.ny.n + B 2n..n (1= (k—=1)=2F n,..n
=n,.n(F, —2(k-1)F ),
pa smo uslov P, <0 ovaj put svelina F, =2(k—1)F <0 .o
Sada ¢emo analizirati kako mogu da izgledaju komponente L, odnosno K, .

Komponenta koja je nadgraf Smitovog stabla mora sadrzati bar jedan od grafova

F,....F, (Slika 69.), koji su minimalna zabranjena stabla za osobinu 4, <2 .

111



Cvorove susedne ¢voru v zva¢emo crni ¢vorovi. U slu€aju da je G tipa G,, crni ¢vor
podgrafa 7, oznaci¢emo sa b, a u slucaju da je G tipa G, , crne ¢vorove podgrafa C,

oznaci¢emo sa b, 1 b, .

Neka komponenta L, (ako je G tipaG,), tj. K, (ako je G tipa G, ) sadrzi npr. graf F (
F e {F,..,F}). Tada bar jedan od ¢vorova grafa /' mora biti crni ¢vor odgovarajuce

komponente. U suprotnom, ako nijedan crni ¢vor ne pripada grafu F koji je podgraf

odgovaraju¢e komponente, po odstranjivanju crnog ¢vora b iz grafa G tipa G, , tj. crnih
¢vorova b, 1 b, iz grafa G tipa G, dobijamo RS-odluciv graf za koji vazi A,(G—b)>2
4. L(G=b,—b)>2,atimei L, (G)>2.

A. G jetipa G,

U ovom slucaju crni ¢vor komponente L, mora pripadati grafu F koji komponenta
sadrZi, pa je dovoljno razmotriti sluc¢ajeve kada je L, = F,(i =1,...,9) . Pri tome ¢vor x ne

sme da bude crni ¢vor, jer bi u suprotnom graf G—»5 bio RS-odludiv, ali se b moze

identifikovati sa bilo kojim drugim ¢vorom grafa F.
B. Gjetipa G,
Ako oba crna ¢vora komponente K, pripadaju grafu £ koji ona sadrzi, tada je K, = F'.

Ako samo jedan od crnih ¢vorova, npr. ¢vor b,, pripada grafu F, onda se K, moze

predstaviti kao F' proSiren bar jednom vise¢om granom koja u grafu G pripada konturi

C, . Cvor x (Slika 69.) mora pripadati konturi C, , ali ne sme biti crni &vor, pa ¢e biti bar
stepena 2 u komponenti K, . Naime, ako bi x bio crni ¢vor npr. b, graf G -5, bio bi
RS-odluciv i vazilo bi 4,(G) > 2, osim u slucaju kada je broj kontura u grafu tacno 2,

jer bi tada u odredenim slucajevima G mogao biti refleksivan. Medutim, u pogledu
odredivanja najveceg broja kontura ovaj slucaj nije od znacaja. S druge strane, ako x ne

bi bio ¢vor konture, mogli bismo smatrati da je on u G stepena 1 (ako nije, iz K, se

moze odstraniti podgraf oslonjen na x koji ne pripada nose¢em grafu F); ali tada za K|
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ne bi vazio uslov 2.3., jer bi K, —x 1 dalje bio nadgraf Smitovog stabla F. Dakle u
ovom sluaju mozemo re¢i da za komponentu K, vazi K, =F-P, gde je

Fel{F,.., F},a P putduzine i sa ¢vorovima Xx,y,,...,»; (¥, =b,) koji povezuje ¢vor

x sa ¢vorom b, 1ikoji pripada konturi, pri ¢emu je koalescencija formirana u ¢voru x.

Da bismo odredili kako u ovom slu¢aju izgleda komponenta K, analiziracemo redom

grafove Fi,...,F; 1 posmatrati polozaj ¢vora x unjoj i duzinu i puta P.

Grafovi F| 1 F, ne mogu se na ovaj nain proSiriti putem, jer je za njih nemoguce da
svi x-¢vorovi budu na konturi. Dalje, bilo koji ¢vor grafa F,,...,F,, osim ¢vorova x,
moze biti crni ¢vor b, ali duZina puta P u komponenti K, nije proizvoljna, osim u

slucaju grafa F, i1 F;.

Da bismo odredili kako u ovom slu¢aju izgleda K, analiziratemo redom grafove

F,..., F i posmatrati polozaj ¢vora x (Slika 69.) u njoj i duzinu i puta F,.

Grafovi £ i F, ne mogu se na ovaj nacin prosiriti putem, jer je kod njih nemoguce da
svi x-¢vorovi budu na konturi. Dalje, bilo koji ¢vor grafa F;,...,F, osim ¢vora x moze
biti crni ¢vor by, ali duzina puta P u komponenti K, nije proizvoljna, osim u slucaju
grafa F, i F;. U slucaju grafa F; vazi i € {1,2}, jer bi u suprotnom i posle otklanjanja
jednog od ¢vorova S5 i §;(onog koji je stepena 1) nova komponenta K, bila nadgraf
grafa F; , pa ne bi vazio uslov 2.3. U slu¢aju grafa F, vazi i=1. U suprotnom bi, ako
je §; crni &vor, vazilo 4 (K, —b, —b,) =2 | a ako nije, onda bi K, —s, bila nadgraf grafa
F5 , pa ne bi vazio uslov 2.3. Za graf Fy vazi i €{1,2,3}, jer bi u suprotnom K, —s, ili
K, -5, bila nadgraf grafa F;, pa ne bi vazio uslov 2.3. Za graf F; vazi i=1,jer biu
suprotnom K, —s; ili K, —s; bila nadgraf grafa F5, pa ne bi vazio uslov 2.3. Za graf
F; nemoguce je da samo jedan &vor grafa bude crni &vor, jer bi K| — s, ili K, —s; bila

nadgraf grafa F, , pa ne bi vazio uslov 2.3.
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5.2. Maksimalni broj kontura

U pojedinacnim slucajevima ¢emo na osnovu uslova 1) 1 2) iz Teoreme 5.1. odrediti

maksimalni broj kontura u snopu. Rezultate predstavljamo u tabelama, i to u Tabeli 21.
zaslucaj L, =F,, i=1..9 iu Tabeli 22. zaslu¢aj K, =F,, i=1..9. Ispostavlja se
da sluc¢aj K, = F'- P nece biti od znacaja za traZenje maksimalnog broja kontura, jer se

u ovim slucajevima posle odstranjivanja ¢vora b, iz grafa tipa G, dobija graf tipa G, ,

pa bi maksimalni broj kontura bio ogranicen ve¢ dobijenim rezultatom iz Tabele 21.

U Tabeli 21. prikazane su maksimalne vrednosti za k, a takode 1 koji ¢vorovi grafa F, se

identifikuju sa b u slucaju u kome se dostize maksimalna vrednost.

Tabela 21. Vrednosti &, (slu¢aj komponente L, )

max

LR [R]R|E[R[E[R]E

S| S, | S | Sy | S | S | 8| s s,

Kmax | 2 4 7 11 | 22 4 4 4 4

U Tabeli 22. prikazane su takode maksimalne vrednosti za k 1 koji parovi ¢vorova grafa

F, se identifikuju sa (b,,b,) u slucaju u kome se dostiZe maksimalna vrednost.

Tabela 22. Vrednosti k_, (slu¢aj komponente K )

max

xk | F | F | F | R | R |[FR][F]R]E
(b,by) | (x,8) | (85,,8,) | (8,,8;) | (85,8,) | (S5,86) | (85,85) | (55,8;) | (85,8;) | (S5,83)
Knax 4 10 20 34 74 13* 13* 13* 13*

Opsirmije tabele date su u Prilogu III: Tabela 1. sa datim vrednostima za P, P,

P, —2kP, ,kaoi k,, zasve slucajeve identifikovanja ¢vora b sa svim ¢vorovima grafa

X

F, (i=1,..,9), kao i Tabela 2. sa datim vrednostima za F¢. , P , F, —2(k—1)F  kaoi

1

k

max ?

za sva identifikovanja ¢vorova b, 1 b, sa svim parovima Cvorova grafa F, (
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i=1,..,9). U tabelama su sa zvezdicom oznaeni slucajevi gde je u uslovu stroga
nejednakost, tj. za neoznacene slucajeve vazi da je za dato k, dostignuta jednakost,

Sto ¢e biti od znacaja kasnije. U Tabeli 21. prikazane su maksimalne vrednosti za &, a

takode 1 koji ¢vorovi grafa F, se identifikuju sa b u slucaju u kome se dostiZe

maksimalna vrednost.
Rezultate dobijene iz Tabela 21. 1 22. formulise slede¢a teorema.

Teorema 5.2. 1) Maksimalni broj kontura u grafu koji je tipa G, je 22. 2) Maksimalni

broj kontura u grafu koji je tipa G, je 74.

Na osnovu prethodne teoreme, kao i Leme 5.1. iskazujemo objedinjen rezultat.

Teorema 5.3. Maksimalni broj kontura u RS-neodlu¢ivom refleksivnom kaktusu koji

sadrzi snop kontura je 74.

Sto se tice maksimalnog broja kontura u RS-neodlu¢ivom refleksivnom kaktusu koji ne
sadrzi snop kontura, na osnovu Teoreme 1.5. on iznosi 5. Prema tome, mozemo

formulisati i sledece opstije tvrdenje.

Teorema 5.4. Maksimalni broj kontura u RS-neodlu¢ivom refleksivnom kaktusu iznosi

74.
Dokaz: Sledi iz Teoreme 1.5.1 Teoreme 5.3.0

Napomenimo 1 da broj kontura u RS-odluc¢ivom refleksivnom kaktusu nije ogranicen.

5.3. Tri klase maksimalnih refleksivnih kaktusa koji sadrZe snop kontura

U slu¢ajevima prikazanim u Tabelama 1. i 2. u Prilogu III kojima je za dato k =k, u
uslovu B, —=2kP, <0, . B. -2(k—1F <0, dostignuta jednakost, dobijaju se

maksimalni refleksivni kaktusi. Ovo tvrdenje dokazacemo u Teoremi 5.5. za slucajeve
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kad je graf tipa G, 1u Teoremi 5.6. za slucajeve kad je graf tipa G, i1 time odrediti dve

klase maksimalnih refleksivnih kaktusa koji sadrze snop kontura.

Teorema 5.5. Neka je graf G (Slika 77). tipa G, takav da je L, jednak nekom od
grafova F,(i=1,...,9)1 da je k jednako odgovarajuéem k, za koje je P —2kB, =0
(Tabela 1. Prilog III). Tada je G maksimalni refleksivni graf.

Dokaz: Posto je iz uslova teoreme ocigledno da je graf G refleksivan (Teorema 5.1.),
potrebno je joS dokazati da je maksimalan, tj. da ne moze da se prosiri viseCom granom
ni u jednom ¢voru. Pretpostavimo suprotno, tj. da je graf G proSiren vise¢om granom do

grafa H i da je H takode refleksivan. Vrednost P, dobijamo koriste¢i Svenkove leme i

posledice.
Neka je H dobijen dodavanjem viseée grane na artikulacioni ¢vor v. Tada vazi:

By =-n..m P, akakoje L, = F,, bite b, <0,t. P, >0, pa H nije refleksivan.

Neka je viseca grana dodata na crni ¢vor neke konture, npr. konture C,. Primenom
posledica Svenkovih lema na novu vise¢u granu, kao 1 na most koji spaja artikulacioni
&vor v sa neopterecenim crnim ¢vorom konture C, i koriste¢i uslov P, —2kP, =0

dobijamo:
By =—(n, = Dny..ny (B, =2(k—1)F, ) —(n, = 2)ny..n, P, 1= —nny..n P, >0,
Sto je kontradikcija.

Ako je viseta grana dodata na beli ¢vor neke konture, npr. na ¢vor d konture C,, tako

da se podgraf C, —d sastoji od dva puta duzine i ij koja su oslonjena na ¢vor v, vazice:

By =—n,.n (B, =2(k =DP )+ DG+ D +nyn, i+ j+2)F, —2n,..n,(i+1)(j +1F, ]
=—ny.m(i+j+2)b, >0

Sto je ponovo kontradikcija.
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Ako je viseca grana dodata na neki od ¢vorova stabla L, , dobijeno je novo stablo L',

tj. T isada je refleksivnost grafa H ekvivalentna sa uslovom PT1 - ZkP,ﬂ, <0. Akojeu
pitanju ba§ &vor b, koriste¢i veze FB.=2H-2F , F.=2F -F , kao i
B, —2kF, =0, dobijamo £ —2kP, =P, _,(2k—=2)>0, jer je L, —b stablo tipa PS. Ako
je u pitanju neki drugi ¢vor stabla L, npr. u, dobijamo
B —=2kP =2k-2)B,_,+bB, _,,>0, zbog A(L -u)<2 i A(L -u—-b)<2 (L, je

jednak F)), dakle, u oba slu¢aja kontradikcija.o

Teorema 5.6. Neka je graf G (Slika 77). tipa G, takav da je K, jednak nekom od
grafova F,(i=1,..,9)1 da je k jednako odgovarajuéem £k _ za koje je

F —2(k— l)PE1 =0 (Prilog III - Tabela 2.). Tada je G maksimalni refleksivni graf.

Dokaz: Analogno prethodnom dokazu vidimo da je G refleksivan i dokazujemo da je
maksimalan svodenjem na kontradikciju. Neka je G proSiren viseCom granom do grafa

H i neka je H takode refleksivan. Vrednost P, dobijamo koriste¢i Svenkove leme i

posledice.

Ako je viseta grana dodata na artikulacioni ¢vor v, vazi: B, =—n,..nmF. , a kako je

C,=F,, vazi P,>0,paH nije refleksivan.

Ako je viseCa grana dodata na npr. crni c¢vor konture C,, vazice:
By =—[(n,=Dny..n (B, =2(k =2)F ) —(n, = 2)n,..n, P |=—n,..n, B, >0, tj. H nije
refleksivan.

Takode, ako je visea grana dodata na beli ¢vor neke konture, npr. na ¢vor d konture C,

, tako da se podgraf C, —d sastoji od dva puta duZzine i 1 j koja su oslonjena na ¢vor v,

vazice:

By =—[ny..n(F, =2k =2)B )i+ D(j + D+ ny.m (i + j +2) B —2n5..n (i +D)(j + DFy ]
=-ny.n(i+j+2)B >0
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Sto je ponovo kontradikcija.

Ako je vise€a grana dodata na neki od ¢vorova stabla K, dobijeno je novo stablo K/,
tj. graf C,' isada je refleksivnost grafa H ekvivalentna sa uslovom PCI' —2(k - 1)PK1- <0
. Ako je u pitanju ba§ crni &vor, npr. b,, koriste¢i veze F.. =2F, —(2F_, —F , , ),
P, =2P, -P_,, kao i F. =2(k-1F, =0, dobijamo
B =2(k-DF,. =2(k=2)F _, +F , 5, >0, jer su K, —b i K,—b —b, stabla tipa
PS. Ako je u pitanju neki ¢vor stabla K, koji nije crni, npr. u, dobijamo

qu _2(k_1)PK1~ :2(1‘7_2)])1(]—” +PK|—u—b| ‘HDK]—u—bZ +2PC1—C,,I >0, zbog A4(K,—u)<2 i

MK, —u=b), A(K,—u—b,), 4,(C,=C,)<2 (K, je jednak F)), 3to znadi da je u oba

slu¢aja u pitanju kontradikcija sa pretpostavkom.o

U slucaju da jednakost u uslovima P, —2kP, <0 i . —2(k—1)F <0 nije dostignuta,
grafovi tipa G,, odnosno G, ne moraju biti maksimalni refleksivni. Naime, njthovom
snopu kontura se ne moze dodati nova, ali im se mozda moze dodati viseca grana, a da
ipak ostanu refleksivni. Npr. u slucaju grafa tipa G,, ako je L, = F;, pri ¢emu je ¢vor s,
identifikovan sa b 1 k=3, ili u slucaju grafa tipa G, , ako je K, =F,, pri ¢emu su
¢vorovi (x,s,) identifikovani sa ¢vorovima (b,,b,) , pri dodavanju visece grane na ¢vor

v dobijaju se takode refleksivni grafovi.o

Razmotrimo sada i jednu klasu grafova tipa kaktusa prikazanog na Slici 77. 1
nametnimo slede¢e ogranicenje: neka je stepen artikulacionog ¢vora v jednak 5 [40].
Tada ¢e se u snopu nalaziti tacno dve konture, a na artikulacioni ¢vor v bi¢e oslonjeno
jedno stablo. Ozna¢imo ovakav graf sa G (Slika 78.), a sa d ¢vor stabla koji je susedan
artikulacionom ¢voru, a ne pripada konturama; primetimo da put vd predstavlja most
koji povezuje snop od dve konture sa stablom 7' . U cilju odredivanja svih refleksivnih
grafova ovog tipa, pomoéu Svenkovih lema nalazimo da je vrednost karakteristinog

polinoma u tacki 2 jednaka F,=-nn,(2P.+F;) i na osnovu toga odredujemo sve

tipove stabala koja ispunjavaju uslov 2P, + P, 20, s tim da sve komponente grafa T
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moraju biti pravi podgrafovi Smitovih stabala. Sva dobijena maksimalna stabla sa

navedenim karakteristikama predstavljena su na Slici 78.

Pre svega, stablo 7" moze biti Smitovo, prosireno vise¢om granom u ¢voru d (7}), zatim
oblika stabla 7,, gde je /=0 proizvoljno, a S, bilo koje Smitovo stablo kome je

odstranjena viseéa grana tako da bi ga vise¢a grana dv dopunila do Smitovog stabla. U

stablu 7, je takode />0 proizvoljno, dok su vrednosti parametara za stablo 7., T, i T},

date u Tabeli 23.
Na osnovu prethodnih analiza iskazujemo slede¢u Teoremu.

Teorema 5.7. [40] RS-neodlucivi biciklicki graf sa dve slobodne konture koje imaju
jedan zajednicki ¢vor, koji je stepena 5, refleksivan je ako i samo ako je on podgraf

grafa G, u kome je 7' jedno od stabala 7, — 7}, prikazanih na Slici 78. (uz parametre iz

Tabele 23.)

T T
Q
i k
B
o o o
Ts Ts Ts T
i:: g j ﬁi ﬁ@ i::: A"" j
6 6 s o
Ts Ty T Tu T2

Slika 78. Stabla 7, -7},
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Tabela 23. Parametri stabla 7., 7, 1 T},

_| =]
&~
~| AN (en
O~ ] fat] NS
TOO
o < |en |
D= oN©o|n
-
N~ <t |[n|n
enfen <t | |n
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6. Neka uopStenja

U ovoj glavi uopsticemo neka od prethodnih tvrdenja, za koja ¢emo dokazati da vaze
ne samo u slucaju refleksivnih kaktusa, nego za mnogo Sire klase grafova. Pre svega
dokaza¢emo uopstenu RS-teoremu, a zatim ¢emo uopstiti tvrdenja koja se ticu
preslikavanja iz druge glave. Na kraju ¢emo izvesti zakljucke o odredenim klasama

grafova sa osobinom da im je druga sopstvena vrednost ogranicena sa r, gde je »>0.
6.1. UopStena RS teorema

RS-teorema se odnosi samo na refleksivne grafove i na osnovu nje je u velikom broju
slu¢ajeva moguce utvrditi da li je druga sopstvena vrednost za odredene klase grafova
(povezani grafovi sa artikulacionim ¢vorom) veca, jednaka ili manja od 2. Na osnovu
uopStene RS teoreme, za iste klase grafova moguce je uporediti drugu sopstvenu

vrednost sa proizvoljnim r, » > 0.

U dokazu uopstene RS teoreme koristi¢emo slede¢e pomocne stavove.

Stav 6.1. Neka je G graf sa Slike 79., gde je G, povezan graf sa indeksom r, >0, a u

dodatni ¢vor povezan sa nekim od temena v,,v,,...,v, grafa G,. Tada je P,(r)<O0, tj.

4L(G) <r<A(G).

’.

Slika 79.

Dokaz: Po Teoremi o preplitanju 4(G)>r, a A4,(G)<r. Primenom Svenkove leme

odredi¢emo karakteristi¢ni polinom grafa G:
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P(W)=AP,()-3 P, ()-23 B (D).

CeC(u)

Posto je 4(G,—v,)<r (i=L..,m), bicei F, (r)>0 (i=L..,m), a posto je graf
G-C (C eC(u)) podgraf grafa G, —v, za neko i=1,...,m, bicei1 P, .(r)>0.

Dakle, zbog F, (r)=0,sledi F;(r)<0,paje 4,(G)<r.o

Stav 6.2. Neka je G graf sa n ¢vorova Cije su sopstvene vrednosti
L(G)2A4L(G)2A4(G)2...2,_,(G)=4,(G). Neka je
A4,.,.G)=4,,(G)=...=4,.,,(G)) =r sopstvena vrednost reda k. Ako je polinom

0O, (A) odreden relacijom P,(4)=(A- )t 0;(4), tada je sgn(Q, (1)) =(-1)".

Dokaz: Neka je karakteristicni polinom grafa G faktorisan na slede¢i nacin:

n

PG(/l):ﬁ(/l—i,)-(/l—r)"- IT a-4). Tada je

i=m+k+1

n

oW =[]a-2)- [] A-4). Za ie{l,2,..m} vazi r-2<0, pa je
i=1

i=m+k+1

Sgn(H(i—/L)j=(—l)m. Za ie{m+k+l,m+k+2,.,n} vazi r—A4 >0, pa je
i=1

sgn( ﬁ (l—ﬂi)j =1. Dakle, sgn(Q,(r))=(-1)".o

i=m+k+1

Specijalno, ako je u povezanom grafu G: 1)A,=r, onda je O, (r)<0; 2) A, =r i
A, > A, ondaje O,(r)>0.

Sledecu teoremu - uopStenje RS-teoreme - u nastavku teksta oznacavac¢emo sa GRS-

teorema.

Slika 80. Graf sa artikulacionim ¢vorom
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Teorema 6.1. (GRS-teorema) Neka je G graf sa Slike 80., sa artikulacionim ¢vorom u.

Neka su grafovi G,,...,G,, koji su komponente grafa G—u, povezani grafovi za koje

vazi ,,(G,)<r,i=1,..,n .Tadaza r>0 vazi

1)

2)

3)

4)

ako je indeks najviSe jednog od grafova G,,...,G, jednak r, a indeksi ostalih
manji od r, onda je 4,(G)<r;
ako su indeksi bar dva od grafova G,,...,G, jednaki r, a indeksi ostalih nisu ve¢i

odr,ondaje 4,(G)=r;

ako je indeks tacno jednog od grafova G,,...,G, ve¢i od r 1 indeks bar jednog od

n

preostalih grafova jednak », ondaje 4,(G)>r;

ako su indeksi bar dva od grafova G,,...,G, ve¢iod r, onda je A,(G)>r.

Dokaz:

1))

Neka je 4,(G)),4(G,),...,A4(G,)<r,onda je A, (U , pa je po Teoremi o

preplitanju i 4,(G) <r. Sada ¢emo razmotriti slucaj kad ta¢no jedan od grafova

G,,...,G, ima indeks r, npr. 4 (G,)=r, dok je A4(G,),A(G,),...4(G,)<r. Iz

/11(G1):rslediﬂz(Gl)<r,tak0daje/L(U‘ iﬂz(U‘ . Odatle je

po Teoremi o preplitanju 4,(G) <r. Zbog A4(G))=r vazi F;(r)=0, a zbog
4(G), 4(Gy), ... 4(G,) <r  vazi B, (r),F, (r),....F, (r)>0. Primenom

Svenkove leme na &vor u grafa G dobijamo vrednost karakteristiénog polinoma

grafa G u tacki r:
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2)

3)

Fo(r)=rF; (r)-...- F; (r)—

—[ > OB (N+2 ) PGIV(C)(r))PGz(r)-...-PG”(r)—

veddjunG, CeC(u)NG,

veddju~(G-G,) CeC()N(G-G,)

_PGI (r)[ Z PG*G]—u—v (r)+2 Z PGGIV(C)(F)] =

veAdjunG, CeC(u)NG,

:_( Z PGl—v(r)+2 Z PGI—V(C)(r)jPGZ(’”)'---'Pcn(’”)-

Uvedimo graf K =G—(G,U...uG,). Tada vazi:

PK(V):”PGI(V)_ z PGl—v(r)_z Z PGH/(C)(V):

veAdjunG, CeC(1)NG,

== X2 PBn(-2 X B0

veAdjunG, CeC(u)NG,

Po Stavu 6.1. B (r)<0, pajei F,(r)=P(r)- B, (r)-...- F; (r)<0, Sto povlaci

LG)<r.
Ovo je ocigledna posledica Teoreme o preplitanju.

Neka je indeks jednog od grafova G,G,,...,G, veci od r, npr. 4,(G,)>r, a
indeks bar jednog od preostalih jednak r, npr. 4,(G,)=r, dok su indeksi svih

preostalih grafova manji ili jednaki ». Tada po Teoremi o preplitanju vaZzi

A (G)=r. Da bismo dokazali strogu nejednakost A,(G)>r Kkoristicemo
¢injenicu da je nju dovoljno dokazati u slucaju kad se graf G —u sastoji samo od

dve navedene komponente - G, i G, .

Uvedimo grafove H=G-G, i K=G-G,. Primenom Svenkove leme na ¢vor

u grafova H, K 1 G sledi:

P(A)=AP (M)~ Y, P (-2 D P, (D

veAdjunG, CeC(u)nH

P(A)=AP, ()= Y, P (D=2 Y P ()

veAdjunG, CeC(u)nK
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P,(2) = AR, (AP, ()~

> P (M+2 D PKC(z)J-P@(z)—

(veAdjuﬁGl CeC(u)nK

_[ z B, (A)+2 Z PH—C(l)j'PGl(ﬂ“)'

veAdjunG, CeC(u)nH

Iz gornjih relacija sledi:

£, (D) = B (D F, (D) + B, (DB, (A) = AF; (DE, (A),

tj. posto je F; () =0, konacno sledi: F;(r)=F; (r)B,(r).

Prema Stavu 6.1., zbog A4,(G,)=r, sledi P,(r)<0. Druga sopstvena vrednost

A4,(G,) moze da bude manja ili jednaka r, $to ¢emo razmotriti kao posebne

slucajeve.

IL.

Neka je 4,(G)) <r. Tadaje F;(r)<0,paje B,(r)>0,t. 4L(G)>r.
Neka je 4,(G))=r. Tada je F; (r)=0=P.(r). Takode, po Teoremi o

preplitanju, vazi A,(K)=>r.

Ako je 4L (K)>r, bice i A4,(G)>r. Neka je A4, (K)=r. Neka je r
sopstvena  vrednost grafa G, reda k-1 tako da je
L(G)=4(G)=...=4(G)=r, a 4.,(G)<r, gde je k=2. Po

Teoremi o preplitanju, tada je i A,(K)=..=4(K)=r. Uvedimo
polinome Oy (1), Oy (1), O (4) i Qy(A) sa P(2)=(A-r)"Ox(A),
P (M) =(A=-1)"04(1), R, () =(A-1)0;,(4) i
P(A)=(A-r)"0,(A). Sledi:

Pe(A)=(A=1)" 0 (D) (A=) Qg (D) +
+HA =105 () By (D)= AMA =105 (A) - (A=1)- Qg (A),
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pa vazi Q.(7) =QGl (r)-B,(r). Po Stavu 6.2., QG1 (r)<0, a kako je i

P,(r)<0,sledi Q.(r)>0,pajei 4,(G)>r.
4) Ovo je takode direktna posledica Teoreme o preplitanju.o

U odnosu na Teoremu o preplitanju, GRS-teorema daje poboljSanja u slucajevima 1) i
3).

6.2. Neka preslikavanja i njihova veza sa znakom izraza A, —r

Uopstena RS-teorema daje povoda da se, slicno kao u sluc¢aju uloge Smitovih grafova

prilikom odredivanja refleksivnih grafova, kod odredivanja grafova sa osobinom A, <r

ispita uloga podgrafova ¢iji je indeks jednak r (ako takvi postoje). Neka je r fiksiran
pozitivan realan broj takav da postoji bar jedan graf sa indeksom r. Takve grafove
¢emo, u daljem tekstu oznaCavati kao X" grafove (ili samo kao X grafove, ako je iz
konteksta jasno koje r je u pitanju). U ovom delu ispitatemo moguca uopStenja

preslikavanja koja smo definisali u Glavi 2.

Pre svega, neka se sada oznake Vx 1 Ur odnose na familije povezanih grafova sa bar dva
mosta (Slika 15.a) 1 16.a)) u kojima se na mestu Smitovog grafa S nalazi graf X (sa
indeksom ), pri ¢emu vaze isti uslovi: 4 1 B su korenski grafovi sa korenima a 1 b, dok
je X u prvom slucaju korenski graf sa korenom x, a u drugom graf sa dva istaknuta
¢vora, x 1 y. Elemente familije Vx oznaci¢emo sa G(X, 4, B), a elemente familije Ux sa
G(X,x,A4,y,B). Neka su i preslikavanja a i f odredena na isti nacin, tj. a: Vv— Vx,
tako da a(G))=G,, gde je G, =G(X,4,B) i G,=G(X,4-B,b), a f: Ur — U, tako

da (G, =G,, gdeje G, =G(X,x,4,y,B) 1 G, =G(X,x,A-B,y,b).

Iskazacemo uopstenja Teorema 2.1. 1 2.2., a dokaze izostavljamo, jer su isti kao u

navedenim teoremama, samo $to se sada umesto RS-teoreme koristi GRS-teorema.
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Teorema 6.2. Neka je G=G(X, A4,B) graf iz familije Vx . Tada vazi sgn(4,(G)—r) =

sgn(4,(a(G)) —7).

Teorema 6.3. Neka je G=G(X,x,4,y,B) graf iz familije U« za koji vazi

£, (r)=F;_,(r). Tadavazi sgn(4,(G)—r)= sgn(4,(B(G))-7).

Na isti nac¢in kao i u slucaju refleksivnih grafova mozemo definisati a- i f-

ekvivalenciju u klasama Vx, tj. Ux.

Sa 9x oznaci¢emo familiju povezanih grafova koji sadrze bar jedan trougao, na ¢ije su
¢vorove redom oslonjeni korenski grafovi X, 4 i B (sa korenima x, a i b), pri ¢emu je X

maksimalni graf za osobinu 4 <r, a njene elemente sa C(X, 4, B) ; njenu podfamiliju
koja sadrzi elemente C(X,A-X',B), oznai¢emo sa Jx'; a sa Gx oznatavamo familiju

povezanih grafova koji sadrze bar jedan Cetvorougao, na Cije su ¢vorove oslonjeni
korenski grafovi X, A, B 1 X" (sa korenima x, a, b 1 y respektivno), pri ¢emu su X i X’

proizvoljni maksimalni grafovi za osobinu A <r, a eclemente te familije sa
C(X,4,B,X"). Predstavnici ovih familija izgledaju kao grafovi sa Slike 20. a), b) tj. ¢)
1 e), samo §to se na mestu Smitovih grafova nalaze X grafovi. Preslikavanja w, 71 ¢

odredujemo analogno, kao uopstenja preslikavanja iz druge glave, sa:

-w: Ir—> Vn, pricemuje oxG)=G,,gdeje G, =C(X,4,B),a G, =G(X,4,B);

-7:94¢ >V, pricemuje 7(G)=G1i17(G,)=G,gdeje G, =C(X,4-X'",B), .

G,=C(X,4,B-X") 1 G=G(X,A4,B)
-p: €@— V, odredeno je sa ¢(G,)=G,, gdeje G, =C(X,A4,B,X"),a G,=G(X,4,B).

Iskazacemo 1 uopstenja Teorema 2.3., 2.4.12.5., takode bez dokaza.

Teorema 6.4. Neka je graf GeJ dat sa G=C(X,A4,B). Tada vazi implikacija:

sgn(4,(a(G)) —r) €{-1,0} = sgn(4,(G) —r) =-1.

Teorema 6.5. Neka je X' proizvoljan graf sa indeksom 7 1 neka je graf G € 9%/, dat sa

G=C(X,A-X",B).Tadavazi: sgn(4,(G)—r) = sgn(4,(z(G)—r).
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Teorema 6.6. Neka je G=C(X,4,B,X") graf iz familije €. Tada je P, =0 1 vaZe

sledece ekvivalencije:

1) A(@(G)) < r & sgn(A(@(G)) ~ r) = sgn(4(G) — ) AA(G) =7,
2) L(P(G) > r = 1(G) > r.

Ekvivalencije 7, ta, ¢ 1 o definisane su i u opStem slucaju analogno slucaju kad je

r=2.

6.3. Primeri klasa grafova sa osobinom A, <r

Analogno ulozi Smitovih grafova kao podgrafova refleksivnih grafova, razmotri¢emo

ulogu X-grafova kao podgrafova grafa G sa osobinom 4, <r.

Koriste¢i osobine a-preslikavanja formulisaéemo teoremu koja opisuje sve grafove

klase V« sa osobinom A4, <r.

Teorema 6.7. Neka je G; GRS-neodluciv graf iz familije Vx (Slika 81.a) . Tada G, ima
osobinu A,(G,)<r ako i samo ako za graf C=A4-B koji je nastao identifikacijom

korenskih ¢vorova grafova 4 1 B sa ¢vorom v (Slika 82.) vazi F.(r)+rP-(r) =20, gde je

C=C-v.

Slika 81. Grafovi familije Vx

Dokaz: Neka je G, graf familije V» (Slika 81.a) sa osobinom A4,(G,)<r. Prema

Teoremi 6.2. vazi 4,(G)<r< 4(G,)<r, gde je G, odgovarajuci graf sa Slike 81.b).
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Iz 4(G,)<r sledi A,(A4),A4,(B)<r ipo GRS-teoremi sledi 4,(G,—C)<r, pa je po
Teoremi o preplitanju A4,(G,-b)<r, tj. A4(G,)<r, a kako je A4(G,)>r, bice

F, (r)<0. Kako za karakteristi¢ni polinom grafa G, vazi:
B, () = B.(A (AP () = Py (A1) = AP (D) F.(4),,
gdeje X =X —x,utackiaiz F, (r) <0 sledi P.(r)+rP:(r) 20, jerje Py (r)>0.

Obrnuto, neka je G, graf familije Vx sa osobinom da za odgovarajuéi graf C=A4-B
vazi P.(r)+rP,(r)>0. Tada za karakteristicni polinom odgovarajuceg grafa G, vazi
F, (r)<0. Kako po Teoremi o preplitanju vazi 4,(G,)<r na osnovu 4,(G,-x)<r
(8to sledi iz 4,(X)<r i 4,(A-B)<r, zbog GRS-neodlucivosti), mozemo zakljuditi da

je 4(G,)<r,aiztogadajei 4,(G))<r.o

Slika 82. Podgraf C

Na osnovu prethodne leme moze se pojednostaviti odredivanje svih grafova iz familije

Vv sa osobinom A, <r, tako Sto se ono svodi na odredivanje odgovarajucih

podgrafova C (Slika 82.b) kao §to je uradeno za klasu R,. Preciznije, bilo bi dovoljno

odrediti sve grafove C za koje vazi: 1) 4,(C)>r,2) 4(C)<r i3) P.(r)+rP.(r)2>0.
Posmatrajmo sad familije 9% 1 Q.

Teorema 6.8. Neka je G, =C(X,4-X',B) GRS-neodluciv graf iz familije 9«'. Tada
G, ima osobinu A4,(G)<r ako i samo ako za graf C=4-B koji je nastao

identifikacijom korenskih ¢vorova grafova 4 1 B sa ¢vorom v (Slika 82.a) vaZi

P.(r)+rP.(r) >0, gdeje C=C-v.
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Dokaz: Sledi iz Teoreme 6.7.1 Teoreme 6.5.0

Teorema 6.9. Neka je G, = C(X, 4,X',B) GRS-neodluciv graf iz familije €x. Tada G,
ima osobinu A,(G,) <r ako i samo ako za graf C=4-B koji je nastao identifikacijom
korenskih ¢vorova grafova 4 i B sa ¢vorom v (Slika 82.a) vazi F.(r)+7rP-.(r) =0, gde
je C=C—v.

Dokaz: Sledi iz Teoreme 6.7. 1 Teoreme 6.6.0

Posmatrajmo sada graf G koji se sastoji od centralne konture koja je cetvorougao, na ¢iji

je svaki od ¢vorova x, (i =1,2,3,4) oslonjen odgovaraju¢i podgraf H, (Slika 83.).

Slika 83. Graf iz familije G«

Lema 6.1. Neka je H, proizvoljan X-graf i neka za bar jedno i € {2,4} vazi A (H,)>r
. Tada vazi A,(G) > r (Slika 83).

Dokaz: Sledi iz GRS-teoreme.o

Teorema 6.10. Neka je H, proizvoljan X-graf i neka vazi A (H,),A,(H,)<r. Tada za
graf G (Slika 83.) vazi:

1) ako je A, (H,)>r,ondavazi 4,(G)>r;

2) ako je A(H;)=r, onda vazi A(G)>roA(G-H)>r il vazi

4(G) =r Asgn(A4(G) —r) =sgn(4(G - Hy) —7);

3) ako je A4(H,)<r,onda sgn(A,(G)—r)=sgn(4,(G—-H,)—r).
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Dokaz: Pre svega, izraCuna¢emo karakteristicni polinom grafa G, kao 1 karakteristi¢ni

polinom grafa G- H, pomocu Svenkovih lema. Iz

F;(A) =P, (VP (DB, (DF, (A1) — (B, (D) P (1) + By (W) B, (DXB,, (D) F; () +
+B, (DB, (), sledi  P,(r)=—PB, (B, (P, (NP, () + B, (rF, (), zbog

A(H) =7, aiz B, (A) = B, (DB, (DF,;, (A) = F; (DB, (D) P, (D) + B (DB, ()
sledi  F, ,, (r)= —F ("B, (r)Pﬁ4 (r)+ Py (r)F,; (r)), tako da wvazi 1 veza
Fo(r)=B,; (NF;_ (r).

1) Sledi iz GRS-teoreme.

2) Iz A,(H,)=r, primenom Teoreme 6.6. sledi tvrdenje.

3) Iz A,(H,;) <r pre svega sledi da je 4,(G)<r. Naime, po GRS-teoremi primenjenoj
npr. na ¢vor x, grafa G—H, sledi L, (G—-H,)<r, paje 4L(G—x,)<r, a time i
A(G)<r. Za graf G- H, takode vazi 4,(G—-H,)<r, jer je L,(G—H,—x,)<r, po
GRS-teoremi primenjenoj na ¢vor x, grafa G—H, —H,. Osim toga, zbog B, (r)>0
sledi da je sgn(F;(r)) =sgn(F,_,, (7)), a kako su indeksi oba grafa G 1 G — H; veci od

r, sledi tvrdenje.o

Na osnovu prethodne, mozemo iskazati slicnu teoremu koja uporeduje 4,(G) sar.

Teorema 6.11. Neka je H, proizvoljan X-graf i neka vazi A,(H,),A (H,)<r. Tada za

graf G vazi:
1) 4(G) > r < A(H,) > rv A,(G—Hy) > r;
2) L(G)=r=(4(H) =rrA(G-Hy) <r)Vv(A4(H) <rnA(G-H;)=r);
3) 4,(G)<r e A(H)<rAd(G—H,)<r.

Dokaz: 1) Ako je A,(H,)>r, po GRS-teoremi je A,(G) > r; takode, ovo direktno sledi

iz L,(G—Hy)>r.
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Pretpostavimo da je A,(G)>r 1 A (H,)<r. Po prethodnoj teoremi u oba slucaja sledi

daje L,(G—H,)>r.

2) Ako je A(Hy)=r 1 4,(G—-H,)<r, opet po prethodnoj teoremi sledi A,(G)=r, a
ako je A(H,;)<r, po GRS-teoremi sledi A,(G)<r, pa zbog A(G—H,)=r tj.
P.(r)=0,sledi 4,(G)=r.

Akoje 4,(G)=r,ondaje R (r)=PF, (r)F, , (r)=0,paiz P, (r)=0 sledi 4,(H;)=r
, a svakako vazi A (G-H;)<r; a ako je A(H;)<r, sledi

sgn(4,(G) —r) =sgn(L(G—H;) 1), 4. L(G-H;)=r.

3) Ako je A (H;)<r,sledi 4(G)<r,apostojei A (G—H,)<rvazie P,(r)<0, pa

sledi 4,(G)<r.

Ako je 4,(G)<r,morabiti L,(G—-H,)<r,atadabiiz A (H;)=0 sledilo ,,(G)=r,

Sto je kontradikcija, pa zakljucujemo da je A,(H,)<r .o

Teoremu 6.9. moZemo uopstiti tako da se odnosi na Siri slucaj, koji izmedu ostalog

obuhvata 1 jednu klasu #-grafova.

Teorema 6.12. Neka je G, GRS-neodluciv graf prikazan na Slici 84. takav da su
X,,....X, X-grafovi. Tadaje A,(G,)<r akoisamo ako za graf C = A4-B koji je nastao
identifikacijom korenskih ¢vorova grafova 4 i B sa ¢vorom v (Slika 82.a)) vazi

P.(r)+rP.(r) >0, gdeje C=C-v.
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Slika 84. Graf G,

Dokaz: Ako je 4,(G)<r,ondaje1 4(G-X,—-..—X,)<r, a onda po Teoremi 6.9.
sledi da je F.(r)+rP-(r)=0.

Neka za C=A4-B vazi F.(r)+rP.(r)=0, S§to je ckvivalentno sa
P,(r)P,(r)+ P,(r)P,(r)20. Radi skra¢ivanja uve$¢emo oznake P=P(4), kao i
F=P 1 P= PX,- . Primenom indukcije dokazac¢emo da je

P, =P,P,P..P,—(P;P,+P,P,)RP,..P,+PP,..P,+..PP..P), kao i da je
j“n+2(Gn) <r.

Za n=1, otigledno vazi da je P, =P,P,P,—(PFP;+P,P)R, kao i A4(G)<r (na

osnovu GRS-teoreme i Teoreme o preplitanju).

Slika 85. Graf H,

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za F, 1dokazimo da vaziiza F, .Uocimo graf H,

(Slika 85.) za koji vazi B, =AR..F, — BP,..P,—..— PP,...P, . Koriste¢i Svenkove leme

dobija se:

P, =P, P, +PF[AP, —P/(P,P..P,+ PP, —AP,P,..P,)-

Py(P,P..P,+ PP, —AP.P,..P,)=2P,P;(PP,..P,+...+ RP,..P)|- AP P, =

=P P, =P ,[(P,P,+P,P)F..P,+2P,Py(P, —AR..P,—(PP,..P,+..+ PP..P)|=
=P, F;, = P..(P;Py + PPR..F, =

=P,P,R..P,P,, —(P;F; + PP)(BP,..,F,, + BP,.. PP, +..RP,..P,P,, + RP,..P,P, ),

Sto je 1 trebalo dokazati. Pretpostavimo takode da je A4 ,(G,)<r. Tada je 1

2’11+2(Gn+1) <r jerje Z’I(‘Ynﬂ) <r > paje 1 ;i’n+3(GI1+1) <r.
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Ako je polinom P deljivsa A —r, sa O ¢emo oznaditi polinom takav da je P=(1-r)Q,

pa ¢emo uociti da vazi:

P, =PP,P,..P,—(P,P;+PP)PP,.F,+PP,..P+.PP..P)=

= (A=) [PP0,.0, P, ~ (PP, + PP)BQ,..0, + OP,..0, +...+00,..B)],

t]. F, =(1- rY'M, gde smo sa M oznacili polinom
P,P,0,..0, P, ~ (PP, + P.P,)B0,..0, +O,B..0, +..+00,..B).

Ako je P(r)P;(r)+ P,(r)Py(r)>0, vazice M(r)<0, jer je
B0y (1)..0,(1) + Q(NB(1)..0,(1) +... + O (MO, (r)...B,(r) >0, a F(r)=0; pa je
L(G)=...=4,(G)=r i A,(G,)<r. Ako je P,(r)P,(r)+P,(r)P,(r)=0, bite i
M(r)=0,pase (1-r)" sadrziu F, ,akako je 4,,,(G,) <r 1indeks grafa G, veci od

r,vaziCe 4,(G,)=...=4,,(G,)=r.Uobaslucajavazi 4,(G,)=r.0

DefiniSimo sada graf kao kvaziuniciklicki ako sadrzi konturu C duZine n na cije su

¢vorove x,,...,x, oslonjeni grafovi H,...,H, kao na Slici 86.

Slika 86. Kvaziuniciklicki graf
Diskutujemo poloZaj X grafova u kvaziuniciklickim grafu.

Teorema 6.13. Ako za kvaziuniciklicki graf G vazi A,(G) <r, onda vazi:

1) ako je g(C)=n=5, na ¢vorove konture mogu biti oslonjena najvise dva X grafa i to

u susednim ¢vorovima;

2) ako je g(C)=n=4, na ¢vorove konture mogu biti oslonjena najvise Cetiri X grafa i

to na jedan od nacina prikazanih na Slici 87.a)
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3) ako je g(C)=n=3, na ¢vorove konture mogu biti oslonjena najviSe Cetiri X grafa i

to na jedan od nacina prikazanih na Slici 87.b).

Dokaz: 1) Ako bi dva X grafa bila oslonjena na ¢vorove konture koji nisu susedni, po

GRS-teoremi bi sledilo 4,(G) > r.
@ 9o @ Wy
Y
3/
b)

Slika 87. Grafovi sa strukom 314

2) Sledi iz Teoreme 6.9.1 6.7.

3) Sledi iz Teoreme 6.8.16.7.0
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7. JoS$ neke klase grafova sa datim ograni¢enjem druge sopstvene

vrednosti

U ovoj glavi opisacemo neke klase grafova kojima je druga sopstvena vrednost

ogranicena sa \/5 , % ili sa ﬁ . Ove vrednosti birali smo kao pogodne, jer za

svaki od ovih brojeva postoje odgovarajuc¢i X-grafovi i jednostavno ih je odrediti, pa
¢emo moci da koristimo GRS-teoremu 1 njene posledice. Ograni¢enje 2 pojavljuje se
prvi put u [57] gde su opisana sva stabla i sve Sume sa osobinom A, <2, neka

minimalna zabranjena stabla za istu osobinu, kao i svi regularni i semiregularni

bipartitni grafovi sa osobinom A, = J2. Ogranicenje pojavljuje se prvi put u

[29], a Bu [21] 1 [28], tako da su ovde predstavljeni novi rezultati. U dokazima se u
izvesnoj meri koristi 1 programski paket newGRAPH [1], [9] koji izmedu ostalog
izracunava numeriCke karakteristike velikog broja osobina grafa, pa tako i priblizno
odreduje drugu sopstvenu vrednost grafa. Medutim, zbog zaokruzivanja, u odredenim
slu¢ajevima neophodno je izvrSiti proveru ta¢nim izraCunavanjem karakteristicnog
polinoma kori§¢éenjem Svenkovih lema ili koris¢enjem GRS-teoreme i Teoreme o

preplitanju.

7.1. Neke klase grafova sa osobinom A, < NG

U ovom delu odredi¢emo sve maksimalne GRS-neodlucive grafove za osobinu A, < 2

u okviru odredenih klasa, i to u delu 7.1.1. u klasi unicikli¢kih kaktusa, u 7.1.2. u klasi

multicikli¢kih kaktusa, a u delu 7.1.3. u klasi #-grafova.

Prethodno konstatujemo da postoji tacno jedan X-graf za osobinu 4, < V2 ida jeto B,

¢1j1 su jedini pravi podgrafovi B, 1 P,, dok su jedina minimalna zabranjena stabla za ovu
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osobinu P, i K,,. U slede¢im tabelama navedene su vrednosti karakteristicnog

polinoma P(+/2), §to ¢emo u ovoj glavi krace oznaGavati sa P, za neka jednostavna

stabla i konture ¢ija je duzina manja od 8.

Tabela 24. Vrednosti Pza P,, C, 1 D,

m | 1 |2 3 4 5 6 7 8
B2 1 0 1| 2 |-1| o0 |1
Pl /| /|24 2-2]|=2]2-42]0
Bl /o] / 2| 2¢2 | =2 0 2

Tabela 25. Vrednosti P za jo$ neke grafove

G E66 G-F C,-h

Bl 3| 3-22 | 42

Ako su X,,..,X, X-grafovi, tj. grafovi €iji je indeks jednak ND) , koalescenciju
B =X, -...-X, sa korenom v formiranu tako da je po jedan ¢vor svakog od grafova

X,,...,X, 1dentifikovan sa v, zvatemo snop X-grafova (sa artikulacionim ¢vorom v).
Primenom Svenkove leme ustanovljava se da je P, :—(n—l)\/zgn(ﬁn =B, —v). Sa
G, oznafi¢emo koalescenciju C, -B, , gde je C, kontura duzine m, pa prema tome

vazi B, =(P, —n\2P, )B,.
7.1.1. Unicikli¢ki kaktusi sa osobinom A, < NG

Neka je G unicikli¢ki kaktus koji sadrzi konturu C, (g(G)=m). Ako je g(G)=9,

posto je 4,(C,) :20052—7Z ,sledidaje A,(G)> J2.
m
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U daljoj diskusiji, datoj u Lemama 7.1.-7.3. po¢i ¢emo od osnovnog grafa C, (m <8),
pa ¢emo dodavanjem grana ili primenom preslikavanja opisanih u glavi 6. odredivati

maksimalne kaktuse za osobinu A4, < \/5 .

Lema 7.1. Jedini uniciklicki kaktusi za koje je g(G)=8 ili g(G)=7 koji su

maksimalni za osobinu A4, < V2 su G 1C,.

Dokaz: Kako je F, =01 PC7 =\/§—2, za ove konture vazi A, S\/z, ali se u oba

slu¢aja dodavanjem visece grane na proizvoljni ¢vor konture dobije graf koji nema ovu

osobinu, tako da su C 1 C, maksimalni grafovi.o

Lema 7.2. Maksimalni uniciklicki kaktusi za osobinu A, <2 su, u slucaju da je
g(G) =6 grafovi tipa M, —M,, a u sluCaju da je g(G)=5, grafovi tipa M,—-M,
(Slika 87).

Dokaz: U oba slucaja na proizvoljan ¢vor konture se moze dodati put ¢ija duZina nije

veca od 2, jer se u protivnom dobija GRS-odluciv graf ¢ija je druga sopstvena vrednsot
veéa od 2. Kako je P, zapravo X graf, analiziraCemo prvo poloZzaj X grafova

oslonjenih na ¢vorove konture.

Neka je g(G)=6. Napomenimo da je F, =2(n—1)F; (F; je uvek pozitivno), pa
sledi da se na jedan ¢vor konture moZe dodati najvise jedan X-graf, a po Teoremi 6.....
ovakav graf moZe imati ukupno najviSe dva X-grafa oslonjena na ¢vorove konture, i to

susedne. Za sve ovakve grafove (ima ih 3) kazemo da su tipa M, (Slika 87.a)) . Za njih
je P.=0,paje 4L,(G)= 2 , a svako proSirenje daje graf za koji A, postaje vece od

\ﬁ . Obe ¢injenice mogu se proveriti pomoéu Svenkovih lema i GRS-teoreme, ali
jednim delom 1 krace, uz pomo¢ ekspertskog paketa newGRAPH, koji ¢emo i ubuduce
koristiti. Ako je na tacno jedan ¢vor konture oslonjen X-graf, onda je dodavanje nove
grane dozvoljeno samo na susedne ¢vorove 1 to istivremeno, Sto daje grafove tipa M,
(Slika 88.a)), kojih ima 2. Ako su na ¢vorove konture dodate samo visece grane, dobija

se samo jedan maksimalni dozvoljeni graf, a to je M, (Slika 88.a)).
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A LR

a) b)
Slika 88. Grafovi M, - M,

Neka je g(G)=5. Na jedan ¢vor konture moze biti dodat snop od najvise dva X-grafa,
jerje P, = (n\/z -2 _ﬁ)PEn . Grafovi tipa M, (Slika 88.b)) ne dozvoljavaju proSirenje
vise¢om granom ni u jednom ¢voru konture, pa su maksimalni (ima ih 3). Takode su
maksimalna 1 tri grafa tipa M, (Slika 88.b)). Ako je na konturu u proizvoljnom ¢voru

dodat samo jedan X-graf, moze se dodati po jedna viseca grana na taj isti ¢vor, kao 1 na

oba susedna, Sto daje dva grafa tipa M, (Slika 88.b)), a ako nema dodatih X-grafova,

nego samo vise¢ih grana, maksimalni dozvoljeni graf je M, (Slika 88.b)).o

Lema 7.3. Maksimalni uniciklicki kaktusi za osobinu A, <2 su, u sluc¢aju da je

g(G) =4 grafovi tipa M, —M,,, auslucajudaje g(G)=3, grafovitipa M,;,— M.

Dokaz: Neka je g(G)=4. Sada moraju bar 2 razli¢ita ¢vora konture biti dodatno
opterecena, u protivnom se dobija GRS-odluciv graf. Neka je na jedan ¢vor konture
oslonjen snop B, u artikulacionom ¢voru. Ako je na susedan ¢vor oslonjena viseca
grana, iz P, = J2 (n —4)P§n <0, sledi n <4, a ako je viseca grana oslonjena jedino na
nesusedan ¢vor, iz P, =2(n— 2)\/5%” <0,sledi n<2. Zbog toga u slucajudaje n=4
dolazimo jedino do maksimalnih grafova tipa M, sa Slike 89.a) (ima 1h 5), jer je dalje
proSirivanje nemoguce, a kad je n =3, samo do maksimalnih grafova tipa M, sa Slike

89.a) (ima ih 4). Za n=2 1 dodatu viseCu granu na nesusedan ¢vor dobijaju se
maksimalni grafovi tipa M, (Slika 89.a)), kojih ima 3, ali je inace moguce, ali samo na
susedni ¢vor, dodati i ceo X-graf. Zato ¢emo prvo opisati sve maksimalne grafove do
kojih se moze do¢i primenom Teorema 6.9. 1 6.13., koja se odnosi na slucaj kad je na

jedan ¢vor konture oslonjen samo jedan X-graf, ali se onda moZze ustanoviti da svi ostali
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slucajevi potpadaju pod ovaj. Na osnovu Teoreme 6.9. trazimo sva maksimalna stabla C
za koja vazi uslov P. +\/5Pé >0 (naravno, uz uslove da je C nadgraf grafa P, a
komponente grafa C pravi pografovi od P,). Posto C mora biti koalescencija puteva

duzine 2 ili 3, formirana u korenu, lako se dobija da je to jedino moguce kad je

C =X, X, (koalescencija je takode formirana u korenu), gde su X, X, proizvoljni X-
grafovi. Tako dobijamo grafove tipa M|, (21 graf). Na Slici 89.b), prvo je predstavljen
slu¢aj kad je koalescencija X,-X, oslonjena na jedan ¢vor, a zatim opsti slucaj, koji

obuhvata prethodni, gde je X, =X, -X,,1 X, =X, -X,,.

Slika 89. Grafovi M, - M,

U slucaju kad je m =3, moguce je da se optereti samo jedan ¢vor konture, npr. x,

korenskim stablom D, ali tada zbog GRS-teoreme D —x mora biti nadgraf grafa P, jer

je C,—x pravi podgraf tog grafa. Medutim, ako zamenimo D —x na bilo koji nacin

minimalnim zabranjenim stablom P, ili K, dobijamo graf sa 4, >\2. Dakle, ipak

moraju biti opterecena bar dva razli¢ita ¢vora konture.

Xz X

X X; Xn

Slika 90. Grafovi M, —M,,

Slucaj kad je na svaki ¢vor konture dodat po jedan nadgraf X-grafa mogu¢ je samo u

sluaju maksimalnih grafova tipa M, sa Slike 90. (4 grafa), a slucaj kad je na jedan

¢vor dodat snop B, sa mogucim proSirenjima daje grafove tipa M,, sa Slike 90. ( 6

140



grafova). Ako je na jedan od ¢vorova konture dodat samo jedan X-graf, primeni¢emo

Teoreme 6.8. 1 6.7. 1 dobi¢emo grafove tipa M, (27 grafova), prikazane na Slici 90.
gdesu X, =X,,-X,,, X, =X,,-X,,, X;=X;,-X,, 1 X, X-grafovi Svi ostali slucajevi

svode se na prethodne, ili na njihove podgrafove.o

Na osnovu prethodnih lema, sledi teorema koja odreduje sve maksimalne uniciklicke

kaktuse sa osobinom A, < \/5 .

Teorema 7.1. Neka je G uniciklicki kaktus sa osobinom A, < J2 . Tada je G jednak

grafu C, ili G, ili je podgraf jednog od grafova tipa M, —M,, (Slike 88.,89.,90.).

7.1.2. Multicikli¢ki kaktusi sa osobinom A, < \/5

U ovom delu opisatéemo sve GRS-neodluc¢ive multiciklicke kaktuse sa osobinom

A, < NGR Zbog jednostavnosti rezultata, predstavljamo ih odmah u Teoremi 7.2.

Teorema 7.2. Ako je graf G maksimalni GRS-neodluciv kaktus sa bar dve konture sa

osobinom A, < 2, on mora biti jedan od grafova G, —G; (Slika 91.).

Q1 B B Bt Pt

Slika 91. Grafovi G, - G,

Dokaz: U slucaju GRS-neodlucivog multiciklickog kaktusa, jasno je da njegove
konture moraju formirati snop, jer je u protivnom A, > V2. Takode, pokazuje se da iz

istog razloga u snopu moze biti najvise dve konture. Po odstranjivanju artikulacionog

¢vora iz ovog grafa jedna komponenta mora biti nadgraf P, a druga njegova pravi

podgraf, tj. P,. Dakle, snop mora sadrzati slobodnu konturu koja je trougao.
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Kori$¢enjem newGRAPH-a ili Svenkovih lema i Tabela 23. i 24. dolazimo do rezultata

prikazanih na Slici 91.0

7.1.3. 0-grafovi sa osobinom A, < \/5

Ako u biciklickom grafu G (Slika 92.) dve konture imaju zajednicki put, graf nazivamo
O-grafom. Ovaj graf se moze formirati i tako Sto se sa svakim od dva data Cvora
identifikuje po jedan krajnji ¢vor puteva duzine i, j i k. Pri tome smatramo da vaZzi
i< j<k ikoristimo oznaku (i, j,k). Cvorovi stepena 3 oznadeni su sa ¢ 1c,,dok

¢vorove susedne c-Cvorovima nazivamo crnim ¢vorovima, a ostale ¢vorove, razlicite od

c-¢vorova 1 crnih ¢vorova, belim ¢vorovima.

Slika 92. 6-graf

Ako u biciklickom grafu G (Slika 92.) dve konture imaju zajednicki put, graf nazivamo
O-grafom. Ovaj graf se moze formirati i tako Sto se sa svakim od dva data ¢vora
identifikuje po jedan krajnji ¢vor puteva duZine i, j 1 k. Pri tome smatramo da vazi
i< j<k i koristimo oznaku (i, j,k). Cvorovi stepena 3 oznaceni su sa ¢, i c,, dok
¢vorove susedne c-Cvorovima nazivamo crnim ¢vorovima, a ostale ¢vorove, razlicite od

c-Cvorova i crnih ¢vorova, belim ¢vorovima.

U 6-grafu sa osobinom A, < 2 za duzine puteva i, j 1 k vaze odredena ogranicenja.

Npr. ako je >3, po odstranjenju crnog ¢vora sa puta duZine i preostaje nadgraf

konture duzine j+k, a kako je C, maksimalni uniciklicki graf, sledi daje j+k <6 t.
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da je jedino moguce da je i=j=k=3. Ako je i=2, po odstranjenju jednog od c-
¢vorova preostaje stablo kome takode A, ne sme da bude vece od 2 , pa sledi da su
mogudi sluCajevi j=31 ke{3,4} ili j=2 1 ke{2,3,4,5}. Za i =1 po odstranjenju
bilo kog crnog c¢vora dobijamo put duzine j+k—-2, pa zbog A, < 2 sledi
J+k—=2<6,1. j+k<8, pasumoguti slucajevi j=k=41li j=3 1 ke{3,4,5} ili
j=4 1 ke{2,3,4,56}. Medutim, slucajeve 6(2,2,5), 6(1,2,6) i 6(1,3,5) odmah
eliminiSemo jer se moze pokazati da im je 4, > NG (npr. koriste¢i newGRAPH). Ostale
sluajeve analiziramo redom, polaze¢i od osnovnog grafa 6(i,j,k) 1 razmatrajuéi

dodavanje novih grana, uz pomo¢ paketa newGRAPH. Medutim, kad god se

kori$¢éenjem ovog paketa dobije da je A, =1,4142, primenom Svenkovih lema i GRS-
teoreme mora se proveriti da li je zaista A, < 2 (zapravo, uvek ¢e biti u pitanju bas

jednakost) ili je moZda ipak A, > J2 . Takode primecujemo da se proSirivanje osnovnog

0-grafa moze vrSiti jedino dodavanjem vise¢ih grana ili puteva P, u protivnom druga

sopstvena vrednost postaje veca od V2.
1. 6(3,3,3)

Ovom grafu se mogu dodati samo viseCe grane, ali ne u c-Cvorovima. Jedina

maksimalni grafovi su G, 1 G, (Slika 93.).
2.60(2,3,4)

Jedini ¢vor koji je moguce dodatno opteretiti je crni ¢vor na putu duZine 2, ali se na

njega moze dodati 1 P,, zapravo proizvoljan X-graf, ¢ime se dobija makimalni graf tipa

G, (Slika 93.).
3. 0(2,3,3)

Dodavanjem visec¢ih grana na dozvoljene ¢vorove dobijaju se maksimalni grafovi G, 1
G, dok se ponovo na crni ¢vor puta duZine 2 moze dodati 1 X-graf 1 dalje viseca grana,

do maksimalnog G, (Slika 93.).
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Slika 93. Grafovi G, -G,

4. 0(2,2,4)

Na crne ¢vorove puta duzine 4 mogu se dodati samo vise¢e grane i to dovodi do

maksimalnog grafa G,. Sa optereCenim crnim ¢vorom na putu duZine 4 moZemo jo$
do¢i do maksimalnih grafova tipa G, koji sadrze X-graf, ali ako ni beli ni crni ¢vorovi
puta duzine 4 nisu dodatno optereceni, dobijaju se maksimalni grafovi tipa G,, u kojima
su X,, X, 1 X;=X,,-X,, X- grafovi (pri1 ¢emu X,, ili X,, mogu biti i trivijalni).

Grafovi su prikazani na Slici 94.

5. 0(2,2,3)

Dodavanjem vise¢ih grana dobijamo maksimalne grafove G,,, G,, 1 G, dok
maksimalni graf G,, sadrzi X-graf, a u grafu G, su X-grafovi X,, X, 1 X;=X,,-X,,

(pri cemu X, ili X,, mogu biti i trivijalni), prikazani na Slici 94.
6. 6(2,2,2)

U ovom slucaju maksimalni grafovi su tipa G, G, (sadrze X-grafove X, X, 1 X,),
G,, (ukojima su X-grafovi X, X,,X,, X, =X, -X,, 1 X;=X,,-X,,, pri ¢emu X,
ii X,,, tj. X, ili X,,, mogu biti 1 trivijalni), ili G,; (sadrze snop X-grafova
B, = X,-X,), prikazani na Slici 94. Napomenimo da smo do grafova tipa G,, (a oni

obuhvataju najvise slucajeva) dosli primenom Teoreme 6.12.
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Slika 94. Grafovi G, — G,

7. 6(1,4,4)

Kod ovog grafa moguée je proSirivanje samo u c-¢vorovima, pri ¢emu se dobijaju

grafovi tipa G,, (Slika 95.).
8. 6(1,3,4)

Ovde je takode moguce proSirivanje samo u c-¢vorovima, ¢ime se dobijaju grafovi tipa

G, i G, (Slika 95.).
9. 6(1,3,3)

Uz maksimalne grafove tipa G,, — G, koji sadrze X-graf, dobijaju se i grafovi G, 1 G,,
koji sadrze snop B, = X, X, X, kao 1 graf G,; koji sadrzi snop od dva X-grafa, kao 1

G, koji sadrzi dva X-grafa koja nisu u snopu (Slika 95.).
10. 6(1,2,5)
Osnovni graf je ujedno 1 maksimalni graf G, .

11. 6(1,2,4)
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Maksimalan je graf G,, (samo sa vise¢im granama), grafovi tipa G,, koji sadrze jedan
X-graf 1G;;u kome su X-grafovi X;, X, =X, - X, 1 X, =X,,-X,,, pri ¢emu X,, ili

X,,, 4. X,, ili X,, mogu biti 1 trivijalni (Slika 95.).

Slika 95. Grafovi G, —G,, 1 G;, — Gy,

12. 6(1,2,3)

U slucaju da su opterecena oba crna ¢vora puta duzine 3, maksimalni grafovi su grafovi
tipa G,,, ukome su X, i X, =X, -X,, (X, ii X,, mogu biti i trivijalni) X-grafovi,
graf G, 1 grafovi tipa G, (X, 1 X, su X-grafovi). Ako je opterecen samo jedan crni
¢vor puta duzine 3, dolazimo do maksimalnih grafova tipa G, 1 Gy, u kome su B;, tj.
B, snopovi X-grafova, maksimalnih grafova tipa G,,, koji sadrze dva X-grafa 1
maksimalnih grafova tipa G,, sa samo jednim X-grafom. Ako crni ¢vorovi puta duzine
3 nisu optereceni, dobijamo maksimalne grafove tipa G,, (sa jednim X-grafom), G,,
(gdesu X, =X,,-X,,, X, =X,,-X,, 1 X; X-grafovi, pri ¢emu X,, ili X,,, tj. X, ili
X,, mogu biti 1 trivijalni), G,; (sa snopomB;) i G,, (sa snopom B,). Svi ovi tipovi

maksimalnih grafova prikazani su na Slici 96.
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Slika 96. Grafovi G, -G,

13. 6(1,2,2)

U ovom slucaju dobijaju se maksimalni grafovi tipa G,; (u kome su X-grafovi grafovi
X, 1X,=X,,-X,,,samoguénos¢uda X, ili X,, mogu biti i trivijalni), G,, (sa tri X-

grafa),G,, (u kome su X grafovi X, X,, X,=X;-X

s Xy=X, X, i
X,=X,,-X,,,gde X, ili X , mogu biti i trivijalni za r =3,4,5), G,; (sa snopom By)
, G,y (sasnopom B;) , Gy (sasnopom B,), G;, (sa dva X-grafa), G;, (sa snopom B, ),

G, (sasnopom B,)1 G, (sasnopom By), prikazani na Slici 97.

Slika 97. Grafovi G5 — G,

Iskazac¢emo teoremu ¢iji dokaz sledi iz dosadasnje analize.

Teorema 7.3. Ako je graf G oblika 6(i, j,k), on ima osobinu A, < J2 ako i samo ako

je on podgraf jednog od grafova prikazanih na Slikama 93.-97. ili ako je jednak grafu
G,, =0(1,2,5).
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\/§+1

2

7.2. Stabla sa osobinom A, <

Odredivanje GRS-neodlucivih maksimalnih grafova za osobinu A4, < u svim

\/§+1
2

klasama u kojima je to odredeno za osobinu A4, < \E ovde ne moze da se predstavi,

zbog obimnosti rezultata. U ovom delu ograni¢i¢emo se samo na stabla i1 odrediti sva

«/§+1
2

stabla sa osobinom A4, < , opisujuci sva maksimalna stabla za ovu osobinu [29].

Vrednost oznacavaéemo krace sa ¢, a u pitanju je veéi koren kvadratne

J5+1
2
jednatine @’ —@—1=0. Za ovu vrednost jedini X-graf je P,, njegovi jedini pravi
podgrafovi su F,P, 1 P, i to su jedina stabla za koje je A, <@, dok su minimalna

zabranjena stabla za osobinu A, <¢@ stabla P, i K, (za oba vazi da im je 4, = NE) ).

Vidimo da je za svako stablo jednostavno ustanoviti da li mu je indeks jednak ¢, manji

od ¢, ili ve¢i od ¢. U sledecoj tabeli dajemo vrednosti P.(¢) (krace: ¢) za neka

jednostavna stabla, a takode (na osnovu cinjenice da su sopstvene vrednosti puta P,

, krm .. .
oblika 2cos—1 )vazii B, =-P,,kaoi P, =P, (n,keN).
n + n+s n n+10k n

Tabela 26. Vrednosti P za neke grafove

G |P | P | Pl b, PKW
P,lo | o |1 0 | @ (@p+1-7r)

Slede¢om teoremom odredi¢emo sva GRS-neodluciva stabla sa osobinom A, <¢.

Teorema 7.4. Ako je T GRS-neodlucivo stablo, onda je A,(T") <¢ ako i samo ako je T

podgraf nekog od stabala 7} — T, (Slika 98.).
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Dokaz: Na Slici 98. prvo je prikazan put P, sa oznakama ¢vorova, jer ¢emo u svakom

235

-
:
%

S
T

stablu za koje je diam =n uociti osnovni put (jedan od puteva) duzine n, njegove
¢vorove posmatrati kao oznacene i od njega zapoceti analizu. Pre svega, ako je duZina

puta bar 9, onda je druga sopstvena vrednost puta, pa i svakog stabla sa diam>9, veca
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od ¢. Ako je diam(T)=8 ili diam(T)=2, stablo je GRS-odlucivo. Preostaje da

izvr§imo analizu za vrednosti diam(T) € {3,4,5,6,7} .

Neka je diam(T)="7. Posto je stablo GRS-neodlu¢ivo, bar jedan od ¢vorova v,, v, i
v, (1. vs,v, 1li v;) osnovnog stabla F, mora biti dodatno optereCen. Medutim, ako se
viseca grana doda na neki od ¢vorova v,, v,, v, ili v,, graf postaje GRS-neodluciv (za
artikulacioni ¢vor v, ), pa prema tome po jedna viseca grana mora da se dodana v, 1 v;.
Posto je za novo stablo 4, < ¢, nastavljamo sa dodavanjem dozvoljenih vise¢ih grana i
dobijamo maksimalna stabla 7, -7, (za sva tri vazi A, =¢). Proveru vrednosti

karakteristi¢nog polinoma vr§imo, kao i obi¢no, primenom Svenkovih lema ili koristeci

program newGRAPH.

Neka je diam(T) =6. Zbog GRS-neodlucivosti stabla, bar jedan od ¢vorova v,, v, 1 v,
(f.v,,vs 1v,) osnovnog stabla P, mora biti dodatno opterecen. Ako je to ¢vor v,, onda
1 ¢vor v, mora biti opterecen (jer ne smeju v, 1 v, ). Daljim priSirivanjem dolazi se do
stabala 7, 1 T, za koja vazi A4, =¢. Neka je sad ¢vor v, stepena 2, dok je ¢vor v,
dodatno optere¢en. Tada, zbog GRS-neodlucivosti, ¢vorovi v, 1 v, stabla moraju takode
biti stepena 2, pa ¢vor v, mora biti dodatno opterecen. Sada ¢emo diskutovati po

stepenima ¢vorova v, 1 v, .

Neka je d(v;)=3 1 d(v,)=r+2.Na ¢vor v, zbog veli¢ine dijametra mora biti dodat

put ¢ija je duZina ta¢no 2, jer ako dodamo samo viseCu granu stablo postaje GRS-
neodlu¢ivo. Neka su na ¢vor v, dodate samo vise¢e grane. Koriste¢i relaciju
@ —p—1=0, dobijamo da je P=¢ '(r—2¢—1), odkle sledi »<4.Za r=4, novo
stablo ima 4, < ¢, ali nema proSirenja, pa je to maksimalno stablo 7,. Za r=3, r=2 1
r=1 jedina maksimalna stabla koja se dobijaju proSirivanjem su 7,, T, 1 T,
respektivno.

Neka su na ¢&vorove v, 1 v, dodate samo visee grane i neka je d(v,)=3 1

dv,)=r+2. 1z P=¢" (r—¢p—-2) dobijjamo r<3. Za r=3 daljim proSirivanjem
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dolazimo samo do 7}, (4, =¢),aza r=2do T}, (4, <¢). T, (L, =9),T,; (L =9)1

T, (4 =9).

Ako je jedini optereceni ¢vor v,, onda on mora biti kraj mosta koji spaja osnovno stablo
P, 1 drugo stablo 7 ¢iji je indeks veci od ¢ . Ako je stablo 7 jednako putu P,, ono mora

biti oslonjeno u svom srednjem ¢voru, zbog veli¢ine dijametra. Dobijeno stablo ima

A, <@ 1 jedina moguca ekstenzija je T;. Ako je 7 jednako stablu K, ,, ono mora biti

1,32
oslonjeno u artikulacionom ¢voru, jer u protivnom A, prevazilazi ¢. Ovaj slucaj

dozvoljava Cetiri nova prosirenja: 7, — T, .

Neka je diam(T)=5. Sada je osnovni put F,. Bar jedan od ¢vorova v,, v; 1 v, (tj. v;,
v, 1 v;) mora biti dodatno optereCen zbog GRS-neodlucivosti. Ako visecu granu
oslonimo na v, , bar jedan od ¢vorova v,, v, 1 v, mora takode biti optere¢en. Ako je to
¢vor v,, dobija se maksimalni graf 7,,. Ako je to ¢vor v, i ako je opterecen samo
vise¢om granom, graf postaje GRS-odluciv. Stepen ¢vora v, ne sme biti veci od 4. Ako
je d(v,) =4, postoje dve moguce ekstenzije 7,, 1 T,,. Ako je d(v,)=3, na ¢vor v,
mora biti oslonjen put P, $to dalje daje maksimalno stablo 7,, . Neka su sada samo v, i
v, dodatno optereceni 1 neka je d(v,)=i 1 d(v;)=j . Tada je
P=¢"" ! ((i+1)j—(j+1)(@+1)). Ako je na v, dodata samo viseta grana, za i=6
dobijamo maksimalno stablo 7,;, za i =5 proSirivanjem dobijamo jedino 7,, aza i =4
dobijaju se Cetiri dalja proSirenja 7, —T,,. Za i =3, v, mora biti kraj mosta ¢iji drugi

kraj mora biti artikulacioni ¢vor stabla K ., ali ovaj slucaj dovodi samo do stabla 7.

1,32
Neka je sad d(v,)=d(v;)=2, d(v,)=i+2 i d(v,)=j+2.1z P=¢™(ij—i—j—@)
sledi min{i, j} <2. Ako je npr. i=1, put P, mora biti oslonjen na v; i dobijaju se

prosirenja T,y —13,,aza i =2, proSirenja T}, — ;.

Ako je jedini optereceni ¢vor v,, kao i u prethodnim slu€ajevima mora postojati most,

¢iji je jedan kraj v,, a na drugi kraj oslonjeno stablo 7, koje zbog veliine dijametra

mora biti stablo K

|3» ali sva moguca proSirenja dovode do ve¢ odredenih stabala.
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Neka je diam(T)=4, tj. neka je osnovno stablo P,. Tada ¢vorovi v, 1 v, moraju biti
optereceni vise¢im granama. Neka je d(v,)=i, d(v;)=2 1 div)=j. Iz
P=¢" (i —(i+ j)@+1)+3p+1) sledi min{i, j} <3. Neka je npr. i< ;. Za i=3,
sledi  j<5, pa se za j=35 dobija maksimalno stablo T, a za j=4 daljim
prosirivanjem makdimalna stabla 73, —7,,. Za j=3 ponovo razmatramo slu¢aj mosta
Ciji je jedan kraj v,, dok je na drugi naslonjeno stablo K, ,. Ovo stablo moze da se
prosiri jedino do stabla 7,,. Za i =2, stepen ¢vora v, mora biti veci ili jednak 3. Za
d(v,) =3, na v, mora biti oslonjen put P,. Tada vazi P=¢’*(j—3¢p—3), paje prema
tome j<7 1za j=7 dobija se maksimalno stablo 7,,. Ako je d(v;)=k=4, iz
P=¢""*(kj—3j—2k+5+20—kep) dobija se j<6. Za j=6 dolazi se do
maksimalnog stabla 7,,, za j=35 stablo 7,,, a za j=4 cetiri maksimalna stabla
T,s—Ty.Za j=31iza j=2 mora postojati most koji povezuje v, sa stablom K, §to

dalje dovodi do maksimalnoh stabala 7,, — T, .

Za diam(T)=3, na ¢vorove v, i1 v, oslanjaju se samo vise¢e grane. Ako je
dvy,)=i-2 1 d(v,)=j-2, vazite min{i,j} >4, zbog GRS-odlucivosti. Iz
P. =" ((i—2)(j—-2)— @i+ j—4)) sledi min{i,j} <5.Nekajenpr. i< j.Zai=4,

vazi j<10,aza i=5, j<5, odakle se dobijaju joS dva maksimalna stabla 7, 1 7, .0

7.3. Neke klase grafova sa osobinom A4, < B

U ovom delu predstavljamo parcijalne rezultate u odredivanju nekih klasa kaktusa sa
osobinom A, < J3. Pre svega ustanovljavamo da za vrednost /3 postoje dva
odgovarajuca X-grafaidasuto P, i K. Pravi podgrafovi X-grafova su B, P, i P, dok
su minimalna zabranjena stabla za osobinu A, < J3 stabla F,, D; 1 K, ,. Posto se za

svako stablo razliCito od P, i K, moZe odrediti da li je ono pravi podgraf ili pravi
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nadgraf nekog od njih, jasno je da ¢e u uporedivanju druge sopstvene vrednosti kaktusa

sa /3 ponovo vaznu ulogu imati odgovarajuci X-grafovi.

U sledecoj tabeli navedene su vrednosti karakteristiénog polinoma P(x/g) (krace: P) za

neka stabla 1 konture sa malim duzinama.

Tabela 27. Vrednosti P za neke grafove

m | 1 3 14 5 6 7 8 [ 9 [10] 11 [12
BB 2 V31 0 [-1]| 3 |=2|-3|-1] 0
B | /|71 2]3]B-2]-4]-3-2]|-3| 2 |-1[3-2]0

7.3.1. Neke klase stabala sa osobinom A, < B

Posmatra¢emo prvo GRS-neodluciva stabla sa osobinom A, < J3. Ocigledno je da put
duzine 10 ima drugu sopstvenu vrednost J3ida je to jedino stablo sa dijametrom d
ve¢im od 9 sa osobinom A, < J3. Preostaje da se ispitaju stabla sa diam € {3,...,9} (za

stabla sa diam <3 po GRS-teoremi vazi A, <3 ). NaveS¢emo rezultate samo za

slucajeve diam =3 1 diam=9.

Lema 7.4. Neka je G GRS-neodlucivo stablo sa osobinom diam(G)=3. Tada vazi

L(G) < J3 ako i samo ako Jje G podgraf bar jednog od stabala oblika S, ,, S

5,7

ili S,

(Slika 99.a))

a) b)
Slika 99. Stabla sa dijametrom 319

Dokaz: Svako stablo za koje je diam(G)=3 je oblika S, ;, za i,j>1. Zbog GRS-

i+j-2
teoreme vazi uslov i,j>4. Posto vazi PG=\/§ ! (i7—3i—3j), a ocigledno je
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4(G)< «ﬁ <A4,(G), iz uslova P, <0sledi da su maksimalne vrednosti za i i j date u

lemi.o

Lema 7.5. Neka je G GRS-neodlucivo stablo sa osobinom diam(G)=9. Tada vazi

A, < xﬁ ako 1 samo ako je G podgraf bar jednog od stabala prikazanih na Slici 100.

Slika 100. Stabla 7, - T,

Dokaz: Po¢i ¢emo od puta duzine 9, za koji je A, <3 i dodavati nove grane.

Primenom paketa newGRAPH ili GRS-teoreme, ustanovljavamo da je proSirivanje

moguée jedino u dva srednja ¢vora puta. Neka je svaki od njih optereCen snopom

i+j-2
vise¢ih grana kao na Slici 99.b). Tada vazi F, =«/§ ! (i -3), tj. P, <0(uz uslov
i<j)za i=1 1 j<3. Dodavanjem novih grana i proverom pomocu programa ili

izraCunavanjem pomocu Svenkovih lema, dolazimo do stabala 7, —7,, prikazanih na

Slici 100.

Primetimo da smo rezultate mogli dobiti 1 primenom Teoreme 6.7. i da su svi dobijeni

grafovi tipa grafova prikazanih na Slici 101. (gde su X,, X, 1 X, X-grafovi za

vrednost /3 ), koji su a-ekvivalentni GRS-odlu¢ivim grafovima, pri ¢emu grafovi sa

Slike 101. obuhvataju 1 odredene slucajeve stabala za koje je diam <9 .o

2R

Slika 101. Stabla 7, — T,
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7.3.2. Neke klase multicikli¢kih kaktusa sa osobinom A, < B

Kako se moze pokazati da je za biciklicki kaktus sa mostom A, > /3, ima smisla
razmotriti postojanje multiciklickih kaktusa koji ne sadrze snop kontura sa osobinom
A, Sx/g , preciznije, A, =x/§ . Rezultate dajemo za GRS-neodluc¢ive multiciklicke

kaktuse sa n konturaito za n=2 u Teoremi 7.5.,za n=3 u Teoremi 7.6.1za n>4 u

Teoremi 7.7.

Teorema 7.5. Jedini GRS-neodlucivi biciklicki kaktus koji ne sadrzi snop kontura i za

koji vazi A, </3 (atimei 4, =+/3)je kaktus K, (Slika 102.).

Dokaz: Zbog GRS neodlucivosti, ovo mora biti kaktus s mostom. Za graf K, se lako
moze proveriti da mu je druga sopstvena vrednost jednaka J3. Takode se jednostavno
pokazuje da je za biciklicke grafove sa mostom kod kojih je duzina bar jedne konture

veéa od 3 druga sopstvena vrednost vec¢a od J3 . Takode, biciklicki graf K, se ne moze
ni u jednom ¢voru prosiriti viseCom granom, a da mu A, ne postane veca od V3, tako

da je on maksimalan za osobinu A4, < \/5 u okviru klase biciklickih kaktusa sa mostom.

Medutim, on se moZe prosiriti konturom.o

Teorema 7.6. Grafovi K, — K, (Slika 102.) su maksimalni GRS-neodlucivi triciklicki

kaktusi koji ne sadrze snop kontura i za koje vazi 4, < NEY

Dokaz: Posto su u pitanju kaktusi bez snopa kontura, ovi grafovi moraju imati takvu
ciklicku strukturu da mozemo re¢i da postoji jedna centralna 1 dve spoljasnje konture.
Zbog prethodne teoreme, spoljasnje konture moraju biti trouglovi, a takode i1 centralna

kontura (graf K, je maksimalan u svojoj klasi 1 nije dozvoljeno dodavanje vise¢ih

grana). Iz istog razloga, spoljasnje konture moraju biti slobodne i ni na jedan od
njihovih ¢vorova, pa ni na one koji su zajednicki sa centralnom konturom ne moze se

dodati vise¢a grana. Zato je moguce jedino opteretiti ¢vor centralne konture koji ne
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pripada spoljasnjim, pa se analizom stepena tog ¢vora (maksimalni je 6) dolazi redom

do kaktusa K, - K, .0

Teorema 7.7. Graf K, (Slika 102.) je jedini GRS-neodluciv kaktus sa 4 (tj. bar 4)

konture koji ne sadrzi snop kontura i za koji vazi 4, < NE) . 4, = NE) ).

Dokaz: Ako posmatramo dozvoljenu ciklicku strukturu kaktusa sa tri konture, sa dva
spoljasnja i jednim centralnim trouglom, jasno je da se nova kontura moze eventualno
dodati samo na onaj ¢vor centralne konture na koji su u prethodnoj teoremi dodavana

stabla. Nova kontura mora takode biti trougao, zbog Teoreme 7.5., a novoformirani graf

ima A, = 3 ine moze se prosiriti ni u jednom ¢voru.o

TR
AR,

Slika 102.
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8. o-transformacije Smitovih grafova

U dosad prikazanim rezultatima bavili smo se, izmedu ostalog, analiziranjem polozaja

Smitovih grafova (tj. X'-grafova) u refleksivnom grafu (tj. grafu sa osobinom A, <r).

Sada ¢emo razmotriti pojavne oblike, tj. transformacije samih Smitovih stabala unutar
nekih refleksivnih kaktusa, kao §to su cepanje, cepanje nakon dodavanja visece grane,
cepanje nakon identifikovanja dva ¢vora Smitovog grafa, itd. Primere ovakvih
transformacija dacemo u klasi refleksivnih kaktusa sa Cetiri konture [48]. Kako su prve
dve modifikacije ve¢ opisivane u prvoj glavi, ovde ¢emo viSe razmatrati preostale

modifikacije.

8.1. Modifikacije Smitovih stabala

Opisa¢emo sedam modifikacija Smitovih stabala 1 oznaciti ih sa o,,...,0,, a u daljem

radu ¢emo razmatrati proSirivanje odredenih tipova kaktusa pomocu ovako

modifikovanih Smitovih stabala. Odgovarajuc¢a prosirenja zva¢emo o-ekstenzije.

o, je celo Smitovo stablo

- 0, je Smitovo stablo podeljeno cepanjem na dva dela

o, je Smitovo stablo podeljeno cepanjem na tri dela

o, je Smitovo stablo proSireno dodatnom granom (Slika 103.)

o, je Smitovo stablo proSireno dodatnom granom, a zatim podeljeno cepanjem na dva

dela u jednom od ¢vorova dodatne grane (Slika 103.)

- 0, je Smitovo stablo u kome su dva ¢vora u 1 v identifikovana (Slika 103.)
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- 0, je Smitovo stablo u kome su dva ¢vora u 1 v identifikovana, a zatim je ono u tom

¢voru podeljeno na dva dela (Slika 103.)

s <] (D (<

Slika 103. Modifikacije o, — o,

O o, 10, ekstenziji bilo je dosta reci u prvoj glavi (Leme 1.11.-15., Slike 8.-10.), pa
¢emo se sada baviti opisivanjem preostalih modifikacija: razmatra¢emo o, -ektenziju u
delu 8.2., a ekstenzije o, —o, u delovima 8.2.18.3., 1 to u situacijama kad polazimo od

odredenih triciklickih refleksivnih kaktusa i dodavanjem modifikovanih stabala

dobijamo refleksivne kaktuse sa Cetiri konture.
8.2. o-ekstenzije jedne familije triciklickih kaktusa: klase 7" i 7,

U prethodnim rezultatima opisanim u prvoj glavi moZemo prepoznati pojavu cepanja
Smitovog stabla na tri dela (Leme 16.-17., Slike 10.-11.) u klasi 7, , pri ¢emu se

pojavljuje i1 jedan izuzetak (Slika 10.b)). Sada ¢emo date rezultate razmotriti iz aspekta

o-transformacija.

Teorema 8.1. [48] o, -ekstenzije triciklickog grafa prikazanog na Slici 31. su

maksimalni refleksivni kaktusi sa Cetiri konture, za odgovarajuéi izbor artikulacionih

¢vorova u 1 v Smitovih stabala S215, S313 1 S222 (Slika 1.).

Dokaz: Ako bilo koje od navedenih Smitovih stabala podelimo cepanjem na tri dela,
dva od tri dobijena dela moraju biti putevi. Neka je npr. Smitovo stablo podeljeno kao

Sto je prikazano na Slici 104. na tri dela: S,, put duZine & 1 put duZine /.
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Slika 104. Cepanje Smitovog stabla na tri dela

Ako posmatramo stablo S sa Slike 104.a), primenjuju¢i Svenkove leme i znajuéi da je

P,=0, dobijamoPsz(k+l+l){PSIu— > P&H}P&ﬁo. Ako ova tri dela

xeAa'j(u)Sl

oslonimo na ¢vorove centralne konture grafa sa Slike 31., dobijamo graf G sa Slike

105., za koji vazi PG=—mnp(k+l+1)(PSlu— > P

Sy—u-x
xeddj(u)s,

]+R5'1u =-—mnpP; =0.

Slika 105. o, -ekstenzija

Ako sada potrazimo sva odgovarajuca cepanja Smitovih stabala navedenih u Teoremi

8.1., dobijamo slede¢e moguénosti:

- kod stabla 8215 za u =s,, biée (k,1) € {(1,1),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}, za u=s,, bice
(k,) €{(1,3),(2,2),3,D)}, za u=s,, bice (k,1)e{(1,2),(21)} i za u=s,, bice
(k,[)=(L1);

- kod stabla S222 za u = s,, bi¢e (k,/)=(L,1);
- kod stabla S313 za u =s,, bice (k,/) €{(1,2),(2,1)} 1za u=s,, bice(k,l)=(1,1).

Na ovaj nacin opisani su svi grafovi sa Slike 11.
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Naravno, postojala je i druga mogucnost cepanja Smitovog stabla na tri dela, kao na
Slici 104.b), ali se dodavanjem ovako dobijenih delova na graf sa Slike 31. dobijaju ili

ponovo grafovi sa Slike 11, ili njihovi pravi podgrafovi.o

Primetimo da smo, da se nismo ograniCili na grafove sa Cetiri konture, mogli da
razmatramo i osmu o —modifikaciju, koja predstavlja cepanje Smitovog stabla na Cetiri
dela. Pojavu ovakve modifikacije kod tricikli¢kih kaktusa videli smo u Lemi 3.8. (Slika

49.).

Posmatrajmo sada o, 1 o, -ekstenzije tricikli¢kog grafa sa Slike 31. Dodaju¢i stabla
tipa o,, tj. o5, najedan od ¢vorova c, 1 c, grafa sa Slike 31., dobijamo redom grafove
G,, G,, G, i G, (Slika 105.), koji imaju Cetiri konture. Uvedimo oznake Iy =4,

RS'Z = Bl > Psl—v =4 > PSz—v =B > Z I)Slfvfx = z:A > Z 1)Szfv—x = Z:B 4 RS'—u = US >

xeAdj(v) xeAdj(v)

P,

Si—v-u

=U, B, =V, B

e =W i B, =C, gde je p jedini put koji povezuje Evorove
u i v u okviru odgovarajuéeg Smitovog stabla. Primetimo da se iz P, =0 dobija

AB - B3, =0.

GI.-—~. ST G207 e 63 R R

Slika 106. Grafovi G, -G,
Lema 8.1. Za grafove G, (i =1,2,3,4) sa Slike 106. vazi F; =mn(-2Vy+W +2C).

Dokaz: Poci ¢emo od grafa G, i na osnovu Svenkovih lema odrediti F}; . Koristicemo

pomoc¢ne grafove H 1 X (Slika 107.a) 1 b)), pri ¢emu vidimo da za H vazi

B, =m(-%,~U-2P,_).

Dobijamo:
F;, =2nP, —nmAB, —nBF,, —2(n —1)Py — 2P, —2nmAB = —mn(AB, + BP, +24B) =
=mn(=2V, +W +2C).
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Slika 107. Pomo¢ni grafovi

Kod grafa G, koristicemo pomoéne grafove H, i1 X, (Slikal07.c) i d)), kao i

B =-m(Z,B+Z,4+UB+2C) idobi¢emo:

F, =2nP, —=2(n—1)P, —2nmAB —nP, —2P, —2mnAB
=-mn(2AB+UB +2C) =mn(=-2V; +W +2C).

Sli¢no, za G, vazi PG3:mn(W+2C—2AB):mn(—2K+W+2C), dok za G, vazi

B, =-nmB(A4 —U=2F;_))+mnZ;A—2mnAB=mn(-2V;+W +2C) .0

Naravno vrednost izraza -2V +W +2C zavisi od izbora ¢vorova u i v. Sada ¢emo
analizirati sva Smitova stabla i ustanoviti za koje slucajeve je -2V, +W +2C =0, ali

prvo jednim primerom pokazujemo kako d¢emo primeniti dobijene rezultate.
Posmatrajmo npr. Smitovo stablo S215 (Slika 107.) sa dodatnom granom koja povezuje

uiv(u=s,,v=s,).

59 S (u,v)=(59,54) s
u S1 u 2
\4 4 v
o0—0—0—0—90
S1 S2 S3 5S4 S5 S5 S7 S8 S1 52 S§3 S¢ S5 S6 ST S8 51 82 8 08 S4 S5 S6 S7 S8
(@ ® (©

Slika 108. Modifikacije Smitovog stabla S215

Tadaje V, =25, W=201C=15,paje -2V +W +2C =0. Grafovi tipa G,, G, , G, 1
G, (Slika 108.) dobijeni primenom ovakvih ekstenzija su maksimalni grafovi iz

familija K, - K, 1 N,—N,,.
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Slika 109. Primena ekstenzija

U sluCaju stabla S215, -2V, +W+2C=0 vazi ako 1 samo ako vazZi

(M,V)E{(SI,SS),(Sx,Sl),(S7,S3),(S7,S4),(S9,S4)(S7,S5)}. U sledeéoj tabeli prikazujemo

grafove koji odgovaraju svakom navedenom paru ¢vorova.

Tabela 28. Stablo S215

(5,,85) JJe M, M,

(8¢,5,) J,, M,

(87,5;) | Kypo Ky, Ks3, K5y, Nyys Ny, Nys, N,
(s,,5,) K, Ky, N,y Nog

(89,5,) K, ,K;,N,, N,

(5,,585) K, o, Ky, Nys, Ny

U sluCaju stabla S313, -2V, +W+2C=0 wvazi ako 1 samo ako vaZi
(u,v) € {(s,,54),(s,,5,)} 10odgovarajuce grafove prikazujemo u Tabeli 29. Napominjemo
da se u grafu K, pojavljuje stablo S313 za (u,v)=(s,,s;), ali da pri tome

2V +W+2C#0,t. L,(K;)<2.

Tabela 29. Stablo S313

(51>56) JosJ 105 M,

100414
(5,55,) | Kigs K75 Ksg: Kigs Nigs Ny, Npg, Ny

Za stabla S222 i SI1111 ne postoje odgovarajuéi parovi (u,v) za koje vaZzi

2Ve+W+2C=0, a za graf W, wuslov -2V,+W+2C=0 vazi samo za
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(u,v)=(a,,c,), gde za n=2 dobijamo grafove J, 1 M,,aza n>2 grafove J,J,,

M, 1podgraf maksimalnog grafa A, .

Prema tome, vazi sledeca teorema.

Teorema 8.2. o, 1 o,-ekstenzije grafa sa Slike 31. predstavljaju maksimalne

refleksivne kaktuse sa Cetiri konture.

8.3. o-ekstenzije jedne klase triciklickih kaktusa: klase Q" i O,

Sada posmatramo o, —o, ekstenzije triciklickog kaktusa sa Slike 110.a). Kao i1

malopre, prvo ¢emo pokazacemo jedan primer (Slika 110.), a zatim iskazati tvrdenja.

Polazeci od stabla S215, vrSimo identifikaciju ¢vorova s, 1 s,, a zatim cepanje u ¢voru
s, =S,. Dobijene delove oslanjamo na dva ¢vora koji ne pripadaju spoljasnjim

konturama grafa sa Slike 110.a) i dobijamo graf H .

/ HIi6
ss
8215 57

5

59 =S¢ S5
RN RN ,-
. ‘. \ ‘ y
) ) |‘
A ‘~~_¢' ~o S

S1 S2 S35 84 S5 S¢ S7 S8 S1 82 83 8¢

(@ ®) © @ ]

Slika 110. Primer zac, 1 o
Lema 8.2. Za sve grafove tipa G, sa Slike 111. vazi F; = 0(i=1,2,3,4).

Dokaz: Primenom Svenkovih lema dobija se da je PG[_ =0,zai=1234.0
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G

Slika 111. Grafovi G, -G,

Teorema 8.3. Primenom o, —o, eckstenzija triciklickog kaktusa sa Slike 110.a)

dobijaju se maksimalni refleksivni kaktusi sa Cetiri konture.
Dokaz: Proverom svih sluc¢ajeva dobijamo rezultat.o

Napomenimo da za vefinu maksimalnih refleksivnih kaktusa iz familije H,—H

mozemo reci da su:

H

302

H

320

H

33>

H

-tipa G, (H,H,,H,,H,, 350 Hig, Hoyg)

1>
-tipa G, (Hy,H,\,H,,,H g, H g, H,5, Hyy — H,5, H )
-tipa G, (H,,H,,H,,Hy,H;,H;5, Hy;, Hyy, H,y)

-tipa G, (Hg, Hy, H\y,H,,—H,,H)y, H 5, H,; ).

Za preostale grafove iz ove familije vidimo da su ili nadgrafovi nekog od grafova tipa
G, dobijeni dodavanjem vise¢e grane (H,;,H,,—H,,,H,,), ili podgrafovi koji su
dobijeni odstranjivanjem visece grane iz nekog od grafova tipa G, (H,,,H,) ili G, (

H27’H28)'
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Zakljucak

Rezultati ovog rada su se pre svega nadovezali na dosadasnje rezultate iz oblasti
refleksivnih grafova. Kako su prethodno opisane sve klase RS-neodlucivih refleksivnih
kaktusa koji ne sadrze snop kontura, sa 4 1 5 kontura (npr. [42],[46]) i1 dati parcijalni

rezultati za tricikliCke refleksivne kaktuse sa istim osobinama, osim za klasu R, koja je
u potpunosti opisana [46], ovde su u potpunosti opisane klase R, 1 R, i dati parcijalni
rezultati za klasu R,. Medutim, u 2. 1 3. glavi razvijen je instrument koji omogucava
opisivanje preostalih maksimalnih kaktusa iz klase R,. Takode, ovde su prvi put RS-

neodlucivi refleksivni kaktusi, i to biciklicki kaktusi sa mostom i triciklicki kaktusi

klase R,, opisani pomo¢u minimalnih zabranjenih grafova za ovu osobinu.

Opisivanje RS-neodlucivih refleksivnih kaktusa koji sadrze snop kontura zbog
obimnosti predstavlja veliki problem. U ovom radu su dati doprinosi u pogledu

odredivanja maksimalnog broja kontura koje taj snop moze da sadrzi.

Uopstenje RS-teoreme 1 uopstenja tvrdenja koja se odnose na preslikavanja iz druge
glave, kao 1 druga tvrdenja data u Sestoj glavi, otvorila su moguénost za istraZivanje
novih klasa grafova koji ne moraju biti kaktusi 1 koji ne moraju biti refleksivni, nego

imaju osobinu A, <r, gdeje r>0 .

Ove mogucénosti iskoriS¢ene su u izvesnoj meri u sedmoj glavi, gde su opisani svi

unicikligki i multiciklicki kaktusi sa osobinom A, <+2, kao i svi 6-grafovi sa ovom

J5+1
2

osobinom, zatim sva stabla sa osobinom A, < , kao 1 izvesna stabla (uz

ograni¢enje dijametra) i svi multiciklicki kaktusi bez snopa kontura sa osobinom
A, <\3. Naravno, ovde je u svim slucajevima re¢ samo o GRS-neodlu¢ivim

grafovima.
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U osmoj glavi uloga Smitovih stabala opisana je iz drugog ugla, pomocu njihovih o-
modifikacija. o-ekstenzije u osmoj glavi primenjene su samo u cilju dobijanja

maksimalnih refleksivnih RS-neodlucivih kaktusa sa 4 konture.
Nova istrazivanja bi mogla iéi u pravcu:
- kompletiranja rezultata koji se ticu klase R,,

- opisivanja joS nekih klasa refleksivnih kaktusa pomocu minimalnih zabranjenih

grafova,

- opisivanja nekih klasa RS-neodlucivih refleksivnih kaktusa koji sadrZe snop kontura,

uz odredena ogranicenja, na osnovu tabela datih uz petu glavu,

- ispitivanja osobina preslikavanja iz Seste glave i1 pronalazenje sli¢nih za razne klase

grafova,
- uopStavanje rezultata za odredene klase grafova na osnovu prethodnih preslikavanja,

- opisivanja novih klasa grafova u kojima je druga sopstvena vrednost ograni¢ena sa

LB A

2

- pronalazenja novih pogodnih ograni¢enja za drugu sopstvenu vrednost i opisivanje

odgovarajucih klasa grafova,
- pronalaZenja novih o- modifikacija Smitovih stabala,

- primenjivanja o-ekstenzija na razne klase biciklickih ili unicikli€kih kaktusa radi

boljeg sagledavanja poznatih, kao 1 dobijanja novih rezultata,

- uopStavanja o-modifikacija u smislu modifikacija X-grafova 1 primenjivanja

odgovaraju¢ih uopstenih g-ekstenzija itd.

Nadamo se da ¢e naSa razmatranja doprineti novim nau¢nim rezultatima.
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Prilog II D3 - dodatak trecoj glavi

Tabelal. 0 = 4. x,

Tabela 1.1. Q39 _Q53

r 39 40-43 44-53
i 6 5 4
n 13 13 12 11 15 | 14 | 13 12 11 10
D,lc, D,lc, Eé,DS,D,'{,
Xr Aé A; Aéll A] 'Al A; A; Aéll A113 A] 'Al A] 'SAI
g g )
Tabela 1.2. O, -0,
r 54-62 63-73
i 4 3
n 9 31 | 23 | 20 | 19 | 18 17 16 15 12
E6 E6 El El DS DI'AZI Dl D5
627 s gy s g s My s ko 5
X’ | B B B B B | Azl A31 A‘]‘ AS] Aﬁl A‘; A117 1 gl 141
A4'A4>A6'A33A2'A2'A2 Az'Az A3'A2
Tabela 1.3. O,, — Oy,
r 74-102
j 3
n 11 10 9 8
7 7 ol 4 y8 S 4l
E' E' D¢ D! A A E:,E;’,E;,Dllg,D,i-A;, E5, By, B 4y, Dy, Ds - A4,
7966 72474 32
Xr A4 AI-AZI 4 .4 Asl'AslaAé'AllwAlls'A;a D11~A4:,A91-A;,A110~A;,A112-A71,
3o 2 A4 A A AL A AL A A A
Tabela 1.4. O,p; — 0,6
r 103-116
i 2
n 9 11 17 | 11 17 | 17 | 26 9 35 11 44 26 20 17
x ||| e [EVE|E-A|E|[E-4|D | D | DI D

Tabela 1.5. Q,;, — O,
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r 117-126
i 2
n 15 14 13 12 11 10 9 11
9 10 11 12 16 22 40 N6 41 S 4l 5 41
Xr D9 DlO D11 D12 D16 Dzz D40’D6'A25D5'A3 Ds'Az
Tabela 1.6. O, — 0,5,
r 127-131
i 2
n 17 12 11 10 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X, | D4, | Dy-A4 | DA, | D45 | D -4y
Tabela 1.7. O3, — Q5
r 132-150
n 9 10 11
k12012112224 (26(30|35|143 |60 (110 (10| 12|14 |17 25|66 |8 |9 |12
[ 12011918 |17 (16| 15|14 |13 (12| 11 (11|10 9 | 8 | 7 | 6 |8|7| 6
Tabela 1.8. O,5,— O,
r 151-171
n| 11 12 13 14 15 16 17 [26]20 |18 |18 |19 | 20
k1201719117169 |42 |56 |15|5|9| 7 |4]|6| 3 |4 |5 |38|20|14
I 5S|6|5]4 |5|4|3 (5|43 (4|33 |4 3 2
Tabela 1.9.0,,, — 0,5 Tabela 1.10. O, — Opes
r | 172-179 r | 180-185
n|21 (2212324 |26|29|35]|53 n|919 10 11|12 | 17
k11119 |8 7 16 |5 |4 |3 k|3]10 4 |3 |2
[ ]2 I 13]2
p|2

183



Tabela2: P, P,cic za E”-E!

P 8 7 6 7 6 1 1 1
5 ¢ E; E] E; E, E; E, E, E,
£ -112 ] 16 | -89 23 | -66 | 30 | -52 | 12| -44 |20 | -22 | 10 | -29 | 19 | -36 | 28
8 64 |-32 |56 |-10]| 48 | 12| 32 | -8 |32 | 8 | 16 | 4 | 24 | 14| 32 | 24
E’ -70 | 28 | -51 |33 | -41 | 15| -34 |20 |-15| 11 |-22 |20 |-27 |29
7 49 | 7 42 |24 128 | 2 |28 | 8 | 13 | 8 |21 [19] 28 | 30
E° -36 {36 | -30 | 18 | -24 |22 |-12 |12 | -15| 21 | -18 | 30
6 36 36|24 | 12|24 | 16| 12 | 12| 18 |24 | 24 | 36
E? 241 8 |-20(24|-10| 6 |-13 |11 ]|-16| 16
8 16 | 0 | 16 | 24| 8 4 |12 |10 | 16 | 16
ES -16 | 12 -8 | 8 | -10 | 14 | -12 | 20
7 16 | 8 8 8 | 12 | 16| 16 | 24
E! 4 14 |-5|7]-6]10
8 4 4 6 8 8 | 12
1 -6 |12 -7 | 17
Ey 9 [15]12 ][22
1 -8 |24
Eg 16 | 32
Tabela3: P, Pic'za E)-E.- X
c P ¢’
E}-E)-A 24 -5k 24k 48 —34k
E;-E.-A 32 -4k 32k 64— 40k
E]-E]- A 4921k 49k 98— 70k
E]-E}-A 42 -9k 2k 84— 60k
E!-E]- 4 2813k 28k 56 —54k
E]-ES- A, 286k 28k 56— 40k
E]-Ey- A 14 -3k 14k 28 —20k
E]-E)-A 21—k 21k 4223k
E]-Eg-D, 4 112 —220
E]-E]- A4, 49-21k 49k 98 —70k
E]-ES- 4 42 -9k 42k 84— 60k
E]-E]- 4 2813k 28k 5654k
E-E.-D, 0 144 —288
ES-ES-A-A | 36(—kl+k+1) | 36kl | 36(—3kl+2k+2I)
E{-E]-A 24 -6k 24k 48 —36k
E!-ES-D, 0 96 -192
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ESCES-A-A' | 24(—kl+k+1) | 24kl | 24(-3kl+2k+2I)
E!-E)-D, 0 48 -96
E-Eg-A - A | 12(=kl+k~+1) | 12ki | 12(=3kl+2k+2)
E}-E)-D, 12 72 —48
ES-EN-A-A | 3(=5kl+6k+6l) | 36kl | 6(—11k +6k+6l)
E!-E,-E, 0 96 -192
E!-E.-D! 9618k 24k 192 - 60k
E{-E,-D, 24 96 —48
ES-E,-A - A | 6(-3Kkl+4k+4l) | 24kl | 12(—5ki+4k +4l)
ES-ES-D, 0 64 -128
ES-ES-A-A | 16(=kl+k+1) | 16k | 16(=3kl+2k+2I)
E:-E,-D, 0 32 —64
ES-Ey-A -4 | 8(—kl +k+1) 8kI | 8(=3kl+2k+2I)
ES-E)-D) 8 48 -32
ES-Ey-Al-A' | 2(=SkI+6k+6l) | 12kI | 8(—4kl+3k+3l)
ES-E,-E, 0 64 —-128
ES-E,-Df 64—12k 16k 128 — 40k
E:-E,-D, 16 64 -96
ES-E,-A - A | 43ki+4k+4l) | 16kl | 8(—5ki+4k+4l)
E;-E;-D; 0 16 -32
EVEL-A A | 4K +k+1) 4kl | M3kl +2k+2D)
Ey-E;-Dy 4 24 —40
Eg-Ey-A A | —Ski+6k+6l | 6kI | 4(—4kl+3k+3I)
E,-E,-E, 0 32 —64
E,-E,-Df 326k 8k 64 —20k
E,-E.-D, 8 32 -16
E-E,-A - A | 2(-3ki+4k+4l) | 8kI | 4(=5kl+4k+4l)
E)-E)-E| 0 18 -18
E,-E,-E, 3 36 -30
E)-E)-Df 36-6k 9% 7221k
E,-E,-D, 12 36 -12
E)-Ey-A - A | 3(=2kl+3k+31) | 9kl | 3(—7kl+6k+6l)
E.-E,-E, 8 48 -32
E)-E.-Df 487k 48 4814k
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E,-E,-D, 20 48 -8
E)-Eg-A A | —TH+12k+121 | 12k | —26k +24k +241

E,-E,-E, 16 64 -32
E,-E,-D} 64 —8k 16k 12832k
E.-E.-D, 32 64 0

E,-E.-A -4 | 8(—kiI+2k+2l) | 16kl 32(—kl +k+1)

Tabela4: Pi P za E}- X (X e{D!,D,,A})

el e e |elelele]E
P 32-15n | 28-12n | 24-9n | 16-7n | 16-6n | 8-3n | 12-4n | 16-5n
D! P 8n Tn 6n 4n 4n 2n 3n 4n
(=P/P),,, | 43/40 | 32/35 | 7/10 | 19/20 | 7/10 | 7/10 | 8/15 | 9/20
D! P -28 -20 -12 -12 -8 -4 -4 -4
L P 32 28 24 16 16 8 12 16
4 P -Tn+8 | -5nt+7 | -3n+6 | -3nt+4 | -2n+4 | -n+2 | -nt3 | -nt4
n P 8n Tn 6n 4n 4n 2n 3n 4n

Tabela5:c, Pic'za El-X-Yi E'-X-Y-Z (X,Y,Ze{D!,D,,A})

Tabela 5.1.
c P c
E;-D' A | 8n+32k—Tnk | 8nk | 16n+64k—22nk
E]-D'-D; 112-20n 28n 224 —68n

E]-D!-A | —5nk+Tn+28k | Tnk | —17nk+14n+56k
ES-D!-Df | 24n+24k—9nk | 6nk | 24(2n+2k—nk)

n

E!-D!-D} 96—12n 24n 192 —48n
ES-D'- A | 3(-nk+8k+2n) | 6nk | 12(—nk+4k+n)
E]-D!-D, 64—12n 16n 128 —40n

E;-D' A | 4n+16k-3nk | 4nk | 8n+32k—10nk
ES-D'-Df | 16n+16k—6nk | 4nk | 16(2n+2k—nk)

7 n
ES-D!-D} 64—8n 16n 128 —32n
ES-D'- A | 2(-nk+8k+2n) | 4nk 8(—nk +4k +n)

Ey-D!-Df | 8n+8k—3nk | 2nk | 8(—nk+2n+2k)
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-D} 32—4n 8n 64—16n

A —nk + 8k +2n 2nk | 4(—nk+4k+n)
-Df | 12n+12k—4nk | 3nk | 24n+24k—11nk
-D} 48 —4n 12n 96—20n

A, —nk+12k+3n | 3nk —Snk + 24k +6n

Df | —5nk+16n+16k | 4nk | —14nk+32n+32k

-D} 64 —4n 16n 128 —24n

A, | —nk+16k+4n | dnk | —6nk+32k+8n

Tabela 5.2.

!

c P, c

A A | ABk+8I-TKl) | 32kl | S(8k+8I—11kl)

Ay A | ATk+T1-5k) | 28kl | 4(14k +14]1—25kl)

A | 12(-K 42k +20) | 24k | A8(=Kl+k+1)

Ay - A | A3kl+4k+4D) | 16kl | 8(—5ki+4k+4l)

A | 8(—kl+2k+2I) | 16k 32(—kl +k+1)

A | Ak +2k+20) | 8K 16(—kl +k +1)

A | A=kl +3k+30) | 12k | A(=Ski+ 6k +6])

A | Akl +4k+4l) | 16k | 8(—3ki+4k+4l)

Tabela 5.3.

c P, c

!

—Tnkl +8kl +8nk +8nl | 8nkl | —22nkl+16(nk +ki+nl)

—Snkl +7(kl +nl +nk) | Tnkl | —17nkl +14(nk + ki + nl)

—3nkl + 6kl +6nl +6nk | 6nkl 12(—nkl + nk + ki +nl)

—3nkl + 40kl +nl +nk) | 4nkl | 2(=5nki +4nk + 4kl + 4nl)

—2nkl + 4kl +4nl +4nk | 4nkl 8(—nkl + nk + ki +nl)

—Tnkl +4nk + 4kl +4nl | 2nkl 8(—2nkl + nk + ki + nl)

—nkl +3(kl + nl +nk) 3nkl —5Snkl + 6nk + 6kl + 6nl

—nkl + 4kl +4nl +4nk | 4nkl | 2(=3nkl +4nk +4kl +4nl)
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Tabela 6.1.-7. W,, —W,,

Tabela 6.1. W,, —W,, (E-D!-Dy) Tabela 6.2. W,, —W,, (E.-D!-D})i
We (EY-D;-D; - 4)

6 6 1 1 1
Eg | Ev | Bs | By | Eq E] | B | El | E) | E | E; | E
n| S | 5 |5 |7]6|8]6 n| 5 | 8 | 5| 8 | 8 |1216]5
k] 5 | 5 |5 [5]6]5]6 7 7 7 1 7 1717172

Tabela 6.3. W, ~W,,, (E}-D!-A})

E} E] E¢ E]

1 11 TTITIT1 12 1
nlslel 7] olel7]8olslololi]a clalel7 8]0
1 2 1 1
k[aal3 2|2 7]4]3]2 dl7le]s|als]y]s]al3]2

E; Eq E;

TTITI 112 TTTITITI 12 1
9 ol 23 lelal®lol1]2]3 a |42 T 819
11 1 i3 22111
Klalol? slalalglol7lels|als|slalil] !

E! E,

TT1T2 3111222127212 12213 131473
"lols|ilol7]sl|olol1]23]4als]|e6ls|2]7]s8]o0
T 116322111111
Flelslalsls|els|olelalslali]ol?2[8]7]¢)3

Tabela 6.4. Wiy~ Wy, (B2 D)+ AL A) i Wiy, (EJ-D) - 4} 4} 4))

E|E| E E,
n 5 5 12165 |5]16[9|7] 6 |5
k 2 2 21613082 |3[5]12]2
[ 2 2 201212 (3|2 1212]2]2
p / / PV )2

Tabela 6.5. Wy, —W,,. (E!-D.- A -4))

7 6 7 6 1 1 1
E] | EX | E] | ES | E| E; Eq
kK| 4 [4]6] 4 912720
/ 2 1413 2 141314131654 |8|7]6]5

~
o))
~
o))
o))
N
S
o)
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Tabela 6.6. EY- A4 - A4, - A

Eq E] Eg
4 5 8 [ 24| 4 5 7 21 9 11 [ 1421|170 | 6 7 110 | 8 9
3 5 4 |13 | 4 5 4 3 9 8 71615 6 6 | 5|8 |7
3 2 4 3 2 6 5
Eg E{ E;
1220 |12 |13 | 15| 18 | 24 | 42 4 6 12 8| 9 12 120 6 | 7 |10
6 5 12(11]10] 9 8 7 4 4 3 8 | 7 6 516|615
3 4 6
ES E
8 9 12 12012 | 13 15 18 24 | 42 6 7 110 8 9 [ 12|20 12
8 7 6 5112 11 10 9 8 7 6 6 5 8 7 6 5112
4 3 6 4 3
1 1
E8 E7
13 15 | 1824|142 | 9 10 12 11 12 [ 1521 |12 13 | 15|18 |24 | 42
111109 | 8| 7 9 9 8 10 9 8 |7 |12 11 |10 9 | 8 | 7
3 9 8 7
E;
15 16 |17 20|23 | 30 | 45 8 24 | 25 | 26128 |30 | 32 |36 |40 | 48 | 60
15 14 (13|12 |11 ] 10 9 120 | 24 | 23 (2221 |20] 19 |18 |17 | 16 | 15
5
E! E!
7 6
84 156 |12 |13 14| 13 | 15| 16 | 20 | 14 [ 16|18 |20| 25 |36 |16 17 | 18
14| 13 [ 12|12 | 11| 13 12 11 10 14 [ 13 (12|11 10 | 9 |16 | 15| 14
12 11 10 8
E,
200 24 | 29140 (72| 19 | 20 | 22 | 24 | 28 [ 33|42 |61 | 140 |24 |25 |26 |28
13 12 | 11|10 | 9 18 17 16 15 14 [ 13 |12 |11 | 10 |24 |23 |22 21
8 7
E,
30| 32 [ 36|40 |48 | 60 | 140 | 156 | 40 | 41 |42 |43 | 45| 46 | 48 | 50 | 53 | 56
200 19 | 18|17 | 16 | 15 14 13 40 39 (3837 |36| 35 |34|33|32] 31
6
1
E6
60| 64 | 70 | 77 | 86 | 100 | 120 | 15 | 220 | 420
30| 29 | 28|27 |26 25 24 | 23 22 21
5
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Tabela 6.7. Wy, =Wy (E) -4, - A -4 - 4)

E] | E] E,
n 4 4 128912120
k| 2 2 3 (8|76 1|5
/ 2 2 31212122
p 2 2 201212122
Tabela7:c, P iPza D! - X
c }_’2 c'
D!-D;-D| 2(—nkl +2nk +2nl +2kl) nkl ~Snkl +8(nk +nl + ki)
D!-D;-D| A(—nk +4n +4k) 4nk A(—3nk +8n+8k)
D'-Df-A —nkl + nk + 4nl + 4kl nkl —3nkl +2nk +8nl + 8kl
D!-D;- 4 -4, A(—nlp +4lp + nl +np) 4nlp A(=3nlp+8lp +2nl +2np)
D!- A -4 - A, | —nklp+4kip+nkl+nlp+nkp| nkip | —3nklp+8kip+2(nkl + nip +nkp)

Tabela 8.1-18. W,,, —W,, ..

Tabela 8.1. W,,, —W,,, (D! - D} -D})

Tabela 8.2. W,,, —W,,, (D! -D; -D))i

Wi (D: 'D/f 'D/1 'A}U)

n[6]7]10 n[20]12]9]8]5
kl6l6]5 k|5 5
I]6]5]5 pl /1717172
Tabela 8.3. Wiy —Wass (D 4, - A4 - A)
nl16 1718201224 13291011 [15]40] 9 ] 10 [11] 13
k{16 1514 13| 12 11 10 9
112 32325743 ]2]9]6 5] 4
nl18]72 12416131211 [10]9 [42]22[17]15] 14 [13] 12
k 9 8 7
I13]2]3]4[5]6]7]10]18][3[4]5]6] 7 [8]10
n|11]10[48 302421 ]19[18]17]16]15[14] 3 [120[70] 53
k 7 6 5
111535145 [6] 7189 f10]12]15[21[39] 6 [ 7] 8
n 4504036 [34[32]31]30[29]28[27]26[25]24] 23 [22] 21
k 5
IfoJioJuJi2[13]14]15]16[17]19]21]25[30] 38 [55][105
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kgl 4
k 1 4
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Tabela 8.4. Wy, —W,,, (

2

15

5

4

5
5

5

6
5

2

5/5|5]|5

513]7[5]30|5]|6

2131213

10817716

5
3
2

2

6
6
2

6
3

1218166120

819

n

1 1 1
k- 1'Ap)

n
n

Tabela 8.5. W, =W, (

16 | 24

13

12

12

11

7

10
10

9

9

18 | 4
2

8

8

4134

105614

3

6

121716

10

11

13

17

30

/

11 'A;)

1 .
k

5 .
5

Tabela 8.6. W,,, —W,,, (

N I el Ex R el o el N bl Pell Pl =
<t ([T |F | |en[enfen|enjenjenjen (en (en
Ne
O [ | [ |V O |~ |~ (| (o |oo (o |y (oY
V(N n [n (ninin v |<E | | | |
Ne}
S AR R AR P SR A N P Y
[l B\ His B HEs B His B NI B\ I EC Bl KNI [Vol
~ Ne}
SRR ERE FIE R
Nl || === |—=|— |~ {en |[en [en [en [en
0 o~
S R N B e R PR S R
— NN N | = [ == [ === [—= = [N [N
— o) €
AN (A en [N [N AN (A en |en [ [©
=] =[N ===
—_— — O
— === == [N [ [N (N e [~
DR [ IR U DU (R DR RN DRV N DR DR PR DN P
wn | < @ a o
vl = &7 A —

)

1- 1-
kT

6 .
6

Tabela 8.7. Wy, —Wiss (

Ne)
(=B Y
Do |2
i <t|on
—_ ] =] —
<
wlo|lalo|lo|w
AN|en|en|jen | <t | <+
— ||V |~ | \©
N[ — | — [ —] —
<
olvn |||
Al Yl
o N ER)
e e A RN RN RN
Vo) <
a|ln|[o|~o|on
<t [ == |
e
~2 I eg =
O | v
— | N|en|wv|oco| <+
| o[ === N
=TS oo
~ | Ne)
o "
|28 z|gle
ol |2
| o ~
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Tabela 8.8. Wi —Wio (D] -4, -4 - 4)

/ pl !l | k|p| ! | k]|p kip| !l |k |p|l k
7 7 |11 10|12 14| 6 | 84 18 | 25 14 | 42
718 |5] 6|16 4 9 |14 21| 21 3 17 | 27 3 13| 54
6110 5135 8 | 1832022 16 | 30 12| 84
819 |4|11]11 7 |28 19 | 23 15| 35 11 ] 232
Tabela 8.9. Wy —Wig (D!~ A4 -4, n=8,...,16)
I V' k| n|p| !l |k |n|p|l k | n|p k| n|pl|l]|k
6 | 6 8 | 10 13| 43 314 |12 919
6 |7 9 |3 7 (12]10]2]12] 60 12|12 8|11
5|10 6 |18 11| 110 1111311412714
8 5 |45 4 5 5 112 5 10 | 15 6|21
7 51515 4 | 7 9 |18 5170
6 |12 4 516 6 7 8 | 24 3 515
5120 4 110 | 11|35 9 7 |42 3115
12 | 12 10 7|8 4 | 18 4141|5115 819
11|13 316 |10 5 14| 15 | 13 3 516 21711
10 | 15 5|15 13| 16 419 6115
9 |18 314 |60 12 | 18 313 (|39(]15(5]5130
8 | 24 20 | 20 11| 22 10| 10 41 4
7 | 42 192111 10 | 27 9 |12 416
5 18 | 22 9 | 39 13 2| 8 |14 3 3112
6 10 2|17 |24 8 | 88 7 12016 8
519 16 | 26 414 | 6 6 |39 7
4 118 15|30 | 12 6 6 4 |7 2 6|12
919 14 | 35 3 5 7 1413 3 |21 5120
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Tabela 8.10. Wy —Woy, (D) -4 -4 - A, n217)

pll| k| n|pl|l|k|n|p|l|k|n|p|l]| k n|pl|l| k| n
4 5 |18 8 | 19 36 | 18 41 5 |80 17 | 37
4 |24 61 7 |21 25|19 150 | 25 16 | 38
10 | 17 6 |24 20 | 20 78 | 26 15| 40
9 |18 15|17 16 | 21 54 | 27 14 | 42
3 8 | 19 12 | 18 14 | 22 42 | 28 13| 44
317 |21 11|19 13 |23 34 | 29 3112 48
6 (242 1020 (2|4 |12]|24]|2 3 30 |30 ]2 11| 52
5130 519 |21 11|25 26 |31 10 | 60
4 |48 8 | 22 10 | 26 24 |32 72
; 8 | 17 7 |25 9 |28 22 |33 96
7 |18 6 |30 8 |32 20 | 34 168
2 6 10 | 17 5140 7 |37 19 |35
9 |18 416817 6 |48 18 | 36
Tabela 8.11. W, —W,, (D! - 4, - 4 -A; -A;)
n|5|5|5|5]5 S 165|676 1297 [24]16]13 12|11 |10] 9
k18|30 (10|11 |13 |17[6|30|7|5]12]3 |4]10]/3 ][4 |5]6]|7]9]18
[ 1413|1091 8] 7]6]6[5]4]4 |3 [3|3|2|2]|2]|2]2]2]2
p 3 2
q 2
Tabela 8.12. W, =W, (D, -4 -4 - A, - 4))
k141616712167 [10]8]9]12]20[12]13|15[18 24|42
/1414|654 ]|6]6]5 8|76 |5 [12]11]10]9 |8 |7
pl4]14[3[3[3]6|5]5|4]4]14]14[13]13[3[3]3]3
ql4 3 2
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Tabela 8.13. Wy, ~Wyy, (44, -4 -4, - 4], >2)

q] 5 4 3
p| 5|5 4 6 5 4
11556 5 4 6|6 5 7 6 5
k| 55| 6|65 8176 5|6|6|]7]6]5]|7[8[716|9] 817
1 2 11 1 1
n| 50667 o8 912|678 o] |T|[8]9],]9]10],
q 3
p 4 3
I 4 9 8 7
111 1 1T ]1]1
kL6 ls |yl lol o8 7[99 8ol 8 7,1 ]lolo]8]|7
206 |1 |11 [1]2 T 1 1112t ]1]1]1 4
lololals]s|slal®[2lo0la|1]2]s|1]2]3|s5|s]|%*]|2
q 3
p 3
I 5 4
T 1 11 ]1]1 2222121t Jt1J1]1]1
Flstals|2lilol2 8 alslali1lolols|7]e6|ls]|all
Tl 11223 al 2222233344 ]6]s8]15
"l'sle|7]0[3]0|5|o0o|4|5|6|8]0]2|6l0]8|0]|4]|6s
1 1 1 1 1
Tabela 8.14. W, —Wes, (4,- 4 -4, - A, - 4,, p>5)
p |87 6
[ 1818 |7 91 8 7 6
k| 8|89 8 71919 8 [ 10| 9 8 7 112111110 9 8 7
n|8(9(9 |11 (149 |10 (12|11 |12 (15|21 |12 (13|15 |18 |24 |42
Tabela 8.15. Wy, —W,, (A)- A -4 - AL - A)
[110] 9 8 7 6
k[10[10[ 9 [11 |10 |9 |8 [12[11 109 | 8| 7 |15] 14 |13
n|10| 11|12 ] 11 13 | 1512013 | 15|17 (21|32 |70 | 15| 16 | 17
[] 6 5
k{1211 ]110] 9 8 20119 |18 (17|16 | 15|14 | 13|12 | 11
n|20123(130(451120(20 (21 (22|24 |26(30|35|43 |60 110
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Tabela 8.16. W, —W,,, (A" -4 -4'- 4. A))
IT12]11 10 9 8
k12l i21n]iw0] 9 [16]15]14
nl121 131413151620 14]16] 18 [ 20| 25|36 | 16 [17]18
l] 8 7 6
kl1l2lilio]o 181716151413 ] 121110 [24]23
n|2024129140 7219202224 28 [ 33 | 42 | 61 [ 1402425
l] 6 5
k12212112019 |18 |17 |16 | 15| 14| 13 40 39 38 37 | 36 | 35
n|26 |28 (3032|3640 |48 60|84 | 156 | 40 41 42 43 | 45 | 46
l]5
k|134(133(32(31130(29 (28|27 |26 25 24 23 22 21
n|48 150535660 |64|70 |77 |86 | 100 | 120 | 153 | 220 | 420
Tabela 8.17. Wy,s —Wpgo (Ar- A, - A - Ay - A)
1] 18 17 16 15 14
kK| 18 | 18 | 17 | 19 [ 18 | 17 | 16 | 20 | 19 | 18 | 17 | 16 | 15| 21 ] 20 | 19 | 18 | 17
n| 18 | 19 | 20 | 19 | 20 | 22 | 24 | 20 | 21 | 22 | 24 | 26 | 30 | 21 | 22 | 23 | 25 | 27
/ 14 12
kK| 16 | 15 ] 14 | 22 | 21 | 20 | 19 | 18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 24 | 23 | 22 | 21 | 20
n| 30 | 35 | 42 | 22 | 23 | 25 | 26 | 29 | 32 | 36 | 43 | 54 | 78 | 24 | 25 | 26 | 28 | 30
/ 12 11
kK| 19 | 18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 26 | 25 | 24 | 23 | 22 | 21 ] 20 ] 19 | 18 | 17 | 16
n| 32| 36| 40 | 48 | 60 | 84 165 26 | 27 | 29 | 30 | 33 | 35|38 | 43| 49 | 59 | 75
! 1 10 9
kK| 15 ] 14 | 30 | 29 | 28 | 27 | 26 | 25 | 24 [ 23 [ 22 | 21 | 20 | 19 ] 18 | 17 | 16 | 36
11 | 23 12 | 24
nl oo | 7|30 [ 31323335 |37 40| 43|47 52|60 | 71|90 | 7| |36
! 9 8
k| 35 ] 34 ] 33 | 32 | 31 | 30 | 29 | 28 | 27 | 26 | 25 | 24 | 23 | 22 ] 21 | 20 | 19 | 48
n| 37| 38|39 | 41 | 42 |45 | 47 |50 | 54|58 | 64| 72| 8 | 99 162 108 329 48
I
k| 47 | 46 | 45 | 44 | 43 | 42 | 41 | 40 | 39 | 38 | 37 | 36 | 35 | 34 | 33 | 32 | 31 | 30
n| 49 | 50 | 51 | 52 |54 |56 |57 |60 62]65]68] 721|761 81 | 88 | 96 160 102
! 8 7
k| 29 | 28 | 27 | 26 | 25 | 84 | 83 | 82 | 81 | 80 | 79 | 78 | 77 | 76 | 75 | 74 | 73 | 72
13| 16 | 21 | 31 | 60 10
nlg g |6 |5 | o 84|85 |8 |87 |88 |80 |01 |02|093|095|97|98]|
! 7
kK| 71 ] 70 | 69 | 68 | 67 | 66 | 65 | 64 | 63 | 62 | 61 | 60 | 59 | 58 | 57 | 56 | 55 | 54
1010 |10 | 10 | 11 | 11 |11 ] 12|12 13|13 | 14 | 141515 | 16| 17 | 18
"ol s |79l 258|266l ol4a]lo]|s5]|2]9]8]|7]|09
/ 7
k| 53 ] 52 ] 51 | 50 | 49 | 48 | 47 | 46 | 45 | 44 43
20 | 21 | 23 | 26 | 29 [ 33 | 39 | 48 | 63 | 92 1806
"ol 8| 8| 2|46 43|04
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Tabela 8.18. W0 =W,y (A -4 -4 -4 - 4 - 4)

p 3 2
/ 3 615]5 4 3
k|54 ]|6|6|5 87|65 [12|11]10]9 |8 |7
n|711216 710891220 |12 |13 | 15|18 |24 |42
Tabela 9. 1.-3.
Tabela 9.1. 4H,,— AH,,
8191121205
81716 | 515
/]2
Tabela 9.2. 4 H— A H,,
n|5 8
l]5 2
Tabela 9.3. 4H, — AH,,
n 5 6 7 9 10 11 12 1311624
k{1011 [ 1317|306 |7 ]|12|5]10]4]6]18 10 713191514713
[110] 9 [ 8|76 |6]|5]4 1413 ]14]3]2 2 12 (31212122
Tabela 9.4. A H,, — AH,,
p |4 3
[ 1414 3 6 4 3
k|14]4|6|5]4]|6|6|5[8|7|6 |5 |12]11]10]9 8|7
n|416]6|7]|12]6|7[10]8]9[12[20]|12]13|15]|18]24]|42
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Tabela 10.1.-10.2.

Tabela 10.1. 4,H - A,H,,

9 110

11

12

13

16

24

18 | 10

7

6

5

4

3

Tabela 10.2. 4,H,; - A,H,,

[ ]6 4 3
k|6 518|716 |5 121111019 [8]7
n|o6 108912201213 |15]18 24|42
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Prilog III DS - dodatak petoj glavi

Tabela 1.
F b | BQ) | B Q)| B(2)-2kB,(2) | k,,
E|s | -64 | -16 32(k—2)
F |s | -16 —4 8(k —2)
s, | =32 —4 8(k—4)
sy | =12 —4 4(2k-3) 1*
F, |s | -12 -3 6(k—2)
s, | —24 -3 6(k —4)
sy | —42 -3 6(k—7)
s, | —20 -3 6k —20 3%
ss | -8 -3 6k —8 1*
F,|s | -8 -2 Ak -2) 2
s, | 16 -2 4(k—4) 4
s, | 28 -2 4(k-17)
s, | —44 -2 4(k—11) 11
ss | =25 -2 4k —25 6*
Se | —12 -2 4(k—3) 3
R -2 4k -5 1*
sg | =13 -2 4k —13 3*
F, |s | -4 -1 2(k—2)
s, | -8 -1 2(k—4)
sy | —14 -1 2(k=7)
s, | =22 -1 2(k—11) 11
ss | =32 -1 2(k—16) 16
Sg | —44 -1 2(k—22) 22
s, | =20 1 2(k —10) 10
sy | —6 -1 2(k-3) 3
So | —12 -1 2(k—-06) 6
Fo|s | =16 | -4 8(k—-2) 2
s, | =32 —4 8(k—4) 4
sy | —28 —4 42k =) 3*
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s, | —11 —4 8k—11 1*
ss | =12 —4 8k —12 1*
F b | BQ) | BQ2) | B(2)-2kB,(2) | k,,
E |s | -16 —4 8(k—2) 2
s, | =32 4 8(k —4) 4
sy | —28 —4 42k —-17) 3*
s, | —24 —4 8(k—3) 3
ss | —10 —4 2(4k —5) 1*
Se | —12 —4 8k —12 1*
Fo s | —16 —4 8(k—2)
s, | =32 —4 8(k —4)
sy | —28 —4 42k —-17) 3%
s, | —24 —4 8(k—3) 3
ss | =20 —4 42k —5) 2%
se | -9 —4 8k—9 1*
s, | —12 —4 8k —12 1*
Fy|s | -16 —4 8(k—2)
s, | =32 —4 8(k—4) 4
sy | —28 4 42k —7) 3%
s, | —24 —4 8(k—3) 3
ss | =20 -4 42k -5) 2%
Se | —16 —4 8(k—2) 2
s; | —12 —4 8k —12 1*
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Tabela 2.

E | (b,b) | F,(2) | B (2) | B, (2)-2(k-1F (2) | k,,
(x,x) | —48 -16 16(2k —35) 2%
(x,s) | —96 | -16 32(k - 4) 4

B | (b,by) | B.(2) | B (2) | B (2)=2(k=DFB (2) | Kpay
(x,s,) | —24 —4 8(k—4) 4
(x,5,) —48 -4 8(k—=7) 7
(x,s;) | —20 —4 42k —17) 3*
(s,,5,) =72 —4 8(k—10) 10
(5,,8;) -36 —4 42k —11) 5*
(s2 , Ss) -60 —4 42k —17) 8*
(s5,5,) | —28 —4 42k —9) 4*

| (bsby) | B (2) | B (2) | B (2)=2(k=DB (2) | Kpay
(x,s,) | —18 -3 6(k—4) 4
(x,s,) | —36 -3 6(k—17) 7
(x,s5) | —60 -3 6(k—11) 11
(x,s,) | —32 -3 2(3k—19) 6*
(ns) | —14 | =3 23k —10) 3
(s;,8,) | —54 -3 6(k—10) 10
(s,,8,) | —84 -3 6(k—15) 15
(s;»s,) | =50 -3 2(3k —28) 9%
(5.8 | 26 | -3 2(3k —16) 5+
(s,,5,) | =114 | =3 6(k —20) 20
(s,,8,) | —74 -3 2(3k —40) 13*
(5,,5) | —44 | -3 2(3k - 25) g+
(s5,5,) | —104 -3 2(3k —55) 18*
(s5,85) | —68 -3 2(3k—37) 12*
(5.5 | 36 | -3 6(k —7) 7
(54,8) | —066 -3 6(k—12) 12
(s,,8,) | —38 -3 2(3k —22) 7*
(s55) | -18 | -3 6(k —4) 4
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(b,b,)
(x,5,)
(x,5,)
(x,53)
(x,5,)
(x,55)
(x,56)
(x,57)
(x,55)
(51,5,)
(51,53)
(5,5,)
(51,55)
(51556)
(51,57)
(51,55)
(5,,5;)
(5,54)
(5,,55)
(5,,5)
(5,,5;)
(5,,55)
(53,54)
(53,55)
(53,5)
(53,57)
(53,55)
(54,55)
(54,56)
(54,57)
(84,55)
(55,56)

(5555,)

P (2)-2(k-1)P (2)
4k —4)
4k —7)
4k —11)
4(k —16)
4k —41
4k - 6)
4k -13
4k —25
4(k —10)
4k —15)
4k —21)
4k —57
4k - 9)
4k —21
4k 37
4(k —20)

4(k —27)
4k -177
4(k —13)
4k 33
4k — 49
4(k —34)
4k —101
4(k —18)
4k — 49
4k —73
4k —129
4(k —24)
4k — 69
4k —97
4k — 65
4%k —11)

max

11

16
10*

3%
6*
10
15

21
14*

g%
9*
20
27

19*
13
8%

12*
34

25*%
18

12*

18*

32*
24

17*

24%

16*
11
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(s5,85) | —64 -2 4(k—17) 17
(5e»5,) | 21 -2 4k -25 6*
(5e,55) | —41 -2 4k —45 10*
(s,,8,) | —24 -2 4(k=7) 7

(b,0,) | B, (2) | B (2) | B, (Q)=2(k=DF (2) | ks
(x,s,) -6 -1 2(k—4) 4

(x,s,) -8 -1 2(k-5) 5

(x,8;) -20 -1 2(k—-11) 11
(x,s,) | —30 -1 2(k—16) 16
(x,s5) —42 -1 2(k—22) 22
(x,s4) | —56 -1 2(k—29) 29
(x,s,) | —28 -1 2(k—-15) 15
(x,55) -10 -1 2(k—6) 6

(x,8) | —18 -1 2(k—10) 10
(s;,s,) | —18 -1 2(k—10) 10
(s,85) | —28 -1 2(k—15) 15
(s;»s,) | —40 -1 2(k—-21) 21
(s;,85) | —54 -1 2(k—28) 28
(s;,s5) | =70 -1 2(k—36) 36
(s,8,) | —38 -1 2(k—20) 20
(s;,85) | —16 -1 2(k-9) 9

(s,8,) | —26 -1 2(k—14) 14
(s,,85) | —38 -1 2(k—-20) 20
(s,,8,) | =52 -1 2(k—27) 27
(s,,85) | —68 -1 2(k—35) 35
(s,,85) | —86 -1 2(k—44) 44
(s,,8,) | —50 -1 2(k—26) 26
(s,,8,) | —24 -1 2(k—13) 13
(s,,8,) | —36 -1 2(k—19) 19
(s5,8,) | —66 -1 2(k—34) 34
(s5,85) | —84 -1 2(k—43) 43
(s5,5,) | —104 -1 2(k—53) 53
(s5,8,) | —64 -1 2(k—-33) 33
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(s | 34 | -1 2(k—18) 18
(s5,5,) | —48 -1 2(k —25) 25
(s,,85) | —102 -1 2(k —52) 52
(s.5,) | —124 | -1 2(k —63) 63
(s,,8,) | 80 | -1 2(k —41) 41
(s,.5,) | —46 -1 2(k —24) 24
(54,8,) | —62 -1 2(k —32) 32
(s5,5,) | —146 | -1 2(k —74) 74
(s5,8,) | —98 | -1 2(k —50) 50
(s5,5) | —60 -1 2(k —31) 31
(55,8,) | -18 | -1 2(k —40) 40
(se,s,) | —118 | -1 2(k — 60) 60
(58) | =76 | -1 2(k —39) 39
(se.8) | —96 | -1 2(k —49) 49
(s,,8) | =42 | -1 2(k—22) 22
(s,,8,) | =58 | -1 2(k —30) 30
(s55,) | =30 | -1 2(k —16) 16
Fy | (buby) | B (2) | B (2) | B (2)—2(k—DF (2) | Kppa
(x,s,) 24 —4 8(k—4)
(x,s,) | —48 —4 8(k—7)
(x,sy) | —44 —4 42k —13) 6%
(x,s,) | -19 | -4 8k —27 3
(x,s,) | —20 —4 4(k —6) 6*
(s;,8,) | =72 —4 8(k —10) 10
(s,,s,) | —68 —4 42k —19) 9
(s,s,) | =35 | -4 8k —43 5%
(s,,85) | —36 —4 42k —11) 5%
(s,,s;) | 100 | —4 4(2k —27) 13*
(s,,8,) | =59 | -4 8k — 67 8*
(s,,85) | —60 —4 42k —17) 8*
(s5s,) | —51 | —4 8k —59 7%
(s5,5) | —56 —4 8(k —8) 8*
(s5,85) | =27 —4 8k —35 4%
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(5,,8,) | —24 —4 8(k—4) 4
E (0uby) | B () | B (2) | B (2)-2(k-DE (2) | kpay
(x,s,) 24 —4 8(k—4) 4
(x,8,) —48 -4 8(k—17) 7
(x,s;) —44 —4 42k —13) 6*
(x,s,) —40 —4 8(k—6) 6
(x,55) —-18 —4 2(4k —13) 3*
(x,54) -20 —4 42k -17) 3*
(s;,s,) | —72 —4 8(k—10) 10
(s,s,) | —68 —4 4(2k—19) 9
(s;,s,) | —64 -4 8(k—-9) 9
(s;,85) | —32 —4 8(k—15) 5
(s},55) =36 —4 42k —11) 5%
(s,,s5) | —100 —4 42k —27) 13*
(s,,s,) | —96 —4 8(k—13) 13
(s,,85) | —58 —4 2(4k —33) 8*
(s,,8,) | —60 —4 42k —17) 8*
(55,8,) | —84 —4 4(2k —23) 11*
(s5,85) | —50 —4 2(4k—27) 6*
(s5,8,) | —56 —4 8(k—8) 8
(8,,85) | —42 —4 2(4k —25) 6*
(s,,8,) | —52 —4 42k —15) 7*
(s5,8) | —26 —4 2(4k —17) 4*
(s5,8,) | —20 —4 42k —17) 3*
| (b:by) | B.(2) | B (2) | B (2)=2(k=1DE (2) | Ky
(r,s) | 24 | —4 8(k —4) 4
(x,5,) —48 —4 8(k—17) 7
(x,s5) —44 —4 42k —13) 6*
(x,s,) —40 -4 8(k—6) 6
(x,s,) | —36 4 42k —11) 5
(x,5,) -17 —4 8k —25 3*
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(x,s,) | —20 —4 42k —17) 3*
(s;,s,) | —72 —4 8(k—10) 10
(s,8,) | —68 —4 4(2k—19) 9+
(s;,s,) | —64 —4 8(k—9) 9
(s;,85) | —60 —4 42k —17) 8+
(s;,s5) | —33 —4 8k —41 5%
(s,s,) | -36 | -4 42k —11) 5+
(s,,5;) | —100 —4 42k —27) 13*
(s,,s,) | —96 —4 8(k—13) 13
(s,,85) | —92 —4 4(2k —25) 12%
(8,,8,) | =7 —4 8k — 65 8*
(s,,8,) | —060 —4 42k —17) 8*
(s5,8,) | —84 —4 4(2k —23) 11*
(s5,85) | —80 —4 8(k—11) 11
(s5,8,) | —49 —4 8k —57 7*
(s;,5,) | =56 | —4 8(k —8) 8
(s,,85) | —68 —4 4(2k—19) 9%
(s,,8,) | —41 -4 8k —49 6*
(s58) | =52 | 4 42k —15) 7%
(s5,5,) | —33 —4 8k —41 5%
(se,5,) | —48 | —4 8(k—7) 7
(Se,8,) | —25 —4 8k —33 4*
(s.,85) | —16 —4 8(k—3) 3
Fy | (b,by) | B, Q) | B (2) | B, (2)=2(k=DF (2) | ke
(x,s,) | —24 —4 8(k—4) 4
(x,s,) —48 —4 8(k—17) 7
(x,8) | —44 | -4 4(2k-13) 6*
(x,s,) | —40 —4 8(k —6) 6
(x,85) | —36 —4 42k —11) 5%
(x,86) -32 —4 8(k—5) 5
(x,5,) | =20 —4 42k —17) 3%
(x,x,) -16 —4 8(k—3) 3
(s58,) | =72 —4 8(k—10) 10
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(8,8

(S”;)
(Sl’;)
(SlaSS)
(Sl’Ss)
(Sl’;)
(sz,sl)
. »
(s2:S4)
(52>S5)
(Szase)
(s, x7)
(S3:S1)
(SS,;)
(S3,S5)
(S3’S6)
(S3,x7)
(34931)
(S4,Ss)
(S4,S6)
(s, x7)
(SSZSI)
(55936)
(S53x7)
(S(),Sl)
e

(57,%)

4;2k ~1
4 (k - 99)
2k - 1)
48(k - 87)
(2k — 1)
48(k -5 ’
8(2k - 2)
4 (k—1 "
2k - ¥
f(k - 125)
2k - 12 )
48(k = 87)
8(2k - 2)
4 (k—1 X
2k - 2l )
8(k —8 ’
48(k - 7)
2k - 1)
48(k - 99)
(2k — 1)
48(k - 65)
(2k — 1)
8(k — 75)
48(k - 5)
(2k — 1)
8(k — 43)
8(k — 4;

9*

8*

5*

13*

13

12*

12

87‘:

11*

11
10*

9*

7*

7*
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Mpunor 1.

MoTtnucanu-a BojaHa Muxannosuh

MU3jaBa o ayTopcTBY

6poj ynuca

Ja je AOKTOpCKa aucepTaumja nog Hacnosom

N3jaBreyjem

Heke knace rpacdosa ca gatum orpaHu4eH-em Apyre ConcTBeHe BpeaHOCTH

e pesynTar COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKoOr paaa,

e [a npennoxeHa guceprauuja y LenvHU HU y Aenosuma Huje 6una npennoxeHa
3a pobujake BUNo koje aunnome npema CTYAWCKMM rnporpamvma apyrux

BUCOKOLLIKOSICKUX YCTaHOBa,
e [acy pesynTtaTh KOPEKTHO HaBeeH! 1

e [a HMWCaM KpLMo/na ayTopcka npaBa WM KOPUCTUMO MHTENEeKTyanHy CBOjuHy

Apyrux nuua.

Y beorpagy, _9.5.2016.

MoTtnuc pokropaHaa

L) et /Q-C-(X atlr ﬂﬁ{/f
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Mpunor 2.

M3jaBa 0 NICTOBETHOCTU WITaMMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme v npeanme aytopa BojaHa Muxaunosuh

Bpoj ynuca

CTyaujckm nporpam

Hacnoe paga Heke knace rpadhosa ca AaTUM OrpaHnyYer-em Apyre ConcTBeHe
BpeaHOCTU

MeHTop Aap 3opaH Pagocaersesuh

MoTnucaHu BojaHa Muxaunosuh

n3jaerbyjeM Aa je WtamnaHa Bep3unja Mor AOKTOPCKOr paja MCTOBETHA eneKTPOHCKO)
Bep3nju Kojy cam npegao/na 3a objaBrbMBake Ha noptany QururanHor
peno3utopujyma YHuBep3uTeTa y beorpaay.

[osBorraBam na ce objaBe Moju NUYHKM NofauM BesaHW 3a Aobujare akaaemckor
3Barba AOKTOpa Hayka, Kao LUTO CYy UMe M Npe3ume, roguHa u mecTto pofewa n gatym
onbpaHe paga.

OBM nUYHM nogaum Mory ce o06jaBuTM Ha MpexHUM CcTpaHuuama [uratanHe
BubnuoTeke, y €NeKTPOHCKOM KaTanory u y nybnukauujama YHueepauteta y beorpaay.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpagy, 9.5.2016.

?ziftim /lfu,u( QeeAs A~
{
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Mpwunor 3.
MUsjaBa o kopuwhewy
Oenawhyjem YHusepsuteTcky Gubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh ga y [Jurutantu

peno3uTopujym YHusepauTeta y Beorpady yHece Mojy AOKTOPCKY aucepTauujy noa
HacnoBom:

Heke kaace rpachoBa ca AQTMM OTPAHUYEHEM APYTE COMCTBEHE BPEAHOCTM

KOja je Moje ayTopcko Aerno.

HAvcepraunjy ca ceBuM npunosuMa npegaoc/na cam y enekTPoOHCKOM dopmaty norogHoM
3a TpajHO apXuBUparse,

Mojy nokTopcky gucepTauujy noxparseHy y Qurutantu penosuTopujym YHusepauteTa
y Beorpany mory aa kopucTe CBM koju NoLTyjy ofpeate caapxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue Kpeatusre 3ajeanuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyuvo/na.

1. AytopcTtBo
2. AYyTOpCTBO - HekoMepLmWjanHo
@Ay‘ropcrso — HeKoMmepuujanHo — 6e3 npepage
4. AYyTOpPCTBO — HEKOMEPLIjanHo — AenUTU Nog UCTUM YCOBUMA
5. AytopcTeo — Ges npepaae
6. AyTopcTBO — OenuUTH Nog UCTUM YCNIOBUMA

(Monumo fa saokpyxuTe camo jefHy Of LIECT NOHYReHMX nuLeHLM, KpaTtak onuc
nuueHuM aat je Ha nonefuHu nucTa).

Motnuc pnokrtopaHaa

Y Bbeorpagy, 9.5.2016.

Wi, Mot sled”
y
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