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3aL8aAAHOCT

3axBasbyjeM ce cBuM ujaHoBuMa KRartenpe 3a anredbpy M MaTeMaTUUKy
JIOTMKYy Ha TOMONW M pa3yMeBamy y MOCHEAHBUX HAp TOAWHA, IITO MU je
MHOTO TOMOTJIO Oa MOOKTOPCKY IucepTalujy mpuBeneMm kpajy. Ilocebrno ce
3aXBaJbyjeM CBOM MeHTODY, npodecopy sRapry Mwujajnosuhy, Ha monpmmmm,
IpAarolneHrM CaBeTUMa U OXpadpemy.

CBo0joj mopoaui u npujaTebsnMa 3aXBajbyjeM Cce Ha CTPIVHEHY U IO IPIIII
CBUX OBUX TI'OJMHA.



... Baadumupy, Huxoau v Haruny



Pe3sume

Hanx mEOrMM KitacamMa KOMOMHATOPHUX OOjekaTa IPUPOIHO Ce MOTY YBECTH
MHOKEHE U KOMHOXKEHE KOJjU 3a7ajy CTPYKTYpy Xoungdose anredope. Ilozna-
Te cy Xomndose anaredOpe mocera, nmepMmyTanuja, OpBeTa, rpadoBa W ApYyTeE.
Mmuore kJgacuyHe KOMOWHATOpHE WHBapuUjaHTe, Kao mTo cy MebujycoBa
¢yHEIUIja mOoceTa, XpoMaTcku noauHoMm rpada, len-ComepBuiose penamuyje,
n3sBone ce m3 oarosapajyhe Xomndose amnredbpe. Teopujy koMOMHATOPHUX
Xongposux anrebpu 3acuoBasu cy Aruap, Beprepon m Cortun y pamxy u3s
2003. rommue. TepmuHasHM 00jE€KTH Y KATErOpUju KOMOMHATOPHUX XOMI(O-
BUX ajaredbpu cy ajnredOpe KBa3dUCUMETPUYHUX U CUMEeTpUYHUX pyHKuuja. OBe
GyHKIUje ce NMOjaBby]y Kao (YHKIUje reHepaTpuce y KOMOMHATOPUIIN.

[Ipenmer m3yuaBama OBe maucepranuje je koMOmHATOpHA XoOomdoBa ajre-
O6pa xuneprpadoBa u meHe HoJairedpe rpaauBHAX CKyIoBa u kiarepa. OBe
ajgredpe MojaBibyjy Cce Yy Pa3iIuduTUM KOMOUMHATOPHUM IpOobIieMuMa, Kao MITO
cy bojema xuneprpadoBa, IapTUNNje CUMIIIANN]AIHIX KOMIIJIEKCa U KOMOU-
HATOPWKA IPOCTUX moJsmuTomna. VI3BemeHne cy cTpyKTypHE Be3de uaMeby OBuUX
anredpu, Ka0 U HBLUXOBUX HemapHux noxaiaredopu. I[lpumenom Teopuje rapa-
KTepa JaT je jelaH MeTOn 3a NOOujame MHTEePECAHTHUX HYMEPUYKUX UICHTU-
TeTa.

Youmrene Ilen-ComepBuioBe pemanuje 3a 3acraBa f-Bekrope OjrepoBux
mocera moka3aau cy bajep u Bumepa. Ose pernamumje medpunucanme cy y
CcBako] KOMOMHATOPHO] Xon(hoBoj anredpu u onpehyjy meHy HemapHy IO IaJI-
rebpy. Y mucepranuju ce pemaBajy yommrene ller-ComepBunose jemnaduse
3a koMbuHaTOpHY XondoBy anredpy xuneprpagdosa. Ilo anamoruju ca Poru-
HOM XompoBoM anrebpom nmocera, gedunume ce OjaepoBa nmomaaredpa Xor-
doBe anredpe xuneprpagona. lobujena je KoMOMHATOPHA KapaKTepU3aluja
OjnepoBux xumeprpa¢oBa, Koja 3aBUCH O HepBa Hpunanajyher kiarepa.
Ha Taj nauun nobujena je jenna knaca pememna len-CoMmepBuioBux penamnuyja
3a xuneprpagose. OBu pe3ynrary IpUMeHeHU Cy Ha XOHN(OBY aIredpy CuM-
A AJTHUX KOMIIJIEKCA.

Kopyune peum: Xongosa anarebpa, xumeprpad, TpaguBHU CKYII,
KJIATED, CUMILIMINMjAJHN KOMIIJIEKC, KBa3WCUMETPUYHA (QYHKNUja, CAUMETPU-
una ¢yurnuja, len-ComepBuioBe pesamuje
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Abstract

Multiplication and comultiplication, which define the structure of a Hopf algebra,
can naturally be introduced over many classes of combinatorial objects. Among such
Hopf algebras are well-known examples of Hopf algebras of posets, permutations,
trees, graphs. Many classical combinatorial invariants, such as Mobius function
of poset, the chromatic polynomial of graphs, the generalized Dehn-Sommerville
relations and other, are derived from the corresponding Hopf algebra. Theory of
combinatorial Hopf algebras is developed by Aguiar, Bergerone and Sottille in the
paper from 2003. The terminal objects in the category of combinatorial Hopf al-
gebras are algebras of quasisymmetric and symmetric functions. These functions
appear as generating functions in combinatorics.

The subject of study in this thesis is the combinatorial Hopf algebra of hyper-
graphs and its subalgebras of building sets and clutters. These algebras appear in
different combinatorial problems, such as colorings of hypergraphs, partitions of sim-
plicial complexes and combinatorics of simple polytopes. The structural connections
among these algebras and among their odd subalgebras are derived. By applying
the character theory, a method for obtaining interesting numerical identities is pre-
sented.

The generalized Dehn-Sommerville relations for flag f-vectors of eulerian posets
are proven by Bayer and Billera. These relations are defined in an arbitrary com-
binatorial Hopf algebra and they determine its odd subalgebra. In this thesis, the
generalized Dehn-Sommerville relations for the combinatorial Hopf algebra of hy-
pergraphs are solved. By analogy with Rota’s Hopf algebra of posets, the eulerian
subalgebra of the Hopf algebra of hypergraphs is defined. The combinatorial char-
acterization of eulerian hypergraphs, which depends on the nerve of the underlying
clutter, is obtained. In this way we obtain a class of solutions of the generalized
Dehn-Sommerviller relations for hypergraphs. These results are applied on the Hopf
algebra of simplicial complexes.

Keywords: Hopf algebra, hypergraph, building set, clutter, simplicial complex,
quasisymmetric function, symmetric function, Dehn-Sommerville relations
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YBOU

YBon

Xongose anredbpe ce IpBU IyT HOjaBBY]y ¥ ajaredapcKoj TOMOJIOTUjU, Y PALY
Xajuna Xonga o romomoruju Jlujesux rpyma [20]. IIpoyuasame Xomgpo-
BUX aJredbpu Kao ajredbapckux objekara MHUIMPAHO je Me3AeCEeTUX TOIUHA
npouwtor Beka paxom Mumnopa u Mypa [25]. Hakon tora, Xondose anreGpe
HaJla3e MUPOKY IPUMEHY y MHOTUM OOJacTUMa MAaTEMATUKE.

KomOunaropuka kao mMaTeMaTWdKa QUCIHUIINHA U3MUYE CTPOrOM 3aCHU-
Bamy. Moskemo pehu ma je KoMOMHATOPUKA MATEMATUKA AUCKPETHUX CTPY-
KTypa. Xomndose aaredpe y KoMOUHATOPUKY je yBeo Pora mouerkom cenamme-
ceTux roAWHa MPOILIOT Beka. Ha MHOruM kiacama KOMOMHATOPHUX OOjekaTa
IPUPOTHO ce MOry nepUHHCATH MHOXKEHe U KOMHOXeme. Ha Taj HauwH
nobujene cy Xomdose ajiredbpe mocera, rpadoa, mepMyTaluja, APBeTa U
npyre. Teopuja romOuHaTopHUX XONPOBUX aaredOpu 3acCHOBAHA je y Pamy
[1]. Kombunaropua Xondosa anrebpa (H,() je rpagyucana XomdpoBa ajre-
opa H ca ucrakayTuM KapakrtepoMm (. Rapakrep je MyJITUNIUKATUBHU MOD-
¢r3am y OCHOBHO mose, ( : H — k, KOju yecTo IpencTaB/ba HEKO MYJITUIIIN-
KaTVBHO KOMOMHATOPHO CBOjCTBO.

KBazucumerpuune ¢yHKIUje, WHIEKCMPaHe KOMIIO3WUIMjaMa IPUPOITHUX
OpojeBa, 3HAUAjHE Cy KAaO (YHKIUje reHepaTpuce y KOMOMHATOPUIM. XOI(o-
By ajrebpy KBasucuMeTpUYIHUX QyHEIUja (QSym yBeo je I'ecen 1984. ronune
y pany [15]. Osa anrebpa je tepMmuHasnu 0GjeKAT y KaTeropuju KOMOUHA-
TopHux Xomndosux anredbpu. IIpupomau mopouzam ¥ : H — QQSym monemyje
GYHKIUjYy TeHepaTPUCy 4Yrju KoepUIMjeHTU 3aBUCE O Ipupone m3adbpaHor
kapakrepa. Cumerpuune (QyHKIUje ce jaBsbajy Kao (YHKIHUje TeHepaTpuce
KOKOMYTaTUBHUX KOMOMHATOPHUX XON(YOBUX aJIredOpu.

Pornra Xondosa anredbpa KOHAYHMX TPaLyWCAHUX IOCETa je IOJIA3HU
nprMep KoMOumHaTOpHE XompoBe ajredOpe, m3 KOT MOTUYE MOTUBAIMja U
TepMHUHOJIOTHja Ieae Teopuje. Y ¢opManusMy Xom(poBUX aaredpu, uU3BoIe
ce KJIaCcUYHU KOMOmMHATOpHU mojMoBu. MebujycoBa QyHKNMja moceTa ce Io-
jaBpyje Kao mHBep3HU Kapakrep y Pormuoj anredpu. Ilpmpomam mopduzam
Yy KBa3UCUMeTPUYHe (DYHKIUje nonesbyje ImoceTy (YHKIW]Y TeHepaTPUCy He-
roBor 3acrtaBa f-Bekropa. Cimemehu mosuaTu mpuMep je XpoMaTcka XomdposBa
anredbpa npoctux rpagosa. Kao ¢yarmuja remeparpuca rpada y oBoj ajre-
opu nobuja ce CrteHnmjeBa XpOMATCKa (YHKIH]a.

Kowmbunaropuoj Xongposoj anrebpu (H, () nomemyjeMo meHy HEapHYy IIO-
nanrebpy S_(H, (), kao majsehy XondoBy momanareGpy Ha KOjoj je KapakTep
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menapad. OBa nmomanrebpa je Ha XOMOTEHUM ejieMeHTuMa onpebhena jennauu-
HaMa

(id® (¢~ ¢ @id) o AP (h) =0,

koje HaszmBamo yommreruM Jlen-ComepBunoBum penarnujama. Y XomndoBoj
ajreOpu KBa3UCUMETPUUYHMUX (YHKOMja OBE peJalrje Cy €KBUBAJEHTHE CHU-
cTeMy JIMHEApHUX jeqHadnHa Koje cy u3BopHO mobusu Bajep m Bumepa, kao
jemHAUYMHE KOje 3amoBoJbaBajy 3acraBa f—Bekropu OjmepoBux mocera.

Y O0BOj mucepTaluju mpoydyaBajy ce KoMOmHaTopHe XompoBe aJjredpe
nepunucane Ha rpaauBHuUM ckymnosuma (building sets), xumeprpadoBuma u
CUMILIAIjaJTHUM KOMIIJIeKcuMa. llojaM rpaamBHOTr CKyma HpBU MYT CE IO-
jaBmyje y pany [8] y Be3m ca apamxmanuma mornpocropa. Ilorom ce mo-
jaM TPaAMBHOT CKyIla IpUMeElmYje U naj/be pas3BUja Y TEOPUJU TOJUTOINA Y
panosuma [13] u [27]. T'pamusau ckyn je KoJeKIUja MOACKYIOBA KOHAYHOT
ckyna. OCHOBHM mpuMmep je IpaaWBHU CKyI rpada, KOr YWHE IIOIACKYIOBU
TeMeHa IIPOCTOr rpada Ha KOjuMa Cy HMHAYKOBAHU NOArPa(OBU IIOBE3aHU.
Xongosa anredpa rpaJuBHUX CKYyIOBa je mocebaH ciydaj anredbpe BurnHuje-
BUX cucTeMa Koja je yBemena y pany IlImura [30]. Xondosa anrebpa xumep-
rpa¢oBa naje Hajmupu ajredapcKy OKBUP 3a npobieMe Oojema y KOMOWHA-
TOPUIIA.

Y nmuceprammju cy, mo axasgoruju ca QjaepoBuM moceTuma, ge(uUH-
ncane kinace OjrepoBUX I'DaAUBHUX CKYIOBa, Xuneprpa(oBa U CUMIJIUI-
jAJIHMX KOMILJIEKCA, KAo jedHe Kjaace pemema youmrenux len-ComepBuioBux
penanuja 3a oarosapajyhe rkombmuaropre Xomndose anarebpe. Tarobe je
IaTa HUXOBA KOMIJIETHA KOMOWHATOPHA KapaKTePU3aIja.

Pan je oprammzoBan Ha ciaenehu HaYMH.

Y mnpBOM HOTJIaBJbY OajeMo Iperjel OCHOBHUX nepUHUIUja U OCOOMHA
XondoBux aaredbpu.

Y npyrom moriaB/by ONMCYjeMO HeEKe HajBaskHUje XoIgoBe aaredpe kKoje
ce mojaBmyjy vy anrebapckoj kombuuaropurm. OBe Xomndose anaredbpe cy KOH-
CTpyMCaHe Ha TepMyTallijaMa, KOMIIO3UIjaMa, MapTUullijaMa U IJIaHAPHUM
OMHAPHUM APBETUMA.

Y tpehem mormaBmy majeMo mperJsien Teopuje KOMOMHATOPHUX XOM(PO-
Bux asrebpu. lepuuucane cy mapHa 1 HemapHa Ionajredpa KOMOMHATODHE
Xongose anrebpe m mM3BeneHEe YHUBEP3aJHE Pejalje KOje ONMUCY]y HelapHy
nonanredpy. Tarkobe je mara jemHa mpuMmeHa Teopuje KapakTepa y I00ujamy
pasHUX HyMepudkrux unerrurera [32].

Y 4YeTBPTOM IIOrJIaBJ/bY yBeleHa je XompoBa anredpa rpaJuBHAX CKYIIOBA
BSet. W3 ocHOBHUX CTPYKTypHUX Teopema 3a XomdoBy aarebpy Burau-
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jeBux cuctema, mobujaMo CTPYKTYpHE maeHTuTere 3a aiaredbpy BSet m wmen
rpamgyucanu gyaa BSet*. YBomau ce XpoMaTcKa CUMeTpUYHA (DYHKIMja I'Da,Iu-
BHOT cKyma. Pa3marpa ce y K0joj Mepu OHa pa3juKyje rpaauBHE CKYIIOBE U Y
KakBoOj je Be3u ca CTeHIMjeBOM XPOMaTCKOM CHUMETPUYHOM (YHKIN]jOM rpada.
NzBone ce yommrene llen-ComepBunoBe penaiuje 3a IpagvWBHE CKYIOBE U
ne¢uanmy OjnepoBu rpaauBHU CKynoBu. JlobmjaMo KOMIJIETHY KOMOWHA-
TOpHY Kapakrepusanujy OjrepoBux rpaiumBHUX CKymoOBa. Pesysratu OBOT
noryasma objaBmenu cy y pany [17].

Y merowm moriaB/by pa3MarpamMo KOMOMHATOPHY XOon(oBY aaredpy xumep-
rpa¢doBa. CBaka kiaca xumeprpadoBa 3aTBODEHA 3a NUC]YHKTHE YHUj€ U Pe-
CTpUKIje naje Heky nonaaredbpy Xomndose anredbpe xumeprpadona. Bakuu
IpUMEPHU TAKBUX KJIaca Xumeprpagosa cy rpadgoBu, TpaauBHU CKyIIOBU U KJla-
tepu ( clutter). lepunumemo nojam Ojaeposor xuneprpada u oarosapajyhe
Ojnepose momanredbpe xumeprpadosa. VlcmocraBma ce na je xumeprpad
OjmepoB akoO M camMO aKO je HeroB AaHTUJIAHAIl MUHUMAJHUX eJeMeHaTa
Ojnepos. To omoryhasa kapakrepusamujy OjmrepoBux xuneprpapoBa IPEKO
KOMOUMHATOPUKE aHTUJIAHAA MUHAMAJHUX ejJeMeHaTa, Koja je M3BeaeHa 3a
rpaJIvuBHE CKYIIOBE y IPETXOJHOM ITOTJIABJLY.

Onepanuje cnajame (join) m pecrpurnuja 3anajy CTPYKTYpy Xomdose
asrebpe HA CUMIIJIANU]AJTHUM KOMILJIEKCUMA. KRopecnonmeHnuja kjaarepa u
IbMXOBUX KOMILIEKCA HE3aBHUCHOCTU IMPEICTaB/ba M30MOp(PU3aM OBe ajredpe
n Xondose anrebpe kmarepa. OBuMm wm3omopduzmoMm je oxpebena kmaca
OjaepoBuUx CUMIIININjAJTHAX KOMIJIEKCA, KA0 KIaca pememna yormTenux JleH-
CoMepBuiIoBuX penanyja 3a XomndoBy aaredpy CUMIINNIjATHAX KOMIJIEKCA.




1 XOII9OBE AJII'EGPE

1 Xomn¢dose anredpe

Y OBOM IOrJIaBiby H3JI0KMNIEMO OCHOBHe neduHunuje m ocobmue Xondosux
anredbpu, ca MOCEeOHMM OCBPTOM Ha TpagyucaHe moBe3aHe Xomndose ajrebdpe.
Onx crapnapane aurepatype Hasomumo [9] u [33].

1.1 Asarebope u koaJireope

[Touehemo ca mepmHUIMjaMa OCHOBHMX CTPYKTypa M IpPECIMKaBama, KOje
npeTrxole HojMy XomndoBe anredOpe, a IpBa je nobpo mosHaTa JeGUHUNN]A
anredbpe. Y OBOM IOTJIaBJ/bY, KAO0 M Yy IEJIOM pany, k je mojbe KapaKTepu-
CTUKE HYJIA.

Hedwmuunuja 1.1.1. Heka je k mome u A BekTopcku npoctop Hax k. Aconu-
jaruBHa k-aszebpa ca jemuurunowm je map (A,m), rme je m: A® A — A jemno
k-nvHeapHO MpecauKaBame, KOjeé 30BEMO MHONCEBE, TAKO Ma:

1. cnenehu numjarpam KoMyTupa:
AQAQA ™% A9 A

id®m¢ \Lm
AA & A

2. mocroju k-IMHEeapHO IpecaukaBame u : k — A, Koje 30BeMO jedunuua,
TakKo Oa ciaemehm aujarpamMum KOMYyTHUPA]y:

k@A O ARA ' Aok

l J» .

A = A = A
rae cy npeciaukaBama k@ A — Au A® k — A KaHOHCKA.
OBakBO IpecanKaBame 1 MOPa OUTKU jeMHCTBEeHO. IIpBU on OBUX aujarpama

3HauM na je ajgredbpa A aconujaruBHA, a APYTU [Aaje €r3UCTEHIM]Y jedunuye
y A, u(l) = 1A~




1 XOII9OBE AJII'EGPE

IIpemnoct medurnCcama mojMa anredpe kopumhemeM qujarpama je To mITo
OKpeTameM CTPeIuIa No0UjaMo TyaJiHU IIOjaM.

Heduannmja 1.1.2. Koaszebpa wan nomem k je map (C,A), rue je C' Berro-
pcku npocrop Ham k, a A :C — C® C jemHo k-auHeapHO NPECIUKABAHE
KOje 30BEMO KOMHONCEDE, TAKO MA:

1. cnenmehu mmjarpam xKomyTupa:
CoceC ¥ cac
idoAT ™A

CoC & ¢

2. mocroju k-nuaeapHOo mpeciukaBame € : C' — k, TtakBo ma cuaemehu
orjarpaMm KOMYTHUPajy:
koc & oo ™ Ccok
t ta 1
C C C

[IpeciukaBame € 30BeMO K0jedunuy,a U OHO je jeTHO3HAUYHO onapebheHo mapom
(C,A). IlpBu on oBux aujarpamMa u3paskaBa KoaCOUYUJAMUEHOCTM KOMHOKEHA.

Koaaretpa C' je xoxomymamuera ako je ToA = A, rme je 7: CRC — CxC
IPeCINKaBae Koje 30BeMo meucm (unu faun), gepunucano ca 7(a®b) = b®a.

Curma HOTanuja

Cana hemo yBecTu TakO3BaHE cuzMa 03Hake KOje NeMo majbe KOPUCTUTH.

Axko je C roanrebpa u ¢ € C, raga je A(c), kao enement u3z C ®C, obiauka
Ac) = Z ¢ ®c,
rae cy ¢; u ¢ exementu u3 C. Oso hemo 3amucusaru y ckpahenoMm o6amKy

Ale) =D ey ® ),

unu jom Kpahe
Ale) = ey © ¢(2)-

Ha nmpumep, KoacoumjaTuBHOCT ce y CUT'Ma O3HAKaMa MOKe M3PA3UTHU Ca

(cy) ) ® (cay)@) @ @) = ca) @ (c2)) 1) ® () @)




1 XOII9OBE AJII'EGPE

3a cBako ¢ € C. To 3Haum na, akO O3HAUUMO Ca
As(c) == (A®id) o Alc) = (id® A) o A(c),

MOXEMO IIMCaTn
As(c) = ¢y ® c2) @ ).

Hedpuranmyhn nanykrtusao A; = A, A,y = (A®id") o A,, n > 1, Bugumo na
HEMa, IBOCMUCJIECHOCTH y 3aIuCy

An(c) = C(1) R...x Cln+1)-
Cau4HO, yCJIOB 3a € y CUrMa HOTAIUjU U3TJIEea OBAKO:

e(cy)e) = ¢ = cuye(c))-

1.2 Mopousmu u duaaredope

Hedmuunmja 1.2.1. Hexka cy A u B anrebpe u f : A — B nuHeapHO mpe-
ciIuKaBame. 3a f KakeMO Ha je mopdusam anzebpu akxo cienehwm mujarpaMmu
KOMYTUpPAa]y:

AoA 2L BenB A L B
mA\l/ imB UAT TUB
A L B 2 — k

[TonoBO, okperamemMm cTpenuna, 1006MjaMo:

Hedpmaunmja 1.2.2. Heka cy C' u D roanredpe u g : C' — D nuHeapHO mpe-
CIMKaBame. 3a g KaKeMO Ia je mopduszam xoanzebpu ako cienehm mujarpaMm
KOMYTUPA]y:

cCoC % DD c 2 D
AcT Tap cod lep -
c %X D k = k
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Hedumannuja 1.2.3. Tpojra (A, m,A) je buaneebpa axo je (A, m) anrebpa ca
jenuuunoMm u, (A, A) koanrebpa ca rkojemuuunoMm €, u A : A - AQAue: A—k
cy MopduzMu; anaredpu.

Y mperxonHoj MeGUHUIM]U ce YCJIOB aa cy A u € MOp(OU3MU aaredpu Moske
3aMEHUTHN €KBUBAJEHTHUM yCJIOBOM Ha Cy M ¥ % MOP(GU3IMU KOaIredpu.

Hamomenumo na y mperxonuoj ne¢pmunnuju A ® A mma TpupogHy CTpy-
KTypy ajredOpe, Tj. MHOKeH€ je Ne(UHNCAHO KA0 Ha TEH30PCKOM IPOM3BOILY
nBe aarebpe A u B:

(a®b)(c®d)=ac®bd, (a,ce€ A, b,de B),
EKBI/IBaJIeHTHO, MHOMXKEHLE mA®B MOXEMO Hpe,Z[CTaBI/ITI/I Kao KOMHO3I/II_II/ij
AB® A®@B 9™ A A B® B —"4%"5 , A B.

Takobe, ako cy C u D xoanrebpe, Ha TeH3opckoMm npoussomy C' ® D KOMHO-
Keme Ne@UHUIIEMO Ka0 KOMIIO3UI)Y

CoD -2¢%%0 ., CoCeDoD % , e DoC®D,

a gojemmuuny ca C @ D 2P, k@ k ~ k.

[IpumeTrmMmo na ce KOMIATUOUIHOCT MHOKEHA M KOMHOKEHa HajjeIHOCTa-
BHUj€ BUAU O3HAYABAHKEM MHOKEHA M Ca - U KOpUIIhemeM WHPUKCHE HO-
Tamnuje:

A(ay - az) = Aay) - Aag),

3a CBe eJIEMEHTE ai, 0y y Ouanredpu.

1.3 Xondose anredpe

Hepuannuja 1.3.1. 3a Ouanrebpy (H,m,A) raxemo na je Xongosa anee-
bpa axo mocTtoju k-muHeapHO UpecamkaBame S @ H — H, roje hemo 3Batu
anmunod, Tako na ciaemehwm mujarpamMu KOMyTHUPajy:

HoH << H 2 HeH

id®S, Jue Iswid ,
HeoH % H & H®H

omaocHO, Mo (id® S) o A =wue =mo (S®id)o A.
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Kopucrehu curma o3nake, aHTUIION 3a00BOJHLABA, PeEJAIMje
S(hay)h@) = e(h)1 = ha)S(he),
3a cBe h € H.

OBo moskeMo Bumetu u Ha apyru Haumd. Heka je (C, A, €) roanrebpa u
(A, m,u) anrebpa. Aro f,g € Hom(C, A), nepuuucahemo HOBO mpecaukaBame
us C'y A ca

C_ 2,000 1%, ApA_", A

JIuHeapHO mpecaukaBame NOOUjEeHO Ha OBAj HAUUH 30BE CE€ KOHBOAYYUJG TIPE-
cavEaBama f u g 1 o3HAUaBa ce f x g. Y curmMa o3HaKaMa MMaMo Oa je

(fxg)(c) = fc)g(ce)-
Jlako ce mpoBepu na je oBako Ne(pUHUCAHO MHOKEHE acCOIjaTUBHO, KA0 U 1a

je uoe jenuumynn exement aarebpe Hom(C, A).

Capna ycioB 3a aHTHUIION MOYKEMO 3aMKUCATA OBAKO
idg xS =Sx%*idg =uoe,

ma je aHTUIOJ KOHBOJYIIMjCKU WHBEP3 UAeHTUTEeTe. Kao TakaB Mopa Outu
jeIUMHCTBEH.

Teopema 1.3.2. [9] Hexa je H Xongoea anzebpa ca anmunodom S. Tada je:
a) S(hg) = S(g)S(h) 3a cee g,h € H;
6) S(1)=1, mj. Sou=u;
8) A(S(h)) = 3S(hg) ® S(hy);
2) €(S(h)) = €(h).

IIpea dsa mephewa 3nave da je S anwmumopdusam aszebpu, a npeocmana 0ea 0a
je S anmumopguzam xoanszebpu.

O

IIpumep 1.3.3. CBakoMm k-BEKTOPCKOM mpocTopy V MOKe ce IPUAPYHRUTU He-
rosa menszopcka anzebpa T(V). Kao BekTOpCKM mpocTOp OHA je mepuHucaHa
ca

T(V) = EB Ve rmeje VOO = ku VOOt .— v @ VO

n>0
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Muoxkeme ce mepuHUIIE KAO HAD08E3UBAME, Tj.
mv ®...0 Up, W1 ® ... QWp) =11 Q... U, QW ® ... R Wpy.

Jemquavma je 1 € k= V0,

Komuoxeme je ma enementuma x € VO =V naro ca

Alz) =1®r+2r®1,

(tj. Tako ma cy csu x € V npumumuenu), a anrebapcKo NPOLy:KeHme Ha
ocTaJie TeH30pe maje

Alv ®...Qv,) = Z(Uh ®...Quv;) ®(va ®...0v;,_,),

re ce CyMUpame ~ BpmM IO ceuM  ypebermMm — mapoBuma
(11,79, -, 0r), (J15 725 - « -y Jn—r) KOMILIEMEeHTAPHUX TOApeun peun (1,2,...,n).

Kojemuuuna ce mobuja rao mpupomua upojeknuja T'(V) y k, 1j. €(1) = 1
u ¢y = 0. OBo 0Ge3bebyje ma je T(V) roxomyrarusHa Ouanre6pa. Kako
moppuzam S : T(V) — T(V) nedunucan ca S(v1®...Qv,) = (—1)" 1, ®... Qv
3amoBoJpaBa akcuoMmy aurumozna, 1'(V) je Xomgposa asnrebpa.

HaBoaumo jom HEKOJIWKO AedUHUIM]ja TOjMOBA Be3aHUX 3a XOI(oBe ajre-
ope.

Hedmaunmja 1.3.4. Hera je H Xondoa anredpa. 3a exement h € H raxemMo
na je epynoauku ako je h # 0 u A(h) = h® h, a na je npumumusar ako je
Ah)=1®h+h®1.

Ako je h NpUMUTHBHZ €JIeMEHT, JlakO ce mposepu na je e(h) = 0, kao u

S(h) = —h.

Hedwmuumnuja 1.3.5. Heka je C rkoanrebpa m D mormpocrtop on C' TakaB ma
je A(D) € D® D. Tanma je D 3ajemHo ca peCTPUKIMjaMa KOMHOKEHA U
KOjenuHUIE, Koaurebpa 3a Kojy KakeMo ma je nodkoaazebpa onx C.

Hedpumaumuja 1.3.6. Hera je C roamnrebpa m I morupoctop om C. Tama [
30BEMO:
1) nesu (decwu) xoudean axo je A(I) C C® 1 (pecuexkrusuo A(1) C I ®(C).
2) xoudean aro je A(I) CI@C+C®I ne(l)=0.
Hedwmuunuja 1.3.7. Hera je H Xongposa anrebpa. ITornpoctop K on H je

Xongosa nodanzebpa ako je momaiarebpa, moaroanrebpa, u S(K) C K, rae je
S amtumonm om H .
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Hedmanmmja 1.3.8. Hexka je H Xondosa anrebpa ca antunoxom S. 3a IOT-
npoctop I kaxeMmo na je Xongoe udean axo je I mnean anrebpe H, xommean
koaarebpe H, u S(I) C I. Y ToM ciydyajy KOJWUYHUYKA BEKTOPCKU IIPO-
CTOP MMa IPUPOIHY CTPYKTYpPY XompoBe ajiredOpe, ¥ KaHOHCKA IIPOjeKIHja
p:H — H/I je mopduzam XonhoBux anrebpu.

1.4 Ilyanua anre6opa XomndoBe anredpe

3a maTtu BEKTOPCKU mpocTop V Ham mosmeM k, dyaanu npocmop V* medunu-
IeMO KaO CKYI CBUX JIMHEAPHUX MIPEeCIUKaBama IpocTopa V' y HmeroBo moJbe
ckasmapa k, tj. V* = Hom(V k).

Hera cy V u W k-Bekropcku npoctopu. U3 nuneapue anredbpe je mo3HATO
Oa IOCTOJU MOHOMOD(U3aM

p: VW — (VW)
aT ca
p(f ®g)(v@w) = f(v)g(w)
3a feV, geW  veV, weW.
Axko0 cy oBU mpOCTOpPU KOHAYHE AUMEH3Uje, p je m30MOppu3aM.

3a k-nmumeapno mpeciukaBame L V. — W | L* : W* — V* o3mauaBa
pEeCINKaBamhe IaTO Ca

L*(f)=foL,
3a f e W,

Heka je cama (C,A,¢) roamrebpa. Tama A : C - C®Cue:C =k
naaykyjy A*: (C®C)* — C* u e : k* — C*. Hedpunucahemo m : C*@C* — C*
Ka0 KOMIIO3UIU]Y

CreC L (Cw o) 25 cr
u u: k — C* ka0 KoMIo3unujy
k—s k' < O,

rae je k — k* mpupomau nzomoppuzaM, a p MOMEHyTa WHjeKmuja. AKO 03HA-
unmo m(f ® g) ca f * g, u3 nepuHUIje MMAMO

(f xg)(c) = (A"p)(f ® g)(c) = p(f ® g)(A(e)) = f(c))g(c),

10
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ma BUOMMO Oa je MHOskeme y (' s3ampaBo kKoHBoJyIuja. Tarobe, momro je
1 =u(1ly), mo mepuuummju je 1(c) = €(c).
Haxae, C* je anrebpa ca jeIMHUIIOM €.

Hyamau npobiem je caemehu: axo mmamo anrebpy (A,m,u), ma uam
MOKEMO YBECTHU NPUPOIHY CTPYKTYpy Koaiareope ma A*7 Y KoHadHO aU-
MEH3MOHOM CJIy4ajy OArOBOD je MOTBPIaH, jep je tama p: A*@ A* — (A® A)*
OUjeKIMja 1 MOKEeMO KopucTuTu p~ ', 3Haun, ako je (A,m,u) KOHAUYHO TUMEH-
3moHa anrebpa, mepumuncahemo A : A* - A* ® A* kao xKoMmo3unujy

N -1
A (A A)* LA A
ue: A" = k Kao KOMIIO3UIIU]Y
Ak sk,

rae je k* — k npuponuu mzomopouzam, f— f(1), 3a f € k*.

IIpumerumo na axo je A(f) = fa) ® fo), voe fa), fe) € A* , Tanma je, u3s
nepurunuje, f(zy) = fay(x)fe(y), 3a cBako z,y € A. Ilomro je mpeciuxa-
Bam€ ) MHJEKTUBHO, 3aKDbYyUyjeMO Oa

A(f) = fa) ® fo

3HAYM 114 je

flzy) = fay(x) fo)(y).

KoacommjaTuBaocT ce cana jako mpoBepaBa, ma ciaemu na je (A*, Aje) ko-
anrebpa ca kojemuuunoM €(f) = f(1), za f € A*.

Heka je cama H wromauno auMensmoHa XomndoBa aarebpa. 3HaMO na je
tana H* anrebpa u koaarebpa, ma HAKOH IPOBEPE [a CY AYAJIHO KOMHOXKECHE U
KOjemnHUIa MOppu3Mu anrebpu, kao u na S* 3a10BO/baBa AKCUOMY aHTUIOIA,
UMaMO:

Teopema 1.4.1. Hexa je H xonaurno dumensuona Xongosa anzebpa ¢ arwmuno-
dom S. Tada je H* Xongosa anzebpa ¢ anmunodom S*, zde je S*(f) = fo S.

11
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1.5 TI'pamymcana Xomngosa ajredpa

Hedumannuja 1.5.1. Koanrebpa (C, A, €) Hang nomwmeMm k je epadyucana ako je
nupekTHa cyMma k-morupoctopa C,, C = @nzo C,, Tako ma

AC)C @ CioCy, €Ci)=0, i>0.

i+j=n

Axko y3 1o Basku m ma je Cy = k, 3a xoanreopy C ka:keMo ma je nosesama
2Padyucana.

Hepmuaunmja 1.5.2. Xondosa anredpa (H,m,A u,¢,S) nan k je epadyucana
aKo je rpaayucaHa Kao kKoajJredpa, U MHOKEIe, Je IMHUIA U aHTUIIOI YyBa]y
rpanyamnujy, Tj. nocroju gexommnosunuja H =P, ., H, tako na

m(Hn & Hm) g Hn-i—ma U(k’) g Ho, S(Hn) g Hn

3ampaBo, cBaka rpangyucana bmasrebpa mopa dbutu XomdpoBa anaredpa,
Tj. ¥y TpaayucaHoj buaaredbpu ce aHTUION MOKE AePUHUCATUA PEKYP3UBHO.

Pekypsusna nedpmuunuja antunona je: S(1) =1, a ako x € H, u

A($)=x®1—|—2yi®zi,

i=1

OHIA je

Hasemhemo oBme m ommry (OpMyIy 3a aHTUNON IPaIydCaHe MOBE3aHE
Xondose anrebpe, kojy je mao Takeyuu y [34].

Heka je (H,m,A, u,¢e,S) Xonposa anrebpa. Ha moj Mokemo nedpunucaTu
U TaKo3BaHe BUIIe Win ureprpane mpomssoge: mHera je mY) =m, AN = A u
3a cBako k > 2,

m® = m(m*Y @id) . H**+Y & [,
AP = (A*D @ id)A : H — HEk+D,

Taxobe hemo mepumuucarm

12
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mY =4, ACY =eum® = A0 =4,

Axro je f : H — H npou3BOJLHO JUHEAPHO MPECIUKABAHKE, KOHBOJIYIIU]CKU
creneHu on f cy

k(=) ek A (k1)

3a cBako k > 0. Iloce6no, f** =wueu f*' = f.

Osmaunmo ca 7 := id — ue. AKO je mpecaukaBarme T JOKAJHO HUJIMOTEHTHO
Yy OJHOCY Ha KOHBOJIYIU]Yy, Tana je id = ue + T WHBEP3UOMIHO y OJHOCY HA
KOHBOJYIXjy. Kako je KOHBOJYIIMjCKM WHBEP3 UAEHTUTETE YIPABO aHTUIOIL,
cirenm ma je tana

S = § :(_ﬂ_)*k _ 2 :(_1)km(kfl)ﬂ,®kA(k71). (1)

k>0 k>0
To he cBakako BaskuTu axko je H rpamyucana moBe3ana OuaJjrebpa, jep ce
y TOM CIyuajy m aHyJIupa Ha KOMIOHeHTama crerena ( (ma ce 7% amymupa
HA KOMIIOHEHTaMa CTelneHa Mamer on k). Ilakie, je ommra ¢dopmyna 3a

AHTUIIO I'DagydcaHe IMOBe3aHe XOmIpoBe aaredpe.

Hedmuunmja 1.5.3. ['padyucanu dyan rpanyucane Xomdose anrebpe H =

P H. je
n>0

H =P H;.

n>0

Ce Xomndose anredpe roje hemo pazMaTpatu Cy 40KAAHO KOHAYHE, TO
ject, H, je koHAUHE DMMEH3Wje 3a CBakKO n. 10 3HAUM Aa je rpaayUcaHn myaJl
on H rakobe Xongposa anredpa.

Hasemhemo u Teopemy Koja maje KpuTepujyMm 3a yTBpbhuBame ma cy noBe
Xongose anredpe myasHe.

YHYymMpawmnu npouzsod Ha rpansynucaHoj moBe3zanoj Xomdosoj aaredbpu H je

HelerepaTuBHA CHMETPUYHA JnHeapHa ¢GyHkmmja (-, ) : H @ H — k, TakBa na
je {(a,b) =0 3a xomorene a,b € H pa3auuuTor CremneHa.

Teopema 1.5.4. [19] Hexa cy A u B zpadyucane nogezame A0KGAHO KOHAYHE
Xongose anzebpe ca ynympawmnum npouzsoduma (-,-)4 u (-,-)g. Tada cy A u B
dyasne Xongdoee anzebpe ako nocmoju AUHEGPHO NPECAUKABAKE

op: A= B

13
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Koje wyea epadyayujy, maxo 0a 3a cee aj,as,as € A eaxncu:
o (a1, az)a = (p(ar), ¢(az))s;
o (a1as, az) 4 = (p(ar) ® ¢(az), A(d(as)))s;
o (a1 ® az, A(as))a = (d(ar1)¢(az), (#(as)))s-

U

I[IpumeTnMo nma m3 mpeTXomgHE TeopeMe Clenu Na je rpaayrcaHa IMoBe3aHa
JIOKAJIHO KOHayHa XomdoBa ajiredbpa camMoLyaJsHa akKO Ce Ha H0j MOKe ne(u-
HUCATY YHYTPAIlbU IPOU3BOL (-, ) TAKaB Ia je

(a1 ® az, Aaz)) = (m(a; ® ag), as)

3a CBe a1,0as,a3 € A.

14



2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

2 IIpumepu XondoBmx anaredpu y KoOMOMHa-
TOPUITA

Y oBOM mOTJIaBJ/LY IajeMO IpUMepe HEKUX XOI(POBUX ajlre0Opu Koje ce jaBibajy
y kKoMOuHaTOpUIU, Tj. Ynje ODa3e Cy mapaMeTpu3oBaHe KOMOMHATOPHUM O0je-
KTMMa Kao IITO Cy IepMyTallyje, ApBeTa, KOMIOo3unuje, naprunuje. Xomndose
ajqrebpe mocera u rpadoBa mpencraBuheMo y HapegHOM IOIVIABJbY, HAKOH
IITO YBeIEeMO KapaKTepe.

2.1 Xongosa anredbpa nmepMyTanuja

Mansenyto u Pojrenayep cy 1995. koucrpyumcann XomngoBy aJnaredpy Ha
IIPOCTOPY

SSym = P QS.,

n>0

rae je S, cumerpudHa rpymna crenena n [20]. DBasum ememenT koju oaro-
Bapa mepmyTanuju u € S,, 3a n > 0, o3uauaBahemo ca F,, a 0a3HU ejleMeHT
cremneHa Hyaa ca 1.

3a nepmyramujy u € S, hemo nucatu u = (uy, us, ..., u,), vae je u; = u(i),
uau jom kpahe v = uy...u,. 3a u € S, u v € 5, o3HaUmhemo ca u X v
nepMyTanujy u3 Sy, Kox koje u nepmytyje {1,2,....n}, av {n+1,...,n+m}.
[lepmyranuja o € S,im je (n,m)-wapa arxo je o1 < -+ < 0y U Oppy < -+ <
Ot

[IpousBon nBa 6a3ua enementa y SSym medunnmemo Ha ciaenehm HauumH:

Fu-Fo= Zf(uxv)v—la

rae u € S, n v € Sy, a o je (n,m)-madi.
Ha mpuwmep,

For - Foz1 = Fouass + Foarss + Fousiz + Faassr + Faoiss
+F o513 + Faossr + Fuso1s + Fasest + Fassol-

15
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Y omHOCy Ha OBakoO AepuHMUCAH IpousBon SSym je rpanyucaHa aiaredbpa
ca jemnmHUNIIOM 1.

Anrebpa SSym je takobe rpamyucana koaiarebpa, rie je KOmpou3BOI AaT
pa3zbujameM mepMmyTanuje Ha cBe Moryhe naumue. Ilpenusnuje, Hera je 3a
n-TOpKYy (aq,as,...,a,) PA3IUYATUX NPUPOIHUX OpOjeBa, HeHA CTAHAADIHA
nepmyTtanuja st(ap, as, . ..,a,) nepmyranuja u € S, mara ca

ui<uj<:>al-<aj.

Ha npumep, st(7143) = (4132). Koupowmszsonx A : SSym — SSym @ SSym je

nedumHMCAH ca
n

A(fu) = Z-Fst(ul,.‘.,ui) & -Fst(u“l,.‘.,un)v

i=0
3a u € S,.

Ha mpuwmep,

A(Fs5014) = 1® Fas014 + F1 @ Fuoiz + Fio @ Forz + Faz1 @ Fio
+F3491 @ F1 + Fss014 @ 1.

Y Bemnene onepanuje Ha SSYym cy carjacHe U Jajy CTPYKTYPY I'paayucane
noBe3aHe Owmasarebpe, ma je SSym m Xomndosa anarebpa. W3 medpunnnuja
MHOKEHha M KOMHOKEHa je jJacHO na oBa XoundoBa ajaredOpa HHUje HU KOMYTa-
TUBHA HU KOkKOMyTaruBHa. OHa je cebu ayasHa, Ipu vYeMy je m30MOpdu3am
nmar ca F, — Fi_i, [26].

Xondosa anredbpa Mansenyro-Pojrenayepa je Beoma 3HauajHa jep ce
MebDy menum XomnpouMm monanredpama M KOJIUYHUIMMA HAJa3e HEKe Ol Ha-
jBaKHUMjUX anaredbpu y aiarebapckoj KOMOMHATOPUIM, KAO MITO Cy ajaredbpa
CUMETPUYHUX (YHEKOUja, ajredpa KBas3M-CUMETPUYHUX (YHKNUja, aaredpa
HEKOMYTATVBHUX cuMeTpuyHux ¢yuknuja, Jlomej -Pornko anrebpa OmmapHUX
IpBETa U APYyTe.

2.2 KBa3u-cumerpuuHe (yHKIUje, CUMETPUYHE U HEKOMY-
TaTUBHE CUMETPUYHE (YyHKIUje

Heka je B monmanrebpa anrebpe gpopmaanux creneHux penosa k([zq, zo,...]| ca
npebpojuBO IPOMEHJ/EUBUX, KOja Ce CacCTOju O (GOPMAJIHUX CTEIEHUX PenoBa
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OTPAHUYEHOT CTeleHa, IpU dyeMy je cBaku r; cremeHa 1. Emement f € B je
CUMEMPUHG PYHKUUJG AKO CY MY KOC(PUIUjEHTU Y3 MOHOME

wytwgy gk m atwy?

jemHAK! 3a CBAKU HU3 PA3JUUYUTUX MPUPOITHUX OpojeBa ii,1s,...,1r. KIeMeHT
f € B je xsasu-cumempuuna pynryuja ako cy My KOe(@UIUjeHTH y3 HaBeIeHe
MOHOME jeTHAK! 3a CBAKU CTPOro pactyhm HU3 1] < i < -+ < i TIPUPOTHUX
opojesa. Ha mpuwmep,

[ =135 4 2125 + 203 + +a17] 4 2oy + T3] + - -
je KBa3m-cuMeTpuyHa (YHKIVja, a
g= 93%:172 + xla:g + ZE%(E?, + x1$§ +
je cuMeTpudYHA.

CkynoBu Sym cumerpuynHux n QSym KBa3U-CUMETPUYHUX (QYHKIHUjA CYy
nonasrebpe amredbpe GOpMATHUX CTEIEHUX PeIOoBa OTPAHUYEHOT CTEIeHa, U
ounraenqHo je Sym C QSym.

Komnosuyuja « HEHEraTUBHOT mesor 6poja m, y o3Hauu o = n, je a =
(o, 0,... ), o € N, Tarko ma je n = a3 + ag + -+ + ;. Kommosunuju o
6poja n npuapyskuhemo ckyn I(«) = {ay, a1 +ag,...,00 + -+ ax_1}. OBO
IpUAPY:KUBaE je Oujekmnuja usmehy kommosunuja o1 N U MOACKYIIOBA CKYIIA
{1,2,...,n —1}. 3a rommosunuje «,f = n pehu hemo na je a dunuja ox f
ako je I(f) C I(«a) u mucahemo f < a.

Anrebpa QSym KBa3u-CUMETPUUYHUX (YHKIUja MMa JUHEapHY 0a3y cauun-
IeHY OJ] MOHOMWjaJIHUX KBa3W-CUMeTPUYHUX ¢yHKnuja M,, Koje cy mHIeKCU-
pane koMmmosunujama « = (qq, g, ..., Q):

o a0k
M, = E L R e

11 < <ip

[IpousBom 0BUX MOHOMA y ajaredpu CTEIEHUX PENOBa MOKE Ce IPENCTaBU-
Ti Kao npeknanajyhu (niam kBasu) madi BUXOBUX KoMmo3umuja. Keasu-wada
KoMIo3unuja « m [ je mady HBUXOBUX KOMIIOHEHATA, IAe TOJATHO MOKEMO
3aMEHUTH NPOM3BOJLHO IIAPOBa CYCENHUX KOMIOHEHTH (o, [;) v madiy ca
a; + B;. Tana mvamo

M- My =Y M,

Y

re CyMUpaMo IO CBUM Npekjganajyhum madaoBuMa <y KOMIO3Unuja « u 3.
JenMHUYHEN eJleMeHT je MHACKCUpPaH IPa3HoM KoMmmosunujom Opoja 0, 1 = M.
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

Ha mpuwmep,
1.
7 j i 1<J
2.
M(l) . M(l,l) = (Z CBZ> (Z l‘jl‘k) = ZIZQCEJ + ZZE#B? +3 Z T Tk
i j<k i<j i<j 1<j<k

== M(271) ‘l‘ M(Q,l) + 3M(171,1).

Komuoxkeme A : OQSym — QSym ® QSym je HA MOHOMUjaJHUM KBa3U-
CUMEeTPUYHUM (yHKOUjaMa Ae(GUHUCAHO ca:

Ha mpuwmep,

A(M(l,l)) — 1 ® M(l,l) + M1 ® Ml + M(l,l) ® 1

Kojenuuuna je mopduzam anredbpum Koju cimka cBe nmpoMmensmsuse z; y 0.

Anrebpy kBasu-cumerpuvHux Gyarnuja je yseo ['ecesr 1981. romuue [15].
To je rpanymcana noseszana Xomngosa ajaredpa 4ynje cy KOMIOHEHTE CTEIEeHA N
reHepucane oHUM MoHoMuMa M, 3a Koje je o KOMIO3UIja IPUPOIHOT Opoja
n. To smaun na je dim(QSym)y =1 u dim(QSym), =2""' 3a n > 1.

Axko 3ameMapuMo pemocien y KoMmo3unuju, nobujamo maprunujy. I[Ipe-
MU3HUjE, NaApmuyuje A HEHETATUBHOT IeJor Opoja n, y o3Hamum A F n je
A= ()\1,)\2,...,/\k), )\z S N, TakO I[aje >\1 Z )\2 Z Z /\k nn = )‘1+)‘2++)\k
Ca Par(n) hemo o3HaumTu ckyn cBux mapruimja 0poja n, npu dyemy ce Par(0)
cacroju on npasue naprumuje (0,0,...,0). depurumemo

Par := U Par(n).

n>0

Kao Berropckm mpoctop, Sym mma 06a3y KOjy YMHE MOHOMUjAJIHE CHUMET-
puuHe (QyHKIU]je
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

rae je ¢(a) maprumuja Koja oarosapa xommnosunuju «. Ha mpumep, mzq11) =
M1y + Maga) + Ma ).

Kao anre6pa, Sym je cnobomuo rermepucana ciaemehum anrebapcku He3a-
BUCHUM CKYNIOBUMa cuMeTpuyHux (yukimmja [29]:

1) enemMeHTApHUM CUMETPUYHUM (YHKIUjaAMA €, = My, Tae 1" 3naum 1
MMOHOBJLEHO N MYTAa, Ta je

en = Z Tiy Xy, n>1 (eg=my=1).
11<<ip

2) KOMIIETHUM XOMOTEHUM CUMETPUYHUM ()yHKIU]aMa

hn:ZmA:ZMa: Z Ty, n>1 (hg=mg=1).

AFn afEn 11<<ip

3) cremeHUM CUMETPUYHUM (YHKIMjaMa

pn:mn:Zx?, n>1 (pp=my=1).

Axo 3a maprunujy A = (A1, Ag, ..., Ap) JePUHUIIEMO €\ = €y, €y, * - - €y, , OHIa
je cryn {ey : A € Par(n)} 6a3a ox Sym,, onocuo {e, : A € Par} je 6a3a on
Sym. Wcro To Bazku m 3a ckymnoBe {hy: A € Par} u {p): A € Par}.

Crpyrrypa Xongdose anrebpe je Ha oBuM Oa3aMa maTa ca

A(en) = Z e X €;, A(hn) — Z hz ® hj’
i+j=n i+j=n
A(pp) =1®pp +pn®1, Tj. P, Cy IPUMUTUBHY,

JIOK 38 aHTUIO Ba:KU

S(pn) = =pn, S(en) = (=1)"hy, S(hn) = (=1)"en.

3a MOHOMUjaJIHE CUMeTpUYHEe (YHKIUje BaKU
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

A(my) = Z m, @ my,

A=pUr

riae ce CyMupame BPIIM 110 CBUM HapOBUMAa ([, V) TAKBAM Oa je A HBUXOBA
ckymoBHa yHUuja. Ha mpuwmep,

A(ma11) =1@ma11+m1 @ma1 +me@myy+my1 @mae+Mmag @My +maq1 @ L.

Xongosa anredpa cuMeTpudHUX QyHKNUja je XondoBa momaaredpa aJre-
O6pe kBasu-cuMerpuyHUXx QyHEnuja. OHA je KOMyTaTWBHA M KOKOMYTATUBHA.
Sym je camonmyaJiHa, jep ce Ha HOj MOXKe Ne(GUHUCATH YHYTPAIIHY TIPOU3BOI
(hx,m,) = dr,, 38 cBe mapruimje A, /i, KOju 3aITOBOJbaBA YCJIOBE TeOpeMe

[1.5.4], u onna Baxkn

my < (h)\)*

Heka je NSym = k(H,, Hs,...) HeKOMyTaTUuBHA ajrebpa CJIOBOMIHO TeHe-
pucana npomenisusuM {H,},>1. Komaoxeme na NSym nepunumenmo ca

A(H,) = Y H;®H,,
i+j=n
raoe je Hy = 1.

Ako yBememo rpamyamujy Tako ga je H, cremema n, NSym moctaje
rpaayucaHa IOBe3aHa XoOIpoBa ajredpa, Kojy 30BeMO XomndoBa aiaredpa
HEKOMYTATUBHUX CUMETPUYHUX (YHKIU]A.

Jluneapry Ga3y 3a XOMOI€HE KOMIIOHEHTe cTemeHa n unHe {Hq}opy, 1€ je

Horaran) = Hay Hay - Hay.

Npean 7 remepucan kKomyTaTopuMma je Xonpos umeana y NSym, a
komuuauk NSym/Z je Sym, Xongposa anrebpa cumeTpudHUX (yHKIU]A.
Komnunnuko npeciaukaBame ciauka H, y KOMIUIETHY XOMOT€HY CHUMETPUYHY
GyHEINjY hg(q)-

I'panyucane Xondose anredope QSym u NSym cy nyanne, y rpaaynucasoM
cvucay [14]. Unentupuranuja usmehy QSym u (NSym)* je

M, < (H.)".

Taxobe, npecaurkasama NSym — Sym u Sym — QSym cy mebycobuo
AyaJIHa.
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

2.3 Xongosa anredpa gpBera

Jlonej u Pouko cy 1998. ronuue nedunncanm XomndoBy aiaredpy Ha IPOCTOPY
reHePUCAHOM IJIAaHADHUM OuHApPHUM apBeTuMa [24].

[ImarmaprO OpBO je opujeHTHCAHW rpad y PaBHU Ca jeTHUM HCTAKHYTUM
TeMeHOM Koje hemo 3Batm kopeH. OHO je OMHADHO aKO My je CBAKO TeMe
tpoBaJsienTHO. O3maumhemo ca Y, ckyn miamapHuX OWHAPHUX ApBETA cCa N
yHyTpammux TeMeHa. Eiaement T € Y, hemo 3Batm n-mpBo, a n he outu
meroB cremed. bpoj exemenara y Y, je n-tu Karamamos 6poj

(2n)!

n = nl(n+ 1)1

I'pagmune npsera T} € Y,, u 15 € Y, je npso T} VT, u3 Y, 1,41 KOje ce
nobuja cmajameMm KopeHa apsera 17 u Th.

A

Cuauka 1: I'pagmune dpsema

3a cBako apBo 1’ moctoje jemuucTrBeHa npsera 17 u Ty Tako ma je T =T,V Ts.

I[Inamapuo OWHApPHO APBO Ca HUBOMMA je IJIAHAPHO OMHAPHO MOPBO, HA
npuMep u3 Y,, YMjeM je CBAKOM YHYTpAIIlkheM TeMeHY TPUIAPYKEH Opoj u3
ckyna 1,...,n. Ilo nepunnumju, amBo Kopera je n. Tako, Ha mpuMmep, IpBETY
na Cuunu 2 oaroBapajy ABa ApBeTa Ca HUBOWMA, IITO je mpukas3aHo Ha Ciunm

3.
Osuaumhemo ca Y, CKyn miaHapHUX OMHAPHUX APBETA Ca 1 HUBOA.

CBakoM OWHADHOM APBETY Ca HUBOMMA MOKE C€ MPUAPYRUTU IMEPMY-
ramja o Ha caenehu maumu: o(i) je HMBO TeMeHa Koje ce Haja3u usmebhy
aucToBa ¢ — 1 u ¢, pauynajyhu cmneBa mamecuo. Tarko gpseruma ca Ciuke 3
omrosapajy mepmyraruje (231) u (132).

Tarkobe, cBakoj nmepmyranuju o € S, oAroBapa TAYHO jeTHO APBO U3 Y,.
To ce moxke nmokazatu uaaykimjom: Hu3 o(1),0(2),...,0(n) nogenumo Ha nBa
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

Cauxka 2: /lpeo

Cnura 3: Zpeema ca nusouma

nesa, oHaj mpe n u oHaj mocie n. Crammapam3anujoM CBAKOT O HUX HO-
OujaMo mBe MepMyTaluje, KOjuMa MO WHAYKTUBHO] MPETIOCTABIM OATOBapajy
OpBeTa ca HUBomMa. ['padTwHr oBa aBa IpBeTa naje APBO 3a 0.

Ilakne, mocroju Owujeknuja wm3aMelhy mIaHapHUX OWHAPHUX IpBETa Ca
HUBOMMa 1 mepMmyTamuja. Osmaummo ca 1 : S, — Y, IpeciukaBame Koje
je koMmo3unuja te dbujernuje u zabopas.sajyhes npecaukaBama Y, — Y,. VH-
IYKOBAHO JIMHEAPHO IpeciaukaBawme ¢ : k[S,] — k[Y,| nma nureaprm nyasn
v* Y, — Ek[S,] mobujen muenTrdrkoBameM cBake 6a3e ca HEHUM IyaJOM.

Tana Baxku V*(T) = > o, rme je Zyr :={c €S, |v(o)=T}.

Axo mHEKIY3MOHO npeciukasamwe ¥* @ [Y,] — k[S,] npommpumo aureapHO
ma " 1 YSym — SSym, rae je YSym = P, k[Yn], Basku crenehe:

o€Zr

Teopema 2.3.1. [24] Cauka unkaysuonoz npecauxasamwa * : YSym — SSym je
Xongoea nodanzebpa 00 SSym, oonocro, Y Sym nacaehyje cmpyxmypy Xongoae
anezebpe.

/loxas. IloBOBHO je MOKa3aTW Ma je CJAUKAa OBOI MPECJIUKaBama 3aTBOPEHA
3a MHOKEHme U KOMHOKewme u3 SSym. OBo je mocnenuna ciaenehe nee mewme,
nokasane y [24], koje mosesyjy rpadTunr ca omepamnujama y SSym.
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2 IIPUMEPH XOI®OBUX AJII'ELPH Y KOMGHUHATOPHUIINA

Jlema 1. Pectpurnuja mada MHOKeHa u3 SSym Ha ) Sym 3amoBosbaBa (pop-
Myy

T-T =T,V (T3 T') +(T-T) VT
rneje I'=T1VIhauT =T{VIin

| T=T="T-|.

Haxae, Y Sym je 3aTBOpeHa 3a MHOKEHE.

Jlema 2. Hera je T'=T1 VT € Vyimr1, voe T € Y, u'l; € Y,,. Pecrpuruuja
KOMHOKema u3 SSym Ha YSym 3am0BoJbaBa pesalujy

A(T) = Z(Tl(j) o) @ (T gy * Tagmiy) +T® |,

ak

rae je A(Th) =3 (Tig) @ T, ;) m A(T2) = 323 (Toge) @ To(_ypy)-

OBo 3maum ma je YSym 3aTBOpeHa M 3a KOMHOKEHE. ([l

Iakme, YSym wmma cTpykrTypy Xompose aarebpe, m 3oBemo je Jlomej-
Porro Xomndosa amnrebpa. Ona je HEKOMyTaTWBHA, HEKOKOMYTAaTWBHA, U
camonyasna [4].

Xomngose anredpe Ha HOPOCTOPY NJIaHapHUX ApBeta cy 1998. ronune
nepunucamu Kou u Kpajmep [21], kao u Bpaynep u ®paberu [7], na 6u
OIMCAJIV IPOIEC PeHOpMaJM3alnje y KBaAaHTHO] Teopuju mosba. llo3naro je na
cy Jlonej-Pouro, Bpaynep-®paderu n vekomyratusaa Kou-Kpajmep Xondo-
Ba anrebpa mebhycobHO m3oMopdHe.
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Cnenehu mujarpam npukasyje Bese ndMeby rpaayucannx XompoBux aJre-
Opu mpeACTaB/HEHUX Y OBOM IOTJIaBJBY. Y OBOM AWjarpaMy IyaJIHOCT 00je-
KaTa, Kao 1 MOop(dm3ama, IpeacTaBbeHa je PedIIEeKCjOM Y OHOCY Ha CPEeImny
XOPU30HTAJIHY JIMHU]Y.

/ o
Sym \ \ySym C_ SSym
N Sym /
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3 KOMBUHATOPHE XOII9OBE AJII'EGPE

3 KombOunaropue Xomngose anredpe

Y oBOM mOTJIAB/bY MPEACTABJ/bEHA j€ TeOopHrja KapaKTepa KOMOUHATOPHUX
Xondosux anrebpu, passujena y [I]. Porumna Xonposa anrebpa koHa-
YHUX I'PAAYNCAHUX IIOCETA je IOJIa3HU IpuMep KOMOMHATOpHEe XO0M(oBe ajre-
ope. IlpencraBmene cy Xomndoa anredpa rpagoBa U KBA3UCUMETPUUHUX
¢yurnuja. [lokazano je ma XomngpoBa anredpa KBa3MCUMETPUYHUX (DYHKIHjA
npencTaB/ba TEPMUHAJIHU OOjeKaT y KaTeropuju KOMOMHATOPHUX XOMI(POBUX
anredbpu. VM3Benenu cy kiracuyHu KOMOMHATOPHU MTOjMOBU, Kao mTo cy Mebu-
jycoBa ¢yHKIUMja IoceTa, 3acTaBa f—BEKTOp IOCeTa U XPOMATCKA CHUMET-
puuHa ¢yHEIUja rpada. Ilepmrmcane cy mapHa M HemapHa Oojajaredpa
roMbOmHaTOpHe Xomn(doBe anredbpe m marta jenHa IPUMeEHa TeOopuje KapakTepa
y nmobujamy pasHux HyMepudkux umuaenturera [32]. Ilate cy yuuBepsasne
penamnuje, mo3unare kao yommrene Jlen-ComepBuiose peramnuje, Koje OMuUCyjy
HenlapHy nonairedpy Xomndose anredpe KBa3sMCUMETPUYHUX (YHKIN]A.

3.1 I'pyma rapakrepa XomndoBe anredpe

Ilepumaumnmja 3.1.1. Hera je H Xondosa anredpa Hanm nomeMm k. Kapaxmep
Ha H je mynaruniaukaTuBHM JduHeapHU ¢yHEUMOHaJN ( : H — k. Iakmae, (
je nmHeapHO mpeciukaBame 3a koje Baxku na je ((ab) = ((a)((b), 3a cBako
a,be Hu ((1)=1.

KonBosmynujcku mpousBon nBa kapakrepa ¢, : H — k, nat ca
H2 HoH 2% kok ™ k

takobe je kapakrep. OBaj mpousBoxn hemo o3zmavaBatu ca . CKym Kapak-
repa X(H) npoussosmue Xoudose anrebpe je rpyna y OAHOCY HA KOHBOJLY IV~
jCKO MHO:Keme. JeqUHUYHM eJIeMeHT je KOje IMHUIA €y, a MHBEP3 KapaKkTepa
je oSy, rme je Sy autunon on H. To moxkemo s1ako mpoBepuTu Kopuctehu
AKCUOMY aHTUIIONA W UMHEHUIYY Ia je ¢ Mopduzam aaredpu:

p(poSu)=mpo(p®(poSu)) oAy =mpo(p®p)o(id® Sy)o Ay =
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=gpompyo(id® Sy)o Ay =@ouygoey =upoeyg = ey,

rae cy ug u ui jemunuie on H u k.

Ako je Xomdosa anrebpa H rorkomyTaruBHaA, rpyna kapakrepa X(H) je
AbGenosa.

Csaku mop¢uzam Xonposux anrebpu « : H — H umuaykyje mopdusam
rpyna kapakrepa o : X(H) — X(H') koju je mepunucan ca a*(¢) = ¢ o« 3a
¢ € X(H). OBo je TayHo, jep 13 UMBEHULE Oa je o MOp¢pu3aM anrebpu cienu
na je a*(yp) rapakrep Ha H', a momro je a m mopduszam roasurebpu, o he
duTu XOMOMODp(dU3aM Ipymna.

Ha cBakoj rpanymcanoj XompoBoj anredpu MoOKeMO ne(pUHUCATY KAHOH-
CKM ayTOMOpduszam

hs h = (—=1)"h,

rne je h € H, xomorenu esneMeHT crenesa n. OBO IpecinKaBame je OUNTIIEeTHO
uHBOJIynuja: h = h, ma MHAYKYje UHBOJYIU]Y © — @ HA TPYIU KapakTepa Of
H, naty ca

o(h) = (=1)"¢(h) 3a h € H,.

Hedunuunuja 3.1.2. 3a kaparrep ¢ rpaayucane Xomndose aaredbpe H rakemo
Ia je napan axo je

a 1a je HenapaM axo je

[Tapau rapakrepu umae noarpyny rpymne X(H) xojy hemo o3maumtu ca
X, (H). Cryn menapuux kapakrepa X_(H) y ommreMm ciiyyajy HUje MOArpyma
on X(H), anmu he To BaskuTn kana je H KOKOMyTaTUBHA.

Csaku Mopdusam Xonposux anrebpu « : H' — H uyBa KaHOHCKY WHBO-
aymujy, mwro 3Haum ga Mopduszam rpymna oF @ X(H) — X(H') uyBa mapue u
HETapHe KapakTepe.

Ipumep 3.1.3. 3a mpoumsBosan kKapakTep ( rpamgyucane Xompose aiaredpe

H mocroju mpupomaH HAYMH Oa Ce KOHCTPYWIIE HENapaH Kapakrep moMohy
wera. lepurummmo

Tana je

7=(1(=(=v
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3 KOMBUHATOPHE XOII9OBE AJII'EGPE

na je v Henapas. lepuHMmuMo 1 KapaxTep

Iy

X = C

3a Bera BaxXU

X=CC=C(C

Axo je H roxomyrarmsHa, Tazna je (¢ = ((, ma je y mapas.

Haname hemo mpernmocraButu na je H rpaayucana, moBe3aHa, JOKAJIHO
koHayHa Xomndosa anredbpa. Ca H* oszmaumhemo rpanyucanu nyasa on H,
H* = ®n20 H’. 3a matu nuHeapHU (yHKIUOHAJ ¢ : H — k yBOIMMO O3HAKY

I[TomTo KOMHOKEHE Ha H uyBa rpaayanujy, mMaMo

(Wﬂ)n = Z %‘%4-
=0

3a raparrep ¢ he BaskuTu u g = €. Takobhe, ako je KapaKTepPUCTUKA TOJHA
k paznmuumta on 2, kapakrep ( je mapaH ako X caMoO ako je (o,+1 = 0 3a cBe
n > 0.

Y [ je moraszama cneneha BaskHa Teopema O paszjaramy Kapakrepa Ha
napaH u HemapaH meo. HaBomamMo yKpaTKO mOKa3, jep Cy HaM THU OEJIOBU
BeOMa 6I/ITHI/I Yy OHOME HOITO CJenou.

Teopema 3.1.4. Hexa je H 2padyucana nosesana Xongosa anrzebpa nad nomsem
k wuja je xapaxmepucmura pasasuvuma 00 2. Ceaxu xapaxmep ¢ : H — k moxuce
ce Ha jeduHcmeern Ha%ul npeodcmasumiu Kao npoussod jedHoz napHoz U jednoe
HENAPHOZ KAPAKMEDPQ:

¢ = (-

IHocebro, jedunu Kapaxmep Koju je u napakr U HENGPAH je MPusujastu, mj. Koje-
QUHUY Q.

Zoxas. Ilokazahemo npBo na 3a matu kapakrep ( : H — k moctoju jenmuCTBE-
HU Kapakrep p: H — k tako ma Basku:
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C=p(tpup=e

13 (()p = (p("'p)n caema ma, axo xohemo ma KOHCTPYWIIEMO p, MOPAMO Ja
pemmmo ciaenehe jennaumne y H*, 3a cBako n > 1:

=2+ + D pilC i

i+j+k=n
i,j,k<n

[TomTo je mo/e KapakTEPUCTUKE PAa3IUYUTE OO 2, OBE jeTHAUYUNHE UMajy
JEOWHCTBEHO pPellene p,, KOHCTPYUCAHO PEKYP3UBHO U3 Py = €.

Iokaskumo cagna na je kapaxktep p nmapaH. Mmamo
C=p"'p = C=pC"p = CT=pp " = (=0""p

N3 jenuHCTBEHOCTM TOPE KOHCTPYUCAHOT p, CJIead Aa Mopa Outu p = p, TO
ject, p je mapan. O3naunmo p ca (.

Hexa je ¢ = (()7'¢. Tama je ¢ = (. m

C=G=ENGCG) =G = ()T

na je (_ memapan. OBUM CMO TOKA3aJU €r3UCTEHIN]Y MapHOT W HEMapHOT
KapaKkTepa Yuhju je Tpou3BOL (.

Hera je ( = ¢y, roe je ¢ mapan u 1) HemapaH, APyTra ACKOMIIO3UIA]A.
Tana je

C=o¢p =y,

a c Apyre crpasHe

p(Tlo=pyp oo =yl
Hakne, ¢ = ¢( '¢. 360r jeAUHCTBEHOCTH OBAKBE IEKOMIO3UIHUjE MOpPA
BaskUTH @ = (4, a oHAa je m ¢ = o 1 = (_.
OJ

Kapakrepe (, m (. nHazmBahemMO mnapHUM, OMHOCHO HEMAPHUM [AEJIOM
Kapakrepa (.

KanoHCEKM KapakTepu v m X M3 IpuUMepa IIOBE3aHN CY Ca OBOM
MEKOMIIO3UIjoM Ha cienehu HauwmH:

v=((_)? u, ako je H xoxkomyTatusHa, y = ((;)* .
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Baucra, u3 jemmaxoctu ¢ = (,('¢y cremm ma je (()7' = (¢1)7'¢(¢) 7Y, ma je
(=)™ =C =,

no camoj medummmuju v. Axo je H xoxomyTaTuBHa, jemsaxoct ( = ( (7'C,
noctaje ¢ = ((4)?¢Y, omakie, mo mepununuju x, caema x = (¢4 )2

3.2 YBobeme romOmHaATOpHUX XON(POBUX AJIredpm

Hepuannuja 3.2.1. Kombdunamopra Xongoea anzebpa je map (H,(), raoe je H
rpaayucaHa, IIOBe3aHa, JIOKAJHO KOHauHa XompoBa aiaredpa Ham MobeM k, a
( : H— k je xapakrep.

Mopo¢uzam rombunaToprux Xomndosux anarebpu « : (H' (') — (H,() je
Mopduzam « : H' — H rpanyucanux XomnpoBux aarebpu takas na ciaemnehwu
oujarpaM KOMYTHUPa:

«

H———H

ey €

Kombunaropre Xongose anrebpe Hanm mo/beM k, 3ajeIHO Ca CBOJUM MOD-
¢m3MmMa, YmHE KaTeropujy koMOumHATOpHuMX XompoBux anaredpum HaL k.
Kanonckm kapakrepu Koje mpuapy:kyjemMo (-KapakTepy KoMOMHaTOpHE XOII-
¢doBe anredpe cy:

("' =(oSy je Mebujycos rapaxrep,
x = (¢ je Ojnepos rapakrep,

v = ("I je memapaH KapakTep.

IIpumep 3.2.2. Pormaa Xomngosa anredopa

Heka je P womauan mapuujanuo ypeben ckyn (mocer) ca MUHUMAJIHUM eJie-
MeHToM Op m MakcuMagHuM ejdemeHToM lp. Pehu hemo ma je P rpanyucan
aKO CBU HETOBU MAKCUMAJIHU JIAHIM WMAjy WCTY Oy:kuHy. Panr mocera P
je nmysxkwmHa MakcuMmasiHOT janma on Op mo lp. 3a rpaamyucamu mocer P
¢yurmmja pamra vk : P — N je mara ca rk(zr) je panr mocera ([0,x]), rme
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je [0,2] ={y : 0 <y < x}. Axo je P rpanyucan mocer panra n + 1, meros
f-eexmop medunume ce Kao

f(P) = (anfla"'vfnfl)a

rae je f; 6poj ememenara mocera P panra i+ 1. Kako P uma jemuHCcTBEH
MUHUMAJHN ejgeMeHT Op ¥ MakCUMaJHU eJeMeHT lp, Baxu f_ = f, = 1.

Tarkobe, 3a rpanyucanm mocer P pamra n + 1 m roMmo3unujy o =
(o,...,0) En+1, ca f, o3aaunmo 6poj manana Op = 29 < x; < -+ < x = lp
TakBux na je rk(z;,_1,x;] = o; 3a cBaro ¢ = 1,..., k. Huz {f,(P)}arns1 Ha3UBA
ce ¢uez man 3acmasa f-sexmop mocera P.

Hexa je R BeKTOpPCKM IpOCTOP HAMI MOJbEM k, yrja je ODa3a CKYI CBUX KJIaca
M30MOP(HUX KOHAYHUX I'PALYMCAHUX HOoceTa. R je rpamgyucaHa, IOBe3aHa
XongoBa anaredbpa, rge je rpagyanuja gaTa 1Mo paHry noceta. MHOxeme je
IlekapToB mpoOM3BOI mOCETA

P-Q:=PxqQ,
JEMUHUYHU eJIEMEHT je je THOYJIAHU TOCET, KOMHOKEhE je

A(P):= > [0p,z]®][z1p],

0p<z<lp

a KojequHUIa je

] 1, awo je Op = 1p,
€(P) = { 0, aro je 0p < 1p.

OsBze je, 3a z,y € P, ca [z,y] o3naven nornocer {z € Plr < z < y}.

OBa Xondosa anrebpa ce npBu IyT jaBsma y pany Jouu u Pore [23]. Ona
je n xomOunaropra Xomngosa anredpa, Ipu 4YeMy je sema pynxyuja nocema
nara ca ((P) =1 3a cBaku nocer P.

N3pauyrajmo Bpemroct Mebujycosor kapakrepa ¢~ !. U3 (71 = € nobu-
jamo

(" Y([z,7]) =1 3a cBako * € P u Z (" Y[z,2]) =0 3a cBako = < y u3 P.

x<z<y

OBo je tauyno nepumuunuja MebujycoBe QyHKIMje Ha IOCETHMa, Ia CJIEAN Ia
je Mebujycos kapakrep (! waacuuma MebujycoBa (GyHKIUja [, Y CMUCITY

¢~H(P) = u([0p, 1p)).
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Pazmorpumo cana Ojaepos rapakrep Y. Mmamo

n

X(P) = (=1)H0rd =3 (=1) fi(P),

z€P 1=0

rae je n = rk(P), a f;(P) je 6poj ememenara u3 P panra i, Tj. KOMIOHEHTA
f-BerTOpA.

Ipumep 3.2.3. Heka je P k-BekTOpCKU MpoCTOp Yuja je 6a3a CKym CBUX KJaca
n3oMop¢u3aMa KOHAUHUX IOCETa, KOju He Mopajy OuTu rpanyucanu. P je
rpamyucaHa, moBe3aHa XomgpoBa ajaredOpa, rue je creneH nocera P O0poj me-
rOBUX eJjieMeHaTra, y o3Hauu #P. IlpousBosn je mucjyHKTHA yHUja MOCETA

P-Q:=PUQ,

jenmuHUIa je Tpa3aH CKYIl, a KOMPOU3BOI je

A(P) =) T®(P\I).

I<P
Osme I < P smauu na je I dowu udean om P, To ject, ako je v € Py e Il n
r <y, tamna r € I.

[Ipoctop P mocraje romOuHaTtopHa XomndoBa aiaredpa axo geGUHUIIEMO
kapakrep ( : P — k ca ((P) =1 3a cBaku nocet P.

3.3 TepmuuasmHU O0jeKAT Yy KaTEropuju KOMOWHATOPHUX
XongoBux ajaredpu

Ha Xongosoj anredpu kBazu-cumMeTprdHux ¢Gpyurnuja QSym nepmaucahemo
KAHOHCKM KapakTep, Tj. MopduzaMm anredbpu (o : QSym — k ca

Co(z1) =1 m (o(x;) =0 3a cBe i # 1.

BpennocT kKaHOHCKOT KapakTepa Ha MOHOMUjAJHO] Oa3u je

1, ako je a = (n) nau (),
0, wmnHade.

Co(My) = {
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[Tomro je Xomngposa anredbpa HEKOMYyTATUBHUX CHUMETPUYHUX (YHKIL]ja

NSym nyamna anrebpu KBasu-CUMETPUYHUX (YHKIU]A, IPUA YEMy €JIECMEHTY
OB o, BaXKU je ITHAKOCT
M} omrosapa H,, Baxknhe jemakxoc

CQ‘(QSym)n - Hnu

meDy emementuma u3 (QSym,)* = NSym,,.

Y rateropuju koMOrHaTOpHUX XoudoBux anaredbpu (QSym,(g) je TepMu-
HaJyHU o0jekar [1].

Teopema 3.3.1. 3a ceaxy xomburnamopny Xongosy anzebpy (H,() nocmoju

jeouncmeernu mopdusam xomburamoprur Xongosur anzebpu

U (H,¢) = (2Sym, (o),
xoju je 3a h € H, dam ca
U(h) = Calh)Ma. (2)
afEn

Oesoe je, 30 o = (avq, ..., a ), (4 KOMNOUYU]A

(k—1) ok
HAL; H®k—>Ha1®®HakC—>ka

20€ je HEOZHAYUENO NPECAUKABAME KAHOHCKG NPOJEKUUJA HA TOMOZEHE KOMNO-
HeHme.

O

Kana je peu o kokomyTatuBHuM XondposuM anredbpama, Xomndosa anredpa
CUMETPUYHUX (QYHKIMja 3a10BOJHABA WMCTO YHUBEP3AJHO CcBOjcTBO. Heka je
(s : Sym — k pecTpurnuja KaHOHCKOT Kapakrepa (o : QSym — k,

1, ako je A = (n) uwmm (),
0, wunHaue.

Cs(ma) = {

Teopema 3.3.2. 3a ceaky xoxomymamueny xomburamopry Xongosy anszebpy
(H,() nocmoju jeduncmeenu moppusam xombunamoprur Xondosur arzebpu

U (H,()— (Sym,(s).
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O

Ipumep 3.3.3. Hera je R Porumma Xomdosa anrebpa. Ilo Teopemu [3.3.]]
mocToju MOpdu3aMm rpaayucannx Xomndosux aarebpu ¥ : R — QSym. Axo je
P rpanyucan nocer panra n u « = (ay, ..., ;) KOMOosuimja 6poja n, Tama je
(.(P) 6poj nanamna

Op=zo< <<z, =1p

y P rakBux ma je rklzi_1, 2] = «; 3a cBako ¢ = 1,..., k. OBo 3Haun na je (,(P)
sanpaBo f,(P), 3acraBa f-Bekrop ox P, ma mmamo

UP) =D fulP)Mo= Y aptenl gl
afEn Op=20<z1<-<zp=lp,

i < <ip

OBaj mopdusam je yseo EpenGopr [11].

IIpumep 3.3.4. Xpomarcka XomngoBa ajaredpa

Hera je G BerTOpckm mpocTop Haa mosseMm k uuja je Ga3a CKyO CBUX KJaca
n3oMopduzama konayaux rpadosa. Hera V(G) o3nauyaBa ckyn temena rpaga
G. 3a S C V(G) oznaummo ca G|g rpad uuju je ckyn temeHa S, a UBUIE CY MY
one usuIe n3 G ynja cy oba kpajay S. § je rpagyucasna, nopesaHa Xondosa
agrebpa, rae je rpamyanuja mara mo 6pojy temena rpada |G| = #V(G) ,
MHOK€EH€e je NUCjyHKTHa yHuja rpadosa G- H := G L H, a konpoussBox

A(G):= D> Gls®dlse.

SCV(G)

[IpumernMmo na je oBako meUHUCAHO KOMHOKEHE€ KOKOMYTATWBHO.

3a rpad kakeMo ma je duckpemar ako Hema uBUIE. AKO mehUHUIIEMO
npeciaukaBame ( : G — k ca

| 1, arxo je G muckperan
(@) = { 0, umHaue,
(G,() mocraje KOkOMyTaTuMBHa KOoMOMHAaTOpHAa Xomndosa aarebpa. Ilo teo-
pemu [3.3.2], nocroju moppuzam ¥ : G — Sym. Axo je G rpa¢ ca n TeMeHa 1
a = (aq,...,q) KOMOO3UIja 6poja n, Taga je (,(G) 6poj ypebenux merom-
MTO3UITA] &

33



3 KOMBUHATOPHE XOII9OBE AJII'EGPE

V(G):Sll_II_ISk

rakBux na je G|s, muckperan m #5; = a; 3a cBako i = 1,..., k.

IIpasuano bojewe rpada G je npecaukasame [ : V(G) — N TakBo ma je
f(v) # f(w) rama cy TtemeHa v m w moBe3aHa WBHMUIOM. [IpumernmMo ma 3a
cBaky ypebeny mexommosunujy ckyma temena V(G) = Sy U --- U Sy u no3u-
TUBHe Opojese i1 < --- < i} HOCTOjU HpaBWIHO Oojeme f mato ca flg, = ij, n
obpuyTo. V3 nepmHunuje MoHoMujasHe Oa3e m GopMmye ciaemu na je

=2 1 =

f veV(G)

rje ce CyMUpame BPIIU MO CBUM NpABUIHUM Oojemuma rpada G. PyHROU)jY
U(G) 3oBemo Cmenaujesa xpomamera cumempuuna gynkyuje rpada [30].

Y wapemamMm npumepuMma nocMmarpahemo XongoBy anareOpy KBasu-
cumerpuuHnX ¢yHENZja u Mopdusam V¥ : QSym — QSym u3 reopewme [3.3.1]
3a pasiaumuute Kapakrepe ( mHa QSym.

Axo cy a u [ mBe roMmmosurmje Opoja n, M3 AeQUHUNNIjE KOMHOKEHA Y
OSym cnemu na je

Ca(My) = { g(Mm)-.,g(Mﬁl), axo ie o <

, nHAYE,
rae cy rommosunuje f,...,[0 nedpuuucane ca f = [i---[ (HamoBe3uBame
rkomnosunuja) u o = (|51],...,|G]). Popmyna Taa TIacu
Z C Mg,) -+ (Mg, ) Mg,).... 5 (3)
B=pB1-

Ipumep 3.3.5. Heka je m € Z u \Ilm : QSym — QSym jenuHCTBEH MOP(OU3aM
Xonposux anredbpu 3a xoju je (g o ¥, = (&, mM-TU KOHBOJYIU]CKM CTEICH
on (o. IlonoBo m3 meduuunmje xKoMHOKewma y QSym ciaemu na je 3a CBaky
KoMIo3unujy (3 M HEHEraTWUBHU 11e0 Opoj m

o = (7). (4)

rae je k(B) myskuna rommosunuje 3.
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Onna, no (3)), mmamo

U, (Mg) = ) (k(Tgl)) T (MZ)) Migy).....|8u1)-

B=B1-Bn

IIpumep 3.3.6. 3a mary roaaredbpy C, xkoonozummna roasnredbpa CP ce mobuja
IPOMEHOM penociiefla TEH30PCKUX (akTopa y kompousBoxy m3 C, 1j. AP =
7oA, rme je T TBUCT MpeCiuKaBame. [[puMEeHNMO YHUBEP3AJIHO CBOjCTBO HA
(H,¢) = (QSymC"p,Cél). Mopouzam Xondosux anredbpu QSym? — QSym je
ynpaBo antunon S uz QSym, momto je S : QSym — QSym armTumopdumzam
Koaaredbpu u Baku (oS = Cél. To 3naum na hemo u3 Treopeme nobuTu
eKCIUIMIUTHY (opMysIy 3a antunon y QSym. W3 , uMmajyhu y Buny na je
(7}) = (=1)*, mobujamo

Co'(Mg) = (=1)*7. (5)

Taﬂa, IIOIIITO je ACOP(M(Ql,...,ak)> - Z,’;:O M(az-_;,_l,...,ak) ® M(al,...,ai)a q)OpMyHa "
naje

S(Mg) = (=1)*P > " M,,
a<p

rie je 3a 6: (51,52---,5k)7 5: (Bka"'aﬁ%ﬁl)'

3.4 Hexku noeHTUTETH 32 MYJTUHOMHE ¥ TIEHTPAJIHE OU-
HOMHe Koe(dumujeHre

[Mapuu u wenapuu nenosu, (o)t U ((g)_, yHUBEP3AJIHOT Kapakrepa (g Xom-
doBe anrebpe KBa3u-cUMETPUUIHUX QyHEIUja QSym Cy eKCIIUIUTHO U3pady-
watu y [2](Teopema 3.2.). 3a romnosumujy o = (ai,...,a;) Opoja n, Heka
k(o) m ko(a) pemom o3mauaBajy OpojeBe MApHUX U HENAPHUX [IEJI0BA Y
a. Osmaummo ca C(0,m) = (*") menrpanuu GUHOMHM KoepuUIUjeHT, a ca

%C’(l,m) = mLH(QnT) m-tu Karananos 6poj. Tana je

_1)ke(@)
(Co)-(M,) = { Q(MIBWO(Q |ko(v)/2]), 3a a), memapam (6)
0, 32 aj TApPaH;
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%C(l,ko(a)ﬂ —1), 3a a,a, HEmapHe, n HapaH

(Co)+(Ma) = 1, 3a a = (n), n napan
0, uHaye.

(7)

[Tapau 1 HETApHU NEJIOBU MHBEP3a YHUBEP3AJHOT KapaKTepa Cél, KOju Cy
nzpauysatu y [2], (Teopema 8.4.), natu cy ca

_1)k(@)
(CoN)_ (M) = MWC(O, |ko()/2]), 3a a; Hemapan (8)
Q 0, 3a a; mapaH;
(—1k
(CoY) 4 (M) = S C(0, ko) /2), 3a n mapad (9)
Q 0, 3a N HemapaH.

Tspbema koja ciene no xkpaja oBOT onesbKa (OPMYJINCAHA Cy U JOKA3aHA
y pany [32].

Teopema 3.4.1. Kanoncku kapaxmepu (4 u (— xombunamopre Xongoase anzebpe
(H,Q) cy na zomoeenum eaemenmuma h € H, damu ca:

Ce(h) =)~ Cal(h)(Co)+(Ma). (10)

aEn

Iapru v nenapru deo (C1) 1 u (1) uneepsnoz xapaxmepa (™1 damu cy na
TOMOZERUM eaemenmuma h € H,, ca:

(CMe(h) = Calh)(Cg") £ (M), (11)
afEn

Joxas. Heka je V: (H,() — (QSym, (o) yausep3amaau Mmoppuszam u3 Teopeme
3.3.1 Upenturer HEIIOCPEIHO CIIENN 3

C+ = (Co)ro V.

Hera cy Sy u Sg antunomm Xondosux anarebpum H n QSym. VuBep3uu
Kapakrepu (! u Cél natu cy ca ("1 = oSy u Cél = (goSg. Mopduzam V¥, kao
Mopduzam XompoBux aiaredbpm, KOMyTupa ca astTunoauma, Sg o ¥ = o Sy.
Omasrme je

36



3 KOMBUHATOPHE XOII9OBE AJII'EGPE

(gl oW ={(g0Sg0W =(goWoSy=CoSy=(".

To smaum ma je ¥ : (H,(7') — (QSym,(5') mop¢usam koMOMHATOpHMX
Xongosux anredpu. Onna je

(e =0(¢g" )0 V.

OsBo nokasyje jemnakoct (|11)). O

ITocnemuna 3.4.2. 3a komburnamopny Xongoey aneebpy epagosa (G,() saxnce
caedehe jednarxocmu:

@)=Y Y GGG

JCV(G) al=|J],B8=]T¢

7e)(Ce)+(Ma)(Co) - (Mp), (12)

CHE) = DY D GGG ¢+ (Ma) (M- (Mp). (13)

JCV(G) af=]J|,BE] ¢

Joxasz. OBe jemnaxkocTtu nobujaMo Kajga 3aMeHUMO (OpMyJie u 3a
Xonu¢posy anrebpy G, y uaeHTUTETE

C=CG m (=)=
U

N3 ¢opmyna (10)-(13)) mory ce moburtm 3aHUMILUBA HYyMEPUUKU WIEH-
TUTETU, Y 3aBUCHOCTU OJ KOMOWHATOPUEKE IrpadoBa.

n ) _ n!
a1 as...ar/ ~ ailas!---ag!
O/IroBapa KOMIO3UIAjU « = (a1, ag, . . ., ay) = N.

Osraunmo ca (Z) = ( MYJITUHOMUjAJIHA KOCPUIUjEHT KOjU

Tepbeme 3.4.3. 3a ceaxu napan npupodan 6poj n eaxnce jednaxocmu:

Y (—1)ke(@)+1
1+ 3 (a) (;Zo—(a)cu, ko(a)/2 — 1) = 0,
akEn

a1, i) HENAPHU

n\ (—1)k@)
> (a) %0(0, ko(a)/2) = 0.

afEn
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Aoxas. Oznaunmo ca D, muckperan rpad ca n remena. [lomro cy kapaxkrepu
(L m C;l HAPHU U MYJITAIIMKATUBHYA, UMaMo 1a je (4 (D) = C;l(Dn) = 0 3a cBe
npuponse n. ['OpHBU UACHTUTETH ce OHAA A00ujajy U3 u (9), samemyjyhu

h:DnyM. 0

Tepbeme 3.4.4. 3a ceaxu npupodarn 6poj m eaxnce jedHaKocmu:
i1 20— 2\ (2m =21\ _1(2m
—~1\1-1 m—1) 2\m)’

BCC )

=0

Hoxasz. Hexra je K, xoMmiaeTHu rpad ca n TeMeHa, Tj. rpa¢ 4Umja Cy CBaka
IBa TeMEHa MOBEe3aHa MBUIIOM.

. [ nl, Baa=(1,...,1),
Tama je Ca(Kn) = { 0, saa#(l,...1).
nobujajy u3z (6)-(9), samemyjyhu G = Ky, y (12)) u (13).

Tpakene jemHakocTu ce OHIA

O

Hanomena 3.4.5. NUnenturetu u3 Tepbhema [3.4.4] cy KIacUYHU HYMEPUUIKUA
UICHTUTETU. 3a APYTU O FHBUX MOCTOjU BUINE KOMOWMHATOPHUX TOKA3a, OII
I'ecenoBor npukasanor y [22], no majuosujux [10].

3.5 Ilapma u HemapHa nonajiredpa komomHaTopHe Xongose
aJjireope

Jeduaunmja 3.5.1. Heka je H rpanyucana, noBezana Xomndosa aaredbpa u
HeKa cy matu Kapakrepu o,1 @ H — k. Ca S(p,¢) oszmaumhemo majsehy
rpaayucany moakoaJaredopy om H TakBy ma je

V he S(p,v), o(h) =p(h),

nok hemo ca I(p,1) o3uaunTty nnean oxn H* reHeprucan ejeMeHTAMA

Spn_,ébn) TLZO
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Teopema 3.5.2. [1] 3a S(p,v) u I(p,1) samcu caedehe:
(a) S(p,¢) ={h e H | (Vf e l(p,9)) f(h) =0}
(6) 1(p, ) je epadyucarn Xongos udean y H*.
(8) S(p,) je epadyucana Xongosa nodanszebpa 00 H.

(2) Xomozenu eaemenm h € H npunada S(p,v) axo u camo axo

(id ® (p — ¥) @ id) o AP (h) = 0. (14)

Jokas. Oszmaummo ca I[(p, )" :={h € H | (Vf € I(p,¢)) f(h) = 0}. ITomro
je I(p,1)) remepucan XOMOT€HUM €JEeMEHTUMAa, OH je rpamyucan uneasa y H*.
[To Tepbemy 1.5.23 u3 [9], I(p, 1) je rpamyucana momxoanre6pa omx H.

Axo h € I(p, ), Tana je

p(h) = Sppn(h) = Zpibn(h) = (h),
jep o — Uy € I(p,0), ma je I(p, )= C S(p,v).

Heka je cama C rpanyucana nonkoanre6pa on H taksa na je ¢(h) = (h)
3a cee h € C, u mexa je h = Y h, u3 C. Ilomro je C rpangyucana, cBaku
h, € C, na je

(&n = ¥n)(h) = (on = ) (hn) = (¢ = ¢)(hn) = 0.

Hakne, (¢, —¥,)(C) =0 3a cee n > 0. KRaro je C nozmkoaarebpa u I(p,1))
ymeaJs T€HEPUCAH ca ¢, — U,, n > 0, cuenun ma je f(C) = 0 3a ce f €
I(p,v). Bmaum, C C I(p,)*, na cmo mokazama u na je S(p, ) C I(p, ),
1j. TBpheme (a).

Axo cy C'u D rpanyucaune nmoakoasredbpe on H, TO je 1 HUXOB MPOU3BOI
C - D. Takobe, momro cy ¢ u ¥ KapakTepu, UMaMO

(o —V)(zy) = (¢ — V) (@)p(y) + Y(x)(p — ¥)(y).

Omanze, axo je (¢ — ¥)(C) = (¢ — )(D) = 0, omna je (¢ — ¥)(C - D) = 0,
na caemu na je S(p,v) - S(p, ) C S(p,¢). Tarkobe, Hy = k - 1 je rpanyucana
noagoanrebpa on H u (1) = ¢(1) = 1, na je ona canpsxkana y S(p, ). Hakue,
S(p,1) je nomanrebpa ox H, na je, no (a) u tBphemy 1.5.26 uz [9], I(p, )
koumeasn y H*. OBuM je koMmirerupan nokas tBpbema (0) u (8).

Ocraje ma morazkemo neo (2). Heka je h XOMOreHU ejeMeHT, KOJU 3a70-

BOJLABA . Tana je

39



3 KOMBUHATOPHE XOII9OBE AJII'EGPE

> (id @ (0 — i) @ id) 0 AP (h) = 0.

n>0
Caku 4aH y OBOj CYMU je XOMOTEH U (bUXOBU CTEIEHU CY PA3IUYUTUA. 3aTO
je, 3a cako n > 0,
(id ® (pn — ¥n) ®id) 0 AP (h) = 0.
Heka cy A\ u p mpousBomuu enementu u3z H*. 3akmydyjeMo ma je 3a CBaKO
n >0,
(Alpn = ¢n)p)(h) = (A ® (n — tn) ® p) 0 AP (h) = 0.

Crnemu na je 3a cako f € I(p,¢), f(h) =0. Onasze, no (a), h € S(p, ).

O6puyro, Heka je C rpanyucana nogkoasnrebpa on H taksa na je (¢ —
P)(C) =0. Tana je

(id® (¢ —¥) ®id) o AP(C) C O (p —¥)(C)® C =0.

Iakne, cBaku xomorenu enement u3 C' 3anososmasa (14)). IToceGuo, oBO Basku
u 3a C' = S(p,1), mro koMmmieTupa noka3 TBphema (2). O

VI3 mperxomHe TeopeMe HENOCPENHO CJeNV nOa IIOCTOjU M30MODPQU3aM
rpanyucaHnx Xoun(oBux aaredpu

Cneneha nBa tBpbhema 3a ommru ciaydaj buhe HaM HEONXOAHA 3a MApPHY
U HEIIAPHY TOIK0AJIrebpy.

Tepbemwe 3.5.3. [1] Hexa cy ¢,¢’, ¥, ¢ xapaxmepu na Xongosoj anreebpu H.
IIpemnocmasumo da eaxncu

1/}7190 — w/flgpl UAL QOQ/}il — @/wlfl.
Taoa je

S(p, ) =S¢, 9") u I(p,¥) = 1(¢',9).
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Tepbeme 3.5.4. [1] Hexa je o : H — H mopdusam 2padyucanur nosesanus
Xongoeur anzebpu. Hexa cy ¢, wapaxmepu 00 H u ¢’ :== poa u ' =1 oa.
Taoa je

() a(S(¢',9")) € S(p,9);
(6) I(¢',0') je uoean 00 (H')* 2enepucan ca o(I(p,1)).

Ilocebro, axo je a unjexkmusHo, mada je

S(¢' ") = a7 (S(e, ) w (¢, ¢) = a*(I(p, V). O

Heduannmja 3.5.5. Heka je (H, () kombunaropua Xongposa anrebpa. lapra
u HenapHa nooxoanzebpa on H cy, pecneKTuBHO,

S.(H,¢) == S(,¢) w S_(H,¢) == 5(C,¢7Y).

Hapru n nenapru udean ox H* cy, penom,
[+(H7 C) = I(ga C) u [*(H7 C) = I(Ea Cil)‘

Kopucrehu nperxonne pesynrare, modbujamMo OCHOBHE OCOOMHE TMAPHUX U
HEMApHUX MMOIAJredpu 1 mumeasa.

Tepbemwe 3.5.6. [I] Hexa je (H,() xombunamopra Xongosa anzebpa.

(a) Si(H,() u S_(H,() cy epadyucane Xongose nodanrzebpe 00 H, 1, (H,()
w I_(H,() cy epadyucanu Xongosu udearu 00 H*, u nocmoju uszomopgusam
epadyucanus Xongdosux aszebpu

Si(Ha C)* = H*/Ii(Hv C)

(6) S+ (H,() je najeeha nodxoanzebpa sa xojy je ((h) = (—=1)"C(h) 3a ceaxo
h cmenena n, a S_(H,() je najeeha nooxoanzebpa sa xojy je (~*(h) = (=1)"C(h)
3a ceaxo h cmenena n.

(8) C je napan axo u camo axo je Sy (H,() = H, a nenapan axo u camo axo
je S_(H,¢) =H.

(2) Hexa cy v = ('¢ u x = (¢ wanoncku vapaxmepu. Baxcu

S+<H7C) = S<V? 6) u S*(Ha C) = S(Xa 6)7

u cauuno 3a Iy (H, ().
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(0) Hexa je o : (H', (") — (H,() moppusam xomburnamopruxr Xongdosur anze-
opu. Tada je

a(S:(H', (")) € S+(H, (),

a IL(H', (') je udean 00 (H')* zenepucan ca o*(1+(H,()).

Axo je a u umjekmuero, mada je

Se(H', () = a (Se(H, Q) u Ie(H',¢") = o* (I(H,()).

3.6 Yonomrene len-ComMmepBuJsioBe peJiaiuje

[MTocmarpajmo Henmapuy nmonanre6py kombunaropue Xomngose anarebpe (H, (),

S_(H,¢) = 8(¢.¢7") = S(x. ).

Heka je h € H xomorenu esmement. Ha ocuoBy (l4), caemehu ycaosu cy
CKBUBAJICHTHU:

heS_(H,()
(id® (- ¢ ®id) o AP (h) =0 (15)
(id® (x —€) @ id) o A®(h) = 0. (16)

Jemnaunne i sBahemo yonwmene Jen-Comepsunrose peaayuje
3a roMmbunatopry Xomndory anredbpy (H,(). Ilomro obe mepumumy wmcry
nonaiare6py ox H, nMmajy u ucrta pememna.

IIpumep 3.6.1. Onucahewmo yonmrene ler-ComepBunose penanuje 3a Xondo-
By aurebpy kBasu-cuMmeTpudHuX (yHKuuja. IIpso, u3z (5)), mobujamo
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0, ako je = ()
(=1)"+1, aro je B=(n) (17)
—(—1)*® | umaye.

(Co = Co')(Mg) =

Hera je nar enement h =3}, fo(h)Ma € QSym,.
W3 nepunumnumje komuOReHma y QSym n nobujamo

k(o)
(id® (Co = (5" @id) o AP (h) =Y " Eai(h) - Ma, © Mas,

afEn i=1

rae je, 3a kommosumujy o« = (ay,...,ax) = n un 6poj i € {1,...,k}, a; =
(al, ce ,Clifl), ol = (aiH, ce ,Clk), a

Eoi(h) := (=1)% fa(h) = > (=1)*? foo 5(h).

BEa;
OBme « o; f 03HAUYaBa KOMIIO3UIM)Y O N MOOUjeHYy 3aMEHOM @; YJIAHOBUMA
komnosuiuje [3; ako je = (by,...,b), ouna je
Oéoiﬂ = (al,...,ai,l,bl,...,bl,aiﬂ,...,ak).

[Tomro je ropmu m3pas 3a Heun-ComepBuioBe pesanuje cyma JUHEAPHO HE3a-
BUCHUX TE€H30pa, ClIequ Oa je

E.i(h)=03acBarko a=nuie{l,... k(a)},

NI CKCILJIMIIUTHO

(=) falh) = Y (=1 fuo5(h).

BEa;

Iakne, enement h € QSym crenena n npunanga S_(QSym, (o) ako U caMo ako
Cy 3aJ0BOJbEHE OBE peJjalyje.

Pasmorpumo canma (16), mpyrm obauk yonmrenux Ilen-ComepBuiaoBux
penamuja. M3 camux mnedununmja xkapaxrepa (g U Yo, IMaMO

14+ (=1)", aro je 8= (n)

(xo —€Q)(Mp) = ¢ (=1)’, axo je = (i,n —1i)
0, WHaYe.

Onasre je
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k(o)
(Zd ® (XQ - EQ) ® Zd) © A(Q)(h) = Z Z Ba,i<h) ’ Mai Q@ Mo,

afFEn i=1
rie je

a;

Ba,i(h) = Z(_1)jf(a1,~~-7ai—1,jyai_j7ai+1,~--aak) (h).

J=0

Ospne ce mompasymeBa na Cy HyJa HeJOBU M30CTaB/beHU. Jlakie, pemanuje
(16) 3a emement h cy

a;

Z(_1)jf(al,...,ai_l,j,ai—j,ai+1,..4,ak)(h) =0 3a cBe (ay,...,a;) Fn, i € {1,...,k}.

J=0

OsBo cy Tauno yomnmrtene llen-ComepBuiose penanuje xoje cy yBeau Da-
jep m Bumepa [6]. Owmne cy szampaBo ¢opmynucasHe 3a 3acTaBa BEKTODE
OjnepoBux mocera. Ilomcerumo ce Porumme Xoudose anrebpe (R,(). 3a
KOHauUaH rpanyucal nocer P kaxemo na je Ojaepos ako merosa MebujycoBa
$ymEnuja 3amosomasa u([r,y]) = (—1)™*Y 3a cBe v < y uz P. Hexa je £ mor-
npoctop ox R remepucan csum OjaepoBum moceruma. llomro cy mHTepBaIn
OjnepoBux mocera Takobe OjmepoBu, mTo Bajkyu U 3a muxose Jlekaprose
npousBoge, £ je Xomnposa nonanredbpa ox R.

Kako 3a cBarku Ojmaepos nocer P Baxu na je (H(P) = ((P), £ je campxana
y HemapHOoj momaaredbpu om R:

£C 5 (R, Q).

Heka je ¥ : (R,() — (QSym,(g) jemuHcTBeHN MOpQU3aM KOMOUHATOPHUX
Xongposux anrebpu, KOju je, MO TpuMepy naT ca

‘I]<P) = Zfa(P)Maa
afEn

rae je fo(P) 3actasa Bexkrop on P. ITo memy (0) Tepbema je

V(&) € U(5-(R,()) € 5-(LSym, Co)-
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Ilakie, 3acTaBa BekTop 6mio kor OjrepoBor mocera MOpa na 3aJ0BOJHABA
yonmrene Jlen-ComepBuiioBe penamnuje u3 mpumepa [3.6.1]

Hanomena 3.6.2. OjmepoBu moceTtu TeHEPUITYy TpPaBy HOAAJIreOpy HemapHe
nonanredpe Xomgose anredOpe mocera. [locToje mocetm Koju 3am0BOJHABAjY
yonmrene /len-Comepsuinose penamnuje 3a Poruny Xongosy anredbpy mocera,
amu #ucy OjmepoBu. OBme majeMo jemaH mpuMep TAKBOL MOCeTa, KOjU ce
moxe mahum y [12]:

0

3aucra, 3a mocet P je fu) =6 u fu2) = fo1) = 3, ma cy yonmrere len-
Comepsuinose penanuje 2f(12y = 2f21) = fai) 3anoBomene. Taxobe, u(zr) = 2,
na P wuje Ojmepos.
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4 Xomngdosa ajiredpa rpaauBHUX CKYyIIOBa

Y oBoM morzasiby yBeneHa je Xomdosa anrebpa rpaauaux ckymnosa(building
sets) BSet. Kopumhemem ocuHoBHUX Teopema 3a XoudoBy anarebpy Bur-
aujesux cucrema [30], mobujenu cy CTPYKTYPHU WUIEHTUTETU 3a ajaredbpy
BSet u wen rpanyucanu ayaa BSet*. YBemena je XxpoMaTCcKa CUMETPUUHA
¢yHEIUja I'paIWBHOI CKyloa. Pa3marpa ce y KO0joj Mepu OHa pa3JuKyje
rpaauBHE CKYIOBE M y KakBOj je Be3u ca CTeHanjeBOM XPpOMaTCKOM CUMETPU-
ynoMm ¢yuEIUjoMm rpada. M3some ce yommrene Ilen-ComepBuiose pesarmuje
3a rpaauBHe ckynoBe u ne¢puaumy OjmepoBu rpaauBauM ckynoBu. Ha kpajy
je mara KommeTHa KOMOMHATOpHA Kapakrepusanuja OjaepoBux rpaarBHUX
CKYIIOBA.

Pesynratu oBor mormasma oGjaBienu cy y pany [17].

4.1 Jle¢pmHUNMja 1 OCHOBHU IOjMOBU

Hedumannuja 4.1.1. Koneruuja By C P(X) HenpasHUX HOACKYIOBA KOHAYHOT
crkyma X je epadusnu ckyn Ha X ako 3am0BoJhaBa ciemeha mBa yciaoBa:

(B1) Arko cy 5,5 € By u SNS" #0, rana je SUS" € By;
(B2) {z} € Bx 3a cBe z € X.

Enemente ocuoBuor ckyma X hemo 3Batu TeMenuMa. ['paavBHU CKyTOBU
Ha X cy ypebenu wummkmysumjomM. 3a MUHUMAJHU TpaguBHU CKyn, Dx =
{{z}| = € X}, ramemo nma je duckpeman. MakcuUMaJHN T'DAIUBHU CKYII
Px =P(X)\ {0} canp:xu cBe mempasue moiackymnose on X.

Paur rpamusmor ckyna By mepuHUmIEMO Ka0 KapAWHAJIHOCT OCHOBHOT
ckyna X.  Pecrpurnuja rpagussor ckyna By Ha I C X je (By)|; = {S €
Bx|S c I}. To je rpamueam ckym Ha .

Hedmuunmja 4.1.2. Hera cy By m By rpaimBHEH CKyIOBU HA KOHAYHUM
ckynmoBuma X um Y. IlpecauraBame f : X — Y je mpeciaukaBame rpagm-
BHUX CKyTloBa ako je f1(S) € Bx 3a cse S € By. 3a rpamusre ckynose By u
By raxkemMo ma cy exeusasenmMu ako mocroju obujermuja f: X — Y TakBa ma

je f(S) € By & S5 € By.
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Enementu rpamusaor ckyma cy ypebenu murmysujom. Pecrpuruuja Byx|;
Ha MaKCUMAJHU ejieMeHT | € By Ha3uBa ce KOMNOKEHMA NO8E3AHOCMU TPAIA-
BHOT ckyna By. CBaku rpaauMBHU CKyI je OUCjYHKTHA YHUja CBOJUX KOM-
MOHEHTU IMOBE3aHOCTU. 3a IPaIuBHU CKyn By KaKeMO na je nogezan axo
je X € Byx. Mwurumanau noBe3aHu T'DAIVWBHU CKYI Koju caapxku By je

By = Bx U{X}.

[TpernocraBumo ma je mara npousBosbHa konekuuja C C P(X) moackymnosa
KOHAUHOT CKyma X, TakBa ma je cBaku egeMmeHT S € C oBe KoJekiuje Gap
nBounaH. lepmHncahemMo MHAYKTUBHO HU3 KOJEKIM]ja

Co=C, Chr1 =CU{SUS|S€C,S €CrSNS #0}, k>0.

Yunja B(C) = ;> Ck, 3ajemno ca ceum {z}, € X, je rpaamBan ckym Ha X.
3a cBaKu IpaauBHU CKyI By IIOCTOjU jeIMHCTBEHA MUHUMAJIHA Kojeknuja C C
P(X) raksa ma je Bx = B(C). Ty rosekuujy 30BeMo ezenepuwyha koaexkyuja
rpaauBHOT Ckyma Bx.

IIpumep 4.1.3. Hera je G rpad ca ckymom temena V(G). Tanma je ronexuuja
B(G) ={I C V(G) : G|; je noBe3an} rpanusuu ckyn Ha V (G), koju hemo 3BaTn
epaduenu ckyn epagda. Cryn meuna rpada F(G) je remepumyha komernuja
rpazuBHOr ckymna rpada B(G).

[Ipumerumo nma je rpammBeM ckyn rpada, B(G), moBesaH ako m camMoO ako
je rpad G mosesan. Takobe, 3a cBaku moackyn ckyna temena I C V(G),
pecrpurnuja B(G)|; je rpanuBru ckyn B(G|r) rpada G;.

Hera je BSet, BeKTOpCKM MPOCTOP HaM MOJHEM k TeHepucaH Kjaacama
eKBUBAJICHIj€ TPAIMBHIX CKyIoBa panra n € N, u Heka je

BSet = P BSet,.

n>0

Haname hemo mon rpamuBauM cKynmoMm By MOApasyMeBATHU HETOBY KIACY
ekBuBaJsieHnuje. [IpousBon rpamusaux crkynoBa Bx m By medurumemo ca

Bx - By = Bx U By,
rne je By UBy = {S C XUY : S € Bx wiu S € By} rpaguBau CKym Ha
mucjyHKTHOj yHuju X UY.

Ha oBaj maumn cmo yBesu mMHOKeme m : BSet ® BSet — BSet ma mpocTopy
BSet, kKoje je HE3aBUCHO O IpeACTABHUKA KIaca eKkBuUBaJsiennuje paxkropa. Ca
OBaKO Ne(PUHUCAHUM MHOKEHEM, BEKTOPCKU mpocTop BSet mocraje ciobogHa
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rpanyrcaHa KOMyTaTUBHA ajareOpa. JeamHuiia oBe ajnredbpe je rpaIuBHU CKYII
npassor ckyna, By. O3naunmo ca Conn paMunujy cBUX KiIaca €KBUBAJICHI]e
MOBE3aHUX T'PAIWBHUX CKymoBa. Tama je anrebpa BSet m3zomopoHa momau-
HOMUjasHoj aarebpu k[Conn].

Ilame, 3a rpaguBaU CcKyn Bx mepumHUIIEMO

A(Bx) =) (Bx)lr ® (Bx)

IcX

[C.

3a onepamnujy A : BSet — BSet®BSet nako ce mpoBepu aa je KOACOIjaTUBHA
1 KOKOMYTaTUBHA.

Teopema 4.1.4. Y o0dnocy na npemzodno Odedunucane onepayuje, BSet je

2padyucana Komymamuena u koxomymamuena Xongdosa anszebpa.

/oxas. IloBOHO je mOKa3aTu na je rope mepumuaucano A mop¢pusam aaredpu.
3awucra,

A(Bx - By) = A(Bx UBy) = Y (BxUBy)|;® (Bx UBy)

Icxuy

Ie =

= Y Bx)linx(By)liny @ (Bx)|renx (By )| 1eny = A(Bx)A(By).

Icxuy

[TomTo je BSet rpanyucana, noBe3ana buanredbpa, aHTUION MOKEMO U3PaAUy-
HATU 10 ONIITOj (OPMYIN :

SBx)=) (-1* > J[Bx)

k>1 Jiu...UJpg=X =1

Jis

3a rpaJuBHE ckymose Ha X # (), rme je yHyTpamma cyMa IO ¢BuM ypeberum
k-toprama (Ji,...,Jy) HeIpa3HUX MOACKYNIOBA 4Yuja je OUCjyHKTHA yHUja X.
0]
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4.2 Iyan Xoudgose anredpe BSet

Hexka je
BSet* = P BSet;,

n>0

rpanyucanu ayaJs Xomdose anarebpe rpamuBHux ckymoBa BSet. Osznaummo
Bpennoct 0 € BSet* na B € BSet ca (§, B). Ha ocHOBY nepununuja omepanuja
y oyaJy, IpOu3BOI U Kompom3Bon Ha BSet* cy onpebenu ca

(on,B) =mo (6 ®@n) o A(B),

<A<5)7 Bl ® B2> == <5, 6182>.

Kako je BSet komyTaTuBHA U KOKOMyTaTuBHA Xom(doBa aarebpa, TakBa je u
BSet*. Kao BekTopckm npocTop, BSel* je remepucana CBUM Jg, , TI€ je

| 1, axo je Bx = By,
{05, By) = { 0, nHaue,

3a CcBaku map rpaguBHuX ckymnosa Bx u By. Kopucrehu [28], nokaszahiemo
ciaenelly CTPYKTYypHY TEOpeMYy:

Teopema 4.2.1. I'padyucanu dyan BSet* Xongoee aneebpe 2padusnus ckynoea
BSet je usomopparn nosunomujantoj Xongosoj anzebpu k[Conn|, ezenepucanoj
pamunujom Conn ceuxr kaaca ex8uBaALEHUUIE NOBE3GHUT 2PA0UBHUT CKYNOBG, U
npu mom cy rweodpeherne nPUMUMUBHU eAeMeENMU.

Ila BucMo mokazasm NPeTXOMHYy TeopeMy, neduHucahemMo mapiujaHo
ypebeme Ha TpaauBHUM CKYIOBUMAa, a 3aTUM HCKOPUCTUTU OAroBapajyhy
aJredpy WHIUACHIA]E.

Bx .
Bx, 7“.76}%) o3Hayrhemo OpOj

ypebennx nexommnosummja [ U ... U T, = X raksux ma je (Bx)|r, = Bx, 3a cse

3a rpamuBHe ckymoBe Bx m Bx,,...Bx,, ca (

j=1,... k. Ha npuwmep, (DkDD“ _k) = (Z), rzae je D; nuCKpeTaH IpPaIWBHU CKYII
ca j eleMeHaTA.

Tana Bakm cieneha ¢popMmyna 3a IpoM3BOL

B
OBy, Oy, = (Bxl,..).(,Bxk)éBx’ (18)

Bx€BSety,
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rae je n = |Xq| 4+ - + | Xkl

Bx . BX

B = (Byl,..‘,syk% Tae
je By = By, - By, nexomnosunuja By Ha koMIOHeHTe noBe3anoctu. Cazna
MOXKeMO na meuHuIeMo penanujy = Ha BSet ca

3a nBa rpamuBHa ckyna Bx u By, neduHumemo (

B
By < Bx ako um caMoO ako (BX> #0 nam X = ().
Y

TeBpbeme 4.2.2. Peasauuja < je napuyujasro ypehewe na BSet.

Zoxas. IlpecnukaBame i : Y — X hemo 3BaTu yTamname IpaIWBHUX CKYIIOBA
ako je mHjekTuBHO U (By)|r = (BX)|Z-(1), 3a cBe I € By. Penamuja By < By je
OH/Ia €KBUBAJIEHTHA TOME Ma MOCTOju OujeKTMBHO yTamame. CBakKO yTamame
3amoBosbaBa i(l) € Bx 3a cBe [ € By. VlneHTrnuHO IpecivKaBame je yTamname,
Kao 1 KOMIOo3ullija ABa yranama. Jlakne, <X je pediekCUBHA U TPAH3UTUBHA
pemamuja. Heka cy i: Y — X u j: X — Y yranama rpaauBHux ckymnoBa By
u Bx. Tana je ji mepMmyranuja KOHAYHOT CKyma Y, Ha je KOHAYHOL pena 7.
Kako je y nuramy yraname, umamo na je I € By = i(l) € By = ji(I) € By =
<o = (7i)"(I) = I € By. OnmaBne cuenu na je i eKBUBaJICHIMja I'DaIUBHUX
CKYIIOBA. 0

[IpecaurkaBame D : BSet — BSet® koje cBakoM TI'pPamWBHOM CKYIy
npuapyskyje meros nyan D(Bx) = dp,, Huje MOopduzaMm anreOpu, mOmWTO je
0BxBy 7 O0ByOB,, Qi IHErOBa DECTPUKIMja Ha IIOBE3aHe I'DAAVBHE CKYIOBE
naje m3oMoppuzam aaredpu.

Tepbemwe 4.2.3. Mopgusam anzeopu ® : BSet — BSet*, odefunucan na
nosezanum epadusHum ckynosuma ca ®(Bx) = 0g,, je usomopgusam.

Jloxas. Anrebpa BSet je mzomopdua mnonuuomujannoj anrebpu k[Conn],
reaepucano]j ¢pamuanjom Conn CBUX KJaca €KBUBAJIEHIMje IIOBE3AHUX I'DAIV-
BHUX CKynoBa. V3 ¢opwmyie cienn na je nmpeciukaBame O nepuHMCAHO
Ha 0a3u BeKTOpCKOT mpoctopa BSet ca

O(By)= Y (iX) 05,

By <Bx Y
Marpuna rpagyucaHor JuHeapHOr npecimkaBama P je Tpoyraona ca muja-
TOHAJIHUM €JIEMEHTUMA (gi) # 0. Cnemn na je ® mzomopduzam anrebpu. [

Cagna heMO eKCINIMIUTHO OApPeNuTH MHBep3HUW Mopousam P! : BSet* —
BSet. ¥ Ty cBpxy moaceruhemo ce mepuHUNMje aaredpe WHIMACHIA]E.
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Axko je (P, <) mocer, uarepBaJ y P je HempaszaH mormocer o0JMKa
[z,y ={z € Pl <z <y}.

3a moceT KaKeMO a j€ A0KAAHO KOMAUAH aKO Cy CBU HErOBU MHTEPBAJN
koHauHU. CBAKOM JIOKAJIHO KOHAUYHOM TMOCETy P MOKEMO NPUIAPYRUTU (426~
opy unyudenyuje 1(P) man narum nomwem k. Esnementu anrebpe [(P) cy cse
¢yurmumje obauka f : P x P — k, takse ma je f(z,y) = 0 ako je x > y.
Osznaunmo ca Int(P) = {[z,y]|r < y} ckyn cBux mrTepBasa nocera P. Tana
exement f € I(P) mosxemo mocmarpaTtu n kao ¢yuruujy f: Int(P) — k.

Cabupame 1 MHOMKEHE CRajapuMa Cy AeQUHUCAHU Ca

(f +9)(,y) = flx,y) +g9(z,y), A)(z,y)=Af(z,9).

[Tpousson nBa enementa f,g € I(P) je kouBoxyuuja f * g:

(fx9)@,y) = D> flx,2)9(zy).

x<z<y
Jenuuuuny esnement ¢ anre6pe I(P) je Kponekeposa mesnra ¢yHKIMja

(2, y) = 0py, < y.

Enement f € I(P) nma KOHBOJNIYUU]CKUA MHBEP3 ako u caMo ako je f(x,z) # 0
3a cBe ¥ € P. Y Tom caydajy f~! je onpeben pexyp3mBHO U3 jeqHAKOCTHU

-1 ———1 e, 2 f(z x
f @) =~ o @A) f(zy), <y

r<z<y

OBa pekyp3uja maje IuperTHY (OPMYIIy 3a KOHBOJIYIWjCKU MHBEP3:

Fen) = S S -pfgeniiera e S g

k>0 Ly f(wo, o) f (21, 21) -+ f 2k, 28)

rae je YHyTpallllba CyMa MO CBUM JaHmuMa Lp : & = xg < T1 < -+ < Tp_1 <
T =y nyxune k > 0.

51



4 XOII9OBA AJI'EGPA I'PA/IUBHUX CRYIIOBA

Heka je cama [(BSet) anrebpa uunuumentnuje 3a BSet y ommocy Ha ype-
bewme =<, ca Bpemaoctuma y ajredbpu BSet*. 300r jemHocTaBHUjer 3armmca,
MOMCTOBETUNEMO DAIMOHAJIHU Opoj 1 U r - € € BSet*, rue je € jenuuauna ajre-
6pe BSet*. Ilepunnmumo enemenre a,b € I[(BSet) ca a([By,Bx|) = (g’;) u
b([By,Bx]) = 0p,. Tana je npeciaurasame ® KOHBOIYIMjCKA TPOU3BOI

®(By) = (a*b)([By, By)).
[Towro je a([By,By]) = (g:) # (0 3a cBe rpamuBHe ckymnoBe By, QyHKIUja a
UMa KOHBOJIYIMjcku uHBep3 a * y [(BSet), koju je mar ca

H’“ (5. )
- B R

k>0 Ly BX

IpU YeMy je YHyTpPalliba CyMa Io cBuM jJaHnuma Ly : By = Bx, = By, <+ =X
Bx, = Bx nysume k. Ongna je nmpecnukasame ¢! : BSet* — BSet onpebeno
ca

“(dsy) =D o (a7 % 0)([By, Bo) = Y a ' ([By, Bx])Bx.

By =Bx

Koraurno nmamo:

Loxas Teopeme . Hexa je A : k[Conn] — k[Conn] ® k[Conn] romHOmeme

Ha mosuHOMUjasHO] Xonposoj anrebpu k[Conn]. Ha moBezanuMm rpaauBHIM

ckymoBuMa OHO je medunucano ca A(Bx) = 1 ® By + Bx ® 1 u anrebapcku
npomupeno Ha k[Conn).

Komuo:keme na BSet* je maro ca

<A(5BX)7 BY1 ® BY2> = <5BX7BY18Y2> = Z <5BX17BY1><6BX27BY2>'

Bx, Bx,=Bx

OnaBme je

A((SBX) = Z 53}(1 ® 55}(27
Bx,Bx,=Bx
3a cBe rpamuBHe ckymnose By € BSet. Iloce6uo, 3a mopesane rpaiuBHE
ckymoBe je A(dg,) = € ® g, + 0,y ® €. To 3maum ma je (¢ ® P)(A(Bx)) =
A(®(Bx)) 3a cBaku moBesan rpamuBHu ckyn By € BSet, na je mzomopduzam
anrebpu @ : k[Conn] — BSet* 3anpaso mzomopduzam Xonposux anrebpu. [
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4.3 Xpomarcka cuMeTpuUYHA PYHKIHNja TPAOIBHUX CKYIIOBa

Ha Xongosoj anredbpu rpaauBaux ckynoBa BSet MmoxkeMo mepuHMCATI KapaK-
Tep ( ca
| 1, axo je Bx muckperan
C(Bx) = { 0, umHaUe.
Taxo cMo mobunu koMmbGuHaTopHy Xomngposy anarebpy (BSet,(), ma mocroju
jemuHCTBEH MOp@U3aMm koMOuHAaTOpHUX XomnpoBux aarebpu ¥ : (BSet,() —
(QSym, (o), KOju je Ha n-10j XOMOreHO] koMnoHeHTu By € BSet, mar ca

V(Bx) =) CalBx) M. (20)
alEn

N3 nepurunuje (, nmamo na je 3a rpaauBHU CKyn By Ha ckymy X ca n ememe-
HATA W KOMIO3UIUjy o = (ai,...,ax) 6poja n, Bpeauoct (,(Bx) ynpaBo Gpoj
ypebenux mekomnosunnja X = X; U--- U Xy takBux na je (By)|x, Auckperan
u | X;|=a;,3acei=1,... k.

Oyuruujy f: X — N, mazusahemo npasuano b6ojewe rpaguBaOr cryna Bx
aKo 3a CBakuU CKym S € Bx Koju uma Oap aBa eJeMeHTa, MOCToje 1, ] € S TaKkBU
na je f(i) # f(j). 3a cBaky ypebeny mexkommosunnjy X = X; LU ...L X; TakBy
na je (Bx)|x, muckperan 3a cse i = 1,..., k, u npupoane 6pojese ny < - -+ < ny,
OCTOjU MpaBUIHO Gojeme [ maro ca f|x, = n;. OOGpPHYTO, CBAKO MPABUIHO
6ojeme f: X — N rpamusaOr ckymna By, ca CKymoM BpemHoOCTU Ny < - -+ < Ny,
nedpurume ypebeny mekomnosummjy X = f~'({ni})U--- U f71({n}), rme je
(Bx)|f-1({n;}) MackpeTan 3a cBe i = 1,...,k.

[To amanoruju ca CreHanjeBOM XpOMAaTCKOM (GYHKIMjOM Ha rpadoBUMA,
cmury U(Bx) 3Bahemo xpomamcka $ynryuje rpamusBaor crymna By.

Oyurmuja V(By) je ouurienHo cuMeTpuYHa, Ha NeMO je Hana/be HA3UBATU
TPOMAMCKG CUMEMPUYNHG PYHKYUJQ TPATUBHOT CKyHIa. Y TePMUHUMA IPaBUJI-
HUX OOjema OHa je nmaTa ca

vBx)= > ]z

IIPpaBUJJIHO ieX
f:X—N

['naBua cnenujanuzanuja pyuruuje V(Byx) Opoju npaBuiaHa 60jema KOHA-
yHUM Opojem Ooja.
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Hedpumannuja 4.3.1. Xpomamcexu noaunom x(Bx, m) rpamusror ckyna By je
rJIaBHA CIENUjaJIn3aln]ja

X(Bx,m) = W(Bx)(1™).

[Tomrro je ruaBHA cnenujaau3anuja Ha MOHOMUjaJHO] 6asu nara ca M, (1™) =
(), roe je k(a) mysura xKoMmosuuuje o f=n, n06ujamMo

()
X(Bx,m) = Cu(Bx) ( )). (21)

aEn
[Tocebuo he Hac 3aHMMATE BPpeAHOCT XPOMATCKOT TOJUHOMA TPAIUBHOT CKYyTIa
y m = —1, koja je mara ca

X(Bx,—1) = Z(—l)k(a)@(lgx)- (22)
aEn
Ta BpemmocT mepuHUIIE HYMEPUYKY WHBApPUjaHTy, KOjy heMo 3Batu
(—1)—uneapujarma rpaIuBHUAX CKYIIOBA.

Heka je G Xomgposa amre6pa rpadosa m3 mpumepa [3.3.4] Mopduszam
koMOunaropaux Xongosux anrebpu Vg : (G, (g) — (QSym, (o), natr vHa G € G,

Vg(G) =D (()alG)M,
alEn

je CrennujeBa xpoMaTcka cuMmeTpudHa ¢yHknuja rpada G. Hoena riasza
cuenujanusanyja naje xpomarcku noaumHoM rpada x(G,m) = VUg(G)(1™).

Hera je 0 : G — BSet mpecaurkaBame koje rpady G momemyje omnro-
Bapajyhu rpamusau ckyn B(G).

Teopema 4.3.2. Ilpecauxasawe [ : G — BSet je monomopguzam xombura-
mopruz Xongposuxr anreebpu 3a xoju eaxncu Vo = VUg.

Jloxas. Tlpso hemo nokasaru na je 5 Mmopduzam anrebpu. 3aucra, (G- Gs)
je rpamuBHEU CKyn rpa¢da koju oarosapa aucjyHkrHoj yHuju G; U Gs. On
canpwxu cBe noxackynose S C V(Gp) U V(Gy) TrakBe na je pecrpurnuja (G U
Gs)|s moBezana. To je Tauno mpomsBOJ IpaavBHUX CKynosa rpadosa, B(Gh) -

B(G2).
[Tonosumo na je B(G|;) = B(G)|;. Cunenn na je

= > B@Lh®B@)e= Y B(Gl)®B(Glr) = (50 5)(AQ),

ICV(G) ICV(G)
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TO ject, B je Mop¢uzam rKoaaredpu.

[Tomro je rpamuBuu cryn rpada B(G) muckperan ako u caMo ako je rpadp G
nUCKpeTaH, nMamo na je (o = (g.

Tarobe, n3 medpuumnuje rpaIuBHOr CKyna rpada cileau Oa je CKyI WBUIA
rpada G canpskan y B(G). To 3maum ma je 0 jemna 1 — 1 kopecnonmennuja
n3meby rpadoBa n BUXOBUX I'DAIUBHUX CKYIOBA. 0

N3 nperxonse Teopeme Clequ na C€ XPOMATCKU IIOJIMHOM I'DAJUBHOL CKYIIA
rpada u XpOMATCKU MOJIMHOM rpada mokinamnajy, x(B(G),m) = x(G,m).

OBO CBOjCTBO XpOMATCKUX MTOJUHOMA C€ MOKE YOIIITATU Ha IIPOU3BOJLHE
rpaauBHE CKyIOBe U oarosapajyhe xuneprpadgose.

Hedumaumuja 4.3.3. IlpousBomua kKoJekuuja moackymoBa ckyma X, H C
P(X), je zunepepad mHa X, a eleMeHTH Te KOJEKNUje Cy UBUIE Xumeprpaga.

[IpaBunao Gojeme xumeprpada H je mpecamraBame f : X — N takBo na
cBaka uBuna S € ‘H Koja je 6ap mBounana HUje obojena mcrtom 60jom. Omer
IO AHAJIOTMjU ca rpadoBUMa, Me(PUHUIIEMO XPOMATCKY CUMETPUYHY () YHKIN]Y

xuneprpada kao
vH) = Y. [z

IIPpaBUJJIHO ieX
f:X—N

Omna 3aBucu caMoO OJ MUHUMAJIHAX MBUIA XUleprpada, Koje ynHe aHTUIaHaLl
y Bynosom mocery P(X).

Cuneneha Teopema, Koja je jemHocTaBHa IOCenuna ne(UHUNM]A, TOKA3Y]je
y KOJO] MepU XpOMAaTCKa CUMETPUYHA (DYHKIU]a Pa3J/IMKYyje IPadUuBHE CKyIOBe.

Teopema 4.3.4. Heka je Cpin KOAEKUUIA MUHUMAAHUT eAeMERAMa eenepuutyhe
xoaexyuje C epadusnoz ckyna B(C). Tada je

V(B(C)) = ¥(Cuin),
e0e je VU (Cpmin) xpOMAmMcKa cumempuyna pynxyuja zunepzpada Cpin.

loxas. Bojewe f: X — N je npaBunno 60jeme rpamusuor ckyna B(C) ako u
caMoO akKo mpou3BOBHO S € Cpy, HUje 0060jeno ucrom 6ojom. Ilakme, rpaauBHU
ckyn B(C) u xuneprpad Cp;, UMajy UCTe CKYIOBe UCIPaBHUX 0ojema, mma Cy
1 IBUXOBE XPOMATCKe CUMETPUYHE (YHKIUje jeTHaKe. 0

/ "
N3 nperxomue Teopeme ciemu na rpaauBau ckymnosu B(C) u B(C') Ha oc-
. . . /
HOBHOM CKyIly X, KOjU MMajy UCTe KOJIEKIje MUHUMAIHUX ejneMmeHata C ;. =
" . . .
Coin, IMAJy jeMHAKE XPOMATCKE CHUMETPUYHE (YHKIM]je

min>
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S5/Ss

B =B({5,55}) B/Ss = B({S1/Ss,9/3})

Cauka 4: Crynmwame 2padusHoz ckyna

! 1"

W(B(C)) = ¥(B(C)).

Cremnujaigno, TakBU TPAAUBHU CKYIOBU UMAjy MCTE€ XPOMATCKE ITOJIUHOME

X(B<C/)’ m) = X(B(Cu)v m)

OcHoBHAa OcCOOMHA XPOMATCKUAX MOJMHOMAa rpadoBa je ocobuna
n30alrBamhe-CKyIbame:

X(G’ m) = X(G \ €, m) - X(G/ea m)7

rae je G\ e rpad xoju Hacraje kana m3 G uzbamumo usuny e € E(G), a G/e
je G ca e ckymmenoMm y Tauky. [lo amasoruju ca rpadoBuma, neGuHUIIEMO
n3banuBame U CKyIJbame IpaauBHUX cKymoBa. Heka je S € Cp;, MUHUMAIHNA
enemenT renepuiryhie kosneknuje C rpagussor ckyna B = B(C) Ha OCHOBHOM
crkyny X. Hsbayueawe je rpamusau cryn B(C\ {S}) ma X, remepucan kosek-
mjom C\{S}. Oszmaunhemo ra ca B\S, 6e3 Memama ca CKyIOBHOM PA3JIMKOM.
Oszmaunmo ca X/S =X\ SU{S}. 3a mogckyn A C X o3mauumo ca

A, ANS =10
A/S:{ A\SULSY, ANS£D

o je monckyn on X/S. Ckynwawe je rpanusuu ckyn B/S = B(C/S) na X/S,
remepucan rousekmujom C/S = {A/S|A € C}. Cueneha Teopema yommrasa
0cobuHy M3banMBame-CKYIJbamkhe XPOMATCKUX MOJUHOMA I'Ppadosa.

Teopema 4.3.5. Hexa je S € Chin MUHUMAAHU eaemenm 2eHepuwyhe Koaexyuje
C epadusnoe cxyna B = B(C). Tada 3a zpomamcke noaurome zpadueroz ckyna
B u wezosoz usbayusamwa B\ S u ckynmwamwa B/S eaxcu jeonarocm

X(B7m) = X(B\S7m) - X(B/S’m)
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Jloxas. CBako mpaBuiso Gojewme f : X — [m] rpamusror ckyna B yjenHo je
n npasuiHo 60jeme B\ S. C mpyre crpane, npasuiaso Gojewe f : X — [m]
rpamusHOTr ckyna B\ S je npasuiao Gojeme ox B ako u camo ako je f(i) # f(J)
3a Heke 1,7 € S. Popmyna cienu M3 YMHEHUIE A CKYI IPABUIHUAX OOjema
f:X = [m] on B\ S koja cy moHOXpOoMaTCKka Ha S U CKyI CBUX IPABUIHUX
6ojewma on B/S umajy uctu Opoj enemenara. O

Hebpumamnuja 4.3.6. Hexa je £ = {S51,5,...,5} anrunanarn HempasHux
KOHAUHUX NOACKynoBa Bynosor mocera P(X). 3a S; € L raxxemo na je cao-
6odan cxyn antminanna L akxo je S; N (U;xS;) HajBUIle jeIHOUIAH CKYIL.

Cnenmehe TtBpheme je HemocpenmHa mocjenuiia ocobuHe wm3banuBame-
CKyHJBaH::e XpOMaTCKI/IX IIOJIMHOMA FpaﬂI/IBHI/IX CKyHOBa.

Tepbeme 4.3.7. Hexa je B = B(C) u Cpin = {S1, 5, ..., Sk}. Axo je S; caobodan

crkyn anmuaaiya Copin, mada
(i) x(B,m) = x(B(Cwmin) \ Si),m)(m!%! —m) axo S; N (U;2S;) = 0
(i) x(B,m) = x(B(Cuin) \ Si), m)(ml%=1 — 1) axo je S; N (U;jxS;) jednouwaan.

Y cnemehuMm nBema TeopeMama HaTé CY Pa3BOjU XPOMATCKUX CUMETPUY-
HUX (YHKOMja I'PAIVBHUAX CKYIOBa y CTEIEHO] 0a3u CUMETPUYHUX (YHKITja.
OsBu pasBoju cy camo mpedopmynanuje CTeHIMjeBUX pa3BOja XPOMATCKUX
cuMerpuyHUX ¢yHENUja xuneprpagosa [31], Koju cy omer aHAJIOrHU Pa3BoO-
juMa xpomaTckux cuMerpuunux (yukrimja rpagposa [30]. Ussenene popmyie
3a XpOMAaTCKe MOJUHOME I'DAIVWBHUX CKYIIOBa YOIIITaBajy KilacuyHe BurHu-
jeBe popmyite 3a xpoMaTcke noauHoMe rpadosa [35]. Paxu normyroctu, oBme
he Obutu npencTaB/bEHU U OOKA3U TUX TEOPEMA.

Teopema 4.3.8. ([31], Teopema 3.5) Hexa je Cpin KOAEKUUJG MUHUMAAHUL €ne-
menama zenepuwyhe xoaexyuje C epaduenoe ckyna B = B(C) na ochosrom cryny
X. 3a nomxoaexyujy S C Cpin, Hexa je AN(S) napmuyuja 6poja |X| wuju cy de-
A08U JEOHAKYU PAHZOBUMA NOBEIAHUT KOMNOHeNmU epaduekoz ckyna B(S). Tada
je

UB)= Y (=1

Sccmin

Aoxas. 3a norroneknujy S C Cuiy, 03HAUMMO ca Kg ckyn cBux Oojema f :
X — N koja cy MOHOXpOMATCKA Ha MOBE3aHUM KOMIIOHEHTAMa T'PaAABHOT

ckyna B(S). Tana je
Pxs) = D T

feEKs
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rae je xp = [Liex Zr6)-
3a 6ojeme f: X — N, nHera je Cp = {S C Coin| f(2) = f(j), 4,5 € S}. Ouna je

Z (—1)lprs) = Z (—1)8! Z Ty = Z Ty Z(_l)ls"

‘Sccmin SCCmin feKS fX*)N SCCf

Cyma mo & C C je myna arxo je Cy mHempaszan. Axo je C; mpasaH, y KOM
caydajy je f npaBuminO, cyma je 1. U

['maBHe cnemnujanusanyje CTENeHWX CUMETPUYHUX (YHKOUja Cy gaTe ca
pa(1™) = mM| rme je |\| mymuma maprunumje \. 3a morkonexmajy S C Cuin
osnaunmo ca ¢(S) = |A(S)| 6poj moBezaHWX KOMIOHEHATA I'DAJUBHOLI CKYyIa
B(S). W3 mperxomue Teopeme mobujamo ciaemehy ¢opmyiry 3a XpomMaTcke
[OJIMHOME T'PAIUBHUAX CKYIOBa

X(Bim) = 37 (1)),

SCCmin

mTO Cce Takohe Moske HOOMTM ¥ KAO OUPEKTHA IOCIEAUIA OCO-
OuHe wm3baNMBaHKE-CKYIJbAE. Ona nmaje cuemehy wHTEepnperamnujy
(—1)—uHBapujanTe rpaUBHUX CKyIOBa

X(B,~1)= ) (-1, (23)

SCCmin

Hexka je £ ={S1,...,S,} aatunanan y Bymnosom nocery P(X). Osnaunmo
ca L; = {S;]i € I} norronermujy on L onpebeny nonckynom [ C [m]. Ilocem
npecexa vonexmmje L, P(L), je ckyn P(L) = {I C [m]| N L; # 0}, ypeben
WHKJIY31jOM.

Tepbeme 4.3.9. Hexa cy L = {S,,...,S. } u L' = {S],...,S } anmuranyu
KOHAUHUT CKYN08a ca ucmum nocemom npecexa P. Axo je |NL;| = |NL;| (mod 2)
3a ceaxu I € P, mada je

X(B(L),=1) = X(B(£"), ~1).

Jlokas. 3a matu anTuiaaHal KoHauHux ckymnosa L = {Si,...,S,,} o3Haunmo ca
St =NierS; m X1 = UierS;, 3a cBaku I C [m]. Heka cy ¢(I) u ¢; penom Gpojesu
IOBE3aHMX KOMIIOHEHTHU I'DauBHOT ckyna B(L;) Ha OCHOBHUM CKymoBuMa X[y
u X;. Tama je c(I) = c¢; + |Xmy| — |X;], mTo je, mo dpopmynu yrpbydema-
UCKIbY YEEha

c(I) = er + | Xpm| + Y _(=1)|8,].

JcI
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ITo popmynn , vmamo na je x(B(L),—1) = Zlc[m}(—l)m“(”, a TO 3aBUCU
camo ox mocera npeceka P(L) n maproctu 6pojesa |S;| 3a cse [ € P(L£). O

I'pamuBHOM CcKymy B Ha ocHOBHOM ckymy X mpuapyskuhemo mpexy L(B)
H,EeMOBUX MOBE3aHUX MapTUNKja. 3a HapTUunujy m ox X KaskeMo Ia je nose3ana
aKo Ccy pectpukiuje Ha 6iaokose B4, A € m, noBe3aHe Kao rPaaUBHU CKYIOBU.
Ckyn cBux moBe3aHux maptuiyja je ypebeu mo ¢unohu maprunuja, ca jemnus-
CTBEHVM MUHUMAJIHUM €JIEMEHTOM 6, KOju je maprtunuja ox X Ha je JHOUJIAHE
6nokoBe. 3a maprummjy m = {A;, As, ..., Ax} on X mera type(m) o3mauasa
naprunujy ox |X| umje cy KOMIOHEHTe BeJuyuHe GJIOKOBA O 7.

Osuaunmo ca |r| 6poj GnokoBa naprunuje 7. Ilo Teopemn , rpauau-
BHU cKynoBu B(C) u B(Cpin) MMajy jeqHake XpoOMaTCKe CUMETPUYHE (YHKIH]E.
Hakne, rpagusaoM ckyny B = B(C) MOkeMO NPUAPYRUTUA U jeTHOCTABHU]Y
mpexry Lp = L(B(Cmin)). Heka je p Mebujycosa ¢pyurmmja mpesxe Lg.

Teopema 4.3.10. ([31], Teopema 3.4) Hexka je Ly mpexca nogezanur napmuyuja
epaduenoz ckyna B(Cumin) npudpyxcena epaduenom ckyny B = B(C). Tada je

A~

U(B) = Z 100, ) Prype(n)-

welpg

Loxas. Bojewy f: X — N nmormoso hemo mpunpy:xutu ronekmujy Cp = {S C
Conin| f(3) = f(j), 4,j € S}. Hepurnmumo nmaprumujy oy ox X Kao KOJIEKIU]Y
IIOBE3AHNX KOMIOHEHTH rpamuBHOr ckyna B(Cr). 3a Npom3BOLHY IapTULU]y
o € Lg, mera je K, ckyn cBux 6ojema f: X — N TakBux na

(1) f je MOHOXpPOMATCKO Ha OGJIOKOBUMA O O

(i) ako cy i,j € X y paznuuuruMm GIOKOBUMA O 0 M TaKBU na je i,j € S
3a HEKO S € Chin, Tama [ HUje MOHOXPOMATCKO Ha S.

3a maprunujy o € Lp, Hera je Y, = ZfeKU xf. 3a cBako m™ € Lg
UMaMO Diype(r) = Zazw U,. Ilo MebujycoBoj mmBep3uju mobujamo W, =
> osn M, 0)Pype(o)- Raxro je V(B) = U5, cnemn tBpheme. O

W3 rnaBHe cnenujanu3anuje CTENeHWX CUMETPUYHUX (QYHKIMja W IPETXOTHE
TeopeMe pobujamMo cienehe wHTepmperamnuje XpPOMATCKOI IOJMHOMa U
(—1)—mHBapujaHTe IPAIUBHOT CKyIa

A~

X(B,TH) = Z M(077T)m|7r|7

welp

X(B.=1) = > p(0,m)(=1)". (24)
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4.4 CumerpuuHe ¢(yHEKNuje rpadpoBa M3BelIeHEe W3 TI'paau-
BHUX CKYyIIOBa

ITpocrom rpady G = (V, E) u npupoarom 6pojy n > 2 npuapy:xuheMo KOoaek-
mijy ckynoBa Cg, Ha caenehm maumn. WBumm e € E pgomenmhemo ckyn
HOBUX Objekara {ej,...,e, o}f. Hepunummmo S, = {u,v,e1,...,e, o}, Tae je
e = {u,v} € £ nBuna ca remennma u,v € V. Konexmuja Cq,, = {S.| e € E} je
anTriaHal Ha ocHOBHOM ckyny X = VU{e;| e € E,i € [n—2]} Koju jequacTBeHO
remepuire rpagusBeu ckyn Bg, = B(Cqp) HA X.
w w
e ={uv} Se = {u,v,e1}
g = {u,w} 0 I Sy = {u,w, g1}
h= v} Sy = {v,w,h1}

v u
u e v

K.’S 33(1&’3) = B({S(.,,S,,,S;,})
Cnura 5: I'padusnu cxyn P3(K3)

Heduunmmmo Hu3 npecaukaBawma (3, : G — BSet, n > 2, ca (3,(G) = Bgn, 3a
G € G. llpuvmerumo na je [y monomopduzam Xomuposux anredpu [ u3 Teo-
peme [4.3.2| V3 koHCTpyKIUje je jaCHO ma Ccy CBa IMpeciuKaBama (3, MOHOMOP-
¢u3mm anredpu. Csaxom rpady G mpuapy:xmhieMo XpoMaTCKe CUMETPUYHE
¢yurmuje V(5,(G)) rpamuBaux ckymnosa [3,(G) m omrosapajyhe xpomarcke
nosmaoMe X(5,(G), m). Tako mobujamMo HU3 MYJITUNIMKATUBHUX WHBAPU]AHTU
rpadosa.

o tepbewmy [4.3.9] arxo je ny = ny (mod 2), ranma je x(B,(G),—1) =
X(Bn,(G), —1) 3a cBakm npoct rpad G. To 3naum na mobujamo aBe HyMepUUKe
MyJITUAIIMKATUBHE WHBapujante rpagosa, usseneHe u3 (—1)—uHBapujanre
IrpauBHUX CKymoBa, a 1o cy X(02(G), —1) n x(B3(G),—1). IlpBa naBapujanta

X(BZ(G% _1) = X(B(G)7 _1> = X(Gv _1)

je mosHarta kao 6poj amMkIMYHUX opujeHTanuja rpada. Osmaunmo ca c(S)
6poj mosezanux kommonentu noarpada (V,S) ompebenor meumama S C F.
Kopecnounennuja nuamebhy noackynosa S C E uBuna rpada G 1 TOTKOJIEKINA]a
S = {S.| e € S} remepumyhie rkoneruuje Cq, rpamussor ckyna [,(G) je 6u-
jekruBHa. W3 rouctpykmuje (5,(G), umamo na cy ¢(S) u 6poj moBe3aHUX KOM-
nounenty ¢(S) oxrosapajyher rpanusror ckyna B(S) nmosesanu ca

o(8) = e(5) + (n = 2)(|E] = [5]).
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3an=23, u3 ciaemu na je

X(B2(G), —1) = x(G, —1) = > (=1)1s+<5),

SCE

X(B(G), 1) = (~)FT 37 (1),

SCE

Canenehu npumep nokasyje na ce maBapujauTta x(f3(G), —1) He Moxke u3BecTn
13 XpOMaTCKe CUMeTPUYHe (pyHKIUje rpada.

IIpumep 4.4.1. Y [30] Crennnu je mao npumep Hem3oMOpdhHUX rpadoBa ca mer
TeMeHa KOju uMmajy jemHake xpomarcke cumerpuune ¢yuruuje (Ciunka 6).
JluperTHUM padvyHOM H0OU!jaMo

U(B3(I'1)) — W(B5(2) = —pssi1a + D631 +DPra111 — 208111 + 2P91.1 — Pio1-

Nusapujanra x(F3(I"), —1) pasnukyje oBe rpadgose.

X (B3 (T1),—-1)=—4 x (B3 (T2),—1)=0

Craura 6: Cmenaujes npumep zpadoea ca jeOHAKUM TPOMAIMCKUM CUMEMPULHUM
pyrryujama

4.5 Ilen-ComepBmiioBe pesanuje 3a XongoBy ajiaredpy
IPaaBHUX CKYIIOBAa

[MToncernmo ce ma je 3a Xoudoy anredpy (H,m,A) mebpmuucana Xomndosa
anrebpa HP, Kom KOje je MHOMKeHme UCTO Kao y H, a koMHOxkeme je AP =
7oA, rme je T TBUCT MPECIUKABAME.

Jlema 4.5.1. Hexa je (H,() xomymamuena xomburamopra Xongosa anzebpa.
Tada je awmunod Sy : (H“P, (7Y — (H,() mopdusam xomburamopruz Xon-
posux anzebpu.
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Hoxasz. Awrtunon Sy : H — H je amtumopdusam roanarebpu. [lomro je H
KOMyTaTuBHA, uMaMo na je Sy : HP? — H mopouzam XomnpoBux anredpu.
Kako je mmBep3 raparrepa ¢ xommosumuja (' = ( o Sy, TBpheme cremn. [

Jlema 4.5.2. Hexa cy Sg u S pedom anwmunodu Xongposuzr anszebpu QSym u
BSet. Taoa je caedehu dujazpam moppusama xomburamopruxr Xongposuzr areebpu
KOMYMAMUE aH:
(BSeter, ¢1) 25 (BSet, ()
v U
_ S
(stmcop’ CQl) —Q) (stma CQ)

20e je W : (BSet, () — (QSym, (o) ynusepsaaru mopdusam us meopeme [3.3.1]

Hoxas. IlpecnuraBame W koMyTmMpa ca aHTUNOIVWMa Kao Mopdm3aMm XoI-
¢oBux anrebpwm, Tako ga Tpeba caMO MOKa3aTU & Cy TOPHa MPECIUKABAkha
3aucTa MOPYU3MU KOMOMHATOPHUX XOI(POBUX aaredpu.

Xongpose anredbpe QSym u BSet cy komyrarusue. [lo memu “MaMo na
cy Sg : (QSym=r (5') — (QSym,(g) m Sp : (BSet®?, (™) — (BSet,() mop-
¢uzmu komOunaTopHUx Xondoux aaredbpu. IlpecnukaBame VU : BSet®? —
QSym? je ounraenno mopouzam Xomndosux anaredpu. M3

(3! oW = Cgo 800 W =CooWo S =CoSs—C",
crenu na je U : (BSet®? (71) — (QSym“’p,Qél) takohe Mopduzam romMOuU-

HaATOPHUX XOI(POBUX aJreOpu. U

W3 nperxonue meme nodbujamMo Gopmyry 3a MHBEP3 Kapakrepa ( Xomdpose
anrebpe rpaauBHUX CKYIIOBA.

Tepbeme 4.5.3. Bpednocm (~'(By) je (—1)—uneapujarma epadusroz ckyna
Bx € BSet,:
(1 (Bx) = x(Bx, —-1). (25)

/oxas. UVuBep3 yHuBep3aJHOr KapakTepa (o XomdpoBe anaredbpe KBa3u-
CUMETPUYHUX (PYHKIU]a je, I0 GopMyIn , Ha MOHOMUjaJIHOj 0a3u’ naT ca

Cél(Ma) = (_1)k(a)-
Onasne, o semu [4.5.2] mmamo

¢TH(Bx) = (ot o W(Bx) = (5 (D GalBx)Ma) = ) (—1)"¢a(Bx).
afEn afEn
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Oso je, Tauno, na ocuosy (22)), (—1)—uuBapujanra rpagusaor ckymna By. [
Ilpumep 4.5.4. Hera je D, muckperaH TpaIWBHU CKyIn paHra n u d, =

("YD,), n € N. I3 mnepununuje muBep3a kapakrepa, (! * ( = €, uMmamo
crenehy pekypsuBmry penamnmjy

=(Y(By) =1 (") = .
do = ¢ Y(By) M;dZ(Z) 0, neN

Onasne cnemu na je d, = (" Y(D,) = (-1)", n € N. Hcro TO mobujamo
pauyHajyhu BpeIHOCT XPOMATCKOT MOJMHOMA AMCKPETHOT IPAAWBHOL CKyIa

— n _ ny __ n _ n!
X(Dp,m) = m" y m = —1. Osmaunmo ca (a) = (a1 a2mak) = el an MyaTH-
HOMUjATHA KOeQUIUjEeHT KOju OAroBapa KOMIO3UIUju « = (a,ds,...,ax) &= n.

3a muckperaH rpamuBHU cKyn D, u kommnosunujy « = n, umamo ((D,) = (Z)
Kopucrehu nperxonuo tepheme, nobujamo caenehwm maoentTurer

S -vre (") = - (26)

aEn

[Io Teopemn m, MHBEp3HU KapakTep (1 3al0BO/baBa OCOOUHY
unsbanuBame-cKkymbame. Heka je C renepuinyha KoJeknuja rpaauBHOT CKYTIa
B=B(C)u S € Cyin Munnmasau exement kosneknuje C. Tana je

(THB) =B\ S) - ¢H(B/S).
Cneneha nema je memocpenna mocienuna TBphema [4.3.7).

Jlema 4.5.5. Hexa je B = B(C) epadusnu ckyn maxag 0a MUNUMGARG KOAEKUUIAQ
Cuinin CaOpxcu crobodan cxyn ca nenaphum bpojem esemenama. Tada je (TH(B) =

0.
Konjyrosanu rapakrep  na BSet je mat ca

- { (=1)", ako je By muckperaH, paHra n (27)

((Bx) = 0, nHaYE.

[Tpema yommrenum len-Comepsunosum penanujama ((15)), 3a komGunaTopHy
Xongosy anrebpy rpamuBaux ckymnosa (BSet,() umamo na

By € S_(BSet, () ako u camo axo je (id® ("' — ) ®id) o AP (Bx) = 0.
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s
(ido (T = @id) o APBx) = Y (B ® (= O((Bx)],) @ (Bx)lx
TUJUK=X
= Z(C_l — O((Bx)])A((Bx)].)
JCX
ciaenu ma
Bx € S_(BSet, () axo je (' — ) ((Bx)|;) =0, 3a cse JC X. (28)

Hedumuunuja 4.5.6. 3a rpamguBau ckyn By rasxkemo na je Ojaepos aro je 3a
cse nonckynose J C X ninm (Bx)|; muckperan nmm ('((Bx)|;) = 0.

Ha ocmoBy TBpbhema u ¢popmyie 23 To ma nm he rpamuBmHU CKym

B = B(C), renepucan KOJEKIXjoM KOHAUHUX CKymoBa C, butu Ojaepos 3aBucu
caMo oI KoJlekuuje MuHuMaigHux esneMmeHara Cpi,, To ject, B(C) je Ojmaepos
ako u camo ako je B(Cpin) Ojrepos.

N3 (27) u (28)) nobujamo caenehe tepheme:
Tepbemwe 4.5.7. Axo je Bx Ojaepos zpadusru cxyn, onda Bx € S_(BSet, ().

O

N3 pepuuurmje ciaemu na je 3a OjaepoB rpaauBHu CKyn By U TPOU3BO-
man nonckyn J C X, pecrpurkmuja (By)|; Takobe OjmepoB rpaavBHU CKyII.
Heka je £Set mormpocrop on BSet remepucan csum OjrepoBuM TI'paauBHUM
ckynoBuMa. Pectpurnuje OjrepoBor rpaamBHOT CKyNa, KA0 W IWUC]yHKTHE
yauje OjnepoBux ckynoBa cy mouoBo Ojmnepoe, ma je mormpoctop &ESet
Xongosa nonanredpa Xomngpose anredbpe rpaauBHux crkymnoa BSet.

Ipumep 4.5.8. Hera je D, = {{1},{2},...,{n},[n]}. Us3 nobujamMo
(Y(D,) = (—=1)" + 1. To mcto ce Moxe TOOUTU KAO jeIHOCTABHA TOCJEIUIA
ocobune m3bamuBame-ckymmame. Jakre, D, je OjaepoB ako m caMo ako je
n menapan. OmaBae ce MOsKe M3BECTH jOII jenaH BaskaH 3akpydak. Heka je C
renepuiry ha kosmeknuja npousBosmsuor Ojmeposor rpaausaor ckyna B = B(C)
u S € Cpin MuanMasaun esnemenT kosermuje C. Pecrpuruuja Blg = 5‘5‘ je
OjnepoB ckym, ma S Mopa ma mMa HemapaH Opoj eseMeHaTa.

[Tocebuo, HEemUCKpeTHU rpaiuBHU CKymoBu rpadosa aucy Ojmaeposu, jep cy
KOO BUX MHMWHMMAJIHN €JIEMCHTM ABOYJIaAHUM, IIa HE HOCTOjI/I aHaJIOT'aH HOjaM
OjnepoBux rpagdosa y kombunaTtoproj Xomdosoj anrebpu (G, (g).
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Ipumep 4.5.9. Koucrpyucahemo npumepe merkux OjaepoBuX TrpaauBHUX
ckymoBa 1o paura n = 4. W3 nperxomror npumepa, OjrepoB rpaiuBHUA CKYII
Bx He camp:xku HUjemaH mBousanu moackym S C X.

Jenuuu memuckperan OjaepoB rpaivBHU CKYI Ha CKymy [3] je
{{1}. {2} {3}, {1, 2,3}}.
Jemuuu nosezan Ojimepos rpaauBHU CKym Ha [4] je

({13,423, {3}, {4}, {1,2,3},{1,2,3,4}}.

Teopema 4.5.10. Ceaxu Ojaepos zpaduenu ckyn Bx szadosomasa yonwmerne
Len-Comepsunose peaayuje, mj.

a;

Z(_1)jc(al,m,ai—l,j,az‘*j,awl ~~~~~ ak)(BX> =0, (29)
=0
3a npouszsorny Komnosuuujy o = (ay,...,a;) E|X| vie{l,...,k(a)}.

Jloxas. Heka je W : (BSet,() — (QSym,(g) jemmHCTBEH MOp(dU3aM KOMOUHA~
TopHUX Xomndposux anredbpu. Kako je

ESet C S_(BSet, (),

a npema neny (0) Tspbema [3.5.6] je
U(S-(BSet, () € S-(QSym, (o),

jemHAKOCTH! ciene u3 yommrenux Ilen-ComepBuioBux pesamnuja  3a
Xongosy anrebpy (QSym,(g). O

Ipumep 4.5.11. Ogpenuhemo rpanuBae ckymoBe B panra n = 5 KOju 3a10-
BoJsbaBajy yommrene Jlen-ComepBuioBe pesnarnuje . Kako je anredpa

BSet wokomyrarusHa (Teopema [4.1.4]), mo Teopemu [3.3.2] woeduunjentn

Ca(B),a =5, cy cumerpuunn, To ject Basku (,(B) = (3(B) 3a cBe komnosuimje
a,p E 5 kojuma oxrosapa ucra naprumuja ¢(a) = ¢(f). Pemnammje (29) ce
Taa CBOJE Ha

(a) 4C2,2,1(B> = 2(2,1,1,1(8) = C1,1,1,1,1(B)7
(6) 2(3,2(3) = C3,1,1(B)7
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(B) 2C4,1(B) - 2§3,171(B) + C2,271(B) =0.

N3 (11111 =5! =120 caemu (o111 = 60 u (221(B) = 30, na B He cMe umaTn
nBOuIaHe ejgeMeHTe. Y TOM ciydajy jemsadunHe (a) u (6) cy 3amoBOJbeHE.
IIpeocrao je jom ycuoB (B) roju je exkBuBasieHTas ca (311(B) — (41(B) = 15.
OzmaunMo ca Cpi, CKYI MUHUMAJIHAX €JeMeHaTa TeHepuiryhie KoJeKnuje
rpaguBHOr ckyma B. Ako je k 6poj tpounanux ememenara on Cp, Tama je
(311(B) =2(10 — k). U3 (B) cnenn na je k =0,k =1nm k=2. 3a k=0 je
(41(B) =5, omrocuo B = Ds umu B=D;. 3a k=1 je (4,1(B) = 3 mro 3am080-
JbaBajy IPaIUBHU CKyIOBHU 33 Koje je Cmin = {{1,2,3}}. Ba k=2 je (41(B) = 1.
Y KOJMKO ce aBa TpouwiaHa ejeMeHTa Kojdeknuje Cpi, CEKy Y jeIHOM TEMEHY IO-
6ujamo Crin = {{1,2,3},{3,4,5}}. Yroauro ce nBa TpousaHa eJeMeHTa KOJIECK-
mje Cpin CeKy y mBa temena nobujamo Cnn = {{1,2,3},{2,3,4},{1,3,4,5}}.

4.6 OjmepoBu rpaaBHU CKYIIOBU

OBme hemo [maTum KOMIUIETHY T€OMETPHUjCKY KapaKTepu3anujy Kiace
OjnepoBux rpaauBHUX CKymoBa. AHTuiaaHiy L MOICKYyIOBAa OCHOBHOI CKyIIa
X mpuapy:xyjemo meros nepe A(L), KOjU je AICTPAKTHU CAMIIIUI]AJIHU KOM-
IJIEKC Ha CKYyIy TeMmeHa L, neduHUCaH ca

A(L) ={SC L|nS#0}.

Hexa je |A(L)| reomerpujcra peanusamuja nepsa A(L) u linka)({S}) = {S €
AL)] S¢S, (NS)NS # 0} u starae)({S}) ={S € A(L)| S € S} aunk u 3se30a

remena {S} y kommiercy A(L).

Hedbumannuja 4.6.1. Heka je ey : A(L) — N momemusame Gpoja enemenara
npeceka NS cummitercy S € A(L), ex(S) = |NS|. Konerkuuja L je nenapra axo
je es(S) memapan 3a cBako S € A(L). Cummierc S € A(L) je bausy TemeHna
S e L aro je S NS #03acse S €S. Cummnerc S je yoawen on temena S
aKo My HUje Oim3y.

Cueneha nema cienu HemocpengHO U3 Ae(DUHULM]A.

Jlema 4.6.2. Hexa je dam eaemenm S € L anwmunaawya L. Tada je

A(LNA{S}) = A(L) \ stara(e) ({S}),
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ep\si(S) = ec(S), 3a cee S € AL\ {S}),

AL)S) = AL\ {SHUPHS € L|S' NS +#0}),

(S/8) = ec(S), axo je Sydamen 00 S
cc/s | ec(S) —ec(SU{S}H) +1,  axo je S bausy S

Hedomuaunmja 4.6.3. Aurunanan £ = {S,...,S;} noackynosa on X je k-xauk
ako je NL # (), To ject, meps A(L) je cuMIIekc Ha CKymy TemeHa L.

Jlema 4.6.4. Hexa je L ={S1,..., Sk} k-kaux na ckyny X. I'paduenu cxyn B(L)
je Ojaepos axo u camo axo je L HenapHa KoAeKyuja.

Jloxas. IToras hemo n3Bectn maaykuujom no k. 3a k = 1, umamo B(S) = 1_)|5|.
Ha ocnosy npuwmepa [4.5.8] B(S) je Ojuaepos ako u camo ako je |S| memapas.
[IpernocraBumo na je tBpheme Tauno 3a cBaku (k — 1)-knmuk. Heka je k-
kauk L = {Si,...,5:} HenapHa ronekuuja u B = B(L). Ha ocuoBy ocobune
n30anuMBame-CKyI/bamhe, NMaMO

¢TH(B) = (THB\ Sk) = ¢H(B/Sk).

ITo nperxonnoj nemu romnekuuje L\ {Sy} u L/Sk cy menapuu (k — 1)-raurosu,
na je no uaxyknuju ¢ (B) = 0. 3a npoussosman npasu noackyn J C X Heka
cy I = {Z € [k” S; C J}, X = UiEISi ul;= {Sl‘ 1€ [} Tana je

B‘J = B(ﬁj) L 'D‘J|,|XI‘.
Kounerkuuje L7, I C [k]|, cy Henapuu knukosu, na je B Ojrepos mo MHIAyKIUAjU.

[IpernocraBumo cana na je £ = {S1,..., Sk} k-rauk Takas na je es(S)
HemapaH 3a cBe npase notkosekmuje S C L, a e (L) je napan. Pehu hiemo na
je TakBa krojernuja ckopo Henapua. Komermuja L\ {Si} je memapan (k — 1)-
ryguk. [lo ocobunu u3barnuBame-CKynbamhe UMaMO

CTHB(L)) = —CH(B(L)/S)-

Omner mo nmperxonnoj nemu, Kojekmuja L/Sy je ckopo Hemapha. VMunyrunujom
no k mobujamo ma je ("Y(B(L)) = (=1)*("Y(D,), 3a meku mapan 6poj d.
Onasae je ("1(B(L)) = (—1)¥12 u B(L) muje Ojnepos.
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Ako L Huje HU HENmapaH HU CKOPO HEMAPAH, OH CAIP/KU MUHUMAJIHY CKOPO
Henapuy norkosneknujy S C L. I'panusuu ckyn B(S) je pecrpuruumja on B(L)
taksa na je ('(B(S)) # 0. To smaun na B(L) muje Ojnepos. O

Cumnnnuyjansay KoMILleke A Ha CKyIy TeMeHa V' je gnez uau 3acmasuvacm
KoMNAeKC aKO 3a TPOU3BOJbaH MOACKyN Temena S C V', takas na {i,j} € A 3a
cBe 1,] € S, cnemu ma S € A.

Tepbeme 4.6.5. Hexa je L anmuaarnay nodckynosa ckyna X, maxas da je 0020-
sapajyhu epaduswu ckyn B(L) Ojaepos. Taoda je L wenapan u neps A(L) je daee
KOMMNAEKC.

Jloxas. Heka je S € A(L) rinuk. 'pamusuu ckyn B(S) je Ojmepos kao pe-
crpuknuja ox B(L). Ilo nperxonHoj nemu, S je Henapua kouekuuja. Omnasue
je ec(S) menapan 3a cee S € A(L), na je koueknuja £ HemapHa.

[Torazahemo na cy cBu MUHEMAJHN He-cuUMILIeKcH KoMmitekca A(L) nBume.
[IpernocraBumo na nocroju kouaekuuja S = {S,...,Sx} C L, rme je k > 2, koja
je muamMasan me-cummiekc ox A(L). To smaum na je NS = 0 u NS; # () 3a cse
notroseknuje S; = S\{S;}, i € [k]. Hosomuo je mokazartu ma je (~1(B(S)) # 0.
[Tpema memu je ¢7Y(B(Sy)) = 0, ma u3 ocobuHe U3OAUBAHKC-CKYTIILAHC
cremu na je

¢THB(S)) = =¢H(B(S)/Sk)-
N3 neme nobujamo esys, (Sk/Sk) = es(Sk) + 1, mro je mapHo, u
es/s, (S /) = es(S)—es(S'U{S,})+1, 3a cee S’ C S, mro je Hemapro. 3Hauw,
ik S/Sk je ckopo Henmapan. V3 mokasza seme umamo ¢~ HB(S)/Sk) =
(—=1)*22, ma je ("1(B(S)) = (—1)*12, mro je y cympoTHOCTH ca ycioBoM na
je B(L) Ojnepos. O

Asrunasny £ = {Si,...,S,} mpunpyxyjemo npeceunu zpag G(L), ca
ckynom temeHa V(G(L)) = £ m crynom msuna E(G(L)) = {{S;, S5} Si #
S;,S: N S; # 0}. To je mpocr rpad. C zmpyre crpase, mpocToM rpady
G = (V, E) upuapy:xyjeMo ancrpakTHu cuMiaunujaaau kommiaeke A(G), koju
hemo sBatu kaux xomnaexc. Ilomckym temena S C V je waux om G ako
{i,j} € E 3a cBe i,j € S. Kaur rommnekc nepurumenmo ca A(G) = {S C
V| S je xnmur on G}. Jacuo je ma je ¢uer KOMILJIEKC KJIUK KOMIUJIEKC CBOT 1-
crkenerona. IIpema tBpbhemy [4.6.5 3a Ojuaepos rpammemu cxyn B(L), meps
A(L) antunanna L je knuk kommiierc A(G(L)) npeceunor rpada G(L).

Jlema 4.6.6. Hexa je L menapan aHMUAGHAY KOHAQYHUT CKYNnosa maxas 0a je
nepe A(L) jeonodumensuonu yuka wa n = |L| memena. Tada je (THB(L)) =
2(—1)"L
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Zokas. o tephemy [4.3.9] mmamo (TH(B(L)) = ("H(B3(Cy)), rae je C, mux-

audHU Tpad ca n temena. M3 ocobuHe m3banmBame-CKyIbame CIEIN 1A

CH(B3(C)) = =1 (Bs(Ln)) = ¢ H(B3(Cr),

rae je L, oyt Ha n temera. Ilo smemn je ¢"Y(Bs(Ly)) = 0, onakne un-
nyknujom mo n mobujamo (1(B3(Cy)) = (—1)" 3¢ (B3(C3)). uperran pauyn
naje ¢1(B3(Cs)) = 2. O

Hera je A amcrpakTHM CUMIIMIUjAJHU KOMIJIEKC Ha CKymy TemeHa V.
Pectpurnuja Al|; kommierca A ma moxckyn I C V' je medpuuucana ca Alp =
{0 € Alo C I}. Tlortrkommere ob6auka A|; 30BeMO NyH MOTKOMIIJIEKC.

Ieduaunuja 4.6.7. Pehu hemo na je ancrpakTHU CUMIINNN]ATHU KOMILJIEKC
A nomnyro auuKAUYAH aKO HE CAAP:KU IIyH HOTKOMIIJIEKC KOJU je jeIHOIUMEH-
3WOHU ITUKJI.

[IpumeTrmmo nma je 1-CKeJIeTOH MOTHMYHO AlUMKINYHOT CUMILIUIN]AJTHOT KOM-
niexca teTuBHU rpad. 3a rpad G kakemo ma je memuenu (chordal) ako 3a
CBaKM HETOB IUKJI Ca BUINE OA TPU TEMEHa MOCTOjU WMBUIA KOja cIiaja aBa
HecycenHa TeMeHa Y TOM ITUKJY.

Tepbeme 4.6.8. Heka je L anmuaanay KOHQYHUT CKYynosa maxas 0a je 2padi-
enu ckyn B(L) Ojaepos. Tada je nepe A(L) nomnyno auukiuwar KOMNAEKC.

Aoxas. IlpermocraBumo ma moctoju moTroJseknuja S C L TakBa na je HEPB
A(S) nyn norrommiekc ox A(L) xkoju je jemnonumensuonu k. 1o tBphemy
[4.6.5], S je menapan kao norkoseknuja Henapue rosnekunuje L. V3 neme [4.6.6]
umamo ¢ H(B(S)) # 0, mTo je y cynporHOCTH ca yciaoBoM aa je B(L) Ojnepos.

0

der cuMNIUIMjaJIHY KOMIIJIEKC j€ MMOTIYHO AIUKJINYaH aKo U CaMO aKo je
IEeroB 1-CKeJeTOH KopJajiaH. Kiaca MOTHYHO anyKINYHUX (JIer KOMILJIEKCA
je 3aTBOpeHa 3a PECTPUKIMje CUMIIIUIM]aJTHUX KOMIIJIEKCA.

Tepbeme 4.6.9. Hexa je L Henapan awmuaaraly, KOHAGYHUT CKYNO8a maxas 04
je nepe A(L) nomnyno ayursuvar gaez komnaexc. Tada je epadusnu cryn B(L)
Ojaepos.

Joxasz. Tspbewme hemo morazarm mugykrmumjom mo 6pojy exemenara n = |L|
anTuianna L. /lupexkTHO ce yBepaBaMo na je TBpbheme Tauno 3an = 2. IIper-
MIOCTABUMO JIa je TBpDhHeme TayHO 3a CBAKM aHTUJIAHAIL ca HajBuine n — 1 eJ-
emenaTta. Heka je £ moBe3aHu HemapHU aHTUIAHAI OX N KOHAYHUX CKYIIOBA,
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rakaB na je HepB A(L) DOTHYHO anMKINYaH (uer KOMIUIEKC. Pecrpukiuje
A(S) cy moTmyHO anMKIMYHU (iIer KOMIUIEKCH 3a cBe moTkojeknuje S C L.
Ilakse, o UHAYKIUjU, TOTpeOHO je camo mokazaTu aa je (1(B(L)) = 0. Hexra
je So € L mpousBosman enxemenT. [lomTo je HA OCHOBY WMHAYKIMjCKE MPET-
nocraske (~(B(L)\ Sp) = 0, mo ocoburmn n3banmBame-CKyIbame T00mjaMo

CTHB(L)) = =¢TH(B(L)/So).-

Hera je Sy = {S € L\{So}| SNSy # 0} romernmja Temena koja cy 6au3y TemMeHa
So. Hera cy, 3atum, 0 = |P(Sp)| reomerpujcky CUMIIEKC Ha TeMeHUMAa Sy 1
A(Sy) meps ronekmmje Sy. ITo memu [4.6.2], reomerpujcka peasnmsanuja HepBa
A(L/Sy) ce nobuja kao

|A(L/So)] = |ALN {So})| Uiaisy) o

Heps A(SyU{Sp}) romermmje SoU{Sp} je durer koMmmekc Kao myH MOTKOMIIIEKC
¢uer kommiekca A(L). Ha ocuoBy sneme u yumeHMIe na je L HemapaH,
uMaMo 1a je eg;s,(S/Sy) memapanm 3a cBe cummierce S/S; € A(L/Sy), rae je
S C L\{So}. Axo je §/Sy € A(L/Sy) ronermmja roja uHuje y A(L \ {So}),

Baxxnhe eg/s,(S/S) = 1. Crora je L£/S, mHemapra KoJexmja.

[IpernocraBumo na je S C L kKonekuja taksa na je S/Sy MUHUMATHU He-
cummiekc HepBa A(L/Sy) ca 6ap Tpu temena. Kouermuja S je monmessena Ha
S.={5€S85SNSy #0} uS={SeS SNS, =0}. Nz ycaosa na S/
Huje cuMiekc, uMamo aa Sy # 0 u [S.| > 2. To 3maum na moskemo Hahwm nsa
temena S,S € S, Tako ma S NS = u reme S € Sf Tako ma SNS # 0 n
SNS" #0. Tana {Sy,S,5,S"} unne nys musn y A(L), CyIpoTHO YCIOBY mIa
je A(L) mOTIYyHO AIMKINYAH.

[Tpermocrasumo cama ga moctoju kodekmuja S C L\ {Sp} Taxsa ma je
A(S/Sy) nyn norkommierc ox A(L/S) koju je jennomumMensuonu nukia. Tana
je A(SU{Sy}) jemnonuMeH3noHN MUK KOJU je myH moTkoMILIeke on A(L), mro
je omer y cympOTHOCTH ca ycJaoBoM ma je A(L) MOTIYHO alUKJINYaH.

Hakme, 3akmpyayjemo na je A(L/S)) moTnyHO anukaIndaH (aer KOMILIEKC.
[To unnykrusHoj npernoctasiy, B(L)/Sy je Ojnepos. 3uaum, (~1(B(L)/Sy) =
0, mro ummaunupa (1 (B(L)) = 0. Il

Tpu rBphema koja cMo HaBesm y oBOM naparpady majy KOMIIETHY Kapak-
tepuzanujy OjrepoBux TIpalvBHUAX CKYIOBa y TEPMUHUMAa KOMOWHATODUKE
HepaBa aHTUJIAHAIIA KOHAYHUX CKYIIOBA.

Teopema 4.6.10. Hexa je L anmunanay, xonaunu ckynosa. I padusnu ckyn
B(L) je Ojaepoe axo u camo axo je koaekyuja L Henapna u wen weps A(L) je
NOMNYHO QUUKAUNAH Paee KOMNAEKE, O JeCm KAUK KOMNAEKE KOPOAAHO2 2Pafa.
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SB

So

S

B = B({51,52,85,5}) A ({81, S5, S5, 84})

Cuuka 7: Ojaepos epaduswu ckyn B € ESetyy

Ipumep 4.6.11. JemHOOWMEH3MOHU MOTIYHO AaIWKJINYaH (Jier KOMIJIEKC je
npso. Hera je £ anTuimanan KOHAUHUX CKYyTIOBa Takas na je meps A(L) apso.
Tana je B(L) Ojnepos ako 1 caMo ako je Kosieknuja L HemapHa.

IIpumep 4.6.12. Heka je for1(G) TpaguBHU CKyn HOJE/HEH MPOCTOM Trpady
G = (V,E), 3a k > 1. Heps ronermuje {S.| e € E} je raur rommierc A(G*)
nyansor rpada G, KOju je MOTIYHO aIKJINYaH ako U caMo ako je G IpBO.
Haxmne, fop1(G) je Ojnepos ako u camo ako je G apso.
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5 XwuneprpagoBu M CUMILJIUINjAJTHI KOMIJIEKCH

Y oBoM moryaBJ/py pa3MarpamMo KOMOMHATOPHY XON(OBY anredpy xumeprpa-
¢osa [18]. Tomanrebpe ose Xondose anrebpe cy Xoudose aarebpe rpaposa,
rpaauBHUX CKymnoBa u kinarepa. lepmuumemo nojam OjinepoBor xuneprpada
n onrosapajyhy OjnepoBy momanredbpy xuneprpagona. Mcmocrasia ce na
je xuneprpad OjaepoB ako M caMO aKO je aHTUJIAHAIl HerOBUX MUHUMAJIHUX
uBuna OjmeposB. Kopucrehu pesyarare m3 mpeTrxomHOr MOraaBba mA00UjaMo
KOMOUMHATOPHY KapakTepusanujy riace OjmepoBux xumeprpada.

Taxkobe nedpmuMmemMo cTpykTypy KOMOMHaTOpHe XoudoBe anaredpe Ha
CUMILINIVj AJTHUM KOMILJIEKCHMa. KopecnonneHnuja kiraTepa M BUXOBUX KOM-
IJIEKCa HE3aBUCHOCTU 3aJaje m3oMoppuszaM oBe anredpe u Xomndose anredpe
kaarepa. OBuMm mzomopouamom je oapebena knaca OjrepoBux cuMIIALIN-
jaJHUX KOMILJIEKCa, Kao jelHa kKiaca pemema yonmrenux /ler-ComepBuiaoBux
penanuja 3a Xon@oBy aaredpy CUMIININ]jATHUIX KOMIJIEKCA.

5.1 Xongosa anredbpa xuneprpagdona

[TonoBumo na je zunepepad H Ha xoHauHoM ckymy Temena V = V(H) kouek-
mja H C P(V) menpasuux noackynosa ox V. Ilonckymose e € H hemo 3BaTtu
vBuIe xuneprpada u 3axteBahemMo ma cBaka MBUIA UMa Oap OBa €JIEMEHTA.
Xuneprpadg D koju Hema wmBuIie je auckperaH xuneprpad vHa V. Xwunep-
rpagosu Hy u Hy cy uzomopduu ako nocroju oujexmuja f : V(Hy) — V(Hy)
takBa na e € H; ako u camo ako f(e) € Hy. Pecrpurnumja xuneprpada H Ha
ckyn temena [ C V(H) je xuneprpa¢p H|; ={e€ H| e C I}.

Heka je H(H) = ®,>0H,(H) rpanyncann k-BeKTOpCKM IPOCTOD 4Yuja je
6a3a ckyn H cBux kmaca mzomopdHUX xuneprpadoBa, a rpaayanuja qata mIo
Oopojy Ttemena. Ha oBoM mpocTOopy IaepUHUIIEMO MHOKEHE KAO MUC]yHKTHY

yHU]JY

HIUH2:{€C‘/1|_|‘/2|€€H1 I/I.TII/I€EH2},

a KOMHOK€He TOMONY pecTpurnuja
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A(H) = ZHh@H\V\I-

Icv

Ha raj mauun npocrop H(H) mocraje rpamyucana moBe3aHa KOMYTaTUBHA
U KOKOMyTaTuBHa Xondosa aJnaredpa. Ibena jemumnuna je xunmeprpad Hpy Ha
MPa3HOM CKYIy TE€MEHAa, & KOjeIUHUIIA

1, ako je H = Hy
0, wmHaue

e(H) = {

Hedunnmumo rapakrep (g : H(H) — k ca

1, ako je H muckperan
0, wmHaue ’

CH(H)Z{

Tako nobujamo koMmbuHaTopuy Xondosy anredbpy xuneprpadosa (H(H), (q).
Aurunon ox H(H) je, mo (1)), mar ca

SH)=> (-1)* Y H|,u...UH|,,
k>1 LHU..Ulp=V

re ce CyMuparme BPIIK O CBUM ypeheHuM mekoMmo3uiujamMa CKyIa TeMeHa.

Kanoncku mopduzam uz H(H) y QSym je mat ca

V(H) =Y Cu(H)Me, H € H,(H), (30)

afEn
npu yemy je 3a roMmmosunujy « = (ai,...,a;) | n roedunmjent (,(H) Gpoj
ypebermx mexommosummja ([1,...,I;) ckyma temena V TakBux ma je H|p,
nuckperaH panra a; 3a cBe j = 1,..., k. ITomro je H(H) rokomyrarusra Xom-

¢poBa anrebpa, pyurmuja V(H) je cumerpuuna. To je remepumyha ¢yurmmja
npasuatur bojewa xuneprpadpa H

vH) = Y [l

f IPaBUJIHO veV

[TonoBumo ma je Gojeme f:V — N mpaBunno ako Hujenna mBuna on H Huje
ob6ojena ucrom 6ojom. Ako je H mpoct rpad, V(H) je CrennujeBa XxpoMaTcka
cuMeTpuYHa QyHKIMja rpada.
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I'maBra cnemujanusanuja x(H,m) = V(H)(1™) nedunume zpomamcru
noaunom xuneprpada H xoju Opoju meroBa Oojema ca HajBume m 0oja.
Ilakne, o me¢puHUINjU KapakTepa (g UMaMoO

X(Hv m) = CE(H)

Popmyna 3a aHTUNION OHOA Oaje

X(H,=1) = Gg'(H) = Ga o S(H) = Y (=1 (G)a(H).
aEn

Hera je cama S mpoumsBospbHaA damuiamja kKiaaca m3OMOpPU3aMa XUIep-
rpadoBa, KOja je 3aTBOpeHa 3a OUC]YHKTHe yHUje m pectpukrnuje. Tana je
k-BexTopcru mpocrop H(S) ca 6a3om S u kapakTepoM (s = (ply(s) KOMOUHA-
topHa Xondosa noxanarebpa anrebpe xuneprpadosa (H(H), ().

IIpumep 5.1.1. Hera je D = {D,},>0 pamumnauja nuckpeTHuX xumeprpadosa.
Tana je H(D) uzomopdua nomunomujannoj Xondosoj anrebpu kx|, e je
r = Dy. Kapaxrep (i = (ulup) acdunncan je ca (i(p) = p(1), p € K],

IIpumep 5.1.2. Herka je G waaca npoctux rpadosa. Tanma je (H(G),(q)
xpomarcka Xoundosa anrebpa rpadosa (G,(g).

IIocToje nBe BaskHe KiIace xuneprpagoBa Koje Cy 3aTBOPEHE 3a PECTPUK-
nMrje U OUCjYHKTHE yHHUje, a KOje Cy HaM MO3HATe U3 MPETXOMTHOT MOTJIaBlba.

Kaarepu Kaamep (clutter) C ma komausnom ckymy V' je xumeprpad koju je
anTuianan y Bymnosom nocery P(V) cBux monckymnosa ox V. Y nurepartypu
cy raarepu no3Haru u kao [llnepaepoBu miin HE3aBUCHU CUCTEMU, AHTUJIAHIIN
n npoctu xuneprpadosu. Pamwmnauja cBux kimaca m3omopoHux kmarepa C
nepunuie kombunaropuy Xondosy anrebpy kaarepa (H(C),(c). Cuenehe
VHRJY3Uje Cy OUUIJIeTHe

(H(D)7CD) - (H<G)7CG) C (H(C),Cc)

Knarepe npupomso nmaeHTUOUKYjeMO Ca CUMIINIIAjAJTHIM KOMIIJIEKCUMA.
Cumvmnuurujanaun  koMmmieke K mepuHUIme KiaaTep CBOJUX MAKCUMAJTHUX
CTpaHa.

3a xuneprpad H oznaumhemo ca C(H) raarep MUHUMAJHUX uBua ox H.
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I'pamuBHU ckymoBu ['pamuBau ckyn B wa ckyny V moumcroBetrmhemo ca
xuneprpapom B\ {{v} | v € V}. Aro je B dammimja cBux kiaaca
n3oMopdhHUX TpaiuBHUX CKynosa, ouga je (H(B),(g) Xondosa anrebpa
rpamuBHux ckynosa (BSet,(g). Xuneprpad H na ckyny Temena V rexepwurie
jenuucTBeHU rpagusau ckyn B(H) HA HAUMH ONUCAH Y TPETXOIHOM MOTJIABJILY.
Heduanmrmvo naaykTrBHO HU3 xuneprpadosa Hy = H u Hy.y = HyU{eUe'| e €
Hy,e' € Hy,ene # 0}, k> 1. Tana je B(H) = Uyso Hr U Uyer{v}-

Teopema 5.1.3. Caedeha npecauxasana cy venajyhu mornomopgusmu xombura-
mopruxr Xongosuz aneebpu:

(H(C),Ce) = (H(B), s) = (H(H), u),
ede je i1(C) = B(C) uix(B) = B. Ilpecaurasama

20e je p1(B) = C(B) u po(H) = B(H) cy enumopdusmu xomburnamopruxr Xongo-
8uT anzebpu Koju 3a0080.ma8a5Y p1 © i1 = lyc) U P2 0 is = lym®).

Jloxas. Tepheme TeopeMe Jako cieau U3 YUHEHULE & MPUAPYKABAHE Kia-
repa C(H) n rpamusror ckyna B(H) xuneprpady H 3anoBossaBajy

B(Hl L HQ) = B(Hl> L B(Hg) %1 O(Hl L Hg) = O(Hl) L C(Hg),

B(H|;) = B(H)|; w C(H|;) = C(H)l;
3a cBe xuneprpadose H; u Hy u 3a ceaxu [ C V(H). O
ITo amasnoruju ca OjiepoBuM I'DaAUBHUM CKYyIOBUMAa MMaMO Ae(PUHUI]Y
n raparxrepuzanujy OjaepoBux xumeprpagona.

Jepunnunuja 5.1.4. Xuneprpad H je Ojaepoe axo je xm(H|r) = e(H|;) 3a
cee I CV(H), rae je xu = (gCu Ojnepos kapakrep komMOuHaTOpHE XON(OBE
aurebpe (H(H), (n).

Cneneha waparrepusarnuja OjnepoBux xumeprpadoBa je jeqHOCTaBHA
nocjenuna Ae(GuUHUNNI]A.

Jlema 5.1.5. Xunepepad H # Hy je Ojaepos axo u camo axo 3a cee ) # I C
V(H) eancu: uau je H|; ouckpeman uau je (' (H|r) = 0.

75



5 XUIIEPI'PA®OBU U CUMIIVIMIOUJAJIHN KOMIIJIERECH

Jloxas. Ycnos xu(H) = ¢(H) exsusamentan je ycaoBy (g (H) = (g(H). Axo
je D, muckperan xuneprpa¢ Ha n temena, u3 x(D,,m) = m" ciemu na je
(YD) = x(Dn, —1) = (—=1)" = {(D,). Kaxo je (g(H) = 0 3a memuckperan
rpa¢ H, ciemu tBpheme. [l

HucjyuxktHe yHuje u pecrpurnuje OjrepoBux xumeprpadoBa cy Tarobhe
OjnepoBu xuneprpadosu, Tako na Gpamunnja ceux OjnmepoBux xuneprpadona
ynan Xonposy noganrebpy E£(H) rombunaropue Xondose anrebpe H(H),
kojy hemo 3Batu Ojaeposa nodanzebpa xumeprpadosa.

Jlema 5.1.6. Ojaeposa nodaneeopa E(H) je nodanzebpa wenapne anzebpe
S—(H(H), Cn)-

Joxas. Hemapua nomanrebpa S_(H(H),(a) je ompebena yommrennm [len-
CoMepBUIIOBUM peJsialiyjama

(ido (' = @id) o APH) = Y H[;® (" = (H|,)®H|x =

TUJUK =V (H)

=2 scvin (¢ = QH[)A(H] ) = 0.

Cremu ma H € S_(H(H),(u) ako je (¢! —()(H|;) = 0 3a ce J C X, mTo je
0 MPEeTXOAHO] Jemu ekBuBasienTHo ca H € E(H). O

Hexka je £(C) = £(H) N H(C) Ojneposa nomanarebpa kiaarepa.

Teopema 5.1.7. IIpecaurasawe p : H(H) — H(C), dedunucaro cap(H) = C(H),
unoyKyje uzomoppusme xomburamoprur Xongosuxr anzebpu:
(¢)
H(C) =H(H)/kerp,

£(C) = E(H)/(kerp N E(H)),

S (H(C),(c) = S_(H(H),(u)/ kerp.

Hoxas. IlpecnuraBame p je emmMop@u3aM KOMOMHATOPHUX XOI(POBUX ajre-
6pu. Jesrpo kerp je remepucano csum H —C(H). Xuneprpag H ce Ha jemnuH-
cTBeH HauumH Moxke npencrasutu kao H = C(H) + (H — C(H)), na nobujamo
MUpekTHyY cyMmy Bekropckux npocrtopa: H(H) = H(C) @ ker p. Jesrpo kerp je
nnean 3a koju jom Baxku A(kerp) C ker p@kerp u S(kerp) C ker p. Ilakie, ker p
je Xomngos unean ox H(H) u tBpbeme (i) cuemqu.
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[lomTo je mpojernuja p Mopdu3aM KOMOMHATOPHUX XOMI(POBUX ajaredpu,
umamo xu(H) = xc(C(H)) 3a cBe xuneprpadose H. Pecrpurnuja p = plem) :
E(H) — £(C) je emnmop¢uzam koMmOunaTopaux Xomnposux anrebpu u kerp =
kerpN E(H) je Xondos nupean ox £(H), mro mokasyje (ii).

TemepaTopu jesrpa kerp 3amoBomaajy (id @ (gt — (g) ® id) o A@(H —
C(H)) = 0, ma je kerp C S_(H(H),(u). FKaro je wumrmyswmja i
(H(C),lc) — (H(H),(a) mopouszam koMmbunartoprux XondoBux airebpwu,
nvmamo S_(H(C),(c) = S_(H(H),(a) N H(C). To 3maum na je nobpo medu-
HUCAH enuMopdusam koMOuHaTopHUX Xonposux auarebpu p: S_(H(H), () —

S-(H(C), ¢e)- O

ITocnemuna 5.1.8. Xunepepad H je Ojaepos axo u camo axo je xaamep C(H)
Ojaepos.

Kao y mperxomuom moraaBsmy, kaarepy C heMo mpuapy:KUTU alCTPaK-
THM CUMIUIMNAjAJHU KOMIUIEKC Ha Cckymy rTemena (', meros HepB A(C) =
N(C) = {C" Cc C|nC" # 0}. Ipeceunn rpadp G(C) rnarepa je 1-cremeron
mepsa G(C) = N(C)V. Kao u panuje, pehu hemo na je C nenapan xaamep
axko je NC’ ckyn ca memapHuM Opojem eidemenara 3a cBe crpane C' HepBa
N(C). Komnnerna rombunaTopHa kKapakrepusanuja OjrepoBux kiarepa je
Hernocpenna nociaenuna teopeme [4.6.10]

Teopema 5.1.9. Kaamep C' je Ojaepos ako u camo axo je HENAPaH U
(1) npeceunu epad G(C) je memusnu zpad

(17) neps N(C') je kaur Komnaerc npeceunoez epagpa G(C').

Jloxas. Heka je B(C) rpanuBau ckyn remepucan kiaarepom C. ITo mocienunm
5.1.8, kmarep C' = C(B(C)) je Ojuepos ako u camo ako je rpagusau ckyn B(C')
Ojnepos, mro je, mo Teopemu [4.6.10|, eKBUBaJIEHTHO ca TOPHUM ycaoBumMa.[]

Hera je C xnarep ma crymy memena V. 3a momkmaarep S C C, Heka je
A(S) F |V] maprunmja 6poja remena |V| uuju cy menoBu jenHaku 6pojeBmma
TEeMEHa MOBE3aHUX KOMIIOHEHTH Onx S. XPOMATCKa CUMETPUYHA (GYHKIUja
¥(C) wmarepa C je, mo teopemu [£.3.8 y cremenoj 6a3u cuMeTPHUYHUX
¢yHKIVja maTa ca

U(C) = (—1)*Ipys).

sSccC

[IpernocraBumo canma na (' 3amoBomaBa yommrene [len-ComepBuiiose
peaanuje, to ject C' € S_(H(C),(c). Tama ¥(C) € S_(Sym,(s). 3a map-
Tunjy A hemo pehm nma je HemapHa akKo Cy CBU HEHU OEJOBU HEMAPHU.
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5 XUIIEPI'PA®OBU U CUMIIVIMIOUJAJIHN KOMIIJIERECH

Henmapra nonanrebpa Xongose anredbpe cMMeTpUYHNUX (YHKIHUjA je KAO BEK-
TOPCKM IIPOCTOP T'€HEPUCAaHa CKYIIOM CBUX HENAPHUX CTEINECHUX CUMETPUYHUX
¢pyurnuja, (Tepbeme 7.1, [1])

S_(Sym, Cs) = L{ps| A nenapna}.

Jlema 5.1.10. bpoj memena nosesanoz Ojaepos kaamepa C € E(C) je nenapan.

Jloxas. Heka je n = |V(C)| 6poj remena rmarepa C u Hera je S C C mu-
HUMAaJIaH [OoBe3aH mnoiriarep takaB na je US = V(C). Tana je S memapan
u Hep N(S) je myn nomkommiekc mHepBa N(C). Kommnerc N(C) je wiuuk
rkomiiekc reruHOr rpada G(C), na je N(S) KIMK KOMIIEKC TETUBHOI rpada
G(S). Hakxne, S je Ojmepos rmarep. Otyma je S € S_(H(C),(c), omHocHO
U(S) € S_(Sym,(s). Karko je S munumanan moariarep 3a koju je US =
V(C), y pasBojy ¥(S) mpeko cremeHuxX CUMETPUYHUX (QYHKIUja, cabupar p,
ce moOmja MCKBYYHBO KaO Pp = Pi(s). OmaTie je n HemapHO. 0]

Teopema 5.1.11. Kaamep C je Ojaepos C € E(C) axo u camo axo je napmuyuja
A(S) wenapna za cearu nodkaamep S C C.

Jloxas. Heka je C' € £(C) m mera 3a Hekm nomkiarep S C C ummamo na
naptuija A(S) Huje Henapua. TO 3HAYM Ha MOCTOjU TOBe3aHA KOMIIOHEHTA
S’ momknarepa S ca mapuum 6pojem temena |S’|. Kao pecrpurnuja Ojmeposor
kaarepa C, moBesana koMmmnouenta S’ je takobe Ojaepos wrmarep. Ilo memu

5.1.10,, 6poj Temena |S’| je menapan. Konrpanukuuja.

[IpernocraBumo cazxa xa je A\(S) HemapHa maprunuja 3a CBAKM MOAKJIATED
S C C. Ilocebuo, 3a cBaku cummierc C' € N(C) HepB KOMIIEKCA MMaMO
na je A(C') menapuo. Omnasme caemu na je kanarep C memapan. Ilpumenowm
0CcOOUMHE YK/bY4UeHa-UCKbYyUYeHha, nokazaliemo ma kiaarep C 3amoBosmaBa U
octaJje yciuose teopeme [5.1.9;

(i) IlpermocTaBUMO Ja MOCTOJU HETETUBHU LUK € ...€;, k > 3, y IPECeYHOM
rpady G(C). Karo je A({ey,...,er}) HEnapua nmaprunuja, 3akmbydyjeMo ma je
ley U...Ueg| memapan. C mpyre crpane

ey U...Uex| = ler| + |ea| + -+ |ex] — |e1 Nea| — leaMes| — -+ —|ex Neyl,
IITO je MapHO, KOHTPAIUKIM]a/

(i7) Hera je {e1,...,ex}, k> 2, muanmamnna #e-crpana nepsa N(C). Tazna je

k—1
O:|elﬂ...ﬂek|:|61U...Uek|—2(—1)j_1 Z lea, M. Mg,

j=1 1< <y
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5 XUIIEPI'PA®OBU U CUMIIVIMIOUJAJIHN KOMIIJIERECH

CBux 2% — 1 cabupaka Ha HEeCHOj CTpaHM je HemapHO momTo je kiarep C
HemapaH, koHTpamuknuja. Jlakae, weps N(C) je ¢uer KOMILIEKC, OIHOCHO
KJIMK KOMIUIEKC mpeceunor rpada G(C). O

Teopewme [5.1.9] u [5.1.11], 3ajenuo ca nocaemuiowm [5.1.8], majy xommiaerHy
kapakrepusanujy kaace Ojmeposux xuneprpadosa £(H).

Hanomena 5.1.12. Ojmeposa asrebpa knarepa £(C) je mpasa momaiareGpa
wenapue airebpe raarepa S_(H(C),(c). Ilocroje wmarepm kKoju 3a10BO-
maBajy Ilen-ComepBuioBe penamnuje, a aucy OjmaepoBu. Ha cawurmu 8 je mar
IpuMep TAaKBOT KJaTepa Ha MeT TeMeHa. lIpuMeTuMo ma HaBEeIEeHW KJaTepu
nMajy MCTe XPpOMAaTCKEe CUMEeTPUYHe (YHKIU]E.

Henapua anrebpa S_(H(C),(c) uMma m apyre remeparope OCHAM KJiaTepa
koju 3amoBosbaBajy llen-ComepBusose penamnuje. Ha mpumep, mera cy C) =
{{1,2},{2,3}} u Cy = {{1,2}} ruarepu Ha cxymy temena V = {1,2,3}. Tana
exement h = (Cy — 2(C 3amoBosmasa yommrene Ilen-ComepBuiioBe penanuje,
anu "uje y OjaepoBoj momaarebpu.

&

Cy ¢ £(C) Cr € £(C)

U(C1) =¥ (C2) = praaaa —2p3,1,1 +0s

Cnura 8: He-Ojaepos xaamep xoju 3a008omasa Hen-Comepsunoge pesauuje
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5 XUIIEPI'PA®OBU U CUMIIVIMIOUJAJIHN KOMIIJIERECH

5.2 Xongosa anredbpa CUMILIUINMjAJTHUX KOMILJIEKCA

Anempaxmuu cumnauyujasny komnaeke K wa ckymy temena V = V(K) je
nowu nneas y Bynosom nocery P(V) cBux moackymnosa oxn V. 3axreBaliemo
na {v} € K 3a cBa temerna v € V. MNunyroBann noarommierc K|y ox K Ha
cryny temena [ C V(K) je pamunuja K|, ={oc € K| o C I}.

JlBa cuMIIMIujagHa KOMIJIEKCA CYy M30MOP(HA aKO MOCTOjU ODUjernunja mu-
xoBux ckynoBa TemeHa f : V(K;) — V(K,) takBa ma 0 € Ky ako 1 caMo ako
fﬁl(O') e K.

Heka je H(K) = @,>0H,.(K) rpanyucann k-BekTopcku mpocTop 4duja je
6aza ckyn K cBux ki1aca n30MOP(YHUX KOHAYHNUX CUMILININ]AJTHIX KOMIIJIEKCA
U ca IpaayalrjoM AaToM OpojeM TeMeHa. Y OIHOCY Ha MPOU3BOI Ae()UHUCAH
cnajamem CUMILIUANA]ATHAX KOMIIJIEKCA

Ky« Ky={oUT1| o€ K, 7€ Ky},

KOjU je CUMIUIMIVjaJHN KOMILIeKC Ha aucjyHkTHOj yHmju V(Kp) U V(Ky), n
KONPOU3BOJ Ae(PUHUCAH WHIYKOBAHUM II0AKOMILIEKCUMA

AK)= > KoK
ICV(K)

I¢,

npocrop H(K) je rpanmymcama mnoBe3aHa KOMYTATHUBHA UM KOKOMYTATUBHA
Xongdosa anredpa. JenuHWYHN €JIEMEHT je MIPa3aH CUMILIAI]aJTHI KOMIIJIEKC,
. . 1, axo je K =1
a kojemuuuna je €(K) = :
0, wHaue

Hedpurnmumo rapakrep (k : H(K) — k ca

1, ako je K cummiekc
0, wmHaue

(1) = {

Taro cmo mobunu KoMOMHATOPHY XOn(oBY airedpy CHUMIIUIN]AJTHUX KOM-

nnekca (H(K), (k).

Anrtunon S ose anrebpe ompeben je ca

SUE) =) (1" Y. Klpx---x Kl

k>1 Ilu...ulk:V(K)

rae CyMUpaMo MO CBUM ypeDheHUM MEeKOMIIO3WIMjaMa CKyIla TeMeHA.
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5 XUIIEPI'PA®OBU U CUMIIVIMIOUJAJIHN KOMIIJIERECH

Kanoucku mopduzam ¥ : (H(K), (k) — (QSym,(y) mar je ca

V(K) = (koK) My, K € Hy(K).
afFEn

IlepuaUmMUMO napmuyujy CUMILIANUjaJHor koMiiekca K kao ypebeny mexom-
nosunujy ([y,...,Iy) ckyna temena V(K) TakBy ma Cy CBU MHIYKOBAHU IIOI-
kommirexcu K|, 1 <j <k, cummiescu. 3a koMnosummjy o = (ay,...,ax) Fn
koepunujent ((k)o(K) je 6poj maprunuja on K umju nenoBu uMmajy nate
6pojese enemenara, |[;| = a;, 1 < j < k. Iomro je H(K) roromyrarusHa,
¢yurmuja V(K) je cumerpuuna.

Hepurnmumo @GyrKyujy napmuyuje CUMILUIMIM]ATHOT KOMIIeKca K Kao
npeciukasame [ @ V(K) — N takso ma je f'({i}) cumnmerc on K 3a cBe
i € f(V(K)). 3a ¢ymrmmjy maprumuje f O3HAUYMMO ca Xf = HUEV(K) T f(v)
MOHOM y NPCTEHY moJauHoMa k[T, s, ...]. Tana je

U(K) = > X

f OYHEIUja DapTULONA]je

regepumyha (yHKIUja CBUX (YHKIUja HapTUNNje CUMIINIUjAJIHOT KOM-
miekca K.

IMnaBua cnemumjanusamuja y (K, m) = (R(K) = U(K)(1™) nepunume noau-
HOM MAPMUYUJe CAMILUIAII]ATHOT KOMILIeKca K Koju Opoju ¢yHKuuje map-
tumje f @ V(K) — [m]. Ox mocebuor 3mauaja je Bpemuoct x(K,—1) n no
GopMyIU 3a AHTUION UMaMO

XK, 1) = G (K) = D (=1 (¢x)a (K.
aFEn

Fomnaexe nesasucnocmu kmatepa C' je CUMIIIAINN)AJTHA KOMIIIEKC

Ind(C) ={I C V(C)| C|; je nuckperan}.

Cumvnnumujanau komiiekec K oapebyje kmaTep CBOjUX MUHMMAJIHUAX He-
CTpaHa

C(K)={ICV(K)| I ¢ K,J € K 3a caku npasu noackyn J C [}.

OsBa mBa mpuapy:kuBama cy MelhycoOHO MHBEp3HA

Ind(C(K)) = K u C(Ind(C)) = C.
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Teopema 5.2.1. Ilpecaurasawe Ind : (H(C),(c) = (H(K), (k) xoje xaamepy C
npudpyxcyje xomnaeke nesasucrocmu Ind(C) je uzomopduzam xombuHaMOPHUL
Xongosuzr anrzebpu.

Zloxas. IlpecaukaBame Ind 3amoBosmaBa

Ind(C) U Cy) = Ind(Cy) * Ind(Cy),
Ind(C)|; = Ind(C;)

3a cee C) u Cy m 3a cBaku [ C V(C). Kommuerc Ind(C) je cummierc ako
u camo ako je C' muckperan, na je (g o Ind = (¢. Ilakne Ind je mopduzam
KOMOMHATOPHUX XON(YOBUX aaredpu. [l

Bpemmoct OjmepoBor kapakrepa Ha CUMIUIAIAjAJHOM KOMIUIEKCy K je

maTa ca
(K) =G = S (=),

napTumuje (I1,1¢)

Ojaneposa nonanre6pa £(K) je nepunucana anamoruo kao Ojreposa momasre-
6pa xuneprpadosa. OHa je reHepucana CBUM KjlacaMa U30MOP(OHUX CUMILIU-
jaJTHUX KOMILJIEKCA KOju mMajy ocobuny ma je Bpemuoct OjrepoBor kKapak-
Tepa Ha cBUM pecTpuknujama myaa, x(K|;) =0, 0 # 1 C V(K).

IIpumep 5.2.2. TlpernocraBumo na je {i,j} MuUHMMadHA HECTpaHA CUMILIU-
nujanasor kommtexca K. Tana je x(K|p ;) = —2, na K muje Ojnepos. ITorpe-
ban ycuoB nma rkommuiekc K Oyme OjnaepoB je ma je meroB 1-CKeleTOH KOM-
nneran rpag Ha V(K). 360r TOora KOMIUIEKC HE3aBUCHOCTU HEIUCKPETHOT
npoctor rpada Huje Ojmepos.

Ha ocroBy m3omopdusma us3 Treopeme u u3 Teopema |5.1.11 m|5.1.9 mo-

bujamo kKoMmIIeTHY Kapakrepusanujy OjaepoBux CUMIIIUIN]AJTHUX KOMIIJIIEKCA

K € £(K).

Teopema 5.2.3. Cumnauyujarsnu xomnaexc K je Ojaepos axo u camo axo je
xomnaexc nesasucrnocmu K = Ind(C) Ojaeposoe waamepa C € E(C) uau ex-
BUBANENNHO, GKO U CAMO AKO je ®mezo8 Kaamep Mmurnumarnus we-cmpana C(K)
Ojaepos.

IIpumep 5.2.4. 1. Hera je Aln| cummiekc na n treMena. ['paHUYHUA KOMIUJIEKC
0A[n] je OjnepoB ako U caMoO ako je n Hemapas.

2. Heka je C wuarep takas na je uepsB kommiaexc N(C) wau apso umm
cumiiekc. Tamna je kommerc vezasucuoctu Ind(C) Ojaepos ako u caMo ako
je C' memapas.
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Mpunor 1.

MU3jaBa o0 ayTopcTBY

MoTtnucaHa Tawa CtojaguHoBuh

6poj nHaekca

UsjaBrbyjem
[a je [OKTOpCKa gucepTauuja nog HacnoBoMm

Kom6uHaTtopHe XondoBe anrebpe

e pes3ynTtaTt concTBeHOr ncCTpaxkmeadkor paaa,

e [a NpeanoXeHa guceptauuja y LENUHU HU Y AenoBuMa Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujare 6uMNoO Koje Aunnome npema CTyAujCKMM nporpamuma apyrux
BMCOKOLLIKONCKUX YCTaHOBA,

e [a Cy pe3ynTaTu KOPEKTHO HaBeAEHU U

e [1a HXCaM KpLuMna ayTopcka npaBa U KOPUCTMO MHTEMNEKTYanHy CBOjUHY APYruX
nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y beorpagay, 14.12.2013.

A ,
Ny umy”/aguyom



Mpwunor 2.

M3jaBa 0 ICTOBETHOCTU LUTaMMNaHe U eNeKTPoHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Wme u npesume aytopa: Tawa CtojaguHosuh
Cryaujcku nporpam: Anrebpa

Hacnos paga: KombuHaTtopHe Xondose anrebpe
MeHTop: ap »Xapko Mujajnosuh

MoTtnucana Tawa CtojaguHoBuh

W3jaBrbyjem Aa je wramnaHa Bepavja Mor JOKTOPCKOr paja WCTOBETHA €NeKTPOHCKO)
BEp3auju Kojy cam npegana 3a o6jaBrbuBake Ha nopTtany [AurutanHor
peno3uTopujyma YHuBep3uTteta y beorpaay.

[ossorbaBam ga ce objaBe Moju NUYHM Nopaun BesaHW 3a Aobujawe akagemckor
3Barba [JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMe U Npe3ume, rogmHa U Mecto pohera u aatym
onbpaHe paga.

OB nuyHM nogaum Mory ce o6jaBUTM Ha MpEXHUM CTpaHuuama aurutanHe
6ubnuoTeke, y €NeKTPOHCKOM kaTanory v y nyénukauvjama YHusepsuTteTa y beorpaay.

MoTnuc poKkropaHaa

Y Beorpaay, 14.12.2013.

.7/711/54 (7617T-(’jlf51(l}05141‘



Mpwunor 3.

U3sjaBa o0 kopuwhewy

Osnawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® aa y [OurutantHu
penosuTopujyMm YHuBepauTeTa y beorpagy yHece Mojy AOKTOpPCKY AucepTaumjy noa
HacnoBsom

KombuHaTtopHe Xondose aarebpe
Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

OucepTauuvjy ca csum npunosuma npepana cam y enekTpoHCKkoM dopmaTty NorogHoM
3a TpajHO apxuBUpame.

Mojy fokTopcKy Anceprauuvjy noxpaweHy y [iurutanHu penosvtopujyM YHusepsuTeTa
y beorpagy mory aa kopucte CBM Koju nowTyjy oapeabe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyduna.

@AYTOpCTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpLMjanHo
3. AyTopcTBO — HEKOMepUMjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLUjanHo — A4ennTy Noa UCTUM yCrioBuma
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTOopCTBO — AEnuTK Nog UCTUM yCrnosuma

(MonuMo fa 3aoKpyXute camo jefHy oA LWecT NoHyReHux nuueHuwM, Kpatak onuc
NUUEHUM faT je Ha nonefunHn nucta).

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpapy, 14.12.2013.

JIE It &chrauwméu[



1. AytopctBo - [Jo3BorbaBaTte ymHOXaBare, AUCTPpUBYyuujy u jaBHO caorwitaBambe
Aena, v npepage, ako ce HaBefe MMe aytopa Ha HauuH ogpefeH o cTpaHe ayTopa
unu gaeaola nuueHue, Yak n y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja og cBux
nuueHun.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3sorbaBate yMHOXaBare, AucTpnbyumjy u jaBHo
caonwiTaBawe gena, u npepage, ako ce Hasede MMe ayTopa Ha HauduH ogpefeH of
CTpaHe aytopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbasa KoMepuujanHy
ynotpeby pena.

3. AyTopcTBO - HekomepuumjanHo - 6e3 npepage. [Jo3BorbaBarte yMHOXaBawe€,
anctpubyumnjy v jaBHo caonwitaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarwa wnu
ynotpebe gena y CBOM [Jerly, ako Ce HaBeje UMe ayTopa Ha HauvH oapefeH of
cTpaHe aytopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He J03BOrbasBa KoOMepLujanHy
ynotpeby gena. Y ofHOCy Ha cBe ocTarne nuueHue, OBOM NULEHLOM Ce orpaHu4aBa
Hajeehu 06vM npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepuujanHo — fenuTu nog mctum ycnosuma. [lossosrbasate
yMHOXaBare, Anctpmbyumjy 1 jaBHO caonwitaBame Aena, u npepage, ako ce Hasege
umMe aytopa Ha HauuH ofapefeH of cTpaHe ayTopa unu Aasaoua NUUEHLE W ako ce
npepaga Auctpubyupa nog WMCTOM WM CNUMHOM nuueHuom. Oea nuueHua He
[03BOSbaBa komepuujanHy ynotpeby gena v npepaaa.

5. AytopctBo — Ge3 npepage. [lo3BorbaBaTe ymHOXaBare, AucTpudbyuujy v jaBHo
caonwTaBame gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosara unu ynotpebe genay csom geny,
ako ce HaBefe vMe ayTtopa Ha HauuH ofpeReH of cTpaHe ayrTopa wnv fgasaoua
nuyeHue. Oea nuueHua 403BorbaBa komepuvjandy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO - Aenutu nog wuctum  ycriosuma. [lozBorbaBaTe yMHOXaBsarwe,
ancTpubyumjy v jaBHO caoniTaBake 4ena, u npepaje, ako ce Haseae uMme aytTopa Ha
HauuH oppefleH op cTpaHe ayTopa wnvM fAasBaoua NuUUeHUe M ako ce npepapa
anctpubympa nog MCTOM unu cnnyHom  nuvueHuoMm. OBa nuueHua [osBorbaBsa
komepuujanHy ynotpeby agena u npepaga. CnuuHa je codTBEPCKUM nuueHuama,
OAHOCHO NuUeHLamMa OTBOPEHOr Koaa.
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