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ÏÐÈËÎÃ ÒÅÎÐÈJÈ K-ÖÈÐÊÓËÀÐÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÀ

ÐÅÇÈÌÅ

Ïðåäìåò èçó÷àâà»à îâå äèñåðòàöèjå ñó k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, ïðè

÷åìó jå k ïðîèçâî§àí êîìïëåêñàí áðîj. Ïðåäñòàâ§åí jå, çà ïðîèçâî§íî

k ̸= 0, ìåòîä çà îäðå¢èâà»å èíâåðçà èíâåðòèáèëíe k-öèðêóëàðíe ìàòðèöe

è êîðèø£å»åì òîã ìåòîäà, îäðå¢åí èíâåðç èíâåðòèáèëíe k-öèðêóëàðíe

ìàòðèöe ñà ãåîìåòðèjñêèì íèçîì (ñà àðèòìåòè÷êèì íèçîì), çà ïðîèçâî§-

íî k ̸= 0 (çà k = 1). Êîðèø£å»åì ôàêòîðèçàöèjå ïóíîã ðàíãà ìàòðèöå

îäðå¢åí jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ñèíãóëàðíe k-öèðêóëàðíe ìàòðèöe ñà

ãåîìåòðèjñêèì íèçîì (ñà àðèòìåòè÷êèì íèçîì), çà ïðîèçâî§íî k (çà

k=1). Îäðå¢åíå ñó è, çà ïðîèçâî§íî k, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè, äåòåðìèíàí-

òa è Åóêëèäñêa íîðìa k-öèðêóëàðíe ìàòðèöe ñà ãåîìåòðèjñêèì íèçîì òj.

ñà àðèòìåòè÷êèì íèçîì, êàî è ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó k-öèðêó-

ëàðíå ìàòðèöå ñà ãåîìåòðèjñêèì íèçîì. Àíàëèçèðàíå ñó è k-öèðêóëàðíå

ìàòðèöå ñà ïðâîì âðñòîì (F1, F2, . . . , Fn) òj. (L1, L2, . . . , Ln), ãäå jå Fn

òj. Ln n-òè ÷ëàí Ôèáîíà÷èjåâîã òj. Ëóêàñîâîã íèçà, è çà òàêâå ìàòðèöå

îäðå¢åíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è Åóêëèäñêà íîðìà. Ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíå

íîðìå Àäàìàðîâèõ èíâåðçà ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ ìàòðèöà, çà ïðîèçâî§íî

k ̸= 0, ñó òàêî¢å äîáèjåíå. Íà êðàjó, îäðå¢åíå ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè,

äåòåðìèíàíòà è ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà, êàî è ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó Àäàìàðî-

âîã èíâåðçà òàêâå ìàòðèöå, çà ïðîèçâî§íî k ̸= 0.
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A CONTRIBUTION TO THE THEORY

OF K-CIRCULANT MATRICES

ABSTRACT

In this dissertation, k-circulant matrices are considered, where k is an

arbitrary complex number. The method for obtaining the inverse of a non-

singular k-circulant matrix, for an arbitrary k ̸= 0, is presented, and using

that method, the inverse of a nonsingular k-circulant matrix with geometric

sequence (with arithmetic sequence) is obtained, for an arbitrary k ̸= 0 (for

k = 1). Using the full rank factorization of à matrix, the Moore-Penrose in-

verse of a singular k-circulant matrix with geometric sequence (with arithme-

tic sequence) is determined, for an arbitrary k (for k = 1). For an arbitrary k,

the eigenvalues, the determinant and the Euclidean norm of a k-circulant ma-

trix with geometric sequence i.e. with arithmetic sequence are derived, and

bounds for the spectral norm of a k-circulant matrix with geometric sequence

are determined. Also, k-circulant matrices with the �rst row (F1, F2, . . . , Fn)

i.e. (L1, L2, . . . , Ln), where Fn i.e. Ln is the n
th Fibonacci number i.e. Lucas

number, are investigated and the eigenvalues and the Euclidean norms of

such matrices are obtained. Bounds for the spectral norms of the Hadamard

inverses of the above matrices, for an arbitrary k ̸= 0, are also determined.

At the end of this dissertation, the eigenvalues, the determinant and bounds

for the spectral norm of a k-circulant matrix with binomial coe�cients are

derived, and bounds for the spectral norm of the Hadamard inverse of such

matrix, for an arbitrary k ̸= 0, are determined.
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ÏÐÅÄÃÎÂÎÐ

Ó îâîj äèñåðòàöèjè àíàëèçèðàjó ñå ìàòðèöå îáëèêà:

c0 c1 c2 . . . cn−2 cn−1

kcn−1 c0 c1 . . . cn−3 cn−2

kcn−2 kcn−1 c0 . . . cn−4 cn−3

...
...

...
. . .

...
...

kc2 kc3 kc4 . . . c0 c1

kc1 kc2 kc3 . . . kcn−1 c0


,

ãäå ñó k è ci, i = 0, n− 1, ïðîèçâî§íè êîìïëåêñíè áðîjåâè, êîjå íàçèâàìî

k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå. Çà k = 1, k = −1 è k = 0 êîðèñòèìî, ðåäîì,

ñëåäå£å íàçèâå öèðêóëàðíå, êîñîöèðêóëàðíå è ïîëóöèðêóëàðíå ìàòðèöå.

Îâå ìàòðèöå ïðåäñòàâ§àjó ñïåöèjàëàí ñëó÷àj Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà è êàî

òàêâå ïðèïàäàjó jåäíîj âåîìà âàæíîj êëàñè ìàòðèöà êîjó íàçèâàìî ñòðó-

êòóðíå ìàòðèöå ([8], [12], [37] è [39]). Îâîj êëàñè ïðèïàäàjó è Õàíêåëîâå

ìàòðèöå, Âàíäåðìîíäîâå ìàòðèöå, Êîøèjåâå ìàòðèöå, èòä. Êàî íàjâàæíè-

jó êàðàêòåðèñòèêó ñòðóêòóðíèõ ìàòðèöà èçäâàjàìî ÷è»åíèöó äà jå »èõîâà

ñòðóêòóðà îäðå¢åíà ìàëèì áðîjåì ïàðàìåòàðà. Òàêî ñó, íà ïðèìåð, Âàíäåð-

ìîíäîâå ìàòðèöå ðåäà n îäðå¢åíå ñà n ïàðàìåòàðà, Òåïëèöîâå è Õàíêåëîâå

ìàòðèöå ðåäà n îäðå¢åíå ñà 2n−1 ïàðàìåòàðà, Êîøèjåâå ìàòðèöå ðåäà

n îäðå¢åíå ñà 2n ïàðàìåòàðà. Ñòðóêòóðà k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà ðåäà

n îäðå¢åía jå, êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç »èõîâîã îáëèêà, ñà n + 1

ïàðàìåòàðà. Ïîìî£ó îâèõ ìàòðèöà ìîãó ñå ðåøèòè ðàçëè÷èòè ïðîáëåìè

êîjè ñå jàâ§àjó ó íàóöè è òåõíèöè.
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Êàäà jå ó ïèòà»ó îðãàíèçàöèjà äèñåðòàöèjå òðåáà èñòà£è äà jå äèñåðòà-

öèjà ïîäå§åíà íà 5 äåëîâà.

Ó ïðâîì äåëó íàâîäèìî ïîjìîâå è îçíàêå, èç òåîðèjå ìàòðèöà, êîjå

êîðèñòèìî ó äèñåðòàöèjè. Íàèìå, ó ïèòà»ó ñó ñëåäå£è ïîjìîâè: òðàíñïî-

íîâàíà è êîíjóãîâàíî-òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöà, ñèìåòðè÷íà è ïåðñèìåòðè-

÷íà ìàòðèöà, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè, äåòåðìèíàíòà è ðàíã ìàòðèöå, èíâåðç

ìàòðèöå, Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ìàòðèöå, ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå, Àäà-

ìàðîâ èíâåðç ìàòðèöå, íîðìå ìàòðèöå (Åóêëèäñêà è ñïåêòðàëíà íîðìà,

1-íîðìà è∞-íîðìà), èòä. Ó âåçè ñà Ìóð-Ïåíðîóçîâèì èíâåðçîì ìàòðèöå

òðåáà èñòà£è äà jå íàâåäåíà, óç äîêàç, ôîðìóëà çà »åãîâî ðà÷óíà»å

(òåîðåìà 1.2) êîjó ñìî êîðèñòèëè ïðè îäðå¢èâà»ó Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èí-

âåðçà k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà ñà ãåîìåòðèjñêèì è àðèòìåòè÷êèì íèçîì

à êîjå ïðåçåíòójåìî ó òðå£åì äåëó îâå äèñåðòàöèjå.

Ó äðóãîì äåëó, èìàjó£è ó âèäó äà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ïðåäñòàâ§àjó

ñïåöèjàëàí ñëó÷àj Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà, ïðâî íàâîäèìî íåêå íàjâàæíèjå

îñîáèíå Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà è íåêîëèêî òâð¢å»à (òåîðåìà 2.1-òåîðåìà

2.4) êîjèìà ñó äàòè ïîòðåáíè è äîâî§íè óñëîâè äà áè Òåïëèöîâà ìàòðèöà

áèëà èíâåðòèáèëíà, è ïîêàçàíî êàêî ñå, ó ñëó÷àjó èíâåðòèáèëíîñòè Òåïëè-

öîâå ìàòðèöå, îäðå¢ójå »åí èíâåðç. Èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå íå ìîðà

áèòè, êàî øòî jå ïîêàçàíî ïðèìåðîì 2.1, Òåïëèöîâà ìàòðèöà. Ìå¢óòèì,

òåîðåìîì 2.5, ÷èjè jå è äîêàç íaâåäåí, äàò jå ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ

äà áè èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå áèî òàêî¢å Òåïëèöîâà ìàòðèöà. Êàî

ïîñëåäèöà òåîðåìå 2.5 äàòî jå, óç äîêàç, òâð¢å»å êîjå ïîêàçójå, äà óêîëèêî

jå èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå òàêî¢å Òåïëèöîâà ìàòðèöà, ðå÷ jå, ó ñòâàðè,

î k-öèðêóëàðíîj ìàòðèöè. Ëåìîì 2.4 ïîêàçàíî jå êàêî ñå ìîæå îäðåäèòè,

ii



àêî ïîñòîjè, èíâåðç k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, ãäå jå k íåíóëà êîìïëåêñàí

áðîj, äîê jå òåîðåìîì 2.6 äàòà ôîðìóëà çà îäðå¢èâà»å Ìóð-Ïåíðîóçîâîã

èíâåðçà ïðîèçâî§íå ñèíãóëàðíå k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå êîjè, êàî øòî jå

ïîêàçàíî ïðèìåðîì 2.4, íå ìîðà áèòè k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà. Ïîòðåáàí

è äîâî§àí óñëîâ äà áè Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ñèíãóëàðíå k-öèðêóëàðíå

ìàòðèöå áèî òàêî¢å k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà äàò jå ëåìîì 2.9. Íàïîìåíèìî

äà ñó ó îâîì äåëó òàêî¢å íàâåäåíå è ôîðìóëå çà îäðå¢èâà»å ñîïñòâåíèõ

âðåäíîñòè, äåòåðìèíàíòå è ïîçèòèâíîã ñòåïåíà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå.

Òðå£è äåî äèñåðòàöèjå jå ïîäå§åí íà äâà äåëà è ïîñâå£åí jå ïðåçåíòîâà-

»ó îðèãèíàëíèõ ðåçóëòàòà êîjè ñå îäíîñå íà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

ãåîìåòðèjñêèì è àðèòìåòè÷êèì íèçîì è êîjè ïðåäñòàâ§àjó óîïøòå»à

(è ïîáî§øà»à) íåêèõ ðåçóëòàòà äî êîjèõ jå, àíàëèçèðàjó£è öèðêóëàðíå

ìàòðèöå ñà ãåîìåòðèjñêèì íèçîì, äîøàî A.C.F. Bueno ([6]) òj. äî êîjèõ

ñó, àíàëèçèðàjó£è öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà àðèòìåòè÷êèì íèçîì, äîøëè

M. Bahsi è S. Solak ([1]).

Îðèãèíàëíe ðåçóëòàòe êîjè ñå îäíîñå íà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

Ôèáîíà÷èjåâèì è Ëóêàñîâèì íèçîâèìà áðîjåâà ïðåçåíòójåìî ó ÷åòâðòîì

äåëó äèñåðòàöèjå. Pe÷ jå î ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà, Åóêëèäñêîj íîðìè è

ãðàíèöàìà çà ñïåêòðàëíó íîðìó Àäàìàðîâîã èíâåðçà ïîìåíóòèõ ìàòðè-

öà. Íàïîìåíèìî äà ñó ó îâîì äåëó íàâåäåíè è ðåçóëòàòè äî êîjèõ ñó

àíàëèçèðàjó£è öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà Ëóêàñîâèì áðîjåâèìà äîøëè H.

Civciv è R. Turkmen ([10]), êàî è ðåçóëòàòè äî êîjèõ ñó äîøëè S.Q.

Shen, J.M. Cen è Y. Hao ([56]), îäíîñíî Y. Gao, Z. Jiang è Y. Gong

([19]), àíàëèçèðàjó£è öèðêóëàðíå, îäíîñíî êîñîöèðêóëàðíå, ìàòðèöå ñà

Ôèáîíà÷èjåâèì è Ëóêàñîâèì áðîjåâèìà.
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Àíàëèçîì öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà ñà áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà áàâèî

ñå J.F.T. Rabago ([44], [45]). Ó ïåòîì äåëó äèñåðòàöèjå ïðåçåíòójåìî

îðèãèíàëíå ðåçóëòàòå êîjè ñå îäíîñå íà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà áèíîì-

íèì êîåôèöèjåíòèìà è êîjèìà ñå, èçìå¢ó îñòàëîã, óîïøòàâàjó íåêè ðåçóë-

òàòè äî êîjèõ jå äîøàî Rabago.

Îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè ïðåçåíòîâàíè ó îâîj äèñåðòàöèjè äîáèjåíè ñó

ó ðàäîâèìà [46]-[52].
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1. Óâîä

Ó îâîì äåëó óâîäèìî îçíàêå è ïîjìîâå êîjå êîðèñòèìî òîêîì öåëîã

ðàäà.

Ñêóï ñâèõ ïðèðîäíèõ, öåëèõ, ðåàëíèõ è êîìïëåêñíèõ áðîjåâà îçíà÷àâà-

ìî, ðåäîì, ñà N, Z, R è C. Íåêà ñó m,n∈N è F ïðîèçâî§íî ïî§å. Ñà

Fm×n îáåëåæàâàìî ñêóï ñâèõ ìàòðèöà äèìåíçèjà m×n ñà åëåìåíòèìà èç

ïî§à F, ïðè ÷åìó òðåáà íàïîìåíóòè äà £åìî ñå óãëàâíîì (îñèì ó îïøòèì

òâð¢å»èìà) áàâèòè êîìïëåêñíèì ìàòðèöàìà òj. F = C.

Êîìïëåêñíó ìàòðèöó A, ñà m âðñòà è n êîëîíà, óìåñòî

A=



a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n−1 a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 . . . a2,n−1 a2,n

a3,1 a3,2 a3,3 . . . a3,n−1 a3,n
...

...
...

. . .
...

...

am−1,1 am−1,2 am−1,3 . . . am−1,n−1 am−1,n

am,1 am,2 am,3 . . . am,n−1 am,n


∈Cm×n, (1)

êðà£å îáåëåæàâàìî ñà A = [ai,j]∈Cm×n, îäíîñíî Am×n óêîëèêî æåëèìî

ñàìî äà èñòàêíåìî äèìåíçèjå ìàòðèöå A. Äà áèñìî îáåëåæèëè i-òó âðñòó,

i = 1,m, è j-òó êîëîíó, j = 1, n, ìàòðèöå A = [ai,j] ∈ Cm×n êîðèñòèìî,

ðåäîì, îçíàêå Ai→ è A↓j.
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Äàêëå,

Ai→=(ai,1, ai,2, . . . , ai,n), i=1, . . . ,m,

è

A↓j=


a1,j

a2,j
...

am,j

 , j=1, . . . , n.

Ìàòðèöó Am×n íàçèâàìî âåêòîðîì àêî jå jåäíà îä äèìåíçèjà jåäíàêà

1, è òî âåêòîð êîëîíîì àêî jå n=1 è âåêòîð âðñòîì àêî jå m=1. Àêî jå

m=n òj. áðîj âðñòà è áðîj êîëîíà ìàòðèöå èñòè, òàäà çà ìàòðèöó êàæåìî

äà jå êâàäðàòíà (ðåäà n). Äèjàãîíàëíó ìàòðèöó (ðåäà n) îáåëåæàâàìî

ñà diag[a1,1, a2,2, a3,3, . . . , an,n]. Jåäèíè÷íó ìàòðèöó ðåäà n è íóëà ìàòðèöó

äèìåíçèjå m × n îáåëåæàâàìî, ðåäîì, ñà In è Om×n. Àêî ñó äèìåíçèjå

ìàòðèöà î÷èãëåäíå òàäà çà jåäèíè÷íó è íóëà ìàòðèöó êîðèñòèìî, ðåäîì,

îçíàêå I è O.

Çà ìàòðèöó A=[ai,j]∈Cm×n, òðàíñïîíîâàíà è êîíjóãîâàíî-òðàíñïîíî-

âàíà ìàòðèöà ñó ìàòðèöå êîjå îçíà÷àâàìî, ðåäîì, ñà AT è A∗ è çà êîjå

âàæè AT =[aj,i]∈Cn×m è A∗=[aj,i]∈Cn×m, ãäå jå ai,j êîíjóãàò îä ai,j.

Äàêëå,

(AT )j→ = A↓j, j=1, n è (AT )↓i = Ai→, i=1,m,

è

(A∗)j→ = A↓j, j=1, n è (A∗)↓i = Ai→, i=1,m.

Íàðàâíî, àêî jå ó ïèòà»ó ðåàëíà ìàòðèöà A, òàäà jå AT = A∗. Ìàòðèöó

A íàçèâàìî ñèìåòðè÷íîì (àíòèñèìåòðè÷íîì) ìàòðèöîì àêî jå AT = A
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(AT = −A). Jåäèíà ìàòðèöà êîjà jå è ñèìåòðè÷íà è àíòèñèìåòðè÷íà jå

O. Äàêëå, çà ìàòðèöó A= [ai,j] ðåäà n êàæåìî äà jå ñèìåòðè÷íà àêî ñó

»åíè åëåìåíòè ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó íà ãëàâíó äèjàãîíàëó. Ìå¢óòèì,

àêî ñó åëåìåíòè ìàòðèöå A ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó íà àíòè-äèjàãîíàëó

(a1,n, a2,n−1, a3,n−2, . . . , an,1), òàäà êàæåìî äà jå ìàòðèöà A ïåðñèìåòðè÷íà.

Ïðè òîìå òðåáà èñòà£è äà jå ìàòðèöà A ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå

ìàòðèöà JA, îäíîñíî ìàòðèöà AJ , ñèìåòðè÷íà, ãäå jå J ìàòðèöà êîä êîjå

ñó åëåìåíòè äóæ àíòè-äèjàãîíàëå jåäíàêè 1, äîê ñó ñâè îñòàëè åëåìåíòè

jåäíàêè 0.

Çà ìàòðèöó A è ñêàëàð α âàæè:

(AT )T = A è (αA)T = αAT . (2)

Òàêî¢å, çà ìàòðèöå A è B, ïîä óñëîâîì äà »èõîâ çáèð îäíîñíî ïðîèçâîä

ïîñòîjè, âàæè:

(A+B)T = AT +BT è (AB)T = BTAT . (3)

Íàâåäåíå jåäíàêîñòè âàæå è êàäà ñå òðàíñïîíîâàíå ìàòðèöå çàìåíå êîíjó-

ãîâàíî-òðàíñïîíîâàíèì ìàòðèöàìà.

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè äàòå ìàòðèöå A ∈ Cn×n îáåëåæàâàìî ñà λj(A),

j = 0, n− 1, äîê çà »åíó äåòåðìèíàíòó êîðèñòèìî îçíàêó |A| è ïðè òîìå

âàæè: |A| =
n−1∏
j=0

λj(A).

Çà ìàòðèöå A,B∈Cn×n âàæè:

|AB| = |A| |B| . (4)

Òàêî¢å, çà ìàòðèöó A∈Cn×n è ñêàëàð α âàæè:

|αA| = αn|A| . (5)
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Ðàíã ìàòðèöå A ∈ Cm×n, íàjâå£è áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ

êîëîíà, îäíîñíî âðñòà, îáåëåæàâàìî ñà r(A). Äàêëå, 0≤r(A)≤min{m,n},

ïðè òîìå jå r(A) = 0 àêî è ñàìî àêî jå A = O. Íàðàâíî, êàäà jå ðå÷

î ðàíãó ìàòðèöå òðåáà èñòà£è äà ñå ðàíã ìàòðèöå íå ìå»à ïðèìåíîì

åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà. Çà ìàòðèöó B ∈ Cm×n êàæåìî äà jå

åêâèâàëåíòíà ìàòðèöè A ∈ Cm×n, è ïèøåìî A ∼ B, àêî ñìî ìàòðèöó

B äîáèëè ïðèìåíîì íåêå îä åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íà ìàòðèöè

A. Ñ îáçèðîì äà ñå ðàíã ìàòðèöå íå ìå»à ïðèìåíîì åëåìåíòàðíèõ

òðàíñôîðìàöèjà, åêâèâàëåíòíå ìàòðèöå èìàjó èñòè ðàíã. Ñêóï ñâèõ

êîìïëåêñíèõ ìàòðèöà, äèìåíçèjà m × n, ðàíãà r îáåëåæàâàìî ñà Cm×n
r .

Ñëè÷íî, Rm×n
r îáåëåæàâà ñêóï ñâèõ ðåàëíèõ ìàòðèöà, äèìåíçèjà m× n,

ðàíãà r. Äîêàç ñëåäå£åã òâð¢å»å ñå ìîæå ïðîíà£è ó [3].

Ëåìà 1.1. (Ëåìà 4. [3], ñòð. 20) Çà ìàòðèöó A∈Cm×n âaæè:

r(AA∗) = r(A) = r(A∗A) . H (6)

Çà ìàòðèöóAm×n êàæåìî äà jå ,,ïóíîã ðàíãà âðñòà� (,,ïóíîã ðàíãà êîëîíà�)

àêî jå r(A) = m (r(A) = n). Ó âåçè ñà òèìå âàæè è ñëåäå£å òâð¢å»å ÷èjè

ñå äîêàç ìîæå ïðîíà£è ó [3] (âèäåòè òàêî¢å [41] è [43]).

Ëåìà 1.2. (Ëåìà 5. [3], ñòð. 22) Íåêà jå A ∈Cm×n
r , r > 0. Òàäà ïîñòîjå

ìàòðèöå M ∈Cm×r
r è N ∈Cr×n

r , òàêî äà jå:

A =MN. H (7)

Ôàêòîðèçàöèjó ìàòðèöå A êîjà jå ïðåäñòàâ§åíà ó ïðåòõîäíîj ëåìè

íàçèâàìî ôàêòîðèçàöèjà ïóíîã ðàíãà ìàòðèöå A è ìîæå ñå äîáèòè òàêî

øòî:

1) çà êîëîíå ìàòðèöå M èçàáåðåìî áèëî êîjè ìàêñèìàëàí ñêóï ëèíåàðíî

íåçàâèñíèõ êîëîíà ìàòðèöå A, è òàäà jå ìàòðèöà N jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà

ñà (7);
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èëè

2) çà âðñòå ìàòðèöå N èçàáåðåìî áèëî êîjè ìàêñèìàëàí ñêóï ëèíåàðíî

íåçàâèñíèõ âðñòà ìàòðèöå A, è òàäà jå ìàòðèöà M jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà

ñà (7);

Çà äîáèjà»å ôàêòîðèçàöèjå ïóíîã ðàíãà äàòå ìàòðèöå A ìîæå ñå êî-

ðèñòèòè è »åíà ñâåäåíà ôîðìà ó îäíîñó íà âðñòå.

Íàèìå, çà ìàòðèöó E ∈Cm×n
r êàæeìî äà jå ó ñâåäåíîj ôîðìè ó îäíîñó

íà âðñòå àêî èìà îáëèê:

E =

 Nr×n

O(m−r)×n

 , (8)

ïðè ÷åìó çà N = [ni,j]∈Cr×n âàæè:

1) ni,j = 0, çà i > j.

2) Ïðâè íåíóëà åëåìåíò ó ñâàêîj âðñòè ìàòðèöå N jå 1.

3) Àêî jå ni,j = 1, ïðâè íåíóëà åëåìåíò i-òå âðñòå ìàòðèöå N , òàäà jå j-òà

êîëîíà ìàòðèöå N jåäèíè÷íè âåêòîð ei ñà jåäèíèöîì íà i-òîj ïîçèöèjè.

Íåêà jå EA ñâåäåíà ôîðìà ìàòðèöå A ∈ Cm×n
r ó îäíîñó íà âðñòå òj.

ìàòðèöà îáëèêà (8) è íåêà ñå jåäèíè÷íè âåêòîðè ïîjàâ§ójó ó i1, i2, . . . , ir

êîëîíàìà ìàòðèöå EA, òàäà îäãîâàðàjó£å êîëîíå ìàòðèöå A ÷èíå áàçó çà

R(A), ãäå jå

R(A)=
{
Y∈Cm×1 | ïîñòîjè áàð jåäàí X∈Cn×1 òàêî äà jå AX=Y

}
, (9)

è íàçèâàìî èõ èñòàêíóòå êîëîíå ìàòðèöå A. Ïðåîñòàëå êîëîíå ìàòðèöå

A íàçèâàìî íåèñòàêíóòå êîëîíå ìàòðèöåA. Àêî jå ìàòðèöàM ôîðìèðà-

íà îä èñòàêíóòèõ êîëîíà ìàòðèöå A (ó èñòîì ðåäîñëåäó êàî øòî ñó ó

ìàòðèöè A), òàäà jå A =MN , ãäå jå N=[ni,j]∈Cr×n íàâåäåíà ïîäìàòðèöà

ìàòðèöå EA ([7], ñòð. 15).
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Èíâåðç ìàòðèöå A∈Cn×n, àêî ïîñòîjè, jå òàêî¢å êâàäðàòíà ìàòðèöà

ðåäà n êîjó îáåëåæàâàìî ñà A−1 è çà êîjó âàæè: A−1A = AA−1 = I.

Íàïîìåíèìî äà èíâåðç ìàòðèöå A ∈ Cn×n ïîñòîjè (è jåäèíñòâåí jå) àêî

è ñàìî àêî jå r(A) = n (òj. |A| ≠ 0) è òàäà êàæåìî äà jå A ðåãóëàðíà

òj. èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà. Ó ñóïðîòíîì, çà ìàòðèöó A êàæåìî äà jå

ñèíãóëàðíà.

Äà áèñìî óïîðåäèëè îñîáèíå êîjå âàæå çà èíâåðç êâàäðàòíå ìàòðèöå

ñà îñîáèíàìà êîjå âàæå çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç (íå îáàâåçíî êâàäðàòíå)

ìàòðèöå è êîjè £å áèòè äåôèíèñàí íåøòî êàñíèjå ó òåêñòó, ïîäñåòèìî äà

çà èíâåðç êâàäðàòíå ìàòðèöå âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 1.1. Çà èíâåðòèáèëíå ìàòðèöå A,B è α∈C\{0} âàæè:

à) (αA)−1= 1
α
A−1,

á) (A−1)−1=A,

â) AT jå òàêî¢å èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà è ïðè òîìå jå: (AT )−1=(A−1)T ,

ã) A∗ jå òàêî¢å èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà è ïðè òîìå jå: (A∗)−1=(A−1)∗,

ä) AB è BA ñó òàêî¢å èíâåðòèáèëíå ìàòðèöå è ïðè òîìå jå: (AB)−1=

B−1A−1 . �
Íåêà jå A∈Cm×n. Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ìàòðèöå A jå ìàòðèöà X ∈

Cn×m êîjà èñïó»àâà ñëåäå£å jåäíà÷èíå:

AXA = A, (10)

XAX = X, (11)

(AX)∗ = AX, (12)

(XA)∗ = XA. (13)

Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ìàòðèöå A îáåëåæàâàìî ñà A†. Jåäèíñòâåí jå

è óâåê ïîñòîjè ([40]). Îâàj èíâåðç jå 1920. ãîäèíå äåôèíèñàî E.H. Moore
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([35], âèäåòè è äåôèíèöèjó äàòó ó [36]) è íåçàâèñíî îä »åãà 1955. ãîäèíå,

ïðåòõîäíî íàâåäåíèì ñèñòåìîì ìàòðè÷íèõ jåäíà÷èíà, R. Penrose ([40]).

�èõîâå äåôèíèöèjå ñó åêâèâàëåíòíå (òåîðåìà 1.1.1 [7]). Îòóäà è ïîòè÷å

»åãîâ íàçèâ. Àêî jå ìàòðèöà A èíâåðòèáèëíà, òàäà jå A† = A−1.

Ôàêòîðèçàöèjà ïóíîã ðàíãà ìàòðèöå îìîãó£àâà èçðà÷óíàâà»å »åíîã

Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà. C.C. MacDu�ee jå, o÷èãëåäíî ïðâè, 1959. ãî-

äèíå, óêàçàî äà ñå ïîìî£ó ôàêòîðèçàöèjå ïóíîã ðàíãà ìàòðèöå ìîæå

èçðà÷óíàòè »åí Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç øòî ñóA. Ben-Israel è T.N.E. Gre-

ville ïðåçåíòîâàëè ó ê»èçè [3]. Îâî òâð¢å»å íàâîäèìî çàjåäíî ñà äîêàçîì

jåð ñìî êîðèñòå£è óïðàâî òî òâð¢å»å îäðåäèëè Ìóp-Ïåíðîóçîâ èíâåðç çà

k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà ãåîìåòðèjñêèì è àðèòìåòè÷êèì íèçîì î ÷åìó

£å áèòè ðå÷è ó òðå£åì äåëó îâå äèñåðòàöèjå.

Òåîðåìà 1.2. (Òåîðåìà 5. [3], ñòð. 23) (MacDu�ee) Àêî ìàòðèöà A ∈

Cm×n
r , r>0, èìà ôàêòîðèçàöèjó ïóíîã ðàíãà (7), òàäà jå

A† = N∗(M∗MNN∗)−1M∗ . (14)

Äîêàç. Óî÷èìî äà M∗M,NN∗∈Cr×r. Ïîøòî jå,

r(M∗M) =︸︷︷︸
ëåìà 1.1

r(M) = r è r(NN∗) =︸︷︷︸
ëåìà 1.1

r(N) = r,

M∗M è NN∗ ñó èíâåðòèáèëíå ìàòðèöå. Ïðåìà òîìå, ìàòðèöàM∗MNN∗

jå, êàî ïðîèçâîä èíâåðòèáèëíèõ ìàòðèöà, èíâåðòèáèëíà. Íåêà jå X =

N∗(M∗MNN∗)−1M∗. Ïîêàæèìî äà X çàäîâî§àâà jåäíà÷èíå (10)−(13).

AXA = MNN∗(M∗MNN∗)−1M∗MN

= M NN∗(NN∗)−1︸ ︷︷ ︸
(=I)

(M∗M)−1M∗M︸ ︷︷ ︸
(=I)

N
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= MN

= A.

Äàêëå, X çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó (10).

XAX = N∗(M∗MNN∗)−1M∗MNN∗(M∗MNN∗)−1M∗

= N∗(NN∗)−1 (M∗M)−1M∗M︸ ︷︷ ︸
(=I)

NN∗(NN∗)−1︸ ︷︷ ︸
(=I)

(M∗M)−1M∗

= N∗(NN∗)−1(M∗M)−1M∗

= N∗(M∗MNN∗)−1M∗

= X.

Äàêëå, X çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó (11). Ñ îáçèðîì äà jå

AX = MNN∗(M∗MNN∗)−1M∗

= M NN∗(NN∗)−1︸ ︷︷ ︸
(=I)

(M∗M)−1M∗

= M(M∗M)−1M∗

è

(M(M∗M)−1M∗)∗ = (M∗)∗((M∗M)−1)∗M∗

= M((M∗M)∗)−1M∗

= M(M∗(M∗)∗)−1M∗

= M(M∗M)−1M∗,

çàê§ó÷ójåìî äà X çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó (12). Ñ îáçèðîì äà jå
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XA = N∗(M∗MNN∗)−1M∗MN

= N∗(NN∗)−1 (M∗M)−1M∗M︸ ︷︷ ︸
(=I)

N

= N∗(NN∗)−1N

è

(N∗(NN∗)−1N)∗ = N∗((NN∗)−1)∗(N∗)∗

= N∗((NN∗)∗)−1N

= N∗((N∗)∗N∗)−1N

= N∗(NN∗)−1N,

çàê§ó÷ójåìî äà X çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó (13). Èìàjó£è ó âèäó jåäèíñòâå-

íîñò Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà, ñëåäè äà jå A†=N∗(M∗MNN∗)−1M∗ øòî

jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �
Èëóñòðàöèjà îâå òåîðåìå äàòà jå ñëåäå£èì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.1. Íåêà jå

A =


1 3 2 −4

1 4 4 −6

−2 −3 2 2

 .
Èç

A=


1 3 2 −4

1 4 4 −6

−2 −3 2 2

∼

1 3 2 −4

0 1 2 −2

0 3 6 −6

∼

1 3 2 −4

0 1 2 −2

0 0 0 0

∼

1 0 −4 2

0 1 2 −2

0 0 0 0


9



âèäèìî äà jå r(A) = 2 è äà ñó ïðâà è äðóãà êîëîíà ìàòðèöå A »åíå

èñòàêíóòå êîëîíe. Äàêëå, ìàòðèöà A èìà ôàêòîðèçàöèjó ïóíîã ðàíãà

(7), ïðè ÷åìó ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:

M =


1 3

1 4

−2 −3

 è N =

 1 0 −4 2

0 1 2 −2

 .

Íà îñíîâó (14) äîáèjàìî äà jå

A† =
1

105



1 −2 −11

3 1 −12

2 10 20

−4 −6 2


. ♢

Òåîðåìà 1.3. Çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó A è α∈C\{0} âàæè:

à) (αA)†= 1
α
A†,

á) (A†)† = A,

â) (AT )†=(A†)T ,

ã) (A∗)†=(A†)∗,

ä) (A∗A)†A∗ = A∗(AA∗)† = A . �

Ïðèìåð êîjè ñëåäè ïîêàçójå äà, çà äàòå ìàòðèöå A è B, jåäíàêîñò

(AB)† =B†A† íå ìîðà óâåê äà âàæè. Íàèìå, jåäíàêîñò (AB)† =B†A† jå

èñïó»åíà ñàìî ó ñïåöèjàëíèì ñëó÷àjåâèìà (âèäåòè [24]).
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Ïðèìåð 1.2. Íåêà ñó ìàòðèöå A è B äàòå íà ñëåäå£è íà÷èí:

A =
[
1 0 0 1

]
è B =



1

1

1

1


.

Òàäà jå AB = 2 òj. (AB)† = 1
2
, è

A† =
1

2



1

0

0

1


è B† =

1

4

[
1 1 1 1

]
òj. B†A† =

1

4
. ♢

Ó ðàäó [53] ñìî, çà ìàòðèöå A∈Cm×n, B∈Cp×q è C∈Cm×q, àíàëèçèðà-

ëè ìàòðè÷íó jåäíà÷èíóAXB=C, è êîðèñòå£è Ïåíðîóçîâ óñëîâ êîíçèñòåí-

òíîñòè ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå AXB=C (âèäåòè [40]), èçðàæåí ïðåêî {1}-

èíâåðçà ìàòðèöà A è B òj. ðåøå»à jåäíà÷èíå (10), îäðåäèëè íîâè îáëèê

ïîòðåáíîã è äîâî§íîã óñëîâà »åíå êîíçèñòåíòíîñòè.

Íåêà jå A∈Cn×n. Ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå A jå ìàòðèöà X∈Cn×n êîjà

èñïó»àâà jåäíà÷èíó (10), jåäíà÷èíó (11) è jåäíà÷èíó:

AX = XA. (15)

Ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå A îáåëåæàâàìî ñà A♯. Íàçèâ ,,ãðóïíè èíâåðç�

jå äàî I. Erdelyi ([16]) jåð ïîçèòèâíè ñòåïåíè ìàòðèöå A è ìàòðèöå A♯,

çàjåäíî ñà AA♯ êàî jåäèíè÷íèì åëåìåíòîì, ÷èíå Àáåëîâó ãðóïó (Niels

Henrik Abel) ó îäíîñó íà ìíîæå»å ìàòðèöà (âèäåòè ïðèìåð 1.3) è ó òîj
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ãðóïè jå A♯ èíâåðç îäA. Çà ðàçëèêó îä Ìóð-Ïåðíîóçîâîã èíâåðçà, ãðóïíè

èíâåðç (êâàäðàòíå) ìàòðèöå A íå ïîñòîjè óâåê. Ïîòðåáàí è äîâî§àí

óñëîâ çà åãçèñòåíöèjó ãðóïíîã èíâåðçà (êâàäðàòíå) ìàòðèöå A äàò jå

ñëåäå£îì òåîðåìîì.

Òåîðåìà 1.4. (Òåîðåìà 1. [3], ñòð. 162) Ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå A∈Cn×n
r

ïîñòîjè (è jåäèíñòâåí jå) àêo è ñàìî àêî jå r(A2) = r .�

Ó âåçè ñà ãðóïíèì èíâåðçîì ìàòðèöå A âàæè è ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. (Òåîðåìà 2. [3], ñòð. 163) Íåêà ìàòðèöà A∈Cm×n
r , r > 0,

èìà ôàêòîðèçàöèjó ïóíîã ðàíãà (7). Ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå A ïîñòîjè

àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà NM èíâåðòèáèëíà, è òàäà jå

A♯ =M(NM)−2N .� (16)

Èëóñòðàöèjà îâå òåîðåìå äàòà jå ñëåäå£èì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.3. Íåêà jå

A =



1 −3 1 −3

−3 1 −3 1

1 −3 1 −3

−3 1 −3 1


.

Ëàêî ñå ìîæå âèäåòè, êàî ó ïðèìåðó 1.1, äà ìàòðèöàA èìà ôàêòîðèçàöèjó

ïóíîã ðàíãà (7), ïðè ÷åìó ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:

M =



1 −3

−3 1

1 −3

−3 1


è N =

 1 0 1 0

0 1 0 1

 .
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Ñ îáçèðîì äà jå ìàòðèöà NM = 2

 1 −3

−3 1

 èíâåðòèáèëíà, íà îñíîâó

ïðåòõîäíå òåîðåìå ïîñòîjè ãðóïíè èíâåðç ìàòðèöå A è ïðè òîìå, íà

îñíîâó (16), äîáèjàìî äà jå

A♯ = − 1

32



1 3 1 3

3 1 3 1

1 3 1 3

3 1 3 1


.

Äàêëå, AA♯ = 1
2



1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1


.

Ïðèìåòèìî äà jå

Ã=





a b a b . . . a b

b a b a . . . b a

...
...

...
...

. . .
...

...

a b a b . . . a b

b a b a . . . b a


∈Cn×n| a, b∈C, a ̸= ±b, n=2k, k∈N, k>1


Àáåëîâà ãðóïà, ó îäíîñó íà ìíîæå»å ìàòðèöà, ñà jåäèíè÷íèì åëåìåíòîì
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Gn×n =
2

n



1 0 1 0 . . . 1 0

0 1 0 1 . . . 0 1

...
...

...
...

. . .
...

...

1 0 1 0 . . . 1 0

0 1 0 1 . . . 0 1


. ♢

Çà ìàòðèöó A∈Cn×n êàæåìî äà jå RH ìàòðèöà àêî jå R(A∗) = R(A)

(âèäåòè [3], ñòð. 163, íåêè àóòîðè jå íàçèâàjó è EP ìàòðèöà).

Ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ jåäíàêîñòè Ìóð-Ïåðíîóçîâîã èíâåðçà äàòå

êâàäðàòíå ìàòðèöå A è »åíîã ãðóïíîã èíâåðçà äàò jå ñëåäå£èì òâð¢å»åì

÷èjè ñå äîêàç ìîæå íà£è ó [3].

Òåîðåìà 1.6. (Òåîðåìà 3. [3], ñòð. 164) Çà ìàòðèöó A ∈ Cn×n âàæè:

A♯ = A† àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà A RH ìàòðèöà. �
Íàïîìåíà 1.1. Ïîøòî jå ìíîæå»å k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà êîìóòàòèâíî,

ãðóïíè èíâåðç îäðå¢åíå k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, àêî ïîñòîjè, ïîêëàïà ñå

ñà »åíèì Ìóð-Ïåíðîóçîâèì èíâåðçîì. ▽

Çà ìàòðèöå A= [ai,j]∈Cm×n è B= [bi,j]∈Cm×n ñà A ◦ B îáåëåæàâàìî

»èõîâ Àäàìàðîâ ïðîèçâîä (Jacques Salomon Hadamard) è ïðè òîìå jå

A ◦ B = [ai,jbi,j] ∈ Cm×n. Àäàìàðîâ ïðîèçâîä ìàòðèöà íàçèâà ñå jîø è

Øóðîâ ïðîèçâîä (Issai Schur). Çà Àäàìàðîâ èíâåðç ìàòðèöå A êîðèñòèìî

îçíàêó A◦−1 ïðè ÷åìó jå A◦−1=[a−1
i,j ]∈Cm×n. Äàêëå, çà äàòó ìaòðèöó A,

Àäàìàðîâ èíâåðç A◦−1 ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî jå ai,j ̸= 0 çà ñâàêî i, j.

Èìàjó£è ó âèäó äåôèíèöèjó Àäàìàðîâîã ïðîèçâîäà ìàòðèöà, jàñíî jå äà

jå Àäàìàðîâà jåäèíè÷íà ìàòðèöà óïðàâî ìàòðèöàH=[hi,j], ãäå jå hi,j=1

çà ñâàêî i, j.
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Ïîðåä äî ñàäà íàâåäåíèõ ïîjìîâà, çà äàòó ìàòðèöó A = [ai,j]∈Cm×n,

íàâåäèìî äåôèíèöèjå çà Eóêëèäñêó íîðìó, ñïåêòðàëíó íîðìó, 1-íîðìó è

∞-íîðìó ìàòðèöå A. Íàèìå,

1) Eóêëèäñêà íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥E=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|ai,j |2,

2) Ñïåêòðàëíà íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥2=
√

max
1≤ i≤n

λi(A∗A),

3) 1-íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥1= max
1≤ j≤n

m∑
i=1

|ai,j |,

4) ∞-íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥∞= max
1≤ i≤m

n∑
j=1

|ai,j | .

Íåjåäíàêîñòè êîjå âàæå èçìå¢ó íàâåäåíèõ íîðìè îïèñàíå ñó ó ðàäó

[59] (âèäåòè òåîðåìó 1 è òàáåëó 1). Îâäå èñòè÷åìî íåjåäíàêîñòè êîjå

âàæå èçìå¢ó Eóêëèäñêå è ñïåêòðàëíå íîðìå. Íàèìå, çà Eóêëèäñêó è

ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå A∈Cm×n
r âaæè:

∥A∥E√
r

≤ ∥A∥2 ≤ ∥A∥E . (17)

Èìàjó£è ó âèäó äà jå r(A) ≤ min{m,n}, ñëåäè äà çà Eóêëèäñêó è

ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå A∈Cn×n
r âaæè:

∥A∥E√
n

≤ ∥A∥2 ≤ ∥A∥E . (18)
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Äà áèñìî îäðåäèëè ãîð»ó ãðàíèöó ñïåêòðàëíå íîðìå íåêèõ k-öèðêó-

ëàðíèõ ìàòðèöà, êîjå £å áèòè ðàçìàòðàíå ó îâîj äèñåðòàöèjè, êîðèñòèìî

ñëåäå£å òâð¢å»å äîêàçàíî ó [27].

Ëåìà 1.3. ([27]) Íåêà ñó äàòå ìàòðèöå A=[ai,j]∈Cm×n è B=[bi,j]∈Cm×n.

Òàäà âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò:

∥A ◦B∥2 ≤ r1(A) · c1(B), (19)

ãäå jå

r1(A) = max
1≤ i≤m

√√√√ n∑
j=1

| ai,j |2 è c1(B) = max
1≤ j≤n

√√√√ m∑
i=1

| bi,j |2 . H

Íà êðàjó îâîã, óâîäíîã, äåëà ïîäcåòèìî ñå íåêèõ ÷è»åíèöà è îçíàêà

ó âåçè ñà n-òèì êîðåíîì äàòîã áðîjà k ∈ C. Íàèìå, n-òè êîðåí äàòîã

êîìïëåêñíîã áðîjà k jå ðåøå»å jåäíà÷èíå xn=k. Ñ îáçèðîì äà jåäíà÷èíà

xn=k èìà òà÷íî n êîìïëåêñíèõ ðåøå»à, è òî n ðàçëè÷èòèõ êîìïëåêñíèõ

ðåøå»à àêî jå k ̸= 0, è n èñòèõ ðåøå»à êîjè ñó jåäíàêè 0 àêî jå k = 0,

áðîj k ∈ C\{0} èìà òà÷íî n ðàçëè÷èòèõ n-òèõ êîðåía. Áèëî êîjè n-òè

êîðåí áðîjà k∈C îáåëåæèìî ñà ψ. Íåêà ñó

k = ϱ(cos θ + i sin θ) è ψ = ρ(cosϕ+ i sinϕ)

òðèãîíîìåòðèjñêè ïðèêàçè êîìïëåêñíèõ áðîjåâà k è ψ. Êîðèñòå£èÌîàâðî-

âó ôîðìóëó (Abraham de Moivre):

Àêî jå z = a(cosα + i sinα), òàäà jå zn = an(cos(nα) + i sin(nα)),

è èìàjó£è ó âèäó ïåðèîäè÷íîñò ñèíóñíå è êîñèíóñíå ôóíêöèjå, äîáèjàìî

äà jå

ψ = ϱ
1
n (cos(

θ

n
+

2lπ

n
) + i sin(

θ

n
+

2lπ

n
)), l = 0, n− 1.
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Èç ïðåòõîäíî èçëîæåíîã ìîæåìî âèäåòè äà çà áèëî êîjè n-òè êîðåí

jåäèíèöå òj. áèëî êîjå ðåøå»å jåäíà÷èíå xn = 1, êîjå £åìî îáåëåæèòè

ñà ω̂, âàæè:

ω̂ = cos(
2lπ

n
) + i sin(

2lπ

n
), l = 0, n− 1.

Ïðèìèòèâíè n-òè êîðåí jåäèíèöå, êîjè £åìî îáåëåæàâàòè ñà ω, jå

n-òè êîðåí jåäèíèöå çà êîjè âàæè ωm ̸= 1, m = 1, n− 1. Íåêà jå Υn

(ìóëòèïëèêàòèâíà) ãðóïà ñâèõ n-òèõ êîðåíà jåäèíèöå. Òðåáà èñòà£è äà

jåΥn ãåíåðèñàíà jåäíèì åëåìåíòîì. Íàèìå, Υn jå ãðóïà êîjà jå ãåíåðèñàíà

(áèëî êîjèì) ïðèìèòèâíèì n-òèì êîðåíîì jåäèíèöå ω. Äàêëå, Υn jå

öèêëè÷íà ãðóïà è òî êîíà÷íà öèêëè÷íà ãðóïà ðåäà n òj.

Υn = ⟨ω⟩ = {1, ω, ω2, . . . , ωn−1}. (20)

Êàî êîíà÷íà öèêëè÷íà ãðóïà ðåäà n, Υn jå èçîìîðôíà (àäèòèâíîj) ãðóïè

Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Ñâàêè n-òè êîðåí íåêîã êîìïëåêñíîã áðîjà k èìà îáëèê ψωj, j =

0, n− 1, àëè òðåáà íàïîìåíóòè äà ñå ñâàêè n-òè êîðåí íåêîã êîìïëåêñíîã

áðîjà k òàêî¢å ìîæå ïðåäñòàâèòè è ó îáëèêó ψω−j, j = 0, n− 1. Ó

äèñåðòàöèjè £å áèòè çàñòóï§åíà îáà îáëèêà.
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2. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå -

äåôèíèöèjà è íåêà âàæíà

ñâîjñòâà

Ó îâîì äåëó äåôèíèøåìî k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå è ïðåçåíòójåìî íåêà

âàæíà òâð¢å»à êîjà çà »èõ âàæå.

Ñ îáçèðîì äà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ïðåäñòàâ§àjó ñïåöèjàëàí ñëó÷àj

Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà, ïðâî íàâîäèìî äåôèíèöèjó è íåêà âàæíà ñâîjñòâà

Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà.

Ìàòðèöó T ∈ Cn×n íàçèâàìî Òåïëèöîâà ìàòðèöà (Otto Toeplitz )

àêî èìà ñëåäå£è îáëèê:

T =



t0 t1 t2 . . . tn−2 tn−1

t−1 t0 t1 . . . tn−3 tn−2

t−2 t−1 t0 . . . tn−4 tn−3

...
...

...
. . .

...
...

t−(n−2) t−(n−3) t−(n−4) . . . t0 t1

t−(n−1) t−(n−2) t−(n−3) . . . t−1 t0


. (21)
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Òåïëèöîâå ìàòðèöå ñó, êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç (21), ìàòðèöå êîjå

äóæ äèjàãîíàëà èìàjó êîíñòàíòíå åëåìåíòå è ó ïîòïóíîñòè ñó îäðå¢åíå

ñâîjîì ïðâîì âðñòîì è ïðâîì êîëîíîì. Îâå ìàòðèöå ïðèïàäàjó êëàñè

ñòðóêòóðíèõ ìàòðèöà . Îâîj âåîìà çíà÷àjíîj êëàñè ìàòðèöà, çáîã

âåëèêå ïðèñóòíîñòè êàêî ó àëãåáðè òàêî è ó ðàçëè÷èòèì íàó÷íèì äèñöè-

ïëèíàìà (åëåêòðîòåõíèêà, êîìóíèêàöèja, ñòàòèñòèêà), ïðèïàäàjó òàêî¢å:

Õàíêåëîâå ìàòðèöå (Hermann Hankel), Âàíäåðìîíäîâå ìàòðèöå

(Alexandre-Theophile Vandermonde),Êîøèjåâå ìàòðèöå (Augustin-Louis

Cauchy), Ñèëâåñòåðîâå ìàòðèöå (James Joseph Sylvester), Áåçóîâå

ìàòðèöå (�Etienne B�ezout),Ôðîáåíèjóñîâå ìàòðèöå (Ferdinand Georg

Frobenius), èòä. Àëãåáðà, òîïîëîãèjà, àëãåáàðñêà ãåîìåòðèjà, òåîðèjà

ãðàôîâà, àíàëèçà, äèôåðåíöèjàëíà ãåîìåòðèjà, âåðîâàòíî£à, ñòàòèñòèêà,

êâàíòíà ìåõàíèêà, òåîðèjà ðåïðåçåíòàöèjå, îáðàäà ñèãíàëà, îáðàäa ñëèêà,

òåîðèjà àïðîêñèìàöèjå ñó îáëàñòè ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójó Òåïëèöîâå ìàòðè-

öå (âèäåòè [4], [11], [18], [23], [30], [33], [34], [42], [54], [57], [58]).

Ó âåçè ñà Òåïëèöîâèì ìàòðèöàìà òðåáà èñòà£è äà:

> jå êîíjóãîâàíî-òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöà Òåïëèöîâå ìàòðèöå Òåïëèöîâà

ìàòðèöà;

> jå çáèð Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà Òåïëèöîâà ìàòðèöà;

> èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå, àêî ïîñòîjè, íå ìîðà áèòè Òåïëèöîâà ìàòðè-

öà;

Ñëåäè íåêîëèêî òâð¢å»à ó âåçè ñà èíâåðçîì Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà. Ïðå

òîãà íàïîìåíèìî äà ñèìáîë δi,j, êîjè ñå ïîjàâ§ójå ó íàðåäíèì òâð¢å»èìà,

ïðåäñòàâ§à Êðîíåêåðîâ ñèìáîë (Leopold Kronecker). Äàêëå,
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δi,j =

1, çà i = j

0, çà i ̸= j
.

Òåîðåìà 2.1. ([22]) Íåêà jå T ìàòðèöà îáëèêà (21). Àêî jå ñâàêè îä

ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

n−1∑
q=0

tq−pxq = δp,0, p = 0, n− 1,

n−1∑
q=0

tq−pyq = δp,n−1, p = 0, n− 1,

ðåøèâ è x0 ̸= 0, òàäà jå ìàòðèöà T èíâåðòèáèëíà è ïðè òîìå jå

T−1 = 1
x0




x0 0 . . . 0

x1 x0 . . . 0
...

...
. . .

...

xn−1 xn−2 . . . x0




yn−1 yn−2 . . . y0

0 yn−1 . . . y1
...

...
. . .

...

0 0 . . . yn−1



−


0 . . . 0 0

y0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

yn−2 . . . y0 0




0 xn−1 . . . x1
...

...
. . .

...

0 0 . . . xn−1

0 0 . . . 0



 . �

Òåîðåìà 2.2. ([21]) Íåêà jå T ìàòðèöà îáëèêà (21). Àêî jå ñâàêè îä

ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

n−1∑
q=0

tq−pxq = δp,0, p = 0, n− 1,

n−1∑
q=0

tq−pzq = δp,1, p = 0, n− 1,
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ðåøèâ è xn−1 ̸= 0, òàäà jå ìàòðèöà T èíâåðòèáèëíà è ïðè òîìå jå

T−1 = 1
xn−1




z0 0 . . . 0

z1 z0 . . . 0
...

...
. . .

...

zn−1 zn−2 . . . z0




0 xn−1 . . . x1
...

...
. . .

...

0 0 . . . xn−1

0 0 . . . 0



−


x0 0 . . . 0

x1 x0 . . . 0
...

...
. . .

...

xn−1 xn−2 . . . x0




0 zn−1 . . . z1
...

...
. . .

...

0 0 . . . zn−1

0 0 . . . 0



+


x0xn−1 x0xn−2 . . . x0x0

x1xn−1 x1xn−2 . . . x1x0
...

...
. . .

...

xn−1xn−1 xn−1xn−2 . . . xn−1x0



 . �

Ìå¢óòèì, èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå íèjå ìîãó£å óâåê îäðåäèòè áèëî

êîjèì ïàðîì »åãîâèõ êîëîíà, êàî øòî jå ïîêàçàíî, ó [21], íà ïðèìåðó

ìàòðèöå: 

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1 0 0


.

A. Ben-Artzi è T. Shalom ñó ïîêàçàëè, ó [2], äà ñó çà îäðå¢èâà»å

èíâåðçà Òåïëèöîâå ìàòðèöå óâåê äîâî§íå, óêîëèêî ñó àäåêâàòíî èçàáðàíå,

òðè »åãîâå êîëîíe.
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Òåîðåìà 2.3. ([2]) Íåêà jå T ìàòðèöà îáëèêà (21). Àêî jå ñâàêè îä

ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

n−1∑
q=0

tq−pxq = δp, 0, p = 0, n− 1,

n−1∑
q=0

tq−pyq = δp, n−1−l, p = 0, n− 1,

n−1∑
q=0

tq−pzq = δp, n−l, p = 0, n− 1,

ðåøèâ, è xl ̸= 0, çà áèëî êîjè áðîj l (0 ≤ l ≤ n − 1), òàäà jå ìàòðèöà T

èíâåðòèáèëíà è ïðè òîìå jå

T−1 = 1
xl




x0 0 . . . 0

x1 x0 . . . 0
...

...
. . .

...

xn−1 xn−2 . . . x0




yn−1 yn−2 − zn−1 . . . y0 − z1

0 yn−1 . . . y1 − z2
...

...
. . .

...

0 0 . . . yn−1



+


z0 . . . 0 0

z1 − y0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

zn−1 − yn−2 . . . z1 − y0 z0




0 xn−1 . . . x1
...

...
. . .

...

0 0 . . . xn−1

0 0 . . . 0



 . �

Ó ðàäó [32] àóòîðè ñó ïîêàçàëè äà ñå èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå ìîæå

îäðåäèòè ïðåêî äâå »åãîâå êîëîíå è åëåìåíàòà ïðâå âðñòå äàòå Òåïëèöîâå

ìàòðèöå.

Òåîðåìà 2.4. ([32]) Íåêà jå T ìàòðèöà îáëèêà (21). Ìàòðèöà T jå

èíâåðòèáèëíà àêî è ñàìî àêî ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:
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à) Ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

n−1∑
q=0

tq−pxq = δp,0, p = 0, n− 1,

jå ðåøèâ,

á) Íåêà jå l òàêàâ áðîj äà jå xl ̸= 0 è xq = 0 çà ñâàêî q > l. Òàäà jå ñèñòåì

ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

n−1∑
q=0

tq−pzq = δp,n−l, p = 0, n− 1,

ðåøèâ.

Ïðè òîìå, àêî jå l = n − 1, èíâåðç jå äàò êàî ó òåîðåìè 2.2, àêî jå

l < n− 1, èíâåðç jå äàò êàî ó òåîðåìè 2.3 çà
y0

y1
...

yn−1

 =

S −


x0

x1
...

xn−1


[
t1 t2 . . . tn−1 0

]


n−1−l 
x0

x1
...

xn−1

,

ãäå jå S =



0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0


. �

Ìîäèôèêàöèjà ïðåòõîäíå òåîðåìå, óç êðà£è äîêàç, ïðåçåíòîâàíà jå

ó [38].
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Ïðèìåð êîjè ñëåäè èëóñòðójå òåîðåìó 2.1 è ïîêàçójå äà èíâåðç Òåïëè-

öîâå ìàòðèöå, àêî ïîñòîjè, íå ìîðà áèòè Òåïëèöîâà ìàòðèöà.

Ïðèìåð 2.1. Îäðåäèòè, àêî ïîñòîjè, èíâåðç ìàòðèöå

T =



2 1 3 4

−1 2 1 3

−2 −1 2 1

−3 −2 −1 2


.

Tðåáà ïðîâåðèòè äà ëè ñó ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

2x0 + x1 +3x2+4x3 = 1

− x0 +2x1 + x2+3x3 = 0

−2x0 − x1 +2x2 + x3 = 0

−3x0 −2x1 − x2+2x3 = 0

è

2y0 + y1 +3y2 +4y3 = 0

− y0 +2y1 + y2 +3y3 = 0

−2y0 − y1 +2y2 + y3 = 0

−3y0−2y1 − y2 +2y3 = 1

ðåøèâè è, àêî jåñó, îäðåäèòè »èõîâà ðåøå»à. Íåêà ñó T1 è T2 ïðîøèðåíå

ìàòðèöå, ðåäîì, ïðâîã è äðóãîã ñèñòåìà. Çàê§ó÷ójåìî, ïðèìåíîì åëåìåí-

òàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà, äà jå r(T1) = r(T )(= 4). Äàêëå, íà îñíîâó

Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâå òåîðåìå (Alfredo Capelli), ïðâè ñèñòåì èìà jåäèíñòâå-

íî ðåøå»å è ëàêî ñå äîáèjà äà jå òo (x0, x1, x2, x3) = (1
5
,− 4

25
, 1
25
, 4
25
). Íà
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ñëè÷àí íà÷èí çàê§ó÷ójåìî è äà äðóãè ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å è

ëàêî äîáèjàìî äà jå òî (y0, y1, y2, y3) = (0,−1
5
,−1

5
, 1
5
). Íà îñíîâó òåîðåìå

2.1, ïîøòî jå x0 ̸= 0, ñëåäè äà jå

T−1 = 5





1
5

0 0 0

− 4
25

1
5

0 0

1
25

− 4
25

1
5

0

4
25

1
25

− 4
25

1
5





1
5

−1
5

−1
5

0

0 1
5

−1
5

−1
5

0 0 1
5

−1
5

0 0 0 1
5



−



0 0 0 0

0 0 0 0

−1
5

0 0 0

−1
5

−1
5

0 0





0 4
5

1
25

− 4
25

0 0 4
5

1
25

0 0 0 4
5

0 0 0 0




=



1
5

−1
5

−1
5

0

− 4
25

9
25

− 1
25

−1
5

1
25

− 1
25

9
25

−1
5

4
25

− 1
25

− 4
25

1
5


.♢

> ïðîèçâîä Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà íå ìîðà áèòè Òåïëèöîâà ìàòðèöà;

> ìíîæå»å Òåïëèöîâèõ ìàòðèöà íèjå êîìóòàòèâíî.

Ñëåäå£è ïðèìåð ïîòâð¢ójå ïîñëåä»å äâå îñîáèíå ó âåçè ñà Òåïëèöîâèì

ìàòðèöàìà.

Ïðèìåð 2.2. Íåêà ñó ìàòðèöå T1 è T2 äàòå íà ñëåäå£è íà÷èí:

T1 =


−2 1 3

4 −2 1

2 4 −2

 è T2 =


−1 2 −3

−2 −1 2

2 −2 −1

 .
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Òàäà jå,

T1T2=


6 −11 5

2 8 −17

−14 4 4

 è T2T1=


4 −17 5

4 8 −11

−14 2 6

 .♢

Êàî øòî ñìî íàïîìåíóëè, èíâåðç Òåïëèöîâå ìàòðèöå, àêî ïîñòîjè, íå

ìîðà áèòè Òåïëèöîâà ìàòðèöà. Ó íàñòàâêó íàâîäèìî òâð¢å»å, óç äîêàç,

èç ðàäà [25] (óîïøòå»å ðàäà [28]), êîjå äàjå ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ

äà áè èíâåðç èíâåðòèáèëíå Òåïëèöîâå ìàòðèöå áèî òàêî¢å Òåïëèöîâà

ìàòðèöà. Çà äîêàç òîã òâð¢å»à êîðèñòå ñå ëåìå èç ðàäà [25] êîjå ïðåäñòàâ-

§àjó îïøòèjó ôîðìó òâð¢å»à íàâåäåíèõ è äîêàçàíèõ ó ðàäó [28]. Çáîã

÷è»åíèöå äà ñó ïîìåíóòå ëåìå ó ðàäó [25] äàòå áåç äîêàçà, îâäå £å áèòè

äàòè è »èõîâè äîêàçè.

Ïîäñåòèìî, ïðå íàñòàâêà, äà çà ìàòðèöó A= [ai,j] ðåäà n êàæåìî äà

jå ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà àêî ñó »åíè åëåìåíòè ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó

íà àíòè-äèjàãîíàëó (a1,n, a2,n−1, a3,n−2, . . . , an,1) òj. àêî è ñàìî àêî jå JA,

îäíîñíî AJ , ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, ãäå jå J ìàòðèöà êîä êîjå ñó åëåìåíòè

äóæ àíòè-äèjàãîíàëå jåäíàêè 1, äîê ñó ñâè îñòàëè åëåìåíòè jåäíàêè 0.

Ëåìà 2.1. (Ëåìà 1. [25]) Êâàäðàòíà ìàòðèöà jå Òåïëèöîâà àêî è ñàìî

àêî ñó è öåëà ìàòðèöà è ïîäìàòðèöà êîjà ñå äîáèjà áðèñà»åì ïðâå êîëîíå

è ïðâå âðñòå ïåðñèìåòðè÷íå.

Äîêàç.

=⇒) : Ñëåäè òðèâèjàëíî.
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⇐=) : Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ìàòðèöà

T =



t1,1 t1,2 . . . t1,n−1 t1,n

t2,1 t2,2 . . . t2,n−1 t2,n

...
...

. . .
...

...

tn−1,1 tn−1,2 . . . tn−1,n−1 tn−1,n

tn,1 tn,2 . . . tn,n−1 tn,n


(22)

è ïîäìàòðèöà

T1 =



t2,2 t2,3 . . . t2,n−1 t2,n

t3,2 t3,3 . . . t3,n−1 t3,n

...
...

. . .
...

...

tn−1,2 tn−1,3 . . . tn−1,n−1 tn−1,n

tn,2 tn,3 . . . tn,n−1 tn,n


(23)

ïåðñèìåòðè÷íå. Èç ïðåòïîñòàâêå äà jå ìàòðèöà T ïåðñèìåòðè÷íà äîáèjà-

ìî äà jå

tn−i,k = tn−k+1,i+1, çà k = 1, n− 1, i = k, n− 1, (24)

äîê èç ïðåòïîñòàâêå äà jå ìàòðèöà T1 ïåðñèìåòðè÷íà äîáèjàìî äà jå

tn−j+1,l = tn−l+2,j+1, çà l = 2, n− 1, j = l, n− 1. (25)

Äàêëå, ìàòðèöà T èìà îáëèê:

T =



t1,1 t1,2 . . . t1,n−1 t1,n

t2,1 t1,1 . . . t1,n−2 t1,n−1

...
...

. . .
...

...

tn−1,1 tn−2,1 . . . t1,1 t1,2

tn,1 tn−1,1 . . . t2,1 t1,1


. (26)

27



Ïðåìà òîìå, ìàòðèöà T èìà êîíñòàíòíå åëåìåíòå äóæ äèjàãîíàëà òj. T

jå Òåïëèöîâà ìàòðèöà øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. H

Ëåìà 2.2. (Ëåìà 2. [25]) Èíâåðç ïåðñèìåòðè÷íå ìàòðèöå äàòå ó îáëèêó:

H =

 h0 fT

g M

 , (27)

ïðè ÷åìó jå h0 ̸= 0, jå Òåïëèöîâà ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî jå

M − h−1
0 gfT (28)

òàêî¢å ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà.

Äîêàç. Íåêà jå H−1 èíâåðç ìàòðèöå H äàò ó ñëåäå£åì îáëèêó:

H−1 =

 r0 uT

v N

 . (29)

Èç HH−1 = I äîáèjàìî, èçìå¢ó îñòàëîã, äà jå

guT +MN = I è h0u
T + fTN = O. (30)

Äàêëå, uT = −h−1
0 fTN òj.

(M − h−1
0 gfT )N = I. (31)

Ïðåìà òîìå,

((M − h−1
0 gfT )J)(JN) = I. (32)

Èç (32) ñëåäè äà jå (M − h−1
0 gfT )J ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî

jå JN ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, îäíîñíî äà jå M − h−1
0 gfT ïåðñèìåòðè÷íà

ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî jå N ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà. Èç ïðåòõîäíî

äîáèjåíå åêâèâàëåíöèjå, èìàjó£è ó âèäó äà jåH−1 ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà

(êàî èíâåðç ïåðñèìåòðè÷íå ìàòðèöå), íà îñíîâó ëåìå 2.1, ñëåäè äà jå
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M−h−1
0 gfT ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî jå H−1 Òåïëèöîâà

ìàòðèöà øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. H

Ëåìà 2.3. (Ëåìà 3. [25]) Íåêà ñó x ∈ Cn×1 è y ∈ Cn×1. Êâàäðàòíà

ìàòðèöà ðåäà n îáëèêà yxT jå ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî ìàòðèöà

Q=
[
y Jx

]
èìà ðàíã 0 èëè 1.

Äîêàç. Íåêà ñó

xT =

[
x1 x2 . . . xn−1 xn

]
(33)

è

yT =

[
y1 y2 . . . yn−1 yn

]
. (34)

=⇒) : Àêî ñó îáà âåêòîðà x è y íóëà âåêòîðè, òàäà jå yxT = O è Q = O

òj. r(Q) = 0. Àêî jå ñàìî jåäàí îä âåêòîðà x è y íóëà âåêòîð, òàäà jå

yxT = O è ìàòðèöà Q èìà jåäíó íóëà êîëîíó è äðóãó íåíóëà êîëîíó

òj. r(Q) = 1. Ïðåòïîñòàâèìî çàòî äà ñó x è y íåíóëà âåêòîðè è äà jå

êâàäðàòíà ìàòðèöà îáëèêà yxT ïåðñèìåòðè÷íà. Èç ïðåòïîñòàâêå äà jå

ìàòðèöà yxT ïåðñèìåòðè÷íà äîáèjàìî äà jå ylxs = yn+1−sxn+1−l çà ñâàêî

l, s = 1, n, îäàêëå ñëåäè äà jå ðàíã ìàòðèöå

Q =



...
...

yl xn+1−l

...
...

yn+1−s xs
...

...


(35)

0 èëè 1, jåð ñó ñâå äåòåðìèíàíòå ðåäà 2 jåäíàêå 0. Ïîøòî ñó x è y íåíóëà

âåêòîðè, ñëåäè äà jå r(Q) = 1 øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.
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⇐=) : Ïðåòïîñòàâèìî äà jå r(Q) = 0 èëè r(Q) = 1. Àêî jå r(Q) = 0, òàäà

ñó îáà âåêòîðà x è y íóëà âåêòîðè, ïà jå yxT = O, à O jå ïåðñèìåòðè÷íà

ìàòðèöà. Àêî jå r(Q) = 1, òàäà jå áàð jåäàí îä âåêòîðà x è y íåíóëà

âåêòîð. Íåêà jå, íà ïðèìåð, y ̸= O. Èç r(Q) = 1, ñëåäè äà jå Jx = ry, çà

íåêo r. Ìàòðèöà yxT , ó òîì ñëó÷àjó, èìà îáëèê:

yxT =



ry1yn ry1yn−1 . . . ry1y2 ry21

ry2yn ry2yn−1 . . . ry22 ry2y1

...
...

. . .
...

...

ryn−1yn ry2n−1 . . . ryn−1y2 ryn−1y1

ry2n rynyn−1 . . . ryny2 ryny1


(36)

òj. yxT jå ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. H

Ñàäà ìîæåìî äîêàçàòè òâð¢å»å êîjå äàjå ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ

äà áè èíâåðç èíâåðòèáèëíå Òåïëèöîâå ìàòðèöå áèî òàêî¢å Òåïëèöîâà

ìàòðèöà.

Íåêà jå T èíâåðòèáèëíà Òåïëèöîâà ìàòðèöà ðåäà n+1 äàòà ó îáëèêó:

T =

 t0 wT

q U

 . (37)

Òàäà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 2.5. (Òåîðåìà 1. [25]) Èíâåðç èíâåðòèáèëíå Òåïëèöîâå ìàòðèöå

T äàòå ó îáëèêó (37) jå Òåïëèöîâà ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî ìàòðèöa W =[
q Jw

]
èìà ðàíã 0 èëè 1.

Äîêàç. Íåêà jå

T−1 =

 s0 pT

z V

 . (38)
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Ïîøòî jå ìàòðèöà T Òåïëèöîâà, ñëåäè äà jå è ïåðñèìåòðè÷íà. Ìàòðèöà

T−1, êàî èíâåðç ïåðñèìåòðè÷íå ìàòðèöå, jå òàêî¢å ïåðñèìåòðè÷íà. Íà

îñíîâó ëåìå 2.1 ìàòðèöà T−1 jå Òåïëèöîâà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà V

ïåðñèìåòðè÷íà.

Èç TT−1 = T−1T = I äîáèjàìî äà jå

s0q + Uz = O, s0t0 + pT q = 1, t0s0 + wT z = 1, t0z + V q = O, (39)

s0w
T+pTU = O, qpT+UV = I, zwT+V U = I, t0p

T+wTV = O. (40)

Óî÷èìî äà èç ôîðìóëå T−1 = 1
|T | [Tj,i], ãäå jå Ti,j êîôàêòîð åëåìåíòà

ti,j, äîáèjàìî äà jå s0 =
|U |
|T | . Ïîñòîjå äâà ìîãó£à ñëó÷àjà.

1) Ìàòðèöà U jå èíâåðòèáèëíà, îäàêëå ñëåäè äà jå s0 ̸= 0. Ïîøòî jå

s0 ̸= 0, ïðèìåíèìî ëåìó 2.2 íà T−1. Ìàòðèöà T jå Òåïëèöîâà, ïà èç ëåìå

2.2 ñëåäè äà jå ìàòðèöà V −s−1
0 zpT ïåðñèìåòðè÷íà. Ïðåìà òîìå, ìàòðèöà

V je ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà zpT ïåðñèìåòðè÷íà. Èç

Uz = −s0q è pTU = −s0wT (41)

äîáèjàìî äà jå UzpTU = s20qw
T . Äàêëå,

(JU)(zpTJ)(JU) = s20Jqw
T . (42)

Ïîøòî jå ìàòðèöà T Òåïëèöîâà, èç ëåìå 2.1 ñëåäè äà jå ìàòðèöà U

ïåðñèìåòðè÷íà. Äàêëå, ìàòðèöà JU jå ñèìåòðè÷íà è èíâåðòèáèëíà. Èç

(42) ñëåäè äà jå ìàòðèöà zpTJ ñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà

JqwT ñèìåòðè÷íà. Ïðåìà òîìå, ìàòðèöà zpT jå ïåðñèìåòðè÷íà àêî è

ñàìî àêî jå ìàòðèöà qwT ïåðñèìåòðè÷íà øòî jå, íà îñíîâó ëåìå 2.3, è

òðåáàëî äîêàçàòè.

2) Ìàòðèöà U jå ñèíãóëàðíà, îäàêëå ñëåäè äà jå s0 = 0. Ïîøòî jå

s0 = 0, èç (39) äîáèjàìî äà jå pT q = 1, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå qpT
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èäåìïîòåíòíà ìàòðèöà. Óî÷èìî òàêî¢å äà jå r(qpT ) = 1. Èç (40) äîáèjàìî

äà jå UV òàêî¢å èäåìïîòåíòíà ìàòðèöà è äà jå r(UV ) = n − 1. Äàêëå,

r(U) ≥ n − 1. Ìå¢óòèì, ïîøòî jå U ñèíãóëàðíà ìàòðèöà ðåäà n, ñëåäè

äà jå r(U)=n− 1. Èç (39) è (40) äîáèjàìî äà jå

JUz = O è (pTJ)(JU) = O. (43)

Èç ïðåòõîäíèõ jåäíàêîñòè, èìàjó£è ó âèäó äà jå ìàòðèöà JU ñèìåòðè÷íà

è ðàíãà çà jåäàí ìà»è îä »åíîã ðåäà, çàê§ó÷ójåìî äà, ïîä óñëîâîì äà

ñó z è p íåíóëà âåêòîðè, âàæè zT = spTJ , çà íåêî s ̸= 0, îäàêëå ñå ëàêî

ïðîâåðàâà äà jå ìàòðèöà zpT ïåðñèìåòðè÷íà. Àêî jå áàð jåäàí îä âåêòîðà

z è p íóëà âåêòîð, òàäà jå zpT = O, à O jå ïåðñèìåòðè÷íà ìàòðèöà. Èç

(39) è (40) äîáèjàìî òàêî¢å äà jå

Uz = O, wT z = 1 è wTV = −t0pT . (44)

Íåêà ñó ìàòðèöå A è B äåôèíèñàíå íà ñëåäå£è íà÷èí:

A = U − qwT è B = V + (t0 − 1)zpT . (45)

Íà îñíîâó (40) è (44) äîáèjàìî äà jå

AB = (U − qwT )(V + (t0 − 1)zpT )

= UV + t0qp
T − (t0 − 1)qpT

= UV + qpT = I.

Ïðåìà òîìå, B = A−1. Ñ îáçèðîì äà jå ìàòðèöà zpT ïåðñèìåòðè÷íà,

ìàòðèöà V jå ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà B ïåðñèìåòðè÷íà.

Ìàòðèöà B jå ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà A (êàî »åí

èíâåðç) ïåðñèìåòðè÷íà. Èìàjó£è ó âèäó äà jå ìàòðèöà U ïåðñèìåòðè÷íà,

ìàòðèöà A jå ïåðñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå ìàòðèöà qwT ïåðñèìåòðè-

÷íà, øòî jå, íà îñíîâó ëåìå 2.3, è òðåáàëî äîêàçàòè. �
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Íåêà jå k∈C. Àêî jå çà ìàòðèöó (21) èñïó»åí óñëîâ:

t−i = ktn−i, i = 1, n− 1 , (46)

òàäà ìàòðèöó (21) íàçèâàìî k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà .

Äàêëå, ìàòðèöó C∈ Cn×n, ñà ïðâîì âðñòîì (c0, c1, c2, . . . , cn−2, cn−1),

íàçèâàìî k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà àêî èñïó»àâà ñëåäå£è óñëîâ:

ci,j =

 cj−i, çà i ≤ j

k cn+j−i, çà i > j
, (i = 2, n, j = 1, n), (47)

òj. àêî èìà ñëåäå£è îáëèê:

C =



c0 c1 c2 . . . cn−2 cn−1

kcn−1 c0 c1 . . . cn−3 cn−2

kcn−2 kcn−1 c0 . . . cn−4 cn−3

...
...

...
. . .

...
...

kc2 kc3 kc4 . . . c0 c1

kc1 kc2 kc3 . . . kcn−1 c0


. (48)

K-öèðêóëàðía ìàòðèöa jå, êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç äåôèíèöèjå,

ó ïîòïóíîñòè îäðå¢åíà ñâîjîì ïðâîì âðñòîì, îäíîñíî ïðâîì êîëîíîì,

è áðîjåì k, ïà £åìî ìàòðèöó C îáëèêà (48) êðà£å îáåëåæàâàòè ñà C =

circn{k(c0, c1, c2, . . . , cn−1)}. Ïðè òîìå £å, àêî jå ðåä ìàòðèöå î÷èãëåäàí,

îçíàêà çà ðåä ìàòðèöe áèòè èçîñòàâ§åí. Çà k = 1, k = −1 è k = 0,

k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå íàçèâàìî, ðåäîì, öèðêóëàðíå, êîñîöèðêóëàðíå

è ïîëóöèðêóëàðíå ìàòðèöå. Öèðêóëàðíó ìàòðèöó C ñà ïðâîì âðñòîì

(c0, c1, c2, . . . , cn−1), êðà£å £åìî îçíà÷àâàòè ñà C=circ{(c0, c1, c2, . . . , cn−1)},

áåç èñòèöà»à äà jå k = 1.
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Èç òåîðåìå 2.5 ñëåäè íàðåäíî òâð¢å»å.

Ïîñëåäèöà 2.1. Íåêà jå T èíâåðòèáèëíà Òåïëèöîâà ìàòðèöà. Àêî jå

»åí èíâåðç òàêî¢å Òåïëèöîâà ìàòðèöà òàäà jå T k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà

çà íåêî k è ïðè òîìå jå »åí èíâåðç òàêî¢å k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó T è T−1 Òåïëèöîâå ìàòðèöå äàòå, ðåäîì, ó

îáëèêó (37) è (38). Òàäà, íà îñíîâó òåîðåìå 2.5, ìàòðèöà
[
q Jw

]
èìà

ðàíã 0 èëè 1. Ïðåòïîñòàâèìî, ïðâî, äà jå r(
[
q Jw

]
) = 0 òj. îáà âåêòîðà

q è w ñó íóëà âåêòîðè. Òàäà, èìàjó£è ó âèäó äà jå T Òåïëèöîâà ìàòðèöà,

äîáèjàìî äà jå T = t0I. Äàêëå, T jå k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà çà ñâàêî k.

Ïðåòïîñòàâèìî, ïîòîì, äà jå r(
[
q Jw

]
) = 1 òj. áàð jåäàí îä âåêòîðà q

è w jå íåíóëà âåêòîð. Íåêà jå, íà ïðèìåð, w ̸= O. Èç r(
[
q Jw

]
) = 1,

ñëåäè äà jå q = kJw, çà íåêo k. Òàäà, èìàjó£è ó âèäó äà jå T Òåïëèöîâà

ìàòðèöà, äîáèjàìî äà jå

T =



t0 w1 . . . wn−1 wn

kwn t0 . . . wn−2 wn−1

...
...

. . .
...

...

kw2 kw3 . . . t0 w1

kw1 kw2 . . . kwn t0


.

Äàêëå, T jå k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå p = O. Òàäà, èç (39) è (40), äîáèjàìî äà jå

s0w
T = O è s0t0 = 1. (49)

Ñ îáçèðîì äà jå w ̸= O, èç ïðâå jåäíàêîñòè ñëåäè äà s0 = 0, øòî jå

çáîã äðóãå jåäíàêîñòè íåìîãó£å. Äàêëå, èç ïðåòïîñòàâêå äà jå p = O

äîøëè ñìî äî êîíòðàäèêöèjå, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå p ̸= O. Íà îñíîâó
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òåîðåìå 2.5 r(
[
z Jp

]
) = 1, îäàêëå ñëåäè äà jå z = sJp, çà íåêo s. Òàäà,

èìàjó£è ó âèäó äà jå T−1 Òåïëèöîâà ìàòðèöà, äîáèjàìî äà jå

T−1 =



s0 p1 . . . pn−1 pn

spn s0 . . . pn−2 pn−1

...
...

. . .
...

...

sp2 sp3 . . . s0 p1

sp1 sp2 . . . spn s0


.

Äàêëå, T−1 jå s-öèðêóëàðíà ìàòðèöà.

Ïîêàæèìî äà jå k = s. Çàìåíîì q = kJw è z = sJp ó (39) äîáèjàìî

äà jå
t0sJp+ kV Jw = O, (50)

îäíîñíî, èìàjó£è ó âèäó äà jå t0p
T = −wTV òj. t0p = −V Tw, äîáèjàìî äà

jå
−sJV Tw + kV Jw = O. (51)

Ïîøòî jå, íà îñíîâó ëåìå 2.1, ìàòðèöà V ïåðñèìåòðè÷íà òj. V J ñèìåòðè÷íà

ìàòðèöà, èç (51) äîáèjàìî äà jå

(−s+ k)wTV J = O. (52)

Óî÷èìî äà èç ôîðìóëå T = 1
|T−1|

[
T

′
j,i

]
, ãäå jå T

′
i,j êîôàêòîð åëåìåíòà

t
′
i,j (T

−1 =
[
t
′
i,j

]
), äîáèjàìî äà jå t0 =

|V |
|T−1| . Ïîñòîjå äâà ìîãó£à ñëó÷àjà.

1) Ìàòðèöà V jå èíâåðòèáèëíà, à òèìå è t0 ̸= 0. Òàäà, èç (52), ñëåäè

äà jå k = s.

2) Ìàòðèöà V jå ñèíãóëàðíà, à òèìå è t0 = 0. Òàäà, èç (39), ñëåäè

äà jå wT z = pT q = 1. Çàìåíîì q = kJw è z = sJp, äîáèjàìî äà jå

swTJp = kpTJw = 1, îäàêëå òàêî¢å ñëåäè äà jå k = s. △
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Ïðåìà òîìå, èíâåðç k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, àêî ïîñòîjè, jå òàêî¢å k-

öèðêóëàðíà ìàòðèöà. Ó ðàäó [48] ñìî ïðåäñòàâèëè ìåòîä çà îäðå¢èâà»å

èíâåðçà (èíâåðòèáèëíå) k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, ïðè ÷åìó jå k∈C\{0}.

Ëåìà 2.4. (Ëåìà 2.2. [48]) Íåêà jå C èíâåðòèáèëíà êîìïëåêñíà ìàòðèöà

îáëèêà (48). Òàäà jå, C−1=circ{k(c′0, c′1, c′2, . . . , c′n−1)}, ïðè ÷åìó jå (c′0, c′1, c′2,

. . . , c′n−1) jåäèíñòâåíî ðåøå»å ñëåäå£åã ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

C



x0

kxn−1

...

kx1


=



1

0

...

0


. (53)

Äîêàç. Èç CC−1 = I äîáèjàìî:

c0 c1 c2 . . . cn−2 cn−1

kcn−1 c0 c1 . . . cn−3 cn−2

kcn−2 kcn−1 c0 . . . cn−4 cn−3

...
...

...
. . .

...
...

kc2 kc3 kc4 . . . c0 c1

kc1 kc2 kc3 . . . kcn−1 c0





c′0 c′1 c′2 . . . c′n−2 c′n−1

kc′n−1 c′0 c′1 . . . c′n−3 c′n−2

kc′n−2 kc′n−1 c′0 . . . c′n−4 c′n−3

...
...

...
. . .

...
...

kc′2 kc′3 kc′4 . . . c′0 c′1

kc′1 kc′2 kc′3 . . . kc′n−1 c′0


=I.

Äàêëå, (c′0, c
′
1, c

′
2, . . . , c

′
n−1) jå ðåøå»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà (53).

Ïîøòî jå èíâåðç jåäèíñòâåí, ñëåäè äà jå (c′0, c
′
1, c

′
2, . . . , c

′
n−1) jåäèíñòâåíî

ðåøå»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà (53). H

Ïðèìåð 2.3. Îäðåäèòè, àêî ïîñòîjè, èíâåðç ìàòðèöå

C=circ{ 1
2
(2, 1, 3, 4)}
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òj.

C =



2 1 3 4

2 2 1 3

3
2

2 2 1

1
2

3
2

2 2


.

Èç

C=



2 1 3 4

2 2 1 3

3
2

2 2 1

1
2

3
2

2 2


∼



2 1 3 4

0 1 −2 −1

0 5 −1 −8

0 5 5 4


∼



2 1 3 4

0 1 −2 −1

0 0 −3 1

0 0 5 3


∼



2 1 3 4

0 1 −2 −1

0 0 −3 1

0 0 0 1


ñëåäè äà jå r(C) = 4. Äàêëå, ðàíã ìàòðèöå C jåäíàê je »åíîì ðåäó, îäàêëå

çàê§ó÷ójåìî äà jå ìàòðèöà C èíâåðòèáèëíà. Ïðåìà ëåìè 2.4 ïîòðåáíî jå

îäðåäèòè ðåøå»å ñëåäå£åã ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

2x0 +2x1 +
3
2
x2+

1
2
x3 = 1

2x0+
3
2
x1 +

1
2
x2 +x3 = 0

3
2
x0+

1
2
x1 +x2 +x3 = 0

1
2
x0 +x1 +x2+

3
4
x3 = 0 .

Ðåøå»å ñèñòåìà jå (x0, x1, x2, x3) = ( 6
21
, 2
21
, 10
21
,−20

21
). Äàêëå,

C−1=
1

21
circ{ 1

2
(6, 2, 10,−20)}
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òj.

C−1 =
1

21



6 2 10 −20

−10 6 2 10

5 −10 6 2

1 5 −10 6


. ♢

Ïðå íàñòàâêà, íàïîìåíèìî äà £å k, óêîëèêî íèjå äðóãà÷èjå ðå÷åíî,

áèòè íåíóëà êîìïëåêñàí áðîj.

Ó ðàäó [9] R.E. Cline, R.J. Plemmons è G. Worm ñó, àíàëèçèðàjó£è

k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå, áåç äîêàçà äàëè ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ äà áè

êîìïëåêñíà êâàäðàòíà ìàòðèöà áèëà k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà. Ó íàñòàâêó

äîêàçójåìî òó åêâèâàëåíöèjó.

Ëåìà 2.5. (Ëåìà 2. [9]) Ìàòðèöà C ∈ Cn×n jå k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà

àêî è ñàìî àêî êîìóòèðà ñà ìàòðèöîì Cn,k=circn{k(0, 1, 0, . . . , 0)}. Ó òîì

ñëó÷àjó çà ìàòðèöó C âàæè:

C =
n−1∑
i=0

ciC
i
n,k, (54)

ãäå jå (c0, c1, c2, . . . , cn−1) ïðâa âðñòà ìàòðèöå C.

Äîêàç.

=⇒) : Ïðåòïîñòàâèìî äà je C ìàòðèöà îáëèêà (48). Òàäà jå,

CCn,k = Cn,kC = circ{k(kcn−1, c0, c1, . . . , cn−2)}.

Äàêëå, ìàòðèöà C êîìóòèðà ñà ìàòðèöîì Cn,k.

⇐=) : Ïðåòïîñòàâèìî äà ìàòðèöà C = [ci,j]∈Cn×n êîìóòèðà ñà ìàòðèöîì

Cn,k. Èç
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CCn,k =



kc1,n c1,1 c1,2 . . . c1,n−2 c1,n−1

kc2,n c2,1 c2,2 . . . c2,n−2 c2,n−1

kc3,n c3,1 c3,2 . . . c3,n−2 c3,n−1

...
...

...
. . .

...
...

kcn−1,n cn−1,1 cn−1,2 . . . cn−1,n−2 cn−1,n−1

kcn,n cn,1 cn,2 . . . cn,n−2 cn,n−1


è

Cn,kC =



c2,1 c2,2 c2,3 . . . c2,n−1 c2,n

c3,1 c3,2 c3,3 . . . c3,n−1 c3,n

c4,1 c4,2 c4,3 . . . c4,n−1 c4,n
...

...
...

. . .
...

...

cn,1 cn,2 cn,3 . . . cn,n−1 cn,n

kc1,1 kc1,2 kc1,3 . . . kc1,n−1 kc1,n


äîáèjàìî äà jå

ci,j =

 c1, j−i+1, çà i ≤ j

k c1, n+j−i+1, çà i > j
, (i = 2, n, j = 1, n).

Äàêëå, C jå k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà ðåäà n.

Ñ îáçèðîì äà jå

C2
n,k=

 O(n−2)×2 In−2

kI2 O2×(n−2)

 , C3
n,k=

 O(n−3)×3 In−3

kI3 O3×(n−3)

 , · · · (55)

òj.

C i
n,k=

 O(n−i)×i In−i

kIi Oi×(n−i)

 , i = 1, n− 1, (56)
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ëàêî ñå âèäè äà jå C =
n−1∑
i=0

ciC
i
n,k. H

Ïîäñåòèìî äà ψ è ω îçíà÷àâàjó, ðåäîì, áèëî êîjè n-òè êîðåí áðîjà k

è áèëî êîjè ïðèìèòèâíè n-òè êîðåí jåäèíèöå. Êîðèñòå£è ìàòðèöó

W =diag
[
1, ψ, ψ2, . . . , ψn−1

]
, (57)

àóòîðè ñó ó ðàäó [9] äîêàçàëè jîø jåäíî òâð¢å»å êîjå òàêî¢å äàjå ïîòðåáàí

è äîâî§àí óñëîâ äà áè êîìïëåêñíà êâàäðàòíà ìàòðèöà áèëà k-öèðêóëàðíà

ìàòðèöà.

Ëåìà 2.6. (Ëåìà 3. [9]) Ìàòðèöà C∈Cn×n jå k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà àêî

è ñàìî àêî âàæè:

C=WMW−1, (58)

çà íåêó öèðêóëàðíó ìàòðèöó M ðåäà n. H

Ó íàñòàâêó äîêàçójåìî äà jå àëãåáðà k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà ðåäà n

íàä ïî§åì F, êîjó £åìî îáåëåæàâàòè ñà Cn,k(F) òj. íåêà jå

Cn,k(F) = F[Cn,k] = {p(Cn,k) | p(x) ∈ F[x]} , (59)

èçîìîðôíà ñà F[x]/<xn−k>, è ðàçìàòðàìî äèjàãîíàëèçàöèjó k-öèðêóëàð-

íèõ ìàòðèöà ðåäà n, êàäà jå F = C.

Ñ îáçèðîì äà jå ïðåñëèêàâà»å f1 : F[x] → F[Cn,k] äåôèíèñàíî ñà

f1(p(x)) = p(Cn,k) , (60)

õîìîìîðôèçàì òàêàâ äà jå Kerf1=<µ(x)>, ïðè ÷åìó jå µ(x) ìèíèìàëíè

ïîëèíîì çà Cn,k, à òî jå x
n− k, íà îñíîâó òåîðåìå î èçîìîðôèçìó, ñëåäè

äà jå

F[x]/<xn−k>∼= F[Cn,k] = Cn,k(F). (61)
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Íåêà jå F = C. Èìàjó£è ó âèäó äà çà ïîëèíîì xn−k âàæè

xn−k= (x− ψ)(x− ψω)(x− ψω2) · · · (x− ψωn−1), (62)

íà îñíîâó êèíåñêå òåîðåìå î îñòàöèìà, äîáèjàìî äà jå

C[x]/<xn−k>∼= C[x]/<x−ψ> ×C[x]/<x−ψω> × · · ·× C[x]/<x−ψωn−1> .

Ìå¢óòèì, çà íåêî α∈C, ïðåñëèêàâà»å f2 : C[x] → C äåôèíèñàíî ñà

f2(p(x)) = p(α), (63)

je õîìîìîðôèçàì òàêàâ äà jå Kerf2 =<x−α>, îäàêëå òàêî¢å íà îñíîâó

òåîðåìå î èçîìîðôèçìó, ñëåäè äà jå

C[x]/<x−α>∼= C. (64)

Ïðåìà òîìå,

Cn,k(C) ∼= C×C×· · ·×C ∼= Diagn(C). (65)

Çàïðàâî, èçîìîðôèçàì f : Cn,k(C) → Diagn(C) je äåôèíèñàí ñà

f(C) = diag
[
p(ψ), p(ψω), p(ψω2), . . . , p(ψωn−1)

]
, (66)

ãäå je p(x) =
n−1∑
i=0

cix
i, a (c0, c1, c2, . . . , cn−1) ïðâà âðñòà ìàòðèöå C.

Ïðåçåíòójåìî òàêî¢å è êëàñè÷íèjè äîêàç ó âåçè ñà äèjàãîíàëèçàöèjîì

êîìïëåêñíèõ k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà.

Íåêà jå F =[fi,j] Ôóðèjåîâà ìàòðèöà ðåäà n äåôèíèñàíà ñà

fi,j=
1√
n
ω(i−1)(j−1), i, j=1, n, (67)
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òj.

F =
1√
n



1 1 1 . . . 1 1

1 ω ω2 . . . ωn−2 ωn−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(n−2) ω2(n−1)

...
...

...
. . .

...
...

1 ωn−2 ω(n−2)2 . . . ω(n−2)(n−2) ω(n−2)(n−1)

1 ωn−1 ω(n−1)2 . . . ω(n−1)(n−2) ω(n−1)(n−1)


, (68)

è W ìàòðèöà äàòà ñà (57). Äîêàæèìî äà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.

Ëåìà 2.7. Àêî jå C ìàòðèöà îáëèêà (48), òàäà âàæè:

C = Q diag[λ0(C), λ1(C), λ2(C), . . . , λn−1(C)] Q
−1, (69)

ãäå jå Q =WF è λj(C)=
n−1∑
i=0

ci(ψω
j)i, j=0, n− 1 .

Äîêàç. Ïîêàæèìî, ïðâî, äà âàæè:

Cn,k = Q diag
[
ψ, ψω, ψω2, . . . , ψωn−1

]
Q−1, (70)

ïðè ÷åìó jå Q = WF .

Íåêà je φ(λ) =|Cn,k − λI | êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå Cn,k.

Ëàêî ñå ìîæå ïðîâåðèòè äà jå φ(λ) = (−1)n(λn − k). Äàêëå, ñîïñòâåíå

âðåäíîñòè ìàòðèöå Cn,k ñó ðåøå»à jåäà÷èíå λ
n = k. Ïîøòî jå ψ áèëî êîjè

n-òè êîðåí áðîjà k è ω áèëî êîjè ïðèìèòèâíè n-òè êîðåí jåäèíèöå, òàäà

ñó ψ, ψω, ψω2,. . . , ψωn−1 óïðàâî n ðàçëè÷èòè êîðåíè jåäíà÷èíå λn = k.

Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ñîïñòâåíå âåêòîðå çà ñâàêó îä äîáèjåíèõ ñîïñòâåíèõ

âðåäíîñòè λj(Cn,k) = ψωj, j = 0, n− 1. Îäðåäèìî ñîïñòâåíè âåêòîð v0

êîjè îäãîâàðà ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ0 òj. ðåøèìî (Cn,k − ψI)v0 = 0.
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Ëàêî ñå äîáèjà äà jå v0 = [1, ψ, ψ2, . . . , ψn−1]
T
. Íà ñëè÷àí íà÷èí äîáèjàìî

äà çà vj, j = 1, n− 1, âàæè: vj = [1, ψωj, (ψωj)2, . . . , (ψωj)n−1]
T
. Äàêëå, çà

ìàòðèöó Cn,k âàæè:

Cn,k = Q diag
[
ψ, ψω, ψω2, . . . , ψωn−1

]
Q−1,

ïðè ÷åìó jå Q↓j = vj−1, j = 1, n.

Óî÷èìî äà, íà îñíîâó ëåìå 2.5 òj. (54), çà ìàòðèöó C âàæè:

C = p(Cn,k), (71)

ãäå jå p(x) =
n−1∑
i=0

cix
i. Òàäà, èç (70) è (71), äîáèjàìî äà jå

Q−1CQ = Q−1p(Cn,k)Q = p(Q−1Cn,kQ) = p(diag
[
ψ, ψω, ψω2, . . . , ψωn−1

]
)

= diag
[
p(ψ), p(ψω), p(ψω2), . . . , p(ψωn−1)

]
= diag

[
n−1∑
i=0

ciψ
i,

n−1∑
i=0

ci(ψω)
i,

n−1∑
i=0

ci(ψω
2)i, . . . ,

n−1∑
i=0

ci(ψω
n−1)i

]
.

Äàêëå,

C=Q diag

[
n−1∑
i=0

ciψ
i,

n−1∑
i=0

ci(ψω)
i,

n−1∑
i=0

ci(ψω
2)i, . . . ,

n−1∑
i=0

ci(ψω
n−1)i

]
Q−1,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. H

Äèjàãîíàëèçàöèjó öèðêóëàðíèõ è êîñîöèðêóëàðíèõ ìàòðèöà àíàëèçè-

ðàî jå P.J. Davis ó [13], äîê ñó ñå äèjàãîíàëèçàöèjîì è îäðå¢èâà»åì

ôîðìóëà çà ñîïñòâåíe âðåäíîñòè k-öèðêóëàðíèõ ìàòðèöà áàâèëè, èçìå¢ó

îñòàëîã, ó ðàäó [9] (âèäåòè ëåìó 4).

Íàïîìåíà 2.1. Èç ÷è»åíèöå äà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ãîð»å-òðîóãàîíå

ìàòðèöå jåäíàêå åëåìåíòèìà ãëàâíå äèjàãîíàëå, çàê§ó÷ójåìî äà ñó ñâå
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ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà (48), çà k = 0, jåäíàêå c0, jåð ñó ó

ïèòà»ó ãîð»å-òðîóãàîíå ìàòðèöå ñà c0 äóæ ãëàâíå äèjàãîíàëå. ▽

Çà ðàçëèêó îä èíâåðçà C−1 èíâåðòèáèëíå k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå C

êîjè jå óâåê k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà, Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç C† ñèíãóëàðíå

k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà C íå ìîðà áèòè k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà. Íàèìå,

âàæå ñëåäå£à òâð¢å»à.

Ëåìà 2.8. (Ëåìà 5. [9]) Íåêà jå C ñèíãóëàðíà ìàòðèöà îáëèêà (48). Àêî

jå C† k
′
-öèðêóëàðíà ìàòðèöà, òàäà jå k

′
= 1

k
. H

Ëåìà 2.9. (Òåîðåìà 3. [9]) Íåêà jå C ñèíãóëàðíà ìàòðèöà îáëèêà (48).

Òàäà jå C† òàêî¢å k-öèðêóëàðíà ìàòðèöà àêî è ñàìî àêî je |k| = 1. H

Åêñïëèöèòíó ôîðìóëó çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ñèíãóëàðíå k-öèðêó-

ëàðíe ìàòðèöe îäðåäèî jå Å. Boman ó [5].

Òåîðåìà 2.6. (Òåîðåìà 3. [5]) Íåêà jå C ∈ Cn×n
r ñèíãóëàðíà ìàòðèöà

îáëèêà (48), F è W ìàòðèöå äàòå, ðåäîì, ñà (68) è (57). Áåç ãóá§å»à íà

îïøòîñòè ïðåòïîñòàâèìî äà jå

F ∗W−1CWF =

D 0

0 0

 ,
ãäå jå D äèjàãîíàëíà ìàòðèöà ðåäà (è ðàíãà) r. Íåêà ñó, òàêî¢å, ξr è Cr,

ïîäìàòðèöå ðåäà (è ðàíãà) r (íà ïðâèõ r âðñòà è ïðâèõ r êîëîíà), ðåäîì,

ìàòðèöå (F ∗WWF )−1 è ìàòðèöå F ∗WWF . Òàäà jå,

C† =W−1F

ξ−1
r D−1C−1

r 0

0 0

F ∗W .� (72)
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Ñëåäå£è ïðèìåð èëóñòðójå ïðåòõîäíó òåîðåìó.

Ïðèìåð 2.4. Íåêà jå

C=circ{ 1
8
(−1, 1, 2)}

òj.

C=


−1 1 2

1
4

−1 1

1
8

1
4

−1

 .
Òàäà jå,

F = 1√
3


1 1 1

1 −1
2
(1− i

√
3) −1

2
(1 + i

√
3)

1 −1
2
(1 + i

√
3) −1

2
(1− i

√
3)

 è W =


1 0 0

0 1
2

0

0 0 1
4

 .

Äàêëå,

F ∗WWF = 1
32


14 9 + i

√
3 9− i

√
3

9− i
√
3 14 9 + i

√
3

9 + i
√
3 9− i

√
3 14


è

F ∗W−1CWF = 1
2


0 0 0

0 −3 0

0 0 −3

 .
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Ïðåìà òîìå,

ξr=

 7 −(3 + 2i
√
3)

−(3− 2i
√
3) 7

 , D=
1

2

 −3 0

0 −3


è

Cr=
1

25

 14 9 + i
√
3

9− i
√
3 14

 .
Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå äîáèjàìî:

C†=W−1F

0 0

0 (CrDξr)
−1

F ∗W = . . .= 2
3272


−44 38 −8

62 −107 38

52 62 −44

 .♢

Ó ðàäó [29] ñó òàêî¢å àíàëèçèðàíå k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå è îäðå¢åíà

jå åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà ðà÷óíà»å ïîçèòèâíîã ñòåïåíà k-öèðêóëàðíå

ìàòðèöå. Íàèìå, àóòîðè ñó êîðèñòå£è ëåìó 2.5 òj. (54) è ìóëòèíîìèjàë-

íó òåîðåìó, äîøëè äî ôîðìóëå çà ðà÷óíà»å Cm, ãäå jå C ìàòðèöà îáëèêà

(48) è m ïðîèçâî§àí ïîçèòèâàí ïðèðîäàí áðîj. Äàêëå, çà ìàòðèöó C

îáëèêà (48) è ïðîèçâî§àí ïîçèòèâàí ïðèðîäàí áðîj m âàæè:

Cm =
n−1∑
i=0

c
(m)
i Ci

n,k, (73)

ãäå jå

c
(m)
i =

∑
j1 + 2j2 + · · ·+ (n− 1)jn−1 ≡ i (modn)

j0, j1, . . . , jn−1 = 0,m

(
m

j0,j1,...,jn−1

)
cj00 c

j1
1 · · · cjn−1

n−1 k
p ,
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çà p = ⌊ j1+2j2+···+(n−1)jn−1

n
⌋.

Ïðèìåð 2.5. Íåêà jå

C=circ{−1(−1, 2,−3, 4,−5)}

òj.

C=



−1 2 −3 4 −5

5 −1 2 −3 4

−4 5 −1 2 −3

3 −4 5 −1 2

−2 3 −4 5 −1


,

è m = 7. Òàäà, çà q = j1 + 2j2 + 3j3 + 4j4, äîáèjàìî äà jå

C7 = (−I5 + 2C5,−1 − 3C2
5,−1 + 4C3

5,−1 − 5C4
5,−1)

7

=
∑

q ≡ 0 (mod 5)

j0, j1, j2, j3, j4 = 0, 7

(
7

j0,j1,j2,j3,j4

)
(−1)j02j1(−3)j24j3(−5)j4 (−1)⌊

q
5
⌋I5

+
∑

q ≡ 1 (mod 5)

j0, j1, j2, j3, j4 = 0, 7

(
7

j0,j1,j2,j3,j4

)
(−1)j02j1(−3)j24j3(−5)j4 (−1)⌊

q
5
⌋C5,−1

+
∑

q ≡ 2 (mod 5)

j0, j1, j2, j3, j4 = 0, 7

(
7

j0,j1,j2,j3,j4

)
(−1)j02j1(−3)j24j3(−5)j4 (−1)⌊

q
5
⌋C2

5,−1
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+
∑

q ≡ 3 (mod 5)

j0, j1, j2, j3, j4 = 0, 7

(
7

j0,j1,j2,j3,j4

)
(−1)j02j1(−3)j24j3(−5)j4 (−1)⌊

q
5
⌋C3

5,−1

+
∑

q ≡ 4 (mod 5)

j0, j1, j2, j3, j4 = 0, 7

(
7

j0,j1,j2,j3,j4

)
(−1)j02j1(−3)j24j3(−5)j4 (−1)⌊

q
5
⌋C4

5,−1

= 55(−10932I5+10933C5,−1−10937C2
5,−1+10938C3

5,−1−10935C4
5,−1)

= 55circ{−1(−10932, 10933,−10937, 10938,−10935)}

òj.

C7=55



−10932 10933 −10937 10938 −10935

10935 −10932 10933 −10937 10938

−10938 10935 −10932 10933 −10937

10937 −10938 10935 −10932 10933

−10933 10937 −10938 10935 −10932


. ♢
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3. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

ãåîìåòpèjñêèì è àðèòìåòè÷êèì

íèçîì

3.1. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà ãåîìåòpèjñêèì

íèçîì

Ó îâîì äåëó £å áèòè ïðåçåíòîâàíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäîâà

[46], [47] è [48], êîjèìà ñe, èçìå¢ó îñòàëîã, óîïøòàâàjó (è ïîáî§øàâàjó)

íåêè ðåçóëòàòè äîáèjåíè ó ðàäó [6].

Íàèìå, ïîäñåòèìî äà je ãåîìåòðèjñêè íèç íèç êîjè èìà ñëåäå£è îáëèê:

g0=g, g1=gq, g2=gq
2, g3=gq

3, . . . (74)

ãäå jå g∈C\{0} è q∈R\{0} òj. gi=gq
i, i∈N0=N∪ {0}. Àêî jå q=1, (74)

jå êîíñòàíòàí íèç. Àêî jå q=−1, (74) jå àëòåðíèðàjó£è íèç.

Ïðèìåð 3.1.1. Íèç

à) −2, −1, −1

2
, −1

4
,−1

8
, . . .

jå ãåîìåòðèjñêè íèç (g=−2, q= 1
2
). ♢
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á)
−1

3
, −1, −3, −9, −27, . . .

jå ãåîìåòðèjñêè íèç (g=−1
3
, q=3). ♢

â) 3

4
,
3

2
, 3, 6, 12, . . .

jå ãåîìåòðèjñêè íèç (g= 3
4
, q=2). ♢

Äîáðî jå ïîçíàòî äà jå ñóìà ïðâèõ n ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã íèçà ñà

ïðâèì ÷ëàíîì (g) è çàjåäíè÷êèì êîëè÷íèêîì èçìå¢ó ÷ëàíîâà (q ̸= 0 è

q ̸= 1) äàòà ñëåäå£îì ôîðìóëîì:

n−1∑
i=0

gi = g
1− qn

1− q
. (75)

Aêî jå q=1, òàäà jå
n−1∑
i=0

gi = ng . (76)

Çà ñâàêè ÷ëàí gi ãåîìåòðèjñêîã íèçà âàæè:

g2i = gi−1gi+1. (77)

Ó ðàäó [6] A.C.F. Bueno jå àíàëèçèðàî ìàòðèöe îáëèêà:

circ{(g, gq, gq2, . . . , gqn−1)}, (78)

ãäå jå g∈R\{0} è q∈R\{0, 1}, òj. ìàòðèöe îáëèêà:

g gq gq2 . . . gqn−2 gqn−1

gqn−1 g gq . . . gqn−3 gqn−2

gqn−2 gqn−1 g . . . gqn−4 gqn−3

...
...

...
. . .

...
...

gq2 gq3 gq4 . . . g gq

gq gq2 gq3 . . . gqn−1 g


, (79)
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è îäðåäèî:

1) Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1.1. (Òåîðåìà 3.2. [6]) Íåêà jåG ìàòðèöà îáëèêà (78). Ñîïñòâå-

íå âðåäíîñòè ìàòðèöå G ñó:

λ0(G)=
n−1∑
i=0

gi=g
qn−1

q−1
, λj(G)=

n−1∑
i=0

giω
−ji=g

qn−1

qω−j−1
, j=1, n− 1 .� (80)

2) Äåòåðìèíàíòó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1.2. (Òåîðåìà 3.1. [6]) Íåêà jåG ìàòðèöà îáëèêà (78). Äåòåðìè-

íàíòà ìàòðèöå G jå:

|G |= gn(1− qn)n−1 . � (81)

3) Åóêëèäñêó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1.3. (Òåîðåìà 3.3. [6]) Íåêà jåG ìàòðèöà îáëèêà (78). Åóêëèä-

ñêa íîðìà ìàòðèöå G jå:

∥G∥E = |g|

√
n(1− q2n)

1− q2
. � (82)

4) Ñïåêòðàëíó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1.4. (Òåîðåìà 3.4. [6]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (78). Ñïåê-

òðàëíà íîðìà ìàòðèöå G jå:

∥G∥2 = max{|
n−1∑
i=0

gi|,
|g(qn − 1)|√

q2 − 2q cos 2πij
n

+ 1
, i=

√
−1, j=1, n− 1} . � (83)

Êàî ïîñëåäèöå ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ òåîðåìà èçâåî jå ñëè÷íà òâð¢å»à

çà èíâåðç öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà ãåîìåòðèjñêèì íèçîì ÷èjè jå åêñïëèöèò-

íè îáëèê îäðåäèî.
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Òåîðåìà 3.1.5. (Òåîðåìà 3.8. [6]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (78). Èíâåðç

ìàòðèöå G jå:

G−1 =
1

g(qn − 1)



−1 q 0 . . . 0 0

0 −1 q . . . 0 0

0 0 −1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . −1 q

q 0 0 . . . 0 −1


. � (84)

Íàïîìåíà 3.1.1.

1) Ó òåîðåìè 3.1.1 íèñó àíàëèçèðàíè ñëó÷àjåâè êàäà jå èìåíèëàö jåäíàê 0,

ïà äîáèjåíèì ôîðìóëàìà íèjå ìîãó£å îäðåäèòè ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè.

Íà ïðèìåð, çà ìàòðèöå îáëèêà (78) êàäà jå q=−1 è n ïðîèçâî§àí ïàðàí

ïðèðîäàí áðîj, íèjå ìîãó£å îäðåäèòè λn
2
. Ïîáî§øàí ðåçóëòàò áè£å äàò

íåøòî êàñíèjå ó òåêñòó ïðè ïðåçåíòîâà»ó îðèãèíàëíèõ ðåçóëòàòà.

2) Òåîðåìîì 3.1.3 íèjå ìîãó£å îäðåäèòè Åóêëèäñêó íîðìó çà ìàòðèöå

îáëèêà (78) êàäà jå q = −1 è n ïðîèçâî§àí ïðèðîäàí áðîj. Ïîáî§øàí

ðåçóëòàò áè£å äàò íåøòî êàñíèjå ó òåêñòó ïðè ïðåçåíòîâà»ó îðèãèíàëíèõ

ðåçóëòàòà.

3) Ôîðìóëàöèjà òåîðåìå 3.1.5 ñàäðæè íåäîñòàòàê. Íàèìå, Bueno èç ôîð-

ìóëàöèjå òåîðåìå íèjå èñê§ó÷èî ìàòðèöå îáëèêà (78) êàäà jå q=−1 è n

ïðîèçâî§àí ïàðàí ïðèðîäàí áðîj, ÷èjà jå äåòåðìèíàíòà ïðåìà òåîðåìè

3.1.2 jåäíàêà 0 ïà »èõîâ èíâåðç íå ïîñòîjè. ▽

Êàî øòî jå íàâåäåíî ó ïðåòõîäíîj íàïîìåíè, èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà:

circn{(g,−g, . . . , g,−g)} (85)

íå ïîñòîjè. Ó ðàäó [46] ñìî îäðåäèëè åêñïëèöèòíè îáëèê Ìóð-Ïåíðîóçîâîã

èíâåðçà çà êîìïëåêñíå ìàòðèöå îáëèêà (85).
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Tåîðåìà 3.1.6. (Òåîðåìà 3.2. [46]) Íåêà jåG êîìïëåêñíà ìàòðèöà îáëèêà

(85). Òàäà jå,

G† =
1

n2g
circn{(1,−1, . . . , 1,−1)}. (86)

Äîêàç. Óî÷èìî äà jå r(G)=1 è G↓j ̸=O, j = 1, n. Íåêà jå G=[G1|G2], ãäå

jå G1 ∈Cn×1 è G2 ∈Cn×(n−1). Ïîøòî jå G↓1 ̸= O, ñëåäè äà jå r(G1) = 1.

Ïðåìà ëåìè 1.2, ìàòðèöà G èìà ôàêòîðèçàöèjó (ïóíîã ðàíãà)

G = G1N,

ãäå jå

N=[1,−1, . . . , 1,−1]∈R1×n
1 .

Ïðåìà òîìå,

G∗
1G1NN

∗=[g,−g, . . . , g,−g]



g

−g
...

g

−g


[1,−1, . . . , 1,−1]



1

−1
...

1

−1


=n2gg.

Íà îñíîâó òåîðåìå 1.2 ñëåäè

G† = N∗(G∗
1G1NN

∗)−1G∗
1

= (n2gg)−1



1

−1
...

1

−1


[g,−g, . . . , g,−g]
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=
1

n2gg
circn{(g,−g, . . . ,g,−g)}

=
1

n2gg
g circn{(1,−1, . . . ,1,−1)}

=
1

n2g
circn{(1,−1, . . . ,1,−1)} . �

Íàïîìåíà 3.1.2. Ñ îáçèðîì äà jå G2=circn{(ng2,−ng2, . . . , ng2,−ng2)}

òj. r(G)=r(G2)=1, íà îñíîâó òåîðåìå 1.4, çàê§ó÷ójåìî äà ãðóïíè èíâåðç

ìàòðèöå (85) ïîñòîjè. Èç íàïîìåíå 1.1 ñëåäè äà jå ìàòðèöà (86) òàêî¢å è

ãðóïíè èíâåðç çà (85). ▽

Ïðèìåð 3.1.2. Íåêà jå

G=circ{(1− i
√
2,−1 + i

√
2, 1− i

√
2,−1 + i

√
2, 1− i

√
2,−1 + i

√
2)}

òj.

G =



1− i
√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2

−1 + i
√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2

1− i
√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2

−1 + i
√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2

1− i
√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2

−1 + i
√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2 −1 + i

√
2 1− i

√
2


.

Ïîøòî jå n = 6, g = 1 − i
√
2 è q = −1 òj. gn(1 − qn)n−1 = 0, G jå

ñèíãóëàðíà ìàòðèöà (òåîðåìà 3.1.2). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå è

ïðåòõîäíå íàïîìåíå ñëåäè

G† = G♯ =
1 + i

√
2

2233
circ{(1,−1, 1,−1, 1,−1)}
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òj.

G† = G♯ =
1 + i

√
2

2233



1 −1 1 −1 1 −1

−1 1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1

−1 1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1

−1 1 −1 1 −1 1


. ♢

Ó íàñòàâêó ïðåçåíòójåìî îðèãèíàëíå ðåçóëòàòå, äîáèjåíå ó ðàäîâèìà

[47] è [48], êîjè ñå îäíîñå íà ìàòðèöå îáëèêà:

circ{k(g, gq, gq2, . . . , gqn−1)}, (87)

ãäå jå k∈C, g∈C\{0} è q∈R\{0}, òj. ìàòðèöå îáëèêà:

g gq gq2 . . . gqn−2 gqn−1

kgqn−1 g gq . . . gqn−3 gqn−2

kgqn−2 kgqn−1 g . . . gqn−4 gqn−3

...
...

...
. . .

...
...

kgq2 kgq3 kgq4 . . . g gq

kgq kgq2 kgq3 . . . kgqn−1 g


. (88)

Òåîðåìà 3.1.7. ([47]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (87), ïðè ÷åìó jå k ∈

C\{0}. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå G äàòå ñó ñëåäå£èì ôîðìóëàìà:

1) Àêî jå qψω−j=1, òàäà jå

λj(G) = ng, (89)

2) Àêî jå qψω−j ̸=1, òàäà jå

λj(G) = g
1− kqn

1− qψω−j
. (90)

55



Äîêàç. Íà îñíîâó ëåìå 2.7 ñëåäè:

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå qψω−j=1. Òàäà je,

λj(G) =
n−1∑
i=0

gi(ψω
−j)i =

n−1∑
i=0

gqi(
1

q
)i = g

n−1∑
i=0

1 = ng,

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå qψω−j ̸=1. Òàäà je,

λj(G) =
n−1∑
i=0

gi(ψω
−j)i = g

n−1∑
i=0

(qψω−j)i = g
1− kqn

1− qψω−j
.�

Íàïîìåíà 3.1.3. Èç ïðåòõîäíå òåîðåìå, çà k=1, äîáèjàìî ïîáî§øàí

ðåçóëòàò òåîðåìå 3.1.1. Àêî jå k = 0, ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà

îáëèêà (87) ñó, íà îñíîâó íàïîìåíå 2.1, jåäíàêå g. ▽

Ñëåäå£è îðèãèíàëíè ðåçóëòàò îäíîñè ñå íà äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå

îáëèêà (87). Ïðâî £åìî îäðåäèòè äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå îáëèêà:

circ{k(1, q, q2, . . . , qn−1)}, (91)

ãäå jå k∈C è q∈R\{0}, òj. ìàòðèöå îáëèêà:

1 q q2 . . . qn−2 qn−1

kqn−1 1 q . . . qn−3 qn−2

kqn−2 kqn−1 1 . . . qn−4 qn−3

...
...

...
. . .

...
...

kq2 kq3 kq4 . . . 1 q

kq kq2 kq3 . . . kqn−1 1


. (92)

Òåîðåìà 3.1.8. ([47]) Íåêà jå Q ìàòðèöà îáëèêà (91). Äåòåðìèíàíòà

ìàòðèöå Q jå:

|Q |= (1− kqn)n−1. (93)
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Äîêàç. Ïðèìåíîì îñíîâíèõ ñâîjñòàâà äåòåðìèíàíòè äîáèjàìî:

|Q |=

1 q q2 . . . qn−2 qn−1

kqn−1 1 q . . . qn−3 qn−2

kqn−2 kqn−1 1 . . . qn−4 qn−3

...
...

...
. . .

...
...

kq2 kq3 kq4 . . . 1 q

kq kq2 kq3 . . . kqn−1 1

=

1 q q2 . . . qn−2 qn−1

0 1− kqn q(1− kqn) . . . qn−3(1− kqn) qn−2(1− kqn)

0 0 1− kqn . . . qn−4(1− kqn) qn−3(1− kqn)

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1− kqn q(1− kqn)

0 0 0 . . . 0 1− kqn

.

Äàêëå, |Q |= (1− kqn)n−1. �

Ïîñëåäèöà 3.1.1. ([47]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (87). Äåòåðìèíàíòà

ìàòðèöå G jå:

|G |= gn(1− kqn)n−1. (94)

Äîêàç. Ñëåäè èç ïðåòõîäíå òåîðåìå è (5). △

Åóêëèäñêà íîðìà çà ìàòðèöå îáëèêà (87) äàòà jå ñëåäå£îì òåîðåìîì.

Çà »åí äîêàç êîðèñòèìî ñëåäå£ó ôîðìóëó:
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Çà ñâàêî x âàæè:

n−1∑
i=1

ixi =
x− nxn + (n− 1)xn+1

(1− x)2
. (95)

Íàèìå,

n−1∑
i=1

ixi = x
[
1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ (n− 1)xn−2

]
=x

d

dx
(
x− xn

1− x
)

= x
(1− nxn−1)(1− x) + x− xn

(1− x)2
=
x− nxn + (n− 1)xn+1

(1− x)2
.

Òåîðåìà 3.1.9. ([47]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (87). Åóêëèäñêà íîðìà

ìàòðèöå G jå:

∥G∥E=


|g|
√

n1−q2n

1−q2
+ (|k|2 − 1) q

2−nq2n+(n−1)q2(n+1)

(1−q2)2
, q∈R\{−1, 0, 1}

|g|
√

n2 + (|k|2 − 1) (n−1)n
2 , q=−1 èëè q=1

. (96)

Äîêàç. Íà îñíîâó äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå ìàòðèöå äîáèjàìî:

(∥G∥E)2 = n|g0|2 +
[
(n− 1) + |k|2

]
|g1|2 + · · ·+

[
1 + (n− 1)|k|2

]
|gn−1|2

=
n−1∑
i=0

(n− i)|gi|2 + |k|2
n−1∑
i=1

i|gi|2 = n
n−1∑
i=0

|gi|2 + (|k|2 − 1)
n−1∑
i=1

i|gi|2

= n|g|2
n−1∑
i=0

q2i + (|k|2 − 1)|g|2
n−1∑
i=1

iq2i .

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå q∈R\{−1, 0, 1}. Òàäà je,

(∥G∥E)2 = n|g|21− q2n

1− q2
+ (|k|2 − 1)|g|2 q

2 − nq2n + (n− 1)q2(n+1)

(1− q2)2

= |g|2
[
1− q2n

1− q2
+ (|k|2 − 1)

q2 − nq2n + (n− 1)q2(n+1)

(1− q2)2

]
.
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Ïðåòïîñòàâèìî äà je q=−1 èëè q=1. Òàäà je,

(∥G∥E)2 = n|g|2
n−1∑
i=0

1 + (|k|2 − 1)|g|2
n−1∑
i=1

i= |g|2
[
n2 + (|k|2 − 1)

(n− 1)n

2

]
.

Äàêëå,

∥G∥E=


|g|
√
n1−q2n

1−q2
+ (|k|2 − 1) q

2−nq2n+(n−1)q2(n+1)

(1−q2)2
, q∈R\{−1, 0, 1}

|g|
√
n2 + (|k|2 − 1) (n−1)n

2
, q=−1 èëè q=1

. �

Íàïîìåíà 3.1.4. Èç ïðåòõîäíå òåîðåìå, çà k=1, äîáèjàìî ïîáî§øàí

ðåçóëòàò òåîðåìå 3.1.3. ▽

Ñëåäå£îì òåîðåìîì îäðå¢ójåìî ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöa

îáëèêà (87).

Òåîðåìà 3.1.10. ([47]) Íåêà jå G ìàòðèöà îáëèêà (87).

I) Àêî jå q∈R\{−1, 0, 1} è

1) |k| ≥ 1, òàäà je

|g|

√
1−q2n
1−q2

≤ ∥G∥2 ≤ |g|

√
(1 + (n− 1)|k|2)

(
1− q2n

1− q2

)
, (97)

2) |k| < 1, òàäà je

|kg|

√
1− q2n

1− q2
≤ ∥G∥2 ≤ |g|

√
n
1− q2n

1− q2
. (98)
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II) Àêî jå q=−1 èëè q=1, è

1) |k| ≥ 1, òàäà je

|g|
√
n ≤ ∥G∥2 ≤ |g|

√
n (1 + (n− 1)|k|2) , (99)

2) |k| < 1, òàäà je

|kg|
√
n ≤ ∥G∥2 ≤ n|g| . (100)

Äîêàç. Èç äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå ñëåäè:

I) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå q∈R\{−1, 0, 1} è

1) |k| ≥ 1. Òàäà jå,

∥G∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)|gi|2 +
n−1∑
i=1

i|gi|2 = n

n−1∑
i=0

|gi|2 = n|g|2
n−1∑
i=0

q2i = n|g|21− q2n

1− q2
.

Äàêëå,

∥G∥E√
n

≥ |g|

√
1− q2n

1− q2
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥G∥2 ≥ |g|

√
1− q2n

1− q2
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå G. Íåêà ñó

R è S ñëåäå£å ìàòðèöå:

R=



g0 g0 g0 . . . g0

kg0 g0 g0 . . . g0

kg0 kg0 g0 . . . g0

...
...

...
. . .

...

kg0 kg0 kg0 . . . g0


è S=



1 q q2 . . . qn−1

qn−1 1 q . . . qn−2

qn−2 qn−1 1 . . . qn−3

...
...

...
. . .

...

q q2 q3 . . . 1


. (101)
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Òàäà jå,

r1(R) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2 =

√√√√|g0|2 +
n−1∑
j=1

|kg0|2

=
√
|g|2 + (n− 1)|kg|2 = |g|

√
1 + (n− 1)|k|2

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√
n∑

i=1

| si,j |2=
√

n∑
i=1

| si,n |2=

√√√√n−1∑
i=0

q2i=
√

1−q2n

1−q2
.

Ïîøòî jå G = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥G∥2 ≤ r1(R) · c1(S) = |g|

√
(1 + (n− 1)|k|2)

(
1− q2n

1− q2

)
.

2) |k| < 1. Òàäà jå,

∥G∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n− i)|gi|2 + |k|2
n−1∑
i=1

i|gi|2 = n|k|2
n−1∑
i=0

|gi|2

= n|kg|2
n−1∑
i=0

q2i = n|kg|21− q2n

1− q2
.

Äàêëå,

∥G∥E√
n

≥ |kg|

√
1− q2n

1− q2
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥G∥2 ≥ |kg|

√
1− q2n

1− q2
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå G. Íåêà ñó

M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:
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M=



1 1 1 . . . 1

k 1 1 . . . 1

k k 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

k k k . . . 1


è N=



g0 g1 g2 . . . gn−1

gn−1 g0 g1 . . . gn−2

gn−2 gn−1 g0 . . . gn−
...

...
...

. . .
...

g1 g2 g3 . . . g0


. (102)

Òàäà je,

r1(M) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

1 =
√
n

è

c1(N) = max
1≤ j≤n

√
n∑

i=1

| ni,j |2 =
√

n∑
i=1

| ni,1 |2 =

√√√√n−1∑
i=0

|gi|2

=

√√√√|g|2
n−1∑
i=0

q2i = |g|
√

1−q2n

1−q2
.

Ïîøòî jå G =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥G∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = |g|

√
n
1− q2n

1− q2
.

II) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå q=−1 èëè q=1, è

1) |k| ≥ 1. Òàäà jå,

∥G∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)|gi|2 +
n−1∑
i=1

i|gi|2 = n
n−1∑
i=0

|gi|2 = n|g|2
n−1∑
i=0

1 = n2|g|2.

Äàêëå,
∥G∥E√

n
≥ |g|

√
n .

62



Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥G∥2 ≥ |g|
√
n .

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå G. Íåêà ñó

R è S ìàòðèöå êàî ó (101). Òàäà je,

r1(R) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2 =

√√√√|g0|2 +
n−1∑
j=1

|kg0|2

=
√
|g|2 + (n− 1)|kg|2 = |g|

√
1 + (n− 1)|k|2

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√
n∑

i=1

| si,j |2 =
√

n∑
i=1

| si,n |2 =
√

n∑
i=1

1 =
√
n .

Ïîøòî jå G = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥G∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = |g|
√
n (1 + (n− 1)|k|2) .

2) |k| < 1. Òàäà jå,

∥G∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n− i)|gi|2 + |k|2
n−1∑
i=1

i|gi|2 = n|k|2
n−1∑
i=0

|gi|2

= n|kg|2
n−1∑
i=0

1 = n2|kg|2.

Äàêëå,

∥G∥E√
n

≥ |kg|
√
n.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥G∥2 ≥ |kg|
√
n.
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Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå G. Íåêà ñó

M è N ìàòðèöå êàî ó (102). Òàäà je,

r1(M) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

1 =
√
n

è

c1(N) = max
1≤ j≤n

√
n∑

i=1

| ni,j |2 =
√

n∑
i=1

| ni,1 |2 =

√√√√n−1∑
i=0

|gi|2

=

√√√√|g|2
n−1∑
i=0

1 = |g|
√
n.

Ïîøòî jå G =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥G∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = n|g| . �

Ó íàñòàâêó îäðå¢ójåìo, àêî ïîñòîjè (1−kqn ̸=0, òåîðåìà 3.1.8), èíâåðç

çà ìàòðèöå îáëèêà (91).

Òåîðåìà 3.1.11. (Òåîðåìà 2.2. [48]) Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1 è

Q ìàòðèöà îáëèêà (91), ïðè ÷åìó jå k∈C\{0}. Àêî jå 1−kqn ̸=0, òàäà jå

Q−1=
1

kqn − 1
circn{k(−1, q, 0, . . . , 0)} . (103)

Äîêàç. Íåêà jå Q−1 = circ{k(q′0, q′1, q′2, . . . , q′n−1)}. Íà îñíîâó ëåìå 2.4

(q′0, q
′
1, q

′
2, . . . , q

′
n−1) jå jåäèíñòâåíî ðåøå»å ñëåäå£åã ñèñòåìà ëèíåàðíèõ

jåäíà÷èíà:

Q


x0

kxn−1

...

kx1

 =


1

0
...

0

 . (104)

64



Íåêà jå yi = kxi, i = 1, n− 1. Òðåáà ðåøèòè ñëåäå£è ñèñòåì ëèíåàðíèõ

jåäíà÷èíà:

Q


x0

yn−1

...

y1

 =


1

0
...

0

 . (105)

Ïðèìåíîì åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íàä ðåäîâèìà ïðîøèðåíå ìàòðèöå

äîáèjàìî:

Q =



1 q q2 . . . qn−2 qn−1 1

kqn−1 1 q . . . qn−3 qn−2 0

kqn−2 kqn−1 1 . . . qn−4 qn−3 0
...

...
...

. . .
...

...
...

kq2 kq3 kq4 . . . 1 q 0

kq kq2 kq3 . . . kqn−1 1 0



∼



1 q q2 . . . qn−2 qn−1 1

0 1− kqn q(1− kqn) . . . qn−3(1− kqn) qn−2(1− kqn) −kqn−1

0 0 1− kqn . . . qn−4(1− kqn) qn−3(1− kqn) −kqn−2

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 . . . 1− kqn q(1− kqn) −kq2

0 0 0 . . . 0 1− kqn −kq


.

Äàêëå, ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà (105) jå åêâèâàëåíòàí ñëåäå£åì ñèñòåìó

ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:
x0 +

n−1∑
i=1

qiyn−i = 1,

j∑
i=1

qj−i(1− kqn)yi = −kqj, j = 1, n− 1 .

(106)
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Ðåøå»å ñèñòåìà (106) jå:
x0 = − 1

kqn−1
,

y1 =
kq

kqn−1
,

yi = 0, i = 2, n− 1 .

(107)

Ïîøòî jå ñèñòåì (106) åêâèâàëåíòàí ñèñòåìó (105), ñëåäè äà jå (107)

òàêî¢å ðåøå»å ñèñòåìà (105). Ïðåìå òîìå, ðåøå»å ñèñòåì (104) jå:
x0 = − 1

kqn−1
,

x1 =
q

kqn−1
,

xi = 0, i = 2, n− 1 .

�

Ïîñëåäèöà 3.1.2. (Ïîñëåäèöà 2.1. [48]) Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è

îä 1 è G ìàòðèöà îáëèêà (87), ïðè ÷åìó jå k∈C\{0}. Àêî jå 1−kqn ̸=0,

òàäà jå

G−1=
1

g(kqn − 1)
circn{k(−1, q, 0,..., 0)} . (108)

Äîêàç. Ñëåäè èç ïðåòõîäíå òåîðåìå è ïðâîã äåëà òåîðåìå 1.1. △

Ïðèìåð 3.1.3. Íåêà jå

G=circ{3(−18,−6,−2,−2

3
,−2

9
)}

òj.

G =



−18 −6 −2 −2
3

−2
9

−2
3

−18 −6 −2 −2
3

−2 −2
3

−18 −6 −2

−6 −2 −2
3

−18 −6

−18 −6 −2 −2
3

−18


.
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Ïîøòî jå n = 5, k = 3, g = −18 è q = 1
3
òj. gn(1−kqn)n−1=−22154

36
̸=0, G jå

èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà (ïîñëåäèöà 3.1.1). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå

ñëåäè

G−1=
32

255
circ{3(−1,

1

3
, 0, 0, 0)}

òj.

G−1 = 32

255



−1 1
3

0 0 0

0 −1 1
3

0 0

0 0 −1 1
3

0

0 0 0 −1 1
3

1 0 0 0 −1


. ♢

Êàî øòî ñìî âèäåëè, èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (91) ïîñòîjè àêî jå 1−kqn ̸=

0. Äàêëå, àêî jå 1−kqn=0 òj. k= 1
qn
, òàäà jå (91) ñèíãóëàðíà ìàòðèöà.

Ñëåäå£èì òåîðåìàìà îäðå¢åí jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç çà òàêâå ìàòðèöå.

Òåîðåìà 3.1.12. (Òåîðåìà 2.4. [48]) Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1,

q∈R\{−1, 0, 1} è
Q=circ{ 1

qn
(1, q, q2, . . . , qn−1)}. (109)

Òàäà jå,

Q†=q2(n−1)(
1− q2

1− q2n
)2 circ{qn(1,

1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
)} . (110)

Äîêàç. Óî÷èìî äà jå r(Q)=1 è Q↓j ̸=O, j = 1, n. Íåêà jå Q=[Q1|Q2], ãäå

jå Q1 ∈Rn×1 è Q2 ∈Rn×(n−1). Ïîøòî jå Q↓1 ̸= O, ñëåäè äà jå r(Q1) = 1.

Ïðåìà ëåìè 1.2, ìàòðèöà Q èìà ôàêòîðèçàöèjó (ïóíîã ðàíãà)

Q = Q1N,
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ãäå jå

N=[1, q, q2, . . . , qn−1]∈R1×n
1 .

Ïðåìà òîìå,

Q∗
1Q1NN

∗ = [1,
1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
]



1

1
q

1
q2

...

1
qn−1


[1, q, q2, . . . , qn−1]



1

q

q2

...

qn−1


=

1

q2(n−1)
(
n−1∑
m=0

q2m)2.

Íà îñíîâó òåîðåìå 1.2 ñëåäè

Q† = N∗(Q∗
1Q1NN

∗)−1Q∗
1

= (
1

q2(n−1)
(
n−1∑
m=0

q2m)2)−1



1

q

q2

...

qn−1


[1,

1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
]

= q2(n−1) 1

(
n−1∑
m=0

q2m)2

circ{qn(1,
1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
)}

= q2(n−1)(
1− q2

1− q2n
)2 circ{qn(1,

1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
)} . �
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Ïîñëåäèöà 3.1.3. Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1, g ∈ C\{0}, q ∈

R\{−1, 0, 1} è
G=circ{ 1

qn
(g, gq, gq2, . . . , gqn−1)}. (111)

Òàäà jå,

G†=
q2(n−1)

g
(
1− q2

1− q2n
)2 circ{qn(1,

1

q
,
1

q2
, . . . ,

1

qn−1
)}. (112)

Äîêàç. Ñëåäè èç ïðåòõîäíå òåîðåìå è ïðâîã äåëà òåîðåìå 1.3. △

Ïðèìåð 3.1.4. Íåêà jå

G=circ{−32(2,−1,
1

2
,−1

4
,
1

8
)}

òj.

G =



2 −1 1
2

−1
4

1
8

−4 2 −1 1
2

−1
4

8 −4 2 −1 1
2

−16 8 −4 2 −1

32 −16 8 −4 2


.

Ïîøòî jå n = 5, k = −32, g = 2 è q = −1
2
òj. gn(1 − kqn)n−1 = 0, G jå

cèíãóëàðíà ìàòðèöà (ïîñëåäèöà 3.1.1). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå

ñëåäè

G†=
27

112312
circ{− 1

32
(1,−2, 4,−8, 16)}

òj.

G† = 27

112312



1 −2 4 −8 16

−1
2

1 −2 4 −8

1
4

−1
2

1 −2 4

−1
8

1
4

−1
2

1 −2

1
16

−1
8

1
4

−1
2

1


. ♢
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Ó ïðåòõîäíîì äåëó, îäðå¢åí jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç çà ìàòðèöå

îáëèêà (111) ãäå jå g ∈C\{0} è q ∈R\{−1, 0, 1}. Ñëåäå£èì òâð¢å»èìà

îäðå¢ójåìî Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (111) êàäà jå q = 1

è q = −1.

Òåîðåìà 3.1.13. (Òåîðåìà 3.5. [46]) Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1,

g∈C\{0} è

G=circn{(g, g, . . . , g)} . (113)

Òàäà jå,

G† =
1

n2g
circn{(1, 1, . . . , 1)} . (114)

Äîêàç. Ïîøòî ñå ïðèìåíîì åëåìåíòàðíèõ îïåðàöèjà (−G1→ + Gi→, i =

2, n) èç ìàòðèöå G äîáèjà ìàòðèöà

G1=



g g g . . . g g

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0


∈Cn×n

1 ,

òàäà çà

N=[g, g, . . . , g]∈C1×n
1 ,

ïðåìà ëåìè 1.2, ìàòðèöà G èìà ôàêòîðèçàöèjó (ïóíîã ðàíãà)

G =MN,
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ãäå jå

M=


1

1
...

1

∈Rn×1
1 .

Ïðåìà òîìå,

M∗MNN∗ = [1, 1, . . . , 1]


1

1
...

1

 [g, g, . . . , g]


g

g
...

g

 = n2gg.

Íà îñíîâó òåîðåìå 1.2 ñëåäè

G† = N∗(M∗MNN∗)−1M∗

= (n2gg)−1


g

g
...

g

 [1, 1, . . . , 1]

=
1

n2gg
circn{(g, g, . . . ,g)}

=
1

n2gg
g circn{(1, 1, . . . , 1)}

=
1

n2g
circn{(1, 1, . . . , 1)} . �

Íàïîìåíà 3.1.5. Ñëè÷íî êàî ó íàïîìåíè 3.1.2 çàê§ó÷ójåìî äà jå

ìàòðèöà (114) òàêî¢å è ãðóïíè èíâåðç çà (113). ▽
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Ïðèìåð 3.1.5. Íåêà jå

G=circ{( i
3
,
i

3
,
i

3
,
i

3
)}

òj.

G =



i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3

i
3


.

Ïîøòî jå n = 4, k = 1, g = i
3
è q = 1 òj. gn(1 − kqn)n−1 = 0, G jå

cèíãóëàðíà ìàòðèöà (ïîñëåäèöà 3.1.1). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå è

ïðåòõîäíå íàïîìåíå ñëåäè

G† = G♯ = −3i

24
circ{(1, 1, 1, 1)}

òj.

G† = G♯ = − 3i
24



1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1


. ♢

Êàäà jå q = −1 ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà:

1) Áðîj n jå ïàðàí ïðèðîäàí áðîj. Òàäà jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç äàò

òåîðåìîì 3.1.6;

2) Áðîj n jå íeïàðàí ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1. Òàäà jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ

èíâåðç äàò ñëåäå£îì òåîðåìîì.
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Tåîðåìà 3.1.14. (Òåîðåìà 2.5. [48]) Íåêà jå n íåïàðàí ïðèðîäàí áðîj

âå£è îä 1 è

Q=circn{−1(1,−1, 1, . . . ,−1, 1)}. (115)

Òàäà jå,

Q†=
1

n2
circn{−1(1,−1, 1, . . . ,−1, 1)} . (116)

Äîêàç. Óî÷èìî äà jå r(Q)=1 è Q↓j ̸=O, j = 1, n. Íåêà jå Q=[Q1|Q2], ãäå

jå Q1 ∈Rn×1 è Q2 ∈Rn×(n−1). Ïîøòî jå Q↓1 ̸= O, ñëåäè äà jå r(Q1) = 1.

Ïðåìà ëåìè 1.2, ìàòðèöà Q èìà ôàêòîðèçàöèjó (ïóíîã ðàíãà)

Q = Q1N,

ãäå jå

N=[1,−1, 1, . . . ,−1, 1]∈R1×n
1 .

Ïðåìà òîìå,

Q∗
1Q1NN

∗=[1,−1, 1, . . . ,−1, 1]



1

−1

1
...

−1

1


[1,−1, 1, . . . ,−1, 1]



1

−1

1
...

−1

1


=n2.
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Íà îñíîâó òåîðåìå 1.2 ñëåäè

Q† = N∗(Q∗
1Q1NN

∗)−1Q∗
1

= (n2)−1



1

−1

1
...

−1

1


[1,−1, 1, . . . ,−1, 1]

=
1

n2
circn{−1(1,−1, 1, . . . ,−1, 1)} . �

Ïîñëåäèöà 3.1.4. Íåêà jå n íåïàðàí ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1, g∈C\{0}

è

G=circn{−1(g,−g, g, . . . ,−g, g)}. (117)

Òàäà jå,

G†=
1

n2g
circn{−1(1,−1, 1, . . . ,−1, 1)}. (118)

Äîêàç. Ñëåäè èç ïðåòõîäíå òåîðåìå è ïðâîã äåëà òåîðåìå 1.3. △

Ïðèìåð 3.1.6. Íåêà jå

G=circ{−1(
1 + i

√
3

2
,−1 + i

√
3

2
,
1 + i

√
3

2
,−1 + i

√
3

2
,
1 + i

√
3

2
)}
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òj.

G =



1+i
√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2

−1+i
√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2

1+i
√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2

−1+i
√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2

1+i
√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2
−1+i

√
3

2
1+i

√
3

2


.

Ïîøòî jå n = 5, k = −1, g = 1+i
√
3

2
è q = −1 òj. gn(1 − kqn)n−1=0, G jå

cèíãóëàðíà ìàòðèöà (ïîñëåäèöà 3.1.1). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå

ñëåäè

G†=
1− i

√
3

522
circ{−1(1,−1, 1,−1, 1)}

òj.

G† = 1−i
√
3

522



1 −1 1 −1 1

−1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 1

−1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 1


. ♢

3.2. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà àðèòìåòè÷êèì

íèçîì

Ó îâîì äåëó £å áèòè ïðåçåíòîâàíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäîâà

[46] è [49], êîjèìà ñe, èçìå¢ó îñòàëîã, óîïøòàâàjó íåêè ðåçóëòàòè äîáèjåíè

ó ðàäó [1].
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Íàèìå, ïîäñåòèìî äà je àðèòìåòè÷êè íèç íèç êîjè èìà ñëåäå£è îáëèê:

a0=a, a1=a+ d, a2=a+ 2d, a3=a+ 3d, . . . (119)

ãäå ñó a è d êîíñòàíòå. Ðàçëèêà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êîã

íèçà jå, êàî øòî âèäèìî, êîíñòàíòíà.

Ïðèìåð 3.2.1. Íèç

à)

−3, −5

2
, −2, −3

2
, −1, . . .

jå àðèòìåòè÷êè íèç (a=−3, d= 1
2
). ♢

á)

2,
1

2
, −1, −5

2
, −4, . . .

jå àðèòìåòè÷êè íèç (a=2, d=−3
2
). ♢

Äîáðî jå ïîçíàòî äà jå ñóìà ïðâèõ n ÷ëàíîâà àðèòìåòè÷êîã íèçà ñà

ïðâèì ÷ëàíîì (a) è çàjåäíè÷êoì ðàçëèêîì èçìå¢ó ÷ëàíîâà (d ̸= 0) äàòà

ñëåäå£îì ôîðìóëîì:

n−1∑
i=0

ai =
n

2
[2a+ (n− 1)d] . (120)

Aêî jå d=0, òàäà jå

n−1∑
i=0

ai = na . (121)

Ó ðàäó [1] M. Bahsi è S. Solak ñó àíàëèçèðàëè ìàòðèöå îáëèêà:

circ{(a, a+d, a+2d, . . . , a+(n−1)d)}, (122)

ãäå jå a∈R è d∈R\{0}, òj. ìàòðèöå îáëèêà:
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

a a+d a+2d . . . a+(n−2)d a+(n−1)d

a+(n−1)d a a+d . . . a+(n−3)d a+(n−2)d

a+(n−2)d a+(n−1)d a . . . a+(n−4)d a+(n−3)d

...
...

...
. . .

...
...

a+2d a+3d a+4d . . . a a+d

a+d a+2d a+3d . . . a+(n−1)d a


, (123)

è îäðåäèëè ñó:

1) Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.2.1. (Òåîðåìà 2.1. [1]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (122).

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ñó:

λ0(A) = na+
n(n− 1)

2
d è λj(A) =

n

ωj − 1
d, j = 1, n− 1 . � (124)

2) Äåòåðìèíàíòó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.2.2. (Òåîðåìà 2.4. [1]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (122).

Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A jå:

|A |= (−1)n−1(nd)n−1

[
a+

(n− 1)

2
d

]
. � (125)

3) Åóêëèäñêó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.2.3. (Òåîðåìà 2.3. [1]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (122).

Åóêëèäñêa íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥E = n

√
a2 + (n− 1)ad+

(n− 1)(2n− 1)

6
d2 . � (126)
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4) Ñïåêòðàëíó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.2.4. (Òåîðåìà 2.2. [1]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (122).

Ñïåêòðàëíà íîðìà ìàòðèöå A jå:

∥A∥2 = max{|
n−1∑
i=0

ai|,
|nd|

2 sin π
n

} . � (127)

Êàî ïîñëåäèöå ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ òåîðåìà èçâåëè ñó ñëè÷íà òâð¢å»à

çà èíâåðç öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà àðèòìåòè÷êèì íèçîì ÷èjè ñó åêñïëèöèò-

íè îáëèê îäðåäèëè.

Òåîðåìà 3.2.5. (Òåîðåìà 2.6. [1]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (122).

Èíâåðç ìàòðèöå A jå:

A−1 = r circn{(
(1− n(n−1)

2
)d− na

d
,
(1 + n(n−1)

2
)d+ na

d
, 1, . . . , 1)} , (128)

ãäå jå r = 1
n2(a+n−1

2
d)
.

Ó ðàäó [49] ñìî îäðåäèëè, àêî ïîñòîjè (a+ (n−1)
2
d ̸= 0, òåîðåìà 3.2.2),

èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (122) êîðèñòå£è ëåìó 2.4. Îâäå íàâîäèìî òàj

äîêàç.

Äîêàç. Íåêà jå A−1 = circ{(a′0, a′1, a′2, . . . , a′n−1)}. Íà îñíîâó ëåìå 2.4

(a′0, a
′
1, a

′
2, . . . , a

′
n−1) jå jåäèíñòâåíî ðåøå»å ñëåäå£åã ñèñòåìà ëèíåàðíèõ

jåäíà÷èíà:

A


x0

xn−1

...

x1

 =


1

0
...

0

 . (129)
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Ïðèìåíîì åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íàä ðåäîâèìà ïðîøèðåíå ìàòðèöå

äîáèjàìî:

A=



a a+ d a+ 2d · · · a+ (n− 2)d a+ (n− 1)d 1

a+ (n− 1)d a a+ d · · · a+ (n− 3)d a+ (n− 2)d 0

a+ (n− 2)d a+ (n− 1)d a · · · a+ (n− 4)d a+ (n− 3)d 0
...

...
...

. . .
...

...
...

a+ 2d a+ 3d a+ 4d · · · a a+ d 0

a+ d a+ 2d a+ 3d · · · a+ (n− 1)d a 0



∼



a a+ d a+ 2d · · · a+ (n− 3)d a+ (n− 2)d a+ (n− 1)d 1

−(n− 1)d d d · · · d d d 1

−nd nd 0 · · · 0 0 0 1

0 −nd nd · · · 0 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 · · · −nd nd 0 0


.

Äàêëå, ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà (129) jå åêâèâàëåíòàí ñëåäå£åì ñèñòåìó

ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà: 

n−1∑
i=1

[a+ id]xn−i = 1− ax0,

n−1∑
i=1

dxi = 1 + (n− 1)dx0,

xn−1 − x0 =
1
nd
,

xi = xi+1, i = 2, n− 2 .

(130)
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Ðåøå»å ñèñòåìà (130) jå:



x0 = −na+n2−n−2
2

d

dn2(a+n−1
2

d)
,

x1 =
na+n2−n+2

2
d

dn2(a+n−1
2

d)
,

xi =
1

n2(a+n−1
2

d)
, i = 2, n− 1 .

(131)

Ïîøòî jå ñèñòåì (129) åêâèâàëåíòàí ñèñòåìó (130), ñëåäè äà jå (131)

òàêî¢å ðåøå»å ñèñòåìà (129). �

Íàïîìåíà 3.2.1. Ôîðìóëàöèjà òåîðåìå 3.2.5 ñàäðæè íåäîñòàòàê. Íàèìå,

Bahsi è Solak èç ôîðìóëàöèjå òåîðåìå íèñó èñê§ó÷èëè ìàòðèöå îáëèêà

(122) êàäà je a + n−1
2
d = 0 (òj. d = 2a

1−n
), ÷èjà jå äåòåðìèíàíòà ïðåìà

òåîðåìè 3.2.2 jåäíàêà 0 ïà »èõîâ èíâåðç íå ïîñòîjè. ▽

Êàî øòî jå íàâåäåíî ó ïðåòõîäíîj íàïîìåíè, èíâåðç çà ìàòðèöe îáëèêà

(122) êàäà jå a+ n−1
2
d = 0 íå ïîñòîjè. Åêñïëèöèòíè îáëèê Ìóð-Ïåíðîóçî-

âîã èíâåðçà çà òàêâå ìàòðèöe îäðåäèëè ñìî ó ðàäó [46].

Tåîðåìà 3.2.6. (Òåîðåìà 3.4. [46]) Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1,

a ∈ R\{0} è

A = circ{(a0, a1, . . . , an−1)}, (132)

ãäå jå ai=(1−n+2i
1−n

) a, i = 0, n− 1. Òàäà jå,

A† =
n− 1

2na
circn{(1,−1, 0, . . . , 0)}. (133)
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Äîêàç. Óî÷èìî äà jå Ai→ ̸=O, i = 1, n, è

A = a



1 3−n
1−n

5−n
1−n

· · · n−3
1−n

−1

−1 1 3−n
1−n

· · · n−5
1−n

n−3
1−n

n−3
1−n

−1 1 · · · n−7
1−n

n−5
1−n

...
...

...
. . .

...
...

5−n
1−n

7−n
1−n

9−n
1−n

· · · 1 3−n
1−n

3−n
1−n

5−n
1−n

7−n
1−n

· · · −1 1


∼ . . . ∼

∼



1− n 3− n 5− n · · · n− 7 n− 5 n− 3 n− 1

0 2− n 4− n · · · n− 8 n− 6 n− 4 n− 2

0 0 3− n · · · n− 9 n− 7 n− 5 n− 3

0 0 0 · · · n− 10 n− 8 n− 6 n− 4

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1 0 −1

0 0 0 · · · 0 0 1 −1

0 0 0 · · · 0 0 0 0


òj. r(A) = n − 1. Íåêà jå A =

 A1

A2

, ãäå jå A1 ∈R(n−1)×n è A2 ∈R1×n.

Ïîøòî ñó Ai→, i = 1, n− 1, ëèíåàðíî íåçàâèñíå âðñòå ìàòðèöå A, ñëåäè

äà jå r(A1)=n−1. Ïðåìà ëåìè 1.2, ìàòðèöà A èìà ôàêòîðèçàöèjó (ïóíîã

ðàíãà)

A =MA1, (134)
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ãäå jå

M=



1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1

−1 −1 −1 · · · −1 −1



∈Rn×(n−1)
n−1 .

Íà îñíîâó òåîðåìå 1.2 ñëåäè

A† = A∗
1(M

∗MA1A
∗
1)

−1M∗

= . . .

= circn{(
n− 1

2na
,−n− 1

2na
, 0, . . . ,0)}

=
n− 1

2na
circn{(1,−1, 0, . . . ,0)}. �

Íàïîìåíà 3.2.2. Ñëè÷íî êàî ó íàïîìåíè 3.1.2 çàê§ó÷ójåìî äà jå ìàòðèöà

(133) òàêî¢å è ãðóïíè èíâåðç çà (132). ▽

Ïðèìåð 3.2.2. Íåêà jå

A=circ{ (−1,−3

5
,−1

5
,
1

5
,
3

5
, 1)}
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òj.

A =



−1 −3
5

−1
5

1
5

3
5

1

1 −1 −3
5

−1
5

1
5

3
5

3
5

1 −1 −3
5

−1
5

1
5

1
5

3
5

1 −1 −3
5

−1
5

−1
5

1
5

3
5

1 −1 −3
5

−3
5

−1
5

1
5

3
5

1 −1



.

Ïîøòî jå n = 6, a = −1 è d = 2
5
òj. (−1)n−1(nd)n−1

[
a+ (n−1)

2
d
]
= 0, A

jå ñèíãóëàðíà ìàòðèöà (òåîðåìà 3.2.2). Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå è

ïðåòõîäíå íàïîìåíå ñëåäè

A† = A♯ =
5

223
circ{ (−1, 1, 0, 0, 0, 0)}

òj.

A† = A♯ = 5
223



−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0

0 0 −1 1 0 0

0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 −1 1

1 0 0 0 0 −1


. ♢
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Ó íàñòàâêó ïðåçåíòójåìî îðèãèíàëíå ðåçóëòàòå, äîáèjåíå ó ðàäó [49],

êîjè ñå îäíîñå íà ìàòðèöå îáëèêà:

circ{k(a, a+d, a+2d, . . . , a+(n−1)d)}, (135)

ãäå jå k∈C, a∈R è d∈R\{0}, òj. ìàòðèöå îáëèêà:



a a+d a+2d . . . a+(n−2)d a+(n−1)d

k[a+(n−1)d] a a+d . . . a+(n−3)d a+(n−2)d

k[a+(n−2)d] k[a+(n−1)d] a . . . a+(n−4)d a+(n−3)d

...
...

...
. . .

...
...

k[a+2d] k[a+3d] k[a+4d] . . . a a+d

k[a+d] k[a+2d] k[a+3d] . . . k[a+(n−1)d] a


. (136)

Ïðâè îðèãèíàëíè ðåçóëòàò îäíîñè ñå íà ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà

îáëèêà (135).

Òåîðåìà 3.2.7. ([49]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (135), ïðè ÷åìó jå

k∈C\{0}. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A äàòå ñó ñëåäå£èì ôîðìóëàìà:

1) Àêî jå ψωj=1, òàäà jå

λj(A) =
n

2
[2a+ (n− 1)d] , (137)

2) Àêî jå ψωj ̸=1, òàäà jå

λj(A) = a
k − 1

ψωj − 1
+ d

(1 + nk − k)ψωj − nk

(1− ψωj)2
. (138)
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Äîêàç. Íà îñíîâó ëåìå 2.7, êîðèñòå£è (95), ñëåäè:

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψωj=1. Òàäà jå,

λj(A) =
n−1∑
i=0

ai(ψω
j)i =

n−1∑
i=0

ai =
n

2
[2a+ (n− 1)d] ,

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψωj ̸=1. Òàäà jå,

λj(A) =
n−1∑
i=0

ai(ψω
j)i =

n−1∑
i=0

(a+ id)(ψωj)i

= a

n−1∑
i=0

(ψωj)i + d

n−1∑
i=0

i(ψωj)i

= a
(ψωj)n − 1

(ψωj)− 1
+ d

ψωj − n(ψωj)n + (n− 1)(ψωj)n+1

(1− ψωj)2

= a
k − 1

ψωj − 1
+ d

(1 + nk − k)ψωj − nk

(1− ψωj)2
.�

Íàïîìåíà 3.2.3. Àêî jå k=0, ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà

(135) ñó, íà îñíîâó íàïîìåíå 2.1, jåäíàêå a. ▽

Ñëåäå£è îðèãèíàëíè ðåçóëòàò îäíîñè ñå íà äåòåðìèíàíòe ìàòðèöa

îáëèêà (135).

Òåîðåìà 3.2.8. ([49]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (135). Äåòåðìèíàíòà

ìàòðèöå A jå:

|A |=aqn−1 + (−1)n−1kd2

[
n−1∑
i=1

(−1)i−1irn−(i+1)qi−1

]
, (139)

ãäå jå q :=(1− k)a− nkd è r :=(k − 1)a+ [1 + (n− 1)k] d.
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Äîêàç. Ïðèìåíîì îñíîâíèõ ñâîjñòàâà äåòåðìèíàíòè äîáèjàìî:

|A |=

a a+ d a+ 2d . . . a+ (n− 2)d a+ (n− 1)d

k [a+ (n− 1)d] a a+ d . . . a+ (n− 3)d a+ (n− 2)d

k [a+ (n− 2)d] k [a+ (n− 1)d] a . . . a+ (n− 4)d a+ (n− 3)d

...
...

...
. . .

...
...

k [a+ 2d] k [a+ 3d] k [a+ 4d] . . . a a+ d

k [a+ d] k [a+ 2d] k [a+ 3d] . . . k [a+ (n− 1)d] a

=

a d 2d . . . (n− 2)d (n− 1)d

0 q r . . . 0 0

0 0 q . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . q r

kd 0 0 . . . 0 q

,

ãäå jå q :=(1− k)a− nkd è r :=(k − 1)a+ [1 + (n− 1)k] d. Äàêëå,

|A | = aqn−1+(−1)n−1kd2
[
rn−2−2rn−3q+3rn−4q2+· · ·+(−1)n−2(n−1)qn−2

]
= aqn−1 + (−1)n−1kd2

[
n−1∑
i=1

(−1)i−1irn−(i+1)qi−1

]
. �

Ó äîêàçó ñëåäå£å òåîðåìå, êîjà ñå îäíîñè íà Åóêëèäñêó íîðìó ìàòðèöà

îáëèêà (135), êîðèñòèìî ñëåäå£å ôîðìóëå:

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
è

n∑
i=1

i3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
. (140)
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Òåîðåìà 3.2.9. ([49]) Íåêà jå A ìàòðèöà îáëèêà (135). Åóêëèäñêà íîðìà

ìàòðèöå A jå:

∥A∥E =

√
n

2
a2[n+1+|k|2(n−1)]+(n−1)nad

[
n+1

3
+|k|2

2n−1

3

]
+

(n−1)n2

4
d2
[
n+1

3
+|k|2(n−1)

]
. (141)

Äîêàç. Íà îñíîâó äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå ìàòðèöå äîáèjàìî:

(∥A∥E)2 = na2+
[
(n−1)+|k|2

]
(a+d)2+· · ·+

[
1+(n−1)|k|2

)
[a+(n−1)d]2

= a2

[
n∑

i=1

i+ |k|2
n−1∑
i=1

i

]
+ 2ad

[
n−1∑
i=1

i(n− i) + |k|2
n−1∑
i=1

i2

]
+

d2

[
n−1∑
i=1

i2(n− i) + |k|2
n−1∑
i=1

i3

]

= a2

[
n∑

i=1

i+ |k|2
n−1∑
i=1

i

]
+ 2ad

[
n

n−1∑
i=1

i−
n−1∑
i=1

i2 + |k|2
n−1∑
i=1

i2

]
+

d2

[
n

n−1∑
i=1

i2 −
n−1∑
i=1

i3 + |k|2
n−1∑
i=1

i3

]

= a2
[
n(n+ 1)

2
+ |k|2 (n− 1)n

2

]
+

2ad

[
(n− 1)n(n+ 1)

6
+ |k|2 (n− 1)n(2n− 1)

6

]
+

d2
[
(n− 1)n2(n+ 1)

12
+ |k|2 (n− 1)2n2

4

]
=

n

2
a2
[
n+ 1 + |k|2(n− 1)

]
+ (n− 1)nad

[
n+ 1

3
+ |k|22n− 1

3

]
+

(n− 1)n2

4
d2
[
n+ 1

3
+ |k|2(n− 1)

]
.

Äàêëå,

∥A∥E=
√

n
2 a

2[n+1+|k|2(n−1)]+(n−1)nad
[
n+1
3 +|k|2 2n−13

]
+(n−1)n2

4 d2
[
n+1
3 +|k|2(n−1)

]
. �
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4. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

Ôèáîíà÷èjåâèì è Ëóêàñîâèì

áðîjåâèìà

Ó îâîì äåëó £å áèòè ïðåçåíòîâàíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäîâà

[50] è [51] êîjè ñå îäíîñå íà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà ïðâîì âðñòîì

(F1, F2, . . . , Fn), îäíîñíî (L1, L2, . . . , Ln), ïðè ÷åìó jå Fn, îäíîñíî Ln, n-òè

÷ëàí Ôèáîíà÷èjåâîã íèçà, îäíîñíî Ëóêàñîâîã íèçà.

Ïîäñåòèìî ñå äåôèíèöèjà íàâåäåíèõ íèçîâà áðîjåâà.

Äåôèíèöèjà 4.1. Íèç Ôèáîíà÷èjåâèõ áðîjåâà {Fn} jå íèç äåôèíèñàí

ñëåäå£îì ðåêóðçèâíîì ðåëàöèjîì:

Fn=Fn−1 + Fn−2, n > 2, (142)

ïðè ÷åìó jå F0=0 è F1=1.

Äåôèíèöèjà 4.2. Íèç Ëóêàñîâèõ áðîjåâà {Ln} jå íèç äåôèíèñàí ñëåäå-

£îì ðåêóðçèâíîì ðåëàöèjîì:

Ln = Ln−1 + Ln−2, n > 2, (143)

ïðè ÷åìó jå L0=2 è L1=1.

88



Èç ïðåòõîäíèõ äåôèíèöèjà âèäèìî äà ñó îáà íèçà äåôèíèñàíà èñòîì

ðåêóðçèâíîì ðåëàöèjîì àëè ñà äðóãèì ïîëàçíèì óñëîâèìà.

Ïðâèõ íåêîëèêî ÷ëàíîâà Ôèáîíà÷èjåâîã è Ëóêàñîâîã íèçà äàòè ñó

ñëåäå£îì òàáåëîì.

n 0 1 2 3 4 5 . . .

Fn 0 1 1 2 3 5 . . .

Ln 2 1 3 4 7 11 . . .

Íåêà ñó α è β êîðåíè jåäíà÷èíå x2 − x− 1 = 0 òj.

α=
1 +

√
5

2
, β=

1−
√
5

2
, αβ=−1, α + β=1 è α− β=

√
5. (144)

Áèíåîâå ôîðìóëå çà Ôèáîíà÷èjåâå è Ëóêàñîâå áðîjåâå ñó:

Fn =
αn − βn

α− β
=

1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n)
(145)

è

Ln = αn + βn=

(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1−

√
5

2

)n

. (146)

Êàñèíèjåâå ôîðìóëå çà Ôèáîíà÷èjåâå è Ëóêàñîâå áðîjåâå ñó:

Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n (147)

è

Ln+1Ln−1 − L2
n = 5(−1)n+1. (148)

Èçäâîjèìî jîø íåêå jåäíàêîñòè êîjå âàæå çà Ôèáîíà÷èjåâå è Ëóêàñîâå

áðîjåâå:
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1)
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1, (149)

2) n∑
i=1

F 2
i = FnFn+1

[
=
L2n+1 − (−1)n

5

]
, (150)

3)

Ln=Fn−1 + Fn+1=Fn+2 − Fn−2, (151)

4) n∑
i=0

Li = Ln+2 − 1, (152)

5) n∑
i=0

L2
i = LnLn+1 + 2 [= L2n+1 + (−1)n + 2] . (153)

Ó ðàäó [56] ñó àíàëèçèðàíå ìàòðèöå îáëèêà:

circ{(F1, F2, . . . , Fn)} (154)

è

circ{(L1, L2, . . . , Ln)}, (155)

è îäðå¢åíå äåòåðìèíàíòå è èíâåðçè òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 4.1. (Òåîðåìà 2.1. [56]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (154). Äåòåð-

ìèíàíòà ìàòðèöå F jå:

|F |= (1−Fn+1)
n−1+F n−2

n

n−1∑
k=1

Fk

(
1−Fn+1

Fn

)k−1

. � (156)

Òåîðåìà 4.2. (Òåîðåìà 2.3. [56]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (154) è n > 2.

Èíâåðç ìàòðèöå F jå:

F−1 = circ{(f1, f2, . . . , fn)},
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ãäå jå, çà gn := F1 − Fn +
n−2∑
k=1

Fk

(
Fn

F1 − Fn+1

)n−k−1

,

f1 =
1
gn

(
1 +

n−2∑
k=1

Fn−kF
k−1
n

(F1 − Fn+1)k

)
;

f2 =
1
gn

(
−1 +

n−2∑
k=1

Fn−k−1F
k−1
n

(F1 − Fn+1)k

)
;

fi = − F i−3
n

gn(F1−Fn+1)i−2 , i = 3, n . �

Òåîðåìà 4.3. (Òåîðåìà 3.1. [56]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (155). Äåòåð-

ìèíàíòà ìàòðèöå L jå:

|L |= (1−Ln+1)
n−1 + (Ln−2)n−2

n−1∑
k=1

(Lk+2 − 3Lk+1)

(
1−Ln+1

Ln − 2

)k−1

. � (157)

Òåîðåìà 4.4. (Òåîðåìà 3.3. [56]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (155). Èíâåðç

ìàòðèöå L jå:

L−1 = circ{(l1, l2, . . . , ln)},

ãäå jå, çà hn := L1 − 3Ln +
n−2∑
k=1

(Lk+2 − 3Lk+1)

(
Ln − 2

L1 − Ln+1

)n−k−1

,

l1 =
1
hn

(
1 +

n−2∑
k=1

(Ln+2−k − 3Ln+1−k)(Ln − 2)k−1

(L1 − Ln+1)k

)
;

l2 =
1
hn

(
−3 +

n−2∑
k=1

(Ln+1−k − 3Ln−k)(Ln − 2)k−1

(L1 − Ln+1)k

)
;

li =
5(Ln−2)i−3

hn(L1−Ln+1)i−2 , i = 3, n . �
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Ìàòðèöå îáëèêà (155) àíàëèçèðàíå ñó è ó ðàäó [10], ãäå jå ðàçìàòðàíà

»èõîâà Åóêëèäñêà è ñïåêòðàëíà íîðìà àëè è Åóêëèäñêà è ñïåêòðàëíà

íîðìà Àäàìàðîâîã èíâåðçà òàêâèõ ìàòðèöà, è äîáèjåíè ñëåäå£è ðåçóëòàòè.

Òåîðåìà 4.5. (Òåîðåìà 1. [10]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (155). Òàäà jå,

∥L∥E=
√
nLnLn+1 − 2n (158)

è √
LnLn+1 − 2 ≤ ∥L∥2 ≤ LnLn+1 − 2 . � (159)

Òåîðåìà 4.6. (Òåîðåìà 2. [10]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (155). Òàäà jå,

n

√
n

LnLn+1 − 2
≤ ∥L◦−1∥E ≤ 5

2

√
n (160)

è

n

√
1

LnLn+1 − 2
≤ ∥L◦−1∥2 . � (161)

Îñèì ìàòðèöà îáëèêà (154) è (155) è ìàòðèöå îáëèêà:

circ{−1(F1, F2, . . . , Fn)} (162)

è

circ{−1(L1, L2, . . . , Ln)} (163)

ñó áèëå ïðåäìåò èçó÷àâà»à.

Ó ðàäó [19] ñó îäðå¢åíå äåòåðìèíàíòå è èíâåðçè ìàòðèöà îáëèêà (162)

è (163).
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Òåîðåìà 4.7. (Òåîðåìà 6. [19]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (162). Äåòåð-

ìèíàíòà ìàòðèöå F jå:

|F |= (1 + Fn+1)
n−1 + (−Fn)

n−2

n−1∑
k=1

(−Fk)

(
−1 + Fn+1

Fn

)k−1

. � (164)

Òåîðåìà 4.8. (Òåîðåìà 9. [19]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (162) è n ≥ 2.

Èíâåðç ìàòðèöå F jå:

F−1 = circ{−1(f1, f2, . . . , fn)},

ãäå jå, çà gn := F1 + Fn +
n−2∑
k=1

(−Fk)

(
− Fn

F1 + Fn+1

)n−k−1

,

f1 =
1
gn

(
1−

n−2∑
k=1

Fn−k(−Fn)
k−1

(F1 + Fn+1)k

)
;

f2 =
1
gn

(
−1−

n−2∑
k=1

Fn−k−1(−Fn)
k−1

(F1 + Fn+1)k

)
;

fi = − (−Fn)i−3

gn(F1+Fn+1)i−2 , i = 3, n . �

Òåîðåìà 4.9. (Òåîðåìà 10. [19]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (163). Äåòåðìè-

íàíòà ìàòðèöå L jå:

|L |= (1+Ln+1)
n−1+(−Ln−2)n−2

n−1∑
k=1

(3Lk+1−Lk+2)

(
−1+Ln+1

2+Ln

)k−1

. � (165)

Òåîðåìà 4.10. (Òåîðåìà 13. [19]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (163). Èí-

âåðç ìàòðèöå L jå:

L−1 = circ{−1(l1, l2, . . . , ln)},
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ãäå jå, çà hn := L1 + 3Ln +
n−2∑
k=1

(3Lk+1 − Lk+2)

(
− 2 + Ln

L1 + Ln+1

)n−k−1

,

l1 =
1
hn

(
1−

n−2∑
k=1

(Ln+2−k − 3Ln+1−k)(−Ln − 2)k−1

(L1 + Ln+1)k

)
;

l2 =
1
hn

(
−3−

n−2∑
k=1

(Ln+1−k − 3Ln−k)(−Ln − 2)k−1

(L1 + Ln+1)k

)
;

li =
5(−Ln−2)i−3

hn(L1+Ln+1)i−2 , i = 3, n . �

Ó ïðåòõîäíîì äåëó ñó íàâåäåíè îäðå¢åíè ðåçóëòàòè êîjè ñå îäíîñå íà

öèðêóëàðíå è êîñîöèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà ïðâoì âðñòîì (F1, F2, . . . , Fn)

òj. (L1, L2, . . . , Ln). Ó íàñòàâêó ïðåçåíòójåìî îðèãèíàëíå ðåçóëòàòå äîáè-

jåíå ó ðàäîâèìà [50] è [51] è êîjè ñå îäíîñå íà k-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

ïðâoì âðñòîì (F1, F2, . . . , Fn) òj. (L1, L2, . . . , Ln). Äàêëå, ñëåäå ðåçóëòàòè

êîjè ñå îäíîñå íà ìàòðèöå îáëèêà:

circ{k(F1, F2, . . . , Fn)} (166)

è

circ{k(L1, L2, . . . , Ln)}, (167)

ãäå jå k∈C.

Ïðâî ïðåçåíòójåìî ðåçóëòàòå êîjè ñå îäíîñå íà ìàòðèöå îáëèêà (166).

Tåîðåìà 4.11. (Òåîðåìà 4. [50]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (166), ïðè

÷åìó jå k ∈ C\{0}. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå F äàòå ñó ñëåäå£èì

ôîðìóëàìà:
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1) Àêî jå ψω−j= 1
α
, òàäà jå

λj(F ) =
1√
5

[
nα+

1− (−1)nβ2n

√
5

]
, (168)

2) Àêî jå ψω−j= 1
β
, òàäà jå

λj(F ) =
1√
5

[
1− (−1)nα2n

√
5

− nβ

]
, (169)

3) Àêî jå ψω−j ̸= 1
α
è ψω−j ̸= 1

β
, òàäà jå

λj(F ) =
kFn+1 − 1 + kFnψω

−j

(ψω−j)2 + ψω−j − 1
. (170)

Äîêàç. Íà îñíîâó ëåìå 2.7 è (145) ñëåäè:

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j= 1
α
. Òàäà je,

λj(F ) =
n−1∑
i=0

Fi+1(ψω
−j)i=

1√
5

n−1∑
i=0

(αi+1−βi+1)(
1

α
)i=

1√
5

[
α

n−1∑
i=0

1−β
n−1∑
i=0

(
β

α
)i

]

=
1√
5

[
nα− β

1− (β
α
)n

1− β
α

]
=

1√
5

[
nα+

1− (−1)nβ2n

√
5

]
,

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j= 1
β
. Òàäà je,

λj(F ) =
n−1∑
i=0

Fi+1(ψω
−j)i=

1√
5

n−1∑
i=0

(αi+1−βi+1)(
1

β
)i=

1√
5

[
α

n−1∑
i=0

(
α

β
)i−β

n−1∑
i=0

1

]

=
1√
5

[
α
1− (α

β
)n

1− α
β

− nβ

]
=

1√
5

[
1− (−1)nα2n

√
5

− nβ

]
,

3) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j ̸= 1
α
è ψω−j ̸= 1

β
. Òàäà je,

λj(F )=
n−1∑
i=0

Fi+1(ψω
−j)i=

1√
5

n−1∑
i=0

(αi+1 − βi+1)(ψω−j)i

=
1√
5

[
α

n−1∑
i=0

(αψω−j)i − β
n−1∑
i=0

(βψω−j)i

]
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=
1√
5

[
α
(αψω−j)n − 1

αψω−j − 1
− β

(βψω−j)n − 1

βψω−j − 1

]

=
1√
5

[
α

kαn − 1

αψω−j − 1
− β

kβn − 1

βψω−j − 1

]

=
1√
5

[√
5− k (αn+1 − βn+1)− k (αn − βn)ψω−j

−(ψω−j)2 − ψω−j + 1

]

=
1√
5

[√
5− k

√
5Fn+1 − k

√
5Fnψω

−j

−(ψω−j)2 − ψω−j + 1

]
=
kFn+1 − 1 + kFnψω

−j

(ψω−j)2 + ψω−j − 1
. �

Íàïîìåíà 4.1. Àêî jå k= 0, ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà

(166) ñó, íà îñíîâó íàïîìåíå 2.1, jåäíàêå 1. ▽

Ïðèìåð 4.1. Íåêà jå

F =circ{9−4
√
5(1, 1, 2, 3, 5, 8)}

òj.

F =



1 1 2 3 5 8

8(9− 4
√
5) 1 1 2 3 5

5(9− 4
√
5) 8(9− 4

√
5) 1 1 2 3

3(9− 4
√
5) 5(9− 4

√
5) 8(9− 4

√
5) 1 1 2

2(9− 4
√
5) 3(9− 4

√
5) 5(9− 4

√
5) 8(9− 4

√
5) 1 1

9− 4
√
5 2(9− 4

√
5) 3(9− 4

√
5) 5(9− 4

√
5) 8(9− 4

√
5) 1


.

Ïîøòî jå n = 6 è k = 9−4
√
5 òj. ψ = β è ω = 1

2
+i

√
3
2
, íà îñíîâó ïðåòõîäíå

òåîðåìå (òåîðåìà 4.11) ñëåäè:
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> : ψω−3 = 1
α
, ïà λ3 äîáèjàìî ïðèìåíîì ïðâîã äåëà òåîðåìå 4.11: λ3 =

−29 + 15
√
5;

> : ψω−j ̸= 1
α
è ψω−j ̸= 1

β
, çà j = 0, 1, 2, 4, 5, ïà λj, çà j = 0, 1, 2, 4, 5,

äîáèjàìî ïðèìåíîì òðå£åã äåëà òåîðåìå 4.11: λ0 = 72 − 32
√
5, λ1,4 =

7− 3
√
5 ± i

√
3(29− 13

√
5), λ2,5=−1

2

[
51− 23

√
5± i

√
3(29− 13

√
5)
]
.

Ïîøòî jå | F |=
n−1∏
j=0

λj, ñëåäè äà jå

| F |= −238 300 041 216 − 106 571 018 240
√
5 .♢

Íàêîí òåîðåìå êîjîì ñó îäðå¢åíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà

(166), íàâîäèìî òåîðåìó êîjîì jå äàòà åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà Åóêëèäñêó

íîðìó ìàòðèöà îáëèêà (166).

Òåîðåìà 4.12. (Òåîðåìà 5. [50]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (166). Åóêëèäñêà

íîðìà ìàòðèöå F jå:

∥F∥E =

√
1

5

{
n [L2n+1−(−1)n] + (|k|2 − 1)

[
−L2n+(n−1)L2n+1+

5

2
+

1− 2n

2
(−1)n

]}
. (171)

Äîêàç. Íà îñíîâó äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå, êîðèñòå£è (95) è (145),

äîáèjàìî:

(∥F∥E)2 = nF 2
1 +

[
(n− 1) + |k|2

]
F 2
2 + · · ·+

[
1 + (n− 1)|k|2

]
F 2
n

=
n−1∑
i=0

(n− i)F 2
i+1 + |k|2

n−1∑
i=1

iF 2
i+1=n

n−1∑
i=0

F 2
i+1 + (|k|2 − 1)

n−1∑
i=1

iF 2
i+1

=
1

5

[
n [L2n+1−(−1)n] + (|k|2−1)

n−1∑
i=1

i
[
α2i+2−2(αβ)i+1+β2i+2

]]
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=
n

5
[L2n+1 − (−1)n] +

|k|2 − 1

5
(α2 α

2 − nα2n + (n− 1)α2n+2

α2

+2
−1− n(−1)n + (n− 1)(−1)n+1

4
+ β2 β

2 − nβ2n + (n− 1)β2n+2

β2
)

=
n

5
[L2n+1 − (−1)n] +

|k|2 − 1

5

[
−nL2n + (n−1)L2n+2+

5

2
+

1− 2n

2
(−1)n

]

=
n

5
[L2n+1 − (−1)n] +

|k|2 − 1

5

[
−L2n + (n− 1)L2n+1 +

5

2
+

1− 2n

2
(−1)n

]
.

Äàêëå,

∥F∥E=
√

1
5

{
n [L2n+1−(−1)n]+(|k|2−1)

[
−L2n+(n−1)L2n+1+

5
2+

1−2n
2 (−1)n

]}
.�

Ãðàíèöå çà ñïåêòpàëíó íîðìó Àäàìàðîâîã èíâåðçà ìàòðèöà îáëèêà

(166), ãäå jå k∈C\{0}, îäðå¢åíå ñó ñëåäå£îì òåîðåìîì.

Òåîðåìà 4.13. (Òåîðåìà 6. [50]) Íåêà jå F ìàòðèöà îáëèêà (166), ïðè

÷åìó jå k∈C\{0}.

1) Àêî jå |k| ≥ 1, òàäà jå

√
5n

L2n+1 − (−1)n
≤ ∥F ◦−1∥2 ≤

√
n(1 + (n− 1)|k|2) , (172)

2) Àêî jå |k| < 1, òàäà jå

|k|

√
5n

L2n+1 − (−1)n
≤ ∥F ◦−1∥2 ≤ n . (173)
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Äîêàç. Èç äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå ñëåäè:

∥F ◦−1∥2E =
n−1∑
i=0

(n− i)
1

F 2
i+1

+ |k|2
n−1∑
i=1

i
1

F 2
i+1

. (174)

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå |k| ≥ 1. Òàäà je,

∥F ◦−1∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)
1

F 2
i+1

+
n−1∑
i=1

i
1

F 2
i+1

= n

n−1∑
i=0

1

F 2
i+1

= n

n∑
i=1

1

F 2
i

≥ n
n∑

i=1

1

F 2
n

=

(
n

Fn

)2

≥ n2

FnFn+1

=
5n2

L2n+1 − (−1)n
.

Äàêëå,

∥F ◦−1∥E√
n

≥

√
5n

L2n+1 − (−1)n
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥F ◦−1∥2≥

√
5n

L2n+1 − (−1)n
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå F ◦−1. Íåêà

ñó R è S ñëåäå£å ìàòðèöå:

R =



1
F1

1
F2

1
F3

· · · 1
Fn

k 1
F1

1
F2

· · · 1
Fn−1

k k 1
F1

· · · 1
Fn−2

...
...

...
. . .

...

k k k · · · 1
F1


è S =



1 1 1 · · · 1

1
Fn

1 1 · · · 1

1
Fn−1

1
Fn

1 · · · 1

...
...

...
. . .

...

1
F2

1
F3

1
F4

· · · 1


.
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Òàäà jå,

r1(R) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2 =
√
1 + (n− 1)|k|2

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| si,j |2 =

√√√√ n∑
i=1

| si,n |2 =
√
n .

Ïîøòî jå F ◦−1 = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥F ◦−1∥2 ≤ r1(R) · c1(S) =
√
n(1 + (n− 1)|k|2) .

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå |k| < 1. Òàäà je,

∥F ◦−1∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n− i)
1

F 2
i+1

+ |k|2
n−1∑
i=1

i
1

F 2
i+1

=n|k|2
n−1∑
i=0

1

F 2
i+1

=n|k|2
n∑

i=1

1

F 2
i

≥ n|k|2
n∑

i=1

1

F 2
n

= |k|2
(
n

Fn

)2

≥ |k|2 n2

FnFn+1

= |k|2 5n2

L2n+1 − (−1)n
.

Äàêëå,

∥F ◦−1∥E√
n

≥|k|

√
5n

L2n+1 − (−1)n
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥F ◦−1∥2 ≥|k|

√
5n

L2n+1 − (−1)n
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå F ◦−1. Íåêà

ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:
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M =



1
F1

1 1 · · · 1

k
Fn

1
F1

1 · · · 1

k
Fn−1

k
Fn

1
F1

· · · 1

...
...

...
. . .

...

k
F2

k
F3

k
F4

· · · 1
F1


è N =



1 1
F2

1
F3

· · · 1
Fn

1 1 1
F2

· · · 1
Fn−1

1 1 1 · · · 1
Fn−2

...
...

...
. . .

...

1 1 1 · · · 1


.

Òàäà jå,

r1(M)= max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2=

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2=
√
n

è

c1(N)= max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| ni,j |2=

√√√√ n∑
i=1

| ni,1 |2=
√
n .

Ïîøòî jå F ◦−1 =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥F ◦−1∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = n .�

Íàïîìåíà 4.2. Àêî jå k=0, jàñíî jå, íà îñíîâó äåôèíèöèjå Àäàìàðîâîã

èíâåðçà, äà Àäàìàðîâ èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (166) íå ïîñòîjè. ▽

Ñëåäå ðåçóëòàòè êîjè ñå îäíîñå íà ìàòðèöå îáëèêà (167).

Tåîðåìà 4.14. ([51]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (167), ïðè ÷åìó jå k ∈

C\{0}. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå L äàòå ñó ñëåäå£èì ôîðìóëàìà:

1) Àêî jå ψω−j= 1
α
, òàäà jå

λj(L) = nα− 1− (−1)nβ2n

√
5

, (175)
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2) Àêî jå ψω−j= 1
β
, òàäà jå

λj(L) =
1− (−1)nα2n

√
5

+ nβ, (176)

3) Àêî jå ψω−j ̸= 1
α
è ψω−j ̸= 1

β
, òàäà jå

λj(L) =
kLn+1 − 1− (2− kLn)ψω

−j

(ψω−j)2 + ψω−j − 1
. (177)

Äîêàç. Íà îñíîâó ëåìå 2.7 è (146) ñëåäè:

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j= 1
α
. Òàäà jå,

λj(L)=
n−1∑
i=0

Li+1(ψω
−j)i=

n−1∑
i=0

(
αi+1+βi+1

)
(
1

α
)i=α

n−1∑
i=0

1 + β
n−1∑
i=0

(
β

α
)i

= nα + β
1− (β

α
)n

1− β
α

=nα− 1− (−1)nβ2n

√
5

,

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j= 1
β
. Òàäà jå,

λj(L)=
n−1∑
i=0

Li+1(ψω
−j)i=

n−1∑
i=0

(
αi+1+βi+1

)
(
1

β
)i=α

n−1∑
i=0

(
α

β
)i + β

n−1∑
i=0

1

= α
1− (α

β
)n

1− α
β

+ nβ=
1− (−1)nαn

√
5

+ nβ ,

3) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψω−j ̸= 1
α
è ψω−j ̸= 1

β
. Òàäà je,

λj(L)=
n−1∑
i=0

Li+1(ψω
−j)i=

n−1∑
i=0

(
αi+1 + βi+1

)
(ψω−j)i

= α

n−1∑
i=0

(αψω−j)i + β

n−1∑
i=0

(βψω−j)i=α
(αψω−j)n−1

αψω−j − 1
+ β

(βψω−j)n−1

βψω−j − 1

= α
kαn − 1

αψω−j − 1
+ β

kβn − 1

βψω−j − 1
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=
1− k (αn+1 + βn+1) + 2ψω−j − k (αn + βn)ψω−j

−(ψω−j)2 − ψω−j + 1

=
1− kLn+1 + 2ψω−j − kLnψω

−j

−(ψω−j)2 − ψω−j + 1
=
kLn+1 − 1− (2− kLn)ψω

−j

(ψω−j)2 + ψω−j − 1
. �

Íàïîìåíà 4.3. Àêî jå k= 0, ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà

(167) ñó, íà îñíîâó íàïîìåíå 2.1, jåäíàêå 1. ▽

Ïðèìåð 4.2. Íåêà jå

L=circ{9+4
√
5(1, 3, 4, 7, 11, 18)}

òj.

L=



1 3 4 7 11 18

18(9 + 4
√
5) 1 3 4 7 11

11(9 + 4
√
5) 18(9 + 4

√
5) 1 3 4 7

7(9 + 4
√
5) 11(9 + 4

√
5) 18(9 + 4

√
5) 1 3 4

4(9 + 4
√
5) 7(9 + 4

√
5) 11(9 + 4

√
5) 18(9 + 4

√
5) 1 3

3(9 + 4
√
5) 4(9 + 4

√
5) 7(9 + 4

√
5) 11(9 + 4

√
5) 18(9 + 4

√
5) 1


.

Ïîøòî jå n = 6 è k = 9+4
√
5 òj. ψ = α è ω = 1

2
+i

√
3
2
, íà îñíîâó ïðåòõîäíå

òåîðåìå (òåîðåìà 4.14) ñëåäè:

> : ψω−3 = 1
β
, ïà λ3 äîáèjàìî ïðèìåíîì äðóãîã äåëà òåîðåìå 4.14: λ3 =

−69− 35
√
5;

> : ψω−j ̸= 1
α
and ψω−j ̸= 1

β
, çà j = 0, 1, 2, 4, 5, ïà λj, çà j = 0, 1, 2, 4, 5,

äîáèjàìî ïðèìåíîì òðå£åã äåëà òåîðåìå 4.14: λ0 = 160 + 72
√
5, λ1,4 =

15 + 7
√
5 ± i

√
3(65 + 29

√
5), λ2,5=−1

2

[
115 + 51

√
5∓ i

√
3(65 + 29

√
5)
]
.
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Ïîøòî jå | L |=
n−1∏
j=0

λj, ñëåäè äà jå

| L |= −31 367 216 640 000 − 14 027 845 734 400
√
5 . ♢

Òåîðåìà 4.15. ([51]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (167). Åóêëèäñêà íîðìà

ìàòðèöå L jå:

∥L∥E =

√
n [L2n+1 + (−1)n − 2] + (|k|2 − 1)

[
−L2n + (n− 1)L2n+1 +

7

2
+

2n− 1

2
(−1)n

]
. (178)

Äîêàç. Íà îñíîâó äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå, êîðèñòå£è (95) è (146),

äîáèjàìî:

(∥L∥E)2 = nL2
1 +

[
(n− 1) + |k|2

]
L2

2 + · · ·+
[
1 + (n− 1)|k|2

]
L2
n

=
n−1∑
i=0

(n− i)L2
i+1 + |k|2

n−1∑
i=1

iL2
i+1=n

n−1∑
i=0

L2
i+1 + (|k|2−1)

n−1∑
i=1

iL2
i+1

= n [L2n+1 + (−1)n − 2] + (|k|2−1)
n−1∑
i=1

i
[
α2i+2 + 2(αβ)i+1 + β2i+2

]
= n [L2n+1 + (−1)n − 2] + (|k|2−1)(α2 α

2 − nα2n + (n− 1)α2n+2

α2

−2
−1−n(−1)n+(n−1)(−1)n+1

4
+β2 β

2−nβ2n+ (n−1)β2n+2

β2
)

= n[L2n+1+(−1)n−2]+(|k|2−1)
[
−nL2n+(n−1)L2n+2+

7

2
+
2n−1

2
(−1)n

]

= n[L2n+1+(−1)n−2]+(|k|2−1)
[
−L2n+(n−1)L2n+1+

7

2
+
2n−1

2
(−1)n

]
.

Äàêëå,

∥L∥E=
√
n [L2n+1+(−1)n−2]+(|k|2−1)

[
−L2n+(n−1)L2n+1+

7
2+

2n−1
2 (−1)n

]
.�
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Òåîðåìà 4.16. ([51]) Íåêà jå L ìàòðèöà îáëèêà (167), ïðè ÷åìó jå k ∈

C\{0}.

1) Àêî jå |k| ≥ 1, òàäà jå√
n

L2n+1 + (−1)n
≤ ∥L◦−1∥2 ≤

√
n(1 + (n− 1)|k|2) , (179)

2) Àêî jå |k| < 1, òàäà jå

|k|
√

n

L2n+1 + (−1)n
≤ ∥L◦−1∥2 ≤n . (180)

Äîêàç. Èç äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå ñëåäè:

∥L◦−1∥2E =
n−1∑
i=0

(n− i)
1

L2
i+1

+ |k|2
n−1∑
i=1

i
1

L2
i+1

. (181)

1) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå |k| ≥ 1. Òàäà je,

∥L◦−1∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)
1

L2
i+1

+
n−1∑
i=1

i
1

L2
i+1

= n
n−1∑
i=0

1

L2
i+1

= n
n∑

i=1

1

L2
i

≥ n

n∑
i=1

1

L2
n

=

(
n

Ln

)2

>
n2

LnLn+1

=
n2

L2n+1 + (−1)n
.

Äàêëå,

∥L◦−1∥E√
n

≥
√

n

L2n+1 + (−1)n
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥L◦−1∥2≥
√

n

L2n+1 + (−1)n
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå L◦−1. Íåêà

ñó R è S ñëåäå£å ìàòðèöå:
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R =



1
L1

1
L2

1
L3

· · · 1
Ln

k 1
L1

1
L2

· · · 1
Ln−1

k k 1
L1

· · · 1
Ln−2

...
...

...
. . .

...

k k k · · · 1
L1


è S =



1 1 1 · · · 1

1
Ln

1 1 · · · 1

1
Ln−1

1
Ln

1 · · · 1

...
...

...
. . .

...

1
L2

1
L3

1
L4

· · · 1


.

Òàäà je,

r1(R) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2 =
√
1 + (n− 1)|k|2

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| si,j |2 =

√√√√ n∑
i=1

| si,n |2 =
√
n .

Ïîøòî jå L◦−1 = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥L◦−1∥2 ≤ r1(R) · c1(S) =
√
n(1 + (n− 1)|k|2) .

2) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå |k| < 1. Òàäà je,

∥L◦−1∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n− i)
1

L2
i+1

+ |k|2
n−1∑
i=1

i
1

L2
i+1

= n|k|2
n−1∑
i=0

1

L2
i+1

= n|k|2
n∑

i=1

1

L2
i

≥ n|k|2
n∑

i=1

1

L2
n

= |k|2
(
n

Ln

)2

> |k|2 n2

LnLn+1

= |k|2 n2

L2n+1 + (−1)n
.
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Äàêëå,

∥L◦−1∥E√
n

≥|k|
√

n

L2n+1 + (−1)n
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥L◦−1∥2≥|k|
√

n

L2n+1 + (−1)n
.

Îäðåäèìî ñàäà ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå L◦−1. Íåêà

ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:

M =



1
L1

1 1 · · · 1

k
Ln

1
L1

1 · · · 1

k
Ln−1

k
Ln

1
L1

· · · 1

...
...

...
. . .

...

k
L2

k
L3

k
L4

· · · 1
L1


è N =



1 1
L2

1
L3

· · · 1
Ln

1 1 1
L2

· · · 1
Ln−1

1 1 1 · · · 1
Ln−2

...
...

...
. . .

...

1 1 1 · · · 1


.

Òàäà jå,

r1(M)= max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2=

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2=
√
n

è

c1(N)= max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| ni,j |2=

√√√√ n∑
i=1

| ni,1 |2=
√
n .

Ïîøòî jå L◦−1 =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥L◦−1∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = n .�

Íàïîìåíà 4.4. Àêî jå k=0, jàñíî jå, íà îñíîâó äåôèíèöèjå Àäàìàðîâîã

èíâåðçà, äà Àäàìàðîâ èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (167) íå ïîñòîjè. ▽
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5. K-öèðêóëàðíå ìàòðèöå ñà

áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà

Ó îâîì äåëó £å áèòè ïðåçåíòîâàíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäà

[52] êîjèìà ñe, èçìå¢ó îñòàëîã, óîïøòàâàjó íåêè ðåçóëòàòè äîáèjåíè ó

ðàäîâèìà [44] è [45].

Ïîäñåòèìî ñå ïðâî äåôèíèöèjå áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà.

Äåôèíèöèjà 5.1. Áèíîìíè êîåôèöèjåíò
(
n
i

)
jå êîåôèöèjåíò óç ìîíîì

xi ó ðàçâîjó (1 + x)n òj.

(1 + x)n =
∑
i≥0

(
n
i

)
xi .

Íàèìå,

(
n
i

)
=

 n!
i! (n−i)!

, çà 0 ≤ i ≤ n

0 , çà i > n
, (182)

ãäå jå, çà m ∈ N, m!=
m∏

j=1

j, è 0! = 1.

Íåêå jåäíàêîñòè è íåjåäíàêîñòè êîjå âàæå çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå

äàòå ñó ó ñëåäå£îj òåîðåìè.
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Òåîðåìà 5.1. Çà áèíîìíè êîåôèöèjåíò
(
n
i

)
äåôèíèñàí ñà (182) âàæè:

1)
(
n
i

)
=
(

n
n−i

)
, 2)

(
n
i

)
= n

i

(
n−1
i−1

)
, 3)

(
n
i

)
=
(
n−1
i−1

)
+
(
n−1
i

)
,

4)
n∑

i=0

(
n
i

)
= 2n, 5)

n∑
i=1

i
(
n
i

)
= n2n−1, 6)

n∑
i=0

(
n
i

)2
=
(
2n
n

)
,

7) a) Àêî jå n ïàðàí ïðèðîäàí áðîj, òàäà jå:(
n
0

)
<
(
n
1

)
<
(
n
2

)
< · · · <

(
n
n
2

)
> · · · >

(
n

n−2

)
>
(

n
n−1

)
>
(
n
n

)
,

á) Àêî jå n íåïàðàí ïðèðîäàí áðîj, òàäà jå:(
n
0

)
<
(
n
1

)
<
(
n
2

)
< · · · <

(
n

n−1
2

)
=
(

n
n+1
2

)
> · · · >

(
n

n−2

)
>
(

n
n−1

)
>
(
n
n

)
.

Äàêëå, íàjâå£è ìå¢ó áðîjåâèìà
(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
jå
(

n
⌊n
2
⌋

)
=
(

n
⌈n
2
⌉

)
,

ãäå jå ⌊n⌋=max{m∈Z |m ≤ n} è ⌈n⌉=min{m∈Z |m ≥ n}.�

Aíàëèçèðàjó£è, ó ðàäîâèìà [44] è [45], ìàòðèöe îáëèêà:

circ{(
(
n−1
0

)
,
(
n−1
1

)
,
(
n−1
2

)
, . . . ,

(
n−1
n−1

)
)} (183)

òj. ìàòðèöå îáëèêà:

(
n−1
0

) (
n−1
1

) (
n−1
2

)
. . .

(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

)
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

) (
n−1
1

)
. . .

(
n−1
n−3

) (
n−1
n−2

)
(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

) (
n−1
0

)
. . .

(
n−1
n−4

) (
n−1
n−3

)
...

...
...

. . .
...

...(
n−1
2

) (
n−1
3

) (
n−1
4

)
. . .

(
n−1
0

) (
n−1
1

)
(
n−1
1

) (
n−1
2

) (
n−1
3

)
. . .

(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)


, (184)

Rabago jå îäðåäèî:

109



1) Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.2. (Ëåìà 2.1. [45]) Íåêà jåB ìàòðèöà îáëèêà (183). Ñîïñòâåíå

âðåäíîñòè ìàòðèöå B äàòå ñó ñëåäå£èì ôîðìóëàìà:

λ0(B) = 2n−1 è λj(B) = (1 + ωj)n−1, j=1, n− 1 . � (185)

2) Äåòåðìèíàíòó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.3. (Òåîðåìà 2.1. [45]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (183). Äåòåð-

ìèíàíòà ìàòðèöå B jå:

|B| = (1 + (−1)n−1)2n−2 . � (186)

Ïîñëåäèöà 5.1. Èç ïðåòõîäíå òåîðåìå ñëåäè äà ñó öèðêóëàðíå ìàòðèöå

ðåäà n ñà áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà ñèíãóëàðíå àêo è ñàìî àêî jå n ïàðàí

ïðèðîäàí áðîj. △

3) Åóêëèäñêó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.4. (Ïîñëåäèöà II. 12. [44]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (183).

Åóêëèäñêà íîðìà ìàòðèöå B jå:

∥B∥E =
√
n
(
2n−2
n−1

)
. � (187)

4) Ñïåêòðàëíó íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.5. (Òåîðåìà II. 7. [44]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (183).

Ñïåêòðàëíà íîðìà ìàòðèöå B jå:

∥B∥2 = max{ 2n−1 , |2 cos π
n
|n−1} . � (188)

5) 1-íîðìó è ∞-íîðìó òàêâèõ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.6. (Ïîñëåäèöà II. 8. [44]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (183).

1-íîðìà è ∞-íîðìà ìàòðèöå B ñó:

∥B∥1 = ∥B∥∞ = 2n−1 . � (189)
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Óîïøòå»à íåêèõ îä íàâåäåíèõ ðåçóëòàòà äîáèjåíà ñó ó ðàäó [52] ó

êîìå ñó àíàëèçèðàíå ìàòðèöå îáëèêà:

circ{k(
(
n−1
0

)
,
(
n−1
1

)
,
(
n−1
2

)
, . . . ,

(
n−1
n−1

)
)} (190)

òj. ìàòðèöe îáëèêà:

(
n−1
0

) (
n−1
1

) (
n−1
2

)
. . .

(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

)
k
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

) (
n−1
1

)
. . .

(
n−1
n−3

) (
n−1
n−2

)
k
(
n−1
n−2

)
k
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)
. . .

(
n−1
n−4

) (
n−1
n−3

)
...

...
...

. . .
...

...

k
(
n−1
2

)
k
(
n−1
3

)
k
(
n−1
4

)
. . .

(
n−1
0

) (
n−1
1

)
k
(
n−1
1

)
k
(
n−1
2

)
k
(
n−1
3

)
. . . k

(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)


, (191)

ãäå jå k∈C.

Ó íàñòàâêó ïðåçåíòójåìî ðåçóëòàòå èç ðàäà [52]. Ïðâè óîïøòåíè

ðåçóëòàò îäíîñè ñå íà ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöa îáëèêà (190).

Tåîðåìà 5.7. ([52]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (190), ïðè ÷åìó jå k ∈

C\{0}. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B ñó:

λj(B) = (1 + ψωj)n−1, j = 0, n− 1 . (192)

Äîêàç. Èìàjó£è ó âèäó äà ñó λj(Cn,k) = ψωj, j = 0, n− 1, ãäå jå Cn,k=

circn{k(0, 1, 0, . . . , 0)}, è ÷è»åíèöó äà, íà îñíîâó (71), ça ìàòðèöó B âàæè:

B = (I + Cn,k)
n−1, (193)

çàê§ó÷ójåìî äà ñó λj(B) = (1 + ψωj)n−1, j = 0, n− 1, øòî jå è òðåáàëî

äîêàçàòè. �
Íàïîìåíà 5.1. Àêî jå k= 0, ñâå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöà îáëèêà

(190) ñó, íà îñíîâó íàïîìåíå 2.1, jåäíàêå 1. ▽
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Ñëåäå£îì òåîðåìîì îäðå¢ójåìî äåòåðìèíàíòó çà ìàòðèöe îáëèêà (190).

Tåîðåìà 5.8. ([52]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (190). Äåòåðìèíàíòà

ìàòðèöå B jå:

|B| =

(1− k)n−1, àêî jå n ïàðàí ïðèðîäàí áðîj

(1 + k)n−1, àêî jå n íåïàðàí ïðèðîäàí áðîj
. (194)

Äîêàç. Ïîøòî jå

|I + Cn,k |=

1 1 0 . . . 0 0

0 1 1 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1 1

k 0 0 . . . 0 1

=

1 1 0 . . . 0 0

0 1 1 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1 1

0 0 0 . . . 0 1− (−1)nk

,

çàê§ó÷ójåìî äà jå | I + Cn,k |= 1−(−1)nk. Äàêëå, íà îñíîâó (4) è (193),

ñëåäè äà jå |B |= (1− (−1)nk)n−1, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ïîñëåäèöà 5.2. Èç ïðåòõîäíå òåîðåìå ñëåäè äà ñó êîñîöèðêóëàðíå

ìàòðèöå ðåäà n ñà áèíîìíèì êîåôèöèjåíòèìà ñèíãóëàðíå àêo è ñàìî àêî

jå n íåïàðàí ïðèðîäàí áðîj. △
Íàïîìåíà 5.2. Ïðè îäðå¢èâà»ó ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè è äåòåðìèíàíòå

ìàòðèöà îáëèêà (183), Rabago íèjå êîðèñòèî jåäíàêîñò (193). ▽

Îñèì íàâåäåíèõ ðåçóëòàòà, ó ðàäó [52], îäðå¢åíå ñó ãðàíèöå çà ñïåê-

òðàëíó íîðìó ìàòðèöà îáëèêà (190) êàî è çà ñïåêòðàëíó íîðìó Àäàìàðî-

âîã èíâåðçà çà ìàòðèöå îáëèêà (190), ãäå jå k ∈C\{0}. Ïðâî íàâîäèìî

òåîðåìó ó êîjîj ñó îäðå¢åíå ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöà îáëèêà

(190).
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Tåîðåìà 5.9. ([52]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (190).

1) Àêî jå |k| ≥ 1, òàäà je√(
2n−2
n−1

)
≤ ∥B∥2 ≤

√(
1 + |k|2

((
2n−2
n−1

)
− 1
)) (

2n−2
n−1

)
, (195)

2) Àêî jå |k| < 1, òàäà je

|k|
√(

2n−2
n−1

)
≤ ∥B∥2 ≤

√
n
(
2n−2
n−1

)
. (196)

Äîêàç. Èç äåôèíèöèjå Åóêëèäñêå íîðìå äîáèjàìî:

∥B∥2E =
n−1∑
i=0

(n− i)
(
n−1
i

)2
+ |k|2

n−1∑
i=1

i
(
n−1
i

)2
. (197)

1) Àêî jå |k| ≥ 1, èç (197) ñëåäè

∥B∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)
(
n−1
i

)2
+

n−1∑
i=1

i
(
n−1
i

)2
= n

n−1∑
i=0

(
n−1
i

)2
= n

(
2n−2
n−1

)
.

Äàêëå, ∥B∥E√
n

≥
√(

2n−2
n−1

)
.

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥B∥2 ≥
√(

2n−2
n−1

)
.

Ó íàñòàâêó îäðå¢ójåìî ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå B.

Íåêà ñó R è S ñëåäå£å ìàòðèöå:

R =



(
n−1
0

)
1 1 . . . 1 1

k
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)
1 . . . 1 1

k
(
n−1
n−2

)
k
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)
. . . 1 1

...
...

...
. . .

...
...

k
(
n−1
2

)
k
(
n−1
3

)
k
(
n−1
4

)
. . .

(
n−1
0

)
1

k
(
n−1
1

)
k
(
n−1
2

)
k
(
n−1
3

)
. . . k

(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)


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è

S =



1
(
n−1
1

) (
n−1
2

)
. . .

(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

)
1 1

(
n−1
1

)
. . .

(
n−1
n−3

) (
n−1
n−2

)
1 1 1 . . .

(
n−1
n−4

) (
n−1
n−3

)
...

...
...

. . .
...

...

1 1 1 . . . 1
(
n−1
1

)
1 1 1 . . . 1 1


.

Òàäà jå,

r1(R)= max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2=

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2=

√√√√(n−1
0

)2
+|k|2

n−1∑
j=1

(
n−1
j

)2
=
√
1 + |k|2

((
2n−2
n−1

)
− 1
)

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√
n∑

i=1

| si,j |2 =
√

n∑
i=1

| si,n |2 =

√√√√1 +
n−1∑
i=1

(
n−1
i

)2
=
√(

2n−2
n−1

)
.

Ïîøòî jå B = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥B∥2 ≤ r1(R) · c1(S) =
√(

1 + |k|2
((

2n−2
n−1

)
− 1
)) (

2n−2
n−1

)
.

2) Àêî jå |k| < 1, èç (197) ñëåäè

∥B∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n− i)
(
n−1
i

)2
+ |k|2

n−1∑
i=1

i
(
n−1
i

)2
= n|k|2

n−1∑
i=0

(
n−1
i

)2
= n|k|2

(
2n−2
n−1

)
.

Äàêëå,
∥B∥E√

n
≥ |k|

√(
2n−2
n−1

)
.
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Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥B∥2 ≥ |k|
√(

2n−2
n−1

)
.

Ó íàñòàâêó îäðå¢ójåìî ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå B.

Íåêà ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:

M =



1 1 1 . . . 1 1

k 1 1 . . . 1 1

k k 1 . . . 1 1
...

...
...

. . .
...

...

k k k . . . 1 1

k k k . . . k 1


è

N =



(
n−1
0

) (
n−1
1

) (
n−1
2

)
. . .

(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

)
(
n−1
n−1

) (
n−1
0

) (
n−1
1

)
. . .

(
n−1
n−2

) (
n−1
n−3

)
(
n−1
n−2

) (
n−1
n−1

) (
n−1
0

)
. . .

(
n−1
n−3

) (
n−1
n−4

)
...

...
...

. . .
...

...(
n−1
2

) (
n−1
3

) (
n−1
4

)
. . .

(
n−1
0

) (
n−1
1

)
(
n−1
1

) (
n−1
2

) (
n−1
3

)
. . .

(
n−1
n−1

) (
n−1
0

)


.

Òàäà jå,

r1(M) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2 =
√
n

è

c1(N) = max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| ni,j |2=

√√√√ n∑
i=1

| ni,1 |2=

√√√√n−1∑
i=0

(
n−1
i

)2
=
√(

2n−2
n−1

)
.
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Ïîøòî jå B =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥B∥2 ≤ r1(M) · c1(N) =
√
n
(
2n−2
n−1

)
. �

Ó ñëåäå£îj òåîðåìè ñó îäðå¢åíå ãðàíèöå çà ñïåêòðàëíó íîðìó Aäàìà-

ðîâîã èíâåðçà çà ìàòðèöå îáëèêà (190), ãäå jå k∈C\{0}.

Tåîðåìà 5.10. ([52]) Íåêà jå B ìàòðèöà îáëèêà (190), ïðè ÷åìó jå k ∈

C\{0}.

1) Àêî jå |k| ≥ 1, òàäà jå

(n−1
2

+ {n−1
2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

)≤ ∥B◦−1∥2 ≤
√
n(1 + (n− 1)|k|2) , (198)

2) Àêî jå |k| < 1, òàäà jå

|k|
(n−1

2
+ {n−1

2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

)≤ ∥B◦−1∥2 ≤n , (199)

ãäå jå {n} = n− ⌊n⌋.

Äîêàç. Èç (197) ñëåäè

1) Àêî jå |k| ≥ 1, òàäà jå

∥B◦−1∥2E ≥
n−1∑
i=0

(n− i)
1(

n−1
i

)2 +
n−1∑
i=1

i
1(

n−1
i

)2 = n
n−1∑
i=0

1(
n−1
i

)2
> n

n−1∑
i=0

1(
n−1
⌊n−1

2
⌋

)2 = n2 1(
n−1
⌊n−1

2
⌋

)2 = n2

(⌊n−1
2
⌋! (n− 1− ⌊n−1

2
⌋)!

(n− 1)!

)2

= n2

(
(n−1

2
+ {n−1

2
})!

(⌊n−1
2
⌋+ 1)(⌊n−1

2
⌋+ 2) · · · (n− 1)

)2

.
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Äàêëå,
∥B◦−1∥E√

n
≥

(n−1
2

+ {n−1
2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

) .

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥B◦−1∥2≥
(n−1

2
+ {n−1

2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

) .

Ó íàñòàâêó îäðå¢ójåìî ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå

B◦−1. Íåêà ñó R è S ñëåäå£å ìàòðèöå:

R =



1

(n−1
0 )

1

(n−1
1 )

1

(n−1
2 )

· · · 1

(n−1
n−2)

1

(n−1
n−1)

k 1

(n−1
0 )

1

(n−1
1 )

· · · 1

(n−1
n−3)

1

(n−1
n−2)

k k 1

(n−1
0 )

· · · 1

(n−1
n−4)

1

(n−1
n−3)

...
...

...
. . .

...
...

k k k · · · 1

(n−1
0 )

1

(n−1
1 )

k k k · · · k 1

(n−1
0 )


è

S =



1 1 1 · · · 1 1

1

(n−1
n−1)

1 1 · · · 1 1

1

(n−1
n−2)

1

(n−1
n−1)

1 · · · 1 1

...
...

...
. . .

...
...

1

(n−1
2 )

1

(n−1
3 )

1

(n−1
4 )

· · · 1 1

1

(n−1
1 )

1

(n−1
2 )

1

(n−1
3 )

· · · 1

(n−1
n−1)

1


.
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Òàäà jå,

r1(R) = max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| ri,j |2 =

√√√√ n∑
j=1

| rn,j |2 =
√
1 + (n− 1)|k|2

è

c1(S) = max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| si,j |2 =

√√√√ n∑
i=1

| si,n |2 =
√
n .

Ïîøòî jå B◦−1 = R ◦ S, íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥B◦−1∥2 ≤ r1(R) · c1(S) =
√
n(1 + (n− 1)|k|2) .

2) Àêî jå |k| < 1, òàäà jå

∥B◦−1∥2E ≥ |k|2
n−1∑
i=0

(n−i) 1(
n−1
i

)2+|k|2
n−1∑
i=1

i
1(

n−1
i

)2 =n|k|2 n−1∑
i=0

1(
n−1
i

)2
> n|k|2

n−1∑
i=0

1(
n−1

⌊n−1
2

⌋

)=n2|k|2 1(
n−1
⌊n−1

2
⌋

)=n2|k|2
(⌊n−1

2
⌋! (n−1−⌊n−1

2
⌋)!

(n− 1)!

)2

= n2|k|2
(

(n−1
2

+ {n−1
2
})!

(⌊n−1
2
⌋+ 1)(⌊n−1

2
⌋+ 2) · · · (n− 1)

)2

.

Äàêëå,

∥B◦−1∥E√
n

≥|k|
(n−1

2
+ {n−1

2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

) .

Èç (18) çàê§ó÷ójåìî äà jå

∥B◦−1∥2 ≥|k|
(n−1

2
+ {n−1

2
})!

√
n

n−1
2

+{n−1
2

}∏
i=1

(
⌊n− 1

2
⌋+ i

) .
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Ó íàñòàâêó îäðå¢ójåìî ãîð»ó ãðàíèöó çà ñïåêòðàëíó íîðìó ìàòðèöå

B◦−1. Íåêà ñó M è N ñëåäå£å ìàòðèöå:

M =



1

(n−1
0 )

1 1 · · · 1 1

k

(n−1
n−1)

1

(n−1
0 )

1 · · · 1 1

k

(n−1
n−2)

k

(n−1
n−1)

1

(n−1
0 )

· · · 1 1

...
...

...
. . .

...
...

k

(n−1
2 )

k

(n−1
3 )

k

(n−1
4 )

· · · 1

(n−1
0 )

1

k

(n−1
1 )

k

(n−1
2 )

k

(n−1
3 )

· · · k

(n−1
n−1)

1

(n−1
0 )


è

N =



1 1

(n−1
1 )

1

(n−1
2 )

· · · 1

(n−1
n−2)

1

(n−1
n−1)

1 1 1

(n−1
1 )

· · · 1

(n−1
n−3)

1

(n−1
n−2)

1 1 1 · · · 1

(n−1
n−4)

1

(n−1
n−3)...

...
...

. . .
...

...

1 1 1 · · · 1 1

(n−1
1 )

1 1 1 · · · 1 1


.

Òàäà jå,

r1(M)= max
1≤ i≤n

√√√√ n∑
j=1

| mi,j |2=

√√√√ n∑
j=1

| m1,j |2=
√
n

è

c1(N)= max
1≤ j≤n

√√√√ n∑
i=1

| ni,j |2=

√√√√ n∑
i=1

| ni,1 |2=
√
n .
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Ïîøòî jå B◦−1 =M ◦N , íà îñíîâó ëåìå 1.3, ñëåäè

∥B◦−1∥2 ≤ r1(M) · c1(N) = n . �

Íàïîìåíà 5.3. Àêî jå k=0, jàñíî jå, íà îñíîâó äåôèíèöèjå Àäàìàðîâîã

èíâåðçà, äà Àäàìàðîâ èíâåðç çà ìàòðèöå îáëèêà (190) íå ïîñòîjè. ▽
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