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REZIME

Osnovni koncept rada jeste povezanost apstraktne teorije i primenjene matematicke analize
u univerzalnom matematickom sistemu. Matematika je doZivela veliku praktitnu primenu, na
primer, primenu matematicke statistike, numericke analize, primene u elektrotehnici, doprinos
razvoju raCunarstvai dr. Istovremeno, u nau¢nom pogledu, uzdigla se do neslucenih apstrakcija
(topolodki prostori, vektorski prostori i drugo). Zbog ovih Cinjenica neophodno je unapredivati
nastavu matematiCke analize na tehnickim fakultetima ali i same metode nastave.

Rad sadrZi teorijsko i empirijsko istrazivanje. Teorijsko istrazivanje rasvetljava pojmove
apstrakcijei primenei daje primereiz sledetih nastavnih tema: Lagranzovateorema, konveksnost
i podsledice; Tejlorovaformula; Hardijev pristup zaizratunavanje povrsine ravne figure; Furijeovi
redovi i primene; Banahova teorema o fiksnoj tacki i primene. Empirijsko istrazivanje sastoji se
iz dva ddla: upitnikai testa. Ovo istrazivanje otkriva kako odnos teorije i primene doZivljavaju
studenti, kako vide nastavu matematike i koja nastavna sredstva koriste. Istrazivanje otkriva i
kako studenti reSavaju jednostavne problemei koju vrstu zadataka uspesnije reSavaju.

Uzorak Cini 429 studenata el ektrotehnike, gradevinei maSinstva za Upitnik i 450 studenata
istih fakulteta za Test. Studenti koji su uCestvovali uistrazivanju pohadaju Univerzitet u Beogradu,
Univerzitet u Novom Sadu i Univerzitet u Nisu.

Rezultati istrazivanja su potvrdili da studenti tehnickih fakulteta imaju pozitivan odnos
premamatematici i danjen znataj vide kroz primenu, odnosno njenu upotrebnu vrednost. Studenti
imaju jasno definisane stavove o tome da je dobro predavanje nastavnika ono koje je razumljivo,
razgovetno i koje mativise studente da u njemu ucestvuju. Isticu znataj primera koji imaju ele-
mente primene. Vizuel na prezentacija povetava uspesnost reSavanja zadataka. |strazivanje poka:
Zuje dastudenti nisu stekli vestinu da znanje iz matemati ke analize primene u reSavanju zadataka
i problema.

Teorijskim rasvetljavanjem pojmovaapstrakcijei primene, azatim prikazom pet temamate-
maticke analize, potvrdeno je dasu apstraktnateorijai primenjenamatematikaanalizamedusobno
povezanei objedinjene u univerzalnom matematickom sistemu.

Na osnovu nalaza formulisane su preporuke koje se odnose na inovativne pristupe u nastavi
kao &o su planiranje nastave i unapredivanje sadrzgja, postavljanje pitanja, inteligentni pogled,
pobolj&anje predavanjai koristenje nastavnih sredstava.

Naovaj naCin potvrduje se da metodicki dobro postavljena nastava pomaze boljem razume-
vanju odnosaizmedu apstrakcijei primene matematicke analize.

Kljucnereci: MatematiCkaanaliza, nastava, apstrakcija, primena, Lagranzovateorema, kon-
veksnost, Furijeovi redovi, fiksnatatka.



RESUME

The main concept of this thesis is the connection of abstract theory and applied mathemati-
cal analysis in the universal mathematical system. The Mathematics is being applied practicaly in
great number of cases, for example, in the application of mathematical statistics, numerical analysis,
application in electrical engineering, contribution to computer developing etc. At the same time, in
scientific perspective, it reached the level of incredible abstractions (topological spaces, vector spaces
et a.). Dueto thesefacts, it has become necessary to advance the teaching of mathematical analysisin
technological universities, but also the very methods of teaching as well.

This thesis contains both a theoretical and an empirical research. The theoretical research sheds
light onto the notions of abstraction and application and gives examples from next teaching subjects:
Lagrange’'s Theorem, Convexity and Consequences. Taylor's Formula. Hardy’s Approach to Calcula-
ting Surfaces of Flat Shapes. Fourier's Series and their Application. Banach Fixed-Point Theorem and
its' Application. The empirical research consists of two parts. a questionnaire and atest. Thisresearch
shows how the relation between theory and application is seen by students, how they perceive the teac-
hing of mathematics and which learning instruments they use. The research aso shows how students
solve simple problems and which type of problemsthey solve more sucessfully.

The sample consists of 429 students of electrical engineering, construction and mechanical en-
gineering for the Questionnaire and 450 students of the same universities for the Test. Students that
participated in the research are studying at the University of Belgrade, University of Novi Sad and
University of Ni8.

The results of the research confirmed that students from technologica universities have a favo-
urable attitude towards mathematics and that they see its significance in its application, i.e. in its use
value. Students have clearly defined attitude on the idea that a good lecture by a professor is onewhich
can be understood, whichiswell articul ated, and which motivates studentsto take part init. They point
out the significance of examples that have elements of application. Visua presentations also enhance
the success in solving problems. The research shows that students did not acquire the skill to apply
their knowledge of mathematical analysisin solving tasks and problems.

Theoretical clarification of notions of abstraction and application, followed by a displayfive to-
pics of mathematical analysis confirm that abstract theory and applied mathematical analysis are in-
terconnected and conjoint in the universal mathematical system.

On the basis of results recommendations are defined concerning innovational approaches to
teaching, such as planning the lectures and meliorating the contents, asking questions, and also an
intelligent prospect, lecture improvement and learning instruments application.

Thisway, it is confirmed that a methodically well organized lecture helps a better understanding
of the relation between abstraction and application of mathematical analysis.

Key words. mathematical analysis, lectures, abstraction, application, Lagrange'stheorem conve-
xity, Fourier’s series, fixed point.



UvOD

U dvadesetom veku matematika je imala veliku primenu — matematicka statistika,
raCunari, primene u elektrotehnici, pa sve do telekomunikacijai svemirskih letelica. Sa
druge strane, isti period obelezen je apstrakcijom kakvu svet nije video. Na primer vektor-
ski i topoloski prostori. Podrucja gde se izmene u nastavi relativno brzo prate (ili bi tako
trebalo da bude) jesu, na primer, tehnicke i medicinske nauke. Zaostgjanje u tim obla-
stimaznaCi manje mogucnosti primene u oCuvanju zdravljaili Zivotaljudi. Modernizacija
tehnologije zahteva hitnu modernizaciju fundamentalnih nauka, odnosno matematike i
egzaktnih i prirodnih nauka. Tako nas put vodi ka modernizaciji i same nastave.

Problem istrazivanja predstavlja procena na koji nacin apstraktna matematicka teo-
rija utiCe na primenu i kako se nastava moze oplemeniti i unaprediti razumevanjem ovih
pojmova. Predmet istraZivanja je nastava matematiCke analize na tehnickim fakultetima
— odnosno el ektrotehnickim, gradevinskim i masinskim fakultetima u Srbiji. Istrazivanje
odnosa izmedu apstrakcije i primene matematicke analize veoma je znatajno, aktuelno
I interesantno jer obuhvata teorijski pristup i razjasnjavanje pomenutih pojmova, zatim
neposredan uvid u naCin izvodenja nastave. Istrazivanje moze da doprinese poboljSanju
izvodenja nastave i primene matematicke analize u nastavi.

Rad je utemeljen na dosadasnjim dostignucima naucnih stvaralaca.

Dekart je naveliCanstven naCin povezao geometriju i algebru. 1deja uvodenja koor-
dinata kojima se predstavljaju parovi brojeva otvorilaje mogucnost crtanja grafika funk-
cija. U nastavi to je danas nagjbolji naCin vizualizacije teorije. Dekart smatra da je istina
ono $to mi shvatimo vrlo jasno i vrlo razgovetno. Otuda i njegov prvi princip filozofije
mislim, dakle jesam (R. Dekart, 1636, Rasprava o metodi sa dodatkom Geometrija).

Slavni matematiCari, Njutn i Lajbnic, podarili su CoveCanstvu infinitezimalni racun,
diferenciranjei integraciju, Ciji zajednicki naziv je kalkulus. Diferenciranje pogodne krive
koje dovodi do vrednosti nagiba te krive a integracija do povrSine ispod te krive donose
veliki matematiCki napredak. Njutn je svoje rezultate opisao u rukopisu De Methodis Se-
rierum Fluksonum 1671, ali ga objavljuje tek 1711. Lajbnic svoje otkrice objavljuje u
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delu Nova Methodus pro Maximis et Minimis, 1684. Cinjenice da su istovremeno dodli
do otkri€a, a nezavisno jedna od drugog govori u prilog stavu Platonista da u prirodi sve
postoji samo joS nije otkriveno. Na ova nacin izgraden je temelj moderne matematicke
analize. Dalji razvoj teorije matematike uzdigao se u neslucene apstraktne visine ali i pri-
mene. Diferencijalni i integralni raCun su temelj i ovog rada. Pisanje matematickog teksta
zahteva jednostavne simbole, a Lajbnic nam je podario oznake d za diferencijale i f za
integrale. Njegove reCi to jasno saopstavaju. ,Sve viSe sam uveren u korisnost i ozbiljnost
ove opste nauke i vidim da je vrlo malo ljudi shvatilo njene razmere. Ta se karakteristika
sastoji od odredenog pismaili jezika. Neznalica neCe mo€i da upotrebljavato pismoili ce
u pokuSaju da se njime sluzi postati ucen*.

Kako je rekao Kant, lepota je najvise dobro. Ta reCenica me je posebno inspirisala
da razmiSljam o matematickoj apstrakciji i primeni koja sadrzi svoju unutraSnju lepotu,
sklad i harmoniju. Cesto sam postavljao pitanje, koju teoremu mozemo smatrati lepom?
Smatram da L agranzovu teoremu krasi lepota. Ako se posmatra zajedno niz teorema:
Rolova— Lagranzova— Tejlorovadozivljava se jedan objektivan oseCa) matematickog uz-
dizanja. Kod prve, u odredenoj tacki, prava paralelnax-osi dodirujekrivu. Kod druge, to je
opstije, prava paralelna seCici dodiruje krivu i kod trece, joS op&tije, kriva dodiruje drugu
krivu. Radi se o jednom elegantnom nizu generalizacija, a tema su dodiri. Lagranzova
teoremadajei izuzetnu vizuelnu predstavu. O lepoti neke teoreme moze suditi samo ongj
matematicCar Cijeje znanjei razumevanje visoko iznad iskazateoreme, jer lepota se uzdize
i otkrivaiznad znanjai razumevanja. Ovde valja dodati da je sam Lagranz, bez obzira na
veliko deo i slavu bio skroman, blagorodan i prijatan Covek. Posebnu inspiraciju zadublje
izuCavanje teorema diferencijalnog racuna stekao sam u toku Citanjaknjige Les Structures
Fondamentales de L’ analyse, livre IV, Fonctions D’ une Variable R eelle, koju su napisali
N. Bourbaki, Cuvena grupa francuskih matematicara, poznata pod pseudonimom Burba-
kisti. Po mom misljenjutojei ngjboljaknjigaiz serije, koju je ovauvenagrupa napisala.
Problemi koji su reSeni u radu delom su formulisani u ovoj knjizi. Vajaistati dajein-
teresovanje za integralni oblik ostatka kod Tejlorovog polinoma nastalo Citanjem ovog
dela.

Matematicki tekst koji je napisan jednostavno i jasno lak3e se Citai razume. U tom
smislu uzor je bio Hardi, profesor matematike na Univerzitetu Kembridz, i njegovo delo
A Course of Pure Mathematics (1945). Jednostavni pedagoski pristup na mene je osta-
vio trgjni uticaj. Hardi o lepoti matematike kaze: MatematiCar je, kao i slikar ili pesnik,
kreator modela. .. MatematiCki modeli moraju biti lepi.

Prilikom razmi8janja o apstrakciji i primeni matematiCke analize vazno je istati
primer koji ove pojmove ilustruje. Furije i njegovo delo Théorie Analytique de la Cha-
leur iz 1822, postali su izvor svih savremenih metoda matematicke fizike, koje se odnose
na reSavanje parcijalnih jednacina pri datim uslovima. On je ustanovio da se odredena
funkcija moZze izraziti trigonometrijskim redom. Apstraktno uzdizanje teorije Furijeovih
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redova ali i primene izvodenjem jednaCine Zice koja treperi prenose nam A. Deitmar,
2004, A First Cource in Harmonic Analysis, Stein E., Rami Shakarchi, 2002, Fourier
Analysis, an introduction, Princeton University Pressi A. H. Tuxonos, A. A. Camap-
ckuit, 1977, Ypasuenust maremarudeckoii pusuku. Naizgled apstraktnateorija potekla
je od fizickog problemai pokazuje nam Cvrstu povezanost matematike i prirode.

Vaznu ulogu u kreiranju stila pisanja podarili su mi Zori€, Fihtengoljc i Kudrjav-
cev. Posebno istiCem njihovadela: B. A. 3opuu, Maremaruuecknii anams, 9acthb | n
IT; T'. M. ®@uxrenrosbbil, Kype mudepeHiuajibHOTO U HHTEIPA/bbHOIO UCIUCHEHUS,
rom I, IT u II1. JI. . Kynpsieiies, Maremarnuecknit anasms, Tom [ u I1. Kod Zorica
posebno dobro je obradena konveksnost a Fihtengolje me je naucio da obratim paznju na
detalje.

Poseban uticaj namenei inspiraciju zapisanjeradaimali su matematicari Beograske
matematiCke Skole. Kada procitate da je profesor Velike Skole Dimitrije NeSi€ studentima
prenosio ljubav prema predmetu, imao jasno izlaganje, usmeravao je paznju, ucio ih da
razlikuju glavno od sporednog, uziveo se u nauku koju je predavao onda vas nece izne-
naditi daje njegov naslednik Mihailo Petrovic. Petrovi€ je doktorirao pred komisijom u
kojoj su bili Ermit, Pikar i Penleve. Slusao je predavanjakod Poenkarea. Svoje znanje pre-
neo je grupi naucnikakojaje zatim doktoriralakod njegai tako nastaje Beogradska mate-
matiCka Skola. To su Karamata, Pgjovi€, Mitrinovi¢ i mnogi drugi. Zbog toga sam Zeleo
da u radu prikazem nejednakosti Petrovicai Karamate jer se odnose na konveksne funk-
cije kojima sam se bavio. Sa druge strane Petrovi¢ se bavio diferencijalnim jednaCinama
i primenama, a Karamata viSe teorijskom matematikom $to je u skladu i sa temom ovog
rada.

Pripadnici Beogradske matematiCke Skole danas, medu kojima su profesori Miodrag
Mateljevic (dopisni ¢lan SANU), Gradimir Milovanovi€ (redovni ¢lan SANU), MiloSAr-
senovi¢, Milos Canak, Jovan Vukmirovi¢ i Dobrilo To&¢, narotito su me motivisali da
pisem ovg rad.

Profesor Miodrag Mateljevic osnovao je seminar i predvodio Cuvenu grupu, za
koju pi%e u knjizi posvetenoj Larsu Alforsu u izdanju Americkog matematickog drustva:
»,Mnogo godina, sva poznata jedinstveno ekstremal na preslikavanjaimala su oblik Teich-
muller-ovih preslikavanjaali sakvadratnim diferencijalom koji u opstem slucaju nijeinte-
grabilan. U svom radu Grupa (koju je predvodio M. Mateljevi€), dramati €no je promenila
situaciju u ovoj oblasti.“*

Profesor Mateljevi€ je posveten naucnim radovima, seminaru, ali i metodici nastave
matematike. Uticao je na mene da se posvetim pedagoskom pristupu i detaljima kao sto

1 American Mathematical Society, University Lecture Series, Volume 38, Lectures on Quasiconformal
Mappings, Second Edition, Lars V. Ahlfors with additional chapters by C. J. Earle and I. Kra, M. Shishi-
kura, J. H. Hubbard.

BoZin. V., Laki€. N., Markovit. V., Matéljevi€, M., The unique extremality. Journal d’ Analyse 75(1998),
pp 299-338.
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su Uvodenje trigonometrijskih funkcija, |zoperimetrijska nejednakost, konveksnost, kom-
pleksne funkcije i dr. Posebno isticem knjige Kompleksna analiza, tom | i tom 1. Mnogi
elementi zajednickog rada utkani su u ovaj rad.

U okviru Beogradske matematicke Skole znaCajno mesto zauzimai grupa okupljena
oko Dragoslava Mitrinovi€a. Tu posebno izdvajam profesore Gradimira Milovanovica
i Dobrila ToSi¢a. Ako je grupa oko Matematickog fakulteta usmerena viSe na teoriju
Za ovu grupu se moZze re€i da je viSe fokusirana na primenjenu matematiku. Moram da
naglasim da su me profesori Gradimir Milovanovici Miodrag Mateljevi¢ naucili kako se
piSe naucni rad, u duhu Mitrinoviceve edicije: Uvodenje mladih u naucni rad. Oni su me
ohrabrili i podsticali danapisemi ovg rad. U tom smislu, zelim daizdvojim knjigu G. V.
Milovanovica, NumeriCka analiza i teorija aproksimacija, monografijaiz 2014.

Sa profesorom Daobrilom ToSicem zgjednicki sam napisao udZbenik Elementi dife-
rencijalnog i integralnog racuna 2012. godine. NaSa zajedniCka saradnja odvija se u duhu
Njutnovih re€i: posvetenost ucenju i radu su najvete nade Covetanstva.

Profesor MiloS Arsenovi€ uputio me je u literaturu, na pristup i probleme koje su
razvijali Burbakisti. Njegovi pedago3ki saveti su unapredili pisanje ovog rada, a njegov
rukopis sa problemima Burbakista doprineo je da ga detaljno proucim i reSavam.

Profesor Jovan Vukmirovi€ mi je uzor od prvih studentskih dana. Razgovori koje
sam u toku izrade vodio sa njim prevazisli su dimenzije ovog rada. Narocito smo diskuto-
vali o Supremumu, Lagranzovoj teoremi, Nejednakostimai Fiksnoj tacki. Mnogo sam iz
ovih razgovora naucio. Njegov pedagoski princip je da se kroz zadatke predmet najbolje
nauci. Knjige koje su uticale na kvalitet rada su: J. Vukmirovi€¢, Matemati Cka analiza |,
zbirka zadataka i M. ASI€¢, J. Vukmirovic, Zbirka zadataka iz matemati Cke analize I .

Profesor Milog Canak, sa svojim knjigama Matematika i muzika i Put u petu di-
menziju, uneo je dodatnu motivaciju da se bavim filozofijom matematike. Njega inspirise
lepota matematike i uticao je da pojedine matematicke pojmove dozivim, na primer, Tej-
lorov polinom poredim sa stepenom dodirai bliskosti. U ovg rad uneo je duh koji nose
magij ske stepenice posvetenja.

Na osnovu teorijskog istrazivanja odnosa izmedu apstrakcije i primene ocekuje se
pomak u razumevanju matematickih pojmovai njihove prakticne primene. Studenti su
svojim odgovorima, u okviru empirijskog istrazivanja, oznaCili i probleme u procesu
izvodenjanastave i metodickom pristupu. ReSavanje zadataka ukazuje na teme koje zahte-
vau bolji metodicki pristup i bolje razumevanje primene matematicke analize. Istrazivanje
je pokazalo da postoji nerazumevanje odnosa izmedu primene matematicke analize i te-
orijskog predavanja na Casu; da postoji problem sa koriStenjem literature i da se za pri-
premu ispita ngjvise koriste beleSke i zbirke zadataka, a da se druga literatura gotovo ne
koristi. Pedagoski rad je zasnovan na entuzijazmu pojedinacai nema osmidjenog puta za
pribliZavanje matematiCke teorije.



Uvod Xi

Istrazivanjeimadvacilja: naucni i drustveni. Naucni cilj jeste stvaranje nove naucne
informacije koja doprinosi covekovom razvoju, kao i stvaranju novog pedagoskog isku-
stva. OCekivani rezultat jeste jedan od pravaca unapredivanja metodike nastave matema-
tike. Drustveni cilj je primena rezultata istrazivanja, doprinos razumevanju odnosa ap-
strakcijei primene; ai i unapredivanje metodike nastave matematike na tehnickim fakul-
tetima. Ovo istraZivanje takode daje inspiraciju i podsticaje za daljaistrazivanjau oblasti
metodike nastave matematike na drugim fakultetimai univerzitetima.

Generalna hipoteza. Metodicki dobro postavijena nastava matematike pomaze bo-
Ijem razumevanju odnosa izmedu apstrakcijei primene matemati cke analize.

Generalna hipoteza se operacionalizuje preko posebnih hipoteza:

(i) Studenti tehnickih fakultetaimaju pozitivan odnos prema matematici.

(if) Studenti tehnickih fakultetamatematici prevashodno dodeljuju upotrebnu vred-
nost.

(iii) Predavanje nastavnika je dobro ukoliko je razumljivo, razgovetno i ako mo-
tiviSe studente da u njemu ucestvuju. Istovremeno, predavanje sadrzi primere
sa elementima primene.

(iv) Matematicka literaturaje vazno nastavno sredstvo ali se ona, osim zbirki zada-
taka koje sluze za neposredno pripremanje ispita, ne koristi.

(V) Uspednost u reSavanju zadataka ne zavisi od vrste fakulteta (ETF, GF, MF).

(vi) Vizuelna prezentacija zadataka povetava uspednost reSavanja problema.

(vii) Studenti nisu stekli vestinu da znanje iz matematicke analize primene u reSa
vanju zadataka i problema.

(viii) Apstraktnateorijai primenjena matematicka analiza medusobno su povezanei
objedinjene u univerzalnom matematickom sistemu.

Proces naucnog istrazivanja sproveden je u nekoliko koraka:

(1) Nasamom pocetku naucnog istrazivanjaformirano je misljenje da metodika na-
stave ima vaznu ulogu u razumevanju matematickih pojmovai teorije. Zatim je
izgradena idgja da je veoma vazno istraziti odnos izmedu apstrakcije i primene
matematicke analize. Na osnovu prethodnog znanja, takvim rasudivanjem, po-
stavljen je problem: kako u nastavi matematicke analize metodicki prevazi€i ovu
podelu i povezati apstrakciju i primenu?

(2) Induktivnom metodom prikupljenaje naucna grada, izvrSena je analizai putem
zakljuCivanja doSlo se do radne pretpostavke — hipoteze, koja je utemeljena u
prethodnom naucnom saznanju. Hipoteza je pomocu posebnih hipoteza podvrg-
nuta proveri.

(3) U radu se koriste kvalitativne i kvantitativnhe metode prikupljanjai obrade po-
dataka. U andlizi filozofskog utemeljenja matematike preovladuje induktivna
metoda, a za razmatranje odredenih tema u nastavi matematike viSe se kori-
sti deduktivni metod. Podaci u okviru empirijskog istrazivanja obraduju se sta-
tistickim metodama. Istrazivanje je multidisciplinarno i obuhvata matematiku,



Uvod Xii

filozofiju, pedagogiju i psihologiju. Sintezom dobijenih rezultata izveden je za-
kljucak. Istrazivanje|je obavljeno na el ektrotehniCkim, gradevinskimi masSinskim
fakultetimau Novom Sadu, Beogradu i NiSu, u periodu od oktobra do decembra
2013. godine. Uzorak je nanivou drugei trece godine studijatehnickih fakulteta
u Srbiji (uzeti su u obzir studenti koji su polozili ispit koji obuhvata diferenci-
jalni i integralni ratun funkcijajedne promenljive. Anketom je obuhvateno 429
studenata, a zadatke je reSaval o 450 studenata.

Doktorski rad Apstrakcija i primena matemati Cke analize u nastavi na tehnickim
fakultetima sastoji se od pet delova.

Matematika treba da odgovori na dva povezana pitanja. Imajuci u vidu da ukljucuje
merljive objekte, postavlja se pitanje kako se ona uzdiZe do nivoa univerzalnosti, sigur-
nosti i nuznosti? Sa druge strane, kako se objaSnjava sposobnost Ciste matematike da
opisuje i dode u kontakt sa prirodnim svetom? Prvo pitanje vodi kafilozofiji matematike
koja objasnjava matematicko rezonovanje. Drugo pitanje povezano je sa primenom mate-
matike. To je povezanost izmedu matematickih osobina prirodnog sveta i naSeg saznanja
I Spoznaje same matematike.

Euklidska geometrija je prvi primer formalizovanog deduktivnog sistemai postala
je uzor za sve takve sisteme. Imai snaznu estetsku privliatnost. Nagjjednostavniji od svih
beskonatnih objekata je sistem prirodnih brojeva, koji oznaCavamo sa N, Sto potice od
reCi numerus. Ukoliko skup N sadrzi neki broj, on onda sadrzi i sledbenika. To je prirodni
proces. Zbog ovih Cinjenicau radu je dat uvid u Euklidov geometrijski sistem, a prikazane
su i Peanove aksiome skupa prirodnih brojeva.

Ovo izlaganje pomoglo je da se napravi uvod u filozofsko razmatranje pojma ap-
strakcije, time zapocinje naSe penjanje ka viSim nivoima, ka opstosti. Svedoci smo Cinje-
nice da je takvo penjanje u matematici sasvim uobiCajeno. Na primer, kada kazemo da
je operacija sabiranja komutativna, to se odnosi na prirodne, cele, racionane, realne ili
kompleksne brojeve. U radu se zatim upoznajemo sa tri Skole matematike: platonizam,
formalizam i konstruktivizam. Otvara se Cuveno pitanje dali po prirodi matematicki poj-
movi postoje nezavisno od naseg midljenja? U daljem razmatranju rasvetljava se i pojam
intuicije u matematici.

Penjanje stepenicama ka viSm nivoima apstrakcije otvara pitanje: da li se odozgo
bolje vidi? Odnosno, kada se matematika uzdigne do metafizickih visina, imali primenu u
fizici ili prirodi uopste? Ideja je da se pokaze daje ovaj put simbolickih stepenica dvosme-
ran, odnosno da su apstrakcijai priroda povezane matematickim univerzalnim sistemom.

Covek U svim vremenima i podnebljima nosi sa sobom istovetno duhovno stanje
— znanje o smislu Zivota, o prirodi, o dud, o duhu, o Bogu. Covekovo bice poiva na
sistemu drevnih istina. Naovoj, apriori duhovnoj bazi izgradeni su nauka, umetnost, reli-
gija, drustvo, poezija, moral. Dosadasnje saznanje — bastina — predstavlja temelj kulture.
Matematika, kao vodeCa nauka u razvoju naSe civilizacije, integrisanaje u kulturu.
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Drugi deo Elementi matemati ke analize na tehnickim fakultetima dragoceno su ve-
zivno tkivo za integrisanje filozofije matematike sa konkretnim temama iz matematicke
analize. Zbog toga je prikazan kratak pregled pojedinih tema iz matematicke analize.
Posto su u prvom delu dati elementi filozofije matematike, prirodno je daih i primenju-
jemo u nastavi. Na primer, elementi matematiCke logike daju dobar temelj za formalizam
sa primerom formal nog nacina dokazivanja— metodom svodenjana protivrecnost. Obrada
principa matematicke indukcijeimazacilj da se uoCi i objasni razlikaizmedu empirijske
i matematicke indukcije. Tu e se videti da primeri dokazivanja metodom matematicke
indukcije zapravo predstavljaju deduktivni pristup ili metodu Cistog dokaza.

Matematicka teorija poCiva na sistemu aksioma pa su prikazane aksiome realnih
brojeva. Naravno, dat je uvod, koji rasvetljava &injenicu da postoje brojevi, npr. v/2 koji
nisu racionalni. Funkcija predstavljatemeljni pojam matematicke analize. ProZimagotovo
Citavu matematiku i zato je znaCajna u nastavi na razliCitim nivoima. Vazno je navesti
definiciju funkcije, jer se znaCenje pojma menjalo tokom istorije duze od dva veka. Kao
&to je Dekartova metoda uvod u moderno zasnivanje nauke, tako je i njegova analiticka
geometrija, koja je povezala geometriju i algebru, uvod u razvoj moderne matematicke
analize. Zbog toga je vazno istaci koordinatni sistem i mogucnost crtanja grafika realnih
funkcija, $to daje izuzetno vizuelno predstavljanje.

matematici on dobija pravu formu. Sve je poCelo sa brojanjem, pa onda sa prebrojava
njem Clanova odredenih skupova. Sa ovom temom prirodno su povezani granicni proces,
razlikovanje beskonatno male i beskonacno velike veliCine, shvatanje epsilon-delta for-
malizacije. Smatra se da onagj ko razume definicuju granicne vrednosti u duhu epsilon i
delta, odnosno dokaze koji zahtevaju upotrebu istih, ima smisla (osetqj, intuiciju, talenat)
za matematiku. Zbog toga je dobro ukratko prikazati graniCne procese nizovai funkcija.

Najdublju vezu izmedu apstrakcije i primene Cini pojam izvoda funkcije. Sa druge
strane, izvod i integral su medusobno inverzni operatori, paje uveden pojam integrala. Na
ova natin matematika se uzdigla do univerzalnih visina.

Treti deo rada Empirijsko istraZivanje i reSavanje zadataka posveten je empirij-
skom istrazivanju nastave matematicke analize na tehnickim fakultetima u Srbiji. Stati-
stiCka analiza empirijskog istrazivanja sastoji se iz dvadela. Jedan deo je prikaz rezultata
Ankete, koja sadrzi miSljenje studenata o0 matematici, nastavi matematike i koristenju
udzbenika. Anketu je radilo 429 studenata elektrotehnickih, gradevinskih i masinskih fa-
kulteta u Srbiji. Studenti su nam otkrili svoje videnje odnosa prema matematici i njenoj
primeni u strucnim predmetima, o tome kakav treba da bude dobar nastavnik matema-
tike i kako treba da koriste udzbenike, zbirke zadataka i druge knjige. Drugi deo sastoji
se od analize rezultata reSavanja devet zadataka koji su rasporedeni u nekoliko celina:
granicni procesi i diferencijalni racun, integrali, Tejlorov polinomi dvateorijska zadatka.
Zadatke je reSavalo 450 studenata pomenutih tehnickih fakulteta. Rezultati su zabrinja
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vajuti. Zeljada se razmatra nastava matematicke analize pretvara se u poziv na delovanje
u smislu preduzimanja koraka za unapredivanje nastavnog procesa. Osim sopstvenih re-
zultata ovo istrazivanjeima za cilj i podsticanje drugih da nastave istrazivanje na ostalim
poljima nastave matematike, da piSu radove iz nastave matematike na fakultetima i da
nastupaju na konferencijama sa odredenim saopstenjima. Istrazivanje moze da se prosiri
I nadruge oblasti, poput motivacije studenata.

Cetvrti deo Pet tema iz matemati tke analize posveten je Lagranzovoj teoremi, kon-
veksnosti i posledicama, Tejlorovom polinomu, Hardijevom pristupu i zraCunavanja povr-
Sine, Furijeovim redovimasaprimenomi Fiksnoj tacki sadve primene. Ovetemeizabrane
SuU na 0snovu reSavanja zadataka studenata. Lagranzova teoremaizabrana je zbog znaCaja
vizuelnog predstavljanjau nastavi i lepote matematicke teorije. Druge oblasti izabrane su
na osnovu predloZenih zadataka koje studenti nisu uspesno resili. Ovim pristupom daje
se podsticg) i drugim istrazivatima da posvete paznju razlicitim matematickim oblastima
I da se nata naCin poboljSava sadrzaj nastave matematike na tehniCkimi drugim fakulte-
tima. Sa druge strane, izabrane teme imaju jedan zavidan nivo apstrakcije a istovremeno
mozemo da ih primenjujemo kako u nastavi tako i u objaSnjavanju prirodnih pojava. U
radu je naznaCeno da apstrakcija i primena nalaze jedinstvo u matematickom univerzal-
nom sistemu. Ovi primeri prilog su takvom pogledu na svet.

Peti deo Predloz inovacija u nastavi matemati Cke analize na tehnickim fakultetima
I zakljuCna razmatranja sadrzi rezultate istrazivanjai predloge inovacija. Na osnovu po-
stavljenih hipoteza, pomoctu opisanog procesa naucnog istrazivanjai dobijenih rezultata
u doktorskom radu Apstrakcija i primena matemati Cke analize u nastavi na tehnickim
fakultetima izveden je ZakljuCak. Preporuke koje se odnose nainovativne pristupe u na
stavi obuhvataju planiranje nastave i unapredivanje kurikuluma, postavljanje pitanja, in-
teligentni pogled, poboljSanje predavanjai koriStenje nastavnih sredstava.



1.

ELEMENTI FILOZOFIJE MATEMATIKE

1.1. PISMO | LOGOS

Na tlu Mesopotamije, u Vavilonu, radala se civilizacija — pismo, matematika kao
praktitna vestina i astronomija (beleZenje rezultata osmatranja).! Zora istorije osvetlila je
dve vrste pisma — piktografsko i fonetsko. Piktografsko pismo (ideogramsko, hijeroglif-
sko) karakteristicno je za egipatsku i kinesku kulturu. Sled misli ili objaSnjenja poCiva
na jednostavnim slikovnim predstavama predmeta ili osobina. Fonetsko pismo (linearno,
slogovno) koristi posebne znake — slova — za zapisivanje pojedinih glasova ili slogova i
pogodno je za stvaranje slozenih zapisa.

»Konacno, ta vrsta pisma je i ovladala savremenom civilizacijom. Linearno, odno-
sno slogovno pismo (Cirilica i latinica), koje je danas najrasprostranjenije u svetu, razvili
su iz egipatskih hijeroglifa FeniCani, mali narod sa obala jugoistocnog mediterana, sre-
dinom drugog milenijuma pre naSe ere. Sam naziv alfabet potice od naziva prvih slova
feniCanskog pisma, alef i bet, a koji su ostali isti ili slicni — alfa i beta, odnosno a i b
— u svim slede€im pismima — prvo u grckom, od kojeg se razvila €irilica, a potom i u
rimskom, od kojeg se razvila savremena latinica.“?

Slika 1 — Egipatski simboli ve€nosti

U Vavilonu se pisalo na glinenim tablicama, a u Egiptu su Koristili papirus, znatno
savrSeniju tehnologiju, preteCu danasnjeg papira, dobijen od biljke istog imena. U XV

! Mesopotamija na grékom znagi izmedu reka, ili preciznije, zemlja izmedu Tigra i Eufrata.
2 Bozi¢, Milan, 2010, Istorija i filozofija matematike, Zavod za udZbenike, Beograd, str. 11.
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veku, taCnije 1450, pojavljuje se revolucionarno otkrice — Gutenbregova Stamparija. Prva
Stampana knjiga bila je Biblija. Univerziteti i knjige postaju glavni nosioci saznanja.
ViSevekovni napredak matematike — od Lajbnica, preko Bula, pa do Tjuringa ili fon Noj-
mana, dovodi do revolucionarnog razvoja informacionih i komunikacionih tehnologija
koje Ce promeniti svet.

U poredenju sa mogucnostima Stamparske masSine kreiranje digitalnog sadrZaja kao
Sto su reCi, muzika, numericki podaci, fotografije, video i dr., koje je moguce distribuirati
nadaleko i naSiroko, predstavlja revolucionarni skok. Pojedinci i institucije dobili su mo¢
da stvaraju, oblikuju i Salju informacije. Programeri neprestano usavrSavaju softvere za
razliCite primene. Sedrik Vilani navodi primer programa TgX za pisanje matematickog
teksta. Ovaj program kreirao je 1989. godine Donald Knut, profesor Univerziteta Sten-
ford. Njega koriste svi matemariCari da bi napisali i razmenili svoje radove.

»Knutov jezik i njegove izvedenice su slobodni softver Ciji je kod svakom dostu-
pan. MatematiCari razmenjuju samo izvorne fajlove, Ciji se tekstovi sastoje jedino od zna-
kova ASCII (American Standard Code for Information Interchange), koji su poznati svim
raCunarima sveta. Ti fajlovi sadrZe, izraZzene strogim jezikom, sva uputstva potrebna da se
rekonstruiSu tekstovi i formule do najsitnijih pojedinosti. Zahvaljujuci softveru, Knut je
savremenik koji je verovatno najvise promenio svakodnevnicu matematicara.“

Na primer, Ojler je dao sledecu formulu objavljenu 1774. godine

1
1
1
1
1
1
1
TS
6+~

e—1=1+

1+
2+

1+
1+

4+
1+

Ova formula se u TeX-u piSe na sledeci nacin:
\begin{gatherx}
e-1=1+\dfrac{1}{1+\dfrac{1}{2+\dfrac{1}{1+\dfrac{1}{1+\dfrac{1}
{a+\dfrac{1}{1+\dfrac{1}{1+\dfrac{1}{6+\dfrac{1}{\vdots}}}}}}}}}
\end{gatherx}

Matematika je nastala na starom Orijentu, u Vavilonu i Egiptu, i bila je vezana za
svrhu, odnosno prakticne potrebe. To matematiCko naslede, ali i pismo i likovhu umetnost,

preuzeli su Grci na poCetku VI veka pre nove ere i strukturno su ga preoblikovali. Drugi

8 Sedrik Vilani, 2013, Ziva teorema, Centar za promociju nauke i Matemati&ki institut SANU, Beograd,
str. 49.
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veliki preobraZaj dogodio se na Zapadu u XVII veku, kada su pronadeni slovni ratun —
formula, analitiCka geometrija i infinitezimalni racun.

Zapadna misao pocinje sa Grcima, koji su pojedinca definisali na osnovu njego-
vih sposobnosti da razmislja. Tragali su za savrSenstvom, Sto iziskuje napor, disciplinu i
inteligenciju. Grcko-helenistiCka paideia razvila je kao nacin razmisljanja retoriku, gra-
matiku i logiku.* U Grekoj knjiZevna dela predstavljaju odskoénu dasku za humanizam:;
govornistvo je bila vestina koja se negovala u pozoristima ili na politiCkim skupovima.
Umetnost se odslikavala u skulpturama od kamena i kolosalnim gradevinama. Arhitektura
je tehniCku vestinu stavila u sluzbu izuzetnog senzibiliteta i teZila je izrazavanju duhovnih
vrednosti (prefinjeni sklad razmera). Ne zaborivaimo muziku i muzicke lestvice, kao 5to
je na primer, Pitagorejska.

»Najvazniji pojam koji prozima grcku filozofiju jeste logos. Taj izraz izmedu osta-
log znaCi re€ i mera. Na taj nacin tesno su povezani filozofsko raspravljanje i naucno
istraZivanje. EtiCka doktrina koja se temelji na toj vezi vidi dobro u znanju koje je rezultat
nepristrasnog istraZivanja.®

Otac grcke filozofije i matematike je Tales iz Mileta — jedan od Sedam mudraca
(grcki: Sofoi); reC sofos oznaCavala je mudrost. To su bile intelektualne vesStine koje su
vise pretendovale na snalaZljivost nego na spekulativnost.® Za Talesa se smatra da je umeo
da odredi visinu egipatskih piramida (merenjem duZine senke predmeta, koriste€i slicnost
trouglova), kao i da proceni udaljenost broda na moru posmatrajuci ga sa obale. Prema
predanju, on je predvideo pomracenje Sunca i govorio je da sve stvari poticu iz vode.

1.2. PITAGORINA SKOLA, PRIRODA | BROJ

Pitagora je osnovao Skolu sa unutrasnjim krugom sledbenika — bratstvom, koje nazi-
vamo pitagorejci ili mathematikoi (naziv mathema potice iz Egipta, i odnosio se na vrstu
zemlje koju su egipatski svestenici koristili u ritualima), Sto je oznacavalo ono Sto se uci.
Pitagorejsko drustvo je preraslo u tajno bratstvo inicijacije (posvecenja), buduci model
vecine tajnih druStava. Trogodisnje iskuSeniStvo prethodilo je prijemu u prvi stepen, ali
je tek drugom stepenu matematicarima bilo dozvoljeno da vide Majstora i razgovaraju

4 Za Pitagoru se moZe re¢i da je prvi matematiku predstavio kao slobodnu nauku (paideia). Prema
Aristotelu — Covek po prirodi teZi znanju i naziv paideia oznacava nauku kojom se ljudi bave radi nje same,
a ne radi koristi ili uZitka.

® Rasel, Bertrand, 2003, Mudrost Zapada, Dereta, Beograd, str. 14. Prema re¢niku (Riz, Viljem, 2004,
Filozofija i religija. Istona i zapadna misao, Dereta, Beograd), logos je grcki termin koji znaCi um, rec,
govor, diskurs, definicija, princip ili racio.

® Sofisti — sophists, potice od greke reci sophistes — onaj koji obetava da ¢e ljude uginiti mudrim. So-
fisti su profesionalni u€itelji koji su isli od grada do grada i druge poducavali retorici, gramatici, poeziji,
gimnastici, matematici i muzici.
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sa njim.’” Sa Pitagorom rada se novi duh. On je gréki matematicar, astronom i mistik;
osnivac kulta koji se moZe iskazati krilaticom sustina svih stvari je broj. U pitagorejskom
nacelu Broj su sva nebesa, dostizanje krajnje granice svodenja sveta na red i srodnost sa
umom. U zanatskim procesima oni su ponovo nasli otelovljenje broja, odnosa i proporcije.
Pitagorejci su podeSavali ritam svakodnevnog hoda po skladnim proporcijama. Broj je
supstancija stvarnosti i moze se najpogodnije demonstrirati u muzici. Odnosi duzina Zica
na liri, tada najpopularnijem muzickom instrumentu, odreduju tonske intervale koje Zice
proizvode kad osciluju.

Za pitagorejskog mislioca duSa je harmonija, bolje re€i usaglaSenost, zasnovana
na brojc¢anoj proporciji. Oblikovanje umetniCke grade poCinje time Sto razum kombi-
nuje elemente u odredenim proporcijama (elementi su boje u slikarstvu, posebni tonovi u
muzickoj lestvici, reci, sa svojim osobinama — jasnocom i smislom, u poeziji i retorici).
Red i simetrija prisutni su u svakom podraZavanju jer na najdubljem nivou, svet je po pri-
rodi matematicki. ,Knjiga prirode ispisana je brojevima — harmonija prirode je harmonija
brojeva. Ona govori naSem oku razmerama, oliCenim u gradevinama naSih hramova, ona
Sapuce nasem uhu zvucima lire... Takva harmonija ispoljava se u sastavu cele vasione.“®
Izuzetna matematicka otkrica pitagorejaca jesu: Cuvena Pitagorina teorema — kvadrat nad
hipotenuzom jednak je zbiru kvadrata nad dvema katetama, i teorema o uglovima trougla
— zbir uglova u trouglu jednak je zbiru dva prava ugla.

NAPOMENA. Stari Egipcani i Vavilonci koristili su brojeve pre Grka, medutim, nisu
raCunali sa brojevima kao apstraktnim pojmovima vec su ih vezivali za prakticne svrhe
kao Sto je merenje koliCine Zita, povrSine zemlje itd. PojedinaCni brojevi, sami za sebe,
nisu imali pravog smisla vec su bili povezani sa konkretnim objektima, osobama ili pred-
metima.

Sa razvojem ljudske civilizacije javljaju se i apstraktni pojmovi, strukture i procesi
kao Sto su pismo ili crteZi. Pojam broja dobija apstraktan smisao tek kada je ukljucen u
skup brojeva i kada se mogu posmatrati medusobni odnosi ¢lanova tog skupa (kao Sto su
operacije i poredak).

PRIMER 1. Neka polazni skup sadrZi jedan element i to baS sam broj jedan, u oznaci 1. Prvi

korak u apstraktnom procesu sabiranja zapravo je dodavanje polaznom skupu jos jednog elementa,
tj. sabiranje brojeva 1 i 1, ¢ime se dolazi do broja dva, u oznaci 2, i piSe 1+ 1 = 2. Dobijenom
skupu od dva elementa, sabiranjem broja dva i jedan, priklju€uje se broj tri, u oznaci 3, i piSe
2+ 1 = 3. Tako se proces moZe nastaviti bez kraja i dolazi se do apstraktnog skupa svih prirodnih
brojeva, u oznaci

N={1,2,3,...,n,n+1,...}

7 Canak M., 1996, Teorija tonaliteta u svetlosti matematicke teorije muzike, doktorska disertacija, Uni-
verzitet u Beogradu.

& Milankovi¢, Milutin, 2007, Kroz carstvo nauka. Slike iz Zivota velikih naugnika, MST Gaji¢, Beograd,
str. 43.
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Operacija sabiranja pojavljaje se vec pri samom apstraktnom shvatanju prirodnih
brojeva i sustinski ucestvuje u definisanju pojma prirodnog broja.

Ove Cinjenice bile su inspiracija za matematicara Peana da odredi sistem aksioma,
koji predstavljamo u pojednostavljenom obliku, poznat kao Peanove aksiome:°

(i) Prirodni brojevi Cine neprazan skup N u kome svaki element n ima jednog jedi-

nog neposrednog sledbenika, u oznaci n+ 1.

(ii) Postoji jedan jedini element u skupu N, ozna€imo ga sa 1, koji nije sledbenik
nijednog elementa.

(iii) Aksioma matematicke indukcije. Skup (podskup) M elementa iz N, za koje vaiZi:
a) 1 pripada skupu M;
b) ako m pripada skupu M, onda i njegov sledbenik pripada skupu M;
jednak je sa skupom N svih prirodnih brojeva.

Za opsti pojam sabiranja prirodnih brojeva m i n mozemo zamisliti konkretan stvarni
model. Jednom skupu, koji ima m elemenata, dodajemo n elemenata drugog skupa i na
taj nacin dobijamo novi skup koji ima s elemenata, a broj s zove se zbir brojeva m i n
i oznaCava sa m+n = s. Sada se jednostavno proveravaju dalje osobine sabiranja kao
apstraktne matematicke operacije, kao Sto su:

m+n=n+m komutativnost i,
(m+n)+k=m+ (n+k) asocijativnost.
Opsti pojam mnoZenja prirodnih brojeva m i n shvata se kao zbir brojeva m, n puta.
Recimo,
m+m=m-2
m+m+m=m-3

m+---+m=m-n
—_———
n puta

Medutim, neCemo se baviti poCetnim poimanjem mnoZenja ve¢ ¢emo jednostavno
re€i: proizvod prirodnih brojeva m i n je prirodni broj p, u oznaci
m-n=p.
Za proizvod takode vaZe osobine komutativnosti i asocijativnosti.
Medu prirodnim brojevima postoji prirodni poredak, gde je 1 najmanji prirodni broj,
a 2 je sledeCi veci broj dobijen dodavanjem jedinice na broj 2, itd. Kao §to smo videli u

Peanovim aksiomama, neposredni sledbenik bilo kog prirodnog broja n je broj n+ 1, koji
se dobija dodavanjem jedinice na broj n. Zato se pise

1<2<3<---<n<n+1<---

% Puzepe Peano (Giuseppe Peano), 1858—1932.
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Tako se uspostavlja relacija manje, u oznaci <.

Aksiomatsko apstraktno zasnivanje skupa prirodnih brojeva trajalo je vekovima, od
egipatskih sveStenika do Peana.

1.3. PLATONOVA AKADEMIJA | ARISTOTELQV LIKEION

Platonova Akademija i Aristotelov Likeion bili su Oksford i KembridZ (ili Harvard
i Jejl) antickog sveta. ,Platon je bio idealista, koji je stvorio prve zamisljene utopije,
fundamentalne teorije oblika i besmrtnosti, uticajnu kosmogoniju, Siroku Kkritiku znanja,
i Cuvenu analizu ljubavi... Nasuprot njemu Aristotel je bio onaj koji je praktikovao na-
dahnut zdrav razum, sistematizujui znanje. Njegova enciklopedijska dela se krecu od
metafizike i etike do politike, knjiZzevne kritike, logike, fizike, biologije i astronomije.*°
Platona su zaokupljale dve teme: teorija ideja i pravedna drZava. Platon je smatrao da
su Ciste ideje, poput dobrog, istinskog i lepog, savrSene, vecno nepromenljive tvorevine
duha; one su nematerijalne. Delo Fedon ili o dusi sadrzi logicko utemeljenje ucenja o
idejama, gde se spoznaje samostalnost i snaga Cistog misljenja, i razdvaja se od svih dru-
gih psiholo3kih instanci.* Nakon upoznavanja sa pitagorejskom tradicijom Platon postaje
duboko ubeden da realnost za kojom traga naucna misao mora biti izraziva putem mate-
matickog misljenja, jer je matematika najprecizniji i najpotpuniji nacin misljenja za koji
smo sposobni. Ovo potvrduje i natpis na ulazu u Akademiju: Neka niko ko ne poznaje
geometriju ovde ne ulazi.'? Platon razlikuje osetom opaziv krug, koji je netatan i kad je
najtacnije nacrtan, od savrSenog, idealnog kruga na koji se misli.Takode istiCe da trou-
glovi nisu materija ve¢ matematicki zakon, simetrija i oblik.3

Akademiju je osnovao voden politickim motivima. Svoju Skolu je zamislio kao me-
sto na kome €e se, uCenjem i vaspitavanjem, odgajati gr€ka politicka elita. Postepeno se
Akademija orijentisala na obrazovanje uopste, a politicki motiv je postao potpuno spo-
redan. Platon je smatrao da u obrazovanju ,prvih deset godina treba posvetiti izuCavanju
aritmetike, geometrije, astronomije i harmonije da bi umu postala bliska saznanja do ko-

10 Dejvis, Norman, 2005, Evropa. Jedna istorija, Vega media, Novi Sad, str. 111.

11 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, 1zdavatka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 72.

12 Bozi¢, Milan, 2010, Istorija i filozofija matematike, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 82.

13 Sokrat, Platon i Aristotel tri su giganta gréke klasigne filozofije. U osnovi Sokratove doktrine je
leZalo ucenje o tome da Covekova sreca, odnosno njegovo blagostanje, zavisi neposredno od Covekove
duSe. Medutim, kada Covek propusti svoju srecu to je zato Sto ne zna Sta je dobro. Dobro se dakle sa-
znaje, spoznaje. NajvazZnije Sokratovo dostignue je uvodenje hipoteze u filozofsko, pa zatim i nau¢no
miSljenje. Sokrat je u srediSte paZnje uveo tvrdenja, tj. pretpostavke o €injenicama. Metod zapocinje onim
pretpostavkama koje deluju kao najistinitija hipoteza ili postulat o odredenoj temi, te se zatim razmatraju
logicke posledice te hipoteze. Ako se naide na kontradikciju, hipoteza otpada, a u suprotnom — hipoteza
se smatra okvirno potvrdenom. Tako je nastala i Sokratova sklonost ka tome da vaZenje iskaza podupire
upecatljivim primerima, paradigmama, odnosno — induktivna argumentacija. Sokrat nije niSta pisao, ali ga
Platon najceS¢e pominje.
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jih se moZe doti samo razmisljanjem“.'* Zatim sledi pet godina izu€avanje dijalektike,
tj. veStine raspravljanja, postavljanja pitanja i davanja odgovora, Cime se stiZze do sustine
stvari. Akademija je uspela da radi Citavih 916 godina! To vreme trajanja nadmasuje i
danasnje najstarije univerzitete poput Bolonje, Pariza, Oksforda i Kembridza.

Avristotel se obrazovao u Platonovoj Akademiji, da bi posle nekoliko godina po-
stao profesor, a zatim je i sam pokrenuo rad na Asosu. Smatrao je da su zemaljska tela
saCinjena od Cetiri elementa: zemlje, vode, vazduha i vatre. Aristotel je napisao siste-
maticna dela iz botanike i zoologije. ,NaglaSavajuci vaZznost znanja stecenog putem ra-
cionalnog ispitivanja Culnog iskustva, Aristotel je podrZavao razvoj empirijskih nauka —
fizike, biologije, zoologije, botanike i drugih disciplina koje se zasnivaju na posmatranju
i istraZivanju prirode i beleZenju podataka.“!®

Kako legenda kaze, Aleksandar Makedonski, Ciji je uCitelj bio Aristotel, Salje ga
nazad u Atinu da osnuje ustanovu po ugledu na Akademiju. Aristotel je osnovao Licej
(Lyceum), u duhu evropske intelektualne i naucne tradicije, pa se mnoge Skole i danas
nazivaju tim imenom.

1.4. AKSIOMATSKO | DEDUKTIVNO ZASNIVANJE GEOMETRIJE

Euklid je napisao kapitalno delo — Elemente, knjigu koja je suvereno vladala duze
od bilo koje druge, izuzev Biblije'®. Elementi — rukopis nad rukopisima, sinteza je do-
tadasSnjih znanja iz matematike. Euklidovi elementi nesumnjivo su jedna od najvecih knjiga
koja je ikada napisana i jedan od najsavrienijih spomenika grékog uma.l’ Prema Raselu,
izgleda da geometrija Sto se viSe proucCava izaziva vise divljenja. Vestina matematickog
dokazivanja potice od Grka, Sto nam pokazuje red teorema i logiCka struktura Euklidovih
elemenata.

Zahvaljujuci Elementima geometrija je vekovima doZivljavana kao savrsenstvo pre-
ma kome se ravnalo svako drugo sistematizovano znanje.'® U trinaest knjiga na deduk-
tivan nacin izloZeno je sve geometrijsko znanje onog vremena. Elementi izraZavaju tada
preovladujuci filozofski stav da aritmetika nije dovoljna da opiSe svet, ali da geometrija
jeste. Kada ga je vladar Egipta upitao da li bi geometrija mogla biti pojednostavljena,
Euklid je odgovorio da nema kraljevskog puta do matematike.

Prvih Sest knjiga odnosi se na planimetriju, sledece Cetiri bave se problemima teorije
brojeva i aritmetike, a poslednje tri stereometrijom. Svoje elemente je zavrsio sa konstru-
isanjem tzv. Platonovih tela. Prvi zapis o tome da postoji latinski prevod datira iz 480.

14 Bozi¢, Milan, 2010, Istorija i filozofija matematike, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 83.

15 peri, Marvin, 2000, Intelektualna istorija Evrope, Clio, Beograd, str. 32.

16 Euklid je Ziveo u Aleksandriji oko 360. p.n.e — oko 290. p.n.e. prema knjizi: C. J. Scriba, P. Schreiber,
2000, 5000 Jahre Geometrie, Springer.

17 Bertrand Rasel, 1998, Istorija zapadne filozofije, Narodna knjiga Alfa, Beograd, str. 204.

18 Zoran Lugi¢, 2009, Ogledi iz istorije antitke geometrije, SluZbeni glasnik, Beograd, str. 33.
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godine. Vizantijski car jednu kopiju poklonio je Arapima 760. Na arapski jezik Elementi
su prevedeni oko 800. godine. Prvi latinski prevod koji joS postoji uradio je Adelard od
Bata 1120. godine. Na Zapadu, od tada pocinje budenje matematike, da bi u vreme rene-
sanse dobila novi polet.

Euklid je uoCio da se izvodenje i dokazivanje matematickih saznanja sastoji od niza
logiCkih ispravnih zakljucaka, pri Cemu se istinitost konacnog zakljucka zasniva na vec
dokazanoj istinitosti prethodnih zakljucaka (tvrdenja). OCigledno je da taj niz istinskih
zakljuCaka ima svoj pocetak, tj. da postoje saznanja koja ne treba dokazivati. PoZeljno je
da su ta saznanja jednostavna i intuitivno razgovetna, u skladu sa zdravim razumom.*®

Euklid je formulisao pet postulata i devet aksioma iz kojih je logickim zakljucivanjem
(dedukcijom) izveo gotovo sva do tada poznata geometrijska saznanja. Navodimo postu-
late:

(i) Pretpostavlja se da je moguce od svake tatke do svake druge taCke konstruisati
pravu liniju.

(i1) Pretpostavlja se da se svaka prava, sledujuci njen pravac, moze neograniceno
produZavati.

(iii) Pretpostavlja se da se u nekoj ravni oko svake njene tacke moZe opisati krug
bilo kojeg poluprecnika.
(iv) Pretpostavlja se da su svi pravi uglovi medu sobom jednaki.

(v) Ako jedna prava presecajuci druge dve komplanarne prave obrazuje sa njima
s iste strane dva unutradnja ugla kojima je zbir manji od zbira dva prava ugla,
tada se te dve prave, neograni¢eno produZzene, seku sa one strane secice sa koje
je taj zbir uglova maniji od zbira dva prava ugla.?

Definicije koje je navodio Euklid nisu bile dovoljno jasne i logicki korektne. Prosto
iz razloga Sto je pokuSavao da bliZe odredi pojmove kao 5to su tacka, prava i ravan, a to
su osnovni pojmovi u geometriji, koje prihvatamo kao takve i koji se ne definisu.

Aksiomatizovati geometriju, ili neku drugu naucnu disciplinu, znaCi saznanje te
nauke tako logiCki urediti i sistematizovati da se mogu, primenom odredenih pravila
logickog zakljuCivanja, izvesti iz nekoliko temeljnih tvrdenja (aksioma i postulata) za
koje se ne zahtevaju dokazi. Izbor aksioma treba da bude Sto manji, da budu jednostavne
i intiuitivno prihvatljive.

Aksiome imaju svojstvo nezavisnosti, tj. nijedna od njih ne moZe se izvesti iz pre-
ostalih aksioma. Sistem aksioma ima svojstvo potpunosti, odnosno — sve tvrdnje unutar
naucne discipline moguce je dokazati ili odbaciti na temelju datih aksioma. Bitno je i svoj-
stvo neprotivrecnosti, tj. ne mogu se iz datog sistema aksioma dokazati suprotna tvrdenja.

19 Zeljko Pause, 2007, Matematika i zdrav razum, Skolska knjiga, Zagreb, str. 82.
20 Dragomir Lopandi¢, 2011, Geometrija: Zuta knjiga, Zavod za udZbenike, Beograd, str. 12.
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Sistem Euklidovih aksioma nije potpun. To je prvi primetio Arhimed i u svom delu
O lopti i valjku dodao je novih pet postulata koji su omogucili da se zasnuje teorija mere-
nja geometrijskih figura.

Euklid iz Aleksandrije, najznaCajniji matematicar antickog doba, prikazao je geo-
metrijski, na primer, formulu

(a+b)? =a®+2ab+Db?.

Ako se pravim linijima preseCe kvadrat (videti sliku), Citav kvadrat jednak je zbiru dva
kvadrata i dva pravougaonika koje ove linije prave (Propozicija 4, Knjiga I1).

F G
b ab b2
[ 1
A H B
a a? ab
E
a b ¢ b

Slika 2 — Kvadrat binoma i zlatni presek

Opisao je Cuveni Zlatni presek ili Bozansku srazmeru: DuzZ je podeljena tako da je
odnos cele duZi prema vecem delu isti kao odnos veceg dela prema manjem.

Ako datu duz AB delimo nekom tackom H tako da vaZzi AB-BH = AH - AH. Navodimo
Euklidovu konstrukciju. Za dato AB konstruiSe se kvadrat ABCD. Neka je tacka E srediSte AC.
Tatku F na produzetku CA dobijamo tako Sto konstruiSemo k(E,EB) N p(CA) = F. Zatim se
konstruiSe kvadrat AFGH i tatka H je Zeljena taCka na duZi AB i vaZzi AB-BH = AH - AH.

Ako je manji deo duzi AB duz HB jednak duZini 1, a veti deo duZini ®, na osnovu od-
nosa (®+1):®=a®:1 dobijase
o_ 1t V5 _
2
Mnogo kasnije, Leonardo iz Pize — Fibonaci (fillus Bonacci — BonacCijev sin, oko 1170-
1250), nagoveStavajuci budenje renesanse napisao je knjigu Liber abaci?! (Knjiga ratunanja), u
kojoj se pojavljuje niz brojeva

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

danas ¢uveni FibonaCijev niz. Ako podelimo svaka dva uzastopna €lana Fibonacijevog niza, pri-
blizavamo se broju ®, tj. broju koji simbolizuje zlatni presek. Ovakva otkrica stvorila su nevidljivu

2L Fibonagi u ovoj knjizi upoznaje Evropu sa indijsko-arapskim pozicionim decimalnim sistemom
beleZenja brojeva. Uvadi cifre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 i nulu; upoznaje Zapad sa standardnim postupcima
mnoZenja i deljenja.
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vezu izmedu razlicitih nauka i umetnosti, vezu zasnovanu na tajnom kodu ili boZanskoj propor-
ciji.??

PRIMER 1. Konstruisati geometrijski broj v/2.

RESENJE. Nasslici je konstruisan pravougli trougao &ije su katete 1 i 1 i hipotenuzayv/2.

Na slici desno je konstruisan pravougli trougao ABC upisan u polukrugu. 1z take C spuste-
na je hipotenuzina visina h; koja deli hipotenuzu AB na odsetke p i g. VaZi poznati Euklidov stav
hZ = pg, tako da za p = 1 dobijamo h, = /3.

Slika 3 — Euklidov stav

NAPOMENA. Ne mogu se konstruisati svi realni brojevi, na primer, brojevi i e. S druge

strane, moZe se konstruisati broj v/2, tj. najpre se konstruide v/2, a zatim \/ /2.

Ovom se moZe dodati jedno interesantno zapaZanje. U konstrukcijama je dozvo-
ljeno koriscenje lenjira i Sestar. Kada se konstruSe krug poluprecnika 1, njegov obim je
2r. Tada duZinu polukruga interpretiramo kao 7. MoZe se postaviti pitanje. Da li je ovo
konstrukcija?

Slika 4 — Sfera i Arhimedova spirala

22 sustina lepote i postojanja nalazi se u broju. ,Otkriti sustinu znagi biti inteligentan. Najvisi proizvod
inteligencije je forma. A forma je simetrija i red i odred enost, jer to su bitna svojstva lepote i harmonije.”
(Gilbert, Katarina, Everet, Helmut Kun, 2004, Istorija estetike: revidirana i proSirena, Dereta, Beograd,
str. 64). BoZansku proporciju odlikuju harmonija, sklad, stvaranje, obnavljanje i lepota. Pojavljuje se u
prirodi u geometrijskim oblicima, od DNK i ljudskog embriona — do svemira. U arhitekturi zlatni presek
daje gradevinama izvanrednu simetriju koju moZemo videti na egipatskim piramidama, na Partenonu i na
evropskim gotskim katedralama. Umetnicki stvaraoci slikari, muzicari i pesnici inspiraciju za stvaranje dela
nalazili su u boZanskoj proporciji.
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Arhimed je slavni matemati&ar antike, koji nam je podario mnostvo dokaza.?® Sma-
tra se jednim od najvecih matematicara svih vremena. U njegova izuzetna dostignuca
iz Ciste i primenjene matematike, fizike i mehanike, ubrajaju se dokaz o teZistu trou-
gla i Cetvorougla, metod iscrpljivanja (rani oblik integracije), geometrijsko reSenje kubne
jednacine, dokaz o povrSini odseCka parabole preko opisanih i upisanih pravougaonika,
ili dokaz da se pribliZzna vrednost broja w moZe odrediti pomoc€u opisanog i upisanog
poligona sa 96 stranica, odnosno

3% << 3%.

U delu O sferi i cilindru, u prvoj knjizi, pokazao je da je povrSina sfere jednaka
povrsini Cetiri velika kruga te sfere, odredio je formulu za povrSinu odsecka sfere i doka-
zao da je zapremina sfere jednaka dvema tre€inama zapremine oko nje opisanog cilindra.

U drugoj knjizi najvazniji rezultat je opis konstrukcije koju Arhimed Koristi da
odredi ravan koja sferu deli na dva segmenta Cije su zapremine u unapred zadatom od-
nosu.?* Poznata je Euvena Arhimedova spirala. Bavio se osnovnim zakonima hidrostatike
i formulisao Arhimedov zakon: Svako telo koje plovi u te€nosti istiskuje onoliko tecnosti
koliko je i samo tesko. Cuvene su njegove reci pred smrt izgovorene rimskom vojniku: Ne
diraj moje krugove.

NAPOMENA. Mnoga interesantna otkica nastala su iz prakticnih potreba. Naime, He-
ron Aleksandrijski u delu Diopta (theodolite) predstavlja problem iz geodezije kako da se
pronade razdaljina izmedu dve taCke, od kojih je samo jedna pristupacna, ili izmedu dve
tacke koje su vidljive ali nisu pristupacne. On takode pokazuje kako da se povuce normala
od date taCke do linije koja ne moze da se dosegne i kako da se pronade povrsina polja
bez ulaska u njega. Tako je otkrio i formulu za povrSinu trougla

P=/s(s—a)(s—b)(s—c),
gde su a, b i ¢ duZine stranice, a s je poluobim datog trougla. Ova formula pojavljuje se

u delu Geodesy, a njen dokaz u delima Diopta i Metrica. U Diopti pokazuje kako da se
prokopa tunel ispod planine na taj nacin Sto se radi istovremeno sa obe strane planine.

Od Euklida do danas medu matematicarima i filozofima vodile su se Zucne rasprave
0 Euklidovim aksiomama i Euklidovom petom postulatu o paralelnosti. To traganje do-
velo je do jednog od najpoznatijih matematiCkih otkrica neeuklidske geometrije. Konacno
su u XIX veku Lobacevski, a nezavisno i Boljaj i Gaus, zamenili peti Euklidov postulat
sledecom aksiomom:

Aksioma Lobacevskog. Kroz tatku A van prave p postoje dve prave koje su kom-
planarne sa pravom p i koje sa njom nemaju zajednickih taCaka.

23 Arhimed je Ziveo u Sirakuzi na Siciliji od 287. p.n.e — 212. p.n.e.
24 Bozi¢, Milan, 2010, Istorija i filozofija matematike, Zavod za udZbenike, Beograd, str. 105.
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Time je stvorena nova geometrija, kasnije nazvana geometrijom Lobacevskog ili hi-

perbolickom geometrijom.?®
b
a 1‘4 a A
p
(i) Euklidov peti postulat (ii) Postulat Lobacevskog - Poenkareov model

Slika 5 — Peti postulat

1.5. APSTRAKCIJA | PRIMENA
1.5.1. Pojam apstrakcije

Intelektualna tradicija Zapada pocCivala je na antickom modelu sedam vestina (sep-
tem probitates), odnosno trivijumu (retorika, logika, gramatika) i kvadrivijumu (geome-
trija, aritmetika, muzika, astronomija). Pre Gutenbergovog otkrica Stamparske masine,
knjige su se teSko umnoZzavale, bile su retke i skupe. ,Za svakodnevni Zivot ljudi tog vre-
mena Citanje nije bilo neophodno, pa ni korisno. Za ve€inu stanovniStva, odrastanje je
podrazumevalo ucenje kroz oponaSanje istih drustvenih navika, prakticnog rada i vestina
starijih.«2

U delu Metafizika Aristotel istiCe pitagorejski odnos brojeva prema stvarima. Jed-
nom se kaZe da su brojevi same stvari, drugi put da su u stvarima, a treCi put da su stvari
sastavljene od brojeva, izgleda bez pravljenja razlika izmedu tih iskaza. Prema njemu su
pitagorejci proglasili brojeve supstancijalnim bi¢ima (ousia) stvari ili njihovim iskonom
(arche), Sto je pojam koji se primenjuje za praelemente starih jonskih filozofa prirode.
Aristotel Eak pravi misaoni skok re¢ima celo nebo je harmonija i broj.?” Smatrao je da
matematicki predmeti nastaju apstrakcijom. Abstractio doslovno znaci odvlacenje, pa se
moze govoriti o odvucenim pojmovima. To je prvi put da se upotrebljava taj pojam. Pri
tome ostaje nejasno da li je apstrakcija sama po sebi dovoljna da bi nastala neka geo-
metrijska tvorevina ili se tome pridodaje idealizacija.?® Latinski termin abstractus znaci
odvojen. Apstrakcija oznaCava i ostavljanje po strani odredenih aspekata ili osobina neke
stvari, tako da preostanu samo odredeni aspekti na koje se usmerava paznja.

25 Nikolaj Ivanovi¢ Lobagevski, ruski matematiar, 1792-1856. Jano$ Boljaji, madarski matematicar,
1802-1860.

26 Entoni Gidens, 2007, Sociologija, Ekonomski fakultet, Beograd, str. 495.

27 Oskar Becker, 1998, \elitina i granica matemati¢kog nacina misljenja, Demetra, Zagreb, str. 9.

28 Oskar Becker, 1998, \elitina i granica matemati¢kog nacina misljenja, Demetra, Zagreb, str. 18.
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TrebjeSanin istiCe da je apstrakcija ,,misaoni proces dobijanja onoga 5to je apstraktno,
zamisljeno, opSte. Apstraktan je kvalitet koji je Culno neopaziv i odvojen od neposredne,
konkretne stvarnosti. On je nastao misaonim izdvajanjem nekih bitnih od drugih, nebit-
nih karakteristika“?°. TrebjeSanin daje i Jungovo videnje pojma apstrakcije. ,,Po Jungu, to
je intelektualni proces vadenja ili izdvajanja nekog sadrzaja (znaCenja, oznake, svojstva)
iz jedne konkretne, osobene, jedinstvene sinteze (spoja) razliCitih elemenata. U procesu
apstrakcije izdvaja se bitan sadrzaj, ono 5to je sustina i oslobada se veze sa onim 5to nije
bitno, 3to je sluajno. Ukoliko je neki pojam apstraktniji utoliko ga je teZe predstaviti i
utoliko je on bliZi ideji. Konkretan pojam moZe se lako i o€igledno predstaviti.«3°

Pojam apstrakcije uz to obuhvata i uzdizanje ka op3tim pojmovima, odnosno na ono
$to se misli kao matematitko opste vrste.3! Apstraktno je znag&i uspinjanje u vetu opstost.
Zbog toga je matematika smatrana visom, duhovnijom formom nauke. Zbog ovoga se
matematicar razlikuje od fiziCara (filozofa prirode) koji pred sobom ima nesto konkretno,
prvi osetni svet promenljivih stvari.

NaSa sposobnost da primamo predstave o predmetu je Culnost. Ona nam obezbedu-
je opazaje. Neposredni Culni dozivljaj samo jednog, posebnog svojstva predmeta, jeste
oset. Na primer zvuk, miris, ukus, toplota itd. OpaZanje je osnovna kognitivna funkcija
(saznajna psihicka aktivnost) pomocu koje jedinka odabira, povezuje i organizuje razno-
vrsne osete u celovitu i smisaonu mentalnu reprezentaciju nekog dela sveta i na taj nacin
tumaci njegovo znacenje. Primeri opaZanja su oblik, boja, veligina, brzina, tvrdoca i sl.

Razum (lat. intelectus, ratio) je sposobnost da se misljenjem razumeju i dokuce poj-
movi, znacenja, odnosi i smisaone celine, kako u sluzbi saznanja tako i prakticnog Zivota.
Pomocu razuma predmeti se zamisljaju i od njega proizilaze pojmovi. To je sposobnost
logiCkog i analitiCkog misljenja, kao i kritiCkog i razboritog rasudivanja. Nije podloZan
uticaju emocija, Zelja, interesa i potreba.

Um (lat. ratio) je najviSa sposobnost shvatanja celovite, sintetiCke spoznaje sveta i,
prema Kantu, Sira je saznajna mo¢ u odnosu na razum jer obuhvata intuiciju, saznanje
ideja i obrazovanje metafizickih pojmova. Pomocu sintetickih ideja um unosi visi red i
jedinstvo u razumom sredene podatke.3

29 Zarko Trebjesanin, 2011, Re&nik Jungovih pojmova i simbola, Zavod za udZbenike, HESPERIAedu,
Beograd, str. 40.

30 Zarko Trebjesanin, 2011, Re&nik Jungovih pojmova i simbola, Zavod za udZbenike, HESPERIAedu,
Beograd, str. 40.

31 Oskar Becker, 1998, Velitina i granica matematickog na&ina miljenja, Demetra, Zagreb, str. 82.

32 Zarko Trebje3anin, 2008, Re&nik psihologije, Stubovi kulture, Beograd, str. 318.

33 Imanuel Kant (Immanuel Kant, 1724-1804) je 1784. godine opisao sudtinu prosvecenosti:
~Prosvecenost je za Coveka izlaz iz sopstvene nezrelosti u kojoj se naSao svojom krivicom. Nezrelost je
nemoc¢ da se sluZzimo svojim razumom bez vodstva nekog drugog. Tome smo sami krivi, poSto uzrok toj
nezrelosti ne leZi u nedostatku razuma, nego u nedostatku odluénosti i hrabrosti da se njime koristimo bez
pomoti drugih. Sapere aude! Imaj hrabrosti da se sam sluZi$ svojim razumom! — predstavlja geslo pro-
svecenosti“.
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Prema Nikoli Kuzanskom pocetak je analiza i tumacenje procesa opaZanja u kojem
se duh prvobitno pasivno odreduje, ali odmah razvija specifiCne energije i snage. Sama
duSa pomocu perifernih organa Salje razlicite species koji se, na osnovu uticaja objekata i
prirode primaoca, preobrazavaju u raznoliko mnoStvo utisaka. Zatim se duh (spiritus), koji
nije vise vezan za razlike pojedinih Cula, prilagodava sadrZajima raznih oblasti, uporeduje
ih i povezuje. Ta veza, koja je u organu uobrazilje jo§ neodredena i zamrSena, konacno se
u organu uma uzdiZe do jasne odredenosti.3*

Razum u sistemu Kuzanskog ima sposobnost apstrakcije u saznanju stvari. Upore-
divanje datih opaZanja i njihovo sredivanje po raznim vrstama sli¢nosti je njegovo svoj-
stveno postignuce. Medutim, misao sada prelazi granice onog 5to se moZe opaziti i gru-
pisati, odnosno, prelazi sa strane razuma na stranu uma, i viSe nije ratio vec intelekt, nije
razum nego intelektualno gledanje (visus intellectualis).® Intelekt svojim pogledom obu-
hvata jedinstvo principa, kao i neograniCene raznolikosti konsekvenci koje su u njemu
sadrZane. Tako se stize do egzaktnih i preciznih tvorevina. To je uzdizanje od konatnoga
ka beskonacnome. ,,Ako duh ocrtava pojam kruga, ako on izmislja liniju Cije su tacke pod-
jednako udaljene od jednog zajednickog centra, onda lik koji tako nastaje nema posebno,
materijalno bivstvo nigde izvan uma.“

Intelekt priziva, izaziva i podstiCe Cula; i osposobljava ih za prijem slike spoljasnjeg
bivstva. Tako je on i pogonska snaga i konagni cilj ukupnog saznanja.®’ To je op3ta sagla-
snost izmedu matematike i prirode ili harmonija izmedu ideje i stvarnosti. Za Leonarda i
Keplera priroda je harmonican poredak saglasan sa umom.

Za Bertranda Rasela ono Sto karakteriSe duh jeste svest. Covek na razlitite nagine
biva svestan. Prvi od tih naCina je opaZanje, posredstvom koga sa oseta prelazimo na
stvar koju on predstavlja. Sve ono Sto opaZzamo, toga smo svesni. Drugi nacin je me-
morija. Zatim miSljenje koje predstavlja formu svesti sastavljene od ideja. Ideja je u ru-
kama naucnika bila vazda neSto uzviSeno i apstraktno, a Cija upotreba daje coveku jedno
posebno dostojanstvo. | najzad dolazimo do verovanja, odnosno svesti o istinitom ili
laznom.8

»Sa dolaskom modernog doba, misljenje uglavnom postaje sluskinja nauke, odno-
sno organizovanog znanja; i premda je misljenje tada postalo izrazito aktivno, shodno
kljucnom ubedenju novog veka da mozemo znati samo ono Sto sami pravimo, sada ma-
tematika, neempirijska nauka par exellence u kojoj se duh igra sa samim sobom, postaje

34 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 36.

35 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 45.

36 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovita, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 37.

37 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 60.

38 Bertrand Rasel, 2008, Analiza duha, Otkrovenje, Beograd, str. 16.
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nauka svih nauka, buduci da ona nudi kljuc za zakone prirode i univerzuma Kkoji se kriju
iza pojava... Dekart je smatrao aksiomom da postoji (do toga je doSao one Cuvene no€i
kada je doZiveo otkrovenje cogito ergo sum — mislim, dakle postojim) temeljan sklad
izmedu zakona prirode (koji su skriveni pojavnim svetom i varljivim Culnim opazanjem) i
zakona matematike.“3® Kako navodi Hana Arent, nasa sposobnost misljenja se ne dovodi
u pitanje, mi smo ono $to smo oduvek bili — bi¢a koja misle. Procesom misljenja ljudi
prevazilaze granice znanja ali ga ne koriste samo kao instrument znanja i delovanja.

Naucni metod obuhvata dva pristupa znanju koji se obi¢no uzajamno upotpunjuju —
induktivni (empirijski) i deduktivni (racionalni). U induktivnom pristupu, koji se koristi u
deskriptivnim naukama kao Sto su biologija, anatomija, geologija, hemija ili fizika, opsti
principi se izvode iz analiziranja podataka sakupljenih putem posmatranja i eksperime-
nata. Bitne osobine induktivne metode zastupao je Bekon, koji je podatke Cula smatrao
temeljima znanja.*°

Kampanela smatra da je filozofija zapisana jedino i samo u knjizi prirode, koja lezi
otvorena pred oCima svih nas: ali slova pomocu kojih treba da odgonetnemo tu knjigu
za njega nisu linije, trouglovi i krugovi nego subjektivni kvaliteti i opaZzanja pojedinacnih
Cula. Indukcija koja tezi da bude i osnova univerzalnih aksioma i principa nije nista drugo
do skup pojedinatnih posmatranja.*

Prema Loku Culno opaZzanje (senzacija) i samoopazanje u dusi (refleksija) Cine izvor
i sadrZaj naseg svekolikog saznanja.*> Obrazovanje apstraktnog pojma utemeljeno je u
sposobnosti uporedivanja, kao i spajanja i razdvajanja primitivnih elemenata opaZanja.
Izvesnost i evidentnost naSeg znanja pocCiva na intuiciji, gde duh ne mora da se muci do-
kazivanjem i ispitivanjem, ve¢ primecuje istinu kao oko svetlost. Pravi metodski ideal u
procesu saznanja je dedukcija, a eksperiment i empirijsko istraZivanje su sredstva sazna-
nja. ,Ako se u toj stvarnosti nade sadrZzaj za koji vaze uslovi utvrdeni u matematickoj
definiciji, onda za njega nuzno vaze i svi zakljucci, vezani za njih; ako se on ne nade,
ipak, istinitost matematiCkog suda kao takvog ni najmanje nije umanjena, posto se on
odnosi na sasvim drugi objekat nego $to je taj empirijski prisutan.“*® Uzor koji traZimo
dat je u samom misljenju, pa ga misljenje ne moze promasiti. Klasicni oblici empirizma
vide miSljenje kao nesSto Sto prethodi delanju, a delanje kao primenu misljenja. Iskaz o
stvarnim predmetima pociva na verovatnoci.

39 Arent, Hana, 2010, Zivot duha, SluZbeni glasnik, Beograd, str. 18.

40 Sir Fransis Bekon (Sir Francis Bacon), 1561-1626.

41 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 184.

42 D7on Lok, engleski filozof, Ziveo je od 1632-1704.

43 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I1, Izdavagka knjiZarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 194.
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Prema Gotfridu Lajbnicu postoje izvesna nacela istine koja ljudi univerzalno pri-
hvataju.** Ona su zbog toga nazvana opsti pojmovi, pa se zato zaklju€uje da ova nacela
valja zasnivati na utiscima koje duSe dobijaju zajedno sa postojanjem. ,lzvoran dokaz
nasih istina potiCe iz samog razuma, dok se druge istine dobijaju iz iskustva ili na osnovu
Culnog posmatranja. Nas je duh sposoban da sazna i jedne i druge, ali je on izvor prvih,
i ma koliko mnogobrojni bili posebni ogledi koji potvrduju neku univerzalnu istinu, ipak
indukcijom se zauvek ne bismo mogli ubediti u nju, ne prihvatimo li njenu nuznost na
osnovu uma.“*® Cula mogu da sugeriSu, opravdaju i potvrde te istine, ali ne i da dokazu
njihovu stalnu i vecnu pouzdanost. Sposobnost ljudskog duha da otkrije istinito sazna-
nje zahteva trud i paZljivo promisljanje, mada moZe biti urodena, a Covek darovit. Prema
Lajbnicu urodene istine kad se uzmu kao prirodno svetlo uma, nose svoje karakteristike
u samima sebi, poput geometrije, posto su sadrZzane u neposrednim nacelima koja i vi
sami smatrate neospornim.*® Na primer, ideja broja je urod ena, a zatim dolaze ideje ce-
loga, ideja dela i ideja proteZznosti. Stvari jednoobrazne i liSene svake raznovrsnosti, kao
vreme, prostor i drugi predmeti iste matematike, uvek su samo apstrakcije.*’ Konkretna
proteZnost postoji samo zahvaljujuci apstraktnoj.

U deduktivnom pristupu, koji se koristi u matematici i teorijskoj fizici, istine se
izvode uzastopnim koracima iz prvih principa, nesumnjivih aksioma. Aksiome su nepo-
sredno izvesni sinteticki osnovni stavovi a priori. U postupku razvoja teorije odredeni
pojmovi se Cesto definiSu. Strogo uzev, definisati znaCi samo izloZiti prosto i iscrpno po-
jam jedne stvari u njegovim granicama.*® Definicije su jasno izloZene ideje. Potpuno po-
klapanje izmedu podrucja posmatranih Cinjenica i podrucja a priori dokazanih pravila
predstavlja ideal koji se ne moze smatrati potpuno ispunjenim ni na jednom stupnju raz-
matranja.*®

Deduktivni postupak zakljuCivanja, ili dokaz (ili potpuno svedoCanstvo), znaci da
premisa (pretpostavka) implicira zaklju€ak. Ako podemo od istinitih stavova, zaklju€ak
mora biti istinit. Ako gradimo teoriju od pocCetka, premise Cine neprotivreCan sistem ak-
sioma koji je kristalno jasan i u njega nema sumnje, dakle istinit je. U daljem, pomocu
dokaza (implikacija) izvodi se istinitost drugih postulata, stavova i tvrdenja. Ono Sto je u
Cistoj matematici neprotivrecan i istinit sistem aksioma, u primenjenoj matematici su iz-
vesni stavovi istiniti na osnovu zakona, recimo, mehanike ili fizike, i iz kojih se dedukuju
dalji zakljucci.

4 Gotfrid Lajbnic (Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz), nemacki filozof, matematicar, pro-
nalazac, pravnik, diplomata i politi¢ki savetnik, Ziveo je od 1646. do 1716.

45 Gotfrid Lajbnic, 2010, Novi ogledi o ljudskom razumu, Dereta, Beograd, str. 18.

46 Gotfrid Lajbnic, 2010, Novi ogledi o ljudskom razumu, Dereta, Beograd, str. 35.

47 Gotfrid Lajbnic, 2010, Novi ogledi o ljudskom razumu, Dereta, Beograd, str. 48.

“8 Granica ovde znati tatnost koja podrazumeva upotrebu ne vise oznaka ve¢ samo koliko je nuzno za
potpunost pojma. Re€ prosto zna€i da za odredbu tog pojma nije potreban neki dodatni dokaz.

49 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I1, Izdavagka knjiZarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 382.
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Prema Kantu sve naSe saznanje poCinje sa iskustvom ali ipak ne proistiCe sve sa-
znanje iz iskustva. Saznanja koja su apsolutno nezavisna od iskustva zovu se saznanja a
priori i razlikuju se od empirijskih saznanja, koja imaju svoje izvore a posteriori, tj. na
osnovu iskustva. Um je ona mot€ koja pruZa principe saznanja a priori. ,Lako se moZe
pokazati da u ljudskom saznanju zaista ima takvih nuznih i u strogom smislu opstih, tj.
Cistih sudova a priori. Ako se hoce neki primer iz nauka, onda se samo moZe ukazati
na sve stavove matematike.“>® Kantov drugi stav, da se matematika bavi predmetima i
saznanjima samo ukoliko se oni mogu predstaviti u opaZanju, osporen je, stvaranjem no-
vih matematickih teorija, poput geometrije LobaCevskog, teorije skupova, matematicke
logike, teorije grupa i drugih algebarskih struktura itd. Matematika je prirodna nauka, po
svojoj prirodi primenjena, jer se odnosi na svet, ali i viSe od toga — matematika je i nauka
sama po sebi, nezavisna od primene.

Sam Kant u jednom trenutku kaZe: ,Slavni Lajbnic izgradio je jedan intelektualni
sistem o svetu, ili je joS i viSe, verovao da je saznao unutrasnju osobinu stvari na taj nacin
Sto je uporedivao sve predmete samo sa razumom i apstraktnim formalnim pojmovima
njegovoga misljenja.”

»Platon se sluZio izrazom ideja tako da se jasno moZe videti da je on pod tim izrazom
podrazumevao nesto 5to se ne samo nikada ne dobija od Cula, ve€, naprotiv, nesto 5to
daleko prevazilazi pojmove razuma kojima se bavio Aristotel, jer se u iskustvu nikada ne
nalazi neSto Sto tome izrazu odgovara. Ideje, kod Platona, praslike su samih stvari, a ne
samo kljucevi za moguca iskustva, kao Sto su kategorije. Prema njegovom misljenju, one
su proizasle iz najviseg uma, odakle su bile dodeljene ljudskom umu...“>! Kant istice da
je Platon vrlo dobro primetio da naSa mo¢ saznanja ima znatno viSu potrebu od saznanja
iz iskustva pomocu zakona sintetiCkog jedinstva. Po svojoj prirodi naS um se uzdiZe do
saznanja koja idu isuviSe daleko od predmeta iskustva.

Prema Kantu lestvica saznanja poCinje sa percepcijom (perceptio), koja — ako se
odnosi na subjekat — €ini osecaj (sensatio), ako je objektivha ona je saznanje (cognitio).
Saznanje je ili opaZaj ili pojam (intuitus vel conceptus). OpaZaj se odnosi neposredno
na predmet i pojedinacan je, pojam se odnosi na predmet posredno, posredstvom jedne
oznake, koja moZe biti zajednicka vecem broju stvari. Pojam je empirijski ili Cist pojam,
a Cist pojam ima svoje poreklo jedino u razumu (ne u slici Culnosti). Pojam koji sve ovo
prevazilazi jeste ideja ili pojam uma. JoS uzviSeniji je pojam ideala.

,ONno §to je za nas jedan ideal, to je za Platona bila ideja boZanskog razuma, jedan
pojedinacni predmet u Cistom opazanju toga razuma, ono Sto je najsavrsenije u svakoj vrsti
mogucih bi€a i Sto je praosnov svih praslika u pojavi. Ali ne iduci tako daleko moramo
priznati da ljudski um, sadrZi u sebi ne samo ideje veC i ideale koji, doduSe, nemaju,
kao platonski ideali, stvaralaCke snage, ali ipak imaju prakticnu snagu (kao regulativni

%0 |manuel Kant, 2012, Kritika &istog uma, Dereta, Beograd, str. 39.
51 Imanuel Kant, 2012, Kritika &istog uma, Dereta, Beograd, str. 258.
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principi) i leZe u osnovi moguénosti savrienstva izvesnih dela.”%?

je praslika, a merilo je postupanje boZanskog Coveka u nama.

Ideja daje pravilo, ideal

Na primer, vrlina i ljudska mudrost u svojoj potpunoj Cistoti su ideje, a mudrac
jeste jedan ideal, to jest jedan redak Covek koji postoji u mislima, ali koji se potpuno
podudara sa idejom mudrosti. Uporedujemo se sa postupanjem boZanskog Coveka u nama
da bi sebe ocenili i popravili, ali nikada ga ne moZemo dostici u svojoj savrSenosti. ldeja
0 skupu principa svih mogucnosti stvari, data a priori, koja je potpuno odredena, jeste
ideal Cistog uma ili transcedentalni ideal. Na primer beskonacnost, jedinstvo, vecnost.
Kant ovako stiZze do najviSeg bica, ideala, koji je bez nedostatka, pojam koji celokupno
ljudsko saznanje zavrSava i kruniSe, Ciji se objektivni realitet zaista na ovome putu ne
moZe dokazati.>® Zato Kant postavlja tri pitanja: Sta mogu da znam? Sta treba da &inim?
Cemu mogu da se nadam?

Time Sto misljenje postaje sve slicnije apstraktnim oblicima koje nalazi u sebi, ono
razvija i stvara sigurne matematicke nauke.>* Jedinstvo matematickog pojma ukljucuje
lepotu i tako u dusi nastaje unutrasnje savrSenstvo. Lepo, putem imaginacije, povezuje
Culni i inteligibilni svet. Matematicki objekti mogu da apstrahuju svaku stvarnost. Ap-
straktni pojam je rezultat Cistog misaonog postupka, kojim stvaramo nove i samostalne
sadrZaje koji prelaze granice svih podataka oseta. Apstraktni temelji daju nauci sigurno
saznanje.

1.5.2. Tri skole matematike

Matematika je beskrajno sloZen i tajnovit svet. IstraZivanje tog sveta je strast. Ljudi
spolja posmatraju sa Cudenjem tog matematiCara i oCarani su time 5to su takav cudan lik
i tako Eudna delatnost doli na svet i odrZali se hiljadama godina.>®

,unutrasnja logika razvoja matematike podseca nas mnogo viSe na rad jednog jedi-
nog intelekta, koji sistematski i dosledno razvija svoju misao, sluze€i se mnostvom ljud-
skih individualnosti samo kao sredstvom. To je slicno orkestru koji izvodi simfoniju ne-
kog kompozitora. Tema prelazi od jednog do drugog instrumenta, a kad jedan od izvodaca
treba da prekine svoj deo, preuzima ga drugi i svira je s besprekornom precizno$cu.«>

52 Imanuel Kant, 2012, Kritika &istog uma, Dereta, Beograd, str. 389.

53 Imanuel Kant, 2012, Kritika &istog uma, Dereta, Beograd, str. 431.

% Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, 1zdavatka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 39.

55 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 2.

%6 philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 50.
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Ako radimo matematiku svaki dan, ona ham se €ini kao najprirodnija stvar na svetu.
Ako zastanemo da razmislimo o tome Sta radimo, Cini se da je najzagonetnija stvar na
svetu. Postoje tri matematicka pravca: platonizam, formalizam i konstruktivizam. >’

Platonisti, poput Kurta Gedela, smatraju da su brojevi apstraktni, nuzno postojeci
objekti, nezavisni od ljudskog uma. MatematiCki objekti su stvarni, postoje u prirodi ne-
zavisno od toga znamo li za njih ili ne. Beskonacni skupovi, krive i drugi objekti mate-
matiCke teorije, potpuno su odredeni i imaju odredene osobine, i neki od njih su poznati
dok su mnogi nepoznati. Oni postoje izvan prostora i vremena fiziCke egzistencije. Svako
smisleno pitanje o nekom matematickom objektu ima svoj odgovor, bez obzira na to da li
smo u mogucnosti da ga ustanovimo ili ne. Matematicki objekti postoje nezavisno od uma
koji ih posmatra. Racionalisti su sposobnost rasudivanja smatrali urodenom odlikom ljud-
skog uma, kojom se istine mogu shvatiti a priori, nezavisno od opazZanja. ,Postojanje ma-
tematiCkih objekata u carstvu ideja nezavisnih od ljudskog uma nije bila nikakva teSkoca
za Njutna i Lajbnica; kao hris¢ani uzimali su samo po sebi postojanje BoZanskog Uma.
U takvom kontekstu postojanje idealnih objekata, kao Sto su brojevi i geometrijski oblici,
nije bio nikakav problem.“>®

Formalisti veruju da matematickih objekata nema. Matematika se sastoji od aksi-
oma, definicija, i teorema — drugim reCima — od formula. Formulama se moZze dati fizicko
tumacenje. , Teoriju skupova razvio je Kantor kao novu i fundamentalnu granu matema-
tike samu po sebi. Cinilo se da je zamisao skupa — proizvoljne kolekcije pojedinagnih
objekata — tako jednostavna i fundamentalna da bi mogla biti kamen temeljac od kojeg
se moZe izgraditi cela matematika.“>° Kasnije je Rasel (a pre njega i Kardano) dosao do
Cuvenog paradoksa i Zeleo je da preformuliSe teoriju skupova i da matematiku postavi na
temelje logike. , Cista matematika je klasa svih iskaza oblika p implicira g, gde su pi g
iskazi koji sadrze jednu ili viSe promenljivih, istih u oba iskaza, i gde ni p ni g ne sadrZe
druge, osim logickih konstanti“® Rasel nije uspeo da &itavu matematiku svede na logiku,
iako se pravila logike kao Sto su kontradikcija ili pravila implikacije, smatraju objektivnim
I nespornim.

Konstruktivisti pravom matematikom smatraju samo ono $to se moZe dobiti pomocu
konacne konstrukcije. Brouver je smatrao da nam je prirodne brojeve dala fundamentalna
intuicija, koja predstavlja ishodiSte sveukupne matematike. Prirodni brojevi su temelj od

57 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 322.

Napomena. Okvirno su prikazana tri pravca. Oni se ipak medusobno preplicu. Ima i drugih misljenja o
ovom pitanju.

58 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 330.

%9 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 334.

60 Bertrand Russell, 1903, The Principles of Mathematics, W. W. Norton & Company, Inc. New
York, p. 3.
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koga se konstruiSu svi smisleni matematicki pojmovi. Ovaj pravac podrzava veoma mali
broj matematicara.

Pod uticajem Hilberta i Burbakista, u dvadesetom veku, u matematici prevladao je
formalizam. Ali matematicari su vecinom verovali, i veruju i dalje, u platonizam. U novije
vreme raste protivljenje formalizmu. U novijim matematickim istraZivanjima vidljiv je
zaokret prema konkretnom i primenljivom. U tekstovima i traktatima poklanja se vise
paznje primerima, uz manju strogost u formalnom izlaganju.

1.5.3. Intuicija

Navodimo nekoliko odredenja pojma intuicije.

(1) Intuitivno znaci vizuelno. Objekti o kojima se radi mogu se videti i predstaviti
graficki i vizuelno, nezavisno od stroge (formalne, apstraktne) verzije. Time in-
tuitivno daje izvestan kvalitet strogoj verziji. Ovde treba biti oprezan jer vizu-
elizacija nas moze navesti na zakljucak da neke tvrdnje smatramo ociglednim,
a u stvari su one sumnjive ili pogresne.

(i1) Intuitivno znaci razumno i uverljivo u nedostatku dokaza. Do toga se dolazi na
osnovu iskustva steCenog u slicnim situacijama ili povezanim temama. To je
slutnja i nagovestaj za moguci dokaz.

(i) Intuitivno znaCi integrativno u odnosu na detaljno ili analiti¢ko. Kada o mate-
matiCkoj teoriji razmisljamo globalno, i uvidamo da su neke tvrdnje istinite jer
se uklapaju, tada razmisljamo intuitivno.

Smatra se da je matematiCar KoSi imao izuzetnu intuiciju. Na primer, znao je KoSijevu
integralnu teoremu, iako tada jos nije bio formalizovan integral kompleksne funkcije po
konturi. Kako je to moguce? Kosi je bio veliki matematicar i mogao je da se osloni na
svoju intuiciju. Bio je takav genije da je podsvesno znao da tvrdenje vaZi.®*

Intuiciju ipak treba prihvatiti uz sumnju jer moZe da bude jedan od nesavrSenih me-
hanizama ljudskog mozga, Sto dalje moze dovesti do velikih zabluda.

,Bit matematike je njena sloboda, rekao je Kantor. Sloboda da konstruiSe, sloboda
da pravi pretpostavke. Ti aspekti matematike priznaju se u formalizmu i konstruktivizmu.
Pa ipak, Kantor je bio platonista, verovao je u matematicku stvarnost koja nadilazi ljudski
um. Te konstrukcije, ti zamiSljeni svetovi, nametu nam tada svoj red. Moramo priznati
njihovu objektivnost; oni su delom poznati, a delom zagonetni i teSko saznatljivi; delom
se, moZda i ne mogu saznati. To je istina koju vidi platonista.*%?

81 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 398.

62 philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 407.
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1.5.4. Primena matematike

Kako fiziCari gledaju na matematiku? Profesor Vilijam Tejlor (William F. Taylor)
medunarodni je autoritet u inZenjerstvu i profesionalno podrucje mu je u oblasti fizike,
hemije i nauke o materijalima. Tejlor smatra da ne stvara matematiku vec da je koristi.
Po njegovim reCima, mnogo toga 5to je u poslednje vreme razvijeno u matematici, daleko
je iza granice neposredne primene. Matematika je sama po sebi, model. Tejlor smatra da
se naucna metoda moZe podvesti pod indukciju, dedukciju i verifikaciju. ,Indukcija se
odnosi ha moju svest o opaZzanjima drugih i o postojecim teorijama. Dedukcija se odnosi
na konstrukciju modela i na fiziCke zakljuCke koji su iz njega matematicki izvedeni. Ek-
sperimentatoru je potreban model da bi mogao da pripremi svoje eksperimente. Inace ne
bi znao gde da trazi. Radio bi u tami. TeoretiCaru je potreban eksperimentator da mu kaze
Sta se dogada u stvarnom svetu. InaCe bi njegovo teoretisanje bilo prazno. Izmedu njih
dvojice treba da postoji odgovarajuca komunikacija i mislim da zaista i postoji.*®

U fizici i tehnologiji matematika igra ulogu mocnog alata za rasudivanje u kom-
pleksnim situacijama. Znanje u tehnickom smislu, kako ga shvata Tejlor, podrazumeva da
se moZe izraziti simbolima. MatematiCke primene mogu se ostvariti i odlukom. Stvaramo
razlicite matematiCke strukture, a zatim namerno ispitujemo razlicite pojave fiziCkog sveta
u njima. Sve ¢e3te moZemo Cuti da se na univerzitetima predaje matematicko modeliranje.

Pretpostavimo da imamo primenu, recimo, teorije parcijalnih diferencijalnih jedna-
¢ina u matematickoj teoriji elasticnosti. Sada mozZe da se postavi pitanje ima li teorija
elastiCnosti primenu van same teorije. Pretpostavimo da je to teorijsko inzenjerstvo. A
da li je ta teorija zanimljiva inZenjeru u praksi? Pretpostavimo da jeste — omogucava mu
izvrSenje analize naprezanja, na primer, automobilskih vrata da bi se zadovoljili standardi
za Cvrstinom. A kao S$to znamo, automobil ima osnovnu primenu — prevoz ljudi. Na ovaj
nacin prati se primena matematike od apstraktnog nivoa do nivoa potro3aca.

Kako smo videli u prethodnom stavu, cilj matematike jeste njena prakti¢na primena.
Neoplatonisti bi rekli da je teSko poverovati da jedna superiorna (duhovna) delatnost moze
naci svoje opravdanje u inferiornoj (materijalnoj) delatnosti. Neki autori smatraju da je
naucni ideal objedinjavanje znanja o formiranju matematickih sistema i fizickih zakona.

U Uvodu matematickih principa prirodne filozofije, ser Isak Njutn istiCe da su stari
autori u istraZivanjima prirodnih stvari pridavali veliki znacaj mehanici, a novi, koji su
odbacili supstancijalne forme i okultne sadrZaje, nastojali su da prirodne pojave objasne
zakonima matematike. Zanatsko umece u mehanici povezano je sa preciznoscu. ,Jer se i
crtanje pravih linija i krugova, na ¢emu se zasniva geometrija, tice i mehanike. Geometrija
ne poducava kako se povlaCe ove linije, ona to zahteva. Ona, naime, trazi da nedovoljno
upucen najpre sam izuci da ih precizno povlaCi, pre nego Sto stupi na prag geometrije,

83 philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 45.
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zatim poducava kako se putem ovih operacija reSavaju problemi. Povuci prave linije i
nacrtati krugove jeste problem, ali ne geometrijski. Od mehanike se zahteva reSenje ovog
problema, a u geometriji se uci kako da se ta resenja koriste.*“54

Pitanje odnosa izmedu moguceg i stvarnog sustinski odreduje odnos izmedu deduk-
cije i iskustva. Zan Pijaze® dodaje da je to pitanje velikog dela istorije nau¢ne misli.
Oblast misljenja i oblast bivstva su po svom obimu razliCite, tako da nikad ne mogu biti
dovedene do potpunog poklapanja; ipak, izmedu njihovih sadrZaja postoji opsta harmo-
nija, usled koje se svi odnosi bivstva projektuju i predstavljaju u ljudskom duhu po merilu
samog tog duha.®® Preimuéstvo i plemenitost duha su u tome §to je za njega vezana ujedno
sva lepota i savrienstvo univerzuma.®” , Svekolika misleca delatnost zna¢i samo prihvata-
nje i prenoSenje odredenja koja su, po sebi i za sebe, izvornije prisutna u svetu stvarnosti.
Oblicje i pokret, boja i ton, prostorni poredak tog skupa, kao i vremenski poredak uza-
stopnosti: sve su to stalne i gotove svojevrsnosti samih objekata; zadatak se sastoji samo u
tome da se pokaZe put kojim se krece pretvaranje tih osobina stvari u duhovne osobine...
Nacin na koji se predmeti prevode u duh pojmicemo, ako promislimo o tome da du3a
u sebe ne prima njihovu potpunu stvarnost nego samo njihov oblik. Same stvari u sebi
sjedinjuju, ukoliko su sazdane od materije i oblika, jedan materijalan i jedan inteligibilan
faktor,“%8

»Istina je da imamo obiCaj da medusobne odnose nauka zamisljamo kao pravolinij-
ski sled: matematika, fizika (u Sirem smislu), biologija, pa psiholoSke i druStvene nauke
tako dolaze jedna za drugom po principu hijerarhije, u Cuvenom nizu sve vece sloZenosti
i sve manje opstosti koji je zamislio Ogist Kont. Samo tada se postavljaju dva pitanja. Na
prvom mestu, na cemu se zasniva matematika? Na samoj sebi, tu se svi slazu, ili na logici,
koja se takode oslanja na samu sebe. Medutim, dok se to moZe Ciniti jasnim sa jedne taCke
posmatranja, bilo metafizicke, bilo usko aksiomatske, to objasnjenje prestaje da zadovo-
ljava €¢im potrazimo uslove pod kojima je aksiomatika moguc€a. Tada nuZzno dolazimo
do toga da se pozovemo na zakone ljudskog uma, 5to je jedno eksplicitno (Poenkare,
Brensvik, itd.) ili implicitno pozivanje na psihologiju. Na drugom mestu, i na drugom
kraju niza postavlja se pitanje Cemu teZe istraZivanja geneticke psihologije? Upravo tome
da nam objasne kako se konstruiSu uvidi i pojmovi prostora, broja, reda, i tako dalje, to
jest logicke i matematiCke operacije. Cim napustimo jedno Cisto normativno i aksiomat-

64 sak Njutn, 2011, Matemati&ki principi prirodne filozofije, Akademska knjiga, str.7.

85 Zan PijaZe, $vajcarski razvojni psiholog i filozof, Ziveo je od 1896-1980.

% Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 48.

67 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 50.

88 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, 1zdavatka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 55.
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sko stanoviste, linearni niz saznanja postaje kruzan, jer linija koju pratimo, u pocetku
prava, polako po€inje da se zatvara prema sebi.“®°

NAPOMENA. Medusobni odnosi nauka slikovito se mogu uporediti sa prostim linij-
skim i algoritamskim Semama, ali takode i sa razgranatim linijskim Semama. Grananje je
osnovna osobina medusobnih odnosa nauka.

Slika 6 — FibonacCijeve ortogonalne spirale

Po prirodi stvari, ovaj epistemoloski krug je izraz kruga u naukama: objaSnjenja
psihologije se pozivaju na objaSnjenja biologije, a ova na objasnjenja fizike 1 hemije;
objaSnjenja fizike se oslanjaju na matematiku, a matematika i logika se zasnivaju jedino
na zakonima uma.’® ,Preko matematike i psihologije, nauka asimiluje stvarnost u okvire
ljudskog uma i tako sledi jedan idealistiCki pravac. S druge strane, matematika, u stvari,
asimiluje Culne datosti sa prostornim i numerickim shemama i na taj nacin materiju pod-
vodi pod sistem sve sloZenijih i sve koherentnijih operacija koje dedukciji omogucavaju
da vlada iskustvom, pa &ak i da ga objasnjava.“’*

PijaZe postavlja pitanje: Kako je moguca matematicka nauka, strogo deduktivna i
istovremeno sasvim prilagodena iskustvu? To je oduvek i centralni problem epistemolo-
gije. Matematika se slaZe sa fiziCkom stvarno$¢u. Raznovrsne strukture i odnose u materi-

69 Zan PijaZe, 1994, Uvod u genetigku epistemologiju: 1. Matematitko misljenje, Izdavatka knjiZzarnica
Zorana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 42.

70 Zan PijaZe, 1994, Uvod u genetigku epistemologiju: 1. Matematitko misljenje, Izdavatka knjiZzarnica
Zorana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 42.

1 Zan PijaZe, 1994, Uvod u genetitku epistemologiju: 1. Matematitko misljenje, Izdavatka knjizarnica
Zorana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 43.
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jalnom svetu fiziCari precizno izraZzavaju matematickim jezikom. Izmedu fizickog univer-
zuma i apstraktnih okvira geometrije i analize postoji harmonija. Za tu harmoniju se moZe
reCi da je unapred uspostavljena jer do saglasnosti matematike i stvarnosti ne dolazi samo
u trenutku otkrica nekog fizickog zakona. Matematicke sheme mogu vremenski unapred
anticipirati iskustveni sadrZzaj. Geometrijski i analiticki oblici elaboriraju se bez obazira-
nja na stvarnost. Ukoliko su oni deduktivno koherentni, iskustvo ih nece opovrgnuti vet
¢e se tatno uklopiti.”? ,Predi ne samo preko &ulnih stvari nego i preko inteligibilnih obje-
kata, napusti oblast razuma i uzdigni se — ljubavlju prema jedinom i najvisem dobru — do
tog samog dobra, koje je iznad svekolikog bivstva, iznad sveg Zivota i sveg razuma.“ "

»Misliti prirodu kao inteligibilni kristal, kako se to danas usuduju najbolji medu
nama, moZda je put istine — put na kome sija svetlo matematike.“ "

1.5.5. Matematikai kultura

Kultura jednog druStva obuhvata kako nematerijalne aspekte — verovanja, ideje i
vrednosti koji Cine njen sadrZaj, tako i materijalne aspekte — objekte, simbole ili tehno-
logiju kojima se sadrZaj kulture izraZava.” Kultura je vise od medijuma za prenosenje
znanja i uverenja. Ona je medijum putem kojeg osoba doZivljava svet. Temeljni znaCaj za
sve kulture imaju one ideje koje odreduju Sta se smatra vaznim, vrednim i pozZeljnim.

Kultura je ukupan zbir ljudskih sistema simbola koje moZemo svrstati u nekoliko
.76
grupa:

sistem jeziCkih kodova — govorni, pisani, notni, sloZzeni matematicki izrazi, racunarski
algoritmi, Sahovski i drugi zapisi;

vrednosti — shvatanje o tome Sta je dobro a Sta loSe;

uverenja — stavovi o obrazovanju, radu, religiji itd.;

norme — ponasanje ljudi;

zalihe znanja — naucni rad, akademsko pisanje i iskustvo;

fiziCki predmeti — knjige, umetnicke slike i umetniCki predmeti, gradevine i dr;

— tehnologija.

Prema Karlu Poperu svet se sastoji iz tri dela:

72 Zan PijaZe, 1994, Uvod u genetigku epistemologiju: 1. Matematitko misljenje, Izdavatka knjiZzarnica
Zorana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 50.

73 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, Izdavacka knjiZarnica Zorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str.78.

* Oskar Becker, 1998, \elitina i granica matematitkog nacina misljenja, Demetra, Zagreb, str. 156.
MoZete se upoznati sa pojmom fraktala sa izlomljenom, a finom strukturom koja se opisuje pomocu Ha-
usdorfove fraktalne dimenzije. Stevan Pilipovi€, Dora SeleSi, 2012, Mera i integral: fundamenti teoriji
verovatnocte, Zavod za udZbenike, Beograd, str. 85.

75 Entoni Gidens, 2007, Sociologija, Ekonomski fakultet, Beograd, str. 24.

6 DZonatan H. Tarner, 2009, Sociologija, Mediteran Novi Sad, FPN Beograd, str. 106.
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Prvi svet je fiziCki svet, svet mase i energije, kamenja i zvezda. Drugi svet je svet sve-
sti. Misli, ose€aji, svest, sve su to nefizicke stvarnosti. Tre€i svet je jezik, teorije, drustvena
svest, nematerijalna kultura Covecanstva. To je svet u kome se nalazi matematika. Postoja-
nje predmeta koji se zove matematika jeste &injenica, a ne pitanje.”” Ovaj pogled zapravo
je veliko trojstvo: duh, dusa i telo.

Matematika je objektivna stvarnost koja nije ni subjektivna ni fizicka. Ona je idealna
(to jest, nefiziCka) stvarnost koja je objektivna (izvan svesti bilo koje osobe). Zapravo, pri-

Adler beleZi istinsku radost umetnika. ,,Novi matematiCki rezultat, potpuno nov, koji
nikad pre niko nije naslutio ili razumeo, negovan od prve privremene hipoteze, kroz la-
virinte pogreSno pokuSanih dokaza, pogresnih pristupa, neobetavajucih pravaca i kroz
mesece i godine teSkog i delikatnog rada — nema nicega, gotovo nicega, na svetu 5to moze
pruZiti takvu radost i oseaj moc€i i duSevnog mira, da se moZe uporediti sa onim Sto oseca
njegov stvaralac. A velika matematicka gradevina je trijumf koji Sapuce o besmrtnosti."®

" Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 410.

"8 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 409.

79 Philip J. Davis, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZivljaj matematike, 2004, Golden marke-
ting, Tehnicka knjiga, Zagreb, str. 58.



2.

ELEMENTI MATEMATICKE ANALIZE NA
TEHNICKIM FAKULTETIMA

2.1. PROGRAM MATEMATICKE ANALIZE NA TEHNICKIM FAKULTETIMA

PredavaCi imaju tendenciju da se oslanjaju na sopstvena setanja na ono $to su
ucili kad su bili u Skoli. Madutim, iz mnogo razloga, situacija danas je znatno drugacija.
Nastavni plan treba posmatrati u ovom trenutku.*

Baumslag istiCe nekoliko vaznih Cinjenica. Studenti koji dolaze iz Skole nisu dovoljno
pripremljeni. U srednjoj 3koli dokazi su dati samo kao nebitna formai ne ocekuje se
daih daci razumeju, a kamo li da zngju. Dolaskom na univerzitet, gde saznaju da su
definicije i dokazi veoma vazni delovi kursa, oni shvate da su ha gubitku. Promene u
8kolama, promene u hastavnom programu, smanjen kriterijum i veti obim upisa doveli
su do toga da su na fakultetima primani slabiji i manje pripremljeni studenti. Oni su
manje spremni naborbu da pronadu reSenje. Radije odustaju posle kratkog pokusaja da
problem re3e. Istovremeno, umesto vise studentima se posvetuje manje vremena, $to
narocito pogada slabe studente. Finansiranje studija nije povetano srazmerno broju
i potrebama. Svi ovi razlozi doprineli su olakSavanju i pojednostavljivanju nastave i
samog predmeta.

Sustinska odlika modernog univerziteta jeste izvrsnost. Na univerzitetu uvek je bio
cilj da studenti dobiju znanje i ngjvisi moguci standard akademskog uspeha. Od njih
se ocekuje daizadu u drudtvo i da proizvode nove idgje i nove tehnologije. Ukoliko
se standardi kurseva dramati¢no spuste i prilagode slabim i 10Se obrazovanim studen-
tima, univerzitet nete uspeti u najvaznijoj obavezi da iznedri izvanredne diplomce,
sposobne, maStovite, saSirokim opsegom znanjai vestina. TeSko je prilagoditi kurs do-
brim studentima i moZze se dogoditi da e im biti dosadno. Zbog toga postoji midljenje
datreba brinuti 0 pametnim studentima. To €e sigurno uspeti. Pametni prolaze dobro i
Nose Se uspesno sa teskotama. étaj e redenje?

Ne smemo zanemarivati bolje studente i za njih treba obezbediti zahtevne kurseve.
Na univerzitetu moraju da se obezbede kursevi koji odgovargju razli€itim student-
skim sposobnostima i interesovanjima. Pored toga treba imati u vidu kurseve koji tek

! Baumslag B., 2000, Fundamentals of Teaching Mathematics at University Level, Imperial College
Press, London, p. 6.
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ocekuju studente. Svaka faza studija treba da bude dizajnirana prema studentima koji
su prodi u narednu fazu, a gradivo da se nastavi tamo gde je prethodno zavréeno?

Prema Posneru nastavni program sadrzi viSe elemenata, medu kojima su:

1. podrucjei redosled uCenja— matrica ciljeva za pojedine nivoe obrazovanja koji
su grupisani prema podrucjima;

2. silabus— plan kursa koji obi¢no sadrzi obrazlozenje, teme, resursei evaluaciju;

pregled sadrzaja— lista obuhvatenih tema;

4. standardi —listaznanjai vestinakoje poseduju studenti nakon zavrSetka Skolova-
ng

5. udzbenici — nastavni materijal korigten u nastavi.®

w

Mars istiCe da kurikulum Cine predmeti koji su najkorisniji za savremeni zivot, a
prema Smitu to su ishodi koje studenti treba da postignu.®

Termin silabus uglavnom se vezuje za univerzitetsku nastavu, odnosno univerzitet-
ske kurseve sa znaCenjem nastavnog programa, programa kursa, nastavnog plana, pre-
gleda sadrzaja, pregleda i rasporeda predavanja. Drugi autori smatraju da je silabus deo
kurikulumakoji je usmeren na specifikaciju nastavnih jedinica, $to zavisi od specifikacije
naCina ucenjatih jedinica, Cime se bavi metodika.

Ishodi definisu ono &o Wenik treba da zna, razume, vrednuje, i $to je u stanju da

uradi... Kurikulum se ne bavi toliko pitanjem Sta ¢e se WCiti, kako i kada, koliko pi-

tanjem Sta ¢e biti nauceno. Kurikulum je u sustini program aktivnosti nastavnika i
utenika usmerenih na ostvarivanje odredenih ciljeva i ishoda obrazovanja®

PaZnja se usmerava na ono Sto student Cini u situacijama interakcije i organizova-
nog ucenja, poput opazanja, reSavanja problema, razmenaidegjai iskustava, razumevanja,
rezonovanja, kritickog midljenja, konstruisanja, eksperimentisanja, stvaranjaalternativa, i
dr.

Zakreiranje programa nastave i njegove strukture isticu se tri dominantna pristupa:

(i) Pristup usmeren nasadrzaj, odnosno program (content based/programe based).
To je tradicionalni pristup u kome se popisuju oblasti ili teme koje €e se pre-
davati. Ovaj pristup opravdava se Cinjenicom da nije moguce predvideti koja
vrsta znanja €e biti potrebnau blizoj ili daljoj buducnosti. Smisao obrazovanja
u tom duhu jeste da obezbedi opste, univerzalno i strukturirano znanje koje se
prezentuje putem Sirih principa, pojmovai teorija.

2 Baumslag B., 2000, Fundamentals of Teaching Mathematics at University Level, Imperial College
Press, London, p. 14-22.

3 Miomir Despotovi¢, 2010, Razvoj kurikuluma u stru&nom obrazovanju, Filozofski fakultet, Univerzitet
u Beogradu, str. 21.

4 Miomir Despotovi¢, 2010, Razvoj kurikuluma u stru&nom obrazovanju, Filozofski fakultet, Univerzitet
u Beogradu, str. 21.

5 Miomir Despotovi¢, 2010, Razvoj kurikuluma u struénom obrazovanju, Filozofski fakultet, Univerzitet
u Beogradu, str. 29.
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(i) Pristup usmeren na aktivnosti i iskustvo ucenja (activities based/experience ba-
sed). U ovom pristupu primarni uticaj imaizbor i organizacija metoda, tehnika,
strategija ucenjai nastave. On omogucava razvoj op&tih sposobnosti, kritickog
midljenja, formulisanjai reSavanja problema.

(iii) Pristup usmeren naishode (outcome based). Najvaznije je Sta ce biti nauceno.
Obrazovanje i uCenje pripremaju studenta za razumevanje konteksta, za funk-
cionisanje u njemu. Krajnji efekat ucenja je unapred i jasno definisan i postaje
primarna stvar u procesu u¢enja.®

Idga nam je da u ovom delu prikazemo strukturu kurikuluma matematicke analize

na elektrotehnickim, gradevinskim i maSinskim fakultetima u Srbiji (Univerzitet u Beo-
gradu, Univerzitet u Novom Sadu i Univerzitet u NiSu). Analiza kurikulumaizvrSice se
poredenjem sa Univerzitetom u Berlinu i Univerzitetom u étutgartu.

2.1.1. Uporedivanjekurikuluma Univerziteta u Berlinu sa elektrotehnickim fakulte-
timau Srbiji

Kada se uporede ciljevi uCenja matematicke analize na Univerzitetu u Berlinu (Fa-
kultet za elektrotehniku i matematiku) sa ciljevimai ishodima na elektrotehnickim fakul -
tetima u Srbiji, uoCava se sledeCe: za prvi predmet u prvoj godini studija na Univerzitetu
u Berlinu postoji tzv. preporuceni preduslov koji podrazumeva dve stvari. Prvo, neop-
hodno je intenzivno znanje matematike iz srednje 3kole. Drugo, preporucuje se uceste na
tronedeljnom kursu pre pocetka zimskog semestra. Preporuceni preduslovi nisu samo na-
znateni na pocetku studija vet za svaki matematicki predmet i preporuka je da se sledeti
predmet sluSa ako su prethodni polozeni.

Zasto su ovi preduslovi vazni? Zbog toga o je za poCetak nastave na univerzitetuiz
matematiCkih predmeta vazno predznanje. Tronedeljni kurs pomaze da se buduci studenti
prilagode zahtevima fakultetske nastave. Ovih preduslova na e ektrotehnickim fakulte-
tima u Srbiji nema. Kod nas se organizuje prijemni ispit za upis na fakultete (60 bodova)
i vrednuje uspeh iz srednje Skole (40 bodova). Upisom su pripreme za buduce studente
zavrsene.

Ciljevi uCenja na Univerzitetu u Berlinu veoma su znaCajni. Interesantno je da po-
de prve godine studija cilj ucenja podrazumeva homogenizaciju gradivaiz srednje 3kole.
Nadaljim nivoima, pored majstorstvai istrazivatkog majstorstva, ciljevi sadrze elemente
rezultata u primeni koji treba da se postignu. Na primer, primena matematike za modelo-
vanje inzenjerskih problema, upravljanje dinamickim problemimai sli¢no. Ciljevi ucenja
su pogodili sustinu nastave matematicke analize. U poredenju sa formalno postavljenim

6 Miomir Despotovi¢, 2010, Razvoj kurikuluma u stru&nom obrazovanju, Filozofski fakultet, Univerzitet
u Beogradu, str. 70.
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ciljevimai ishodimana el ektrotehnickim fakultetimau Srbiji, ovaj pristup sadrzi znacajan
iskorak i moze da bude uzor u izradi stranicapredmetai pripreme za nastavu.

U okviru obaveznih predmeta koje studenti pohadaju, sadrzaj predmeta na Univerzi-
tetu u Berlinu je obimniji i zahtevniji od sadrzaja na el ektrotehnickim fakultetimau Srbiji.
To govori 0 znataju matematike za studije elektrotehnike i primenu. Sto seliteraturetice,
interesantno je da se preporucuje eksterno udzbenik od istog autora za sve predmete ma-
tematike, a da su profesori u obavezi da pored udzbenika studentima pripremei skripte u
papirnom i elektronskom obliku.

Na Univerzitetu u Berlinu za Linearnu algebru za inZenjere predvideno je 60 sati
predavanja i vezbi, zatim 90 sati samostalnog rada i 30 sati za pripremu ispita, $to je
ukupno 180 sati rada. Analiza | za inZzenjere obuhvata 90 sati predavanjai vezbi, zatim
120 sati samostalnog rada i 30 sati za pripremu ispita, $to je ukupno 240 sati rada. U
Analizi |1 takode je predvideno 240 sati rada ukupno. U planu zaIntegralne transformacije
i parcijalne diferencijalne jednacine to je 180 sati rada ukupno, kao i za Anadlizu lll.

Ispit na Univerzitetu u Berlinu €ine pismeni ispit i uradeni domaci zadaci.

2.1.2. Uporedivanje kurikuluma Univer ziteta u étutgartu sa tehnickim fakultetima
u Srbiji

Univerzitet u étutgartu Ima isti program matematike za gradevinski i masinski fa-
kultet. Kada se uporede ciljevi ucenja sa tehnickim fakultetima u Srbiji, interesantno je
sledete. Ciljevi utenjana Univerzitetu u étutgartu su eksplicitni i glase: Studenti e biti u
stanju da samostal no primene svoje znanje na kreativan i kriti ki nacin. Studenti ¢e pose-
dovati matematicku osnovu za razumevanje kvantitativnih modela iz inZenjerskih nauka.
Sudenti Ce biti u stanju da koriste matematiku, zajedno sa strucnjacima iz inzenjerskih
oblasti.

Na tehnickim fakultetima u Srbiji ciljevi su dati kao nabrajanje oblasti kojima stu-
denti treba da ovladaju. Sto se ishoda tige: Ovladavanje matematickim aparatom neop-
hodnimzateorijskei strucne predmete (GF, BG i NI), Podizanje opsteg obrazovnog nivoa,
formiranje radnih navika i sistematicnosti u radu, kao i izoStravanje kriti Cnosti. Sudent
treba da razume gradivo u meri koja mu je dovoljna za primenu pri reSavanju konkretnih
problema, i za uspesno pracenje nastave strucnih predmeta (MF, BG). Uporedivanjem ci-
ljevai ishoda dolazimo do jasnog zakljugka da Univerzitet u Stutgartu predvida znatajne
rezultate u primeni matematike koji treba da se postignu. Tehnicki fakultet, formalno,
ima dlicne idegje za obrazovne ciljeve i ishode. Cilj: Osposobljavanje studenata za ap-
straktno midljenje, generalizaciju i sticanje matemati Ckog znanja za primenu u tehnici.
Ishodi: Student je osposobljen za primenu matemati Ckih modela u strucnim predmetima.
Na sledecim nivoimaishodi se predvidaju za primenu matematike u struci i inZenjerskoj
praksi.
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U sadrZzgjnom smislu primecuje se da na MF u Beogradu, ali ni na GF u Ni&u, nije
predvideno izu¢avanje Furijeovih redova. Sto seliteraturetice, naUniverzitetu u Stutgartu
u ponudi je viSe udzbenika za navedeni predmet, od kojih se jedan poklapa sa Univer-
zitetom u Berlinu. Na tehnickom fakultetu u Novom Sadu ponudeni su udzbenici koji
pokrivaju razliCite oblasti, autora koji su predavaCi. Na Univerzitetu u Nisu postoji jedna
specifiCnost, u ponudi literature je Zbirka zadataka autora Milici€ai UStumlica, sa preko
Cetiri hiljade zadataka, $to je neprimereno za pripremanje ispita. Na MaSinskom fakultetu
u Beogradu, pored profesora koji predaju matematiku u ponudi je udZbenik Elementi di-
ferencijalnog i integralnog raCuna od autora D. ToSi€a, M. Albijanicai D. Milenkovi¢, za
Matematiku 2.
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2.2. ELEMENTI MATEMATICKE ANALIZE
2.2.1. Matematickalogikai skupovi

Teznja za obj edinjavanjem matemati Cke teorije zasniva se na misaonim konstrukci-
jama na kojima bi se mogla zasnivati Citava matematiCka nauka. Vazno je pronaCi sistem
aksioma, pravila zakljuCivanjai omoguciti deduktivnu izgranju matematickih teorija.

I stinitost aksiomaoslanjase naneposrednu intuicijui iskustvo, apravilazakljucCivanja
na matematicku logiku. Logika je nauka Ciji je jedan od vaznih predmeta istrazivanje
ispravnosti potpunih svedoCanstava — dokaza. Osnovna idgja, u ovom delu, jeste da se
prihvate termini istinitosnih vrednosti, i to tacno T i netatno L. Takode je vazno da se
razume metoda svodenja na protivreCnost. Konstante T i L, Ciji operacijski deo Cine Cetiri

binarne operacije A, V, = i < | jedna unarna operacija — je iskazna algebra

Pl 9] PAGQ | PVGQ | P=Qq ]| P=(

T T il T il T p | —q
T | L L T L 1L T L
LT 4 T T 1 LT
L] L 4 1 T T

Definicija iskazne formule.

(i) Samaiskazna slovai konstante T, L su formule
(i) AkosuAi Bformuleondasui AV B, AAB, A=-B, A< Bi —Atakode formule.
(iii) Iskazne formule mogu se graditi samo konatnom primenom (i) i (ii).

Iskazna formula A je tautologija ako i samo ako za sve vrednosti svojih iskaznih
slova formula A dobije vrednost T.

Iskaznaslova p, q, r, ... i njihove negacije mogu se interpretirati kao strujni relgni
prekidaCi. Simboli T, L kao ukljucen, iskljuCen. Na primer, ako su A i B iskazne formule
koje su vet interpretirane kao relejne prekidatke mreze (sheme) i
tada se formule AV B, AA B interpretirgju kao sledece sheme

— A8

=[]

Slikal— Releine mreze
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PRIMER 1. Spisak vaznijih tautologija:

p=p zakon refleksivnosti

pVv-p zakon iskljuCenja treteg
-(p=0q) < pA—q zakon negiranjaimplikacije
(p=q) < —-pVQq zakon uklanjanja implikacije
(p=0q) < (—q= —p) zakon kontrapozicije

(peq) < ((p=0q)A(g=p)) zakon uklanjanja ekvivaencije
(-p=(QA—Q)) = p zakon svodenja na apsurd
—(pVQ) < —-pA—Qq De Morganov zakon

—(pAQ) < —pV—q De Morganov zakon
(pA(p=1Q)) =q modus ponens

PA(QVT) < (pAQ)V (PAT) zakon distribucije

PRIMER 2. Metodom svodenja na protivrenost, dokazati da je iskazna formula modus po-
nens tautologija
(pA(p=0)) =q (modus ponens)

DokAz. Pretpostavimo suprotno da iskazna formula modus ponens nije tautologija, odno-
sno za neke vrednosti slova p i g formulaimavrednost L. Odnosno, t7(F) = L.

Po3to jeimplikacija, to se moze desiti samo u slugju 7(pA (p=>1q)) = T i 7(q) = L.
Konjukcijaima vrednost tatno ako oba Cinioca te konjukcije imaju vrednost T, odnosno
(p=T i t(p=q=T.
Posto je 7(p) = T ondaseiz formule
7(T=0q)=T dobijadaje T(q)=T (jerbizat(q)=_LbiloT=1L=.1).

Ako formula nije tautologija, ondaje t(q) = L i 7(q) = T &o je protivretnost ili kontradikcija.
Zakljutak: Navedena formula jeste tautologija.

PrRIMER 3. Metodom dovodenja na konjuktivni oblik dokazati daje iskazna formula modus
tolens tautologija.
((p=9)AQ))=p (modustolens)
DokAz. Ekvivalentnim transformacija dobija se:
(eliminacijom spoljne implikacije = naosnovu (A= B) < (-AV B))
(p=a)A=a) = =p< ~((p=a)A=0)V—p
(negiranjem konjukcije, primenom De Morganovog zakona =(AAB) < —AV —B)
& (=(p=qV~(=a)V-p
(naosnovu ——q = qi primenom —(A =- B) & AA —B)
< ((PA-a) V) V-p
(primenom distribucije \V prema A)

< ((pva)A(-gqVva))V-p
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(distributivnost Vv prema A)
< ((pVa)V=p)A((-qVa)V—p)

(asocijativnost, komutativnost i asocijativnost V)
< ((pv=p)Va)A((-qVa)V-p).

Ovde se stgje jer poslednja formula jeste tautologija zbog Cinjenice da je vrednost
t(pv-p) =T i 7(-qva)=T.

To znaCi dai poCetna, ekvivalentna formula, jeste tautologija.

Skupovi i operacije

Pojam skupai pojam elementa (Clana) skupa, kao osnovni pojmovi koji su intuitivno
jasni, ne definisu se. Oni imaju oslonac u iskustvu i zdravom razumu. Dalji sistem aksi-
oma i definicija omogucava deduktivnu izgradnju opSte teorije. Tako se u opstoj teoriji
skupova pojam skupa i njegovih elemenata uzdize na vis nivo apstrakcije. Uz odredene
interpretacije skupovai njihovih elemenatai pomocu vaznog pojmafunkcije (presikava-
nja) mogu se razviti i opisati ranije izgradene matematicke teorije. Idgja vodiljaje da se
odredeni skupovi organizuju kao strukture, tj. da se uvedu odredeni odnosi medu elemen-
tima datog skupa. Postoje razliciti tipovi matematickih struktura, pa se govori o algebar-
skim strukturama kojima se uvode i opisuju operacije medu elementima skupa, zatim o
uredenim strukturama kojima se uspostavlja poredak izmedu elemenata skupa, pa o me-
trickim strukturama kojima se definiSe polozg) i medusobna udaljenost izmedu elemenata
skupa.

Kada se govori o matematickim strukturama i uvodi osnovni troClani skup {alge-
barske strukture, uredene strukture, metricke strukture}, onda je ovo istovremeno primer
Apolonijevog univerzalnog sistema koji se moze primeniti i naci u nauci, umetnosti, pri-
rodi, kao i kod samog oveka.”

Skup i njegovi elementi (Clanovi, tatke) osnovni su pojmovi matematike.

Skupove oznaCavamo velikim latiniCnim slovima A, B, ..., X,Y,..., aelemente ma-
limslovimaa, b, ...,x,y, ... Cinjenicu daelement a pripada skupu A oznatavamo saa € A
ili A> a. U protivnom pisemo a ¢ A. Ako az, ay, ..., an pripadaju skupu A, onda zapisu-
jemo az, ay, ...,a, € A. Prazan skup nema nijedan element. obelezava se sa @.

Sa A= {x|P(x)} ili A= {x: P(x)} oznatava se skup svih elemenata x koji imaju
osobinu P.

7 Milog Canak, 2014, Das Geheimnis der Apollonischen Ber ilhrungsprobleme, X11 Oster Symposion
zur Geschichte der Mathematik, s. 44-58, Miesenbach.
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Ako je n prirodan broj, skup A= {x1,...,X,} od n elemenataxs,...,X, je konatan.
Prazan skup je konaCan (ima nula elemenata). Skup je beskonaCan ako broj njegovih
elemenata nije konaCan.

Za skup B kaze seda je podskup ili deo skupa A, ako je svaki element skupa B takode
element skupa A, tj. akoizx € Bdledi x € A, i oznatavase B C Aili AD B.
BCA& (W)(xeB=xecA).
Ako su A i B dva skupa, unija skupova A i B (u oznaci AU B) jeste skup Ciji su

elemenati svi elementi skupa Ai svi elementi skupa B, i samo oni.
AUB = {x| xe Avx e B} i

UnijaskupovaAy, ..., A, obelezavasesa | J A.
i—1

A A
B B
‘ @ @
Slika 2 — Podskup skupa, unijai presek skupova

Presek (zajednicki deo) datih skupova A i B (u oznaci AN B) jeste skup svih eleme-
nata koji pripadaju i skupu A i skupu B, i samo takvih.

ANB={x xe AAXx € B}.
Zadva skupa se kaze da su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata.

@B O |
Slika 3 — Razlika skupova i komplement skupa

Razlika skupova Ai B, uoznaci A\ B, jeste skup svih elemenata koji pripadaju skupu
A ne pripadaju skupu B.

A\B = {x|x€ AAX ¢ B}.
Ako je A C S komplement skupa A u odnosu ha skup Sjeste skup
AC = {x|x¢ AAXe S}, odnosno A®=S\A
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Oznaku A® koristimo onda kada se skup Spodrazumeva (jasan je iz konteksta).

Razika skupova A i B moZe se zapisati kao A\B = AN BC.

Smetritnarazlika oznatava se AAB = (A\B) U (B\A).

Partitivni skup skupa S, u oznaci P(S), jeste skup svih podskupovaskupa S.

Kako je prazan skup podskup svakog skupa, i kako je svaki skup podskup samog
sebe, iz gornje definicije sledi da@ € P(S) i Se P(S).

Za skupove A, B,C, S P(S) vaZze sledeta tvrd enja:

AUA=A, ANA=A

AUB=BUA, ANB=BNA,

(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNC),
(AUB)UC= (AUC)U (BUC), (ANB)NC=(ANC)N(BNC),
AcCB= AUB=B, ACB=ANB=A,
(AUB)NC = (ANC)U(BNC), (ANB)UC= (AUC)N(BUC),
AUA® =S (ACS), ANA® =g, (ACYS)

(AUB)*=A°NB° (ABCS), (ANB*=A°UB® (ABCS).

Ako su A B € P(S), tada su A°, AUB, AN B takode elementi skupa P(S).

PRIMER 4. Dokazati da za skupove vaze de Morganova pravila
(AUB)®=A°NB°
(ANB)© =ACUB®
gdesuA,BC S
DOKAZ.
x€ (AUB)® & x¢ AUB
<& X¢AAXEB
& xeAAxe B
& xe A°NBC.

PRIMER 5. Dokazati ACDABCDACCD akoi samo ako AUBUC C D.
UpuTSTVO. Odgovargjuta tautologija je
(P=9AN(Q=9)A(r=95) < (pvqVr=179)
Dekartov proizvod dva skupa X i Y jeste skup Z Ciji su elementi uredeni parovi sa

prvom komponentomiz skupa X i drugomiz skupa, tj.

Z=XxY={(Xy) | xe XAyeY}.
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Dekartov proizvod nije u opstem sluCaju komutativna operacija, tj. X xY #Y x X.

Dekartov proizvod kao skupovna operacija vodi nas u viSe dimenzija u teoriji sku-
pova. Dekartov proizvod n skupova Xy, ..., Xn je

Xy X oo x Xn={(X1,.... %) | X1 € X1 A... A% € Xn}.

Dekartovi proizvodi X x X,X x X x X, ... obelezavaju se redom saX?,X3,. ..

Ako su X i'Y dva skupa, binarna relacija u skupu X x Y jeste svaki njegov podskup.

U specijalnom ducaju Y = X binarnarelacija je svaki podskup skupa X x X.

Neka je p binarna relacija u skupu X x Y. Kazemo da je x u relaciji p sa'y (u oznaci xpy)
akoje (x,y) € p, Sto skrateno piSemo (X,y) € p < XpY.

Na primer, relacije >, <, >, < su binarne relacije u skupu realnih brojeva R.

Nekaje Sproizvoljan skup i p relacija u skupu S.

p je REFLEKSIVNA ako i samo ako Xxp X,

p je SIMETRICNA akoisamoako Xpy=ypX,

P je ANTISIMETRICNA akoi samoako XpyAypX = X=Y,
p je TRANZITIVNA akoisamoako XpyAypz=-Xpz

Relacija ekvivalencije (RST). Relacija p zove se relacija ekvivalencije ako je REFLEK-
SIVNA, SIMETRICNA i TRANZITIVNA.

Relacija ekvivalencije na nekom skupu S moze se poistovetiti sa podelom skupa S na dis-
junktne delove—klase ekvivalencije. Svi elementi jedne klase su u relaciji, abilo kojadvaelementa
iz razlicitih klasa nisu ekvivalentna.

Relacija poretka (RAT). Relacija p zove se relacija poretka ako je REFLEKSIVNA, ANTI-
SIMETRICNA i TRANZITIVNA.

Aksiome skupa realnih brojeva

U nastavi matematike se izuCavaju razlicCiti skupovi brojevai operacije nad njima.
Skup prirodnih brojevaN = {1,2,...,n,...}.

Skup celih brojevaZ = {0,1,—1,2,-2,3,-3,...,n,—n,...},ne N.

Skup racionalnih brojeva Q = {g ‘ p,a<€Z, q# 0}.

Racionalni brojevi mogu se predstaviti u obliku kona&nog decimalnog zapisa ili u obliku
beskonatnog perioditnog decimalnog zapisa.

Skup iracionalnih brojeval = {\/Z V3.er,.. .}. Iracionalni brojevi su oblika beskonatnog
neperioditnog decimalnog zapisa.
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Skup realnih brojevaR = QUL
Izmedu ovih skupovavaze relacije N C Z € Q C R.
Skup racionalnih brojeva svuda je gust. Na primer, za dva racionalna brojaai b, a < b,
: ., .a+b. . .
racionani broj > jeizmedu njih, odnosno

a<i2b<b, a,beq.

Algebarska struktura skupa prirodnih brojeva (dve ratunske operacije sabiranje i mnozenje)
nema moguénost resavanja jednostavnih jednacina tipa m+x = ni mx = n za sve vrednosti pri-
rodnih brojevami n.

Prva jednaCina ima jedinstveno reSenje u skupu celih brojeva, a druga u skupu racionalnih
brojevaima: (1) jedinstveno reSenje x = % m = 0; (2) beskonatno mnogo reSenjazam=n=20i
(3) zZam=0i n+# 0 nemareSenja.

U skupu racionalnih brojeva postoji metricka struktura odnosno medusobne udaljenosti bro-
jevad=|b—al>0,abecQ.

U Pitagorino doba pojavio se problem u vidu €injenice da dijagonala kvadrata nije samer-
ljiva sa stranicom. Ci njenica da v/2 nije racionalan broj, prema predanju, ,dodaje glave* jednom
uceniku.

PRIMER 6. Dokazati da /2 nije racionalan broj.

Dokaz. (I natin) Pretpostavimo suprotno, da je v'2 = P i dasu pi quzaamno prosti
P )
? ’
Odatle je f = 2r?, &o znati dajei q paran, tj. g = 2s. Cinjenicadasu pi g parni suprotna je sa
pretpostavkom dasu p i g uzajamno prosti. Kontradikcija.

brojevi. Tadaje2 = =, tj. p?> = 207, paje p paran broj. Ako napisemo p = 2r, ondaje 4r* = 2¢?.

Dokaz. (Il nagin) Posmatrajmo jednatinu p? = 207, gde su p i q uzajamno prosti brojevi.
Zbog toga se g ne moze zavrSavati sa0ili 5. Ako seq zavrSavasa l, 2, 3, 4, 6, 7, 8ili 9, onda
se 27 zavréavaredom sa 2, 8, 8, 2, 2, 8, 8, 2. Medutim, ne postoji prirodan broj p &iji se kvadrat
zavrsavasa 2 ili 8, pajednatina ff = 29° nemasmisla

Aksiome skupa realnih brojeva utemeljili su Kantor, Dedekind i Vajerstras. Aksiome uklju-
Cuju operacije sabiranjai mnozenja, poredak u skupu realnih brojevai odnos relacija < i > prema
sabiranju i mnozenju.

Posebna uloga prirodnih brojeva, kao dela racionalnih odnosno realnih brojeva, opisuje se
tzv. Arhimedovom aksiomom, dok se tzv. aksiomom neprekidnosti racionalni brojevi nadopunjuju
iracionalnim brojevima i tako dobija skup svih realnih brojeva.

Aksiome realnih brojeva. Pod skupom realnih brojeva podrazumevamo skup R u
kome su definisane dve binarne operacije + i - (koje zovemo sabiranjemi mnozenjem) i
binarnarelacija < tako da vaze sledete aksiome:
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(i) svojstva sabiranja

at+tb=>b+a
(a+b)+c=a+(b+c)
a+0=a

a+(—a)=(—-a)+a=0.
(ii) svojstva mnozenja

a-b=>b-a
(a-b)-c=a-(b-c)
a-l=a

a-al=ala=1 a#0
a-(b+c)=a-b+a-c
(iii) svojstva uredenja
a<a
a<bilibga
a<bib<gapoviatia=b
a<bib<cpoviatia<gc
a<bpoviatia+c<b+c
O0<aiO<gbpoviati0O<a-h.
(iv) aksioma neprekidnosti
Ako su X i Y neprazni podskupovi skupa R, takvi dajezasvexe XiyeY
ispunjeno x < Yy, onda postoji takav ¢ € R da vaz x < ¢ < Yy za sve elemente
xeXiyey.

Napomena. Aksioma neprekidnosti imamnoge ekvivalente. Najceste se koristi tzv.
aksioma supremuma koja glasi:

Svaki neprazan i sa gornje strane ograni cen podskup X skupa R ima supremum.

Da bi se ovo razumelo u daljem tekstu je objasnjenje pojmova supremuma i infi-
numa.

Definicija ograniCenog skupa. Za skup X koji predstavija neki neprazan podskup
skupa realnih brojeva kaze se da je ograniCen sa gornje strane ako postoji realan broj
M takav da je x < M za svaki x € X. Tada se M zove gornje ograniCenje skupa X ili
majoranta skupa X.

Ako za skup X postoji realan broj mtakav da je m < x za svaki x € X, tada se kaze
da je X ograniCen sa donje strane, pa se broj m naziva donje ogranicenje skupa X ili
minoranta skupa X.

Ako je X ograniCen i sa gornje i sa donje strane, tada kazemo da je X ogranicen,
odnosno postojem,M € X takvi dajem < x < M, zasvako x € X.
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Element A € X je najveti ili maksimalni element skupa X C R ako je x < A za svaki
xe X.

Element a € X je najmanji ili minimalni element skupa X C R ako jea < x zasvako
xe X

A:mwX¢:<AEXﬁHWEX ugAQ
a:minx<:><aex A VxeX (agx)).

Oznake max X i minX Citamo maksimum X i minimum X.

Ako je M jedno gornje ogranicenje skupa X, gde je X podskup od R, to ¢e svaki broj
b > M biti gornje ograniCenje, patako postoji beskonatno mnogo gornjih ograniCenja za
svaki skup koji je ograniCen sa gornje strane. Slicno vazi za donja ogranicenja. Dakle, sto
jemanje gornje ogranicenje, odnosno &to je vete donje, tim je ono preciznije. Ngjprecizije
ce hiti (ako postoji) najmanje gornje ogranicenje X, tj. ono gornje ogranicenje M takvo
da za sva druga gornja ograniCenja b skupa X vazi M < b. Slicno m je najvece donje
ogranicenje skupa X ako za sva druga donja ograniCenja a vazi m > a. Najmanje gornje
ogranicenje skupa X (ako postoji) nazivamo gornja meda (ili supremum), a ngjvece donje
ogranicenje (ako postoji) donja meda (ili infimum) i oznaCavamo ih sasupX i inf X

supX =min{beR|vxe X (x< b)}
infX =max{acR|VxeX (a<x)}.

Arhimedova aksioma. Za svaki x € R postoji n € N tako da jex < n.

Drugim reCima, skup prirodnih brojeva nije ogranicen odozgo. Takode vazi da skup
celih brojevanije ogranicen ni odozgo ni odozdo.

Arhimedov princip. Neka je h > 0 proizvoljno fiksiran broj. Za svaki realan broj x
postoji jedinstveni ceo broj k takav da vaz

(k—Dh< x < kh.

DokAz. Skup Z nije ogranicen ni odozgo ni odozdo. Skup

(rez[t <)

je podskup skupa celih brojeva koji je ograni¢en odozdo. U njemu postoji minimalni
element koga oznaCavamo sa k. Tada vazi
X
-1<-<k
k—1< 0 <k
Posto jeh > 0 dobijase
(k—1)h < x < kh.

Jedinstvenost brojak € Z sledi iz jedinstvenosti minimalnog el ementa.
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Posledice Arhimedovog principa.

: . . 1
(1) Zasvaki € > 0 postoji n € N tako davaz 0 < - <E.

(2) Akojebrojxe R takavdajex>0izasvaki ne€ Nvaz x < r_11 ondajex=0.

(3) Zasvakadvarealnabrojaa,b e R, a< b, postoji racionalan broj r € Q tako da
vazia<r <b.

(4) Zasvaki x € R postoji jedinstveni broj k € Z tako davaz k < x < k+ 1.

PRIMER 7. Odrediti infX i supX gdejeX ={xeR| 0<x<1}.

RESENJE. Broj 0je minoranta (donje ogranicenje) skupaX = {x€ R| 0 < x < 1}. Potrebno
je jos dokazati da je broj 0 ngjvete donje ogranicenje.

Uzmimoa= % neN.Brojae Xjerje 0< % <1Ln=12...

Ako pretpostavimo daje broj € > 0 donje ograniCenje skupa X, onda vazi

1
—>¢g, neN.
n

Odavde jen < % n € N, o je suprotno Arhimedovoj aksiomi da za svaki realan broj (u

naSem slucaju %) postoji prirodan broj veti do njega, odnosno n > ;—L Kontradikcija!

Posto € > 0 nije minoranta onda je broj 0 najvete donje ogranicenjetj. inf X = 0.
Kako je broj 1 maksimum skupa X onda je
max X = supX = 1.

. L 1
PRIMER 8. Nekaje A= L‘neN .Tedaje infA=Z, supA=1
n+1 2
RESENJE.

. N 1 . 1 L . 1
—>_ . 2_1 1 = = 5
0 e 2,VneN,tj X 5 vx e A pajeminA=infA >

Broj 1 je majoranta skupa A. Potrebno je jos dokazati da je 1 ngjmanja majoranta.
AkojelL < 1 mgorantaskupa A, ondajex < L, Vx € A tj. ni <L,VneN. Sedi

T1
LUy P T PUG S PN
n+i n+i n+1

1 1
n+1<—=ng<—-1 VneN,
TESTT LTS 1O <

a prema Arhimedovoj aksiomi postoji prirodan broj veti od bilo kojeg realnog broja. Kontradik-
cijal Broj L < 1 nije majoranta pa je broj 1 ngimanja majoranta. Odavde sledi daje supA = 1.

PRIMER 9. NekajeX ={na"|0<a< 1ine N}.Skup X imamaksimum i nemaminimum.
Dokazati. Nati supX i inf X.
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DokAz. (maxsup) Neka je x, =na", 0 <a< 1, n € N. Ispitajmo kada je X, < Xqi1, tj.

X
o<1
Xn+1

X na n

= <1
X1  (n+Davl  (n+1a 1
Poslednja nejednakost zavisi od parametra a pa razdvajamo slucajeve:

ac O} V }E V gg\/
2 2’3 3’4

0,

Akojeac ondajex; >Xp =>Xg > -+

NI =
[I

Akojeac ondajex; <X = X3 =Xg > -

)

| IS

Akojeac ondajex; <X <X3=Xg = X5 > -+

Y

S/ N7 N N
wWIN Nl
AW WIN
_ 1

=~

o 1k
AkOJeae <T,m
Xk = max X = supX.

(inf) Oznatimo sa o = inf X.

Nekaje
na"=nb?", gdeje b=.4a
=b"-nb"
:b”(b”+bn+---+bn)
nﬁjta

<b"(14+b+b*+--- 401
1-b"

_ 1.

=b 1-b
1

<pb"'. ——

<b 1-b

=c-b", gdeje c= ﬁ) > 0.

Dobili smo daje
n-b® <c-b"
Pretpostavimo daje
inf{cb"neN} =21>0

A A
b

Zaneko n € N vazi ch' < % jer & nije minoranta (jer je A najveta minoranta). Odavde je

b
cb™? = cb"b? < %bz =2Ab< A

] ondajex; <xo < --- < Xk = Xkr1 = -+ Odavde dedi daje
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&to je kontradikcijal
Sledi dajeinf{ch"} = 0, pajeinf{nb®} = 0, odnosno
inf{na"} =0, neN ili
infX=0

2.2.2. Matematicka indukcija
Empirijskaindukcija

Posmatranjem ili eksperimentisanjem u prirodnim naukama dobijaju se podaci koji
se odnose na neku pojavu. 1z ovih posebnih slucajeva, u obliku radne hipoteze ili zakona,
izvodi se stav zakoji se ocekuje dadovoljno tatno opisuje ovu pojavu u svim slucajevima.
Ovako zakljucCivanje zove se indukcija.

Drugim reCima, indukcija je zakljuCivanje kojim se iz stavova koji se odnose na
ogranicen broj pojedinih slucajeva iste vrste izvodi jedan opsti stav, tj. stav koji se od-
nos na sve slucajeve te vrste. Takav metod zakljuCivanja takode se naziva empirijska ili
nepotpuna indukcija.

Izvesnost zakona, utvrdenog navedenim putem, zavisi od broja posebnih ekspe-
rimenata (ogleda, opita, zapazanja), kao i od brojapotvrda zakonao komejere€. Ovakvim
nactinom se moze doci do istinitih stavova, ai i do neistinitih zakljucaka.

Princip matematicke indukcije

Jedan sud P(n) istinit je za svaki prirodan broj n:
1° Ako jeistinit za prirodan broj 1
2° Ako implikacija P(n) = P(n+1) vaz za svaki prirodan broj n.

Tatka 1° Cesto se zove baza indukcije, atatka 2° induktivni korak.
U matematickoj praksi se koristi i sledecaformulacija.

Jedan sud P(n) istinit je za svaki prirodan broj n > ng:
1° Ako jeistinit za prirodan broj ng > 11
2° Ako implikacija P(n) = P(n+ 1) vaz za svaki prirodan broj n > no.

Postoji uopstenje u obliku tzv. transfinitne indukcije:

Jedan sud P(n) jeistinit za svako n:

1° Akojeistinit za P(1), P(2),...,P(k) i

2° Ako iz pretpostavke da su tacni sudovi P(n),P(n+1),...,P(n+k—1) iZaz da
jetacan sud P(n+Kk).
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Princip matematicke indukcije zasnovan je na svojstvu: Svaki neprazan podskup od
N ima najman;ji element.

M etod matematickeindukcijeimasirokei raznovrsne primene. Intuicijomili naneki
drugi naCin naslucuju se odredene formulei relacije kod kojih je argument prirodan broj.
Ovom metodom dobijena formula deduktivno se dokazuje.

Po midljenju Kolmogorova, razumevanje i umenje pravilnog primenjivanja mate-
matiCke indukcije dobri su kriterijumi logicke zrelosti koja je sasvim neophodna mate-
matigaru.®

PRIMER 10. Dokazati dazasvaki prirodan broj nvazi 1+2+---+n= n(n; 1).
(i) Zan = 1 jednakost koju dokazujemo postaje 1 = 1(1; b i taCnaje.
. : o . nin+1). . .
(i) Pretpostavimo da je tatna formula P(n), tj. 1+2+---+n= 5 je tatno za neko
n € N. Dokazimo da je tatna formula P(n+ 1), odnosno
n+1)((n+1)+1
1+2+---+n+(n+1):( )((2 ) )
Tadaje
1+2+--+n+(n+1)= n(n;— Y +(n+1) pretpostavka
~ (n+1)(n+2)
N 2
_ (n+1)((n+1)+1)
= 5 :

Dakle, vazi P(n+1). To znaci daje formula P(n) tatna za svako n € N.

NAPOMENA. Na levoj strani formule P(n) je zbir aritmeticke progresije Ciji je prvi €lan

ap=1lintia,=n.Zbirjes = g(a1+an):g(1+n).

PRIMER 11. (Bernulijeva nejednakost)® Nekajea > —1i a# 0. Dokazati da za svaki pri-
rodan broj n > 2vazi (1+a)" > 1+ na.

(i) Zan = 2 ngjednakost je (1+a)? > 1+ 2a kojaje ekvivalentna sa& > 0. Kako jea# 0,
ovangjednakost je tatna.

(ii) Pretpostavimo (1+a)" > 1+ na. Tadaje
(1+a)™! = (1+a)"(1+a)
> (14+an)(1+a) zbog pretpostavke, kao i zbog a> —1
=1+ (n+1)a+na?

8 Mitrinovi¢ D. S. (urednik), 1963, Matemati tka biblioteka: Uvodenje mladih u nau¢ni rad 111, Zavod
zaizdavanje udzbenika, Beograd, str. 110.

9 Jakob Bernuli (Jacob Bernoulli), $vajcarski matematicar (1654—1705)
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>1+(n+1l)a jerjea#0,
&o jei trebalo dokazati.

PRIMER 12. Oznafimo saP(n) sledeti iskaz: AritmetiCka sredina proizvoljno izabranih n

poztivnih brojeva je veta od geometrijske sredine tih n brojeva ili njoj jednaka. Dokazati.

DoOKAZz. Primenimo metod matematicke indukcije. Zan = 2 imamo P(2) : #) > Vab.
Ovanejednakost jetatnajer je (v/a— \/5)2 > 0. Pretpostavimo da je P(n) tatno. |zaberimo proi-
zvoljno n+ 1 pozitivan broj i oznaCimo izabrane brojeve tako davazi a; < ap < --- < any1. Neka

Cataxt-otag,

jea - 1 g=+/a1ay - - - ay. Poindukcijskoj pretpostavci vazi a > g. Procenjujemo:
ag Bttt an.1, @ MOZEMO a,.1 prikazati u obliku a,,1 = a+ &, zaneko § > 0.
Sadaje

A_a1+a2+---+an+1_na+an+1_na+a+5_a o
N n+1 ~ n+1  n+1 n+1’

G= "Yajar - -ap1 = ”tl/gn(a+ 5) < ”+1/an(a+ 5): n*,l/an+1+an5_

Odavde sledi daje G™! < A™1 tj. G < A Dakle,
a+ap+--+an

V@ an < - (81,8, ...,80 > 0).
PRIMER 13. Akoje
(*) (@mza>--z2an>0A(b1>1bby>1 .../ biby---by > 1)
onda vazi
1(n) biag +bpap+---+bhan>a3+---+ap

DokAz. (i) Akojeb, > 1, ondajebyay > an, paiz tatnosti | (n— 1) sledi tatnost | (n).
(ii) Pretpostavimo daje by, < 1. Po&to jeby > 1, zaneko k € {1,2,....n—1} je b > 1,
bk1 < 1. 1z pretpostavke (x) je
arza > 281> a1 > can >0,
by >1, by >1,--- boaby-- k1 > 1,1bp- - - k1 (bkbyy1) > 1,
bibo - b2 > 1,...b1bo-- by > 1,
paiztatnosti | (n— 1) dedi
brag + -+ + bk_18k—1+ bkbky 18k 1 + Br2dk2 + - +bn >
Za+ o+ 1+t +an
Kada obema stranama ove nejednakosti dodamo &, vidimo da je za dokaz tacnosti | (n) dovoljno
dokazati davaZi
Ay + by 18k 1 < a4+ 1bi 1,
aovangednakost je ekvivalentna sa (b — 1) (ax — ak+1bk+1) = 0.
Znati, | (n—1) = I(n) jetatno.
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2.2.3. Funkcija

U matematici termin funkcija prvi je poCeo da upotrebljava Lajbnic (1673. godine),
koji je opisao zavisnost geometrijskih veliCina. Za danasnji zapis matematicke funkcije
zasluzan je Leonard Ojler. Pored funkcije, termini koji se upotrebljavaju su preslikavanje,
pridruzivanje, transfromacija, operator i dr.

Funkcijaje jedna od onih matematiCkih pojmova koji prozimaju gotovo Citavu ma-
tematiku, atime i njenu nastavu na raznim nivoima. Na pitanje Sta uciniti da se otklone
nepravilnosti u shvatanju pojma funkcije kod studenata, prof. Stankovit kaZze: prvo se
mora dati taCna definicija sa jasnim objasnjenjima svih reCi u njoj. Mora se insistirati
na tome da je funkcija definisana pomotu dva skupa (u nasoj definiciji to su skupovi X
i 'Y) i naCina opredeljivanja (pridruzivanja) elemenata drugog skupa elementima prvog.
Posebno treba ukazati na Cinjenicu da se dobija druga funkcija ako se izmeni skup origi-
nala X. Ako seizmeni skup slikaY, takode se dobije drugo preslikavanje. Neophodno je
podvlaCiti razliku izmedu analitickog izrazai funkcije. Pri radu kod svake funkcije, treba
stalno insistirati na utvrdivanju svatri elementakoji se definisu.°

Ako su X i Y dva skupa, funkcija (preslikavanje) f skupa X u skup Y jeste podskup
skupa X x Y. Predslikavanje f skupa X u skup Y, u oznaci f : X — Y, predstavija pri-
druzvanje svakom elementu x € X tatno jednog (jednog jedinog) elementa skupa Y. X je
domen funkcije f, aY je skup vrednosti funkcije.

Koristi senotacija: (i) (x,y) € f, (ii)y=f(x),xe X, ili (iii)x— f(x).

Slika4 — Funkcija Slika 5 — Op#&ti prikaz funkcije

Definicija funkcije. Funkcija f jeste predikavanje skupa X u skup Y (X,Y # @)
akoi samoakoje f C {(x,y) | xeX,yeY}iispunjenoje

(WxeX)(FyeY) (xy) ef (definisanost f nacitavom X);
(x,y1) € FA(XY2) € f=y1 =Y (jedinstvenost druge komponente).

Skup vrednosti preslikavanjaoznatavase sa f (X) i vazi f(X) = {f(x)|x e X}.

10 Bogoljub Stankovi¢, 1998, Funkcija i njena uopdtenja, Nastava matematike XL 111, 1-2, str. 2-10.
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Opstije, za A C X uvodimo f(A) = {f(x)|x € A} C Y. Takode, zaB C Y uvodimo
f~1(B) = {xe X| f(x) € B} C X.

Ako su u preslikavanju f : X — 'Y skupovi X i Y podskupovi skupa realnih brojeva,
odnosno X C RiY C R, takvu funkciju zovemo real na funkcija realne promenljive.

PRIMER 14. Dirihleovafunkcija y data sa

(x) = 1 (xjeracionalan broj)

9= 0 (x jeiracionalan broj)

definisana je na skupu R. Skup vrednosti preslikavanjaje R = {0,1}.
Naprimer, x(2) =1, x(4/3) = 1, x(vV2) =0, x(r/2) = 0.

Definicija kompozicijefunkcija. Nekaje f : X - Y i g:Y — Z. Kompozcija ili
proizvod preslikavanja f i g je presiikavanjego f : X — Z odredeno sa

(o ) =g(f(x), xeX.

NAPOMENA. U opStem sluaju go f # fog, kadasugo f i f og definisane.

gof
f - g
Slika 6 — Kompozicija preslikavanja

Akojef:X—Y,0:Y—2Z,h:Z—U,tadajeho(gof)=(hog)o f,tj. zaproizvod
preslikavanja vaz asocijativni zakon.

PrRIMER 15. Datesufunkcije f : No — N, gdeje f(n)=n+1,ig:No— N, gdejeg(n) =r,
ako 3|(n—r)ire{0,1,2} (funkcijag je ostatak pri deljenju brojeva iz Np sa 3).

a)Nati fogigof.

b) Pokazati daje (fog)of = fo(gof)

RESENJE. @) (fog)(n)= f(g(n))="f(r)=r+1€{1,2,3}
(go f)(n) =g(f(n)) =g(n+1)=re{0,1,2}
Primetimo daje fog#go f.
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b) Kompozicija funkcija
((fog)of)(n) = (fog)(f(n))
=f(g(f(n))) (=fo(gof))
= f(g(n+1))
f(ry=r+1

Neka je f : X — Y. Ako vazi implikacija f(x1) = f(x2) = x1 = X, kaZemo da je f
jedan-jedan preslikavanje (injekcija).
Implikacija f(x1) = f(x2) = X1 = X2 moZze se napisati i kao
X1# X = f(X) #f(x) jervazi (p=0q)< (—q= —p).
Nekaje f : X — Y. Akoje f(X) =Y, kazemo da je f preslikavanje skupa X na skup
Y (sirjekcija).

Neka je f : X — Y. Ako je f jedan-jedan i na preslikavanje, tada je f bijekcija
(obostrano jednoznatno preslikavanje).

PRIMER 16. Nekajefunkcija f : R — R datasa
f(x) = max{0,2x}.

a) lspitati dali je f jedan-jedan i na.
b) Akoje f : R — [0, +<o) ispitati dali je jedan-jedan i na.

RESENJE. a) Funkcija f nijejedan-jedan jer postoje x; i o zakojex; # X = f(xq) = f(x2),
na primer,
—2#-1=f(-2)=f(-1)=0.
Funkcija f nije na jer sve realne brojeve preslikava u pozitivne realne brojeve i nulu.
b) Za f : R — [0, +<) funkcija nije jedan-jedan (isto kao pod a)), ajeste na jer vazi
f(R) = [0, +o0).

Slika 7 — Inverzno preslikavanje

Definicijainverznefunkcije. Ako je f : X — Y jedan-jedan i na, preslikavanje
odredeno formulomy = f(x), X € X, onda postoji inverzno preslikavanje fl:Y = X,
definisano formulom f ~1(y) = x, y e Y.
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Ako funkcija f : X — Y imainverznu funkciju f ~1:Y — X, skupovi f(X)i f~1(Y)
su f(X)=Y i f}Y)=X.
Ako f imainverznu funkciju f~1 pri temuje f(x)=y i f 1(y)=x, tadavaZi

FH) =x i f(fHy)=V.
Naosnovu f(x)=y je f1(f(x)=f"1(y)=x

Sdruge strane, naosnovu f~1(y) =x, vazi f(f(y)) = f(x)=y.

PRIMER 17. Dati su skupovi
A={1,2 345 i B={1 4,9, 16, 25}
i funkcija f : A— Bdatasa
‘. ( 123 4 5 )
14 9 16 25
Ispitati dali f imainverznu funkciju.

RESENJE. Dabi data funkcija f imala inverznu funkciju ispitujemo dali je jedan-jedan i
na? Zaxy # X = f(x1) # f(x2) paje f jedan-jedan. Kako je f(A) =B f je na.

Datafunkcija f imainverznu ! datu sa
. 1 4 9 16 25
‘\'1 2 3 4 5 )
Definicija monotonosti. Neka je X C R.
Funkcija f : X — R jerastucana X ako
(Vx,xe € X) (X <xe= f(x1) < f(x2)).
Funkcija f : X — R je opadajuca na X ako
(Vx1, % € X) (X1 <X = f(x1) > f(x2)).

U sluCaju da vaz stroga nejednakost < (ili >) kaze se da je funkcija strogo rastuca
(strogo opadajuca). Ako je funkcija rastuca ili opadajuca na X kaze se da je monotona
na X.

Vazi dedetateorema

Teorema o monotonosti inver zne funkcije. NekasuA BC Rinekajef:A—B
strogo monotona i na. Tada vaz:
(i) Funkcija f ima inverznu funkciju f 2,
(i) Akoje f strogo rastucana A, ondaje f ! strogo rastu¢a na B,
(iii) Akoje f strogo opadajutana A, ondaje f ! strogo opadajuca na B,
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DokAz. Nekaje f : A— B strogo rastucai na, onda za svaki Xy i xp iz AvaZi
X1 < X2 = f(x1) < f(x2).
Posto su zarazliCite originale, slike razliCite f je jedan-jedan i imainverznu funkciju.
DokaZimo daje f ~1 strogo rastuca na B, odnosno za svaki y1 i y» iz B vai
yi<y2= 1y < F(y2).
Ako bi bilo f~1(y;) > f~1(y») ondavaZi
F(F ) = (1)
pajey; >y, $toje suprotno say; < yo. Morabiti
Fy) < FH(y2).

2.2.4. Dekartov pravougli koordinatni sistem

U sedamnaestom veku deduktivni metod je formulisao Rene Dekart, francuski ma-
tematitar koji se smatra osnivatem moderne filozofije.}t

Slika 8 — Rene Dekart

U svom Cuvenom delu Rasprava o metodi (1637) Dekart objasnjava metodu kartezi-
janske sumnje. Odlucuje da e sumnjati u sve u $ta se sumnjati moze. ,Dok sam Zeleo da
mislim daje svelazno, bilo je nuzno, dajakoji sam to mislio, budem nesto; i primecujuci
da je ovaistina, mislim dakle postojim, tako pouzdana i tako izvesna da ne mogu da je
obore ni sve ngekstravagantnije pretpostavke skeptika, ja sam zakljucio da bih je mogao
prihvatiti, bez ikakve sumnje, kao prvi princip filozofije za kojim sam trageo.“ 1% 1z ovoga

11 Rene Dekart (Rene Descartes), Renatus Cartesius, 15961650

12 Bertrand Rasel (Bertrand Rasel), 1998, Istorija zapadne filozofije, Narodna knjiga, Alfa, Beograd, str.
511.
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proizilazi da su sve stvari koje mi shvatamo vrlo jasno i vrlo razgovetno istinite. De-
kart misljenje upotrebljava u Sirokom smislu kao sumnju, razumevanje, shvatanje, potvrd
ivanje, odricanje, htenje, mastu i osecanje. Misao je sustina uma. Prema njemu, postoje
tri vrste idgja: (1) one koje su urodene, (2) one koje dolaze spolja, (3) one koje sam ja
otkrio.:®

Dekart je pokusao da postavi temelje nauke i moderniteta, dajuci im izvesnost po-
mocu jezikai broja, &tojeizrazio u analitickoj geometriji. AnalitiCka geometrija, poznata
i kao kartezijanska, geometrijske probleme prevodi u algebarsku formu, tako da se mogu
primeniti algebarske metode za njihovo reSavanje. Dekart je doSao naideju da oznaCava
koordinate (lineae ordinatim applicatae) kojima e predstaviti parove brojeva, sto je otvo-
rilo moguénost za crtanje grafika funkcije. Prvi put svoje delo objavljuje 1637. godine u
Raspravi 0 metodi, u dodatku pod nazivom Geometrija.

Brojna osa

Neka je u ravni data pravai nanjoj jednatacka, u oznaci O. Neka je na pravoj data
joSjednatacka E, tako da vektor OE orijentiSe datu pravu i nekaje |O_E' | = 1. Vektor OE
&este obeleZavamo sai.

~

\

%) E
Slika9

Naovag naCin svakatactka prave jedinstveno je odredena. Tackama poluprave OE, u
smeru vektora, pridruzujemo pozitivne realne bojeve, a tatkama poluprave OF , u smeru
vektora —i pridruzujemo negativne realne brojeve.

Na primer,

N
A
I
1

F 0, E
—2 1 0 1/2 1 v2 2 -
Slika 10

Pravanakojoj je odredenatatka O i vektor | = OE definidu realnu brojnu osu.

Izmedu taCaka brojne ose i skupa realnih brojeva postoji obostrano jednoznacno
preslikavanje.

13 Bertrand Rasel 1998, Istorija zapadne filozofije, Narodnaknjiga, Alfa, Beograd, str. 513.
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Intervali su podskupovi realnih brojeva, na primer, u oznaci

(a,0) ={r eRla<z<b} Q b >
[a,b) ={z eR|a <z <b} o 5 >
[a,b) ={z eR|a<z<b} 0 b >
(@b ={zeRla<z<b} P’ 5 >
(a,40) ={z eR|a <z < 400} a >
la,40) ={z e R|a <z < o0} - >
(o0, b) ={zeR|—co<z < b} 5 >

Slika 11 — Intervali
Pravougle koordinate

U Dekartovom koordinatnom sistemu tatka O(0,0) oznatava koordinatni pocetak.
Jediniéni vektori T i T za koje vazi <I(T, T) = 90° (ugao od T ka T suprotno kretanju
kazaljke na Casovniku) odred uju pravce osa Ox i Oy i jedinstveno odreduju koordinate

taCke u ravni.

II

—_<

bt

\j

11 v

Slika 12 — Pravougle i polarne koordinate

Svakom paru realnih brojeva x u y odgovara jedinstvena tacka ravni €ije su koordi-
nateti brojevi, i obratno, svaka tacka ravni ima definisane koordinate x i y.

SstemodseCaka [a1,b1], [a2,b2],. . . [an, by, . . . Naziva se sistem umetnutih odsetaka
akovazi a; <ap < - <an <+ < by < -+ < by < by, odnosno
[a1,b1] D [az,b2] D -+ D [@n,bn] O -

Kantorova teorema o umetnutim odseCima. Svaki nizl, = [an, by], n € N umetnu-
tih odseCaka ima neprazan presek.

DokAz. |z pretpostavke o nizu umetnutih odseCaka vazi da je a,, < by, za sve pri-
rodne brojeve n, m. Na osnovu aksiome neprekidnosti postoje o i  takvi daje

o=sup{an|n=>1} i PB=inf{bym m=>1}.
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TadajeoCito o < 3 jer jereC o nizu umetnutih odseCakaili zbog an, < by, n,me N. Svaka
tatka & kojaispunjavauslov o < & < B pripada svim odseCcimalp, n € N.

Skup 't svih uredenih parova (x, f(x)) naziva se grafik funkcije f, u oznaci

It ={(x f(x)) | xe X}, gdejeX domen.

PRIMER 18. @) Napisati jednaCinu prave linije L koja sadrzi tatke A(x,y1) i B(X2,Y2).

b) Nacrtati grafik linearne funkcije.

RESENJE. @) Promenljiva tatka M(x,y) pripada pravoj L. Vektori AM = (X—=X1,y—y1) i
AB = (X2 — X1, Y2 — Y1) su kolinearni (imaju isti pravac), paje
AM = 1AB
X=X =A%—X1), Y=Y1=2A(Y2—Y1)
X=X Y=y

= odnosno
X2—X1 Y2—\1

y—Yy1= 3)22 — il (x—x1) (jednaCina prave kroz dve tatke)
2 —X1
gdejea= 2= N koeficijent pravca prave.
X2 —X1

B(x2,y2)

A(x1,y1)
Slika 13 — Prava kroz dve tacke
Drugi oblici jednaCine prave su
y—yi=a(x—X;) (jednaCina prave kroz jednu tacke)
y=ax+b (eksplicitni oblik jednaCine prave)
Ax+By+C=0 (opsti oblik jednaCine prave).

b) Funkcija f : R — R data formulom f(x) = ax+ b, a,b € R naziva se linearna funkcija
(Ceste se kaze pravalinija).

[ [ A

L L
/ Yo Y=Yo
a>0

a<0

Slika 14 — Grafik linearne funkcije
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PRIMER 19. Funkcija apsolutna vrednost

X, x>0

i vazi x| = X-sgnx.
—X, X< 0 X =

f09 == {

Slika 15 — Apsolutna vrednost

Zaapsolutnu vrednost vazi nejednakost trougla:
ZaabeRvaz ||a] —|b]| < |a+b| < |a+]b].
Uopsteno, za Xy, Xo, ..., X, € R vazi

[Xa -t ] < ] gl x| .

PRIMER 20. Nekajey = ax? +bx+c, a+# 0 kvadratna funkcijai D = ¥ — 4ac.

a) Dokazati da vazi
{vxeR y>0} < {D<O0, a>0}.

b) Nacrtati Sest slu€ajeva kvadratne funkcije.

DokAz. |z jednakosti

b2 b2
y= a(x+ %) +C—4—a

i 2Y_ D
2a 4a2

iusovaD <0ia>0dedidajey>0zasvexcR.
Obrnuto, nekajey > 0 zasve x € R. Potrebno je dokazati D < 0ia> 0.

Pretpostavimo da uslov D > 0 nije ispunjen, tada je D > 0 i kvadratni trinom ima realne
korene x; i Xp. a kvadratna funkcija menja znak pri prolasku kroz tacku % i X». Zna€i da mora biti
D<0iy>0zasvexeR, padedi dajea> 0.

b) Re3enje je dato na dlici 16.

y=a

NAPOMENA. Za D > 0 kvadratna funkcija ima dve realne i razliCite nule. ZaD = 0 ima
jednu realnu (dvostruku) nulu. ZaD < 0 nemarealnih korena. Zakorene jednatine a¥ 4+ bx+c =0
vaze Vijetove formule

b C
X1+X2:_5.7 X1 Xo = 5



2.2. Elementi matematicke analize

\ h 4
y y y
a>0 a>0 a>0
D >0 D=0 D<0
> ik >
xMZx *
A
y a<0 y“ a<0 A a<0
xl/"\ D>0 D:07 y D<=0
B%) X X X

Slika 16 — Grafik kvadratne funkcije (3est slucajeva)

PRIMER 21. Nacrtati grafik
a) stepene funkcijey = X', n € N,

.. 1. 1
b) funkcijey = ™ iy= 2 x £ 0.
RESENJE. Funkciji je definisana zax € R. Razdvajamo sluGajeve zan parno i n neparno.

1
1
]
I

Slika 17 — Stepena funkcija zan parno i n neparno

Nekaje X C R.
Funkcija f : X — R je parna ako vaz

f(—x) = f(x).
Grafik parne funkcije je osnosimetri¢an u odnosu na y-osu.
Funkcija f : X — R je neparna ako vazi

f(—x) = —f(x).
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Slika18—Funkcijay:X—12 iy= )—1( X#0

Grafik neparne funkcije je centralnosimetric¢an u odnosu na koordinatni pocetak.

NAPOMENA. U primeru 21. funkcijey =, y = x*, y = x_12 (x # 0) su parne,a funkcije

y=x,y=x,y= % (x  0) su neparne.

PRIMER 22. Nacrtati funkcije f(x) = /X, x> 0i f(x) = Jx.
RESENJE. Nekaje f : [0,+0) — [0, +o0) data sa
f(x) =x", njeparan broj.
Inver zna funkcija funkcije f jen-ti korenizxu oznaci f~1(x) = ¥/%, n parno, x > 0. U naSem

primeru f jey = /X, x> 0.
Slicnojezaf: R — R, dato sa

f(x) =x", nneparno.

Inverzna funkcija funkciji f jen-ti koreniz x uoznaci f1(x) = /X, n neparno.

1 y:)c_z,x>0 7 T 3 y=x", x<0 4

Ay=Vx, x>0 [ £

y:*\/;f, X}O

Slika 19 — Koren funkcijey = /X, x>0,y =v/X i y=—X%, x>0.
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PRIMER 23. a) Definisati eksponencijalnu i logaritamsku funkciju.

b) Nacrtati grafike funkcije f(x) =a,a>0,a#0i f(x) =log,x,a>0,a# 1, x> 0.

RESENJE. &) Eksponencijalna funkcijazaa > 114

Zapozitivne racionalne argumente x = % eksponencijalna funkcija definiSe se kao v'a™.

Za pozitivne iracionalne argumente x definiSe se kao supremum skupa {d : 0 <r < xir
racionano}. Zax=0jead = 1.

Za negativne argumente x je & = = Funkcija je strogo rastuca. Skup vrednosti joj je
(0,00).
Eksponencijalna funkcijazaO < a < 1.

Funkcija se definise kao
1

MoZe se dokazati da eksponencijalna funkcija zasve x,y € R zadovoljava
aXJFy —a.a

a¥y=(a)Y
(ab)*=a*-b* (ab>0).
Grafik eksponencijalne funkcije prikazan je naslikama 20i 21.

A A
y O<a<l1 Y
a>1

Slika 20 Slika21

L ogaritamska funkcija
f(x) =log,x (a>0, a#1)

definiSe se kao inverzna funkcija eksponencijalne funkcijey = & (a > 0, a # 1).

Grafik logaritamske funkcije prikazan je nadlici 22.

Ako jea >0, a# 1, onda je y = log,x (Cita se: logaritam broja x za osnovu (bazu) a)
elfvivalentono saa’ = x, tako dajea'®* = xi y = log,a. Specijalno, 1 =log,ai 0= log, 1, zbog
a=aia =1

14 B. Dugosija, 2011, Viga matematika u devet lekcija, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 24.
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O<a<1
a>1 y=log,x

/- y=log,x
' ' 1\

Slika 22

PRIMER 24. Dati su skupovi
A={(xV|X+]yl <8}, B={(xy)|Vx+y2 <8} i
M = {(x.y)| max{|x +|y|} < &}.
Dokazati daje AC BC M.

Slika 23

Dokaz. Nekaje (x,y) € A, to znati daje|x| +|y| < 8, odnosno x? +y? + 2|x| |y| <
82, aodavde sledi X +y? < 82 &o daje /X2 +y2 < 62, padedi daje (x,y) € B

Znati (x,y) € A= (x,y) € B, paje dokazano daje A C B.

Nasli¢an nain, ako je (x,y) € B, to zna&i daje x| + |y| < &, odnosno x* +y? < &2,
aodavde sledi x? < 8% A y? < 8, odnosno max{|x|, |y|} < &, padedi da (x,y) € M.
Dokazanoje AC B C M.

2.2.5. Kompleksni brojevi i kompleksna ravan

Navedimo jednu od osobina skuparealnih brojeva: Ako x € R, tadajex? > 0, tj. ako
je x realan broj, tada x?> ne moZe hiti negativno. Na osnovu toga jednatina

X +1=0



2.2. Elementi matematicke analize 58

nema reSenja u skupu realnih brojeva. Da bi ova jednaCina imala reSenja, a sa njom i
mnoge druge algebarske jednaCine, pristupa se proSirenju postojeteg skupa realnih bro-
jeva. Time se dolazi do skupa kompleksnih brojeva. Defini%e se broj i takav dajei? = —1,
a zatim se formirgju izrazi oblikax+iy (x,y € R), i sa njima se ratuna kao sa realnim
brojevima. Definicija skupa kompleksnih brojevaglasi:

Skup svih kompleksnih brojeva jeste skup uredenih parova realnih brojeva, u oznaci
C={(xy)|x,ye R}, ukomezaz = (a,b) iz = (c,d) vaz:
1° jednakost kompleksnih brojevaz; =z, < a=cAb=d,
2° operacije sabiranjai mnozenja odred ene su pomocu sledetih jednakosti:
(ab)+(c,d) = (a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) = (ac— bd,ad + bc).
Za operacije sabiranjai mnozenja kompleksnih brojeva vaze zakoni komutativnosti,
asocijativnosti i distributivnosti.

b+d z1+22
d 2 Zz' .
z b / w21

Y 21
z c a atc
T R1IT 22

—2 P

Slika 24 — Vektorsko predstavljanje kompleksnog broja

Za kompleksan broj z= (x,y) neutralni elementi za operacije sabiranjai mnozenja
su redom kompleksna nula, u oznaci (0,0), i kompleksna jedinica, u oznaci (1,0), zakoje
vazi z+(0,0)=(0,0)+z=2z z-(1,0)=(1,0)-z=z

Suprotan broj kompleksnog broja z, u oznaci —z, jeste kompleksan broj takav daje
z+(—2z)=(0,0) i vazi —z= (—x, —y).

Reciprocan broj kompleksnog broja z # (0,0), u oznaci w = %, jeste takav kom-

pleksan broj zakoji vazi z- % = (1,0). Zaz= (x,y) reciprotnavrednost je

1 X -y
W=z= <x2-|—y2 ’ x2-|-y2)'
Kompleksnom broju (x,y) se dodeljuje tatka u pravouglom koordinathom sistemu
Oxy Cije su koordinate x i y. Ravan u kojoj se predstavijaju kompleksni brojevi je kom-
pleksnaili Gausova ravan.
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Kod ovakvog natina prikazivanja brojevi oblika (x,0) predstavljeni su tatkama x-
ose. Ako se uzme dajetaistax-osabrojevnapravanakojoj se predstavljaju realni brojevi,
uvida se da su realni broj x i kompleksni (x,0) predstavljeni istom tatkom x-ose. Zbog
toga se kompleksni broj (x,0) identifikuje sarealnim x tj. uzimasedajeR C C. Ovim se
ne narusavaju osnovne operacije koje vaze zarealne i kompleksne brojeve jer, na osnovu
definicija operacija u skupu C, vaze jednakosti

(X,0) + (X1,0) = (X+X%1,0);  (X,0) - (X1,0) = (xxg,0).

Kompleksni broj i = (0,1) naziva seimaginarna jedinica i vaz i2=_1.

Slika 25 — Karl Fridrih Gaus'®

Svaki kompleksni broj z = (x,y) moze se predstaviti u algebarskom obliku
z=Xx+1y,gdejex=Rezrealni deoi y = Imzimaginarni deo kompleksnog broja.

Modul ili apsolutna vrednost kompleksnog brojaz= x+iyjebroj |7 = /x2 +y2.

15 Fridrih Gaus (Gauss, Johann Karl Friedrich), nematki matematicar (1777-1855).

Zajedno sa Arhimedom i Njutnom smatra se ngjvetim matematiCarem svih vremena. Radio je na pro-
blemima iz nebeske mehanike, geodezije i elektriciteta. Dao je izuzetan doprinos u vodetim oblastima iz
matematike kao Sto su kompleksni brojevi, teorijapovrsi, aproksimacija, hiperbolickageometrijai dr. Medu
prvimarazmatrao je neeuklidsku geometriju.

Svojadragocenaotkrita zabelezio je u dnevniku na 19 strana. Koristio je tajne znakovei simbole koje je
bilo teSko odgonetnuti. Na primer, jedna zapis izgleda ovako:

EYPHKA! num= A+ A+ A.

Prva re€ podseta na Arhimedov usklik Eurekal Zapis oznaCava da je svaki prirodan broj zbir ngjvise tri
trougaona broja.

L4 ° °
° ° ° e o °
L4 ° ° ° ° ° ° ° ° °
1 3 6 10

Videti u: Petkovic M, Petkovit Lj, 2006, Matemati ¢ki vremeplov: prilozi za istoriju matematike, Zmaj,
Novi Sad, str. 47-51.
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Neka jez=x+iy (x,y € R). Za kompleksan broj z= x— iy kaZe se da je konjugovan
broju z
Za sve kompleksne brojeve vaz:

2| =0, u+z=2+2,

|2125| = |za] | z2] U-2=2%-2,

|21+ 22| < |72 + |22, 0% =712,

2= 2, (2)=2 @+
2 L
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2.2.6. Trigonometrijske funkcijei polarne koordinate

U koordinatnom sistemu posmatramo radijus vektor OM, duZine [OM| = r, a na
osnovu Pitagorine teoreme je

= +t%, r=+/2+t2

Slika 26 — Koordinate radijus vektora

Nekaje

S S t t
a— - = b:—:

r rt2 r Ve2+t2
Tadaje a® +b? = 1. Koordinate (a, b) pripadaju jedini¢noj kruznici.

Posmatrajmo najedinicnoj kruznici IukﬁEsapo(:etkom Pikrgemutacki E. Luk je
pozitivno orjentisan. Njegovaduzinajel i dodeljujemo mu broj |. Broj 7 definiSemo tako
daje duzinajedinicne kruznice 2.
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Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus definiSemo kao koordinate tatke E(a,b)
jedinitne kruznice, u oznaci E(a,b) = E(cosl, sinl).

Trigonometrijskefunkcije sinusi kosinus produzuju se periodi¢no naR, sa periodom
2r i vazi Sin(2rx +1) = sinl, cos(2r +1) = cosl.
Na ova] naCin definisane su trigonometrijske funkcije:
sin:R—[-1,1], cos: R — [—1,1].
Osnovnaformulaje sin?l + cos?l = 1.

NAPOMENA. (1) Luku | odgovaraugao o paje definicijatrigonometrijskih funkcija
zaugao o, 0 < o < 360° istovetna sa prethodnom.

(2) Trigonometrijske funkcije za pravougli trougao AOSM definiSu se sa

sno= Mt hee = 199 S i giku 72,

IOM| — r’ OM| 1
I Y
I Y /
/a/b

_______ / b b/a

0 " 0 a "
_______ W

Slika 27 — Negativno orjentisan luk Slika 28 — Citanje vrednosti

Posmatrajmo taCku jedinicnog kruga F, simetricnu taCki E u odnosu na apcisnu osu.
Luk PF sa pocetkom u P i kragjem u F ima duzinu | ai je negativno orjentisan pa mu
dodeljujemo broj —I. Na osnovu simetrije u odnosu na apscisnu osu vazi

sin(—I) = —sdinl, cos(—I) = cosl

sinl b
tgl=— (t | 40, |#=+k keZ
gl = —= (tangens), cosl #0, |#Z+kn, ke

cth:(;.o—r?: (kotangens), sinl #0, |#kr, keZ

Grafici trigonometrijskih funkcija

Sli¢nost trogulova daje nam vrednosti za tangensi kotangens

a:b:1:<g); a:b:<%>:1

sin(—x) = —sinx CoS(—X) = CosX
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Slika 29 — Specijane vrednosti

Na osnovu definicije trigonometrijskih funkcija, periodi¢nog produzenja, parnosti i
raCunanje vrednosti moze se pristupiti crtanju grafika trigonometrigkih funkcija

PRIMER 25. Nacrtati grafik funkcijey = sinx, x € R.
RESENJE. Vrednosti koje uzima promenljiva x su realni brojevi 0 < x < 2z na pozitivnom

delu x-ose. Vrednosti funkcije y=sinx su—-1<y<1l
Zamidlimo da ,proCitane’ vrednosti za sinus prenosimo u koordinatni sistem.

2 ' -7 7 Offr =m & I 2n I T
2 fpl 6 2 6

Slika 30 — Sinusoida

PRIMER 26. Nacrtati grafik funkcijey = cosx, x € R.

RESENJE. Sli¢no, kao u prethodnom primeru dobija se grafik funkcije.

-
|
3]
S
|
ol g
<
|
(ST
@)
(ST
<
(9%}
2| g
[\e]
8
=
Y

Slika 31 — Funkcija cos
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PRIMER 27. Nacrtati grafik funkcije f(x) = arcsinx, -1 < x< 1.

RESENJE. Funkcijesini cossunaali nisujedan-jedan. Ako saL oznatimo interval {— E, q

. : 2°2
i saK interval [0, ] tada

Sin‘L: [—gg S -1,1] cos‘K :[0,7] — [~1,1].

Funkcija f : [—g,g — [—1,1] dato sa f(x) = sinx, jeste na i jedan-jedan i ima inverznu
funkciju
T
g=f1:[-1,1 - [_E’E}
g(x) = f~1(x) = arcsinx
i zovemo je arkussinus.
Vazi daje f(g(x)) = f(f1(x)) =x.

A A
y B I O S
2 e -
: T = -1 1 T
2
Sika32 - f(x) =sinx, xe[-n/2,n/2] Slika33 - f(x) = arcsinx, xe[—1,1]
PRIMER 28. Funkcije
. T T :
y = sinx, _§<X<§ I y=arcsinx, —-1<x<1
graficki se mogu prikazati nasledeti nain.
—1 0 1
A 4 A
// sinx
s 0 z
2 2

Slika 34 — Graficki prikaz sini arcsin

Sa dike 34 vidi se da je f(x) = sinx monotono rastuca na [—g,g} U blizini tatke g
razmaci izmedu vrhova susednih strelica su manji nego razmaci pocetaka strelica

7]‘([2:;(&) -0 (a,B — g),

odnosno izvod tezi nuli; to €e hiti kasnije proucavano.
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Za graficko prikazaivanje arcsinx treba strelice postaviti u suprotnom smeru. Domen od
arcsinxje [—1,1], askup dika [—E q
) 1 2? 2 .
Jedini¢nakruznicau kompleksnoj ravni definiSesesaT = {z: |z =1}. Duzinaluka
jelizavis odz | =1(2): T — [0, 2nr).

Slika 35 — Jedini¢na kruznica Slika36 —-Broj &

NAPOMENA. Duzinalukal definiSe se kao supremum duZzina upisanih poligonanih linija.

(Broj ). Broj  definiSe se kao duZzina polukruznice K.

2.2.7. Polarnekoordinate

Nekaje T jedinicnakruznica. Pogodno je uvesti funkciju cis, gdeje
cisl = cosl +isinl
cisl =z cis:[0,2r) — T,

Funkcijacis je inverzna funkcija od |. Preslikava uzajamno jednoznacno [0, 2r) na
T i periodicnaje funkcija sa periodom 27.

Teorema 1. (0 cis-u)
(a) cispedikavaR naT;

(b) cispredlikavainterval | = (—m, 7] uzajamno jednoznatnona T.
Zaoznaku orjentisanog luka koristimol,, zeT.

Podsledica 1. (Trigonometrijska polarna forma kompleksnog broja). Svako z € C,
z+# 0 moze se predstaviti u obliku

z=r(cosp+ising), gdesu
r=\z, ¢@eckR.
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z

DokAz. Akoze C, z# 0 onda H € T; naosnovu Teoreme (O Cis-u)
z .
E =Cisp, odnosno

z=|7|(cosp +ising).
Ako izdvojimo realni i imaginarni deo kompleksnog broja
X = COSQ
y=rsine
Sistem definiSe polarne koordinate (r, ¢) kompleksnog brojaz= (x,y).
Broj ¢ € R naziva se Argument kompleksnog broja, a oznaCava se sa Arg 216

Akojely = [a,a + 2r), naosnovu Teoreme o cis-u i periodicnosti funkcije cis sa
periodom 27, cos injektivno preslikaval, naT.

Teorema 2. (Jedinstvenost trigonometrijskeforme, JTF). Neka je o € R. Svaki kom-
pleksni broj z € C, z# 0 moZze se jedinstveno predstaviti u obliku
z=|Zcisp, @€ lq,.
Za ¢ € |, kazemo da je grana argumenta. Ako ¢ € [0,2r) ili ¢ € (—n, 7] onda ¢
zovemo glavna grana argumenta, u oznaci ¢ = argz.’

Na osnovu JTF najceste se koristi
z=|zcisp, —m<o<m zecC.
Skalarni proizvod vektora a i b defini%e se sa (a,b) = Re(ab). Rotacija za ugao
0 € R definiSe se sa Rgz = (cisO) - z. Rotacija Ry je izometrija.
|z |cisf| =1 dedi
Roz-Rg& = (cish)z(cish)E = (cish)(cish) - z& = z¢
(RoZ,RoC) = (2.0)
i specijalno
[Roz—Ro | = |(cisO)(z— )| = [z—¢].
NAPOMENA. Rotacijaza ugao 6 moze se predstaviti u sledecem obliku
Roz= (cis@)z= (cosO +isinB)(x+iy)
= XC0sO —ysinO +i(xsinf +ycoso)
= (XcosO —ysin@, xsin® +ycoso).

16 Arg je vigeznatnafunkcija
17 0 Argumentu videti vige u M. Mateljevi¢, Kompleksna analiza 1, Beograd, 2009.
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Teorema 3. (Adiciona).t®
cis(laa+ ) =cisa-cisp, o, €R.
DokAz. Kako je cis periodicna funkcija dovoljno je da se pretpostavi dasu o, 8 €
[0, 27).
Luk izmedu kompleksnih brojevaai b najedini¢noj kruznici oznacicemo sa
lap =lap(t), a<t<P.
Nekasua=cisa, b=cisf i cjetatkajedinitne kruznice, takvadaje c = R,b.
DuZine lukovasu |l1a] = ¢, |l1p| = B. Kako je Ry izometrija, Ryl =ai Ryb =c,
paje |lpc| = .
DuZine lukovalyy i I5c sujednake i zbog toga je duzina |lac| = B, paje duZinaluka
nastalog nadovezivanjem |14 1 | 5¢
licl=0+p, a+pf<2r
lic|=a+B -2, za a+p >2n.

Slika 37 — Adiciona teorema

S obzirom na definiciju
c=cis(a+pf), ikakoje c=Ryb=cisacisf dedi
cis(a.+ ) = cisoccisf.

Odavde je
cos(o+ B) +isin(o+ B) = (cosa +isine)(cosp +isinB)
= coso.cosP —sinosinB +i(cosasinB +sina.cosf);

18 Pedago3ki pristup definiciji trigonometrijskih funkcija, uvodenju polarnih koordinata, dokazu Adici-
oneteoremei dr. nalazi se u M. Mateljevi¢, Kompleksna analiza 1, Beograd, 2009.

Formulacis(a+ ) = cisa - cisf vodi nas do teorije funkcionalnih jednatinai pitanja: koje sve funkcije
zadovoljavaju f (o + ) = f(o) - T(B).
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Dobijaju se tzv. adicione formule
cos(a+ ) = cosocosf —sinasinB
sin(a+ B) = cosasinf + sino: cosp.

Dokaz ove dve adicione teoreme bazira se na dve vazne Cinjenice:

() Ry jeizometrija

(b) Duzinalukaje aditivnafunkcija.

[1 Na€in. Na jedinicnhom krugu uoCimo sledete tatke P(1,0), A(cosa,sino),
B(cospB,sinf), S(cos(a+ B),sin(ac+ B)) i Q(coser, —sina).

S(cos(a+B),sin(a+fB))
A(coso,sina)

B(cos B,sinf3)

0 P(1,0)

QO(cosa, —sina).

Slika 38

Luk koji potinje u tacki P i zavrSava se u tatki Sima duzinu |o + B|. Luk Kkoji
pocCinje u tatki Qi zavrSava se u tacki B imaduzinu |o + | (smer je pozitivan, suprotno
kretanju kazaljke na Casovniku). Tetive koje odgovaraju ovim lukovima jednakih duzina
imaju iste duZine pa vazi

PS — QB
(cos(a+ ) — 1)2+ (sin(e +ﬁ))2 — (cosP —cosar)? + (sinf + sina)?
aodavde posle kvadriranjai korigtenja osnovnog identiteta cost + sin’t = 1 dobijase
—2cos(a+ ) = —2cosf cosa +2sinf sing,
odnosno
cos(a + f3) = coso cosf} —sinosin.
Ako zelimo cos(oc — ) ondaje
cos(a — f) = cos(a + (—3))
= cosacos(—f3) —sinasin(—f3)
= cosacosf +sinasinf.
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Zap =a,
CoS20 = CO? o — Sin
Sin2o = 2SN oL COS (.

()

Z = —,

ao=-
20 ¢ 20
cos7_cosz§ sin 2

_ ¢ _(1_ ¢

— cos? 5 <1 cos? 2)

- ZCOSZg —1: odnosno
2coszg =1+cosp; dicnoi,

Zsinzg = 1—cosQ.

Dobijene jednakosti su formule snizavanja stepena (ili formule polovine ugla).

Teorema 4. (Moavrovaformula).

(cisp)"=cisnp, @R, neN.

Dokaz se izvodi matematickom indukcijom.
Zan=1,cisg = Cis@.
Pretpostavimo da zaneko n € N vazi
(cisp)" =cisng dokaZimo davazi
(cisp)"™ =cis(n+1)¢
(cisp)™! = (cisp)" - cisg
Ep Cisng - Cis@
&g s(np + @)
=cis(in+1)o.

6
PRIMER 29. lzraCunati (%—|£> .

2

(8)-(3(2)

= coss—n+isin5—n i
a 3 3

=cosl1l0r +isin10r = 1.
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Skup redenja jednatine Z" = a je n-ti koren kompleksnog broja a.

Za prakti¢no reSavanje zadataka napisacemo
z=pcCisp, a=rcsa
Z"=p"cisnp =rcisa
p"=r, np=a+2kr, kezZ

_a+2kn

p:\lyF7 (P—T, k:O,lw'wn_l
.o+ 2kr
zk:\WC|s+T, k=0,1,....,n—1.
PRIMER 30.
z=+v—-1=+/cosr+isnrx
z:cisn+22kn, k=0,1
Y4 —cisE—i' z —cisg—n——i
1=as5 =1 2= 5 =
PRIMER 31.
z=(—8i)Y3

—z—i—an
2 = 2cis ZT . k=0,12.

2.2.8. Granicni procesi i primene
Konacno i beskonatno

Matematicki naCin misljenja nije niSta drugo nego princip analizirajuce metode, i
utoliko je naziv analiza za viSu matematiku novog veka koja nastagje u XVII veku du-
blje opravdan. ,,On je povezan saidejom mathesis universalis, kojaje uz pomoc algebrae
speciosae (slovnog ratuna koji je pronasao Vijet'®, a sam ga je Dekart pobolj3ao) pri-
menljiva na sve vrste brojeva i veli€inag, i nadalje sa njegovim idealom matematizacije
fizike, u kojoj se do svega dolazi postavljanjem aksioma i agebarskim ratunom. Tako
je matematika Dekartov metodicki izbor.“?° Pored toga matematicki natin midjenjanije
samo analitiCan nego i graditeljski i to metodom kojaima odredena pravilai nemilosrdno

19 Frensis Vijet (Francois Viéte), francuski matematicar, Ziveo je od 1540-1603.
20 Oskar Beker (Oskar Becker), 1998, \elitina i granica matematitkog natina midjenja, Demetra,
Zagreb, str. 25. Algebrae speciosae sastoji se od dovnih simbola koji imaju opste znaCenje, oni mogu
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dosledan postupak. NaS duh pociva na jedinstvenoj i stalnoj celini jednog apsolutnog
bivstvai jednog subjektivnog postignuéamidjenjai imaginacije koji sadejstvuju u nasta-
janju matematickih pojmova. ,Ako se pojam kontinuuma prvenstveno dovodi u vezu sa
prvim momentom, onda ongj drugi momenat tek stvara pojmove brojai mnozine, patako
i moguénost mere 2L, Merenje tako postaje prvi zadatak razmatranjai otvara pitanje: Ako
postoji beskrajno prostiranje da li nuzno postoji i nesto najmanje u njemu? Te suprotno-
sti uzgjamno se uslovljavaju i mogu se pretpostavljati ili zamidljati samo zajedno. Tako
dolazimo do pojma tacke kao logicke suprotnosti Cistog apsolutnog protezanja.

BezgraniCnost prostorai vremena pruzanam sigurno jemstvo dau njimanemaposia
sa stvarimavet saidejama Cistog razuma. Midljenje neprestano tezi ka tome da prevazide
svaku dostignutu taéku, te tako postaje osnova i izvor za svaku vrstu beskonatnosti.??
Prostor i vreme su Cisti apstraktni pojmovi i predstavljaju ngjviS rang u sistemu saznanja.

Veza izmedu apsolutnoga i pojmova naSeg saznanja, prema Kuzanskom,?® upore-
duje se odnosom koji postoji izmedu kruga i pravilnog poligona. Krug nije nista drugo
nego mnogougao sa beskonatno mnogo strana. Granicna vrednost moze se dokuciti po-
sredstvom neograni ¢enog procesa priblizavanja. NezavrSenost tog procesa nije nedostatak
veC svedoCanstvo snage i osobenosti uma, koji moze samo u beskonatnhom objektu do€i
do svesti 0 svojoj vlastito] sposobnosti. Ono $to je neograni eno postaje osvetljeno. ,Sada
beskonatnost viZe nije granica, nego je samopotvrda uma“?* Sada duh ocrtava pojam
kruga kao zami8ljenu liniju, Cije su tatke podjednako udaljene (d) zajedniCkog centra, a
lik koji tako nastgje nema posebno, materijalno bivstvo nigde izvan midjenja. Istina se
dokazuje tek na ovom nivou. Tako se midljenje uzdize do apstraktnih pojmovai oblika i
razvija siguran put matematicke nauke.

»Saglasnost do koje u podrucju metafizike dolazi izmedu konacnog i beskonatnog,
izmedu svetai boga, unutar ucenja o saznanju odrazava se u jednom novom odnosu koji se
sada stvara izmedu &ulnosti i midjenja“?> Protivnici Platona se ipak slaZu u uverenju da
matematika ne zavisi od culnog iskustva. Postavlja se pitanje: dali se pojam beskonatno
pojavljujeuiskustvui dali se to moze dogoditi, dok se u matematici smatraneophodnim?

oznaCavati Ciste brojeveili duzine, povrsine, vreme, teZinu itd.; pred nama danas su tako dobro poznate for-
mule. Dekart je shvatio njihovu univerzalnu primenljivost, &to jeizrazio u fundamentalnom pojmu mathesis
universalis (Ibid, str. 56)

21 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba |, 1zdavatkaknjizarnicaZorana
Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 196.

22 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba I, 1zdavatka knjizarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 320.

23 Nikola Kuzanski (lat. Nicolaus Cusanus, nem. Nikolaus von Kues, 1401-1464) nemaiki kardinal i
filozof u doba renesanse, napisao je delo De Docta Ignorantiae (O u¢enom neznanju).

24 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba |, 1zdavatkaknjizarnicaZorana
Stojanovi€a, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 29.

25 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doball, 1zdavatkaknjizarnicaZorana
Stojanovi€a, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 31.
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Prebrojiv i neprebrojiv skup

Ci njenica da svaki prirodan broj ima svoje sledbenike znaci da je skup prirodnih
brojeva beskonaCan skup, tj. da prirodnih brojeva ima beskonatno mnogo. Pojam bes-
konaCnosti dobio je naznaCaju krajem X1 X veka, kadaje Kantor zapoceo sistematsku ana-
lizu matematicke beskonatnosti, &o je dovelo do zasnivanja moderne teorije skupova. 2

Osnovna podela skupova je podela na konatne i beskonactne skupove. To da li
razliCiti konatni skupovi imaju isti broj ¢lanova definiSe se na jednostavan nacin. U ma-
tematici to je bijektivno preslikavanje jednog skupa na drugi, ili sparivanje Clanova datih
skupova. Postupak je zavrSen kada se iscrpe ¢lanovi bar jednog skupa. Ako su nakon n
ponavljanja postupka sparivanja istovremeno iscrpljeni ¢lanovi oba skupa, kaze se da su
posmatrani skupovi istobrojni i daimaju n ¢lanova.?’

Kada je reC o beskonatnim skupovima, postupak sparivanja nikad se ne zavrSava,
ali misaono se moze izvesti. Na primer, moguce je spariti ¢lanove skupa svih prirodnih
brojevai skupa svih parnih prirodnih brojeva.

1 2 3 4 5 -~ n n+l

2 4 6 8 10 --- 2n 2n+2

ili
1 2 3 4 5 .- n n+l
2.1 22232425 .-2n 2n+1) ---

Naova naCin svaki prirodan broj n sparen je sa parnim brojem 2n. Prema pojmu istobroj-
nosti kod konacnih skupovamozemo zakljuciti da su skup svih parnih prirodnih brojevai
skup svih prirodnih brojevaistobrojni, tj. daimaju isti broj ¢lanova. To se kosi sa naSom
intuicijom o konatnim skupovima, i stavom da je deo manji od celine, ali imajte na umu
da sada ne razmatramo konacne vet beskonatne skupove!

Opisanim postupkom sparivanja pokazuje se i da skup svih neparnih prirodnih bro-
jevai skup svih prirodnih brojeva imaju isti broj elemenata, iako je skup svih neparnih
prirodnih brojeva samo deo skupa svih priodnih brojeva. MatematicCari su izdvojili termin
ekvipotentnost dva skupa koji oznaCava istobrojnost u smislu ranije opisanog sparivanja.

Skupovi A i B su ekvipotentni ukoliko postoji bijektivno preslikavanje skupa A u
skup B.

Kod konatnih skupova pojam ekvipotentnosti poklapa se saintuitivnom predstavom
0 jednakom broju elemenata skupova. Uspostavljanje bijekcije izmedu prirodnih brojeva
i nekog drugog beskonatnog skupa, ili ispitivanje ekvipotentnosti, obino se zove prebro-
javanje Clanovatog skupa.

%6 Georg Kantor (Georg Cantor), 1845-1918. Studirao je u Cirihu i u Berlinu kod Vajerdtrasa. Kreirao je
teorijg skupovai razvio je transfinitnu teoriju broj eva zasnovanu na matematickoj beskonatnosti.
27 Zeljko Paue, 2007, Matematika i zdrav razum, Skolska knjiga, Zagreb, str. 109.
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Kada se utvrdi ekvipotentnost posmatranog skupa i skupa prirodnih brojeva, kaze se
da je posmatrani skup prebrojiv skup.
Navedeni primeri skupova svih parnih i neparnih prirodnih brojeva su prebrojivi
skupovi. Skup svih celih brojeva je prebrojiv skup.
12 3 456 7 ---2n2n+1 -
01-12-23-3:---n —n
Jedno od prvih Kantorovih otkrica bilo je sledeCe saznanje. Skup racionalnih brojeva je
prebrojiv skup, tj. ekvipotentan je skupu prirodnih brojeva.
Trebalo je dokazati da se svi racionalni brojevi mogu poredati u odredeni niz. Prvo
cemo poredati pozitivne raciona ne brojeve na nacin prikazana na dlici 39.

g PR NIw N NI e

A R WIN Wik
oo)r“H\z Nl
N gl

ORI RIAR®RIN RIR

Slika 39 — Niz racionalnih brojeva Slika 40 — Georg Kantor

Zatim izbacimo (precrtamo) sve Clanove koji se ponavljgju i dobili smo trazeni niz.
Sada se moze uspostaviti bijekcijaizmedu skupa prirodnih brojevai ovog skupa, pa se za
njega kaze da je prebrojiv. Skup svih racionanih brojeva moze se poredati u niz. Neki su
pozitivni ¢lanovi racionalnih brojevavet poredani u niz koji je prethodno prikazan
a1,a,...,an,...

Kada dodamo negativne racionalne brojeve i nulu, dobijase niz
0,a1,—ai,ax,—ay,...,an,—an,...

Naova] naCin dobijamo da je skup svih racionalnih brojeva prebrojiv skup.

Semaracionalnih brojevanasdlici zapravo predstavljatzv. Labdomu, kojaje vrlo sta-
rog porekla, preteta Paskalovog trougla; javljasei umuzici, kao i u nauci o harmoniji.?

28 \/ideti u: Canak M., 2012, Put u petu dimeziju, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 71-74.
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Kod treperenja Zice, pored treperenja cele duzine, uoCavamo i treperenje pojedinih
delova— dve polovine, tri treCine, Cetiri Cetvrtineitd. Ova slika potpuno odgovara brojev-
noj shemi lambdome.

Slika 41 — Lambdoma

Broj elemenata konatnog skupa naziva se kardinalni broj skupa. Matematicari su se
usaglasili u tome da se moze govoriti i 0 kardinalnom broju beskonatnog skupa, pri cemu
ekvipotentni skupovi imaju isti kardinalni broj. Za skupove ekvipotentne skupu prirodnih
brojeva, njihov kardinalni broj oznatava se sa X o (alef — nula).

Sada moze da se kaze da postoji vise vrsta beskonacnosti, tj. da prebrojiva bes-
konacnost nije jedina beskonatnost. NajznaCajnije Kantorovo otkrice u analizi beskona-
¢nosti bilo je saznanje da skup realnih brojeva nije prebrojiv, $to znati da mu se pripisuje
VIS nivo beskonatnosti nego $to je prebrojiva beskonatnost.

Ne moze se uspostaviti obostrano jednoznacno preslikavanjeizmedu el emenata skupa
svih prirodnih brojeva i skupa svih realnih brojeva, odnosno skup realnih brojeva je bes-
konaCan neprebrojiv skup.

Dokaz se zasniva na beskonatnom decimalnom zapisu realnih brojeva, a ako je tg
zapis konaCan dodaju se nule. Pretpostavimo da smo sve realne brojeve pored ali u niz
gde je m; ceo deo realnog broja, aizadecimalnog zareza brojevi & € {0,1,2,...,9}.

M, a1 a2 13 g 5 -
Mz, Q1 a2 a3 Ayq A5 -
M3, @az1 ag2 a3 az4 aAzxs -
My, Q41 Q42 a43 Ay a5 -
Mg, as1 a2 a53 asg ass -

Dijagonalnim postupkom Kantor je pokazao da postoji realni broj koji nije u nave-
denom nizu, tj. takav decimalni broj koji se razlikuje od svakog broja u datom nizu. Pri
njegovoj konstrukciji dovoljno je iza decimanog zareza uzeti broj a; koji serazlikuje od
ai1, anijeni 0 ni 9. Sledeta cifraay serazlikuje od ax, (i nije 0ili 9), pa se az razlikuje
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od ags itd.
m aaazagas...

Tako konstruisani broj sigurno se razlikuje od prvog ¢lana niza posto nemaju istu
prvu decimalu; razlikuju se od drugog jer je razliCita druga decimalaitd. Znaci, razlikuje
se od svih brojeva u navedenom nizu. To je suprotno pretpostavci da smo sve reane
brojeve pored ali u niz.

Prema tome, postoji i neprebrojiva beskonatnost, tj. beskonatnost viseg nivoa od
prebrojive beskonatnosti. Tako je Kantor pokazao da je moguce definisati beskonatne
skupove sve vigeg i vieg nivoakoji imaju sve vete i vete kardinalne brojeve.?®

Nizovi realnih brojeva

U ovom delu uvodi se stroga definicija nizova po ugledu na KoSija. Teorija nizova
daje nam pravi uvid u pojmove beskonatno i beskonatno malo.*°

207y 7&d

AT

Slika 42 — Ogisten KoS

Definicija niza realnih brojeva. Funkcija f : N — X zove se beskonacni niz ele-
menata iz X, ili jednostavno niz. Vrednosti funkcije, u oznaci f(n) =xp, N=1,2,... su
Clanovi niza, a X, je n-ti ili opsti €lan niza.

Umesto X1, X2, . .., Xn, . . . Niz Cesto 0znatamo sa (Xy).

Kadaje X C R, govorimo o nizu reanih brojeva

29 Bogoljub Stankovi¢, 1975, Osnovi funkcionalne analize, Naugna knjiga, Beograd, str. 26.

30 Ogisten Kos (Augustin Louis Caushy), roden je 1789. u Parizu i Ziveo je do 1857. Bio je veliki ma-
tematicar i sa Ojlerom i Kejlijem deli titulu ngjproduktivnijeg matematiCara svih vremena. Sa 27 godina
postao je €lan Pariske akademije nauka. Dao je vrhunske doprinose u kompleksnoj analizi, diferencijal-
nim jednaCinama, teoriji funkcija, nizova, granicnih vrednosti, beskonatno malih itd. Ko je u svom radu
iz 1821. uveo strogost u analizu. Bavio se pitanjima funkcija, nizovai njihovim grani¢nim vrednostima,
beskonatno malimi dr.
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111 1
PRIMER 32. (Harmonijski niz) Nizrealnih brojeval, =, = = ... S

Clanx, = % naziva se harmonijski niz. Svi ¢lanovi tog niza su u e-okolini tacke 0, potev od nekog
n> N.

1 Ciji je opdti
n’ -+, ClJIjeop

=

Definicija otvorene okoline. Otvorena okolinatatkea < R, uoznaci U (a)iliV(a),
predstavija otvoreni interval koji sadrz tacku a.

Specijalno, otvorena epsilon®! okolina tadke a € R jeste interval
U(a)=(a—e,a+e), e>0 il
U(a)={xcRla—e<x<a+e}={xcR||x—a<e}.

Definicija grani¢ne vrednosti i konvergentnog niza. Broj a € R je grani¢na vred-

nost niza (x,), ukoliko za svaku okolinu V(a) tatke a postoji takav broj N (izabran u

zavisnosti od V(a)) da svi €lanovi niza, Ciji je indeks veti od N, pripadaju okolini V(a)
tacke a.

Niz realnih brojeva je konvergentan ako ima granicnu vrednost, a divergentan ako
je nema.

Granicna vrednost niza oznaCava se sa

IirJrr] Xn =@, 0dnosno X, — a, (N — o).
N— oo

L ogickim simbolima se moze zapi sati
a= n|_l>rll Xn < (Ve > 0)(IN(e) e N)(Vne N)(n> N(e) = |[xn—a| < €).
LL‘]\£+1 .T'N e X3 T2 .72'1

/ A \ @ A
\ a ]
a—Ee a-+e

. 1 o oy
PRIMER 33. Niz X, = . n=12,..., konvergirai imagrani¢nu vrednost nula.

Nekaje dato proizvoljno £ > 0. Na osnovu Arhimedove aksiome postoji prirodan broj N(¢)

o1 1 .1 .« o 1
veti od . odnosno N(g) > s pavazi NG < e.(Mozesei precizirati N(g) = [E} +1)

I 1 1
Tadazasven > N(g) vaZi ngednakost 0 < <N <&

N(e)
Nataj nacin, zasven > N(¢g), ispunjeno je
1 1 o . . 1
——0|==<¢, Sojeekvivdentno lim = =0.
n n N—-+eo N

31 Prirodaili sugtina ovog broja najéeste se opisuje kao ,,proizvoljno mali unapred zadat broj“.
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PRIMER 34. Akoje|q| < 1ondajenIiT q" = 0. Dokazati.
— oo

DokAz. Nekaje 0 < g < 1, onda moZze da se napise da je q = ﬁ h > 0. Na osnovu

Bernulijeve negjednakosti
(1+h)">1+nh, n>2 h>-1
vaZzi nejednakost
St
1+nh nh
Zaproizvoljno e > 0 moze seizabrati N = N(¢) tako dazasvako n > N(¢) vazi dajeq" < e.
Dabi ovo hilo ispunjeno dovoljno je da bude

0<g'<

i<e<:>n>i a biramo
nh e P

N(e) = [é] +1

Pokazujemo daje zasve n > N(g) ispunjeno q" < €. Naime,
< 1 < ! < !
nh+1 " N(g)h

n

q

Sledi daje
limqg"=0, 0<g<l1

N——oo

Za—1<qg<0,pisemo
lim "= lim (=k)" (gdejeq=-k i 0<k<1)

N——oco N—>—+oo
— (_ 1\ ;i n_(_1\".o—
= (=" lim k"= (-1)"-0=0.

NAPOMENA. Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Si=atag+ag’+ -+adt o<1

je
_a-aq"  _1-q"
= 1-q a1z q’
Naime, po&toje S, =a+aq+adq +---+aq" ! ondajeqS, = aq+ag® +ag® + - - - +aq". Oduzi-
AN
manjem, S, — S, = a—aq", odnosno §, = al1 _qq .
Sa S oznatavamo sume beskonatnog opadajuteg geometrijskog reda, paje
. a
S=ImS =14

L n_
Jerjengrpmq =0.

. U
PRIMER 35. Nekajea > 1. Dokazati daje lim — =0.

n—-+co gn
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DokAz. Kakojea—1> 0, koristeti Njutnovu binomnu formulu®?

- (@)= 3 () -2

<g> ®a k1_> <2>(a—l)2+---+<2>(a—1)"
(o)

n
2
_n(n—1) 5
0< b n B 2
Nogn ™ _ T (n— —_1)2
a n(n2 1)(a—1)2 (n—1)(a—1)
Kakoje
lim 2 =0, ondaje lim n—0
. n— D@12 MM =

Osobine konver gentnih nizova

(i) Konvergentan nizima jedinstvenu grani ¢nu vrednost.

(||)Ak01e I|m Xn=ai I|m | Yn= bia< b, tada postoji broj N(¢), tako da za sve
n> N(e) vazi xn<yn.

(iii) (Teoremaodvaiandara)Akojenirpmxn:a I|m | Yn= aiXn<zy<Yn, NEN,

tadaje lim z,=a.
N——+oo

DokAz. (iii) Akojenirp Xn = nlrp Yn = a, zasvako € > 0 postoje N’ i N takvi
dazasven> N vazia—e < x,i zan> N" vazi y, <a+e¢. Tadazan > max{N’,N"}
dobijamoa—e < Xy < zy < Yyp < a+eili |zy—a| < &, odnosno n“T Zn=a

—> —+o0

Definicija beskonacno malih nizova. Brojevni niz (o), Cija je granitna vrednost
nula, naziva se beskona¢no mali niz, u oznaci IirJrr1 on=0.
N— oo

Svaka linearna kombinacija beskonacno malih je beskonatno mala.

Proizvod beskonacno malog niza i ograni Cenog niza jeste beskonacno mali niz.
Proizvod konanog broja beskonatno malih nizova jeste beskonagno mali niz.3
Lema. Brojevni niz (X,) ima konatnu granicnu vrednost jednaku broju a ako i samo

akojeon=Xxy—a,n=12,... beskonatno mali niz, odnosno n”T on=0.
—» o0

32 Njutnova binomnaformula
0 /n
a+b)"= ( >a”kbk
(a+b) g,o K
moze se dokazati matematickom indukcijom.

33 Dataljni dokazi nalaze se u Dobrilo To&¢, Miloljub Albijani¢, Danijela Milenkovi€, 2012, Elementi
diferencijalnog i integralnog racuna, Sluzbeni glasnik, Beograd, str. 78.
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Dokaz. Neka su dati brojevni niz (xn) i broj a. Akojeon=x3—a,n=12,...,
ondauslov nirrw Xn = &, po definiciji graniCne vrednosti niza, za svako € > 0 postoji broj
N(e), tako dazasven > N(e) vazi |x, —a| < €. To je ekvivalentno sa |an| < €, aSto je
definicija granicne vrednosti nirpw on = 0, 0dnosno (o) je beskonatno mali niz.

Na osnovu leme moZe sereti: Broj a je granicna vrednost niza (X,) ako i samo ako
Sse moze napisati X, = a+oap, N=1,2,..., gdeje (an) beskonatno mali niz.

Niz (xn) je ograniCen ako postoje brojevi mi M takvi da je za svako nm < x, < M,
tj. (xn) je ogranien ako su svi njegovi ¢lanovi u nekom intervalu oblika [m, M].

Osobine granicnih vrednosti nizova mogu se iskazati sledeCim tvrdenjem:

(i) Akodati niz (xn) konvergira, tada konvergirai niz (|xy|), pri ¢emu zapisujemo:

iz IlT Xn = a dedi I|m |Xn| = |a|. Obratno ne mora da vaz.
N— oo

(i) Algebarskekombinacijelimesa. Ako nizovi (xn) i (Yn) konvergiraju, odnosno
lim x,=a, Iirp Yn = b, tada vaz:

N—+oo
@ I|m (/lxn+uyn) = Aa+ ub;
(b) I|m | XnYn = IlToox num Yn;
x lim Xn
(c) Akojeyn # 0, lim yn # 0, ondaje lim AL L s
—+>Yn L'erYn

(iii) Konvergentni niz (xn) je ogranicen.

Definicijamonotonog niza. Niz (X,) je neopadajuci (nerastuci) ukoliko izm < n
dedi dajexm < Xy (Xm = Xn). Ukoliko su ove nejednakosti striktne, tj. Xm < Xy (Xm > Xn),
kaZemo da je niz (x,) strogo rastuci (opadajuti).

Vajer&trasova teorema. OgraniCeni i monotoni niz (x,) je konvergentan.3

DokAz. Pretpostavimodajeniz (x,) rastuci i ogranicen. Zaa = sup{xn|n € N} vazi
Xn < azasven € N. Posto je a najmanje gornje ogranicenje, a— € nije gornje ogranicenje,
pa postoji broj N(e) takav da je xye > a— & PoSto (x)) raste, bice
Xn = Xne) Zan>N(g), pajea—e <xp<azan>N(e) fj.timprea—e <xp<a+eza
n> N(e),
LIN(E) Tp
S S

a—& a

3 Karl Vajer&tras (Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm), nematki matematicar (1815-1897).

Jedan je od vodetih nematkih matematiCara X 1X vekai jedan od osnivatamoderne analize. Dao je dopri-
nos u oblasti eiptickih i Abelovih funkcija, teoriji analitickih funkcija, konvergenciji redova, varijacionom
raunu i dr. Bio je lan Berlinskei Pariske akademije nauka.
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&to znaCi da su skoro svi ¢lanovi niza (x,) u e-okolini tatke a. Prema tome, zakljucujemo
daje lim x,=a
N— oo

PRIMER 36. Dokazati daje niz

1n
:1—
o= (143)

monaotono rastuti i ogranicen, ato zna€i daimakonatnu graniénu vrednost.
Ako primenimo Njutnovu binomnu formulu dobija se
1\" 1 nn-1) 1
=(1+Z) =1+n-= it
Xn ( + n) Nt S
nn—1)(n—2)---(n—k+1) 1 nn—1)---11
k! nk "t n! nn

B
D) ()

Ukoliko umesto n stavimo n+ 1, dobija se formulaza %,.1 i vazi

S S
1-—<1———, s=12,....n—1,n=23,...,
n n+1
&to znaci daje niz x, rastuci, odnosno X, < Xn1.
Vaze dedete nejednakosti:

1_§<17&:Lz””n—1i
21-1.2.2...2<1-2:3---n=nl!,
—
n—1 €inilac

paje2"l<nl = 1 < i_l Zan > 1i naosnovu navedenih nejednakosti dobija se

nl - 2n
Xn < 2+1+1+ +1<2+1+1+ o 1
= 2 3 2 2 2n-
=1 1
<1+Z?:1+—1:3, odnosno x, < 3.
2

Niz X, je monotono rastuci i ogranicen odozgo, paje konvergentan. Njegovu grani¢nu vred-
nost definiSemo sa

. 1\"
e= lim (1+ﬁ>, e~ 2.718281828459045... (2<e<3).

N—soo

1 1
[ttt oe

1
PRIMER 37. Nizz, =1+ — +2

DokAz.
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g Lyn=y 1on(-h-2) 1 - 1
1! n-n 2 'n n n 3! n-n---n n!

<1 1 1 1

< +E+E+---+H—Zn

2
1\" " n+n\ 1 n2+n\ 1 n%+n 1
wWh= 1|1+ >1 L= NI ) —
" (+n2> +( 1 ) n2+( 2 ) e *( n ) (Pr

nP+n 1 (MP+n)(nP+n-1) 1

(n2+n)(n2—{—n—l)...(n2+l) 1 1 1 1_
n2 n2...n2 H>1+F+§++Eizn
Znati Xy < zn < Wy
Posto x, — e
2
1\" 1\"
Sledi z, — €.

KoSjev kriterijum konvergencije. Niz (x,) ima konacnu grani¢nu vrednost ako i
samo ako vaz

(Ve >0) (3IN(g) e N), Vn> N(g), Vp € N [Xnrp—Xn| < €iili
(Ve >0) (VN(g) e N), Vmn> N(€) : |[Xn— Xm| < €.

Granicna vrednost funkcijei neprekidnost funkcije
Nekaje f : X — R, X C R realnafunkcija.

Zafunkcijuy = f(x), x € X, u daljem tekstu, najceSte se koristi skratena notacija,
gde se izostavlja domen za koji se pretpostavija da je maksimalni domen definisanosti
podskup skupa realnih brojeva. Posebno, kada je to bitno, isticate se domen.

Otvorena okolina tatke a, u oznaci U (a), jeste otvoreni interval koji sadrZ tacku a,
%o e se u daljem tekstu koristiti. Suplja okolina tatke aje uU (a)=U(a)\{a}.

Nekaje X C R. TaCkaa za koju postoji niz razliCitih taCakax, € X,n=1,2,... Cija

je graniCnavrednost a, u oznaci ”T Xn = @, haziva se taCka hagomilavanja skupa X.
N—+-oco

Ako je tatka nagomilavanja a jedna od beskonatno udaljenih taCaka, oo, ili —oo
ona se naziva beskonatno udaljena tatka nagomilavanja skupa X.

Ako a = +-- znati daje skup X neograniCen odozgo i, analogno, za a = —eo skup
X je neogranicen odozdo.

Tacke nagomilavanjamogu, ali ne morgju, pripadati skupu X. Naprimer, zainterval
(a,b) tatke ai b su tatke nagomilavanja skupa (a, b) ane pripadaju navedenom intervalu.
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NAPOMENA. Tacka a je tatka nagomilavanja datog skupa X ako i samo ako svaka
njena okolina sadrz beskonatno mnogo elemenata skupa X.

Ekvivalentan jei sledeCi iskaz: Neka taCka a je taCka nagomilavanja datog skupa X
ako i samo ako svaka njena okolina sadrZ bar jednu tacku skupa X razliCitu od tacke a.

Hajneova definicija graniéne vrednosti.>® Tatka A je grani€na vrednost funkcije
f(x), x € X utacki a, (ili kad x — a), ako za svaki niz tataka x, € X, razicitih od a,
n=12,... koji ima grani¢nu vrednost a, u oznaci lim x, = a niz vrednosti (f(xn))

N— o0
funkcije f utatkamax,, n=1,2,... ima svoju grani¢nu vrednost A, odnosno vaz
lim f(xp) =A.
N— oo

U tomslucaju piéemo)l(i_rgf(x) =Aili f(x) - Azax— a.
Ako koristimo logicku simboliku moze se napisati

lim f(x) =A< (WX, € X\{a}, n:1,2,...)(n£rpmxn:a:> lim f(x))=A).

X—a N—+o0

Ako je A konaCan broj, onda funkcija f (x) imakonatnu granicnu vrednost.

PrRIMER 38. Dataje funkcija f(x) = sin)—l(.

BN

ol 2 1T =
™

Slika 43 — Grafik funkcijey = sin)—l(

Ona je definisana naskupu X € R\{0}. Dali postoji grani¢na vrednost Iiryf (x)?
X—>

1

1
0 se posmatraju dvanizax, = — i, T2 o

n=12, ... dobijase

lim x,= lim X, =0,

N—+oo N—>+oo

35 Hajne Edvard (Heine, Heinrich Edward), nematki matematicar (1821-1881). Napomena. Ovaj pristup
moze se nati kod: Kynpssnes JI. /1. 2005, Kparkuit kypc MaTemarudeckoro anasumnsa I, Juddepen-
[IUAJBHOE U WHTErPAJbHOE NCIUCIeHUsT QyHKIWMIi o/Hoi nepemennoit, PVISMATJIUT, str. 95.
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gdeje o € X, X, € X, n=12,....
Kako je f(x) =sintn=0,zan=1,2,... i f(X,) :Sin(g+27rn) =1,zan=12,...,
ondaje
Jim f(x) =0, lim () =1,

pa ne postoji grani¢na vrednost funkcije u tacki a = 0.

KoSjeva definicija granicne vrednosti. Neka je funkcija f : X — R, X C R. Broj
A je granicna vrednost funkcije f (x) zax — a, u 0znaci )I(l_r>r‘]j1 f(x) = A, ako zasvako € > 0
postoji takvo 6 = 8(¢e) da za svako x koje zadovoljava negjednakost 0 < [x—a| < & vaz
|f(x) —A| <e.

Slika 44 — KoSijeva definicija granicne vrednosti

Koristeti logicke simbole moZe se krate napisati na sledete nacine:
)I(i_rgf(x) =A& (Ve >0)(38(e) > 0)(Vxe X)(0< [x—a] <e = [f(x) —A| < &)
lim f(x) = A< (W(A)) (30 (@) (f(XNU (@) c V(A))
limf(x) =As (W(A) (3 (@) (vxeXnU(a)) = f(x) €V(A)).

NAPOMENA. Hajneova i KoSijeva definicija granitne vrednosti su medusobno ekvi-
valentne.

L X
PRIMER 39. ZaStojelim- =1?
x—0 X

Smatram da je ovo osnovni limes tipa ,nula kroz nula‘. Izraz - nas intuitivno navodi na

X
to daje u pitanju neodredeni oblik ,nula kroz nuld‘. Medutim, pazljivom analizom konstatujemo
dax =+ 0, ai daxtezi nuli. Naprimer, niz0.1,0.01,0.001, ... teZi nuli kada napiSemo, na primer,
0.001

0.00L 1. Po&to je utvrdeno dax # O (iako tezi nuli), moZze se skratiti navedeni izraz, pa se dobija

. X .
lIim-=Iiml=1.
Xx—0 X X—0

N 11 )’
PRIMER 40. Dokazati dajelim— = 1.
x—0 X
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Posmatra se jedini¢ni krug sa centrom u koordinathnom pocetku i neka je argument
T L . —
X € (O, 5) . Argument x je duzina kruznog luka AM.

/ A
¥
M M
T
AN
NANE,
0 N |4 0 A K
Slika45 — Uz primer 6 Slika 46 — Aproksimacija luka

DokaZimo nejednakost
sinx < x < tgx xe(O z).
) 72

Prvi deo sinx < x vaZi, jer je sinx = NN, avelitina duzi NM je manja od duzine lukaAM.

Potrebno je dokazati nejednakost
x < tgx.

DuZinaluka dela kruznice je supremum duzina upisanih poligonalnih linija.

Luk AM moze se aproksimirati upisanom poligonalnom linijom, pa na osnovu nagiba (ili
stava: naspram veteg ugla je veta stranica trougla) vazi
MN; < MPy

NiNz < PP,
NoA < Pz—K
Sabiranjem se dobija L
MN; + N1No 4+ NoA < MP 4 P1P, + P.K = tgx.
Luk mozemo podeliti nan delovai potraziti grani¢nu vrednost kad n — oo,
Dobhijase x < tgx.

NAPOMENA. U udZbenicima je klasi¢an dokaz uz koristenje povréine kruznog isetka®®

Kako je
sinx < x<tgx, sinx> 0, xe (0,%), ondaje

36 Naosnovu definicije trigonometrijskih funkcijazax e (0, g) i povrsinakruznog isecka P, 5 1 Paoas
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1

N

—o —T us 2

v

Slika 47 — Grafik funkcije f (x) = %‘

X 1
1<— < ——, odnosno
SINX ~ COSX

sinx
1>T>cosx /(=

0<1-=—= gl—cosx:ZSinz)—Z(.

, . X\ 2 X\2 1, snx 1,
Kak01e2<sm§) <2<§) féx dob|1ase0<1—7<§x

Odavde, na osnovu Ilmlx = 0 dedi Im(l—ﬂ() = 0, odnosno
x—0 2 x—0 X
lim smx_l‘
x—0 X

Posto je f(x) = ? parnafunkcijajer je
sn(—x) —sinx _ sinx

- - )

—X —X X

. .. T
grani¢na vrednost vazi i zax € (— E’O>'

PRIMER 41. Dokazati

, 1\* 1
lim <1+—> =e I|m(1+x)x:e
k— oo X

n

DOKAZ. POStOJenLlT (1+—> = e, apremaArhimedovoj aksiomi zasvaki x € R, postoji
n e N tako davazi n < x < n+ 1, odnosno

1.1 1
——, X>0, neN

)

=

n x>n+1
1 1 1

>1+7>14 o

1+ =
+n n+1

paje )—2( < %( , 0dnosno vaZze nejednakosti:

. . T
sinx < x<tgx, sinx> 0, x e (O,§>.
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Koristeti ponovo Arhimedovu nejednakost
n+1 X n
(1+3) > (1+3) > (1+50) -
n X n+1
Kadan — 40 i X — +oo krgjnje granicne vrednosti teze broju e (dalji dokaz se prepusta Citaocu!).
: 1 . 1
Zalim(1+ x)x uvodi se smena - =t.
x—0 X
Definicija beskonatno male. Funkcija a(x), x € X naziva se beskonatno mala kad
x —aakovaz lima(x) =0.
X—a
Simboli 0i ~. Neka su datefunkcije f : X - Ri¢: X —R.
f ” :
[1] P — 0 oznatava sesimbolom f = o(¢) (Peanova oznaka).

2] % — £, ¢ # 0 oznacava se ssimbolom f ~ Z¢.

Na primer, zax? = o(x) jex+x2 ~ x, kadax — 0,

v . 1

Cesto se zax — o uvodi smena = t, pat — 0.

Zastepenex, x2,x>, ... ngjéeste se upotrebljavax™ = o(x™ 1) ili x™1 = o(x™), kada

, 1,. , o .
X — 0. Takode sinax ~ ax, 1 — cosx ~ =x? itd. Postavlja se pitanje za%to se uvode o i
~? Zbog toga Sto ¢e se, recimo Tejlorov polinom, mnogo komfornije koristiti pomocu
Peanovog oblika ostatka. >’

Definicija neprekidne funkcije. Neka je data realna funkcija f : X — R, X C R, u
oznaci y = f(x). Funkcija f je neprekidna u tacki a € X ako vaz Lm f(x) = f(a).

To znaCi sledete: Ako za svaki niz x, € X, Xy — a, dedi f(x,) — f(a),
n=1,2,..., odnosno da su kod neprekidne funkcije f, limesi funkcija zamenili mesta
ili jelimes ,prosao kroz* funkciju, tj.

)I(mf(x) = f()l(ir’l\x) = f(a).
TacCinjenicajejoS ociglednijau sledeCem zapisu
lim_ £ () = f(_lim %)) = f(a).
(niz xn — a, niz vrednosti funkcije f(xn) — f(a)).
Koriste€i se logickim simbolima, moZe se zapisati
)I(i_rgf(x):f(a)®(Ve>0)(36>O)(VxeX)(|x—a|<6:>|f(x)— f(a)|<e).

37 G. H. Hardy (M. A., F. R. S. Fellow of Trinity College Emeritus Professor of Pure Mathematics in
the University of Cambridge Hon. Fellow of New College), 1945, A Course of Pure Mathematics, Oxford,
Ninth edition (prevod naruski jezik), str. 182.
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Y=fla)+e

Il H Il
a—96 a x a+d T

Slika 48 — Ilustracija neprekidnosti funkcije f(x) u tacki a

Funkcija f je neprekidna u tacki a ako i samo ako

(W(f(a)))(3U () (fU(a) cV(T(a)
(Ve >0)(3U(a))(vxeU(a))(|f(x)— f(a)| <&).
1z jednakosti |im f(x) = f(a) sledi dajelim (f(x) - f(a)) = 0.

Ako koristimo oznake Ax =x—ai Ay = f(x) — f(a) = f(a+ Ax) — f(a), tada je
lim Ay 0.

AXx—0
Ako je funkcija f(x), x € X neprekidna sleva i neprekisna zdesnaondajezaac X i
lim f(x)= Iimof(x) = f(a) funkcija f(x) neprekidna u tacki a.
X—a+

x—a—0

PRIMER 42. Elementarne funkcije neprekidne su na svom domenu. Na primer:

a) f(x)=x%, xeR

b) f(x) = o X€ (—e0,0) U (0, 40)
c)f(x):smx xeR

d) f(x) =a‘,a>0,a#1

RESENJE. a) Nekaje
Ay = f(x+ Ax) — f(x)
= (X+ AX)%2 = X2 = X% 4+ 2X(AAX) + (AX)? —
= AX(2X+ AX).
Ako Ax— 0, ondai Ay — 0.

1 1 —AX
b) Ay = — =
) 2y X+AX X (X+AX)-X
¢) U svakoj tacki a € R

. Ako Ax— 0onda Ay — 0.

X+a . x—a
2C0S—— Sin——

SinX— sinx
\ | = > >

gn =2 X—a
2

<2 <2

=|x—al <e.
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Dabi vaZilo sinx— sina| < € dovoljno je uzeti [x—a| < 0 = ¢.
d) Nekaje f(x) =a,a>1,xeR.
Potrebno je dokazati da f (x+ h) — f(x) — 0, kadah — 0, odnosno
f(x+h)— f(x), h—0
[f(x+h) — f(x)| = [a™" - a]
=a¥a"—1]

Preostaje nam da pokazemo da d' — 1. Uvodenjem smene h = % t — oo (jer h — 0) dobija

1 1
seah — 1,azan=[t] dedidaan — 1,tj. ya—1,a> 1.
Posto vazi dedeta procena

n a+n-1 a+n . .
1<Vvava-1l-----1< +n < Jr: (jedinice pod korenom n — 1 puta)

1<yas< o+l
. a N
Po§t01eﬁ+1—> 1, dobijasedaya— 1, a> 1.

Odavde sledi daa“*" —a* — 0, h— 0, paje funkcija f(x) =&, a> 1, xe R, neprekidna.

Klasifikacija prekida. Nekaje f : X — R. OznaCimo levu i desnu grani&nu vrednost

lim f(x)=f(a—0) i

lim f
x—a—0 x—a+0
Funkcija f je neprekidna u tacki a ako i samo ako je definisana u tacki ai vaz

f(a—0)=f(a)=f(a+0).

(X) = f(a+0).

Prekid imarazliCite Sucajeve:

(i) Otklonjiv prekid. Levai desna grani¢na vrednost su konacne i jednake. U tacki a
funkcijanije definisanaili je f(a) razlicitood f(a—0) i f(a+0).

PRIMER 43. Zafunkciju f(X) :x-sin% vrednost f(0) ne postoji jer f(X) nije definisanaza
x=0

. 1 . 1
lim x-sin==0, limx-sin-==0
x——0 X x—+0 X

jerje

1
x~sm;‘ <X —0, x— =£0.

(i) Prekid prvevrste. Levai desnagraniCnavrednost su konacnei razliCite pa postoji
skok

f(a+0)— f(a—0).

U tom slucgju f (a) moze biti jednako f(a—0) ili f(a+0), razli€ito od njihili funkcijau
tatki x = a nije definisana.
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B N ISl S
T I e

-~ X
. . 1
Sllka49—FunkC|jaf(x):xsm;
PRIMER 44. Dataje funkcija
1, x>0
f(x) =sgnx = 0, x=0
-1, x<0
Funkcija signum prekidna je u tacki x — 0.
y y
' aal
' 1 2 3 4 X
Slika 50 — Funkcija je signum Slika 51 — Funkcija ceo deo

PRIMER 45. Funcija f(x) = [x]. Funkcija ceo deo prekidna je za svaki ceo broj x.

(iii) Prekid druge vrste. Ako zafunkciju f u tacki prekidaa ne postoji levalili desna
granicna vrednost, odnosno
lim f(X)=doeo ifili  lim f(X) = Zeo,
x—a—0 x—a+0

tadafunkcija f utaCki aima prekid druge vrste.
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PRIMER 46. Funkcija f(x) = % x # 0 imaprekid druge vrste u tatki x = 0.

L okalne osobine neprekidnih funkcija.

(i) Ako sufunkcije f : X — R, g: X — R neprekidne u nekoj tacki a € X, onda su
neprekidnei funkcijeAf (L €R), f+g, f-gi é (g # 0) u to] tacki.

(i) Akoje f: X — R neprekidnautacki a< X, ondaje f ograniCenau nekoj okolini
U(a) tatke a.

(iii) Akoje f: X — R neprekidnautacki ac X i f(a) # 0, onda su u nekoj okolini
taCke a vrednosti funkcijeili samo poztivneili samo negativne.

(iv) Ako je f : X = Y neprekidna u tacki ai g:Y — R neprekidna u tacki
b= f(a) €Y, ondaje kompozcijago f definsana i neprekidna u tacki a.

Neprekidnost naintervalu. Funkcija f : | — R neprekidna je naintervalu | ako je
neprekidna u svakoj taci x € I.

Globalna svojstva neprekidne funkcije Cine osobine, opisano govoreti, vezane za
Citav domen.

Teorema o meduvrednosti (Bolcano-KoS)). Ako je funkcija f : [a,b] — R nepre-
kidna na [a,b] i ima na krajevima odsetka vrednosti razlicitog znaka odnosno ako je
f(a)- f(b) < 0, tada postoji tatka c € [a,b] takva da je f(c) = 0.

Koristeti logicku simboliku formulacija teoreme je

(f eCla,b] A f(a)f(b) <0) = (3ce[a,b])(f(c)=0).

DokAz. Pretpostavimo da neprekidnafunkcija f nakrajevima odsetka [a, b] uzima

vrednosti raznih znakova, recimo f(a) < 0i f(b) > 0. OdseCak delimo na pola tatkom
a+b
—5

Akojeutoj tacki vrednost funkcije f nula, ondajeto nadenataCkac. Ako nije, onda

jedan od odseCaka

la, a-i—b} i [a-i—b,b]
a a

ima svojstvo da na njegovim krgevima funkcija f ima vrednosti razliCitog znaka. Tg
odseCak oznaCavamo sa [az, by ).

Nastavljamo opisani postupak tako $to ga podelimo na polaitd. Kao rezultat u ne-
kom koraku dobicemo tatku c, takvu daje f(c) = 0, ili se dobija niz umetnutih odseCaka

[an, bn| koji prema Kantorovoj teoremi ima neprazan presek. Tu tatku oznaCavamo sa c.
Pri tome vazi

[im aps=c= lim by
N— oo N— oo
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i prema konstrukciji nizova f(an) < 0i f(bn) > 0. Odavde je

lim f(a) <0 i lim f(by) >0
N—+c0 N— oo

pa zbog neprekidnosti funkcije f vazi
f(Jliman) <0 i #{ fim bn) >0
tj. f(c) <0i f(c) > 0. Sledi damorabiti f(c) =0.
NAPOMENA. Opisani postupak u dokazu teoreme je jedan jednostavan algoritam za
nalazenje korena f (x) = 0 na odsecku, u €ijim krajevima neprekidna funkcija ima vred-
nosti razlicitog znaka.

VaZi i uopStenje ove teoreme.

Opésta teorema o meduvrednosti (Bolcano-Ko3). Nekaje f : [a, b] — R neprekidna
funkcijai na krajevima odsetka f (a) = Ai f(b) = B. Tada, za svaki broj C izmedu Ai B,
postoji tatka ¢ € [a, b takva da je f(c) = C.

Dokaz ove teoreme svodi se na dokaz prethodne primenjen na neprekidnu funkciju
F(x)=f(x)—C, na [ab]

zakojujeispunjenoF(a) - F(b) = (A—C)(B—C) < 0. Prematome postoji tatka c, takva
dajeF(c) =0, odnosno f(x) —C =0, tj. f(c) =C.

Vajer&trasova teorema. Ako je f(X) neprekidna na [a,b] tada je f ogranicena na
[a,b.

DokAz. MoZe se nafi interval [a, §1] na kome je f ograniCena, jer iz neprekidno-
sti funkcije f u tacki x = a dedi da za dato €1 > 0 mozemo nati 41 > 0 tako da je f
ograniCena, tj. vrednosti funkcije f suizmedu f(a) —e1i f(a) + 1.

Pretpostavimo da funkcija f nije ogranicena na [a, b]. Tacke intervala [a, b] delimo
nadveklaseL i D. Tatkax € L, ako je na [a, x| funkcija f ograniCena, a pripada D ako f
nije ograniCena. Svako x € L je manje od svakogy € D.

Nekatatka p € [a,b], (B < b) deli ove dve klase tako da su sve tactke levo u klasi L
i svetaCke desno uklasi D. L i D dele [a, b] na dve digunktna podintervala[a, 8] i (3,b]
ili [a,B)1[B,b].

Skup L postoji jer je f neprekidna u tatki a i zato ograniena na [a, 61]. U tacki f3
funkcija f je neprekidna, pa je ograniCena na intervalu [ — &, B + 8] za neko 6 > 0.
Birali smo § takodajea< -8 <B+6 <b.

To znati dajenaintervalu [a, B + &] funkcija f ograniCenapaff + 6 € L. Timesmo
pokazali da ne postoje taCke skupa D, tj. skup D je prazan. Kontradikcijal Posto je D
prazani tatkab € L.

Funkcija f je ograni¢enana[a,b].



2.2. Elementi matematicke analize 91

NAPOMENA. SluCg B = bjetrivijalan.
Posledica. Neprekidna funkcija f na intervalu [a, b] dosti ze maksimum i minimum.

Dokaz. NekajeM najmanji broj zakoji vaZi f(x) < M, x € [a,b].

Pretpostavimo da je f(x) < M za sveki x € [a,b]. Funkcija g(x) = M—;f(x) nije

ograniCena jer imenilac moze uzeti proizvoljno male vrednosti. Funkcija g je neprekidna
u svakoj tacki x € [a, b]. Na osnovu prethodne teoreme sledi da je g ograniCena. Kontra-
dikcijal

Teorema o inverznoj neprekidnoj funkciji. Neka jefunkcija f : [a,b] — R, nepre-
kidna i strogo monotona na [a, b], tada je inverzna funkcija f ~1 strogo monotona i nepre-
kidna na intervalu sa krajevima f(a) i f(b).

PRIMER 47. Funkcija f(x) =log,x, a> 1, x> 0 je neprekidna kao inverzna funkcija

funkcije f(x) =&, a> 1, xeR.

y=logx

/

Slika 52

NAPOMENA. Kada shvatimo sustinu pojma neprekidnosti i neprekidnost elementar-
nih funkcija onda se mogu izraCunati i sloZenije granicne vrednosti.

PRIMER 48. Dokazati

. In(1+x .. =1
lim (1+ ):1 i lim
x—0 X x=0 X

=1

DokAz. Naosnovu neprekidnosti funkcije In vazi

. In(1 1 . 1
ImM:I|m—In(1+x):I|mIn(1+x)x
x—0 X x—0 X x—0

(nep In)

1
= "Inlim(14+x)x =Ilne=1.
x—0
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Naosnovu lim In1+x) =1, smenom & — 1 =t dobijase lim T 1.
x—0 X x—0 X
Zaovu priliku dgjemo i jedan drugi dokaz za
e—1

-1 x—0
X

. 1 . .
Uvodimo smenu x = T t — 400, X — +0. Potrebno je dokazati

t 1
et —
T 1.
t
Kadt — 4o, prema Arhimedovoj aksiomi postoji n € N, n >t padokazujemo
1
en—1
—1 Nn— o
1
n

1 n n+1 1 2n
Kakoniz<1+ﬁ> —>eirastuéije,aniz<1+ﬁ> —>eiopadajuéije,tj.niz<1+m> —
ei opadajuci je, onda vazi nejednakost

1

n(((1+;)”)h)<n(eal><n (A
(o 3) <o) o5 )

1<n e% 1)<n 2 + !
2n—1 (2n—1)2

Po%to i desna stranatezi broju 1, sledi daje
1

. en—1
lim
N—+oo0

} =1 .
n

. ef-1

lim =

x—=0 X

1

Ravnomerna neprekidnost
Neprekidnost funkcije se definiSe u tacki, a ravnomerna neprekidnost funkcije se
definiSe naintervalu.

Funkcija f : 1 — R jeravnomerno neprekidnanaintervalu |, ako za
(Ve > 0)(38 >0)(|>(—>(’| <8, XX el = [f(X)— f(x")] < s).

PRIMER 49. f(x) = x2 nije rasnomerno neprekidna naR, jer je

lf <n+%> — f(n)

>2, VneN,
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azadovaljno velikon je

d <n+},n> =
n

Znati, zae = 2 ne postaji 8.

1 1
n+=-—nl=-<29.
n n

PRIMER 50. f(x) = logx nije ravnomerno neprekidna na (0,1) jer zae € (0,1) ne postoji

odgovaragjuce 6 > 0. Dovoljno je primetiti da

deMe"H)=en_e"l= _een—Hl =0 (N— o),
dok je
[fe"—fe"™ =1
PRIMER 51. f(x) = xz—]J-rl jeste ravnomerno neprekidna naR, jer je
ly? =¥ X+l
f(x)—f =— - =y X-—-——F—-<
0= T0I=ter ey =Y e npery)

<ly—x X + y <ly—x }+E =ly—x
= X+1 y2+1) 2 2 '

Zadato € > O treba uzeti daje 6 = .

Kantorova teorema o ravnomernoj neprekidnosti. Svaka funkcija f : [a,b] — R
koja je neprekidna na odsetku [a, b] ravnomerno je neprekidna na njemu.

Definicija Lip&covog uslova.®® Zafunkciju f : X — R, X C R, kaZe se da zadovo-
ljava LipSicov usov na X ako postoji konstanta L > 0, takva da vaz

}f(Xl) — f(Xz)‘ <Lixg —Xo|  (Vxg,x € X).

Teorema. Ako funkcija f : X — R zadovoljava LipSicov uslov, tada je ona ravno-
merno neprekidna na skupu X.

Fer maov metod

Pjer de Ferma je razvio metod pronalaZenja maksimuma i minimuma funkcije.*
| stiCemo deo koji je znaCajan za dalji razvoj diferencijalnog racuna.

% R. D. S. Lipschitz (1832-1903), nematki matemati&ar.

3 Pjer de Ferma (Pierre de Fermat), roden je 1601. u Bomon de Lomanj u Francuskoj i Ziveo je do
1655, matematiCar i pravnik u parlamentu u Tuluzu. On je pored Dekarta veliki matematiCar XV1I veka.
Delo Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam (Method of Finding Maximaand Minima), koji je
razvio 1629, pronadeno je u njegovom rukopisu iz 1637.

Mooris Kline, 1972, Mathematical Thought From Ancient to Modern Times, Oxford University Press,
New York, str. 345.
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Nekaje PT odgovarajuca tangenta grafika funkcije f(x), gde jetatka T nax-os, a
P dodirnatactkatangente i I';. Projekcija tacke P na x-osu jetactka Qi TQ je projekcija
duzi TP nax-osu.

Ty
f1
P
E R
FE
T Q 1

Fermaov plan bio je da se pronade duzina T Q, pri Cemu se znapozicijatacke T i iz
togamoze da se konstruise TP.

Nekaje QQ1 uvetanje TQ zavelicinu E. S obzirom nato dajetrougao TQP dlican
trouglu PRTy, sledi daje

TQ:PQ=E: TR

Medutim, Fermaje primetio dasu velicine TR PR priblizneili ,skoro iste’, zamalo E,
i da zbog toga moze da se piSe odnos

TQ:PQ=E: (PiQ1—QP).

Na osnovu modernog zapisa funkcije (Ojlerovaoznaka) f(x) vazi sledete:
TQ: f(x)=E:[f(X+E)— f(X)].

|z ovejednakosti dobije se

Ef(x)
(X+E)—f(x)

Ako se brojilac i imenilac podele saE, aE teZi nuli, dobijase TQ.%

TQ=-

Fermaje primenio ova metod na mnoge komplikovane probleme. Metod imaforme
diferencijalnog racunakoji se bavi komplikovanom teorijom granicnih procesa. Dekart je
predstavio slican metod u knjizi La Geéométrie. Toje bio algebarski metod i nije ukljucivao
koncept graniCne vrednosti, dok Fermaov metod to sadrzi. Dekartov metod odnosi se na
krive oblikay = f(x), gdeje f(x) jednostavniji polinom. Ferma jeimao uopsteniji metod,
ali gaje Dekart kritikovao i pokusao da ga predstavi preko svojih idgja. Fermaje tvrdio
daje njegov metod superiorniji i video je prednost u malom E.

40 Morris Kline, 1972, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Oxford University Press,
New York, p. 345.
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Valja napomenuti da je Isak Barou takode dao metod za pronalazenje tangente na
krivu.*! Svojim geometrijskim metodom oslobodio se velikog tereta ratunanja. On se
1669. povukao sa pozicije profesora, u korist mladog kolege Isaka Njutna, i okrenuo se
teoloSkim istrazivanjima.

2.2.9. Velikani teorijei primene—Njutn i Lajbnic

Isak Njutn je zavr&io Cuveni koledZ Svetog Trojstva (Trinity College) Univerziteta
u Kembridzu.*? Danas na njegovom ulazu stoji natpis: Ti&ina, ovde spava veliki ser 1sak
Njutn. U naucna istrazivanja odvela ga je knjiga Tajne prirode i umetnosti, autora Dzona
Bejta. 1zabran je za profesora na Triniti koledzu sa 26 godina, a ¢lan Kraljevskog drustva
postao jetri godinekasnije. Titulu ser je dobio kao upravnik kovnice novca zbog zaslugau
oCuvanju funte. Od 1703. do 1727. godine bio je predsednik Kraljevskog drustva. Njutnje
uzdizao principe vrednog radai posvetenosti utenju kao najvige nade Govetanstva.*® Oni
koji zele darazumeju gradu svetamoraju da se potrude da svedu svoje znanje na ngjvetu
mogucu jednostavnost. Na osnovu Njutnovog rada uspostavljen je nautni metod.

Pretpostavlja se da je na Njutna ogroman uticgj imalo Citanje Dekartove Geome-
trije. ,Njutnov najveCi matematicki proboj bilo je shvatanje da narocito manipulisanje
pogodnom jednaCinom moze da dovede do tatne vrednosti nagiba krive linije koja je
predstavljena tom jednatinom. Ovaj metod manipulacije je sustina diferenciranja. Drugi
postupak koji seizvodi sa jednaCinom (postupak od tada nazvan integracija) vodi mate-
matiCara do povrsine ispod krive koja je predstavljena tom jednatinom. Za ova dva po-

41 |sak Barou (Isaac Barrow), 16301677, profesor na Univerzitetu Kembrid?, bio je dobar poznavalac
grckog i arapskog jezika; imao je priliku da prevede Euklida i Arhimeda ili da poboljSa neke prevode.
Njegovo najznatajnije delo je Lectiones Geometricae.

42 |sak Njutn je roden u tretem satu posle ponoti, na Bozi¢ 1642. godine. Sam Njutn je podrzavao ideju
daje nesto u vezi sanjegovim rodenjem bilo cudesno. Pojedini autori kao zvanican datum njegovog rodenja
u savremenoj epohi upisuju 4. januar 1643, po savremenom gregorijanskom kalendaru, posto Britanija nije
kalendarsku reformu prihvatila sve do 1752. godine. Njutn je Ziveo do 1727.

43 Njutn je pokuavao da pronade kamen mudrosti, a najvaznije mu je bilo otkrivanje univerzalneistine.
Na proslavi tri stotine godina od Njutnovog rodenja Majnard Kejnz je istakao u svom uvenom govoru da
je on univerzum shvatao kao kriptogram kogaje napravio Svemoguti Bog. Solomonov hram, najslavljeniji
simbol mudrosti i vere, izgraden oko 1000. godine pre nove ere u Jerusalimu za Njutna je paradigmacitave
budutnosti sveta. Verovao je da osnovni postulat intelektual nog Zivota predstavlja €injenica da neke stvari
nikada nece biti saznatljive.

4 Na samom pogetku naucnog istrazivanja postulira se ideja — Gesto zasnovana na nadahnutom uvidu.
Zatim se onarazvija u radnu pretpostavku, putem zaklju€ivanja— ovaj postupak zove se induktivni metod.
Prakticne posledice ove pretpostavke moraju se matematicki dedukovati i ideja eksperimentalno proveriti.
Ukoliko postoje nesaglasnosti izmedu pretpostavke i rezultata eksperimenta, ili posmatranja, pretpostavka
se moraizmeniti a eksperimenti ponoviti, sve dok se ne postigne sklad izmedu zaklju€ivanjai posmatranja,
ili dok se pocetna ideja ne odbaci. Ukoliko su zakljuCivanje i prakti¢na verifikacija konatno u skladu,
pretpostavka dobija unapredenjei postaje teorija. Dobranauka omogucava uvodenje novih idejakoje mogu
dauniSte staru teorijuili dazahtevaju korenite promene. (Vajt, Majkl, 2010, Isak Njutn. Poslednji €arobnjak,
Zavod za udZzbenike, Dosije studio, Beograd, str. 35).
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stupka, diferenciranjei integraciju, zajednicki termin je kalkulus, ili infinitezimalni raCun,
aoni predstavljaju motno oruZje u rukama matemati¢ara i naugnika.“* Svoje rezultate
Njutn sumirau knjizi pod naslovom De Methodis Serierum Fluksionum (O metodi nizova
i fluksija). Za osnovnu operaciju uzima diferenciranje i pravi niz matematickih postu-
paka za izraCunavanje povrsing, izratunavanje duzina krivih i odredivanje maksimuma i
minimuma funkcije. Njutn je do 1687. otkrio tri Cuvena zakona i formulisao Zakon gra-
vitacije, i svoje pronalaske sumirao u delu Philosophiae naturalis principia mathematica
(Matematicki principi prirodne filozofije, tj. fizike).

Slika 53 — Isak Njutn i Gotfrid Lajbnic

Potpuni proboj do neograni Cene mathesis universalisusledio je saL g bnicom, nema-
&kim filozofom, matemati¢arem i pronalazatem.*® On je u &etrnaestoj godini upisao Uni-
verzitet u Lajpcigu. Njegov prvi doprinos matematici razvio seiz dela Habilitationsschrift
(drugadoktorskadisertacijau Nemackoj iz filozofije). ,,Sanjao je o enciklopedijskom, uni-
verzalnom umetni ckom matematickom jeziku kojim bi se moglo izraziti svako podrucje
znanja, o pravilima izraCunavanja koja bi otkrila sve logicke veze izmedu izrazenih is-
kaza. Konatno, sanjao je 0 maSinama koje mogu obavljati izratunavanjai osloboditi um
za kreativno midljenje 4’

|zabran je 1673. godine u Londonsko kraljevsko drustvo, naosnovu toga sto je uspeo
da predstavi raCunarsku masinu kojamoze daizvede Cetiri osnovne aritmetiCke operacije.
lako je Paskal konstruisao masinu koja moze da sabirai oduzima, Lajbnicovaje bilaprva

4 vajt, Majkl, 2010, Isak Njutn. Poslednji €arobnjak, Zavod za udzbenike, Dosije studio, Beograd, Str.
87. Njutn je pronasao revolucionarno otkrice diferencijalnog i integralnog racuna skoro istovremeno sa
L ajbnicem, mada nezavisno od njega. U to vreme Njutn jeimao |05 obi¢aj da ne publikuje svoje radove vet
da pusti da rukopis kruzi medu prijateljima. Ovo je kasnije otvorilo nereSen spor izmedu njegai Labnica
o tome ko je zapravo pronaSao kalkulus. Diferenciranje i integracija su uzajamno inverzne matematicke
operacijei ne moraju da budu u korelaciji sa geometrijom, odnosno sa izratunavanjem bilo kakvih geome-
trijskih velicina.

6 Gotfrid Lajbnic (Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz), 1646-1716.

47 Davis, Martin, 2003, Na logi &ki pogon: poreklo ideje ratunara, Jasenski i Turk, Zagreb, str. 16.
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kojamoze damnoZi i deli. ,| sada, kada konatno smemo da pohvalimo maSinu, da ¢e ona
biti korisna svimakoji se bave ratunanjem, ato su, kao §to znamo, knjigovode, upravnici
poseda, trgovci, nadzornici, geografi, pomorci, astronomi... Jer nije dostojno coveka da
kao rob gubi vreme u ratunanju koje se pouzdano moze prepustiti bilo kome ko se sluzi
masinom.“#

Lajbnic oznaCava intelekt kao osnovu nuznih i opstih istina, a prepoznavanje po-
sebnog se prepusta Culima i spoljnom opazanju. U sadrZa) iskustva ne moze se uneti
op&ti ili posebni sadrzg) koji nije sasvim razjasnjen u samom duhu. Sama priroda stvari
je priroda duha i njegovih urodenih idgja. ,,Svaki stav iskustva pruza nam samo primer
i ovaplotenje nekog nuznog aksioma. Tako se moze reti da su sve, kako izvorne, tako
i izvedene istine, u hama, zato Sto sve izvedene idegje i sve istine, koje iz njih slede, re-
zultirgju iz odnosa izmedu izvornih ideja, koje su u hama. |z prozimanjai sinteze op&tih
principa proizlazi istina posebnoga i &injenitkoga“*® 1z osnovnih racionalnih pojmova
I naCela proizlazi predmetno saznanje pojedinatnoga. Prema Lagjbnicu, kod razgovetnih
primitivnih predstava moZe da postoji samo intuitivno saznanje, dok je miSljenje kod onih
dozenih simbolicko, koje sadrza prikazuje znacima i njihovim povezivanjem. Slozeni
sadrzaj rasClanjuje se do izvornih intuitivnih istina. Kad govori o definiciji, Lajbnic istice
dakranji kriterijum zaistinu jedne ideje ne treba traziti u njenom podudaranju sa spolj-
nom stvari vet samo u snazi i moci samog razuma. Kod razgovetnih primitivnih predstava
moZze postojati samo intuitivno saznanje, dok se kod onih slozenih misljenje odvijaputem
znakova (simbola).> Lajbnic odbacuje midjenje da je svekoliko saznanje verna kopija
neke postojete stvarnosti. On kaze da ,.idgje nisu slike nego simboli realnosti“. Odredeni
izrazi imgju stvarstveni temelj (fundamentum in natura), dok na primer reci jezika il
odredeni znaci poCivaju na konvenciji. Ong ko pronikne u odnos izmedu pojmai reCi
stekao je uvid u temelj saznanja. A duh ima takvu snagu miSljenjada iz svojih vlastitih
delatnosti moze da izvodi rezultate koji sasvim odgovaraju stvarnim posledicama u stva-
rima. ,VeCne istine vaze po sebi i za sebe i sasvim nezavisno od toga da li se za njih,
u svetu &injenica, moZe nati nekakva direktna adekvatnost.“ > Svet pojava realan je u
onoj meri u kojoj on predstavlja harmoni¢no slaganje sa Cistim pravilima uma, i istina
Culnih stvari dokazuje se intelektualnim principima povezivanjai ukupnoStu svih ostalih
zapazanja.

Ogroman uticag) narevolucionarno otkricediferencijalnog i integralnog racuna, skoro
istovremeno sa Njutnom —madanezavisno od njega, imalL agbnic. ,|zgledadaje dovrsenje

4 Davis, Martin, 2003, Na logi &ki pogon: poreklo ideje ratunara, Jasenski i Turk, Zagreb, str. 20.

49 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba 1, |zdavatka knjizarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 101.

%0 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba 1, |zdavatka knjizarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 103.

5! Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba 1, 1zdavatka knjiZzarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 122.
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i uzor takvog jasnog saznanja dat u analitickoj geometriji; jer tu jednaCina funkcije, koja
¢ini definiciju jedne odredene tvorevine, u jednoj jedinstvenoj racunskoj formuli krije ce-
lokupno obilje svojih obeleZja, koje nadmaduje svaku &ulnu sposobnost razlikovanja:.>?
Lajbnicova notacija> koju je razvio, koristi se i danas za integralef i diferencijale d.
Pokazuje jednu vrstu problema koji se mogu resiti koristenjem limesa — to su problemi
odredivanja povrSine ispod krivih. Druga vrsta problema koji se reSava koristenjem li-
mesa jeste promena brzine tela koje se kree. Davis nam prenosi sledece L gjbnicovereci:
»Sve Vvise sam uveren u korisnost i ozbiljnost ove opste nauke i vidim da je vrlo malo
ljudi shvatilo njene razmere. Ta se karakteristika sastoji od odredenog pismaili jezika...
Neznalica neCe moci da upotrebljavato pismo ili ¢e u pokusgju da se njime sluzi i sam
postati ugen.“ >

Pojam izvoda. Neka je f data funkcija u okolini U (xp) tatke xg € R, x € U(Xg).

Funkcija %;O(XO) je definisana u okolini U (xg), gdeje U (xo) = U (xo) \ {Xo}-.

Definicijaizvoda. Ako postoji granicna vrednost
i 00— fx0)
X—Xo X—Xg
ona se zove izvod funkcije u tacki Xg i oznatava sa f'(xg).

NAPOMENA. UobiCgen zapis prvog izvoda u tacki x po definiciji je

o fxFh) —f(x) o FXFAX) - ()
y_LI—T) h i y_AliTO AX Ax—0 AX

PRIMER 52. Nati izvod funkcije

a) f(x) =sinx
b) f(x) = €.

RESENJE. @) Prema definiciji izvoda funkcije vazi
sin(x+h) —sinx

L 1
Fx) = lim h
Zsinb-cos(er b)
=lim 2 2
h—0 h

52 Ernst Kasirer, 1998, Problemi saznanja u filozofiji i nauci novijeg doba 1, 1zdavatka knjizarnica Zo-
rana Stojanovica, Sremski Karlovci, Novi Sad, str. 109.

53 Simbol za integrale f zapravo je modifikovano S od suma, a simbol d podseta na rec diferencija.

Kao da notacija sve napravi sama. Lajbnicova notacija je bolja od Njutnove i brzo je prihvatena Sirom
Evrope. Kada se govori o Lajbnicu, vredi pomenuti da se on interesovao i za uopstenja pojma izvoda. U
pismima Lopitalu (1695) i Volisu (1697) Lajbnic je u€inio nekoliko napomena o moguénosti razmatranja

diferencijalai izvodareda >
4 Davis, Martin, 2003, Na logi &ki pogon: poreklo ideje ratunara, Jasenski i Turk, Zagreb, str. 29.
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h

sin— h h
. 2 .
=lim—%.cos| x+ =) =limcos| x+ = | = cosx.
h—0 b 2 h—0 2
2

b) Koristeti definiciju izvoda dobija se
eth _ e

Definicija diferencijabilnosti. Funkcija f, definisana u nekoj okolini U (xp) tacke
Xo € R, diferencijabilnaje u to] tacki ako se njen prirastaj

Ay = f(Xo+Ax) — f(X0), AX=X—Xo
u okolini te tacke moze predstaviti u obliku

Ay = A- AX+ 0(AX), AX — O,
A je konstanta.

Teorema o neprekidnosti. Ako funkcija f ima izvod u nekoj tacki, onda je ona i
neprekidna u toj tacki.

Ovateorematvrdi daiz postojanjaprvog izvodafunkcije f u tacki x sledi neprekid-
nost funkcije f utacki x zbog toga $to iz Ax — 0 sledi da Ay — 0.

Dokaz. Akojefunkcijay = f(x), x € X, diferencijabilnau tacki xo, tada vaZi
Ay = A- Ax+ 0(AX), AX — 0.
Odavde dedi AIimOAy = 0, $to znati daje funkcija f (x) neprekidna u tatki xo.
X—

NAPOMENA. Obratno, ako je funkcija neprekidna u nekoj tacki, ne znaci da u toj
taCki ima izvod.

Zaizvod funkcijey = f(x), x € X, upotrebljavaju se sledete oznake>

y = f'(x) (Lagranzova oznaka),
dy d .

ix - i f(x) (Lajbnicova oznaka),
y=f(X) (Njutnova oznaka).

Koriste sei oznakey, ili y; kada se nagladava po kojoj promenljivoj jeizvod.

55 Zozef Lagranz (Joseph—Louis Lagrange), francuski matematicar (1736—1813).
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Teorema o diferencijabilnosti. Funkcija f je diferencijabilna u nekoj tacki ako i
samo ako u toj tacki ima konacan izvod.

DokAz. Pretpostavimo dafunkcija f imakonatanizvod f’(xg) utatki xg, odnosno

. " . . A o
postoji konatna grani¢navrednost lim & _ f'(x0). Toznati daje
Ax—0 AX

Ay
AX
(Leva strana jednakosti nije definisana za Ax = 0, tako da funkcija o/(AXx) nije defi-
nisanaza Ax = 0. Zato je potrebno da se dodefinise o.(Ax) u tacki O, i nekaje a:(0) = 0).
Ay = f/(X0)AX+ ot(AX) - AX,  0(AX)Ax = 0(AX) kad Ax — O,
Ay = f'(x0)Ax+ 0(AX), Ax— 0.

f'(x0) + (AX), a(AX) —0, Ax—O0.

Ovaformulaznati daje funkcija f (x) diferencijabilna.

S druge strane, pretpostavimo suprotno, da je funkcija f diferencijabilna u tacki o,
odnosno daje ispunjeno

Ay = A- AX+ 0(AX), AXx — 0,

Ay ~ 0(AX)
Ax A+ o (AX), a(AX) — 0, a(AX) = VR
Ay
Odavde dedi daje lim — =A.
Ax—0 AX

PRIMER 53. Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkcijey = |x|, x € R.

RESENJE. Funkcijay = || je neprekidna utacki O, jer je Ay = |Ax| i zbog togajeAI [ rrcl)Ay =
X—>
Ay Ay Ay

0. S druge strane, A)!L nlOB( =1, A)I(erl 0Ax = —1, pagranicna vrednost kolicnika A kad

AX — 0 ne postoji.

Geometrijski smisao izvoda. Nekaje funkcija f definisana u nekoj okolini U (xo)
tacke xo, neprekidna u toj tacki i yo = f(Xp) i tatka A imakoordinate A(Xo, Yo)-

Nekaje Ax takav priradta) zakoji xo+Ax € U (Xg). PriraSta) funkcije f odreden je sa
Ay = f(xo+ Ax) — f(xo), atatka B imakoordinate B(X + AX, f (Xo + Ax)).

Pravakoja prolazi kroz tatke A i B je se€ica (pravatetive AB) i njenajednaCinaje

_ Ay
y =1 (X=%) +Yo.
Dabi seCicakad Ax — 0 tezilatangentnom pol oZaju (razlicitom od vertikalne prave),

neophodno je i dovoljno da postoji konatna grani¢na vrednost lim y

A odnosno da po-
AX—

stoji konaCan izvod.
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Granicni poloza) seCice jeste tangenta grafika funkcije u tacki A i imajednaCinu

y = f'(x0)(Xx—x0) + Yo

\ 8
o

o T+ Az Z

Slika 54 — Geometrijski smisao izvoda

Iz neprekidnosti funkcije y = f(X) u tatki xo dedi daje lim Ay = 0 i na osnovu

Ax—0
|AB| = 1/ (AX)2 + (Ay)? dedi dajeAIimO |AB| = 0, odnosno tacka B tezi tacki A po grafiku
X—
't funkcije f. Pri tome je f’(Xp) = tgc, gde je « ugao koji obrazuju x-osa i tangenta
funkcije u tacki A.

Prvi izvod se Cesto naziva brzina promene funkcije. Po analogiji sa mehanickim

tumacenjemizvoda, prvi izvod je trenutnabrzina promenefunkcije. Naime, srednjabrzina

promeneje i—i , atrenutna se dobija kada Ax — 0. U mehanici (kinematici) je funkcijom

s= f(t) opisano pravolinijsko kretanje materijalne tactke, gde je s rastojanje tacke od
potetka O. lzvod §' = d_ts je trenutna brzina te materijalne tacke. Ove Cinjenice znace:
izvod funkcije koristi se svuda.®

VaZe sledete formule:®’

[1 (u+v—w) =u+V -W,

[2] (uv) =uv+uV,

[3] (cu) =c-U,

(4] (\_lj) _uv uv’,

56 @uxrenrouny ["M. 2001, Kypc nuddepennuansaoro u uarerpajibuoro ucaucienus 1, (B 3
romax), Pusmariur, str. 220.

57 Detalji dokaza ovih formula, kao i druge teoreme diferencijalnog ratuna, mogu se nati u: Do-
brilo To& €, Miloljub Albijani¢, Danijela Milenkovi€, 2012, Elementi diferencijalnog i integralnog ra ¢una,
Sluzbeni glasnik, Beograd, str. 195-241.
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[5] ako je funkcija f neprekidna i strogo monotona u okolini tacke xg i ima u tacki
xg izvod /(o) # 0, tada inverzna funkcija f ~1(x) imaizvod u tatki yo = f(Xo) i vaZi
df(y) 1

dy ly=yo df(X)
dx Ix=xo

PRIMER 54. Dokazati daje

(Iny)’:%/, y>0 i (arcsiny) = , —l<y<l

1-y?
RESENJE. Po%to jeza

y=¢€, xeR inverznafunkcija

x=Iny, y>0 ondaje

-1 I 1
(00 = 57
1 1 1

(ln)’)lzwz & —9-

odnosno

Slicno, kako jezay = sinx, x € [—g, g},njeneinverzanefunkcijearcsiny:x, y € [-1,1], onda
je
1 1 1 1

(sinx)’ T cosx V1 snmx - V1I-y2

[6] Neka je funkcijay = g(x) definisana u nekoj okolini U = U (xg) tacke Xo, a funk-
cijaz= f(y) definisanau nekoj okolini V =V (yo) tatkeyo = g(xo) i pri tomeje f(U) C V.
Ako funkcija y = g(x) ima izvod u tacki Xo i funkcija z= f(y) ima izvod u tacki
Yo = 9(Xo), tada slozena funkcija z= f (g(x)) imaizvod u tatki xo i vaZi Z (o) = f'(yo) -
g (Xo), 0dnosno z, = ;- ¥, 1.
dz dz dy
dx  dy dx’

. T
(arcsiny) = IX| < > ly| < 1.

PRIMER 55. Nati izvod funkcijey = x*, x>0, o € R.

RESENJE. Kakojex* =™ =" ondaje
(Xoc)/ _ (eoclnx)/ _ eoclnx_ (oclnx)’

— ™. (a)—l(>

o

=0 X o-1

= X

Xk

Na osnovu definicije diferencijabilnosti, Ay = f’(X)AX+ a(AX)-AX, a(AX)— 0
kad Ax— 0.
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Definicija diferencijala. Sabirak f’(x)Ax naziva se diferencijal funkcije f utatki x
i oznatava sesady = f’(x)Ax.

Dodatno, zay = X, dy = dx, tako da koristimo formulu dx = Ax. Formula za dife-
rencijal funkcijeimaoblik dy = f'(x)dx.

Geometrijski dy se moze shvatiti kao prirastaj po tangenti; dve veliCine Ay i dy
razlikuju se onoliko koliko se razlikuju ordinata funkcije i njene tangente. 1z formule
diferencijalady = f’(x)dx dedi daje S—i =f’
u sledetem obliku:

d
Y=

(x), pasetako izvod funkcije moze pisati i

PRIMER 56. Nekajefunkcija f definisana sa
.1
F(x) = xsin_ (x#£0)
0 (x=0)
Dali je ovako definisana neprekidna funkcija f i diferencijabilna?
RESENJE. Nalazimo izvod funkcije
'x) = sins — T cost
f'(x) =sin_ —_cos, (x#£0).
U tacki x = 0 mora se primeniti neposredno definicijaizvoda pa je kolicnik

£(t)— £(0) 1

0 :sinf (t#0).

Zat — 0, ne postoji grani¢na vrednost od sin% pa f’(0) ne postoji.

PRIMER 57. Nekajefunkcija f definisana sa
s 1
F(x) = x“sin_ (x#0)
0 (x=0)
Dali jefunkcija f diferencijabilna?
RESENJE. Izvod funkcije je
/(%) = 2xsin — cos=
f (x)_2xsmX cos— (X #0).
U tacki x = 0, trazimo izvod po definiciji paje

Zat — O dobijase f'(0) = 0.
Funkcija f je diferencijabilna u svim tatkama.
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Pojam integrala

U mnogim je slu€ajevima moguce nati izvod date funkcije, Sto je pokazano putem
brojnih primera. Medutim, moZe se postaviti i obrnuto pitanje: kako naci funkciju Ciji je
izvod poznat.

Nekaje datafunkcijay = f(x), x € X. Zadatak je da se pronade takvafunkcija F (x),
zakoju vazi: F'(x) = f(x). ReSenje tog problemaimatri dela:

(1) Prvi deo je odgovor na pitanje da li takva funkcija F (x) postoji. Takva funkcija
ne postoji uvek, posebno u slucgju kada je funkcija prekidna. Utvrdice se jednostavno
pravilo: Ako je f neprekidnanaintervalu (a,b), tada uvek postoji funkcijaF zakoju vazi
F'(x) = f(x), x € (a,b). (Dokaz ¢e kasnije biti dat).

NAPOMENA. Moguce je da funkcija nije neprekidna na nekom intervalu pa da ipak
bude integrabilna. Svaka ogranicena funkcija f(x) u intervalu [a, b] sa konatnim brojem
prekidnih taCakaizmedu a i bje integrabilnau tom intervalu.

(2) Drugo, dali je funkcija F (x) jedinstvena? Odgovor na ovo pitanje ne predstavlja
problem, svaka funkcijaoblika F (x) +C jestereSenjejer je
(FX+C)'=F(x)=f(x) (C= const),
paresenje nije jedinstveno vet se razlikuje do na konstantu.

(3) Trete, kako funkciju F (x) formalno nati? NalaZenje izvoda, ako je ona kombi-
nacijaelementarnih funkcijarelativno je jednostavno. Medutim, obrnuti zadatak je veoma
tezak, Sto ¢e biti predmet daljeg razmatranja.

Definicija primitivne funkcije. Funkcija F : X — R gde je X interval, naziva se
primitivna funkcija ili integral funkcije f : X — R, ako je
F'(x) = f(x), zasvex € X.
Na primer, zafunkciju f(x) = x njene primitivne funkcije su

X2 X2 2

X .
R =%, R=5+1 R=3+4itd,

2N\ / 2 / 2 /
X X X
(E) =% (§+1) =% (E*“) =X

naintervalu (—eo, +eo).

jer vazi

Uop&te, ako funkcija f (x) imaprimitivnu funkciju F (x), primitivnefunkcije sui sve
funkcije oblika F (x) +C, gde je C proizvoljna konstanta, jer je

(F(X)+C) =F'(x) = f(x).
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Obratno, ako su F1(X) i F»(x) dve primitivne funkcije za f(x) naintervalu X, tadaje
Fi(x) = f(x) i Fy(x) = f(x),

paje
(Fu(x) —F2(x))" = F{(x) ~ F3(x) = O,
odakle dedi da je F1(x) — Fx(x) = C, gde je C neka konstanta. Prema tome, ako je F(x)

primitivna funkcija za f(x), tada su sve primitivne funkcije date sa F(x) +C, gde je C
proizvoljna konstanta.

Definicijaintegrala. AkojeF’(x) = f(x), x € (a,b), odnosno (F(x) +C)’ = f(x),
tada familiju funkcija F (x) + C nazivamo integral od f(x), u oznaci

jmmdkzﬂm+c.

Na osnovu definicije integralaje

dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx,
de(x) = IF/(x)dx: F(x)+C i (I f(x)dx)/ = f(x).

Postupak nalazenja primitivne funkcije F (x) za datu funkciju f(x) naziva se inte-
gracija.

Vet je istaknuto da Apolonijev sistem poCiva na tri stuba. Za neodredeni integral
moze sereti da pripadatom sistemu jer reSavanjeintegralapocivanatri mo€i —tri metode
integracije:

(1) metod smene,

(2) metod parcijalne integracijei,

(3) metod integracije racionalnih funkcija.®

%8 Vi%e 0 metodama reZavanja integrala moze se videti u: Dobrilo To&¢, Miloljub Albijani¢, Danijela
Milenkovi€, 2012, Elementi diferencijalnogi integralnog racuna, Sluzbeni glasnik, Beograd, str. 310.
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EMPIRIJSKO ISTRAZIVANJE | RESAVANJE
ZADATAKA

3.1. ANALIZA UPITNIKA
3.1.1. O nastavi matematike

Razvoj matematike, od poCetka do danasnjih dana motivisan je potrebom primene
ali 1 svojim sopstvenimteznjamai istrazivanjima. U starom Egiptu dominiralaje praktiCna
potreba, a u staroj Grckoj zahtevi teorije. | danas se govori o Cistoj ili primenjenoj ma-
tematici, $to upucuje na to da podsticaji za razvoj matematike dolaze od nje same, ili od
drugih naucnih i tehnickih disciplina.

U dvadesetom veku matematika je imala veliku primenu — matematiCka statistika,
raCunari, primene u elektrotehnici, pa sve do telekomunikacijai svemirskih letelica. Sa
druge strane, isti period obelezen je apstrakcijom kakvu svet nije video. Na primer vek-
torski i topoloski prostori. Podrucja gde se izmene u nastavi relativno brzo prate (ili bi
tako trebalo da bude) jesu, na primer, tehnicke i medicinske nauke. Zaostgjanje u tim
oblastima smanjuje mogucnosti primene u oCuvanju zdravljaili zivota ljudi. Moderniza-
cijatehnol ogije zahteva hitnu modernizaciju fundamental nih nauka, odnosno matematike
i egzaktnih i prirodnih nauka. Tako nas put vodi ka modernizaciji i same nastave.

Zoru srpske matematike najavio je Dimitrije NeSi€, profesor Velike 3kole. Zahva
ljuju€i svojim li¢nim osobinama, studentima je prenosio ljubav prema predmetu, sluzio
se jasnotom izZlaganja, usmeravao je paznju studenata i ucio ih da razlikuju glavno od
sporednog, uZiveo se u nauku koju je predavao.t

Mihailo Petrovi€ je doktorirao u Parizu. Profesori sumu bili Cuveni Poenkare, Pikar
i dr. Doktorsku tezu iz diferencijalnih jednaCina odbranio je 1894. pred komisijom u kojoj

! Dragan Trifunovic, 1996, Dimitrije NeSi ¢ — zora srpske matematike, Arhimedes, Beograd, str. 19.
Dimitrije NeSi¢ (1836-1904). Studije je zapoCeo na Licgju u Beogradu, nastavio na Velikoj tehnickoj
nskoli u Betu, a zavrSio na Politehnickoj Skoli u Karlsrueu. Bio je pravi posvetenik prosvetnog hrama,
human, plemenit, Covek andeoske duse. Smatran je ideal nim Covekom. Njegov student i naslednik u Velikoj
8koli bio je Mihailo Petrovit.
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su bili Ermit, Pikar i Penleve. Po dolasku u Beograd izabran je za profesora namesto svog
profesora Dimitrija NeSi¢a. Njegova su predavanja bila razumljiva, odrZzavao je nivo koji
je pristupatan sluSaocima. Kod onih koji su zeleli Sire znanje podsticao je samostalni rad.
Odlikovala ga je neposrednost, skromnost i vedrina duha. Harmoniju svojih duhovnih
osobina uneo je u svakodnevni Zivot. Naucni rad je smatrao prvom duznoStu nastavnika
univerziteta, jer bez nauke nema uspeha ni u nastavi, a ni napretka uopste. Sa Milutinom
Milankovicem delio je ne samo kabinet veC i univerzalni matematicki svet. On je predavao
teorijsku matematiku, a Milankovi€ primenjenu matematiku. Zasluzno priznanje dobio
je 1939. godine za svoj naucni rad u svim oblastima matematiCkih nauka i stvaranje
matemati tke &kole na Beogradskom univerzitetu.?

Njegovi doktoranti uspesno su razvijai nastavu matematike na matematickim i te-
hnickim fakultetima u Srbiji. Na tehnickim fakultetima, pre svega na elektrotehnici, do-
prinos razvoju nastave dao je Dragoslav Mitrinovic, pristupom koji je povezivao teoriju i
primenu. On je 1961. godine pokrenuo ediciju Uvodenje mladih u naucni rad u izdanju
Zavoda za udzbenike.

Nastava matematike u Srbiji pripadatzv. tradicionalnoj skoli (definicija— teorema —
dokaz).

Prema Kejt Veberu sastoji se iz niza profesorovih instrukcija, a studenti pasivho uz-
imaju beleSke i materijal je rasporeden u strogom logickom redosledu. Pojedini au-
tori smatraju datakav DTD pristup daje studentima pogrednu sliku o prirodi matema-
tike; da krije druge procese koji se koriste u matematickom rezonovanju; da negira
mogucnost kori&enja intuicije.

Tradicionalni stil DTD nije jedina pedagoSka paradigma vet postoje razlicite pedagoske
tehnike. Studijaucenjau ucionici nepotpunaje bez istovremenog sagledavanja drustvene
i kulturne prakse, bez nastavnih materijalai postupaka profesora. Stil profesoraiz pret-
hodne studije pokazuje da on ima direktan uticaj na nacin na koji studenti pokuSavaju
da naute materijale?

Kolmogorov istiCe vaznu Cinjenicu koja karakteriSe nastavnika matematike. ,,Od na-
stavnika matematike i u viSoj i u srednjoj 3koli zahteva se viSe nego samo temeljno po-
znavanje nauke koju predagje. Matematiku moze da predaje samo ongj covek koji jei sam
njome odusevljen i koji je shvata kao nauku koja je zivai koja se razvija. Verovatno,

2 Mihailo Petrovi¢ (1868-1943). Skolovao se u Prvoj beogradskoj gimnaziji, a diplomirao je na
Prirodno—matematickom odseku Filozofskog fakulteta u Beogradu 1889. Nastavio je Skolovanje u Parizu
na Ecole normale supérieure. Doktorat je odbranio na Sorboni 1894. Petrovicevu matematicku Skolu (ili
Beogradsku matematicku 3kolu) osnovalaje grupe koja je doktorirala matematicke nauke kod njega. To su
Tadija Pejovi¢, Radivoje KaSanin, Jovan Karamata, MiloS Radojici¢, Konstantin Orlov, Dragoslav Mitri-
novi¢, Vojislav Avakumovi€, Dragoljub Markovici dr.

3 Keith Weber, 2004, Traditional instruction in advanced mathematics courses: a case study of one
professor’s lectures and proofs in an introductory real analysis course, Journal of Mathematical Behavior
23 (2004) 115-133. http://www.journals.el sevier.com/the-journal -of-mathemati cal-behavior



3.1. Analiza upitnika 108

mnogi srednjoskolci zngju kako kod takvih nastavnika matematika postagje zanimljiva, a
blagodareti tomelakai pristupatna“*
Nastavnik, ¢ija licnost ima intelektualni i emocionalni uticaj na studente kada im se
obrata, predstavija za njih odlutujuci element u obrazovanju?®

Profesori, istrazivaCi i dizajneri u okviru matematickog obrazovanja u nastavi dele
zajednicke ciljeve zarazumevanje i unapredivanje nastave matematike i ucenja stude-
nata. Profesori izvode nastavu i uputuju kako treba da je udi, istrazivaCi proucavaju
kako ljudi uCe i kako se izvodi nastava, a dizgjneri razvijgju nastavne materijale za
podrsku profesorima i studentima. Svaki od navedenih strucnjaka razvija sopstveni
put, metodu i struénost. Veoma retko oni razmenjuju svoja iskustva i znanje. Svaka
perspektiva moze mnogo da ponudi drugima. Postoji ¢vrsto uverenje da mogu da se
razviju bolje metode i daih kreirgju bolji materijali za nastavu ako se znanja udruze®

3.1.2. Metodologijaistrazivanja

Predmet istrazivanja je nastava matematicke analize na tehnickim fakultetima —
odnosno elektrotehnickim, gradevinskim i maSinskim fakultetima u Beogradu, Novom
Sadu i Nisu. Istrazivanje odnosa izmedu teorije i primene matematiCke analize veoma je
znaCajno, aktuelno i interesantno. Istrazivanje moze da doprinese poboljSanju izvodenja
nastave i primene matematicke analize u neposrednoj nastavi. Period sprovodenjaistrazi-
vanjatrajao je od oktobra do decembra 2013. godine.

Cilj istrazivanja i hipoteze. Istrazivanje ima naucni i drustveni cilj. Naucni cilj je-
ste stvaranje nove naucne informacije koja doprinosi Sirenju saznanja. Drustveni cilj je
primena rezultata istrazivanja, doprinos razumevanju odnosa apstrakcije i primene; ali i
unapredivanje metodike nastave matematike na tehnickim fakultetima. Ovo istrazivanje
takode daje inspiraciju i podsticgje za daljaistrazivanja u oblasti metodike nastave mate-
matike na drugim fakultetimai univerzitetima.

Ovim istrazivanjem autor je hteo da utvrdi kako studenti doZivljavaju trenutni odnos
apstraktne teorije i primene, tj. dali su predavaCi uspeli da unaprede svoja izlaganja do
te mere da studenti budu zadovoljni naCinom rada, ili je potrebno dodatno raditi na me-
todickom pristupu. Ova deo istrazivanja formalno bi se mogao tretirati kao utvrdivanje
istinitosti generalne hipoteze: Metodicki dobro postavijena nastava matematike pomaze
boljem razumevanju odnosa izmedu apstrakcijei primene matemati cke analize.

Pomocu prethodno navedenartri dela upitnika autor utvrdujeistinitost Cetiri posebne
hipoteze:

4 Mitrinovi¢ D. S. (urednik), 1963, Matemati tka biblioteka: Uvodenje mladih u naugni rad 11, Zavod
zaizdavanje udZbenika, Beograd, str. 110.

5 Sarka Hodkova, 2010, Innovation of educational process of mathematics of military officers, Procedia
Social and Behavioral Sciences 2 (2010) 4961-4965.

6 Susan Magidson, Building bridges within mathematics education: Teaching, research, and instructio-
nal design, Journal of Mathematical Behavior 24 (2005) 135-169, Elsevier Ltd.
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(i) Studenti tehnickih fakultetaimaju pozitivan odnos prema matematici.

(if) Studenti tehnickih fakultetamatematici prevashodno dodeljuju upotrebnu vred-
nost.

(iii) Predavanje nastavnika je dobro ukoliko je razumljivo, razgovetno i ako mo-
tiviSe studente da u njemu ucestvuju. Istovremeno, predavanje sadrzi primere
sa elementima primene.

(iv) MatematicCka literatura predstavlja vazno nastavno sredstvo ali se ona, osim
zbirki zadataka koje sluze za neposredno pripremanjeispita, ne koristi.

Instrument. Studenti su odgovarali na pitanja o nastavi matematike, koja se sastoji
iztri dela

A. Op&ti stavovi 0 matematici.

B. Nastava matematike.

C. Nastavna sredstva.

Za popunjavanje upitnika posebno predznanje iz matematike nije bilo potrebno.

U prvom delu studenti su imali priliku da iznesu svoj stav prema matematici kao
licni dozivlja) i kao ocenu nastave matematike na fakultetu.

Deo B je posveten nastavi matematike. U nizu od sedam pitanja studenti su imali
zadatak da procene primenljivost i originalnost gradiva, kao i kvalitet nastave. U ovom
delu im je bilo omoguceno da se izjasne 0 tome Sta bi po njihovom midljenju unapredilo
nastavu matematike.

Tre€i deo upitnika sadrzi pitanja o primeni raCunarai internet tehnologija u nastavi,
kaoi pitanjao udzbenicimai literaturi koju koriste zaizuCavanje matematicCke teorijei za
pripremu ispita.’

Uzorak obuhvata 429 studenata druge, treCe i Cetvrte godine studija (uzeti su u obzir
studenti koji su poloZili ispit koji obuhvata diferencijalni i integralni racun funkcijajedne
promenljive, a koje se na ovim fakultetima realizuje na prvoj godini studija u okviru
jednogili dvasemestra). Struktura studenata u upitniku po starosti, univerzitetui fakultetu
koji pohadaju data je u tabeli 1.

Tabela 1 — Struktura uzorka

Godina studija Univerzitet Fakultet
2 3 4 BG NI NS | ETF | GF | MG
N | 71 | 260 | 93 | 164 | 162 | 103 122 183 | 113

Kao dodatna grupa ispitanika u istrazivanje su ukljuceni studenti Matematickog fa-
kulteta, njih 59, kako bi poredenjem pojedinih rezultata mogli da zaklju€imo dali je neki
stav opste prirodeili je razli€it kod matematiCarai kod nematematiCara.

7 Tekst upitnika moZe se videti u Prilogu 1.
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Obrada podataka. Posle sprovedenog istraZivanja odgovori su evidentirani i napra-
vljenaje odgovarajutabaza. Pomocu statistiCkog paketa SPSS formirane su tabele koje u
sebi sadrze procentual ne zastupljenosti odgovora. Pri tom, u tabelama rezultata se nalaze
procenti odgovora na osnovu celokupnog uzorka, ali i zastupljenosti odgovora u odnosu
na godinu studija, univerzitet i fakultet. Na osnovu uporedivanja uCestalosti odgovora u
sledetim odeljcimaiznetemo osnovne zakljucke.

3.1.3. Osnovni nalazi

A. Opé&ti stavovi 0 matematici

Dali je po midljenju mnogih velikih naucnika matematika apstraktnai veCnaistina,
izvan svake sumnje?

JoS od Vavilonai Egipta do dostignuca modernih matematicara fond matematickog
znanja stalno se povetava. Razvoj se krete u dva pravca. Razvijgju se postojece teorije
i dokazuju nova tvrdenjai stvargju se nove teorije. ,Tg ga i elegancija matematickih
teorija toliko su snazni, vitalni i neumoljivi, a uspesi njihove primene na nauku i tehno-
logiju toliko oCigledni da se viSe uopste ne pitamo u ¢emu je njihova stvarna vrednost i
&aoni uopdte znate.“® Jednostavno reteno, ako matematicko znanje prikazemo kao drvo
saznanja, koren i deblo &ine temeljno znanje za sve grane, grantice i listove. Sto se pri-
mene tiCe, vrednosno opredeljenje matematiCara jeste dasluzi za dobro CoveCanstva, iako
znamo da je tokom istorije bilo zloupotreba poput stvaranjai koriStenja ubojitog oruzja
Cija je namena uniStavanje ljudi i stvari. Razvojni put matematike ne mozemo odvojeno
posmatrati jer apstrakcija donosi primenu, aiz primene su proizadle nove teorije i mate-
matiCki rezultati koje njihovi osnivaci nisu mogli predvideti.

Matematika razvija logic¢ko i apstraktno razmidljanje kod studenata. Vodi ka samo-

stalnom midljenju i doprinosi punom intelektualnom razvoju. Nastava se zasniva ha

aktivnom usvgjanju reSavanja zadataka i problema, uz prihvatanje vestine primene.

Matematika stvara uslove za razumevanje kvantitativnih i prostornih odnosa prema

stalnom usvajanju matematickih termina, figura, simbolai operacija. Nastava matema-

tike znaajno utiCe na razvoj apstraktnog razmidljanja i logickog rasudivanja, dovodi

do tatnosti u izrazavanju, a na poseban natin doprinosi formiranju voljnih osobina

karaktera (tatnost, izdrZljivost, konzistentnost) i nata nacin stvara uslove za razume-

vanje i bavljenje prakticnim situacijama. Matematika kod studenata razvija intuitivno

razumevanje pojma beskonatnosti, na primer kod grani¢ne vrednosti nizovai funkcija
ili u geometriji.°

8 yladi mir Devide, 1975, Sara i nova matematika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 20.
9 Sarka Hoskova, 2010, Innovation of educational process of mathematics of military officers, Procedia
Social and Behavioral Sciences 2 (2010) 4961-4965.
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Na pitanje a je za vas matematika? studenti elektrotehnigkih, gradevinskih i ma-
Sinskih fakultetal® ubedljivo odgovaraju da je matematika primenjena nauka. Dodatna
grupa Matematickog fakulteta prednost daje stavu da je matematika kraljica nauka. '

Tabela 2 — Staje za vas matematika?

Uku- Fakultet
pno | ETF | GF | MasF
429 | 133 | 183 | 113
Primenjena nauka 576 | 60 | 62 48
Kraljica nauka 245 | 20 | 27 25
Apsolutnai ve€naistina| 19.1 | 19 | 20 19
Nesto drugo 142 | 17 9 20
Apstraktna teorija 128 | 19 9 12
Nema odgovor 12 2 1 2
6014 [ ] ETF
[ GrF
- B mF
27 e
20 19 20 17 20 19
10 9 9 12
2 1 2
1 —m
Primenjena  Kraljica  Apsolutna Nesto Apstraktna ~ Nema
nauka nauka  ive¢naistina  drugo teorija odgovor

Slika 1 — Staje za vas matematika?

Studenti tehnickih fakulteta naveli su i druge interesantne odgovore. Na primer:
Matematika je osnov svega, princip. Matematika je alat (moc€an i koristan alat, instru-
ment, aparat) koji reSava inzenjerske probleme (primenljiv u ostalim naukama, olakSava
izuCavanje drugih nauka, za reSavanje konkretnih problemau tehnici). Matematika je apa-
rat koji pomaze fiziCarima da komuniciraju sa prirodom. Matematika je jezik kojim se opi-
suje tehnicki svet ljudi. Nauka koja daje odgovor na sva pitanja u prirodi. Temelj drugih
nauka. Produbljuje svest. Matematika je ljubav (prva, jedinai ngjveca). Nesto nepoznato,
beskonatno i nestvarno.

10 Umesto naziva fakulteta koristice se skratenice ETF, GF i MasF. Tekst Ankete prikazan je u Prilogu
1. Odgovori studenata ETF, GF i MaSF prikazani su u celini u Prilogu 3 u elektronskom obliku. Odgovori
studenata M atemati¢kog fakulteta— dodatne grupe, prikazani su u Prilogu 4 u elektronskom obliku.

1 studenti su kod ovog pitanjaimali moguénost da zaokruze vige ponudenih odgovora
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Studenti matematike napisali su recimo Matematika je pramajka prirodnih nauka.
Matematika je vezba za razmidjanje. Matematika je lepota. Umetnost. Magija.

Tabela 3 — Odgovori studenata matematike

Total
59

Kraljica nauka 52.5
Primenjena nauka 49.2
Apsolutnai veCnaistina | 39.0
Apstraktnateorija 27.1
Nesto drugo 13.6
Nema odgovor 01.7

75% T

52.5
—1 49.2

39.0
27.1
13.6
1.7
1 2 3 4 5 6

Slika 2 — Odgovori studenata matematike

|zmedu stavova Matematika koju izu€avate na fakultetima za vasli¢no je: Povetanje
opsteg znanjaili Osnov za izuCavanje strucnih predmeta, studenti tehnickih fakulteta ube-
dljivu prednost daju drugom stavu.

4.4%

' I:l Povecanje opsteg znanja
Osnov za izucavanje

704% stru¢nih predmeta

Slika 3 — Matematika kao opSte znanje ili osnov za strucne predmete

U velikoj meri studenti prepoznagju da postoji konkretna primena matematike i da
ona nije samo apstraktnateorija.
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51%

37.8% - 0

Slika 4 — Matematika na fakultetu

Za stavove Voleo sam matematiku u srednjoj Skoli i Volim matematiku na fakultetu,
studenti su vecinom pozitivno odgovorili, ali ,vide" sei odredene blage promene smanje-
nja afiniteta prema matematici.

40%  6.5%

Ne uopste
40.4% Ne, uglavnom
Idaine

Da, delimi¢no

Da, veoma

Slika 5 — Voleo sam matematiku u srednjoj 3koli
42%

Slika 6 — Volim matematiku na fakultetu

Ne uopste
Ne, uglavnom
Idaine

Da, delimi¢no

Da, veoma

N |

Voleo sam matematiku ]
u srednjoj $koli —

Volim matematiku
na fakultetu

Ne Ne Ida Da Da

uopste ug]avnom ine delimi¢no veoma

00

Slika 7 — Voleo sam i volim matematiku
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Sa dike 5 vidimo da je procenat onih koji su voleli matematiku u srednjoj 3koli
70.1%. Na pitanje da li im je predznanje iz srednje Skole dovoljno 66.7% ispitanika od-
govorilo je potvrdno.

Istovremeno studenti daju prednost stavu da je gradivo obimnije od onoga $to im
je potrebno. Ova dva faktora mozemo navesti kao neke od razloga za smanjenje afiniteta
prema matematici.

64%
4 - Ne uopste
- Ne, uglavnom
I:I Idaine
I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 8 — Gradivo je mnogo obimnije od onoga %o mi je realno potrebno

Interesantno je primetiti da studenti sa napredovanjem u studijamaimaju sve manje
problema zbog nedostatka predznanja. Na dlici 9 vidimo da je na drugoj godini studija
procenat onih koji mogu/ne mogu da prate nastavu skoro jednak, dok je na Cetvrtoj godini
tarazlika znaCgjnija.

% =L

63 Moje predznanje je dovoljno
I:l da pratim nastavu

Cesto ne razumem predavanja

33 zbog nedostatka predznanja

10

.

Druga Treca Cetvrta godina

Slika 9 — Nivo predznanja po godini studija

Ovakav rezultat je oCekivan predstavlja posledicu toga to studenti koji upisuju isti
fakultet dolaze iz srednjih Skola razlicitih obrazovnih profilai sarazliCitim predznanjem.
Na fakultetu se u velikoj meri nadoknaduje propusteno, i pri zavrSetku studija veCina
studenata ima ujednateno znanje iz matematike.

Studenti su takode saglasni sa stavom: Znanje iz matematike olakSava mi izuCavanje
/ polaganje strucnih predmeta.

NAPOMENA. Studenti blagu prednost daju stavu da je gradivo obimnije od onoga
&to im je potrebno. Istovremeno, podeljeno je midljenje o tome da li matematika gubi na
znaCaju opstom upotrebom kompjutera. Male razlike primecuju se kod studenata GF, koji
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16% 33%

- Ne uopste
- Ne, uglavnom
I:I Idaine
I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 10 — Matematika pomaze u stru¢nim predmetima

raCunare koriste za matematicCke proracune na gradevinskim objektima. Oni daju blagu
prednost stavu da matematika gubi na znaCaju zbog upotrebe kompjutera u poredenju sa
obrnutim stavom studenata ETF-a.

Matematika se uzdigla u kraljevsku umetnost, $to omogucavai njeno koristenjeiz-
van same matematike. Platon bi rekao da je matematika aristokratija duha i karaktera.
Vrednost ucenja matematike zasniva se u usvajanju njenih metoda i rezultata, ai i u ra-
zvijanju logickog i estetskog naCinamidjenjai zakljucivanja Car je unjenoj unutrasnjoj
lepoti.

Ovim stavom upotpunjuje sevaznost i znaCa) matematike, i matematickih teorijakao
&to su diferencijalni i integralni raCun ili diferencijalne i parcijalne jednaCine, bez kojih
danas nije moguce sagraditi most, zgradu, razmenjivati mejlove, pretraziti internet, pos ati
komunikacioni satelit u orbituili analizirati drustvene pojave. Citav niz granamatematike,
od matematiCke statistike preko teorije informacija, operacionih istrazivanja, linearnog i
nelinearnog programiranja, pado teorijeigara, duze vreme su neophodni alati ekonomista,
organizatora proizvodnjeili sociologa.*?

Matematika je uzdignuta iznad Himalaja i trasirala je put razvoju Ciste matematike
ili egzaktne nauke, odnosno apstraktne nauke. Na ovom mestu vazno je istaCi da Cista
matematika reSava probleme primenjene matematike, a sa druge strane, primenjena ma-
tematika omogucuje neoCekivane uvide u prirodu — u samu bit i sustinu Ciste matematike.
Bertolino nam prenosi reci LobaCevskog: ,,Nema ni jedne matematicke grane, ma koliko
da je apstraktna, koja se jednom ne bi mogla primeniti na pojave stvarnog sveta. 3

Biti na kraljevskom prestolu nauka za Davida Hilberta zna€i ,Wir missen wissen.
Wir werden wissen“. U prevodu to je: ,Moramo znati. Znatemo.“** Gedel je nato 1931.
rekao necemo znati!

Matematika u sebi samoj nosi veliko bogatstvo i lepotu i nisu joj potrebnauverenjao
tome daje apsolutnai vecnaisting, ili viSe vrednovanje, jer ionako zauzimanajvise mesto

12 V/ladimir Devide, 1975, Starai nova matematika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 25.

13 Milorad Bertolino, Matematika u tokovima istorije, Univerzitet Beograd, Publikacija Elektrotehnitkog
fakulteta, Ser. Mat. Fiz. No 602 — No 633, str. 179.

14 V/ladimir Devide, 1975, Starai nova matematika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 27.
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medu naukama. To ne iskljucuje mogucnost da ong ko se njome bavi bude uspeSan i u
nekoj drugoj oblasti.

M atematika sama po sebi verovatno ne daje garanciju damoze covekauciniti sretnim
i blazenim, ali sigurno moze doprineti zadovoljstvu, pai sreci, Covekakoji se njome bavi,
jer onau sebi nosi istinu i lepotu koju on otkriva.

B. Nastava matematike

Glavni cilj univerzitetskog obrazovanjaje da studenti budu samostalni, dasu u stanju
sami da uce, potpuno samostalno Citaju tekstove i knjigei samostalno reSavaju probleme.
Oni treba da nauce kako da uce, dauz pomot kurseva poboljSaju svoje metodeistrazivanja
a predavaC tako organizuje svoja predavanja da olakSa studentu ucenje. Vestina studiranja
treba da bude ugradena u u proces obrazovanja.

Baumslag predlaZze deset pravila nastave®

Poducavajte na pravom nivou — pocetak kursa je podeSen na nivo studentskog znanja i
odrazava nivo univerziteta koji je kompatibilan sa sposobnostima studenata (predava-
nje razume viSe od polovine studenata).

Grupa studenata treba da bude ujednatena ako je to moguce. Ne mogu da sluSaju

zajedno ekonomisti i fiziCari, jer nemaju isto predznanje ni sposobnosti.

Obratite paznju na skrivene a otigledne stvari. Neto &o moze izgledati za mate-

maticare oCigledno za studente moze biti prikriveno. Ovde treba obratiti paznju na
jezik.

Uveriti se da su studenti aktivni. Matematika je predmet u kome se aktivno ucestvuije.
Ako dlua predavanje i aktivan je, rasvetljava grubu ideju i kako stvari funkcioniSu, on
Ce razumeti i pamtiti. Stvari koje ne razume os tavlja za kasnije reSavanje. To ce pitati

zavreme diskusijeili €eresiti samostalno. Jedna od vrednosti predavanja je da student
pravilno koristi materijale. Tempo predavanja mora da se prilagodi kako studenti ne
bi sveli na puko prepisivanje sadrzaja satable, bez razmidljanja o matrerijalu. Idegjaje
da student ima dovoljno vremena da zapiSe i razmi8lja o0 ngjvaznijim taCkama. Neki

predavaCi su pokusali da studentima daju kompletne beleSke, ali to nije bilo efikasno i
sledeta predavanju su bila dosadna.

Napraviti zahteve. Visok standard trazi visoke zahteve. Ne preterane, razume se.
Podsticati studente i pruziti im mogutnost da postavijaju pitanja.

Motivisati studente. To mogu biti zanimljivi primeri od znaCaja za njihovo polje studi-
ranja.

Uciniti predavanja intersantnim. Predavanje treba da bude uzbudljivo i prijatno.

PoStovati studente — to su ljudska bi€a, sa problemima, strahovima i teSkotama. Oni
su vodeni strahom i zadovoljstvom. Treba im ohrabrenje. Uverite se da zngju da ste na
njihovoj strani. VaSabrigai interes mogu da obezbede jaku motivaciju. Ako shvate da
im profesor Zeli uspeh onda je veta Sansa za njihovo dobro ucenje. Uz to vazno je da
studenti razumeju da €e im tagj kurs pomoti da ostvare svoje potrebe.

15 Baumslag B., 2000, Fundamentals of Teaching Mathematics at University Level, Imperial College
Press, London, p. 83-91.
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Profesori imajte na umu uCenje. | profesor mora da nastavi da uci. Kad sam pokuSava
dareS problem moradashvati dai ucenik imaiste probleme. Tako se zadrzava ljubav
prema matematici. A profesor ima dovoljno znanja o temi koju predaje. Staje glavna
preporuka?

Nauciti dobro predmet. Sto vige znate o predmetu, ¢ak i ako vam je metoda loZa je
bolje od situacije da ne znate dobro sadrzaj nastave. Sto se metoda tie ne treba biti
dogmata. RazliCite metode imaju svoje porednosti u odredenim situacijama.

Koristenje simbolau nastavi matematike vrlo je znaCajno. Simboli mogu veomado-
bro i korisno da posluze za sazeto, koncizno, jasno i Cisto formulisanje mnogih definicija
i teorema, kao i za njihovo dokazivanje. Ngjceste su to oznake zaimplikaciju =, ekviva-
lenciju < i kvantifikatore V svaki i 3 postoji (bar) jedan. Na primer, definicija granicne
vrednosti funkcije

)I(i_rgf(x) =A< (Ve >0)(30 >0)(Vx) (0< |x—a]<d=|f(x)—Al<eg)

Oprez! Ovako napisanu definiciju vetina studenata slabo razume. Zato je neophodno de-
taljnije objasnjenje uz odgovarajucu graficku ilustraciju.

Funkcija matematiCkog jezika oslanja se dobrim delom na njegovu konciznost, na
njegove sazete i sugestivne notacije. ,,Jedna od najvaznijih osobina matematickog jezika
jeste moguénost lakog i tatnog prevoda sajednog prirodnog jezika na drugi .« 18

Kao §to smo vet videli u analizi op&tih stavova 0 matematici, studenti tehnickih fa-
kulteta veCinom vide matematiku kao osnov za izuCavanje strucnih predmeta (70.4%).
Veliki broj je takode potvrdio daim je znanje iz matematike olak3al o izuCavanje tih pred-
meta (76.2%). Vezano za nastavu i gradivo koje je predavano kada je trebalo da studenti
procene primenljivost u strucnim predmetima, dobili smo rezultate prikazane na dlici 11.

qw I:l Uglavnom ne, stru¢ni predmeti nisu
direktno povezani sa nastavom

I:l Za primenu matematike dovoljna su
predavanja iz stru¢nih predmeta

I:l Gradivo iz matematike se primenjuje
u mnogim stru¢nim predmetima

Slika 11 — Odnos matematike i strucnih predmeta

Ovde se zakljuCuje da kod studenata postoji svest o tome da je matematika vazna
za struéne predmete. Stavise, prethodni rezultati ohrabruju jer navode na zakljugak daje
gradivo iz matematike u velikoj] meri prilagodeno potrebama strucnih predmeta.

Ljudi uvazavaju matematiCare i uzdizu matematiku zbog tatnosti i reSavanja pro-
blema putem preciznih pravila zakljuCivanja. Kod nekoga isti razlozi mogu izazvati od-
bojnost prema matematici i umanjenje priznavanja vrednosti matematicara.

16 50lomon Markus, 1974, Matemati ¢ka poetika, Nolit, Beograd, str. 65.
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Ispostavlja se da studenti tehnike, iako vide primenu matematike i matematickih
teorema, oni u njima ne sagledavaju lepotu i eleganciju izvodenja dokaza. Dokazi sluze
isklju€ivo zateoretisanje, ane da bi nanjih ostavili utisak.

Zapravo, na pitanje Koliko ste saglasni da su dokazi teoremau matematici elegantni
i lepi? studenti su negativno odgovorili.

Tabela4 — Dokazi teorema su €legantni i lepi

Ukupno Fakultet
ETF | GF | MasF
n 417 132 173 112
Ne uopste 18.2 13 24 16
Ne, uglavnom 27.1 28 30 21
| dai ne 33.6 37 27 40
Da, delimicno 16.3 16 16 18
Da, veoma 04.8 06 04 04
[ ] ETF
40 [ ] GF
37 [ MmF

24
21

16 16 16

6

| i

Ne uopste Ne, Idaine Da, Da,
uglavnom delimi¢no veoma

Slika 12 — Dokazi teorema su elegantni i lepi

Kada smo trazili da navedu formulaciju jedne upecatljive teoreme, nije odgovorilo
46,6%, a 31,9% je odgovorilo: Pitagorinateorema. Samo je jedan student dao formulaciju
Lagranzove teoreme.

Naravno, Pitagorina teorema je opstepoznata jos iz osnovne Skole. Medutim, iz teo-
rema viSe matematike nijedna se nije moglaizdvojiti kao teorema koja ostavlja utisak.

U ukupnom utisku prilicno je ujednaceno midljenje o tome da li dokazi gube na
znaCaju zbog opste primene kompjutera u svim oblastima. Studenti ETF-ai GF-a imaju
suprotstavljene stavove, dok je na MaSF zastupljenost i pozitivnhog i negativhog odgovora
dicna.
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Slika 13 — Dokazi gube na znataju opstom primenom kompjutera

Napitanjao tomedali su dokazi teoremakorisni, ili dane znagju cemu sluze, studenti
maSinskih fakulteta su dali relativno ujednatene odgovore. Cak 50% njih je reklo da su
im dokazi veoma korisni, a 48% nije potvrdilo da ne znaju Cemu oni sluze. Studenti sa
ostaladva fakulteta ostali su podeljenog midljenjao korisnosti dokaza, ali je u oba slucaja
malo veti procenat onih koji znaju ¢emu ti dokazi sluze.

Za dodatnu grupu su dokazi u matematici ubedljivom veCinom originalni (64.9%),
elegantni i lepi (54.4%). Interesantno je dasu i korisni (50%). U formulaciji teorema bili
su darezljiviji. Na primer, bez odgovora— 16.9%, Pitagorina teorema — 8.5%, Banahova
teorema— 5.1%, Lagranzova teorema— 3.4%, Stoksovateorema— 3.4% itd.

Ne smemo zaboraviti da dodatnu grupu €ine buduci matematicari koji vet osetaju
naklonost ka matematici kao nauci.

Postavlja se pitanje ima li u matematici mesta za mastu i slobodnu kreaciju, tj. da
[i ima mesta ljudskom elementu, atime i umetnickom nadahnucu? U matematici nije sve
jednoznacno determinisano. Vrhunski matematiCari raspravljaju se o pravcimarazvojaili
popravljgu dostignute rezultate. A tek teorije 0 metodici nastave sadrze razliCite pristupe.
~,MatematiCari su ljudi i njihovo stvaranjeje ljudsko —ono u sebi nosi nesigurnost, ai i le-
potu, i prolaznost, ali i veénost, i nautni, ali i umetnitki pogled.“ 1" Umetnost pripisujemo
samoj prirodi ili izrazu koji otkrivamo u umetnickim delima poput slike, kompozicije ili
arhitektonskih dela. Matematika je u osnovi prirodna nauka iz koje se razvila u posebnu
disciplinu. Stari Grci su tragali za skladom i harmonijom medu brojevima. Takvi odnosi
imaju svoje mesto u ritmu i metrici poezije, u muzici, u likovnim umetnostimai u arhitek-
turi. BoZanska srazmera — Zlatni presek smatra se skladnim i prijatnim za oko. Poznata je
uloga perspektive u slikarstvu, narocito u periodu renesanse (npr. Rafael — Atinska skola).
Veliki slikari, npr. Leonardo da Vingi i Direr, brinuli su o proporcijama ljudskog tela. '8

Zamatematiku se kaze daima pretezno logicki karakter, nasuprot pretezno intuitiv-
nom karakteru umetnosti. U stvari, intuicijaje od bithe vaznosti i u matematici, a poezija

7 Vladimir Devide, 1975, Sara i nova matematika, ?kolska knjiga, Zagreb, str. 42.
18 Vladimir Devide, 1975, Sara i nova matematika, Skolskaknjiga, Zagreb, str. 45.
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ima svoju unutradnju logiku. Otkrice u matematici rezultat je Cudesnih snagau kojima, po
svemu sudeti, nesvesno prepoznavanje lepote igra vaznu ulogu. '

MatematiCari kaZzu da je dokaz odredene teoreme elegantan, lep ili skladan. To znaCi
da dokaz, osim &to je logicki korektan i besprekoran, sadrZi i odredeni estetski kvalitet.
UnutraSnja lepota moze biti podstaknuta dokazom koji sadrzi najbolji put. Ako se radi o
teoriji, to moze biti u izboru polaznih aksiomai definicija. Ovde se radi o arhitekturi ma-
tematike, o umetnosti hjenog komponovanjai njene izgradnje. Prava matematika uvek je
lepa, a pravaumetnost istinita. Svaki oblik |judskog delovanjatezi zalstinomi Lepotom. U
glavi Cetiri biCe detaljno obradena L agranzova teorema koju krasi |lepota sa posledicama.

Prema Devideu, jedan stari francuski matematiCar je rekao da matematiCka teorija
ne moze da se smatra savréenom pre nego &o se ucini veomajasnom.?® Ovom migjenju
dodgje se strogost koja odgovara potrebi naSeg razuma i uma. Osim toga, strogost nije
neprijatelj jednostavnosti i jasnoci. U mnogim primerima stroga metoda je jednostavnai
lako razumljiva. U matematici Cujemo stalni poziv Tu je problem, potraz reSenje. Mozes
ga nati Gistimrazmidjanjem.?*

Ako teoremu nazovemo problemom, a krgj dokaza reSenjem problema, put od pro-
blema do reSenja bi bio sam dokaz. MatematiCka teorija je potkrepljena nizom preciznih
pravila, i kao takvatrebalo bi da obezbedi dobro razumevanje. Ispostavilo se da cak 27%
od svih ispitanih studenata ne razume dokaze delimi€no ili u potpunosti. Medutim, je
matematika nauka koja daje odgovor na sva pitanja, kako su neki od ispitanika proko-
mentarisali, odakle onda dolazi problem nerazumevanja? Kako je predznanje studenata
na zavidnom nivou, ostaje da utvrdimo dali problem potiCe od prezentovanjateorije.

Kejt Veber je sproveo istrazivanje na Murray State University. Tradicionalni pristup

kurseva viSe matematike podrazumeva paradigmu koja se moze opisati kao ,definicija

— teorema — dokaz* (DTD). Sastoji se iz niza profesorovih instrukcija, a studenti pa-

sivno uzimaju beleSke i materijal je rasporeden u strogom logickom redosledu. Poje-

dini autori smatraju da takav DTD pristup daje studentima pogrednu sliku o prirodi

matematike; da krije druge procese koji se koriste u matematickom rezonovanju; da

negira mogucnost kori&enja intuicije.

Kejt Veber je vrSio istrazivanje izuCavanja matematike na univerzitetskom nivou. Prvo

&o je primetio bilo je pisanje definicija, primera, dokaza i povremenog crtanja dija-

grama. Studenti su prepisivali sadrzaj predavanja u sveske. Pitanja su retko postavljali

i retko su uCestvovali u diskusijama. Profesor je zadavao domate i pomocu defini-

cije sugerisao kako da se oni re3e. Predavanje se razlikovalo od klasi¢nog jedino u

teznji profesora da ilustruje razloge za dokaz, da bi studenti mogli samostalno daiz-

vedu slicne dokaze. Prvo zelim da uCenici shvate logiku dokaza. |deja vodilja jeste da
napisemo Sta imamo i gde smo se uputili, rekao bi profesor. Ne moze svaki dokaz da

se izvede putem definicija, vet se mora upotrebiti neka nejednakost ili vet dokazana
lema, Sto se dodatno pojata moguénosu koristenjai u drugim dokazima.

19 solomon Markus, 1974, Matemati &ka poetika, Nolit, Beograd, str. 30.
20 \/|adimir Devide, 1975, Starai nova matematika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 68.
2L Vladimir Devide, 1975, Starai nova matematika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 70.
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Profesor pretpostavke navodi na pocetku table i rezultat na dnu. 1zmedu zapisuje ras-
pakovane definicije koje se odnose na pretpostavke, zatim dopisuje pomotni alat koji
e nas dovesti do cilja, crta dliku i objadnjava zasto tgj put dokaza ima logicku struk-
turu. Zelim da budem veoma jasan u svome radu, da bi studenti mogli da obavljaju
korake sami. Profesor je tokom predavanja bio je regit i retko je pravio greske. Takode
je bio popularan medu studentima i dobijao je o svom radu visoke ocene na kraju
Kursa.

Studentu je vazno da poseduje sintaksnu vestinu i da zna da raspakuje definicije i da
ih logicki upotrebljava zaizgradnju dokaza. Tavestina sama po sebi nije dovoljna. Od
studenta se zahteva stratesko znanje da bi se setio poteza koji moze da bude koristan
za dokaz, uz promi8dljanje mogutih alternativa. Ovo stratesko znanje studentima se
predaje eksplicitno. Kognitivna struktura za reSavanje dokaza moze da se upotpuni
konceptom slike.

Profesor je naveo i nekoliko instrukcija za rad sa studentima:

— Ako je studentu analiza previSe teSka, bice frustriran i odustate od kursa.

— Studenti morgju imati elementarno razumevanje logike da bi mogli da prate na-
predni matematicki kurs. Razumevanje logike i naprednih matematickih konce-
pata ne moZze se pojaviti tek tako.

— Postoje osnovne simbolicke vestine (tehnika dokaza, rad sa nejednakostima)
koje studenti treba da savladaju pre reSavanjatezih problema.

— Studenti ne mogu intuitivno razumeti napredne matematicke koncepte bez do-
voljnog iskustva i rada sa ovim konceptima na sibolickom nivou.

IstraZivanje je pokazalo da studenti uce o naprednim matematickim konceptima na
najmanje tri kvalitativno razlicita naCina.

1. Studenti prirodnog tipa koriste svoje postojete intuitivno razumevanje mate-
matickih pojmova da daju smisao — odredenju koncepta i tome pridruzuju for-
malni rad.

2. Studenti formalnog tipaizgraduju svoju intuiciju ispitivanjem logicke strukture
koncepta.

3. Studenti proceduralnog tipaispisu dokaz na osnovu pracenja procedure i kasnije
daju smisao svojim tehnikama i konceptima. Kada napidu dokaz, ne razumeju
zadto su vazne napisane Cinjenice, ali su ispunili zadatak.

Istrazivanja su pokazala da studenti mogu biti uspedni ili neuspesni uz koristenje bilo
kog od ova tri naCina (Pinto & Tall, 1999; Weber, 2003). Tradicionanni stil DTD nije
jedina pedagoska paradigma vet postoje razlicite pedagoske tehnike. Studija ucenja
u ucionici nepotpuna je bez istovremenog sagledavanja drustvene i kulturne prakse,
nastavnih materijalai postupaka profesora. Stil profesoraiz prethodne studije pokazuje
daon imadirektan uticaj nanatin nakoji studenti pokuavaju da naute materijale??

David A. Yopp istrazivao je ulogu dokaza u nastavi matematike. Jedan od naCina da
se profesori matematike ukljuce u razvoj kurikuluma jeste zahtev da ucestvuju na pa-
nelima gde se diskutuje o nastavi matematike. Drugi je direktan pristup, odnosno da
iznose midljenje o nastavi. Temaima mno&tvo, ajedna od njih moze dabude iznoSenje
stavova o korisnosti dokaza, naCinima dokazivanja i 0 nivou potrebe dokaza. Takve

22 Keith Weber, 2004, Traditional instruction in advanced mathematics courses: a case study of one
professor’s lectures and proofs in an introductory real analysis course, Journal of Mathematical Behavior
23 (2004) 115-133. http://www.journals.el sevier.com/the-journal -of-mathemati cal-behavior
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diskusije otvargju pitanja koja se prilikom pisanja naucnih tekstova ne vide. De Vilers
(1999) postavlja pitanje o tome kakav je smisao dokaza unutar same matematike koji
se potencijalno moze koristiti u ucionici? Analizira Belsa koji istice
(i) verifikaciju ili opravdanje (utvrdivanje istine);

(i) rasvetljavanje (objaSnjenje zasto?) i

(iii) sistematizaciju (organizovanje u sistem aksiomai velikih rezultata).
De Vilersutvrdivanjeistine grupiSe u otkrice (inovacijaili pronalazak novog rezultata),
komunikaciju (prenos matematickog znanja) i intelektualni izazov (realizacija i kon-
strukcija dokaza). Proces prema studentima moze biti objaSnjenje — otkrice — intelek-
tualni izazov — verifikacijai sistematizacija Senfeld smatradaje to jasno razmidjanje,
nacin komunikacije i razmene idegje sa drugima, natin razmisljanja do dolaska na ra-
Zumevanje.
Hana i Janke tvrde da postoji su&tinska razlika izmedu naucne matematike i nastave.
Oni smatraju da intelektualni izazov treba ublaZiti istraZivanjem znaCenja definicija,
pretpostavki i posledica i ugradivanjem poznatih stvari u novi okvir i pogled iz sveze
perspektive. Kako istite Her§, svrha dokaza u istrazivanju jeste da ubedi, a u ucionici
da objasni! Pri tometrebanati pravu meru, jer ulogadokazivanja u nastavi jeizgradnja
logi ke vedtine razmidjanja3

- Ne uopste
B Ne uglavnom
I:I Idaine
I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 14 — Dobro predavanje je razumljivo

Sada dolazimo do vaznog pitanja. Sa je neophodno za dobro izvodenje nastave,
dobro predavanje? Prvi i ngjvazniji uslov jeste da profesor veoma dobro poznaje oblast
koju predaje. To zna€i da zna sadrzaj koji izlaze, da moze da ga izloZi bez koristenja
pripreme, ali damorai pripremu imati nadohvat ruke.

41% 5

- Ne uopste
- Ne, uglavnom
I:I Idaine
I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 15 — Dobar predavaC animira vetinu studenata

23 David A. Yopp, How some research mathematicians and statisticians use proof in undergraduate
mathematics, Journal of Mathematical Behavior 30 (2011) 115-130.
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Studenti veoma dobro znaju da je predavanje dobro ako profesor nastoji da ga stu-
denti razumegju. Medutim, i pored toga Sto ¢e profesor izlagati jasnim jezikom i odgo-
vargjucim tempom, to nije jedini faktor koji utice na kvalitet predavanja. Sve veti broj
istrazivanja pokazuje da je danasnja omladina pod velikim uticajem kompjuterai televi-
zije.

19%  2.1%
6.6%

, - Ne uopste

20.9% - Ne, uglavnom

68.5% ’ I:I Idaine
I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 16 — Dobar predavaC ima zanimljiv pristup

Zastudente predavanje je dobro ukoliko profesora gradivo iznosi na zanimljiv nacin
(89.4%). Pri tome bi trebalo da ukljuCuje i animira studente (62.5%).

Interesantno je da se istakne da je predavanje dobro ako profesor posebno napo-
mene da su odredene oblasti vazne (82.8%). Na slikam 17 i 18 predstavljeni su rezultati
0 povezanosti stava o dobrom predavanju sa primerimai primenama.

0.2%

21%

Ne uopste
= =
- Ne, uglavnom

0.5%

I:I Idaine
78.9% I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 17 — Dobro predavanje sadrzi primere

14%

33%

- Ne uopste
20.6% - Ne, uglavnom
66% I:I Idaine
’ I:I Da, delimi¢no
I:l Da, veoma

Slika 18 — Dobro predavanje objaSnjava primenu

Dodatna grupa mladih matematicara se apsolutno slaze oko neophodnosti primera
(96.6%), i uvida u primenljivost (91.5%) dok im ostali faktori znaCe u podjednakoj meri.
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Uvodenje Bolonjske konvencije 2006. godine na fakultetima u Srbiji dovelo je do
rekonstrukcije izvodenja nastave i kumuliranja ocene. Kao jedan od zahteva navodi se i
aktivno uceste studenata u nastavi. lako to od studenata iziskuje prisustvo na predava-
njima, vezbama i drugim oblicima izvodenja nastave, oni to prepoznaju kao prednost u
savladavanju gradiva.

- Ne uopste
- Ne, uglavnom

I:I Idaine
I ’ I:I Da, delimi¢no

D Da, veoma

Slika 19 — Dobro predavanje ukljucuje diskusiju studenata

Ukljucivanje studenata u razliCite diskusije narocito potpomaze da studenti interak-
tivno uCe i da dagju sebi vise slobode da u direktnom dijalogu sa profesorom iznesu svoje
kriticko miSljenjeili darazjasne moguce nejasnoce.

Studenti smatraju predavanje loSim ako profesor:

— prepisuje sadrzinu natablu (77%);

— koristi lgjdove (62.3%);

— brzo prelazi gradivo (84.7%);

— dugo se posveti jednoj oblasti pa nema vremena za drugu (63.2%);
— u prvi plan istice oblast kojom se sam bavi (73.1%).

lako studenti zele da ih profesor animira, da bude zanimljiv i da uvodi nesto novo,
koristenje slgjdova kao vid prezentacije matematicke teorije studenti i dalje ne vide kao
dobru ideju. Neumerenost u posvetenosti bilo vremenu bilo gradivu, takode se nece do-
pasti studentima. Zanimljivo je da su na stav: predavanje je loSe ako profesor matema-
tike predavanje prilagodi iskljucivo ispitu, studenti razli¢ito odgovorili. To upucuje na
zakljuCak da su studenti preovladujuce zainteresovani da poloze ispit, u poredenju sa sti-
canjem znanja. O tome moZze da se obavi posebno istrazivanje. Ovu Cinjenicu potvrdila
je i dodatna grupa studenata matematiCkog fakultetal Bilo bi veoma interesantno obraditi
temu motivacije u nastavi matematike.

Na pitanje o tome koje bi promene unapredile nastavu matematike, dobili smo veliki
broj raznovrsnih odgovora. Osim zelje za animiranjem, praktiCnim primerimai smanje-
njem obimai konkretizacijom gradiva, interesantno je da se veliki broj studenataizjasnio
dabi Zeleo da se poveta broj Casova. Time bi se tempo predavanja usporio, a studenti bi
imali vise vremena za utvrdivanje gradiva. Pored toga $to Zele da budu ukljuceni u di-
skusijei aktivniji rad naasu, jedan broj njih je u upitniku ¢ak predloZilo reSenje tog pro-
blema. Naime, podel a studenata namanje grupe bi po njihovom misljenju mogla znacano
da unapredi nastavu.
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C. Nastavna sredstva

Studenti koji su imali nastavu uz koristenje racunara (interaktivni pristup) postigli
su bolji rezultat u poredenju sa studentima koji su imali nastavu na tradicionalni nacin.
Ovo govori o tome dainteraktivni pristup moze stimulativno da utice na studente da brzei
bolje razumeju u poredenju sa tradicional nim metodama. Razlog moze biti boljavizuelna
prezentacija, koja im deluje zanimljivo pa lakSe apsorbuju gradivo. RaCunari su vazni i
zbog toga &0 Zivimo u tehnolodkom dobu i oni se koriste za razliite oblike ugenja.2*

Grupa profesora istrazivala je program za ucenje Learning Units, odnosno Interac-
tive Platform for Learning Calculus (PIAC). Zakljucili su da informacione i komu-
nikacione tehnologije mogu da sluze kao alat za podrsku ucenju. Da bi se raCunarski
programi koristili, neophodne su odgovarajuce smernice i aktivnosti da bi se potpuno
podrzao proces. To je novi nafin ucenja, uz inovativna nastavna sredstva. Takav na-
stavni dizajn ima Cetiri elementa:
1. Sadrzaj koji obuhvata detaljan prikaz matematickih tema. Ukljucuje koncepte, pro-
cedure, primere pracene odgovarajucim kontekstom.
2. Tehnoloski resursi koji predstavljgju interaktivna ucila, koja sluze kao pomot i
sadrze tekst, slike, skripte, veb stranice, video, softvere i druge resurse.
3. Aktivno ucenje pod koordinacijom nastavnika.
4. Re3%enja za savladavanje problema sa informacijama o odredenim postupcima za
reSavanje problema.
Didakticka strategija ukljuCuje koristenje elementarne matematike i istorijski kon-
tekst. Pored tradicionalnih elemenata kao %to su kalkulus koncepti, procedure, primeri,
teoreme i dokazi, ovg pristup ukljuCuje anagrame, matematicke igre, istorijske pro-
bleme, prie i zagonetke. Za utenje se koriste razliCite strategije poput studije slucaja,
izgradnje modela, predstavljanja i uopStavanja. |1zgradnja takvih modela zasnovana je
navide elemenata.
(i) Kompetentnost, odnosno kognitivne sposobnosti za odredenu matematicku oblast,
koje obuhvataju vestine, sposobnosti i koncepte. Kod kompetentnosti profesori
i studenti znaju postupke i procese potrebne da se postignu ciljevi uCenjai kako
da se steeno znanje primeni na reavanje matematickih problema u realnom —
fizickom svetu, kako da se prilagodavaju novim situacijamai kako da uspostave

relaciju sa drugim matematickim konceptima.

(i) Istorijska prezentacija. Daje se uvod o0 nastanku i razvoju matematickog kon-
cepta. Takav pristup omogucavauvid iz originalne perspektive i iskustvo u ucenju
(Sto koristi nastavi). Ovde se ukljuCuje istorijski pogled, rasvetljava se povod za
razvoj takvog matematickog koncepta i opisuju se ljudi koji su odigrali vaznu
ulogu u njihovom razvoju.

(iii) Pozadina obuhvata dodatne materijale koji su bitni za razumevanje pojmova u
anaizi. Mogu biti iz raznih oblasti matematike, kao Sto su algebra, geometrija
trigonometrija, analiticka geometrijai dr.

(iv) Sadrzaj obuhvata informacije 0 matematickim temama. UkljuCuje definicije,
matematiCke procedure, teoreme, leme, dokaze, primere, kontekst, pouke. Uz

24 Aminah Ahmada, Tan Sin Yinb, Loh Yue Fangc, Yap Hui Yend, Khoh Wee Howe, Incorporating
Multimedia as a Toal into Mathematics Education: A Case Sudy on Diploma Sudentsin Multimedia Uni-
versity, International Conference on Mathematics Education Research 2010 (ICMER 2010). Elsevier Ltd.
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to, neophodna je izgradnja iterativnih Sema da se povezu definicije, teoreme,

dokazi i primeri, kao i identifikacija osnovnih komponenti i povezivanje idegja.
(v) Nastavna sredstva za podr3ku. Ovde je posebno vazno da studenti poseduju

raCunare i softvere. Interakcija je problem uz dodatne sposobnosti, daih koriste,

damanipulidu algoritmimai daanaiziraju podatke.

(vi) Aktivnosti studenata orijentisane su ka sticanju znanja, na analizu, tumacenje,
konceptualno organizovanje, komunikaciju i sistematizaciju. U modelu uenja
svaki student ima svoj tempo ucenja. Identifikuje se prethodno znanje, dalji ra-
zvoj i primena koncepata, jatanje i obnavljanje znanja.

(vii) ReSenja zasvaku od aktivnosti u procesu ucenja.

(viii) Povratne informacije o uspednosti reSavanja zadataka.

(ix) Evaluacija, vrednovanje, pregledanje domatih zadataka, ocenjivanje.

Ovakva vrsta ucenja treba da bude dostupna u svakom trenutku, ali ne mora da se
zasniva; samo na ratunarima i softveru. Vazno je da studenti imaju ideju Stai kako te
daute?®

Napomena. U pojedinim situacijama studenti treba da koriste ratunare u smislu da
se programski provere neki rezultati i da se nacrta grafik, Sto ih ohrabruje u ispitivanju
funkcija, reSavanju jednaCinag, ngednacina i dr. Vazno je napomenuti da se na primer u
Francuskoj] matematika predaje natradicionalan naCin —tablai kreda.

UdZbenici u nastavi treba da doprinose lakSem savladavanju pojmovai oblasti. Da
li je tako u praksi? Vrlo Cesto, udzbenici napisani uz oskudno poznavanje matematike i
slabo razumevanje, mogu uciniti veliku Stetu studentima.

Tabela 5 — Koristenje udzbenika, zbirki i beleski

Fakultet

Ukupno =G T Vi
n 429 133 | 183 | 113
Dovoljni su za pripremu ispita 58.5% 62 58 55
Koristim udzbenik 17.9% 24 17 12
Koristim ih delimi¢no 15.9% 19 16 12
VeZzbam samo zadatke iz zbirke 18.9% 17 22 16
Nisu dovaljni, koristim i drugu literaturu 14.2% 9 16 17
Koristim bele3ke 41.7% 48 40 37
Uglavnom ih ne upotrebljavam 5.4% 5 4 7

Na pitanje o koristenju udzbenika, zbirki i beleski, studenti su ubedljivo odgovo-
rili da im je to dovoljno za pripremanje ispita (58.5%). Slicne odgovore daje i dodatna
grupa studenata matematike. Moze se reci da studenti koriste literaturu iskljucivo vezanu
za pripremanje ispita. Koristenje beleski ubedljivo dominira. Ovde se postavlja ozbiljno
pitanje o zatvorenosti i uskom pogledu na nastavu. Naime, to je u direktnoj korelaciji

25 Marfa Andrade-Aréchiga, Gilberto Lopez, Gabriel Lopez-Morteo, Assessing effectiveness of learning
units under the teaching unit model in an undergraduate mathematics course, Computers & Education 59
(2012) 594606, Elsevier Ltd.
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Slika 20 — Kori&tenje udzbenika, zbirki i beleski

sa Cinjenicom da se na katedrama matematike ne preporucuje dodatna literatura, osim
udzbenika Ciji pisci su sami predavaci. Uz veliki napor je na ETF-u pronaden jedan izu-
zetak. Kao dodatna literatura prediozen je jedino Demidovic.

Osim pitanja o0 zatvorenosti nastave i usmeravanju samo ha ucenje iz udzbenika,
nade istrazivanje je pokazalo da se ratunari u nastavi matematike ve€inom ni ne koriste
(52.2%). Na pitanje o tome koji se softver koristi u nastavi matematike, u najvecem broju
odgovora (nesto vise od Cetvrtine ispitanika, a oko dve trecine onih koji su dali odgovor)
naveden je Matlah.

Daje Matlab koristan u reSavanju matematickih problema potvrdilaje dodatna grupa
u kojoj vise od 50% ispitanika koristi ovaj program. U razgovoru sa profesorima, i prou-
Cavanjem kurikuluma pojedinih predmeta, primetili smo da dodatna grupa ima u okviru
nastave iz predmeta Uvod u numericku analizu kratku obuku za rad u Matlabu, koja se
odnosi na probleme interpolacije i na reSavanje sistema jednacina. Kako ova grupa ne
smatra da upotrebom raCunara matematikagubi na znaCaju, moze nam posluziti kao dobar
primer unapredivanjanastave. Po iskazima studenata, van fakulteta Matlab i Mathematica
koriste se u jednakoj meri.

Jos jedan bitan rezultat privliaCi nadu paznju. Danas gotovo da nema mladih ljudi
koji ne koriste internet za svoje potrebe, bilo daje to pretraga odgovargjucih informacija
ili komunikacija putem elektronske poSte i drustvenih mreza. Medutim, vise od polo-
vine (51.7%) se izjasnilo da retko, skoro nikad, na internetu ne pretrazuju stranu litera-
turu. Treba napomenuti da je pretraga stranih knjigai €asopisa u bazama poput Cobson-a
omogucena studentimadrzavnih univerziteta, akoji su nasi ispitanici.

Interesantno bi bilo izvrSiti ispitivanje koliko su studenti uopSte upoznati sa mo-
gucnostima koristenja raCunara a zatim, posle odredenog vremena, proveriti da li se
koristenje ovakvih baza povetalo.



3.1. Analiza upitnika 128

Pisanje udzbenika zavisi od nastavnih planovai programa, ali pre svega od znanjai
licnih sposobnosti nastavnika i njegove posvecenosti pisanju. Broj udzbenikai knjigaiz
oblasti matematiCke analize veoma je skroman. UoCava se da studenti koriste iskljucivo
udzbenik nastavnika koji predaje, ukoliko postoji. Nema preporucene dodatne literature,
osim retkih izuzetaka. Pogledi na matematicku literaturu na tgj nacin su ograniceni. Do-
datni rad moZze biti posveten andlizi literature koja se koristi u nastavi, $to ovde nije cilj.

3.1.4. Diskusija nalaza

Za poboljsanje nastave matematike studenti predlazu aktivniji rad profesora; animi-
ranje studenata, bolju literaturu; da se predavanja izvode na tabli; da se navode primeri
primene; da se smanji program itd. 2

Modernizacija tehnologije povlaci za sobom i hitnu modernizaciju nastave funda-
mentalnih nauka (matematike i egzaktnih prirodnih nauka). ReSavanje problem nastave
u praks nije tako jednostavno. Uglavnom postoje tri mogucnosti, a nijednu od njih ne
smemo zanemariti. Prva: da se deo obimnog nastavnog materijala odbaci; druga: da se
delovi nastavnog programa proSire novim oblastima; i treCa: da se izmene metode izlaga-
nja nastavnog materijala.

MatematiCari uglavnom smatraju da se nastava nece unaprediti smanjenjem planova
i programa, iako predvideni broj sati nije dovoljan za obradu gradiva. Takode je tesko
dodavati nove oblasti bez izvesnih ustupaka u smislu smanjenja. Do pomirenja ovih su-
protstavljenih stavova moze da dovede progres u nastavhim metodama. Na primer, na
ElektrotehniCkom fakultetu dobro osmidjeno predavanje iz Laplasovih transformacija
moze da ustedi vreme za reSavanje problema iz teorije obicnih i parcijanih diferenci-
jalnih jednaCina. Medutim, ne treba biti naivan i verovati da se takvim izlaganjem moze
studentu pruziti sve Sto mu je potrebno u inzenjerskoj praksi. Takode se moze uvezbati
tehnika provere redenja zadataka na racunaru, koristenjem softvera kao $to su Mathema-
tica, Matlab, Wolfram, Derive, Geogebra $to je odredeni broj studenatai napisao u svojim
odgovorima.

Sve su to dobra pomotna sredstva za poboljSanje nastavnog procesa. Medutim,
kljucni element dobre nastave jeste ucenje kako se razmiSlja ili izlaganje materijala uz
koristenje primera koji podsticu misljenje!

Na osnovu prethodne empirijske analize svih rezultata upitnika mozemo doneti za-
kljucke o prihvatanju ili odbacivanju posebnih hipoteza, a zatim i generalne hipoteze.

Na osnovu nalaza o tome da studenti vole matematiku, odnosno da se za stav voleo
sam matematiku u srednjoj koli izjasnilo 70.1%, a da je stav volim matematiku na fakul-

26 U Prilogu 3 mogu se videti i drugi prediozi studenata.
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tetu potvrdilo 54.1% (i dai ne odgovorilo je 29.7%) moze se zakljuciti da je potvrdena
hipoteza da studenti tehnickih fakulteta imaju poztivan odnos prema matematici.

Na pitanje $ta je za vas matematika? Vetina studenata tehnickih fakulteta je odgovo-
rila. primenjena nauka. Uzimajuci u obzir da su svesni Cinjenice da matematika olakSava
izuCavanje/polaganje strucnih predmeta (76.2%) moze da se zakljuci daje prihvactenahi-
poteza da studenti tehnikih fakulteta matematici prevashodno dodeljuju upotrebnu vred-
nost.

Najvazniji uslov za dobro predavanje jeste da profesor veoma dobro poznaje oblast
koju iZlaZe studentima. To znaCi da oblast poznaje viSe od onoga $to predagje i damoze da
je sagledau Sirem kontekstu, u odnosu nadruge oblasti i primene. Empirijsko istrazivanje
ubedljivo pokazuje da je dobro predavanje razumljivo, sa odgovorom da 96.7% (da, ve-
omai da, delimicno); predavanje je dobro ako profesor nastoji da ga studenti razumeju
(89.4%), daanimira vetinu studenata (62.5%) i da ukljucuje studente u diskusiju (71.7%).
Ove Cinjenice potvrduju hipotezu: Predavanje nastavnika je dobro ako je razumljivo, raz-
govetno i ukoliko motivie studente da u njemu ucestvujul.

Empirijsko istrazivanje rasvetljava Cinjenicu da studenti koriste beleske i zbirke za-
dataka jer su im ngjpotrebniji za pripremanje ispita. Ovim je potvrdena hipoteza: Mate-
matiCka literatura je vazno nastavno sredstvo, ali se, osim zbirki zadataka koje sluze za
neposredno pripremanjeispita, ne koristi.

Preporuka autora jeste da treba dodatno upucivati studente na mogucnost ucenjaiz
raznolike literature, koja ih moze uputiti na konkretne primene u oblasti kojom se bave.
Tako bi se postiglo da studenti daju apstraktnoj teoriji veti znaCqj i da objedine steCeno
znanje, da bi u rukamaimali najkvalitetniji ,alat* zarad. Takode treba dodatno uticati na
profesorski kadar da se viSe posvete interaktivnom radu jer se pokazalo da na studente to
deluje podsticajno.

3.1.5. Zakljucak i preporuke

Nastava se moze poboljati, ali netrebabiti preveliki optimista. Ne mogu se oCekivati
Cuda, jer jos niko nije doSao do novog genijalnog metoda nastave. Matematika je teSka
nauka, uci se pojedinatno a mogucnosti za poboljSanje nastave su ogranicene.

Prvo, potrebno je pazljivo izabrati i precizno opisati nastavni sadrzaj koji seizuCava.
Takav opisje od velikog znaCajai vrednosti aizuzetno tesko gaje postici. Veliki deo rada
treba uloziti na pripremu kursa. To seradi zbog toga $to vetina studenata lakSe studira uz
pomoc¢ predavanja u odnosu na ucenje direktno iz udzbenika. Za nastavu je potrebno da
se profesor pripremi tako dobro da je u stanju da drzi predavanje uz povremeni pogled na
bele3ke. PredavaCi osmiSljavaju, pripremaju i dostavljaju materijale, a studenti sluSaju na-
stavu i pokuSavaju da apsorbuju idgie. Dali je dovoljnasamo imitacijaznanjaiz predmeta
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koji student pohada? Takav student verovatno je pazljivo naucio kako se sprovode proce-
dure i algoritmi ali joS uvek nema pravilno razumevanje same matematike. Pored toga,
neophodno je da studenti razumeju i neku drugu temu, na primer iz inzenjerstva, da se
pripremaju za samostalan rad i misle svojom glavom. PosveCenost odrzavanju standarda
postiZze se i odrzavanjem zahtevnih kurseva za bolje studente.

Statrebadase uti? Sta sadrzaj kursevamatematike treba dabude? Ovo zavisi od tipa
studenata. Ako govorimo uopste, onda je studentimakojima matematika ne utiCe direktno
nanjihovu karijeru u buduénosti potrebno manji nivo matematike naisti nacin nakoji nam
je potrebno razumevanje politike, ekonomije i prve pomoci za naS svakodnevni Zivot.
To je tzv. meka matematika koja obuhvata: spisak tipicnih problema, koji se mogu resiti
koristenjem matematike, pametno koriSCenje raCunara, koristenje tabela i odlucivanje
izmedu alternativa, odredeno razumevanje dokazai logike, elementi teorije brojeva, teme
iz istorije matematike, malo programiranja, elemente kalkulusa, i dr.

Sa druge strane kalkulus je centralni deo matematike i fizike koji proucavaju stu-
denti tehnickih fakulteta. Tu su metode nalazenja maksimumai minimuma, pronalazenje
povraine, zapremine i dr. Tu se ukljucuje i vektorski racun, linearna algebra, diferenci-
jalne jednacine, teorijatransformacija, kompleksna analiza, numericke metode, statistika,
operacionaistrazivanjai dr. Steta je za studenti ove tvrde matematike da ne prouce meku
matematiku, ali u praksi to se retko Cini. Tako bi studentui razumeli ukupnu strukturu, po-
zadinu i istoriju matematike. Zainzenjere nije pametno daim matematika bude samo al at
koji koriste kad im je potreban. Matematika za inzenjerske nauke treba da sadrzi visok
stepen strogosti. Ta strogost podrazumeva da koriste i dokazuju teoreme, ali i da pazljivo
proveravaju uslove pod kojima onavazi. Kontekst u kome se sprovode inZenjerskie aktiv-
nosti je matematiCki. Sposobnost da potrazite primer u knjizi i primenite ga na konkretan
sluca je veoma korisna vestina. | uCenje algoritama je vazna vestina. Pretvoriti izvestan
problem u matematicki je veoma vazna vestina koja treba da se uci. Uz sve to malo na-
staveistorije matematike. U sustini potreban je detaljan, svestani pazljiv rad za dizgjnira
nje kursa. Potrebno je da se odluci koji delovi su vazni i interesantni za studentei njihove
potrebe. Uz to vaZzno je da se odredi redosled temai problemakoji €e biti izlozeni.

Primenjena matematika je od vitalnog znataja u mnogim oblastima. TraZi se po-
znavanje statistickih metoda i metoda matematickog modeliranja. Ideje i tehnike koje se
naucCe u jednoj temi i mogu da se prenose na vise slucajeva.
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3.2. ANALIZA TESTA

Opsti stavovi 0 odnosu apstraktne teorije i primene vrlo su jasni iz analize upitnika.
Medutim, postavlja se pitanje da li studenti, iako uoCavaju veliku primenu i matematiku
klasifikuju kao primenjenu nauku, zngju steCeno znanje i da primene. U cilju provere
odgovora na ovo pitanje za studente je pripremljen test iz matematiCke analize.

Cilj istrazivanjai hipoteze. Cilj ovog istrazivanja jeste da se utvrdi dali su studenti
osposobljeni da reSavaju jednostavne probleme, koju vrstu zadataka uspesnije mogu da
redei Staih u tome podstice. Ovo ce hiti ispitano pomocu tri posebne hipoteze,

(i) Uspesnost u reSavanju zadataka ne zavisi od vrste fakulteta (ETF, GF, MaSF).
(i) Vizuelna prezentacija zadataka povetava uspesnost reSavanja problema.
(i) Studenti nisu stekli vestinu da znanje iz matematiCke analize primene u reSa-
vanju zadataka i problema.

Ove tri hipoteze testiratemo kvantitativnom analizom broja osvojenih poena na te-
Sstu.

Instrument. Studenti su imali na raspolaganju 45 minuta da urade test koji se sastoji
iz 9 zadataka iz matematiCke analize, a koji obuhvataju nekoliko celina: granicni proces,
diferencijani racun, integralni racun, Tejlorov polinom. Kompletan test moze se videti
iz Prilogu 2. Zadaci su od studenata zahtevali razliCite tipove odgovora: zaokruzivanje (2
zadatka), dopunjavanje (1 zadatak), zaokruzivanjei odgovor (1 zadatak), obrazlozenje (2
zadatka), reSavanje sa konkretnim rezultatima (3 zadatka).

lako se test sastoji od 9 zadataka, bilo je moguce osvojiti maksimalno 11 poena.
Svaki tatan odgovor donosio je jedan poen, s tim da se na zadatku 2 moglo osvojiti 3
poenajer se on sastoji iz 3 dela.

Uzorak. U ispitivanju je ucestvovalo ukupno 450 studenata sa univerziteta u Beo-
gradu, Novom Sadu i Nisu. Kao i u slu€aju upitnika, ispitivacku grupu Cinili su studenti
elektrotehnike (133), gradevine (204) i masinstva (113). Vremenski period sprovodenja
testaisti je kao i u slucaju upitnika.

Posleresavanjatesta, u bazi podataka smo imali rezultate za450 studenta, ali i za114

studenata Matematickog fakulteta, koji Cine dodatnu grupu. Statisticka analiza podataka
izvrSena je u programskom paketu SPSS.

Obrada podataka. Programski paket SPSS jedan je od Cesto koristenih paketa za
statistiCku analizu podataka. Prva verzijaovog programapojavilase 1968. godinei tadaje
skratenica SPSS znaCila Statisticki paket za drustvene nauke (Statistical Package for the
Social Scienciens). Kasnije, sveopstom upotrebom programau raznim oblastima, akronim
SPSS dobio je drugo znacenje (Satistical Paroduct ande Service Solutions). Ovaj softver
u osnovi ukljucuje mogucnost da se racungju:

— deskriptivne statistike, tabele, frekvencije,
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— dvoparametarske statistike: oCekivanja, t-testovi, ANOVA, korelacije, neparame-
tarski testovi,
— predvidanjanumerickih ishoda: linearnaregresija,
— predvidanja saidentifikovanim grupama: faktor analiza, klaster analiza.
Populaciju, odnosno glavni skup koji posmatramo, Cini pomenutih 450 studenta

tehnickih fakulteta. Numericka karakteristika elemenata populacije, obelezje, jeste broj
osvojenih poena na testu iz matematike. Za posmatranu populaciju prvo e biti izdvojene
tabele frekvencija. Svaka tabela sadrZate frekvenciju odgovarajuceg broja poena, tj. broj
studenata koji su osvojili posmatrani broj poenanatestu. Zatim, relativnu frekvenciju koja
predstavljakolicnik broja studenata sa odgovarajucim brojem poenai ukupnog brojaispi-
tanika. Kumulativnafrekvencija se dobijasabiranjem frekvnecijaishodakoji posmatramo
i svih frekvencija ishoda koji su mu prethodili. Na primer u naSem slucaju, ako posma-
tramo broj osvojenih poena 3, onda bi kumulativna frekvencija predstavljala ukupan broj
studenata koji su na testu osvojili O, 1, 2 i 3 poena. Kumulativne relativne frekvencije
se dobijaju kumuliranjem relativnih frekvencijaili kolicnikom kumulativnih frekvencija
i ukupnog broja studenata. Mnozenjem relativnih frekvencija sa 100, dobijamo procentu-
alno uceste odgovarajuteg obeleZja u rezultatu. Ovo nam omogutava da na jednostavan
nacin formiramo i graficki prikaz rezultata pomocu histograma raspodel e obel ezja.

Za dokazivanje gorenavedenih hipoteza testiracemo rezultate razlicitim metodama.
Radi utvrdivanjadali postoji, ili ne, razlikau postignuc¢imamedu fakultetima, koristicemo
metod analize varijanse (krate ANOVA). Preciznije, ovo bi bila analiza odstupanja medu
uzorackim sredinama. Postupak se sastoji u tome da se ukupna varijansa za posmatrani
skup podataka podeli na komponente. Svaka od komponenti se odnosi ha odredeni izvor
varijacije. Kako je vet reCeno, poredenje rezultata Zzelimo da izvedemo po tipovima fa-
kulteta, zato se ova vrsta uticaja naziva faktor, a vrstafakulteta (ETF, GF, MaSF) su nivoi
faktora. S obzirom nato da postoji samo jedan faktor, ovakva analiza naziva se jednofak-
torska ANOVA. Ukupna varijacija, €iju cemo dekompoziciju izvrSiti, predstavlja ukupnu
sumu kvadrata odstupanja realizovanih vrednosti od uzoracke sredine populacije (koja
predstavlja aritmetiCku sredinu svih podataka).

Dekompoziciju varijacije kod jednofaktorske analize varijansi sprovodimo pomocu
dve komponente: suma kvadrata odstupanjaizmedu grupa (fakulteta) i sumakvadrata od-
stupanjaunutar grupa. Sumakvadrata odstupanjaunutar grupanazivasei rezidualnasuma
kvadrataili greska. Koli¢nik sume kvadrata sa odgovarajucim brojem stepeni slobode daje
sredinu kvadrata. Ove sredine kvadrata nam sluze za odredivanje F-kolicnika, kojim testi-
ramo hipotezu da ne postoji razlikaizmedu grupa. Ova tip hipoteze se naosnovu rezultata
testa prihvataili odbacuje. Zngjuci vrednost test-statistike i prag znaCajnosti testa, dono-
simo odluku. Vrednost test statistike dobijamo iz rezultata, a prag znaCajnosti testa, koji
predstavlja verovatnocu da odbacimo nultu hipotezu kada je ona tatna, biramo pre testa i
uglavnom ¢emo korigtiti da je tavrednost 0.05.



3.2. Analizatesta 133

Veliki broj programa za obradu podataka odluku donosi na osnovu p-vrednosti testa.
Ova p-vrednost testaje ngmanji nivo znaCajnosti sakojim se nulta hipotezamoze odbaciti
na osnovu podataka iz uzorka. Ukoliko je p-vrednost manja od praga znaCajnosti, nultu
hipotezu odbacujemo, u drugim slucagjevima je prihvatamo. Ukoliko rezultat pokaze da
se uzoraCke sredine znaCajno razlikuju od grupe do grupe, mozemo ispitati koja se to
gruparazlikuje od ostalih. U paketu SPSS za to ispitivanje koristi se test visestrukog op-
sega. Ovg) test se zasniva na FiSerovom testu ngmanjih znaCajnih razlika. Za dati nivo
znaCajnosti odreduje se nivo moguceg odstupanja. Poredenjem sa realizovanim vredno-
stima utvrduje se dali je razlika medu sredinama znaCajnaili ne.

Drugi deo analize testa odnosi se na uCestalost u reSavanju konkretnih zadataka.
Tako smo za svaki zadatak ponaosob sproveli istrazivanje o frekvencijama, relativnim i
kumulativnim, kako bismo imali uvid u to koje zadatke su studenti 1akSe reSavali. Neke
od rezultata smo grupisali.

Posebna analiza je izvrSena za uspesnost reSavanja zadataka u vezi sa diferencijal-
nim ratunom, sa reSavanjem teorijskih zadataka i zadataka 2, jer se on sastoji iz tri dela.
Kod ispitivanja uspesnosti resavanja pojedinih zadataka moze se takode proveriti i da li
postoji zavisnost izmedu vrste fakulteta i uspednosti izrade zadatka. To se moze sprovesti
pomotu y ?-testa nezavisnosti. Testira se nulta hipoteza o nezavisnosti nasuprot alternativi
da postoji zavisnost izmedu tipa fakulteta i odgovora. Velike vrednosti test statistike, od-
nosno male vrednosti p-vrednosti testa, navode nas na odbacivanje nulte hipoteze. Inace,
hipotezu o nezavisnosti prihvatamo. U sledetim odeljcima dacemo detaljniju analizu do-
bijenih rezultata.

3.2.1. Racunanjei rezonovanje

Danasnji studenti ne znaju vise da ratunaju. To je zamerka koju sadaSnjoj nastavi
matematike Cesto upucuju fiziCari i inZenjeri. Treba priznati da je ona opravdana. Kad
vidimo studenta druge ili trece godine (tehnickog fakulteta) kako se Citavih deset mi-
nuta muci vrdeti neku smenu promenljive ili parcijalne integracije, to deluje veoma ne-
prijatno.?’ Dijedone dodaje da je iskustvo vezano za predavanje, recimo matematickih
metoda u fizici, pokazalo da je matematiCarima viSe stalo do strogosti nego do efika-
snosti. Na vetini fakulteta nije proisteklo skoro ni&ta vise od nastave apstraktne analize,
jedva zasladene primenama, koja je svakako veti naglasak stavljala na principe nego na
racune.?®

2" Dragoslav S. Mitrinovi¢, 1988, Matematika u obliku metodi tke zbirke zadataka sa redenjima 3,
Gradevinska knjiga, Beograd. Dodatak: Dijedoneovo midljenje o programu matematike za prvi stepen stu-
dija, str. 279-283.

28 Dragoslav S. Mitrinovi¢, 1988, Matematika u obliku metodi tke zbirke zadataka sa redenjima 3,
Gradevinska knjiga, Beograd. Dodatak: Dijedoneovo misljenje o programu matematike za prvi stepen stu-
dija, str. 279-283.
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Ove Cinjenice govore u prilog miSljenju da je najpre potrebno ,znati racunanje’ pa
tek onda polagati pravo na pristup modernoj matematickoj analizi. Ovim se odmah otvara
pitanje A Sto znaCi ,racunati”? lzraz racunanje (calculus) podrazumeva algebarski i pri-
blizni raCun. Algebarski racun karakteriSe postupak Ciji cilj je dobijanje jednakosti, a pro-
totip predstavljaju formule za reSavanje jednacina. Formule imaju fascinantno dejstvo na
korisnike matematike. Koliko sam puta imao posla sa inzenjerom ili fiziCarem za koga
je matematika trebal o da bude neka vrsta automatskog isporucioca formula za reSavanje
problema, kaze Dijedone.?

Tri meduzavisne komponente Cine karakteristiCan sklop matematickog uma: pri-
jem matematickih informacija, njihovu obradu i pamcenje matematickih relacijai me-
toda reSavanja problema. Kljucna komponenta je obrada matematickih informacija koja,
izmedu ostal og, obuhvata:

1. logicko miSljenje primenjeno na kvantitativne i spacijalne odnose, brojevei sim-

bole;

2. brzu generalizaciju matematiCkih simbola, relacijai operacija;

3. teznju kajasnim jednostavnim i racionalnim reSenjima.

Postoje tri vrste matematiCara koji se sustinski razlikuju u naCinu misljenja. U prvoj
grupi su analiticki umovi koje odlikuju logiCko-matematicke sposobnosti i nesto dlabiji
prostorni faktor sposobnosti. Drugi matematiCari rezonuju pre svega geometrijski i kod
njih je dominantan spacijalni faktor. Naravno, postojei harmonicni matematicki umovi sa
ujednatenim sposobnostima. Geometrijski nacin razmiSjanja je redi i Cesto neotkriven.
Treba imati na umu da mnogi izuzetno nadareni pojedinci lako greSe u brzom raCunanju
jer su usmereni na planiranje resavanja problema, a ne na tatnost u ratunu.*

Smisao za diferencijalni i integralni raCun — infinitezimal ni racun, odnosno za mate-
maticku analizu, podrazumeva neophodnost apstraktnog midjenja. Treba nauciti razlike
izmedu onoga $to je veliko i malo, veteili manje. To je vestinarukovanjane ednakostima.
Time se stiCe izvesnaintuitivna ideja o operacijamainfinitezimalnog raCuna. Dabi se sti-
glo do ovog stadijuma, neophodna je sposobnost da se daju precizne definicije pojmova
koji se koriste i da se one upotrebe za gradenje korektnih dokaza.

Kao &to vidimo, algebarski racun je prelazna faza u razvoju jedne matematicke te-
orije koja se ranije ili kasnije u izuCavanju zamenjuje rasudivanjem. Nastava matematike
Cesto je zapostavila pojmovnarasudivanja. Moderni okvir obelezio je zamenu ratunskog
rasudivanjasa pojmovnim rasudivanjem. Ovg fenomen je jedan od opstih zakonarazvoja
matematike. Medutim, racunanje je joS uvek veoma znaCano. Ratunanje danas, preko

29 Dragoslav S. Mitrinovi¢, 1988, Matematika u obliku metodi tke zbirke zadataka sa redenjima 3,
Gradevinska knjiga, Beograd. Dodatak: Dijedoneovo midljenje o programu matematike za prvi stepen stu-
dija, str. 279-283.

30 Mirjana Repac, 2012, Matemati ki daroviti u srednjodkolskoj klupi: kako vide sebe i svoju &kolu? U
knjizi: Ana Altaras Dimitrijevi€ (priredila), Darovitost: pogledi i ogledi, Filozofski fakultet, Univerzitet u
Beogradu, str. 187-188.
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primera, vrlo lepo ilustruje datu teoriju i priblizava je tehnikama primene. S druge strane,
pravi ratun — priblizni racun, kamen je temeljac infinitezimalne analize. On se javlja u
primeni, prilikom merenjaraznih velicing, ili kada se procenjuje greska.

Na primer, x pripada intervalu (a,b) zapisujemo sa

a<x<b il %J— <b;2a’ a<h.
Kako ovu Cinjenicu razumemo? Nekaje dat interval (a,b) koji mozemo i geometrijski predstaviti.
a+b
2
a1z b ~

Sredinaintervalajetatno %). Ako x pripadaintervalu (a,b), tada je x bas na sredini, levo

od sredineili desno od sredine. Duzinaod sredine do tacke a je a; b —a= b;a' Takode, duzina
od sredineintervala (a,b) do taékebjeb—%) = b%a
|<—>d:b;a H—»d:%l |
@ty b ]
2
To znati, ako je x levo ili desno od sredine razlikaa;rb—x< b;a ili x— %3 < L;‘, %o se

zajedno moZze zapisati

ﬂ)_x <B a<b
2 27 ’

Naravno da se do ovog rezultata moze doti ekvivalentnim transformacijama, ali za razu-
mevanje pogodna je i geometrijska — vizuelna interpretacija, gde se vidi da je x u okalini tatke
a+b
—

Po analogiji, studenti onda bolje razumeju pojmove iz definicije granine vrednosti funkcije,
naprimer x—aj <o, ili xe(a—§8,a+9)

v \ -

(
C ; ]
a—90 “ a—+ 0

ili definiciju kruga u kompleksnoj ravni |z— 2| < r ili jednatinu kruznice |z— 2| =r.

| i

Slika21 —Krug Slika 22 — Kruznica
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3.2.2. AnalizareSavanja zadataka

Devet zadatakareSaval o je 450 studenata El ektrotehniCkog, Gradevinskog i Masinskog
fakulteta u Beogradu, Novom Sadu i Nisu. Devet zadataka vrednovano je sa ukupno 11
31
poena

Ukupan broj poena po tipu fakulteta prikazan je u tabelama 6, 7i 8, i to za elektro-
tehnitke fakultete, gradevinske fakultete i masinske fakulteta, respektivno.?

Tabela 6 — Ukupan broj poena— ETF

Poeni | Frekvencija | Rel. frekvencija | Kum. frekvencija | Kum. rel. frekvencija
0 4 0.0301 4 0.0301
1 8 0.0602 12 0.0902
2 17 0.1278 29 0.2180
3 23 0.1729 52 0.3910
4 19 0.1429 71 0.5338
5 14 0.1053 85 0.6391
6 14 0.1053 99 0.7444
7 13 0.0977 112 0.8421
8 6 0.0451 118 0.8872
9 4 0.0301 122 0.9173

10 8 0.0602 130 0.9774
11 3 0.0226 133 1.0000

18

15

12

procenti

\©
T T T T T T T T T T T T T
| T S A T S AN T T T AN N NN |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Slika 23 — Ukupan broj poena— ETF

3! Tekst zadataka za studente prikazan je u Prilogu 2.
32 Napomena: Relativna frekvencijadobija se kada se frekvencija podeli sa ukupnim brojem. Analogno,
kumulativnarel ativna frekvencija dobija se kada se kumulativnafrekvencija podeli sa ukupnim brojem.
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procenti

Tabela 7 — Ukupan broj poena— GF

Poeni | Frekvencija | Rel. frekvencija | Kum. frekvencija | Kum. rel. frekvencija
0 15 0.0735 15 0.0735
1 23 0.1127 38 0.1863
2 28 0.1373 66 0.3235
3 39 0.1912 105 0.5147
4 44 0.2157 149 0.7304
5 19 0.0931 168 0.8235
6 15 0.0735 183 0.8971
7 11 0.0539 194 0.9510
8 0.0343 201 0.9853
9 0.0098 203 0.9951

10 0.0049 204 1.0000
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Slika 24 — Ukupan broj poena— GF
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Slika 25 — Ukupan broj poena— MasF

Tabela 8 — Ukupan broj poena— MasF

Poeni | Frekvencija | Rel. frekvencija | Kum. frekvencija | Kum. rel. frekvencija
0 9 0.0796 9 0.0796
1 18 0.1593 27 0.2389
2 30 0.2655 57 0.5044
3 27 0.2389 84 0.7434
4 15 0.1327 99 0.8761
5 7 0.0619 106 0.9381
6 3 0.0265 109 0.9646
7 2 0.0177 111 0.9823
8 1 0.0088 112 0.9912
9 1 0.0088 113 1.0000
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Na osnovu svih pojedinacnih rezultata formirani su i objedinjeni rezultati. Tako u
tabeli 9 mozemo videti frekvenciju i procentualne relativne frekvencije za fakultete po-
jedinatno, ali i ove podatke na nivou celokupnog uzorka. Na prvi pogled reklo bi se da
rezultati nisu baS ohrabrujuci. Ci njenica da nijedan od studenata sa Gradevinskog, a isto
tako i MaSinskog fakulteta, nije uspeo datatno uradi cel okupan test jeste zabrinjavauca.
Stavige na Masinskom fakultetu &ak ni 10 poena niko nije osvojio. Ovo nas svakako na
vodi nato daizvr&imo poredenje kurikulumai nadeg testa, dabi utvrdili dali seuzrok ova
kvih rezultata krije u tome Sto se neka nastavna jedinica na ovom fakultetu ne obraduje.
Naravno, ovo ¢emo proveriti i pomocu analize rezultata za zadatke pojedinacno. Treba
imati naumu i to da nije u pitanju samo jedan masinski fakultet, vec tri sarazlicitih uni-
verziteta, pa cemo obratiti paznju i na uskladenost programa. Datest nije bilo nemoguce
uraditi potvrdili su studenti elektrotehnickih fakulteta. Cak tri radasu bila potpuno tacna,
ali u ukupnom rezultatu 3 od 450 Cini samo 0.67%.

Tabela 9 — Ukupan broj poena — svi smerovi

Broj poena ETF GF MasF Ukupno

0 4 (3.01%) 15 (7.35%) 9 (7.96%) 28 (6.22%)
1 8 (6.02%) 23 (11.27%) | 18(15.93%) 49 (10.89%)
2 17 (12.78%) | 28(13.73%) | 30 (26.55%) 75 (16.67%)
3 23(17.29%) | 39(19.12%) | 27 (23.89%) 89 (19.78%)
4 19 (14.29%) | 44 (21.57%) | 15(13.27%) 78 (17.33%)
5 14 (10.53%) 19 (9.31%) 7 (6.19%) 40 (8.89%)
6 14 (10.53%) 15 (7.35%) 3 (2.65%) 32 (7.11%)
7 13 (9.77%) 11 (5.39%) 2 (1.77%) 26 (5.78%)
8 6 (4.51%) 7 (3.43%) 1 (0.88%) 14 (3.11%)
9 4 (3.01%) 2 (0.98%) 1 (0.88%) 7 (1.56%)

10 8 (6.02%) 1 (0.49%) 0 (0.00%) 9 (2.00%)

11 3 (2.26%) 0 (0.00%) 0 (0.00%) 3(0.67%)

Ukupno | 133 (29.56%) | 204 (45.33%) | 113 (25.11%) | 450 (100.00%)

ETF
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Slika 26 — Ukupan broj poena— svi smerovi

Radi stvaranja bolje dlike o rezultatima treba da pogledamo tabelu deskriptivnih
statistikai blize objasnimo tabele 6, 71 8 dike 23, 24 i 25.
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Tabela 10 — Medijanai standardna devijacija

Fakultet | Broj | Uzoratka| Medi- | Moda| Standardna| Koeficijent| Min| Maks
sredina | jana devijacija | varijacije

ETF |133| 4.72932 | 40 | 30 | 271675 | 57.4448% | 0 | 11.0
GF |204| 35191 | 30 | 40 | 213685 | 60.7127%| O | 10.0
MaSF | 113 | 2.68142 | 20 | 20 | 172826 | 64.4533%| O | 9.0
Ukupno | 450 | 3.66667 | 3.0 | 3.0 | 23595 | 64.354% | O | 11.0

Vet smo videli dase podaci mogu predstaviti i tabelarnoi graficki. Medutim, zabolje
razumevanje rezultata potrebne su nam deskriptivne statistike. Kako smo videli, tabela 10
sadrzi vrednosti ovih statistika za grupe pojedinatno (ETF, GF, MaSF) i za celokupan
uzorak. Pre same analize ove tabele treba kratko podsetiti Sta koja statistika znaci.

Jedna od osnovnih mera statistiCkog uzorka jeste uzoratka sredina. Ona predsta-
vljaprosek, tj. aritmeticku sredinu svih podataka, i predstavlja dobru ocenu za ocekivane
vrednosti obelezja. Dalje, kadaimamo sortirani uzorak, srednja vrednost po polozau, tj.
ona koja sve vrednosti obelezja deli na dva jednaka skupa, naziva se medijana. Modaili
modus je ona vrednost koja se u uzorku javlja najceste, tj. kojaima nagjvetu frekvenciju.
Manje koristene u tabelarnom a viSe u grafickom predstavljajnju rezultata jesu vrednosti
tri kvartila koje skup realizovanih vrednosti obelezja dele na Cetiri jednaka dela. Naravno,
medijana jejednaka drugom kvartilu. Najmanjai najveca vrednost u uzorku predstavljaju
minimum i maksimum. Pored ovih vrednosti tu su i mere varijacije. Mere varijacije su
pokazatelji odstupanja vrednosti obelezja od srednje vrednosti. U metodologiji smo po-
menuli da je ukupna varijacija jednaka sumi kvadrata odstupanja vrednosti od uzoracke
sredine, dok je varijansa (disperzija) proseCha vrednost ovih odstupanja. Standardna de-
vijacija, kao kvadratni koren varijanse, Cini prosetno odstupanje pojedinatnih vrednosti
od uzoracke sredine.

Sledeta Cesto koristena mera varijacije jeste koeficijent varijacije. On predstavlja
kolicnik standardne devijacije i uzoracke sredine, pa samim tim ukazuje na to koliko
procenataiznosi ovo odstupanje od srednje vrednosti. Poredenjem koeficijenata varijacije
zapravo poredimo varijabilnost razlicitih uzoraka.

Tabela 10 sadrzi najveti broj ovih statistika, pa mozemo izvuci neke osnovne za-
kljucke. Kao &to smo vet uocili, na maSinskim fakultetima je maksimalni broj poena 9,
na gradevinskim 10, a studenti elektrotehnike su uspeli da reSe celokupan test. Na svim
fakultetimaje bilo onih koji nisu bili uspedni u reSavanju ijednog od zadataka. Na osnovu
uzoracke sredine osvojenih poena vidimo da su studenti elektrotehnike i u tom pogledu
bili najuspesniji (4.73%), dok je test na maSinskim fakultetima uraden najlosije (2.68%).
Stavige, ako pogledamo kumulativne relativne frekvencije iz tabela 6, 7 i 8 videCemo da
je namasinskom fakultetu vise od 90% studenata imalo manje od polovine mogucih po-
ena, na gradevini je bilo nesto vise od 80% takvih sluCajeva, a na elektrotehnici izmedu
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60% i 70%. | histogrami na slikama 23, 24 i 25 to pokazuju, pa mozemo uociti da su,
osim u slu€aju elektrotehnike, poeni vise grupisani oko manjih vrednosti. U slucgju elek-
trotehnickog fakulteta osipanje je vete, ato je u skladu i sa rezultatima za standardno
odstupanje.

Medutim, iako je numericka vrednost standardnog odstupanja veta u slucaju elek-
trotehnickih fakulteta, na osnovu koeficijenta varijacije zakljuCujemo da u odnosu na ce-
lokupan uzorak po fakultetima ova je varijacija ngjmanja. Stavige, na osnovu koeficijenta
varijacije zakljucujemo i da je varijacija ocena u slucaju gradevinskog fakulteta za oko
5.7% veta nego u sucaju elektrotehnike, dok je za masinstvo ta vrednost oko 12%. U
terminima varijacije poeni sa masinskih fakulteta imaju slicnu varijaciju kao celokupna
populacija. Bez obziranato, gledagjuci globalnu sliku — 3.67 poena nije zavidan rezultat.

Interesantno je primetiti i to da su na razlicitim fakultetima najbolje uradeni zadaci
sarazlicitim rednim brojem. O tome €emo reti viSe pri pojedinatnoj analizi zadataka.

Zatumacenje rezultata nekada je zgodno pogledati i graficki prikaz. Na dlici 27 dat
je takozvani box-plot dijagram.

ETE| fb——— - ]

Fakultet

GF | —— + —
—

MF

1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Slika 27 — Box-plot dijagram

Ovgj tip dijagrama predstavlja pravougaoni dijagram. Na osnovu kvartila raunaju
se unutradnje i spoljadnje granice dijagrama. Pravougaonik se crtaizmedu prvog i treceg
kvartilai uspravnom crtom se obelezava pol oZzaj medijane. Ako je medijanablizu sredine
pravougaonika, ima smidlaispitivati dali je raspodela podataka simetricna. Horizontalne
linije od pravougaonika levo i desno iscrtavaju se do unutrasnjih granica. Sve vrednosti
obelezjaizmedu unutradnjih i spoljasnjih granica oznatavaju se kruzi¢ima.

Na dlici 27 prikazani su box-plot dijagrami po fakultetima. Na sva tri dijagrama
medijana je pomerena viSe ulevo. Tada kazemo da je raspodela poena pomerena udesno,
time je i asimetriCnost raspodele poena potvrdena. Zanimljivo je primetiti da u slucaju
gradevine i masinstvaimamo jedan, odnosno dva kruzica respektivno. Ovi kruzici pred-
stavljaju vrednosti koje znatajno odskaCu od drugih, i u literaturi se joS nazivaju autlgjeri.
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Iz tabele 9 vidimo da su autlgjeri dva studenta maSinstva, sa vise od 7 osvojenih
poena, i jedan student gradevine, sa 10 osvojenih poena. Ako uporedimo vrednosti za
uzoractke sredine i pravougaonike dijagrama, primeticemo da oni nisu pozicionirani oko
istih vrednosti, pa se prirodno namete pitanje dali je razlika u proseku osvojenih poena
znaCgjnaili ne?

Kako smo vet naveli, u metodologiji izrade zadataka u cilju provere jednakosti sre-
dina medu fakultetima, koristiCemo metod analize varijansi. U ANOVA tabeli 11 prika-
zani su svi neophodni podaci, tj. vrednosti suma kvadrata odstupanja i njihove sredine,
zatim F-kolicnik i p-vrednost.

Tabela 11 — ANOVA tabela

| zvor Sumakvadrata | Df | Sredinakvadrata | F-kolicnik | p-vrednost
Izmedu grupa 264.292 2 132.146 26.42 0.0000
Unutar grupa 2235.71 447 5.00158
Ukupno (Corr.) 2500.0 449

Kako imamo tri nivoa faktora, to e broj stepeni slobode izmedu grupabiti 3— 1 =
2. Za sumu kvadrata odstupanja unutar grupa, iz istog razloga, broj stepeni slobode je
450 — 3 = 447. Na osnovu dobijene p-vrednosti za prag znaCajnosti od 5% zakljucujemo
da postoji statisticki znaCgjna razlika izmedu artimetickih sredina po fakultetima. Ovagj
zakljuCak dledi iz toga Sto za male vrednosti verovatnote p odbacujemo nultu hipotezu
da razlike ne postoje. Ovim testom smo utvrdili da razlike postoje, ai ne i koja se to
uzoractka sredina znatno razlikuje od drugih. U SPSS-u za ispitivanje odgovora na ovo
pitanje koristimo test viSestrukog opsega. Rezultati dobijeni ovim testom su prikazani u
tabelama 12 13.3

Tabela 12 — Metod: 95% test najmanje znacajne razlike (homogenost)

Fakultet n UzoraCkasredina | Homogenost grupe
M 113 2.68142 X
G 204 3.51961 X
E 133 4.72932 X

Tabela 13 — Metod: 95% test ngjmanje znaCajne razlike (poredenje)

Faktor poredenja | ZnaCajnost Razlika =+ granica
E-G * 1.20972 0.48984
E-M * 2.04791 0.562319
G-M * 0.838192 0.515413

33 X oznatavada je grupa homogena.
x 0znaCava statisticki znatajnu razliku.
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Ovaj test se zasniva na proveri ngjmanjih znaCajnih razlika, pa pri pragu znaCajnosti
od 5%, kad dobijamo 95%-ni interval poverenja, zakljucili smo sledete: postoji znatajna
statistiCka razlikaizmedu svaka dva para fakulteta. Time smo do8li do zakljuCka datreba
da odbacimo prvu pomocnu hipotezu koja tvrdi da uspesSnost u reSavanju zadataka ne
zavisi od fakulteta.

U daljem tekstu prikazana je analiza reSavanja pojedinih zadataka. |deja zadatka 1
jeste da se analizira razumevanje pojma granicne vrednosti.

Zadatak 1. Dali sme da se skrati razlomak)—; kadax — 0?

I?(eéenj e. Da. Razlomak sme da se skrati na osnovu definicije granicne vrednosti.
|zraz ” nas intuitivno navodi na to da je u pitanju neodredeni oblik ,nula kroz nula‘.

Medutim, pazljivom analizom konstatujemo da x # 0, ai da x teZi nuli. Na primer, niz

o . . 0.001 v
0.1,0.01,0.001, ... . teZi nuli iako je, kada napiSemo na primer 0.001 1. Postojeutvrdeno

dax # 0 (iako tezi nuli) moze se skratiti navedeni izraz, pa se dobija

. X .
lIim-=Iliml=1.
x—0 X x—0

Prvi zadatak resilo je 29.32% studenata ETF-a, 9.31% GF i 14.16% MasF. Rezultati
su prikazani u tabeli i graficki.

Tabela 14 — Zadatak 1

0 1 Ukupno
ETF 94 (70.68%) | 39(29.32%) | 133(29.56%)
GF 185 (90.69%) | 19(9.31%) | 204 (45.33%)

MaSF | 97 (85.84%) | 16 (14.16%) | 113 (25.11%)
Ukupno | 376 (83.56%) | 74 (16.44%) | 450 (100.00%)

Zadl
ETF I:l 0
I

GF

MEF

Slika 28 — Zadatak 1

Zadatak su u potpunosti resili (3to je donelo 2 poena) oni studenti koji su, osim
zaokruzivanja potvrdnog odgovora, dali i obrazlozenje.
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Od studenata koji su uspesno resili zadatak objasSnjenje je dalo 24.81% studenata
ETF-a, 6.86% GF-ai 7.96% MasF-a.
Uoceno je (s pravom!) da postoji problem kada se strogo definiSe pojam granicne
vrednosti. Vizuelno predstavljanje je vazno za objasnjenje. Kada se napise
limf(x) =A< (Ve >0)(36 >0)(¥Vx) (0< |x—a|<d=[f(X)—Al<e)

X—a

leva strana Liirg\f(x) = A znaCi da funkcija f teZi granicnoj vrednosti A, za x tezi a. A
desna strana formalne definicije znaci: ako za svako dato € mozemo da nademo o takvo
daza0O < |[x—a| < & povlati |f(x) —A| < &, ondamozemo da kazemo (piSemo)

lim f(x) = A.

x—0

: . X o . .
Primer Ima v 1 je prirodni uvod za reSavanje primera
X—

2 ;2 3 _ _
im iy XD VEEX VX
x—0 X—a x—0 X x—0 X

3_ 2
Iim(x+1) 1 Iimx((x+1) +(x+1)+1) _
x—0 X x—0 X

= lim(x*+3x+3) = 3.
x—0

Na ovom su primeru studenti matematike pokazali zavidan nivo razumevanja, $to
potvrduje 62.28% studenata koji su resili zadatak. Naravno da zabrinjava $to tg) zadatak
nisu resili svi studenti Matematickog fakulteta.

Tabela 15 — Zadatak 1 — dodatna grupa

0 1 Ukupno
K 43 71 114
37.72% | 62.28% | 100.00%

Zadl
[_Jo
It

Slika 29 — Zadatak 1 — dodatna grupa

Zadatak 2. Dali su date funkcije diferencijabilne u tacki x = 0?
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R I —
%
U ISR
=
P SR
S

f(x) =x f(x) = x|x| f(x) = |x|
ReSenje. Funkcija f(x) = % je diferencijabilna (imaizvod) u taéki 0. Diferencijabilna je i
funkcija f (x) = x|x|. Funkcija f (x) = |x| nije diferencijabilna u tacki 0. Popularno se kaze da nije

glatka vet daima 3pic. Ako uvelitamo grafike funkcija u okolini tatke O to €e se jos bolje videti.
Zami8ljamo kao da posmatramo pod lupom.

b @ ©

NAPOMENA. 1z ovog primerasledi da proizvod dve funkcije moze da bude diferen-
cijabilnafunkcija, a svakaod njih pojedinatno to ne mora da bude.

Zadatak 3. Na dlici su prikazani grafici dve funkcije x — f(x) i x — f'(x). Koji grafik
odgovara kojoj funkciji?

y @

@

ReSenje. Ideja za reSavanje ovog zadatka jeste u razumevanju prvog izvoda, preciznije na
grafiku posmatramo kada je prvi izvod jednak nuli, kada je prvi izvod veti od nule (funkcijaraste),
ili kad je prvi izvod manji od nule (funkcija opada). Funkcija f = cosx+ 1.
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Zadatak 5. Dat je grafik racionalne funkcije. Zaokruziti tatan odgovor.

X2 — 4 /
x2—1
x2—1 .
X2 —4
x2—1
X2 —2

R -

ReSenje. Tatan odgovor dobija se na osnovu poznatih osobina funkcije kao $to su oblast
definisanosti, nule, asimptote. Tacan odgovor je pod b).

Rezultati za 1, 2, 31 5 zadatak dati su zbirno i detaljnije je vrednovan zadatak 1.
Naime, ukupan broj poenau ovom delu bodovanjaje 7. Prvi zadatak boduje se sa 2 poena
(zataCan odgovor jedan poen i obrazlozenje jedan poen), drugi satri poena (za svaki deo
pod a), b) i ¢) po jedan poen), treti | peti zadatak po jedan poen.

Tabela 16 — Rezultati za 1, 2, 3i 5 zadatak

Relativna | Kumulativna | Kum. rel.
Poeni | Frekvencija | frekvencija | frekvencija | frekvencija
0 31 0.0689 31 0.0689
1 51 0.1133 82 0.1822
2 90 0.2000 172 0.3822
3 94 0.2089 266 0.5911
4 83 0.1844 349 0.7756
5 61 0.1356 410 0.9111
6 19 0.0422 429 0.9533
7 21 0.0467 450 1.0000

Sa histograma broja osvojenih poena u zadacima 1, 2, 3 i 5 (slika 30) vidimo da
je raspodela osvojenih poena priblizno normalna. To je i prirodno ocekivati kao zeljeni
rezultat. Medutim, ova grupa zadataka ima joS neke znaCajne karakteristike. Na primer,
zadatak 2 jeste ongj za koji je ngjveti broj studenata maSinstva dobio poene. Za elek-
trotehnicki fakultet isto vazi za zadatak 3. Zadatak 3 jeste vrednost modus i na nivou
Citave populacije, pa mozemo reti da je razumevanje prvog izvoda kao pokazatelj mo-
notonosti kod studenata na najzavidnijem nivou (u odnosu na ostalu problematiku testa).
| znenadenje u negativnhom smislu predstavlja zadatak 5. Njega je bilo moguce resiti i bez
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0 1 2 3 4 5 6 7

Slika 30 — Rezultati za 1, 2, 3i 5 zadatak

poznavanja diferencijalnog raCuna, metodom eliminacije odgovora. Medutim, uspesSnost
u reSavanju ovog zadatka je bila samo 53.11%. Ovako |05 rezultat jeste posledica malog
procenta tacnih odgovora 30.97% studenata maSinstva.

Zadatak 4. Od kartona oblika kvadrata stranice a treba odrezati Cetiri osencena kvadrata

kao na dlici, tako da se od ostatka moze napraviti kutija bez poklopca najvete zapremine. Odredi
dimenzije kutije.

Re3enje. Ako oznatimo ivice kutije sax i a— 2x, tada je zapremina jednaka
V(x) = (a— 2x)%x
Koristenjem prvog izvoda za nalaZzenje maksimuma dobija se
V(%) = (a—2x)(a—6x),
V/(x)=0=x=a/2 ili x=a/6.
Prematome, poSto je zax = a/2 osnovakutije 0, dimenzije kutije imaju osnovu 2a/3 i visinu

a/6.

Zazadatak 4 rezultati su slabi. Ovde je, osim 3to primenjujemo diferencijalni racun,
zahtevano postavljanje problema (nije dovoljna samo vizuelna predstava da bi se izveo
zakljucak). To govori u prilog Cinjenici dastudenti imaju teSkoce u pravilnom postavljanju
problema. Setimo se &uvenog pitanja na predavanjima: Cemu to sluzi?
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Tabela 17 — Rezultati za zadatak 4

ETF

GF

MF

0 1 Ukupno
ETF 110 23 133
82.71% | 17.29% | 29.56%
GF 172 32 204
84.31% | 15.69% | 45.33%
MasF 109 4 113
96.46% | 3.54% | 25.11%
Ukupno | 391 59 450
86.89% | 13.11% | 100.00%
Zad4
[ Jo
(B!

[

Slika 31 — Rezultati za zadatak 4

Interesantno je primetiti da dodatna grupa (Matematicki fakultet) takode pokazuje

teSkote u postavljanju problema, jer je zadatak reSilo tek 23.68% studenata.

b

Zadatak 6. Akoje f(x) =0zax e [a,b], ondajef f(x)dx = 0. Dali vazi obratno tvrdenje?

(Neka je f(x) neprekidna funkcija na [a,b] i

Obrazl oziti.

a

e

2r

ReSenje. Obrnuto tvrdenje ne vazi, na primer f sinxdx = 0.
0

ylk

v

A

f(x)dx = 0 dedi daje f(x) =0 zax € [a,b].)



3.2. Analizatesta 148

Zadatak 9. Tatkax € R je fiksna tatka funkcije f : R — R ako vazi f(x) = x.

Nati fiksnu tacku linearne funkcije f : R — R, datesa f(x) = ax+b, a,b € R.
Resenje.

ax+b=x, a,b e R; dobijase ax—x= —b, odnosno x(a— 1) = —b
Razmatraju se jednostavni slucajevi

Da#lx= rbajefiksnataéka,

(2) a= 1, razmatramo slucajeve:
1° b # 0, nema fiksnu tacku. 2° b =0, X = a, a € R beskonatno mnogo resenja.

Zadaci 61 9 suteorijskogtipa. U poredenju rezultati testaizmedu studenatatehnickih
fakulteta i dodatne grupe sa MatematiCkog fakulteta, uoCava se jasna razlika u smislu
izrazeno boljeg reSavanja kod studenata matematike. Naravno, ovom rezultatu ide u pri-
log to &to se studenti matematike u znatno vecoj meri bave apstraktnom teorijom, a da
poznavanje kontraprimera teorema studenti dozivljavaju kao teorijsko a ne kao prakticno
Znanje.

I stovremeno zabrinjava Cinjenica da se nastava matematike izvodi klasichom meto-
dom teorema, dokaza, primera, a da studenti nisu uspesni u reSavanju teorijskih zadataka.

Tabela 18 — Rezultati za zadatke 61 9

Relativna | Kumulativna | Kum. rel.
Poeni | Frekvencija | frekvencija | frekvencija | frekvencija
0 336 0.7467 336 0.7467
1 87 0.1933 423 0.9400
2 27 0.0600 450 1.0000

Tabela 19 — Rezultati za zadatke 6 i 9 — dodatna grupa

Relativna | Kumulativna | Kum. rel.
Poeni | Frekvencija | frekvencija | frekvencija | frekvencija
0 13 0.1140 13 0.1140
1 33 0.2895 46 0.4035
2 68 0.5965 114 1.0000

Poredeti rezultate teorijskih zadataka po fakultetima, najvetu uspesSnost pokazali su

studenti elektrotehnike, a nggmanju studenti masinstva.

Idgja sa zadatkom 7 jeste da se ,vidi“ dali studenti povezuju matematiCko gradivo

sa elementima primene.
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Slika 32 — Rezultati za zadatke 61 9

0

1

2

Slika 33 — Rezultati zazadatke 61 9 — K

Zadatak 7. |zraCunati

2n
fsinmxsinnxdx, mneN, m#n.

0

Re3enje. Ovgj integral se reSava rastavljanjem proizvoda sinusa na razliku kosinusa, tj.

2 1 2
jsinmx~sinnxdx =3 j (cos(m—n)x— cos(m-+ n)x) dx
0

sin(m—n)x

2r 1
2

0

m

1
+n

sn(m+ n)x0

2r

Tabela 20 — Rezultati za zadatke 6 i 9 po fakultetima

0 1 2 Ukupno

ETF 81 32 20 133
60.90% | 24.06% | 15.04% | 29.56%

GF 154 44 6 204
75.49% | 21.57% | 2.94% | 45.33%

MaSF 101 11 1 113
89.38% | 9.73% | 0.88% | 25.11%

Ukupno | 336 87 27 450
74.67% | 19.33% | 6.00% | 100.00%
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Ukupno
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Slika 34 — Ukupno za zadatke 61 9

(vazno jedam+n).

Ovaj integral moze seresiti pomocu trigonometrijsketransformacije (5to se pokazalo
kao dodatna poteskoca), ili je jednostavno moglo da se napiSe daje rezultat integrala0, uz
objasnjenje da je skalarni proizvod ortogonalnih funkcija 0, ukoliko su studenti upoznati
satim pojmom.

Tabela 21 — Rezultati za zadatak 7

0 1 Ukupno
ETF 112 21 133
84.21% | 15.79% | 29.56%
GF 185 19 204
90.69% | 9.31% | 45.33%
MaSF 111 2 113
98.23% | 1.77% | 25.11%
Ukupno | 408 42 450
90.67% | 9.33% | 100.00%

Zad 7

ETF [ Jo
(R

GF

: |

Slika 35 — Rezultati za zadatak 7

Zadatak 7 je dodatna grupa reSila sa 37.72%, Sto se takode ne smatra ohrabrujucim,
jer studenti Matemati Ckog fakulteta termin skalarnog proizvoda srecu u vise predmeta.
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Zadatak 8. Zat — 0 vazi Maklorenova formula:

t2 t" N
e‘:1+t+§+---+ﬁ+o(t ).

Odrediti a, bicakoje

C 1
x-el/x—ax+b+)—(+o<;> ,  kadax — oo,
Re3enje.

Uvodenjem smenet = —)—1(, t—0,

1 1 1
el/X =x(1-=4+—=+0(=
o x(13 5 o(3))
()
=X—1+_—-+0|( =
2X X
o 3)
=ax+b+-+o0( -
X X

Odavde sledi dasu

1
a IC 5

Ponasanje funkcije u okolini neke tatke vazno je za prakticno ratunanje i procen;i-
vanje greske aproksimacije. To je smisao zadatka 8, pri cemu je dataformulazaraCunanje,
ali pojavio se problem rezonovanjaili problem povezan sa zadatkom 1.

Rezultati su izrazeno Slabi.

Tabela 22 — Rezultati za zadatak 8

0 1 Ukupno

ETF 107 26 133
80.45% | 19.55% | 29.56%

GF 180 24 204
88.24% | 11.76% | 45.33%

MaSF 110 3 113
97.35% | 2.65% | 25.11%

Ukupno | 397 53 450
88.22% | 11.78% | 100.00%

Rezultati dodatne grupe veoma su dobri.>*

34 Svi rezultati testa za studente ETF, GF i MaSF prikazani su u prilogu 5 elektronske forme, a rezultati
testa za studente M atematickog fakulteta prikazani su u prilogu 6 €l ektronske forme.
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Zad 8

ETF [ Jo
(R
GF
MF |:
Slika 36 — Rezultati za zadatak 8
Tabela 23 — Zadatak 8 — dodatna grupa
0 1 Row Total
K 17 97 114
14.91% | 85.09% | 100.00%
Ukupno 17 97 114
14.91% | 85.09% | 100.00%
Zad 8
[ Jo
1
K

Slika 37 — Zadatak 8 — dodatna grupa

Navedene znaCajnerazlike otvargu pitanjeizuCavanjaove nastavne jedinice natehni-

¢kim fakultetima.

3.2.3. Diskusijanalazai zakljucak

Ovde cemo izneti znaCajno zapazanje. Prilikom statistiCke analize broja dobijenih
tatnih odgovora, tj. osvojenih poena po zadacima pojedinacno, dobili smo interesantan
rezultat. Naime, osim frekvencija tatnih odgovora za svaki zadatak je xz-testom neza-
visnosti proveravano da li broj tacnih odgovora, zavis od vrste fakulteta. Zapravo, nulta
hipoteza jeste hipoteza nezavisnosti, i tvrdi da broj tacnih odgovora ne zavisi od vrste
fakulteta. Hipotezu o nezavisnosti odbacili smo u svim slucajevima, osim u zadatku 2 u
treCem delu. Sa verovatnocom 0.1514, koja je veta od praga znaCajnosti 0.05, prihvatili
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smo nultu hipotezu nezavisnoti. Dakle, samo u ovom slucaju studenti su davali slicne
odgovore.

Postavlja se pitanje zaSto? Zadatke 2, 3, 4 i 5 prati vizuelna prezentacija (slika).
Ako posmatramo zadatke 2, 3 i 5, uoCavamo da su znaCajno bolje reSeni od drugih. Ovi
zadaci su bolje reSeni jer studenti, koriste€i diku, lakSe dolaze do reSenja. To nije duca
za zadatak Cetiri, gde se zahtevao dodatni medukorak i postavljanje problema, paresenje.
Treba naglasiti da su studenti gradevinskih fakulteta bolje resili zadatak Cetiri. Na ovg
nacin, uz sveukupnu analizu testa, potvrdena je hipoteza:

Vizuelna prezentacija zadataka povetava uspesnost njihovog reSavanja.

Rezultati u celini nisu dobri. U proseku su studenti osvojili jedvatretinu poena. Bez
obzira nato $to na osnovu analize upitnika studenti vide matematiku kao primenjenu na-
uku, nisu uspesno resili zadatke vezane za primenu. Dodatno rezultati za zadatak Cetiri
zabrinjavajuce 103, osim malo boljeg rezultata koji su pokazali studenti gradevine. Stu-
denti ne koriste prvi put tehnike diferencijalnog rauna, a rezultat je izostao. Na osnovu
ukupne analize testa, i reSavanja pojedinatnih zadataka, dokazana je hipoteza:

Sudenti nisu stekli vestinu da znanje iz matemati Cke analize primene u reSavanju
zadataka i problema.



4.

PET TEMA IZ MATEMATICKE ANALIZE

ReSavanje zadataka i pokazani rezultati studenata obavezuju da se pitanju unapredi-
vanja nastave matematiCke analize posveti znaCajna paznja. To je motivacija da se obrade
Cetiri teme iz oblasti matemati Cke analize za koje su studenti pokazali 103e rezultate.

| ne samo to. Tema rada jeste odnos izmedu apstrakcije i primene. Ovih pet tema
ilustruju su&tinu odnosa teorijske i primenjene matematike. Da bi ovo razumeli, morali
smo naporno da radimo, $to bi rekao profesor Canak, to je put Sv. Jovana Lestvicnika.

»ldgjaLestvice, tog stupnjevitog uzrastanja u duhovno savrSenstvo, uzeta je od po-
Znatog starozavetnog videnja praoca Jakova. Simbolicki, Jakovljevalestvica, kojastoji na
zemlji, a vrhom dotiCe nebo, po kojoj se andeli bozji penju i silaze i na Cijem se vrhu
nalazi Gospod, treba da oznacCi Covekov put ka visinama bozanskog savrSenstva i vezu
izmedu zemljei neba‘.!

| prezrevs svoju slabost, smerno se latih posa‘. Ovgj citat Sv. Jovana Lestvicnika
naveo je matematiCar MiloS RadojCic na poCetku svoje knjige Jovanovo Jevandelje. |
on je prezreo svoje slabosti, licno preveo Jevandelje sa grékog i napisao o njemu delo
neprolazne vrednosti.

K@ao $to je vec ranije navedeno Lagranzovu teoremu krasi |epota. Postavlja se pitanje
Staje u njoj lepo? Za mene lepo je sledete: Ako se posmatra zajedno niz teorema Rolova
— Lagranzova — Tejlorova dozivljava se jedan objektivan oseCaj matematickog uzdizanja
(prof. PreSi€ koristio jetermin vinucei vinuti se). Kod prve, utacki &, pravaparaelnax osi
dodiruje krivu. Kod druge, to je opstije, prava paralelna seCici dodiruje krivu, akod trece,
joS op&tije, krivadodiruje drugu krivu. Radi se o jednom elegantnom nizu generalizacijaa
tema su dodiri. Lagranzovateoremadaje i izuzetnu vizuelnu predstavu. Posto je jedna od
najvaznijih teorema diferencijalnog tatuna, u ovoj glavi bice prikazana zajedno sa svojim
posledicama. Motivaciju za ovu temu dala je Cuvena francuska grupa Bur bakista.

Kako je vet konstatovano, na nekim fakultetima ne obraduje se tema Tejlorov poli-
nom. Dodatno, zadatak 8, imao je za cilj da student uz malo promisljanjarutinski primeni
datu formulu. MozZe se reci da dati Maklorenov polinom nije obic¢na formula vet da je

1 Canak M., 2012, Put u petu dimeziju, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 38.



155

zadatak iziskivao mali napor da se uoCi smenat = —)—1(. Ovo se pokazalo kao poteSkota.
Ideja Tejlorove formule jeste aproksimacija funkcije u okolini neke tatke polinomom
odredenog stepena. Cilj je da takva aproksimacija bude doneta uz malu greSku — odstu-
panje. PoveCavanjem stepena polinoma postize se vece priljubljivanjei bliskost u okolini
taCke dodira.

Drugi problem uocen je kod teorijskog pitanja u zadatku 6. Problem je razume-
vanje definicije odredenog integrala. Zbog toga je predloZena tema Hardijev pristup za
izraCunavanje povrsine, dabi studenti razumeli pojam odredenog integralai jednostavnim
putem stigli do velicanstvene Njutn—Lajbnicove formule.

Prvo, oval naCin moze biti dobar postupak jer povezuje neodreden i odreden inte-
gral, odnosno teoriju i primenu. Vizuelnim predstavljanjem studenti direktno uvidaju pri-
menu odredenog integrala na izraCunavanje povrsine. Istovremeno cemo Citaoca dovesti
do Njutn—Lajbnicove formule, pomocu koje se raCuna povrsina, uz koristenje vrednosti
funkcije neodredenog integrala u krajnjim taCkama. To je impresivno!

NeocCekivano mnogo tedkoce izazavao je integral koji se reSava trigonometrijskom
transformacijom (pretvaranje proizvoda u zbir). Zadatak 7 takode je povezan sa pojmom
ortogonalnosti. Od studenata, posebno el ektrotehnike, ocekivalo se da odmah napisu re-
zultat. Kako to nije bio slucaj, obraduje se tema Furijeovi redovi i primene.

Slika 1 — Anri Poenkare

Ovo je centralna tema u Cetvrtom delu. Ideja je da se ovde pokaze izgradnja ma-
tematiCkog sistema i povezanost matematike i prirode. Pokazate se da je naizgled ap-
straktna teorija zapravo potekla od fiziCkog problema treperenja Zice ili provodenja to-
plote. Ovde matematicki model i prirodna pojava zatvargju apstraktnu teoriju i prime-
njenu matematiku u jedinstven matematicki sistem. Apstrakcijai primena postaju jedno.
U ovom delu je prikazano to uzbudljivo putovanje.

Peti uoCeni problem odnosi se na teorijski zadatak 9. U zadatku, u prvoj reCenici,
data je definicija fiksne tacke. Zahtev je bio lagan: primeniti datu definiciju na linearnu
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funkciju. Studenti su odmah videli nepoznat pojam fiksne taCke i dalje nisu razmidjali o
postavljenom problemu. Zbog toga je obradena tema Fiksne tacke sa dve primene.

Smatram da se ovom temom penjemo na viSe nivoe apstrakcije. Da bi to uspeli, pe-
njemo se po uputstvima Poenkarea.? Na prvom nivou, koji predstavlja pripremu, definige
se metricki prostor, zatim sedi sazrevanje — faza u kojoj se reSava problem, povezuju se
osobine konvergencije, kompletnosti, vektorski prostori i stize se do Banahovih prostora.
Onda nastupa prosvetljenje — kreativni proboj. Na scenu stupa Stefan Banah sa Cuvenom
teoremom o fiksnoj tacki. U Cetvrtoj fazi je potvrda ili prikazivanje primene fiksne tatke
nareSavanju integralnih jednacina, sistemajednacina, numericke matematike... O presve-
tli tetrakisu. Krenimo.

2 Anri Poenkare (Jules Henri Poincaré), 1854—1912. Predavao je na Sorboni. Bavio se topologijom,
eiptickim funkcijama, diferencijalnim jednatinama, stepenim redovima, termodinamikom i mehanikom.
Bio je ¢lan Pariske akademije nauka i viSe drugih akademija. Anri Poenkare bio je ne samo jedan od
najtel entovanijih matematiCara svih vremena nego je posedovao i izuzetan dar za pisanje. Kazu da ga u
lepoti pisanja matematike joS niko nije nadmasio. Imao je naroCitu sposobnost da na jednostavan natin
predstavi matematiku drugima.

Videti u: Petkovic M, Petkovit Lj, 2006, Matemati cki vremeplov: prilozi za istoriju matematike, Zmaj,
Novi Sad, str. 67-68.
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4.1. LAGRANZOVA TEOREMA, KONVEK SNOST | POSLEDICE

Zaove opste teoreme diferencijalnog racuna vaznu ulogu imaju zatvoreni i otvoreni
intervali: Zatvoreni interval [a,b] je skup vrednosti x za koje vaz a < x < b. Otvoreni
interval (a,b) definisan je ngjednakostima a < x < b.

Razmatratemo funkcije f(x) neprekidne u zatvorenom intervalu [a, b] i diferencija-
bilne u otvorenom intervalu (a, b) (postoji izvod funkcije f’(x) zaa < x < b).

Teorema A. Akoje f'(xp) > 0ondaje f(x) < f(xo) za svevrednosti x < Xy dovoljno
blizuxg i f(x) > f(Xp) za sve vrednosti X > Xg dovoljno blizu xo.

Slika 2 — Rastuta funkcija

Dokaz. Kolicnik
f(xo+h) — f(x0)
h

Na osnovu pretpostavke f’(Xg) > 0 dedi dasu f(xg+h) — f(xg) i h istog znaka.
Odavde, zah < 0,

f(xo+h)—f(x0) <0, f(xo+h)< f(xo).

Dobijase

— f'(x0), h—0.

f(x) < f(X0), Xo—0 <X<Xp, zaneko 6 >0.

Zaxuzimasex=xp+h, h<0ih—0.
Slicno se dobijai zah > 0.

Sli¢no ovoj, moze se formulisati i teoremazaslucgj f'(x) < 0.

Tvrdenje teoreme A. moze se iskazati i nasledeci nafin: Ako je f'(x) > 0 u okolini
tacke xp onda f (X) strogo raste na intervalu (Xo— 6, Xo+ ) zaneko § > 0.

Rolovateorema. Ako je f(x) neprekidna na zatvorenom intervalu [a, bl; diferen-
cijabilna u otvorenom intervalu (a,b) i na krajevima intervala a i b njene vrednosti su
jednake, tj. f(a) = f(b), tada u otvorenom intervalu postoji tatka &, & € (a,b) u kojoj

f’(&)=0.
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DokAz. Pretpostavicemo, bez umanjenja opStosti, daje

f(a)=f(b)=0.
Jer, ako je f(a) = f(b) =k, k # 0, moZe da se razmatra funkcija
o(xX) = f(x) —k

Postoje dve mogucnosti. Ako je f(x) = 0 naintervalu (a,b) ondaje f’(x) = 0 za
a< x< bitvrdenjejeocigledno.

A

M

fla)=f(b)

Slika 3 — Rolova teorema

Ako f(x) nije svuda jednaka nuli onda postoje vrednosti gde je pozitivna ili nega-
tivna. Pretpostavimo da postoje vrednosti gde je f(x) pozitivna, x € (a,b). Tada postoji
najveca vrednost funkcije f(x) na(a,b) i oznaCicemo je sa

M = max f(X).
(a,b)

Neka je ta maksimalnavrednost u tacki & € (a,b).
Ako bi f'(£) bilo pozitivno ili negativno, po Teoremi A, onda bi u okolini tatke &
postojala vrednost x za koje bi bilo
f(x)>(5) =M,
&to je suprotno odredenju broja M. Sledi, mora biti

f/(&)=0.

NAPOMENA. Rolovateoremaotvarajedno od osnovnih pitanja matematike o razlici izmedu
egzistencije nekog objekta i njegovog efektivnog odredivanja. Na primer, funkcijay = x(é — 2)
ispunjava uslove Rolove teoreme i to f(0) = f(In2) = 0. Ali ako hotemo da odredimo tacku
& € (0,In2) potrazimo izvod y = (x+ 1)€* — 2 onda zareSavanje jednatine (x+ 1)& = 2 moramo
da koristimo numeri¢ku matematiku. Dodatna napomen je da moze postojati i viSe vrednosti £ o
dalje Siri problematiku natemeljna pitanja egzistencije i broja reSenja problema.

Lagranzovateorema. Ako je f(x) neprekidna na zatvorenomintervalu [a, b] i dife-
rencijabilna u otvorenomintervalu (a,b), onda postoji & € (a,b) za kojevaz

f(b) - f(a) = (b—a)- ().
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DokAz. Lagranzova teorema o srednjoj vrednosti smatra se jednom od najvaznijih
teorema diferencijabilnog raCuna. Geometrijski, grafik funkcije f (x), x € [a, b] imase€icu
AB, kao nadlici 4. Teorematvrdi da postoji tatka T u kojoj je tangenta na krivu paralelna
seCici. Odnosno f'(x) je tangens ugla, koji sa x-osom obrazuje tangenta, a

f(b)—f(a)
b—a
je tangens ugla koji sa x-osom obrazuje seCica AB. Pojedini autori smatrgju da je ovo
jedna od ngjlepsih teorema.

A

\j

a &' b T

Slika 4 — Lagranzova teorema

Ideja dokaza jeste da obrazujemo pomocnu funkciju F(x) na koju ¢e se primeniti
Rolova teorema. Dovoljno je tatku B spustiti na pravu y = f(a), a da tatku A ne pome-
ramo.

Posmatrajmo pomocnu funkciju
F(x) = f(X) —k(x—a).
Potrazimo k tako davazi F (a) = F(b). Primetimo da je
F(a=f(a) i F(b)=f(b)—k(b-—a).
Odavde, premaidgji da vazi
F(a) =F(b), odnosno
f(a) = f(b) —k(b—a),
dobijasedajek,
f(b)—f(a)

b—a
Naova] nacin, na pomotnu funkciju

F(x) = f(x) 7”2:;(6‘)

k=

(x—a)
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primenjuje se Rolovateoremai vazi da postoji tatka & zakojujeF’'(&) =0, tj.

F/(X) _ f/(X) . f(bt)): ;(a)
Fe)= 1) - 1D 1@ g

odnosno
f(b)—f(a)=(b—a)f'(§).

Navedena formulanazivasei Lagranzova formula konatnih priradtaja.’

w,

Slika5 — Zozef Lagranz

AKo seuvedesmenad = E—_Z, a< <btadaje0< 0 <livazié =a+0(b—a).

L agranzova formula moZe se zapisati u obliku
f(b)—f(a)=f'(a+6(b—a))(b—a), 0<6 <1
Ako seoznaCi dajeb—a= Axia=x, dedi dajeb=x+ Ax, aformula postge
f(x+ Ax) — f(x) = f(X+ 0AX) - Ax.

3 Generalizacija L agranzove teoreme sa primenamamoze se nadi u radu: M. Mateljevic, M. Svetlik, M.
Albijanic, N. Savic: Generalizations of the Lagrange mean value theorem and applications, Filomat 2013,
Filomat 27:4 (2013), 515-528 DOI 10.2298/FIL1304515M, http://www.pmf.ni.ac.rs/pmf/publikacije/
filomat/2013/27-4/F27-4-1.pdf

Smatra se da L agranZovu teoremu krasi |epota.

MoZe se primetiti sledete:

a) Moguce je da nekom matematiCaru ovateoremanije narocito lepa.

b) O lepoti neke teoreme moZe suditi samo ongj matematicar Cije je znanje i razumevanje visoko iznad
iskaza teoreme, jer lepota se uzdiZze i otkrivaiznad znanjai razumevanja, ona je kategorijaiznad znanjai
razumevanja.

Zozef Lagranz (Joseph Louis Lagrange), 1736-1813. Opste je midljenjedasu Lagranz i Ojler bili ngjveti
matematiCari XVIII veka. LaganZ je razvio varijacioni ratun i radio je na diferencijalnim jednatinama,
numerickim jednacinama, teoriji eliptickih funkcija, analitickoj mehanici i dr. Bio je¢lan Berlinskei Pariske
akademije nauka. Bez obziranaveliko deloi slavu bio je skroman, blagorodan i prijatan Covek.
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Jednakost ostaje i zab < a, $to znali davazi i za Ax < 0.

PRIMER 1. Dokazati davazi:

a) snx<x x>0,
X2
b) cosx > 1—5, x>0,

. x3
c)smx>x—€, x>0,

d) cosx < 1— + x> 0.

2|
DokAz. (a) Naosnovu Lagranzove teoreme vazi:
sinx—sin0

= COS 1, O X
0 E<1l 0<¢é<

. Sinx .
paJeT < 1, 0dnosno sinx < x, x> 0.

Sli¢no sedobijai sinx > X, x< 0.

(b) Nekaje
X2
f(x) = cosx— 1+E

fx) -1

——5 =f'(§)=—-sné+&>0, £€(0,x) (prema(d)).

X2
cosx— 1+ > >0, paje

X2
cosx>1——, x>0

2
Zax <0,
2
cosx— 1+ —
— = —sné+& <0 (prema(a))
X2 X2
pa se dobija cosx — 1+7 >0, jer jex < 0, odnosno cosx > 1—5.
Moze se napi sati

N
COSX > 1—5, x# 0.

(c) i (d) se dokazuje dicno, a primenom Lagranzove teoreme dolazimo do prvih ¢lanova
razvoja funkcije log(1+x), €, arctgx itd.

PRIMER 2. Akoje f : (0,+) — R diferencijabilnai f'(x) — 0 (x — +0) ondai
@ —0 kad X— +oo.

RESENJE. Nekaje X, T +o0, 0dnosno 0 < X; < Xp < --- < Xn — —4-oo. Na osnovu Stolcove i
LagranZove teoreme je

Jim 2= i A8 i (G =0, (G G Eo ),
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Sledi

PrRIMER 3. Ako f : | — R imaogranicen izvod naintervalu |, ondaje f ravnomerno nepre-
kidnanal.

DokAz. Pretpostavimo daje
[f'(x)] <k Vxel.

Tadaje
Y@<k wyel, paje
X—=y
£(x) — f(y)| < kix—yl. Vx,yel.
Zadato £ > 0, moze seizabrati 6 = —, pa

k
X—yl<d=|f(x)—f(y)|<e (zaxyel).

KoSijevateorema. Akosu f,g: [a,b] — Rneprekidne, diferencijabilnena (a,b) i g
strogo monotona onda je

f(b)—f(@) _ /(&)

g(b)—g@  d(&)
zaneko & € (a,b).

Dokaz. Nekaje, naprimer, g(a) < g(b).

Svakom x € (g(a),g(b)) odgovaranekot € (a,b), tako dag(t) = x. Naosnovu La
granzove teoreme

f(b)—f(a) _ f(g~*(g(h))) - f(g~*(g(@)) _df(g*(x)
g(b) —9(a) g(b) —9(a) dx
zanekox € (g(a),g(b)). Daljeje
di(gl(x) _ df(g X)) _df) _df@) _ P
dx dx dx dg(t) d(t)’
zanekot € (a,b).*

Teorema 0 znaku izvodai monotonosti. Dabi diferencijabilnafunkcija f na odre-
denomintervalu bila rastuca (opadajuca), potrebno je i dovoljno da je njen izvod u svim
tatkama intervala veti ili jednak nuli, f’(x) > 0 (manji ili jednak nuli, f’(x) < 0).

Ako jeizvod funkcije f u svim tatkama intervala pozitivan (negativan), onda funk-
cija f strogo raste (strogo opada).

4 Vukmirovi¢ J., Matemati tka analiza 1, zbirka zadataka, Zavod za udzbenike, Beograd, 2009, str. 105.
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DokAz. Razmatrajmo slucqj kada je naintervalu (a,b) izvod funkcije f/(x) > 0 za
sve (a,b). Tada funkcijaraste. Nekasu x; € (a,b) i X2 € (a,b), pri Cemu jex; < x2. Tada
po Langanzeovoj teoremi sledi

foe) —f(x) = f'(E)(e—x1)  (xa<&<x),
odaklevazi i f(x2) — f(x1) > 0, odnosno f(x;) < f(x2), &0 znati daje funkcijarastuca
Obrnuto, pretpostavimo dafunkcija f raste naintervalu (a,b) i dau tacki xo € (a,b)
imaizvod. Akoje Ax > O, tadavazi f(Xo+ AX) > f(xg), odakle sledi
f(x0+A4x) — f(x0)
AX
prelaskom na graniénu vrednost kada Ax — 0 dobijase f’(xg) > O.

=0,

Teorema se analogno dokazuje i za opadajuce funkcije.

Neka je data funkcija f na nekom skupu X C R i xg € X. Tatka xp naziva se tacka
lokalnog maksimuma (minimuma) funkcije f, ako postoji takva okolina U (xq) tacke xg, u
kojoj za svex € XNU (xp) vaz nejednakost

) < t0)  (f() > f(x0))-
Ako zasvex € XNU (Xg) i X # Xo vaz
f(x) <f(x)  (f(x)> f(x0))

taCka xp naziva se tatka strogog |okalnog maksimuma (minimuma).

U daljem tekstu je uobiCajeno da se kaze samo kratko maksimum i minimum. Te
taCke nazivaju se tatke ekstremuma.

Fermaova teorema (potreban uslov za ekstremum). Ako funkcija f u tacki ekstre-
muma ima izvod, taj izvod je jednak nuli.

Dokaz. Ako f imau clokani maksimum, znaci da f (x) < f(c) zax € Ug.

Kakoje f'(c) = IimM i,

Xx>C  X—C
x<c=f'(c)>0, x>c= f'(c) <0,
pamorabiti f'(c) = 0.
Analogno sedobijai ako f ucimalokalni minimum.

Ako je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke X, i u toj tacki postoji izvod koji
jejednak nuli, ta tatka naziva se stacionarnatacka (ili kriticna tacka).

Moze se jednostavno reci da su stacionarne tacke ili tatke u kojimaje f'(x) =0
samo kandidati za ekstremum.
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Dovoljan uslov za egzistenciju ekstremuma. Neka jefunkcija f diferencijabilnau
nekoj okolini U (Xp) tacke Xo, uklju€ujuci eventualno i samu tacku X, i neka je funkcija f
u tacki xo neprekidna.

Ako je u levoj okolini tacke xg, 0dnNOSN0 za X < Xg, izvod funkcije poztivan, a u desnoj
okolini, odnosno za Xg < X, izvod funkcije negativan, tada funkcija f u tacki xo ima lokalni
maksimum. Si¢no, ako je u okolini tatke xg za x < X, f'(X) < 0i zax > xg, f'(x) > 0,
funkcija ima lokalni minimum. Ako izvod f’(x) imaisti znak i u levoj i u desnoj okolini
tactke X, onda f u toj tacki nema lokalni ekstremum.

Dokaz. Nekaje f'(x) >0zax<Xpi f'(x) < 0zax> Xo. Naosnovu Teoreme 0
znaku i monotonosti sledi da je funkcija u levoj okolini tatke Xxg monotono rastucai vazi
f(x) < f(Xp), au desnoj monotono opadajucapaje f(x) < f(xp). Odavde sledi dajetatka
Xo tatka maksimumafunkcije f u okolini tacke Xq.

Znak drugog izvodai max/min. Neka funkcija f u taCki xo ima prvi izvod jednak
nuli i definisan drugi izvod. Ako je f”(xg) < 0, onda funkcija f u tacki xo ima lokalni
maksimum, a ako je f”(xo) > 0, onda funkcija f u tatki xo ima lokalni minimum.

DokAz. Po definiciji drugog izvodaje

f//(Xo) :X“_[Q) f/(x))(:)]:O/(XO)

Na osnovu pretpostavke je f’(xg) = 0, pa sledi

- f(x)
" o
o) _><|Lr>r<lox—Xo'

f'(x)
X—Xo

Zax < Xp dedi daje f'(x) > 0, azax > xp dedi daje f'(x) < 0. Znadi dau tacki o
funkcija f imalokalni maksimum.

Nekajerecimo, f”(xg) <0, izraz

je negativan u nekoj okolini tacke Xo.

Definicija konveksne funkcije. Funkcija f : (a,b) — R, definisana na (a,b) € R,
je konveksna® ako za sve x1, Xz € (a,b) i realan broj A € (0,1) vaz nejednakost

f(Ax1+(1—2A)x2) <Af(x1)+ (1—A)f(x2).
Ako za funkciju f : (a,b) — R vaz obrnuta nejednakost
f(Ax1+(1—A)x2) = Af(x0)+ (1—A)f(x2).
tada je funkcija konkavna.

Ako se umesto < napiSe <, kaze se da je funkcija strogo konveksna ( ili umesto > se
napide >, funkcija je strogo konkavna).

5 Osnovno znagenje konveksno-ispup&eno povezano je sa konveksnim sotivimai ogledalima. I ntuitivna
ideja je da konveksnafunkcija okrete svoju ispupcenu stranu u hegativhom smeru y ose.
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Svaka tatka x koja se nalazi izmedu X1 i X2, 0dnosno ako je X; < X < Xp, moze se
napisati u obliku

X=AX1+(1-A)x2 (0< A<l

Slika 6 — Konveksnost

Vrednost izraza A f (x1) + (1 — A) f(x2) se dobijakao ordinata funkcije ¢(x), kojaje
jednatina prave kroz dve tatke (xa, f(x1)) i (X2, f(x2)).
|z jednakosti X = Ax1 + (1 — A )xp izlazi
_XemX g, XX

_X2—X1 _Xz—Xl'

Na osnovu toga nejednakost iz definicije konveksnosti postaje

Fx) < 27X £ (x) + 27 £ ().

Txe—x X2 — X1
Posto je X1 < X < Xo, posle mnozenja poslednje nejednakosti sa xo — X1, dobijase

(X2 —x1) F(X) < (x2—X)f(x1) + (x—x1)f(x2), odnosno
(X2 —X) f(x1) +(xg —x2) F(X) + (X—x1) f(x2) = O.

Uvodenjem pogodne smene, X — X1 = (X2 — X) 4+ (X — X1 ) gornjanejednakost, posle
elementarnih transformacija, postaje

FOO = fxa) _ F0e) — (%)
X—X1 = Xo—X

(X1 < X< X2, X1,% € (a,b)).

Izvedena nejednakost je druga forma definicije konveksnosti na intervalu (a,b).
Geometrijski, to znati daje koeficijent pravcatetivekojaspajatatke (xi, f(x1)) i (x, (X))
manji ili jednak od koeficijenta pravca tetive koja spajatacke (x, f(x)) i (X2, f(x2)).

Ako pretpostavimo dajefunkcija f : (a,b) — R diferencijabilnana(a,b) i ,prolaskom"
granicne vrednosti kroz poslednju nejednakost kad x — x1, a zatim kad x — X», dobija se

lim f(X)—f(X]_) < lim f(X2>_ f(X) - f/(X]_) < f(X2>_ f(Xl) )
X=X X—Xq X=X Xp—X X2 —X1
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Slicno, zax — xp dobijase
Fixo) —f(x1) _ o,
—= K .

Xo—X1 Fie)

Obj edinjavanjem dobijenih nejednakosti vazi
f(x2) — f(x1)
/
< = =7
f (X]_) < ——
¢ime je dokazana monotonost funkcije .

< f/(x2),

Sa druge strane, za strogo konveksne funkcije, primenom LagranZove teoreme do-
bijase
F(¥) —f(x1) _ fx2) —f(x)
!/ < !/ — — / < !/
Fla) < F(n) = =S = 5 < = = 2 = 1§ < T00)
zax; <N < X< & < X, odnosno stroga konveksnost povlati strogu monotonost (rascenje)
prvog izvoda.

Moze se zakljutiti: Ako je diferencijabilna funkcija f konveksna naintervalu (a,b),
tada f' raste na (a,b), a u slu¢aju stroge konveksnosti funkcije f njen izvod f’ strogo
raste na (a,b).

Sdruge strane, zaa < X1 < X < Xz po Lagranzovoj teoremi vazi

f(x)— f(xq f(xo)— f(x
=100 g L0010
gdex; <n <x< & <xyiakovazi f'(n) < (&), tadajeispunjenanejednakost iz druge
definicije konveksnosti (ili stroge konveksnosti akoje f'(n) < f/(&))
Naova] naCin je dokazana sledeta teorema:

Konveksnost i rast prvog izvoda. Da bi diferencijabilna funkcija f na intervalu
(a,b) bila konveksna na (a,b), potrebno je i dovoljno da njen izvod f’ raste na (a,b).
(Pri tome, strogoj konveksnosti odgovara strogo rastuca funkcija f ).

Konveksnost i znak drugogizvoda. Funkcija f : (a,b) — R kojanaintervalu (a,b)
ima drugi izvod konveksna je ako i samo ako na (a,b) vaz f”(x) > 0 (Akoje f”(x) >0
na (a, b) to odgovara formulaciji strogo konveksne funkcije).

Analogno, f je konkavna ako jei samo ako f ”(x) < 0.

NAPOMENA. Dokaz je direktan na osnovu
(%) = (f'(x)’

pa se primenjuje prethodna tgeorema.

Konveksnost i tangenta. Da bi neprekidna funkcija f na intervalu (a,b) bila kon-
veksna potrebno jei dovoljno da tacke njenog grafika nisu ispod taCaka tangente konstru-
isane u proizvoljnoj tacki tog grafika. Funkcija f je strogo konveksna ako su tacke njenog
grafika iznad tangente.
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Analogno, f je konkavna akko taCke njenog grafika nisu iznad taCaka tangente.

0] a Zo b m=

Slika 7 — Konveksna funkcija

DokAz. (neophodnost). Neka je X € (a,b). Jednacina tangente na grafik funkcije
f utagki (xo, f(Xo)) glasi:
y=L(x) = f(x0) + f'(X0) (X~ X0).
Zbog toga je na osnovu L agranzove teoreme

f(X) —L(x) = f(x) = f(x0) — f'(x0) (x—X0)
= (f'(6) - '(x0)) (x—X0), & € (X0, %).

Pogto je funkcija f konveksna, onda f ' ne opadana (a,b) i razlika f'(£) — f/(xo) je
istog znaka kao i znak x— xg. Zbog togaje f(x) —L(x) > 0, zax € (a,b). Ako jefunkcija
f strogo konveksna, tadaje f(x) —L(X) > 0zax € (a,b) i X # Xo.

(Dovoljnost) Ako zasve x,xg € (a,b) vazi

F(X) —L(x) = f(x) — f(x0) — '(x0)(x—%0) > O,

tadaje
7f(xi:;(fx°) <f0) 78 X<, 7f(xi:;()(xo> >x) 72 x>
Nata naCin zasve xg, X, X2 € (a,b), takve dajex; < X < X vaZi
f(x) —f(x1) < f(x2) — f(x)
X— X1 X — X
&to je druga definicija konveksnosti.

Problem (N. Bourbaki). Neka je f diferencijabilnai konveksna na (a,b), a > 0.
(1) Pokazati da f(x) —xf’(x) opada (strogo) na (a,b).
(2) Ako f ima konacnu granic¢nu vrednost s desna, onda je

lim (x—a)f’(x)=0.

m
Xx—a+0
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f(x

(3) Funkcija % na (a,b) ili raste ili opada ili postoji ¢ € (a,b) tako da ~
opadana (a,c) i rastena (c,b).

N~
N~

(4) Pretpostavimo da b — 4-co. Ako je

B=lim (f(x)—xf’(x)) konatan,

fx)

onda je konaCan i limes o = XL@ ~ Pravay = ax+ 3 je asimptota funkcije f i leZ
ispod tog grafika.
DokAz. (1) Ako f ima drugi izvod lako se dokazuje da h(x) = f(x) — xf'(x)
opada, jer je
h(x) = f'(x) — f'(x) —xf"(x) = —x- f”(x) < 0.

O a Ty & Ta

Slika 8

Neka je x; < xp. Treba dokazati da h(x), x € (a,b) opadai bez pretpostavke o
postojanju drugog izvoda funkcije f.

h(xo) — (xa) = F(%a) —%of (%) — £ (xa) + x0T '(x1) =
= f(x2) — f(x1) = (xaf "(x2) =xaf'(x1)) =
= f(x2) — f(x0) =% f'(X2) +x1f'(X%2) —x¢ f'(X2) +x1'(X1)
= f(x2) — f(x1) — ' (x2) (2 —X1) — X1 (f'(%2) — f'(x1))
= /(&) (x2—x1) — f'(x2) (X2 —X1) — X1 (f'(x2) — f'(x1)) (Lagranzova teorema)
= (2 —x1)(F'(&) — (%)) —xa(F'(x) — f'(x1)) <O,
jer, naosnovu teoreme konveksnost i rast prvog izvoda, vaZi
(&)~ ) <0, &<x
fl(x) —f'(x1) >0, Xz <X

(2) Dodefinisimo funkciju f, f(a) = f(a+0)=c. Sledi

(X100 = e (100~ 1(@) = 15 (10— (@),
X—a

| Slu€aj. Ako je zaneko dovoljnomalo x—a, f’(x) < 0, ondaje f'(§) < f'(x) <0
i time
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dok f(x) — f(a) - c—c=0kadax — a+0. Znai, (x—a)f'(x) — 0.

Il Slugqj. f/(x) > 0, za svako x € (a.b). Onda je f rastuca na (a,b). Neka je c €
(a,b). Zax< cje0< f'(x) < f'(c). Podto x — a moze se (ne umanjujuci opstost dokaza
pretpostaviti daje x < ¢. Znaci

|(x—a)f'(x)| < |x—a|]f'(x) — 0.
(3) Oznatimo h(x) = @.Sledi

_ xf'(x) — f(x) f(x) —xf’(x) g(x)

' (x)

U (1) je dokazano daje g(x) rastucafunkcijana (a,b). Postoje tri Slu€ajazag(x):

X2 X2 X2

U prvom sluggju jeg(x) < 0Vx € (a,b), pajeh (x) > 0, tj. h(x) jerastuca, ...

(4) f'(x) je monotono neopadajuca zbog konveksnosti f (za x > a). Razlikujemo
dvasluaja: (a) f'(x) je neogranitenana (a, +<°); (b) f'(x) je ograni¢enana (a, +oo).

Prvi dlucg (a).

Kadax — 4o, onda ¢ (x) — —eoo (videti sliku 9).

L
S——
f(@)
0]
c T
¥ P
o/ B
<
_LS &‘ﬁ\’\/
Slika 9 Slika 10

Pretpostavljgjuci suprotno, daje za svako x > ¢ tatka N uvek iznad neke tatke S(na
y 0si). tj. daje ¢ ograniCeno dolazimo do togadaje f ispod prave q koja spajatacke M i
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C, q(x) = yx+ 0 zanekey, o
f(X) <yx+8 (x=c¢)
f(X)—yx—0<0 (x=c),
aizvod
(F0 = 7x=8)" = F/(x) =y = +e=
(dovoljno je samo > 1) da se dobije:
F1(x) = f(x)x—l—t//
F(x) = xf/(X) = f(x)—x(m) SN

)

X
papostoji B udlucaju (a) (v < o).
(b) JednaCinatangente u tacki L je

y=f'X)(t—x), t>a
gdejet nezavisno promenljivazat = 0 vrednost je v,

y=xf'(x)— f(x)

—y = f(x) —xf'(x)
(odseCak nay osi je —y ako je E ispod x 0se). U slucgju (b) —y — B kad X — oo t].

p=Jim (109 —xt'0) a —¥ =10 g

I prelaskom nalimes dobija se

0= lim T lim f'(x), paje

X—+e X X—+o0
. f(x .
lim T _ lim f'(x) = a.
X——+oo X X—>—+o0

Pravay = ax+ B je asimptota funkcije f. Asimptota je ispod funkcije f jer je f
konveksna.

Teorema B. Neka je f(x) neprekidna funkcija na zatvorenomintervalu [a, b] i dife-
rencijabilna na otvorenomintervalu (a, b).

Funkcija je strogo konveksna ili strogo konkavna na [a, b] ako i samo ako za svako
o, B (a< a < B < b) postoji tatno jedno & € («, B) (koje zavis od o i B) takvo da je
fF(B)—fla) o,
T B—a f'(&).
DokAz. (=) Nekazaa, B (a< a < B < b) postoji tatno jedno & € (a, B) (koje
zavisi od x i B) takvo daje
fF(B)—fle) _ o,
T B—a f7(&).



4.1. LagranZovateorema, konveksnost i posledice 171

\J

a c b
Slika 11 — Secica preseca krivu

Nekaje g pravalinijakoja sadrzi tatke A(a, f(a)) i B(b, f(b)).
Akoje f(c) = g(c) zaneko c € (a,b) ondaje

(O = (@) _ 1z O 1(@
c—a b—a
f(b)—f(c) ., f(b)—f(a)
5o~ (&)=—pm

Sledi, za oo = a, B = b postoje dve tatke &; i &2 sa navedenim svojstvima, pa f ne
ispunjava navedeni uslov. Znaci,

(i) f(x) <g(x), ¥xe (a,b)ili
(i) f(x) > 9(x), ¥x € (a,b).

\

Slika 12 — Grafik funkcije ispod secice
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Pretpostavimo davazi uslov (i), odnosno
f(x) <g(x), ¥xe(ab).
Dokazujemo da je f konveksna.
Pretpostavimo suprotno, da f nije konveksna. Onda postoje o, 3 € [a,b], ¢ < B
takvi daje
f(A)>h(A) zaneko A€ (a,p),

Zapravu h vazi daje h(a) < f(a) ili h(b) < f(b), jer bi u suprotnom bilo f(1) >
g(A) &to jesuprotno pretpostavci. (Naime, ukolikojeh(a) > f(a) =g(a)i h(b) > f(b) =
g(b), pavazi i h(x) > g(x), a<x< b.Odatlejenaosnovu f(1) >h(4) f(1) >g(1).)

Nekaje h(a) < f(a), kao nadlici 12. Znati,

op=f(A)—h(A)>0
o, = f(a)—h(a) > 0.
Nekaje 0 < 6 < min{é1, 52}
Postavim pravu y paralelnu pravoj h takvu daje

w(A) =h(1)+8.

Prava y seCe f umakar jednoj tacki (u, f(u)) gdejeo <u< A jerjey(a) > f(a),
y(A) < f(A). Takode prava y seCe f u nekoj tacki (v, f(v)) gdeje A < v < B i unekoj
tacki (w, f(w)) gdejea<w< .

Slika 13

Sledi da postoje dvetatke &1 € (w,u) i &2 € (u,v) takve daje
f(uy—f(w) f(v)—f(w)

f/(él): u—w - V—W !
g = (=10 _ 1) T(w
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Znati, naintervalu [w, V| postoje dve tatke za koje vaZi

f(v)—f(w) .
ligN _ .

f (él ) - V—W ) I la 21
Sto je kontradikcija sa poetnom pretpostavkom da postoji samo jedno takvo &.

Zakljucak. Funkcija f je konveksna.

NAPOMENA. Funkcija f je strogo konveksna jer za konveksnu funkciju koja nije
strogo konveksna postojetri tactke (o, f(a)), (B, f(B)), (7, f(y)) kojeleze naistoj pravoj
pa pocetna pretpostavka o jedinstvenoj tacki & ne bi bilaispunjena. 1z datog uslova sledi
daje f strogo konveksna.

-

Slika 14 — Primer grafika konveksne funkcije

(<) Dokazimo obrnuto. Ako je f strogo konveksna (ili strogo konkavna) onda za
svako o, B (a< o < B < b) postoji tatno jedno & (koje zaviseod o i B) takvo daje
fF(B)—fla) _ o,
— = f :
5 (®)
Pretpostavimo da je f strogo konveksnai da postoje dve tacke &1, &, a < & < & < B,
za kojevazi
f(B) — f(a)
B—o
Sledi

(&) < F7(8) < 1'(&2)

za svako § € (£1,82) paje f'(x) = condt. za sve x € [£1,8)), jer je T/(&1) = 1/(&2).
Funkcija f je prava linija na intervalu (£1,&2). Znati, f nije strogo konveksna, o je
kontradikcija.

= 1'(&) = 1'(&).

Definicija prevojnetacke Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tacka ¢ €
(a,b) ukojoj funkcija f menja konveksnost naziva se prevojna tatka.

Teorema C. Neka jec € (a,b) prevojna tacka funkcije f : [a,b] — R koja je nepre-
kidna na [a, b] i diferencijabilnana (a,b).
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\j

a 3 3 3
Slika 15 — Strogo konveksna funkcija

Tada za neko a, B (a< oo < B < b) postoje bar dvetatke &,n € (o, ) (§ # 1)
takve da vaz

f(ﬁ)_f(a) _ g/ _ g/
ﬁT_f (&)= f'(n).

Dokaz. Nekaje pravag(x) (x € (a,b)) tangenta funkcije f utacki c. Tada postoji

0 > 0takvodaje
@ f(x)—g(x) >0 (xe(c—8,c))

f(x)—g(x) <0 (x€(c,c+8))
ili
@ f(x)—g(x) <0 (xe(c—8,c))

f(x) —g(x) >0 (xe(c,c+9))
gdeje 6 biranotakodaje (c—6,c+6) C (a,b).

Pretpostavimo davazi (1) (vidi sliku 16).

'
“ ¢ wo s

Slika 16 — Prevojna tatka

Neka su taCke ui vizabrane tako da vazi

c—-o<u<c<v<c+s.
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Nekaje h prava kojasadrZi tatke M(u, f(u)) i K(c, f(c)).

(i) AkojetatkalL (v, f(v)) ispod prave h, tj. f(v) < h(v) onda postoji w € (c, V) tako
daje f(w) = h(w). (Ovaj slutqj je prikazan nadlici 16).

(i) Ukolikoje f(v) > h(v), ondatreba postaviti pravu h tako da sadrzi tacke (v, f (v))
i K(c,f(c)).Utomducajujeh(u) > f(u),pajeh(d) = f(1) zaneko A € (u,c).

Pretpostavimo davazi (i).

Obrazl ozenje zasto postoji taCkaw. Prava KL imamanji nagib nego pravakoja sadrzi
tacke K i (x, f(x)) zaneko x € (c,V) jer je pravag(x) tangentakrive f u tacki c.

Ostgje da se zakljuci:
flc)—f(u) _ f(w)—f(c)
c—-u  w-c

papostojerazliCitetatke & i 1 gde & € (u,c), n € (c,w) zakoje vazi

floo—fu) ., . fw) -1 .,
T o—u f7(&) i ~w_c f'(n)
na osnovu L agranzove teoreme.

Primeri primene L agranzove teoreme na konver genciju stepenih redova

+o0 oo
PRIMER 4. Nekaje f(x) = ) onX". Akored Y onX" korvergirana (—r,r), ondai red
n=1 n=1

D nonx""1  konvergirazax e (—r,r).
n=1

RESENJE. NekajeO < x < x+h < r. Redovi

oo i D on(x+h)"
n=1 n=1
apsolutno konvegiraju.
Obrazlozenje: postoji x € R takvo daje x+h < x; < r; iz konvergencije reda

Y onx] dedi |opxf| <K, VneN zanekoK.

n=1
Sadaje
n n
X X
onX"| = lonX]] - [—| <K-|=
e
ared
5[
n—11%X1

konvergira na osnovu KoSijevog kriterijuma. Sledi da red

i o X"
n=1
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konvergira, adicno
x+h|"

lom(x+h)"| <K
X1

(neN).

Prema Lagranzovoj teoremi je
h)" —x" .

W =nEM1 gdeje x< & <x+h
paje

f h) — f(x

<X+— Z nané
apsolutno konvergentan red jer apsol utno konvergirared
o (x+h)h—x"
Y gtV X
n=1 h
|z apsolutne konvergencije reda

Y na,&nt
n=1

dedi dared
Z nanXn—l

n=1
apsolutno konvergira, jer jex < &, i vazi

oo

o0
2 nlan| X" < 3 nfan| &M < +

n=1 n=1
(xjeproizvoljno izabrano iz (—r,r)).

PRIMER 5. Akored )’ anx" konvergira uintervalu (—r,r) ondared
n=1

Zn’lanx” konvergira Vxe (—rr) i VAeR.

RESENJE. Naosnovu dokazanog u prethodnom zadatku red
Y nopx*t
n=1
konvergira, atimei red

i nopX” = X i no X" L.
n=1 n=1

Dalje iz konvergencije reda Z nonX" dedi konvergencija reda
n=1

i n(no, )X Zn ot
n=1

itd. Indukcijom zakljucujemo da 2 n“armx" konvergira za proizvoljno k e N; konvergencija je
n=1
apsolutna. Za neko k je ispunjeno

In* onx| < |nKomnx"|.
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PRIMER 6. f(X Z onX" je neprekidna funkcijazaVx € (—r,r), ako je definisananatom

n=
intervalu.

RESENJE. NekajeO< x| <r,0< x| < x| <r, htakvo davazi 0 < [x+h| <x <.
Dokazimo daje

rI]LrB]f(x+h)—f(x)]:0; f(x+h) — f(x —thocné :
&njeizmedu x i x+ h. Posto red

Znocn X1
apsolutno konvergira vazi

| f(x+h)— f(x)] < \h]Zn\anXQ‘l\:\h]-C,

gde je saC oznatena suma pos ednjeg reda. ZnaCi
|f(x+h)—f(x)| < |h|-C,

paje f neprekidna funkcija u tacki x.

PRIMER 7. Zasvako xiz (—r,r) gdeje

X) =Y onX"
n=1
konvergentan, postoji f'(x) i vazi jednakost
'x) =Y nomx" L.
n=1
RESENJE. NekajeO< x| < |x| <,
=Y nopx" 1.
n=1
Ovaj red apsolutno konvergira za |x| < r. Uzimamo daje h takvo davazi |x+ h| < |x1]| <, bice
f(x+h)— f(x -
¢(x)— <— Zna X,
gdeje &, izmedu xi x+ h. Dalje je prema Lagranzovoj teoremi
X0t = (n—1)nf 3 (x— &),

Nnizmedu X i &,. Sledi

f(x+h _ i _
pix) - NI rmznn 1)[aal<02) < 0] S rotmlal™2 = Jh - S,
n=1

gde smo koristili daje [x— &| < |h|, pa se dobija
<p(x)—w—>o kd h—0

&o znali dapostoji f'(x) i dajejednak ¢(x).
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PRIMER 8. Akoje

X) = i onX"
n=1

definisano Vx € (—r,r) i akoje

oo

On  n+1
X)=» —X
9(x) glnﬂ

ondaje ¢ (x) definisano Vx € (—r,r) i ¢'(x) = f(X).
RESENJE. Na osnovu dokazanog u prethodnom zadatku ¢/(x) postoji i jednako je f(x),

vx € (—r,r). (9(x) je definisano zax € (—r,r) jer Y onX" apsolutno konvergira zax € (—r,r) i
n=1
vazi
On  nta1

"] ——|onX"| < |onX"|, (n>=np) zasvakox € (—r,r).

n+1

o N

PRIMER 9. Nekaje¢(x) = Y % Dokazati daza0 < x < 1 vaZi

n=1
8) 6(x ([Iog —t
0

b) ¢(x) +¢(1—x) = %2 —logxlog(1—Xx).

|og(1—t)_1 t 2

RESENJE. Q) % =1+ > + 3 +--- Ovaj red uniformno konvergira na [0,X] jer
tn X" o XN
< AN
n+1‘ Shyp are n;l +1
konvergira. Sledi
X . o X n ) n+1 N
—jwdt:z‘f U=y X ZZZX_Z,
3 t no1p N1 S (n+1)2 Zn
b) Funkcija ¢ (X) + ¢ (1 —X) +logxlog(1 — x) imaizvod jednak nula, konstantna je,
xlﬂb¢( )::0
(jerjelog(t;t) ograniceno),
i #(1-% =3 5

zbog uniformne konvergencije reda
oo (N
D X—2 na [0,1].
n:ln

Vrednost funkcije je
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4.1.1. Jensenova nejednakost i drugi problemi
Jensenova ngjednakost. Nekaje f : 1 — Rkonveksna. Za proizviljnets, ta, ..., th €1
i A1,A2,...Aq > 0, takve da je
M+2A++A=1 (n>2) vaz
f(ﬂ,ltl-l—),ztz-l—----i-lntn) < ﬂ,lf(t]_) -|—----|-;Lnf(tn).

DokAz. lzvodi seindukcijom. Negjednakost vazi zan = 2.
Nekaje
S1,9,.--S1€l, n>0...,%1>0, n+---+haa=1
Mozemo pisati
NSt 1S = NSt he1S-1+ (h+ thia)On,  gdeje

ThSh Yh+1Sn+1
On = +
h+"me1 hth+e

Koristeti indukcijsku pretpostavku dobijamo.

€l, jerseqnalazi izmedus,i Syyi1.

f(nsi+- + Mr1Se1) < uf(s) +-+ o1 f(se1) + (h+ 10e1) F(an),
aiz konveksnosti f je

T h+1
f < ——Ff(5) + —F(Sh41).
(Qn) Yo+ Yhea ( ) T+ h+1 ( 1)

PRIMER 10. Dokazati Hy < G < An <K, ko je

Ho=——1 Gi=va—a,

a;+---+ay af+--+aj
— — al.--- 0
- \/ - (8, a0 >0)

(Hn, Gn, An, K, nazivaju se harmonijska, geometrijska, artitmeti¢ka i kvadratna sredina.)

>
|

Za
|

RESENJE. Nejednakost G, < A, je direktna posledica Jensenove nejednakosti. Treba uzeti
1
M=lo==dn=",
ft)y=¢ (tecl=R)

idt=ay,...,é"=a,.
Negjednakost H, < G, se svodi na G, < A,. (Uvesti smenu
1 1
— =by,...,— =D
a 1 ’an n
i izvrSiti unakrsno mnozenje)

Nejednakost A, < K, je posledica Jensenove nejednakosti. (Uzeti f(t) = P).
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PRIMER 11. Nati minimum funkcije

e rad

F(XY,2) =
(%2 @rytz Yixtz Zixty

naskupu X = {(x,y,2)[x>0,y>0,z>0, x+y+z=1}.

RESENJE. lzudovax+y+z=1, dobijesey+z=1-x,x+z=1-yix+y=1-zpaje

y3

I:(X’y’z):x2—x+1+y2—y+l+22—z+1’ odnosno
. t2
F(x¥2)=9(x)+0(y)+9(2), gdeje o) =7——7-

Funkcijag(x) je konveksnana [0,1] jer je
t2(t2 -2t +3) 6t(1—t)
/ _ /" —
IO =Teir1z 9V @iy

Primenom Jensenove nejednakosti, dobija se

g(x)+g;y)+g(z) > <x+g+z> _g<1> 1

d’(t) >0zat € [0,1].

7

3

Zax=y=2z= % minimum funkcije F je %
Moze se prikazati i geometrijska interpretacija
L(x) =s(x—1tp) +9(to), toe€ (0,1).

to 1

Slika17

Grafik konveksne funkcije g je iznad tangente L pa vaze nejednakosti

9(x) > s(x—to) +9(to)
a(y) = sy —to) +9(to)
9(2) > s(z—1to) +9(to)

000+ 1Y) + 012) > six-+y+ 2 30) + 3g(t) = S(1 - %) + 3glt)
1

3

a9+ a0+ 92 >33 ) = 7

pajezal—3tp=0,tg=
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PRIMER 12. Nati minimum funkcije

__*X Ly 7
S 1l4y+z—x 14x+z—y? 1l4xt+y-2

F(x,y,2)

na skupu
X = {(x,y,z) ‘ x>0,y>0,z>0, x+y+z:1}

RESENJE. Kakojey+z=1—-XX+z=1-yiXx+y=1-z dobijase

y3 rad

- 2—x—x2+2—y—y2+2—z—22'

F(XY,2)

MoZe se napisati
F(xY.2) =xg(x) +yg(y) +29(2) gdeje
t2
g(t) = > 1 L€ (0, 1).
Funkcijag(t) je konveksnana (0,1) jer je
t(4—1) Arett -t

g(t) = Z_t=w2)e g'(t) =2 Z-t—)p g'(t) >0, te(0,1).

Primenom Jensenove nejednakosti
xg(x) +yg(y) +29(2) > 90€ + Y’ +7), x+y+z=1
Cilj je dase dokaze daje

g(x2+y2+22)>14, odnosno
t2 1
t) = > . te(0,1
9(t) 2—t—t27 14 €0
142 > 2t —t?
) _ 1 2
15°+t—2>0, paje t>= ili t<—=
3 5
A
_2 1 1
3
Slika 18

Poslednja ngjednakost ispunjena je zat € [%, 1> , paje

%+f+f>%
43y +32>1
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343y +32 > (x+y+2)?

2 42y +22 > 2xy+2xy+2yz, naosnovu
X2+ Y2 > 2xy

X+ >2xz i

Y +72>2yz

Mozei koristenjem kvadratne i aritmeticke nejednakosti

X2 +y2+ 7 _Xxty+z 1
3 Z 3 3

Zasto smo procenjivali
1
2 > 7
9 +y?+2) > i

Odgovor je jednostavan. Jednakost se dostize za

X=y=2z= %, atadaje

Xy 4+ =

S(l11y_ 1
33 3) 14

i ovavrednost je trazeni minimum funkciju F.

(OO N

Nejednakost M. Petrovica. Nekaje f : [0, +o0) — R konveksna funkcijai x1, X2, . . ., Xn

niz poztivnih brojeva. Tada je

f(xg)+--+F(X) < f(Xa+---+%) +(n—1)f(0).

DokAaz. OznaCimo sa

Y=X1+-+X 1 A :%.
Vazi daje

n

27“ =1,

i=1

X=(1-2)-0+Ay (i=12....n
|z konveksnosti funkcije f sledi

f(x) < (1—=4)f(0)+2if(y)
Sabiranjem zai =1,2,...,ndobijase

f(x) +---+ f(xn) < (n=1)F(0) + (7).

Nizamajoriranizb. Nekasua= (aj,ap,...,an) i b= (bg,by, ... b,) dvakonatna

niza realnih brojeva. Niza majoriranizb, u oznaci a - b, ako je

aza=--=an, by=zby>--->by,
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ata+---F+ag=bi+b+---+by, k=212....n-1
aptax+---+an=bi+bp+---+bp

Karamatina nejednakost. Neka sua= (ag,az,...,an) i b= (by,by,...,by) nizovi
brojevaiz (c,). Akojea> biakoje f: (e, B) — R konveksna, onda je

f(ag)+---+f(an) = f(by)+---+ f(bn).

DokAaz. OznaCim sac; podeljenu razliku funkcije f utaCkamaa; i by, tj.
fbi) — f(a&)

bi—a
Zbog konveksnosti funkcije f dledi daje

= At(a, by) =

CL=C=---=Cn
OznaCimo sa

Ac=ai+ax+---+a, Byx=bi+bo+---+by,; Ag=Bo=0.
Kakojea~ b dobijase

Ac>B., k=12...n—1 i A,=Bn.

Vazi daje

3 f(a)- 3. (o) -

M- I

Il
=

o
—~
o
o
N

I
M:

G(A —Ai_1—(Bi—Bj_1)

Il
=

I
M:

n—1
Gi(A —Bj) — Z Cir1(A —By)
i=1

3_
L
- P

(G —G1) (A — By).

[l
[N

Postojeci > ¢ 11 A > B dobijasedaje

- g1

U viSe posledica Lagranzove teoreme i problema konveksnosti javljgu se ngedna-
kosti slicnog tipa, kao one koje se razmatraju u sledecem odeljku razni problemi, ali seon
moze razmatrati i sasvim samostalno.
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Razni problemi

PRIMER 13. Dokazati nejednakost

Y+ 2+ 3xyz > XY+ X2+ Y2+ 2x+ 72y, x=0,y>0,z>0.

Dokaz. Kakoje
X3 — X2y — X2Z+xyz = X(y — X)(z2—X),
data nejednakost ekvivalentnaje sa
X(y=x)(z=x) +y(x=y)(z=y) +2(x=2)(y-2) >0
Pretpostavimodaje0 < x <y <z Ondaje
(+) X(y=x)(z=X) +2(z—x)(z=Y) 2 Y(y—X)(z—-Y)
|z uslova
@ Yz +yzesx(z-x) 2y(z-y) sedi x(y—x)(z2—x) = y(y—x)(z—-Y)
lzuslova Z+xy > P +xz<= 2(z—X) > y(y—x) dedi
(b) 2(z—x)(z—y) 2 y(y—X)(z—Y)
Kako je 2 +xy > x? +yz, &0 je ekvivalentno sa (z— x) (z+X) > y(z— x), ondavai jedan

od usovaxz+y? > x> +yz ili Z2+xy>y*+xz Sedi daje ngednakost (x) tatna,
odnosno tatna je data nejednakost.

PRIMER 14. Dokazati nejednakost

1 i 1 L 1 <1+1+1
a+b b+c c+a 2a 2b 2c

DokAz. Vaze ngjednakosti izmedu harmonijskei aritmetiCke sredine pa se dobija
1 n 1 1 n 1 1 n 1
a b > 2 a_c- 2 A b _cC > 2

2 a+b 2 a+c 2 b+c

Njihovim sabiranjem dobija se trazena nejednakost.

PRIMER 15. Akojea>0,b>0,c>0ia+b+ c=1dokazati davaZi

(3 - 24a2> + (1 — 24b2> + (1 — 2402> >1
a b c

DokAz. Nekajea< b < c. Ondaje

f(a)+ f(b) > 2f (%’) gdeje f(x):)—l(—24x2.
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f(a) + f(b) > 2f (%’)
1 1 4

& 4 —— —24a% —24b%+12(a+b)?> >0
a b a+b

o 6‘(;(;7%—12(a—b)220
1

& (a—h)? (m—ﬂ) >0

Ova poslednje nglednakost vazi jer je
Vab < %), a—|—b<§ (naosnovua< b<c) paje
1 27
- 2 -
ab(a+b) ~ 2
Ostaje da se dokaze
a+b l-c

2f (T) +f(c)>1, odnosno 2f <T) +f(c) > 1.

> 12.

: 1 1 . 2
Oznaélmoc—é =d. PoétOJe§ <c<londaje0<d< 3

1-c 2 3

2 2
et (2 g) s _oa(d+l) —1z0
2 4 3 d 2 3

3 3

12 4 , 3 8
© 53 3@ g3
12 4 , 16 3 8 , 8
T _B__(2_ =4 _ 2 _a_Z Z_ >
© 5 g 6 3(2 3d)°+ 3 +3d+1 3 3(3d+1) +3 1+1>0

18d 4 2 -9d 8 ..

- _ — — - _ — >

© 5 ag 3(4 12d +9d 4)+3d 1 3(9d +6d+1-1)>0
9

18
R — — e — — >
@d(2_3d+16 12d ] 24d 16)/0

2 1-c\? 1 2
2-——48(—0) +o-242-120, 1-c=5-d,

(3d+1)>—1>0

27d 27d
R — ] >
(:)d(z—?,d 36d+3d+1>/0

3 3
2
2 442 ) >
<9 (2—3(1 4 3d+1)/0
3d+ 1) — 4(2— 3d)(3d + 1) + 3(2— 3d)

3(
o’ (2—3d)(3d+ 1)

=
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36d% —12d+ 1

2

@ S s EIr D
(6d —1)2

2-3d)(3d+1) ~

>0

& 992

2-a 2-b 2-¢3
+ +

- > 3. Dokazati b

PRIMER 16. a>0, b>0,c>0,at+tb+c=3=

DokAz. () Dokazatemodaje ¢(a)+ ¢(b) > 2¢ (%b) gdeje ¢ (Xx) = )—2( — X2,

NekajeO<a<b<c,a+b+c=3 tadaje

a+b

@) +o0)> 20 (217
2 5, 2 ,_ 8 (a+b)?
Z_ Z_bh*> _

“a7 %" b/a—i—b 2
2 2 8 » .o (a+b)?
- > _

“a’hb a+b/aer 2
2(a—b)? - (a—b)?
ab(a+b) = 2

& (a—bh)2(4—ab(a+b)) >0

. - . b\?
Stojetacnojerjea+b<2i ab< (%) .

(I1) Dokazujemo da vazi
20 (%) +¢(c) >3, $tojeekvivalentnosa
3—cC
2¢ (T) +¢(c) = 3.
se ocekuje da znak jednakosti vaZi za ¢ = 1, pogodno je oznaCiti c— 1 = x ili

.
€~ _t Trebadokazati davazi

)
c-1
2
20(1—t)+¢(1+2t) >3 (Ovdeje 0<t<1)

I A 2 2
</;> - - — >

4 4
t(-2 % _at)>0
(:><1—t 112 )

12t
st(—" 6] >0s6t3(1-t+2t2) > 0.
((1—t><1+2t> ) ( )

6 X1X Juniorska balkanska matematicka olimpijada
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4.2. TEJLOROVA FORMULA

Razmatra se dedeCi zadatak. Nekaje datafunkcijay = f(x), x € X, kojau okolini
U (a) tatke a ima sve izvode do reda n, &to implicira da su svi izvodi do redan— 1 ne-
prekidni u okolini U (a). Potrebno je nati polinom P,(x), stepena ne veteg od n, takav da
vazi

Funkcija R, (x) naziva se ostatak.
U sluCaju n = 1, polinom Py (X) se moZe zapisati u obliku
PL(x) = f(a) + f'(a)(x—a),
jerjePi(a) = f(a), Py(a)=f'(a)i
Ri(x) = f(x) = Pu(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x—a)
= Ay— f'(a)Ax = Ay — dy = 0(AX),
kad Ax — 0, gdeje Ax=x—a, Ay = f(x) — f(a).

Nekaje, poanalogiji, polinom Py(X), koji zadovoljavatrazene uslove, dat u sledetem
obliku

Pn(X) = Co+Cy(x—a) +Co(x—a)2+ - +Cn(x—a)".
Ako u ovu jednakost stavimo x = a, dobijamo P,(a) = Co. Udlov zadatka je Py(a) =

f(a), pajeCo = f(a). NaaZenjem prvog izvoda

P/(X) = C1 + 2Co(x—a) 4+ 3C3(X— @)%+ - - - +-nCh(x—a)"?
I izraCunavanjem vrednosti za x = a, dobijamo

P/(a) =C;, odnosno C;= f'(a).
Uopste, izvod polinoma Py (X) redak je

PY = KIC+ (K+ 1)k- - 2C_1(X— @) +---n(N—1) --- (n— (k—1))Cn(x—a)" &

I njegovavrednost zax=aje Pé” = k! Cy, odakle uz uslov zadatka sledi da je

B (K (a)
K

Postavlja se pitanje da li polinom P,(x) sa ovim koeficijentimaCy = f(a) i Cx =
f (k)

W(a) zadovoljavai drugi uslov Rn(x) = f(x) — Py(x) = o((x—a)"), x — a. Naosnovu
jednakosti Rn(X) = f(X) — Pn(X) vaZi

Ru(8) = Ro(@) = - = R’ (2) =0.

(k=1,2,...,n).
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Posto funkcije f i P, imajuizvode do redan, i koji su do redan— 1 neprekidni, moze

N . . . Ra(x) . . :
se izraCunati graniCna vrednost kolicnika >|(I_I’g X—ay primenom Lopitalovog pravila.
Dobijase

R R iR R
lim = lim = =lim——==1i =0.
x»a(Xx—a)"  x—an(x—a)n-1 x—anl(x—a) x—a nl

Nataj naCin je dokazana sledeta teorema:

Tejlorovateorema. Ako funkcijay = f(x), x € X, ima sveizvode do reda n u okolini
U (a) taCke a, tada je u okolini tacke a

f(x) = f(a)+ fll(!a) (x—a)+---+—f(:!(a) (x—a)"+o((x—a)"), x—a
Polinom
' (n) n (k)
Ph(x) = f(a) + fl(la) (X—a) ot nfa) (x-a=3 kfa) (x—a)k,
’ ) k=0

gdeje f(9(a) = f(a), naziva se Tejlorov polinom, a formula
f(x) =Pa(x) +0o((x—a)")
je Tglorova formula funkcije u tacki x = a.
Funkcija

Ra(X) = f(x) = Pn(X)
je ostatak reda n dat u Peanovom obliku, Rn(x) = o((x—a)").

Ako jetatkaa = 0, dobija se Maklorenova formula

f(x): L M

o ¥+o(xX")  (x—0).

k=0
Tejlorovaformulau specijalnom slu€aju svodi se na Lagranzovu formulu, a polinom
napravu liniju, tj. tangentu krive u tacki razvoja.’

PRIMER 1. Napisati Maklorenovu formulu za funkciju f(x) = sinx.

7 Zaprimere primene Tejlorovog i Maklorenovog polinomavideti u: Dobrilo To&i¢, Miloljub Albijanié,
Danijela Milenkovi€, 2012, Elementi diferencijalnog i integralnog racuna, Sluzbeni glasnik, Beograd, str.
223-2261 280-285. Takode dobri primeri mogu se videti u: Kympsisues JI. /1., Kyracos A. /., YexJjos
B. U., Mlabyuun M. U. , 2003. CoopHuK 33024 110 MaTeMaTndeckoMy anaauzy. Tom 1. DU3MAT-
JINT. str. 350-364.

Bruk Tejlor (Brook Taylor), 1685-1731, bio je engleski matematicar.
Kolin Makloren (Colin Maclaurin), 1698-1746, bio je 3kotski matematicar.
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RESENJE. Kakoje (sinx) =sin (x+ n77r>’ dedi daje

Wm0 (n=2k),
rH)=sn _{ (—DK1 (n=2k—1),

2
gdejek=0,1,2,... Zbog togaje

o x° -1
smxfx—§+§—-~-+(— )

X2n71

m + O(in), x— 0.

PRIMER 2. Napisati Maklorenovu formulu za funkciju f(x) = cosx

RESENJE. Zafunkciju f(x) = cosx dobija se analogno

n _ nw (n) . nw o 0 (n:2k—1),
cosx)\"V =cos(x+ — ) = fVW(0) =cos— =
(cosx) (x+3) © 2 ) (=% (n=2).
Odavde izlazi
X x n X" 201
cosxf1—§+a—-~-+(—1) (Zn)!+o(x ), X—0.

PRIMER 3. Napisati Maklorenovu formulu za funkciju f(x) = €.

Re3ENJE. Zafunkciju f(x) = & je (&)W = &, odakle je " (0) = 1, pava¥i

X2 X"
eX:1+x+§+m+H+o(x”), X — 0.
Ako umesto x stavimo —X, dobijamo
X2 X"
€X=1-XxX+=——+(-1)"=+0o(X"), x—0.
2! n!
Na osnovu dobijenih rezultata vaze i formule
e+e X2 x2n ’
chx= =14+ o), x—=0
2 ta Tt g o), x=0,
X g X X3 X2n—1
shx = =X =4 o(x*" 0.
X=—g —=Xtgt ot g T, X

PRIMER 4. Napisati Maklorenovu formulu za funkciju f(x) = (1+x)* (ax € R).

RESENJE. Akoje f(x) = (1+Xx)* (a € R), imamo
fV(x) = o(o— 1) (o — (N—1)) (L+x)*".

Zbog togaje fW(0) = a(a—1)-- (¢ — (n—-1)), n=1,2,...7 f(0) = 1.
Odavde dedi (kadaje|x| < 1)
(¢—1) » m+a(a—1>-~(a—(n—1))

o
o __
(1) =1+ ox+ ———x+ o

=1+ <?>x+ <Z>x2+---+ <(r)j>x”+o(x”).

X"+ o(x")
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PRIMER 5. Napisati Maklorenovu formulu zafunkciju f(x) = In(1+ x).

RESENJE. Nekaje f(x) = In(1+ x). Tada se dobija

/ - 1 _ -1 " _ -2
f(x)_—1+x_(1+x) , f7(x) = (-1)(1+x)~
UopSteje
f (%) = (=)™ (n—1)1(1+x) ",
odakleje f™(0) = (—1)™(n—1)!, n=1,2,...i f(0) =0.
Prematome, vazi

2 X3 n
In(1+x) :x—XE+§—---+(—1)”“XF+0(X”), x— 0.

4.2.1. Tejlor-Lagranzova jednakost

Pretpostavimo da funkcija f ima neprekidne izvode do reda n u okolini U (a) tatke
ai dapostoji (n+ 1)-vi izvod u okolini U (a) tatke a.
Tejlorovu formulu mozemo prikazati u obliku

n fk(a
f00= 3, 0 - Rt
gde je Ry(Xx) ostatak, tj. razlika funkcije i Tejlorovog polinoma. S druge strane Ry(X) je

beskonatno malaredan+ 1 u okolini taCke a, tj. oblika

_ a\n+1
o) = S 200
Nata naCin Tgj/lorovaformula postagje
n (k) _ a\n+1
f(x) = f(a)+|§'1f k!(a) (x—a)‘%%.k(x).

Ako x fiksiramo, onda je A (x) konstanta. Ozna€imo je sa A. Formirgimo pomotnu funk-
Cijue(t), gdejea<t < x,

B n f(k)(t) (X_t)n+1
o0 = 10—~ 3~ A T
/ " (n) _t+\n+1
:f(x)—f(t)—fl(!t) (x—t)—fzft) (x—t)2—~-—fn—!(x—t)”—%~
Jednostavno se dokazuje daje ¢(x) = p(a) =0i daje

f(n+1) (t)
n!

/ n —t)"
o(t) = - ot P

Primenom Rolove teoreme zaklju€ujemo da postoji takvot = & izmedu ai x daje
¢'(E) = 0. Dakle,

e (R 01
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Prematome, dobili smo ostatak Tejlorove formule u Lagranzovom obliku

Ru) = T g0y acg <, i

(n+1)!
=™ 3
R”(X)_i(mrl)! f (a+6(x—a)) (0<6<1).
Na osnovu navedenog dobija se Tejlor-Lagranzova jednakost
0 M@)o, (=t
_ _ (n+1) _
f(x) 2 (x—a)"+ CES] f(at+o(x—a) (0<6<1).

PRIMER 6. Funkcija f(x) = €, u okolini tatke x = 0, moze se aproksimirati Tejlorovim

polinomom
G X"
&:1+E+Z+“‘+H+Rn(X)
gde je greSka u Lagranzovom obliku
Xn+1 £
Rn(x): (n+l)| €7, ’é’<’X’
Vazi sledeta nejednakost
n+1 n+1
{Rn(x)\ _ X & X IX

n+101° = nt)
Zasvako fiksirano x € R, ako n — oo

’X’n+l
— 0 pavazi razvoj
(n+1)!
g4 X X X"
= +E+Z+“‘+H+Rn(X),
za svako fiksirano x € R 8
Moze se pisati
Foo w0
eX:n_OH, XGR

n
8 Nizay,= % x> 0 je opadajuti (za dovoljno veliko n, preciznije zan > X) i ograniten sadonje strane

jerje

%:ﬁ<l Za nNn>X i a,>0.
Kakoje
Xn+1 X e X
an+1=m=m'ﬁzman

odnosno a, X
e )

. X
A=0, odnosno lim — =0.
N—-+oo Nl

a, pa prelaskom na grani¢nu vrednost gde je nILrQ a, = A, dobijaseA=0-A=
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PRIMER 7. FunkcijaF(x) = sinximan-ti izvod dat sa

(M (x) :sin<x+g-n), n=,2,...

paje Lagranzov oblik ostatka u Tejlorovom razvoju u okolini tacke x = 0 jednak
. T
sin (é + E(n+ 1))
(n41)!
Zafiksirano x € R vazi daje

n+1

Ra(X) =

X

. T
sin (é + E(I’H— 1)) hi1 |X’n+1
[Ra(] n+1)! iy an—+
Nata naCin razvoj funkcije
X5 NG
SIX =Xt gy DT gy TR
vazi za svako fiksirano x € R.
MozZe se pisati
+oo X2n—~-1
Sinx = 2 (-1)"——>—, xeR,

= (2n+ 1)V’

PRIMER 8. Funkcija f(x) = cosx ima Lagranzov oblik ostatka dat sa

cos §+£(n+1)
Rolo) = <(n+21)! )XM
pavaZi
oo N X2n

Zanimljivo je naglasiti tri moguca didakticka tipa primera.

a) Aproksimirati funkciju x — f(x) Tejlorovim polinomom datog stepena u okolini

taCke x = a i oceniti gredku u datom intervalu. (Trazi se greskal)

b) Odrediti stepen k Tejlorovog polinoma za funkciju x — f(X) da bi greSka aprok-
simacije u datom intervalu bila manja od zadatog malog broja, na primer 107, (TraZi se

stepen polinomal)

c) Kolikatrebadabude veliCinaintervala (a— §,a+ &) dabi pri aproksimaciji funk-
cijex — f(x) Tejlorovim polinomom datog stepena greSka bila manja od zadate? (Trazi

seveliCinaintervalal)

PRIMER 9. Zafunkciju f(x) = sinx vaZi razvoj

Snx — X3 N N (_1)n—1x2n—1 nX2n+1COS(9X)
73 (2n—1)! (2n+1)!
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Koliko ¢lanova polinoma (Maklorenovog) treba uzeti daseizratunasinx zavx € [0, /6] sa
tacnih 8 decimala? Zatim izraCunati sin20°.

RESENJE. Zagresku Ry(x), pri ¢emu x € [0, 7/6], imamo procenu

7T\ 2n+1
) = X Heosexl _ ()
@+ " (ntDn

Nejednakost |Ry(x)| < 10 8ispunjenajezan > 5. Akojen=>5ix=20, tj. x= g , dobijamo

sin20° = 0.3420201433 (sve su cifre tatne). Dakle, dobili smo vetu tatnost jer je argument /9
manji od /6.

PRIMER 10. Ako je f[0,1] — R dva puta diferencijabilnai |f”(x)| < 1 zax € [0,1] onda
postoji pravag(x) = ax+b (0 < x< 1) takvadaje

1
— < — .
f00 -9 < 75, Wxe[0.1
RESENJE. Nekaje¢:[0,1] — R, o(x) = f(x)— f(0)— (f(1)— f(0))x; vazi ¢’ (x) = f"(x),
l¢"| <1, ¢(0) =0, (1) = 0. Funkcija ¢ dostiZze [0, 1] apsolutni maksimum i apsolutni minimum,
¢(a) =M (apsolutni maksimum), ¢ (b) = +m (apsolutni minimimum). Nekaje npr. a < b. Postoji
c € (a,b) takvo daje ¢(c) = 0.
Tejlorov polinom
(x—a)
1!

o(x) =o0(@)+9'(a) T

) X—b)?
00 = o)+ o/t * 2+ 97 (m) E P
Podto je ¢’(a) = 0, ¢'(b) = 0 uzimajuci x =0, au prvom i x= ci u drugom dobijamo

_3)2 _ a)2
0=p@+¢"©) -2 0=p@+¢e) S

+¢"(n)

g,

al c—a)?
@<, lp@l<©Y
odakle sledi
E)z
2
< e/
lp(a)] < 5
i dicno
()
2
b)| < ——~%—;
lo(b)| 5
znadi
c? (1—c)?
<
lp@]< 5. leb)<—5—,
odakle je
2 (1-¢? 1
—m=— <z
M-m=g+—% <3
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Treba uzeti pravu

hog =" o<x<t
Vaii
1
_ < =
00— h)| < 7 7 x [0
odnosno
|f(x)—f(O)—(f(l)—f(O))x—M%n g%, za xe[0,1].

NAPOMENA. Navedena aproksimacija je najbolja to sevidi iz ledeteg primera. Neka je

f(x) = % (x—%)z.

Pretpostavimo daje g(x) = ax+ b pravatakvadaje
[f(x)—g(x¥)| <c, Vxel0,1]

o 1 .
i pri tomex < 6 Tadaje

9(0) > f(0) —c, 9<%><f<%>+c, g(1) = f(1)—c
tj.b>3—c,§+b<c,a+b>%—c.aedi

8
b>=--c

Voo| =

c=—-+b/-2

1
at+b>—-—c
+th>3

N

_— . . . 1 , 1 _—
Sabiranjem ove tri ngjednakosti, dobija se 3¢ > s 2c, atimec > 6 Kontradikcijal

4.2.2. Ojlerovaformulai trigonometrijske funkcije

Tejlorov razvoj zafunkcije cos, sini exp dat je formulama

o0 0 2n
COSX = -1 XxeR
o0 N X2n+1
snx= —-1)"——, XxeR
n;o( ) (2n+1)!
Hoo g
e=exp(x)= » —, XeR.
= n!

Funkcija exp monotono je rastu€a naR i izgleda potpuno razli¢ito od funkcije sin i

cos. Ako zamenimo realnu promenljivu x sa kompleksnom promenljivom z, definiSe se
=

€=exp(z)=» —, zeC.

n=0 n
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Zamenom z = ix dobija se

Kakoje ()*"=(—1)", ()1 =i(—1)", ondaje

X 00 (ix>2n o0 (ix>2n+l B +<>o( 1)nX2n 1>nx2n+1
DI TP I o s I TR Z @t D)

Na ova] nacin dobijena je fundamentalna Ojlerova formula

X =cosx+isinx, xeR.

Lema 1. (Eksponencijalno-polarnaforma, EPF). Svako z € C, z+# 0 moZe se pred-
staviti u obliku z=1z|€'?, ¢ € R.

Kako funkcija cisinjektivno predikaval, = [a, oc +2m) naT dobijase

Teorema 1. (Jedinstvenost eksponencijalno-polarneforme, JEPF). Svakoze€ C, z+#
0 moze se jedinstveno predstaviti u obliku z=|z|€'?, ¢ € [o, o0 + 271).

NajteSte za glavnu granu argumena uzima se argz € (—mr, ], pa se JEPF moze
napi sati:
Svako z € C, z+# 0 moze se jedinstveno predstaviti u obliku
z=1Z€?, o¢e(—n,n).

|z Ojlerove formule €* = cosx+isinx, x € R sledi

e ™ gX e X
COSX = — i sinx= —
Ove formule su motivacija da se definiSe homolomorfno produzenje
e?+ez gZ_eiz
cosz= — i sinz= 5

PeriodiCne su i vazi
cos?z+sn?z=1;
eiz_ e—iz

cosz) =i———— = —dnz
(c0s2)' =i

(sinz)’ = cosz.
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4.3. HARDIJEV PRISTUP ZA 1ZRACUNAVANJE POVRSINE RAVNE FIGURE

Jedna od najvaznijih primena integrala jeste izraCunavanje povrsine ravne figure
ograni¢ene linijama.® Za elementarne figure, kao &o je trougao, povréina se izratunava
kori&tenjem standardnih formulai tehnika. Ako je figura malo sloZenija, ali se moze po-
deliti natrouglove, opet je raCunanje dosta jednostavno.

Slika 19 — Godfri Hardi

Pretpostavimo da je povrSina odredene figure ogranicena grafikom neprekidne ne-
negativne funkcije y = f(x), x € (0,K), K > 0 (Ciji grafik 't je iznad x-0se), y-osom,
ordinatom tacke x i x-osom. Geometrijski, problem izraCunavanja navedene povrsine je
zapravo odredivanje povrSine krivolinijskog trapeza P(OXMP) (videti sliku 20).

Pretpostavimo da taCke grafikaI's imaju sledece koordinate

P(0,(0)),R(a, f(a)),M(x, f(x)),M1(x+Ax, f(x+Ax)),N(b, f(b)).

9 Miloljub Albijani¢, Danijela Milenkovi¢, Dobrilo Todi¢, 2013, simpozijum Matematika i primene,

Matematicki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2013 ,Val. 1V (1), Hardijev pristup izratunavanja povrSine.

Godfrey Harold Hardy, 1877—1947.

Jedno od najiskrenijih priznanjasta je Cista matematika dolazi iz Hardijevog pera:

Nikada nisam napravio ni&ta korisno (prakti¢no).

MatematiCari koje je Hardi u€io bili sumu dicni. Ipak je Hardi stvorio neSto vredno, &to i jeste najvisa
teZnja u matematici — da se postigne trajno umetnicko delo.

Videti u: Davis Philip J, Reuben Hersh, Elena Anne Marchisotto, DoZvljaj matematike, 2004, Golden
marketing, Tehnickaknjiga, Zagreb, str. 83.

O Lepoti matematike Hardi kaze:

MatematiCar je, kao i dikar ili pesnik, kreator modela... Matemati ki modeli, kao i slikarski ili pesnicki
moraju biti lepi.

Petkovi€ M, Petkovit Lj, 2006, Matemati cki vremeplov: priloz za istoriju matematike, Zmaj, Novi Sad,
str. 136.
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Ako se posmatra krivolinijski trapez OXMP, njegova povrsina je funkcija od X, u
oznaci ®(x). Jasno je da vazi
@ (Xx+ AX) — D(X) = P(XXM1M)
=P(XX1TM)+P(MTMy)
= AX- f(X) + P(MTMy).

YA N
f(x) M
Iy
R
D(x)
Al X X, B .
0 a T r+Ax b r

Slika 20 — Odredeni integral

PovrSinaP(MTM;) jemanjaod povrSine|Ax|A (AX), gdeje A (AX) ngjveterastojanje
tacke luka ¢(MM;) od prave p(MT). Sa druge strane, kako je f(x) neprekidna, onda
A (AX) — 0 kad Ax — 0. Nataj nacin

DX+ AX) — @ (x) = AX(f(X) + 1 (Ax)),

gde je |u(AX)| < A(AX) i A(AX) — 0, za AXx — 0. Odavde dedi da je ®(x) neprekidna.
VaZi i viSe od toga

@/(x)= Jim PEFEIZP i (19 4 p(a0)) = 1.
Zakljutujemo daje ordinatakrivey = f (x) jednakaizvodu povrSine®’(x), papovréina
®(x) predstavljaintegral ordinate f(X).
Sada se moze formulisati pravilo za nalaZzenje povrsinekrivolinijskog trapeza oznacenog
sa (OXMP). Najpre se izratuna ®(x) kao integral od f(x), pri ¢emu se proizvoljna kon-
stanta C bira tako daje ®(0) = 0. Tadaje ®(x) trazena povréina.®

10°G. H. Hardy, (M. A., F. R. S. Fellow of Trinity College Emeritus Professor of Pure Mathematics in
the University of Cambridge Hon. Fellow of New College), 1945, A Course of Pure Mathematics, Oxford,
ninth edition (prevod naruski jezik), str. 263.
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4.3.1. Njutn—L ajbnicova formula

Nekaje f neprekidna nenegativnafunkcija, i nekaje figura ograniCenalinijamal ¢
(grafikom funkcije f), x = a, X =b i x-osom.

F(x) jeintegral od f(x) ako je

F/(x) = f(x), F() = [ f()dx
Akoje f > 0, tadaje povrainafigure jednaka F (b) — F(a).

Prema prethodnom razmatranju, figura (OXMP), ograniCena grafikom funkcije f,
pravom x = 0, ordinatom x i x-0som, imapovr3inu F (x). Analognim razmatranjem povrsina
figure (OARP) jeF(a) i povr&inafigure (OBNP) jeF(b). RazlikaF (b) — F (a) je povr&ina
figure (ABNR). Zbog praktitnog ratunanja povrdine pogodno je imati oznaku, jer ne
moZzemo uvek eksplicitno nati F (X), pa se zato uobicajeno pise

b
P(ABNR) = f f(x) dx.

a

b
Broj jf(x)dx zove se odredeni integral; a i b su donjai gornja granica; f(x) je

a
podintegralnafunkcija, ainterval (a,b), interval integracije.

Veoma je impresivno da odreden integral zavisi od vrednosti funkcije F u krajnjim
tackama integracijeai b.

FunkcijaF (x) = j f (X) dx Cesto se zove i neodreden integral . Povezanost odredenog
i neodredenog integrala data je Njutn—Lajbnicovom formulom

Kao &to je pokazano, povrdinado ordinate a figure (OARP) jeF (a), apovrSinado ordinate
x figure (OXMP) je F(x), paje povrSinaizmedu ordinataa i x figure (AMXR) jednaka
F(x) — F(a). Naosnovu definicije odredenog integralaje

F(x) = F(a)+fxf(t)dt | vaZi

F/(x) = (f f(t)dt)/ = f(x).

a

U specijalnom ducaju f(x) > 0 na ovaj natin dokazana je osnovna teorema inte-
gralnog racuna:
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Osnovna teorema integralnog racuna. Neka je funkcija f neprekidna na [a, b).
X

Funkcija F (x) = f f(t)dt,x e [a,b],imaizvod jednak f(x).
a

Iz togadedi daje F neprekidna funkcija.

PRIMER 1. lzraCunati povrsinu dela jedini¢nog kruga. Pomotu primera definisati trigono-
metrijske funkcije.tt

RESENJE. Sta predstavlja x u formulama za sinx i cosx? Za odgovor na to pitanje moze
se odrediti mera ugla. Neka je f(AP) duzina luka kruzne linije sa centrom u O, polupretnika 1,
odnosno OA = OP = 1. Tada je duZina x luka AP mera ugla AOP.

e
v

i1

Medutim, moze se uvesti mera ugla AOP kao dvostruka povrsina isetka AOP jedini¢nog
kruga. Pretpostavimo da je OA na x-0si, a OP pripada pravoj y = mx, m > 0. Povr&inaiseCka je
funkcija od mi bice oznatena sa F (m). Tatka P ima koordinate (u,mu) i vaZi 12+ (mu)? = 1,

odnosno
1 m 1—u?
= V12— m= Y,
=i me = e u

PovrSinaisetka je zbir povrsine AONP i povrSine P(NAP) krivolinijskog trougla

1 H
1 1
F(m) = Su(mu)+ [ VI-@dx=Zu-vI-u? - [ V1-xdx
H 1

dF 1 1 u? 1 1
a2V e VT e
dfF _dFdy 1 1 .(_ 1 1 .2m>
dm dudm 2 ./1—y2 1+m 2y/1+n?
11 m 11
T2 /1—u2 (1+mR)¥2 " 214
dF 1 1
dm 2 14n?
17 1
F(m) = onh_tzdt
ro1
2F(m) = J 1+t2dt = arctgm.

1 G. H. Hardy, (M. A., F. R. S. Fellow of Trinity College Emeritus Professor of Pure Mathematicsin the
University of Cambridge Hon. Fellow of New College) 1945, A Course of Pure Mathematics, Oxford ninth
edition. (Prevod naruski jezik), str. 311-312.
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Na osnovu navedene teorijske postavke moze se definisati funkcija arctgx na sledeti nacin:
X

dx . . . T.T
arctgx = Ofm, Cije vrednosti argumenta su izmedu 5 i 5 zaxeR.

1
Specijaan,fli =arctgl— arcth— , pase moze definisati i broj r kao w = 4I1+x2'
0

dt T
Nasdli¢an na(:infi =arcsinx, —1<x<1, —= < arcsinx < —.
Vi—t2 ’ T2 2

Pretpostavimo da je f(x) neprekidna funkcija i da je a < b. Za odredeni integral
vaze d ede(:e osobine: *?

(1)[ x)dx =0, jer jeF(a) —F(a) =0

b a
(2 [f()dx=~ [ f()dx jer jeF(b)~F(a) = —(F(a) ~ F(b))
a b
b c
3) ff(x)dx—i—ff(x)dx:ff(x)dx
a b a

b b
(4) [Kfoodx=k [ f(xdx
b b b
5 f(f(X)Jrg(X))dXzff(x)derIg(x)dx

b
(6) Akoje f(x) > 0,a<x< btadajeff(x)dx)O
a

(7) AkojeH < f(x) < K,a<x< b, tada
b
ff x)dx < K(b—a).

Zadokaz se korlstl osobina (6) primenjena nafunkcije f(x) —H i K — f(x).

(8) f x)dx= (b—a)f(&),zaneko & € (a,b) (Prvateorema o srednjoj vrednosti).

12 G. H. Hardy, (M. A., F. R. S. Fellow of Trinity College Emeritus Professor of Pure Mathematics in
the University of Cambridge Hon. Fellow of New College), 1945, A Course of Pure Mathematics, Oxford,
ninth edition (prevod naruski jezik), str. 316.
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Ova osobinasledi iz LagranZove teoreme primenjene na primitivnu funkciju F(x).
Postoji broj & € (a,b) takav daje F(b) —F(a) = (b—a)F’(&). Kako je F(b) —
b

F(a) = f f(x)dxi izvod F/(£) = f(&), dobijamo (8).

a

(9) Akojeg(x)>0iH < f(x) <K tadavaii (Op&ta teorema o srednjoj vrednosti):
b

Hfg(x)dngf X)dx < ng i

b
f(f(x) —H)g(x)dx i I(K— f(x))g(x) dx.

a

(10) ) dx)<f|f )| dx.

(11) Akoje|f(x)| < MondaU dx‘ Mf|g )| dx.

a
ZI f(x)dx, akoje f(x) parnafunkcija
0
0, ako je f(x) neparna funkcija

(12) j f(x)dx =

PRIMER 2.

Y
@ fsinmx~sinnxdx:0, zamneNim=#n.
—TT

Ovgj integra se reSava rastavljanjem proizvoda sinusa na razliku kosinusa, tj.
Y Y

fsinmx-sinnxdx: % f (cos(m— n)x — cos(m+ n)x) dx
-7 -7
11 T 1 . m
_ém_nsm(m—n)x_n—§m+nsn(m+n)x_n_O,
(vazno jedam+n).
(b) Zam=n sedobija
3 3 T
fsinzmxdx:IZSinzmxdx:f(l—cosme)dx
-7 0 0
T
=X, 2m =T
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NAPOMENA. Ovgj integral se moze reSiti jednostavnije na sledeti natin: Primetimo da
je
4 T
Iy = fsinzmxdx, I, = fcoszmxdx. Kako je
—TT —TT
T

T

i+ 1o = f (sin?mx+ cos”mx) dx = fdx:Zn,
- -

Dobijasedajel; =1, =m.

V3

(©) jsinmx~cosnxdx:0 (mneN).

—T

/]
(d) fcosmx~ cosnxdx jednak je O ili @ u zavisnosti od toga da li je n = m ili
—TT

n=m(mneN).

Duzinalukakrive

Pretpostavimo da je data diferencijabilnafunkcijay = f(x), x € (0,K), K > 0, Ciji
grafik I't jeiznad x-ose i da je neprekidna od y-ose do ordinate tatke b.

My

X

0 a xz z+Ax b

Slika 21 — Duzina luka krive

LinijaPM imaodredenu duZinu koju éemo ozna€iti sa/(x). £(X) je neprekidna funk-

cija

((X+AX) — £(X) = £(MM7) = d(MMy) - é((ll\\/llll\l\illi))

d(MMy) = \/d(MT)2+d(TM1)2 - \/(AX)2+ (AxF1(&))?
jer vazi

f(x+Ax) — f(x) = Ax- f/(&)
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zbog toga &to je funkcija f (x) neprekidnai vaZi LagranZovateorema

d(MMy) = Ax/ 1+ (1(8))*

. . {(MMy) .o ((MMp) . . .

pri Cemu je d(MMy) < Aivaz AU(TOd(MMl) =1, pajefunkcija/(x) neprekidnai vazi
. A(XHAX) —L(x) PRV
AT A V()

Naova naCin se dobijadaje

009 = [ /14 (£700)dx.

DuZina luka neprekidne funkcije na [a, b] od ordinate tacke a do ordinate tatke b je

broj
Ezjb\/1+(f’(x))2dx.

Ukoliko je funkcija f(x) data u parametarskom obliku
dy dydt dy 1
dx dtdx dt dx’

dt
odakle je

ta 2 2
dx dy
E_J (E) +(E) dt.

PRIMER 3. lzraCunati duZinu luka jedini¢ne kruznice.

RESENJE. DuZinalukal jeintegral

Broj 7 definiSe se kao duZzina polukruznice

1
1
T = dt.
£\/1—t2
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A
Y

alF - - -3

Slika 22 — Duzina luka

Interesantno je da se izratunaintegral

f ! dt =arcsinl—arcsina= r_ arcsina

2 V1-t2 2 '

Malo nas zbunjuje dobijeni rezultat jer ocekujemo arccosa. Na osnovu podudarnosti trouglova,
AOAE = ANOALE;

. T T .
pajel = 5~ I1, odnosno arccosa = > —arcsina.

4.3.2. Tejlorova formula sa ostatkom u obliku integrala

Nekasuai b dverazlicitetacke intervalal i n € N.

Teorema o ostatku u obliku integrala. Akojefunkcija f diferencijabilnan-+1 puta
naintervalu |, onda vaz jednakost:

n (K X £(n+1)
f(x) = Z f kI(X) (x—a)k-i—ffni'(t)(x—t)”dt, a<t<x
& K ) !

Kao &to se vidi, prvi sabirak je Tejlorov polinom n-tog stepena, a drugi je ostatak
(greska) u obliku integrala.

DokAz. Primenimo metod matematicke indukcije. Zan = 0 datajednakost je

+jf t)dt = f(x) = F(a)+ fO)] = f(a)+ F(x) - f(a) = f(x),

a

paje formulatactna (baza indukcije).
Pretpostavimo da je data jednakost tathazanekon—1 (n> 1), odnosno

n-1¢(k (X)
k!

X

(n)
(x—a)k—i—! (:]_(I))! (x—t)"1dt, zaneko n—1jetatno.

f(x) =
-0
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Pomocu parcijalne integracije ostatak u ovoj formuli postaje

X £(n) M (t)t=x ¢ §f(0+1)
!(:l—(lt))! (X_t)nildt:_(x_t)nf n!(t)‘z:aJrff n! = (= 1)

= (x—a)”+f7f(nt:)(t) (x—t)"dt.

Kada zamenimo dobijeni ostatak dobili smo formulu kojajetathazan € N.

PRIMER 4. Funkcija f(x) = In(1+x), x> —1, imaTejlorov razvoj u okolini tacke x = 0

xR g X" Lt
IN(14X) =X— % + = — -4 (—1) F+(—1)Ofl

2 3

sa ostatkom u integralnom obliku.

Ostatak ima znak (—1)" ako jex > 0i znak (—1) akoje —1 < x < 0.

(1) Zax>0, 1+t>1ljerje0<t <X

(2) Za—1<x<0,uzudov [t| < |x| vazi

—t < x|, —1l<xg<t<0 paje
t>—|x|
1+t>1-1]x, —1<x<t<0

Koristeci ove nej jednakosti dobij a se ocena ostatka

N ’X’n+l
1+t tdt zZa0<x<1lkadn— 4o
b 1<x<0, kad
za—1<x<0,kadan— +c.
IXI D)

Naovagj nacin, dobljase

foo XN

In(1+x) = (-1 T —lax<l

n=1

Primetimo dajezax=1
1 n—-1

+o0 (—
In2="Y"
n=1

PRIMER 5. Funkcija f(x) = (14+x)%, x> —1, o € R, iman-ti izvod

fW(x)=o(a—1)...(c—n+1)(14x)*"
i u okalini tatke x = 0 aproksimira se Tejlorovim polinomom

(1+x)%=1+ <(i>x+ <Z>x2+---+ <i>x”+Rn(x)

gde je ostatak u integralnom obliku
afo—1)...(—n) ¢ et
Ra(X) = - Of 1+t (1+1)* Ldt.




4.3. Hardijev pristup zaizratunavanje povrsine ravne figure

206

Zasvakot > —1vazi
X—t
1+t

Na osnovu ove nejednakosti vazi ocena

06(06—1)6!-(06—”) IX <X_t>n(1+t)a_1dt

1+t
o(aa—1)...(a— )
nl

:‘(1_05)(1—%) (1——)‘IXI\1+X -1

< x|

IX"[(14+x)* — 1]

h ‘

Zadovoljno veliko n, postoji N takvo dajeN > |a| i zan > N svi €inioci u proizvodu su oblika

‘(1—%>x‘<1 za |x <1

Odavde dledi daR,(x) —+ 0, n— +i |x| < 1. Dobijasedaje

(1+x)% = E‘j (ﬁ)x”, IX| < 1.

n=0

NAPOMENA. (1) Primetimo daje razvoj funkcije f(x) = (1—x)~*
1 - Z d

2 Zafunkciju f(x) = (1+x)71,

1+x Z

n=0
Ako koristimo ostatak u integralnom obliku

X| < 1lvazi

1 X!
T 11— X2_ -1 n-1,n-1 _1n )
Trx X+ + (=" X" 4 (-1) Trx
Ako ovu jednakost integralimo
X2 X3 X" oot
IN(14+X) =x— =4+ = — -+ (=) 1= 4 (—1)" dt.
n(1+x) =x >t 3 +(-1) n+( )Ole
Dobijeni razvoj smo vet razmatrali!
PRIMER 6. AKo u razvoj
X2 n—-1,,n—1 n X"
=1- — i) ey i | A
14x X+ DT () 1+x
dato x zamenimo sa > i integralimo od 0 do x, dobija se
N 1in 1
arctgx:x—§+€—-~-+(—1) 1+t2

Kako je 1+t > 1 zasvako t, dobija se ocena
X t2n |X|2n+1

2
3 1+t

— 0, zalx <1 kadan— Hoo.

S on+1

, |X| < 1 gometrijski red
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Zbog toga, moze se pisati
-0 X2n71

tgx=Y (=11 -11

acigx= 3. (-1 5. xe[-11
Zax =1, dobijase

T 1 1 1

R [Py g L

4 3+5 +( )2n+1

1
PRIMER 7. U razvoju funkcije f(x) = (1+x)” 2 dobijase

1 1 1.3, 1.3.5 1.3.5..-(2n—1)
1 2=1- X— = 3 (=1)"

(1+x) Y22 2 Tt Y 22
Kadaumestoxstavimo( »2), dobija se

1, 1.3, 1.35

(L) 2 =14 54 o = St

1-3-5---(2n—1)

2-4-6---(2n)

gde je ocena ostatka

0<Rn(X) <

X" + Ry (x)

1.3.5---(2n+1) x>
2:4-6---(2n) J1—x2
Za|x| < 1 vazi dobijeni razvoj jer tada R,(X) — 0, N — +-oo.
Kada podlednji razvoj integralimo dobija se
1x3 1.3 x5 1-3-5 % 1-3-5---(2n—1) x>+t

arcsin -z i ART
Sinx = X+23 245 2467 T 246.(2n 2+l

gde je procena greske
Rn 1.3.5._.(2n_1) ’X’2n+1 - ’X’2n+1
{ ‘\ 2-4.6.--(2n) .\/1—x2\\/1—X2

Moze se pisati jednakost

= 1.3.5...(2n—1) x>

arcsinx = ,
ngb 2:4-6---(2n) 2n+1

xe (—-1,1).

Zax= },dobijase

__+2°°135 (2n—1) 1 1
2:4-6---(2n) (2n+41) 221

Ovaformula dgje bolje raCunanje broja  nego prethodna.

N

L o1
Naova naCin & = 3,141592653. .. stacnostu 109

X"+ Rn(X).

+ Rn(X)

—0, X <1, n— oo
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METRICKI | VEKTORSKI PROSTORI
Metricki prostori

Mnogi pojmovi vezani zarealnu pravu, kao $to je pojam konvergencija nizatacaka,
Zasnivaju se na rastojanju izmedu dve tacke. To omogucava da se ti pojmovi | razmatra-
nja vezana za njih uvedu i na druge skupove, ukoliko se u ovima na odgovarajuci nacin
definiSe rastojanje.

Ovakav pristup je karakteristiCan za apstrakciju. To je izdvajanje i uopStavanje.

Definicija metrickog prostora.’® Neka je X neprazan skup. Metrika na X (ili ra-
stojanje na X) je preslikavanjed : X x X — R koje ima sledeCe osobine:

(@ d(x,y) >0, zasvaki X,y € X, jednakost vaZ ako i samo ako jex =;
(b) d(x,y) =d(y,x), zasvaki X,y € X;

() d(x,y) +d(y,z) > d(x,2), za svaki x,y,z € X (ova nglednakost poznata je kao
nejednakost trougla).

Metricki prostor je par (X,d), gde jed metrika na X.

Neka je (X,d) metricki prostor. Za svaki a € X i r > 0 definiSemo:
(i) otvorenu loptu sa centroma i poluprecnikomr kao skup
B(a,r)={xeX|d(xa) <r},
(if) zatvorenu loptu sa centroma i poluprecnikomr kao skup
B(a,r)={xe X |d(x,a) <r}.

PRIMER 1. Metricki prostor skupa realnih brojeva R.

Standardna metrikana R je data sa
d(x,y) = [x—yl.

PRIMER 2. Metricki prostor R" =R x R x --- x R, €ije elemente oznatavamo sa
n puta
X = (X1,X2,...,%Xn)
y=(¥1,Y2:---,¥n)
2= (n,2,...,2y)

snabdeven metrikom

N 1/2
d(xy) = (Zl\xi —yi!2>
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naziva se euklidski metricki prostor.

NAPOMENA. (1) U metrickom prostoru R" moZze se uvesti metrika

n 1p
d(x,y) = (ZIM—MI") :
i=1
pagaoznatavamo saRl, 1 < p < +oo.
(2) U metricki prostor R" moze se uvesti metrika
d(x,y) = max [x —yil.

Ovaj metricki prostor oznatava se saR.

Nekaje Sskup svih nizovasarealnimili kompleksnim ¢lanovima. U skup Si u neke
njegove podskupove moguce je uvesti metriku. Tako dobijamo metri Eke prostore nizova.
Elemente iz S oznatavamo sa

X=(X1,X2,...), Y=(Y,¥2,...), z=(21,2p,...).

Umesto (X1,Xo, . .., ) Ngceste pisemo (Xy).

PRIMER 3.

(i) Prostor I, (1 < p < +-e0). Tatke x prostora |, su beskonatni nizovi brojeva (x,) takvi

doo
dared )’ |x,|P konvergira
n=1

U I, rastojanje je uvedeno sa

too 1/p
d(x,y) = (Z X —yn!p>
n=1

(umesto I; oznakajel).

(ii) Prostor m. Tatke x metrickog prostora m su ograniCeni nizovi (%); rastojanje u m
uvedeno je sa

d(X,y) = sup [Xn—Ynl|.

1<n< oo

(iii) Prostor c. Tacke x metrickog prostora c su konvergentni nizovi, arastojanje je uvedeno
kao um.

(iv) Prostor ¢y. Tatke x metrickog prostora ¢y su nizovi (x,) koji konvergiraju nuli, a me-
trikajeistakao um.

U dledetim primerima navodimo neke metriCke prostore funkcija.
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PRIMER 4. (i) Prostor C[a,b]. Elementi f metrickog prostoraCla, b] su neprekidne funkcije

f(t),t € [a,b], gdeje rastojanje uvedeno sa
d(f,g) = max |f(t) —g(t)].
a<t<b

(i) Prostor C[0,27]. Elementi f metrickog prostora C[0,27] su neprekidne i periodiéne
funkcije periode 27, ametrika je ista kao naC[0, 2r].

Niz (xn) iz X konvergiratacki x € X ako niz brojeva
d(Xn,X) = 0, N — Hoo.

KaZe se daje x granitna vrednost niza (Xn) i 0znacava xp — X (N — +o0) ili Iirp Xn = X.
N— oo

Niz (xn) konvergiratacki x ako svakoj okolini Vix odgovara prirodni broj ng tako da
n>n = Xs€W
Niz (X,) je KoSijev niz ako svakom e > 0 odgovara prirodni broj ng tako da

m>n 2= ng = d(Xm, X)) < €.
Vaze dedetatvrdenja:
(i) Svaki KoSijev nizje ogranicen.
(i) Svaki konvergentan niz je KoSijev niz.

Kompletan metricki prostor. Metricki prostor je kompletan ako u njemu svaki Kosijev
niz konvergira.

Na primer, prostor R je kompletan. Svi metricki prostori dati primerima 14 takode
su kompletni.
Neprekidno predikavanje. Nekasu (X,d)i (Y,p) metricki prostori.
Funkcija f : X — Y je neprekidna u tacki a € X ako
(Ve > 0)(35 > 0) (d(x,a) <8=d(f(x),f(a) < g).

Navedena definicija ekvivalentna je sledeco:

Funkcija f : X — Y je neprekidnai tacki a € X ako je inverzna slika f’l(V) svake
okolineV tacka f(a) jedna okolina tatke a u prostoru (X, d).

Uniformna neprekidnost. Neka su (X,d) i (Y,p) metricki prostori i neka je f :
X — Y. Kazemo da je funkcija f uniformno neprekidna (ravnomerno neprekidna) ako za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da vaz

dix,y) <8=p(f(x),f(y) <e, zasvexyeX.



Metricki i vektorski prostori 211

Kompaktan metricki prostor. Neka je (X,d) metricki prostor. Prostor (X,d) je
kompaktan ako svaki beskonacni niz prostora X ima konvergentan podniz.

Ekvivaentnadefinicija

(X,d) je kompaktan ako svaki otvoreni pokrivaC prostora X ima konatan podpo-
krivac (familija otvorenih skupova je pokrivac prostora X ako svako x € X pripada makar
jednom skupu iz te familije).

Definicija vektorskog prostora. Pod linearnimvektorskim prostorom, ili samo vek-
torskim prostorom, nad poljem K podrazumeva se svaki skup V sa dve date operacije,
jednim sabiranjem

(u,v) —»u+v (uvev)
kojim se svakom paru elemenata u,v iz 'V pridruzuje neki element u+viz V, i jednim
mnozenjem skalarima

(a,v)—a-v (aeK, veV),
kojim se svakom o € K i svakom elementu v € V pridruzuje neki element av iz 'V, tako
davaz:

(1) (u+Vv)+w=u+(v+w),

)
(2)
(3) v+0=vzaneki fiksranelement 0izV i svakov eV,
(4) zasvako v € V postoji xizV za kojejev+x =0,
(5 o(u+v)=au+av,
(6) (aa+pB)u=au+pPu,
(7) a(Bu) = (aB)u,
(8)

lu=u.

Elemente vektorskog prostoraV zovemo vektorima, aelementeiz poljaKK skalarima
u tom prostoru.** Svaki vektorski prostor V sadrZi tatno jedan nula vektor i tatno jedan
inverzni vektor, za koje vazi

v+0=v, 0+v=y,
V+(=v) =0, (-v)+v=0 i v=—(-v).
Jedino reSenje jednaCinex+v=uje

X=U—V=u+(—Vv) (radikavektora).

14 polje K oznatava polje realnih brojeva (K = R), ili oznatava polje kompleksnih brojeva (K = C).
Videti u: Gojko Kalagjdzi€, 2011, Linearna algebra i geometrija, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 31.
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NAPOMENA. Metricki prostori nizovai funkcija koje smo naveli kao primere mogu se sna-
bdeti i strukturom vektorskog prostora.

PRIMER 5. (i) Za svako K i bilo koji prirodan broj n skup K" svih uredenih n-torki

(X1,X2,...,X%) SAXy-ovimaiz K, jeste i jedan vektorski prostor nad K u odnosu na operacije +
i - odredene sa

(X17~-~,Xn)+(y17~-~7yn) = (X1+yla-~-axn+Yn)7
o(X1,. .., %) = (QXq,...,0%),
pri ¢emu + i - nadesnim stranama tih relacija oznaCavaju sabiranje i mnozenje u samom polju K.

(i) Skup K[X] svih polinoma nad poljem K je jedan vektorski prostor nad tim poljem u
odnosu na njihovo sabiranje i mnozenje konstantama iz K.

(i) Skup svih reanih nizova je jedan vektorski prostor nad poljem R u odnosu na njihovo
uobicajeno sabiranje (&) + (bn) = (an+ by) i Njihovo mnozenje skalarima A (a,) = (Aay).

(iv) Skup neprekidnih funkcija narealnom intervalu I (otvorenom, poluotvorenom ili zatvo-
renom, konatnom ili beskonatnom), u oznaci C(I), nad poljem K (gdeje K =R ili K=C) je
vektorski prostor ako vazi

(f+9)(t) = (1) +9(t)
(A =4-1()

gde su unutradnje sabiranje i spoljadnje mnozenje operacije iz K.

Nekaje {xi,...,Xn} konaCan skup vektoraiz vektorskog prostora V. Suma

n
X1+ apXn = Zaixi, a; € K nazivase linearna kombinacija.

i=1

Sistem vektora [X1,...,Xn| je linearno nezavisan u vektorskom prostoru V ako za
proizvoljne skalare as, . .. ap vazi

1.2,....n

M
o
x
I
Y
5
3
[

Definicijanorme. Neka je X vektorski prostor. Nenegativna funkcija definisana za
svaki x € X naziva se norma, u oznaci ||x||, takva da je

(1) x| >0, |
(2) A = [A]lIx[, A € K,
(3) Xyl < [+ Iyl

X|=0=x=0,

Vektorski prostor snabdeven normom je normiran. U normiran vektorski prostor
uvodi se metrika sa

d(xy) = [[x=yl.

Jednostavno se proveravadaje d zaista metrika.
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PRIMER 6. Vektorski prostori iz primera 1-4 mogu se normirati, ako se uvede norma, na

dedeti natin:
1/2
R: x| = (ZWZ>
RE: X = max [x|

1<i<k

1/p
lp (1< p<+e): [X|= (ZW’)

mc,Co: |[X|= sup [X|, 1<i< oo
1<i<too
Clabl: x| = max |f(t)]

\\

b 1/p
Lp(@b) (1< p< o) [[F] = (jrfa)\pdt) .

Definicija Banahovog prostora. Normiran vektorski prostor koji je kompletan zove
se Banahov prostor.

Na primer, normirani prostori R¥, lp, M, C, Co, C su Banahovi.
Lp nije kompletan. Primetimo daintegral Rimana nije dovoljno opsti. Ako je u pita-
nju Lebegov integral, onda L, jeste kompletan. ™

Definicija skalarnog proizvoda. Neka jeV vektorski prostor nad poljemK, K =R
ili K=C. FunkcijaizV xV uK je skalarni proizvod u V, koji svakom paru vektora
X,y € V pridruzuje skalar (x,y) € Ki zakoje vaz:

(i) (xy) = (%)

(il) (ax+by,z) = a(x,2) + by, 2)

(iii) (x,x) >0

(iv) (x,X) =0<=x=0
zaxy,ze V,abeK.

Simbol (y, x) oznatava kompleksni konjugovani broj i vazi
(x,ay) = (ay,x) =axy).
AkojeV nad poljem R tadaje (X,y) = (Y, X).

Neka je V vektorski prostor snabdeven skalarnim proizvodom. Tada vazi nejedna-
kost Ko&i—Bunjakovski—Svarc

|<X7y>|2< <X,X><y,y>, PAAS V.

5o Lp prostorima moze se videti u: Stevan Pilipovi€, Dora Selesi, 2012, Mera i integral: fundamenti
teoriji verovatnote, Zavod za udzbenike, Beograd.
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Dokaz. Zax = 0ili y = 0 nejednakost je taCna, pa pretpostavimo da su x # O i
y#0.
Nijedna strana nejednakosti nete se promeniti ako x zamenimo sa ax u slucaju

|a] = 1. Izaberemo takvo a da je (ax,y) realan broj, odnosno ako je (x,y) = |(x,y)|€",
stavicemoa=e %,

Zbog navedenog, bez umanjenja opstosti, mozemo dokazati nejednakost u slucaju
kadaje (x,y) realan broj.

Koristeti osobine skalarnog proizvoda, zat € R, vaZi

0 < (X+ty, X+ty) = (X,X) +2(%, )t + (y, y)t%

Kvadratni trinom na desnoj strani dostize minimum zat = — g’ 32 .
Zamenom datog t u nejednakost dobija se
(x,y)?
0< (X,X) — ,
) (v.y)

¢ime je tvrdenje dokazano.

Norma vektora x, na osnovu definicije, je
IXI| = v/ (x,%).

Zax,y € 'V vaze sledeCe osobine:

]| =0 (nenegativnost)

|| < [IX][ Iyl (nejednakost CBS)

X4yl < (X[ + 1]l

DokAz. Kad kvadriramo normu zbira dobija se
IX+YIIP = (x+y, x+Y)

= X1+ (. ¥) + {y. %)+ Y12
= |IX||*+2Re(x,y) + ly|*

Posto je Re(x,y) < |(X,y)| i naosnovu nejednakosti CBS, dobija se:
Iy < Ix12 21| Iyl + (1112
2
= (IIXII =+ [Iy1l)~.
Kvadratni koren daje trazeni rezultat.
Ako rastojanjeizmedu vektorax i y definiSemo sa ||x—y||, vaZi nejednakost trougla
[X=Y[| = [[x=z+2z-y]|
<|x=2+llz=yl-
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Definicija Hilbertovog prostora. Banahov prostor u kome je nor ma definisana preko
skalarnog proizvoda zove se Hilbertov prostor.

PRIMER 7. U R" defini%e se skalarni proizvod vektorax = (x,...,%n) i Y= (Y1,...,Yn) SA

(Xy) =Xay1+ -+ Xn¥n,
&o podrazumeva daje

I = /x4

U ovoj topologiji vektorski prostor R" je poznati n-dimenzioni Euklidov prostor.

PRIMER 8. U C" definide se
(ZzW) =ZgWy + - -+ Z3Wp |,

12l = /122 + -+ 202

PRIMER 9. Prirodni izbor za definisanje skalarnog proizvoda naC([a, b)) je

b
(f,g) :jf(x)@dx, f,geC([ab]) i,

b
11l = [j\f(x)\de]

NAPOMENA. Neednakost CBS moZe se dokazati i direktno na prostoru R, koriste€i nejed-
nakost

1/2

(a—b)?=a’—2ab+b*>0 gdestavimo

N T
X+ YL+ YR

Ugao 6 € [0, ] izmedu vektora x i y razlicitih od nule u prostoru R defini$e se pomocu

Xi,Yi € R.

(%) = [Ix[|lyl| cos 6.
Funkcijacos: [0, 1] — [-1,1] je1—1i nai definicijaugla @ jenaR? i R® istovetna sa uobitajenom
definicijom natim prostorima.
Akosux=£0iy#0
(X,y) =0<«=cosO =0,

&o je uslov davektori x,y € R" budu ortogonalni.

Definicija ortogonalnosti. Vektori x i y iz vektorskog prostora V, snabdeveni ska-
larnim proizvodom (-,-) i normom || - ||, jesu ortogonalni ako vaz (x,y) = 0, u oznaci
xLy.
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Skup S C V je ortogonalan ako je svaki par razlicitih vektoraiz S ortogonalan. Or-
togonalni skup S C V jeortonormiran ako je ||x|| = 1, X € S.

TipiCan primer ortonormiranog skupa u Euklidovom prostoru R" jeste skup

et= (4,0,...,0)
e= (0,1,...,0)
en= (0,0,...,1)

koji, kao &0 smo videli, €ini bazu vektorskog prostora R". Generalno, ako su nenula
vektori X1, %o, . . ., Xy iz vektorskog prostora V, snabdevenog skalarnim proizvodom (-, ) i
normom ||x|| ortogonalni, onda su oni linearno nezavisni.

|z jednakosti aix1 + - - - 4+ anXn = 0, 8 € K naosnovu Cinjenice da su vektori xy, 1 <
k < n, ortogonalni, odnosno (x;, x¢) = 0, i # k vaZi a (X, X) = ay||x||?=0,ke {1,...,n}
= ax =0, zasvako k.

Ako svaki element skupaortogonalnih vektoraxy, Xo, . . ., Xn iz V podelimo njegovom
normom, dobijamo ortonormiran skup

{i| 1<i<n}.
il

Ako je x iz Euklidskog vektorskog prostoraR", on je linearna kombinacija vektora
baze [ey,...,en], 1.
X= i ag.
i=1
Skalarni proizvod (x,ex), k=1,...,nnaosnovu ortogonanosti vektora {e } je
X&) =ax, ke{l1,2,...,n}.
Ovako su odredeni koeficijenti a;, pa se vektor x moze napisati kao

x:i<x,a>a.
i=1

Vektor (x,&)g je vektor projekcije vektorax u pravcu €.

UopSteno, ako su x i y # 0 vektori iz vektorskog prostora V, snabdevenog skalarnim
proizvodom (-, -) i normom || - ||, tadaje vektor

y\y xy
X, = ) —— = y
< ||y|\> vl lylI?

vektor projekcije X u pravcu y.

Gram-Smitov metod za konstrukciju ortogonalnog skupa. Ako je dat linearno
nezavisan skup vektora {xy, ..., %n} iz vektorskog prostora V, snabdeven skalarnim proi-
zvodom (-, -) i normom || - ||, moze se formirati ortogonalni skup vektora {y1,Y2,...,Yn}
od {x;} nasledeti natin:
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Prvo biramo dajey; = X.
Drugi vektor dobijase od x, tako daje

< Z,Y1>
Y2 = Y1,
ly1]|?
(X3,Y1) (X3,Y2)
Y3 =X3— Y1 — Y2
lly1]/? ly2]|?
(%n, Y1) (Xn,Yn—1)
= X SO N et V SR
S 1 e T

Naovaj natin skup vektora{yi,yo,...,Yyn} je ortogonaan.

PRIMER 10. a) Skup funkcijag, = {eZ”“‘X t ke Z} je ortonormiran u prostoru L2[0, 1].

Zak =1
1 ‘ 1
&) = fez”'kx-e‘z”'kxdx: fldx: 1.
0 0

Zak #1, nekajem— k—1 =0, onda

jez’”mxdxf !

. 1
o™, = 51 =0
el|* = <eK a) = 1.

b) Skup funkcija
{1,cosx,sinx,cos2x,sin2x,.... }

je ortogonalan na L?[—r, 7]
3
(1,cosnx) = j cosnx, neN

V3
(1,sinnx) jsmnx neN

3
(cosnx, cosmx)y = j cosnxcosmxdx

-3 j [cos(n— m)x-+ cos(n+m)x] dx

T

Y sin(n—m)x+ 1 sin(n-+ m)x
S 2(n-m n4+m

—T

=0, n#m

(sinnx,sinmx) = f sinnxsinmxadx

-7
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= % f [cos(n—m)x+cos(n+m)x]dx=0, n#m

-7

(cosnx,sinmx) = f cosnxsinmxdx=0, nmeN

-7

11} = vz

- 1/2
|| cosnx|| = f cos? nxdx] =, neN
—TT

- 12
|sinnx|| = fsinznxdx] =V, neN

1 cosx sinXx cos2x Sin2x

Skup { } je ortonormiran u L2[—r, 7.

Prostor L,

Prostor L, je vektorski prostor kompleksnih neprekidnih funkcijaiz C([a, b]) zakoji
skalarni proizvod i normu definiSemo na sledeci nacin:

Za bilo koje dve funkcije f i g iz vektorskog prostora C([a, b]) kompleksnih nepre-
kidnih funkcija na realnomintervalu [a, b] definiSe se skalarni proizvod
b

(f.9) = [ (0909 dx,

a

iz koga sledi da je norma odredena sa

|l =/ (f, ) |f (x)|2dx.

Zaf,geC([ab]) uzuslovaH # 0, ||g|| # 0, vaZi
b

U gl P p[Ifel lgel
H“” ![Hﬂ| rmu]dx?q

[FO)119(x) " __b -
f HfHHgH 2;\f|;2f|f dx+2H H!I@J(X)I dx=1

= ([f], 19l) < [Ifllllgll (oslabljena nejednakost CBS).

Ali tadavazi i CBS u punoj opstosti, na osnovu:

o[

flf )11a0adx= ([ f[, |g) < [If]-[lgll-




Metricki i vektorski prostori 219

Takode vazi nejednakost trougla

I +gll < f]l+ gl
kojadedi iz relacije
If+gll>=(f+g.f+g)
=112+ 1gl®+(f,0) + (g, F)
= [|]1*+2Re(f, )+ g]|°
<|fIP+2(f,9) +lgl?
< fI2+20f1 gl +llgl®.

Nenegativan broj || f — g|| je mera udaljenosti funkcija f i g € C([a,b]).
Akoje|f —g||=0,ondaje f =gnala,bl.
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4.4. FURIJEOVI REDOVI | PRIMENE

Teorija Furijeovih redova bavi se pitanjem da i data periodicna funkcija, sa perio-
dom 1, moze da se napiSe kao zbir jednostavnih elementarnih funkcija oblika csin(2kx)
ili ccos(2mkx), k € Z, ¢ € C (ili K).1°

Slika 23 — Zozef Furije

Ukoliko funkcija f moze da se napiSe u vidu zbira
f(x) =Y ce®™,
keZ
za neke konstante ¢y, Ojlerovaformula
"X — cos2mx+ i Sin27x
omoguctava dafunkcija f moZe da se napiSe kao zbir prostih harmonika.
Funkcija f : R — C je periodiCna saperiodom L ako zax € R vazi
f(x+L) = f(x).

Ako je f periodicna funkcija sa periodom L, onda je funkcija F (x) = f(Lx) peri-
odi¢na sa periodom 1. Na primer, funkcije f(x) = sin2zx, f(x) = cos2nxi f(x) = ™
jesu periodicne, sa periodom 1.

Svaka data funkcija na poluotvorenom intervalu [0,1) moze se produZiti do peri-
odicne funkcije, sa periodom 1, najedinstven nacin.

16 Anton Deitmar, 2004, A First Course in Harmonic Analysis, Second Edition, Springer, p. 5.

Zozef Furije (Joseph Fourier), 1768-1830. Bio je francuski matematicar i fizicar. Profesori su mu bili
Laplasi Langranz. Autor je analiticke teorije toplotei njegovaknjiga Théorie Analytique de la Chaleur, iz
1822, postala je izvor svih savremenih metoda matematicke fizike koje se odnose na reSavanje parcijanih
jednaCinapri datim uslovima. On je ustanovio da se funkcija (koja moZe da se predstavi lukom neprekidne

kriveili zbirom takvih lukova) moZe izraziti trigonometrijskim redom oblika Z (Ancosnax+ Bpsinnax).
n=0
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ZakeZ,
a(x) =™ g cCl0,1], keZ
Cl0,1] = {f eC[0,1]: f(0)=f(1)}.
Takve funkcije mogu se neprekidno i periodicno produziti naR, sa periodom 1.
Cesto temo smatrati daje f € 6[0, 1] tako vet produzenanaR i pisatemo f € C.
Videli smo u primeru 4 davazi

1, k=I
<@,a>={07 KAl kleZ.

Na osnovu Leme o linearnoj nezavisnosti ortogonalnih ne nula vektora, vektori ey, za
razicitek, linearno su nezavisni vektori u vektorskom prostoru C|[0, 1].

Lema o koeficijentima. Ako je

n
f(x)= ) cae(x), zanekec e C,tadaje
k=—n

Ck = <f,e,<).
DoKAZ.

(f,e) = (C_ne_n—+-+Cnén, &)
— Cn<e—n,ex> +--- +Cn<enaa<>
= Ck.

Definicija Furijeovog reda. Nekaje f : R — C periodi¢na, sa periodom1, i Riman
integrabilna naintervalu [0, 1. Brojevi
1
a(f) = (f.a) = [ f(e 2y, kez,
0
nazivaju se Furijeovi koeficijenti od f. Red

+oo _ Foo
Y (D= Y a(falx)

k:—‘X’ k:—oo
nazva se Furijeov red funkcije f.
Niz
n
S(f)= Y alf)e
k=—n

jenizparcijalnih suma Furijeovog reda.

Nekajei kompleksni vektorski prostor periodicnih funkcija, saperiodom1 f : R —
C koje su Riman integrabilne na [0, 1]. Svaka neprekidna funkcija naiintervalu [0,1] i je
Riman integrabilna, pa je C[0,1] potprostor vektorskog prostora R. Skalarni proizvod,
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u smislu Ly, proSiruje se na RY Ideja je da se pokaze da Furijeov red funkcije f € R
konvergira, u smislu L, prostora.

L ema o najboljoj aproksimaciji. Nekaje f € Ri zak e Z ¢, = (f,e) suFurijeovi
koeficijenti. Tada za svako n € N
2

n
=fI?= ¥ lel®

k=—n

n

f— > oxe

k=-—n

n
DokAz. Nekajeg= ) c&. Tada

k=—n
n
(f,9)= Y, a(f,e&)
k=—n
n n
=Yoo= |al?
k=—n k=—n
n n n 5
(9.0)= > tlge)= Y = 2 |l
k=—n k=-—n k=-—n

tako da se dobija
If—gll>=(f—g,f—g)
n n n
=f1P= Y ledP— > lal?+ Y |l

k=—n k=—n k=—n

n
=|fI2~ X lel®.

k=—n

Teorema 0 Beselovoj ngednakosti. Neka je f € R sa Furijeovim koeficijentima
(ck). Tada je

Joo 1
Y fad?< [1T0[2dx
k=—co 0

DokAaz. Naosnovu Leme, zan € N vazi
n

Y lel® < IF)12

k=—n

Kad n — oo, dobija se tvrdenje.®

17 Vaze aksiome (i)—(iii) skalarnog proizvoda, a umesto (iv) vaZi slabije svojstvo:
feR (ff)=0«=f=0 skorosvuda

18 Zapravo ovde uvek vazi jednakost, &o je teZe dokazati.
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Na osnovu Beselove nejednakosti zakljucujemo da je red 2 |ck|2 konvergentan.

N=—cc
|z konvergencijereda sledi da op&ti ¢lan tezi nuli, odnosno |lim |ck|2 = 0, odakle se dobija
—>00
i!im cx = 0ili Furijeovi koeficijenti u razvoju Furijeovog reda, za dovoljno veliko n, teze
—» 00
nuli.

4.4.1. Konvergencijau Ly normi

Sada uvodimo pojam L, konvergencijakoji je odgovargjuci za pojam konvergencije
Furijeovog reda.

Nekaje f € Ri niz f, € R.

Niz f, konvergira u L, normi ako vaZi

lim || f — fa| = .

Oprez! Postoje primeri koji pokazuju daiz L, konvergencije ne sledi obicna konvergen-
cija.

Konvergencija u L, normi zove se srednjekvadratna konvergencija (zadata je inte-
gralnom formulom).

Postavimo pitanje: Kada u Baselovoj nejednakosti vazi jednakost? Odgovor daje
sledeta posledica leme o najboljoj aproksimaciji.

Posledica leme o0 najboljoj aproksimaciji. Za f € R vaz:

i 1
ImS(f)=f u Lenomi < ¥ |ai|2:f|f|2dx
0

N=—cc

DoKAZ.

1 n
If=Sa(H)17= [1fdx— ¥ |eaf?
0

k=-—n

1 n
; 2 _ ; 24y 2 _
lim || f — S(F)] —0<:>nlggoglfl cc— 3?0

e 1
= |’ = j | f|2dx
= 0

Niz funkcija f, na intervalu | ravhomerno konvergira ka funkciji f ako za svako
€ > 0 postoji ng € N takvo dazasven > ng vazi

|f(X)— fn(X)| <&, zasvakoxel.
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Stav. Ako niz funkcija f, konvergira ka f ravnomerno na [0, 1], onda fj, konvergira
ka f uLy normi.

DokAz. Nekaje e > 0. Tada postoji ng, takvo dazasven > ng
|f(X)— fa(X)| <€, zasvakixe|[0,1].

Otuda, zan > ng
1
I = fal2= [1F(0 — fa)[2dx < 2,
0

odnosno
|f—fnll <e.
Kljucni rezultat jeste Cinjenica da Furijeov red zasvako f € R konvergiraka f uL;
normi, Sto €e biti dokazano.

Lema.® Za0 < x< 1, vaz

2 cos(2mkx 1
g%:ﬁ(xz—xjté).

Foecijalno, za x = 0 dobija se Ojlerova formula
*i’ 1 72
Sk 6
DokAz. Nekasu a <a<b< freanibrojevii f: [a, B] — R neprekidno diferencijabilna
funkcija. Zak € Rv nekaje

b
F(k) = [ 109 -sin(kedx.

(%) Tadaje “qlim F (k) = 0i konvergencija jeravnomerna zaa,b € [a, B].
oo
Naime, zat = 0O, parcijalnom integracijom dobija se
cos(kx)
k

Fk) = —f(x)

° 1bf’ kx)d
a+E! (x) cos(kx) dx.

Podto su f i f’ neprekidne na[a, B], postoji konstanta M > 0, takva daje

[fX) <M i [f'(x)|<M zasvakixe [a,p].
Sedi daje
2M  M(b—a)
FK| <+

Ovo koristimo na sledeti nacin:
Nekajex € (0,1). Podto je
X .
2 | cos(2mkt)dt = Sn@ekg -
1/2 K

19 Anton Deitmar, 2004, A First Course in Harmonic Analysis, Second Edition, Springer, p. 12.
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n _sn((2n+1)nx) 1
k§f°s<2”kx>— 2sn(mx) 2

dobijase
" s 27rkx n((2n+1)nt) 1
Z 2r —dt—ﬂ? X—=].
& Jz 2sin(nt) ( 2)

Prvi sabirak sa desne strane teZi nuli (na osnovu (x)), kada pustimo dan — 4o, i to ravnomerno
pod <x<1-46 (6 >0).
Toznati, za0<x< 1
& sin(2mkx) < 1)
y MY x(x- >
& k 2

i ovg red konvergira ravnomerno na intervalu [§, 1 — 8] za svaki 6 > 0. Ovo koristimo da
dokazemo lemu.

Nekaje
cos(2rkx)
k2
Upravo smo videli daniz izvoda parcijalnih suma konvergira ka 712(2x —1) i daje ovakonvergen-
cijalokano ravnomerna za0 < x < 1, odnosno da je
f/(x) = m(2x—1), .
f(x) = n?(x* —x) +c.

2
Jos treba da pokazemo dajec = %

Naime, red definisan funkcijom f ravnomerno konvergirana [0, 1] i vazi
1
jcos(anx)dx =

i zasvako k € N dobijamo

1
0= ZJCOS ZNkX) x:jf(x)dx:g—i—c,

k=1p 0
odakle se dobijadaje

c=—.
6

Koristenjem ove pomotne leme dokazatemo konvergenciju Furijeovog reda za Ri-
man integrabilne funkcije.

Za podskup A skupa [0, 1] definiSemo karakteristi cnu funkciju ya na sledeci nacin:

1, xeA
xn(x) = { 0, xX£A -~
Nekasuly,..., Iy podintervali od [0, 1] koji mogu da budu otvoreni, poluotvoreni ili za-

tvoreni.
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Rimanova stepenasta funkcija je oblika
S(x) = jilamj(x), oj € R.
Podsetimo se definicije Rimanovog integrala. Prvo, za Rimanovu stepenastu funkciju
swzgqmu>
definiSe se !

1 m
fS(x)dx: Y ajd(lj), d(lj) duzinaintervalal;.
0 j=1

Podsetimo se: Funkcija f : [0,1] — R je Riman integrabilna ako za svako € > 0
postoje stepenaste funkcije ¢ i y takve daje ¢(x) < f(x) < w(x) zasvaki x € [0,1] i

1
v —om|<e.
0

Kada se € smanjuje, odnosno tezi nuli, integrali stepenastih funkcija teze zajednickoj
granici koja se definiSe kao integral funkcije f.

Svaka Riman integrabilna funkcija na [0, 1] je ograniCena. Kompleksna funkcijaje
Riman integrabilna ako su takvi realni i imaginarni delovi.

Lema o konvergenciji Furijeovog reda. Neka je f : R — R periodicna funkcija i
takvadaje f }[0.1} Rimanova stepenasta funkcija. Tada Furijeov red od f konvergira ka f
u L, normi, odnosno

fo=S(f) = i Ck€

k=—n
konvergiraka f uL, normi, gdejezak € Z

1
Ck = j f (x)e~ 2" dx.
0

DokAz. Naosnovu lemao ngjboljoj aproksimaciji dovoljno je dokazati da vazi

2 Ry 2
IF1%=2 led”.
k=—eo
Prvo cemo razmotriti specijalan slucaj
f ‘[0,1] = X[0,a gdejeac [0,1].
Koeficijenti cg = ali

a .
k= je’z’“k"dx: ﬁ(e’z"”‘a— 1), k#O.
0
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Odavde dledi daje

1, o i 1— cos(2rka)
2_ 2rik K _
o[ = 272Kz (2@ —1) (e —1) = 2 12K2
= 21kx 1 .
Na osnovu leme ( D % = 7° <x2—x+ é)) dobijase
k=—co
iy = 1— cos(2rka)
> lad®=a+ 2 2K2
P— k=1 T

1 & cos(2rka)
=a+ 2 n2k2 2 2 2

Ml

Dokazali smo tvrdenje leme za funkciju f = yg 4. ISti rezultat vazi za f = y gde
je | proizvoljan podinterval od [0, 1]. (Furijeovi koeficijenti i normane menjaju se ako se
umesto zatvorenog intervala koriste poluotvoreni ili otvoreni intervali.)

Lema. Neka su c( f) Furijeovi koeficijenti funkcije f i oznacicemo
fY(x) = f(x+y).

Funkcija fY je periodiénai Riman integrabilnai vaz c(fY) = ee(f)

fy I fy 727'clkxdx

f(x+y)e e M dx  [smenax+y=t, dx=dt]

1 _ jer nije bitno dali seintegral
= ez’“kyf f(x)e 2" dx | periodiénafunkcijana
0 [y, 1+y]ili [0,1]
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= "G (f).
Iz ovog dedi daje

}ck(fy)}z = |ck(f) \2, odnosno
1 =111,

tako da lema o konvergenciji Furijeovog reda vazi za f }[071] = yx) zaproizvoljan interval
| C[0,1].

Proizvoljna stepenasta funkcija je linearna kombinacija karakteristicnih funkcija na
intervalima.

Si(Afi+ -+ Amfm) = A1S(f1) + - + AnSi(fm)

m
fj:%h. f: E)LJX'J
=1
m
f) = 4S(x;) n—eo
j=1

i o, )™ =S (1))

k=—n

m
n'LrELS*(f) = lim & (Z /Mm,-)
=1

Teorema o konvergenciji Furijeovog reda. Nekaje f : R — C periodiCnai Riman
integrabilna na [0, 1]. Tada Furijeov red funkcije f konvergira ka f u smislu L, norme.
Takode, ako su ¢, Furijeovi koeficijenti od f, tada

Y o= f|f )[2dx.

k=—c0

Riman-L ebegova lema. Zasvako f € R nizc(f) — 0, k — oo,
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DokAz. Nekaje f = u+ iv kompleksna funkcija gde su u i v realni i imaginarni
deo. Parcijalne sume Furijeovog redafunkcije f su

Si(f) = S(U) +iS(V).
Ako Furijeovi redovi od u i v konvergiraju u L, normi sledi tvrdenjei za f. Zbog toga je
dovoljno da se razmatra slucaj realne funkcije f.
Posto je integrabilna funkcija ograniCena, mozemo je pomnoziti skalarom tako da
vazi | f(X)| < 1zasvaki x € R.
Neka je € > 0. Posto je f Riman integrabilna, postoje stepenaste funkcije ¢, v na
[0, 1] takve da vaZi
-l<o<f<y<l |
1
€
J (v -9) < 5.
0
Nekajeg=f — o takvodajeg>0i
9P =1f ol < |y —ol> <2(y—0)

1 1 2
EPWQF<ZJOW@—¢@»muQZ.

Zaniz parcijanih suma S, vazi

Si(f) = S(e) +S(9)-

Na osnovu leme o konvergenciji Furijeovog reda postoji ng > 0 takvo dazasven > ng

€
lo—S(o)l < 5.

Na osnovu lema o najboljoj aproksimaciji vazi
2
€
lg—Sh(@)]1* < llgll* < R

takodazan > ng

£ €
[F=S(DI < llo—S(@)]+lg—S(9)] < 5t5=
Na osnovu posledice leme o0 najboljoj aproksimaciji vazi Beselova jednakost za svako
feR.

E.

PRIMER 1. Nekaje f : [a,b] — Rneprekidna. Dokazati da

b
Ch= f f(x)sinnxdx — 0 (N — c0).20
a

20 \yukmirovi¢ J., Matemati tka analiza 1, zbirka zadataka, Zavod za udzbenike, Beograd, 2009, str. 146.
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RESENJE. Uvodimo smenu

B
x:t—%; %——Jf(t—%)sinntdt, gdeje a:a+%, B=b+—.

Sledi
b

2c, = f f(x)sinnxdx+£ (f(x)— f (x— %)) sinnxdx—

—f f (x— %) sinnxdx — 0+ 0+ 0,

jer je f ravnomerno neprekidna, ogranicena na [a,b|. (OznaCimo ova 3 integrala redom sa l;, |,
I3. Procenjujemo

o o
; k-
1] < f\f(x)snnxydngk.mx: — -0,
a a
zan>ngje

b
| < je-ldx:e(b—a) < (b—ae.
o

k
la] < <= = 0)

4.4.2. Ravnomerna konvergencija Furijeovih redova

Nekaje f : R — C neprekidnai periodicna funkcija. Funkcija f je deo po deo ne-
prekidno diferencijabilna ako postoje redni brojevi 0 =t <t; < --- <tj =1, tako daje
zasvako j funkcija f }[tH t] neprekidno diferencijabilna.

Teorema o ravnomernoj konvergenciji Furijeovogreda. Neka je f : R — C ne-
prekidna, perioditna, sa periodom 1, i deo po deo neprekidno diferencijabilna, tada Fu-
rijeov red konvergira ravnomerno ka funkciji f.

DokAz. Nekaje f : R — C neprekidna, periodicna, sa periodom 1, i deo po deo
neprekidno diferencijabilnai neka su ¢y Furijeovi koeficijenti funkcije f.

Nekaje ¢; : [tj—1,tj] = C neprekidni izvod funkcije f i nekaje ¢ : R — C periodicna
funkcija kojase zasvako j poklapasa ¢; na poluotvorenim intervalima [tj_q,t;).

Sa y oznacicemo Furijeove koeficijente funkcije ¢. Tadaje

< 2 2
Y Il < lol* < 4ee.
k:—oo
KoristeCi parcijalnu integraciju dobija se
p 1 y o1 ¢
—2mikx _ —2mikx _ —27ikx
ff(x)e dx = — = f(x)e - f o(x)e 2Tk gy,

tj-1 tj-1
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tako da za k # 0 dobijamo

ro )
&=, f f(x)e= 2 KX gy =
j=ltj71

1

o) = el f) k0

1
1
—27r|kx —27r|k
Jf 27r|kqu) ox = 27r|k7k

Zao,f € C,vazi 0< (|a| — |B])% = |o|>+ |B|? — 2| i nataj nakin vaZi

1
loB| < —(|a|2+|[3|2), tako da

|k|—'2,k |

S
S o\ e TN )

iz Cegadedi

1

Foo <1 =
§|Ck| S5 %}W+§|W|

—+oo
Z |Ck| < oo,
k:—oo

Poslednji korak dokaza je znaCgjan pa gaformulisemo kao lemu.

Lema. Neka je f neprekidna i periodic¢na i Furijeovi koeficijenti zadovoljavaju re-
laciju
—+oo

Z |Ck| < oo,
k= —oo

Tada Furijeov red ravnomerno konvergira ka f. Konkretno, za svaki x € R,

= ckex(x)

keZ

foo _
DokAz. Lematvrdi daFurijeov red 2 k€™ ravnomerno konvergiraka f.
k:—oo

foo _
Oznacitemo sumu reda 2 ek sag. Ovaj red konvergiraravnomerno naosnovu
k:—oo
o0
pretpostavke 2 |ck| < +oo i VajerStrasovog kriterijuma konvergencije
k=—co

fg @ 2KTiX y f @ 2kmix 2 Cnl eZmnde
0

0 N=—ce
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= Y [ea(f)erminxax

= i cn(F)e™ KX dyx = ¢ ().

N=—co
Vazi o(f) = cn(g).
Kako imaju iste Furijeove koeficijente sledi da su im isti Furijeovi redovi, pa na
osnovu teoreme o konvergenciji u L, normi
If—gll=0.
Kako su f i g neprekidne, dledi daje f =g.

Na kraju ovog apstraktnog dela trebaistati vaznost Furijeovih koeficijenata.

a) Furijeovi koeficijenti vode nas u teoriju Furijeovih transformacija, teorijski vrlo
znatajnu, sa nesagledivim mogucnostima primene.

b) Furijeovi koeficijenti izrazavgju energije alikvotnih tonova na zici muzickog in-
strumenta, sa kojima se Paganini tako vedto poigravao.?

4.4.3. Uvod u Furijeove transformacijei granicne probleme

Granicni problemi teorije analitickih i drugih funkcija predstavljaju problem odre-
divanja funkcije, ili neke njene osobine, na osnovu funkcionalnih veza koje postoje na
konturi (granici oblasti). Sirinom pitanja koja obraduju i mnoStvom rezultata do kojih
se dod3lo, oni su se nametnuli Sirokom krugu istrazivata. Mogu se formulisati i u ngjra-

Rt

fluida, teorija elastiCnosti, teorija el ektrostatickog i magnetnog poljaitd.
U nastavi matematike na fakultetima prvi susret sa granicnim problemima moze

biti kod razmatranja tzv. harmonijskih funkcija u(x, y), definisanih kao reSenja Laplasove
parcijane diferencijalne jednaCine

Uy + Uy = 0.
Za ove funkcije formuliSe se grani¢ni problem Dirihlea na prostoj, glatkoj, zatvorenoj

konturi C koja ograniCava oblast D. Treba nati funkciju u(x,y), harmonijsku u D, kojana
granici u C uzimadatu vrednost f(s).

ReSenj e problema moze se na jedinstven naCin predstaviti u obliku

1 j u(s) dG(s,2) ds,

u(z) = 2r on

C

2l Moze se videti u: Tuxonos, A. H. Camapckuii, A. A. 1977, YpaBHeHus! MaTeMaTHIecKoil -
suknu, Hayka Mocksa.
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gde je G funkcija Grina koja na konturi C uzima vrednost 0, a n unutradnja normala na
konturu.

U teoriji analitiCkih funkcija kompleksne promenljive osnovni granicni problem
odredivanja funkcije na osnovu datih vrednosti na konturi reSava se preko Kosijeve for-

mule
1 cf(t) [ f(z, zeD*
éﬁ!iim_{o, 26D,
gde je f(2) analiticka funkcija u D™ a L glatka zatvorena kontura koja deli ravan na
unutradnju oblast D™ i spoljadnju D~. Ova formula omogucava izratunavanje vrednosti
funkcije u svakoj tacki oblasti ako su poznate njene vrednosti na granici, pa zato ona

uistinu reSava granicni problem za analiticke funkcije.

Furijeovi koeficijenti u eksponencijalnom obliku nas direktno vode do Furijeovog
integralai Furijeove transformacije. Zaista se Furijeov integral funkcije f(t) definiSe kao
sledeta funkcija parametra x:

~+oo
1 .
F(X) = —= | f()éddt, —oo < X< oo,
0= ] 10
Funkcije f(t) i F(x) povezane su formulom

—+oo
(1) = \/% [ Fooe™dx, —eo <t < oo

Polaznu funkciju f(t) nazivamo originaloma njen Furijeov integral — slikom.
U praksi se Cesto srecemo sa jednostranim (desnim i levim) Furijeovim integralom

1 i izt — 1 ’ izt
Fwa=z§gfwem,F(ﬁz—zﬁifwem.

IstrazivaC koji krene ovim putem, i ngjpre se upozna sa osobinama Furijeovih trans-
formacija, bice prijatno iznenaden bogatstvom i raznovrsnoStu primena. Medutim ngjvise
ce ga fascinirati kako se slozeni problemi, koji se vrlo tedko ili nikako ne mogu resiti
sami za sebe, primenom Furijeove transformacije preslikavaju u mnogo jednostavnije
probleme, a zatim brzo reSavaju. Ovu ¢emo tvrdnju ilustrovati jednim jednostavnim pri-
merom.

PRIMER 2. Granicni problem Rimana. Nareanoj os date su dve funkcije: D(x) — koefi-

cijent problemai H(x) — slobodan plan, koje zadovoljavaju odredene opste uslove. Treba odrediti
dve funkcije F*(2) i F~(z) — analititke respektivno u gornjoj i donjoj poluravni, koje na reanoj
osi zadovoljavaju granicni uslov

F*(X) = D(X)F~(X) + H(x).
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SKICA RESENJA. Radi jednostavnosti ograni¢icemo se na specijalan slutg D(x) = 1, i
grani¢ni uslov prelazi u

FY(X) —F~(x) = H(x).

Primetimo da u teoriji Furijeovih transformacija vaznu ulogu igraju tzv. formule Plemelja—
Sohockog

F(x) = % +ff(t)éxtolt
1 +oo 0
_ng( t)edt + —— j () dt
=F"(x)-F~(x),

\/ﬂj éxtdt——jf t)eddt
\/gf (t) sgnte™dt.

ReSenje naSeg problema dobijamo upravo na osnovu ove formule. Datu funkciju H (x) sma
tramo Furijeovom slikom neke funkcije h(t). Tada se traZzena reSenja izrazavaju jednostranim in-
tegralima

17
H™(z2) = — [ h(t)é?dt
&= 75z | oeta
1 0
H (2) = h(t)e?dt,
@ \/27rf
gdeje
_ it
= \/E_[o H(x)e~"™dx.

Nataj natin je za dobijanje reSenja neophodno da se sa funkcijom H (x) vratimo na original
h(t), azatim od njegaizratunamo desni i levi Furijeov integral.

Tehnika primenjena u ovom primeru vazi za ducaj kada je kontura L realna osa.

NAPOMENA. Teorija graninih problema ima mot da se raSiri i izvan granica matematike.
Uporedimo za trenutak oblast Dt slikovito saljudskim telom, a tatke krive L sa tatkama povrsine
tela. Setimo se drevne kineske vestine leCenja akupunkturom, gde se dejstvom iglama na pojedine
akupunkturne tatke postize ucinak na odredene unutrasnje organe.

NaSi lekari nausavrSavanju u Kini bili su svedoci operacija naotvorenom mozgu bez klasicne
anestezije, gde je pacijent bio potpuno svestan, uz primenu akupunkturnih igala. Zar nije ovo hilo
reSenje jednog primenjenog granicnog problema?

Ako seteoriji grani¢nih problema doda teorija Furijeovih transformacija, onda se stice nova
mot da seiz jednog prostora prelazi u drugi, i teZi problemi dase svode nalaksei odmah reSavaju.
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Takav je ducq integralnih jednacina sa konvol ucijom koje se primenom integralnih transformacija
svodi na obicne algebarske jednatine. Tada nam postaju jasne re€i jednog oduSevljenog pesnika:
Zaista, u matematici je sve moguce!

4.4.4. JednacCinatreperenjazice

U prvom delu razmotrili smo aproksimativni pristup izuCavanju teorije Furijeovih
redova. To znaCi da smo se ,podigli“ na opsti nivo teorije vektorskih prostora koji smo
snabdeli skalarnim proizvodom i normom u prostoru Lo, Sto nam je obezbedilo strog
matematicki, deduktivni metod za dokazivanje konvergencije Furijeovog reda u normi
Lo.

Mnogi €e biti samo posmatrali ove aproksimativne teorije, zbog toga temo raz-
matrati jedan praktiCan zadatak. To su za poCetak problemi treperenja Zice, a kasnije i
prenosa toplote, koji su doveli do razvoja Furijeove analize — 0 njoj je ovde bilo reCi. Za-
koni koji opisuju ove dve razliCite fiziCke pojave izrazeni su preko dverazliCite parcijalne
diferencijalne jednaCine, talasne i toplotne jednaCine, CijareSenjaimaju oblik Furijeovog
reda.

Razmatra se problem kretanja Zice fiksirane u dve krajnje tacke. Opis fizickih feno-
mena obuhvata

— jednostavno harmonijsko kretanje;
— stojece talase;
— harmonike i superpozicije tonova.
Jednostavno harmonijsko kretanje opisatemo pomotu harmonijskog oscilatora. %2

vy o0 Y0y

Slika 24 — Harmonijski oscilator

Kada se telo odredene mase m pomeri iz ravnoteznog pol oZaja a zatim pusti, dobije
se jednostavno harmonijsko kretanje, kao na dici. Ova prirodna pojava matematicki se
moze predstaviti diferencijalnom jednaCinom koja opisuje kretanje tela.

Nekay(t) oznaCavaizmeStenu poziciju telau trenutkut. Pretpostavljamo daje opruga
idealna, u smislu da zadovoljava Hukov zakon: silaF koja dejstvuje natelo masemje

F=—k-y(t),

22 Stein Elias and Rami Shakarchi, Fourier Analysis, an introduction Princeton University Press, p. 2.
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gde je k > 0 fizicka veliCina koja predstavlja konstantu opruge. Primenom Njutnovog
zakonadaje silajednaka proizvodu mase i ubrzanja, dobijase

—ky(t) = my"(t).
Zac = \/k/m dobija se diferencijalna jednatina
y'(t) +c?y(t) = 0.
Njeno opste reSenje je oblika
y(t) = acosct + bsinct,

gdesu ai b konstante.

U diferencijalnoj jednaCini c je poznato, a da bi u reSenju odredili ai b morgu biti
poznati poCetni uslovi. Na primer, ako je poznata pocetna veliCina pozicije y(0) i brzina
telay (0), onda se reSenje moze jedinstveno predstaviti u obliku
y(0)

c
Na osnovu trigonometrijskih transformacija pokazuje se da postoje A > 01 ¢ € R takvi
davazi

y(t) = y(0) cosct + sinct.

acosct + bsinct = Acos(ct — ¢).

Na osnovu fizickog tumatenja harmonijskog kretanja A = +/ a2 + b2 naziva se amplituda,
cjenjegovaprirodna frekvencija, ¢ jefaza, a ?n je period kretanja. TipiCan grafik funk-
cije Acos(ct — ¢) dobijaseistezanjem ili sakupljanjem grafika cost.

f(t) =3/2 cos(2t —3m/4)

—3/2

Slika 25 — Primer grafika funkcije Acos(ct — ¢)

Prvo zapaZzanje: jednostavno harmonijsko kretanje matematicki se opisuje trigono-
metrijskim funkcijamasint i cost, aone su povezane Ojlerovom formulom u kompleksnoj
formi

et — cost +isint.
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Drugo zapazanje: jednostavno harmonijsko kretanje je funkcija od vremena sa dva
pocetna uslova— jedan je polozg), adrugi brzina.

Daljerazmatranje odnosi se naZzicu kojatreperi. U tim problemimajavljaju se stojeci
talasi. Sojeti talasi su pokreti opisani grafikomy = u(x,t) koji semenjau vremenut, kao
nasdlici 27.

Postoji pocetni profil y = ¢(x) koji predstavljatalasu trenutkut = 0i faktor pojaCanja
y(t) u zavisnosti od t, tako da se u(x,t) moze predstaviti sa

u(x,t) = ey (t).

Priroda ovih stojecih talasa sugeriSe ideju razdvajanja promenljivih.

Y

Slika 26 — Stojeti talas u razlicitim vremenima

Konatno, fizitko zapaZanje odnosi se ha muziku. To je postojanje harmonika ili
alikvotnih tonova. Cisti tonovi praceni su kombinacijama dodatnih prizvuka koji su pri-
marno odgovorni za boju zvuka na instrumentu. Ideje superpozicije tonova, matematicki
se sprovodi na osnovu linearnosti. >

Sada paznju usmeravamo na glavni problem. Opisujemo treperenje zice. Prvo dobi-
jamo talasnu jednatinu, odnosno diferencijalnu jednatinu koja opisuje treperenje Zice.?*

Zamislimo homogenu zicu koja se nalazi u (x,y) ravni i proteze duz x-ose, izmedu
taCaka O i L. Ako zica vibrira, polozaj y = u(x,t) jeste funkcija od x i t. Cilj je da se
izvede diferencijalna jednacina koja opisuje ovu funkciju. U tu svrhu podelicemo Zicu na
N delovatako da su pojedinatne Cestice ravnomerno rasporedene duz x-ose, tako da n-ta

Cesticaimakoordinate x,, = n_L Zamislimo dazicavibrirakao slozeni sistem od N delova
I da svaki deo osciluje vertikalno. Za razliku od ranije navedenog prostog harmonijskog
kretanja, sada svaka Cestica oscilujeili zavis od svoja dva neposredna suseda.
Nekaje yn(t) =u(xn,t) ivaz
L

Xn+1—Xn:h, h:N

23 Detaljnije moze se videti u drugoj doktorskoj disertaciji kod: Milos Canak, 1996, Teorija tonaliteta u
svetlosti matematicke teorije muzike, doktorskadisertacija, Univerzitet u Beogradu, str. 12.
24 Stein Elias and Rami Shakarchi, Fourier Analysis, an introduction Princeton University Press, p. 6.
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Slika 27 — Oscilovanje Zice kao diskretan sistem masa

Ako pretpostavimo da zicaima konstantnu gustinu p > 0, razumno je podeliti masu
na jednake delove, py, je masa svake Cestice. Prema Njutnovom zakonu phy/(t) je sila
koja deluje na n-tu Cesticu.

Sada ¢emo napraviti jednostavnu pretpostavku da ta sila nastgje dejstvom susednih
Cestica sa koordinatama x,,_1, Xn.1 Nax-0s. Sila koja dolazi sa desne strane n-te Cestice
Srazmernaje

Yn+1—Vn
T
gdeje h rastojanje izmedu X1 | Xn, pa silu moZzemo napisati kao

T
H(yn+l - yn>7

gdeje t > O koeficijent zategnutosto zice. Analogno, silasaleve strane je
T

H(yn—l —Yn)-

Ovesiledeluju zajedno i u zbiru daju rezultantu

PIYA(®) = = (Yns2(6) Yo 1(t) — 2yn(t))

Ynr1(t) +Yn-1(t) = 2¥n(t) = u(Xn +h,t) + U(Xn — h,t) — 2u(xn, ).
S druge strane, za svaku funkciju kojaimadrugi izvod vazi

F(X+h) +F(x—h) —2F(x)

—F"(x), h—o.

h2
Zato, nakon deljenja sa h nasa prethodna jednakost postaje
a_zu = 18—2u ili
Poz = "o

ia_zu—a_zu deie c= E
2oz e 9% Vo

Ovaj odnos poznat je kao talasna jednacina. Koeficijent ¢ > 0 zove se brzina kretanja.
Ako u talasnu jednainu uvedemo smenu

x:LX}
L
t=-T
C
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dobijase
i —1 —azu = i—azu odnosno
2 /L\20T2 LpadX?’
c
0?U oW
— ==, 0<X<<1
T2 X2’

Talasna jednaCina do koje smo dodli zasniva se na dva osnovna zakljucka iz pret-
hodnih fizigkih zapazanja.® Kao &o vidimo, to je prirodna pojava. Prema andlizi stojetih
talasa trazimo posebna reSenja za talasne jednaCine oblika ¢ (x) y(t). Ovaj postupak, koji
funkcioniSe podjednako dobro i u drugim situacijama kao Sto je reSavanje jednacine
provodenja toplote, zove se razdvajanje promenljivih. ReSenja koja se dobiju jesu Cisti
tonovi. MoZemo oCekivati da se ovi Cisti tonovi kombinuju u sloZeniji zvuk. Ova idgja
navodi nas na &injenicu da je opéte reenje talasne jednatine zbir pojedinatnih resenja 2

Zamenom U (x,t) = @(X)y(t) i diferenciranjem dobija se

9(X)W'(t) = 9" (X w(t), odnosno
y'(t) _ ¢"(x)
y(t) o)
Tako se parcijalna diferencijalna jednacina svodi na sistem obicnih diferencijalnih
jednaCina na sledeti nacin:

Levastranazavis odt, adesnastranazavisi od x. To se moze desiti samo ako su obe
strane jednake istoj konstanti, recimo A. Odavde sledi daje
P(X) —Ap(x) =0
v'(t)—Ay(t)=0 [~
ReSavanjem prve jednaCine:

25 | Parcijalne diferencijalnejednatine su vezaizmedu priradtajanekih veliginau funkciji raznih parame-
unifikacije. Parcijalne diferencijal ne jednacine nalaze se u svim pojavamafizike neprekidnih sredina, aticu
se svih stanja materije: gasa, fluida, Evrstih materija, plazme; kao i svih fizickih teorija: klasiCnih, relativi-
stiekih, kvantnihitd.“ (Sedrik Vilani, 2013, Ziva teorema, Centar za promociju naukei Matematicki institut
SANU, Beograd, str. 91.)

Vilani istice da je veliki Furije 1811. godine postavio jednaCinu provodenja toplote, koja odreduje pro-
mene temperature u prostoru i vremenu u homogenom Evrstom telu u toku njegovog hladenja.

Na primer, parcijalne jednacine prenoSenjatoplote u tapu duZinel je

J%u 1 du

ox2 a2 gt
uz odgovarajuce pocetne uslove. Videti u: Dobrilo ToSi€, 2006, Matematika 111, kratak kurs, Akademska
misao, Beograd, str. 346.

Od tada su njegove jednaCine postale najdostojniji predstavnici parcijalnih diferencijalnih jednacine,
jednaCine koje opisuju sve povezane pojave $to nas okruzuju, od morskih struja do kvantne mehanike.
Vige videti u: Sedrik Vilani, 2013, Ziva teorema, Centar za promociju nauke i Matematicki institut SANU,
Beograd, str. 140.

%6 Stein Elias and Rami Shakarchi, Fourier Analysis, an introduction Princeton University Press, p. 12.

(t>0, a>0).
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(1) zaA > O svaresenjasu oblika

o(X) = Cle‘/)L_X Vax

+Cce
Naosnovu ¢(0) =0i ¢(1) =0

ci+c=0
cle\/z-i—cze*\/z: 0 } = C=0=0
Na osnovu pocetnih uslova vidimo da je jedino reSenje jednaCine trivijalno reSenje
(2) ZaAr =0, ¢"(x) =0, paje
o(X) =ax+b
I ponovo samo trivijalnareSenja zadovoljavau granicne uslove.
(3) ZaA < Ore3enjasu oblika

0 (X) = Acos\/—Ax+Bsiny/—Ax.
Zamenitemo pocetne uslove (Zicaje zategnutaizmedux =01 x = 1).
Za@(0)=0i ¢(1) = 0 dobijase
A=0 i Acos\/jJrBsin\/j:O
Bsin\/j: 0
sin\/j: 0
\/j =kr, keZ
—2 =Ker?
A = —K?r?
Kada zamenimo dobijeno A, reSenja su oblika
ok(X) =Bsinknx, ke Z.
S druge strane, druga jednaCinaimareSenja
y(t) = Acosknt + Bsinkat.

Ove jednaCine prepoznajemo kao prosta harmonijska kretanja.

Slucaj k =0, dobijasedajeU (x,t) = 0. Zak < 0 konstante mozemo preimenovati
(parnost, odnosno neparnost funkcije cos i sin). Zbog toga mozemo uzeti da je k > 1.
Jedno reSenje talasne jednaCine je

U (x,t) = (Axcoskrt + By sinknt) sinkmx

i prepoznajemo ga kao stojeti talas.
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Pre nego $to nastavimo analizu talasne jednaCine navestemo primere za stojece ta-
lase. Pretpostavicemo da je k = 1 i Uy(x,t) = cost - sint. Na dlici je prikazan grafik za
razlicite vrednosti t.

7 . \ / - \
1\ Y
1 \ 1 \| 1
[ R A R
a)

Slika 28 — Osnovni ton (@) i vi§ tonovi (b) u razlicitom vremenskom trenutku

A
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|
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a \

\
\

Slucg k = 1 odgovara osnovnom tonu, ili, to je prvi harmonik u treperenju Zice.
Kada uzmemo da je k = 2, razmatramo jednaCinu U (x,t) = cos2t - sin2x (slika desno).
Imati na umu da je U (§’t> = 0, za svako t. TaCke koje ostaju nepomicne u vremenu

ima nizu frekvenciju nego prizvuk.

nazivaju se tvorovi. Zavete vrednosti K dobijaju se viS tonovi ili vise harmonika.
Kada k raste, povetava se frekvencija a period se smanjuje. Zbog toga osnovni ton

To nam omogucava da se sabirgju reSenja kao linearne kombinacije stojecih ta-
jednaCine

Podsetimo se dajetalasnajednacinalinearnau smislu ako su ui v reSenjajednacine,
ondajetoi au+ Bv zabilo koje konstante o i 3.
lasa u,.2” Ova tehnika zove se superpozcija talasai dovodi do kona&nog resenja talasne

~+oo

U(xt)= Y (Accosknt+Bygsinkat)-sinkzx (k€ N).
K=0

Zared nadesnoj strani vazno je da konvergira, o emu ne brinemo u ovom trenutku.
Pretpostavimo da su u ovom izrazu data sva reSenja talasne jednaCine. Za pocetno
vremet = 0, naSajednatinaje funkcija po x, koju oznatavamo sa f (x), zakoju vaZi da je
f(0) = f(1) = 0. Zbog togapiSemo U (x,0) = f(X) i vaZi
i Agsinknx = f(x).
k=1

Mocksa, cTp. 86.

27 A. H. Tuxomos, A. A. Camapckuii, 1977, YpaBHeHust Maremaruyeckoil ¢pusukmu, Hayka
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Sada se prirodno namecte pitanje: Kako pronati koeficijente Ay, za datu funkciju f (x), gde
~+oo

jef(0)=1f(1)=0i f(x) = ), Acsinknx?
k=1

Ovo pitanje je okvirno postavljeno i pokuSatemo da na njega odgovorimo. To je,
u stvari, osnovni problem koji je pokrenuo proucavanje Furijeove analize. Jednostavno
zapazanje nam omogucava da pogodimo formulu za koeficijente Ax. Ako obe strane jed-
nakosti pomnozimo sa sinnzk i integralimo od nule do jedan, dobija se

1 1/ e
f f (x) sinnzxdx = f (2 Aksinkn> sinnzxdx
0 0 \k=1
e 1
=y AkJﬂsinknxsinnnxdx

k=1 0
1
_EAFU
gde smo koristili Cinjenicu daje
1 0, k#n
fsinknx-sinnnxdx: 1 :
—, k=n
0 2

i nismo se trudili da opravdamo zamenu poretka sumei integrala.

Na osnovu navedenog, pretpostavljamo daje n-ti Furijeov koeficijent jednak
1
Ay = ZI f (x) sinnrxdx
0
te, dakle, ocekujemo daimamo razvoj dunkcije f u sinusni red

f(x) = i Ansinnmx
n=0
na segmentu [0,1]. No tada vidimo da navedena formula zadaje neparnu funkciju na
[—1,1], oznaCimo je takode sa f, StaviSe, mozemo je istom formulom definisati na Citavoj
realnoj pravoj, kao neparnu funkciju sa periodom 2. Vidimo daje

1
An = j f (x) sinnztxdx.
-1

Slicno pitanje se postavljai zarazvoj funkcije g(x), 0 < x < 1, u kosinusni red:

g(x) = Y Bycosnzx.
n=0

Ponovo, pretpostavljgjuci da je takav razvoj moguc, vidimo da data formula zadaje
g kao parnu funkciju na Citavoj realnoj osi, sa periodom 2. Ocekujemo da je, analogno
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prethodnom rasudivanju

1 1
Bn= ZI g(x) cosnmxdx = j g(x) cosnmxdx.
0 -1

Proizvoljna funkcija funkcije F na[—1.1] moZe se zapisati kao zbir f + g, gde je f
neparna, ag parna

(%) = F(X) —2F( X)
F(X) —F(—X
o9 = FO-F(X
Ocekujemo da se proizvoljnafunkcijaF na[—1, 1] moZe zapisati na sledeti nacin
Foo Foo
F(x) = ), Acsinkex+ Y Bycoskrx
k=1 k=0

~+oo
=Bo+ Y, (Acsinkmx+ By coskrx).
k=1
UobiCajeno se pise
a | &
F(X) = >+ Y (axcoskmx + by sinkmx).
k=1
Smenom X — 2X

~+oo
f(x) =F(2x) = %, Y (axcos2kmx -+ by sin2kmx)

2
k=1
za opStu funkciju f koja je periodicna, sa periodom 1. Koristeti Ojlerovu formulu

g' = cost +isint,
gdeje|€'| = 1, t € R, moZemo definisati trigonometrijske funkcije
cost = %(eit +e Y
1 . .
i t: ~ elt - it
snt = = ( e )
i jednostavno pokazati sledete tvrdenje:
Trigonometrijski polinom
N
f(x) = % +
2 n=1

moze seizrazti u obliku

N ,
f(X): z CneZEmX,

n=—N

(ancos2znt 4 b sin2znt)

gdesucy=A, ch= %(An—iBn) iC_pn= %(An—i—iBn) zan> 0.
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| obrnuto, svaka funkcija oblika

N .
fx)= Y cne?™™

n=-—N
moze se izraziti kao
ap N
f(x) = > + ) (ancos2rnx+ by sin2znx)
n=1

tako &to suAg = Cp, An=Cn+C_ni B =i(Ch—C_p),n> 0.
Koeficijenti A, i B, surealni ako i samo ako ¢, = Tp,.

Teorema. Neka je f Furijeov polinom
N _ ap N
f(x)= Y cne™™=_1+Y (ancos2znt +bysin2znt),
n=—N 2 n=1
tadaje

1 .

Cnh= f f(x)e 2™dx, —N<n<N,
0

shodno tome

1
an= Zf f (x) cos2mnxdx
0

1
b = Zf f(x) sin2znxdx
0

DokAaz. Dovoljno je zapaziti daje
1

feiznktdt:{ 1, k=0

. 0, k#0
i uvesti jednakosti
An = Cnh+C_p,

bn — |(Cn - C_n).

Na ova] natin smo jednu prirodnu pojavu, koju smo predstavili jednaCinom trepere-
njazice, povezali saapstraktnom teorijom vektorskh prostora, skalarnog proizvoda, orto-
gonalnosti i Furijeovih redova.

Sadajejasno daako je f Riman integrabilnadavazi teorema o konvergenciji Furije-
ovog redau Ly, ili, ako je f deo po deo glatka— davazi uniformna konvergencija Furijeo-
vog reda, Cime je ucinjen vazan korak ka opravdavanju metoda razdvajanja promenljivih
u reSenje parcijalne diferencijalne jednaCine drugog reda, odnosno, reSenjajednacine zice
koja treperi. Na ovaj naCin pokazali smo da prikazana apstraktna teorija ima primenu u
fizici i inZenjerstvu.
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Sada cemo uzeti novu definiciju Furijeovih redova koja je specijalni slucgj ranije
uvedene op&tije definicije, ali se ngj¢este koristi u primerima.

4.4.5. Definicija Furijeovog redai primeri

Teorijai primenadali su nam motivaciju da napiSemo definiciju Furijeovog reda, i
to onako kako tag red ngjceste i sreCemo.

Definicija Furijeovog reda na [—7, 7].2®Neka je f(x) funkcija sa periodom 2,
koja na intervalu [—r, ] ima konacan broj taCaka prekida prve vrste. Furijeov red funk-
cijef datjesa

a &
1) =5+ Y (ancosnx+ by sinnx),
n=1
pri Cemu su koeficijenti definisani sa
1 T
a0="_ [ f(dx,
—TT
1 T
an= E_jn f(x)cosnxdx, neN,
1 T
bh== [ f(x)sinnxdx, neN.

T
-

PRIMER 3. Predstaviti funkciju f(x) = ?(, 0 < x < 27 u obliku Furijeovog reda.

RESENJE. Funkcija f(x) = n_;x moze se perioditno produziti i nataj naCin dobije se ne-
parna periodi¢na funkcija zakoju vazi 3, =0,n=0,1,2,...

2 fm—X 1 ¢
b = ;!Tsmnxdx = —Ef(n—x)d(cosnx)

T

1 T 1 1
= ——(m —x)cosnx ——jcosnxdx:—.
0o nm n

nrw

Nata nain
T—X I snnx
T2y 3 gox<om
2 n
n=1

T
Zax= —,
2

oo

T +
)

(_1)n—1
2n—1

jerje sin2kg:0 za n=2k i

>

28 Nenad Teofanov, 2011, Predavanja iz primenjene analize, Zavod za udzbenike, Beograd, str. 73.
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Slika 29

sin(2k— 1)% —(—1)!, n=2k-1.

Na osnovu Parsevalove jednakosti

+o0 2n +oo0 2n - 2 2
Y = = [|f/2dx dobijase Zizzlf(u) dx="2.
n=1 ﬂ:o n:ln 7'[0

PRIMER 4. Nekaje f(x) = sgn(x), x € [, ], odnosno

1, O<x<m,
f(x) = 0, x=0,
-1, —rm<x<O.
Odrediti Furijeov red funkcije f.

DokAz. Grafik funkcije dat je nadlici 30.

—
Tt o= ot N
, . ,

t t t

Slika 30

Ocigledno daje funkcija neparna, to znati da je a, = 0. Za koeficijente by, vazi:

1 . 4/mn, nparan,
bh= ﬁfn sgn(x) sinnxdx = { 0, nneparan

Furijeov red ove funkcije dat je sa:

L~ 4 .
f(x)sng‘lmsn(Zk— 1)
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Za

f= §(4*§n[(2*k—1)*X])/((Z*k—l)*Pi);
k=1

Plot[Evaluate[f], {x,—Pi,Pi}, PlotSyle — {RGBColor[1,0,0]},
PlotPoints — 10000, PlotRange — {{—5,5}{|2,2}}];

programski paket Matematika za razliCite vrednosti m daje:

m=2:
m= 10:
-1,5
Slika 32
m= 100:

Slika 33
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4.5. BANAHOVA TEOREMA O FIKSNOJ TACKI | PRIMENE

Definicija kontrakcije. Neka je X metricki prostor sa rastojanjemd i preslikava-
njemF : X — X. F jekontrakcija ako postoji realni broj K, 0 < K < 1 tako da vaz

d(F(x),F(y)) < Kd(xy).

Slika 34 — Stefan Banah

Banahova teorema.?® Neka je X kompletan metricki prostor sa rastojanjem d i
neka je preslikavanje F : X — X kontrakcija. Tada postoji jedinstvena tatka P € X tako
daje

F(P)=P

Dokaz teoreme. Prvo treba primetiti da ako su X; i X, fiksne tatke F, onda
d(xq,%2) = d(F(x1),F(x2)) < Kd(x1,%2),
iz Cegadedi daje d(x1,x2) = 0. Zbog toga je x; = X2. To znaci da je fiksna tatka jedin-
stvena.
|zaberimo xg € X i definiSmo

x1 = F(xo)

X2 = F(x1)

X3 = F(Xz)
Vidimodaje

d(Xa11,%) = d(F (%), F (X1-1)) <K-d(Xn,X1-1)

29 Stefan Banah (Stefan Banach), 1892-1945. Bio je istaknuti poljski matematicar.
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Akon,me {1,2,...} onda

d(Xnm, %n) < d(Xnm, Xn+m-1) +d(Xnym-1, Xnrm-2)
+ -+ d(Xn+1, %)
< (Kn+m—1_|_Kn+m—2_|_”._i_Kn)d(Xl’XO)
n
<
1-K
Zakljutujemo da je (x,) KoSijev niz jer K" — 0 naosnovu 0 < K < 1. Zato ima
granicnu vrednost X € X. Kako je F neprekidna (naravno, F je neprekidna u smislu
LipSica), mozemo zakljuciti daje

d(X1,Xo).

F(X) = (rl]|_>rr;xn) = lim nF(Xn) = lim Xp 1 =X.

Zbog toga je X fiksna tacka koju trazimo.

PRIMER 1. Nekaje X Hilbertov prostor 1% F : X — X tako daje

o0 () (121).

Moze se lako proveriti daje f kontrakcija sa konstantom K = % Jedinstvena fiksnatatka je

_ (2222 m= (111 e
- 17273747"' - 72737"'

jerje
2 (WY (24
1+<2 +g) +oo<t
d(F(x),F(y)) = [F(x) = Fy)l
— 3 m-(Ly4m
HE >y
— 2 x-yl
= Zd(xy).
Naosnovu F(P) = P, dobija se

(5
(>

11
P+(1%,%,...)=P
+< 2’37 )

5

H

NlH\—/

NI =

) P, odnosno
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222
P— (275,5,2,-.-) .

PRIMER 2. Nekaje sada Hilbertov prostor L([0,1]) i nekaje F presikavanje dato sa

1
F(f) = (x+1) [ x- f(dx
0

Moze se proveriti daje

1 1
[F()() — F(@ ()] = | (x+12) [ xF () dx— (x+1) [ xg(x) dx
01 0
= |[(x+1) Jx dx
0

L 12
< [x+1 (szdx> - (J (%) — g(x)]zdx>
0 0

=21 =) 11 - gl

1/2

Zbog togaje

1
F(H)~F(9)], = (f(\F(f)—F(gﬂ)zdx)
0

1
< Zli-al ( [x+ 1>2dx>

0

N
~(5) I1-gl.

Zakljutujemo da F imajedinstvenu fiksnu tacku.

1/2

NAPOMENA. Vredno je podvuci daje kompletnost sustinska pretpostavka u teoremi.
Na primer, uzimamo X = (0, 1] sa uobicajenom metrikom — tada preslikavanje F : X — X
dato formulom F (x) = 5 jeste kontrakcija koja nema fiksnu tacku.

Bilo bi korisno daimamo nekoliko varijanti Banahove teoreme o fiksnoj tacki.

Banahova teorema o fiksnoj tacki sa parametrom.3° Nekaje X kompletni metrigki
prostor, aY metricki prostor. Neka je F : X x Y — X neprekidna funkcija. Pretpostavimo
daje F kontrakcija po prvoj promenljivoj i to ravnomerno po drugoj promenljivoj. Pod
tim podrazumevamo

d(F(x1,Y),F(%,Y)) < K-d(x1, %)

30 Steven G. Krantz, 2013, A Guide to Functional Analysis, The Mathematical Association of America,
p. 107.
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zasvaki xp,xo € X,yeYineki 0 <K < 1

Onda, za svako fiksno y € Y preslikavanje x — F(X,y) ima jedinstvenu fiksnu tacku
¢(y) € X. Dalje, funkcijay — ¢(y) je neprekidnaizy u X.

DokAz. Jedino Sto treba da se dokaze je neprekidnost ¢.
Zay,yo € Y imamo

d(e(y),@(yo)) =d

Sledi daje
d(9v), 00)) < 1 d(F(9(30).Y). F(0(30). o).

S obzirom na to da desna stranatezi nuli kad y — yo, dobijamo zeljenu neprekidnost.

Posledica Banahove teoreme.3 Neka je X kompletan metricki prostor i neka jeF :
X — X. Ako je F" kontrakcija za neko n > 1, onda F ima jedinstvenu fiksnu tacku x € X.

F" je kompozicijaF, n puta.
DokAz. NekajeX jedinstvenafiksnatacka F" (3to je dato prethodnom teoremom),
ondaje
F'(F(®) =F™(®)
=F(F"(x)) = F(x).
Oznatimo F(X) say; dobijeni rezultat je F"(y) =y, ai po%to je X jedinstvena fiksna
tatka predikavanjaF", vazi: F"(X) = X, padledi dajey = X i nakraju
F(X) =x.

4.5.1. Dve primene

Prva primena odnosi se na teoremu o implicitnoj funkciji, koja predstavlja jednu
od najsloZenijih teorema diferencijalnog ratuna u R". Koristeti Banahovu teoremu o fik-
snoj tacki sa parametrom ona se lako dokazuje, Cak i u opsto] situaciji kada se konatno
dimenzioni Euklidski prostori zamene Banahovim prostorima.

Koristicemo oznake: By (P,r) je otvorena metricka kugla u Banahovom prostoru
X i Bx(Pr) je zatvorena metricka kugla. 1zvode u Banahovom prostoru interpretiramo
uobigajeno, kako to &ini Frese.*?

31 Steven G. Krantz, 2013, A Guide to Functional Analysis, The Mathematical Association of America,
p. 108.

32 Steven G. Krantz, 2013, A Guide to Functional Analysis, The Mathematical Association of America,
p. 108.
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Teorema 1. Uzmimo da su X, Y, Z Banahovi prostori. Neka jeU C X x Y otvoreni
skup i Up = (Xo,Yo) € U.Neka jeF :U — Z. Pretpostavimo da je

(8 F neprekidnai F(ug) =0,

(b) DyF (u) postoji za svako u= (x,y) € U,

(c) DyF jeneprekidan u ug i DyF (up) jeinvertibilan.

Onda za «, 8 > 0 za koje je Bx(xo, &) X By(yo,3) C U i jedinstvenu neprekidnu
funkciju ¢

¢ : Bx (X0, ) — By (Yo, 3)
vazi relacija
Fixy)=0=y=09(X
zasve (X,Y) € Bx(Xo, &) x By (Yo, B).
NAPOMENA. Dokaz ovog rezultata iznenadujuce je direktan.

Dokaz teoreme. Mozemo pretpostaviti, ne gubeti na opStosti, dajexg =0iyp = 0.
DefiniSemo funkciju

-1
(I)(X7 y) =y-— [DYF (07 O)} F <X7 y)
za(x,y) € U. Prema(a) @ je neprekidnaod U doY. Vidimo daje
Dy®(xy) =1 - [DyF (0.0)] "o DyF (x.Y).
gde o oznatava kompoziciju linearnih operatora.
Prema (c) postoji ¥ > 0 dovoljno malo daje
1
IDy®@(x,y)|| < >
zasve (x,y) € Bx(0,7) x By(0,y) C U.
Onda jednostavne procene i neprekidnost @ podrazumevaju daje
1
(% y1) —@(X,Y2)|| < > ly1—yzlly

za ||x|

yilly, ||y2|ly manjeili jednako od 3, a B je manje nego y.

Ako koristimo (a), mozemo odrediti 0 < o < 3 tako da bude

X Y

o0 <5
zasve ||X||x < . Ondajeza||x||x < o, |lylly < B
1
(DX Y) [y = [@(X,0)[ly + |P(X,y) = D(x,0)[y < Q(B +1lylly) < B.

Ondaje neprekidno preslikavanje ®: Bx (0, o) x By (0, 8
naBy (0, 8) ravnomerno u By (0, o).

~—

— By(0, B) jekontrakcija
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Iz Banahove teoreme o fiksnoj tacki sa parametrom postoji jedinstvena neprekidna
funkcija o,

¢: Bx(0,00) = By(0,8) takodaje
O(x (X)) =) 4.
F(X, ¢(x)) =0.

*
k k

ZanaSu sledeCu primenu razmatracemo KoSijev problem
{ X (t) = f(t,x(t)) zatel
X(to) =Xo
Trazimo zatvoren interval |, to € | i diferencijabilnu funkciju x: | — X (gde je X dati
Banahov prostor) tako daje sistem zadovoljen.

Ovo je standardni problem pocetnih vrednosti prvog reda kod obicnih diferencija-
bilnih jednaCina.
Poznata je Cinjenicadaje ova sistem ekvivalentan reSavanju integralne jednacine

t
X(t) =%+ [ f(sx(9)ds, tel.
to

Teorema 2. Pretpostavimo da je
(@ f neprekidna;
(b) vaZ nejednakost
1t x2) = f(t,x2)Ix < K(t)[Ix1 — Xl

zasve (t,x1), (t,x2) € U, vredi za neke K(t) € [0, +-o).
(©) K e LY(to—a,to+a) zaneki a> 0,
(d) postoji m> 0i Bgryx(Up,S) C U takodaje

I (tX)[lx <m

za sve (t,Xx) € Brxx(Uo,S)-
Onda sledi da postoji 7o > 0 tako da za svako 7 < 19 postoji jedinstveno reSenje
x € CY(I;,X) za KoSijev problem sa

l; = [to—7,to+ 1]

NAPOMENA. Oni koji poznaju klasiCan dokaz primetiCe da su stvari ovde znatno
jednostavnije. Mnoge od klasi¢nih procena su apsorbovane u funkcionalnu masineriju.

Dokaz teoreme. Neke jer = min{a,s} i 1o = min{r,Lm}.
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Biramo 7 < 7o i smatramo da je kompletan metricki prostor Z = Bg, x)(Xo,) sa
metrikom koju namete normaod C(l;, X). Ovde je x(tg) konstantna funkcija jednaka Xg.
Postojet <r,akoze Z, ondaje

(t,Z(t)) - ERXx(Uo, I’) C U,

zasvet € I,. Ondazaz < Z definiSemo daje
F(2)(t) = Xo+f f(y,z(y))dy, zatel,.
t
Primetimo da je

sup [|F(2)(t) —Xol| < sup
telr tely

t
{11 (v 2y)lxdy| < mr <
to

Zakljutujemo da F predlikava Z u Z. Nas poslednji zadatak jeste da pokazemo daje F"
kontrakcijanaZ zaneke n € N. Indukcijom po n, pokazatcemo da je zasvakot € I,

@ [F@® -F @)l < | [Kody| Iz -2lex

Zan=10vojejasno. Zbog toga pretpostavimo da je nejednakost tatna za neko n— 1 ako
jen> 2.

Ako uzmemo dajet > to (razmatranje ucagjat < tp, je analogno), vidimo da je
[F"(z2) (1) = F(22) (1)

= [FE™ @) -F (F" ) o),
t
< [ IR Mz ) - f(LF @) ) [|xdy

to

t
< [KW[F™ @) () — F"1(22) () |y

n—1
<(n 1)! I (IK ) dy| [z — 22flcq, x)

to

n
t
1
~n (JK(Y)dY) ||Zl—22HC(|,,X)
0

1
[F (0 = F22) 0, x) < = IKITsq, 12— Zllcq,x)

Tako iz (3) dobijamo

i to pokazuje da zan dovoljno veliko, F" je kontrakcija.
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Pomocu posledica Banahove teoreme zakljuCujemo da F ima jedinstvenu fiksnu
tatku. To je oCigledno jedino reSenje za nasu integralnu jednaCinu i ono reSava Kosijev
problem.

Teorema (uopstenje Banahove teoreme). Neka je (X,d) kompaktan metricki pro-
stor, T : X — X, takodazasvaki X,y € T, X £y vaz

d(T(x),T(y)) <d(xy).

Tada postoji jedinstvena fiksna tatka preslikavanja T, tj. vaZ T(a) = azanekoa e X.*

DokAz. (I natin) Nekaje

G(x) =d(T(x),x), X€X.

Vadi
G0~ G(y)| = [d(T(¥,x) —d(T(y), )|
= |d(T(9, %)~ d(T(y), %) +d(T¥), %) ~d(T), )|
< [d(T00,) ~d(T (), x)| + |d(T¥). X) ~d(T¥).Y)|
<d(T(X), T(y)) +d(xy)
<2d(x,y

G ispunjava LipSicov uslov paje neprekidna.
[Kori&tena je procena
|d(a,b) —d(a,c)| < d(b,c) 3ojeekvivalentnosa
—d(b,c) <d(a,b) —d(a,c) <d(b,c), odnosno
d(a,c) < d(a,b)+d(b,c) Ad(a,b) < d(a,c)+d(c,d).]
Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu dostize minimum.
Znaci da neprekidnafunkcija G dostize minimum u nekoj tacki a € X i nekaje
G(a) =d(T(a),a) = A.
Pretpostavimo daje A > 0. Ondaje
T(a)#a, paje
d(T(T(a)),T(a)) <d(T(a),a) =4

Kontradikcijal
Sledi daje T (a) = a, ato znati daje a fiksna tatka.

33 W. A. Sutherland, 1975, Introduction to metric and topological spaces, Clarendon Press, Oxford.
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PRIMER 3. Nekaje f :[0,1] — [0, 1] Ciji gafik je prikazan na dlici. Data funkcija na kom-
paktnom skupu [0, 1] ima fiksnu tatku.

1
_/
/_
) a
Slika 35

(I nacin) U drugom dokazu koriste se dvevazne Cinjenice. Prvo, funkcijaT oCigledno
jeneprekidna, jer jed(T(x), T(y)) <1-d(x,y) paT ispunjavaLipSicov uslov; drugo, ko-
ristiCe se Cinjenicadaje X kompaktan skup na kome svaki niz ima konvergentan podniz.
(Ovde netemo koristiti neprekidnost funkcije f(x) = d(T (x),X) kojanije oCigledna.)

Analiziramo dva slucaja za d > 0. Zakljucicemo da nijedan nije moguc i da mora
biti d = 0.

(1) a =infd(T(x), X) sedostize papostoji tatkaxp € X takvadaje a = d(T (Xp), Xo)-
Ali, premauslovu teoreme

d(T (%), T(T(x0)) <d(%, T(x)) = a, Xo# T (%)
dedi infimum je manji od o.. Kontradikcijal
ZnaCi nije moguce da se realizuje infimum koji je veti od nule.
(I a = infd(T(x), X) se nedostize. To znati daje za o« > O rastojanje
d(x, T(x)) >a VxeX.
Koristeti svojstvoinfimumazaklju€ujemo dapostoji niz x, € X takav dajenizd(X,, T (X))
opadajuci i tezi a.

d(X27 T(X2))
¥

0 * d(thT(xl))

Posto je (X, d) kompaktan, svaki niz ima konvergentan podniz, pai niz (xp) ima
podniz yx = Xn,, kK= 1,2,... gdeyx — azanekoac X.

Sada yx — &, d(Yk, T(Yk)) 4 a. Takode, niz T(yk), k= 1,2,... ima konvergentan
podniz, tj. postoji zm = Yk, M=1,2,...takvodaT(zyn), m=1,2,... konvergiranekom
beX.

Znati d(zm, T(zm)) 4 o, gdezn — &, T(zn) — b, zanekea,b € X.
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a b
N /
Zm T(zm)

Vaze relacije trougla
d(zm, T(zm)) < d(zm,a) +d(a,b) +d(b,T(zm)), odnosno
d(a,b) < d(a,zm) +d(Zm, T (zm)) +d(T (zm), b).
Prelaskom nalimes, kadam — « iz ovih nejednakosti dledi

o <0+d(a,b)+0 .
d(a,b) g(()+o)c+0 } paje d(a,b)=a.
|z neprekidosti funkcije T (kojaispunjavalipSicov uslov), zbog zy — @, T (zm) — b dedi
T(a)=Dbi pri tomejed(a,b) =, tj.d(a,T(a)) = a,azatimd(T(a),T(T(a))) < a, pa
o > 0 nije infimum. Kontradikcijal Pretpostavka da je oo > 0 nije tatna. Ostagje jedina
mogucnost o = 0.
Posto jeyx — @, d(Yk, T(Yk)) | @ = 0iz nejednakosti

d(T(yk),a) < d(T(yk),Y«)) +d(yk.a)
dedi d(T (yk),a) — O, ili toisto: yx — a, T(yk) — azbog neprekidnosti T jeT(a) = a.
Teorema o fiksnoj tatki metrigkog prostora (A. Meir& E. Keeler).3* Nekje(X,d)
kompletan metricki prostor, T : X — X i vaz sledeCi uslov:

() (ve>0)(38(e) > 0)(PxyeX) (e <dxy) <£+8=d(T(X),T(y) <e)

Tada za svako x € X postoji rI]im T"(x) =a,gdeac X nezavisi odx; T(a)=a, &0
—» 00
znaci da je a fiuksna taCka prostora (X, d).

Dokaz. (i) Niz ¢, = d(T"(x), T"1(x)) je opadajuci na osnovu (x). (Uzeti u (%)
T"(x) umesto x, T"(x) umestoy, d(T"(x), T"™(x)) umesto ¢, ako je takvo & > 0).
ZnaCi Cyy1 < Cp.

(ii) (cn) je monoton i ograniCen niz. Treba dokazati daje Am cn = 0. Pretpostavimo
suprotno, Agrgo ch=c>0.

Neka je € = c. Postoji 6 > 0 po uslovu teoreme. Postoc, - c<c+0 =€+ 0, za
N> npjecy, < e+ 96 pajecn1 < € naosnovu uslova (x). Znaci ,LLTOCn < ¢. Kontradikcija!

(iii) Dokazujemo da je niz Ty(x), n = 1,2,... KoSjev, pretpostavljajuci suprotno.
Oznatimo Tp(X) = Bn.

Postoji € > 0 takvo da za beskonatno mnogo brojevan € N vazi d(Bn, Bnk) > 2¢,
zaneke brojeve k = k(n). Broju € odgovarabroj 6 = 6(¢), takav davaZzi (x).

34 A. Mukherjeaand K. Pothoren, 1978, Real na Functional Analysis, Plenum Press, New York, p. 71.
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Zan>N jecy < % gde je A = min{J,e}. Neka je n > N i k takvo da vazi
d(Bn, Bnik) > 2¢. Kakojen > N

Ch = d(ﬁn, ﬁn+l) <
(d(ﬁnﬂa ﬁn+j+1) <

A
(@B, Brsi) = (d(Bn Bre2)| < 5 (=012,
(Posledica nejednakosti trougla.)
Sada posmatramo konaCan niz brojeva
(d(Bm BI’H—l) ’ d(BI’b BI’H—Z); R ,d(Bn, Bn+k) .
X I *—¢—K —k———%—
& e+24  €+A 2¢
3 3

w| >

. ded

w| >

(j=0,1,2,...), odnosno

*

I
0

Razmak izmedu svaka 2 susedna Clana ovog niza je manji je od % prvi ¢lan niza

manji od % poslednji ¢lan je veti od 2¢, pa s obzirom na gustinu tih brojeva bar jedan
Clan tog niza (Bn, Bn+j) pripadaintervalu

22 _ 22
(s+ ?sM) 4. e+ <d(Bn Pns1) <e+4

zaneko j = {1,2,...,k—1}. Nalazimo bolju procenu za broj (3, ﬁn+j),

d(ﬁn, ﬁnﬂ) < d(ﬁn, Bn+1) + d(Bn+1, ﬁn+j+1) + d(ﬁn+j+1, ﬁnﬂ)

A

A
< 3 + d(ﬁn+1a Bn+j+1) + 3

Naosnovu () iz procene
d(Bn, Bnvj) <€+A dedi
d(Bnit, Bryjr1) <€ jerje e+A <e+é.
ZnaCi
d(Bn, Bntj) < %+e+% :e+%.
Kontradikcijal
(iv) Niz (Bn) je KoSijev (X,d) kompletan, pa B, — azanekoae X, tj. T"(x) — a.
Kako je
d(T(T"(x)), T(@)) < (T"(x),a) = O,
onda

T = T@@), . T"X)—=T(); T(@=a
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(V) Pretpostavimo daT"(x) — azaneko x, T"(y) — b zanekoY i dajea+# b. Vazi
(T, T"(y)) —d(a,b)| < [d(T"(), T"(y)) —d(T" \+
+d (T, b) — d(a,b)| < d(T"(),b) +d(T"(¥ ) i,
d(T"(x),T"(y)) — d(a,b).
|z uslova (%) sledi daje
d(T™(x), T H(y)) <d(T"(x), T"(y))
(Uzeti e =d(T"(x), T"(y)))
Dalje, ako se uzme ¢ = d(a,b), zadovoljno velikon je
e<d(T"(x),T"(y)) <e+8, pavaZi
d(TM(x), T"(y)) < e =d(a,b) odnosno
d(T"(x),T"(y)) I s, zanekos, 0<s<d(ab).
Iz dobijene kontradikcije proizilazi daje a= b. To znaCi da je fiksna tatka jedno-

znatno odredena; postoji a € X takvo da T"(x) — a za proizvoljno izabrano x € X (kada
N — o).

*
* *

Banahova teorema o fiksnoj taCki ima primenu u razlicitim oblastima: algebarske,
obicne diferencijalne jednaCine, parcijalne jednaCine, integrale jednacine, funkcionalne
jednaCine, numericka analiza i dr. Banahova teoremaimai izvesna ograniCenja. Na pri-
mer, kod egzistencije reSenja Fredholmove integralne jednacine

b
H(s) = A f K (s,t)x(t)dt +g(s).

Ovaj stav obezbeduje reSenje samo za male vrednosti parametra |4 |.



d.

PREDLOZI INOVACIJA U NASTAVI
MATEMATICKE ANALIZE NA TEHNICKIM
FAKULTETIMA | ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

5.1. REZULTATI ISTRAZIVANJA

Rezultati empirijskog istraZivanja i reSavanja zadatog istrazivanja u odnosu na po-
stavljene hipoteze jesu sledeti:

Hipoteza Rezultat

() Studenti tehnickih fakulteta imaju pozitivan odnos prema prihvatena
matematici.

(i) Studenti tehnickih fakulteta matematici prevashodno dode- prihvatena
ljuju upotrebnu vrednost.

(i) Predavanje nastavnika je dobro ukoliko je razumljivo, raz- prihvatena

govetno i ako motiviSe studente da u njemu ucestvuju. Is-
tovremeno, predavanje sadrZi primere sa elementima pri-
mene.

(iv) Matematicka literatura je vazno nastavno sredstvo ali se prihvatena
ona, osim zhirki zadataka koje sluze za neposredno pripre-
manje ispita, ne koristi.

(V) Uspednost u reSavanju zadataka ne zavisi od vrste fakulteta odbatena
(ETF, GF, MF).

(vi) Vizuelna prezentacija zadataka poveCava uspesnost prihvatena
reSavanja problema.

(vii) Studenti nisu stekli vedtinu da znanje iz matematicke ana- prihvatena

lize primene u reSavanju zadataka i problema.

(viii) Apstraktna teorija i primenjena matematicka analiza prihvatena
medusobno su povezane i objedinjene u univerzalnom ma-
tematickom sistemu.
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Prve Cetiri hipoteze prihvatene su na osnovu analize upitnika. Peta hipoteza, uspe-
Snost u reSavanju zadataka ne zavisi od vrste fakulteta je odbaCena, $to ide u prilog
Cinjenici darezultat zavis od fakulteta. Sestai sedma hipoteza su prihvacene.

Krajnje apstrakcije jesu pravo orude kojim se moze kontrolisati nasa misao u kon-
kretnim situacijama. Matematicka tvrdenja predstavljaju sigurnu stazu, bez obzira na to
dali je utvrdeno dapostoji u prirodi ili ne, jer sadrze nesto izvesno i nesumnjivo. Rezultati
istrazivanja nedvosmisleno potvrduju da studenti tehniCkih fakulteta smatraju da matema-
tika treba da bude iskljucivo primenjena nauka. Takode je kristalno jasno da bez teorije
sama primena znaci svodenje na puku ve&tinu, napravu i patent, bez moguénosti naucnog
usavrSavanjai razvoja. Apstrahovanje, uopStavanje i izvodenje posebnih slucgjeva treba
dovesti u prirodan tok. Zatim slede primeri koji se navode odredenim redosledom.

Prvo se navode primeri kojima se rasvetljava pojam, zatim primeri primene u mate-
matici i nakraju primeri primene u fizici, prirodnim naukama, muzici i drugim oblastima
gde postoje. Tako ce primenom iz Ciste teorije, sloZzene stvari ili pojave —recimo iz fizike
ili medicine, biti manje sumnjivei bice izvesnije. Drugi natin je matematicko modelira-
nje, Cime se bave teorijskafizikai druge nauke. Ovo je put priblizavanja apstraktne teorije
i odgovarajuce primene.

Tema koja je rasvetljena na oba nacina jeste tema Furijeovih redova. Prvo je na pi-
jedestal podignuta teorija vektorskih prostora, ortogonalnih vektora do nivoa Hilbertovih
prostora. O, velike li apstrakcije! Zatim je posledicno objasnjena teorija Furijeovih re-
dova. JoSuvek se nevidi primenaali se mogu konformno reSavati primeri i zadaci. Zatim
se pogled promenio, sada se stvar posmatra kao fizicki fenomen treperenja zice. Mate-
matickim modeliranjem ponovo se stize do Furijeovih redova. Na tg naCin apstraktna
matematiCka teorijai matematicko modeliranje prirodne pojave daju isti rezultat. Razu-
mevanjem ovog odnosa otvara se mogucnost za mnoge primere.

Teorijskim razjasnjenjem pojmova apstrakcije i primene, a zatim i prikazom ap-
straktne teorije Furijeovih redova i primera primene, potvrdena je hipoteza: Apstraktna
teorijai primenjena matemati Cka analiza medusobno su povezane i objedinjene u univer-
zalnom matemati ckom sistemu.

U radu Odnosizmedu apstrakcijei primene u nastavi matemati cke analize dat je novi
pogled na metodiku nastave matematike, sa utemeljenjem u teorijskom i empirijskom
istrazivanju. Doprinos je dat u sagledavanju odnosa izmedu apstrakcije i primene, ali |
neposrednim primerima, sa zeljom da se:

(1) poboljsanastavno izlaganje,

(2) podstaknu istrazivaCi da se posvete metodici nastave u raznim matematickim

oblastima.

U radu je naroCito istaknut primer teorije Furijeovih redova kao dobar primer spa-
janja apstraktne matematiCke teorije i primene. Pored Furijeovih redova dati su drugi
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primeri, u manjem obimu, ai su oni vazni po znaCaju nade pozivne delatnosti. Na pri m)e(r,

Njutn—L ajbnicovaformula, LagranZzova teorema, primene teoreme o fiksnoj tacki, Iina ” i
X—

dr.

Na ovaj nacin se potvrduje da metodicki dobro postavljena nastava pomaze boljem
razumevanju odnosa izmedu apstrakcijei primene matemati Cke analize.

5.2. PREDLOZI | INOVACIJE
5.2.1. Planiranjenastave

Profesor matematike na tehnickom fakultetu suocen je sa brojnim izazovima. Za
pratenje nastave viSe matematike, odnosno matematicke analize kao njenog integralnog
dela, potrebno je intenzivno znanje matematike iz srednje skole.

Ovu Cinjenicu valjaimati na umu kada se kreira plan nastave . Oslanjgjuci se nais-
kustvo kolega sa Univerzitetau Berlinu, vazno je da se u okviru stranice predmeta dobro
osmisle kursevi vise matematike na prvoj godini studija, koji ¢e doprineti homogeniza-
ciji gradiva iz srednje 3kole. Ova priprema zahteva Siri zahvat. Neophodno je analizirati
upis studenata i osmidljavati maturski i prijemni ispit (koji pokazuje nivoe znanja). Uz
ove preduslove moguce je planirati gradivo koje Ce studente osposobiti za dalje izazove
nastave.

Vaznu Cinjenicu predstavljaju i osmidljavanje primera za matematicko modelovanje
inzenjerskih problema, upravljanje dinamickim sistemimai dl. Takav pristup treba da do-
prinese majstorstvu i istrazivatkom majstorstvu studenata. U ovom smislu je priprema
nastavnog materijala veoma zahtevna. Do poboljSanja ce do€i kada se o ovoj temi po-
vede ozbiljna diskusija na tematskim konferencijama, razvije pisanje naucnih tekstova,
podstakne pisanje udzbenikai knjiga.

Sadrzag] nastavnih tema treba da uzme u obzir dostignuti nivo znanja studenata i
Zeljene ciljeve, kao i predvidene rezultate ucenja. Kod osmidljavanja sadrzaja mora se
imati na umu da studenti koji su upisali fakultet nisu dovoljno pripremljeni. Za razliku
od srednje Skole, njih nafakultetu oCekuje znatno veti izazov dokazivanjateorema. Zbog
toga prelaz mora biti pazljivo pripremljen, uz elemente filozofije matematike, kombino-
vanje induktivne metode sa strogom dedukcijom i objasSnjavanje samog postupka, uloge
dokazai dl. Tezinu trebakoncipirati i podizati tako da se tokom prve godine studijaizostri
oseCqg] za strogost u matematici i dode do neophodne pripreme za dalje izuCavanje.

Planiranje udzbenika je dugoroCan proces jer se udzbenici ne piSu pred samu na-
stavu. U nekim zemljama profesori se oslobadaju od nastave da bi se posvetili pisanjul.
O udzbenicima, zbirkama zadataka i nastavhim materijalimatreba voditi struCnu debatu i
planirati ih dugorocno.
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Plan sadrzi predvidanje buducnosti u smislu formulisanja ciljevai ishoda, sadrzaja
radai koristenja nastavnih sredstava. Kada se pravi takav iskaz, mora se voditi rauna o
tome da bude realan — ostvarljiv i odgovargjuci —ato znaCi da u svakom trenutku znamo
Staradimo i gde Zelimo da stignemo. U okviru plana navode se nastavna sredstva koja e
se korititi. | ngjvaznije — plan nije spisak Zelja vet je bitno njegovo ostvarivanje.

5.2.2. Paznja, beleSkei postavljanje pitanja

Obratiti paznju znaCi percipirati. Paznja jeste sposobnost da pojedinac upravlja to-
kom svoje svesti. Pazljiv je ong) ko brizno slusaili gleda neku stvar. Student tezi, naginje
neCemu, oseCa interesovanje za ono to ce naci ili 3to je vet prisutno. Paziti — znaCi uloziti
svoju studioznost i budnost u posmatranje ili razumevanje neCega. PrivliaCenje apsolutne
paznje oznatavamo reCima zaokupirati, oCarati, zaseniti, zadiviti i dr. Treba uci u ono
Sto radis. Koncentrisati se, gediniti se sa predmetom rada, izraziti interesovanje, upustiti
se. Obratiti paznju znaCi biti svestan neke privlacnosti. Dve stvari bitno odreduju paznju:
jedno je motivacija, a drugo volja. Profesor treba da motivise studente. Moze to uraditi
vestim kombinovanjem poznatih i nepoznatih pojmova, a ako je gradivo potpuno novo,
onda on mora da raspakuje definicije, da objasni, da navede primer koji privlaci paznju.

Za studenta je korisno da notira definicije, teoreme i primere u sazetom obliku. Po-
enta je u tome da student traga za metodom ucenja, medutim on od neCeg mora da pocne.
Jedan od naCina kako treba pisati u svesci je sledeti: Podeli se strananaveti i manji deo
(vertikalnom crtom napravi margina). Sa desne strane sadaimamo marginu za komentare.
U glavhom delu piSe se sadrZaj, a sa strane se beleze kljuCne reci, vazne formuleili kratki
tekst koji nas upucujei asocira navazne deloveili pojmove.

U toku pisanja odredene stvari se razumeju. Medutim, neke teoreme ili definicije
student ne razume. Sta se tada de3ava? Profesor tokom izl aganja podstice studente da
postavljgju pitanja. Ne tek onako ili redaradi, vet su&tinski, i to vrednuje. Student iznovai
iznovapostavljaistapitanja—Staje ovo? zasto je ovako? Cemu ovo sluzi? zasto to radimo?
Treba zapamtiti da odgovori nisu uvek isti! Smatra se da je postavljanje pitanja ngjvisa
aktivnost inteligencije. A nauciti nekoga da postavlja pitanja najsavrSeniji je obrazovni
trud.

5.2.3. Stvaralacka memorija

Covek vidi, interpretira i razume iz memorije. Zna da &uva i upotrebi informacije.
Inteligentna memorijaje dinamicki sistem. Nije sustinasamo u zngju vet i u umetu dase
upotrebi ono Sto se zna.
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Ako bi zamemoriju upotrebili kompjuterski izraz baza podataka, onda bi se moralo
reCi da Covek poseduje delotvorniju i korenito drugaciju bazu podataka od kompjuterske.
ZaCoveka postoje tri izvorainformacija.

Prvi izvor je neposredno dostupna baza podataka, izgradena od znanja koje pose-
dujemo, i to je ono $to uobicajeno nazivamo paméeenjem. Pristup toj bazi je neposredan i
zahvaljujuci njoj mi percipiramo, govorimo, krecemo se i tumacimo stvarnost.

Drugi izvor opredmetuju knjige, arhive, kompjuterske memorije, beleskei dr. On je
posredno dostupan, i veC se ovde vidi da je kompjuterska memorija deo sopstvene baze
podataka.

Treti izvor je posredno dostupna svekolika stvarnost. Priroda koja nas okruzuje po-
seduje neiscrpne informacije koje se pretvaragju u izvor saznanjai obilje podataka.

Kada hotemo da trazimo informaciju, obracamo se jednoj od ove tri baze. Vazno
je posedovati i znanje o pristupu. Ako prihvatimo stvarnost kao bazu podataka, onda se
pretvaramo u istrazivace stvarnosti.

Sada se namete krunsko pitanje. Sta znati utiti napamet? To je fraza koja etiketira
Citav obrazovni sistem. UCenje je trgina promena izazvana u organizmu putem iskustva,
a pamcenje je umete da se informacija uskladisti i potom, po potrebi, pronade. Dakle, to
su dva aspekta jedne iste sposobnosti.

Student razmi8lja, percipira, postupaiz svoje memorije, koja predstavlja skup delat-
nih mogucnosti. Setiti se neCega jeste dovodenje informacije koja se poseduje u svesno
stanje. Pojmovi, slike, planovi i vestine adekvatne su Seme koje se mogu ponavljati i koje
unapred odreduju Sta ce se dogoditi. Rezonovanje je radnja povezivanja definisanih poj-
mova, u skladu salogickim normama. Informacije koje se poseduju ukljucene su u aktivne
planove. Upravo zbog toga se govori o stvaralatkoj memoriji. Cak i za mnogo maste po-
trebno je veliko pamcenje. Kreativna aktivnost zasniva se na vestoj upotrebi memorije.
Iskazno i proceduralno znanje se spajaju.

Sledi jasan zakljuCak. Student treba da pamti odredenu koliCinu gradiva. Kako?
Prva mogucnost (i najbolja) jeste da razume, i da na tg] nafin lakSe memorie. Druga
moguctnost jeste da neke stvari zapamti napamet, Cak i ako ne razume. Na primer, ako
znate odredenu formuluili tablicni integral napamet, moze se dogoditi daidejazareSavanje
odredenog problema (zadataka) dode odmah, odnosno da nastupi blesak razumevanja i
povezivanja poznatih elemenata sa teoremom i dokazom. Najvaznije je da se radi (uci)
redovno. Na primer ako student pazljivo sreduje svoje beleSke on natg] nacin radi auto-
matski, ali metodicno. Stvar je u gradenju navika, to jest, ustaljenih ve&tinai sposobnosti
koje mogu da rukovode proizvodnjom idgja. Za studente je najvaznije da budu stalozeni,
daimaju nadu i da shvate da ne morgju razumeti sav materijal baS u prvom pokusaju.

Zadobrei sofisticirane idgje potrebno je vreme, ponavljanje i posvetenost. Student
mora uroniti u materiju i biti u stanju da je apsorbuije.
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Postavlja se pitanje: Kakvo predavanje pomaze pamcenju? Ovo podrazumeva da u
matematici moramo postaviti ¢vrsta mesta na koja temo se odoniti u Citavoj teoriji. U
tome nam moZze pomoti Toma Akvinski. Prvo, pojmovi moraju biti kristalno jasni. Da bi
takoi hilo, Covek trebadasmidli slikovite predstave za stvari koje zeli dabudu zapaméene.
Drugo, neophodno je dobro promidliti logicki redosled izlaganja odredenih stvari. Lakse
se pamti ono $to je dobro poredano. To jeizgradnjaideja, opstih mesta (teorijskacvorista),
unutar kojih imamo posebna mesta (primeri i primene). TreCe, potrebno je da Covek ve-
oma pazljivo usmeri svoje midli i da uputi osecanja na stvari koje zeli da zapamti. Paznja
¢uva celovite slike simbola. Cetvrto, neophodno je da Cesto razmidlja o onome Sto treba
zapamtiti. Razmidljanje odrzava pamcenje.

5.2.4. Graficko predstavljanjei inteligentni pogled

Vazna pomoctna aatka u nastavi jeste graficko predstavljanje. To se mozZe opisati
re€ju reprezentacija (lat. repraesentare, znaci uciniti prisutnim). ReC i slikaomogucavaju
da ono $to predstavljaju u potpunosti bude prikazano kao ono Sto jeste! Sustina slike je
ukazivanje (na pojam, pojavu, stvar) ili zastupanje (recimo oznakai simbola).

Prva sposobnost opazanja je imaginacija koja se pretvara u siku, a to je materijal
za intelekt. Kaze se da je onome ko misaono posmatra potrebno da ima ispred sebe i
sliku. Kako kaze Aristotel, pamtimo pomocu asocijacijai redosleda. Uz to su znaCajna i
dobro osvetljena mesta na koja se slike postavljgju . Vazno je imati na umu da pamcenje
nije samo prirodni dar veC da mnogo zavisi od vestine i marljivosti. Zato se i kaZe da se
razboritost sastoji od tri stvari: memoria, intelligentia, providentia.

Posredstvom pogleda — koji smatramo izrazitim predstavnikom sveg culnog sazna-
nja — crpimo podatke iz stvarnosti. Ono sto vidimo upotpunjujemo onim $to znamo, in-
terpretiramo podatke dagjuci im znatenje. Po reCima Hoze Antonija Marine, inteligentni
pogled deluje u suprotnom smislu — mi vidimo iz znaCenja. On Kkoristi veC poznatu in-
formaciju, iznalazi, interpretira, predvida. Vidi iz memorije. Inteligentni pogled koristi
znanje koje poseduje i upravlja aktivnostimaiz zamisli. Jedna od moguénosti tog pogleda
jeste i da bude kreativan. U nagjjednostavnijim mentalnim aktivnostima prisutna je krea-
tivnost. Stvaral atka aktivnost se odvijaputem elementarnih ispoljavanja, preko postupaka
koje obavljamo tako uobiCajeno da nam se Cine obicnim, iako su, bez sumnje, izvanredni.

Umeti gledati — u tome je tajna. Sa jednog nivoa u drugi, iz percepcije na pojam, iz
memorije nasliku, iz konkretnog u apstraktno, iz jednog prostora u drugi. Puka percepcija
nas ne zadovoljava. Potrebno nam je darazumemo. Moramo postici danam strano postane
vlastito. Saznati — znaCi razumeti.

Ovo €emo ilustrovati sa dva matematicka primera. U prvom trenutku oba deluju
tesko.
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PRIMER 1. Ispitati konvergenciju niza datog rekurentnom formulom

1 2

1 27 ant1 1+an’ €

i nati grani¢nu vrednost ukoliko postoji.

RESENJE. (1) Analiza zadatka uz crtanje slike.

Ako dati niz konvergira, ondaa, i an1 zan — 4o imajuistu grani¢nu vrednost. Zamislimo
je. To znaCi da je leva strana rekurentne formule jednaka desnoj strani kad n — +-. Posmatrajmo
levu i desnu stranu odvojeno i predstavimo ih graficima funkcija

L(x) =x
2

f(x):m.

To su poznati grafici linearne funkcija i funkcije obrnute proporcional nosti.

A

2 4

4 A1 AQ

’ \45
9 | Ay As
7

01§ as . 2(14 §a2 _
1 6 14 é
2 7 13 3
Slikal

Koritenjem zapisa funkcije f(x) = % rekurentna formula daje sledete €lanove

)=
g)—?
ay = f(ag) = f<7> 3

. , , i} . , v 1
Ove vrednosti nacrtatemo pomocu vet nacrtanih grafika. PoCinjemo od a = >

NI~

f

a—1 a f(a1) =
1= 5 &= 1) =
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Presek prave x = % sa grafikom T’ funkcije f(x) = 1—ix je tatka A;. To je jasno, jer je

f <%> = g Dalje, presek pravey = g i prave y = x jeste tatka Ap. Normala iz tatke A, nax-osu

daje tatku g atoje ap. Presek prave x = g sa grafikom funkcije f(x) = 1—ix jeste tatka Ag,
4

f (§> = g Presek pravey = (—73 i prave y = X jeste tatka A4. Normala iz tatke A4 na x-osu daje

.. 6 . .
tatku 7 atojeag, itd.
Sad nam slika pomaze da razumemo sledece.
Neparni ¢lanovi datog niza su monotono rastuci i manji od 1. To mozemo napisati:
1
> = <ag<---<ag-1<anmi1 <1,
&to se skrateno moze zapi sati
O<ap1<amr1<l neN.
Parni ¢lanovi datog niza su monotono opadajuci i veti od 1, 30 moze da se zapise
l<apmi2<axm, nelN
Ove ngjednakosti mozemo da sastavimo
O<app1<apnpi<l<apn2<an, nel
Oprez! Ovu negjednakost intuitivno naslucujemo, ili jos bolje: dlika nam u tome pomaze ali
moramo da je dokazemo!
(2) Dokaz negjednakosti izvodimo poznatom metodom matematicke indukcije.
Zan=1
O<ay<az<l<a<ay,

odnosno
0< } < 9 <l< 1—4 < f
2 7 13 3
je tatna nejednakost.

Pretpostavimo da data nejednakost
O<ap 1<amii<l<apmiz<ay, vazzanekoneN.
Dokazimo davazi zan+ 1.
0<agni1<agiz<l<agnig<agmi2
@oni1 < i3 jerje
2 2
< )
l+ay;m 1+4+apn
0dnosno, agn.2 < agn iz pretpostavke.

Takode agni4 < apni2, jerje
2 2

<
14+ amz  14amr’
0dnosno, a1 < agni3, Stojevet dokazano.
Podnizovi

a17a37"'7a2n—17"'
a,a4,...,an,. ..
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su konvergentni naosnovu Cuvene Vajerstrasove teoreme: Monton i ograntten niz je konvergentan.
Toznati dajeapn_1 —> Xiagm — Yy, 0<x<1LYy.

Kakoje apni1= , dobijase x= 2

1+ apn 1+y
Kakoje ap, = 2 dobijasey = 2
J 2n—1_|_a2n71, J y_ 1+X
ReSavamo sistem
X(14+y)=2
y(1+x) =2
X(1+y) =y(1+X)
X+Xy =Y+ YX
X=Yy

Posto je x =y, dobija se

2 2
X=——&SX+X=2, X#£-1
1—|—X + 9 7é )

x1=1ili X»=-2, odnosno lima,=1
N—oo

Sledeti zadatak reSava se poznatim metodamaintegracije, ali se direktno koristi slika
jer je u pitanju primena haizraCunavanje povrsine.

2
PRIMER 2. Dataje hiperbola%— § = 1i nanjoj tatkaM(m,y(m)), m> a. TatkeK i L

su projekcije tatke M na x-osu i y-osu, respektivno, atactka A je tatka preseka hiperbole i x-ose.
|zraCunati povrSine krivolinijskih figura R(AKM), P,(OAM), P3(OAML).

A

L

M(m, y(m))

! m

Slika 2 — Ratunanje povrSine
Povr&ina krivolinijske figurem izraCunava se pomocu odredenog integrala
m 2
X%y
P_!ydx, gdeje ?_E_l’

y= ig X2 — a2, odnosno y = g\/xz —a?, jer je grafik funkcije iznad x-ose. Dalje je

m m
P:jg\/xz—azdx: gf\/xz—azdx-
a a
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Ovgj integral je interesantan. ReSava se smenom
x=acht, t>0.

dx = ashtdt
Za x=a, a=acht, cht=1 t=0

m m
Za x=m, m=acht, cht=—, t:arch(—

o |

(D) aven(T)
P— j . asht ashtdt = ab j shPtdt
a
0 0
()
=5 oj (ch2t — 1)dt
() avcn( )
=3 f ch2tdt — j dt
0 0
ab (1 qach(F) jaen(T)
?(EStho o )
(M
= a_zb (shtcht‘:rC () —arcch(%))
h(M
_ab (\/chzt—l cht‘arc (a)—arcch(m)>
2 0 a
ab m m m m\ 2
—7< () -1 a"”(a* (3) —1)>
Zay(m) =n,
1 1 m n
PovrSina krivolinijske figure eOAM
1 m n
P:PAOKM—PWZEabln(E—FB).
PovrSina krivolinijske figure je
1 1 m n
P= PDOKML—szémn+§abln(a—|—B).

Zasto se pokazuje ova) zadatak? |1z jednostavnog razloga da se primerom pokaze kako vizu-
alizacija pomaze reSavanje. Ovom treba dodati da je ngjvazniji trenutak reSavanja zadatka upravo

raspakivanje definicije y = cht i nalazenje inverzne grane, arccht = In(t +v/t2 — 1).

Ovde nastgje problem. Prvo hiperbolicke funkcije retko se izu€avaju i sama oznaka deluje
apstraktno. Ako se napiSe definicija

dret L d-e
9 - 2 9

i nacrta grafik funkcije f(t) = cht i to sabiranjem nama poznatih elementarnih funkcija
1,.1
ée?<| ée )

cht =
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e

Slika 3 — Hiperbolicki kosinus Slika4 — Inverzni hiperbolicki kosinus

Uz to vaze formule ch?t — sh’t = 1, &0 se moze potvrditi kvadriranjem ili recimo
1 1/ +e?
20 Lo o5y 1 _
sht_4(e2t 2+e ) 2( 5 1)
1
2
Zat >0,nekajecht=y,y>1
d+el=2
()2 —2yd +1=0
(€-y*=y"-1
d-y=+vy2-1
d=y+y2-1
t=In(y+vy?-1).

DefiniSemo f : [1, +o0) — [0, +o0),

f(t)=archt=In(t+vt2—1), t>1

sh?t = Z(ch?t—1).

NAPOMENA. Integral f\/ X2 — a2dx moze se reSiti i parcijalnom integracijom. To vaZi za
one koji hote daizbegnu hiperbolicke funkcije.

5.2.5. Dobro predavanje

Dobrim se smatra predavanje ukoliko profesor oslobada svoj kreativni duh nasledete
nacine:
(i) intuitivno (prikazuje rezultate koristeCi iskustvo);
(if) inovativno (pokazuje sposobnost reSavanja problema, odgovara na pitanja i
reSava probleme koje je sam pripremio ili koje su studenti postavili);
(iii) Tmaginativno (ima sposobnost vizualizacije);
(iv) inspirativno (motiviSe sluSaoce da ucestvuju).
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Najvazniji uslov za dobro predavanje jeste da profesor veoma dobro poznaje oblast
koju izaze studentima. To znaCi da oblast poznaje viSe od onoga $to predajei daje sagle-
dava u Sirem kontekstu u odnosu na druge oblasti i primene.

Ngjvis oblici lepog — kako je rekao Aristotel, jesu red, simetrijai odredenost, a ma-
tematicke nauke to naroCito pokazuju. Na pitanje kako se moze dobro izvoditi nastava
matematike odgovor nije jednoznaCan. Prvo, i ngvaznije, jeste da nastavhik veoma do-
bro poznaje oblast koju predaje. Drugo, red izlaganja mora biti takav da student moze
prirodnim tokom misli da razume teorijul.

Pri izboru metode kombinuju se induktivnai deduktivna metoda. To znaCi da nije
moguce izvoditi matematiCke dokaze putem kojim su odredene teorije nastajale jer uz sve
obimniji materijal, zato nemavremena. Neki ¢e dokazi biti prihvatljiviji ili prirodniji ako
se izvedu intuitivno, onako kako su to i sami stvaraoci zamidljali. Odredeni dokazi nete
biti izvodeni vet se na njih moze ukazati analogijama sa izvedenim dokazima. Naravno,
odreden broj dokaza izvodi se deduktivnom metodom, sa svim elementima strogosti i
odredenosti.

Kako je ngjbolje izuCavati matematiku? Tako $to se uzdizemo do op&tih pojmova i
Sirih znatenja da bi se snadli u moru sitnih utisaka. Nataj nacin se dolazi do vetih celina,
ili neophodnih apstrakcija, bez kojih nema ni modernog Coveka, ni modernog Zivota, ni
naucnog radnika, ali ni praktiCara. T put zahteva veliki napor. MatematiCka analiza obi-
luje primerima. Oni pre svega rasvetljavaju teorijski problem. Covek do saznanja istine
dolazi ako svoju paznju u dovoljnoj meri usredsredi na stvari koje savrdeno razume i ako
ove odvoji od onih koje razume tek zbrkano i nejasno.

Za razumevanje matematike potrebno je miditi tokom sluSanja reCenice, Citanja
reCenice, i/ili pisanja reCenice. To znaCi midliti reCenicom, i brze i preglednije dovoditi
odnose stvari u svesno stanje. Predavanje je dobro ako umemo da se izrazimo. Ne bi ve-
kovima postojale tolike Skole iz retorike, koje su ucile Coveka jednom jedinom: kako da
govori. Kako bi rekao Vinaver, a Sta su drugo sve naSe 3kole, sva nasa nastava, sva nasa
kultura, pa i sama matematika?

ReCenica, kojom se objasSnjavaodredeni pojam, treba da bude preglednai muzikalna.
Tako mozemo umnim pogledom obuhvatiti njene delove. Smisaona melodija daje nam
uvid u odnose. Znakovi i simboli su utoliko korisniji ukoliko su blizi oznaCenoj stvari.
Cilj koristenjajezikai simbola jeste u tome da budemo jasni, da izrazimo matematiku u
naj plemenitijem smislu.

Dobri profesori podsticu i motiviSu studente da koriste udzbenike i drugu literaturu.
Potrebno je edukovati studente kako da vrSe izbor literature i kako da knjige koriste.
Ali kako motivisati studente za koristenje udzbenika ako oni sve manje Citaju? A Sta
cemo ako profesor ne Cital Odgovor nato pitanje je jednostavan. Akademsko obrazovanje
podrazumeva Citanje, kao $to napredak drustva zavisi od plodotvornog rada. To govori o
tome da je u pitanju vrednosno opredeljenje. Setimo se re€i Isaka Njutna: posvecenost
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ucenju i radu su najvete nade Covetanstva. Pedagoski rad nastavnikaimatemeljnu ulogu.
Pravilno birati — znaCi izabrati dobre knjige, koje su Ciste, uoblicene, razgovetne. Primeri
takvih knjiga mogu biti Kurs Ciste matematike od Hardija ili MatematiCka analiza od
Fihtengoljca. Naravno daizbora nema ukoliko profesor preporuci samo svoj udzbenik.

Kulturaobuhvata znanje, umetnost, etiku, tehnologiju, kreativno stvaral astvo pisaca,
pesnika. Ukljucuje stvaralacke izraze Coveka na svim poljima ljudske delatnosti. Mate-
matika je integralni deo kulture. Citanje dobrih knjiga omogucava nam da budemo deo
kulturnog sistema. Citanje matemati&ke literature pomaZe nam da razvijamo saznanje, da
produbljujemo svoje uvide, da postanemo deo univerzalnog matematickog sveta. Sadruge
strane, tgj svet nam otvara nove perspektive iz kojih mozemo da razvijamo sopstvene po-
tencijale i da sami dalje stvaramo i doprinosimo povetanju kulturne bastine.

Uspesdno predavanje je ono koje podstice uspeh kod drugih. Po reCima Vebera, na
naucnom podrucju li¢nost ima Covek koji svojoj stvari sluz Cisto. Da bi se to postiglo
dobrog profesora u odnosu prema studentima odlikuje poverenje. Poverenje karakterisu:

— integritet, po&tenjei iskrenost;

— kompetentnost (strutno znanje, vestine, sposobnosti i vrednosti);

— doslednost, predvidljivost i dobra procena;

— zeljadase slobodno podeleidgjei informacije.

5.2.6. Nastavna sredstva

Standardni alat matematiCara jeste tabla i kreda (ili belatablai flomaster). To jeste
kao da se radi sa papirom i olovkom, jer se matematika predaje neposredno. Projektor
ne moze da zameni tablu. Na njemu je ispisano viSe informacijaistovremeno i one se po
pravilu prelaze brzo. Takvo predavanje student ne razume i postaje mu dosadno. Smatra
se da je brzina razumevanja zapravo jednaka brzini pisanjanatabli i u svesci.

Ovg trenutak namece vazno pitanje: dali se nesto promenilo u nastavi matematike
sa pojavom racunara? Odgovor je afirmativan. RaCunari nam pomazu da brzo i jedno-
stavno vrSimo izraCunavanja i statisticku obradu. Radeci to Covek bi troSio mnogo vre-
menai memorije. Sa danaSnjim raunarimai povetanjem njihove memorije proracuni se
vrSe odmah i bez teSkoce. Programi za matematiku kao $to su Matlab, Mathematicaili De-
rive mogu brzo daizratunaju, korisni su za proveru odredenih rezultatai daju mogucnosti
vizualizacije. Oni se mogu Koristiti zacrtanje grafika, izraCunavanjeintegralai dr. Moguce
je i neodredeni integral izraCunati u eksplicitnom obliku. Sa druge strane, matematika je
izvoriSte pametnih reSenja. Covek samo treba daje upotrebi i kreira. Kako bi rekao Lgjb-
nic, covekov um osloboden je za kreativno delovanje.

Na internetu su dostupni kursevi i koriste se interaktivne metode u nastavi. Ali to je
samo pocetak. Recimo, hotete da reSite diferencijalnu jednaCinu i potrazite odgovor na
internetu. U ovoj fazi je isuviSe rano o tome govoriti. Do sada smo se uverili datelevizija
i video nisu mogli da zamene tradicional nu nastavu.
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Mnogi naucnici smatraju da upotreba kalkulatora u matematici ima negativan uticgj
na ucenje. Imai drugaCijih miSljenja. Ako Zelite da savladate druge vestine, mnozenje i
deljenjevidenije potrebno. Zato mozemo upotrebiti digitroni u delitu sekundeizratunati.
Posebno ako seratunari koriste zaizraCunavanjau numerickoj matematici. Neki moderni
autori smatrgju da nam to pomaze da prosirimo svoje znanje. Neka racunanja ne bi ni-
kadaizveli. Smatraju daje racunar bitan deo naSeg Zivota. Tradicionalista bi nato rekao
darucno mnozenjei deljenje pomaze razumevanju. Zanjih su to algoritmi. Nagjjednostav-
niji algoritmi su dodavanje, mnozenje i deljenje. Trebareti da oba pogledaimaju svojih
vrednosti. MoZze se istovremeno povetati razumevanjei brzo raCunati.

Da zakljucimo, nove tehnologije mogu da odigraju dalekosezne promene u nasoj
praksi, ali je u ovom trenutku teSko predvideti Sta e se desiti. Univerziteti su po svojoj
prirodi konzervativne institucijei promene su spore.

Kao $to je vet istaknuto, pisanje udzbenika zahteva umeSnost i vreme. Postavlja se
pitanje: dali profesor koji izvodi nastavu ima tu vrstu umesnosti? Neophodno je posve-
titi posebnu paznju pisanju udzbenika. Pre svega treba da razliciti strucnjaci — profesor,
istrazivaCi, pisci udzbenika i matematiCke literature udruze svoje umesnosti i zapotnu
razgovor i debatu 0 ovom vaznom pitanju.

Takve rasprave i konferencije treba da doprinesu prevazilazenju sadasnje situacije
da udZbenike ne Citaju ni studenti ni profesori.

5.3. ZAVRSNA REC

Na kraju zelim da saopstim svoj stav o profesuri kao nasem duhovnom pozivu.
PoCetu sa Franklinovim moralom: Pored marljivosti i umerenosti nista ne doprinos to-
liko napretku mladog Coveka kao tacnost i pravednost u svim njegovim poslovima. Za
profesora je ngjvaznija misijakoja se zove duznost poziva ili zanatsko umece.

Po Veberu to je obaveza koju pojedinac oseCa, i moze da oseta, prema sadrzaju
svoje pozivne delatnosti. Za Lutera je duznost poziva od Boga postavljeni zadatak koji
predstavlja posStovanjeispunjavanjaduznosti u svetovnim pozivima, kao najviseg sadrzaja
koji moralno samopotvrdivanje uopste moze da primi. A kada se tome doda posvetenost,
moze da dode do svesti kao savrSenstvo u smislu bezgrednosti.

Duh duznosti poziva naglaSavai citat iz BoZzanstvene komedije:
svom odgovornom znanju dela, dodaj veru,

dodaj vrlinu, strpljenje, umerenost, dodaj ljubav,

koji e sejednom zvati karitas, duSa

svih njih: ondati se nece ni militi da ostaviSovaj raj, jer €eSimati
jedan raj u sebi, mnogo srecniji.
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Zanatsko umete oznaCava teznju za postizanjem kvaliteta u izradi odredenog pred-
meta, kajasnijem pisanju ili drustvenom angazovanju, tj. obavljanju neceg dobrog zarad
same stvari na kojoj seradi, uz samodisciplinu i samokritiku.

Obrazovanjeje danas povezano sa pojmom kulturei predstavljamogucnost dacovek,
na sebi svojstven nacin, razvija prirodne sklonosti, talenat i sposobnosti. U unutrasnjem
smislu obrazovanje je nain midljenjai sticanje saznanja, stremljenje ka aristokratiji duha
i karaktera. Obrazovanje je stvaranje duhovnog bica. ZavrSavam Franklinovim reCima:
Jesi li video Coveka postojanog u svom poslu, taj e stajati pred kraljevima.
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PRILOZI

UPITNIK ZA STUDENTE — NASTAVA MATEMATIKE

A. Opsti stavovi o matematici

1. Sta je za vas matematika:
(MozZete zaokruziti viSe odgovora)

1. Apsolutna i vecna istina
2. Kraljica nauka

3. Apstraktna teorija

4. Primenjena nauka

5. Nesto drugo (navedite):

2. U kojoj meri ste saglasni sa slede¢im navodima o matematici?
(Zaokruzite odgovarajuci broj za svaki od navoda, u zavisnosti od vaseg stava)

Da, Da, Ida Ne, Ne
veoma |delimiéno| ine |uglavnom| uopSte
2.1 |Voleo sam matematiku u srednjoj $koli 5 4 3 2 1
2.2 | Volim matematiku na fakultetu 5 4 3 2 1
2.3 .Znavnje iz. matematikg mi olrilk.§ava 5 4 3 2 1
izucavanje / polaganje stru¢nih predmeta
2.4 Grlaldivo je mnogo obimnije od onoga Sto 5 4 3 2 1
mi je realno potrebno
25 _Op§vt0m gpotrebom lf?mpjute_l_"a, 5 5 4 3 2 1
izu¢avanje matematicke teorije sve vise

3. Matematika koju izuc¢avate na fakultetu za vas li¢no je:
(Zaokruzite broj za svaki od navoda sa leve ili desne strane u zavisnosti od toga ¢emu je vas stav vise naklonjen)

Vise Vise

3.1 |Apstraktna teorija 1 2 Konkretna u primeni
32 |Povetanie opsteg znanja 1 2 Osnov za izucavanje stru¢nih
predmeta

3.3 |Jedan od ispita na fakultetu 1 2 Najvazniji ispit na fakultetu
34 Matematicke oznake i simboli su opste 1 2 Matematicke oznake i simboli
’ poznati zahtevaju uvodna objasnjenja
35 Moje predznanje je dovoljno da pratim 1 2 Cesto ne razumem predavanja zbog
' nastavu nedostatka predznanja




4. Koje su vam oblasti iz matematike bile zanimljive, korisne i teske?
(Za svaki od navedenih kriterijuma - Zanimljive, Korisne i TeSke - zaokruziti najvise tri oblasti)

Zanimljive Korisrvle.za izucavanje Teske
stru¢nih predmeta
4.1 |Algebra 1 1 1
4.7 | Matematicka analiza 2 2 2
4.3 | Analiticka geometrija 3 3 3
4.4 | Numericka analiza 4 4 4
4.5 |Verovatnoca 5 5 5
4.6 | Statistika 6 6 6

B. Nastava matematike

1. Po vaSem misljenju, matematicke oznake i simboli, koje susrecete u nastavi:
(Zaokruzite odgovarajuci broj)

1. Olaksavaju razumevanje pojmova i definicija
2. SuvisSe su apstraktni
3. Otezavaju razumevanje

2. U kojoj meri vam je nastava iz matematike pomogla u savladavanju gradiva iz stru¢nih predmeta:

1. Uglavnom ne, stru¢ni predmeti nisu direktno povezani sa nastavom matematike
2. Gradivo iz matematike se primenjuje u mnogim stru¢nim predmetima na fakultetu
3. Za primenu matematike dovoljna su predavanja iz stru¢nih predmeta

3. Koliko ste saglasni da su dokazi teorema u matematici:
(Zaokruzite odgovarajuci broj za svaki od navoda, u zavisnosti od vaSeg stava)

oblastima vremenom gube na znacaju

Da, Da, Ida Ne, Ne
veoma |delimi¢no ine uglavnom | uopste
3.1 |Originalni 5 4 3 2 1
3.2 |Elegantniilepi 5 4 3 2 1
3.7 |Veoma su korisni 5 4 3 2 1
3.3 |Ne znam ¢emu sluze 5 4 3 2 1
3.5 | Nerazumljivi 5 4 3 2 1
36 OpStom primenom kompjutera u svim c 4 3 ) 1

4. Navesti formulaciju jedne upecatljive teoreme koja vam je ostala u se¢anju.




5. Po vasem misljenju, predavanje je dobro ako profesor matematike:

(Zaokruzite odgovarajuci broj za svaki od navoda, u zavisnosti od vaseg stava)

Da, Da, Ida Ne, Ne
veoma | delimi¢no ine uglavnom | uopste

5.1 |Nastoji da ga studenti razumeju 5 4 3 2 1
5.2 | Animira veéinu studenata 5 4 3 2 1
5.3 | Ukljucuje studente u diskusiju 5 4 3 2 1
5.4 | Ima zanimljiv pristup 5 4 3 2 1
5.5 |Navodi primere 5 4 3 2 1
c Objasnjava smisao i primenljivost ¢

© | matematitke teorije 4 3 2 1
5.7 |Istice odredene oblasti kao vazne 5 4 3 2 1

6. Po vasem misljenju, predavanje je loSe ako profesor matematike:
(Zaokruzite odgovarajuci broj za svaki od navoda, u zavisnosti od vaseg stava)
Da, Da, Ida Ne, Ne
veoma | delimi¢no ine uglavnom | uopste
6.1 |Prepisuje sadrzinu na tablu 5 4 3 2 1
6.2 | Studenti prepisuju sa table 5 4 3 2 1
6.3 |Koristi slajdove 5 4 3 2 1
6.4 |Brzo prelazi gradivo 5 4 3 2 1
6.5 |Predavanja iskljucivo prilagodi ispitu 5 4 3 2 1
Dugo se posveti jednoj oblasti pa nema c
66 |yremenaza drugu 4 3 2 1
U prvi plan istice oblast kojom se sam

6.7 |pavi 5 4 3 2 1

7. Koje promene bi po vaSem misljenju unapredile nastavu matematike:




C. Nastavna sredstva

1. Racunari u nastavi matematike:
(MoZete zaokruziti viSe odgovora)

1. Ne koriste se
2. Upotrebljavaju se za prezentacije i slajdove
3. Pomocu softvera se resavaju odredeni zadaci
4. Proveravaju se odredena reSenja

5. Nesto drugo (navedite)

2. Koji softver za matematiku koristite u nastavi?

3. Dali vi li¢no, nezavisno od nastave na fakultetu, koristite neke matematicke softvere / programe?
(Navedite koje)

4. Kori$cenje udzbenika, zbirke i beleski iz matematike je takvo da:
(MozZete zaokruziti viSe odgovora)

1. Dovoljni su za pripremu ispita

2. Koristim udZbenik

3. Koristim ih delimi¢no

4. Vezbam samo zadatke iz zbirke

5. Nisu dovoljni, koristim i drugu literaturu
6. Koristim beleske

7. Uglavnom ih ne upotrebljavam

5. Na koji nac¢in Kkoristite Internet kada je u pitanju ucenje / priprema ispita iz matematike i koliko ¢esto
(Zaokruzite odgovarajuci broj za svaki od navoda, u zavisnosti od vaseg stava)

" Retko, skoro
Veoma cesto | Povremeno .
nikada

5.1 |Pratim studentske forume 1 2 3
B Putem mejla razmenjujem zadatke, resenja i sl. sa 1 2 3
22 kolegama sa fakulteta

5.3 | Preuzimam gotove skripte / zbirke 1 2 3
5.4 | PretraZujem stranu literaturu (knjige / testove) 1 2 3

Kako jo$ (navedite)

6. Kako pripremate ispit:
(MozZete zaokruziti viSe odgovora)

1. Samostalno
2. Radim sa kolegama sa fakulteta
3. Pomazu mi kolege sa fakulteta

4. Uzimam dodatne ¢asove
D. Student

Na kom fakultetu studirate /mesto/godina upisa:

Koje ste ocene postigli iz matematickih predmeta: | | | | | | | | | |

Koja je vasa prosec¢na ocena (za do sada poloZene ispite): I:I



ZADACI ZA STUDENTE

1. Da li sme da se skrati razlomak z kada z — 07

[ |DA [ |NE

Objasni odgovor.

2. Da li su date funkcije diferencijabilne u tacki x = 07

Y ) Y

R I
8
R D
8
[y S
1S3

SLL.1 f(x) =2 Sl 2 f(z) = z|z| SL 3 f(z) = |z

| JpA [ |NE | |pA [ |NE | |]pA [ |NE

3. Na slici su prikazani grafici dve funkcije z — f(z) i z — f/(z). Koji grafik odgovara kojoj
funkciji?

' O




4. Od kartona oblika kvadrata stranice a teba odrezati ¢etiri osencena kvadrata kao na slici, tako
da se od ostatka moze napraviti kutija bez poklopca najveée zapremine. Odredi dimenzije
kutije.

5. Dat je grafik racionalne funkcije. Zaokruziti tacan odgovor.

@ 1) =5
0 fa) =5 1
© f@) =5
@ fa) =2

b
6. Akoje f(z) =0zax € [a,b],ondaje [ f(z)dz = 0. Dali vazi obrnuto tvrdenje? (Neka je f(z)

b
neprekidna funkcija na [a,b] i [ f(x)dz = 0 sledi da je f(x) =0 za x € [a,b].) Obrazloziti.

a




7. Izracunati
27

[ sinmasinnzdz, m,neN, m#n.
0

8. Zat — 0 vazi Maklorenova formula:

. t2 tn
e :1+t+5+~--+m+o(t ).

Odrediti a, b i ¢ ako je

1
x-e_l/x=a$+b+f+0<_>7 kada x — +o0.
€T X

9. Tacka z € R je fiksna tacka funkcije f : R — R ako vazi f(z) =
Naéi fiksnu tacku linearne funkcije f : R — R, date sa f(z) = a
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NA TEHNICKIM FAKULTETIMA

e rezultat sopstvenog istraZzivackog rada,

e da predlozena disertacija u celini ni u delovima nije bila predloZena za dobijanje
bilo koje diplome prema studijskim programima drugih visoko$kolskih ustanova,

e da su rezultati korektno navedeni i
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Mpwnor 2.

MU3jaBa 0 LCTOBETHOCTM LUTaMMaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOpPCKOr paaa

Nme u npeaume aytopa Miloljub Albijanié
Bpoj ynuca 2008/2014
Cryavjcku nporpam MATEMATIKA

Hacnos paga APSTRAKCUA | PRIMENA MATEMATICKE ANALIZE U NASTAVI NA
TEHNICKIM FAKULTETIMA

MeHTOp prof. dr Miodrag Mateljevi¢

Motnucanun Miloljub Albijanié

n3jaBrbyjeM [a je WTamnaHa Bepauja MOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA efIeKTPOHCKO]
BEpP3nju Kojy cam npepjao/na 3a objaBrbmMBawe Ha noprtany [AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uTeta y beorpanay.

[os3sorbaBam ga ce objaBe MOjM NUMYHWM nogauun Be3aHW 3a fobujare akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMme U npesvMMme, roguHa u MecTto pohewa u gatym
oabpaHe paga.

OBM nuM4yHM nogauM Mory ce o06jaBAUTU Ha MpEeXHUM CcTpaHuuama aurutarnHe
6nbnunoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory 1y nybnvkauunjama YHusep3suTeta y beorpaay.

MoTtnuc pokropaHaa

Y Beorpaay, 12. januara 2016. J E [\IX .




Mpwnor 3.

UsjaBa o kopuwherwy

Osnawhyjem YHuBepauteTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y [AurntanHu
penosuTtopujym YHusepsuteta y beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY AucepTauujy nog
HacrnoBoM:

APSTRAKCUA | PRIMENA MATEMATICKE ANALIZE U NASTAVI NA
TEHNICKIM FAKULTETIMA

Koja je Moje ayTopCcKo geno.

HucepTaumnjy ca cBuM Npunosnma npegao/na caM y enekTpoHckoM hopmaTy NorogHom
3a TPajHO apxuBMpame.

Mojy OOKTOpCKy AucepTaumjy noxparweHy y durntanHm penosmtopujym YHuBepsnteTa
y Beorpagy mory ga Kopucte CBUM KOju nNowTyjy oapende cagpxaHe y ogabpaHom tuny
nuueHue KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognydno/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMepUUjanHo
@AyTOpCTBO — HekoMmepuujanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPUMjariHO — AENUTK Nog UCTUM YCnoB/uMa
5. AytopctBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AenuTh Nog UCTUM yCroBMma

(MonumMo aa 3aoKpyxuTe camo jedHy O LeCT MNOHYHeHuX nuueHuu, kpaTak onmc
NUuUeHumM gart je Ha nonehuHun nucra).

MoTtnuc pokTtopaHaa

Y Beorpaay, 12. januara 2016. J (—“J\




1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, OUCTPUBYLM)y U jaBHO caornwTaBake
Aena, v npepage, ako ce HaBeJe MMe ayTopa Ha HauvH ogpefeH oA cTpaHe ayTopa
Unu gaesaoua nuueHLe, Yak n y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja og CBUX
nvueHuw.

2. AytopcTBO — HekomepuumjanHo. [lo3sorbasaTte yMHOXaBake, AUCTpubyLunjy 1 jaBHo
caonwTaBawe [erna, u npepage, ako ce HaBege ume aytopa Ha HauvH oapeheH of
CTpaHe aytopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOSbaBa KoMepuwujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTtopcTBO - HekomepumjanHo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBate yMHOXaBawe,
anctpmbyumnjy u jaBHo caonwTaBake [fena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa wnu
ynotpebe gena y CBOM ferny, ako Ce HaBede MMe ayTopa Ha HayuH oapeheH oA
CTpaHe aytopa vnu gasaoua nuueHue. OBa nuvueHua He 003BOrbaBa KomepuwujanHy
ynotpeby gena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuvueHue, OBOM fMLEHLOM Ce orpaHuyaBa
Hajsehn obum npaBa Kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HEkomepuujanHo — AenuTn nog Uctum ycrosuma. [o3BosbaBaTte
YMHOXaBake, AMCTpMOYyLMjy 1 jaBHO caonwiTaBawe Aerna, u npepage, ako ce HaBefe
umMe ayTopa Ha HadvH ogpeheH of cTpaHe ayTopa unv JaBaoua NUuUeHLe U ako ce
npepaga Auctpubyvpa nog MCTOM wunNu cnvyHOM nuvueHuoMm. OBa nuueHua He
[03BOSbasa kKoMmepuujandy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBate yMHOXaBake, OUCTPUOYLMjy U jaBHO
caonwTaBawe Agena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa unu ynotpebe gena y ceom geny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauyuH ogpeheH oa cTpaHe ayTopa wnu gasaoua
nnueHue. OBa nuueHua 0o3BoSbaBa koMepumjanHy ynotpeby gena.

6. AyTOpCcTBO - denutu nog wuctuMm  ycroBuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBake,
ancTpmnbyuujy n jaBHoO caonwitaBawe Aena, u npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha
HaunH oapeheH o cTpaHe ayTopa WnvM JaBaoua NUUeHue W ako ce npepaja
anctpubyupa nog UCTOM unu crivdHOM  nuueHuoMm. OBa nuueHua [o3BoSbaBa
KomepuumjanHy ynotpeby gena v npepaga. CnvyHa je COPTBEPCKMM nuLeHuama,
O[JHOCHO NuueHuama oTBOpPeHor Koaa.
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