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UBRZANJE METODA ZA RESAVANJE
PROBLEMA PRENOSA POLARIZOVANOG
ZRACENJA U VISE DIMENZIJA I NJTHOVA
PRIMENA

Sazetak

Prenos zracenja u vise dimenzija je neophodan sastavni deo modernog pris-
tupa modelovanju astrofizickih objekata. Realisticno modelovanje podrazumeva
koris¢enje pretpostavke o ne-lokalnoj statistickoj ravnotezi, koja, opet, podrazumeva
potrebu za istovremenim i samokonzistentnim resavanjem spregnutih jednacina prenosa
zracenja i statisticke ravnoteze. Ovim pristupom mozemo da, na osnovu teorijskih
modela, izracunamo spektre nebeskih tela sto je, u principu, neophodan korak u ko-
rektnoj interpretaciji rezultata. Zahvaljujuéi preciznim posmatranjima visoke spek-
tralne rezolucije ¢esto je moguce meriti ne samo intenzitet ve¢ i polarizaciju svetlosti.
Za interpretaciju ovakvih posmatranja neophodno je u reSavanje problema prenosa
zracenja ukljuciti i polarizaciju i primeniti odgovarajuci teorijski pristup.

Ova disertacija se bavi problemom ne-LTR prenosa (u opstem slucaju, polarizo-
vanog) zracenja u dvodimenzionim sredinama. Teza se konceptualno moze podeliti
u dva dela. U prvom delu, predstavljen je numericki metod za formalno resavanje
jednac¢ine prenosa zracenja u 2D Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu.
Ovaj metod omogucava eksplicitno obracunavanje doprinosa ne-lokalnih funkcija
izvora lokalnom specificnom intenzitetu a samim tim i integralu rasejanja. Ovi do-
prinosi su neophodni za iterativno resavanje spregnutih jednacina prenosa zracenja
i statisticke ravnoteze. Na osnovu ovog formalnog resenja uvedene su dve nove
sheme za viSedimenzioni prenos zracenja koje su do sada bile koris¢ene samo u
1D slucajevima: simetricna Gauss-Seidel-ova iteracija i “Prolaz-po-prolaz” implic-
itna lambda iteracija. Obe metode su zasnovane na implicitnom tretmanu lokalne
funkcije izvora i na popravkama funkcije izvora tokom svakog prolaza kroz koor-

)

dinatnu mrezu (Cetiri puta po iteraciji). “Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda it-
eracija takode koristi ideju iteracionih faktora i zahvaljujuéi tome, ostvaruje ubrzanje

od oko 7 puta u odnosu na referentni metod, Jacobi iteraciju. Oba nova metoda



su takode daleko brza od referentnih metoda (Jacobi iteracije i obi¢ne Gauss-Seidel
iteracije) i na problemima sa periodi¢nim grani¢nim uslovima. Takode, ispostavlja
se da se “Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda iteracija bolje skalira sa prostornom
rezolucijom od ostalih testiranih metoda.

Drugi deo disertacije se bavi numerickim prenosom polarizovanog zracenja na
2D cilindriénim koordinatnim mrezama. Metod je zasnovan na formalnom resenju
koje koristi metod kratkih karakteristika drugog reda i na standardnoj Jacobi it-
eraciji sa Ng ubrzanjem (generalizacija na druge metode ubrzanja je data u dodatku
A). Metod omogucava samo-konzistentno numericko resavanje spregnutih jednacina
prenosa zracenja i statisticke ravnoteze za zracenje polarizovano rasejanjem Kkoristeci
formalizam redukovanog intenziteta. U ovom formalizmu, polarizovani intenzitet i
funkcija izvora su napisani kao Sest-vektori gde funkcija izvora ne zavisi od pravca,
omogucavajuéi time znacajne ustede u racunarskom vremenu i memoriji. Metod je
pogodan za modelovanje osno-simetri¢nih objekata, kao sto su astrofizicki diskovi.
Metod je testiran na jednostavnim primerima cirkumstelarnih i samo-emituju¢ih
diskova. Glavni zakljuc¢ak ovih testova je da je prisustvo diska u sistemu disk-zvezda
izvor znacajne koli¢ine linearne polarizacije usled procesa rasejanja i da isto moze biti
detaljno modelirano ovim pristupom. Takode, izracunavanja pokazuju da rotacija
u samo-emituju¢im diskovima drasticno menja ne samo profile spektralnih linija
ve¢ 1 polarizaciju u spektralnim linijama. Kombinacija ne-LTR, visedimenzionih
efekata i rotacije dovodi do vrlo komplikovanih profila koji su ne-trivijalni za inter-
pretaciju. Ipak, generalni zakljucak je da rotacija smanjuje koli¢inu () komponente
polarizacije i, zavisno od brzine rotacije, prouzrokuje pojavu karakteristicne U kom-
ponente polarizacije. Ukoliko ovi efekti mogu biti posmatrani, ovakvo modelovanje

nudi koristan alat za interpretaciju posmatranja.
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ACCELERATION OF METHODS FOR
MULTIDIMENSIONAL POLARIZED
RADIATIVE TRANSFER AND THEIR
APPLICATION

Abstract

Multidimensional radiative transfer is an essential ingredient of modern ap-
proach to modeling of astrophysical objects. Realistic modeling calls for the as-
sumption of non-local thermodynamic equilibrium (NLTE), which, in turn requires
self-consistent solution of coupled equations of radiative transfer statistical equilib-
rium. This approach allows us to compute emergent spectrum from a given model of
the object, which is, in principle, a necessary step in interpretation of observational
results. Thanks to the high-resolution and high signal to noise observations, it is
often possible to measure not only intensity of the light but also its state of po-
larization. For interpretation of such observations it is necessary to solve radiative
transfer problem for polarized radiation.

This thesis deals with non-LTE transfer of (generally polarized) radiation in two-
dimensional media. Thesis can be divided in two parts. In the first part, we present
a numerical method for the formal solution of the radiative transfer equation in 2D
Cartesian coordinate system. This method allows us to explicitly account for the
contribution of non-local source functions to the local specific intensity, and, hence,
to the local scattering integral. The knowledge of these contributions is necessary
for an iterative solution of coupled equations of radiative transfer and statistical
equilibrium. Based on this formal solution we introduce two novel schemes for
multidimensional NLTE radiative transfer which have so far been used only in 1D
geometry: symmetric Gauss-Seidel iteration and “Sweep-by-sweep” implicit lambda
iteration, latter one being based on “Forth-and-back” implicit lambda iteration.
Both methods utilize implicit use of the local source function and the source func-
tion corrections each sweep of the computational grid (four times per iteration).
“Sweep-by-sweep” implicit lambda iteration also uses the idea of iteration factors

and achieves acceleration of about factor of seven with respect to the referent Ja-



cobi method. Both new methods also significantly surpass both Jacobi iteration
and Gauss-Seidel iteration on problems with periodic boundary conditions. Also, it
turns out that “Sweep-by-sweep” implicit lambda iteration scales with grid resolu-
tion better than the Jacobi iteration.

The second part of the thesis deals with numerical polarized radiative transfer on
2D cylindrical grids. The method is based on the second order short characteristics
for the formal solution and uses standard Jacobi iteration with Ng acceleration to
solve the polarized non-LTE problem (Generalization to other iterative schemes is
given in appendix A). This method allows for the self-consistent solution of coupled
equations of radiative transfer and statistical equilibrium equation for a two level
atom model for polarized radiation. The method employs reduced intensity basis
where intensity and source function are written as six-vectors and source function
does not depend on direction which allows for significant saving in memory and
computing time. It is applicable for modeling of axisymmetric objects such as as-
trophysical disks. The method has been tested on simple models of circumstellar
and self-emitting disks. The most important conclusion of these computations is
that the presence of the disk in the system introduces a significant degree of linear
polarization due to the scattering processes and that one is able to model it in detail
using our approach. Also, it is shown that the presence of rotation in self-emitting
disks dramatically changes not only intensity, but also polarized spectral lines pro-
files. Interplay of non-LTE, multidimensional effects and rotation results in very
complicated line profiles which are non-trivial for interpretation. However, the main
effect is that the rotation decreases the amount of Stokes () component and, de-
pending on the rotation velocity causes appearance of double-lobed U polarization
profile. If these effects can be observed, this kind of modeling provides a useful tool

for interpretation of the spectropolarimetric observations.



Keywords: spectral line formation, numerical radiative transfer, scattering po-

larization
Scientific area: Astronomy
Scientific field: Astrophysics

UDC number: [52-355]+[52-64:52-17]+[52-357)(043.3)



Sadrza]j

1 Uvod 1

1.1

1.2
1.3

1.4

1.5

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Specifiéni intenzitet i jednacina prenosa

ZYaCeIJa . . . . . o e e e 6
1.1.1  Atmosfera u (lokalnoj) termodinamickoj ravnotezi . . . . . . . 9
1.1.2  Apsorpcija i emisija u spektralnim linijama . . . . . . . .. .. 12
Ne-LTR slucaj . . . . . . .o oo o o 15
Resavanje ne-LTR problema . . . . . . ... ... ... .. ... ... 17
1.3.1 Numericko resenjeu 1D . . . . . . .. ..o 22
Prenos polarizovanog zracenja . . . . . . . . . . .. ... .. 24
1.4.1 Prenos polarizovanog zracenja u spektralnim linijama . . . . . 26

Potreba za prenosom zracenja u vise

dimenzija . . . . . . Lo 29

Formalno reSenje jednacine prenosa metodom kratkih karakteris-

tika

32
“Deo-po-deo” aproksimacija funkcije izvora
polinomom . . . . . ... 33
Diskretizacija . . . . . . .. .o 36
Odabir uzlazne tacke . . . . . . .. ... o oo 39
Modifikovani oblik kratkih karakteristika sa pretpostavkom kvadratne
interpolacije . . . . . .. L 41
Polja brzine u referentnom sistemu
posmatraca . . . . ... .. 44

Nekoliko napomena o implementaciji . . . . . . ... ... ... ... 47



3 Implicitna lambda iteracija na dvodimenzionim Dekartovskim ko-

ordinatnim mrezama 50
3.1 Jacobi-jeva iteracija . . . . . .. ... 53
3.2  Gauss-Seidel-ova iteracija . . . . . .. ..o oL 56
3.3 Simetricna Gauss-Seidel-ova iteracija . . . . . . .. ... 60
3.4 Implicitna lambda iteracija . . . . . . . .. ... ..o 61

3.4.1 FBILI metod za 1D polubeskonacne atmosfere . . . . . . . .. 61

3.4.2  “Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda iteracija na 2D Dekar-
tovskim koordinatnim mrezama . . . . . . .. .. ... L. 64
3.5 Konvergentne osobine iterativnih procedura: Test problem iz rada
Auer & Paletou (1994) . . . . ... oo 66
3.6 Performanse opisanih procedura na

koordinatnoj mrezi sa periodicnim

granicnim uslovima . . . . . . ..o oo 69
3.7 Skaliranje sa prostornom rezolucijom . . . . . . . ... ... ... .. 73
3.8 Zakljucci i planovi za daljirad . . . . . ..o oo 75

4 Polarizacija rasejanjem u spektralnim linijama u formalizmu re-

dukovanog intenziteta 77
4.1 Uvod . . . . o 7
4.2 Razvoj funkcije izvora i intenziteta u redukovanom formalizmu . . . . 79
4.3 Numericko reSavanje . . . . . . . . ... 83

5 Prenos zracenja polarizovanog rasejanjem u 2D cilindri¢nim koor-

dinatama 86
5.1 Uvod . . . . oo 86
5.2 Metod . . . .. 89
5.2.1 Metod kratkih karateristika u cilindricnim koordinatama . . . 90
5.2.2 Interpolacija pravca i numericka integracija po pravcima . . . 93
5.2.3 Granicni uslovi . . . .. ..o 96
5.2.4  Jacobi-jeva iteracija primenjena na cilindri¢ne koordinate . . . 99

5.2.5 Polarizovana jednac¢ina prenosa u redukovanom formalizmu . . 100



5.2.6  Granic¢ni uslovi za polarizovano zracenje . . . . . . ... ... 102

5.3 Poredenje sa 1D primerima . . . . . . . .. ... Lo 103
5.4 Rasejanje u spektralnim linijama u cirkumstelarnom disku . . . . . . 105
5.5 Efekti rotacije u samo-emitujucim

Keplerovskim diskovima . . . . . .. .. .. ... L. 112
5.6 Zakljucci . . . . ..o 120
Zavrsne napomene i planovi za dalji rad 123

Numericko reSavanje prenosa polarizovanog zracenja u formalizmu

redukovanog intenziteta koris¢enjem implicitne reprezentacije funkcije

izvora 126



Glava 1

Uvod

There is a crack in everything, that’s

how the light gets in.

Leonard Cohen, ‘Anthem’

Nema mnogo astrofizickih disciplina koje uzivaju tako malo interesovanja i paznje
kao Sto je prenos zracenja (engleski: radiative transfer, radiative transport, trans-
fer of radiation). Posto zahteva znanje atomske i kvantne fizike, generalno poz-
navanje astrofizike i “ose¢aj” (da ne kazemo, talenat) za interpretaciju rezultata,
prenos zracenja se cesto smatra “teskim”ili “nepotrebno komplikovanim”. Povrh
toga, moderne metode zahtevaju napredne programerske vestine kao i poznavanje
osnova numericke algebre. Ipak, ovo je oblast u kojoj znanja moraju biti sacuvana
i produbljena. Cilj ove teze je da objasni zasto i da da mali, ali nadamo se merljiv,
doprinos ovoj oblasti.

Prenos zracenja je pretezno teorijska disciplina koja se bavi ispitivanjem nas-
tanka i, kako samo ime kaze, prenosa svetlosti (fotona) kroz razlicite sredine. Pret-
postavljamo da nebesko telo emituje svetlost i da emitovana svetlost, nakon even-
tualne interakcije sa meduzvezdanom ili medugalaktickom materijom, stize do pos-
matraca. Rezultati posmatranja (ili, generalno re¢eno, eksperimenta) skoro nikada
ne mogu biti direktno interpretirani. Naime, posmatrane veli¢ine (spektri, krive
sjaja, itd.) su, u veéini slucajeva, rezultat istovremenog uticaja razli¢itih fenomena.
Spektar je jedan od najboljih primera, posto na njegov nastanak utice veliki broj

mikroskopskih i makroskopskih procesa. Fizicka velicina koja se u ovom slucaju



meri je intenzitet, tj. fluks i njegova spektralna raspodela (raspodela po talasnim
duzinama/frekvencijama). U sluc¢aju objekata koji imaju kona¢nu ugaonu velicinu,
¢iji je najbolji primer Sunce, mozemo analizirati takode i prostornu raspodelu in-
tenziteta. U slucaju kada je signal dovoljno jak (kada dovoljno fotona stize do
naseg detektora) mozemo izmeriti i polarizaciju (polarimetrija) ili ¢ak i spektralnu
raspodelu polarizacije (spektropolarimetrija) svetlosti. Kako je (u opstem slucaju,
polarizovani) spektar zracenja nekog objekta rezultat razlicitih procesa koji se u
njemu desavaju, da bismo pravilno izveli zakljucke iz posmatranja, neophodno je
napraviti teorijski model posmatranog objekta.

Pod pojmom “model” najcesée podrazumevamo nekakav kvantitativni opis ob-
jekta u vidu raspodele relevantnih fizickih veli¢ina (npr. temperature, gustine, brzine
Cestica, magnetnog polja, itd.). Da bismo modelirali objekat koji izu¢avamo, uglavnom
smo suoceni sa resavanjem sistema jednacina (integralnih i/ili diferencijalnih) koje
slede iz odgovarajucih fizickih zakona koji, opet, povezuju relevantne fizicke veli¢ine.
Prenos zracenja se bavi, izmedu ostalog, reSavanjem odgovarajucih jednacina sa cil-
jem izracunavanja intenziteta i polarizacije zracenja! koje razmatrano telo emituje.
Analiticka resenja su moguca samo u jako malom broju slucajeva koji su relativno
daleko od realnog opisa objekata na koje nailazimo u svemiru. U stvari, u mnogim
situacijama je neophodno jako detaljno numericko modeliranje da bismo uspeli da
objasnimo posmatrane detalje u spektru. Jedan od najboljih primera za ovo su
posmatranja Sunca koja se sada rutinski vrse sa jako visokom ta¢noséu (odnos sig-
nal/sum > 10), spektralnom rezolucijom (& 10°) i diferencijalnom polarimetrijskom
osetljivoséu (= 1079).

Ukoliko je posmatrani objekat moguée opisati relativno malim brojem param-
etara, i ako izlazni intenzitet mozemo izracunati relativno brzo, interpretacija pos-
matranja se moze izvrsSiti takozvanom “inverzijom”. Ova tehnika se zasniva na
minimizacionoj proceduri pomocu koje se traze vrednosti parametara koje daju
izracunati spektar koji najbolje odgovara (“fituje”) posmatranom spektru. Ovakve
metode su zasluzne za veliki napredak u razumevanju, npr. prirode magnetnih polja

na Suncu. Poslednjih godina, u upotrebi su jako kompleksni metodi (na primer: van

U tezi éemo ravnopravno koristiti izraze “zracenje” i “svetlost”.



Noort 2012). Vazno je naglasiti da inverzija zahteva jednostavne fizicke modele
i da stoga za inverziju spektroskopskih i spektropolarimetrijskih posmatranja ko-
ristimo samo jednodimenzionalne modele (osobine objekta zavise samo od jedne
prostorne koordinate). Multi-dimenzionalni (2D i 3D) modeli nisu podobni za in-
verziju iz dva razloga: i) za opis modela je potreban jako veliki broj parametara, sto
bi dovelo do degeneracije? izmedu istih, a samim tim i do problema u interpretaciji
rezultata; ii) reSavanje problema prenosa zraCenja i ra¢unanje izlaznog spektra u
visedimenzionim modelima je jako “skupo” u smislu procesorskog vremena, tako
da smo, ¢ak i sa danasnjim racunarima, suoceni sa ograni¢enjima u smislu realnog
vremena potrebnog za izracunavanje.

Drugi pristup modeliranju je takozvano direktno modeliranje (ili “resavanje di-
rektnog problema”). Ovaj pristup se zasniva na osmisljavanju sto realnijeg modela
i poredenju izracunatog i posmatranog spektra, na osnovu ¢ega pokusavamo da
izvedemo neke, najcesce kvalitativne zakljucke. Ipak, ovaj pristup nam moze pruziti
i kvantitativne informacije, npr. reprodukovanjem razlicitih statistickih raspodela
posmatranih veli¢ina.

Metodi za prenos zracenja u visedimenzionim modelima su razvijeni upravo za
ovakvo modeliranje. Oni nam omogucavaju da na adekvatan na¢in razmatramo za-
visnost relevantnih fizickih veli¢ina od prostornih koordinata. Modeli koji se ovde
koriste su, sa druge strane, i sami uglavnom rezultat komplikovanih rac¢unarskih
simulacija kao $to su, npr., moderne MHD (magneto-hidrodinamicke) simulacije
zvezdanih atmosfera i akrecionih diskova. Kompleksnost (a, samim tim, i nivo re-
alnosti) modernih metoda za prenos zracenja u vise dimenzija i njihova zahtevnost
u pogledu procesorskog vremena i memorije je demonstrirana u nekim od najnovi-
jih radova u ovoj oblasti (na primer Stépan & Trujillo Bueno 2013; Anusha et al.
2011b). Prodiskutujmo, za momenat, pojam “simulacija”. U modernoj numerickoj
astrofizici doticni termin se koristi za Sirok dijapazon numerickih izracunavanja,
pocevsi od resavanja problema istinskim “imitiranjem” fizickih procesa (Monte Karlo

simulacije) pa do problema koji se svode na resavanje sistema diferencijalnih jednacina.

2Pod degeneracijom parametara podrazumevamo situaciju u kojoj ne mozemo da razlu¢imo koji
fenomen je odgovoran za posmatrane karakteristike objekta. Sto je model objekta kompleksniji,
tj. Sto sadrzi viSe parametara, to je degeneracija izmedu parametara verovatnija.



lako se numericki prenos zracenja moze svrstati u ovu drugu grupu mi ¢emo, po
ugledu na ostatak naucne zajednice koja se bavi prenosom zracenja, ovde izbegavati
izraz “simulacija” (ovo izbegavanje verovatno dolazi iz tradicionalnih razloga, posto
numericka reSavanja problema prenosa zracenja imaju imaju istoriju ukorenjenu jos
u 50-im godinama proslog veka) .

Koretan opis nastanka i prenosa zracenja nije bitan samo zato da bismo mogli da
interpretiramo posmatranja ve¢ i zato Sto zracenje interaguje sa materijom i utice
na strukturu i evoluciju samog objekta?, kao i na stanje jonizacije i ekscitacije gasa.
Ukoliko je gas dovoljno gust, odnosno ukoliko je ucestanost sudara medu samim
Cesticama mnogo veca od ucestanosti radijativnih procesa (“sudara” izmedu cestica
i fotona), stanje gasa (raspodela po brzinama i stanjima jonizacije/ekscitacije) je u
potpunosti opisano lokalnom temperaturom. Ovaj slucaj je poznat kao (ponekad
veoma korisna) aproksimacija lokalne termodinamicke ravnoteze (LTR). Sa druge
strane, u razredenoj sredini, gas i zracenje vise nisu “spregnuti” (eng: coupled) i
situacija postaje komplikovanija. Ovaj problem je poznat kao ne-lokalna termo-
dinamicka ravnoteza (ne-LTR, eng: NLTE, non-local thermodynamic equilibrium).
Ne-LTR efekti u retkoj sredini mogu da budu veoma veliki i da u velikoj meri uticu
na oblik i jacinu spektralnih linija, kao i na pritisak zracenja, stanje jonizacije i
ekscitacije gasa, pa samim tim i na strukturu objekta uopste.

Istrazivanja predstavljena u ovoj tezi se fokusiraju na probleme gde se zracenje
koristi kao sredstvo informacija, odnosno za takozvanu “spektralnu dijagnostiku.”
Ovo znaci da je cilj izracunati intenzitet zracenja na osnovu zadatog fizickog mod-
ela, uz pretpostavku ne-LTR. Bez obzira na to, u principu, metodi koji ¢e biti pred-
stavljeni u tekstu teze mogu biti implementirani u moderne radijativno-magneto-
hidrodinamicke (RMHD) simulacije.

Pre kratkog teorijskog uvoda, pomenuc¢emo neke od referentnih udzbenika i
monografija koji se izdvajaju iz ostale literature koris¢ene u ovde predstavljenim
istrazivanjima. Najpoznatija referenca je svakako knjiga Dmitrija Mihalasa, “Stellar

Atmospheres” (Mihalas 1978), koja se bavi osnovama numerickog prenosa zracenja,

3Neki od primera su: kosmologka epoha kada je zracenje bilo dominantno, pritisak zracenja u
zvezdanim omotacima, povratni procesi usled aktivnosti galaktickih jezgara, zvezdani vetrovi...



ne-LTR problemom i modeliranjem zvezdanih atmosfera. Dva zbornika preglednih
radova, “Methods in Radiative Transfer” (Kalkofen 1984) i “Numerical Radiative
Transfer” (Kalkofen 1987) sadrze mnogo saveta, rezultata i referenci, korisnih ¢ak
i sada, nakon skoro 30 godina. “Biblija” za prenos polarizovanog zracenja i po-
larizaciju u spektralnim linijama uopste je “Polarization in Spectral Lines” (Landi
Degl’'Innocenti & Landolfi 2004), verovatno jedna od najdetaljnijih i najlepsih kn-
jiga u astrofizici uopste*. Drugi pristup problemu, sa primerima inverzije spektropo-
larimetrijskih posmatranja je dat u knjizi “Introduction to Spectropolarimetry” (del
Toro Iniesta 2007). JoS jedna korisna referenca za polarizovano zracenje uopste je
“Astrophysical Spectropolarimetry” (Trujillo-Bueno et al. 2002).

Tematski, ova teza se moze podeliti na dva dela: i) prvi deo (glave 2 i 3) se bavi
generalizacijom metoda dvosmerno-implicitne lambda iteracije (FBILI - forth-and-
back implicit lambda iteration) na 2D Dekartov koordinatni sistem. ii) drugi deo
(glave 4 i 5) pokriva ne-LTR prenos polarizovanog zracenja u 2D cilindri¢nom ko-
ordinatnom sistemu i primene istog na jednostavne modele gasovitih diskova. Ideja
je da se uvide i ispitaju uticaji efekata geometrije, multidimenzionalnosti i uticaja
polja brzina u objektu. U svim primerima je koriS¢ena aproksimacija atoma sa dva
nivoa. Svi primeri su detaljno ispitani i objavljeni su (ili ¢e biti objavljeni) kao orig-
inalni nauc¢ni radovi. Glavna motivacija za celokupan predstavljeni rad je znacaj
efekata multidimenzionalnosti u razlicitim klasama astrofizickih objekata.

Nastavak ovog poglavlja ima slede¢u strukturu: U odeljku 1.1 ¢emo uvesti specificni
intenzitet zracenja i ostale neophodne fizicke velicine, u odeljkul.2. je detaljnije
definisan ne-LTR problem, dok se odeljak 1.3 bavi resavanjem ne-LTR problema i
jednostavnim primerima u jednodimenzionim zvezdanim atmosferama. U odeljku 1.4
uvodimo osnovne veli¢ine koje opisuju polarizovano zracenje i tzv. ne-LTR prob-
lem druge vrste, odnosno problem prenosa zracenja koje je polarizovano procesima

rasejanja u spektralnim linijama.

4Jednom prilikom, napola ozbiljino, mi je Profesorka Faurobert predlozila da se povucem u
manastir na ostrvo nadomak Nice i prostudiram knjigu na miru.



Slika 1.1: Standardna definicija 3D Dekartovog pravoulgog koordinatnog sistema,
koju koristimo da izrazimo prostornu zavisnost i sferni koordinatni sistem u kom
definiSemo pravac prostiranja zracenja.

1.1 Specificni intenzitet i jednacina prenosa
zracenja

Posmatrajmo snop zracenja koji obuhvata prostorni ugao dQ), emitovan sa ele-
mentarne povrsine do ¢ije su koordinate date vektorom 7, i koji je okarakterisan
odredenom frekventnom i vremenskom zavisnos¢u. Specificni (monohromatski) in-
tenzitet zracenja u tacki 7, u pravcu ﬁ, frekvencije v u trenutku t je definisan kao
energija, emitovana sa jedini¢ne povrsine, unutar jedini¢cnog prostornog ugla, u je-

dinici vremena dt, u jedini¢cnom frekventnom intervalu dv, dakle:

A d'E

[F,Q,V,t = = . 1.1
( ) dt dQ)dv do (L)

Ovde smo sa 2 obelezili pravac prostiranja snopa zracenja odrednem parom uglova
(0, ) koji imaju svoj standardan smisao u sfernom koordinatnom sistemu: 6 je
polarni ugao a ¢ azimut, meren od pozitivnog smera x ose u direktnom smeru (vidi
sliku 1.1). Takode, d2 = sin 6 df de.

Razmatra¢emo probleme gde su intenzitet i ostale relevantne velicine (koefici-



jent apsorpcije i emisije, temperatura, gustina...) nezavisni od vremena’. Ova
pretpostavka je poznata kao pretpostavka stacionarnosti. Vremenski zavisan (ne-
stacionaran) prenos zracenja je bitan u jako dinami¢nim procesima, kao $to su npr.
eksplozije supernovih, gde se takode koristi i za prenos neutrina.

U nastavku teksta, “specificni monohromatski intenzitet” ¢emo ¢esto zvati samo
“intenzitet”, dok ¢e eventualna integracija po pravcu prostiranja, prostornim koor-
dinatama ili frekvenciji biti jasna iz konteksta, ili eksplicitno napomenuta.

Do sada nismo pominjali jednu vaznu osobinu svetlosti: polarizaciju. Polarizacija
¢e biti uvedena u odeljku 1.4 (intenzitet ¢e postati 4-vektor).

Zarad boljeg uvida u znacaj i problematiku prenosa zracenja u vise dimen-
zija (sve potrebne veli¢ine ¢e odmah biti formulisane u 3D Dekartovom koordi-
natnom sistemu), vazno je shvatiti da je ovako definisan intenzitet 6-dimenziona
veli¢ina (zavisi od tri prostorne, dve uglovne koordinate i frekvencije). Kako se
sve relevantne jednacine resavaju numericki, jasno je da sve promenljive moraju biti
diskretizovane. Jednostavniji 3D® problemi se regavaju na “koordinatnim mrezama”
(eng: computational grid, mesh) koje se sastoje od reda 100 x 100 x 100 tacaka, sa
diskretizacijom u bar 10 x 10 pravaca i na bar 10 frekvencija, sto znaci da treba
izracunati ukupno 10° promenljivih da bi kompletno polje zracenja u objektu bilo
poznato. Pitanje koje se prirodno namece je: “Zasto racunamo intenzitet u svakoj
tacki ako nas zanima samo izlazni intenzitet?” Nadamo se da ¢e se odgovor na
ovo pitanje iskristalisati do kraja poglavlja, ali evo kratkog objasnjenja za nestr-
pljive: Ukoliko je gas redak, procesi rasejanja dovode do “sprezanja” (eng: cou-
pling, koristi¢emo i izraz pozajmljen od kolega kvantnih mehanicara: “kuplovanje”)
izmedu zracenja i gasa u razli¢itim tackama prostora, kao i izmedu razli¢itih pravaca
i frekvencija. Da bismo mogli da izracunamo samokonzistentno reSenje u jednoj
tacki, polje zracenja mora biti poznato u svim drugim tackama, u svim pravcima, i
na svim frekvencijama.

Do izlaznog intenziteta na “posmatranoj povrsini” objekta (na primer, gor-

5T1i je vremenska skala na kojoj se menjaju mnogo duza od vremena potrebnom svetlosti da
prede odgovarajucu karakteristicnu duzinu u objektu.

65U nastavku teksta ¢emo za probleme gde fizicke veli¢ine zavise od jedne, dve ili tri prostorne
koordinate nekada koristiti kraci zapis, 1D, 2D, 3D, respektivno.



njoj granici zvezdane atmosfere) se dolazi resavanjem jednacine prenosa zracenja.
Jednacina prenosa je nehomogena diferencijalna jednacina prvog reda koja opisuje

prostornu promenu intenziteta usled postojanja izvora i ponora fotona:

A ~ A ~

V(7 v) = =x (7, @, v) (7, Q,v) + (7, Q, v), (1.2)

gde su x i 7 koeficijenti apsorpcije i emisije, respektivno. U sustini, jednacina prenosa
zracenja je Bolcmanova kineticka jednacina za fotone.

Brojne vrednosti parametara y i n i njihova ugaona i frekventna odredeni su
prirodom atomskih procesa u sredini kroz koju se zracenje” prostire. Od sada ¢emo
podrazumevati da se sredina sastoji od atoma mada je opisani formalizam u pot-
punosti primenjiv i na molekule, jone, slobodne elektrone pa cak i na makroskopske
Cestice kao §to su prasina i makromolekuli. Od sada ¢emo izostaviti (ali i dalje
podrazumevati) prostornu zavisnost fizickih velicina. Takode, dok ne uvedemo po-
larizovano zracenje i anizotropno rasejanje i/ili kretanje sredine, pretpostavi¢emo
da x i n ne zavise od pravca. U numerickom pristupu prenosu zracenja je pogodno
koristiti jednacinu prenosa u obliku koji opisuje promenu intenziteta duz “zraka”
(along-the-ray pristup). To znaci da pravac prostiranja smatramo zadatim i ana-
liziramo ponasanje inteziteta duz tog pravca. Jednacina 1.2 se u tom slucaju svodi

na obic¢nu diferencijalnu jednacinu oblika:

~

ar(,v) N ,
@) X, v) +n(v). (1.3)

Takode ¢emo izostaviti zavisnost ds od pravca, posto je njegova orijentacija odredena
pravcem prostiranja razmatranog zraka. Deljenjem jednacine 1.3 sa —y(v) dolazimo
do uobicajenog oblika jednacine prenosa u astrofizickoj literaturi:

dI(,v) A

dT(l/) = [(Qv V) - S<V>7 (1.4)

"Umesto “zracenje” ¢emo nekad koristiti i pojam “svetlost”. Prenos zracenja se u najveéoj meri
i primenjuje na ultraljubicasto, vidljivo i infracrveno zracenje.



gde smo definisali element opticke putanje kao:
dr(v) = —x(v)ds, (1.5)

i nepolarizovanu (u zargonu prenosa polarizovanog zracenja: “skalarnu”) funkciju

izvora kao:

Sy = 1), (1.6)

Lako se moze pokazati da je, za dve zadate tacke U i L, izmedu kojih je mono-

hromatska opticka razdaljina jednaka A7, %, resenje j-ne 1.4:
ATy
I(v) = Iy(v)e ™™ —i—/ S, (t)e” B0t (1.7)
0

Ova integralna jednacina je poznata kao integralni oblik jednacine prenosa zracenja
(ili: formalno resenge), i ¢esto se koristi u numerickim metodama za resavanje prob-
lema prenosa zracenja. Uz odgovarajuce modifikacije, jednacinal.7 se moze pri-
meniti i na polarizovano zracenje. Primena formalnog resenja na slucaj kada su y, i
n, (odnosno 7, 1 .S,) poznati je trivijalna. Videéemo, ipak, da je formalno resenje od
kljuéne vaznosti cak i u slu¢aju kada koeficijenti emisije i apsorpcije nisu eksplicitno
poznati veé¢ zavise od samog polja zracenja.

Sada, pre nego $to predemo na razmatranje koeficijenta emisije i apsorpcije u
opstem slucaju, analiziracemo dva reSenja jednacine prenosa u veoma jednostavnim

modelima zvezdanih atmosfera.

1.1.1 Atmosfera u (lokalnoj) termodinamickoj ravnotezi

Posmatrajmo potpuno izotermalnu atmosferu u kojoj su sudari izmedu cestica
dovoljno ucestali, tako da je cela atmosfera u termodinamickoj ravnotezi, odnosno:
raspodela brzina je data Maksvelovom raspodelom, raspodela ¢estica po stanjima
ekscitacije/jonizacije Saha-Bolecman-ovom jednacinom, dok je raspodela fotona po
energijama data Plankovom funkcijom. U ovom slucaju, u svim raspodelama figurise

ista temperatura, i ta temperatura je ista svuda u atmosferi.

8Zavisnost od frekvencije se, tradicionalno, oznacava u indeksu.



Postavi¢emo koordinatni sistem tako da je z osa normalna na povrsinu (plan-
paralelne) atmosfere i usmerena prema posmatrac¢u. Infinitezimalna geometrijska
putanja ds je u ovom slucaju:

ds = dz/ cos@. (1.8)

Iz jednacine 1.5 se vidi da, ako merimo z (a samim tim i s) od “dna” atmosfere,
opticka dubina 7 treba da bude merena od povrsine. Za “dno” (donju granicu)
atmosfere ¢emo uzeti sloj gde je neprozracnost materije tolika da je verovatnoca da
foton, emitovan u tom sloju, napusti atmosferu bez ikakve interakcije sa Cesticama
prakticno nula na svim razmatranim frekvencijama. Na putu od donje granice
ka povrsini atmosfere fotoni bivaju apsorbovani, emitovani i rasejani. Zelimo da
izra¢unamo izlazni intenzitet, ali bez razmatranja svakog pojedinacnog fotona®. Na-
jopstije receno, ovo mozemo uraditi tako Sto ¢emo resiti jednacinu prenosa zracenja i
samokonzistentno izracunati koeficijente apsorpcije i emisije svuda u sredini (posto,
u opstem slucaju, oni zavise i od polja zracenja). Poceéemo analizu sa najjednos-
tavnijim slucajem, pretpostavkom termodinamicke ravnoteze a zatim napredovati
ka komplikovanijim (i samim tim, realnijim) slu¢ajevima. Pretpostavimo da tacke U
i L odgovaraju donjoj i gornjoj granici atmosfere, respektivno i da monohromatski
opticki put izmedu njih tezi beskonacnosti. Izlazni intenzitet u pravcu odredenom

uglom @ je, na osnovu jednacine 1.7:
Liamo (0, V) = / S,e sVt [ cos b, (1.9)
0

gde je T, ukupan monohromatski opticki put izmedu dve granice a t je tekuca
promenljiva merena od povrsine atmosfere ka unutra.
Setimo se da je u slucaju termodinamicke ravnoteze, odnos izmedu koeficijenta

emisije i apsorpcije jednak Plankovoj funkciji.

o B 2hv? 1
E_SV_B(V7T)_ 02 e(hy/kT)_la

(1.10)

gde je h Plankova konstanta, k& Bolecmanova konstanta, ¢ brzina svetlosti u vakuumu

9T ovaj pristup je mogué. Poznat je kao Monte Karlo metod i koristi se za prenos zracenja kroz
prasinu i sliéne makro-cestice.
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a T temperatura sredine koja emituje(apsorbuje) zrac¢enje. Ulazni intenzitet na
donjoj granici je takode jednak B(v,T). Posto je atmosfera izotermalna, nakon
zamene jednacine 1.10 u jednacinu 1.7 se vidi da je, za svaku frekvenciju v, IV(Q)
jednako B,, u svakoj tacki i u svakom pravcu. Samim tim, i izlazni intenzitet je
jednak Plankovoj funkciji. Ovo je “nulta” aproksimacija, koja, u doba modernih
teleskopa i relativno preciznih posmatranja, nema neku prakticnu upotrebu. Ona
predvida spektar koji takode odgovara Plankovoj funkciji, sto drasticno odstupa
od posmatranih spektara zvezda i drugih objekata!’. Prvi vazan razlog za ovo
odstupanje je ¢injenica da objekti u svemiru nisu izotermalni (termicki izolovani), a
drugi da sem apsorpcije i emisije u atmosferama zvezda dolazi i do jos jednog vaznog
efekta, rasejanja (eng: scattering) zracenja.

Relaksirajmo prvo izotermalnu aproksimaciju i pretpostavimo da temperatura
u atmosferi varira od tacke do tacke. Pretpostaviéemo, ipak, da je gas lokalno u
ravnotezi, tj. da su stanja jonizacije i ekscitacije, kao i raspodela brzina u ravnotezi i
da su odredena jednom istom, lokalnom, temperaturom 7'. Funkcija izvora je i dalje
jednaka lokalnoj Plankovoj funkciji (na lokalnoj temperaturi), koja sada ima razlicitu
raspodelu po frekvencijama u razlicitim tackama u atmosferi. Ova aproksimacija je
poznata kao lokalna termodinamicka ravnoteza (LTR). Izrac¢unajmo ponovo izlazni
intenzitet resavajudéi jednac¢inu prenosa zracenja na razlicitim frekvencijama:

Pretpostavimo isti donji grani¢ni uslov kao i prethodnom primeru (TR) i nadimo
izlazni intenzitet na osnovu j-ne 1.9. Na razlicitim frekvencijama ¢emo dobiti vred-
nosti izlaznog intenziteta, koje zavise od prostorne raspodele funkcije izvora i ko-
eficijenta apsorpcije (neprozrac¢nosti) u atmosferi. Vrednost izlaznog intenziteta na
jednoj frekvenciji se moze poistovetiti sa vrednoséu Plankove funkcije na nekoj tem-
peraturi. Medutim, na razlicitim frekvencijama ¢emo “meriti” razlicite temperature
i samim tim vidimo da je nemoguce da se spektar posmatranog objekta opise jednom
Plankovom funkcijom koja odgovara jedinstvenoj temperaturi. Ova aproksimacija je
dosta realnija i, kao sto ¢emo videti u nastavku ove glave, moze da objasni prisustvo

spektralnih linija u posmatranom spektru.

104Jedan ali vredan” izuzetak je spektar mikrotalasnog pozadinskog zracenja koji je izuzetno
dobro opisan Plankovom funkcijom zracenja apsolutno crnog tela.
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Sada ¢emo se ograni¢iti na prenos zracenja u spektralnim linijama i, pre nego
Sto pocnemo sa analizom procesa rasejanja, razmotri¢emo detaljnije koeficijente ap-

sorpcije i emisije u spektralnoj liniji.

1.1.2 Apsorpcija i emisija u spektralnim linijama

Razumevanje nastanka spektralnih linija je veoma vazno za spektralnu dijag-
nostiku posto su linije generalno mnogo osetljivije na razlic¢ite procese koji se odi-
gravaju u posmatranom objektu nego sto je zracenje u kontinuumu. U stvari, samo
prisustvo linija u spektru nam daje dokaz da zvezdane atmosfere nisu u termodi-
namickoj ravnotezi i da u atmosferi postoji gradijent funkcije izvora. Koeficijent
apsorpcije u liniji vrlo izrazeno zavisi od frekvencije, tako da jedan isti objekat moze
biti neproziran na jednoj, ali proziran na nekoj drugoj frekvenciji. Samim tim, infor-
macije iz razli¢itih delova objekta dolaze do nas unutar relativno malog frekventnog
intervala. Konacno, polarizacija u spektralnim linijama je osetljiva na jacinu i ori-
jentaciju magnetnog polja, Sto otvara mogucénosti koris¢enja Zeemanovog i Hanle
efekta zarad “dijagnostikovanja” magnetnog poljall.

Razlog za postojanje spektralnih linija u spektrima nebeskih tela (i uopste u
spektru bilo koje sredine koja emituje ili apsorbuje svetlost) je postojanje diskretnih
energetskih nivoa u Cesticama koje sac¢injavaju sredinu kroz koju se svetlost prostire.
Pretpostavimo, bez gubitka opstosti, da su u pitanju razlicita energetska stanja
elektrona u atomima. Apsorpcija (ili emisija) fotona usled procesa prelaska elektrona
sa jednog nivoa na drugi, u opstem slucaju, dovodi do manjka (ili viska) fotona u
polju zracenja. Ovo su, doduse fenomenoloski, i bez znanja o kvantnoj prirodi
materije i svetlosti demonstrirali jos Kirhof i Bunzen u svom ¢uvenom eksperimentu.

Ako pretpostavimo da je atmosfera zvezde u termodinamickoj ravnotezi, procesi
emisije i apsorpcije su izbalansirani i izlazni intenzitet ima, kao Sto smo videli,
Plankovu raspodelu po frekvencijama, odnosno spektralne linije ne postoje. Da bi
se u spektru pojavile spektralne linije potrebno je da postoji gradijent temperature
(ili, u opstem slucaju, funkcije izvora) duz posmatranog pravca. Razmotrimo sada

poblize fizicke procese koji uticu na formiranje spektralne linije.

1174 nesto vise detalja videti odeljak 1.4 i glavu 4.
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Posmatrajmo ¢esticu koja prelazi iz stanja 1 (sa energijom E)) u stanje 2 (Fy)?
kojoj se predaje energija Fis + AE (E15 = Ey — Ey). Neodredenost energije AFE je
posledica konacne “Sirine” energetskih nivoa. Konkretizujmo ovo na slucaj elektrona
koji prelazi iz vezanog stanja 1 u vezano stanje 2 i fotona energije bliske energiji Fis.
Verovatnoca apsorpcije fotona od strane atoma zavisi od energije samog fotona.
Tacnije, sto je energija bliza vrednosti E1o, verovatnoca apsorpcije je veca.

Ukoliko je koncentracija atoma u stanju 1 jednaka n; a atoma u stanju 2 jednaka

ns, koeficijent apsorpcije u liniji na frekvenciji v je:

hv hv

X(v) = (nlﬂBm - n2E821>¢(V> = xo(v), (1.11)

gde su Bis 1 By Einstein-ovi koeficijenti apsorpcije i stimulisane emisije, respektivno,
a ¢(v) je apsorpcioni profil u liniji, ¢ija vrednost zavisi od procesa koji uticu na
formiranje spektralne linije. Ovde smo takode uveli korekciju koeficijenta apsorpcije
usled efekta stimulisane emisije (koja se tretira kao negativna apsorpcija).

U idealizovanom slucaju gasa, apsorpcioni profil zavisi samo od (konac¢ne) Sirine
energetskih nivoa u atomu. Termalno kretanje gasa na nekoj konacnoj temperaturi
dovodi do promene oblika profila, usled Doplerovog efekta. U jos opstijem slucaju,
na apsorpcioni profil linije uti¢e i koncentracija Cestica koje perturbuju energetske
nivoe u atomu (sudarno Sirenje linije), kao i magnetno polje (Zeemanovo Sirenje).
Ogranicicemo se sada na slucaj beskonacno uskih energetskih nivoa i na Sirenje
usled Doplerovog efekta koji je posledica ravnotezne (Maksvelovske) raspodele brz-
ina atoma duz pravca vizure. Apsorpcioni profil tada ima oblik Gausove raspodele

(tzv. Doppler-ov profil):
1 _(ﬂy
D

= —— =), 1.12
NI (1.12)

vy je frekvencija koja odgovara centru linije a Avp je takozvana “Doplerova Sirina”,

oy

koja zavisi od mase m apsorbuju¢ih atoma i stanja gasa:

Avp = 2 J2kT/m + 02, (1.13)
C

12E1 <E2 <0
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kao i od kineticke temperature T, i mikroturbulentne brzine v, koja opisuje uticaj
ne-termalnog, ali i dalje nasumic¢nog kretanja atoma. Ova velic¢ina je uvedena da bi
objasnila razliku izmedu izracunatih i posmatranih spektralnih linija u jednodimen-
zionim modelima. Vazno je napomenuti da je, uvodenjem multidimenzionih MHD
simulacija i racunanjem oblika linija na osnovu njih, ova veli¢ina, kao i makrotur-
bulentna brzina, postala nepotrebna. Za detalje oko mikro- i makro- turbulentne
brzine videti npr. Gray (2005).

Koeficijent emisije, kao $to je i za ocekivati, zavisi od naseljenosti gornjeg nivoa

prelaza u kom nastaje linija:

. nghl/Agl

U, (1.14)

n(v)

Ovde je As; Ajnstajnov koeficijent spontane emisije a v, je emisioni profil. Koriste¢i

relacije izmedu Einstein-ovih koeficijenata, funkcija izvora moze biti izrazena kao:

g 2hv® nigo

— 1)t 1.15
cz nag ) ( )

gde je S nezavisno od frekvencije posto smo pretpostavili da su emisioni i apsor-
pcioni profil jednaki. Ovo vazi u aproksimaciji kompletne redistribucije (complete
frequency redistribution - CRD, koristicemo engleski oblik skracenice u nastavku
teksta) pod kojom podrazumevamo da su frekvencije upadnog i izlaznog fotona u
procesu rasejanja potpuno nekorelisane'® tj. da su procesi apsorpcije i naknadne
emisije potpuno nezavisni.

Napominjemo da je funkcija izvora u liniji u prisustvu rasejanja i pod pret-
postavkom CRD nezavisna od pravca (u zargonu prenosa zracenja ovakve veli¢ine
nazivamo nepolarizovanim ili skalarnim) i od frekvencije. Ovo ¢ini numericki pristup
i samu implementaciju metoda mnogo jednostavnijim. Prvu aproksimaciju ¢emo re-
laksirati kada uvedemo anizotropno rasejanje i polarizaciju, a druga prestaje da vazi
u slucajevima kada efekti tzv. “parcijalne redistribucije po frekvencijama” postanu

bitni. Tretman problema u kojima je bitna parcijalna redistribucija (PRD) ne spada

30vo je, naravno, vrlo stur opis samog fenomena. Detaljniji opis bi zauzeo previse mesta.
Zainteresovanog ¢itaoca upucéujemo na sjajne udzbenike kao sto su Mihalas (1978), Cannon (2012),
ili, za one koji se zalazu za otvoren pristup znanju, Rutten (2003).
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u ciljeve ove teze, ali se, u principu, metodi opisani ovde mogu generalisati i na prob-

leme gde su PRD efekti znacajni.

1.2 Ne-LTR slucaj

Razmotrimo ponovo Sta se desava u atomu pod pretpostavkom lokalne termo-
dinamicke ravnoteze. Jednostavnosti radi, pretpostavi¢emo da je u pitanju atom sa
dva nivoa. Ukoliko je ulazni foton apsorbovan, elektron ¢e preéi u stanje sa visom
energijom. Atom moze da se vrati u osnovno stanje na dva nacina: radijativno (spon-
tana emisija) ili sudarno (neelastican sudar). Ukoliko do de-ekscitacije dode usled
sudara, visak energije ¢e biti predat gasu i pretvoren u termalnu energiju. To znaci
da je energija fotona efektivno pretvorena u kineticku energiju gasa (foton je ter-
malizovan). Takode, moguc¢ je i obrnuti proces: sudarna ekscitacija, pra¢ena radija-
tivnom de-ekscitacijom. Ovi procesi su poznati kao “prava” ili termalna apsorpcija,
odnosno emisija. Ako je gustina gasa dovoljno velika, odnosno ukoliko su sudarni
procesi mnogo uc”estaliji od radijativnih, gas i zracenje su u ravnotezi na lokalnoj
temperaturi, stoga ovu aproksimaciju i zovemo lokalna termodinamicka ravnoteza.
Naseljenosti nivoa se, u principu, mogu izra¢unati na osnovu Saha-Boltzmann-ove
raspodele. Kada se naseljenosti zamene u jednacinu1.15, dobijamo poznat izraz
S, = B,. Ocigledno ova aproksimacija ¢ini numericka izracunavanja mnogo prosti-
jim posto je funkcija izvora eksplicitno poznata. Da bi LTR aproksimacija vazila,
potrebno je da gustina materije bude takva da je uc¢estanost de-ekscitujuc¢ih sudara
(C51) mnogo veca od ucestalosti radijativne deekscitacije (Ag;). Poredenja radi, Ay
je, za linije od interesa u optickom delu spektra reda velicine 10° - 108s~1. Za linije
formirane u gustoj sredini, kao sto su npr. duboki slojevi Sunceve fotosfere, vazi
LTR aproksimacija. Poznat primer je par linija gvozda na 6301/6302 A, za koje se
kaze da su “formirane u LTR”.

Sa druge strane, u retkoj sredini kao sto je sunceva hromosfera, ovaj uslov je
daleko od ispunjenog i za vec¢inu bitnih linija procesi spontane emisije preovla-
davaju nad sudarnim procesima (Ag; > Cy). Sta se onda desava? Slededi diskusiju

u prethodnom pasusu, ekscitovani atom (najverovatnije) nece proéi kroz sudarnu
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deekscitaciju, ve¢ kroz proces spontane emisije, emitujuci foton. Ako se ovo desava
dovoljno ¢esto, deo apsorbovanog zracenja nece biti termalizovan veé¢ “sacuvan”
i re-emitovan, bez kuplovanja sa gasom. Aproksimacija LTR prestaje da bude
validna (odatle izraz ne-LTR) i naseljenosti n; i ny u jednacini 1.15 je sada mnogo
teze izracunati, posto zavise i od polja zracenja. Ovo je sustina ne-LTR prenosa
zracenja: naseljenosti nivoa zavise od polja zracenja koje, sa druge strane, zavisi od
naseljenosti nivoa. Drugim re¢ima, suoc¢eni smo sa problemom reSavanja spregnutih
jednacina: prenosa zracenja i statisticke ravnoteze.

Kako samokonzistentno izracunati funkciju izvora u liniji u ovom slucaju? Pre

svega, definisimo verovatnocu termalizacije fotona:

C(2 1

€= —————. 1.16
Co1 + Ay ( )

Broj procesa apsorpcije koji rezultuju termalizacijom fotona je srazmeran sa €, dok je
broj “rasejanja”, o¢igledno, srazmeran sa 1 —e **. Ako pretpostavimo da je rasejani
deo zracenja re-emitovan uniformno u prostorni ugao 47 dobijamo slededi izraz za

koeficijent emisije:

> Q-
n, = ens T 4y, (1 — e)/ ¢def E[(Q, v), (1.17)

odnosno, nakon $to podelimo jednacinu apsorpcionim koeficijentom yg¢,,, dobijamo

izraz za funkciju izvora, nezavisnu od frekvencije:

S =eB(r) + (1 —e) /OO qs(y)dyj[ %I(Q, V). (1.18)

Sada ¢emo uvesti srednji intenzitet integraljen po profilu linije (ili, kao $to je uobic¢ajeno,

MNapomena: “Rasejanje” u spektralnim linijama je fundamentalno drugacije od, recimo, rase-
janja na slobodnom elektronu. Prvi fenomen je ¢isto kvantne prirode i posledica je prisustva
diskretnih energetskih nivoa u atomima (ili molekulima), dok se drugi fenomen moze lako opisati i
na klasican nacin. U formalizmu prenosa zracenja jednacine kojima tretiramo i jedan i drugi prob-
lem, pak, imaju isti oblik, i otud izraz “rasejanje” (od sada bez znakova navoda). Ipak, i rasejanje
u liniji moze heuristicki biti opisano modelom klasi¢nog prigusenog oscilatora. Ovim modelom se
doslo do mnogih korisnih rezultata (videti, npr. Mihalas 1978; Stenflo 1994).
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samo “srednji intenzitet”, poznat kao i “integral rasejanja”):
> aQ -
J = gb(l/)dl/j{ —I(Q,v). (1.19)
T

Formalno, jednacina prenosa ne menja oblik, ali, za razliku od aproksimacije LTR

(jna1.10), funkcija izvora sada zavisi i od intenziteta:

~

dI(Q,v) A
==, [I(Q, V) — S} (1.20)
. > aQ
=o(v) | I(Q,v)—eB—(1— e)/ (b(V)dl/% 4—[(9, V) (1.21)
e T
Ovde smo definisali srednju opticku dubinu kao dr = —xoeds. Ovo je jednacina

prenosa u ne-LTR, izvedena pod pretpostavkom kompletne redistribucije i pod pret-
postavkom da su emisija i apsorpcija u liniji jedini izvori/ponori zrac¢enja. U pi-
tanju je integro-diferencijalna jednacina koja, u velikoj ve¢ini problema sa kojima
se sre¢emo u modeliranju realnih objekata, mora biti reSavana numericki'®. Tacno,
precizno i brzo reSavanje ovog problema, ¢ak i u 1D, nije trivijalno i podsticalo je
napredak u polju prenosa zracenja tokom poslednjih pola veka. Neki od modernih
metoda su opisani u, npr. Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997) i Trujillo Bueno &
Fabiani Bendicho (1995).

lako je velicina koju zelimo da dobijemo kao krajnji rezultat resenja specificni
intenzitet zracenja, vazno je shvatiti da je isti jednoznacno odreden ako je funkcija
izvora poznata. Zbog toga ¢emo, uglavnom, funkciju izvora smatrati kao glavnu
nepoznatu veli¢cinu u ne-LTR problemu prenosa zrac¢enja. Sada ¢emo ukratko pred-

staviti neke iterativne metode.

1.3 ReSavanje ne-LTR problema

Proces rasejanja donosi neizbezan problem kuplovanja po pravcima i frekven-

cijama zracenja koji ne postoji u LTR aproksimaciji. Nakon pionirskih radova

1574 idealizovane modele homogene i izotermne zvezdane atmosfere postoji nekoliko aproksima-
tivnih resenja kao i egzaktno analiticko resenje metodom diskretnih ordinata. Za detaljan istorijski
pregled ove oblasti videti monografiju Mihalas (1978).
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Schuster-a, (Schuster 1905) koji je verovatno prvi koji je detaljnije razmotrio pro-
blem formiranja spektralnih linija, bitan napredak u problemima resavanja jednacine
prenosa uz procese rasejanja napravili su Chandrasekhar (1950)' i Thomas (1957).

Jedan od nacina za resavanje ovog spregnutog problema je da se nepoznata
funkcija izvora nade iterativno. Najjednostavnija ideja je da pocénemo od neke
vrednosti funkcije izvora (uobicajen izbor je S = B) i da, koristeéi tu vrednost,
formalno resimo jednacinu prenosa zracenja. Zatim, zamenjujuéi izracunati inten-
zitet u jednacinu 1.18'7, dobijamo novu vrednost funkcije izvora koja je bliza ta¢nom
reSenju. Postupak ponavljamo do konvergencije. Ovaj metod je poznat kao A it-
eracija. Naziv potice od A operatora koji je uveo Schwarzschild (1906) i kojim se

formalno resenje jednacine prenosa moze napisati konciznije kao:

J = A[S]. (1.22)

U kontekstu prenosa zracenja, A operator treba shvatiti kao (obi¢no numericki) nac¢in
izracunavanja vrednosti srednjeg intenziteta iz datih vrednosti funkcije izvora. Ako
je S vektor od N elemenata (ne govorimo nuzno o 1D geometrijama), onda je i J
vektor od N elemenata a A je kvadratna matrica dimenzija N x N. Oba vektora i

matrica su realni. Jednacina 1.18 sa ovom notacijom postaje:

S =eB+ (1—¢€)A[S], (1.23)
odnosno, nakon sredivanja:
(I —(1—¢)A)[S] =e€B, (1.24)
ili, u skrac¢enoj notaciji:
Ax = 0. (1.25)

Sada eksplicitno vidimo da se ne-LTR problem prenosa zracenja u spektralnoj lin-

iji svodi na problem nalazenja N nepoznatih iz sistema N linearnih algebarskih

16Za zanimljiiv autobiografski pogled na rad Chandrasekhar-a, videti Wali (2001)
17Jednacina 1.18 jednacina statisticke ravnoteie za atom sa dva nivoa i Gesto éemo se na ovaj
nacin pozivati na nju ili je pisati skradeno kao: S = eB + (1 —€)J.
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jednacina. Posto je A matrica ¢iji su svi elementi poznati i zavise samo od optickih
razdaljina izmedu tacaka, nepoznata z (funkcija izvora) se moze naéi direktno.
Jedan od metoda za direktno numericko resenje je tzv. Feautrier metod (Feautrier
1964). Ovaj metod koristi diskretizovani oblik jednac¢ine prenosa u diferencijal-
noj formi. Moze se pokazati da se, ako za nepoznatu veli¢inu uzmemo intenzitet,
diskretizovani sistem jednacina za atom sa dva nivoa (ili za rasejanje u kontinu-
umu) svodi na blok tridijagonalni sistem koji se moze resiti odgovarajué¢im sistemom
zamene i eliminacije nepoznatih. Ovaj metod je omogucio resavanje realisti¢nih
problema u nehomogenim atmosferama a moze se koristiti i kao metod za formalno
resenje jednacine prenosa (za detaljniji opis metoda vidi Mihalas 1978).

Direktno resenje je pak, numericki veoma zahtevno, posebno u visedimenzionim
problemima zbog neophodne inverzije matrica. Takode, A (odnosno A matrica)
se nikada ne racuna eksplicitno. Ispostavlja se da je taj proces komplikovan, i
najvaznije od svega, nepotreban. Takode, u generalnom sluc¢aju atoma sa vise nivoa,
matrica nije konstantna i resenje se mora naci iteracijom.

Najjednostavnija iterativna metoda, gorepomenuta A iteracija, ima sledeci oblik:
Tpy1 = Ty +b— Ax,, (1.26)

gde je x, “staro” a x,,; “novo” reSenje. Ova metoda konvergira izuzetno sporo i
prakticno je neupotrebljiva u numerickom resavanju problema prenosa zracenja u
opticki gustoj sredini. Sada ¢emo, pozivajuéi se na udzbenik Saad (2003), pred-
staviti tri metoda numericke algebre koji su do sada primenjeni u resavanju prob-
lema ne-LTR prenosa zracenja. Ove metode ¢emo ponovo, detaljnije, predstaviti u
poglavlju 3, u astrofizickom kontekstu.

Ako razlozimo matricu A kao A =D — E — F, gde je D dijagonala, —F' striktno
gornji trougaoni deo a —F striktno donji trougaoni deo, mozemo definisati Jacobi

iteraciju na slede¢i nacin:

Tpi1 = D YE + F)x, + D 'b. (1.27)

Kako je D dijagonalna matrica, njena inverzna matrica se nalazi prostim deljenjem.
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U numerickom prenosu zrac¢enja ova Sema, ukoliko je rasejanje dominantno, dovodi
do ubrzanja konvergencije od nekoliko redova veli¢ine u poredenju sa A iteracijom.

Ovaj pristup, kao na¢in da se A iteracija ubrza je prvi put nagovestio Rybicki
(1972), koji je uveo tzv. “core saturation” metod. Osnovna ideja se zasniva na
uklanjanju iz razmatranja fotona u centru linije koji ne doprinose prenosu posto
su u dubljim slojevima lako apsorbovani. Ako je monohromatska opticka dubina u
datoj tacki atmosfere veéa od parametra 7 (koji je reda veli¢ine jedan), uzima se
da je lokalni monohromatski (dakle neintegraljen po profilu linije) srednji intenzitet
jednak lokalnoj funkciji izvora. Kada se ova aproksimacija uvede u A iteraciju
rezultujuce ubrzanje je ogromno i metod je upotrebljiv za praktican racun, cak i za
model atoma sa vise nivoa.

Pored Rybicki-ja, temelje za razvoj perturbativnih metoda su udarili Cannon
(1973) i Scharmer (1981) uvodenjem ideje “deljenja” operatora (engleski: opera-
tor splitting) u ne-LTR prenos zracenja. Ideja ove klase metoda je da se A ma-
trica aproksimira jednostavnijim operatorom ¢iji inverzni operator je relativno lako
naci, dok se greske koje se ovom aproksimacijom uvode popravljaju iterativno.
Olson et al. (1986) su pokazali da je dijagonalni operator najbolji izbor posto
se najlakSe invertuje i najstabilniji je. Takode ga je vrlo lako generalizovati na
viSedimenzione probleme. Bitan napredak u perturbativnim metodama je ostvaren
uvodenjem metoda kratkih karakteristika (eng: the method of short characteris-
tics) koji se koristi za formalno resavanje jednacine prenosa zracenja (videti Ol-
son & Kunasz 1987; Kunasz & Olson 1988; Kunasz & Auer 1988). Verovatno
najbitnija referenca za perturbativne metode je Rybicki & Hummer (1991), u ko-
joj je ideja ubrzanja koris¢enjem lokalnog operatora implementirana u metod za
reSavanje spregnutih jednacina prenosa zracenja i statisticke ravnoteze za atom sa
vise nivoa. Uz ove metode je neophodno pomenuti i tzv. Ng ubrzanje (Ng 1974)
Dalji napredak se uglavnom odnosio na dodatno ubrzanje konvergencije reSenja
ne-LTR problema koriséenjem Gauss-Seidel (Trujillo Bueno & Fabiani Bendicho
1995) i FBILI (Atanackovié¢-Vukmanovié 1991; Atanackovié-Vukmanovié et al. 1997)

metoda (koji su opisani u ovoj tezi).
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Gauss-Seidel (GS) iteracija u numerickoj algebri ima sledeéi oblik:
Tnp1 = (D = E)'Fa, + (D — E)™'b. (1.28)

Ovde se inverzija matrica (D — F) ne vrsi eksplicitno veé ra¢unanjem novih vrednosti
ZTpe1 ¢im je to moguce. Princip po kom se racunaju nove vrednosti ¢e biti jasniji
kada predstavimo primenu GS metoda na prenos zracenja u spektralnim linijama.
Jos brzi metod, poznat iz numericke algebre je simetriéni Gauss-Seidel (SGS), koji
se sastoji od jednog prolaska kroz matricu “unapred” (ovaj prolazak je definisan

jednacinom 1.28) i odmah nakon toga jednog prolaska kroz matricu “unazad”:
Ty = (D — F) 'Ex, + (D — F)™'b. (1.29)

“Overrelaksirane“ (“Overrelaksacija” podrazumeva popravku vrednosti tokom
iteracije za faktor w, 1 < w < 2) varijante Gauss-Seidel i simetricne Gauss-Seidel
metode su poznate pod imenima SOR (Succesive Overrelazation) i SSOR. (Symmet-
ric Succesive Overrelazation). Koriséenje overrelaksacije generalno dovodi do brze
konvergencije ali takode moze da poremeti stabilnost metode.

Postoje metode koje jos brze konvergiraju od (simetricne) Gauss-Seidel iteracije,
kao §to su linearni (Steiner 1991) i nelinearni (Fabiani Bendicho et al. 1997) multi-
grid metod, kao i metodi zasnovani na konjugovanim gradijentima (Papkalla 1995;
Anusha et al. 2011b). Svi ovi pristupi su zasnovani na odgovarajué¢im metodama iz
numericke algebre i omogucavaju bitnu ustedu u procesorskom vremenu u odnosu
na Jacobi iterativni metod.

Postoje i drugi efikasni pristupi za resavanje ne-LTR problema. Metod promenljivih
Eddington-ovih faktora, ( Variable Eddington Factors - VEF') je zasnovan na takoz-
vanim iteracionim faktorima i, u trenutku kada je uveden, doneo je bitno ubrzanje
u odnosu na Feautrier metod. Iteracione faktore su detaljno analizirali i prime-
nili na problem formiranja linije u atomu sa dva nivoa Atanackovié-Vukmanovié
& Simonneau (1994), dok je generalizacija na model atoma sa vise nivoa data u
Kuzmanovska-Barandovska & Atanackovi¢ (2010). Jos jedan metod u kom su pri-

menjeni promenljivi Eddington-ovi faktori i koji je doneo veliko ubrzanje u ne-LTR
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prenosu zracenja i napredak u modeliranju zvezdanih atmosfera je metod kompletne
linearizacije (eng: complete linearization, CL) koji su razvili Auer & Mihalas (1969).
Takode je zanimljiv i implicitni integralni metod (Simonneau & Crivellari 1993), koji,
koristeci resenje jednacine prenosa u integralnom obliku, direktno resava ne-LTR
problem za model atoma sa dva nivoa, bez potrebe za inverzijom matrica. General-
izacija na prenos zracenja sa modelima atoma sa vise nivoa dat je u radu Crivellari
et al. (2002). Pregled ovih metoda je dat i u radu Atanackovic-Vukmanovic (2004).

Sada ¢emo se ponovo osvrnuti na resenje problema prenosa zracenja u ne-LTR i

ispitati neke veoma jednostavne, ilustrativne primere.

1.3.1 Numericko resenje u 1D

[ako se ova teza bavi isklju¢ivo viSedimenzionim problemima, ovde ¢emo navesti
nekoliko jednostavnih primera u jednodimenzionom modelu atmosfere, iz slede¢ih

razloga:

e Prvi test za viSedimenzioni kod je reprodukcija poznatih rezultata iz jednodi-

menzionih modela.

e Vazno je shvatiti posledice ne-LTR efekata na jednostavnim primerima da
bismo mogli da razumemo i interpretiramo rezultate dobijene na osnovu kom-

pleksnih modela.

Razmatrac¢emo dva idealizovana modela zvezdanih atmosfera: (1) izotermalnu

atmosferu (B = const) i (2) Milne-Eddington-ov model atmosfere:

B(t) = a+ br. (1.30)

Interesuje nas kakav je uticaj ne-LTR efekata, (tj. rasejanja) na funkciju izvora u
atmosferi i, samim tim, na oblik rezultujuc¢ih spektralnih linija.

Pre nego Sto analiziramo rezultate (koji su ovde izracunati Feautrier metodom),
pristupimo problemu fenomenoloski: Posto su fotoni ve¢inom rasejani a ne apsorbo-
vani, onda mogu da napuste atmosferu sa ve¢ih dubina nego sto bi mogli u slucaju

kada vazi LTR. Usled ovog efekta, kolicina rasejanih fotona blizu povrsine je manja,
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Slika 1.2: Izlazni intenzitet u zavisnosti od talasne duzine u pravcu 6 = 0, za razlicite
vrednosti verovatnoce termalizacije fotona e. Levo: izotermalna atmosfera. Desno:
Milne-Eddington atmosfera sa a =11 b = 2. Obe atmosfere su polubeskonacne.

sto rezultuje manjom vrednoséu srednjeg intenziteta J, a samim tim i smanjenjem
funkcije izvora. Ovo znaci da ¢emo, cak i u slucaju izotermalne atmosfere gde je
Plankova funkcija konstantna, imati pad funkcije izvora ka povrsini. Ovaj efekat se
vidi na slici 1.2. Linija u LTR aproksimaciji ne postoji dok se u ne-LTR slu¢aju man-
ifestuje kao apsorpciona linija koja postaje sve dublja sa smanjenjem verovatnoce
termalizacije fotona (¢). U Milne-Edingtonovoj atmosferi linija postoji ¢ak i u LTR
ali se njen oblik i izlazni intenzitet bitno menjaju kada ukljucimo rasejanje.

Sada je ocito da se linije formirane u sredini gde je rasejanje dominantno bitno
razlikuju od linija formiranih u aproksimaciji lokalne termodinamicke ravnoteze.
Samim tim, ne-LTR efekti se ne smeju zanemariti ako zelimo da interpretiramo
oblike linija koje su formirane u razredenoj sredini. Takode rasejanje dovodi do
tzv. “polarizacije rasejanjem” (eng: scattering polarization). U pitanju je kvantni

fenomen, koji odgovara dobro poznatom Rejlijevom rasejanju'®.

Kao sto ¢emo
videti, polarizacija u spektralnim linijama nije osetljiva samo na koli¢inu rase-
janja, ve¢ i na geometriju objekta, anizotropiju zracenja, nehomogenosti, kao i na
magnetno polje. Takode, osetljivost polarizacije svetlosti na ove efekte je mnogo

izrazenija od zavisnosti skalarnog intenziteta (I komponenta Stokes-ovog vektora).

Sada ¢emo definisati neke osnovne veli¢ine bitne za opisivanje polarizovanog zracenja.

8Koje je, sem §to prouzrokuje plavu boju dnevnog neba, odgovorno i za polarizaciju rasejane
dnevne svetlosti.
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1.4 Prenos polarizovanog zracenja

Polarizacija je osobina transverzalnih talasa kojima, na sre¢u, pripadaju i elek-
tromagnetni talasi. Kako dva uzajamno normalna vektora elekitricnog polja ne uticu
jedan na drugi, dva nezavisna elektromagnetna talasa mogu da se prostiru u istom
pravcu u isto vreme, tako da su im vektori elektricnog polja normalni. Bez gubljenja
opstosti, razmatrac¢emo samo elektricno polje i pretpostaviéemo da se talas prostire
u pravcu z ose. Interesuju nas x i y komponente vektora elektricnog polja u slucaju

monohromatskog ravnog talasa:

E, = E,cos(wt — kz+ 1) (1.31)

E, = E,ocos(wt — kz + 1»). (1.32)

Ovde je w = 27v i k = 2w/A, dok su ¢y and 1y pocetne faze talasa. U svakom

trenutku vremena mozemo definisati rezultujuci vektor E tako da:
E = E,é, + E,é,. (1.33)

U opstem slucaju, vrh vektora E ¢e tokom vremena opisivati elipsu'?, poznatu
kao “polarizaciona elipsa”. Stanje polarizacije (tj. opis ponasanja elektromagnetnog
polja u smislu ravni u kojoj osciluje) je kompletno opisano amplitudama dveju kom-

ponenata i faznom razlikom izmedu njih. DefiniSimo:

Y =11 — Yo, (1.34)
1 zatim:
[=1,+1, (1.35)
Q=1,-1, (1.36)
U =+/21,1,cos, (1.37)
V = \/2I,1,sin, (1.38)

YDva posebna slucaja su 11 = 1 kada elektriéno polje uvek osciluje u istoj ravni, i ¢ =
Yo +7/2, E1 = Es, kada E opisuje krug.
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gde smo iskoristili svojstvo I oc EZ+E;. Lako se vidi da je I = Q*+U?+V?. Ukoliko
teleskop opremimo odgovarajué¢im optickim elementima (linearnim polarizatorima
i retarderima) mozemo, u principu, da izmerimo ove ¢etiri veli¢ine koje su u fizici
poznate kao Stokes-ovi parametri. Definisacemo stepen polarizacije kao:

(Q2+U2+V2)1/2

P =
I

(1.39)

Iz dosadasnje diskusije se vidi da je strogo monohromatski elektromagnetni talas
uvek 100% polarizovan. Ono $to mi, pak, posmatramo, nisu pojedinacni talasi (ili,
ako citalac preferira, fotoni) ve¢ veliki ansambl njih. Kada vrsimo polarimetrijska
posmatranja mi u stvari merimo neke vremenski usrednjene vrednosti ove cetiri
komponente Stokes-ovog vektora. Moze se videti da ¢e u velikom ansamblu talasa
do¢i do ponistavanja izmedu @), U i V komponenti razlicitih talasa dok je ukupna

vrednost I prosto suma pojedinacnih talasa. Prema tome:
<I>><Q>*+<U>*+<V>2 (1.40)

gde smo uglastim zagradama obelezili vremensko usrednjavanje. Od sada ¢emo
izostaviti zagrade i koristiti slede¢u notaciju: I= (I,Q,U, V)T da opisemo polar-
izovano zracenje. Ovu notaciju je uveo ser George Stokes, dok je u astrofizickom
kontekstu prvi koristio Subrahmanyan Chandrasekhar (Chandrasekhar 1960). U
principu (Chandrasekhar 1960), uvek je moguce pretpostaviti da se elektromag-
netno zracenje sastoji od potpuno polarizovanog dela I, = Q* + U? + V2 i potpuno
nepolarizovanog dela I, = I? — Q* — U? — V2,
Chandrasekhar je takode pokazao da za polarizovano zracenje u kontinuumu vazi
sledeca relacija: A
dl A

—=1-5 (1.41)

Ovde je S polarizovana funkcija izvora koja ima sledeéi oblik:

P(Q, I, (1.42)
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gde je € verovatnoca termalizacije fotona u kontinuumu, a B = (B,0,0,0)T. P
je Raighley-jeva matrica rasejanja koja opisuje korelaciju izmedu upadnih (Q/ )i
izlaznih () fotona.

Sada ¢emo, bez ikakvog izvodenja (detaljna analiza je data u Landi Degl’Innocenti

& Landolfi 2004 ), navesti osnovne jednacine koje opisuju prenos polarizovanog zracenja

u spektralnim linijama.

1.4.1 Prenos polarizovanog zracenja u spektralnim linijama

Polarizacija svetlosti je razmatrana jos u radovima Chandrasekhar-a (Chan-
drasekhar 1950). Ipak, numeric¢ki prenos polarizovanog zracenja je donekle kasnio
za prora¢unima u nepolarizovanom slucaju. Faurobert (1987) se bavila formiran-
jem polarizacije u linijama u jednodimenzionim konacnim slojevima sa razlicitim
pretpostavkama o redistribuciji zracenja u liniji. Proracuni u jednodimenzionim
modelima atmosfera su dati u Faurobert (1988). Problemi u kojima postoji zavis-
nost zracenja i od azimuta (usled prisustva orijentisanog magnetnog polja) su prvo-
bitno resavani primenom Fourier-ovog razvoja (npr. Faurobert-Scholl 1991). Gen-
eralizacija perturbativnih metoda na prenos polarizovanog zracenja u linijama je
opisana u Faurobert-Scholl et al. (1997). Svi ovi radovi su se bavili modelom atoma
sa dva nivoa. Teoriju neophodnu da se formulisu jednacine statisticke ravnoteze za
atom sa vise nivoa u polarizovanom slucaju je razvio Landi Degl’Innocenti (1984).
Veliki deo njegovog rada i teorija neophodna za opis i tretman polarizacije u spek-
tralnim linijama je sumirana u monografiji Landi Degl’Innocenti & Landolfi (2004).

lako polarizacija rasejanjem u jednostavnom modelu atoma sa dva nivoa moze
biti objasnjena i opisana klasi¢nim pristupom (priguseni harmonijski oscilator), ona
je fundamentalno drugaciji fenomen u odnosu na polarizaciju koja nastaje rasejan-
jem na slobodnim ¢esticama kao sto su molekuli ili elektroni. Rasejanje u spektral-
nim linijama je kvantni fenomen i mozemo ga objasniti na slede¢i nac¢in: Fotoni koji
se rasejavaju na atomu dolaze iz razlicitih pravaca i imaju razli¢ite momente impu-
Isa u odnosu na osu kvantizacije u atomu. Apsorpcija ovih fotona ¢e, zbog zakona
odrzanja momenta impulsa dovesti do razlic¢ite naseljenosti podnivoa sa razli¢itim

kvantnim brojem M. Ovi podnivoi su poznati pod imenom Zeeman-ovi podnivoi.
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Sada, svaka re-emisija ¢e rezultovati fotonom ¢ija polarizacija zavisi od kvantnih bro-
jeva ugaonog momenta (.J) gornjeg i donjeg nivoa. Ako je atom osvetljen izotropnim
zracenjem, svi Zeeman-ovi podnivoi su podednako naseljeni i rasejano zracenje je
nepolarizovano. Anizotropija upadnog zracenja (po polarnom uglu ili po azimutu)
¢e prouzrokovati razlicite naseljenosti Zeeman-ovih podnivoa sto ¢e rezultovati po-
larizacijom svetlosti usled rasejanja. Polarizacija rasejanjem je linearna polarizacija
svetlosti, dakle Stokes-ove komponente () i U su razli¢ite od nule. Ovu linearnu
polarizaciju dalje modifikuje Hanle efekat. Ovaj efekat se manifestuje kao promena
kolicine i ravni polarizacije svetlosti usled prisustva orijentisanog magnetnog polja u
sredini u kojoj se desava rasejanje. Dalje, za slaba polja (sam termin “slabo” zavisi
od linije do linije) se moze pokazati da se kruzna polarizacija tretira odvojeno od
linearne i da je za nju odgovoran iskljuc¢ivo Zeeman-ov efekat. U opstem slucaju, za
proizvoljna polja i za kompleksne atomske modele, sva cetiri Stokes-ova parametra
su spregnuta (kuplovana).

Opisali smo glavni mehanizam nastanka linearne polarizacije u spektralnim lin-
ijama: Rasejanje anizotropnog zracenja koje ostvetljava atom. Za detaljan pregled
ovog fenomena kao i za zanimljiv i koristan opis Zeeman-ovog efekta u ne-LTR
slucaju videti Trujillo Bueno (2003) i navedene reference. Vazno je naglasiti da je
viSedimenzioni prenos zracenja veoma vazan u racunanju polarizacije posto efekti
geometrije i nehomogenosti objekta znacajno uticu na anizotropiju, menjajudci time
rezultujucu polarizaciju u liniji.

U daljim razmatranjima ¢emo pretpostaviti da je donji nivo prelaza nepolari-
zovan. Nivo je nepolarizovan ako su u njemu svi Zeeman-ovi podnivoi podednako
naseljeni. Ovo vazi za nivoe koji su lako perturbovani sudarima kao §to su osnovni
nivoi u atomima, dakle ova pretpostavka vazi za rezonantne prelaze. To, dalje, znaci
da svi efekti koji prouzrokuju polarizaciju u liniji nastaju zbog atomske polarizacije
gornjeg nivoa prelaza. Ova pretpostavka bitno pojednostavljuje problem posto je u
tom slucaju koeficijent apsorpcije (neprozracnost) identican za sve Stokes-ove kom-
ponente. U opstem slucaju, neprozracnost je matrica dimenzija 4 x 4 (videti, npr.
Trujillo Bueno 2003).

Ovde dajemo izraz za jednacinu prenosa polarizovanog zracenja u spektralnim
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linijama (pogledati, npr. Landi Degl'Innocenti & Landolfi 2004; Trujillo Bueno
2003):

M) ) 0@0) - @), (143

kao i jednacinu statisticke ravnoteze za atom sa dva nivoa:
S(Q)=eB+ (1 —eWie / o(v) f — P(Q0, Y, B)I(Y,v). (1.44)

Ovde je W tzv. sopstvena polarizabilnost linije, koja zavisi od kvantnih brojeva za
ugaoni momenat gornjeg i donjeg nivoa prelaza. We je vektor koje opisuje uticaj
sudarne depolarizacije a B je vektor magnetnog polja. P je matrica rasejanja koja
opisuje korelacije izmedu pravaca ulaznog i izlaznog fotona u prisustvu magnetnog

polja. Vazno je napomenuti dve stvari:

e Polarizovana funkcija izvora i polarizovani intenzitet (kao rezultat formalnog
resenja jednacine prenosa) zavise i od magnetnog polja. Ovo je gore opisani
Hanle efekat koji nam pruza izuzetno koristan nac¢in za dijagnostiku magnetnog

polja.

e Funkcija izvora je zavisna od pravca. Ovo znacajno pove¢ava memorijsku za-
htevnost kodova koji se koriste za reSavanje ne-LTR prenosa polarizovanog
zracenja. Ovaj problem ¢emo resiti u poglavlju4 uvodenjem bazisa reduko-

vanog intenziteta.

U tretmanu polarizovanog zracenja smo u jednacinu statisticke ravnoteze uveli
matricu rasejanja. Vazno je naglasiti da je ovakav pristup mogu¢ samo za model
atoma sa dva nivoa. Sa druge strane, koris¢enje matrice rasejanja omogucava tret-
man PRD efekata (Bommier 1997a,b). Drugi pristup opisu polarizovanog zracenja
je tzv. formalizam matrice gustine (eng: density matriz formalism) koji je detaljno
opisan u Landi Degl'Innocenti & Landolfi (2004). Prednost formalizma matrice
gustine je u mogucénosti opisa modela atoma sa viSe nivoa, ali bez parcijalne redis-
tribucije (PRD). Za model atoma sa dva nivoa, u CRD aproksimaciji, oba pristupa

su ekvivalentna.
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1.5 Potreba za prenosom zracenja u vise
dimenzija

U uvodnom delu teze smo naveli osnovne jednacine koji opisuju prenos zracenja
u ne-LTR i prodiskutovali resenja nekih jednostavnih jednodimenzionih problema.
Modeli atmosfera u 1D su tokom godina dostigli veliku slozenost i omogucéili nam
dubok i sustinski uvid u formiranje spektara i ulogu zracenja u dinamici zvezdanih
atmosfera. Ne-malu ulogu u toj oblasti su odigrali precizni i efikasni metodi za
prenos zracenja kao sto je npr. ALI (za pregled ALI metoda i napretka koji je
napravljen, videti, npr. Hubeny 2003).

Ipak, neki astrofizicki objekti prosto me mogu biti opisani jednodimenzionim
modelima. To znaci da, ako pretpostavimo da su takvi objekti jednodimenzioni,
pravimo ozbiljne sistematske greske u interpretaciji rezultata. Uzmimo, na primer,
gasoviti disk koji rasejava zrac¢enje i neprozracan je, ali opet konacan i u radijalnom
i u vertikalnom pravcu. Ne mozemo da pretpostavimo da je disk beskonacan ni po z
ni po r i u tom sluéaju moramo da ga modelujemo kao visedimenzionalni (2D ili 3D)
objekat. Ovo je “geometrijski” razlog zasto, ako zelimo da se bavimo realisti¢nim
modelovanjem, moramo da uplovimo u vode viSsedimenzionog prenosa zracenja.

Postoji i drugi bitan razlog za ovakav pristup prenosu zracenja a to je ne-
homogenost modeliranih objekata i uticaj tih nehomogenosti na izlazni spektar.
Pokazano je da se spektar izlaznog zra¢enja izracunat na osnovu 1D modela i 2D /3D
modela bitno razlikuju (jedan od skorijih primera je iztrazivanje predstavljeno u
doktorskoj tezi Vitas 2011). Tako su, na primer, visedimenzioni modeli zvezdanih
atmosfera sa poljima brzina koji slede iz (magneto)hidrodinamickih simulacija pot-
puno eliminisali potrebu za ad hoc uvodenjem mikro- i makro-turbulentnih brzina.
Razlike su jos vete ako se analizira polarizacija rasejanjem. Za detaljnu demon-
straciju uticaja nehomogenosti na izlazni Stokes-ov vektor videti Manso Sainz &
Trujillo Bueno (2011) a za ubedljivu primenu na Hanle dijagnostiku videti Trujillo
Bueno et al. (2004).

Tokom poslednjih nekoliko decenija, proracuni u visedimenzionim modelima su

u stopu pratili napredak u jednodimenzionim izracunavanjima. Stenholm (1977) je

29



resio ne-LTR problem formiranja linije u dvo-dimenzionim cilindrima koriste¢i core
saturation metod. Mihalas et al. (1978) su izvrsili opsirnu analizu ne-LTR prenosa
zracenja na 2D pravouglim modelima gde su takode ukljucili polja brzina kao i
prostorne nehomogenosti temperature i neprozracnosti. U stvari, ovi autori su prvi
iskoristili ideju metoda kratkih karakteristika ali su koristili direktan metod da rese
Auer & Paletou (1994) su koristili ALI metod da ispitaju formiranje spektralnih
linija u 2D modelima uz PRD aproksimaciju. Prenos zracenja u 3D je takode raz-
matran, kako u skalarnom (Fabiani Bendicho & Trujillo-Bueno 1999), tako i u po-
larizovanom slucaju, uz ukljucivanje Hanle efekta (Manso Sainz & Trujillo-Bueno
1999). Prva decenija XXI veka je dovela do mnogih unapredenja i primena, i kulmini-
rala je tehnikama koje nam omogucuju da tretiramo prenos polarizovanog zracenja u
multidimenzionalnim modelima, sa modelom atoma sa viSe nivoa, koriste¢i moderne
superkompjutere (na primer Stépan & Trujillo Bueno 2013). Iako se parcijalna re-
distribucija po frekvencijama moze ukljuciti u model atoma sa dva nivoa metodama
koje su razvili Frisch (2007) i Anusha & Nagendra (2011a), trenutno ne postoji
teorija koja omogucava ukljucivanje PRD efekata u model atoma sa viSe nivoa, u
polarizovanom slucaju?.

Kao sto je za ocekivati, veéina istrazivanja se prvo bavila test problemima, a
zatim primenama na atmosfere zvezda (pre svega Sunca). Retki kontra-primeri
obuhvataju razlicite vidove modeliranja gasovitih diskova kao $to su Adam (1990) i
Papkalla (1995). U ovoj tezi su predstavljene i neke primene na upravo takve ob-
jekte (videti glavu 5). Takode je vazno pomenuti da se danas za resavanje problema
prenosa zracenja u astrofizici ¢esto koriste i Monte Karlo metode. Ta istrazivanja
se uglavnom bave rasejanjem na prasini u razli¢itim tipovima diskova: protoplane-
tarnim, diskovima oko mladih zvezdanih objekata i onima u aktivnim galaktickim
jezgrima.

Ova teza se moze konceputalno podeliti na dva dela: Prvi deo se bavi ne-LTR

20Napomena: U trenutku neposredno pred predaju ove teze (maj 2014.) autor je u programu
radionice o teoriji i modelovanju polarizacije u Pragu (5. maj 2014) video dva predavanja o
polarizaciji u modelu atoma sa viSe nivoa u PRD aproksimaciji, tako da nije iskljuceno da je
resSenje “pred vratima”.
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formiranjem linija na 2D pravouglim koordinatnim mrezama (mozZda nesreéan pre-
vod izraza “grid”, poznatog iz numericke astrofizike) i novom metodom za ubrzanje
konvergencije: “Sweep-by-sweep ILI" (Prolaz-po-prolaz implicitna lambda iteracija).
Drugi deo se bavi formiranjem linija i polarizacije u 2D cilindri¢cnom koordinatnom
sistemu i primenama na jednostavne modele gasovitih diskova, koje se ne sre¢u ¢esto
u literaturi o prenosu zracenja. Poglavlje 2 daje detaljan prikaz metoda kraktih
karakteristika primenjenog na 2D dekartove koordinate. Poglavlje 3 sadrzi imple-
mentaciju dve dobro poznate iterativne metode (Jacobi, Gauss-Seidel), kao i dve
metode razvijene u okviru istrazivanja predstavljenog u tezi (simetricnog Gauss-
Seidel i “Prolaz-po-prolaz” implicitne lambda iteracije -“Sweep-by-sweep implicit
lambda iteration”), za resavanje ne-LTR prenosa zracenja u 2D. U poglavlju 4 da-
jemo kratak pregled formalizma redukovanog intenziteta za resavanje takozvanog
ne-LTR problema druge vrste (ne-LTR sa polarizacijom rasejanjem i Hanle efek-
tom). Poglavlje 5 se bavi primenom ovog formalizma i Jacobi iteracije na formiranje
linija u 2D cilindri¢nim koordinatnim sistemima i primenom na jednostavne modele
gasovitih diskova. Konacno, u poglavlju 6 ¢emo sumirati glavne rezultate teze i

prodiskutovati o nekim mogucéim pravcima za dalje istrazivanje.
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Glava 2

Formalno resenje jednacine
prenosa metodom kratkih

karakteristika

Preko prece, naokolo blize.

Srpska izreka

U prethodnoj glavi smo naglasili da je jedna od komponenti (mozda cak i na-
jvaznija) iterativnog metoda nacin za racunanje formalnog resenja jednacine prenosa
zracenja. Pod formalnim reSenjem podrazumevamo postupak izra¢unavanja (ugla-
vnom numerickog) specificnog intenziteta u datoj tacki u prostoru, pod pretpostavkom
da je funkcija izvora poznata svuda i da su dati odgovarajué¢i graniéni uslovi. Za
sada ¢emo razmatrati najopstiji slucaj: resavanje jednacine prenosa u proizvoljnom
koordinatnom sistemu (1-, 2- ili 3D, u pravouglim, cilindri¢nim ili sfernim koordi-
natama). U poglavlju 2.3 ¢emo svesti razmatranje na 2D Dekartov pravougli koor-
dinatni sistem. Vazno je uvek imati u vidu da je formalno resenje kljuéni element
iterativnog metoda i da odabir formalnog resenja ima znacajne posledice. Moderni
kompjuterski kodovi uglavnom koriste neku varijantu metoda kratkih karakteristika
(neki od bitnijih radova su: Mihalas et al. 1978; Olson & Kunasz 1987; Kunasz &
Olson 1988; Kunasz & Auer 1988). U ovoj glavi ¢emo detaljno objasniti nasu verziju

metoda kratkih karakteristika.

32



Pre nego sto predemo na detalje, prodiskutujmo najocigledniji nacin za racunanje
formalnog resenja. Recimo da posmatrac¢ zeli da izracuna izlazni intenzitet duz
datog pravca vizure, za neku frekvenciju zracenja. Pravac vizure se onda moze
produziti tako da prode kroz ceo objekat (graniéni uslovi za ulazno zracenje su dati)
i jednacina prenosa se moze integraliti po tom pravcu, uz neophodnu prostornu
interpolaciju da bi se nasle vrednosti funkcije izvora neophodne za ovu integraciju
(poSto odabrane tacke u principu neée pripadati diskretnoj koordinatnoj mrezi).
Ovaj pristup je poznat kao “ray tracing” ili “metod dugih karakteristika” (long
characteristics method). Metod kratkih karakteristika je pak baziran na formalnom
resenju duz kratkog intervala (duzi) na zadatom pravcu. Kao $to ¢emo videti ta
duz povezuje tacku u modelu u kojoj trazimo formalno resenje i ivicu celije kojoj
razmatrana tacka pripada. Kada detaljno opisemo metod kraktih karakteristika,
vrati¢emo se na diskusiju o razlikama izmedu ova dva pristupa.

U poglavlju 2.1 ¢emo predstaviti osnovnu ideju metoda kratkih karakteristika
koja se zasniva na polinomijalnoj aproksimaciji za ponasanje funkcije izvora izmedu
dve tacke. Poglavlje 2.2 se bavi diskretizacijom po prostornim, ugaonim i frekvent-
nim koordinatama, a 2.3. odabirom takozvane “uzlazne” (eng: upwind) tacke. U
poglavlju 2.4. ¢emo formulisati nasu varijantu resenja, koja je od sustinske vaznosti
za predstavljanje iterativnih metoda iz glave 3. U 2.5 je izloZzeno tretiranje polja
brzina u referentnom sistemu posmatraca dok ¢emo u 2.6. prodiskutovati o nekim
programerskim detaljima koji se ticu implementacije metoda u kod i diskutovac¢emo

o skaliranju racunarskog vremena sa velicinom koordinatne mreze.

2.1 “Deo-po-deo” aproksimacija funkcije izvora
polinomom

Razmatrajmo tacku L u modelu (L kao “lokalna”) u kojoj zelimo da izra¢unamo
intenzitet zracenja u datom pravcu koji je odreden parom uglova 6 i ¢ (pogledati
sliku1.1). Da bismo iskoristili jedna¢inu 1.7, odaberimo, za sada proizvoljnu, tacku
U u uzlaznom (suprotnom) smeru u odnosu na smer prostiranja zracenja. Ovo znaéi

da se zrak koji razmatramo prostire u smeru UL. U tom slucaju formalno resenje
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izgleda ovako:

A
IL = IUG_A + / S(t)e(t_A)dt, (2].)
0

gde je A monohromatska opticka razdaljina izmedu tacaka U i L. Sada ¢emo pret-

postaviti da se funkcija izvora na ovom intervalu ponasa kao polinom stepena N':

S(t) = pat". (2.2)

Onda dobijamo:
A N
I, = Iye ™ +/ > patrel ™Mt (2.3)
0 o

Ova jednacina se moze resiti analiticki, pa iz nje sledi:
N
I =Ipe™® + ) Sy, (2.4)
0

gde koeficijenti 1, slede iz koeficijenata p,, izvornog polinoma, a Sé") oznacava n —ti
izvod funkcije izvora u tacki L. Da bi resenje bilo sto “lokalnije”, obicno se biraju
polinomi niskog stepena. Najjednostavniji izbor je naravno, linearna aproksimacija,
iz koje dobijamo:

I, = Iye™® 4+ pS, + 18], (2.5)

Ovaj metod je poznat pod imenom kratke karakteristike prvog reda. Prednosti
ovakvog pristupa su jednostavnost i monotonost (za detaljnu diskusiju o velikom
znacaju monotonosti videti Kunasz & Auer 1988; de la Cruz Rodriguez & Piskunov
2013) ali postoji i veliki nedostatak - nepreciznost. Takode je vazno napomenuti da
se S7 obi¢tno ne rac¢una eksplicitno, ve¢ se eliminise koris¢enjem funkcije izvora u
uzlaznoj tacki:

/_SL_SU

S X (2.6)

Ocigledno unapredenje ove Seme je pretpostavka o parabolicnom ponasanju funkcije
izvora na intervalu. Ovo vodi ka pojavljivanju drugog izvoda funkcije izvora. Drugi

izvod ¢emo eliminisati koris¢enjem Tejlorovog razvoja funkcije izvora u uzlaznoj

17a razlicite intervale ¢éemo imati razlicite koeficijente polinoma, otud i izraz “deo-po-deo”.
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tacki:
2

A
Su =i~ SpA+ 7= (2.7)

Ovo rezultuje slede¢im oblikom formalnog resenja:
Iy = Iye™™) + pSp + qSy + 7S (2.8)

Jednacina 2.8 je po prvi put izvedena i koris¢ena u ovom obliku u radu Atanackovié-
Vukmanovi¢ et al. (1997) za resavanje problema ne-LTR formiranja linija u modelu
atoma sa dva i viSe nivoa u jednodimenzionim, polubeskonacnim, plan-paralelnim
modelima zvezdanih atmosfera koris¢enjem dvosmerne implicitne lambda iteracije
(Forth and Back impliti lambda iteration - FBILI). Njhovo istrazivanje je poCetna
tacka za nas rad, i izvor ideje za uvodenje novih iterativnih metoda predstavljenih
u glavi 3. Generalno gledano, metod kratkih karakteristika je prvi put uveden u
radu Mihalas et al. (1978) i nakon toga iskoris¢en, u drugom obliku, u radovima
Olson & Kunasz (1987) i Kunasz & Olson (1988) za resavanje ne-LTR problema
prenosa zracenja u 1D i 2D slojevima konac¢ne debljine koris¢enjem Jacobi iteracije.
U njihovom pristupu, lokalni izvod se eliminise uvodenjem trec¢e tacke na zraku, u
silaznom pravcu (tacka D, od engleskog downwind). Mi ¢emo koristiti jednacinu 2.8
upravo ovako kako je data i tretirati lokalni izvod funkcije izvora na drugi nacin
(osim u glavi 5, gde koristimo “klasi¢ni” oblik kratkih karakteristika). Koeficijenti

p, q 1 r zavise samo od A:

2 [ _ 1 -A
2 1 —A
q=—e"— A (e N —A ) (2.10)
% —A
r:—1+Z—e*A A (2.11)

Takode je moguce koristiti polinome viseg stepena. Kratke karakteristike treceg reda
su koristili, na primer, Simonneau et al. (2012), a postoje i drugi pristupi. Auer

(2003) je predlozio splajnove drugog ili treceg reda za formalno resavanje jednacine
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prenosa, kao na primer, Hermite-ove i Bezier-ove splajnove. Umesto lokalnog izvoda,
ovi metodi koriste takozvanu “kontrolnu tacku” koja moze biti odabrana tako da
splajn bude ili monoton ili gladak. Ove splajnove su koristili de la Cruz Rodriguez &
Piskunov (2013) i Ibgui et al. (2013). Stépéan & Trujillo Bueno (2013) su predstavili
BESSER, formalno resenje koje koristi monotone ¢ glatke splajnove drugog reda.
Svi monotoni splajnovi imaju jednu izuzetno vaznu osobinu: sprecavaju pojavu
“premasivanja” (eng: overshoot), tj. situacija u kojima bi interpolirana vrednost
bila ve¢a od najvece (ili manja od najmanje) vrednosti koris¢ene za interpolaciju.
Problem premasivanja su diskutovali jos Kunasz & Auer (1988) i Auer & Paletou
(1994). U ovoj tezi ¢emo koristiti razlicite metode da aproksimiramo ponasanje
funkcije izvora na intervalu UL. Poglavlja 2 i 3 koriste polinom drugog reda, a
drugi deo poglavlja 5 koristi BESSER interpolaciju drugog reda (Stépém & Trujillo
Bueno 2013).

2.2 Diskretizacija

Analiticki oblik zavisnosti (7 Q, v) je prakticno nemogudée naci, posto se u veéini
slucajeva bavimo problemom spregnutih jednacina prenosa zracenja i statisticke
ravnoteze, a taj problem je analiticki resiv samo u idealizovanim test primerima.
Numericko resavanje jednacina zahteva diskretizaciju, kako po prostornim koordi-
natama (Sto je Cest slu¢aj u numerickim simulacijama), tako i po pravcima i frekven-
cijama.

Prostorna diskretizacija velicine f podrazumeva nalazenje nacina da se zav-
isnost f(x,y) (ako se ograni¢imo na 2D Dekartov koordinatni sistem) predstavi
koris¢enjem konacnog broja tacaka na datim intervalima duz x i y ose. Ovaj skup
tacaka ¢emo zvati “koordinatna mreza” (eng: mesh, grid). U ovom istrazivanju
koristimo pravilne, struktuirane koordinatne mreze, Sto znac¢i da su koordinatne
tacke u preseku NX + 1 pravih paralelnih sa y osom i NY + 1 pravih paralel-
nih sa x osom. Moderne (radijativno-magneto-)hidrodinamicke simulacije koriste
nestruktuirane i nepravilne koordinatne mreze (npr. Voronoi taselaciju), ali je pri-

mena metoda kratkih karakteristika na takve koordinatne mreze izuzetno komp-
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likovana i problemati¢na. Trenutno se, za prenos zracenja na ovakvim premzama,
uglavnom koriste Monte Karlo metodi.

Iskustvo pokazuje da je u slucaju kada je neprozracnost konstantna (kao sto je u
test problemima u ovoj tezi) pozeljno, preciznosti radi, odabrati koordinatnu mrezu
koja ima finiju prostornu rezoluciju blizu ivica objekta. Uobicajen izbor je logari-
tamska skala, sto znaci da tacke sa istom y koordinatom imaju konstantan razmak
po x—logaritamskoj skali i obrnuto. Na primer, ako bismo zeleli da koristimo loga-
ritamsku koordinatnu mrezu sa 10 tacaka po dekadi, gde prva tacka ima koordinatu

x1 = 0, druga, na primer, z, = 1072, ostale = koordinate bi bile date sa:

z; = 107201072, — 3 NX/2 (2.12)

Ovakva koodinatna mreza ima finiju rezoluciju blizu granice x = 0. Sa druge strane,

zelimo finu rezoluciju i na suprotnoj granici:
INX+1—i — Lmax — Lj; 1= 1,NX/2 (213)

Gde je xpyay velicina objekta po x koordinati. Primer ovakve koordinatne mreze
po z iy je koriséen, izmedu ostalog, u radu Auer & Paletou (1994) i u numerickim
testovima u poglavlju 3. Napominjemo da je prostorna integracija jednacine prenosa
u stvari formalno resenje i da tacnost istog zavisi ¢ od odabrane interpolacije kao ¢
od rezolucije same koordinatne mreze.

U slucaju diskretizacije po frekvencijama, ekvidistantna diskretizacija u 9 tacaka
od centralne frekvencije do ¢etiri Doplerove irine linije je sasvim zadovoljavajuéa?
ukoliko se koristi Gausov (Doppler-ov) profil. U stati¢nim slucajevima, kada nema
makroskopskog polja brzina, usled simetrije problema u odnosu na centar linije,
dovoljno je razmatrati samo jednu polovinu linije (na primer, nekoliko Doppler-ovih
sirina od centra linije ka plavom delu spektra). Sa druge strane, ukoliko su polja
brzine vazna, moramo razmotriti celu liniju (vidi poglavlje 2.5). Tezine za numericku

integraciju se racunaju trapeznim pravilom i moraju biti normalizovane tako da je

2Uobicajeno je da se za frekvenciju koristi bezdimenziona veli¢ina, tj. frekventna udaljenost od

centra linije u jedinicama Doppler-ove Sirine: 2.
vpD
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integral profila linije jednak jedinici:

~ NF
-0 n=1

Od sada, kada budemo koristili diskretizovane velic¢ine, frekvencije ¢emo numerisati
san, gdejen=1 NF.

Trapezno pravilo za integraciju nije optimalno za integraciju po pravcima. U
problemima gde polje zracenja ne zavisi od ¢, uobicajen izbor je Gausova kvadratura

po cosf. To znaci da koristimo slede¢u smenu:

/Oﬂ f(0)sinOdo = /1 f(p)du, (2.15)

gde je pu = cos f uobicajena notacija u jednodimenzionim problemima3.

Ako polje zracenja zavisi i od 6 i od ¢ (8to je slucaj u visedimenzionim koor-
dinatnim sistemima), moze se koristiti Gausova kvadratura po p, u kombinaciji sa
trapezoidnom kvadraturom po ¢. Treba imati u vidu, pak, da je polje zracenja peri-
odi¢no po ¢, sa periodom 27. Diskretne vrednosti koriS¢ene za opisivanje zavisnosti
polja zracenja od pravca ¢emo obeleziti sa 0y, g = 1, NT' i ¢, m = 1, NP. Za

integraciju po azimutu smo, u ovom slucaju koristili slede¢e vrednosti:

1 21
om=(m— )57 (2.16)
2

dok su tezine i pravci po 6 dati Gausovom kvadraturom. Integral neke veli¢ine

f(0,¢) ce izgledati ovako:

NT NP

%f(@, ©) sin 0dOde = Z Z fgmWyWh,. (2.18)

3Vazno je razumeti da polje zracenja moze da zavisi i od @ i od ¢, ¢ak i u jednodimenzionim
problemima. Neki od primera su atmosfera Cija je povrsina obasjana zracenjem iz datog pravca,
ili prenos polarizovanog zracenja kroz atmosferu prozetu orijentisanim magnetnim poljem
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Radi ilustracije integracije po pravcima i frekvencijama, pogledajmo kako izgleda

numericki izracunat integral rasejanja:

NT NP NF

J = i Z Z Z WWy Wy O L g - (2.19)
g m n

Drugi pristup za integraciju po pravcima je koris¢enje kvadrature koja je in-
varijantna u odnosu na rotiranje koordinatnih osa. Najkorisé¢enija varijanta ovakve
kvadrature je tzv Carlson-ova kvadratura (Carlson 1963). Prednost ovog metoda
je u tome sto se koristi manji broj uglova u odnosu na gore navedenu kvadraturu.
Trebao bi da ima prednost u problemima gde ne postoji “privilegovani” pravac za
prenos zracenja (npr. duboko u zvezdanoj atmosferi). Prema nasem iskustvu (Fau-
robert et al. 2013), ovakav tip kvadrature nije optimalan za probleme gde postoji
dominantan pravac u polju zrac¢enja kao $to je slucaj sa, npr. Suncevim protu-
berancama. Takode, ova kvadratura moze dovesti do nezanemarljivih gresaka pri
racunanju tenzora polarizovanog srednjeg intenzeta (vidi glavu 4, ili za vise detalja
Landi Degl’Innocenti & Landolfi 2004). Jos jedan nedostatak je to Sto ne postoji
algoritam za racunanje Carlson-ove kvadrature proizvoljne rezolucije.

U proracunima predstavljenim u nastavku teze, koristicemo uglavnom Carlson-
ov set C, ali i mesavinu Gausove i trapezne kvadrature. Upotreba jedne ili druge

metode Ce biti eksplicitno naglasena.

2.3 Odabir uzlazne tacke

Pokazali smo kako se formalno resava jednacina prenosa zracenja, tj. kako se
racuna specificni intenzitet u datom pravcu i na datoj frekvenciji, ako znamo gde je
uzlazna tacka i odgovarajué¢i? intenzitet. Do sada nismo diskutovali odabir uzlazne
tacke. Iskustvo pokazuje da bi opticki put izmedu tacaka U i L trebao da bude

reda velicine optickog puta izmedu tacke L i najblize granice objekta. U principu,

4Sto znaci: uzlazni intenzitet iz jednacine 1.7. U Dekartovim koordinatama u referentnom
sistemu posmatraca to znac¢i: intenzitet u uzlaznoj tacki u istom pravecu i na istoj frekvenciji kao
$to je intenzitet koji izracunavamo u lokalnoj tacki. Videéemo da se ugao menja u zakrivljenim
koordinatnim sistemima. Takode ako radimo u referentnom sistemu fluida (eng: co-moving frame),
razmatramo razli¢itu frekvenciju.
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Slika 2.1: Primena kratkih karakteristika na 2D Dekartove koordinate.

moguce je odabrati proizvoljnu tacku U na zraku i naéi vrednosti Iy i Sy na osnovu
prostorne interpolacije po sve tri (ili u 2D slucaju, dve) prostorne koordinate. Ipak,
optimalan izbor (barem za sada) je da se odabere prvi presek zraka sa koordinatnom
mrezom. U ovom slucaju je potrebna interpolacija po jednoj koordinati manje (po
dve u slucéaju 3D a po jednoj u slucéaju 2D koordinata).

Jednostavnosti radi, a bez gubljenja opstosti, razmatrajmo 2D Dekartov pravougli
koordinatni sistem. Fizicke velicine su zadate u svim tackama u xy ravni i ne zavise
od z. Uglovi 6 i ¢ imaju svoj uobic¢ajen smisao, dat na slici 1.1. Slika 2.1 prikazuje
primenu metoda kratkih karakteristika. Tacka Uy je uzlazna tacka u prostoru a U je
njena projekcija na ravan zy. Obelezimo diskretizovane prostorne koordinate po x i
y sa x; 1y;, respektivno. Tacka L ima koordinate (x;, y;) ili krace (4, j). Primecéujemo
da, ako je 0 < ¢ < /2, ondasledidajexy < zpidajeyy <yp;akojenm/2 < p <
, Ty > xpiyy <y, itd. 1z ovoga je odmah jasno da redosled u kom se prolazi kroz
koordinatnu mrezu zavisi od azimuta intenziteta koji se trenutno izracunava. Ako
ugao ¢ pripada prvom kvadrantu, prolaz pocinje od tacke (1,1) u pravecu rastuceg
x iy, itd. U principu nema razlike da li se prolaz kroz koordinatnu mrezu vrsi prvo
duz x ili duz y.

U primeru datom na slici 2.1, prvi presek izmedu zraka i koordinatne mreze

lezi na liniji koja je paralelna sa x osom. Vidi se da je yy = y;41. Vrednost xy
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ne pripada koordinatnoj mrezi i vrednosti potrebnih fizickih veli¢ina (intenziteta,
funkcije izvora, neprozra¢nosti) se moraju naéi interpolacijom (pozeljno drugog reda
ili preciznijom) po z. Postoje razli¢iti pristupi za ovu interpolaciju, ali generalan
zakljucak je da je pozeljno koristiti sto lokalniju proceduru. Postupak je identican
ukoliko zrak preseca ¢eliju duz linije paralelne se y osom. Interpolacija u slucaju
3D koordinatnih mreza je slicna: pretpostavimo da se tacka preseka nalazi u ravni
paralelnoj sa ravni xy. Onda je poznato 2y, ali moramo izvrsiti 2D interpolaciju po
x 1y da bismo nasli vrednosti fizickih velicina u uzlaznoj tacki.

Pretpostavimo sada da smo nasli uzlaznu tacku i interpolirane vrednosti potreb-
nih fizickih veli¢ina (u najjednostavnijem slu¢aju su nam potrebni samo funkcija

izvora i specificiéni intenzitet) i razmotrimo postupak formalnog resenja.

2.4 Modifikovani oblik kratkih karakteristika sa
pretpostavkom kvadratne interpolacije

Da bismo iz jednacine 2.8 izracunali lokalni specifi¢ni intenzitet potrebno nam
je da izracunamo “uzlazni” intenzitet, “uzlaznu” funkciju izvora, opticki put UL,
lokalnu funkciju izvora i njen izvod. Sada ¢emo pojedinacno prodiskutovati o svakoj
od ovih veli¢ina, pod pretpostavkom da formalno resenje vrsimo na 2D Dekartovoj
koordinatnoj mrezi.

Intenzitet i funkcija izvora u uzlaznoj tacki se nalaze prostornom interpolacijom
po x ili y. Za intenzitet ¢emo uvek koristiti striktno monotone Bezier splajnove
trec¢eg reda koji sprecavaju pojavu ne-fizickih negativnih intenziteta. Ukoliko zelimo
da koristimo “uzlaznu” funkciju izvora eksplicitno, mozemo da koristimo proizvolnu
interpolaciju. Mi ¢emo, pak, za iterativne Seme predstavljene u glavi 3 izraziti Sy

kao linearnu kombinaciju 8 susednih funkcija izvora:
SU = Zwi/J/Si/JI, (2.20)
Z‘/ j/

gdejei' =i—1,4,i+1aj =75—1, 7, j+ 1. Napominjemo da su najvise tri od

ovih vrednosti razlicite od nule i da je w;; identi¢na nuli. U razmatranom primeru,
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Slika 2.2: Interpolacija fizickih veli¢ina u uzlaznoj tacki koris¢enjem Lagrange-ovog
polinoma duz x ose. Nakon integracije po pravcima, sve susedne funkcije izvora
(obelezene praznim krugovima) doprinose srednjem intenzitetu J u tacki L.

sledece tezine su razli¢ite od nule i njihove vrednosti su:

(v — 2:)(2y — i)

W _ . e
Lot (Tio1 — @) (2im1 — Tip1))
S IRy L 1)
S (xz — Ti— 1) XTi — szrl)
(xU — Ti— 1)(37U - xz)
Wit] it] = 2.21
o (5L’z'+1 — X 1)(37z+1 ) ( )

Ovde je pretpostavljena paraboli¢na (kvadratna) interpolacija. To je donekle riziéna
pretpostavka posto se u ekstremnim slu¢ajevima mogu pojaviti ne-fizicke (nega-
tivne) vrednosti uzlazne funkcije izvora, ali posto ovaj razvoj zahteva poznavanje
samo vrednosti nezavisne promenljive za nalazenje tezina za interpolaciju, mozemo
da konstruiSemo izuzetno brze iterativne procedure opisane u glavi 3. U primer-
ima koje predstavljamo u tezi nije bilo nikakvih problema sa konvergencijom 1i/ili
stabilnoséu.

Lokalnu funkciju izvora smatramo poznatom, dok se lokalni izvod duz pravca
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moze zapisati na sledec¢i nacin:
oS oS
7 =cosf — + cosfsin p—. 2.22
1 =cosfcos¢ 5 T €08 sin ¢ o (2.22)

Ovde smo pretpostavili da je neprozra¢nost konstantna i jednaka jedinici. Ukoliko
nam je potrebna eksplicitna vrednost izvoda, postoji nekoliko pristupa, od Lagrange-
ove interpolacije do sofisticiranijih Sema kao $to je ona koju predlazu Fritsch & But-
land (1984). Kao i u interpolaciji Sy, ogranic¢i¢emo se na seme u kojima tezine zavise
samo od vrednosti nezavisne promenljive (x ili y). Pretpostavljajué¢i Lagrange-ovu

interpolaciju drugog reda za ponasanje funkcije izvora u okolini tacke L dobijamo:

oS 0 T — X
or (% ;Hk#ixi — :L‘k> 7 (2.23)
5 0 Y — Yk
— = = Il . 2.24
dy <8y zj: £ Yi — yk) ( )
y=yL

Na granicama koordinatne mreze se koristi linearna interpolacija.
Zamenom izraza 2.20 do 2.24 u jednacinu 2.8, formalno resenje jednacine prenosa

zracenja postaje:
I(p.v) =Iy(p,v)e® +p'SL+ > ) rinySu e (2.25)
Z‘/ j/

Ovde smo sa p’ obelezili koeficijent p modifikovan tako da uzima u obzir doprinose
lokalne funkcije izvora lokalnim parcijalnim izvodima funkcije izvora. Ovaj korak je
veoma bitan za stabilnost i brzinu konvergencije metoda. Koeficijenti r;j opisuju
doprinose susednih osam funkcija izvora lokalnom specificnom intenzitetu. Od sada
¢emo koeficijent p’ obelezavati samo sa p. Ovakav zapis formalnog resenja (2.25) je
slican formalnom resenju koje se pojavljuje u Kunasz & Auer (1988).

Nagovestavajuci diskusiju iz glave 3, integralicemo jednacinu 2.25 po pravcima i
frekvencijama:

Jp =a+bS, + Z Ci/,j/Si/J/. (2.26)

U glavi 1 smo ve¢ spomenuli najjednostavniju (i uglavnom neupotrebljivu) iterativnu
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metodu, A iteraciju:

1. Racunamo formalno resenje jednacine prenosa zrac¢enja u svim pravcima i na

svim frekvencijama, a zatim i srednji intenzitet J.

2. Racunamo nove vrednosti funkcije izvora u svim tackama pomocu S = eB +

(1—e)d.
3. Ponavljamo korake 1 i 2 do konvergencije.

Citalac upoznat sa konceptom Jacobi-jeve iteracije ¢e odmah shvatiti da obi¢na
lambda iteracija moze biti znantno ubrzana ako se koeficijent b jednacine 2.26 isko-
risti kao aproksimativni operator. Glava 3 se iscrpno bavi iterativnim Semama ali
bismo voleli da ve¢ ovde spomenemo smisao koefijenta b: Ovaj koeficijent opisuje
doprinos lokalne funkcije izvora lokalnom srednjem intenzitetu, odnosno, na neki
nacin, funkcija izvora je “implicitno poznata” (Atanackovié-Vukmanovié et al. 1997).
Jacobi-jeva iteracija u odnosu na A iteraciju ima jednu, naizgled trivijalnu izmenu,
nakon izracunavanja koeficijenata a, b i ¢, nova funkcija izvora se racuna iz jednacina

2.26 1 1.18 kao:
EBp + (1 — 6)(& —+ E Cit 5! i’,j’,old)
1—(1—ed '

Sew = (2.27)

Ovo jednostavno “rearanziranje” koeficijenata toliko ubrzava obi¢nu A iteraciju da
¢e neko ko se po prvi put srece sa problemima u NLTE prenosu zracenja verovatno

ostati zaprepascen!

2.5 Polja brzine u referentnom sistemu
posmatraca

Na neki nac¢in smo se ve¢ sreli sa poljima brzine, kada smo uveli Doplerov profil
i objasnili kako je isti posledica nasumi¢nog (na primer, termalnog) kretanja apsor-
bujuéih (i emitujucéih) atoma koji se kre¢u sa Maksvelovoj raspodelom po brzinama.
Sa druge strane, astrofizicka plazma je prozeta i drugim poljima brzine: u Sunc¢evim
protuberancama mozemo detektovati vertikalne tokove gasa, kao i oscilacije. Gas

u akrecionim i cirkumstelarnim diskovima se kre¢e po Keplerovskim orbitama, koje
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se prepli¢u sa razlicitim turbulentnim kretanjima. Gas u zvezdanim atmosferama
takode ima turbulentne komponente brzine usled konvekcije, itd. Ako su inten-
ziteti ovih brzina mnogo manji od prosecne termalne brzine gasa, onda one nemaju
nikakav uticaj na spektar i mogu biti zanemarene. U najve¢em broju primera, pak,
to nije slucaj. Pre nego sto ukratko predstavimo metod za uklju¢ivanje ovih brzina
u referentnom sistemu posmatraca (za detaljnije objasnjenje, videti, npr. Mihalas
1978), fenomenoloski ¢emo objasniti kako polje brzina uti¢e na prenos zracenja u
spektralnim linijama.

Razmotrimo sloj gasa koji miruje (npr. 1D atmosferu koju smo razmatrali u
glavi 1) i nazovimo ga “sloj 17. Pretpostavimo da se iznad njega nalazi drugi sloj
gasa (“sloj 27), koji se sistematski krece ka posmatrac¢u brzinom koja je, na primer,
reda velicine Doplerove brzine gasa. Neka su parametri (temperatura, hemijski sas-
tav...) oba sloja identi¢ni. Koncentrisimo se na akademski primer prenosa zracenja
u spektralnoj liniji. Neka je sloj 1 polubeskonacna atmosfera u kojoj je formirana
apsorpciona linija i neka izlazno zracenje iz sloja 1 obasjava sloj 2. Pretpostavimo
sada, povrh svega, da sloj 2 ima neku nezanemarljivu opticku debljinu (7 =~ 1). Ako
bi sloj 2 bio nepokretan, doslo bi do nekog dodatnog prenosa zracenja u liniji ali bi
izlazni spektar bio prakti¢no identican izlaznom spektru iz sloja 1. Medutim, posto
se sloj 2 krec¢e u odnosu na posmatraca, pa samim tim i u odnosu na nepokretni
sloj 1, posmatrac ¢e “videti” kako sloj 2, usled Doplerovog efekta, apsorbuje na
drugacijim frekvencijama u odnosu na statican slucaj. Maksimum apsorpcije (pa

samim tim, i emisije) je pomeren ka frekvenciji:
v
Vmax = Vo(1 + —). (2.28)
c

Na ovoj frekvenciji, ulazno zrac¢enje na donjoj granici sloja 2, ne odgovara centru
linije (manji intenzitet), ve¢ krilu linije (veéi intenzitet). Prema tome, u tom delu
spektra ¢e do¢i do dodatne apsorpcije. Sa druge strane, centar linije ¢e “proci” kroz
prozracniji deo spektra i biti propusten u mnogo ve¢oj meri.

U principu, ovim jednostavnim misaonim eksperimentom smo demonstrirali kako

se uticaj polja brzina implementira u prenos zracenja koriste¢i refentni sistem pos-
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matraca. Pretpostavimo da tacka unutar objekta ima brzinu ¢ u referentnom sis-
temu posmatraca i da se zracenje prostire u pravcu [. Monohromatski koeficijenti

apsorpcije i emisije u liniji sada takode postaju zavisni ¢ od pravca i imaju sledece

oblike:

()

v+ — ]| (2.29)
()
v 1+T . (2.30)

U smislu numericke implementacije ovog formalizma za resavanje jednacine prenosa

X, 1) = xo¢

—

77(’/7 l) = no(b

zracenja, jedina bitna komplikacija je rac¢un monohromatskih optickih udaljenosti
izmedu tacaka (A). Usled prisustva polja brzina, neprozra¢nost na datoj frekvenciji
duz zraka vise nije konstantna (¢ak ni ako srednja neprozrac¢nost u liniji jeste!) i A

se mora nadi integracijom x (v, ) na intervalu UL. Jedan od nacina je da koristimo,

strogo monotonu, interpolaciju drugog reda (de la Cruz Rodriguez & Piskunov 2013):

A= —xz+xv)+ 50— xv) (2.31)

gde je ds udaljenost izmedu U i L. Izvodi neprozracnosti se ra¢unaju u datom pravcu
kori¢enjem pristupa iz Fritsch & Butland (1984), da bi se zagarantovala tacnost i
monotonost®.

Da bi se A izrac¢unalo $to tacnije, takode je bitno postarati se da je razlika izmedu
brzina projektovanih na pravac ka posmatracu u tackama U i L manja od vp. U
praksi, ukoliko koordinatna mreza nije dovoljno fina, ovo se moze posti¢i podelom
intervala UL na podintervale, kao $to je detaljno objasnjeno u Ibgui et al. (2013).
U ovom pristupu interval UL se deli na podintervale, gde se neprozracnost racuna
u svakoj od “dodatnih” tacaka a zatim se A dobija numerickom integracijom. Ovo
donekle usporava formalno resenje ali bitno unapreduje tacnost (vidi van Noort et al.
2002; Ibgui et al. 2013). U primerima razmotrenim u ovoj tezi nije bilo potrebe za

ovim pristupom posto razmatrane brzine nisu previse velike.

5Za razliku od nerealistiénih vrednosti funkcije izvora usled interpolacije, koje mogu da produ
neprimecene, nerealne, tj. negativne, vrednosti y dovode do negativnih optickih udaljenosti koje
skoro sigurno ugrozavaju stabilnost numerickog metoda.
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Takode je bitno uzeti u obzir polje brzina pri ra¢unanju integrala rasejanja (t;j.
srednjeg intenziteta J) gde je takode potrebno uracunati pomeranje apsorpciong
profila u referentnom sistemu posmatraca. Radi potpune korektnosti, pozeljno je
proveriti integraciju po frekvencijama i postarati se da je apsorpcioni profil i dalje
normiran na 1. Vazno je primetiti da je neophodno da interval frekvencija koji se
koristi u prora¢unima mora biti prosiren tako da obuhvati maksimalne plave i crvene
pomake usled polja brzina. Upravo ovo je razlog zasto je ovaj metod nepraktican
kada je potrebno razmotriti brzine koje imaju veliki raspon intenziteta. Na primer,
ako je maksimalni crveni/plavi pomak usled kretanja gasa jednak 10vp, neophodno
je prosiriti opseg frekvencija koji se razmatra sa dodatnih 10 Doplerovih Sirina u
crvenom /plavom delu spektra, $to, u konkretnim primerima koje ovde razmatramo
znaci dodavanje dodatnih 20 diskretnih frekventnih tacaka pored postoje¢ih 9. Na
primer, za tipi¢nu liniju vodonika u suncevoj atmosferi ovih 10vp iznosi oko 100
km/s. Zvezde tipa Be, oko kojih se nalaze cirkumstelarni diskovi, rotiraju brzinama
od oko 250 km/s. Koriséenje referentnog sistema posmatraca u ovom sluc¢aju zahteva
ukljucivanje velikog broja dodatnih diskretnih frekvencija. Jedan nacin da se ovaj
problem izbegne je koris¢enje referentnog sistema vezanog za lokalnu tacku (eng:
co-moving frame formalism). Ovaj pristup je, sa druge strane, komplikovaniji i
izlazi van okvira ove teze. Rezultati predstavljeni u glavi 5 su racunati koris¢enjem

referentnog sistema vezanog za posmatraca.

2.6 Nekoliko napomena o implementaciji

Ovde ¢emo izloziti kratku diskusiju o nekoliko aspekata numericke implementacije
opisanih procedura. Izbor redosleda numerickih operacija ¢e postati jasniji nakon
sto uvedemo iterativne metode (glava 3), dok je veéina objasnjenja data u ovom
poglavlju najpre zarad citalaca koji ¢e, nadamo se, procitati tezu da bi koristili neke
od ovih resenja i metoda za njihova sopstvena istrazivanja. Vazno je napomenuti,
iako je do sada mozda i ocigledno, da se formalno resenje u kompjuterskom kodu
realizuje kroz koris¢enje nekoliko ugnezdenih petlji. Sada ¢emo prodiskutovati re-

dosled ovih petlji.
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Sto se tice formalnog resenja, frekvencije i pravei se razmatraju odvojeno. U prin-
cipu, moguce je izvrsiti formalno resenje na koordinatnoj mrezi za svaku mogucu
kombinaciju pravac-frekvencija pojedinacno. Ipak, prakti¢no je, barem za jednos-
tavnije primere koji se izvrSavaju na PC racunarima, naci uzlaznu tacku i interpoli-
rati funkciju izvora za dati pravac jednom, a zatim izvsiti formalno resenje za svaku
frekvenciju. Ovo nas dovodi do zakljucka da bi najbrza petlja trebala biti ona po
frekvencijama. Zatim treba da odaberemo da li ¢e nam spoljna petlja biti petlja po
pravcima ili po prostornim koordinatama. Uobicajen izbor za standardne metode,
kao sto je Jacobi, (koji se obi¢no kombinuje sa multi-grid pristupom, npr. Steiner
1991), koji se izvrsavaju na superkompjuterima bi bili uglovi, posto je tako mnogo
jednostavnije implementirati paralelizovano formalno resenje. Pristup koji mi ovde
predlazemo, sa druge strane, je zasnovan na principu da je “najsporija”’ petlja ona
po prostornim koordinatama, tako da na$ pseudokod za formalno resenje izgleda
ovako:

Za svaku tacku u koordinatnoj mrezi (za Dekartove koordinate, recimo, petlja ide
prvo po i pa po j):
Za svaki pravac (ovo znadi za svaku kombinaciju uglova 0 i ¢):
Nadi uzlaznu tacku.
Interpoliraj funkciju izvora, srednju neprozracnost i brzinu.
Za svaku frekvenciju:
Izracunaj A i koeficijente p, q, r.
Interpolacijom nadi intenzitet u uzlaznoj tacki.
[zracunaj lokalni intenzitet.
Dodaj odgovarajuce clanove koeficijentima a, b i c.

Nakon ovog postupka, poznati su specifiéni intenziteti u svim tackama u koordi-
natnoj mrezi. U praksi se (vidi poslednji korak u pseudokodu) odmah obracunava
doprinos specificnog intenziteta koeficijentima a, b i ¢ posto su oni nezavisni od
pravca i frekvencije. Ovako se specifiéni intenzitet moze obrisati iz racunarske mem-
orije ¢im viSe nije potreban za interpolaciju.

Ono sto je takode vazno objasniti, na kraju ove glave, je zasto je ovaj pristup

(kratke karakteristike) efikasniji od dugih karakteristika. Prvo napomenimo da,
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prema nasem iskustvu, jedna interpolacija i racun jedne “trojke” koeficijenata p, ¢,
r traje otprilike isto vreme. Uzmimo ovo vreme za jedini¢no. Za jednu tacku, jedno
formalno resenje (jednostavnosti radi, uzmimo da se isto sastoji samo od interpo-
lacije i racuna koeficijenata), “kosta” O(NA x NF') vremena, gde je NA ukupan
broj pravaca a NF' ukupan broj frekvencija. Za celu koordinatnu mrezu ovo je
O(N?x NAx NF) gde je N broj prostornih tacaka po jednoj koordinati. U slucaju
dugih karakteristika, formalno resenje u jednoj tacki se zasniva na produzavanju
zraka dok isti ne preseCe spoljnu granicu objekta gde je intenzitet dat i nije ga
potrebno interpolirati. Sa druge strane funkcija izvora mora biti interpolirana u
svakoj tacki preseka izmedu koordinatne mreze i zraka, i koeficijenti p, ¢ i » moraju
biti izracunati na svakom podintervalu. Kako koeficijenti zavise od frekvencije, a
funkcija izvora ne zavisi, ve¢ina racunarskog vremena se trosi na racun transport-
nih koeficijenata. Za datu tacku, pravac i frekvenciju, imamo O(N) preseka sa
koordinatnom mrezom. To znac¢i da, za jedno formalno resenje, treba potrositi
O(N? x NA x NF) vremena. Ovo znaci da je odnos efikasnosti izmedu metoda
dugih i kratkih karakteristika:

Tio _

T =OW) (2.32)

Ocigledno metod kratkih karakteristika nudi bitnu ustedu racunarskog vremena. Sa
druge strane, u metodu kratkih karakteristika, interpoliraju se i intenzitet i funkcija
izvora Sto dovodi do vestacke (i nezeljene) “difuzije” intenziteta (vidi Kunasz &
Auer 1988; Auer & Paletou 1994; Ibgui et al. 2013). U metodu dugih karakteristika,
interpolira se samo funkcija izvora, dok je uzlazni intenzitet zadat kao granicni
uslov problema. U najveé¢em broju prakticnih primena, gubitak na preciznosti usled
interpolacije intenziteta je sveden na minumum, osobito kada se koriste striktno
monotoni pristupi za interpolaciju, tako da je metod kratkih karakteristika trenutno
apsolutno najzastupljeniji od svih metoda koji se koriste u modernim kodovima za

prenos zracenja u vise dimenzija.
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Glava 3

Implicitna lambda iteracija na
dvodimenzionim Dekartovskim

koordinatnim mrezama

I’'m built for comfort baby,

I ain’t built for speed

Howling Wolf

Razlozi zasto je nekad (a striktno rec¢eno - uvek) potrebno koristiti visedimenzione
modele za reSavanje problema prenosa zracenja i izracunavanje izlaznog spektra
su dati u glavi 1. Sada ¢emo se pozabaviti i konkretnim iterativnim metodama i
ubrzanjem istih. Efikasnost (u smislu brzine konvergencije) je, bez sumnje, vazna
za bilo kakvo numericko modeliranje. Ovo posebno vazi za ne-LTR prenos zracenja,

prevashodno zbog sledeca dva razloga:

e Prenos zracenja je cesto potrebno ukljuc¢iti u magneto-hidrodinamicke sim-
ulacije plazme (za neke od modernih radova na tu temu videti, na primer
Hayek et al. 2010; Davis et al. 2012). U ovakvim simulacijama, deo koda
odgovoran za prenos zracenja u prisustvu rasejanja je obi¢no bitno sporiji
u odnosu na magneto-hidrodinamicki deo, Sto ¢ini problem sprezanja dvaju
fenomena (prenosa zracenja i magneto-hidrodinamike) problemati¢nim za nu-

mericki tretman.
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e Detaljna, 3D ne-LTR izracunavanja intenziteta u spektralnim linijama na ve-
likim koordinatnim mrezama (koje su uglavnom rezultat modernih MHD sim-
ulacija i dostizu velicinu i do 512% tacaka) zahtevaju enormnu koli¢inu pro-
cesorskog vremena. Faktor od nekoliko u brzini konvergencije moze ustedeti
dane, pa cak i nedelje racunarskog vremena na modernim superkompjuterima,

Sto, sem vremena Stedi i resurse kao sto je, izmedu ostalog, elektricna energija.

U ovoj glavi ¢emo prvo eksplicitno predstaviti nase implementacije dva na-
jkoris¢enija metoda za reSavanje problema prenosa zracenja u ne-LTR: Jacobi i
Gauss-Seidel, na dvodimenzionim koordinatnim mrezama. Nakon toga, uves¢emo
dve nove Seme za ne-LTR prenos zracenja u 2D. One odgovaraju simetricnoj Gauss-
Seidel-ovoj iteraciji i dvosmerno implicitnoj lambda iteraciji (FBILIL: Forth-and-Back
implicit lambda iteration), koje su do sada koris¢ene za resavanje 1D problema. Opis
sve Cetiri Seme se zasniva na formalnom resenju predstavljenom u glavi 2.

Za sada ¢emo se ograniciti na skalarni prenos zracenja, tj. razmatracemo samo
intenzitet ali ne i polarizaciju. Da rezimiramo problem: potrebno je samokonzis-
tentno resiti jednacinu prenosa zracenja u 2D Dekartovom pravouglom koordinatnom

sistemu:

dI(z,y, 0, v) .
Q) ¢(v) [I(af,y, ,v) - S(x,y)] , (3.1)

1 jednacinu statisticke ravnoteze za atom sa dva nivoa:

S(z,y) =€eBp+ (1 — e)/gb(u)du% %I(w,y,@, V)

=eBp+ (1 —¢)J.

(3.2)

Podse¢amo da je 2 = (0, 9), € je verovatnoca za termalizaciju fotona, ¢(v) apsorp-
cioni profil spektralne linije, Bp Plankova funkcija a eksplicitno smo napomenuli da
infinitezimalni opticki put zavisi od pravea pisuéi dr (). Od sada pa nadalje ¢emo
podrazumevati da je opticki put zavisan od pravca, kao i da su sve veli¢ine zavisne
od prostornih koordinata, i to ne¢emo eksplicitno navoditi u notaciji.

U glavi 2 smo detaljno objasnili postupak formalnog resenja jednacine prenosa

na 2D pravouglim koordinatnim mrezama, tj. kako izracunati specificni (pa samim
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tim i srednji) intenzitet na osnovu zadate vrednosti funkcije izvora. Od sada ¢emo

koristiti formalno resenje u obliku:

I(Q,v), = Ip(Qv)e ™ +pSp+ > > 1S, (3.3)
T

Ovde jed =i—1,4,i+ 115 =7j5—1,7,74+ 1. S oznacava lokalnu funkciju

izvora, tj. Sp, = S(x;,y;) = Si; dok je Iy specificni intenzitet u uzlaznoj tacki, koji

moramo naci interpolacijom. A je monohromatski opticki put izmedu tacaka U i L.

Koeficijenti p i ;s zavise samo od A.

Veé¢ smo pomenuli da je, u principu, ne-LTR problem prenosa zra¢enja moguce
resavati, tzv. “Lambda iteracijom” koja se svodi na naizmenicno resavanje jednacina
3.1 1 3.2 dok se ne dostigne konvergencija. Usled izuzetno spore konvergencije,
Lambda iteracija je prakticno neupotrebljiva. Takode, relativna promena izmedu
dve uzastopne iteracije brzo postaje jako mala, iako je metod jos daleko od “tacnog
resenja”’, tako da je vrlo tesko odrediti kriterijum za konvergenciju. Za iscrpnu
diskusiju o Lambda iteraciji i slabim performansama iste, videti Mihalas (1978).

Ova glava je organizovana na slede¢i na¢in: U poglavlju 3.1 ¢emo opisati glavnu
ideju perturbativnih metoda i nas predlog za implementaciju Jacobi-jeve iteracije za
reSavanje gore definisanog ne-LTR problema. Poglavlje 3.2 se bavim drugim, takode
¢esto koris¢enim iterativnim perturbativnim metodom, poznatim pod imenom Gauss-
Seidel. U poglavljima 3.3 i 3.4 ¢emo opisati generalizaciju simetricnog Gauss-Seidel-
ovog metoda i Dvosmerno implicitne lambda iteracije, respektivno, na 2D pravougle
koordinatne mreze. U poglavlju 3.5 ¢emo ispitati konvergenciju sva ¢etiri metoda na
test problemu koji su dali Auer & Paletou (1994) dok se poglavlje 3.6 bavi primenom
ovih metoda na koordinatne mreze sa periodi¢nim grani¢nim uslovima, na veoma
jednostavnom primeru nehomogene, polubeskonacne atmosfere. Zatim ¢emo testi-
rati kako se implicitna lambda iteracija skalira sa rezolucijom koordinatne mreze. Na
kraju poglavlja ¢emo ukratko sumirati zakljucke i navesti neke od mogucih pravaca

za nastavak rada na ovoj temi.
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3.1 Jacobi-jeva iteracija

Da bismo objasnili princip Jacobi iteracije i, generalno, cele klase perturbativnih

metoda!, krenimo od formalnog resenja datog u operatorskoj notaciji:
J = A[S], (3.4)

gde su J i S vektori koji sadrze vrednosti srednjeg intenziteta i funkcije izvora,
respektivno. U dvodimenzionom slucaju, koji razmatramo ovde, dimenzija ovih
vektora je NX x NY gde su NX i NY broj diskretnih tacaka po xr— i y—osi,

respektivno. Jednacina 3.4 zamenjena u jednacinu statisticke ravnoteze (3.2) daje:
(i - (1 - e)A) ] = eBp (3.5)

gde je I jedini¢na matrica. Kako je invertovanje matrice na levoj strani neoptimalno
sa numericke tacke gledista, koristimo iterativno resenje. UveSéemo aproksimativni

Lambda operator A* i napisati jednacinu 3.2 u slede¢em obliku:
S =eBp+(1—e)A*[S]+ (1 —e)J* (3.6)

gde je
J = J - A[9). (3.7)

Aproksimativni operator A* treba odabrati tako da je jednostavan za invertovanje.

Funkcija izvora onda moze biti izrazena kao:
. N1
S = (1 —(1- e)A*) [eBp + (1 €).J"]. (3.8)

Posto je operator A* samo aproksimacija punog Lambda operatora, “ta¢na” vrednost
funkcije izvora mora biti dobijena iterativno. Olson et al. (1986) su pokazali da je

dijagonalni operator (dijagonala punog A operatora) najoptimalniji i najstabilniji

Koristimo odrednicu “perturbativnih” posto je lambda operator podeljen u dva dela: jedan
koji je lako invertovati i drugi, koji se tretira kao perturbacija i greska se iterativno popravlja. Vidi
nastavak poglavlja za detaljnije objasnjenje.
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izbor za aproksimativni operator A*. U tom slucaju, iterativna Sema je poznata kao

Jacobi iteracija i popravka funkcije izvora izgleda ovako:

eBp+ (1 —¢)J*

5= 1—(1— A~

(3.9)

Za probleme prenosa zracenja u sredinama velike opticke dubine, ovaj pristup dovodi
do ubrzanja od nekoliko redova veli¢ine, dok se vreme izvrsavanja po iteraciji pra-
kticno ne menja. Ovo je razlog zasto se Jacobi iteracija i srodni metodi ponekad
nazivaju ALI - Accelerated Lambda Iteration. Za detaljan opis Jacobi iteracije u nu-
merickoj algebri, videti Saad (2003), a za upotrebu lokalnog operatora u problemima
prenosa zracenja videti, na primer: Cannon (1973), Scharmer (1981) i Olson et al.
(1986). Napomenimo ipak, da se ideja lokalnog operatora se pojavila jos ranije, u
radu Rybicki (1972). U pitanju je, dobro poznati, “Core-saturation” metod, koji
smo ve¢ pominjali u glavi 1. Ideja metoda je da se svi “pasivni” fotoni uklone iz
problema prenosa. Takva je situacija, na primer, sa fotonima u jezgru linije, posto
su oni vrlo lako "lokalno” apsorbovani i ne doprinose prenosu zracenja na veéim
optickim dubinama.

U nastavku ovog poglavlja, koristi¢cemo aproksimativni operator na nesto drugaciji
nacin, ili, bolje re¢eno, u nesto drugacijem kontekstu. Nase rezonovanje prati kon-
cept izlozen u Atanackovié-Vukmanovié¢ et al. (1997)% Tako je vrednost funkcije
izvora nepoznata, njen doprinos lokalnom srednjem intenzitetu (integralu rasejanja)
je poznat, iz integralnog oblika jednacine prenosa, tj. funkcija izvora je implicitno
poznata (setimo se jednacine 2.26). Posmatrajmo sledecu linearnu relaciju izmedu
SiJ:

J=a+0bS, (3.10)

gde koeficijent b opisuje doprinos lokalne funkcije izvora lokalnom srednjem inten-

zitetu, dok koeficijent a opisuje sve ne-lokalne doprinose. Nakon racunanja koefici-

20vaj rad je od sustinske vaznosti za rezultate predstavljene u ovom delu teze posto je u
njemu do detalja opisana Dvosmerno implicitna lambda iteracija za 1D polubeskonaéne atmosfere.
Formalno resenje napisano preko lokalne funkcije izvora i njenog izvoda (2.8) je takode zasnovano
na radu Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997).

54



jenata a i b, zamenom jednacine 3.10 u jednacinu 3.2 dobijamo:

eBp + (1 —¢€)a

5= 1—(1—e)b

(3.11)

Jednacine 3.9 i 3.11 su formalno identicne. Da bismo se uverili u to, podsetimo se
kako se dolazi do koeficijenata a i b u jednacini 3.10: Integralicemo jednacinu 3.3 po

pravcima i frekvencijama i grupisati ¢lanove na desnoj strani na sledec¢i nacin:

bz/(b(l/)dy %p (3.12)

a = /gb(l/)dl/f %[IU(Q, l/)e_A + ; jZ/TZ‘/J‘/SZ’/,j/]. (313)

Nakon sto su koeficijenti a i b izracunati tokom formalnog resenja, popravka funkcije
izvora se vrsi na osnovu jednacine 3.11. Iterativno izracunavanje koeficijenata a i b
dovodi do mnogo brze konvergencije u odnosu na obi¢nu A iteraciju. Napominjemo
takode da koeficijent b zavisi od pretpostavljene aproksimacije za ponasanje funkcije
izvora, a samim time i ta¢nost i brzina konvergencije cele procedure. Na osnovu gore

recenog, predlazemo sledec¢u semu za Jacobi-jevu iteraciju:

1. Prolazimo kroz 2D koordinatnu mrezu Cetiri puta (za svaki kvadrant po ¢ po
jednom), formalno resavajuéi jednacinu prenosa koristeéi oblik dat jednacinom
3.3. Tokom prolaska kroz koordinatnu mrezu, rac¢unaju se koeficijenti a i b

jednacine 3.10.

2. Nakon zavrsetka sva cetiri prolaska, popravljaju se vrednosti funkcije izvora

na celoj koordinatnoj mrezi pomoc¢u jednacine 3.11.

3. Koraci 11 2 se ponavljaju do konvergencije.

Ocigledno je da razlike u vremenu racunanja u odnosu na A iteraciju praktiéno ne
postoje posto je jedina razlika pregrupisavanje clanova. Konceptualna razlika je, sa
druge strane, ogromna, posto je sada uzeto u obzir da je lokalna funkcija izvora im-

plicitno poznata®. Ova jednostavna modifikacija dovodi do toga da se konvergencija

31li: “lenji” fotoni su uklonjeni iz centra linije, ili: lokalni A operator je invertovan i iterativno
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dostize za vreme koje je nekoliko redova veli¢ine manje nego u slucaju klasicne A
iteracije i omogucava nam reSavanje ne-LLTR problema prenosa zracenja u opticki
gustim sredinama. Ipak, kako ne-LTR problemi ponekad zahtevaju ekstremno duge
numericke proracune, potrebno je dodatno ubrzati Jacobi iteraciju, posto cak i ona
moze biti “prespora” u nekim problemima (jake linije formirane u sredini gde pre-

ovladava rasejanje).

3.2 Gauss-Seidel-ova iteracija

Jedan od mogucih nac¢ina da Jacobi iteracija ubrza je takozvana “Ng akceleracija”
(Ng 1974, Ng ubrzanje,). Metod se zasniva na koriséenju funkcije izvora u nekoliko
prethodnih iteracija (tipicno 3-5) da bi se izra¢unala nova vrednost funkcije izvora
koja je bliza “ta¢nom” resenju. Ovo je, na neki nacin, “tradicionalan” pristup posto
je Ng akceleracija koris¢ena u nekim od najvaznijih radova u oblasti, kao sto su Olson
et al. (1986) i Rybicki & Hummer (1991). Govoredi na osnovu naseg iskustva, ovaj
metod moze da radi izuzetno dobro i da smanji broj iteracija potreban za dostizanje
konvergencije oko tri puta. Ali, u nekim slu¢ajevima, takode moze da prouzrokuje
nestabilnosti i u stvari uspori konvergenciju ili cak da dovede do divergencije cele
procedure (vidi Rybicki & Hummer 1991)!

Drugi pristup je da se naprosto koristi brza iterativnha Sema. Metod cija je
filozofija bliska Jacobi iteraciji je Gauss-Seidel-ov (GS) metod (koji je, opet, vrlo
dobro poznat u numerickoj algebri, za detaljan opis videti Saad 2003), koji je takode
moguce primeniti na probleme prenosa zracenja. Da bismo bolje razumeli GS metod,
prisetimo se da se u Jacobi-jevom metodu jedna iteracija sastoji od cetiri prolaska
kroz koordinatnu mrezu i da se tokom tih prolazaka koeficijenti a i b izrac¢unavaju
na osnovu “stare”? vrednosti funkcije izvora. Tek nakon §to se dobiju vrednosti a i
b na celoj koordinatnoj mrezi, funkcija izvora se popravlja pomoc¢u formule 3.11.

Cela iterativna procedura moze biti bitno ubrzana ako se nova funkcija izvora

izracuna c¢im koeficijenti a i b postanu dostupni. Ovo je, na primer, slucaj u

primenjen
4Pod “starim” vrednostima podrazumevamo vrednosti koje su date na poéetku iteracije, bilo
da su u pitanju pocetne vrednosti za celu proceduru ili vrednosti poznate iz prethodne iteracije.

56



grani¢nim tackama koordinatne mreze, nakon sto smo ve¢ prosli kroz mrezu tri puta i
izracunali odgovarajuée doprinose koeficijentima a i b. Cetvrti prolaz zapocinjemo sa
poznatim vrednostima specificnog intenziteta na dvema granicama (1, 7); j =1, NY
i(i, NY);i=1, NX (vidi sliku 3.1). Nove vrednosti funkcije izvora u tim tackama
se onda mogu odmah izracunati primenom jednacine 3.11. Nas cilj je da osmislimo
Semu koja koristi ovu ideju i u narednim tackama posto ocekujemo da koris¢enje
“novih”® funkcija izvora u racunanju specificnih intenziteta u ¢etvrtom prolasku
ubrza konvergenciju.

U resenju ne-LTR prenosa zracenja u jednodimenzionim atmosferama ova ideja je
implementirana na dva razli¢ita nacina od strane Trujillo Bueno & Fabiani Bendicho
(1995) i Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997) (videti i Atanackovié-Vukmanovié
1991). U radu Trujillo Bueno & Fabiani Bendicho (1995) koris¢en je standardni
aproksimativni A operator sa kratkim karakteristikama drugog reda sa interpo-
lacijom izmedu tri tacke. Ovaj metod (Gauss-Seidel) je generalizovan na 2D Dekar-
tov pravougli koordinatni sistem u radu Léger et al. (2007). FBILI metod (dvos-
merno implicitna lambda iteracija, Atanackovié-Vukmanovié et al. 1997), koristi
metod kratkih karakteristika u dve tacke i baziran je na racunanju koeficijenata im-
plicitne relacije koja izrazava lokalni intenzitet preko funkcije izvora i izvoda funkcije
izvora u dva uzastopna sloja u 1D modelu.

Implementacija GS metoda u visedimenzione geometrije je dosta komplikovanija,
zbog prostorne interpolacije koja je neophodna da bi se dobile vrednosti funkcije
izvora i intenziteta u uzlaznoj tacki. U naSem slucaju, koris¢enje jednacine 3.3 za
formalno resenje nam omogucava da postavimo vrlo jednostavnu proceduru, bazi-
ranu na eksplicitnom ra¢unanju doprinosa “susednih” funkcija izvora lokalnom sred-
njem intenzitetu kroz sumu » 2, >~ vy Sy Integralimo jednacinu 3.3 po praveima

i frekvencijama i definisimo koeficijente a i ¢;; na sledeci nacin:

a= /¢(y)dy7{ Z—Q[U(Q,y)eA (3.14)

™

5Pod “novim” podrazumevamo vrednosti koje su izracunate u tekucoj iteraciji.
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Slika 3.1: Cetvrti prolazak kroz koordinatnu mrezu i popravka funkcije izvora po
nasoj implementaciji Gauss-Seidel-ovog metoda.

S
Ci’j’ = /gb(l/)dl/% E’I"i/j/. (315)

Prateci rezonovanje na osnovu kog je izvedena jednacina 3.11 dobijamo:

€Bp + (L—e)(a+ 3y > cvySvy)
_ ’ ) ) .1
S 1—(1—¢€)b (3.16)

Ovo je jednacina koju ¢emo koristiti da izra¢unamo novu vrednost (“popravimo”)
funkcije izvora. Dalje, jasnoce radi, podeli¢emo svaki od koeficijenata a, b i ¢;;» na
cetiri dela. Svaki deo odgovara jednom prolasku kroz koordinatnu mrezu. Ocigledno
vazi:

4
((l, b7 Ci’j’) = Z(akabkaci’j’k) (317)
k=1

Na osnovu ovoga, predlazemo sledeé¢i algoritam kao nasu verziju Gauss-Seidel-ovog

metoda:

1. Kroz koordinatnu mrezu se prolazi tri puta i iz starih vrednosti funkcije izvora

se racunaju i cuvaju odgovarajuéi koeficijenti: ay, by 1 cyjk, (K =1,3).

2. Zapocinje se cetvrti prolazak. U tackama mreze na dvema granicama (vidi

sliku 3.1), grani¢ni uslovi su dati, a samim tim i a4, by 1 ¢;7jr4, pa se funkcija
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izvora moze odmah izracunati koris¢enjem jednacine 3.16.

3. U svim slede¢im tackama, prvo se racuna specificni intenzitet Iy, na osnovu
vrednosti intenziteta u prethodnim tackama. Zatim se racunaju koeficijenti
a4, by 1 cyjr4 1 popravlja funkcija izvora koris¢enjem jednacine 3.16. Konacno,
nova vrednost specificnog intenziteta u pravcu 4 se dobija na osnovu jednacine

3.3.
4. Koraci 1-3 se ponavljaju do konvergencije.

Ponovo naglasavamo da jednacina 3.16 automatski obracunava sve doprinose novih
a ne-lokalnih vrednosti funkcija izvora, kroz sumu i cij»Syj. Da bolje ilustru-
jemo ovu, vrlo vaznu, napomenu, posmatrajmo sliku 3.1: Pretpostavimo da smo
ve¢ izvrsili prostornu interpolaciju i nasli intenzitet u uzlaznoj tacki. Koriste¢i gore
navedene izraze za a, b i c¢yj i jednacinu 3.16 mozemo popraviti funkciju izvora u
tacki L. Vazno je primetiti da funkcije izvora u tackama unutar crvenog kvadrata na
slici 3.1 doprinose sumi ), > i Cir, 7S jr. Tacke obelezene plavim su ve¢ popravljene
(“nove”) u tekucoj iteraciji, dok su praznim kruzi¢ima obelezene tacke ¢ije su vred-
nosti “stare” (tj. tek ¢e biti popravljene u trenutnoj iteraciji). Pravilan doprinos
svih ovih tacaka je na ovaj nacin automatski obrac¢unat.

Da rezimiramo: klju¢na razlika izmedu Jacobi i Gauss-Seidel iteracije je u tome
sto je GS metoda bazirana na ra¢unanju nove funkcije izvora tokom ¢etvrtog (posled-
njeg) prolaska kroz koordinatnu mrezu. Od sada na dalje éemo takav prolazak zvati
“prolaz unazad”. Sli¢no tome, prolaske kroz koordinatnu mrezu u kojima se samo
vrsi formalno resenje jednacine prenosa zracenja i racunaju se odgovarajuéi koefici-
jenti ¢emo zvati prolaz “unapred”. Dakle, Jacobi-jeva iteracija se sastoji od cetiri
prolaska kroz mrezu unapred a Gauss-Seidel-ova iteracija od tri prolaska unapred,
prac¢ena prolaskom unazad.

Ova varijanta GS metoda, prema naSem iskustvu ubrzava konvergenciju za oko
75% u odnosu na Jacobi iteraciju. Naravno, razlika zavisi od problema na kom
vrsimo testiranje metoda. Za detalje o konvergenciji za dva jednostavna test prob-

lema videti poglavlja 3.5 1 3.6.
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3.3 Simetricna Gauss-Seidel-ova iteracija

Jedina razlika izmedu Jacobi iteracije i GS iteracije je nacin na koji se vrsi
cetvrti prolaz kroz koordinatnu mrezu. Naglasili smo da se u Gauss-Seidel pristupu
funkcija izvora popravlja u cetvrtom prolasku kroz koordinatnu mrezu i dodali tom
prolazu odrednicu “unazad” a ostalim prolascima “unapred.” Popravljanje funkcije
izvora tokom prolaska kroz mrezu umesto posle prolaska ubrzava konvergenciju posto
koristi nove informacije (tj. nove vrednosti funkcije izvora i intenziteta) ¢im postanu
dostupne. Sa druge strane, vidi se da do novih, boljih, vrednosti mozemo da dodemo
u svakom prolasku kroz koordinatnu mrezu. Nema razloga zasto ne bismo istu ideju
(prolaz unazad) iskoristili i za prva tri prolaza. Drugacije receno, trudimo se da
osmislimo shemu koja se sastoji od cetiri prolaza unazad i nijednog prolaza unapred,
tj. shemu koja popravlja funkciju izvora u svakom prolazu kroz koordinatnu mrezu.

Na osnovu veoma jednostavne popravke funkcije izvora primenom jednacine 3.16,

predlazemo sledecu iterativnu proceduru:

1. Vrsi se jedna GS iteracija i cuvaju se koeficijenti ay, by, ¢y 1 funkcija izvora

se popravlja tokom c¢etvrtog prolaza.

2. Zapocinje se prvi prolaz. U svakoj tacki, ¢im se izracunaju potrebni koeficijenti
a1, by i ¢y, funkcija izvora se popravlja na osnovu jednacine 3.16 a zatim se

racuna i specificni intenzitet na osnovu jednacine 3.3.

3. Zapocinje se drugi prolaz. U svakoj tacki se identi¢no kao u koraku 2 racunaju

potrebni koeficijenti a zatim i nova funkcija izvora i specifiécni intenzitet.
4. Treci prolaz se vrsi identi¢no kao u koracima 2 i 3.
5. Konacno, i ¢etvrti prolazak se vrsi identi¢no kao i prethodna tri.
6. Koraci 2-5 se ponavljaju do konvergencije.

Ova ideja je veé¢ poznata iz reSavanja 1D ne-LTR problema kao SSOR (simetri¢na
sukscesivna over-relaksacija, vidi npr. Sampoorna & Trujillo Bueno 2010). SSOR
je over-relaksirana varijanta simetricnog Gauss-Seidel-ovog metoda koji je takode

poznat iz numericke algebre (vidi glavu 1). Upravo predstavljena iterativna shema

60



odgovara simetricnom Gauss-Seidel-ovom metodu generalizovanom na 2D koordi-
natne mreze. Glavna prednost ovog metoda lezi u tome sto se funkcija izvora
popravlja cetiri (odnosno dva puta u 1D sluc¢aju, a osam puta u 3D) puta tokom
jedne iteracije, umesto samo jednom i, samim tim, koristi nove informacije o polju
zracenja ¢im iste postanu dostupne. Ovaj pristup ubrzava konvergenciju oko dva
puta u odnosu na standardan GS metod, a zahteva prakti¢no isto procesorsko vreme
(racunanje funkcije izvora trosi zanemarljivo malo resursa u odnosu na formalno

resenje). U daljoj diskusiji ¢emo ovaj metod zvati “simetricni Gauss-Seidel” (SGS).

3.4 Implicitna lambda iteracija

U potrazi za jos brzim metodom, primenili smo ideju Atanackovié-Vukmanovié
et al. (1997), koji su, izmedu ostalog, koristili iteracioni faktor da ubrzaju konvergen-
ciju. Prvo ¢emo ukratko predstaviti dvosmerno implicitnu lambda iteraciju (FBILI),
onako kako je uvedena prvo u doktorskoj disertaciji Atanackovié-Vukmanovié¢ (1991),

a zatim u Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997) za primenu na 1D probleme.

3.4.1 FBILI metod za 1D polubeskonac¢ne atmosfere

Ponovo ¢emo se ograniciti na model atoma sa dva nivoa sa kompletnom redis-
tribucijom zracenja (CRD) u stati¢noj i izotermalnoj, plan-paralelnoj, 1D zvezdanoj

atmosferi. Jednacina prenosa zracenja ima sledeci oblik:

dl,,(r)
dr

= Gu[lu(r) = S(7)] (3.18)
gde je 1,,(7) specificni intenzitet na srednjoj optickoj dubini 7, na frekvenciji v i u
praveu p (u = cosf). Analogno prethodnim razmatranjima, funkcija izvora je data

kao S =eB + (1 —€)J, gde je:

10 =5 [~ ot [ Lty (3.19)
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srednji intenzitet, takode poznat i kao integral rasejanja. Napominjemo da, za raz-
liku od 2D problema, intenzitet sada zavisi samo od ugla 6 (tj. x). Ulazni intenziteti
I, (7 = 0) na povrsini i izlazni intenziteti I}, (7 = T') na donjoj granici se smatraju
poznatima. Umesto korisS¢enja indeksa £k za numeraciju prolazaka kroz koordinatnu
mrezu, ovde ¢emo koristiti gornje indekse — i + da obelezimo ulazno (p < 0) i
izlazno (u > 0) zracenje i odgovarajuce prolaske kroz koordinatnu mrezu. Ista se
sastoji od NL tacaka duz z— ose (z osa je atmosferska normala, i usmerena je ka
posmatracu).

Koristeci integralni oblik jednacine prenosa za ulazni intenzitet i pretpostavl-

jajuéi paraboli¢nu interpolaciju za funkciju izvora na intervalima duz zraka, dobi-

jamo sledeci oblik formalnog resenja:
I =1 &% +q S +p S+ 5. (3.20)

Koji prati ideju metoda kratkih karaksteristika i baziran je na algoritmu u dve
tacke (umesto u tri, kao u “standardnom” pristupu). Dakle, dosli smo do implicitne
relacije izmedu ulaznog intenziteta i, za sada nepoznate, lokalne funkcije izvora i
njenog izvoda. Konciznosti radi, u jednacini 3.20 nismo eksplicitno obelezili zavis-
nost I = I(v, ), a diskretizaciju po dubini smo obelezili kao donji indeks. Integraleéi

jednacinu 3.20 po pravcima i frekvencijama, dobijamo novu implicitnu relaciju:
JT=a; +b S+ ¢ S (3.21)

Polazeéi od povrsine atmosfere, na kojoj je ulazni intenzitet dat, racunamo koefici-
jente a”, b~ i ¢~ redom u svim tackama i ¢uvamo ih za popravljanje funkcije izvora
u prolasku “unazad” kroz koordinatnu mrezu.

U prolasku unazad, opet koristimo integralni oblik jednacine prenosa zracenja:

A
Ir :IffHe_AJr/ S(t)e2dt =
0

Ifae™® + ¢ Sipn + 9 S+ 17 S (3.22)

Dakle, izrazili smo izlazni intenzitet u tacki [ preko nepoznatih S; i veli¢ina [fjrl,
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Siv1 1 S),, koje su veé popravijene u tekucoj iteraciji. Prolazak unazad, prirodno,
zapocinjemo na donjoj granici koordinatne mreze, gde je ulazni intenzitet zadat.
Pretpostavicemo da je Jy, = Syr i Sy, = 0. Dakle, u tacki NL mozemo odmah

popraviti funkciju izvora:

eB+(1—¢)ay,

Tl (1-o)(by + 1) (3:23)

SNL

U svakoj sledecoj tacki u mrezi (NL — 1,1) primenjujemo slede¢i postupak: Ko-
eficijenti relacije 3.21 su poznati iz prolaska “unapred”. Na osnovu pretpostavke o

paraboli¢nom ponasanju funkcije izvora, mozemo iskoristiti relaciju:
/ 2 !
Sp = A—T[Sl+1 — 5] = Sty (3.24)

da izrazimo S; u jednacini 3.20 preko poznatih vrednosti Siy1 1 57,4 i, za sada jos
uvek nepoznate vrednosti S;. Koristedi jednacinu 3.24 da eliminiSemo izvod S iz
jednacine 3.21, dobijamo J;” kao linearnu funkciju samo S;. Integrale¢i formalno
resenje za I, (jednacina 3.22) po pravcima i frekvencijama, dobijamo identi¢nu

relaciju za J;". Zatim lako dobijamo:
J(1) =a+bS(7) (3.25)

koju, zajedno sa jednacinom statisticke ravnoteze, koristimo za dobijanje nove vred-
nosti funkcije izvora. Sa novom funkcijom izvora mozemo izracunati lokalni izvod
koristec¢i 3.24 a zatim i specificni intenzitet koriste¢i 3.22. Isti proces ponavljamo
sloj po sloj dok ne dodemo do povrsine, tj. do tacke [ = 1.

Naglasimo ovde da se ubrzanje konvergencije ostvaruje zahvaljujuéi iterativnom
racunanju koeficijenata ovih implicitnih relacija, umesto samih intenziteta. Do-
datno ubrzanje se postize koriséenjem iteracionog faktora (I, ,e=> + ¢, S;_1)/S" u
“lokalnom” koeficijentu (koeficijent uz lokalnu funkciju izvora S;) u jednacini 3.20:

I e +q S

[l_ = ( Slold

+p)Si+r S (3.26)
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Drugim re¢ima, tokom prolaska unapred, u svakoj tacki [ racunamo i cuvamo odnos
ne-lokalnog dela ulaznog intenziteta i lokalne funkcije izvora SP4. Ovaj odnos je
jedina informacija o polju zracenja koja “preostaje”’ iz prethodne iteracije. Kako
je odnos dveju homolognih veli¢ina dobra kvazi-invarijanta, mozemo je koristiti kao
iteracioni faktor koji igra jako bitnu ulogu u ubrzavanju cele procedure. Iteracioni
faktor vrlo brzo dostize tacnu vrednost i samim tim vodi ka tacnom reSenju cele

procedure.

3.4.2 “Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda iteracija na 2D

Dekartovskim koordinatnim mrezama

Kao sto smo naglasili u prethodnom odeljku, glavni razlog za ubrzanje FBILI
metoda u odnosu na Gauss-Seidel lezi u koris¢enju iteracionog faktora((q, S;—1 +
I ,e72)/8;) u ulaznom prolasku kroz 1D koordinatnu mrezu. Pokazuje se da je
ovaj faktor izuzetno bitan posto varijanta implicitne lambda iteracije bez njega
konvergira oko 4 puta sporije u 1D problemu koji smo razmatrali u prethodnom
odeljku. Evidentno je da ova “nadogradnja” lokalnog operatora bitno uti¢e na kon-
vergenciju, pa smo stoga pokusali da ga uklju¢imo u gore opisanu shemu za SGS
iteraciju. Cilj nam je da ukljucimo iteracioni faktor, ali da zadrzimo oblik formalnog
reSenja koji rezultuje jednacinom 3.3. Ocigledno moramo koristiti nesto drugaciji
pristup u odnosu na Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997).

Najjednostavnije je da u definiciju lokalnog operatora ukljuc¢imo odnos adekvatno
atenuiranog uzlaznog intenziteta i lokalne funkcije izvora, u prolascima 1 i 2°. Za
ova dva pravca (0 < ¢ < 7/217/2 < ¢ <, respektivno) koeficijent by ima slede¢i
oblik:

ds2 Iyqq0e™2
b172 = /(b(V)dV/E(pl,Q‘i‘%) (327)

U tom slucaju ocigledno vazi:

a2 =0, (3.28)

dok za pravce 3 i 4 koeficijenti az 4 i b3 4 zadrzavaju isti oblik kao i u SGS iteraciji,

6T slucaju test problema koje razmatramo u ovoj glavi, ovi pravci odgovaraju ulaznom zracenju
sa povrsine “atmosfere” koje je jednako nuli na odgovaraju¢im granicama.
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dat jednacinama 3.12 i 3.14. Sada,“Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda iteracija

izgleda slicno kao SGS iteracija, koju smo ve¢ opisali u ovoj glavi:

1. Kroz koordinatnu mrezu se prolazi ¢etiri puta, popravljajuéi funkciju izvora
samo u cetvrtom prolazu, kao u prvom koraku SGS iteracije, ali sa iteracionim
faktorom u pravcima 1 i 2, kao $to je definisano jednac¢inom 3.27. U ¢etvrtom
prolazu, nakon racunanja nove funkcije izvora, intenzitet se racuna koris¢enjem

jednacine 3.3.

2. Prolaz u pravcu 1 se vrsi kao u SGS iteraciji ali sa iteracionim faktorom,

zajedno sa racunanjem nove funkcije izvora i intenziteta tokom prolaza.

3. Zatim se vrsi prolaz u pravcu 3 (bez iteracionog faktora), zajedno sa racunanjem

nove funkcije izvora i intenziteta.
4. Zatim sledi prolaz u pravcu 2, identi¢no prolazu u praveu 1 (korak 2).

5. Konacno se vrsi prolaz u pravcu 4, bez iteracionog faktora, dakle identi¢no

kao prolaz 3.
6. Koraci 2-5 se ponavljaju do konvergencije.

Upravo opisana shema spaja ideju simetricnog Gauss-Seidela (popravljamo funkciju
izvora u svakom prolasku kroz koordinatnu mrezu), ideju implicitnog tretiranja
funkcije izvora i, konacno, ideju iteracionih faktora dodatih lokalnom koeficijentu b.
Kao sto ¢emo videti, upotreba ovog iteracionog faktora rezultuje dodatnim ubrzan-
jem za oko faktor dva u odnosu na SGS metod. Upravo opisani iterativni metod
¢emo zvati “Prolaz-po-prolaz implicitna lambda iteracija”, ili SILI (Sweep-by-sweep
implicit lambda iteration) ili, 2D FBILI, da bismo ¢itaoca asocirali na FBILI metod
koji su razvili Atanackovié-Vukmanovi¢ et al. (1997) za 1D.

Posvetimo jos malo prostora diskusiji o, ovako uvedenim, iteracionim faktorima
posto se isti ne kombinuju ¢esto sa perturbacijom operatora. Generalno, iteracioni
faktori su dobro poznat metod za ubrzavanje reSenja problema prenosa zrac¢enja u ne-
LTR. Za detaljan opis metode promenljivih Eddington-ovih faktora videti Mihalas

(1978) a za nesto drugaciji pristup problemu Atanackovié-Vukmanovié & Simonneau
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(1994). Primenu metoda iteracionih faktora na model atoma sa vise nivoa je data
u radu Kuzmanovska-Barandovska & Atanackovi¢ (2010).

Uobicajena interpretacija za efikasnost iteracionih faktora u ubrzanju konver-
gencije je sledeca: Mnogo je brze vrsiti iteraciju baziranu na odnosu dve nepoznate
velicine za koje se pretpostavlja da se slicno ponasaju nego iterativno odredivati
samu tu velicinu. Ako iteracioni faktor definiSemo kao odnos dve homologne veli¢ine,
on ¢e relativno brzo dosti¢i ta¢nu vrednost i, samim tim, dovesti do ta¢nog resenja
cele procedure. Iz ovoga se vidi da iteracione faktore treba odabrati tako da budu
dobre “kvazi-invarijante” problema.

[ako je ovo objasenjenje bez sumnje tacno, ovde ¢emo ponuditi i dodatno obja-
snjenje za ovaj konkretni slucaj (implicitna lambda iteracija): Iteracioni metodi
bazirani na lokalnom operatoru vise ubrzavaju konvergenciju na velikim dubinama
(gde su opticke udaljenosti izmedu tacaka veée) nego blizu povrsine (gde su opticke
udaljenosti manje). To se deSava zato sto koeficijent p, pa samim tim i koeficijent
b, raste sa povecanjem opticke udaljenosti izmedu tacaka. Blizu povrsine, opticka
rastojanja su mala, koeficijent b fakticki tezi nuli i popravke funkcije izvora se ne
razlikuju bitno od obiéne A iteracije. “Nadogradivanje” lokalnog operatora fak-
torom koji u stvari raste sa smanjenjem optickih udaljenosti (Iye=2/Sy), poveéava
efikasnost lokalnog operatora blizu povrsine, sto rezultuje brzom konvergencijom.

Sada ¢emo predstaviti rezultate testova konvergencije cetiri metode koje smo

opisali u ovom poglavlju.

3.5 Konvergentne osobine iterativnih procedura:

Test problem iz rada Auer & Paletou (1994)

Da bismo testirali osobine gore opisanih metoda, numericki smo resili test prob-
lem opisan u radu Auer & Paletou (1994). Razmatramo sloj konacéne debljine, kon-
stantne neprozracnosti i opticke debljine od 10* duz obe ose. Koeficijent € i Plankova
funkcija su konstantni i jednaki 10™* i 1, respektivno. Koristili smo logaritamsku
prostornu diskretizaciju sa finijom rezolucijom blizu ivica sa 129 x 129 diskretnih

tacaka (tj. sa nesto vise od 10 tacaka po dekadi). Objekat je obasjan odozdo i sa
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Slika 3.2: Evolucija najvece relativne promene sa brojem iteracija, za ¢etiri opisane
iterativne procedure.

strane, iz pravaca m < ¢ < 27, zracenjem koje je jednako Plankovoj funkciji. Za
ugaonu integraciju koristimo Carlsonov set B (Carlson 1963) sa n = 8 (sto rezultuje
sa ukupno 12 uglova po oktantu). Za diskretizaciju po frekvencijama koristimo 9
frekventnih tacaka, koje pokrivaju pola profila linije i trapezoidnu integraciju.
Osobine iterativnih procedura analiziramo tako $to u svakoj tacki koordinatne
mreze, nakon svake iteracije racunamo najvecu relativnu promenu funkcije izvora

izmedu dve iteracije, i — 11 ¢:

i Qi—1
R = (%) (3.29)

Koris¢enjem nase implementacije Jacobi procedure, bilo nam je potrebno 118, odnosno
195 iteracija da dostignemo najveéu relativhu promenu R, od 1073 odnosno 107?,
respektivno. Koris¢enjem Gauss-Seidel metoda, dosli smo do odgovarajuc¢ih resenja
u 77, odnosno 126 iteracija. Ubrzanje je ocigledno i nezanemarljivo ali opet manje

nego u 1D slucaju (gde je priblizno 100%).
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Konacno, dve nove procedure, koje koriste ideju popravke funkcije izvora tokom
svakog prolaza kroz mrezu dramati¢no poveéavaju brzinu konvergencije (videti sliku
3.2). Za ove dve metode i dalje definisemo jednu iteraciju kao set od ¢cetiri pro-
laska kroz mrezu, iako se funkcija izvora popravlja ¢etiri puta (ponovo napomin-
jemo da je sam proces izracunavanja funkcije izvora veoma brz). Simetricni Gauss-
Seidel dostize R. = 1073 za 39 a R. = 107° za 61 iteraciju, dok ”Prolaz-po-prolaz
ILI"metod to isto postize za 19, odnosno 29 iteracija (7 puta brze od Jacobi it-
eracije). Vaznost iteracionih faktora je ocigledna posto isti ubrzavaju konvergenciju
za vise od 2 puta u odnosu na simetricni Gauss-Seidel metod.

Da bismo detaljno ispitali performanse iterativnog metoda, takode je potrebno
analizirati tzv. pravu gresku (true error, T,). Kako je analiticko resenje ovog prob-
lema nepoznato (i nemoguée), pravu gresku ¢emo racunati u odnosu na SRy -
konvergirano “tacno” reSenje do kog smo dosli nekim referentnim metodom. U
ovom slucaju smo koristili reSenje dobijeno Jacobi iteracijom, primenjenom na cetiri
puta finiju koordinatnu mrezu (513 x 513 tacaka), nakon 2000 iteracija (R. =
10713). Uzevsi u obzir da se funkcija izvora duZ centralne “vertikale” objekta,
S(NX/2,7);7 = 1, NY ponasa sli¢cno kao u slucaju 1D atmosfere, uzeli smo cen-
tralnu tacku na povrsini (N X/2,1) kao referentnu tacku za racunanje prave greske.

Pravu gresku u ¢-toj iteraciji ¢emo definisati kao:

i (S(NX/Q, 1)~ %’EF)W (3.30)

e o0
SREF

Evolucija prave greske kroz iteracije je prikazana na slici 3.3. Izuzetne konver-
gentne osobine 2D FBILI metode su ocigledne. Za metod koji konvergira brzo kao
ovaj, moguce je koristiti manji R, kao kriterijum za konvergenciju. Podsecamo da
metod koji sporo konvergira, brzo dostize malu relativnhu promenu ali i dalje moze
biti daleko od tacnog resenja. Naglasavamo da bi, hipoteticki gledano, prava greska
trebala biti kriterijum za konvergenciju, ali kako ista ne moze biti poznata, potrebno
je dobro poznavati konvergentne osobine metoda kojim se bavimo da bismo postavili
odgovarajuce R, kao kriterijum za konvergenciju i samim tim optimizovali proce-

sorsko vreme.
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Slika 3.3: Evolucija “prave” greske sa brojem iteracija.
3.6 Performanse opisanih procedura na
koordinatnoj mrezi sa periodicnim
granicnim uslovima

Gore korisc¢eni test problem je dobro poznat u literaturi o prenosu zracenja ali je
prilicno daleko od realisti¢nih slucajeva. Zbog toga smo pokusali da testiramo nase
novo-razvijene metode na modelima koji vise odgovaraju modernim primenama ne-
LTR prenosa zracenja u vise dimenzija. Pre nego Sto razmotrimo model atoma sa
vige nivoa (Sto je jedan od ciljeva naseg daljeg rada), testirali smo nase metode na
2D Dekartovim pravouglim mrezama sa periodi¢nim grani¢nim uslovima. Ovakvi
grani¢ni uslovu se ¢esto sre¢u u modeliranju atmosfere Sunca i drugih zvezda. Raz-
matra se simulaciona “kutija”, za koju se pretpostavlja da statisticki reprezentuje
atmosferu, tj. pretpostavlja se da je atmosfera sastavljena od mnogo ovakvih “ku-
tija” koje su postavljene jedna do druge.

Ako razmatramo 2D koordinatnu mrezu, koja je konacéna duz z i y, gde je y
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normala na ravan atmosfere, i pretpostavimo da periodi¢ni grani¢ni uslovi vaze na
normalama sa x = 0 1 & = x.y, onda vaze sledeéi izrazi za granicne uslove: Ulazno

zracenje na povrsini atmosfere je jednako nuli:

I(z,y=0,0,p <7 ,v)=0. (3.31)

Ulazno zracenje na dnu atmosfere je jednako Plankovoj funkciji:

[($,y:ymax,9,s0>77>7/) :B(l‘,y) (332)

Polje zracenja na boc¢nim ivicama “kutije” je identicno na obe ivice:

I(x=0,y,0,0,v) = 1(x = Tnax, Yy, 0,0, V). (3.33)

Gornji i donji graniéni uslovi se jednostavno implementiraju u numericke metode,
dok bocni grani¢ni uslovi, koji su periodi¢ni, zahtevaju detaljniju diskusiju. Razmot-
rimo upadno zracenje na levoj granici, u tacki (0, 7) iz pravca za koji vazi cos ¢ > 0,
koje je, u ovom slucaju, implicitno zadato preko zracenja u tacki x = .. sa
identicnim pravcem prostiranja. U stvari, ovo zracenje dolazi iz susedne “kutije”,
koja je, po pretpostavci identicna ovoj koju trenutno razmatramo. Najjednostavniji
nacin da se ova implicitna zavisnost uzme u obzir je da se kao grani¢ni uslov na
levoj granici koriste “stare” (poznate iz prethodne iteracije) vrednosti intenziteta
na desnoj granici. Ovaj pristup bitno usporava konvergenciju, sto su pokazali van
Noort et al. (2002).

Komplikovaniji, ali takode i konzistentniji pristup je predlozen u Ibgui et al.
(2013). Ovde ¢emo samo ukratko predstaviti ideju. Razmatramo 2D Dekartovsku
koordinatnu mrezu kroz koju se prolazi u smeru koji odgovara 0 < ¢ < 7/2 i
koncentriSemo se na tacku na granici koja je odredena indeksima ¢ = 117 > 1
(za j = 1 u stvari imamo donji grani¢ni uslov). Recimo da se kroz mrezu pro-
lazi prvo po x (sporija petlja iz glave 2) pa onda po y (brza petlja). Ovo znaci
da su intenziteti ve¢ izracunati u svim tackama j — 1. Konstruisemo “lazni deo”

mreze levo od granice koju razmatramo (tj. “prosirujemo” nasu mrezu). Kako
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podrazumevamo periodi¢ne granic¢ne uslove, mozemo ponovo koristiti kratke karak-
teristike. Ako zrak sece susednu ¢eliju duz horizontale (y = const), intenzitet se
moze naci interpolacijom na osnovu “novih” vrednosti i reSenje izgleda kao i u un-
utrasnjim tackama. Ako, pak, zrak sece ¢eliju duz vertikalne granice, produzujemo
ga, koliko god je potrebno, do preseka sa horizontalnom granicom. U ovom slucaju
¢emo prakticno raditi sa dugim karakteristikama, koje je potrebno implementirati
i resiti. Prednost ovog metoda je u tome sto ¢emo uvek koristiti “nove” vrednosti
intenziteta da izracunamo uzlazni intenzitet.

U izrac¢unavanjima koje ¢emo predstaviti u ovom poglavlju ¢emo koristiti mesavinu
dva opisana pristupa. Generalno pratimo ideju iz rada Ibgui et al. (2013), ali,
u slucaju da zrak sece vertikalnu granicu, mi ga ne produzujemo, ve¢ koristimo
mesSavinu novih i starih vrednosti intenziteta da bismo izvrsili potrebnu iterpolaciju
(vidi sliku 3.4). Striktno gledano, ovaj pristup nije potpuno konzistentan, ali donosi
tu prednost da zadrzava identican oblik formalnog resenja u svim tackama (tj. vrlo
je jednostavno definisati “susedne” funkcije izvora). Primenjujuéi ovaj pristup nismo
naisli ni na kakve probleme sa stabilnoséu i/ili konvergencijom. Ipak, planiramo da
implementiramo pristup iz Ibgui et al. (2013) koji ukljuc¢uje rad sa dugim karakter-
istikama, zarad potpune konzistentnosti metode.

Za ovaj test razmatramo model opisan Dekartovskom mrezom dimenzija 10 x
10°. Neprozracnost je konstantna i jednaka jedinici, tako da se geometrijska i opticka
skala dubina ponovo poklapaju. Koeficijent € je jednak 10~*. Udaljenosti izmedu
tacaka po y su logaritamske, slicno 1D modelima. Udaljenosti po = su, sa druge
strane, ekvidistantne. Koordinatna mreza ima 65 tacaka po z i isto toliko po y.
Diskretizacije po pravcima i frekvencijama su iste kao one koje smo koristili da resimo
test problem iz rada Auer & Paletou (1994). Ako je Plankova funkcija konstantna,
ovaj primer savrSseno odgovara 1D problemu, za koji je poznato analiticko resenje.
Prvo smo proverili da li se numericko resenje sa konstantnom Plankovom funkcijom
poklapa sa 1D slucajem (greska je oko 0.4%, sto je posledica prostorne diskretizacije).

Nakon toga smo za poredenje koristili slede¢u raspodelu Plankove funkcije:

1 2
B(z,y) = l—l—écos( T

), (3.34)

xmax
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|_(x=0,y)

Slika 3.4: Tlustracija nase varijante za implementaciju periodi¢nih grani¢nih uslova.
Podebljana vertikalna linija oznacava levu granicu objekta (r = 0). “Produzili”
smo koordinatnu mrezu ka negativhom smeru x ose. Metod kratkih karakteristika
se primenjuje kao i inace.

koja imitira horizontalne nehomogenosti, koje nastaju, na primer, usled konvek-
tivnih kretanja u zvezdanim atmosferama. Resili smo problem ne-LTR formiranja
linije koriste¢i Jacobi, GS, Simetri¢cni GS i “Prolaz-po-prolaz” implicitnu lambda
iteraciju i uporedili brzine konvergencije metoda. Moramo prvo da naglasimo da
u ovakvom test problemu ocekujemo sporu konvergenciju usled relativno malog
optickog rastojanja po x, cak i na velikim dubinama (videti diskusiju dole). Slika
3.5 prikazuje konvergenciju za Cetiri opisane iterativne metode. Vidi se, da za ovaj
konkretan slucaj Jacobi i G-S iteracije nisu od velike koristi posto za 200 iteracija
jedva dostizu Re = 1072, SGS i SILI, pak, pokazuju mnogo bolje performanse, i
dostizu najveéu relativnu promenu od 1073 u manje od 100 iteracija.

Ponovo naglasavamo da ni ovaj test problem nije realistican posto se ekvidis-
tantna opticka udaljenost izmedu tacaka po x osi ne sre¢e u praksi. U realisti¢nim
modelima zvezdanih atmosfera, neprozrac¢nost se generalno smanjuje ka povrsini, sto
je pra¢eno manjim nehomogenostima u horizontalnoj ravni. Prema tome, oc¢ekivano
je da se opticka udaljenost po x osi povecava sa slicnim trendom sa kojim se povec¢ava

opticka udaljenost po y osi’. Ipak, nas cilj je da demonstriramo, na §to jednostavni-

"Inace je uobicajno koristiti z osu kao atmosfersku normalu. Naglagavamo da mi u ovim primer-
ima kao normalu koristimo y-osu.
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Slika 3.5: Evolucija najveCe relativne promene kroz iteracije za Cetiri razmatrane
iterativne procedure na modelu atmosfere sa periodi¢nim grani¢nim uslovima

jem primeru, ubrzanje koje donose SGS i “Prolaz-po-prolaz” ILI u odnosu na ¢esto
koris¢ene Jacobi i Gauss-Seidel. Primena i testiranje na realisticnim modelima at-
mosfera je na$ glavni cilj istrazivanja u bliskoj buduc¢nosti. Takode planiramo da
implementiramo periodi¢ne grani¢ne uslove opisane u Ibgui et al. (2013) i da de-

taljnije testiramo razlike izmedu opisanih iterativnih metoda.

3.7 Skaliranje sa prostornom rezolucijom

Do sada nepominjana, ali veoma vazna osobina jednog iterativnog metoda je to
kako se isti skalira sa prostornom rezolucijom. Ocigledno je da ako pove¢amo rezolu-
ciju koordinatne mreze, recimo, dva puta, da ¢e se broj tacaka povecati ¢etiri (ili u
3D slucaju osam) puta. Na prvi pogled se ¢ini da ¢e se potrebno procesorsko vreme
povecati Cetiri puta ali postoji dodatni efekat koji nismo uzeli u obzir: Za metode
bazirane na perturbaciji A operatora na finijim koordinatnim mreZama potrebno je

wzorsiti vise iteracija da bi se doslo do konvergencije. Razlog za to lezi u ¢injenici
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Rezolucija mreze 33x33 | 65x65 | 129%x129 | 257x257
Jacobi iteracija 30 63 118 204
Prolaz-po-prolaz ILI 7 12 19 30

Tabela 3.1: Broj iteracija potreban da se dostigne Rz = 1073 za Jacobi i FBILI
iteraciju, za razlicite rezolucije koordinatne mreze.

da je brzina konvergencije odredena najve¢om sopstvenom vrednoséu operatora koji
koristimo da korigujemo resenje. Sto je finija prostorna diskretizacija, opticke udal-
jenosti izmedu tacaka su manje. Ovo vodi ka manjim vrednostima elemenata A op-
eratora (razmotriti jednacinu 2.11 za malu vrednost A), koje opet rezultuju vec¢im
svojstvenim vrednostima operatora kojim korigujemo funkciju izvora. Za mnogo
detaljniju diskusiju videti izuzetno bitan rad Olson et al. (1986).

Ocekujemo da se Jacobi, GS i SGS sheme ponasaju vrlo slicno u smislu skaliranja
sa rezolucijom posto su sve, na neki nacin bazirane na aproksimativnom operatoru
(tj. koeficijentu b, koji sledi iz koeficijenta p). Sa druge strane, “Prolaz-po-prolaz”
ILI metod unapreduje lokalni operator iteracionim faktorom koji raste sa povec¢anjem
rezolucije (posto se e™® povedava sa smanjenjem A), pa ocekujemo da ée njegovo
skaliranje sa rezolucijom biti drugacije. Da bismo ispitali ovo skaliranje, resili smo
test problem iz Auer & Paletou (1994) za razlicite rezolucije koordinatne mreze,
koris¢enjem Jacobi i “Prolaz po prolaz” ILI metoda. Uporedili smo broj iteracija
potreban svakoj od metoda da dostigne Rc = 1073, za svaku od rezolucija koordi-
natne mreze. Rezultati su dati u Tabeli 3.1.

Vidi se da “Prolaz-po-prolaz” ILI metod bitno nadmasuje Jacobi iteraciju na
svim prostornim rezolucijama. Sa slike 3.6 se takode vidi da se nas novi metod
skalira nesto bolje sa rezolucijom od standardnog Jacobi metoda. Ipak, ovo skali-
ranje je i dalje daleko od multigrid metoda (Steiner 1991) koji se, makar teoretski,
skalira savrseno dobro sa rezolucijom mreze, tj. broj iteracija se ne povecava sa
povecanjem broja tacaka. Ipak, vazno je imati u vidu da multigrid metodi pripadaju
potpuno drugacijoj klasi metoda, koji koriste, npr. Jacobi iteraciju kao takozvani
“smoothing step”. Bilo bi veoma zanimljivo i korisno pokusati implementaciju SGS

i SILI pristupa u multigrid metod i testirati konvergenciju rezultujuce sheme.
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Normalized number of iterations

100
Number of grid points

Slika 3.6: Graficki prikaz podataka iz tabele 3.1 normalizovan na broj it-
eracija potrebnih za konvergenciju na “najgrubljoj” koordinatnoj mrezi. Plusevi
obelezavaju Jacobi iteraciju a zvezdice “Prolaz-po-prolaz” implicitnu lambda it-
eraciju.

3.8 Zakljucci i planovi za dalji rad

U ovoj glavi smo predstavili generalizaciju dve veoma brze ne-LTR sheme poznate
iz jednodimenzionih problema na 2D Dekartovske koordinatne mreze. I simetri¢ni
Gauss-Seidel i “Prolaz-po-prolaz” ILI metod znacajno nadmasuju “standardne” Ja-
cobi i Gauss-Seidel pristupe. Glavna prednost novih metoda dolazi iz popravljanja
funkcije izvora tokom cetiri prolaska kroz koordinatnu mrezu u jednoj iteraciji,
umesto tek nakon sva Cetiri prolaska (Jacobi) ili samo tokom cetvrtog prolaska
(Gauss-Seidel). Dodatno ubrzanje u slucaju “Prolaz-po-prolaz” ILI metoda se ost-
varuje koris¢enjem iteracionog faktora, koje su prethodno u ovom kontekstu uveli
Atanackovi¢-Vukmanovié et al. (1997). Testirali smo razvijene metode na test prob-
lemu iz rada Auer & Paletou (1994) kao i na veoma jednostavnom test problemu
polubeskonacne 2D atmosfere sa periodi¢nim grani¢nim uslovima. Metodi su se
pokazali kao stabilni i tacni.

Dalja istrazivanja mogu, u principu, i¢i u nekoliko razli¢itih pravaca. Prvo

1)



planiramo da testiramo novo-razvijene metode na koordinatnim mrezama gde ne-
prozrac¢nost nije konstantna, sto ¢e biti prvi “realan” test njegove primenljivosti.
Takode je neophodno uvesti konzistentniju implementaciju periodi¢nih grani¢nih
uslova. Na duze staze, planiramo da uporedimo ovaj metod sa drugim izuzetno
brzim pristupom, CG-BiStab (Anusha et al. 2011b), i da pokusamo da iskoristimo
implicitnu lambda iteraciju kao “smoothing-step” u linearnim multigrid metodima.
Prosirenje na polarizovani prenos zracenja u bazisu redukovanog intenziteta je takode

interesantan u kontekstu modernih istrazivanja (videti dodatak A).
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Glava 4

Polarizacija rasejanjem u
spektralnim linijama u formalizmu

redukovanog intenziteta

A case of mortis portalis tackulum with

complications.

Terry Pratchett, ‘Pyramids’

4.1 Uvod

Sada ¢emo pre¢i na jednacinu prenosa zracenja i jednacinu statisticke ravnoteze
za atom sa dva nivoa u slucaju kada je zracenje polarizovano. Polarizacija rase-
janjem i Hanle efekat uticu samo na linearnu polarizaciju, tj. na () i U komponente
Stoksovog vektora. Dakle, razmatra¢emo samo prve tri komponente Stoksovog vek-
tora i pretpostaviti da je V = 0 ili da ga racunamo odvojeno'. Pretpostavljamo da
je donji nivo prelaza nepolarizovan, sto rezultuje identi¢cnom skalom optickih dubina

za sve tri komponente. Jednacina prenosa polarizovanog zracenja onda ima slede¢i

1V komponenta polarizovanog intenziteta nastaje usled Zemanovog efekta. U tzv. aproksimaciji
slabog magnetnog polja, V se moze izracunati kao: V = —4.7371BA-IG IgA\?BLL, gde je B
intenzitet longitudinalne komponente magnetnog polja a g je takozvani Lande faktor. Za detaljniju
diskusiju, uticaj transverzalnog magnetnog polja itd., videti Stenflo (2013).
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oblik:

MY _ ) 11(@0) - 5] (41)

Notacija sa “kapicom” oznacava da su intenzitet i funkcija izvora sada tri-vektori,
tj. da vazi I = (I,Q,U) i S = (S;,Sg,Sy). Formalno resenje u ovom slucaju
izgleda isto kao ono opisano u glavi 2, sa istim transportnim koeficijentima i ostalim

relevantnim velicinama (A, p, ¢, r...). Funkcija izvora je data sa:
Q > > dsY . NTIO! L)
S(Q)=eB+(1—¢) o(v)dv 4—P(Q, DI, V). (4.2)
o s

Ovde je P(Q, ()') matrica poznata kao matrica rasejanja. U pitanju je 3 X 3 matrica
¢ije komponente zavise od pravaca apsorbovanog i emitovanog fotona u procesu rase-
janja. Matrica rasejanja je, u stvari, 4 x 4 matrica, ali kako se cirkularna polarizacija
ne menja u procesima rasejanja, Stoksova V' komponenta je dekuplovana i tretira
se odvojeno od linearne polarizacije. Napominjemo da ovo nikako ne znaci da je
V' komponenta manje bitna za dijagnostiku i modelovanje nego sto su @ i U. U
stvari, ve¢ina kodova za inverziju, osobito onih c¢iji je cilj da se dijagnostikuju jaka
magnetna polja na Suncu i drugim zvezdama, se oslanja na modelovanje Stoksove
V' komponente pod uticajem Zemanovog efekta.

[zuzetno je vazno naglasiti da je, sa numericke strane, najveca razlika izmedu
skalarnog i polarizovanog slucaja ¢injenica da funkcija izvora sada zavisi i od pravca.
Ovo ¢ini problem numerickog resavanja mnogo zahtevnijim po pitanju racunarske
memorije. Da bismo ubedili ¢itaoca, setimo se da se sve vrednosti funkcije izvora
moraju ¢uvati u memoriji sve vreme?. Ovo znaéi da je, za ¢uvanje vrednosti funkcije
izvora potrebno NA puta vise memorije nego u skalarnom slucaju (NA je broj
pravaca). Drugo, potrebno je vise procesorskog vremena za racunanje funkcije izvora
(N A integracija po pravcima i frekvencijama da bi se nasla polarizovana funkcija
izvora, umesto samo jedne integracije u skalarnom slucaju). Ovi problemi ¢ine
numericko resenje veoma zahtevnim, i sa ovim pristupom (eksplicitnim koriséenjem
matrice rasejanja u izrazu za polarizovanu funkciju izvora) je prakticno nemoguce

raditi sa jako velikim modelima koji se danas koriste i najcesée su rezultat MHD

2Tli snimiti na hard disk, ali to sa sobom povlaéi ekstremno usporenje zbog ¢itanja i pisanja.
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(magneto-hidrodinamickih) simulacija atmosfera Sunca i drugih zvezda.

Jedno od mogucih resenja je pristup predlozen u Landi Degl’Innocenti & Lan-
dolfi (2004) gde su jednacine statisticke ravnoteze date u tzv. formalizmu ma-
trice rasejanja. Izracunavanje funkcije izvora koja je zavisna od pravca se svodi na
izracunavanje tenzora polarizacije (koji se, opet, u praksi svodi nekoliko skalarnih
veli¢ina) na osnovu kog se, u procesu formalnog resenja, dobijaju eksplicitne vred-
nosti funkcije izvora za svaku od Stoksovih komponenti, a zatim iteracijom resavamo
ne-LTR problem. Ovaj formalizam takode omogucava tretman modela atoma sa vise
nivoa, Sto je vrlo vazno posto interakcija izmedu nivoa moze uticati na polarizaciju.
Medutim, ovaj formalizam ne omogucava ukljucivanje efekata parcijalne redistribu-
cije po frekvencijama (PRD)3.

Sa druge strane, formalizam redukovanog intenziteta, predstavljen u seriji radova
pocevsi od Anusha & Nagendra (2011a), daje delimi¢no resenje problema na drugi
nacin: uklju¢ivanje PRD efekata je vrlo prirodno, uvodenjem drugacije matrice
rasejanja, ali je metod primenljiv isklju¢ivo na model atoma sa dva nivoa. Ovaj
formalizam je baziran na razvoju jednacine prenosa u set od nekoliko “redukovanih
jednacina” u kojima funkcija izvora ne zavisi od pravca. Sada ¢emo dati vrlo brz

pregled i osnovna izvodenja neophodna za numericko resavanje problema.

4.2 Razvoj funkcije izvora i intenziteta u reduko-
vanom formalizmu

Notacija i redosled izlaganja ovog odeljka verno prate rad Anusha & Nagendra

(2011a). Zarad konciznosti, glavni rezultati su predstavljeni samo okvirno. Zain-

3lako se u ovoj tezi bavimo uglavnom makroskopskim efektima (nehomogenosti, geometrija)
nekoliko recenica o parcijalnoj redistribuciji je neizbezno. PRD efekti su vazni u veoma jakim
linijama gde je ucestanost radijativnih procesa ve¢a ne samo od ne-elasti¢nih, veé¢ i od elasti¢nih
sudara. U odsustvu elasti¢nih sudara, frekvencije apsorbovanog i emitovanog fotona su donekle
korelisane. Ovo rezultuje time da je emisioni profil drugaciji od apsorpcionog i funkcija izvora je
zavisna od frekvencije. Gruba aproksimacija parcijalne redistribucije je kompletna redistribucija
u jezgru linije i koherentno rasejanje u krilima. Realan slucaj je, naravno, mnogo komplikovaniji
i detaljno je objasnjen u radu Hummer (1962). Kako se ova teza bavi numerickim pristupom i
kodovima, vazno je pomenuti RH kéd (Uitenbroek 2001) koji je trenutno jedini program za prenos
zracenja u viSe dimenzija poznat autoru koji inkorporira, kako model atoma sa vise nivoa, tako i
PRD efekte, naravno, za nepolarizovano zracenje.
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teresovanog ¢itaoca upucujemo na rad Frisch (2007) za originalnu ideju i na radove
Anusha & Nagendra (2011a); Anusha et al. (2011b); Anusha & Nagendra (2011b) za
uopstenje na 3D prenos zracenja. Deo ove teze (vidi glavu 5) opisuje implementaciju
ovog formalizma u reSenju na 2D cilindriénim koordinatnim mrezama i objavljen je
u Mili¢ (2013).

Metod se zasniva na de-kompoziciji matrice rasejanja u referentnom sistemu

vezanom za atmosferu (Bommier 1997a):
Rij(2,9) = Y WiTg (i, D) (=1)?T (5, V), (4.3)
KQ

gde smo pretpostavili CRD i zanemarili magnetno polje. Uglovi © i €)' oznacavaju
pravce emitovanog i apsorbovanog zracenja, respektivno. Wiy je, takozvana, sop-
stvena polarizabilnost spektralne linije i zavisi od kvantnih brojeva koji opisuju
ugaoni momenat gornjeg i donjeg nivoa prelaza. 722K (7,9) su ireducibilni simetri¢ni
tenzori, uvedeni jos u Landi Degl'Innocenti (1984). Indeksi ¢ i j se odnose na
Stoksove komponente. Posto smo diskusiju sveli na polarizaciju rasejanjem i Hanle
efekat, vrednosti ova dva koeficijenta idu od 0 do 2. Za linearnu polarizaciju K je
nula ili dva a za @ vazi |Q] < K. Ovo rezultuje u ukupno Sest razlicitih kombi-
nacija za i K. Ovakva matrica rasejanja ulazi u izraz za Stoksovu funkciju izvora
(ovde je prepisujemo u notaciji iz Anusha & Nagendra 2011a), koja za Stoksovu

komponentu i izgleda ovako:

2, A s
0 —00

Jednacinu 4.3 zamenjujemo u jednacinu 4.4 i definiSemo novu veli¢inu, redukovanu

funkciju izvora:
> A0 & .
S =eBy +(1— e)/ qs(u)dyj[ g D (=0T G LY, v). (4.5)
e =

Ovde Bjj obelezava termalne izvora fotona, Bf = (B,0,0,0,0,0). Redukovana

funkcija izvora je nezavisna od pravca i ima ukupno Sest kompleksnih komponenti.
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[z nje mozemo lako izracunati polarizovanu funkciju izvora:
Si(Q) =D T, Q)SE. (4.6)
KQ

Ovde smo ve¢ nagovestili ideju ovog pristupa: Treba cuvati vrednosti redukovane
funkcije izvora u tackama modela umesto polarizovane funkcije izvora koja je zavisna
od pravca. U procesu formalnog resenja, prelaz izmedu redukovanog “bazisa” u
Stoksov se vrsi preko jednacine 4.6, i dobijene vrednosti se koriste da se izracuna
polarizovani intenzitet. Ovo je donekle nezgodno posto je redukovana funkcija izvora
kompleksna velicina. Takode, prelazak izmedu dva bazisa trosi procesorsko vreme.
Pozabavimo se prvo drugim problemom. Njega ¢emo resiti uvodenjem redukovanog

intenziteta koji definiSemo kao formalno resenje sa redukovanom funkcijom izvora:
15(Q,v) = AQ,v)[S5]. (4.7)

Ovde operatorom A(Q, v) obelezavamo kompletan proces numerickog formalnog
reSenja koje smo opisali u glavama 1 i 2. Kako su integracije po pravcima i frekven-
cijama, prelazak izmedu redukovanog i Stoksovog bazisa, i integracija po optickom
putu medusobno nezavisni, vidi se da se i polarizovani intenzitet moze razviti uvo-

denjem redukovanog intenziteta.

L(Q,v) =) T (6, DI (Q,v). (4.8)
KQ

Nakon krac¢ih algebarskih izracunavanja, jednacina statisticke ravnoteze za polari-

zovano zrac¢enje u redukovanom formalizmu se moze napisati kao:

Sy =e€Bh + (1 —€)J}, (4.9)

o dsy Lo PN o
7= [ o S S @G e G @y. a)
—00 =0 K'O'
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Dakle, resili smo problem konstantnog prelaska izmedu Stoksovog i redukovanog
formalizma. Ako su grani¢ni uslovi dati u redukovanoj formi (Sto ne mora biti slucaj,
ukoliko je ulazno zracenje polarizovano, vidi Faurobert et al. 2013, za detalje) onda
jednacine 4.7 1 4.9 mogu biti samokonzistentno resene nekim od opisanih numerickih
metoda iz glave 3 (posle adekvatne modifikacije) i izlazni Stoksov vektor se moze naci
iz jednacine 4.8. Sada ¢emo resiti i problem sa kompleksnim veli¢inama i uprostiti
celu proceduru svodeéi sve velicine na realni domen.

Sliéno kao u Frisch (2007), definiSemo set realnih veli¢ina koje opisuju intenzitet

polarizovanog zracenja u redukovanom formalizmu:

Iy =1 (4.11)
7, =1} (4.12)
7, = Re(1}) (4.13)
s = Im(I?) (4.14)
T, = Re(I3) (4.15)
Ts = Im(13). (4.16)

Ove veli¢ine mozemo koristiti umesto redukovanih (kompleksnih) veli¢ina [g , posto
Ig il f(Q imaju iste realne i imaginarne komponente, do na znak. Takode ¢emo
definisati realnu redukovanu funkciju izvora koja odgovara realnom redukovanom

intenzitetu:

S =eB +(1—¢) /_ o(v)dv f %\iﬂ(())ﬁ(@, V). (4.17)

Ovde smo se vratili na vektorsku notaciju: S = (So,S1, 82, 83,84, 85) i Ir =
(Zo,Z1,7Z5,73,74,Z5). Realni redukovani intenzitet i funkcija izvora zadovoljavaju
istu jednacinu prenosa zracenja kao i polarizovani intenzitet i funkcija izvora u

Stoksovom formalizmu:

N )T (O, ) — ST (4.18)
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4.3 Numericko resavanje

U principu, ovaj problem je slican ne-LTR problemu u skalarnom (nepolarizo-
vanom) sluc¢aju prenosa zracenja u liniji u modelu atoma sa dva nivoa. Glavna
razlika je u tome Sto su komponente realnog redukovanog intenziteta medusobno
spregnute matricom rasejanja u izrazu za funkciju izvora. Anusha et al. (2011b) su
predstavili numericki metod za reSavanje koris¢enjem Jacobi ili CG-BiStab metoda.

Drugi pristup je sledec¢i: Prvo se resava skalarni problem, zanemarujuci polar-
izaciju?, a onda se, sa pocetnim vrednostima Sy = S i S;z9 = 0, vrsi jednostavna A
iteracija za polarizovano zracenje, tj. jednacine 4.18 i 4.17, se reSavaju naizmenicno,
do konvergencije.

Ova procedura konvergira mnogo brze od A iteracije za nepolarizovano zracenje

iz dva razloga:

e Prvo, zato Sto je dominantna komponenta Stoksovog vektora, I, ve¢ priliéno
dobro poznata iz resavanja skalarnog problema. Kako je polarizacija u realnim
problemima generalno mala (na primer: nekoliko procenata u Sunéevim protu-
berancama, nekoliko desetih delova procenta u Suncevoj atmosferi), sprezanje
izmedu razli¢itih komponenata polarizovanog intenziteta ne menja bitnije vred-
nost za I (odnosno, u redukovanom bazisu Zy). Opet, na samu polarizaciju
najvise utise anizotropija I (odnosno, Zy) komponente, koja je poznata do na

visoku tacnost iz resavanja skalarnog ne-LTR problema.

e Druga napomena je vise tehnicke prirode ali je podednako vazna. Svojstvene
vrednosti A operatora definisanog za polarizovano zracenje izgledaju drugacije
nego svojstvene vrednosti A operatora za skalarni slucaj (za detaljnu diskusiju
vidi Faurobert-Scholl & Frisch 1989). Konkretno, najveca svojstvena vred-
nost operatora za korekciju resenja pri A iteraciji za nepolarizovano zracenje
je &~ 1, i A iteracija konvergira jako sporo. Za polarizovano zracenje, pak,
odgovarajuéa svojstvena vrednost je < 1 (za primer iz rada Faurobert-Scholl

& Frisch 1989, ova vrednost je 0.7), tako da je konvergencija mnogo brza,

4U realnim problemima, u odsustvu magnetnog polja, najéesée vazi I > Q > U.

83



iako se koristi A iteracija. Naravno, formalno resenje je i dalje nekoliko puta

sporije.

Primera radi, u slucajevima koje ¢emo razmatrati u ovoj tezi, do konvergencije u
polarizovanom slucaju se obi¢no dolazi u deset do dvadeset iteracija, Sto znaci da je
vreme potrebno za resavanje polarizovanog problema uporedivo sa vremenom koje
je potrebno da se resi ne-polarizovani problem pre toga.

Sto se tice samog postupka formalnog resenja, iz oblika jednacine 4.18 je jasno da
je kompletan proces identican onom iz nepolarizovanog slucaja. Razlog za ovo lezi u
tome da su komponente redukovanog intenziteta (a i Stoksovog vektora) spregnute
samo u jednacini statisticke ravnoteze. Takode, ¢injenica da za sve komponente vazi
ista skala optickih dubina takode znaci da za njih vaze isti “transportni” koeficijenti
tako da mozemo koristiti jednacinu 2.8 za formalno resenje za svih Sest komponenti.

Ukoliko koristimo metod kratkih karakteristika, predstavljen u glavi 2:
T" =T, exp (—A) + pS" + ¢S, +r(S")". (4.19)

Nakon sto dobijemo samokonzistentno reSenje, izlazne vrednosti intenziteta u re-
alnom redukovanom formalizmu se koriste da iz njih izracunamo Stoksov vektor,

koristedi sledecée veze:

1
I=Ty+ m(iﬂ cos? 0 — 1T, — /3 cos O sin O(Z, cos ¢ — T3 sin ¢)

3
+ g(l — cos® 0)(Z, cos 2¢ — I sin 2¢) (4.20)
3 2
=—(cos? 0 — 1), — V/3 cos O sin O(T, cos p — T3 sin
Q 2\/5( JuA (Zy cos ¢ — Iysin @)
3
— g(l 4 cos? 0) (T, cos 2¢ — Ts sin 2¢) (4.21)
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U =V/3sin 0(Z, sin ¢ + T3 cos )

+ V3 cos (T4 sin 2¢ + Tsw cos 2¢p) (4.22)

Ove jednacine su identi¢ne jednacinama 36-38 iz Anusha & Nagendra (2011b). Ra-
zlog zasto kona¢no reSenje izrazavamo u Stoksovim komponentama (I, @, U) je zato
sto komponente Stoksovog vektora imaju fizicki smisao posto ih, u principu mozemo
meriti i tako uporediti rezultate izracunavanja sa posmatranjima.

Formalizam opisan u ovoj glavi ¢emo koristiti da resimo polarizovani ne-LTR
problem i izracunamo rezultujuéi Stoksov vektor u glavi 5. Takode je koris¢en za
opis grani¢nih uslova za polarizovano zracenje u radu Faurobert et al. (2013). U
ovom radu je pokazano da je optimalan nacin za tretman polarizovanog ulaznog
zracenja na granicama objekta da se isto “podeli”, slicno pristupu iz Chandrasekhar
(1960). “Difuzna” komponenta zracenja se onda tretira kao $to je opisano u ovoj
glavi, sa granicnim uslovima koji su jednaki nuli. Upadni deo zracenja, koji je
zadat kao Stoksov vektor se direktno transformise i integrali da bi se dobio dodatni
doprinos polarizovanoj funkciji izvora u redukovanom bazisu, koja ulazi u funkciju
izvora za difuzni deo intenziteta. Detaljnije objasnjenje je dato u glavi 5, kao i u
Faurobert et al. (2013).

Ovaj pristup ne-LTR izracunavanjima za zracenje polarizovano rasejanjem je
nedavno koriséen za ispitivanje PRD efekata u nekim spektralnim linijama koje
su vazne za dijagnostikovanje magnetnog polja Sunca. Na primer, Anusha et al.
(2011a) su koristili redukovani bazis sa ukljuc¢ivanjem parcijalne redistribucije da
analiziraju Hanle efekat u Ca 14227 liniji. Sli¢nim istrazivanjem su se bavili Anusha
& Nagendra (2013), vezano za Call 3933 liniju. U ovim, a i u drugim radovima koji
koriste realni redukovani bazis, isti se koristi da se ne-LTR problem za polarizovano
zracenje resi na Dekartovskim koordinatnim mrezama (koje mogu biti 1-, 2- ili 3D).
U sledecoj glavi predstavljamo reSenje za 2D cilindriéne koordinatne mreze koje

podrazumevaju osnu simetriju.
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Glava 5

Prenos zracenja polarizovanog
rasejanjem u 2D cilindriénim

koordinatama

Normal treatment is called normal
treatment because sometimes you have

to use abnormal treatment.

House M.D.

5.1 Uvod

U glavama 1 i 3 smo, nadamo se, objasnili koliko je vazan prenos zracenja koji
uzima u obzir viSedimenzionalnost objekta. Najve¢i deo radova objavljenih do sada,
kao i glave 2 i 3 ove teze se bave Dekartovskim koordinatnim mrezama. Ipak, raz-
matrane su i druge opcije: Stenholm (1977) je predstavio ne-LTR prenos zracenja
u 2D cilindricnim koordinatama, koriste¢i “core-saturation” metod. U nesto novi-
jem radu, van Noort et al. (2002) (dalje u tekstu VNHLO02) su opisali 2D prenos
zracenja u Dekartovom, cilindricnom i sfernom koordinatnom sistemimu koristeci
metod kratkih karakteristika i Jacobi-jevu iteraciju. U nizu radova (pocevsi od
Gouttebroze 2005), predstavljen je drugaciji pristup cilindricnom modelovanju, gde

su koordinatne mreze nehomogene po koordinatama r i , umesto po r i z.
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Ova glava se bavi prosirenjem dosadasnjih istrazivanja na cilindri¢nim objektima
tako $to predstavlja ne samo racunanje intenziteta ve¢ i polarizacije rasejanjem (@) i
U komponenti Stoksovog vektora). Polarizacija rasejanjem je posledica anizotropije
polja zracenje, na koje, opet, uticu geometrija i nehomogenosti objekta. Veoma je
vazno uzeti u obzir posledice visedimenzionalnosti pri racunanju polarizacije rase-
janjem u razlicitim astrofizickim objektima. Sunceve protuberance, akrecioni diskovi
i atmosfere ekstrasolarnih planeta su samo neki od objekata koji rasejavaju ani-
zotropno zracenje i isto, samim tim, biva polarizovano. Pristup koji ovde koristimo
(2D cilindri¢ni koordinatni sistem) je prirodan za opis astrofizickih diskova tako da
predstavljamo nekoliko jednostavnih primera gde je akcenat vise stavljen na efekte
geometrije i polja brzina nego na realistican opis problema sa aspekta mikro-fizike.
Znacajan deo ove glave je objavljen u samostalnom nauc¢nom radu (Mili¢ 2013).

Opis tretiranja zracenja polarizovanog rasejanjem je dat u prethodnoj glavi.
Ovaj formalizam takode omogucava samokonzistentan tretman parcijalne redistribu-
cije po frekvencijama i Hanle efekta (Anusha & Nagendra 2011a; Anusha et al.
2011b; Anusha & Nagendra 2011b). Za istrazivanja u ovoj glavi koristimo taj
formalizam upravo onako kako je predstavljen u glavi 4: sa CRD aproksimaci-
jom i bez uklju¢ivanja magnetnog polja. Za spektralne linije gde su PRD efekti
vazni, potrebna prosirenja metoda su relativno jednostavna. Isti je slucaj sa Hanle
efektom koji je posledica makroskopskih magnetnih polja, ali treba naglasiti da
bi ovo polje moralo da bude osno simetricno sto donekle ogranicava primene ovog
metoda na izracunavanje Hanle efekta u spektralnim linijama. Prilaz modelovanju
koji predstavljamo u ovoj glavi je donekle slican istrazivanju iz Busche & Hillier
(2000) u smislu da se oba rada bave primenom kratkih karateristika na ne-LTR
prenos zrac¢enja u osno-simetricnim objektima i racunom polarizacije. Ipak, metod
iz Busche & Hillier (2000) je prilagoden za sferi¢ne objekte (npr. rotirajuée zvezde).

U ovom poglavlju, dakle, razmatramo 2D cilindri¢ni koordinatni sistem gde
fizicke veli¢ine zavise samo od r i z prostornih koordinata.Polje zracenja, naravno,
dodatno zavisi od pravca prostiranja, opisanog uglovima 6 i ¢ (koji imaju svoje
uobicajeno znacenje), a, kako se bavimo prenosom zracenja u spektralnim linijama,

zavisi i od frekvencije. I dalje se zadrzavamo na aproksimaciji atoma sa dva nivoa.
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Za racunanje polarizacije koristimo formalizam redukovanog intenziteta (vidi glavu
4). U ovom formalizmu, intenzitet i funkcija izvora su napisani kao Sest-vektori koje
¢emo zvati realni redukovani intenzitet i realna redukovana funkcija izvora (odred-
nicu “realan” ¢emo ponekad podrazumevati). Realni redukovani intenzitet zavisi
od pravca dok redukovana funkcija izvora ne zavisi od pravca, i time zadrzavamo
jednostavnost iz skalarnog (nepolarizovanog) slucaja. Ovaj prelaz iz Stoksovog u
redukovani formalizam je veoma vazan u prakticnom radu posto bitno smanjuje i
memorijsku zahtevnost i racunarsko vreme.

Pitanje na koje bismo odmah da odgovorimo je: Zasto odabrati 2D cilindricni
koordinatni sistem a ne 2- ili 3D Derkartovske koordinate? U poredenju sa 2D Dekar-
tovskim koordinatama, cilindri¢ni pristup dozvoljava mnogo veéi stepen realnosti,
posto omogucava modelovanje objekata koji su i dalje konacni u sve tri prostorne
dimenzije (npr. diskovi, prstenovi, razne “niti” i “petlje” u Suncevoj atmosferi...),
a zahteva slicnu koli¢inu racunarskog vremena. Ovome ide u prilog ¢injenica da
se za astrofizicke objekte relativno Cesto pretpostavlja osna simetrija. 3D mod-
eli na Dekartovskim koordinatnim mrezama bi nam omogucili da relaksiramo i tu
pretpostavku ali bitno je napomenuti da 3D prenos zracenja zahteva jako mnogo
procesorskog vremena i memorijskog prostora. Tacnije, veli¢ina koordinatne mreze,
pa samim tim i procesorsko vreme i memorijska zahtevnost se povecavaju O(N)
puta, gde je N neki karakteristicni broj diskretnih tacaka po prostornoj koordinati.
U prakticnom radu, N je reda velicine 100, Sto je bitan skok u zahtevnosti i ¢esto
trazi vestu paralelizaciju koda i mnogo procesorskog vremena. Po nasem misljenju
koris¢enje 2D cilindri¢nih koordinata za modelovanje odgovaraju¢ih objekata je op-
timalan pristup. Ipak, kao Sto ¢emo videti u nastavku teksta, ovaj pristup unosi
nepreciznosti i donekle komplikuje formulaciju i racunanje nekih veli¢ina koje su u
Dekartovskim koordinatama trivijalne.

Ostatak ove glave je struktuiran na slede¢i nac¢in: u odeljku 5.2 ¢emo ukratko
predstaviti pristup iz rada VNHLO2 koji je polazna tacka u nasem radu. Takode
¢emo detaljnije prodiskutovati o nekim spornim stavkama kao Sto su granic¢ni uslovi,
interpolacija pravca i izbor kvadrature za integraciju po pravcima. Objasni¢emo

kako se izracunava i polarizacija rasejanjem (@) i U komponente Stoksovog vektora).
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Odeljak 5.3 se bavi poredenjem predstavljenog metoda sa dobro poznatnim rezul-
tatima iz 1D geometrije. Odeljci 5.4 i 5.5 sadrze jednostavne astrofizicke primere
koji su pogodni za primenu 2D cilindri¢nih koordinata. Na kraju, odeljak 5.6 se
bavi detaljnijom diskusijom prednosti i mana ovog pristupa kao i nekim moguéim

unapredenjima i planovima za dalji rad.

5.2 Metod

Kako je ukljucivanje polarizacije rasejanjem, zahvaljujuci formalizmu opisanom u
glavi 4, relativno pravolinijsko prosirenje nepolarizovanog problema (naravno, samo
ukoliko je donji nivo prelaza nepolarizovan), prvo ¢emo opisati resenje (pre svega for-
malno) u skalarnom slucaju, tj. kada nas interesuje samo I komponenta Stoksovog
vektora. Kao sto smo videli, da bismo izracunali izlazni intenzitet potrebno je resiti
jednac¢inu prenosa zracenja, Sto znaci izvsiti formalno resenje u svim tackama koordi-
natne mreze, u svim razmatranim pravcima i na svim frekvencijama. Ponovo ¢emo
napisati jednac¢inu prenosa zracenja u formi “duz zraka” (ovakav oblik jednacine

prenosa ne zavisi eksplicitno od geometrije problema):

dI(r,z,0,¢,v)
dr

=o(v)(I(r,z,0,p,v)— S(r, 2,v)). (5.1)

Ovde je v frekvencija zracenja a ¢(v) je apsorpcioni profil linije. 7 je srednja opticka
dubina duz zraka:

dr = —xds, (5.2)

gde je x srednji koeficijent apsorpcije u liniji a ds je elementarna geometrijska
putanja duz zraka. Pod pretpostavkom kompletne redistribucije po frekvencijama
(CRD) funkcija izvora je nezavisna od frekvencije. Podsetimo se izraza za funkciju

izvora u modelu atoma sa dva nivoa:

S=eB+(1—¢)J. (5.3)
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Konciznosti radi nismo naglasili (podrazumevanu) zavisnost od prostornih koordi-
nata. Ovde je B Plankova funkcija a J srednji intenzitet integraljen po liniji (ili

samo: srednji intenzitet, ili: integral rasejanja), koji je, kao i do sada, definisan kao:

1 oo s 2
J = —/ gb(l/)dl// / 1(0, ¢, v)sinOdOdp. (5.4)
AT ] oo 0o Jo

Jednacine 5.11 5.3 zajedno ¢ine jednu integro-diferencijalnu jednacinu koju je moguce
reSiti direktno samo u posebnim slucajevima. Generalno, potrebno je numericko
reSenje. Ovde koristimo standardnu Jacobi iteraciju, opisanu u glavi 3, i standardnu
formu kratkih karateristika (Olson & Kunasz 1987), primenjenu na cilindri¢ne ko-

ordinatne mreze kao u radu VNHLO02.

5.2.1 Metod kratkih karateristika u cilindri¢nim koordinatama

Kao sto je objasnjeno u poglavlju 2, metod kratkih karakteristika je baziran na

integralnom obliku jednacine prenosa zracenja:

Atyg(v)
I (v) = Iy(v)e AW +/ S(t)et =AW gt (1), (5.5)
0

Kao i u 2D Dekartovskim koordinatama, indeks L obelezava “lokalnu” tacku, dok U
oznacava uzlaznu tacku, koja je odabrana kao prva tacka preseka izmedu zraka i ko-
ordinatne mreze, u uzlaznom smeru, tj. smeru suprotnom od prostiranja zraka. Ay
je srednji opticki put izmedu tacaka U i L. Ponovo ¢emo pretpostaviti paraboli¢no
ponasanje funkcije izvora na intervalu UD i analiticki resiti jednacinu prenosa u

integralnom obliku:
[L<I/) = [U(V)eiATU(b(V) -+ Q/JU(V)SU -+ 1/JL<I/)SL -+ Q/JD(V)SD. (56)

U ovoj jednacini indeks D obelezava “donju” ili “silaznu” (kako je engleski izraz
downwind, drzac¢emo se izraza “donja” iako to nije odgovaraju¢i antonim termina
“uzlazna”) tacku, koja je, analogno uzlaznoj tacki, prvi presek zraka sa koordi-
natnom mrezom u smeru prostiranja zraka. Za razliku od pristupa iz glave 2, ovde

smo lokalni izvod eliminisali koristeci i donju tacku. Koeficijenti ¢ zavise od optickih
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udaljenosti izmedu tacaka U i L., odnosno L i D, tako da implicitno zavise i od pravca
u kom se zrak prostire. Da bi se dobile vrednosti funkcije izvora, neprozrac¢nosti
i specificnog intenziteta u tackama U i D neophodno je, kao i na Dekartovskim
mrezama izvrsiti prostornu interpolaciju. Kako ovde koristimo Jacobi iteraciju koja
ne zahteva “prolaze unazad”, slobodni smo da odaberemo komplikovaniju, a i pre-
cizniju shemu za interpolaciju. U primerima predstavljenim u odeljku 5.3 koris-
timo kvadrati¢nu interpolaciju kao u Auer & Paletou (1994) koja je u svojoj sustini
Lagrange-ova interpolacija sa “vestackim” suzbijanjem nerealisticnih maksimuma i
minimuma. U odeljku 5.5, pak, implementirali smo glatku, strogo monotonu in-
terpolaciju drugog reda poznatu kao BESSER i predstavljenu u Stépan & Trujillo
Bueno (2013).

Pogledajmo kako izgleda proces formalnog resenja za ve¢ poznati slucaj 2D

Dekartovske mreze ali sada sa koris¢enjem i tacke D:

1. Za dati pravac zraka, kre¢emo od odgovarajuce granice koordinatne mreze,

gde je ulazno zracenje zadato.

2. Prolazedi kroz mrezu u zadatom pravcu, nalazimo ulazne i donje tacke i inter-

poliramo potrebne fizicke velicine.

3. Resavamo jednacinu 5.6 za sve frekvencije. Specificni intenzitet se zatim dalje

koristi za interpolaciju u narednim tackama.

4. Koraci 1-3 se ponavljaju za svaki zadati smer zrakova, polaze¢i od odgo-

varajuce granice koordinatne mreze.

Primena metoda kratkih karateristika u cilindricnim koordinatama je ipak nesto
drugacija nego u pravouglim koordinatama. Implementacija u cilindricnom sluc¢aju
je detaljno opisana u radu VNHLO2 a ovde ¢emo sumirati samo glavne ideje.

Prvo, setimo se da na pravouglim koordinatnim mrezama (glava 2) zrak moze da
presece ili horizontalnu ili vertikalnu granicu celije. Ovo vodi ka dva razlicita tipa
zraka, za koje je potrebna interpolacija ili po vertikalnoj (y) ili po horizontalnoj
() koordinati. Tacka U uvek “prethodi” lokalnoj tacki (u smislu smera prolaska

kroz mrezu) dok tacka D uvek “sledi nakon” lokalne tacke. Formalno resenje i
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Slika 5.1: Razliciti tipovi zrakova u cilindricnoj geometriji. Tipovi 1 i 2 su sli¢ni
pravougloj geometriji opisanoj u glavi 2 i seku ili horizontalnu ili vertikalnu ivicu
¢elije. Tip 3 postoji samo u cilindri¢noj geometriji i kod njega su r koordinata
uzlazne i lokalne tacke jednake.
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sva pripadajuc¢a razmatranja su vrlo prirodna i intuitivna, posto projektujemo tro-
dimenzionalni prostor na 2D ravan.

U cilindricnim koordinatama, projekcije kratkih karakteristika na 2D koordi-
natnu mrezu su, strogo govoredi, zakrivijene (videti VNHLO02 za ilustraciju i detaljnu
diskusiju). Naravno, uvek je moguce razmatrati ih kao prave linije, integrale¢i duz
linije koja spaja tacke U i L. Ovo ¢e neizbezno dovesti do nepreciznosti u numerickoj
integraciji, i ta nepreciznost zavisi od rezolucije koordinatne mreze. Takode, postoji
i tre¢a vrsta zraka, ilustovana na slici 5.1. Na ovoj ilustraciji zraci 1 i1 2 su “ulazni”
zraci, za koje vazi da je radijalna koordinata uzlazne tacke vec¢a od one koja odgovara
lokalnoj tacki. Ova dva zraka su sli¢na zracima koje sre¢emo u pravouglim koordi-
natama, tj. seku koordinatnu mrezu duz granica kojima je r = const ili z = const pa
samim tim zahtevaju interpolaciju duz jedne od ove dve prostorne koordinate. Slucaj
je isti sa “izlaznim” zrakovima, s tim Sto se, usled zakrivljenosti koordinatne mreze,
moze pojaviti i treéi tip (vidi sliku 5.1). U ovom slucaju tacke U i L imaju istu pros-
tornu koordinatu r. Prostorna interpolacija se vrsi po z, dok ugaona interpolacija
nije potreba (videti diskusiju u nastavku glave oko detalja vezanih za neophodnu
interpolaciju po uglovima). Lako se vidi da, za ovaj tip zraka, vazi oy = m—¢. Kako
se kroz koordinatnu mrezu, kao i u slucaju Dekartovog pravouglog koordinatnog sis-
tema, prolazi ugaoni kvadrant po ugaoni kvadrant (tj. imamo Cetiri prolaska), ovo ¢e
dovesti do nezgodnih problema u dinamickoj alokaciji/dealokaciji memorije. Tacnije,
neki od intenziteta se moraju konstantno ¢uvati u memoriji. Sa druge strane, setimo
se da je na pravouglim mrezama moguce de-alocirati specificni intenzitet ¢im vise
nije potreban za interpolacju. Na ovaj nac¢in se memorijski prostor mnogo manje

opterecuje i, samim tim, moguce je uzeti u obzir mnogo vece koordinatne mreze.

5.2.2 Interpolacija pravca i numericka integracija po pravcima

Kao sto je detaljno opisano u radu VNHLO2 i ilustrovano na slici 5.2, ugao koji
opisuje azimut jednog istog zraka je razlicit u lokalnoj i uzlaznoj tacki. Obelezimo
azimut zraka u uzlaznoj tacki sa ¢y. U opstem slucaju ta vrednost se ne nalazi u
skupu diskretnih uglova koji koristimo za numericko resenje, pa vrednost Iy (6, o)

mora biti izracunata interpolacijom po azimutu. Najjednostavniji pristup je, nar-
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avno, da ta interpolacija bude linearna. Kao Sto je uobicajeno, pozeljna je inter-
polacija viseg reda, preciznosti radi. Pozeljno bi bilo da interpolacija takode bude
monotona u smislu eliminacije nezeljenih minimuma i maksimuma, pa mozemo ko-
ristiti, na primer, metod predstavljen u Auer & Paletou (1994), u tom radu koriséen
za prostornu interpolaciju.

Postoje i sofisticiraniji pristupi, kao sto je Fourier-ov razvoj polja zracenja po
azimutu, originalno predstavljen u radu Gouttebroze (2005). Ovakav pristup nam
omogucava da eksplicitno uzmemo u obzir periodi¢nost polja zracenja po ¢. U
originalnom radu Gouttebroze-a, ova interpolacija je koriS¢ena za prostornu inter-
polaciju po azimutu (u pitanju su cilindriéne koordinate koje ne pretpostavljaju
osnu simetriju). Implementirali smo ovaj metod u nas kod, ali ovaj put za interpo-
laciju uzlaznog intenziteta po pravcima. Za test probleme predstavljene u 5.3, ovaj
metod je pokazao dobro slaganje sa polinomijalnom interpolacijom, ali se ispostavilo
da je bitno vremenski zahtevniji.

Konaé¢no, iskoristili smo ideju Bezier-ovih splajnova koje je originalno u kontekst
interpolacije u prenosu zrac¢enja uveo Auer (2003) a nedavno su koriséeni za pros-
tornu interpolaciju u problemima prenosa zracenja (npr. de la Cruz Rodriguez &
Piskunov 2013). U pitanju je interpolacija drugog ili treceg reda, koja automatski
¢uva monotonost funkcije, Sto opet automatski sprecava pojavljivanje nezeljenih
maksimuma i minimuma. [ako ova shema ne uzima eksplicitno u obzir periodi¢nost
intenziteta po azimutu', po nasem iskustvu ona predstavlja najbolji spoj preciznosti
i stabilnosti. U rezultatima predstavljenim u odeljcima 5.3 i 5.4 je koristimo samo za
ugaonu interpolaciju, dok u nastavku ove glave (odeljak 5.5) koristimo slican metod,
BESSER, kako za interpolaciju po uglovima, tako i za prostornu interpolaciju i za
formalno resenje.

Iz naseg iskustva, odabir sheme za ugaonu interpolaciju moze bitno da utice na
konaé¢ni rezultat (tj. vrednosti funkcije izvora). Za jednostavne probleme, kao $to su
oni koje koristimo za testiranje u odeljku 5.3, razlike su manje od 1% i smatramo da

su prihvatljive. U situacijama gde je polje zracenja jako anizotropno i nehomogeno,

'Mada se periodi¢nost uvek moze delimi¢no uzeti u obzir, progirivanjem skupa interpolanada
sa leve i desne strane.
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Slika 5.2: Razlika izmedu azimuta zraka u lokalnoj i u uzlaznoj tacki. Ova, u opstem
slucaju nezanemarljiva razlika, ¢ini interpolaciju po pravcima neophodnom.

razlike, u principu, mogu biti mnogo vece. Skre¢emo paznju na ove probleme i
napominjemo da ih mi smatramo verovatno najve¢im nedostatkom ovog pristupa
modelovanju osno-simetri¢nih objekata.

Drugi vazan aspekt, ne samo modelovanja u cilindri¢nim koordinatama, je odabir
diskretizacije, pa samim tim i integracije po pravcima. Kao $to smo opisali u glavi 2,
jednac¢ina prenosa se resava za odabran broj pravaca koji su opisani kombinacijom
vrednosti uglova # i ¢ a dobijeni intenzitet se zatim numericki integrali po pravcima
i frekvencijama da bi se dobili odgovarajuéi momenti polja zracenja (npr. srednji in-
tenzitet J). Ve¢ smo napomenuli da je odabir integracije po frekvencijama relativno
jednostavan, barem u slucaju CRD aproksimacije i Gausovog profila linije, kada se
razmatraju jedino frekvencije koje su blizu centra linije. Sa druge strane, odabir
integracije po pravcima moze bitno da utize na tacnost i konvergenciju metoda.

O integraciji po pravcima smo ve¢ govorili u glavi 2. Za izracunavanja u ovoj glavi
smo takode odabrali Carlson-ov set B (Carlson 1963). Ova kvadratura “imitira”
Gausovske tezine za integraciju po oba ugla i zadrzava invarijantnost na rotaciju,
koordinatnog sistema za 90°. Koriséena je u nekoliko nedavno objavljenih radova
(npr. Anusha & Nagendra 2011a; Ibgui et al. 2013). U resavanju test problema iz
5.3 smo poredili razli¢ite sheme za diskretizaciju po pravcima i relativne razlike nisu
bile veé¢e od 0.5% $to mozemo smatrati prihvatljivim. Ipak, u nekim “ekstremnijim”

problemima, razlike bi mogle biti dosta vec¢e. Ocigledno su i interpolacija i integracija
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po pravcima vrlo vazne za tacnost cele metode i preporucujemo pazljiva razmatranja

i preliminarna testiranja pre odabira sheme za konkretan problem.

5.2.3 Granic¢ni uslovi

Najveci broj pomenutih radova koji se bave cilindricnom geometrijom se bavi ili
samo-emitujué¢im objektima (Stenholm 1977, VNHLO02) ili jednostavnim oblikom
ulaznog zracenja. Kako je glavna ideja ovog dela teze da predstavi metode za
racunanje polarizacije rasejanjem, koja je osetljiva na anizotropiju polja zracenja,
veoma je vazno pravilno obracunati uticaj izvora koji obasjavaju objekat koji ispitu-
jemo. Razmotrimo, na primer, modelovanje Sun¢evih protuberanci: potreban nam
je ne samo srednji intenzitet zracenja koje obasjava objekat, ve¢ i njegova ugaona
zavisnost (usled tzv. potamnjenja ka rubu), da bismo precizno izracunali tenzore
polja zracenja koji uticu na polarizaciju rasejanjem. U ovom konkretnom slucaju
postoji takode nagli prekid funkcije 1'¢(6), gde je ™ intenzitet ulaznog zracenja.
Sa slicnom situacijom smo suoceni ako razmatramo primer cirkumstelarnog diska
koji je obasjan mati¢cnom zvezdom.

Za ovakve slucajeve preciznu strategiju je predlozio Gouttebroze (2005). Ako je
anizotropija ulaznog zracenja dobro poznata (npr. iz tablica potamnjenja ka rubu),
mozemo da napravimo veoma finu diskretizaciju po pravcima (u nasem slu¢aju 100
puta finiju nego sto je diskretizacija koju koristimo za numericko reSavanje unutar
objekta). Zatim mozemo da usrednjimo ulazno zracenje, tako da za svaki ulazni
zrak imamo njegov “srednji” intenzitet definisan na ugaonom intervalu koji taj zrak
“pokriva”. U principu, ovo stvara greske u ulaznom intenzitetu, ali ne i u funkciji
izvora posto ista zavisi samo od momenata polja zracenja koji su, zapravo, tacnije
izracunati ovim pristupom. Nakon sto dodemo do konvergencije, potrebno je jos
jedno dodatno formalno resenje bez usrednjavanja ulaznog zracenja da bismo nasli
adekvatan izlazni intenzitet.

Drugi vazan aspekt su “unutrasnji” granicni uslovi, tj. grani¢ni uslovi na r =
Tmin- Ako je rmim = 0, prvo je potrebno izvrsiti formalno reSenje u “ulaznim”

pravcima a zatim iskoristiti argumente simetrije da se nadu grani¢ni uslovi na un-
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utrasnjoj granici. Ispostavlja se da je:
[<97()07V):[<977T_()07V)' (57)

Napominjemo ovde da je ovaj oblik grani¢nih uslova pogodan i za tretman kom-
ponenti redukovanog intenziteta koji koristimo za racunanje polarizovanog polja
zracenja, posto komponente redukovanog intenziteta ne menjaju znak usled rotacije.
Takode smo primetili da je veoma vazno da se A operator, tj. koeficijenti ¢ izracunaju
koriséenjem kratkih karakteristika drugog reda u ovom slucaju (obi¢no se na grani-
cama koordinatne mreze koriste karakteristike prvog reda). Za razliku od “spoljnih”
granicnih uslova, ovde je moguce iskoristiti kratke karakteristike drugog reda, usled
simetrije objekta u odnosu na r = 0 (tj. iako je lokalna tacka na “ivici” koordinatne
mreze i dalje mozemo naéi “donju” tacku).

Sa druge strane, ako je ry;, # 0, neophodno je eksplicitno dati graniéne uslove
na unutrasnoj granici. Primer za ovaj slucaj je modelovanje diska ili prstena koji
obasjava zvezda koja se nalazi unutar njega. U ovom slucaju “ulazni” zraci, koji
napustaju unutrasSnju granicu se zanemaruju, tj. smatra se da ih apsorbuje objekat
koji se nalazi u centru diska. Ulazno zrac¢enje na unutrasnjoj granici se racuna i
usrednjava kao $to je navedeno na pocetku ovog odeljka.

Dodatne komplikacije sa grani¢nim uslovima se pojavljuju ukoliko je objekat
obasjan zracenjem koje dolazi iz tackastog izvora. Primer za ovo je gas u labora-
toriji kog obasjava laser, ili ekstrasolarna planeta koju obasjava udaljena zvezda.
[zuzetno je naporno i neprakticno odabrati odgovarajucu diskretizaciju po pravcima
da bi se ovi slucajevi pravilno obracunali. Mnogo zgodniji metod je predlozen u
Chandrasekhar (1950). U ovom pristupu, polje zracenja se deli u dve komponente
(vidi sliku 5.3): 1) propusteni deo ulaznog zracenja koje prodire u objekat i ulazi u
jedan deo srednjeg intenziteta, pa samim tim i funkcije izvora; ii) difuzni deo polja
zracenja koji nastaje u procesima rasejanja (ili usled termalne emisije gasa). Polje

zracenja onda izgleda ovako:

[tOtal(ﬁ, o, v)=1(0,p,v)+ [tr(ﬁ, o, V). (5.8)
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Transmitted part, equal to the
incident at the boundary

>
>
Incident Radiation >
Diffuse part, equal to zero at the
boundary
Object Boundary

Slika 5.3: Tlustracija “podele” zracenja na dve komponente. Propustena (transmit-
ted) komponenta je na granici jednaka ulaznom zracenju i biva apsorbovana unutar
objekta. Difuzna komponenta je na granici jednaka nuli i podleze jednacini prenosa
zracenja gde funkcija izvora zavisi od integrala rasejanja u koji ulaze obe komponente
zracenja, usrednjene po pravcima.

Ovde je I difuzni deo intenziteta. Kako propusteni deo intenziteta (obelezen
gornjim indeksom “tr”) dolazi iz diskretnog pravca, tretira¢emo ga kao delta funkciju
po 61 ¢. Sad, jednacina prenosa zracenja se moze podeliti u dve jednacine, od ko-
jih svaka odgovara jednom delu ukupnog intenziteta. Difuzno zracenje je opisano
jednacinom prenosa sa granicnim uslovima koji su nula (jednaé¢ine 5.1) a funkcija
izvora ima oblik dat sa 5.3. Jednacina prenosa za propusteno zracenje je jednos-
tavnija posto za doti¢no ne postoji funkcija izvora, pa isto samo biva oslabljeno
usled apsorpcije u objektu. Analogno mozemo podeliti srednji intenzitet odnosno

integral rasejanja na difuzni i propusteni deo:

J"(z,r) = / (v dl// /Itr )e T8 — 0)8(0 — 6) sin Bdbdp, (5.9)

gde 6y 1 ¢y opisuju pravac ulaznog zracenja. Koriste¢i osobine delta funkcije:

JT(z,7) = / p(W)dvIF(v)e ™), (5.10)

gde je 7(v) monohromatski opticki put koji je ulazno zracenje proslo kroz ob-

jekat. Ovaj srednji intenzitet dodajemo ukupnom srednjem intenzitetu difuznog
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polja zracenja da bismo adekvantno izrac¢unali funkciju izvora (koja ulazi samo u
jednac¢inu prenosa za difuzni deo intenziteta). Kako ulazno zracenje ima oblik delta
funkcije, ono direktno utic¢e na izlazno zracenje samo u vrlo specificnim sluc¢ajevima.
Na primer, ako nas interesuje doprinos procesa rasejanja transmisionom spektru ek-
strasolarne plenete, potrebno je dodati difuzni intenzitet na, adekvatno oslabljen,

ulazni intenzitet.

5.2.4 Jacobi-jeva iteracija primenjena na cilindri¢ne koordi-

nate

Istorijski pregled perturbativnih metoda pa samim tim i Jacobi-jeve iteracije
je dat na kraju prve glave. Implementacija u slucaju 2D pravouglih koordinatnih
mreza je opisana u glavi 3. Ovde ¢emo vrlo sazeto ponoviti osnovnu ideju.

Formalno resenje jednacine prenosa i jednacina statisticke ravnoteze za atom sa

dva nivoa se mogu zajedno napisati kao:
S =eB+ (1—¢€)A[S]. (5.11)

A operator predstavlja ceo proces numerickog izracunavanja srednjeg intenziteta iz
funkcije izvora za koju pretpostavljamo da je poznata. Nijedan od dva “ekstremna”
slucaja za resavanje ovog problema (A iteracija i direktno resenje) nisu optimalni u
smislu procesorskog vremena. Optimum je, u stvari, “sredina” izmedu ova dva pris-
tupa: koris¢enje aproksimativnog operator koji se lako invertuje a zatim iterativna

primena istog zarad popravke resenja:
S =eB+ (1—€e)A*[S]+ (A —A")[S]. (5.12)

Ako koristimo [lokalni operator, kao Sto su predlozili Olson et al. (1986), inverzija
aproksimativnog operatora A* se svodi na prosto deljenje, tako da jednacina za
popravku funkcije izvora izgleda ovako:

eB+ (1 —¢)J — S
1—(1—¢)A*

AS = (5.13)
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Ovo je identican pristup Jacobi iteraciji opisanoj u glavi 3, osim $to, umesto koefi-
cijenta b koristimo aproksimativni operator A*. Jednaé¢ina 5.13 se resava iterativno,
sve dok AS/S ne bude manje od neke predefinisane vrednosti §. Za izrac¢unavanja
u ovoj glavi koristimo § = 1075. A* se u praksi ra¢una integracijom koeficijenta 1)y,
po pravcima i frekvencijama. Takode je potrebna odgovarajuca popravka posto, for-
malno gledano, tacka D takode doprinosi lokalnom operatoru (i to negativno, vidi
Asensio Ramos & Trujillo Bueno 2006). U nasim izracunavanjima ova popravka
je neophodna (iako VNHLO2 tvrde da to nije slucaj). Razlog za to je $to u za-
krivljenim koordinatama opticke udaljenosti UL i LD mogu bitno da se razlikuju.
Ukoliko bismo koristili neku striktno monotonu interpolaciju (npr. BESSER, vidi
odeljak 5.5), ova popravka bi postala nepotrebna.

Takode smo testirali Ng akceleraciju (Ng 1974), koja na osnovu nekoliko prethod-
nih (tipiéno 3-5) vrednosti funkcije izvora rac¢una novu, tacniju vrednost funkcije
izvora metodom minimizacije reziduala. Veoma jasno objasnjenje primene Ng akcel-
eracije je dato u Olson et al. (1986). Za probleme predstavljene u 5.3, ostvarujemo

nekih 2.5 - 3 puta brzu konvergenciju koriste¢i ovaj metod za dodatno ubrzanje.

5.2.5 Polarizovana jednacina prenosa u redukovanom for-

malizmu

U prethodnoj glavi smo pokazali da polarizovani intenzitet i funkcija izvora mogu
biti razvijeni uz pomoc¢ ireducibilnih simetri¢nih tenzora, koji problem prebacuju u
bazis gde su intenzitet i funkcija izvora Sest-vektori: 7' = (Z;) i & = (S;), gde
t = 0..5. Naglasavamo jos jednom da je glavni razlog za primenu ovog formalizma
to sto funkcija izvora postaje nezavisna od pravca, sto znatno smanjuje memorijsku
zahtevnost i procesorsko vreme. U slucaju kada je donji nivo prelaza nepolarizo-
van, redukovani intenzitet zadovoljava istu jednac¢inu prenosa kao i nepolarizovani

intenzitet: A
dZ"(r,z,0 p,v)
dr

= ¢(v) (fr(r, 2,0, 0,v) —S"(r, z)) , (5.14)
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dok je redukovana funkcija izvora data kao:

~ A

ST=eB +(1—eJ, (5.15)
gde je redukovani integral rasejanja NAE
N 1 e’} 2m T N
J"= 4—/ (b(l/)dV/ / U (0, 0)Z" (0, ¢, v)sin 0didep. (5.16)
T J—o 0o Jo

Setimo se da je T matrica dimenzija 6 x 6 ¢iji elementi zavise od pravca i koja
opisuje sprezanje izmedu razlicitih komponenti redukovanog intenziteta. Elementi
su dati u apendixu D u radu Anusha & Nagendra (2011b). B je Plankova funkcija
u redukovanom bazisu B" = (B,0,0,0,0,0).

Da bismo izracunali izlazno polarizovano zracenje potrebno je da resimo polari-
zovani ne-LTR problem formiranje linije, odnosno da konzistentno resimo jednacine
5.14 - 5.16. Koristimo pristup opisan u prethodnoj glavi: Prvo, standardnom Ja-
cobi iteracijom dobijamo samokonzistentno resenje zanemarujuéi polarizaciju a za-
tim naizmenicno resavamo jednacine 5.14 - 5.16 do konvergencije. Ovo je, prakticno,
A iteracija za polarizovano zracenje koja, kao sto smo objasnili u glavi 4, konvergira
relativno brzo i upotrebljiva je za prakticnu primenu.

Jasnoce radi, izlozicemo jo$ jednom ceo proces resenja polarizovanog ne-LTR

problema po stavkama:

1. Jacobi iteracijom sa Ng ubrzanjem dolazimo do resenja nepolarizovanog prob-

lema.
2. Pocetne vrednosti redukovanog intenziteta postavljamo na 7= (1 scalar () /() (), 0, 0).

3. Zatim na smenu reSavamo polarizovane jednacine prenosa zracenja i statisticke
ravnoteze. Za kriterijum za konvergenciju koristimo Ro < § = |ASy/So| <

1075,

4. Iz komponenti redukovanog intenziteta racunamo Stoksov vektor koristeci jednacine

4.20 - 4.22.
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5.2.6 Granicni uslovi za polarizovano zracenje

Kako smo, u okviru ovog istrazivanja, zainteresovani za objekte koji nisu samo-
emitujuci ve¢ i rasejavaju upadno zracenje, neophodno je da postavimo odgovarajuce
grani¢ne uslove i za polarizovano zracenje. U principu, ulazno zracenje se moze
opisati koriste¢i odgovarajuce vrednosti Stoksovih parametara. Problem nam, pak,
stvara cinjenica da prelaz iz Stoksovog vektora u vektor redukovanog intenziteta
nije jednoznacan, tako da je neophodno opisati ulazno zracenje koristec¢i redukovani
bazis. Redukovani intenzitet, opet, nije veli¢cina koja se moze odrediti iz posma-
tranja, sem komponente I, koju mozemo da smatramo jednakom I komponenti
Stoksovog vektora. Ukoliko je zrac¢enje ne-polarizovano ili je polarizacija upadnog
zracenja zanemarljiva u odnosu na polarizaciju koja nastaje u samom objektu (kao
sto je slucaj sa, npr., Sun¢evim protuberancama), ostale komponente redukovanog
intenziteta mozemo postaviti na nulu.

[ u slucaju polarizovanog zracenja mozemo biti suoceni sa situacijom kada ugaona
raspodela zracenja ima oblik delta funkcije. U tom sluc¢aju mozemo da piSemo, po

uzoru na jednacinu 5.10:

A 1 0 2 T R
i;Cident = / ¢(V)dV / / \I/r(e, QO)ZT(]/)Q_T(V) X
Ar J s o Jo

0(0 — 0o, ¢ — o) sin OdOd . (5.17)

~
Jr
inciden

. se onda moze izracunati analiticki i dodati na polarizovanu funkciju izvora
u redukovanom bagzisu, kao i u nepolarizovanom slucaju.

U opstijem slucaju ulaznog zracenja na granicama kada polarizacija nije zane-
marljiva, koristimo pristup opisan u radu Faurobert et al. (2013). U ovom radu
je pokazano da se polarizovana funkcija izvora u realnom redukovanom formalizmu
moze podeliti na difuzni i transmitovani (propusteni) deo. Propusteni deo se ra¢una
direktno na osnovu upadnog zracenja koje je dato u obliku Stoksovog vektora, dok
se difuzna komponenta tretira kao Sest-vektor redukovanog intenziteta. U radu
Faurobert et al. (2013) je pokazano da je u nekim primerima polarizacija upadnog
zracenja bitna i da mora biti pravilno uzeta u obzir.

Sada predstavljamo test naseg metoda, tj. odgovarajuc¢eg racunarskog koda na

102



nekim poznatim test problemima.

5.3 Poredenje sa 1D primerima

Gore opisani metod je implementiran u C++ kod. Tacke u koordinatnoj mrezi
se tretiraju kao objekti sto ¢ini operacije kao $to je formalno resavanje i interpolacija
intuitivnijim i modularnim. Sva izra¢unavanja u ovom odeljku su izvrsena koristec¢i
Carlson-ov set B sa n = 10 za diskretizaciju po pravcima i 17 ekvidistantnih tacaka
za trapezoidnom integracijom za diskretizaciju po frekvencijama. Koristili smo ko-
ordinatnu mrezu sa logaritamskim razmakom sa 10 tacaka po dekadi sa, kao sto je
uobicajeno, finijom rezolucijom blizu ivica objekta. Kao i u glavi 3, neprozra¢nost
je konstantna i jednaka jedinici, tako da su geometrijska i opticka skala udaljenosti
identi¢ne. U ovom odeljku, cilindri su samo-emitujuéi bez dodatnih izvora zracenja.
Za nepolarizovani slucaj i za koordinatnu mrezu koja se sastoji od 132 x 263 tacaka,
jedna iteracija traje oko 25 sekundi na Intel i7-2600 3.4 Ghz procesoru. U polarizo-
vanom slucaju, iteracija traje oko Sest puta duze.

Da bismo testirali nas metod, prvo smo pokusali da reprodukujemo poznate
rezultate iz 1D plan-paralelne geometrije. U slucaju kada je ukupna opticka de-
bljina cilindra duz z i r mnogo ve¢a od duzine termalizacije (1/¢), funkcija izvora ¢e
saturirati na vrednosti jednakoj Plankovoj funkciji i u oblastima daleko od “boc¢nih”
ivica bi se trebala ponasati slicno kao u 1D geometriji. Ovde smo razmatrali cilindre
sa optickom debljinom od 10! i po z i po r. Plankova funkcija je jednaka jedinici
a ne-LTR problem resavamo za € = 107*, 107% i 1078, U svakom od ovih primera,
cilindar je mnogo veci od dubine termalizacije. PonaSanje funkcije izvora duz z koor-
dinate za r = Ry, je isto kao u 1D plan-paralelnoj atmosferi. To znaci da o¢ekujemo
da funkcija izvora saturira na optickoj dubini pribliznoj dubini termalizacije i da na
povrsini dostigne vrednost 1/eB. Kako je i radijalna opticka debljina jako velika,
ne bi trebalo da primetimo efekat zakrivljenosti cilindra, posto je oblast u kom je
funkcija izvora ne-termalizovana mnogo manja od oblasti u kojoj vazi S =~ B.Prema
tome, ponasanje funkcije izvora duz r za z = z,.c/2 bi takode trebalo da odgovara

1D slucaju. Slika 5.4 pokazuje da je ponasanje funkcije izvora zaista takvo, i to
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Slika 5.4: Zavisnost skalarne funkcije izvora od opticke dubine, u slucaju koji odgo-
vara 1D plan-paralelnoj atmosferi. Gore S(7,) za r = 0. Dole: S(7,.) za 2 = zZiax/2

za sve koris¢ene vrednosti €. U ova tri slucaja, konvergenciju smo dostigli nakon
82, 121 i 224 iteracije, respektivno, koriste¢i Ng akceleraciju. Sada ¢emo analizirati
izracunavanja u polarizovanom slucaju.

Rezultati test problema za prenos polarizovanog zracenja nisu tako dobro poznati
kao u skalarnom slucaju. Jedan od primera vredan pomena je polarizacija u pol-
ubeskona¢nim atmosferama koju je detaljno ispitala Faurobert (1988). U ovom radu
je razmatran prenos polarizovanog zracenja u spektralnim linijama u atmosferi ko-
jom dominira rasejanje, za razlic¢ite pretpostavke redistribucije po frekvencijama. Mi
¢emo uporediti naSe rezultate sa njenim, dobijenim za pretpostavku CRD. Ako raz-
matramo tacku sa koordinatama (zyay, 0), ocekujemo da se izlazno zrac¢enje ponasa

kao zracenje koje napusta povrsinu 1D atmosfere.
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Izlazni /1 polarizovani profili bi trebalo da imaju slican oblik kao u Faurobert
(1988), dok ocekujemo da U/I bude priblizno nula, posto je ova tacka daleko od
ivica i ne ocekujemo azimutalnu asimetriju. Sa slike 5.5 se vidi da je ovo zaista tako.
Q/I se ponasa kao u Faurobert (1988) (razlike u stepenu polarizacije su posledica
nesto drugacije ugaone kvadrature), dok je U/I mnogo manje od /I i mozemo
ga smatrati zanemarljivim, tj. jednakim nuli. Sa druge strane, na ivicama cilindra
oc¢ekujemo drugacije ponasanje posto ¢e anizotropija polja zracenja biti drugacija.
Na slici 5.6 je su prikazani /I i U/I profili za razlicite azimute i 6 ~ 84° u tacki
sa koordinatama (Zmax, Tmax) (ivica cilindra), za e = 107*. Vidi se da se i Q/I i
U/I znacajno razlikuju (polarizacija je veéa) od 1D sluc¢aja. Objasnjenje za ovo
lezi u Cinjenici da su i horizontalne i vertikalne nehomogenosti u funkciji izvora
velike blizu ivica objekta, usled “bezanja” fotona kroz ivice objekta. Takode, osna
simetrija zracenja ne postoji na ivicama objekta sto rezultuje znacajnom Stoksovom
U komponentom. Takode se vidi da se (/I ne menja monotono sa azimutom.
Tesko je povuéi paralelu sa interpretacijama poznatim iz 1D slucaja posto je, u
ovom slucaju objekat trodimenzionalan. Vazno je, ipak, razumeti da razliciti pravci
pruzaju informacije o vertikalnim nehomogenostima na razlicit nacin, sto rezultuje
drugacijim @ /I profilima za drugacije azimute. Napominjemo da je (/I negativno,
Sto odgovara apsorpcionoj liniji formiranoj u polubeskonacnoj atmosferi.

Ovi rezultati se, na neki nacin, mogu koristiti kao referentna resenja. Bilo bi
jako korisno uporediti ih sa rezultatima dobijenim drugim pristupima, npr. kodom
koji je baziran na 3D pravougloj geometriji, izmedu ostalog i zato Sto metod koji
predstavljamo ovde treba da bude zamena za 3D modele u sluc¢aju kada je moguce

pretpostaviti osnu simetriju.

5.4 Rasejanje u spektralnim linijama u cirkum-
stelarnom disku

Jedan ocigledan primer diskolike strukture je gasoviti, cirkumstelarni disk formi-
ran oko zvezde koja ga osvetljava. Disk rasejava zracenje zvezde ali takode moze i

da termalno emituje. Pravilno predvidanje oblika spektralnih linija je jako vazno
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Slika 5.5: Q/I i U/I profili spetkralnih linija u tacki sa koordinatama (zyayx,0) za
pravac ¢ = 84°. Kako je ova tacka daleko od boé¢nih ivica objekta, polarizovani
profili odgovaraju linijama formiranim u 1D atmosferi. Napominjem da je U/I reda
velicine 1078%, §to je zanemarljivo malo u odnosu na @/, kao $to je i ocekivano.
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za for 0 ~ 84° i razlicite azimute.
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i nadasve korisno za interpretaciju posmatranja ovakvih objekata (za neke primere
prenosa zracenja u diskovima vidi Papkalla 1995; Elitzur et al. 2012). Nedavno su
Halonen et al. (2013) poduzeli opseznu studiju koja se bavi polarizacijom rasejanjem
u kontinuumu u ovakvim objektima. Cirkumstelarni diskovi su gasoviti diskovi koji
se nalaze, izmedu ostalog, oko Be zvezda. Zvezde sfernog oblika generalno ne emi-
tuju zracenje koje je polarizovano rasejanjem, posto se isto ponistava na suprotnim
ivicama zvezde (znak ) i U polarizacije se krati na suprotnim rubovima). Ako pos-
toji disk, koji rusi tu simetriju i rasejava zracenje, onda mozemo ocekivati izvesnu
kolicinu polarizacije rasejanjem.

Ovde ¢emo razmotriti jedan jednostavan primer da bismo ilustrovali primenu
naseg koda za prenos zracenja. Disk se nalazi u ravni ekvatora i ima sledece radijalne
dimenzije: Ry.x = 10R, and Ry, = R., gde je R, poluprec¢nik zvezde. Preuzetemo

raspodelu gustine iz rada Halonen et al. (2013):

x(z,7) = xoexp (—z°/H?)(R/R.) ™. (5.18)

Konstante xo i H biramo tako da radijalna srednja opticka debljina diska bude 100
i da disk bude veoma tanak, tj. “zarobljen” u ravni ekvatora. Ovo znaci da su
oblasti daleko od ravni z = 0 prakti¢no prozirne. Pretpostavljamo da disk iskljucivo
rasejava rasejanje (e = 0). Disk je obasjan iznutra zra¢enjem zvezde. Grani¢ni uslovi

onda izgledaju ovako:

I(z,7r = Rpin, 0,0 < w/2,v) = L(p,v) (5.19)

I(z,r,0,0>7m/2,v) =0 (5.20)

na drugim granicama. Ovde [, oznacava intenzitet zracenja koje napusta povrsinu
zvezde. p ima svoje uobicajeno znacenje (u = cos#,) i odnosi se na koordinatni sis-
tem vezan za povrsinu zvezde dok su 6 i ¢ uglovi u koordinatnom sistemu vezanom

za disk. U opstem slucaju vazi da je u = u(6, ¢). Ulazno zracenje trpi, tzv. potam-
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njenje ka rubu, i, u ovom primeru, ne zavisi od frekvencije:

I(p) =< + ;“' (5.21)

Dakle, za ulazno zracenje smo odabrali kontinuum zvezde koji podleze jednostavnom
zakonu potamnjenja ka rubu. Za racunanje granic¢nih uslova koristimo “usrednja-
vanje” koje je predlozio Gouttebroze (2005) i koje smo ukratko sumirali u prvom delu
ove glave. Ponovo koristimo 17 tacka za diskretizaciju po frekvencijama i Carlson-ov
set B sa n = 10. Sem intenziteta u spektralnoj liniji, interesuju nas i /I i U/I po-
larizacioni profili. Ono §to “posmatrac” vidi je (polarizovani) intenzitet koji napusta
povrsinu diska u kombinaciji sa svetloséu zvezde. Napomoinjemo da () i U kom-
ponente dolaze iskljucivo od diska dok je I zbir direktno primljenog, propustenog i
rasejanog zracenja zvezde.

Ako je x osa usmerena ka posmatracu, izraz za ukupni Stokes-ov vektor koji

emituje disk izgleda ovako:

A

I = top COS 6 + Liqe sin 6. (5.22)

Napominjemo ovde da ugao 6 ima isti smisao kao inklinacija koja se koristi u naucnoj
zajednici koja se bavi, npr. dvojnim zvezdama (za posmatraca u ravni diska 6 =i =
7/2). Indeksi “top” i “side” obelezavaju doprinose gornje povrsine diska (ravan sa
2 = Zmax) 1 omotaca diska (zakrivljena povrs sa r = rp.). Odgovarajuce jednacine

za ova dva doprinosa su:

ftop - / / f<zmax7 r, (p)Tde(p (523)
1
fside :/ / f(z,rmaw,cp)rmmdzdcp. (5.24)

Ovde smo, konciznosti radi, izostavili podrazumevanu zavisnost od 6 i v.
Rezultujuéi polarizacioni profili za razli¢ite vrednosti inklinacije diska su prikazani
na slici 5.7. Ocigledno je da disk unosi znac¢ajnu polarizaciju u sistem. U realnim

slucajevima, za ocekivati je da ¢e nivo polarizacije u centru linije biti manji, zbog
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efekata depolarizujuc¢ih efekata, kao sto su sudarni procesi i sopstvena polarizabil-
nost linije koja je ¢esto manja od 1. PonaSanje ukupne polarizacije sa inklinacijom se
slaze sa rezultatima iz Halonen et al. (2013): ukupna polarizacija dostize maksimum
na inklinaciji od oko 75°.

Nedvosmislena interpretacija ovih rezultata je verovatno nemoguca posto su
ovakva izracunavanja zavisna od modela. Rad na koji svakako ovde skre¢emo paznju
je ¢lanak Poeckert & Marlborough (1978), koji se bavi detaljnom analizom zvezde ~y
Cas. Kada govorimo o nasim rezultatima, verovatno najinteresantniji i najkorisniji
rezultat je upravo zavisnost ukupne polarizacije od inklinacije (panel 4 slike 5.7),
posto je verovatno i dalje tesko dobiti precizna posmatranja visoke spektralne rezolu-
cije i polarimetrijske osetljivosti za ovakve zvezde. Ako bi disk bio obasjan tackastim
izvorom svetlosti, ukupna polarizacija bi se ponagala kao P o< sin®i/(2+sin?7). Ova
funkcija je monotono rastuca na intervalu (0, 7). Sa druge strane, nasa izracunata
zavisnost opada nakon ¢ ~ 75°, Sto je posledica sve vete i vete koli¢ine direktno
propustene svetlosti zvezde (a, opet, sve manjeg i manjeg doprinosa diska, ¢ija se
projekcija na ravan neba smanjuje), koja samim tim smanjuje ukupan udeo polari-
zovane svetlosti u sistemu.

I profili spektralne linije se vide u emisiji. Samo za veliku inklinaciju vidimo
nesto samo-apsorpcije u liniji, posto u tom slucaju zracenje prolazi najveci put kroz
disk. Napominjemo da su profili panelu 3 na slici 5.7 normalizovani u odnosu na
maksimum intenziteta za datu inklinaciju, tako da to rezultuje prividno drugacijim
nivoima kontinuuma.

Q/I profili, koji dominiraju polarizacijom, izgledaju kao tipi¢ni profili u CRD
aproksimaciji koji nastaju rasejanjem upadnog zrac¢enja na objektu relativno male
opticke debljine. Napominjemo ovde da su Poeckert & Marlborough (1978) takode
razmatrali i realisticne H« profile, sa mnogo vise detalja nego sto je navedeno ovde.
Oni su takode razmatrali uticaj atoma sa vise nivoa kao i polja brzine. Bez obzira
na to, i njihovi rezultati pokazuju da glavni doprinos polarizaciji daje Stokes-ova )
komponenta i da su profili uglavnom jednostavni, mada sa dva maksimuma, usled
efekata polja brzine (vidi slede¢i odeljak). Razlog zasto ) komponenta daje na-

jvec¢i doprinos polarizaciji je to Sto vrsimo integraciju po azimutu, tako da se bitan
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Slika 5.7: Q/I (gore levo) i U/I (gore desno) polarizovani profili za sistem diska i
zvezde, gde pretpostavljamo da polarizacija nastaje iskljuc¢ivo rasejanjem na disku.
Umesto polarnog ugla 0, ovde koristimo inklinaciju ¢ tako da je inklinacija nula ako
je disk u ravni neba.

deo anizotropije po azimutu, koja utice na Stokes-ovu U komponentu medusobno
ponistava. U sluc¢aju prostorno razlucenih posmatranja, ovo, naravno, ne bi bio
slucaj.

Naglasavamo da je kratka diskusija predstavljena u ovom odeljku samo jedan
jednostavan primer primene naseg 2D koda za prenos zracenja u cilindri¢nim koor-
dinatama. Napominjemo da je glavno odstupanje od realnosti odsustvo polja brzine.
Da bismo ilustrovali vaznost istih, u slede¢em odeljku ¢emo se baviti polarizovanim

profilima spektralnih linija koji nastaju u diskovima koji Keplerovski rotiraju.

111



5.5 Efekti rotacije u samo-emitujuéim
Keplerovskim diskovima

Kao sto smo naglasili u prethodnom odeljku (i u glavi 2), polja brzina su vazan
faktor u izracunavanju prenosa zrac¢enja u spektralnim linija u diskolikim objektima
koje ovde razmatramo. Vazno je odmah naglasiti da su polja brzine vazna samo ako
postoji gradijent brzine unutar objekta (vidi glavu 2). U suprotnom slucaju, ako
se objekat kao ceo krece ili rotira kao ¢vrsto telo, prenos zracenja se moze tretirati
kao u staticnom slucaju a izlazni spektar treba samo korigovati usled odgovarajuéeg
Doppler-ovog efekta nakon izracunavanja. Mi se ovde, pak, bavimo komplikovanijim
slucajem. Gasoviti diskovi, koji uglavnom rotiraju oko centralnog tela (zvezda, crna

rupa) se povinuju Keplerovom zakonu rotacije:

G

. )2, (5.25)

v(r) = (

gde je G gravitaciona konstantna a M je masa centralnog tela za koje pretpostavl-
jamo da je gravitaciono dominantno. Za brzinu, naravno, uvek pretpostavljamo da
je normalna na radijus vektor polozaja (tj. pretpostavljamo kruzne orbite). Od
sada pa nadalje ¢emo, kao referentnu veli¢inu, razmatrati neku karakteristi¢nu brz-

inu rotacije na radijusu Ry. U tom slucaju:

o(r) = UO%)W. (5.26)

Efekte polja brzina smo implementirali koriste¢i formalizam referentnog sistema pos-
matraca opisan u glavi 2. Ovaj pristup je relativno jednostavan za implementaciju
ali moze biti problematican u slucaju kada su brzine mnogo vece od Doppler-ove
brzine za datu liniju (videti Adam 1990; Papkalla 1995). U daljim izra¢unavanjima
¢emo, shodno tome, ograniciti razmatranja na diskove koji rotiraju relativno sporo
(do 10 Doppler-ovih brzina). Ove vrednosti su realisti¢ne za, na primer, cirkumste-
larne diskove. Kako zvezde oko kojih se ovi diskovi nalaze rotiraju brzinama od oko
200km/s, razumno je pretpostaviti da je karakteristicna brzina rotacije diska tog

reda velic¢ine (ili manja). Kako su ovi diskovi takode prozeti razli¢itim turbulentnim
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kretanjima, Doppler-ova Sirina linije raste, tako da je realno ocekivati da dostigne
i do 20km/s. Treba imati u vidu da je glavni cilj ovog odeljka da ilustruje kako
prisustvo polja brzine utice na oblik spektralnih linija i polarizaciju u njima, a ne
da se bavi modelovanjem realisticnih gasovitih diskova.

Bitno je da odmah razumemo zbog ¢ega polja brzine uti¢u na izlazni spektar: 1)
Prvo, gradijent brzine, ako je dovoljno veliki, moze da uti¢e na raspodelu funkcije
izvora unutar objekta, posto fotoni mogu lakse da napuste objekat; ii) Formalno
reSenje sada ukljuc¢uje polja brzine odnosno rezultujué¢i Doppler-ov efekat i izlazni
intenzitet ima drugaciju raspodelu po frekvencijama. Za brzine koje nisu previse
velike, kao Sto je slucaj ovde, o¢ekujemo da drugi efekat dominira.

Da bismo ovo proverili prvo smo ispitali prvi efekat, tj. smanjenje funkcije izvora
usled gubitka fotona koji nastaje zbog gradijenta brzine. Izracunali smo vrednosti
funkcije izvora za statiéni slucaj, kao i za slucaj kada je vy = 10vp i uporedili
vrednosti Sy (prva komponenta redukovane funkcije izvora). 2D raspodela funkcije
izvora u ova dva slucaja je data naslici 5.8. Ovde smo koristili model koji ima srednju
opticku debljinu duz z i r koordinata jednaku 10 odnosno 102, respektivno. Disk
je homogen i izotermalan sa Plankovom funkcijom jednakom jedan. Neprozrac¢nost
je takode jednaka jedinici a koordinatna mreza ima logaritamski razmak sa finijom
rezolucijom duz ivica objekta. Parametar € je jednak 10~%. Napominjemo da je, iako
je opticka debljina diska duz obe ose nezanemariljiva, disk i dalje efektivno opticki
tanak, tj. opticka debljina je mnogo manja od dubine termalizacije za rasejanje u
liniji (1/e).

Rezultati pokazuju da su relativne razlike izmedu ova dva slucaja manje od 5%.
Shodno tome, zakljuc¢ujemo da su razlike izmedu rezultujuc¢ih spektara posledica
pretezno Doppler-ovog pomaka zracenja usled rotacije diska. Napominjemo da, ¢ak
i samo usled ne-LTR efekata, oblici spektralnih linija imaju ne-trivijalne oblike (za
detaljnu diskusiju o vaznosti rasejanja u ovakvim objektima vidi Elitzur et al. 2012).
Kao sto se vidi sa slike 5.8, funkcija izvora znacajno varira i sa z i sa r koordinatom.
Prema tome, nakon ukljucenja polja brzina, ocekujemo komplikovane spektralne
profile sa vise maksimuma kako §to su oni prikazani u Elitzur et al. (2012). Sada

¢emo diskutovati izgled spektralnih linija za razli¢ite brzine rotacije.
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Slika 5.8: 2D raspodela Sy komponente realne redukovane funkcije izvora u z, r ravni
za ne-rotirajuéi disk (gore) i za cilindar koji rotira karakteristicnom brzinom vy =
10vp (dole). Funkcija izvora je data u jedinicama Plankove funkcije. Napominjemo
da su razlike izmedu dva slucaja prakticno zanemarljive.
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Slika 5.9: Izlazni profili spektralnih linija: intenzitet (levo), /I (sredina) i U/I
(desno) za statican disk (gore), disk koji rotira sa vy = bvp (sredina) i disk koji
rotira sa vg = 10vp (dole). Disk ima radijalnu opticku debljinu 1000 i vertikalnu
opticku debljinu 10.
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Slika 5.9 (gornji panel) prikazuje rezultujuée spektralne linije za razli¢ite inkli-
nacije. U staticnom slucaju, profili za razlic¢ite inklinacije imaju slicne oblike. In-
tenzitet u centru linije se smanjuje sa inklinacijom, posto to zracenje stize iz oblasti
blizih povrsini, gde je funkcija izvora manja. Ovo je efekat slican potamnjenju ka
rubu koji je poznat fenomen iz fizike Sunca i zvezda. Kao Sto je i za ocekivati,
(/I polarizacija se pove¢ava sa inklinacijom. Ovo je, takode poznat efekat: iz pos-
matranja i modelovanja polarizacije u Suncevoj atmosferi znamo da se polarizacija
rasejanjem drasticno povecava blizu ruba. Profili imaju centralni “minimum” usled
preplitanja efekata prostorne zavisnosti razlicitih komponenti polarizovane funkcije
izvora. Ocekujemo da je Stoksov parametar U jednak nuli, posto je objekat pot-
puno osno simetrican (naglasavamo da je objekat samo-emitujuéi i da nema cen-
tralne zvezde koja bi pomracenjem poremetila osnu simetriju). NaSa izracunavanja
pokazuju jako malu polarizaciju komponente U, Sto zaista znaci da je ista zane-
marljiva u odnosu na komponente I i Q).

Sa srednjeg i donjeg panela slike 5.9 se vidi da Keplerovska rotacija ostavlja
primetan trag na izgled izlaznih profila. Pre svega, profili linija u slucaju kada je
inklinacija jednaka nuli ostaju isti Sto je i ocekivano posto se vrednosti funkcije izvora
menjaju zanemarljivo malo, a za ovaj pravac posmatranja Doppler-ov efekat ne utice
na formiranje linije posto se rotacija odigrava u zy ravni. Sa pove¢anjem inklinacije,
profili postaju §iri i na kraju mozemo videti visestruke maksimume i komplikovane
oblike koji su rezultat Doppler-ovog efekta, kombinovanog sa nehomogenostima u
funkciji izvora usled uticaja ne-LLTR. Uobicajeno tumacenje da ¢e profili linija imati
dva maksimuma usled rotacije nije validno u ovom sluc¢aju. Samo za vy = 10vp
i veliku inklinaciju vidimo neke indikacije dvostrukih maksimuma, koji su i dalje
kombinovani sa komplikovanim i netrivijalnim oblikom linije.

Sliéni efekti se vide u @/ profilima. Isti postaju §iri i takode se vide razliciti
maksimumi, ali, interesantno, polarizacija u centru linije se ne menja sa brzinom
rotacije. Oblike linija je tesko interpretirati, posto su isti rezultat ne-LTR efekata,
prenosa zracenja u vise dimenzija i polja brzina. Malo “cepanje” linija se moze
ponovo primetiti za velike inklinacije u sluc¢aju vy = 10vp. Najzanimljivija razlika

izmedu staticnog i rotirajuceg slucaja je Stoksova U komponenta koja je bitno ra-
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zlicita od nule. Ovo je takode ocekivan efekat koji su ve¢ diskutovali Vink et al.
(2005). Sada ¢emo malo detaljnije prodiskutovati o razlozima za ovaj efekat i ob-
jasniti njegovo nastajanje.

Setimo se da, u odsustvu magnetnih polja, /I i U/I daju informaciju o ver-
tikalnoj i azimutalnoj anizotropiji zracenja, respektivno. U odsustvu potamnjenja
ka rubu (ili posvetljenja), Stoksova ) komponenta bi bila jednaka nuli. Isto vazi i
za U, u slucaju kada je zracenje (lokalno) osno simetricno. Napominjemo da je, u
slucaju osno-simetricnog diska zracenje, strogo govoreci i dalje asimetri¢no za svako
r # 0. Stoksova U komponenta zavisi od azimutalne anizotropije. Pretpostavimo
da se posmatrac nalazi na x osi i razmotrimo cCetiri elementarne povrsine na istom
rastojanju od centra i sa azimutima 0, /2, m, 37/2 i 2, respektivno. U staticnom
slucaju, nakon integracije po povrsini diska, U komponente koje dolaze sa prvog i
trec¢eg elementa ¢e se ponistiti kao i one sa drugog i ¢etvrtog. Sada, pak, razmotrimo
disk koji rotira Keplerovski. Zracenje sa prvog u treceg elementa ne trpi Doppler-ov
efekat pa Ce se opet ponistiti. Sa druge strane, zracenje sa elementa 2 trpi plavi
pomak dok zracenje sa elementa 4 trpi crveni pomak. Rezultuju¢ i U profili se nece
ponistiti ve¢ ¢e rezultovati dvostruko ispupcenim profilom koji mozemo videti na
donja dva panela slike 5.9. Ovi profili podsec¢aju na Stoksove V' profile poznate iz
fizike Sunca i, na neki nac¢in ih mozemo razumeti na slican nacin: kao superpozi-
ciju dva profila suprotnog znaka, od kojih je jedan pomeren ka plavom a drugi ka
crvenom delu spektra.

Kako bismo detaljnije ispitali efekte visestrukog rasejanja i prenosa zracenja
izracunali smo i profile linija na osnovu istog, ali 10 puta neprozracnijeg diska.
Dakle, opticke debljine diska po z odnosno po 7 su sada jednake 100, odnosno 10%.
Sada oc¢ekujemo veéi gradijent funkcije izvora unutar objekta i, samim tim, drugacije
oblike spektralnih linija. Raspodela funkcije izvora unutar objekta je prikazana na
slici 5.10. Napominjemo da sada vrednosti funkcije izvora variraju skoro za dva
reda velic¢ine i da su gradijenti iste unutar objekta zaista dosta vec¢i. Razlika izmedu
staticnog i rotirajuceg modela je ponovo prakti¢no nepostojeca.

Na slici 5.11 vidimo spektralne linije i polarizaciju koji su izracunati na osnovu

ovog modela. U [ profilima sada vidimo ve¢i centralni minimum. Ovo je posledica
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Slika 5.10: Raspodela funkcije izvora kao na slici 5.8, samo za 10 puta opticki guséi
disk.

¢injenice da su krila linije (maksimumi) formirani na dubinama gde je funkcija izvora
mnogo veca nego u prethodnom primeru. ¢)/I profili imaju slican oblik kao u radu
Faurobert (1988), za slu¢aj polubeskonacne atmosfere.

Nakon uklju¢enja rotacije, profili su bitno drugaciji, sto nije iznenadenje. Stoksovi
I profili postaju siri, sa visestrukim maksimumima i kompleksnom strukturom. Iako
je malo verovatno da bi varijacije u centru linije mogle biti posmatrane (spektralna
rezolucija danasnjih instrumenata za posmatranja zvezda nije dovoljna), detekciju
sirenja linija usled rotacije mozemo ocekivati. Veoma vazna razlika izmedu roti-
raju¢eg i ne-rotirajuc¢eg slucaja je tome Sto su profili u staticnom slucaju, bez
izuzetka, emisioni profili sa “samo-apsorpcijom” u centru linije i dva dobro defin-
isana maksimuma, usled ne-LTR efekata. Cak i pri najmanjim vrednostima v sini,
samo-apsorpcija nestaje i profili izgledaju kao emisioni profili sa jednim maksimu-
mom (koji, ipak, definitivno nema jednostavan Gausovski oblik) i finom strukturom
koja bi, ipak, bila problemati¢na za posmatranje.

Polarizacija u linijama je jo$ interesantnija. Osim (o¢ekivanog) Sirenja, @)/ pro-
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Slika 5.11: Profili spektralnih linija kao na slici 5.9 ali za 10 puta opticki guséi disk.
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fili imaju drasti¢no manji intenzitet u centru linije. Nasa interpretacija ovog efekta je
slede¢a: Usled prisustva polja brzina, nakon prostorne integracije, “vidimo” dublje
oblasti diska. Duboko u objektu, anizotropija je manja, sto znaci da “vidimo” manje
vrednosti polarizovane funkcije izvora. Stoksova komponenta U je ponovo razlicita
od nule i povecava se sa brzinom rotacije, usled istih efekata kao u prethodnom
primeru. Ova polarizacija je, opet, dosta manja. Objasnjenje je sledece: kako je
disk opticki deblji po r koordinati, zracenje je blize osno-simetricnom slucaju, sto,
na kraju, rezultuje manjom vrednoscu za U komponentu.

Kao zakljucak ove disksusije zelimo da napomenemo da, iako su ovi modeli vrlo
jednostavni (homogeni, izotermalni, samo-emitujuéi), na njima se vrlo jasno vidi da
kombinovani efekti rasejanja, visedimenzionog prenosa zracenja i polja brzina rezul-
tuju ne samo Sirenjem linije ve¢ i primetnim razlikama u njenom obliku. Rotacija
rezultuje ne-nultim vrednostima U komponente Stoksovog vektora, koja menja znak
u centru linije. Dalje, za opticki deblje diskove, brzina takode smanjuje @Q)/I polar-
izaciju i prouzrokuje sirenje profila. Ova dva efekta koji su retko, ako uopste, opisani
u literaturi se mogu pokazati kao vrlo korisna dijagnosticka alatka za prostorno ne-
razlucena posmatranja diskova u doba modernih posmatranja sa velikim odnosom

signala prema Sumu.

5.6 Zakljucci

U ovoj glavi smo predstavili metod za resavanje ne-LTR problema prenosa po-
larizovanog zracenja u 2D cilindri¢noj geometriji gde pretpostavljamo da su cilindri
osno-simetricni. Formalno resenje je implementirano preko metoda kratkih karak-
teristika drugog reda a spregnute jednacine prenosa zracenja i statisticke ravnoteze
su reSene Jacobi-jevom iteracijom sa Ng akceleracijom. ReSavanje polarizovanog
problema je implementirano metodom redukovanog formalizma. Pretpostavili smo
kompletnu redistribuciju po frekvencijama, ali, sa adekvatnim izmenama, nas metod
moze da tretira i parcijalnu redistribuciju. Predstavili smo i dva nacina za tretman
grani¢nih uslova, zavisno od prirode upadnog zracenja.

Rezultujuéi kod smo testirali uporedujuci rezultate sa dobro poznatim rezulta-
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tima iz 1D geometrije, i zakljucili da nas metod uspesno reprodukuje raspodelu
funkcije izvora i polarizaciju. Moguée primene metoda su ilustrovane na jednos-
tavnim primerima cirkumstelarnih i samo-emituju¢ih diskova. U zavrsnoj diskusiji
bismo zelili da izlozimo prednosti i mane ovog pristupa.

Prednosti:

e Metod omogucava modelovanje osnosimetricnih objekata bez potrebe za kori-
S¢enjem 3D pravouglih mreza, i samim tim nudi veliku ustedu ra¢unarskog vre-
mena i memorije. 2D cilindri¢na geometrija je mnogo realnija od 2D pravougle,
posto dozvoljava opis objekata koji su konaé¢ni u sve tri dimenzije. Omogucava
jednostavno modelovanje diskova i prstenova koji bi inace zahtevali 3D modele
sa mnogo diskretnih tacaka u prostoru. Takode, osna simetrija je automatski

zadovoljena.

e U praksi je moguce koristiti kod bez paralelne implementacije, sto dozvoljava

jednostavno izvrsavanje na PC racunarima.

e Ukoliko je model moguce opisati sa nekoliko parametara moguce je ¢ak imple-

mentirati inverzne procedure.
Mane:

e Interpolacija po pravcima je neophodna, sto usporava formalno resenje i sman-
juje tacnost. Ovo je posebno vazno za racun polarizacije posto je ona osetljiva
na anizotropiju polja zracenja koja bi, u ekstremnim sluc¢ajevima, mogla da

bude neprecizno izracunata usled interpolacije po pravcima.

o Kratke karakteristike su komplikovanije nego u pravoulgloj geometriji. Pro-
ces interpolacije intenziteta nekad zahteva poznavanje intenziteta ¢iji pravac
pripada razli¢itom oktantu u odnosu na razmatrani pravac. Ovo stvara komp-
likacije u procesu dinamicke alokacije i de-alokacije intenziteta u racunarskom

kodu.

e Ukljucivanje magnetnog polja je ograniceno na osno-simetri¢ne slucajeve.
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Imajuéi u vidu gore receno, zakljucujemo da je ovaj pristup koristan u nekim
slucajevima, na primer, pri modelovanju objekata za koje mozemo pretpostaviti
osnu simetriju. Bilo bi jako korisno uporediti ova izracunavanja sa rezultatima 3D
koda u Dekartovim pravouglim koordinatama i analizirati ne samo razlike u ta¢nosti
veéi u racunarskom vremenu. Ovo je nas glavni dugoroc¢ni cilj. Sledeca prosirenja
metoda ¢e ukljucivati polja brzine u referentnom sistemu fluida. Ovo ¢e omoguéiti

modelovanje objekata u kojima su polja brzine jaka, kao Sto su akrecioni diskovi.
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Glava 6

Zavrsne napomene i planovi za

dalji rad

And the moon is swimming naked
And the summer night is fragrant

With a mighty expectation of relief

Leonard Cohen, ‘Closing time’

U ovoj glavi ¢emo ukratko sumirati rezultate predstavljene u tezi i pomenuti
neke planove i pravce za dalji rad.

Ova teza se bavi numerickim resavanjem ne-LLTR problema prenosa zracenja
u spektralnim linijama na dvodimenzionim koordinatnim mrezama. U slucaju 2D
pravouglih mreza, predstavili smo modifikovani metod za formalno resenje jednacine
prenosa koji, umesto uobic¢ajenog algoritma u tri tacke, koristi lokalni izvod funkcije
izvora. Na osnovu ovog formalnog resenja smo razvili dve nove iterativne sheme
koje donose znacajno ubrzanje u odnosu na Jacobi i Gauss-Seidel iterativne metode.
Nasa najbrza metoda, “Prolaz-po-prolaz” imlpicitna lambda iteracija, koristi ideju
iteracionih faktora koju su uveli Atanackovié-Vukmanovié et al. (1997) i popravlja
funkciju izvora u svakom prolasku kroz koordinatnu mrezu, dakle cetiri puta po
iteraciji. Ovo dovodi do ubrzanja od skoro red veli¢ine (6-7 puta) u odnosu na
Jacobi iteraciju. Metod takodje donosi bitno ubrzanje na mrezama sa periodi¢nim

grani¢nim uslovima i skalira se nesto bolje sa prostornom rezolucijom u odnosu
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na Jacobi iteraciju. Formalno resenje je pogodno i za primenu na prenos polarizo-
vanog zracenja. Razvoj novih metoda za ne-LTR prenos zracenja je jako bitan posto
je sprezanje gasa i zracenja u modernim simulacijama od velike vaznosti a prenos
zracenja i dalje “kasni” za MHD simulacijama u smislu potrebnog racunarskog vre-
mena.

Prikazali smo ubrzanje konvergencije iterativnih procedura na akademskim test
problemima (glava 3). Ipak, ovo je tek pocetak istrazivanja novog iterativnog

metoda. Ovde navodimo neke od mogucih pravaca za dalji rad:

e Implementacija u slucaju kada neprozracnost objekta nije konstantna i testi-

ranje metoda na realisticnim modelima.

e [spitivanje konvergencije i stabilnosti u problemima koji ukljucuju model atoma

sa viSe nivoa.

e Generalizacija na 3D koordinatne sisteme i testiranje na problemima prenosa
zracenja u kontinuumu sa rasejanjem. Ovo je kljuéni test primenljivosti metoda

u modernim MHD simulacijama.

e Generalizacija na polarizovani prenos zracenja u formalizmu redukovanog in-

tenziteta (vidi dodatak A za nacrt metoda).

U drugom delu teze smo se bavili ne-LTR prenosom polarizovanog zracenja na
cilindriénim koordinatnim mrezama. Polarizacija rasejanjem je ukljucena primenom
formalizma redukovanog intenziteta, kao u radu Anusha & Nagendra (2011a). Ova
geometrija je potencijalno veoma Kkorisna za racunanje polarizacije rasejanjem u
osnosimetricnim objektima kao $to su akrecioni i cirkumstelarni diskovi. Pokazali
smo primenu naseg metoda na veoma jednostavne modele cirkumstelarnog i samo-
emitujuceg diska. Takodje smo pokazali da rotacija diska bitno uti¢e ne samo na
intenzitet ve¢ i na polarizaciju u spektralnoj liniji.

lako je pristup prenosu zracenja koji koristi cilindricnu geometriju veoma zan-
imljiv, on nije bez mana. Interpolacija po pravcima moze biti problematic¢na i vrlo
je vazno koristiti shemu koja je ta¢na i ¢uva monotonost i sprecava pojavu nere-

alisti¢nih vrednosti. Ovo je veoma vazno u slucajevima kada polje brzina utice na
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problem prenosa zracenja.

Planiramo da nastavimo primenu 2D ne-LTR prenosa u cilindricnim koordi-
natama. Konkretno, zelimo da radimo na efektima prenosa zracenja u vise dimenz-
ija na intenzitet i polarizaciju u realisticnim modelima cirkumstelarnih diskova oko
Be zvezda. Za ovakvo istrazivanje, implementacija modela atoma sa vise nivoa je
pozeljna, ako ne i neophodna. Takodje planiramo da radimo na implementaciji
referentnog sistema vezanog za fluid i da ispitamo polarizaciju u brzo-rotirajuéim
diskovima, kao sto su oni oko kompaktnih objekata, kao, na primer u radu Papkalla
(1995).

Prenos zracenja u vise dimenzija je definitivno neophodan sastavni deo mode-
lovanja astrofizickih objekata. Neophodno ga je ukljuciti posto jedino na taj nacin
mozemo pravilno da uzmemo u obzir sprezanje izmedu gasa i zracenja. Koris¢enjem
ne-LTR izracunavanja, moguce je na samokonzistentan nacin predvideti izlazno
zracenje na osnovu datog modela objekta. Ova numericka izracunavanja su veoma
vazna i korisna posto je zracenje i dalje osnovni izvor za dobijanje informacija o
uslovima u nebeskim telima.

Na kraju, naglasimo opet da prenos zracenja u vise dimenzija ne moze biti rutin-
ski koriséen u reSavanju inverznog problema i da ¢e moderne tehnike za dijagnostiku
koje koriste spektropolarimetrijska posmatranja najverovatnije kombinovati detal-
jan prenos zracenja u vise dimenzija i robusnu i jednostavnu inverziju koja koristi

jednodimenzione modele.
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Dodatak A

Numericko resavanje prenosa
polarizovanog zracenja u
formalizmu redukovanog
intenziteta koriséenjem implicitne

reprezentacije funkcije izvora

U glavi 4 smo problem formiranja polarizovane spektralne linije u ne-LTR defin-
isali u realnom redukovanom formalizmu. U ovom formalizmu intenzitet i funkcija
izvora su "est-vektori i funkcija izvora je nezavisna od pravca. Jednacina prenosa
zracenja ima sledeéi oblik:

dzIr(Q,v)
dr

= o(W)[T7(Q,v) — S). (A1)

Razli¢ite komponente redukovanog vektora su, u izrazu za funkciju izvora, spregnute

realnom redukovanom matricom rasejanja, U":

S =eB +(1—eJ"

=B+ (1 —¢) /_ h o(v)dv j’{ %@T(Q)ﬁ(@, V). (A.2)
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U glavi 4 smo, takode objasnili da je za iterativno resevanje spregnutih jednacina
A.11 A.2 moguce koristiti standardnu A iteraciju, ukoliko se po¢ne od konvergiranog
reSenja skalarnog slucaja. Ipak, bilo bi korisno ubrzati ovu A iteraciju za polarizo-
vano zracenje koriS¢enjem metoda predstavljenih u glavi 3. Podsetimo se da se
novi, brzi metodi (simetricni Gauss-Seidel i “Prolaz-po-prolaz” implicitna lambda

iteracija) oslanjaju na formalno resenje u obliku:
(o, v) = Tulp,v)e™ +p/Sy 4+ i ySu . (A-3)
i g
Nakon integracije jedna¢ine A.3 po pravcima i frekvencijama, dobijamo:
Jp=a+bS,+ Y cp Sy (A.4)

Ova jednacina se zatim zamenjuje u jednacinu statisticke ravnoteze i koristi za
racunanje nove funkcije izvora. Znatno ubrzanje konvergencije ostvarujemo popravl-
janjem funkcije izvora u svakom prolazu i koriséenjem iteracionih faktora koje do-
dajemo koeficijentu b.

Sada ¢emo dati kratak nacrt slicne sheme za polarizovano zracenje. Numericko
testiranje za ovu shemu tek sledi, tako da ¢emo ovde dati jedan opsti slucaj. Prvo,
setimo se da formalno resenje za polarizovano zrac¢enje u slucaju kada je donji nivo

prelaza nepolarizovan ima sledeci oblik:

~

ZL(QO, l/) = iU((p, I/)G_A + p,SL + Z Z Ti’,j"éi’,j’- (A5)
Z‘/ j/

Zamenimo sada jednacinu A.5 u izraz za polarizovanu funkciju izvora A.2; i dobi-

jamo, nakon sredivanja (izostavljamo index U konciznosti radi):

S =B +(1—e)A" +(1—e)P'S". (A.6)
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Ovde smo A" definisali kao vektor koji sadrzi sve ne-lokalne doprinose, dakle:

AT = / o(v)dv 7{ %@T(Q)

e+ 30N il (A7)
Z‘/ j/
Dok je P matrica dimenzija 6 x 6:

= [60) § Lr@0)i@) (A38)

gde smo eksplicitno napomenuli da koeficijent p zavisi od pravca i frekvencije.

Polarizovana funkcija izvora se sada racuna na sledec¢i nacin:
S =I—-1-e)P") B +(1—e)A"). (A.9)

Ova popravka zahteva inverziju 6 x 6 matrice u svakoj tacki modela. Kako je nas
pristup resavanju ne-LTR problema ve(¢ iterativan, mozemo i matricu Pr aproksimi-
rati njenom dijagonalom i onda dobijamo jednostavniji, aproksimativni, pristup za

popravku i-te komponente polarizovane funkcije izvora (i = 1,6):

ST = EB: + (1 - G)AZ
‘o 1—(1—6)732‘2‘

(A.10)

U ovakvoj definiciji vektora A" i matrice P" nismo definisali iteracione faktore. Isti
se jednostavno mogu ukljuciti u proceduru takosto ¢e se ¢lanovi oblika f{}e‘A, koji
ulaze u definiciju vektora A" dodati, umesto vektoru A", koeficijentu p i time biti
uracunati u matricu Pr.

Ocekujemo da implementacija ovakve procedure za reSavanje polarizovanog ne-
LTR problema bitno povec¢a brzinu konvergencije i svede broj iteracija potreban za
resavanja polarizovanog dela (ako se po¢ne od poznatih vrednosti skalarnih inten-
ziteta) na svega nekoliko iteracija. Bilo bi izuzetno zanimljivo i korisno testirati
performanse iteracionog faktora u ovom slucaju. Treba imati u vidu, pak, da, dok
je prva komponenta realne redukovane funkcije izvora uvek veca od nule, druge kom-
ponente nisu, i na velikim dubinama, gde je anizotropija velika, ocekujemo da budu

priblizne nuli. Shodno tome, testiranje iteracionih faktora planiramo da poc¢nemo
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koris¢enjem istih samo za prvu komponentu realne redukovane funkcije izvora.
Takodje (vidi Trujillo Bueno 2003), ispostavlja se da je za resavanje polarizovanog
problema dovoljno ubrzavati konvergenciju samo prve, dominantne komponente in-

tenziteta. U tom slucaju, popravka funkcije izvora bi izgledala ovako:

eBi + (1 —¢e)A]

S =Tz !
S =eB +(1—e)J";i#1 (A.11)

gde je J; integral rasejanja za polarizovano zracenje u realnom redukovanom bazisu
a b je “lokalni” koeficijent koji je u ovom slu¢aju definisan kao u 1D slucaju, sa
opcionim ukljucivanjem iteracionog faktora. Iteracioni faktor se, u ovom slucaju
racuna samo iz prve komponente realnog redukovanog intenziteta i funkcije izvora.

Implementacija ovakvog ubrzanja za numericko reSavanje ne-LTR problema za
polarizovano zracenje ne bi trebala da bude komplikovana i u narednim radovima

¢emo izvestiti o njenim performansama.

129



Bibliografija

Adam, J. 1990, A&A, 240, 541

Anusha, L. S. & Nagendra, K. N. 2011a, ApJ, 726, 6

Anusha, L. S. & Nagendra, K. N. 2011b, ApJ, 738, 116

Anusha, L. S. & Nagendra, K. N. 2013, ApJ, 767, 108

Anusha, L. S., Nagendra, K. N.; Bianda, M., et al. 2011a, ApJ, 737, 95
Anusha, L. S., Nagendra, K. N., & Paletou, F. 2011b, ApJ, 726, 96

Asensio Ramos, A. & Trujillo Bueno, J. 2006, in EAS Publications Series, Vol. 18,
EAS Publications Series, ed. P. Stee, 25-48

Atanackovié-Vukmanovié, O. 1991, PhD thesis, Matematicki Fakultet Univerziteta

u Beogradu
Atanackovic-Vukmanovic, O. 2004, SerAJ, 169, 1
Atanackovié-Vukmanovié, O., Crivellari, L., & Simonneau, E. 1997, ApJ, 487, 735
Atanackovié-Vukmanovié¢, O. & Simonneau, E. 1994, JQSRT, 51, 525

Auer, L. 2003, in Astronomical Society of the Pacific Conference Series, Vol. 288,
Stellar Atmosphere Modeling, ed. I. Hubeny, D. Mihalas, & K. Werner, 3

Auer, L. H. & Mihalas, D. 1969, ApJ, 158, 641
Auer, L. H. & Paletou, F. 1994, A&A, 285, 675

Bommier, V. 1997a, A&A, 328, 706

130



Bommier, V. 1997b, A&A, 328, 726
Busche, J. R. & Hillier, D. J. 2000, ApJ, 531, 1071
Cannon, C. J. 1973, ApJ, 185, 621

Cannon, C. J. 2012, The Transfer of Spectral Line Radiation (Cambridge University
Press)

Carlson, B. G. 1963, in Methods in Computational Physics, Vol. 1, Statistical
Physics, ed. B. Adler, S. Fernbach, & M.Rotenberg (New York: Academic Press),
1

Chandrasekhar, S. 1950, Radiative transfer. (Dover Publications)
Chandrasekhar, S. 1960, Radiative transfer (Dover Publications)
Crivellari, L., Cardona, O., & Simonneau, E. 2002, Astrophysics, 45, 480
Davis, S. W., Stone, J. M., & Jiang, Y.-F. 2012, ApJS, 199, 9

de la Cruz Rodriguez, J. & Piskunov, N. 2013, ApJ, 764, 33

del Toro Iniesta, J. C. 2007, Introduction to Spectropolarimetry (Cambridge Uni-

versity Press)
Elitzur, M., Asensio Ramos, A., & Ceccarelli, C. 2012, MNRAS, 422, 1394

Fabiani Bendicho, P. & Trujillo-Bueno, J. 1999, in Astrophysics and Space Science
Library, Vol. 243, Polarization, ed. K. N. Nagendra & J. O. Stenflo, 219-230

Fabiani Bendicho, P., Trujillo Bueno, J., & Auer, L. 1997, A&A, 324, 161
Faurobert, M. 1987, A&A, 178, 269

Faurobert, M. 1988, A&A, 194, 268

Faurobert, M., Mili¢, 1., & Atanackovi¢, O. 2013, A&A, 559, A68

Faurobert-Scholl, M. 1991, A&A, 246, 469

131



Faurobert-Scholl, M. & Frisch, H. 1989, A& A, 219, 338

Faurobert-Scholl, M., Frisch, H., & Nagendra, K. N. 1997, A&A, 322, 896
Feautrier, P. 1964, C. R. Acad. Sci. Paris, 258, 3189

Frisch, H. 2007, A&A, 476, 665

Fritsch, F. N. & Butland, J. 1984, SIAM J. Sci. Stst. Computing, 5, 001
Gouttebroze, P. 2005, A&A, 434, 1165

Gray, D. F. 2005, The Observation and Analysis of Stellar Photospheres (Cambridge

University Press)
Halonen, R. J., Mackay, F. E., & Jones, C. E. 2013, ApJS, 204, 11
Hayek, W., Asplund, M., Carlsson, M., et al. 2010, A&A, 517, A49

Hubeny, I. 2003, in Astronomical Society of the Pacific Conference Series, Vol. 288,
Stellar Atmosphere Modeling, ed. I. Hubeny, D. Mihalas, & K. Werner, 17

Hummer, D. G. 1962, MNRAS, 125, 21

Ibgui, L., Hubeny, I., Lanz, T., & Stehlé, C. 2013, A&A, 549, A126

Kalkofen, W. 1984, Methods in radiative transfer (Cambridge University Press)
Kalkofen, W. 1987, Numerical radiative transfer (Cambridge University Press)
Kunasz, P. & Auer, L. H. 1988, JQSRT, 39, 67

Kunasz, P. B. & Olson, G. L. 1988, JQSRT, 39, 1

Kuzmanovska-Barandovska, O. & Atanackovié¢, O. 2010, JQSRT, 111, 708
Landi Degl'Innocenti, E. 1984, Solar Physics, 91, 1

Landi Degl’Innocenti, E. & Landolfi, M., eds. 2004, Astrophysics and Space Science
Library, Vol. 307, Polarization in Spectral Lines

Léger, L., Chevallier, L., & Paletou, F. 2007, A&A, 470, 1

132



Manso Sainz, R. & Trujillo-Bueno, J. 1999, in Astrophysics and Space Science Li-
brary, Vol. 243, Polarization, ed. K. N. Nagendra & J. O. Stenflo, 143-156

Manso Sainz, R. & Trujillo Bueno, J. 2011, ApJ, 743, 12

Mihalas, D. 1978, Stellar atmospheres /2nd edition/ (W.H.Freeman & Co Ltd)
Mihalas, D., Auer, L. H., & Mihalas, B. R. 1978, ApJ, 220, 1001

Mili¢, 1. 2013, A&A, 555, A130

Ng, K.-C. 1974, JCP, 61, 2680

Olson, G. L., Auer, L. H., & Buchler, J. R. 1986, JQSRT, 35, 431

Olson, G. L. & Kunasz, P. B. 1987, JQSRT, 38, 325

Papkalla, R. 1995, A&A, 295, 551

Poeckert, R. & Marlborough, J. M. 1978, ApJ, 220, 940

Rutten, R. J. 2003, Radiative Transfer in Stellar Atmospheres

Rybicki, G. B. 1972, in Line Formation in the Presence of Magnetic Fields, 145
Rybicki, G. B. & Hummer, D. G. 1991, A&A, 245, 171

Saad, Y. 2003, Iterative Methods for Sparse Linear Systems, 2nd edn. (Philadelphia,
PA, USA: Society for Industrial and Applied Mathematics)

Sampoorna, M. & Trujillo Bueno, J. 2010, ApJ, 712, 1331
Scharmer, G. B. 1981, ApJ, 249, 720
Schuster, A. 1905, ApJ, 21, 1

Schwarzschild, K. 1906, Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Gottingen. Math.-phys. Klasse, 195, p. 41-53, 195, 41

Simonneau, E., Cardona, O., & Crivellari, L. 2012, Astrophysics, 55, 110

Simonneau, E. & Crivellari, L. 1993, ApJ, 409, 830

133



Steiner, O. 1991, A&A, 242, 290

Stenflo, J., ed. 1994, Astrophysics and Space Science Library, Vol. 189, Solar Mag-

netic Fields: Polarized Radiation Diagnostics
Stenflo, J. O. 2013, Astronomy & Astrophysics Reviews, 21, 66
Stenholm, L. G. 1977, A&A, 54, 577
Thomas, R. N. 1957, ApJ, 125, 260

Trujillo Bueno, J. 2003, in Astronomical Society of the Pacific Conference Series,
Vol. 288, Stellar Atmosphere Modeling, ed. I. Hubeny, D. Mihalas, & K. Werner,
551

Trujillo Bueno, J. & Fabiani Bendicho, P. 1995, ApJ, 455, 646

Trujillo-Bueno, J., Moreno-Insertis, F., & Séanchez, F., eds. 2002, Astrophysical

spectropolarimetry (Cambridge University Press)
Trujillo Bueno, J., Shchukina, N., & Asensio Ramos, A. 2004, Nature, 430, 326
Uitenbroek, H. 2001, ApJ, 557, 389
Stépén, J. & Trujillo Bueno, J. 2013, A&A, 557, A143
van Noort, M. 2012, AA, 548, A5
van Noort, M., Hubeny, 1., & Lanz, T. 2002, ApJ, 568, 1066
Vink, J. S., Harries, T. J., & Drew, J. E. 2005, A&A, 430, 213
Vitas, N. 2011, PhD thesis, Utrecht University

Wali, K. C. 2001, A quest for perspectives : selected works of S. Chandrasekhar:
with commentary (World Scientific Publishing Company)



Biografija kandidata

Ivan Mili¢ je roden 10. januara 1985. godine u Valjevu, od oca Zorana i majke
Zorice. 2004 godine je zavrsio Valjevsku Gimnaziju i upisao Matematicki Fakul-
tet Univerziteta u Beogradu, smer astrofizika, gde je diplomirao 2010. godine sa
prosekom 8.94. Iste godine je upisao doktorske studije astrofizike pod rukovod-
stvom Profesorke Olge Atanackovi¢. U prvoj polovini 2011. godine je proveo tri
meseca na praksi na Univerzitetu u Nici, gde je radio sa Profesorkom Marianne Fau-
robert, koja je ko-mentor na njegovoj doktorskoj tezi od decembra 2011. godine.
Od februara 2011. godine radi na Astronomskoj Opservatoriji, prvo kao istrazivac-
pripravnik, a zatim i kao istrazivac-saradnik. Tokom poslednje ¢etiri godine u Nici je
proveo ukupno 15 meseci, radeé¢i na dijagnostici Sunc¢evih magnetnih polja i prenosu
zracenja u vise dimenzija.

Glavna interesovanja su mu numericki prenos zracenja, Hanle efekat, inverzni
problemi u spektropolarimetriji i fizika Sunca. Objavio je 5 radova u medunarodnim
casopisima sa recenzijom, od kojih cetiri spadaju u grupu vrhunskih medunarodnih
casopisa (M21). Ucestvovao je na vise medunarodnih konferencija i aktivno ucestvuje
u radionicama i konferencijama koje organizuje COST akcija 1104: “Polarization as
a tool to study Solar system and beyond.” Od 2010 do 2013 godine je bio rukovodi-
lac seminara astronomije u IS Petnica, gde je i sada aktivan kao strucni saradnik.
Autor je nekoliko naucno popularnih tekstova i odrzao je vise nauc¢no popularnih
predavanja u Domu Omladine Beograda u Studentskom Kulturnom Centru.

Od jeseni 2014. godine ¢e provesti dve godine na Max-Planck Institutu za is-
trazivanje Suncevog sistema u Getingenu, kao postdoktorant.

Ima sestru Milicu, studenta doktorskih studija antropologije na Univerzitetu u

Minesoti.



Mpwunor 1.

MUsjaBa o ayTopcTBy

[loTnucaHu-a lvan Mili¢

Opoj ynuca

UzjaBrbyjem
[la je JoKTOpCKa AvcepTauuja nos HacrnoBoM

.Ubrzanje metoda za reSavanje problema prenosa polarizovanog zra¢enja u vise
dimenzija i njihova primena“

e pe3ynTaT CONCTBEHOr UCTpaXXnBa4kor pana,

e [a npearnoxeHa guceprauunja y LenuHn HU y fenoBruma Huje buna npeanoxeHa
3a pobujakbe OGWUNoO Koje Aunnome npema CTYAWCKUM MNporpamuma [apyrux
BMCOKOLLIKOSICKMX YCTaHOBa,

e [a Cy pesyntaTu KOPEKTHO HaBeeHU 1

e [ia HUcaMm KpLuMo/na aytopcka npaBa W KOPUCTWUO WHTESIeKTyarHy CBOjUHY
ApYrux nuua. _

MoTnuc pokTopaHpa

»//44%%

Y Beorpagy, 03. 05. 2014




Mpwuror 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTU LUTAMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje JOKTOpCKor paja

Mme n npesume aytopa Ilvan Milié

bpoj ynuca

Cryaujcku nporpam ___Astronomija/Astrofizika

Hacnos paga .Ubrzanje metoda za reSavanje problema prenosa polarizovanog
zraenja u viSe dimenzija i njihova primena“

MeHTOp Prof. dr Olga Atanackovié

| E
MoTnucanu //A/V /4/.4/ (4

n3jaBrbyjeM [a je wramnaHa Bep3suja Mor AOKTOPCKOr paja WUCTOBETHA eneKTPOHCKO]
Bepauju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBake Ha noptany durutanHor
perno3utopujyma YHuBep3uteta y Beorpagy.

[losBorbaBam fa ce objaBe Moju NWUYHKM nofdauy BesaHu 3a [obujarwe akagemcKor
3Bakba [JIOKTopa Hayka, Kao LUTO Cy UMe 1 npe3ume, roauHa u MecTo poflera 1 aaTym
onbpaHe paja.

OBM nuuHM nojaum mory ce 06jaBUTM Ha MPEXHUM CTpaHuLama aurutanHe
GubnunoTeke, y enekTpoHCKOM kaTasnory vy nybnukauvjama YHusepsuteTa y Beorpaay.

MoTnuc nokTopaHa

Y Beorpagy, 03.05.2014. / //b\/g




Mpurnor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHusepsutetcky Gubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh* aa y [urutantm
penosuTopujym YHusepauteta y Beorpagy yHece Mojy AOKTopcky auceprauujy noa
HacroBoM:;

,Ubrzanje metoda za re$avanje problema prenosa polarizovanog zragenja u vige
dimenzija i njihova primena*“

Koja je Moje ayTopcKo Aero.

Avceptauujy ca ceum npurnosnma npejao/na cam y enekTpoHckom hopmaTty norofgHoM
3a TpajHO apxuBUpar-e.

Mojy AokTopcky AucepTaumjy noxpakeHy y [urutanHu penosutopujym YHuBepsuteTa
y beorpaay mory aa kopucte CBu Koju NoLUTyjy oApeAGe caapkaHe y onabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe sajeaHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyuuno/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpLIMjanHo
3. AyTOpCTBO — HekomepumjanHo — 6e3 npepasae
@«y‘ropcmo — HeKoMepLujanHo — A4ennuTu Nog UCTUM yCroBuMa
5. AytopcTBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AEnUTU No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Aa 3aoKpyxuTe camo jefjHy of LUECT MOHYREHUX MULEHL, KpaTak OMnuc
nuueHumn aar je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc poktopaHga

Y Beorpaay, 03.05.2014. %“ /z 2§




