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Asimetriqni pravilni tipovi

Rezime: U ovom radu izuqavamo asimetriqne globalne pravilne tipove. Ako

je p pravilan i asimetriqan nad A, tada postoji ure�e�e takvo da su Morli-

jevi nizovi u p nad A strogo rastu�i. Ispostav	a se da za svaki mali model

M ⊇ A va�i da tip ure�e�a maksimalnog Morlijevog niza u p nad A qiji

su elementi iz M ne zavisi od izbora niza, tj. to je invarijanta modela M

koju oznaqavamo sa Invp,A(M). U prebrojivom sluqaju mo�emo da odredimo sve

mogu�nosti za Invp,A(M): ili je Invp,A(M) proizvo	no prebrojivo linearno

ure�e�e ili je, pod uslovom da sadr�i bar dve taqke, prebrojivo gusto line-

arno ure�e�e (mogu�e sa jednom ili obe kraj�e taqke). Tako�e, izuqavamo vezu

izme�u Invp,A(M) i Invq,A(M), gde su p i q dva pravilna i asimetriqna nad A

tipa takva da je p�A 6⊥w q�A. Razlikujemo dve vrste neortogonalnosti: ograniqenu

i neograniqenu. Pod pretpostavkom da su p i q konveksni, u ograniqenom

sluqaju dobijamo da su Invp,A(M) i Invq,A(M) izomorfni ili antiizomorfni,

dok pod pretpostavkom jake pravilnosti, u neograniqenom sluqaju dobijamo da

su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M) i Invq,A(M) izomorfna ili anti-

izomorfna.

Posebno izuqavamo slede�u klasu struktura: ekspanzije linearnih ure�e�a

sa prebrojivo mnogo unarnih predikata i prebrojivo mnogo relacija ekviva-

lencije sa konveksnim klasama. Obezbe�ujemo nove primere pravilnih tipova.

Naime, ispostav	a se da je svaki globalan invarijantan tip u ovom kontek-

stu pravilan, kao i da svaki nealgebarski tip nad A ima taqno dva globalna

invarijantna nad A proxire�a.

Tako�e izuqavamo vezu izme�u pita�a egzistencije kvaziminimalnog mode-

la potpune teorije prvog reda i pita�a egzistencije jako pravilnog globalnog

tipa. Bavimo se i problemom da li je svaka kvaziminimalna grupa Abelova.

Ispostav	a se da ovo pita�e ima pozitivan odgovor u sluqaju da je globalno

proxire�e generiqkog tipa kvaziminimalne grupe asimetriqno nad ∅.
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Asymmetric regular types

Abstract: In this thesis we study asymmetric regular types. If p is regular and

asymmetric over A, then there exists an order such that Morley sequences in p over

A are strictly increasing. It turns out that for every small model M ⊇ A, the order

type of a maximal Morley sequence in p over A whose elements are from M does not

depend on the choice of the sequence, i.e. it is an invariant of the model M denoted

by Invp,A(M). In the countable case we can determine all possibilities for Invp,A(M):

either Invp,A(M) is an arbitrary countable linear order or, provided that it contains

at least two elements, it is a countable dense linear order (possibly with one or

both endpoints). Also, we study the connection between Invp,A(M) and Invq,A(M),

where p and q are two regular and asymmetric over A types such that p�A 6⊥w q�A. We

distinguish two kinds of non-orthogonality: bounded and unbounded. Under the

assumption that p and q are convex, in the bounded case we get that Invp,A(M) and

Invq,A(M) are either isomorphic or anti-isomorphic, while under the assumption

of strong regularity, in the unbounded case we get that Dedekind completions of

Invp,A(M) and Invq,A(M) are either isomorphic or anti-isomorphic.

In particular we study the following class of structures: expansions of linear

orderings with countably many unary predicates and countably many equivalence

relations with convex classes. We provide new examples of regular types. Namely,

it turns out that every global invariant type in this context is regular, and every

non-algebraic type over A has precisely two global extensions which are invariant

over A.

We also study the connection between the question of existence of a quasi-

minimal model of a complete first-order theory and the question of existence of

a global strongly regular type. We also deal with the problem whether every quasi-

minimal group must be abelian. It turns out that this question has the positive

answer provided that the global extension of the generic type of a quasi-minimal

group is asymmetric over ∅.
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Uvod

Pod invarijantom algebarske strukture, ili opxtije strukture prvog reda,

misli se na neko svojstvo strukture koje ostaje neprome�eno pri izomorfizmu.

Invarijanta je verna ako odre�uje strukturu do na izomorfizam. Najosnovniji

primeri invarijanata su izra�eni kardinalnim brojevima. Na primer, vek-

torski prostor nad fiksiranim po	em je odre�en do na izomorfizam kar-

dinalnim brojem { �egovom dimenzijom. Prema tome, dimenzija vektorskih

prostora je primer verne invarijante. Tako�e, stepen transcendentnosti nad

baznim po	em je invarijanta po	a fiksirane karakteristike, ali ova inva-

rijanta nije verna u opxtem sluqaju. Me�utim, to jeste verna invarijanta

algebarski zatvorenih po	a fiksirane karakteristike.

Razmotrimo slede�i trivijalan primer koji nam daje drugu vrstu invari-

jante. Neka je T = Th(Z, <), gde je Z skup celih brojeva. Teorija T ka�e da je

< linearno ure�e�e i da svaki element ima direktnog prethodnika i direk-

tnog sledbenika. Modeli teorije T su taqno L × Z, ure�eni leksikografski,

gde je L proizvo	no linearno ure�e�e. Primetimo da L mo�emo dobiti iz

L×Z kao koliqniqki skup relacije ekvivalencije definisane sa: a ∼ b ako i

samo ako postoji konaqno mnogo elemenata izme�u a i b. Ova ekvivalencija je

definabilna beskonaqnom disjunkcijom, pa zak	uqujemo da su L1 ×Z i L2 ×Z
izomorfni ako i samo ako su L1 i L2 izomorfni. Zbog toga je linearno ure-

�e�e L verna invarijanta modela L × Z, tj. linearna ure�e�a se jav	aju kao

verne invarijante modela teorije T . U ovoj tezi nas zanimaju invarijante ovog

oblika.

Vilijam Marx je 1966. u svojoj doktorskoj tezi ([6]) dao prvo model-teoret-

sko uopxte�e pojma dimenzije vektorskih prostora i transcendentnog stepena

po	a. Motivisan qi�enicom da su beskonaqni vektorski prostori i alge-

barski zatvorena po	a minimalne strukture u model-teoretskom smislu (kom-

plement svakog beskonaqnog definabilnog skupa je konaqan), dokazao je da

u svakoj minimalnoj strukturi postoji prirodno definisan operator pred-

geometrije, koji indukuje dimenziju. U vektorskim prostorima se ova dimen-

zija poklapa sa uobiqajenom dimenzijom, a u algebarski zatvorenim po	ima sa

stepenom transcendentnosti. Tako�e, ovaj operator predgeometrije je u svakoj
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minimalnoj strukturi potpuno odre�en generiqkim tipom, tj. skupom formula

koje definixu kokonaqne skupove.

Xelah je krajem sedamdesetih uveo pojam pravilnih tipova u stabilnim

teorijama ([13]). Svaki pravilan tip u stabilnoj teoriji indukuje odre�eni

operator predgeometrije na modelu teorije, i �egova dimenzija je jedna od in-

varijanata modela. Xelah je dokazao da ako neprebrojivi modeli neke teorije

mogu biti odre�eni nekom vernom invarijantom, tada je ta verna invarijanta,

grubo govore�i, drvo qiji su qvorovi oznaqeni kardinalnim brojem { dimen-

zijom odre�enih pravilnih tipova.

Pojam pravilnog tipa u opxtem sluqaju su uveli Pilej i Tanovi� 2009.

godine ([10]). �ihov rad je motivisan Zilberovom hipotezom koja tvrdi da

je po	e kompleksnih brojeva sa eksponencijalnom funkcijom kvaziminimalna

struktura (komplement svakog neprebrojivog definabilnog skupa je prebro-

jiv). Oni su dokazali da postoje dve vrste pravilnih tipova: simetriqni i

asimetriqni. Simetriqni tipovi indukuju operator predgeometrije na mode-

lu, i �egova dimenzija je invarijanta modela, dok asimetriqni indukuju na

modelu pravi operator algebarskog zatvore�a i parcijalno ure�e�e u odnosu

na koje su nezavisni nizovi strogo rastu�i. Pilej i Tanovi� su tako�e dokazali

da u minimalnim i kvaziminimalnim grupama postoji jedinstven jako pravi-

lan preko x = x tip, pa postoje dve vrste minimalnih i kvaziminimalnih

grupa: simetriqne i asimetriqne. Isto va�i i za minimalna i kvazimini-

malna po	a. Tako�e, pravilni tipovi imaju va�nu ulogu u izuqava�u hipoteze

Podevskog, najstarijeg problema algebarske teorije modela, koja tvrdi da je

svako minimalno po	e algebarski zatvoreno. Krupinski, Tanovi� i Vagner su

2013. godine, koriste�i tehniku pravilnih tipova, sveli hipotezu Podevskog

na odre�enu potklasu asimetriqnih po	a ([4]). Simetriqne pravilne tipove

je izuqavao Tanovi� u [15].

U ovoj tezi izuqavamo asimetriqne pravilne tipove. Teza je pode	ena

na pet poglav	a. Prva dva su uvodna, a posled�a tri su posve�ena naxem

izuqava�u asimetriqnih pravilnih tipova, i ona sadr�e originalne rezultate

izuqava�a. Rezultati tre�eg i qetvrtog poglav	a su predstav	eni u radovima

[7, 8], a rezultati petog poglav	a su povezani sa trenutnim zajedniqkim radom

autora sa Dejanom Ili�em i Predragom Tanovi�em.

Prvo poglav	e je uvodno. Da�emo pregled pojmova iz teorije modela koje

�emo koristiti. Svi deta	i vezani za ove pojmove mogu se na�i u k�igama

[2, 5, 17, 9]. Tako�e �emo dati kratko izlaga�e o operatorima algebarskog

zatvore�a i operatorima predgeometrije. Posebno, zainteresovani smo za pot-

puno degenerisane operatore algebarskog zatvore�a. Ovaj koncept je skoro
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uveden u radu [8]. Predstav	eni rezultati su laki, ali su veoma znaqajni za

izuqava�e asimetriqnih pravilnih tipova. Tako�e �emo se podsetiti pojma

Dedekindovog kompletira�a gustih linearnih ure�e�a. Ovaj pojam je dobro

poznat, me�utim mi �emo prilagoditi definiciju naxim potrebama.

Drugo poglav	e je tako�e uvodnog tipa, ali je usmereno ka definisa�u

pravilnih tipova. Dajemo definiciju invarijantnih tipova, i predstav	amo

rezultate koji su va�ni za nas. Specijalno, dajemo definiciju i va�na svoj-

stva Morlijevih nizova. Morlijevi nizovi imaju k	uqnu ulogu u naxem izuqa-

va�u asimetriqnih pravilnih tipova. Pojam invarijantnog tipa je dobro

poznat, a lepo izlaga�e o �ima se mo�e na�i u Simonovim lekcijama [14].

Potom �emo pokazati da se svakom nealgebarskom tipu p nad modelom, mo�e

pridru�iti operator clp. Qi�enica da je clp operator algebarskog zatvore�a

na nekom skupu povezana je sa qi�enicom da je globalni tip p pravilan.

Ovo je rezultat Pileja i Tanovi�a ([10]). U ovom radu oni su uveli pojmove

pravilnih i jako pravilnih tipova, koji �e biti ovde predstav	eni. Tako�e

�emo predstaviti i �ihovu Teoremu dihotomije pravilnih tipova, koja ka�e

da postoje dve vrste pravilnih tipova: simetriqni i asimetriqni. Tako�e,

pridru�en operator algebarskog zatvara�a clp je operator predgeometrije u

sluqaju simetriqnih tipova, dok clp indukuje specijalno definabilno par-

cijalno ure�e�e u sluqaju asimetriqnih tipova; ka�emo da ovo parcijalno

ure�e�e svedoqi asimetriqnost. Glavno svojstvo ovog parcijalnog ure�e�a je

da su Morlijevi nizovi strogo rastu�i u odnosu na �ega. Za egzistenciju

parcijalnog ure�e�a koje svedoqi asimetriqnost nam nije potrebna puna mo�

pretpostavke o pravilnosti, pa �emo uvesti i pojam slabo pravilnih tipova.

U tre�em poglav	u izuqavamo kvaziminimalne strukture, posebno kvazi-

minimalne grupe. Predstavi�emo originalne rezultate iz [7]. Struktura na

prebrojivom jeziku je kvaziminimalna ako je neprebrojiva i svaki �en defi-

nabilan (sa parametrima) podskup je ili prebrojiv ili koprebrojiv. Kvazimi-

nimalnost se javila kao va�no svojstvo u Zilberovom izuqava�u kompleksnog

eksponencijalnog po	a, ali tako�e se mo�e videti kao uopxte�e pojma mini-

malnosti (beskonaqna struktura je minimalna ako je svaki �en definabilan

sa parametrima podskup ili konaqan ili kokonaqan). Najpre �emo istra�i-

vati vezu izme�u egzistencije kvaziminimalnog modela teorije i egzistencije

jako pravilnog (preko x = x) tipa. Dokaza�emo slede�u teoremu.

Teorema 1. Neka je T potpuna teorija na prebrojivom jeziku sa beskonaq-

nim modelima.

(i) Ako postoji globalan i prebrojivo invarijantan tip p takav da je par

(p, x = x) jako pravilan, tada T ima kvaziminimalan model.
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(ii) Ako je M |= T kvaziminimalan model qiji je generiqki tip p definabi-

lan, tada postoji globalan, prebrojivo invarijantan tip p takav da je

par (p, x = x) jako pravilan.

Slabiju verziju prvog dela prethodne teoreme su nezavisno dokazali u neob-

jav	enim belexkama Hajkazjan i Tanovi�; oni su dodatno pretpostavili da je

tip p definabilan nad ∅. Drugi deo teoreme se mo�e zak	uqiti iz rezultata

u [10]. Zatim se bavimo pita�em da li kvaziminimalna grupa mora da bude

Abelova. Ovo pita�e je postav	eno u [10] i mo�e se videti kao uopxte�e Ra-

jnekeove teoreme koja ka�e da je svaka minimalna grupa Abelova ([12]). Da�emo

parcijalan pozitivan odgovor na ovo pita�e, tj. dokaza�emo slede�u teoremu.

Teorema 2. Svaka kvaziminimalna qista grupa sa ∅-definabilnim par-

cijalnim ure�e�em sa neprebrojivim lancima je Abelova.

U qetvrtom poglav	u predstav	amo originalne rezultate iz [8]. Primeti-

�emo da je operator algebarskog zatvore�a clp, pridru�en slabo pravilnom

nad A i asimetriqnom nad A tipu p, potpuno degenerisan. Ova qi�enica nam

dozvo	ava da definixemo invarijantu Invp,A(M) modela: to je tip linearnog

ure�e�a maksimalnog Morlijevog niza u p nad A qiji su elementi iz M . Nax

prvi ci	 je da istra�imo mogu�nosti za Invp,A(M). Ispostav	a se da su dva

svojstva relevantna za to pita�e. Prvo je prostost nad A, tj. relativna defi-

nabilnost nad A relacije ,,(x, y) je Morlijev niz u p nad A" , a drugo je konvek-

snost nad A, tj. pita�e da li ure�e�e koje svedoqi asimetriqnost nad A mo�e

biti izabrano tako da je lokus tipa p�A konveksan podskup od C. Dokaza�emo

slede�u teoremu.

Teorema 3 (Moco�a,Tanovi�). Neka je T teorija, p tip koji je slabo pra-

vilan i asimetriqan nad A, i M mali model od T .

(i) Ako je p prost i konveksan nad A i Invp,A(M) sadr�i bar dve taqke,

tada je Invp,A(M) gusto linearno ure�e�e (mogu�e sa jednom ili obe kraj�e

taqke).

(ii) Ako su T i A prebrojivi, i p je prost i nekonveksan nad A, tada Invp,A(M)

mo�e biti proizvo	no prebrojivo linearno ure�e�e.

(iii) Ako su T i A prebrojivi, i p nije prost nad A, tada Invp,A(M) mo�e

biti proizvo	no prebrojivo linearno ure�e�e.

Specijalno, ako su T i A prebrojivi, dokaza�emo da imamo taqno 1, 3, 6 ili

2ℵ0 mogu�nosti za Invp,A(M) kada je M prebrojiv model, i odredi�emo uslove

pod kojima se svaka od ovih mogu�nosti jav	a.
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Da	e izuqavamo pita�e (ne)ortogonalnosti pravilnih tipova. Dokazujemo

slede�u teoremu.

Teorema 4 (Moco�a,Tanovi�).

(i) Asimetriqan pravilan tip je ortogonalan na svaki invarijantan si-

metriqan tip.

(ii) Uslovi simetriqnosti i asimetriqnosti su saquvani pri relaciji ne-

ortogonalnosti pravilnih tipova.

(iii) Neortogonalnost je relacija ekvivalencije na skupu asimetriqnih pra-

vilnih tipova.

Na kraju, izuqavamo vezu izme�u Invp,A(M) i Invq,A(M), gde su p i q dva

tipa asimetriqna nad A i pravilna nad A, takva da su odgovaraju�e restrik-

cije od p i q u relaciji 6⊥w. U opxtem sluqaju, ne mora postojati nikakva veza

izme�u �ih, ali u sluqaju jako pravilnih tipova, ili samo konveksnih pravil-

nih tipova u nekim sluqajevima, postoji jaka veza. Postoje dva tipa relacije

6⊥w, koje �emo zvati ograniqen i neograniqen tip. U ograniqenom sluqaju su

Invp,A(M) i Invq,A(M) ili izomorfni ili antiizomorfni, dok u neograniqenom

sluqaju su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M) i Invq,A(M) ili izomorfna

ili antiizomorfna. Da li je u pita�u izomorfizam ili antiizomorfizam za-

visi samo od pita�a da li p i q komutiraju. Preciznije, dokaza�emo slede�u

teoremu.

Teorema 5 (Moco�a,Tanovi�). Neka su p i q pravilni, konveksni i asi-

metriqni nad A, i neka p�A 6⊥w q�A.

(i) Neka je p�A 6⊥w q�A ograniqenog tipa.

1) Ako (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada su Invp,A(M) i Invq,A(M) izomorfni.

2) Ako (p⊗q)�A = (q⊗p)�A, tada su Invp,A(M) i Invq,A(M) antiizomorfni.

(ii) Neka su p i q jako pravilni i neka je p�A 6⊥w q�A neograniqenog tipa. Tada

su p i q prosti nad A i:

1) Ako (p⊗q)�A 6= (q⊗p)�A, tada su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M)

i Invq,A(M) izomorfna.

2) Ako (p⊗q)�A = (q⊗p)�A, tada su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M)

i Invq,A(M) antiizomorfna.

U petom poglav	u izuqavamo neke specijalne ekspanzije linearnih ure�e�a.

Predstav	amo primere teorija u kojima je svaki invarijantan tip pravilan i

asimetriqan. I vixe, svaki nealgebarski tip ima taqno dva globalna invari-

jantna proxire�a. Preciznije, dokaza�emo slede�u teoremu.
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Teorema 6 (Moco�a,Tanovi�). Neka je L = {<}∪{Pi | i ∈ I}∪{Ej | j ∈ J}
jezik gde su svi Pi unarni, a < i svi Ej binarni predikatski simboli. Neka

je T potpuna teorija jezika L koja povlaqi da je < linearno ure�e�e, i svi Ej

su relacije ekvivalencije sa konveksnim klasama (u odnosu na <).

(i) Svaki invarijantan tip je pravilan.

(ii) Svaki nealgebarski tip p ∈ S1(A) ima taqno dva invarijantna nad A

globalna proxire�a.
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POGLAV�E 1

Pregled pojmova i notacija

U prvom ode	ku ovog poglav	a napravi�emo pregled osnovnih pojmova i

tvr�e�a iz teorije modela. Skoro svi koncepti mogu se na�i u k�igama o

teoriji modela, kao xto su [2, 5, 17], a neki od �ih mogu se na�i u [9].

U drugom ode	ku �emo uvesti pojmove operatora algebarskog zatvore�a i

predgeometrije i da�emo �ihove osnovne osobine. Vixe o predgeometrijama se

mo�e na�i u [17]. Tako�e dajemo definiciju i osobine potpuno degenerisanih

operatora zatvore�a. Potpuno degenerisani operatori zatvore�a su uvedeni

u radu [8], i znaqajni su za naxe izuqava�e.

U tre�em ode	ku uvodimo pojam Dedekindovog kompletira�a proizvo	nog

gustog linearnog ure�e�a. Iako je pojam Dedekindovog kompletira�a do-

bro poznat, prilagodi�emo definiciju naxim potrebama, i vide�emo jedan

tehniqki rezultat koji �e nam biti od koristi.

1. Pregled osnovnih pojmova i notacija

1.1. Modeli i teorije.

Mi radimo na jezicima prvog reda, koje obiqno oznaqavamo sa L, i modelima
(strukturama) na jeziku L. Tako�e, L-formule prvog reda su izgra�ene na

uobiqajen naqin. Ako je φ neka L-formula, zapisujemo je sa φ(x̄) kako bismo

naglasili da su slobodne promen	ive u formuli φ neke od x̄ = x1 . . . xn. Obiqno

nije bitno koja je du�ina niza x̄, |x̄|, pa je zbog toga ne naglaxavamo ekspli-
citno. L-formula je L-reqenica ako nema slobodne promen	ive.

Ako jeM neka L-struktura i φ neka L-reqenica, pixemoM |= φ ako φ va�i

(je taqna) u M . Ako je φ(x̄) neka L-formula, |x̄| = n, i ā = a1 . . . an je niz

elemenata izM , pixemoM |= φ(ā) kako bismo rekli da ā zadovo	ava formulu

φ(x̄) u M , tj. φ(x̄) je taqna pri valuaciji promen	ivih x̄ 7→ ā. (Formalno,

M |= φ(ā) se induktivno definixe na prirodan naqin.) Tako�e, ka�emo da

je ā rexe�e formule φ(x̄) u M , ako M |= φ(ā). Obiqno pixemo ā ∈ M umesto

ā ∈ M |ā|, jer nam qesto du�ina |ā| nije bitna. Sliqno za A ⊆ M , pixemo

ā ∈ A umesto ā ∈ A|ā|. Ako je φ(x̄) neka L-formula i M neka L-struktura,
oznaqavamo sa φ(M) skup svih rexe�a formule φ(x̄) u M , tj. ā ∈ φ(M) ako

i samo ako M |= φ(ā). To je podskup od M |x̄|. Sliqno, ako je Σ(x̄) neki skup

L-formula, takav da su slobodne promen	ive u svakoj formuli iz Σ(x̄) neke od
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x̄, sa Σ(M) oznaqavamo skup rexe�a svake formule iz Σ(x̄) u M , tj. ā ∈ Σ(M)

ako i samo ako M |= φ(ā), za sve φ(x̄) ∈ Σ(x̄).

Ako je L ⊆ L′ iM je L′-struktura, tada je L-redukt odM samaM smatrana

kao L-struktura. U tom sluqaju, M gledana kao L′-struktura je ekspanzija od
M gledane kao L-struktura.

Dve L-strukture M i N su elementarno ekvivalentne ako: M |= φ ako i

samo ako N |= φ, va�i za sve L-reqenice φ. Pixemo M ≡ N da naglasimo da

su M i N elementarno ekvivalentne. Sa Th(M) se oznaqava skup L-reqenica
koje su taqne u M ; zovemo ga teorija od M . Dakle, M ≡ N ako i samo ako

Th(M) = Th(N). Ako su M i N izomorfne, tada su M i N elementarno

ekvivalentne.

L-teorija je bilo koji skup L-reqenica. L-struktura M je model od T , u

oznaci M |= T , ako va�i M |= φ, sa svaku φ ∈ T . Oqigledno, M |= Th(M).

Teorija T je zadovo	iva (ka�emo jox i saglasna ili konzistentna) ako ima

model. Zadovo	iva teorija T je potpuna ako sadr�i ili φ ili ¬φ, za svaku
L-reqenicu φ. Oqigledno, Th(M) je potpuna teorija.

Injektivan L-homomorfizam f : M −→ N , je elementarno utapa�e ako:

M |= φ(ā) ako i samo ako N |= φ(f(ā)), va�i za sve L-formule φ(x̄) i sve ā ∈M .

Podstruktura M od N je elementarna podstruktura, u oznaci M ≺ N , ako je

inkluzija elementarno utapa�e. U tom sluqaju, N je elementarna ekstenzija

od M .

Imenova�e parametara je slede�a procedura: Neka je M neka L-struktura
i A ⊆ M . Oznaqimo sa LA proxire�e jezika L novim simbolom konstante za

svako a ∈ A (ovaj simbol konstante zovemo ime od a), i posmatrajmo

LA-ekspanziju od M , koju ponekad oznaqavamo sa (M,A) ili MA, u kojoj smo

interpretirali odgovaraju�e simbole konstanti na prirodan naqin. Prime-

timo da M |= φ(ā) ako i samo ako MA |= φ(ā) gde φ(ā) posmatramo kao

Lā-reqenicu.
Za LA-formulu ka�emo da je formula sa parametrima iz A. Pod formulom

sa parametrima podrazumevamo formula sa parametrima iz M . Qesto ka�emo

formula bez parametara da naglasimo da je u pita�u samo L-formula.

Neka jeM model, A ⊆M iD ⊆Mn. SkupD je definabilan sa parametrima

iz A ili A-definabilan ako postoji LA-formula φ(x̄) takva da je �en skup

rexe�a u M jednak D: D = φ(M). Skup je definabilan ako je definabilan sa

parametrima iz M .

Grupa automorfizama odM oznaqava se sa Aut(M). Sa AutA(M) oznaqavamo

grupu svih automorfizama od M koji fiksiraju A ⊆M taqka-po-taqka. Skup
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D ⊆Mn je AutA(M)-invarijantan ako za sve automorfizme f ∈ AutA(M) va�i

f [D] = D.

1.2. Teorema kompaktnosti.

Za skup L-formula Σ(x̄) ka�emo da je zadovo	iv ako postoji model jezika

L u kome Σ(x̄) ima rexe�e; ekvivalentno, ako je teorija Σ(c̄) jezika Lc̄ zado-
vo	iva. Teorija T jezika L (skup L-formula Σ(x̄)) je konaqno zadovo	iva ako

je svaka konaqna podteorija od T (svaki konaqan podskup od Σ(x̄)) zadovo	iva.

Teorema kompaktnosti je jedan od fundamentalnih rezultata i jedan od glavnih

alata teorije modela, koja ka�e da je pojam zadovo	ivosti ekvivalentan pojmu

konaqne zadovo	ivosti.

Teorema 1.1. Teorija T je zadovo	iva ako i samo ako je konaqno zadovo	iva.

Za formulu φ(x̄) (ili skup formula Σ(x̄)) ka�emo da je saglasna sa teorijom

T ako je T ∪ {φ(x̄)} (T ∪Σ(x̄)) zadovo	iv skup formula. Primetimo da je skup

Σ(x̄) saglasan sa teorijom T ako i samo ako je T ∪ Σ(c̄) zadovo	iva teorija

(jezika Lc̄). Prema tome imamo direktnu posledicu Teoreme kompaktnosti (na
koju �emo se tako�e pozivati kao na Teoremu kompaktnosti).

Posledica 1.2. Neka je T zadovo	iva teorija jezika L i Σ(x̄) skup L-
formula. Σ(x̄) je saglasan sa teorijom T ako i samo ako je svaki konaqan pod-

skup Σ0(x̄) ⊆ Σ(x̄) saglasan sa teorijom T .

1.3. Tipovi.

Neka je M model jezika L, A ⊆M i LA proxiren jezik. Neka je T = Th(M)

i TA = Th(M,A). Skup LA-formula p(x̄), |x̄| = n, je n-tip nad A, ako je p(x̄)

saglasan sa TA. Tip p je potpun ako za svaku LA-formulu φ(x̄) va�i φ(x̄) ∈ p
ili ¬φ(x̄) ∈ p. Skup svih potpunih n-tipova nad A oznaqavamo sa SMn (A).

Za skup A ka�emo da je domen tipa p. Primetimo da za svaku elementarnu

ekstenziju N modela M va�i SNn (A) = SMn (A).

Po Teoremi kompaktnosti, p(x̄) je n-tip ako je svaki konaqan podtip

p0(x̄) ⊆ p(x̄) saglasan sa TA, drugim reqima ako konjunkcija proizvo	nih

konaqno mnogo formula iz p(x̄) ima rexe�e u nekom modelu (zbog potpunosti

teorije TA, svim modelima) teorije TA.

Svaka n-torka ā ∈M odre�uje potpun n-tip nad A:

tpM(ā/A) = {φ(x̄) | φ(x̄) je LA-formula i M |= φ(a)}.

Primetimo da za svaku elementarnu ekstenziju N modela M va�i tpN(ā/A) =

tpM(ā/A). U sluqaju A = ∅, pixemo samo tpM(ā) umesto tpM(ā/∅). Ako �elimo
da naglasimo promen	ive x̄ u tpM(ā/A), pisa�emo tpMx̄ (ā/A).
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Neka je p n-tip nad A ⊆ M . Ka�emo da je ā ∈ M realizacija tipa p,

i pixemo ā |= p, ako je ā rexe�e svake formule iz p. Model M realizuje

tip p ako u M postoji realizacija tipa p; u suprotnom M ispuxta p. Skup

realizacija tipa p u modelu M oznaqavamo sa p(M). Teorema kompaktnosti

povlaqi da je svaki tip realizovan u nekoj elementarnoj ekstenziji modela M .

Ako je N elementarna ekstenzija od M i ā ∈ N realizacija tipa p nad A, tada

je taqno p ⊆ tpN(ā/A); u sluqaju da je p potpun, tada je p = tpN(ā/A).

Ako je p tip nad domenom A i B ⊆ A, sa p�B oznaqavamo �egovu restrikciju

na domen B, tj. skup svih formula iz p koje koriste parametre iz B. Oqigledno,

ako p ∈ SMn (A), tada p�B ∈ SMn (B).

Formula φ(x̄) sa parametrima iz M je algebarska ako je φ(M) neprazan i

konaqan skup. Tip p nad A ⊆M je algebarski ako je neka konjunkcija formula

iz p algebarska formula. Ekvivalentno, u sluqaju potpunog tipa p, ako p

sadr�i algebarsku formulu. U suprotnom, tip je nealgebarski.

Ako je p(x̄) tip nad A ⊆ M , φ(x̄) ∈ p(x̄) algebarska formula i |φ(M)| = m,

tada je ,,φ(x̄) ima taqno m rexe�a" formula prvog reda sa parametrima iz A,

koja je taqna u M . Zbog elementarnosti ona je taqna i u svakom N �M . Prema

tome φ(N rM) = ∅ i tako�e p(N rM) = ∅.

Na skupu SMn (A) postoji prirodno definisana topologija, koju zovemo Sto-

nova topologija, i koja je generisana slede�om bazom: za svaku LA-formulu
φ(x̄) imamo bazni otvoren skup:

[φ] = {p ∈ SMn (A) | φ(x̄) ∈ p}.

Primetimo da su bazni skupovi zatvoreni za konaqne preseke i unije: [φ]∩[ψ] =

[φ ∧ ψ] i [φ] ∪ [ψ] = [φ ∨ ψ]. Tako�e, zbog potpunosti tipova u SMn (A), imamo

da je [¬φ] = SMn (A) r [φ]. Prema tome baza topologije je saqi�ena od otvoreno-

zatvorenih skupova. Odatle direktno sledi da je SMn (A) potpuno nepovezan

topoloxki prostor.

Teorema kompaktnosti povlaqi da je SMn (A) kompaktan topoloxki prostor.

Neka je (I,<) linearno ure�e�e, A ⊆M i (ai)i∈I niz elemenata uM . Za niz

(ai)i∈I ka�emo da je neraspoznat	iv nad A ako za sve n > 1 i sve i1 < . . . < in

i j1 < . . . < jn va�i:

tpM(ai1 , . . . , ain/A) = tpM(aj1 , . . . , ajn/A).

Niz (ai)i∈I je potpuno neraspoznat	iv nad A ako za svaku permutaciju σ skupa

I i sve konaqne podskupove {i1, . . . , in} ⊆ I va�i:

tpM(ai1 , . . . , ain/A) = tpM(aσ(i1), . . . , aσ(in)/A).
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1.4. Teorema o ispuxta�u tipova.

Neka su T i φ(x̄) redom potpuna teorija i formula jezika L takve da je

T ∪{φ(x̄)} zadovo	iv skup, i neka je p(x̄) (mogu�e nepotpun) tip nad ∅. Formula
φ(x̄) izoluje p, u oznaci φ(x̄) ` p(x̄), ako za sve L-formule ψ(x̄) ∈ p(x̄) va�i:

T |= ∀x(φ(x̄)⇒ ψ(x̄)).

Tip p je izolovan ako postoji formula φ(x̄) koja ga izoluje; inaqe je neizolovan.

Svaki izolovan tip je realizovan u svakom modelu teorije T : ako

φ(x̄) ` p(x̄), kako je T ∪{φ(x̄)} zadovo	iv skup i T potpuna, u svakom modelu M

postoji ā ∈M takav da M |= φ(ā); tada ā |= p(x̄). Prema tome, neizolovanost je

potreban uslov da bi tip mogao biti ispuxten. Teorema o ispuxta�u tipova

tvrdi da je to i dovo	an uslov u sluqaju prebrojivog jezika L.

Teorema 1.3. Neka je L prebrojiv jezik, T potpuna L-teorija i p (mogu�e
nepotpun) neizolovan tip nad ∅. Tada postoji prebrojiv model M |= T koji

ispuxta p.

1.5. Monstrum model.

Pretpostavimo da je T potpuna teorija. Model M |= T je κ-zasi�en ako

je svaki potpun tip nad proizvo	nim skupom A ⊆ M kardinalnosti ma�e od

κ realizovan u M . Pokazuje se da je M κ-zasi�en ako i samo ako je svaki

(mogu�e nepotpun) tip nad proizvo	nim skupom A ⊆ M kardinalnosti ma�e

od κ realizovan u M . Ekvivalentno tome, M je κ-zasi�en ako i samo ako je

svaki potpun 1-tip nad proizvo	nim skupom A ⊆M kardinalnosti ma�e od κ

realizovan u M . Model M je zasi�en ako je |M |-zasi�en.
Za svaki model M |= T i svaki beskonaqan κ postoji elementarna eksten-

zija N modela M koja je κ+-zasi�ena. I vixe, N se mo�e izabrati tako da

|N | 6 |M |κ. Za dokaz egzistencije zasi�enog modela u opxtem sluqaju moraju

se iskoristiti neke skup-teoretske pretpostavke.

Model M |= T je κ-homogen ako se svako parcijalno elementarno preslika-

va�e f : A −→M mo�e proxiriti do parcijalno elementarnog preslikava�a

f ′ : A ∪ {a} −→M , gde je A ⊆M proizvo	an skup kardinalnosti ma�e od κ i

a ∈M proizvo	no. Model M je homogen ako je |M |-homogen.
U homogenim modelima M se svako parcijalno elementarno preslikava�e

f : A −→M mo�e proxiriti do automorfizma modelaM , gde je A proizvo	an

skup kardinalnosti ma�e od |M |.
Model M |= T je κ-univerzalan ako se svaki model N teorije T kardinal-

nosti ma�e od κ mo�e elementarno utopiti u M . Model M je univerzalan ako

je |M |+-univerzalan.
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Za svaki beskonaqan kardinal κ va�i da jeM κ-zasi�en ako i samo ako je κ-

homogen i κ+-univerzalan. Za neprebrojive kardinale va�i da je M κ-zasi�en

ako i samo ako je κ-homogen i κ-univerzalan. Specijalno, M je zasi�en ako i

samo ako je homogen i univerzalan.

Pretpostavimo da �elimo da izuqavamo ,,male" modele teorije T . Pre-

ciznije, pretpostavimo da nas zanimaju modeli teorije T kardinalnosti ma�e

od κ. Pretpostavimo da je C |= T zasi�en model kardinalnosti κ. Zbog uni-

verzalnosti modela C, svaki model kardinalnosti ma�e od κ izomorfan je

elementarnom podmodelu od C. Prema tome, naxe izuqava�e mo�emo fokusi-

=rati na izuqava�e elementarnih podmodela od C. Model C zovemo monstrum

model teorije T . Kao xto smo ve� nagovestili, egzistenciju monstruma mo�emo

opravdati dodatnim skup-teoretskim pretpostavkama.

Ovde �emo navesti neke osobine monstruma C koje �emo u da	em teksu im-

plicitno koristiti. Tako�e, dajemo i notaciju koje �emo se do kraja pridr�a-

vati.

1. Ve� smo rekli da se svaki model teorije T kardinalnosti ma�e od |C| mo�e
posmatrati kao elementarni podmodel od C. Za takve modele ka�emo da su

mali i obiqno ih oznaqavamo sa M i N , mogu�e sa indeksima.

2. Za podskupove od C kardinalnosti ma�e od |C| ka�emo da su mali i obiqno

ih oznaqavamo sa A,B,C, . . .

3. Zbog zasi�enosti, svaki tip nad malim skupom parametara je realizovan u

C. Specijalno, skup formula nad malim skupom je zadovo	iv ako i samo ako

je realizovan u C.

4. Zbog elementarnosti, SC
n(A) = SMn (A), za svaki mali model M ⊇ A. Sa Sn(A)

oznaqavamo SC
n(A). Sliqno, za svako ā ∈ C imamo tpC(ā/A) = tpM(ā/A), za

svaki mali model M koji sadr�i ā. Sa tp(ā/A) oznaqavamo tpC(ā/A).

5. Lokus n-tipa nad malim skupom A je skup svih �egovih realizacija u mon-

strumu.

6. Pixemo |= φ umesto C |= φ. Zbog elementarnosti, |= φ povlaqi M |= φ za

svaki mali model M koji sadr�i parametre formule φ.

7. Zbog homogenosti, svako parcijalno elementarno preslikava�e qiji je domen

mali skup mo�e se proxiriti do automorfizma. Specijalno, ako je tp(ā/A) =

tp(b̄/A), tada postoji automorfizam f ∈ AutA(C) takav da je f(ā) = b̄.

8. Ako su Π(x̄) i Σ(x̄) skupovi formula, ka�emo da Π(x̄) forsira Σ(x̄), u oznaci

Π(x̄) ` Σ(x̄), ako va�i Π(C) ⊆ Σ(C). Formula φ(x̄) (sa parametrima) izoluje

(mogu�e nepotpun) tip p(x̄) ako je φ(x̄) saglasna sa p(x̄) i φ(x̄) ` p(x̄). (Mogu�e

nepotpun) tip p(x̄) je izolovan nad A ako postoji formula sa parametrima

iz A koja izoluje p(x̄).
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9. Globalni tip je tip nad monstrumom. Skup globalnih, potpunih n-tipova

oznaqavamo sa Sn(C). Globalne tipove obiqno oznaqavamo sa p i q.

10. Pod definabilnim skupom mislimo podskup od Cn koji je definabilan sa

parametrima iz C. SkupD je definabilan tipom nad A ako je presek (mogu�e

beskonaqno mnogo) skupova definabilnih nad A, tj. postoji (mogu�e nepot-

pun) tip p(x̄) nad A takav da je D = p(C). Ako je D definabilan tipom nad

A, skup D′ je relativno definabilan unutar D nad A ako postoji formula

φ(x̄) sa parametrima iz A takva da je D′ = D ∩ φ(C).

11. Za skup D ⊆ Cn ka�emo da je invarijantan nad A ili A-invarijantan ako

je AutA(C)-invarijantan. Skup je invarijantan ako je invarijantan nad ∅.
12. Po potrebi �emo posmatrati i ve�i monstrum C′ � C.

Nada	e podrazumevamo da radimo u fiksiranom monstrumu.

1.6. Definabilan tip.

Tip p ∈ Sn(A) je definabilan nad B ⊆ A ako za svaku formulu φ(x̄, ȳ) bez

parametara postoji formula sa parametrima B, u oznaci dpφ(ȳ), takva da za

sve ā ∈ A va�i:

φ(x̄, ā) ∈ A ako i samo ako |= dpφ(ā).

Za formulu dpφ(ȳ) ka�emo da je definicija nad B formule φ(x̄, ȳ), a pridru�i-

va�e dp je definiciona shema nad B.

Tip p je definabilan ako je definabilan nad A.

Napomena 1.4. Ako radimo u prebrojivom jeziku L, tada je svaki defi-

nabilan tip p, definabilan nad nekim prebrojivim skupom. Zaista, formula

bez parametara ima prebrojivo mnogo, i definicija svake koristi samo konaqno

mnogo parametara, pa ako je B skup parametara koje koriste definicije svih

formula, tada je B prebrojiv i p je definabilan nad B.

1.7. Naslednik.

Neka je M ⊆ A, p ∈ Sn(M), q ∈ Sn(A) i p ⊆ q. Tip q je naslednik tipa p ako

za svaku formulu φ(x̄, ȳ) sa parametrima iz M va�i: ako φ(x̄, ā) ∈ q za neko

ā ∈ A, tada postoji m̄ ∈M tako da φ(x̄, m̄) ∈ p.
U slede�oj lemi �emo videti da svaki definabilan tip nad modelomM ima

jedinstvenog naslednika nad svakim A ⊇M .

Lema 1.5. Neka je p ∈ Sn(M) definabilan tip, dp �egova definiciona

shema nad M , i A ⊇M . Tada je:

q(x̄) = {φ(x̄, ā) | φ(x̄, ȳ) je L-formula, ā ∈ A i |= dpφ(ā)}

jedinstveni naslednik tipa p u Sn(A). Tako�e, q je definabilan nad M , i

�egova definiciona shema nad M je bax dq = dp.
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Dokaz. Doka�imo najpre da za svaku formulu φ(x̄, ȳ) bez parametara va�i:

|= (∀ȳ)(dp(¬φ)(ȳ)⇔ ¬dpφ(ȳ)).

Kako prethodna formula koristi parametre iz M , dovo	no je da doka�emo:

M |= (∀ȳ)(dp(¬φ)(ȳ)⇔ ¬dpφ(ȳ)).

Zaista, za svako m̄ ∈ M , M |= dp(¬φ)(m̄) akko ¬φ(x̄, m̄) ∈ p akko φ(x̄, m̄) /∈ p
akko M |= ¬dpφ(m̄).

Sada mo�emo da doka�emo da je q potpun. Pretpostavimo da ā ∈ A i

φ(x̄, ā) /∈ q(x̄). Po definiciji q tada |= ¬dpφ(ā), pa prema prethodnom

|= dp(¬φ)(ā), odakle ¬φ(x̄, ā) ∈ q(ā).

Doka�imo da	e da za formule bez parametara φi(x̄, ȳi), 1 6 i 6 k, va�i:

|= ∀ȳ1 . . . ȳk(
k∧
i=1

dpφi(ȳi)⇒ ∃x̄
k∧
i=1

φi(x̄, ȳi)).

Ponovo je dovo	no da doka�emo:

M |= ∀ȳ1 . . . ȳk(
k∧
i=1

dpφi(ȳi)⇒ ∃x̄
k∧
i=1

φi(x̄, ȳi)),

pa pretpostavimo da su m̄1, . . . , m̄k ∈M takvi daM |= dpφi(m̄i), za sve 1 6 i 6 k.

Tada φi(x̄, m̄i) ∈ p(x̄), za sve 1 6 i 6 k, pa kako je p tip postoji m̄ ∈M takav da

M |= φi(m̄, m̄i), za sve 1 6 i 6 k.

Sada mo�emo da doka�emo da je q tip. Neka φ1(x̄, ā1), . . . , φk(x̄, āk) ∈ q(x̄),

za ā1, . . . , āk ∈ A. Po definiciji q tada |= dpφi(āi), za sve 1 6 i 6 k, pa prema

prethodnom imamo da je skup {φ1(x̄, ā1), . . . , φk(x̄, āk)} zadovo	iv.

Dakle, q ∈ Sn(A). Jasno je da je p ⊆ q; ako φ(x̄, m̄) ∈ p(x̄), tada |= dpφ(m̄),

odakle φ(x̄, m̄) ∈ q(x̄) jer je A ⊇ M . Preostaje nam da doka�emo da je q jedin-

stveni naslednik tipa p u Sn(A).

Ako je φ(x̄, ȳ) formula sa parametrima iz M , φ(x̄, ā) ∈ q(x̄), gde ā ∈ A, tada
|= dpφ(ā), odakle |= ∃ȳ dpφ(ȳ). Kako ta formula koristi samo parametre iz M ,

to M |= ∃ȳ dpφ(ȳ), pa postoji m̄ ∈ M tako da M |= dpφ(m̄), tj. φ(x̄, m̄) ∈ p(x̄).

Dakle, q jeste naslednik od p.

Pretpostavimo da je r ∈ Sn(A) naslednik od p. Neka je φ(x̄, ȳ) proizvo	na

formula sa parametrima iz M . Posmatrajmo formulu ψ(x̄, ȳ) definisanu sa:

ψ(x̄, ȳ) = ¬(φ(x̄, ȳ)⇔ dpφ(ȳ)).

Tvrdimo da ψ(x̄, m̄) /∈ p(x̄), za sve m̄ ∈ M . Pretpostavimo suprotno, tj. da za

neko m̄ ∈ M , ψ(x̄, m̄) ∈ p(x̄). Ako φ(x̄, m̄) ∈ p, tada postoji m̄′ ∈ M tako da

M |= φ(m̄′, m̄) ∧ ψ(m̄′, m̄), odakle sledi M |= ¬dpφ(m̄), xto je u suprotnosti sa
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φ(x̄, m̄) ∈ p. Ako ¬φ(x̄, m̄) ∈ p, tada postoji m̄′ ∈ M tako da M |= ¬φ(m̄′, m̄) ∧
ψ(m̄′, m̄), odakle sledi M |= dpφ(m̄), xto je u suprotnosti sa ¬φ(x̄, m̄) ∈ p.

Dakle, zaista ψ(x̄, m̄) /∈ p(x̄), za sve m̄ ∈ M , pa kako je r naslednik od p, to

ψ(x̄, ā) /∈ r(x̄), za sve ā ∈ A. Prema tome φ(x̄, ā) ∈ r povlaqi da postoji ā′ takav
da |= φ(ā′, ā) ∧ ¬ψ(ā′, ā), odakle |= dpφ(ā), pa φ(x̄, ā) ∈ q(x̄). Dakle, r ⊆ q, pa

zbog potpunosti je r = q i jedinstvenost je dokazana. �

1.8. Konaslednik.

Potpun tip p ∈ Sn(B) je konaqno zadovo	iv u A ⊆ B ako svaki konaqan

podtip p0 ⊆ p ima realizaciju u An. Ekvivalentno, ako svaka formula

φ(x̄) ∈ p(x̄) ima rexe�e u An.

Oqigledno je svaki tip nad modelom p ∈ Sn(M) konaqno zadovo	iv u M

(po definiciji tipa).

U slede�oj lemi �emo videti da svaki konaqno zadovo	iv u A tip nad A

ima konaqno zadovo	ivo proxire�e u A nad bilo kojim B ⊇ A.

Lema 1.6. Neka je p ∈ Sn(A) konaqno zadovo	iv u A, i neka je B ⊇ A.

(i) Tip q ∈ Sn(B) je konaqno zadovo	iv u A ako i samo ako sadr�i skup

formula:

Σ(x̄) = {φ(x̄) | φ(x̄) je LB-formula i φ(A) = An}.

(ii) Tip p ima konaqno zadovo	ivo u A proxire�e u Sn(B).

Dokaz. (i) Neka je q ∈ Sn(B). Tip q(x̄) nije konaqno zadovo	iv u A ako

i samo ako sadr�i formulu φ(x̄) sa parametrima iz B takvu da φ(A) = ∅, tj.
takvu da ¬φ(A) = An. Me�utim, ovo je ekvivalentno sa ¬φ(x̄) ∈ Σ(x̄) r q(x̄).

(ii) Kako je p(x̄) konaqno zadovo	iv uA, skup formula p(x̄)∪Σ(x̄) je oqigledno

(nepotpun) tip nad B. Prema tome postoji q ∈ Sn(B) takav da p(x̄)∪Σ(x̄) ⊆ q(x̄).

Tip q je oqigledno proxire�e tipa p, a prema (i) je konaqno zadovo	iv u A. �

Neka je M ⊆ A, p ∈ Sn(M), q ∈ Sn(A) i p ⊆ q. Tip q je konaslednik tipa p

ako je konaqno zadovo	iv u M .

Posledica 1.7. Neka je M ⊆ A i p ∈ Sn(M). Tada p ima konaslednika u

Sn(A).

Dokaz. Tip p je konaqno zadovo	iv u M , pa tvr�e�e sledi iz leme 1.6(ii).

�

1.9. Slaba ortogonalnost i ortogonalnost.

Neka su p ∈ Sm(A) i q ∈ Sn(A). Tipovi p i q su slabo ortogonalni, u oznaci

p⊥w q, ako p(x̄) ∪ q(ȳ) ima jedinstveno proxire�e u Sm+n(A). Drugim reqima,
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ako ā |= p i b̄ |= q, tada p⊥w q ako:

p(x̄) ∪ q(ȳ) ` tpx̄,ȳ(ā, b̄/A).

U suprotnom su p i q slabo neortogonalni, p 6⊥w q. Primetimo da su slede�i

uslovi ekvivalentni sa p 6⊥w q:

(1) za sve ā |= p, b̄ |= q, postoji ā′ |= p takav da tp(ā, b̄/A) 6= tp(ā′, b̄/A);

(2) za sve ā |= p, b̄ |= q, postoji b̄′ |= q takav da tp(ā, b̄/A) 6= tp(ā, b̄′/A);

(3) za sve ā |= p i b̄ |= q, p(x̄) 0 tp(ā/Ab̄);

(4) za sve ā |= p i b̄ |= q, q(ȳ) 0 tp(b̄/Aā).

Za globalne tipove p ∈ Sm(C) i q ∈ Sn(C) ka�emo da su ortogonalni, p ⊥ q,

ako su slabo ortogonalni; inaqe su neortogonalni, p 6⊥ q.

1.10. Poluizolovanost.

Neka ā, b̄ ∈ C. Ka�emo da je ā poluizolovan sa b̄ nad A, u oznaci ā ∈ SemA(b̄),

ako postoji formula φ(x̄, ȳ) ∈ tp(ā, b̄/A) takva da φ(x̄, b̄) ` tp(ā/A).

Poluizolovanost nad fiksiranim skupomA je tranzitivna: ako ā ∈ SemA(b̄)

i b̄ ∈ SemA(c̄), tada ā ∈ SemA(c̄). Zaista, ako je φ(x̄, ȳ) ∈ tp(ā, b̄/A) takva

da φ(x̄, b̄) ` tp(ā/A) i ψ(ȳ, z̄) ∈ tp(b̄, c̄/A) takva da ψ(ȳ, c̄) ` tp(b̄/A), tada

θ(x̄, z̄) = ∃y (φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄)) ∈ tp(ā, c̄/A) i θ(x̄, c̄) ` tp(ā/A). Ako je ā′ takvo

da |= θ(ā′, c̄), tada postoji b̄′ takvo da |= φ(ā′, b̄′) i |= ψ(b̄′, c̄). Iz ψ(b̄′, c̄)

sledi tp(b̄′/A) = tp(b̄/A), zbog ψ(ȳ, c̄) ` tp(b̄/A), pa postoji automorfizam f ∈
AutA(C) takav da f(b̄′) = b̄. Tada |= φ(ā′, b̄′) povlaqi |= φ(f(ā′), b̄), odakle sledi

tp(f(ā′)/A) = tp(ā/A), zbog φ(x̄, b̄) ` tp(ā/A). Kako je oqigledno tp(f(ā′)/A) =

tp(ā′/A), dobijamo tp(ā′/A) = tp(ā/A), kao xto smo i �eleli.

1.11. Kompaktnost u monstrumu.

Neka je T potpuna teorija i C fiksirani monstrum teorije T . Teorema

kompaktnosti u monstrumu mo�e biti formulisana na slede�i naqin.

Teorema 1.8. Neka je Σ(x̄) skup formula sa parametrima A i φ(x̄) formula

sa parametrima A, gde je A ⊆ C mali skup. Ako Σ(x̄) ` φ(x̄) tada postoji

konaqan podskup Σ0(x̄) ⊆ Σ(x̄) takav da Σ0(x̄) ` φ(x̄).

Dokaz. Primetimo da skup Σ(x̄) ∪ {¬φ(x̄)} nije saglasan sa T . U suprot-

nom, Σ(x̄) ∪ {¬φ(x̄)} je (nepotpun) tip nad malim skupom parametara A, pa je

realizovan u monstrumu, xto je u kontradikciji sa Σ(x̄) ` φ(x̄). Po Teoremi

kompaktnosti, postoji konaqan podskup Σ0(x̄) ⊆ Σ(x̄) takav da Σ0(x̄) ∪ {¬φ(x̄)}
nije saglasan sa T . Specijalno, Σ0(x̄) ∪ {¬φ(x̄)} nije zadovo	iv u C, odakle

dobijamo Σ0(x̄) ` φ(x̄). �

Kao primer primene Teoreme kompaktnosti u monstrumu dokaza�emo slede�u

lemu, koju �emo kasnije koristiti.
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Lema 1.9. Pretpostavimo da je D ⊆ Cn definabilan skup i A ⊆ C. Tada

je D definabilan nad A ako i samo ako je invarijantan nad A.

Dokaz. Smer (⇒) je lakxi. Pretpostavimo da su φ(x̄, ȳ) formula bez

parametara i ā ∈ A takvi da je D = φ(Cn, ā). Ako je f ∈ AutA(C), tada je

f(ā) = ā, pa:

d̄ ∈ D akko |= φ(d̄, ā) akko |= φ(f(d̄), f(ā)) akko |= φ(f(d̄), ā) akko f(d̄) ∈ D.

Dakle, f(D) = D, i D je invarijantan nad A.

(⇐): Pretpostavimo da su φ(x̄, ȳ) i b̄ ∈ C takvi da je D = φ(Cn, b̄), i pret-

postavimo da je D invarijantan nad A. Uoqimo tip p(ȳ) = tp(b̄/A); tvrdimo:

p(ȳ) ` ∀x̄ (φ(x̄, b̄)⇔ φ(x̄, ȳ)).

Pretpostavimo b̄′ |= p(ȳ). Tada je tp(b̄′/A) = tp(b̄/A), pa postoji automorfizam

f ∈ AutA(C) takav da f(b̄) = b̄′. Kako je D invarijantan nad A, to je f(D) = D,

pa dobijamo:

|= φ(d̄, b̄) akko d̄ ∈ D akko d̄ ∈ f(D) akko |= φ(d̄, f(b̄)) akko |= φ(d̄, b̄′),

xto dokazuje |= ∀x̄ (φ(x̄, b̄)⇔ φ(x̄, b̄′)).

Dakle, p(ȳ) ` ∀x̄ (φ(x̄, b̄) ⇔ φ(x̄, ȳ)), pa po kompaktnosti postoji formula

θ(ȳ) ∈ p(ȳ) takva da:

θ(ȳ) ` ∀x̄ (φ(x̄, b̄)⇔ φ(x̄, ȳ)).

Primetimo da θ(ȳ) ∈ p(ȳ) = tp(b̄/A), tj. θ(ȳ) je formula sa parametrima iz A.

Uoqimo formulu:

ϕ(x̄) = ∃ȳ (θ(ȳ) ∧ φ(x̄, ȳ));

ϕ(x̄) je tako�e formula sa parametrima iz A i tvrdimo da ona definixe D.

Ako d̄ ∈ D, tada je |= φ(d̄, b̄), i tako�e je |= θ(b̄) (jer θ(ȳ) ∈ tp(b̄/A)). Dakle, b̄

je svedok za egzistencijalni kvantifikator u |= ϕ(d̄). Obratno, ako |= ϕ(d̄),

izaberimo svedoka b̄′ za egzistencijalni kvantifikator. Tada |= θ(b̄′)∧φ(d̄, b̄′).

Kako je |= θ(b̄′), to va�i |= ∀x̄ (φ(x̄, b̄)⇔ φ(x̄, b̄′)), pa kako je |= φ(d̄, b̄′), konaqno

dobijamo |= φ(d̄, b̄), tj. d̄ ∈ D. Dakle, D = ϕ(Cn) je definabilan nad A. �

1.12. Ispuxta�e tipova u monstrumu.

Neka je L prebrojiv jezik, T potpuna L-teorija i C fiksiran monstrum

teorije T . Mi �emo koristiti Teoremu o ispuxta�u tipova u slede�em obliku.

Teorema 1.10. Neka je A ⊆ C prebrojiv skup i p (mogu�e nepotpun) tip

sa parametrima A. Ako ne postoji LA-formula φ(x̄) koja je saglasna sa p(x̄)

i takva da φ(x̄) ` p(x̄) (drugim reqima ako p(x̄) nije izolovan nad A), tada

postoji prebrojiv model M ≺ C takav da A ⊆M i M ispuxta tip p.
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Dokaz. Posmatrajmo jezik LA i teoriju TA = Th(C, A). Primetimo da je LA
prebrojiv jezik, i kako smo imenovali mali skup parametara, to je C monstrum

teorije TA. Tako�e, ako je M |= TA mali model, tada A ⊆M .

Po pretpostavci, p je neizolovani tip nad ∅, pa prema Teoremi o ispuxta�u
tipova postoji prebrojiv model M teorije TA koji ispuxta p. �

2. Operator algebarskog zatvore�a

Definicija 1.11. Pretpostavimo da je S neprazan skup i da je cl unarna

operacija na P(S), cl : P(S) −→ P(S). Ka�emo da je cl operator algebarskog

zatvore�a na S ako zadovo	ava (za sve A,B ⊆ S):

• A ⊆ B povlaqi A ⊆ cl(A) ⊆ cl(B); (monotonost)

• cl(A) =
⋃
{cl(A0) | A0 ⊆ A, A0 je konaqan}; (konaqan karakter)

• cl(cl(A)) = cl(A). (idempotencija ili tranzitivnost)

Operator algebarskog zatvore�a je operator predgeometrije ako dodatno

zadovo	ava (za sve a, b ∈ S i A ⊆ S):

• b ∈ cl(A, a) r cl(A) povlaqi a ∈ cl(A, b). (svojstvo zamene)

U tom sluqaju ka�emo da je (S, cl) predgeometrija.

Za operator algebarskog zatvore�a koje ne zadovo	ava svojstvo zamene ka�emo

da je pravi operator algebarskog zatvore�a.

Za svaki A ⊆ S, skup cl(A) zovemo zatvore�e skupa A, a za skup B ⊆ S

ka�emo da je zatvoren ako je B = cl(A), za neki A ⊆ S.

Ako je cl operator algebarskog zatvore�a na S, onda svaki podskup T ⊆ S

definixe (na prirodan naqin) dva nova operatora algebarskog zatvore�a koje

zovemo restrikcija na T i relativizacija u T .

Definicija 1.12. Neka cl operator algebarskog zatvore�a na S i T ⊆ S.

Restrikcija cl na T je operator clT na T definisan sa:

clT (A) = T ∩ cl(A), za sve A ⊆ T.

Relativizacija cl u T je operator clT na S definisan sa:

clT (A) = cl(T,A), za sve A ⊆ S.

Napomena 1.13.

(i) Ako operator cl zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karaktera,

tada i operatori clT i clT tako�e zadovo	avaju uslove monotonosti i

konaqnog karaktera. Ako je cl operator algebarskog zatvore�a na S, tada

su clT i clT operatori algebarskog zatvore�a redom na T i S. I vixe,

ako je (S, cl) predgeometrija, onda su oba (T, clT ) i (S, clT ) tako�e pred-

geometrije.
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(ii) Ako T, U ⊆ S, definixemo i operator clUT na T sa:

clUT (A) = T ∩ cl(U,A), za sve A ⊆ T.

Ako operator cl zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karaktera,

tada i clUT zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karaktera. Tako�e,

ako je cl operator algebarskog zatvore�a na S, tada je i clUT operator

algebarskog zatvore�a na T , a ako je (S, cl) predgeometrija, tada je i

(T, clUT ) predgeometrija.

(iii) Obiqno �emo pisati samo cl za oba operatora clT i clT , pa qak i za clUT ;

ovakav zapis ne�e praviti nejasno�e, jer �e znaqe�e uvek biti jasno iz

konteksta.

Definicija 1.14. Za operator algebarskog zatvore�a cl na S ka�emo da

je degenerisan ako za svaki konaqan podskup A ⊆ S va�i:

cl(A) =
⋃
a∈A

cl(a).

Za cl ka�emo da je potpuno degenerisan ako va�i da za svaki konaqan podskup

A ⊆ S postoji element a ∈ A tako da:

cl(A) = cl(a).

Jasno je da su potpuno degenerisani operatori algebarskog zatvore�a degene-

risani; vide�emo da obratno ne va�i.

Napomena 1.15. Ako je cl operator algebarskog zatvore�a na S i T, U ⊆ S,

i ako je cl degenerisan (potpuno degenerisan), tada su i clT , clT i clUT tako�e

degenerisani (potpuno degenerisani) operatori.

Operatori predgeometrije se prirodno jav	aju u algebri kako pokazuju

slede�i primeri.

Primer 1.16.

(1) Neka je V vektorski prostor nad po	em k, i neka je cl(A) potprostor razapet

sa A. Tada je cl operator predgeometrije na V .

(2) Neka je F po	e qije je bazno po	e k, i neka je cl(A) algebarsko zatvore�e

po	a k(A) u F , tj. cl(A) je skup svih elemenata iz F koji su algebarski

nad k(A). Tada je cl operator predgeometrije na F . Svojstvo zamene u ovom

primeru je tvr�e�e: ako je b algebarski element nad k(A, a) i transcenden-

tan nad k(A), tada je a algebarski nad k(A, b), xto je tvr�e�e poznato kao

Xtajnicova teorema. Zato se svojstvo zamene qesto naziva i Xtajnicova

aksioma.
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Postoja�e operatora predgeometrije cl na skupu S obezbe�uje da se na S mogu

definisati pojamovi nezavisnosti, baze i dimenzije. U prethodnim primerima

ovi pojmovi se poklapaju sa pojmovima linearne nezavisnosti, baze i dimenzije

vektorskog prostora, odnosno sa pojmovima algebarske nezavisnosti, transcen-

dentne baze i transcendentnog stepena po	a.

Definicija 1.17. Neka je cl operator predgeometrije na S i A ⊆ S.

Ka�emo da je A:

• cl-nezavisan skup ako va�i a /∈ cl(Ar {a}), za sve a ∈ A;
• cl-generatorni skup ako va�i S = cl(A);

• cl-baza ako je A nezavisan generatorni skup.

Koriste�i svojstvo zamene, mo�emo imitirati dokaze odgovaraju�ih tvr�e-

�a iz konteksta vektorskih prostora i po	a da doka�emo slede�u teoremu,

koja povlaqi da je pojam dimenzije predgeometrije dobro definisan.

Teorema 1.18. Neka je cl operator predgeometrije na S.

(i) Ako je A cl-nezavisan skup, B cl-generatorni skup i A ⊆ B, tada postoji

cl-baza C takva da A ⊆ C ⊆ B. Specijalno, predgeometrija (S, cl) ima

bazu.

(ii) Sve baze predgeometrije (S, cl) su iste kardinalnosti. �

Definicija 1.19. Dimenzija predgeometrije (S, cl), u oznaci dim(S), je

kardinalnost bilo koje baze.

U sluqaju kada je cl pravi operator algebarskog zatvore�a S (ne va�i

svojstvo zamene), prirodno se pojav	uje netrivijalno parcijalno ure�e�e na

S: ako a, b ∈ S i A ⊆ S svedoqe da ne va�i svojstvo zamene, tj. ako b ∈
cl(A, a) r cl(A) i a /∈ cl(A, b), tada je cl(A, b) ( cl(A, a), pa sa x < y akko

cl(A, x) ( cl(A, y) definixemo netrivijalno strogo parcijalno ure�e�e na

S. Zbog toga su svi slede�i primeri pravih operatora algebarskog zatvore�a

bazirani na parcijalnim ure�e�ima.

Primer 1.20. Pretpostavimo da je (P,6) netrivijalno parcijalno ure�e�e

i (L,6) netrivijalno linearno ure�e�e.

(1) Za A ⊆ P definiximo cl(A) = {x ∈ P | (∃ a ∈ A)x 6 a}. Lako je proveriti
da je cl pravi operator algebarskog zatvore�a na P . Primetimo da po

definiciji x ∈ cl(A) povlaqi x ∈ cl(a), za neki a ∈ A, tj. cl je degenerisani

operator algebarskog zatvore�a. Ako P nije linearno ure�e�e, jasno je da

cl nije potpuno degenerisan operator algebarskog zatvore�a; xtavixe, cl

je potpuno degenerisan ako i samo ako je P linearno ure�e�e.
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(2) Neka je (Qp,6p) familija parcijalnih ure�e�a indeksirana sa p ∈ P .

Uoqimo disjunktnu uniju Q =
⊔
p∈P Qp, i neka je π : Q −→ P projekcija

data sa: π(x) = p ako i samo ako x ∈ Qp. Uoqimo parcijalno ure�e�e na Q

dato sa: x 6 y ako i samo ako π(x) < π(y) ili π(x) = π(y) i x 6π(x) y. Neka

je cl(A) =
⋃
{π−1[π(x)] | (∃ a ∈ A) π(x) 6 π(a)} =

⋃
{Qp | (∃ a ∈ A) p 6 π(a)}.

Ponovo, cl je pravi operator algebarskog zatvore�a na Q, i iz defini-

cije lako vidimo da je degenerisan. Ovaj primer je zanim	iv jer se

ure�e�a (P,6) i (Qp,6p) mogu rekonstruisati korix�e�em cl iz (Q,6):

cl(x) = cl(y) definixe relaciju ekvivalencije na Q qije su klase Qp;

cl(Qp) ⊆ cl(Qp′) definixe ure�e�e na koliqniqkom skupu ove ekvivalencije

koje je izomorfno sa (P,6).

(3) Specijalno, ako u primeru (2) umesto (P,6) uzmemo (L,6), i disjunk-

tnu uniju parcijalnih ure�e�a (Ql,6l) uredimo kao u primeru (2), do-

bijamo primer potpuno degenerisanog operatora algebarskog zatvore�a.

Kako �emo videti u tvr�e�u 1.22, ovaj primer je kanonski u smislu da

je svaki skup S sa pravim potpuno degenerisanim operatorom algebarskog

zatvore�a opisanog oblika.

Definicija 1.21. Neka je cl operator algebarskog zatvore�a na skupu S.

(i) Za x, y ∈ S definixemo: x 6cl y ako i samo ako cl(x) ⊆ cl(y).

(ii) E-okolina od x ∈ S je: E(x) = {y ∈ S | cl(x) = cl(y)}.
(iii) Scl = {E(x) | x ∈ S r cl(∅)}.
(iv) Scl prirodno nasle�uje ure�e�e 6cl iz S: E(x) 6cl E(y) ako i samo ako za

sve x′ ∈ E(x) i sve y′ ∈ E(y) va�i x′ 6cl y
′. U dokazu tvr�e�a 1.22(ii) �emo

videti da je E(x) 6cl E(y) ekvivalentno sa x 6cl y.

(v) π : S r cl(∅) −→ Scl je preslikava�e definisano sa π(x) = E(x).

U slede�em tvr�e�u �emo opisati vezu izme�u uvedenih pojmova iz prethodne

definicije, i vide�emo da su pravi potpuno degenerisani operatori zatvore�a

suxtinski opisani u primeru 1.20(3): postoji relacija ekvivalencije na S i

linearno ure�e�e na koliqniqkom skupu takvo da je, za svako A ⊆ S, cl(A)

unija svih klasa koje nisu ve�e od klase nekog elementa iz A.

Tvr�e�e 1.22. Neka je cl potpuno degenerisani pravi operator algebarskog

zatvore�a na S. Tada:

(i) E(x) = E(y) ako i samo ako cl(x) = cl(y). Scl je particija skupa S r cl(∅).
(ii) Sa E(x) 7→ cl(x) je dobro definisani izomorfizam linearnih ure�e�a

(Scl,6cl) i ({cl(x) | x ∈ S r cl(∅)},⊆).

(iii) Za sve A ⊆ S, cl(A) = cl(∅) ∪
⋃
{E(x) | (∃ a ∈ A)π(x) 6cl π(a)}.
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Dokaz. (i) Kako oqigledno x ∈ E(x), to E(x) = E(y), po definiciji E ,
povlaqi cl(x) = cl(y). Obratno je tako�e oqigledno iz definicije E .

Da bismo dokazali da je Scl particija skupa S r cl(∅), pretpostavimo da

E(x) ∩ E(y) 6= ∅. Izaberimo t ∈ E(x) ∩ E(y); po definiciji E tada je cl(x) =

cl(t) = cl(y), pa prema prvom delu tvr�e�a je E(x) = E(y). Dakle, nedisjunktni

qlanovi Scl su jednaki, tj. Scl je particija skupa S r cl(∅).
Primetimo da u dokazu ovog dela nismo koristili potpunu degenerisanost

operatora cl.

(ii) Prema delu (i), preslikava�e E(x) 7→ cl(x) je dobro definisana bijekcija

Scl −→ {cl(x) | x ∈ S r cl(∅)}. Ako je E(x) 6cl E(y), tada je specijalno x 6cl y,

pa je cl(x) ⊆ cl(y). Obratno, ako je cl(x) ⊆ cl(y) i x′ ∈ E(x), y′ ∈ E(y), tada je

cl(x′) = cl(x) ⊆ cl(y) = cl(y′), pa je E(x) 6cl E(y). Prema tome, E(x) 6cl E(y)

ako i samo ako cl(x) ⊆ cl(y), tj. definisano preslikava�e jeste izomorfizam

ure�e�a.

Ostaje da doka�emo linearnost datih ure�e�a. Zbog potpune degenerisanosti

operatora cl imamo da je, za proizvo	ne x, y ∈ S r cl(∅), zatvore�e cl(x, y) jed-

nako cl(x) ili cl(y). Zbog monotonosti, u prvom sluqaju je cl(y) ⊆ cl(x), a u

drugom cl(x) ⊆ cl(y). Dakle, data ure�e�a su linearna.

(iii) Neka je Ā = cl(∅) ∪
⋃
{E(x) | (∃ a ∈ A) π(x) 6cl π(a)}. Tvrdimo da

je cl(A) = Ā. Pretpostavimo da x ∈ cl(A) r cl(∅), tj. zbog degenerisanosti

da x ∈
⋃
a∈A cl(a) r cl(∅). Tada postoji a ∈ A takav da x ∈ cl(a), pa imamo

cl(x) ⊆ cl(a). Prema delu (ii) je E(x) 6cl E(a), tj. π(x) 6cl π(a), pa x ∈ Ā i

cl(A) ⊆ Ā je dokazano.

Za drugu inkluziju pretpostavimo da x ∈ Ā r cl(∅). Izaberimo a ∈ A

tako da π(x) 6cl π(a), tj. E(x) 6cl E(a). Prema delu (ii) je cl(x) ⊆ cl(a), pa

x ∈ cl(a) ⊆ cl(A). Dakle, Ā ⊆ cl(A). �

Sada �emo definisati pojam cl-slobodnog niza elemenata iz S, gde je cl

operator aglebarskog zatvore�a na skupu S. Pod nizom podrazumevamo niz

elemenata (ai)i∈I indeksiran elementima linearnog ure�e�a (I,<). Obiqaj je

da koristimo kra�i zapis ā<i i ā6i za nizove (aj)j<i i (aj)j6i. Tako�e, ā 6=i

koristimo za (aj)j 6=i.

Definicija 1.23. Neka je cl operator algebarskog zatvore�a na S i (I,<)

linearno ure�e�e. Niz (ai)i∈I elemenata iz S r cl(∅) je cl-slobodan

ako ai /∈ cl(ā<i), za sve i ∈ I.

Napomena 1.24.

(i) U sluqaju predgeometrije (S, cl), niz (ai)i∈I je cl-slobodan ako i samo ako

je skup {ai | i ∈ I} cl-nezavisan. Implikacija (⇐) je oqigledna. Za (⇒)
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pretpostavimo da je niz (ai)i∈I cl-slobodan i pretpostavimo suprotno da

ai0 ∈ cl(ā 6=i0). Prema konaqnom karakteru mo�emo izabrati minimalno n

takvo da ai0 ∈ cl(aj1 , aj2 , . . . , ajn), gde j1 < j2 < . . . < jn i i0 6= j1, j2, . . . , jn.

Primetimo da je i0 < jn, jer je niz (ai)i∈I cl-slobodan. Zbog minimalnosti

n imamo da ai0 ∈ cl(aj1 , . . . , ajn−1 , ajn) r cl(aj1 , . . . , ajn−1), odakle iz svojstva

zamene dobijamo ajn ∈ cl(aj1 , . . . , ajn−1 , ai0). Kako je j1, . . . , jn−1, i0 < jn,

ovo povlaqi da ajn ∈ cl(ā<jn), xto je u kontradikciji sa qi�enicom da je

(ai)i∈I cl-slobodan.

(ii) Pojam cl-slobodnih nizova se mo�e definisati qak i ako cl nije opera-

tor algebarskog zatvore�a. Mi �emo govoriti o cl-slobodnim nizovima u

sluqaju operatora koji zadovo	avaju monotonost i konaqan karakter, ali

mo�da ne tranzitivnost.

Prema prethodnoj napomeni pojam cl-slobodnog niza ne daje nixta novo ako

je (S, cl) predgeometrija. Pojam cl-slobodnog niza ima va�nu ulogu u ispiti-

va�u pravih operatora algebarskog zatvore�a, posebno potpuno degenerisanih.

Tvr�e�e 1.25. Neka je cl potpuno degenerisani pravi operator algebarskog

zatvore�a na S i neka su a1, a2, . . . , an ∈ S r cl(∅).

(i) Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) (a1, a2) je cl-slobodan;

(2) E(a1) <cl E(a2);

(3) a1 <cl E(a2);

(4) E(a1) <cl a2.

(ii) Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) (a1, a2, . . . , an) je cl-slobodan;

(2) E(a1) <cl E(a2) <cl . . . <cl E(an);

(3) π(a1) <cl π(a2) <cl . . . <cl π(an);

(4) cl(a1) ( cl(a2) ( . . . ( cl(an).

(iii) Tip ure�e�a svakog maksimalnog cl-slobodnog niza je izomorfan (Scl, <cl).

(iv) Pretpostavimo da je 6 parcijalno ure�e�e na S r cl(∅) takvo da su

svi cl-slobodni nizovi strogo rastu�i. Tada je E(a) 6-konveksan skup

i zatvoren u odnosu na 6-neuporedivost (u S r cl(∅)).
(v) Ako je 6 parcijalno ure�e�e kao u (iv), tada se < i <cl ,,generiqki" pok-

lapaju u smislu da indukuju isto ure�e�e na Scl.

Dokaz. (i) Prema tvr�e�u 1.22(ii) imamo da je (a1, a2) cl-slobodan ako i

samo ako cl(a1) ( cl(a2) ako i samo ako E(a1) <cl E(a2), xto dokazuje (1)⇔(2).

Implikacije (2)⇒(3) i (2)⇒(4) su oqigledne. Za (3)⇒(2) pretpostavimo da

a1 <cl E(a2). Po definiciji, to znaqi da je cl(a1) ( cl(a2), pa prema tvr�e�u
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1.22(ii) imamo da je E(a1) <cl E(a2), xto zavrxava dokaz. Implikacija (4)⇒(2)

se sliqno dokazuje.

(ii) Ovo je posledica dela (i) i tvr�e�a 1.22.

(iii) Primetimo da je niz (ai)i∈I elemenata iz Srcl(∅) cl-slobodan ako i samo

ako je (cl(ai))i∈I (-rastu�i. Prema tome, (ai)i∈I je maksimalan cl-slobodan niz

ako i samo ako {cl(ai) | i ∈ I} = {cl(x) | x ∈ S r cl(∅)}, pa je prema tvr�e�u

1.22(ii) �egov tip ure�e�a izomorfan (Scl, <cl).

(iv) Da bismo dokazali 6-konveksnost skupa E(a), pretpostavimo da x 6 y i

x, y ∈ E(a); tada E(x) = E(y) = E(a). Neka t /∈ cl(∅). Ako t /∈ E(a), tada je prema

tvr�e�u 1.22(ii) ili cl(t) ( cl(a) = cl(x) ili cl(y) = cl(a) ( cl(t). Prema delu (ii)

to znaqi da je ili (t, x) ili (y, t) slobodan niz, pa prema pretpostavci tvr�e�a

je ili t < x ili y < t; svakako ne va�i x 6 t 6 y. Prema tome, x 6 t 6 y

povlaqi t ∈ E(a) i E(a) je konveksan.

Da bismo dokazali zatvorenost skupa E(a) u odnosu na 6-neuporedivost,

pretpostavimo da x ∈ E(a); tada E(x) = E(a). Neka t /∈ cl(∅). Ako t /∈ E(a),

sliqno kao i u prethodnom pasusu zak	uqujemo da je ili x < t ili t < x;

svakako t je 6-uporediv sa x. Prema tome, t 66 x i x 66 t povlaqe t ∈ E(a).

(v) Direktno iz (iv) mo�emo da vidimo da je E(a1) < E(a2) ako i samo ako

je (a1, a2) cl-slobodan niz, xto je prema (i) ekvivalentno sa E(a1) <cl E(a2). �

Potpuno degenerisani operatori algebarskog zatvore�a koriste se kako bi

se opisali tipovi ure�e�a kao invarijante struktura prvog reda, xto �emo

prikazati u slede�em poglav	u.

3. Dedekindovo kompletira�e

U ovom ode	ku �emo se podsetiti pojma Dedekindovog kompletira�a gustih

linearnih ure�e�a. Ovaj pojam je dobro poznat, ali mi �emo prilagoditi

definiciju naxim potrebama, i dokazati jedan qisto tehniqki rezultat koji

�emo kasnije koristiti.

Podskup I linearno ure�enog skupa L je poqetni segment od L ako za svako

a ∈ L va�i slede�e:

ako a ∈ I tada x ∈ I, za sve x < a.

Definicija 1.26. Neka je (L,<) gusto linearno ure�e�e, mo�da sa jed-

nom ili obe kraj�e taqke. Dedekindovo kompletira�e ure�e�a L je ure�e�e

(D(L),(), gde je D(L) skup koji sadr�i ∅ i sve poqetne segmente od L koji

nemaju maksimum.

Jasno je da je ure�e�e D(L) linearno, ima minimum ∅ i ima maksimum: ako
L nema maksimum, L je maksimum ure�e�a D(L); ako je c maksimum ure�e�a L,
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{x ∈ L | x < c} je maksimum ure�e�a D(L). Tako�e, D(L) je kompletno u smislu

da svaki �egov podskup ima supremum (unija podskupa).

Postoji prirodno utapa�e ure�e�a L u D(L): minimum, ako postoji, slika

se u ∅; ostali elementi a ∈ L slikaju se u {x ∈ L | x < a}. Na ovaj naqin L se

identifikuje sa gustim podskupom od D(L).

Zarad lakxih formulacija nekih tvr�e�a, usvoji�emo konvenciju da je

Dedekindovo kompletira�e praznog skupa jednoqlano ure�e�e: D(∅) = {∅}.
Jednoqlano ure�e�e je po definiciji gusto, i prema definiciji 1.26 �egovo

Dedekindovo kompletira�e je tako�e {∅}.

Tvr�e�e 1.27. Pretpostavimo da va�e slede�i uslovi:

(1) (L1, <1) i (L2, <2) su gusta linearna ure�e�a;

(2) F : L1 −→ D(L2) je strogo monotono preslikava�e;

(3) F [L1] je gust podskup od D(L2).

Tada se F mo�e na prirodan naqin proxiriti do preslikava�a:

D(F ) : D(L1) −→ D(L2)

na slede�i naqin:

(i) Ako je F rastu�e, tada definixemo:

D(F )(∅) = ∅ i D(F )(I) =
⋃
x∈I

F (x), za I 6= ∅.

U tom sluqaju je D(F ) izomorfizam ure�e�a (D(L1),() i (D(L2),().

(ii) Ako je F opadaju�e, tada definixemo:

D(∅) = maksimum u D(L2) i

D(F )(I) =
⋃
{J ∈ D(L2) | J ⊆ F (x), za sve x ∈ I}, za I 6= ∅.

U tom sluqaju je D(F ) izomorfizam ure�e�a (D(L1),() i (D(L2),)).

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je F rastu�e preslikava�e. Oqigledno je da

D(F )(I) ∈ D(L2), za I ∈ D(L1), kao i da je preslikava�e D(F ) homomorfizam

ure�e�a. Da bismo dokazali da je D(F ) injektivno, izaberimo I, I ′ ∈ D(L1)

tako da I ( I ′. Kako I ′ nema maksimum, mo�emo izabrati x, x′ ∈ I ′ tako da

I <1 x <1 x
′. Za svako t ∈ I, t <1 x i F je strogo rastu�e povlaqe F (t) ( F (x).

Sliqno, x <1 x
′ i F je strogo rastu�e povlaqe F (x) ( F (x′). Odatle imamo:

D(F )(I) =
⋃
t∈I

F (t) ⊆ F (x) ( F (x′) ⊆
⋃
t∈I′

F (t) = D(F )(I ′).

Prema tome D(F ) je injektivno.
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Ostaje da doka�emo da je D(F ) surjektivno. Izaberimo J ∈ D(L2), J 6= ∅, i
uoqimo:

I = {t ∈ L1 | F (t) ⊆ J}.

Primetimo da J 6= ∅ i F [L1] je gust u D(L2) povlaqe da je I 6= ∅, i qak

beskonaqan. Kako je F rastu�e, tako�e je jasno da je I poqetni segment od L1.

Ako I sadr�i maksimum, izbacimo ga; sada I ∈ D(L1) i tvrdimo D(F )(I) = J .

Jasno je da D(F )(I) ⊆ J . Izaberimo y ∈ J . Kako J nema maksimum, izabe-

rimo y′, y′′ ∈ J tako da y <2 y
′ <2 y

′′. Tada u D(L2) imamo:

{t ∈ L2 | t <2 y} ( {t ∈ L2 | t <2 y
′} ( {t ∈ L2 | t <2 y

′′} ⊆ J,

pa ponovo, kako je F [L1] gust u D(L2), mo�emo izabrati x, x′ ∈ L1 tako da:

{t ∈ L2 | t <2 y} ( F (x) ( {t ∈ L2 | t <2 y
′} ( F (x′) ( {t ∈ L2 | t <2 y

′′} ⊆ J.

Oqigledno je x <1 x
′ i F (x) ( F (x′) ( J , pa x nije jednak eventualno izbaqenom

maksimumu skupa {t ∈ L1 | F (t) ⊆ J}, tj. x ∈ I. Tako�e, oqigledno y ∈ F (x),

odakle y ∈ D(F )(I).

(ii) Pretpostavimo da je F opadaju�e preslikava�e. Ponovo je jasno da

D(F )(I) ∈ D(L2), za I ∈ D(L1), jer je unija poqetnih segmenata bez maksimuma

tako�e poqetni segment bez maksimuma. Tako�e je jasno da I ⊆ I ′ povlaqi da je

D(F )(I) ⊇ D(F )(I ′), tj. D(F ) je homomorfizam odgovaraju�ih ure�e�a.

Pretpostavimo da I, I ′ ∈ D(L1) i I ( I ′. Kako I ′ nema maksimum izaberimo

x, x′ ∈ I ′ tako da I <1 x <1 x
′. Za svako t ∈ I, t <1 x i F je strogo opadaju�e

povlaqe F (x) ( F (t). Sliqno, x <1 x
′ i F je strogo opadaju�e povlaqe F (x′) (

F (x). Kako F (x) nema maksimum izaberimo y, y′ ∈ F (x) tako da F (x′) <2 y <2 y
′.

Uoqimo element J = {t ∈ L1 | t <2 y
′} u D(L2); primetimo y ∈ J ⊆ F (x) i

y ∈ J r F (x′). Za svako t ∈ I je J ⊆ F (x) ( F (t), pa J ⊆ D(F )(I) i y ∈ D(F )(I)

sledi. Sa druge strane, y /∈ D(F )(I ′), jer u suprotnom pripada nekom J ′ ∈ D(L2)

koji je sadr�an u svakom F (t), za t ∈ I ′; specijalno y ∈ J ′ ⊆ F (x′), xto je

kontradikcija. Dakle, D(F ) je injektivno.

Ostaje da doka�emo da je D(F ) surjektivno. Izaberimo J ∈ D(L2) tako da

J nije maksimum u D(L2) i uoqimo:

K = {t ∈ L1 | J * F (t)} i I = L1 rK.

Kako je F opadaju�a, jasno je da je K kraj�i segment od L1, pa je I poqetni

segment od L1. Tako�e, K 6= L1 jer J nije maksimum u D(L2), a F [L1] je gust

u D(L2). Prema tome I 6= ∅. Ako I sadr�i maksimum, izbacimo ga. Tada

I ∈ D(L1) i tvrdimo D(F )(I) = J .

Po definiciji skupova K i I, imamo da J ⊆ F (t) za sve t ∈ I, pa je

J ⊆ D(F )(I). Pretpostavimo da y ∈ D(F )(I). Izaberimo J ′ ∈ D(L2) tako
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da J ′ ⊆ F (t), za sve t ∈ I, i y ∈ J ′. Pretpostavimo suprotno da y /∈ J ; tada

J ( J ′, jer su J, J ′ poqetni segmenti od L2 i y ∈ J ′ r J . Kako je F [L1] gust u

D(L2), izaberimo x, x′ ∈ L1 tako da J ( F (x) ( F (x′) ( J ′. Tada je x′ < x jer

je F opadaju�a, ali tako�e x, x′ /∈ K, pa x′ ∈ I, jer x′ < x povlaqi da x′ nije

eventualni maksimum od L1 rK. Kako x′ ∈ I, po definiciji skupa J ′, imamo

da J ′ ⊆ F (x′). Kontradikcija. �
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POGLAV�E 2

Pravilni tipovi

U ovom poglav	u �emo prikazati pojam pravilnog tipa. Pojam pravilnog

tipa uveo je Xelah u izuqava�u stabilnih teorija. U opxtem sluqaju, pojam

pravilnog tipa su uveli Pilej i Tanovi� u radu [10], u kome su zapoqeli

�ihovo izuqava�e. Oni su primetili da postoje dve vrste pravilnih tipova:

simetriqni i asimetriqni. Simetriqne pravilne tipove je izuqavao Tanovi�

u radu [15], a asimetriqni pravilni tipovi su izuqavani u radu [8].

U prvom ode	ku �emo uvesti pojam globalnog invarijantnog tipa i dati

osnovne osobine invarijantnih tipova. Definisa�emo pojam Morlijevog niza

invarijantnog tipa { generiqnog niza realizacija tipa. Vide�emo da invari-

jantni tipovi imaju jedinstveno invarijantno proxire�e na ve�i monstrum i

da su tipovi Morlijevih nizova jedinstveni i odre�eni globalnim tipovima

{ stepenima datog tipa. Uvex�emo pojmove simetriqnog i asimetriqnog inva-

rijantnog tipa i dokaza�emo da su Morlijevi nizovi simetriqnog tipa invari-

jantni u odnosu na permutacije. Lepo izlaga�e o invarijantnim tipovima

mo�e se na�i u [14].

U drugom ode	ku �emo svakom nealgebarskom tipu nad modelom pridru�iti

izvestan operator koji uvek zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karak-

tera, ali ne mora biti operator algebarskog zatvore�a.

U tre�em ode	ku definixemo pojmove slabo pravilnog, pravilnog i jako

pravilnog tipa. Vide�emo da pravilnost povlaqi da je izvesna restrikcija

pridru�enog operatora tranzitivna, tj. da je u pita�u operator algebarskog

zatvore�a. Da�emo dokaz Teoreme dihotomije iz [10] koja ka�e da je operator

pridru�en simetriqnom pravilnom tipu operator predgeometrije, dok asi-

metriqan pravilan tip generixe definabilno parcijalno ure�e�e u odnosu

na koje su Morlijevi nizovi strogo rastu�i.

1. Invarijantni tipovi

Definicija 2.1. Neka je p ∈ Sn(C) i A ⊆ C mali skup. Ka�emo da je

tip p invarijantan nad A ili A-invarijantan ako za svaki automorfizam

f ∈ AutA(C), svaku formulu φ(x̄, ȳ) i svaki m̄ ∈ C va�i:

φ(x̄, m̄) ∈ p akko φ(x̄, f(m̄)) ∈ p.
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Ka�emo da je globalni tip invarijantan, ako je invarijantan nad nekim malim

skupom.

Primetimo da invarijantnost nad A povlaqi invarijantnost nad svakim

nadskupom B ⊇ A, jer je AutB(C) ⊆ AutA(C).

Za invarijantne globalne tipove definixemo pojam Morlijevog niza.

Definicija 2.2. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan tip i (I,<)

linearno ure�e�e. Niz n-torki iz C (āi)i∈I je Morlijev niz u p nad A ako za

svako i ∈ I va�i:
āi |= p�Aā<i ,

gde je ā<i oznaka za {āj | j < i}. Specijalno, (ā1, ā2, . . . , ām) je Morlijev niz u p

nad A ako va�i:

ā1 |= p�A, ā2 |= p�Aā1 , ā3 |= p�Aā1ā2 , . . . , ām |= p�Aā1...ām−1 .

Tradicionalno, ordinalno ure�eni nizovi koji zadovo	avaju uslove pretho-

dne definicije se nazivaju Morlijevi nizovi. Proxirili smo definiciju na

proizvo	no linearno ure�e�e (I,<).

U slede�oj lemi �emo dokazati da je tip Morlijevog niza invarijantnog

tipa jedinstven.

Lema 2.3. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A.

(i) Za svaki mali skup B ⊇ A, ako su (ā1, ā2, . . . , ām) i (b̄1, b̄2, . . . , b̄m) Morli-

jevi nizovi u p nad B, tada je tp(ā1, ā2, . . . , ām/B) = tp(b̄1, b̄2, . . . , b̄m/B).

(ii) Za svaki mali skup B ⊇ A i svako linearno ure�e�e (I,<), ako su (āi)i∈I

i (b̄i)i∈I Morlijevi nizovi u p nad B, tada je tp((āi)i∈I/B) = tp((b̄i)i∈I/B).

Dokaz. (i) Dokaz izvodimo indukcijom po m. Za m = 1 tvr�e�e je trivi-

jalno. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za Morlijeve nizove du�ine m − 1 i

pretpostavimo da su (ā1, ā2, . . . , ām) i (b̄1, b̄2, . . . , b̄m) Morlijevi nizovi u p nad

B. Po indukcijskoj hipotezi imamo da je:

tp(ā1, . . . , ām−1/B) = tp(b̄1, . . . , b̄m−1/B).

Tada postoji automorfizam f ∈ AutB(C) takav da f(āi) = b̄i, za sve i < m.

Zbog A-invarijantnosti tipa p, kako f fiksira A, iz ām |= p�Bā1...,ām−1 sledi da

f(ām) |= p�Bb̄1,...,b̄m−1
. Prema tome, imamo:

tp(ā1, . . . , ām−1, ām/B) = tp(b̄1, . . . , b̄m−1, f(ām)/B) = tp(b̄1, . . . , b̄m−1, b̄m/B),

gde prva jednakost va�i jer automorfizam f ∈ AutB(C) slika (ā1, . . . , ām−1, ām)

u (b̄1, . . . , b̄m−1, f(ām)), a druga jer f(ām) i bm oba realizuju tip p�Bb̄1...b̄m−1
.
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(ii) Pretpostavimo suprotno, tj. da tp((āi)i∈I/B) 6= tp((b̄i)i∈I/B), za Morli-

jeve nizove (āi)i∈I i (b̄i)i∈I u p nadB. Tada postoji konaqan podskup {i1, . . . , im} ⊆
I, gde i1 < . . . < im, i formula sa parametrima iz B, φ(x̄i1 , . . . , x̄im), takva da:

|= φ(āi1 , . . . , āim) ∧ ¬φ(b̄i1 , . . . , b̄im).

Me�utim, kako su (āi1 , . . . , āim) i (b̄i1 , . . . , b̄im) Morlijevi nizovi u p nad B, to

nije mogu�e prema (i). �

Primetimo da imamo direktnu posledicu prethodne leme.

Posledica 2.4. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A. Tada

su Morlijevi nizovi u p nad A neraspoznat	ivi nad A.

Ispostav	a se da globalan invarijantan tip ima jedinstveno invarijantno

proxire�e na ve�i monstrum.

Lema 2.5. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A i pret-

postavimo da je C′ � C ve�i monstrum. Tada postoji jedinstveno A-invarijan-

tno proxire�e p′ tipa p u Sn(C′).

Dokaz. Konstruixemo tip p′ na slede�i naqin: za sve formule φ(x̄, ȳ) bez

parametara i sve m̄′ ∈ C′:

φ(x̄, m̄′) ∈ p′ akko φ(x̄, m̄) ∈ p, za neko m̄ ∈ C takvo da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A).

Oqigledno je p ⊆ p′. Primetimo da ako φ(x̄, m̄) ∈ p, za neko m̄ ∈ C takvo da

tp(m̄/A) = tp(m̄′/A), tada zbog A-invarijantnosti tipa p va�i da φ(x̄, m̄) ∈ p,

za svako m̄ ∈ C takvo da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A).

Sada nije texko dokazati da p′ ∈ Sn(C′). Ako φi(x̄, m̄
′) ∈ p′, za 1 6 i 6 k,

izaberimo m̄ ∈ C takvo da je tp(m̄/A) = tp(m̄′/A), i izaberimo automorfizam

f ∈ AutA(C′) takav da f(m̄) = m̄′. Tada φi(x̄, m̄) ∈ p, za sve 1 6 i 6 k, pa postoji

ā ∈ C koji zadovo	ava sve formule φi(x̄, m̄). Tada f(ā) zadovo	ava sve formule

φi(x̄, m̄
′), pa zak	uqujemo da je p′ konaqno zadovo	iv.

Za potpunost, ako je φ(x̄, ȳ) formula bez parametara i m̄′ ∈ C′, tada va�i

ili φ(x̄, m̄) ∈ p, za sve m̄ ∈ C takve da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A), ili ¬φ(x̄, m̄) ∈ p,

za sve m̄ ∈ C takve da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A). Prema tome, ili φ(x̄, m̄′) ∈ p′ ili

¬φ(x̄, m̄′) ∈ p′.

Tako�e, prema konstrukciji p′ je invarijantan nad A. Ako je φ(x̄, m̄′) ∈ p′,

tada je φ(x̄, m̄) ∈ p, za neko m̄ ∈ C takvo da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A), pa ako je

f ∈ AutA(C′), tada je tp(f(m̄′)/A) = tp(m̄′/A) = tp(m̄/A), pa je φ(x̄, f(m̄′)) ∈ p′.

Konaqno, tvrdimo da je p′ jedino proxire�e tipa p na C′ koje je

A-invarijantno. Neka je p′′ ∈ Sn(C′) proxire�e tipa p koje je A-invarijantno

i neka φ(x̄, m̄′) ∈ p′′. Izaberimo m̄ ∈ C takvo da tp(m̄/A) = tp(m̄′/A). Zbog
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A-invarijantnosti tipa p′′ imamo da φ(x̄, m̄) ∈ p′′, pa kako je p′′ ⊇ p i m̄ ∈ C,

dobijamo da φ(x̄, m̄) ∈ p. Odatle φ(x̄, m̄′) ∈ p′. Dakle, p′′ ⊆ p′, pa zbog pot-

punosti imamo p′′ = p′. �

Sada mo�emo definisati stepene globalnog invarijantnog tipa p.

Definicija 2.6. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan tip i pret-

postavimo da je p′ ∈ Sn(C′) �egovo invarijantno proxire�e na ve�i monstrum

C′ � C.

(i) Neka je (ā1, . . . , ām) Morlijev niz u p′ nad C. Sa pm oznaqavamo tip:

pm(x̄1, . . . , x̄m) = tp(ā1, . . . , ām/C).

(ii) Neka je (I,<) linearno ure�e�e i (āi)i∈I Morlijev niz u p′ nad C. Sa pI

oznaqavamo tip:

pI(x̄i)i∈I = tp((āi)i∈I/C).

Primetimo da prema lemi 2.3, definisani tipovi pm i pI ne zavise od

izbora Morlijevog niza u p′ nad C. Zaista, monstrum C je mali skup iz ugla

monstruma C′, pa se lema 2.3 mo�e primeniti. Tako�e primetimo da je:

pI(x̄i)i∈I =
⋃

{i1,...,im}⊆I
i1<i2<...<im

pm(x̄i1 , . . . , x̄im).

Lema 2.7. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A. Neka je

B ⊇ A mali skup i (I,<) linearno ure�e�e.

(i) Niz (b̄1, . . . , b̄m) je Morlijev niz u p nad B akko (b̄1, . . . , b̄m) |= (pm)�B.

(ii) Niz (b̄i)i∈I je Morlijev niz u p nad B akko (b̄i)i∈I |= (pI)�B.

Dokaz. Dokaza�emo (i), deo (ii) se sliqno dokazuje.

Neka je p′ ∈ Sn(C′) proxire�e tipa p na ve�i monstrum C′ � C koje je

A-invarijantno. Neka je (ā1, . . . , ām) Morlijev niz u p′ nad C; po definiciji

je pm = tp(ā1, . . . , ām/C). Specijalno je (ā1, . . . , ām) Morlijev niz u p′ nad B i

(ā1, . . . , ām) |= (pm)�B.

Pretpostavimo da je (b̄1, . . . , b̄m) Morlijev niz u p nad B. Kako je p ⊆ p′, to

je (b̄1, . . . , b̄m) Morlijev niz u p′ nad B, pa je prema lemi 2.3, tp(b̄1, . . . , b̄m/B) =

tp(ā1, . . . , ām/B), tj. (b̄1, . . . , b̄m) |= (pm)�B.

Pretpostavimo sada da (b̄1, . . . , b̄m) |= (pm)�B. Tada postoji automorfizam

f ∈ AutB(C′) takav da f(āi) = b̄i, za sve 1 6 i 6 m. Kako āi |= p′�Bā1...āi−1
, zbog

A-invarijantnosti tipa p′ imamo da b̄i |= p′�Bb̄1...b̄i−1
, pa kako je p ⊆ p′ dobijamo

da b̄i |= p�Bb̄1...b̄i−1
. Prema tome, (b̄1, . . . , b̄m) je Morlijev niz u p nad B. �
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Ispostav	a se da imamo dve vrste invarijantnih tipova: simetriqne i

asimetriqne.

Definicija 2.8. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan tip.

(i) Ka�emo da je p simetriqan, ako je p2(x̄1, x̄2) = p2(x̄2, x̄1). U suprotnom

ka�emo da je asimetriqan.

(ii) Ka�emo da je p asimetriqan nad A ili A-asimetriqan ako je invarijan-

tan nad A i (p2)�A(x̄1, x̄2) 6= (p2)�A(x̄2, x̄1).

Napomena 2.9. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A.

(i) Ako je p simetriqan, prema lemi 2.7 za svako B ⊇ A va�i: ako je (ā1, ā2)

Morlijev niz u p nad B, tada je i (ā2, ā1) Morlijev niz u p nad B.

(ii) Ako je p asimetriqan, tada formula koja svedoqi p2(x̄1, x̄2) 6= p2(x̄2, x̄1)

koristi konaqno mnogo parametara, pa postoji konaqno proxire�e A0

skupa A takvo da (p2)�A0(x̄1, x̄2) 6= (p2)�A0(x̄2, x̄1), tj. p je asimetriqan nad

A0. Prema lemi 2.7, za svako B ⊇ A0 va�i: ako je (ā1, ā2) Morlijev niz u

p nad B, tada (ā2, ā1) nije Morlijev niz u p nad B.

Lema 2.10. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan simetriqan

tip. Tada:

(i) pm(x̄1, x̄2, . . . , x̄m) = pm(x̄π(1), x̄π(2), . . . , x̄π(m)), za svako m > 2 i svaku per-

mutaciju π skupa {1, 2, . . . ,m};
(ii) pI(x̄i)i∈I = pI(x̄π(i))i∈I , za svako linearno ure�e�e (I,<) i svaku permuta-

ciju π skupa I.

Dokaz. Pretpostavimo da je p invarijantan nadA. Doka�imo najpre slede-

�e tvr�e�e. Za sve m > 2 i sve k < m va�i:

pm(x̄1, . . . , x̄k, x̄k+1, . . . , x̄m) = pm(x̄1, . . . , x̄k+1, x̄k, . . . , x̄m).

Neka je B ⊇ A proizvo	no i neka je (ā1, . . . , āk, āk+1, . . . , ām) Morlijev niz u

p nad B. Tada je (ā1, . . . , āk−1, āk, āk−1) Morlijev niz u p nad B, pa je (āk, āk+1)

Morlijev niz u p nad Bā1 . . . āk−1, odakle je zbog simetriqnosti tipa p, (āk+1, āk)

Morlijev niz u p nad Bā1 . . . āk−1. Odatle se direktno mo�e zak	uqiti da je

(ā1, . . . , āk−2, āk+1, āk) Morlijev niz u p nad B, i konaqno (ā1, . . . , āk+1, āk, . . . , ām)

je Morlijev niz u p nad B. Prema lemi 2.7 ovo dokazuje da je:

(pm)�B(x̄1, . . . , x̄x, x̄k+1, . . . , x̄m) = (pm)�B(x̄1, . . . , x̄k+1, x̄k, . . . , x̄m),

za sve B ⊇ A, odakle sledi tvr�e�e.

Kako transpozicije oblika (k, k + 1), za k < m, generixu sve permutacije

skupa {1, 2, . . . ,m}, (i) sledi prema prethodnom tvr�e�u. Onda (ii) sledi prema
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(i), jer je:

pI(x̄i)i∈I =
⋃

{i1,...,im}⊆I
i1<i2<...<im

pm(x̄i1 , . . . , x̄im).

�

Imamo direktnu posledicu prethodne leme.

Posledica 2.11. Pretpostavimo da je p ∈ Sn(C) invarijantan nad A i

simetriqan. Morlijevi nizovi u p nad A su potpuno neraspoznat	ivi.

Definicija 2.12. Pretpostavimo da su p ∈ Sm(C) i q ∈ Sn(C) dva invari-

jantna globalna tipa. Neka su p′ ∈ Sm(C′) i q′ ∈ Sn(C′) �ihova invarijantna

proxire�a na ve�i monstrum. Definixemo tip p⊗ q ∈ Sm+n(C) sa:

p⊗ q(x̄, ȳ) = tp(ā, b̄/C),

gde je ā |= p′�C, a b̄ |= q′�Cā.

Kao i kod definicije stepena globalnog invarijantnog tipa, mo�emo za-

k	uqiti da definisani tip ne zavisi od izbora ā i b̄. I da	e, ako su oba tipa

p i q invarijantni nad A, tada za svako B ⊇ A va�i (u C):

(ā, b̄) |= (p⊗ q)�B akko ā |= p�B i b̄ |= q�Bā.

Za globalne invarijantne tipove p i q �emo re�i da komutiraju ako je p⊗q =

q⊗ p. U tom sluqaju, ako su i p i q invarijantni nad A, (ā, b̄) |= (p⊗ q)�B ako i

samo ako (b̄, ā) |= (q⊗ p)�B, za sve B ⊇ A.

Tako�e primetimo da za globalan invarijantan tip p va�i p⊗ p = p2.

2. Operator clp

Pretpostavimo da je p ∈ S1(N) nealgebarski tip nad modelom N , gde je

mo�da N = C. Obiqaj je da za formule koje pripadaju tipu p ka�emo da su

p-velike, dok za �ihove negacije, formule koje ne pripadaju tipu p, ka�emo da

su p-male. Ako je tip p jasan iz konteksta, onda samo ka�emo da je formula

velika (mala), ako je p-velika (p-mala). Motivacija za ovakvu terminologiju

je prirodna i bi�e jasna u poglav	u o kvaziminimalnim modelima.

Tipu p pridru�ujemo operator clp na N .

Definicija 2.13. Pretpostavimo da je p ∈ S1(N) nealgebarski tip. Defi-

nixemo operator clp na N sa:

clp(X) =
⋃
{φ(N) | ¬φ(x) ∈ p�X}, za sve X ⊆ N.

Ekvivalentno:

clp(X) = N r p�X(N) = {a ∈ N | a 6|= p�X}, za sve X ⊆ N.
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Primetimo da navedene definicije skupa clp(X) zaista jesu ekvivalentne.

Ako je a ∈ N takav da a 6|= p�X , tada postoji formula sa parametrima iz X,

¬φ(x) ∈ p�X , koju a ne zadovo	ava, tj. a ∈ φ(N). Obratno ako ¬φ(x) ∈ p�X , tada
nijedan element skupa φ(N) ne mo�e da realizuje p�X .

Imaju�i u vidu terminologiju iz uvodnog pasusa, clp(X) je dakle unija svih

skupova definabilnih malim formulama sa parametrima iz X.

Lema 2.14. Pretpostavimo da je p ∈ S1(N) nealgebarski tip. Operator

clp zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karaktera.

Dokaz. Da bismo dokazali monotonost, treba da doka�emo da X ⊆ Y

povlaqi X ⊆ clp(X) ⊆ clp(Y ). Kako je tip p nealgebarski, formula x = a

je mala za svako a ∈ N , pa prema tome a ∈ X povlaqi a ∈ clp(X). Uslov

clp(X) ⊆ clp(Y ) je jasan, jer je svaka mala formula sa parametrima u X, speci-

jalno, mala formula sa parametrima u Y , kada je X ⊆ Y .

Dokaz uslova konaqnog karaktera je tako�e lak: ako je φ(x) mala formula

sa parametrima u X, tada �eni parametri pripadaju nekom konaqnom podskupu

X0 ⊆ X. Prema tome va�i:

clp(X) =
⋃
{clp(X0) | X0 ⊆ X je konaqan}.

�

Prema prethodnoj lemi i napomeni 1.13, za sve skupove S, T ⊆ N va�i da

operator clTp,S zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog karaktera, gde je clTp,S
operator definisan sa:

clTp,S(X) = S ∩ clp(T,X).

Dakle, clTp,S je operator algebarskog zatvore�a na skupu S ako i samo ako zado-

vo	ava uslov tranzitivnosti.

Na kraju ovog ode	ka razmotrimo xta su clAp -slobodni nizovi, gde je

p ∈ S1(C) invarijantan tip. Ispostav	a se da su u pita�u bax Morlijevi

nizovi u p nad A. Zaista, ako je (ai)i∈I niz elemenata iz p�A(C), tada je (ai)i∈I

Morlijev niz u p nad A akko za sve i ∈ I va�i ai |= p�Aā<i , akko za sve i ∈ I

va�i ai /∈ clAp (ā<i), akko je niz (ai)i∈I clAp -slobodan.
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3. Pravilni tipovi

U ovom ode	ku �emo definisati pojam pravilnog tipa koji je centralni

pojam naxeg izuqava�a. Pretpostav	amo da radimo u fiksiranom monstrumu

C.

Definicija 2.15. Pretpostavimo da je p globalni nealgebarski tip. Za

tip p ka�emo da je pravilan nad A ako je invarijantan nad A i ako va�i:

za sve B ⊇ A i sve a ∈ p�A(C) r p�B(C) va�i : p�B ` p�Ba.

Ka�emo da je tip p pravilan ako je pravilan nad nekim malim skupom A.

Dakle, p je pravilan nad A ako za svaki nadskup B ⊇ A va�i: realizacija

tipa p�A ili realizuje p�B, ili ne utiqe na realizaciju tipa p�B. Ako ovaj uslov

va�i i malo xire, ne samo za realizacije tipa p�A nego i za elemente neke

A-definabilne okoline tipa p�A, onda govorimo o jako pravilnom tipu.

Definicija 2.16. Pretpostavimo da je p globalni nealgebarski tip i

φ(x) ∈ p. Za par (p, φ(x)) ka�emo da je jako pravilan nad A ako φ(x) ∈ p�A,

p je invarijantan nad A i ako va�i:

za sve B ⊇ A i sve a ∈ φ(C) r p�B(C) va�i : p�B ` p�Ba.

Specijalno, u sluqaju kada je φ(x) formula x = x, par (p, x = x) je jako pravi-

lan nad A ako je p invarijantan nad A i ako va�i:

za sve B ⊇ A i sve a ∈ Cr p�B(C) va�i : p�B ` p�Ba.

Ka�emo da je par (p, φ(x)) jako pravilan ako je jako pravilan nad nekim malim

skupom A.

Razmotrimo nekoliko primera (ispuxtamo deta	e).

Primer 2.17.

(1) Uoqimo model (Q, <); �egova teorija ima eliminaciju kvantifikatora,

i neka je C �egov monstrum. Neka je p ∈ S1(C) tip beskonaqno velikog

elementa, tj. tip koji sadr�i a < x, za sve a ∈ C; on je invarijantan nad ∅.
Lako se vidi da je par (p, x = x) jako pravilan nad ∅.

(2) Uoqimo model (Q, <, P1, P2), gde P1 i P2 dele Q na dva disjunktna gusta

dela; �egova teorija ima eliminaciju kvantifikatora, i neka je C �egov

monstrum. Neka su p1, p2 ∈ S1(C) tipovi beskonaqno velikog elementa koji

sadr�e redom P1(x) i P2(x); oba su invarijantni nad ∅. Parovi (p1, P1(x))

i (p2, P2(x)) su jako pravilni nad ∅, ali ni (p1, x = x) ni (p2, x = x) nisu

jako pravilni nad ∅: ako c |= p1�B, izaberimo a takvo da a > c i |= P2(a),

tada a 6|= p1�B i c 6|= p1�Ba, odakle (p1, x = x) nije jako pravilan.
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(3) Uoqimo model (Q, <, Pi)i<ω, gde svi Pi dele Q na disjunktne guste delove;

�egova teorija ima eliminaciju kvantifikatora, i neka je C �egov mon-

strum. Neka je pi ∈ S1(C) tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i Pi,

za svaki i < ω. Neka je p ∈ S1(C) tip beskonaqno velikog elementa koji

sadr�i {¬Pi(x) | i < ω}. Svi pi i p su invarijantni nad ∅. Svi parovi

(pi, Pi(x)) su jako pravilni nad ∅, i p jeste pravilan nad ∅. Me�utim, p

nije jako pravilan nad ∅. Primetimo da je p taqka nagomilava�a skupa

{pi | i < ω} u S1(C), pa ako je (p, φ(x)) jako pravilan nad ∅, tada φ(x) pri-

pada nekom pi, npr. p1. Za c |= p�B izaberimo a |= p1 takvo da a > c; tada

a ∈ φ(C) r p�B(C) i c 6|= p�Ba.

Napomena 2.18. Primetimo da je iz definicije jasno da je tip p pravilan

nad A ako i samo ako je pravilan nad svim B ⊇ A. Sa druge strane, ako je p

pravilan nad A, on ne mora biti pravilan nad B ⊆ A, qak i ako je invarijantan

nad B. U sluqaju jako pravilnih tipova situacija je bo	a, kako �emo videti

u slede�oj lemi.

Lema 2.19. Pretpostavimo da je par (p, φ(x)) jako pravilan nad A.

(i) Ako je B ⊇ A, tada je (p, φ(x)) jako pravilan nad B.

(ii) Ako je B ⊆ A takav da je p invarijantan nad B i φ(x) ∈ p�B, tada je

(p, φ(x)) jako pravilan nad B.

(iii) Ako je B takav da je p invarijantan nad B i φ(x) ∈ p�B, tada je (p, φ(x))

jako pravilan nad B.

Dokaz. (i) Ovo je jasno iz definicije.

(ii) Pretpostavimo da je B ⊆ A, p je invarijantan nad B i φ(x) ∈ p�B.

Izaberimo proizvo	ne C ⊇ B i a ∈ φ(C) r p�C(C). Treba da doka�emo da

p�C ` p�Ca. Pretpostavimo da b |= p�C .

Izaberimo b′ |= p�AC . Kako b′ |= p�C , to tp(b/C) = tp(b′/C), pa izaberimo

automorfizam f ∈ AutC(C) tako da f(b) = b′. Neka je a′ = f(a). Kako je

B ⊆ C, f ∈ AutC(C), φ(x) ∈ p�B, to f fiksira skup φ(C), pa a ∈ φ(C) povlaqi

a′ ∈ φ(C); tako�e, a /∈ p�C(C) povlaqi a′ /∈ p�C(C). Kako je AC ⊇ A i par (p, φ(x))

jako pravilan nad A, to iz a′ ∈ φ(C) r p�AC(C) zak	uqujemo p�AC ` p�ACa′ . Kako

b′ |= p�AC , dobijamo b
′ |= p�ACa′ ; specijalno, b

′ |= p�Ca′ . Zbog B-invarijantnosti

tipa p, B ⊆ C i f−1 ∈ AutC(C), konaqno dobijamo b |= p�Ca.

(iii) Pretpostavimo da je p invarijantan nad B i φ(x) ∈ p�B. Prema delu (i)

par (p, φ(B)) je jako pravilan nad AB, pa je prema delu (ii) jako pravilan i nad

B. �

Za dokaze nekih tvr�e�a ne�e nam biti potrebna puna mo� uslova pravil-

nosti. Dovo	no �e nam biti da realizacija tipa p�A ili realizuje tip p�AX ili
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ne utiqe na realizaciju tipa p�AX , gde X nije proizvo	an skup, nego neki skup

realizacija tipa p�A. Zato definixemo i pojam slabo pravilnog tipa, koji �e

nam u tim situacijama biti dovo	an.

Definicija 2.20. Pretpostavimo da je p globalni nealgebarski tip. Za

tip p ka�emo da je slabo pravilan nad A ako je invarijantan nad A i ako va�i:

za sve X ⊆ p�A(C) i sve a ∈ p�A(C) r p�AX(C) va�i : p�AX ` p�AXa.

Ka�emo da je tip p slabo pravilan ako je slabo pravilan nad nekim malim

skupom A.

Jasno je da uslov jake pravilnosti povlaqi pravilnost, koja povlaqi slabu

pravilnost. U lemi 2.22 �emo videti da se uslovi pravilnosti tipa mogu

opisati u terminima pridru�enog operatora algebarskog zatvore�a. Najpre

�emo dokazati qisto tehniqku lemu, koja sledi iz definicija slabe i jake

pravilnosti.

Lema 2.21. Pretpostavimo da je p globalni nealgebarski tip, invarijan-

tan nad A.

(i) Ako je p slabo pravilan nad A, tada:

za sve X ⊆ p�A(C) i Y ⊆ p�A(C) r p�AX(C) va�i p�AX ` p�AXY .

(ii) Ako je p pravilan nad A, tada:

za sve B ⊇ A i Y ⊆ p�A(C) r p�B(C) va�i p�B ` p�BY .

(iii) Ako je par (p, φ(x)) jako pravilan nad A, tada:

za sve B ⊇ A i Y ⊆ φ(C) r p�B(C) va�i p�B ` p�BY .

Dokaz. Dokazi svih delova su sliqni, pa �emo dati dokaz samo za (i).

Pretpostavimo da je X ⊆ p�A(C) i Y ⊆ p�A(C) r p�AX(C). Pretpostavimo

suprotno, tj. da p�AX 0 p�AXY . Tada postoji a ∈ C takvo da a |= p�AX i a 6|= p�AXY .

Dakle, a zadovo	ava samo velike formule sa parametrima AX, ali zadovo	ava

neku malu formulu sa parametrima AXY . Kako ta mala formula koristi samo

konaqno mnogo parametara iz Y , b̄, zak	uqujemo da ona svedoqi da a 6|= p�AXb̄.

Indukcijom po |b̄| �emo dokazati da p�AX ` p�AXb̄, xto je kontradikcija.

Ako je b̄ = b, kako b ∈ Y imamo da b ∈ p�A(C) r p�AX(C). Kako je p slabo

pravilan nad A, zak	uqujemo da p�AX ` p�AXb.

Pretpostavimo da je b̄ = b̄′b′′ i p�AX ` p�AXb̄′ . Kako b̄ ∈ Y , to Xb̄′ ⊆ p�A(C), i

tako�e b′′ ∈ p�A(C)rp�AX(C). Odatle b′′ ∈ p�A(C)rp�AXb̄′(C), pa prime�uju�i uslov

slabe pravilnosti na skup Xb̄′ i element b′′ dobijamo p�AXb̄′ ` p�AXb̄′b′′ = p�AXb̄,

xto, zajedno sa p�AX ` p�AXb̄′ , daje p�AX ` p�AXb̄. Ovo zavrxava dokaz. �
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U slede�oj lemi �emo videti da se uslovi pravilnosti nad A mogu povezati

sa ponaxa�em nekih restrikcija operatora clAp . Preciznije, clAp �e biti oper-

ator algebarskog zatvore�a na nekom podskupu od C. Da bismo pojednostavili

zapis, sve ove operatore �emo oznaqavati sa clAp , dok je skup na koji ga restriku-

jemo jasan iz konteksta.

Lema 2.22. Neka je p ∈ S1(C) nealgebarski tip, invarijantan nad A.

(i) Tip p je slabo pravilan nad A ako i samo ako je clAp operator algebarskog

zatvore�a na p�A(C).

(ii) Tip p je pravilan nad A ako i samo ako je clBp operator algebarskog zatvo-

re�a na p�A(C) za svako B ⊇ A.

(iii) Ako je par (p, φ(x)) jako pravilan nad A, tada je clAp operator algebarskog

zatvore�a na φ(C).

(iv) Par (p, x = x) je jako pravilan nad A ako i samo ako je clAp operator

algebarskog zatvore�a na C.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je p slabo pravilan nadA. Treba da doka�emo:

clAp (clAp (X)) = clAp (X),

za sve X ⊆ p�A(C). Inkluzija ⊇ sledi iz monotonosti. Pretpostavimo da

a ∈ clAp (clAp (X)). Po osobini konaqnog karaktera mo�emo izabrati konaqan niz

b̄ ∈ clAp (X) takav da a ∈ clAp (b̄). Tada je b̄ ∈ p�A(C) r p�AX(C), pa prema lemi 2.21

va�i p�AX ` p�AXb̄.

Kako a ∈ clAp (b̄), to a ∈ p�A(C) r p�Ab̄(C). Iz a 6|= p�Ab̄ sledi a 6|= p�AXb̄, pa

a 6|= p�AX . Dakle, a ∈ clAp (X) i tranzitivnost je dokazana.

Pretpostavimo sada da je operator clAp tranzitivan na p�A(C) i doka�imo

da je p slabo pravilan nad A. Tip p je invarijantan nad A po pretpostavci, pa

treba da proverimo uslov slabe pravilnosti. Neka je X ⊆ p�A(C) i a ∈ p�A(C)r
p�AX(C). Doka�imo p�AX ` p�AXa. Imamo da a ∈ clAp (X), odakle Xa ⊆ clAp (X), pa

po monotonosti i tranzitivnosti va�i:

clAp (Xa) ⊆ clAp (clAp (X)) = clAp (X).

Za proizvo	no b ∈ p�A(C), ako b 6|= p�AXa, tada b ∈ clAp (Xa), pa b ∈ clAp (X), tj.

b 6|= p�AX , xto dokazuje p�AX ` p�AXa.

(ii) Dokaz je sliqan dokazu iz dela (i), ali �emo ga izlo�iti.

Pretpostavimo da je p pravilan nad A, i neka je B ⊇ A. Treba da doka�emo:

clBp (clBp (X)) = clBp (X),

za svaki X ⊆ p�A(C). Kako ⊇ va�i po monotonosti, treba samo da doka�emo ⊆.
Neka a ∈ clBp (clBp (X)). Po konaqnom karakteru, a ∈ clBp (b̄), za neki konaqan niz
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b̄ ∈ clBp (X). Tada b̄ ∈ p�A(C) r p�BX(C), i kako je BX ⊇ A, prema lemi 2.21 va�i

p�BX ` p�BXb̄.

Kako a ∈ clBp (b̄), dobijamo da a /∈ p�Bb̄(C) tj. a 6|= p�Bb̄, xto povlaqi a 6|= p�BXb̄,

pa a 6|= p�BX . Kako a ∈ p�A(C) i a 6|= p�BX , dobijamo a ∈ clBp (X).

Pretpostavimo sada da je clBp tranzitivan na p�A(C) za svako B ⊇ A, i

doka�imo da je p pravilan nad A. Tip p je invarijantan nad A po pretpostavci,

pa treba da proverimo uslov pravilnosti. Neka su B ⊇ A i a ∈ p�A(C)r p�B(C),

i doka�imo p�B ` p�Ba. Kako a ∈ p�A(C) r p�B(C), imamo da a ∈ clBp (∅), pa po

monotonosti i tranzitivnosti imamo:

clBp (a) ⊆ clBp (clBp (∅)) = clBp (∅).

Za svako b ∈ clAp (C), ako b 6|= p�Ba, imamo da b ∈ clBp (a), pa b ∈ clBp (∅), i odatle

b 6|= p�B. Dokaz je zavrxen.

(iii) Dokaz je potpuno analogan dokazu implikacije (⇒) iz dela (i), pa ga

izostav	amo.

(iv) Implikacija (⇒) sledi direktno iz (iii), pa dokazujemo samo (⇐). Pret-

postavimo da je operator clAp tranzitivan na C i doka�imo da je (p, x = x) jako

pravilan par nad A. Tip p je invarijantan nad A po pretpostavci, pa treba da

proverimo uslov jake pravilnosti. Neka je B ⊇ A i a ∈ Cr p�B(C). Doka�imo

p�B ` p�Ba. Tada a ∈ clAp (B), odakle Ba ⊆ clAp (B), pa po monotonosti i tranzi-

tivnosti va�i:

clAp (Ba) ⊆ clAp (clAp (B)) = clAp (B).

Ako b 6|= p�Ba, tada b ∈ clAp (Ba), pa b ∈ clAp (B), tj. b 6|= p�B, xto dokazuje da

p�B ` p�Ba. �

Slede�a dva tvr�e�a qine teoremu poznatu kao Teorema dihotomije pravil-

nih tipova.

Tvr�e�e 2.23. Neka je tip p ∈ S1(C) invarijantan i simetriqan.

(i) Ako je p slabo pravilan nad A, tada je clAp operator predgeometrije na

p�A(C).

(ii) Ako je par (p, φ(x)) jako pravilan nad A, tada je clAp operator predgeo-

metrije na φ(C). Specijalno, ako je par (p, x = x) jako pravilan nad A,

tada je clAp operator predgeometrije na C.

Dokaz. Dokazi oba dela su sliqni, pa dokaz dajemo samo za (i).

Pretpostavimo da je p simetriqan i slabo pravilan nad A. Prema lemi

2.22, clAp je operator algebarskog zatvore�a na p�A(C). Potrebno je da doka�emo

da va�i svojstvo zamene. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da su
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X ⊆ p�A(C) i a, b ∈ p�A(C) takvi da:

a ∈ clAp (X, b) r clAp (X), ali b /∈ clAp (X, a).

Tada a |= p�AX i b |= p�AXa, pa je (a, b) Morlijev niz u p nad AX. Zbog simetriq-

nosti je i (b, a) Morlijev niz u p nad AX, odakle a |= p�AXb, pa a /∈ clAp (X, b).

Kontradikcija. �

Tvr�e�e 2.24. Neka je tip p ∈ S1(C) slabo pravilan nad A i asimet-

riqan nad A. Tada postoji A-definabilno parcijalno ure�e�e 6 takvo da su

Morlijevi nizovi u p nad A strogo rastu�i.

Dokaz. Kako je p asimetriqan nad A, imamo da je (p2)�A(x, y) 6= (p2)�A(y, x).

Izaberimo Morlijev niz (a, b) u p nad A; prema napomeni 2.9, tada (b, a) nije

Morlijev niz u p nad A, i postoji formula φ(x, y) ∈ (p2)�A takva da |= φ(a, b) ∧
¬φ(b, a). Do na zamenu formule φ(x, y) sa φ(x, y) ∧ ¬φ(y, x), mo�emo pret-

postaviti:

|= ∀xy (φ(x, y)⇒ ¬φ(y, x)).

Dakle, imamo |= φ(a, b), |= ¬φ(b, a), ali i |= ¬φ(a, a).

Kako je (a, b) Morlijev niz u p nad A, to |= φ(a, b) i |= ¬φ(b, a) povlaqe da

φ(a, t),¬φ(t, a) ∈ p�Aa. Tvrdimo da:

p�A(t) ∪ {φ(t, a)} ` φ(t, b).

Pretpostavimo da je c ∈ p�A(C) takvo da |= φ(c, a). Iz |= φ(c, a) i ¬φ(t, a) ∈
p�Aa, imamo c 6|= p�Aa, tj. c ∈ p�A(C) r p�Aa(C), pa uslov pravilnosti povlaqi

p�Aa ` p�Aac. Kako b |= p�Aa, dobijamo b |= p�Aac, pa specijalno b |= p�Ac, tj.

(c, b) je Morlijev niz u p nad A. Kako φ(a, t) ∈ p�Aa to i φ(c, t) ∈ p�Ac, zbog A-

invarijantnosti tipa p. Kako je (c, b) Morlijev niz u p nad A, konaqno imamo

|= φ(c, b).

Dakle, p�A(t)∪{φ(t, a)} ` φ(t, b), pa po kompaktnosti postoji formula ϕ(t) ∈
p�A takva da ϕ(t) ∧ φ(t, a) ` φ(t, b), tj.

|= ∀t (ϕ(t) ∧ φ(t, a)⇒ φ(t, b)).

Definiximo binarnu relaciju . na C sa:

x . y akko |= ∀t(ϕ(t) ∧ φ(t, x)⇒ φ(t, y)).

Jasno je da je . predure�e�e na C, pa je sa: x < y akko x . y∧y 6. x, definisano

strogo parcijalno ure�e�e na C. Primetimo da definisane relacije . i <

koriste samo parametre iz A.

Prema konstrukciji va�i a . b. Kako |= φ(a, b) i |= ¬φ(a, a), imamo:

6|= ϕ(a) ∧ φ(a, b)⇒ φ(a, a),
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odakle b 6. a. Dakle a < b, pa x < y ∈ tp(a, b/A) = (p2)�A, odakle prema lemi 2.7

zak	uqujemo da je svaki Morlijev niz u p nad A strogo rastu�i. �

Posledica 2.25. Neka je p ∈ S1(C) pravilan nad A i asimetriqan, tada

postoji konaqno proxire�e A0 skupa A i A0-definabilno parcijalno ure�e�e

6 takvo da su Morlijevi nizovi u p nad A0 strogo rastu�i.

Dokaz. Kako je p asimetriqan, prema napomeni 2.9 postoji konaqno proxi-

re�e A0 skupa A takvo da je p asimetriqan nad A0. Kako iz pravilnosti tipa

p nad A imamo da je p pravilan nad A0, pa specijalno i slabo pravilan nad

A0, tvr�e�e sledi iz tvr�e�a 2.24. �

Napomena 2.26. Neka je (p, x = x) jako pravilan nad A i neka je p asimet-

riqan. Setimo se da je clAp operator algebarskog zatvore�a na C.

(i) Konaqno proxire�e A0 od A koje svedoqi asimetriqnost p mo�e se iza-

brati tako da je A0 r A konaqan Morlijev niz u p nad A (ili prazno).

Zaista, neka je c̄ maksimalan Morlijev niz u p nad A, qiji elementi pri-

padaju A0 r A. (Ako c̄ ne postoji, tada A0 r A je ve� sadr�an u clAp (∅), pa
clAp (A0) = clAp (∅) i A svedoqi asimetriqnost.) Tvrdimo da clAp (A0) = clAp (c̄).

Inkluzija ⊇ je jasna, jer c̄ ∈ A0. Za ⊆ dovo	no je da primetimo da

A0 r A ⊆ clAp (c̄); zaista, za d ∈ A0 r A, zbog maksimalnosti c̄ dobijamo

da d 6|= p�Ac̄, pa d ∈ clAp (c̄). Dakle, clAp (A0) = clAp (c̄).

Sada je lako videti da Ac̄ svedoqi asimetriqnost tipa p.

(ii) Prema (i), postoji m > 2 takvo da:

(pm)�A(x1, . . . , xm−2, xm−1, xm) 6= (pm)�A(x1, . . . , xm−2, xm, xm−1).

Primetimo da su svi tipovi iz primera 2.17 asimetriqni nad ∅. Tako�e

primetimo da je bazno ure�e�e < definabilno ure�e�e takvo da su Morlijevi

nizovi nad ∅ strogo rastu�i.
Na kraju ovog ode	ka dajemo primer invarijantnog tipa koji nije pravilan.

Primer 2.27. Uoqimo grupu G = Zℵ04 i �en monstrum C. Teorija od G ima

eliminaciju kvantifikatora. Uoqimo globalan tip p koji sadr�i:

{x 6= a | a ∈ C} ∪ {2x 6= a | a ∈ C}.

Tip p je invarijantan nad ∅. Izaberimo g |= p�∅ i h |= p�g; primetimo da

h |= p�g+2h. Tako�e, g + 2h |= p�∅. Da	e primetimo da g 6|= p�g+2h, pa ako je p

pravilan nad ∅, tada p�g+2h ` p�g+2h,g. Ali ovo nije mogu�e, jer h |= p�g+2h i

h 6|= p�g+2h,g. Dakle, p nije pravilan nad ∅.
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POGLAV�E 3

Kvaziminimalnost

U ovom poglav	u izuqavamo pojam kvaziminimalnosti. Struktura na pre-

brojivom jeziku je kvaziminimalna ako je neprebrojiva i svaki definabi-

lan (sa parametrima) podskup je ili prebrojiv ili koprebrojiv. Kvazimin-

imalne strukture su se pojavile u Zilberovom izuqava�u kompleksnog ek-

sponencijalnog po	a (C,+, ·, exp). Quvena Zilberova hipoteza tvrdi da je

ova struktrura kvaziminimalna ([19]). Izuqava�e (C,+, ·, exp) je motivisano

Xanuelovom hipotezom iz transcendentne teorije brojeva. Potpuni prikaz ove

teme je dat u Zilberovom radu [20]. Mi izuqavamo elementarna svojstva prvog

reda kvaziminimalnih struktura. Ova tema je zapoqeta u radu [3]. Specijalno,

zainteresovani smo za kvaziminimalne grupe.

Kvaziminimalnost se mo�e posmatrati kao prirodno uopxte�e pojma mini-

malnosti. Struktura je minimalna ako je beskonaqna i svaki definabilan

(sa parametrima) podskup je ili konaqan ili kokonaqan. Minimalne grupe

je klasifikovao Rajneke ([12]). On je dokazao da je svaka minimalna grupa

Abelova, pa je qisto algebarskim metodama uspeo da ih sve odredi.

Rajnekeova teorema ima prirodno uopxte�e u kvaziminimalnom sluqaju:

svaka kvaziminimalna grupa je Abelova. Ova hipoteza je postav	ena u [10] i

u skorije vreme su je izuqavali Gogaq i Krupinski u [1]. Oni su dokazali da

su necentralni elementi neabelove kvaziminimalne grupe konjugovani, kao i

da su im centralizatori prebrojivi. Iteriraju�i postupak HNN ekstenzija

oni su konstruisali neprebrojivu grupu sa tim svojstvima, me�utim ostalo je

otvoreno da li je ona kvaziminimalna. Mi �emo dati parcijalan odgovor u

suprotnom smeru.

U prvom ode	ku �emo definisati kvaziminimalne strukture. Vide�emo da

one prirodno odre�uju generiqki tip nad modelom. Dokaza�emo da u sluqaju

da je generiqki tip definabilan, pridru�eni operator generiqkom tipu je

operator algebarskog zatvore�a na modelu. Ovaj rezultat je u opxtijem obliku

dokazan u [10].

U drugom ode	ku smo zainteresovani za vezu pojma kvaziminimalnosti i

globalne jake pravilnosti. Vide�emo da teorija na prebrojivom jeziku ima

kvaziminimalan model pod uslovom da ima globalan, prebrojivo invarijantan,

jako pravilan (u odnosu na x = x) tip. Ovaj rezultat su nezavisno dokazali
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u neobjav	enom radu Hajkazjan i tako�e Tanovi�. Tako�e �emo dokazati da u

sluqaju da je generiqki tip kvaziminimalnog modela definabilan, tada po-

stoji globalni, prebrojivo invarijantan i jako pravilan (u odnosu na x = x)

tip. Ovaj rezultat se mo�e izvesti iz rezultata u [10].

U tre�em poglav	u �emo predstaviti pomenute rezultate o kvaziminimal-

nim grupama.

1. Kvaziminimalne strukture

Definicija 3.1. Struktura M na prebrojivom jeziku je kvaziminimalna

ako je neprebrojiva i svakiM -definabilan podskup odM je ili prebrojiv ili

koprebrojiv (komplement u M mu je prebrojiv).

Neka je M kvaziminimalna struktura. Razlikujemo dve vrste formula sa

jednom slobodnom promen	ivom sa parametrima iz M : formule koje defi-

nixu prebrojive podskupe i formule koje definixu koprebrojive podskupe.

Prirodno, re�i �emo da je formula sa parametrima iz M mala ako definixe

prebrojiv podskup od M , a da je velika ako definixe koprebrojiv podskup od

M . Jasno je da je svaka formula ili mala ili velika, kao i da je negacija male

(velike) formule, velika (mala) formula.

Lema 3.2. Neka je M kvaziminimalna struktura i neka je p skup svih

velikih formula sa paremetrima iz M . Tada p ∈ S1(M).

Dokaz. Skup p je zatvoren za konaqne konjunkcije, jer je presek konaqno

mnogo koprebrojivih skupova tako�e koprebrojiv. Dakle, p jeste tip. Tako�e,

za svaku formulu va�i: ili je velika ili joj je negacija velika, xto dokazuje

potpunost tipa p. �

Definicija 3.3. Tip svih velikih formula kvaziminimalne strukture

M se naziva generiqki tip modela M .

Napomena 3.4. Neka je p generiqki tip kvaziminimalne strukture M .

(i) Kako je automorfna slika prebrojivog (koprebrojivog) skupa prebrojiva

(koprebrojiva), to za svaku formulu φ(x, ȳ) bez parametara, sve m̄ ∈ M i

sve f ∈ Aut(M) va�i:

φ(x, m̄) ∈ p ako i samo ako φ(x, f(m̄)) ∈ p.

(ii) Za svako X ⊆ M , u skladu sa definicijom 2.13, clp(X) je unija svih

prebrojivih X-definabilnih skupova.

(iii) Iz (ii) direktno sledi da za svaki X ⊆M i svaki f ∈ Aut(M) va�i:

f(clp(X)) = clp(f(X)).
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(iv) Ako je X ⊆M prebrojiv skup, tada je i clp(X) prebrojiv. Zaista, ako je X

prebrojiv, tada postoji samo prebrojivo mnogo formula sa parametrima

iz X, pa je clp(X) prebrojiv prema (ii).

Operator clp ne mora biti operator algebarskog zatvore�a na M . Me�u-

tim, u slede�oj lemi �emo videti da izvesna relativizacija operatora clp jeste

(netrivijalan) operator algebarskog zatvore�a na M , pod pretpostavkom da je

generiqki tip p definabilan.

Lema 3.5. Pretpostavimo da je M kvaziminimalna struktura, qiji je

generiqki tip p definabilan nad prebojivim skupom A ⊆ M . Tada je clAp
operator algebarskog zatvore�a na M .

Dokaz. Prema lemi 2.14, clAp zadovo	ava uslove monotonosti i konaqnog

karaktera, pa ostaje da doka�emo tranzitivnost, tj. da za svaki X ⊆ M va�i

clAp (clAp (X)) ⊆ clAp (X) (obratna inkluzija va�i po monotonosti).

Neka c ∈ clAp (clAp (X)). Tada postoje formula sa parametrima iz A, φ(x, ȳ), i

b̄ = b1b2 . . . bn ∈ clAp (X) takvi da φ(x, b̄) /∈ p i M |= φ(c, b̄). Za svako i, 1 6 i 6 n,

bi ∈ clAp (X) povlaqi da postoje formula sa parametrima iz A, ψi(yi, z̄), i ā ∈ X
takvi da ψi(yi, ā) /∈ p i M |= ψi(bi, ā). Kako je p definabilan, φ(x, b̄) /∈ p i

ψi(yi, ā) /∈ p povlaqe M |= ¬dpφ(b̄) i M |= ¬dpψi(ā), gde su dpφ(ȳ) i dpψi(z̄)

definicije nad A formula φ(x, ȳ) i ψi(yi, z̄). Dakle, c zadovo	ava slede�u

formulu sa parametrima iz A ∪X:

θ(x, ā) = ∃ȳ [φ(x, ȳ) ∧ ¬dpφ(ȳ) ∧
n∧
i=1

ψi(yi, ā)].

Dovo	no je da doka�emo da θ(x, ā) /∈ p; c ∈ clAp (X) odatle sledi. Primetimo

da je:

θ(M, ā) =
⋃
{φ(M, d̄) | d̄ ∈M, M |= ¬dpφ(d̄), M |= ψi(di, ā), za sve 1 6 i 6 n}.

Prethodni skup je prebrojiv jerM |= ¬dpψi(ā) povlaqi da postoji samo prebro-

jivo mnogo izbora za d̄ ∈ M takvih da M |= ψi(di, ā), za sve 1 6 i 6 n. Ako jox

d̄ ∈M zadovo	ava M |= ¬dpφ(d̄), tada φ(x, d̄) /∈ p, tj. φ(M, d̄) je prebrojiv skup.

Prema tome θ(M, d̄) je prebrojiva unija prebrojivih skupova, pa je prebrojiv, i

odatle θ(x, ā) /∈ p. �
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2. Jaka pravilnost i kvaziminimalnost

Ci	 ovog ode	ka je da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 3.6. Pretpostavimo da je T potpuna teorija na prebrojivom

jeziku sa beskonaqnim modelima.

(i) Ako postoji globalan, prebrojivo invarijantan i jako pravilan tip preko

x = x, onda T ima kvaziminimalan model.

(ii) Ako je M |= T kvaziminimalan model qiji je generiqki tip p defi-

nabilan, tada postoji globalno, prebrojivo invarijantno i jako pravilno

preko x = x proxire�e tipa p.

Za dokaz prethodne teoreme �e nam trebati nekoliko lema. Dokaz prvog dela

teoreme je dat u tvr�e�u 3.10, a dokaz drugog dela teoreme je dat u tvr�e�u 3.12.

Bez eksplicitnog naglaxava�a, u ovom ode	ku pretpostav	amo da je T potpuna

teorija na prebrojivom jeziku sa beskonaqnim modelima, qiji je monstrum C.

Lema 3.7. Neka je M prebrojiv model teorije T i ā ∈ C. Tada postoji

prebrojiv model N teorije T takav da:

• M ⊆ N i ā ∈ N ;

• za svaki b ∈ N rM , tp(b/Mā) nije konaqno zadovo	iv u M .

Dokaz. Uoqimo slede�i skup formula sa parametrima iz Mā:

Σ(x) = {φ(x) | φ(x) je Mā-formula i φ(M) = M} ∪ {x 6= m | m ∈M}.

Skup Σ(x) je oqigledno (nepotpun) tip nad Mā.

Tvrdimo da su slede�i uslovi ekvivalentni za svaki q ∈ S1(Mā):

(1) q je konaqno zadovo	iv u M i nije realizovan u M ;

(2) Σ(x) ⊆ q(x).

(1)⇒(2): Pretpostavimo da je q konaqno zadovo	iv uM , ali nije realizovan

u M . Oqigledno {x 6= m | m ∈M} ∈ q, jer je q potpun tip koji nije realizovan
u M . Pretpostavimo da je φ(x) ∈ Σ(x) takva da φ(M) = M . Kako je q potpun,

taqno jedna od φ(x) i ¬φ(x) pripada q(x). Ali kako je φ(M) = M , to ¬φ(x)

nije zadovo	iva u M , pa ¬φ(x) /∈ q jer je q konaqno zadovo	iv u M . Dakle,

φ(x) ∈ q(x).

(2)⇒(1): Pretpostavimo da Σ(x) ⊆ q(x). Kako je {x 6= m | m ∈ M} ⊆ q(x),

to q nije realizovan u M . Ostaje da doka�emo da je q konaqno zadovo	iv u

M . Pretpostavimo suprotno da q nije konaqno zadovo	iv u M . Tada postoji

formula φ(x) ∈ q(x) koja nije zadovo	iva u M , tj. φ(M) = ∅. Odatle ¬φ(M) =

M , pa ¬φ(x) ∈ Σ(x) i ¬φ(x) /∈ q(x). Kontradikcija.
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Prema prethodnom tvr�e�u, ako je N prebrojiv model teorije T takav da

M ⊆ N , ā ∈ N i N ispuxta Σ(x), tada za svako b ∈ N rM va�i da tp(b/Mā)

nije konaqno zadovo	iv u M . (Primetimo da tp(b/Mā) ne mo�e biti reali-

zovan u M , jer u suprotnom b ∈ M .) Prema tome, po Teoremi o ispuxta�u

tipova, dovo	no je da doka�emo da ni za jednu zadovo	ivu formulu θ(x) sa

parametrima iz Mā ne va�i θ(x) ` Σ(x).

Pretpostavimo suprotno, tj. da je θ(x) zadovo	iva formula sa parametrima

iz Mā takva da θ(x) ` Σ(x). Neka je b ∈ C rexe�e formule θ(x), tj. |= θ(b).

Kako θ(x) ` Σ(x), b je realizacija tipa Σ(x), pa je prema gor�em tvr�e�u

tp(b/Mā) konaqno zadovo	iv u M . Specijalno, θ(x) ∈ tp(b/Mā) ima rexe�e

u M . Me�utim, ovo nije mogu�e jer izme�u ostalog θ(x) ` {x 6= m | m ∈ M}.
Kontradikcija. �

Lema 3.8. Neka je (p, x = x) jako pravilan par nad A. Neka je M mali

model teorije T koji sadr�i A i neka a |= p�M . Ako tp(b/Ma) nije konaqno

zadovo	iv u M , tada b |= p�M .

Dokaz. Kako je tp(b/M) konaqno zadovo	iv u M , prema lemi 1.6 on ima

konaqno zadovo	ivo u M proxire�e q ∈ S1(Ma); neka b′ |= q. Tada tp(b′/M) =

tp(b/M).

Pretpostavimo suprotno, tj. da b 6|= p�M . Tada ni b′ 6|= p�M , pa kako je par

(p, x = x) jako pravilan, p�M ` p�Mb i p�M ` p�Mb′ . Odatle a |= p�Mb i a |= p�Mb′ , jer

a |= p�M . Prema tome, tp(b/Ma) = tp(b′/Ma), xto nije mogu�e jer je tp(b′/Ma)

konaqno zadovo	iv u M , a tp(b/Ma) nije. Kontradikcija. �

Posledica 3.9. Neka je (p, x = x) jako pravilan par nad prebrojivim

skupom A. Neka je M prebrojiv model teorije T koji sadr�i A i neka a |= p�M .

Tada postoji prebrojiv model N teorije T takav da M ⊆ N , a ∈ N i p�M(N) =

N rM .

Dokaz. Prema lemi 3.7 postoji prebrojiv model N teorije T takav daM ⊆
N , a ∈ N i za svako b ∈ N r M va�i da tp(b/Ma) nije konaqno zadovo	iv

u M . Tada za svako b ∈ N rM va�i b |= p�M , prema lemi 3.8. Prema tome,

N rM ⊆ p�M(N). Obratna inkluzija je oqigledna. �

U slede�em tvr�e�u �emo dokazati prvi deo teoreme 3.6.

Tvr�e�e 3.10. Pretpostavimo da je (p, x = x) jako pravilan par i da je p

prebrojivo invarijantan. Tada postoji kvaziminimalan model N teorije T .

Dokaz. Neka je A prebrojiv skup nad kojim je p invarijantan. Prema lemi

2.19, par (p, x = x) je jako pravilan nad A.
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Definisa�emo niz (Mα, aα)α<ω1 koji zadovo	ava slede�e uslove:

• Mα je prebrojiv model teorije T ;

• Mα ⊆Mα+1, aα ∈Mα+1 rMα i aα |= p�Mα ;

• p�Mα(Mα+1) = Mα+1 rMα.

Niz definixemo indukcijom po α. Za α = 0, izaberimo bilo koji prebrojiv

modelM0 teorije T koji sadr�i A, i neka je a0 |= p�M0 proizvo	na realizacija;

primetimo da a0 /∈M0.

Ako je α < ω1 graniqni ordinal, uzmimo Mα =
⋃
β<αMβ i neka je aα |= p�Mα

proizvo	na realizacija. Primetimo da je Mα prebrojiv model teorije T i

aα /∈Mα.

Ako je (Mα, aα) definisano, gde jeMα prebrojiv model teorije T i aα |= p�Mα ,

izaberimo prema posledici 3.9 prebrojiv model Mα+1 takav da Mα ⊆ Mα+1,

aα ∈ Mα+1 i p�Mα(Mα+1) = Mα+1 r Mα. Neka je pα+1 |= p�Mα+1 proizvo	na

realizacija; primetimo da aα+1 /∈Mα+1.

Jasno je da definisan niz (Mα, aα)α<ω1 zadovo	ava �e	ene uslove.

Neka je N =
⋃
α<ω1

Mα. Oqigledno, N je neprebrojiv model teorije T .

Tako�e, primetimo da p�Mα(N) = NrMα, za sve α < ω1. Zaista, ako b ∈ NrMα,

tada b ∈ Mβ+1, za neko β > α. Po konstrukciji b |= p�Mβ
, pa kako je Mα ⊆ Mβ,

dobijamo b |= p�Mα . Dakle, p�Mα(N) ⊇ N rMα. Druga inkluzija je oqigledna.

Tvrdimo da je N kvaziminimalan model. Neka je φ(x) formula sa parame-

trima iz N . Tada je φ(x) formula sa parametrima iz Mα, za neko α < ω1. Ako

φ(x) /∈ p�Mα , tada nijedan element skupa p�Mα(N) = N rMα ne zadovo	ava φ(x).

Zato φ(N) ⊆ Mα, pa je φ(N) prebrojiv. Ako φ(x) ∈ p�Mα , tada ¬φ(x) /∈ p�Mα ,

pa je ¬φ(N) prebrojiv, odakle je φ(N) koprebrojiv. Prema tome, N je zaista

kvaziminimalan model teorije T . �

Posledica 3.11. Pretpostavimo da je (p, x = x) jako pravilan par i da

je p definabilan. Tada postoji kvaziminimalan model N teorije T .

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, dovo	no je da doka�emo da je p prebrojivo

invarijantan. Kako je p definabilan, prema napomeni 1.4 on je definabilan

nad nekim prebrojivim skupom A. Tvrdimo da je p invarijantan nad A. Ako je

φ(x, ȳ) formula bez parametara, ā ∈ C i f ∈ AutA(C), tada imamo:

φ(x, ā) ∈ p akko |= dpφ(ā) akko |= dpφ(f(ā)) akko φ(x, f(ā)) ∈ p,

gde druga ekvivalencija va�i jer definicija dpφ(ȳ) formule φ(x, ȳ) koristi

samo parametre iz A. Prema tome p je invarijantan nad A. �

U slede�em tvr�e�u �emo dokazati drugi deo teoreme 3.6.
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Tvr�e�e 3.12. Pretpostavimo da je M kvaziminimalan model qiji je

generiqki tip p definabilan. Ako je p globalni naslednik tipa p, tada je

par (p, x = x) jako pravilan.

Dokaz. Neka je C monstrum teorije T = Th(M). Kako je p definabilan,

prema napomeni 1.4 on je definabilan nad nekim prebrojivim skupom A ⊆M .

Prema lemi 1.5, globalni naslednik p tipa p je definisan sa:

p = {φ(x, ā) | φ(x, ȳ) je L-formula, ā ∈ C i |= dpφ(ā)}.

Tvrdimo da je par (p, x = x) jako pravilan nad A. Najpre primetimo da

je p invarijantan nad A. Ako φ(x, ā) ∈ p i f ∈ AutA(C), tada |= dpφ(ā), pa

i |= dpφ(f(ā)) jer dpφ(ȳ) koristi samo parametre iz A. Dakle, φ(x, f(ā)) ∈ p.

Prema lemi 2.22, ostaje da doka�emo da je clAp operator algebarskog zatvore�a

na C. Operator clAp je definisan na C sa:

clAp (X) =
⋃
{φ(C, ā) | φ(x, ȳ) je LA-formula, ā ∈ X i φ(x, ā) /∈ p}.

Pretpostavimo suprotno, tj. da clAp nije operator algebarskog zatvore�a na

C. Prema lemi 2.14, clAp ne zadovo	ava uslov tranzitivnosti, pa izaberimo

X ⊆ C i c ∈ C tako da c ∈ clAp (clAp (X)) r clAp (X). Kako c ∈ clAp (clAp (X)), po-

stoje formula φ(x, ȳ) sa parametrima iz A i b̄ = b1b2 . . . bn ∈ clAp (X) takvi da

φ(x, b̄) /∈ p i |= φ(c, b̄). Za svako i, 1 6 i 6 n, bi ∈ clAp (X) povlaqi da po-

stoje formula ψi(yi, z̄) sa parametrima iz A i ā ∈ X takvi da ψi(yi, ā) /∈ p i

|= ψi(bi, ā). Po definiciji tipa p, φ(x, b̄) /∈ p i ψi(yi, ā) /∈ p povlaqe |= ¬dpφ(b̄)

i |= ¬dpψi(ā).

Prema tome, c zadovo	ava slede�u formulu:

θ(x, ā) := ∃ȳ [φ(x, ȳ) ∧ ¬dpφ(ȳ) ∧
n∧
i=1

ψi(yi, ā) ∧
n∧
i=1

¬dpψi(ā)],

gde je θ(x, z̄) formula sa parametrima iz A. Kako c /∈ clAp (X) i ā ∈ X, zak	uqu-

jemo da θ(x, ā) ∈ p, tj. |= dpθ(ā), pa prema tome va�i i: |= ∃z̄ dpθ(z̄).

Kako je M ≺ C i ∃z̄dpθ(z̄) je formula sa parametrima iz A ⊆ M ,

M |= ∃z̄dpθ(z̄) tako�e va�i, tj. postoji ā′ ∈ M tako da M |= dpθ(ā
′). Ovo

povlaqi da θ(x, ā′) ∈ p, tj. θ(M, ā′) je koprebrojiv. Kako je clAp (ā′) prebrojiv,

mo�emo izabrati c′ ∈ θ(M, ā′) r clAp (ā′). Sada M |= θ(c′, ā′) povlaqi da postoji

b̄′ ∈M takav da:

M |= φ(c′, b̄′) ∧ ¬dpφ(b̄′) ∧
n∧
i=1

ψi(b
′
i, ā
′) ∧

n∧
i=1

¬dpψi(ā
′).
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Posled�a dva konjunkta povlaqe da b̄′ ∈ clAp (ā′), pa prva dva povlaqe da

c′ ∈ clAp (clAp (ā′)). Prema tome c′ ∈ clAp (clAp (ā′)) r clAp (ā′). Ovo je kontradikcija,

jer po lemi 3.5, clAp je operator algebarskog zatvore�a na M . �

3. O kvaziminimalnim grupama

Pod pojmom grupe (u model teoretskom smislu) podrazumevamo bilo koju

ekspanziju grupe (u algebarskom smislu). Dakle, grupa G je bilo koji model

jezika L = {·,−1 , e} ∪ L′ takav da je (G, ·,−1 , e) grupa, a L′ mo�e biti neprazan.

Ako je L′ prazan, ka�emo da je G qista grupa.

U skladu sa opxtom definicijom, grupa G (na prebrojivom jeziku) je kvazi-

minimalna ako je neprebrojiva i svaki definabilan (sa parametrima) podskup

od G je ili prebrojiv ili koprebrojiv. Nas zanima da li kvaziminimalna

grupa mora da bude Abelova. Dovo	no je posmatrati qiste kvaziminimalne

grupe: ako je grupa kvaziminimalna, tada je oqigledno i odgovaraju�a qista

grupa (redukt na {·,−1 , e}) kvaziminimalna, a tako�e grupa je Abelova ako i

samo ako je odgovaraju�a qista grupa Abelova.

Kako �emo videti, generiqki tip p kvaziminimalne grupe G je definabilan

nad ∅, pa je clp operator algebarskog zatvore�a na G. Tako�e, prema tvr�e�u

3.12, ako je p globalni naslednik od p, tada je par (p, x = x) jako pravilan nad

∅, tj. clp je operator algebarskog zatvore�a na C (C je monstrum od G). Ako je p

simetriqan tip, tada je clp operator predgeometrije na C, pa je i clp operator

predgeometrije na G, jer je clp restrikcija clp na G. Ako je p asimetriqan tip,

prema napomeni 2.26 on je asimetriqan nad nekim konaqnim Morlijevim nizom

ā u p nad ∅, pa kako je tip Morlijevog niza jedinstven, p je asimetriqan nad

bilo kojim Morlijevim nizom u p nad ∅ iste du�ine kao ā; dakle, mo�emo

pretpostaviti da je ā ∈ G. Tada postoji ā-definabilno parcijalno ure�e�e u
odnosu na koje su Morlijevi nizovi u p nad ā strogo rastu�i. Primetimo da

to parcijalno ure�e�e ima neprebrojive lance u G. Zaista, svaki neprebrojiv

Morlijev niz u p nad ā qiji su elementi iz G je neprebrojiv lanac u G.

Mi izuqavamo pita�e da li postoji neabelova kvaziminimalna grupa sa

definabilnim parcijalnim ure�e�em sa neprebrojivim lancima, xto je prema

prethodnom pasusu ekvivalentno pita�u da li postoji neabelova kvazimini-

malna grupa qiji je globalni naslednik generiqkog tipa asimetriqan. Da�emo

parcijalni odgovor na ovo pita�e, tj. ci	 nam je da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 3.13. Svaka kvaziminimalna, qista grupa sa ∅-definabilnim
parcijalnim ure�e�em sa neprebrojivim lancima je Abelova.

Primetimo da, zavisno od toga da li je globalni naslednik generiqkog

tipa simetriqan ili asimetriqan, mo�emo podeliti kvaziminimalne grupe na
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simetriqne i asimetriqne. Sliqno, imamo simetriqna i asimetriqna kvazi-

minimalna po	a. Asimetriqna kvaziminimalna po	a postoje; primer se mo�e

na�i u [10]. Isti primer pokazuje da asimetriqne kvaziminimalne Abelove

grupe postoje.

Najpre �emo dokazati, kako smo ve� najavili, da je generiqki tip kvazi-

minimalne grupe definabilan nad ∅.

Lema 3.14. Pretpostavimo da je G kvaziminimalna grupa qiji je gene-

riqki tip p. Tip p je definabilan nad ∅.

Dokaz. Najpre �emo dokazati da za svaki koprebrojiv skup S ⊆ G postoji

a ∈ G takav da S∪aS = G. Kako je S koprebrojiv, tada je i S−1 koprebrojiv, kao

i gS−1, za svako g ∈ G. Tada je familija {gS−1 | g /∈ S} prebrojiva familija
koprebrojivih skupova, pa ima neprazan (qak koprebrojiv) presek. Izaberimo

a u preseku. Tada za svako g /∈ S imamo da a ∈ gS−1, odakle g ∈ aS. Dakle,

G = S ∪ aS.
Tako�e, ako je G = S ∪ aS za neke S ⊆ G i a ∈ G, tada je S neprebrojiv

(jer je G neprebrojiv), pa ako je dodatno S definabilan podskup, po kvazi-

minimalnosti, S je koprebrojiv.

Pretpostavimo da je φ(x, ȳ) formula bez parametara. Za svako ḡ ∈ G tada

va�i: φ(x, ḡ) ∈ p akko φ(G, ḡ) je koprebrojiv akko G = φ(G, ḡ)∪aφ(G, ḡ) za neko

a ∈ G. Prema tome, φ(x, ḡ) ∈ G akko G |= dpφ(ḡ), gde je dpφ(ȳ) formula:

dpφ(ȳ) = ∃ z∀x [φ(x, ȳ) ∨ ∃x′(φ(x′, y) ∧ x = zx′)].

Primetimo da dpφ(ȳ) nema parametre, pa je ona definicija formule φ(x, ȳ)

nad ∅. �

Zahva	uju�i lemi 3.5 imamo direktnu posledicu.

Posledica 3.15. Pretostavimo da je G kvaziminimalna grupa qiji je

generiqki tip p. Tada je clp = cl∅p operator algebarskog zatvore�a na G.

Do kraja ode	ka �emo raditi pod slede�om pretpostavkom.

Pretpostavka 3.16. Pretpostavimo da je G neabelova kvaziminimalna

grupa.

Lema 3.17.

(i) Svaka prava definabilna podgrupa od G je prebrojiva.

(ii) Centar Z(G) je prebrojiv.

(iii) Za svako a /∈ Z(G), centralizator CG(a) je prebrojiv, a klasa konjugacije

aG je koprebrojiva.

(iv) Za svako a /∈ Z(G) va�i G = Z(G) ∪ aG.
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Dokaz. (i) Pretpostavimo da jeH definabilna prava podgrupa odG. Pret-

postavimo suprotno, tj. pretpostavimo da H nije prebrojiva. Po kvazimini-

malnosti, H je koprebrojiva. Izaberimo a /∈ H. Tada su H i aH disjunktni

koprebrojivi podskupovi od G, xto je kontradikcija.

(ii) Kako je G neabelova, Z(G) je prava definabilna podgupa od G. Prema

(i), Z(G) je prebrojiv.

(iii) Sliqno kao u (ii), CG(a) je prava definabilna podgrupa od G, jer

a /∈ Z(G). Dakle, CG(a) je prebrojiv prema (i). Kako je |aG| = |G : CG(a)|
prema teoremi o orbiti i stabilizatoru, dobijamo da je klasa konjugacije aG

neprebrojiva, pa je po kvaziminimalnosti koprebrojiva.

(iv) Izaberimo a, b /∈ Z(G). Prema (iii), aG i bG su koprebrojivi, pa imaju

neprazan presek. Odatle aG = bG, i dobijamo da je G = Z(G) ∪ aG. �

Posledica 3.18. Za sve a, b /∈ Z(G), skup {x ∈ G | ax = b} je prebrojiv.

Dokaz. Prema lemi 3.17(iv) postoji g ∈ G takvo da je b = ag. Tada je b = ax

akko ag = ax akko axg
−1

= a akko xg−1 ∈ CG(a) akko x ∈ CG(a)g. Prema tome,

postoji bijekcija izme�u {x ∈ G | ax = b} i CG(a), koji je prebrojiv prema lemi

3.17(iii). �

Ako dodatno pretpostavimo da je G qista grupa, imamo slede�u posledicu.

Posledica 3.19. clp(∅) = Z(G).

Dokaz. Oqigledno je Z(G) ⊆ clp(∅), jer je po lemi 3.17(ii), Z(G) prebrojiv i

∅-definabilan. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je Z(G) ( clp(∅)
i izaberimo a ∈ clp(∅) r Z(G). Tada postoji ∅-definabilan prebrojiv podskup
D ⊆ G koji sadr�i a. Ali tada za svako g ∈ G, ag ∈ Dg, i Dg = D jer je D

∅-definabilan, a konjugacija je automorfizam qiste grupe. Prema tome,

aG ⊆ D, xto nije mogu�e, jer je prema lemi 3.17(iii), aG koprebrojiv. Kontra-

dikcija. �

Do kraja ode	ka �emo raditi pod jaqom pretpostavkom.

Pretpostavka 3.20. Pretpostavimo da je G neabelova, kvaziminimalna,

qista grupa sa ∅-definabilnim parcijalnim ure�e�em 6 sa neprebrojivim

lancima.

Lema 3.21. Taqno jedan od slede�ih uslova va�i:

(1) a < x definixe koprebrojiv podskup od G, za svako a /∈ clp(∅);
(2) x < a definixe koprebrojiv podskup od G, za svako a /∈ clp(∅).
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Dokaz. Kako je clp(∅) prebrojiv i postoji neprebrojiv lanac C, mo�emo
izabrati element a0 ∈ C r clp(∅). Tada bar jedna od formula a0 < x i x < a0

definixe neprebrojiv podskup, pa po kvaziminimalnosti taqno jedna od a0 < x

i x < a0 definixe koprebrojiv podskup od G.

Pretpostavimo da a0 < x definixe koprebrojiv podskup od G i izabe-

rimo proizvo	no a /∈ clp(∅). Prema posledici 3.19, clp(∅) = Z(G), pa prema

lemi 3.17(iv) mo�emo izabrati element g ∈ G takav da ag0 = a. Kako je 6,

0-definabilno i konjugacija je automorfizam qiste grupe, dobijamo da a < x

tako�e definixe koprebrojiv podskup od G.

Na sliqan naqin mo�emo dokazati da x < a definixe koprebrojiv podskup

od G, za svako a /∈ clp(∅), pod pretpostavkom da x < a0 definixe koprebrojiv

podskup od G. �

Lema 3.22. Za sve a, b /∈ clp(∅) va�i: clp(a) ⊆ clp(b) ili clp(b) ⊆ clp(a).

Dokaz. Prema lemi 3.21, bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da c < x

definixe koprebrojiv podskup od G, za sve c /∈ clp(∅). Tada x < c i c 6< x

definixu prebrojive podskupove od G.

Ako je a < b, kako x < b definixe prebrojiv podskup od G, dobijamo da

a ∈ clp(b), i clp(a) ⊆ clp(b) sledi po tranzitivnosti. Ako je a 6< b, kako a 6< x

definixe prebrojiv podskup od G, dobijamo da b ∈ clp(a), i clp(b) ⊆ clp(a) sledi

po tranzitivnosti. �

Dokaz teoreme 3.13. Pretostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da pos-

toji neabelova, kvaziminimalna, qista grupa G sa ∅-definabilnim parcijal-

nim ure�e�em sa neprebrojivim lancima. Neka je (a, b) clp-slobodan niz nad

∅. Kako b /∈ clp(a), prema lemi 3.22 va�i clp(a) ( clp(b), pa je clp(a, b) = clp(b).

Prema lemi 3.17(iv) izaberimo g ∈ G takvo da b = ag. Kako g ∈ {x ∈ G | ax = b},
i kako je ovaj skup prebrojiv prema posledici 3.18, dobijamo da g ∈ clp(a, b) =

clp(b), odakle clp(g) ⊆ clp(b). Sa druge strane, oqigledno b ∈ clp(a, g), pa kako

b /∈ clp(a), dobijamo da g /∈ clp(a). Dakle, prema lemi 3.22, clp(a) ⊆ clp(g), i

konaqno b ∈ clp(a, g) = clp(g). Prema tome, clp(b) = clp(g).

Kako je clp(a) ( clp(b) = clp(g) i kako je konjugacija automorfizam qiste

grupe, prema napomeni 3.4(iii) imamo da je clp(a
g) ( clp(g

g), tj. clp(b) ( clp(g).

Kontradikcija. �
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POGLAV�E 4

Asimetriqni pravilni tipovi

U ovom poglav	u �emo izuqavati asimetriqne pravilne tipove p ∈ S1(C).

U prvom ode	ku �emo dokazati da je operator algebarskog zatvore�a clAp na

p�A(C), koji je pridru�en slabo pravilnom nad A i asimetriqnom nad A tipu

p, potpuno degenerisan. Iskoristi�emo rezultate iz ode	ka 1.2 kako bismo

opisali ponaxa�e Morlijevih nizova u p nad A. Specijalno, dokaza�emo da za

svaki mali model M ⊇ A tip ure�e�a maksimalnog Morlijevog niza u p nad A

qiji su svi elementi iz M ne zavisi od izbora niza. U pita�u je invarijanta

modela M koju �emo oznaqavati sa Invp,A(M). Na kraju prvog ode	ka �emo

uvesti i pojam konveksnog tipa.

U drugom ode	ku �emo se posvetiti opisu Ep-okolina, koje su pridru�ene

potpuno degenerisanom operatoru algebarskog zatvore�a clp. Vide�emo da su

one relativno definabilne u tipu beskonaqnom disjunkcijom, i ci	 �e nam

biti da doka�emo da se ta disjunkcija mo�e izabrati u odre�enom obliku. Ovaj

opis Ep-okoline �e nam biti pogodan kasnije za primenu Teoreme o ispuxta�u

tipova kako bismo opisali mogu�e relizacije invarijante Invp,A(M).

U tre�em ode	ku �emo se baviti pita�em xta mo�e da bude invarijanta

Invp,A(M) prebrojivog modela M . Uvex�emo pojam prostog tipa, i dokaza�emo

da Invp,A(M) mo�e biti proizvo	no prebrojivo linearno ure�e�e ako tip p nije

konveksan ili ako tip p nije prost. U sluqaju da je tip p prost i konveksan,

dokaza�emo da ako Invp,A(M) sadr�i bar dva elementa, onda je to prebrojivo

gusto linearno ure�e�e (mo�da sa jednom ili obe kraj�e taqke). Vide�emo

da mo�emo dati i precizniji opis, i da za Invp,A(M) imamo taqno 1, 3 ili 6

mogu�nosti, i svaku od �ih �emo deta	no opisati.

U qetvrtom ode	ku �emo se baviti pita�em (ne)ortogonalnosti pravil-

nih tipova. Dokaza�emo da je svaki pravilan asimetriqan tip ortogonalan

na svaki invarijantan simetriqan tip, odakle sledi da relacija neortogonal-

nosti quva osobine simetriqnosti i asimetriqnosti pravilnih tipova. Glavni

rezultat ode	ka je ipak da je neortogonalnost relacija ekvivalencije na skupu

asimetriqnih pravilnih tipova.

Konaqno, u petom ode	ku �emo videti kako slaba neortogonalnost utiqe na

oquva�e invarijante Invp,A(M). Imamo dva sluqaja: ograniqen i neograniqen.
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Podela je forsirana postoja�em formule koja kao parametar koristi reali-

zaciju jednog tipa, a u lokusu drugog tipa je ograniqena. Ako takva formula

postoji, govorimo o ograniqenom sluqaju, gde �emo dokazati da su invarijante

dva tipa koji su pravilni, konveksni i asimetriqni nad A, izomorfne ili

antiizomorfne. I vixe od toga, izomorfizam ili antiizomorfizam je kanon-

ski, u smislu da je nezavisan od izbora formule, kao i da je prirodno induko-

van. U neograniqenom sluqaju �emo dokazati da su Dedekindova kompletira�a

invarijanata dva tipa koji su jako pravilni i asimetriqni nad A, izomorfni

ili antiizomorfni. Ponovo je izomorfizam ili antiizomorfizam prirodno

indukovan.

1. Invarijante Invp,A

Pretpostavimo da je p ∈ S1(C) slabo pravilan nad A i asimetriqan nad A. U

lemi 2.22 smo videli da je clAp operator algebarskog zatvore�a na p�A(C). U ovom

ode	ku �emo dokazati da uslov asimetriqnosti nad A povlaqi da je operator

clAp i potpuno degenerisan, i navex�emo direktne posledice ove qi�enice koje

�emo nada	e koristiti bez eksplicitnog naglaxava�a.

Poqe�emo sa definicijom koja je motivisana tvr�e�em 2.24.

Definicija 4.1. Pretpostavimo da je p ∈ S1(C) slabo pravilan nad A i

asimetriqan nad A. Za parcijalno ure�e�e 6 ka�emo da svedoqi asimetriq-

nost nad A tipa p ako je A-definabilno i ako je svaki Morlijev niz u p nad

A strogo rastu�i u odnosu na 6. Prema tvr�e�u 2.24 takvo ure�e�e postoji,

me�utim ono ne mora biti jedinstveno.

Pretpostavka 4.2. Do kraja ovog ode	ka �emo fiksirati tip p ∈ S1(C)

koji je slabo pravilan nad A i asimetriqan nad A. Fiksira�emo i parcijalno

ure�e�e 6 koje svedoqi asimetriqnost nad A tipa p. Skup A ne�emo me�ati,

pa u ci	u pojednostav	e�a zapisa pisa�emo clp umesto clAp . Tako�e oznaqimo

p = p�A. Dakle, clp je operator algebarskog zatvore�a na p(C).

Lema 4.3. Operator clp je potpuno degenerisani operator algebarskog za-

tvore�a na p(C).

Dokaz. Treba da doka�emo da za svaki konaqan podskup B ⊆ p(C) postoji

element b ∈ B takav da je clp(B) = clp(b). Neka je B ⊆ p(C) konaqan, i neka je b

maksimalan element skupa B u odnosu na 6. Tada B ⊆ clp(b), jer u suprotnom,

ako za neki b′ ∈ B imamo b′ /∈ clp(b), dobijamo da je (b, b′) Morlijev niz u p nad

A, pa je on strogo rastu�i, tj. b < b′, xto protivreqi maksimalnosti elementa

b. Prema tome B ⊆ clp(b), odakle clp(B) = clp(b). �
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Pre nego xto vidimo neke direktne posledice prethodne leme, podseti�emo

se i prilagodi�emo notaciju koju smo uveli u ode	ku 1.2.

1. E-okoline koje odgovaraju operatoru clp �emo oznaqavati sa Ep. Setimo se

Ep(a) = {b ∈ p(C) | clp(a) = clp(b)} = {b ∈ p(C) | b 6|= p�Aa i a 6|= p�Ab}. Drugim
reqima Ep(a) je skup svih b ∈ p(C) takvih da se {a, b} ne mo�e pore�ati u

Morlijev niz u p nad A.

2. LinA(p) = {Ep(a) | a ∈ p(C)}. LinA(p) odgovara skupu Scl definisanom u

ode	ku 1.2, gde je S = p(C) i cl = clp.

3. πp : p(C) −→ LinA(p) je projekcija definisana sa: πp(a) = Ep(a). πp odgovara

projekciji π iz ode	ka 1.2.

4. Ure�e�e 6clp na p(C) je definisano sa: a 6clp b akko clp(a) ⊆ clp(b). LinA(p)

prirodno nasle�uje ure�e�e 6clp : Ep(a) 6clp Ep(b) ako i samo ako za sve

a′ ∈ Ep(a) i b′ ∈ Ep(b) va�i a′ 6clp b′. Kako smo videli u tvr�e�u 1.22,

Ep(a) 6clp Ep(b) ako i samo ako a 6clp b.

Setimo se da se pojam Morlijevog niz u p nad A poklapa sa pojmom

clp-slobodnog niza. Imaju�i to u vidu, kako je clp potpuno degenerisan

operator algebarskog zatvore�a na p(C), imamo slede�e direktne posledice

tvr�e�a 1.25 iz ode	ka 1.2.

Posledica 4.4.

(i) Skup Ep(a) je 6-konveksan i zatvoren u odnosu na 6-neuporedivost (u

p(C)).

(ii) Ure�e�a < i <clp indukuju isto ure�e�e na LinA(p).

Dokaz. Kako 6 svedoqi A-asimetriqnost, svi Morlijevi nizovi u p nad A

su strogo rastu�i, pa je ovo posledica tvr�e�a 1.25 (iv) i (v). �

Imaju�i u vidu drugi deo prethodne posledice, tvr�e�a 1.25 (i) i (ii) mogu

biti formulisana na slede�i naqin.

Posledica 4.5. Neka a, a1, . . . , an ∈ p(C).

(i) Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) (a1, a2) je Morlijev niz u p nad A;

(2) Ep(a1) < Ep(a2);

(3) a1 < Ep(a2);

(4) Ep(a1) < a2.

(ii) Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) (a1, a2, . . . , an) je Morlijev niz u p nad A;

(2) Ep(a1) < Ep(a2) < . . . < Ep(an);

(3) πp(a1) < πp(a2) < . . . < πp(an);

(4) clp(a1) ( clp(a2) ( . . . ( clp(an).
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Posledica 4.6. Za svako X ⊆ C, tip ure�e�a maksimalnog Morlijevog

niza u p nad A qiji su svi elementi iz X ne zavisi od izbora niza.

Dokaz. Posmatrajmo restrikciju operatora clp na p(C) ∩ X (oznaqavamo

je tako�e sa clp). U pita�u je potpuno degenerisani operator algebarskog

zatvore�a na p(C) ∩ X, pa prema tvr�e�u 1.25 (iii) tip ure�e�a maksimalnog

clp-slobodnog niza ne zavisi od izbora niza. Dovo	no je jox da primetimo da

je clp-slobodan niz u p(C) ∩ X isto xto i Morlijev niz u p nad A qiji su svi

elementi iz X. �

Definicija 4.7. Tip ure�e�a bilo kog maksimalnog Morlijevog niza u

p nad A qiji su svi elementi iz X se naziva p-invarijanta skupa X nad A, i

oznaqavamo je sa Invp,A(X). Ako takav niz ne postoji, uze�emo Invp,A(X) = ∅.

Na kraju ovog ode	ka �emo definisati pojam konveksnog tipa.

Definicija 4.8. Pretpostavimo da je p ∈ S1(C) slabo pravilan nad A i

asimetriqan nad A. Re�i �emo da je p konveksan nad A ako postoji parcijalno

ure�e�e6 koje svedoqi asimetriqnost nad A u odnosu na koje je p�A(C) konveksan

podskup od C.

Konveksan tip ne mora zadovo	avati uslov konveksnosti iz prethodne defi-

nicije u odnosu na proizvo	no ure�e�e koje svedoqi asimetriqnost. Tako�e,

proizvo	an slabo pravilan tip, qak ni pravilan tip, ne mora biti konveksan.

Me�utim, u lemi 4.10 �emo dokazati da jako pravilni tipovi jesu konveksni.

Primer 4.9. Uoqimo model (C, <, Pi)i<ω iz primera 2.17). Neka je pi ∈ S1(C)

tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i Pi, za sve i < ω. Neka je p ∈ S1(C)

tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i {¬Pi(x) | i < ω}. Setimo se da
su svi oni pravilni nad ∅, i primetimo da < svedoqi asimetriqnost nad ∅ za
sve pi i p. Primetimo da < ne svedoqi konveksnost nijednog od �ih. Me�utim,

svaki pi je konveksan nad ∅, i restrikuju�i < na Pi(C) dobijamo ure�e�e koje

svedoqi i asimetriqnost i konveksnost nad ∅. Tip p nije konveksan nad ∅. Da
bismo to dokazali, primetimo:

p�∅(x) ∪ p�∅(y) ∪ {x < y} ` x ≺ y,

za svako ure�e�e ≺ koje svedoqi asimetriqnost nad ∅. Zaista, ako a, b |= p�∅

i a < b, po eliminaciji kvantifikatora mo�emo da zak	uqimo da je (a, b)

Morlijev niz u p nad ∅, odakle a ≺ b. Sada po kompaktnosti mo�emo da

izaberemo formulu φ(x) ∈ p�∅(x) takvu da:

φ(x) ∧ φ(y) ∧ x < y ` x ≺ y.
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Kako je p�∅ taqka nagomilava�a skupa {pi�∅ | i < ω}, φ(x) pripada nekom pi, npr.

p1. Izaberimo sada a |= p�∅, b |= p1�a i c |= p�b. Tada |= φ(a) ∧ φ(b) ∧ φ(c) ∧
a < b ∧ a < c (|= a < b ∧ b < c va�i jer su i p i p1 tipovi beskonaqno velikog

elementa), pa |= a ≺ b ∧ b ≺ c, odakle p�∅(C) nije konveksan u odnosu na ≺.

Lema 4.10. Pretpostavimo da je par (p, φ(x)) jako pravilan nad A i asi-

metriqan nad A. Tada je p konveksan nad A.

Dokaz. Neka < svedoqi asimetriqnost nad A. Zamenimo < �egovom

restrikcijom na φ(C). Primetimo da modifikovano < svedoqi asimetriqnost

nad A tipa p, jer je p�A(C) ⊆ φ(C). Tvrdimo da je posle ove modifikacije p�A(C)

postao konveksan podskup od A. Pretpostavimo da a, c ∈ p�A(C) i a < b < c;

jasno je da b ∈ φ(C). Neka d |= p�Abc. Tada a < b < c < d, pa b < x ∈ p�Ab. Ako

b /∈ p�A(C), po uslovu pravilnosti dobijamo p�A ` p�Ab. Kako a |= p�A, to a |= p�Ab,

pa specijalno b < a. Kontradikcija. Prema tome b ∈ p�A(C). �

2. Ep-okoline slabo pravilnih tipova

Pretpostavka 4.11. U ovom ode	ku �emo fiksirati globalan, slabo pra-

vilan nad A i asimetriqan nad A tip p ∈ S1(C); oznaqimo p = p�A. Pret-

postavimo da je6 A-definabilno parcijalno ure�e�e koje svedoqi A-asimetri-

qnost.

Ci	 ovog ode	ka je da bli�e opixemo okolinu Ep(a) kada a |= p. Ako

a, b |= p, setimo se da b /∈ Ep(a) ako i samo ako se elementi a i b mogu pore-

�ati u Morlijev niz u p nad A. Tako�e se setimo da tip (p2)�A definixe tip

Morlijevog niza u p nad A. Dakle skup:

{b | b |= p, b /∈ Ep(a)}

je definisan beskonaqnom konjunkcijom formula sa parametrima iz Aa.

Odatle vidimo da je skup Ep(a), kao komplement navedenog skupa u p(C), rela-

tivno definisan beskonaqnom disjunkcijom formula sa parametrimaAa. Jedan

od ci	eva ovog ode	ka je da doka�emo da se ta disjunkcija mo�e izabrati u

odre�enom obliku.

Definicija 4.12.

(i) SkupD ⊆ C je p-ograniqen nad A akoD∩p(C) 6= ∅ i ako postoje realizacije
a, b |= p i ure�e�e ≺ koje svedoqi A-asimetriqnost tipa p takvi da va�i:

a ≺ D ∩ p(C) ≺ b.

(ii) Formula φ(x) je p-ograniqena nad A ako je skup φ(C) p-ograniqen nad A.

(iii) Formula φ(x) je jako p-ograniqena nad A u odnosu na ≺ ako je saglasna sa

p i postoje realizacije a, b |= p takve da a ≺ φ(C) ≺ b.
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Napomena 4.13. (i) Primetimo da je skup D (koji seqe p(C)) p-ograniqen

ako i samo ako je πp[D ∩ p(C)] ograniqen sa obe strane u LinA(p): ako je

a ≺ D ∩ p(C) ≺ b i ako izaberemo a′, b′ |= p takve da Ep(a′) ≺p Ep(a) i

Ep(b) ≺p Ep(b′), tada su Ep(a′) i Ep(b′) granice za πp[D∩p(C)] u LinA(p). Kako ure-

�e�e na LinA(p) ne zavisi od izbora ure�e�a ≺ koje svedoqi A-asimetriqnost

tipa p, to ni p-ograniqenost skupa D ne zavisi od izbora ure�e�a ≺.
(ii) Jaka ograniqenost mo�e zavisiti od izbora ure�e�a ≺. Obiqno �e ure-

�e�e ≺ biti jasno iz konteksta, pa ga ne�emo posebno naglaxavati. U ovom

ode	ku �emo razmatrati jaku ograniqenost u odnosu na fiksirano ure�e�e <,

i samo �emo govoriti da je formula jako p-oraniqena.

Lema 4.14. Pretpostavimo da je θ(x, ȳ) formula sa parametrima iz A

takva da je θ(x, b̄) p-ograniqena nad A. Neka su c, c′ |= p takvi da c < θ(C, b̄) ∩
p(C) < c′. Tada postoji formula φ(x) ∈ p takva da c < φ(C) ∩ θ(C, b̄) < c′, tj.

takva da je formula φ(x) ∧ θ(x, b̄) jako p-ograniqena.

Ako je tip p dodatno <-konveksan nad A i a |= p zadovo	ava θ(x, b̄), tada

formula φ(x) ∧ θ(x, b̄) svedoqi a ∈ SemA(b̄).

Dokaz. Kako je θ(x, b̄) p-ograniqena to:

p(x), θ(x, b̄) ` c < x < c′.

Po kompaktnosti mo�emo izabrati φ(x) ∈ p tako da:

φ(x), θ(x, b̄) ` c < x < c′,

odakle:

|= ∀x (φ(x) ∧ θ(x, b̄)⇒ c < x < c′)

i dobijamo da je φ(x) ∧ θ(x, b̄) jako p-ograniqena.

Ako pretpostavimo da je tip p i <-konveksan nad A, tada iz prethodnog

zak	uqujemo:

φ(C) ∩ θ(C, b̄) ⊆ {t | c < t < c′} ⊆ p(C),

odakle φ(x) ∧ θ(x, b̄) ` p(x), pa φ(x) ∧ θ(x, b̄) svedoqi a ∈ SemA(b̄). �

Lema 4.15. Pretpostavimo da je σ(x, y) formula sa parametrima iz A,

a |= p i da je σ(a, x) saglasna sa p. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) formula σ(a, x) je jako p-ograniqena nad A;

(2) va�i c1 < σ(a,C) < c2 za sve Morlijeve nizove (c1, a, c2) u p nad A.

Dokaz. (2)⇒(1) sledi po definiciji jake p-ograniqenosti.

(1)⇒(2): Pretpostavimo da je σ(a, x) jako p-ograniqena nad A. Izaberimo

c, c′ |= p takve da c < σ(a,C) < c′. Izaberimo c1, c2 |= p tako da

Ep(c1) < Ep(c) ∪ Ep(a) i Ep(c2) > Ep(c′) ∪ Ep(a). Tada je (c1, a, c2) Morlijev niz u
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p nad A i c1 < σ(a,C) < c2. Kako je to taqno za jedan Morlijev niz (c1, a, c2),

taqno je i za sve. �

Posledica 4.16. Pretpostavimo da a |= p i da je formula σ(a, x) jako

p-ograniqena nad A. Tada σ(a,C) ∩ p(C) ⊆ Ep(a).

Ako je p dodatno <-konveksan, tada je σ(a,C) ⊆ Ep(a).

Dokaz. Ako σ(a,C) ∩ p(C) * Ep(a), mo�emo izabrati element a′ ∈ σ(a,C) ∩
p(C) takav da a′ /∈ Ep(a). Kako a′ /∈ Ep(a), elementi a′, a mogu se pore�ati u

Morlijev niz. Ako je (a′, a) Morlijev niz, izaberimo a′′ |= p�Aa′a; (a′, a, a′′) je

Morlijev niz, pa prema lemi 4.15 va�i a′ < σ(a,C) < a′′, xto je u kontradik-

ciji sa a′ ∈ σ(a,C). Sliqno zak	uqujemo da nije mogu�e da je (a, a′) Morlijev

niz.

Ako je p dodatno <-konveksan nad A, iz jake p-ograniqenosti nad A formule

σ(a, x) zak	uqujemo da je σ(a,C) ⊆ p(C). Prema tome, σ(a,C) ⊆ Ep(a). �

Lema 4.17. Pretpostavimo da a |= p.

(i) Za svako b ∈ Ep(a) postoji simetriqna formula σ(x, y) ∈ tp(a, b/A) takva

da je σ(a, y) jako p-ograniqena nad A.

Pretpostavimo dodatno da je p <-konveksan nad A.

(ii) Va�i Ep(a) ⊆ SemA(a).

(iii) Za svako b ∈ Ep(a) postoji simetriqna formula σ(x, y) ∈ tp(a, b/A) takva

da je σ(a, y) jako p-ograniqena nad A, i formule σ(x, b) i σ(a, y) redom

svedoqe a ∈ SemA(b) i b ∈ SemA(a).

Dokaz. (i) Neka b ∈ Ep(a). Tada (a, b) i (b, a) nisu Morlijevi nizovi u p

nad A, pa postoje formule σ′(x, y), σ′′(x, y) ∈ tp(a, b/A) takve da σ′(a, y) /∈ p�Aa i

σ′′(x, b) /∈ p�Ab. Tada formula:

σ0(x, y) = σ′(x, y) ∧ σ′′(x, y)

pripada tipu tp(a, b/A), ali σ0(a, y) /∈ p�Aa i σ0(x, b) /∈ p�Ab. Sada je formula:

σ1(x, y) = σ0(x, y) ∨ σ0(y, x)

simetriqna formula koja pripada tp(a, b/A). Kako σ0(x, b) /∈ p�Ab, zbog

A-invarijantnosti tipa p, σ0(x, a) /∈ p�Aa. Kako σ0(a, y) /∈ p�Aa, zak	uqujemo

da σ1(a, y) /∈ p�Aa. Sliqno zak	uqujemo da σ1(x, b) /∈ p�Ab.

Doka�imo sada da je σ1(a, y) p-ograniqena formula nad A. Pretpostavimo

da b′ |= p i |= σ1(a, b′). Tada σ1(a, y) /∈ p�Aa povlaqi b
′ 6|= p�Aa. Sa druge strane,

σ1(x, b) /∈ p�Ab, zbog A-invarijantnosti, povlaqi σ1(x, b′) /∈ p�Ab′ , pa a 6|= p�Ab′ .

Dakle, ni (a, b′) ni (b′, a) nisu Morlijevi nizovi u p nad A, pa b′ ∈ Ep(a).

Prema tome, σ1(a,C) ∩ p(C) ⊆ Ep(a); specijalno, σ1(a, y) je p-ograniqena nad A.

59



Prema lemi 4.14 izaberimo formulu φ(y) ∈ p(y) tako da je φ(y) ∧ σ1(a, y)

jako p-ograniqena nad A. Tada je formula:

σ(x, y) = φ(x) ∧ φ(y) ∧ σ1(x, y)

oqigledno simetriqna, pripada tp(a, b/A) i σ(a, y) je jako p-ograniqena nad A.

(ii) Ako b ∈ Ep(a), prema delu (i) postoji p-ograniqena formula nad A

σ(a, y) ∈ tp(b/Aa). Prema lemi 4.14 b ∈ SemA(a). Dakle, Ep(a) ⊆ SemA(p). �

Definicija 4.18. Sa Bp oznaqimo skup svih simetriqnih formula σ(x, y)

sa parametrima iz A, takvih da je σ(a, y) jako p-ograniqena nad A za neko (pa

i sve) a |= p.

Primetimo da Bp zavisi i od A i od izbora ure�e�a <, ali oni �e uvek

biti jasni iz konteksta, pa ih ne�emo naglaxavati.

Lema 4.19.

(i) Za sve a |= p va�i:

Ep(a) =
⋃

σ(x,y)∈Bp

σ(a,C) ∩ p(C).

(ii) Ako je p i <-konveksan, tada za sve a |= p va�i:

Ep(a) =
⋃

σ(x,y)∈Bp

σ(a,C).

Dokaz. (i) Ako σ(x, y) ∈ Bp, tada je formula σ(a, y) jako p-ograniqena, pa

iz posledice 4.16 imamo da je σ(a,C)∩ p(C) ⊆ Ep(a). Ovo dokazuje inkluziju ⊇.
Inkluzija ⊆ je posledica leme 4.17(i): za svaki b ∈ Ep(a) postoji σ(x, y) ∈ Bp

tako da |= σ(a, b).

(ii) Ako je p <-konveksan, prema posledici 4.16 za sve σ(x, y) ∈ Bp i a |= p

va�i σ(a,C) ⊆ p(C). Prema tome tvr�e�e sledi iz (i). �

3. Realizova�e invarijanti

U ovom ode	ku �emo se baviti pita�em xta su mogu�nosti za Invp,A(M), gde

je M mali model. Poqe�emo sa definicijom prostog tipa.

Definicija 4.20. Slabo pravilan A-asimetriqan tip p je prost nad A

ako je ekvivalencija data sa x ∈ Ep(y) relativno definabilna na p�A(C)2.

Primer 4.21.

(1) Uoqimo model (Z, <); primetimo da �egova teorija povlaqi da svaki

element ima neposrednog prethodnika i neposrednog sledbenika. Neka je C

�egov monstrum i neka je p ∈ S1(C) tip beskonaqno velikog elementa; p je
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pravilan nad ∅. Za a |= p�∅, primetimo da je Ep(a) kopija (Z, <) oko a. Kako

ovaj skup nije (relativno) definabilan, dobijamo da p nije prost nad A.

(2) Uoqimo model (Q, <) i �egov monstrum C. Tip beskonaqno velikog elementa

p ∈ S1(C) je prost nad ∅, jer je Ep(a) = {a}.
(3) Uoqimo model (Q×Z, <,E), gde je< leksikografsko ure�e�e, a E je relacija

ekvivalencije koja ka�e da su dva elementa na konaqnoj uda	enosti. Tip

beskonaqno dalekog elementa p ∈ S1(C) je pravilan nad ∅. Primetimo, kao
u (1), da je Ep(a) kopija (Z, <) oko a, pa b ∈ Ep(a) ako i samo ako |= E(a, b),

odakle sledi da je p prost nad ∅.

Napomena 4.22. Prema lemi 4.17, formulu σp(x, y) koja svedoqi da je p

prost nad A mo�emo izabrati da bude simetriqna i jako p ograniqena nad A

u odnosu na unapred odre�eno ure�e�e < koje svedoqi A-asimetriqnost tipa p

nad A.

Ci	 nam je da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 4.23. Neka je T teorija, p slabo pravilan A-asimetriqan tip i

M mali model teorije T .

(i) Ako je p prost i konveksan nad A i Invp,A(M) sadr�i bar dve taqke, tada

je Invp,A(M) gusto linearno ure�e�e (mo�da sa jednom ili obe kraj�e

taqke).

(ii) Ako su T i A prebrojivi, i p je prost i nekonveksan nad A, tada Invp,A(M)

mo�e biti proizvo	no prebrojivo linearno ure�e�e.

(iii) Ako su T i A prebrojivi i p nije prost, tada Invp,A(M) mo�e biti

proizvo	no prebrojivo linearno ure�e�e.

Dokaz teoreme 4.23 dajemo u tvr�e�ima 4.25, 4.31 i 4.30. Kako postoji kon-

tinuum mnogo neizomorfnih prebrojivih linearnih ure�e�a, teorema 4.23 di-

rektno povlaqi slede�u posledicu.

Posledica 4.24. Pretpostavimo da je T najvixe prebrojiva teorija, A

konaqan, i p slabo pravilan A-asimetriqan tip. Ako je I(ℵ0, T ) < 2ℵ0, tada

je p prost i konveksan nad A.

Dokaz. Oznaqimo sa TA teoriju T sa imenovanim elementima iz skupa

A. Kako je A konaqan, svaki prebrojiv model teorije T ima najvixe prebro-

jivo mnogo neizomorfnih ekspanzija koje su modeli teorije TA. Prema tome

I(ℵ0, TA) = 2ℵ0 povlaqi I(ℵ0, T ) = 2ℵ0 . Dakle, iz pretpostavke I(ℵ0, T ) < 2ℵ0

imamo I(ℵ0, TA) < 2ℵ0 .

Ako p nije prost, prema tvr�e�u 4.30 je I(ℵ0, TA) = 2ℵ0 , xto je kontradik-

cija. Sliqno, ako je p prost i nekonveksan nad A, prema tvr�e�u 4.31 je

I(ℵ0, TA) = 2ℵ0 , xto je opet kontradikcija. �
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Tvr�e�e 4.25. Pretpostavimo da je p slabo pravilan A-asimetriqan tip

koji je konveksan i prost nad A. Ako Invp,A(M) sadr�i bar dva elementa za

neki modelM ⊇ A, onda je Invp,A(M) gusto linearno ure�e�e (mo�da sa jednom

ili obe kraj�e taqke).

Dokaz. Pretpostavimo da je < ure�e�e koje svedoqi A-asimetriqnost i

konveksnost nad A tipa p. Neka je p = p�A.

Izaberimo simetriqnu formulu σp(x, y) koja relativno definixe Ep i takvu
da je σp(a, y) jako p-ograniqena za neko (sve) a |= p. Pretpostavimo da Invp,A(M)

ima bar dve taqke. Neka su b1, b2 ∈ p(M) takvi da Ep(b1) < Ep(b2); �elimo da

doka�emo da postoji b ∈ p(M) takvo da je (b1, b, b2) Morlijev niz. Bilo koji

element b′ ∈ C takav da je (b1, b
′, b2) Morlijev niz zadovo	ava ,,formulu" :

σp(b1,C) < x < σp(b2,C).

Zbog elementarnosti, postoji element b ∈M takav da σp(b1,M) < b < σp(b2,M).

Kako je p <-konveksan nad A, b1 < b < b2 povlaqi b |= p, tj. b ∈ p(M). Prema

tome (b1, b, b2) je Morlijev niz elemenata iz M , xto zavrxava dokaz. �

Za trenutak, fiksirajmo notaciju iz prethodnog tvr�e�a. Za a |= p, uoqimo

slede�a dva tipa:

Λ(x, a) = p(x) ∪ {x < σp(a,C)} i Π(x, a) = p(x) ∪ {σp(a,C) < x}.

Primetimo da je b realizacija tipa Λ(x, a) ako i samo ako je (b, a) Morlijev

niz u p nad A. Sliqno, b je realizacija tipa Π(a, x) ako i samo ako je (a, b)

Morlijev niz u p nad A.

Oznaqimo sa η tip ure�e�a (Q, <) (u pita�u je tip ure�e�a prebrojivog

gustog linearnog ure�e�a bez kraj�ih taqaka). Imamo slede�u posledicu.

Posledica 4.26. Pretpostavimo da su T i A prebrojivi. Neka je M

prebrojiv model koji sadr�i A.

(i) Ako je p izolovan nad A, tada je Invp,A(M) jednak η.

(ii) Pretpostavimo da je p neizolovan nad A.

(1) Ako su Λ(x, a) i Π(x, a) neizolovani nad Aa, tada je Invp,A(M) jednako

jednom od ∅, 1, η, η+ 1, 1 + η i 1 + η+ 1, i svaka od xest mogu�nosti

se jav	a.

(2) Ako je Λ(x, a) izolovan nad Aa, a Π(x, a) neizolovan nad Aa, tada je

Invp,A(M) jednako jednom od ∅, η, η + 1, i svaka od tri mogu�nosti se

jav	a.

(3) Ako je Λ(x, a) neizolovan nad Aa, a Π(x, a) je izolovan nad Aa, tada

je Invp,A(M) jednako jednom od ∅, η, 1 + η, i svaka od tri mogu�nosti

se jav	a.
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(4) Nije mogu�e da su oba Λ(x, a) i Π(x, a) izolovani nad Aa.

Dokaz. (i) Neka je φ(x) formula sa parametrima iz A takva da φ(x) ` p(x).

Formula φ(x) je zadovo	iva u C, pa je zadovo	iva i u M tako�e. Ako je a ∈M
takvo da |= φ(a), tada a |= p, i zato je Invp,A(M) neprazno. Tako�e, ,,formule"

φ(x)∧x < σp(a,C) i φ(x)∧σp(a,C) < x imaju rexe�a u C, pa imaju rexe�a i uM .

Primetimo da to povlaqi da Invp,A(M) nema ni minimum ni maksimum, ali ima

bar dva elementa. Prema tvr�e�u 4.25, Invp,A(M) je gusto linearno ure�e�e,

prema tome u pita�u je prebrojivo gusto linearno ure�e�e bez kraj�ih taqaka,

tj. η.

(ii) Najpre �emo dokazati qetiri stava.

Stav 1. Ako je Invp,A(M) neprazno i Λ(x, a) je izolovan nad Aa, tada

Invp,A(M) nema minimum. Sliqno, ako je Invp,A(M) neprazno i Π(x, a) je izolo-

van nad Aa, tada Invp,A(M) nema maksimum.

Dokaz stava 1. Pretpostavimo da je φ(x, y) fromula sa parametrima iz

A takva da φ(x, a) ` Λ(x, a), ze neko (sve) a |= p. Neka a ∈ p(M). Formula

φ(a, x) je zadovo	iva u C, pa je zadovo	iva i u M tako�e, npr. neka joj je b ∈M
rexe�e. Tada b realizuje Λ(x, a), pa je (b, a) Morlijev niz u p nad A. Ovo

povlaqi da Invp,A(M) nema minimum.

Stav 2. Neka je (a, b) Morlijev niz u p nad A. Ako je Λ(x, a) izolovan nad

Aab, tada je izolovan i nad Aa. Sliqno, ako je Π(x, b) izolovan nad Aab, tada

je izolovan i nad Ab.

Dokaz stava 2. Pretpostavimo da je φ(x, y, z) formula sa parametrima

iz A takva da φ(x, a, b) ` Λ(x, a). Primetimo:

(c, a, b) je Morlijev niz u p nad A akko |= φ(x, a, b).

Implikacija (⇐) je oqigledna. Za dokaz (⇒), pretpostavimo da je (c, a, b)

Morlijev niz u p nad A, i izaberimo c′ takvo da |= φ(c′, a, b). Prema (⇐),

(c′, a, b) je Morlijev niz u p nad A, pa zak	uqujemo da je tp(c′/Aab) = tp(c/Aab),

odakle |= φ(c, a, b).

Neka je f ∈ AutAa(C) proizvo	an automorfizam. Ako |= φ(c, a, b), tada je

(c, a, b) Morlijev niz u p nad A, pa je i (f(c), a, f(b)) tako�e Morlijev niz u p

nad A. Ali sada mo�emo da zak	uqimo da je (f(c), a, b) Morlijev niz u p nad A,

odakle |= φ(f(c), a, b). Ovo dokazuje da je φ(C, a, b) invarijantan nad Aa, odakle

je, prema lemi 1.9, φ(C, a, b) definabilan nad Aa. Ako je ψ(x, y) formula sa

parametrima iz A takva da ψ(C, a) = φ(C, a, b), tada ψ(x, a) ` Λ(x, a), tj. Λ(x, a)

je izolovan nad Aa.
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Stav 3. Ako je āω = (ai)i∈ω Morlijev niz u p nad A, tada je tip:

Σ(x) = p(x) ∪ {σp(ai,C) < x | i ∈ ω}

neizolovan nad Aāω. Sliqno, ako je āω∗ = (ai)i∈ω∗ Morlijev niz u p nad A, tada

je tip:

Σ(x) = p(x) ∪ {x < σp(ai,C) | i ∈ ω∗}

neizolovan nad Aāω∗ .

Dokaz stava 3. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da su φ(x, ȳ)

formula sa parametrima iz A i ā konaqan podniz od āω takvi da φ(x, ā) ` Σ(x).

Mo�emo pretpostaviti da je ā = a0a1 . . . an. Primetimo:

(a0, a1, . . . , an, b) je Morlijev niz u p nad A akko |= φ(b, ā).

Implikacija (⇐) je oqigledna. Za dokaz smera (⇒) izaberimo b′ takvo da

|= φ(b′, ā). Prema (⇐), (a0, a1, . . . , an, b
′) je Morlijev niz u p nad A. Kako je

(a0, a1, . . . , an, b) Morlijev niz u p nad A, dobijamo da je tp(b′/Aā) = tp(b/Aā),

odakle |= φ(b, ā).

Kako je (a0, a1, . . . , an, an+1) Morlijev niz u p nad A, imamo da |= φ(an+1, ā),

odakle an+1 realizuje Σ(x). Kontradikcija.

Stav 4. Pretpostavimo da je āω = (ai)i∈ω Morlijev niz u p nad A. Ako je

Λ(x, a0) izolovan nad Aāω, tada je izolovan i nad Aa0. Sliqno, ako je āω∗ =

(ai)i∈ω∗ Morlijev niz u p nad A, i ako je Π(x, a0) izolovan nad Aāω∗ , tada je

izolovan i nad Aa0.

Dokaz stava 4. Dokaz je sliqan dokazu stava 2, pa ga ne�emo navoditi.

Sada mo�emo da doka�emo (ii). Prema tvr�e�u 4.25, ne postoji vixe od

slede�ih xest mogu�nosti za Invp,A(M): ∅, 1, η, η+ 1, 1 + η, 1 + η+ 1. U delu (2),

prema stavu 1, mo�emo zak	uqiti da su mogu�nosti za Invp,A(M): ∅, η, η + 1.

Sliqno u (3), mogu�nosti su: ∅, η, 1 + η. Dokaza�emo da se svaka od mogu�nosti

jav	a.

Kako je p(x) neizolovan nad A, po Teoremi o ispuxta�u tipova, postoji

prebrojiv model M takav da Invp,A(M) = ∅.
(1) Pretpostavimo da su Λ(x, a) i Π(x, a) neizolovani nad Aa, za neko (sve)

a |= p. Po Teoremi o ispuxta�u tipova, i Λ(x, a) i Π(x, a) mogu biti ispuxteni

u modelu koji sadr�i Aa, prema tome postoji prebrojiv model M takav da je

Invp,A(M) jedna taqka.

Izaberimo Morlijev niz (a, b) u p nad A. Po stavu 2 Λ(x, a) i Π(x, b) su

neizolovani nad Aab, Pa prema Teoremi o ispuxta�u tipova mogu biti is-

puxteni u modelu koji sadr�i Aab. Dakle, postoji prebrojiv model M takav

da su a i b redom minimum i maksimum nekog maksimalnog u M Morlijevog

64



niza u p nad A, odakle Invp,A(M) ima i minimum i maksimum. Kako je to gusto

linearno ure�e�e prema tvr�e�u 4.25, dobijamo da je jednako 1 + η + 1.

Da bismo konstruisali model M takav da je Invp,A(M) jednako 1 + η,

izaberimo Morlijev niz āω = (ai)i∈ω, i uoqimo tip Σ(x) kao u stavu 3. Prema

stavovima 3 i 4, i Λ(x, a0) i Σ(x) su neizolovani nad Aāω, pa prema Teoremi o

ispuxta�u tipova mogu biti ispuxteni u modelu M koji sadr�i Aāω. Kako je

Λ(x, a0) ispuxten, Invp,A(M) ima minimum, a kako je Σ(x) ispuxten vidimo da

Invp,A(M) nema maksimum. Sliqno mo�emo da konstruixemo model M takav

da je Invp,A(M) jednako η + 1.

Ostaje da konstruixemo model M takav da je Invp,A(M) jednako η. Za to

mo�emo da uoqimo Morlijev niz āZ = (ai)i∈Z u p nad A i da nastavimo sliqno

kao prethodnim sluqajevima.

U (2) i (3) se modeli mogu konstruisati na sliqan naqin.

(4) Ostaje da doka�emo da nije mogu�e da su i Λ(x, a) i Π(x, a) izolovani

nad Aa. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da su izolovani nad Aa,

npr. φ(x, a) ` Λ(x, a) i ψ(x, a) ` Π(x, a). Mo�emo dokazati da va�i:

(b, a) je Morlijev niz u p nad A akko |= φ(b, a),

i:

(a, b) je Morlijev niz u p nad A akko |= ψ(b, a).

Dokazi obe qi�enice su sliqni dokazu odgovaraju�e qi�enice iz stava 2. Kako

je Ep(a) = σp(C, a), vidimo da je:

p(C) = φ(C, a) ∪ σp(C, a) ∪ ψ(C, a),

tj. p(C) je definabilan nad Aa. Kako je oqigledno invarijantan nad A, dobi-

jamo da je i definabilan nad A prema lemi 1.9. Dakle, p je izolovan nad A.

Kontradikcija. �

Kroz slede�e lake primere �emo prikazati sve situacije opisane u prethod-

noj posledici.

Primer 4.27. U slede�im primerima posmatramo odre�ene ekspanzije struk-

ture (Q, <), i definixemo tip p koji �e biti pravilan nad ∅, asimetriqan i

konveksan nad ∅ (ove osobine su svedoqene baznim ure�e�em <), i prost nad

∅ (zapravo Ep(a) = {a}, za svako a |= p�∅). Lako se mo�e proveriti da ove

qi�enice va�e zbog eliminacije kvantifikatora, pa �emo ispustiti deta	e.

(1) Uoqimo M = (Q, <) i �egov monstrum C. Neka je p tip beskonaqno velikog

elementa. p�∅(C) je bax C, pa je p�∅(M) = M i Invp,A(M) = η. Primetimo da

je p�∅ izolovan nad ∅ sa x = x.
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(2) UoqimoM = (Q, <, Pi)i<ω, gde je Pi(M) = (−∞, i), i uoqimo �egov monstrum
C. Neka je p tip beskonaqno velikog elementa; primetimo da p sadr�i

negacije svih Pi. p�∅(C) je skup elemenata ve�ih od svih Pi(C). Dakle,

p�∅(M) = ∅ i Invp,∅(M) = ∅. Primetimo da su slede�i modeli elementarno

ekvivalentni sa M : M1 = (Q, <, Pi)i<ω, gde je Pi(M1) = (−∞,−1/i), i M2 =

(Q, <, Pi)i<ω, gde je Pi(M2) = (−∞,
√

2 − 1/i). Sada, p�∅(M1) = [0,+∞), pa

Invp,∅(M) = 1+η. Tako�e, p�∅(M2) = [
√

2,+∞) = (
√

2,+∞), pa Invp,∅(M2) = η.

Tako�e primetimo da za a |= p�∅, Π(x, a) je izolovan nad {a} sa x > a, dok

Λ(x, a) je neizolovan nad {a}.
(Sve pomenute intervale posmatramo kao podskupove od Q.)

(3) Prethodni primer se mo�e lako modifikovati da dobijemo tip i modele

takve da je Invp,∅(M) jednako ∅, η ili η + 1.

(4) Uoqimo M = (Q, <, Pi, Qi)i<ω, Pi(M) = (−∞, ai) i Qi(M) = (bi,+∞), gde

(ai)i<ω je strogo rastu�i niz racionalnih brojeva koji konvergira ka 0 i

(bi)i<ω je strogo opadaju�i niz racionalnih brojeva koji konvergira ka 0.

Uoqimo monstrum C i tip p elementa koji je ma�i od svih Qi(C) i ve�i od

svih ostalih elemenata iz C. p�∅(C) je skup svih elemenata koji su ma�i

od svih Qi(C) i ve�i od svih Pi(C). Dakle, p�∅(M) = {0}, i Invp,∅(M) = 1.

Sada mo�emo modifikovati Pi(M) i Qi(M) kako bismo dobili elementarno

ekvivalentan model od M , ali i promenili Invp,∅(M). Ako izaberemo ni-

zove (ai) i (bi) da konvergiraju
√

2, dobi�emo da je p�∅(M) = ∅ i Invp,∅(M) = ∅.
Ako izaberemo nizove (ai) i (bi) da konvergiraju redom ka a i b, a < b, tada,

zavisno od toga da li a, b ∈ Q, dobi�emo da je p�∅(M) jednak (a, b) (ako

a, b /∈ Q), [a, b) (ako a ∈ Q, b /∈ Q),(a, b] (ako a /∈ Q, b ∈ Q) ili [a, b] (ako

a, b ∈ Q), i odgovaraju�i Invp,∅(M) su redom jednaki η, 1 + η, η + 1 ili

1 + η + 1. Primetimo da nijedan od Λ(x, a) i Π(x, a) nije izolovan nad {a},
za a |= p�∅.

(Ponovo, sve pomenute intervale posmatramo kao podskupove od Q.)

Nastav	amo ka dokazima tvr�e�a 4.30 i 4.31. Potrebna nam je tehniqka

lema.

Lema 4.28. Pretpostavimo da su T i A prebrojivi, pretpostavimo da je

p slabo pravilan i A-asimetriqan, i da je < ure�e�e koje svedoqi asimetriq-

nost nad A. Neka je p = p�A. Pretpostavimo da p nije prost nad A i neka

a |= p. Tada postoji niz simetriqnih formula (σn(x, y))n<ω sa parametrima

iz A, takvih da va�e slede�i uslovi:

1. Svaka σn(a, x) je jako p-ograniqena.

2. Niz (σn(a,C))n<ω je strogo ⊆-rastu�i.
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3. Za svako n < ω postoje elementi b′, b′′ ∈ (σn+1(a,C) r σn(a,C)) ∩ p(C) takvi

da je b′ < σn(a,C) < b′′.

4. Va�i Ep(a) =
⋃
n<ω

σn(a,C) ∩ p(C).

Dokaz. Kako su T i A prebrojivi, to je skup Bp iz definicije 4.18 pre-

brojiv, pa zapiximo Bp = {σn(x, y) | n < ω}; po definiciji σn(a, x) su jako

p-ograniqene, a prema lemi 4.19 va�i Ep(a) =
⋃
n6ω σn(a,C) ∩ p(C). Zamenom

formula σn(x, y) sa
∨
i6n σi(x, y), mo�emo da pretpostavimo da je

(σn(x, y))n<ω niz simetriqnih formula sa parametrima iz A takav da je niz

skupova (σn(a,C))n<ω rastu�i; ostaju σn(a, x) jako p-ograniqene i ostaje

Ep(a) =
⋃
n<ω σn(a,C) ∩ p(C).

Tvrdimo da za svako n < ω postoji m > n i b′ ∈ σm(a,C) r σn(a,C) takav da

b′ |= p i b′ < σn(a,C). U suprotnom, neka je n0 < ω takav da za svako m > n0

i za svako b ∈ σm(a,C) r σn0(a,C), takvo da b |= p, va�i b 6< σn0(a,C). Kako

ova osobina va�i za a, zbog A-invarijantnosti tipa p va�i i za svaku drugu

realizaciju tipa p. Tvrdimo da ,,formula" :

x 6< σn0(y,C) ∧ y 6< σn0(x,C)

relativno definixe y ∈ Ep(x), xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da p

nije prost nad A. Ako b ∈ Ep(a), tada |= σk(a, b) za neko k; zbog simetriqnosti

va�i i |= σk(b, a). Ako je k 6 n0, zbog monotonosti |= σn0(a, b) i |= σn0(b, a), pa

jasno va�i a 6< σn0(b,C) ∧ b 6< σn0(a,C). Ako je k > n, tada je a 6< σn0(b,C) ∧
b 6< σn0(a,C) po izboru n0. Sa druge strane, ako b /∈ Ep(a) i b |= p, tada je

ili (b, a) ili (a, b) Morlijev niz, pa je ili b < Ep(a) ili a < Ep(b). Kako je

σn0(a,C)∩p(C) ⊆ Ep(a) i kako je σn0(a, x) jako p-ograniqena, to u svakom sluqaju

ne va�i a 6< σn0(b,C) ∧ b 6< σn0(a,C).

Na sliqan naqin mo�emo da doka�emo da za svako n < ω postoje m > n i

b′′ ∈ σm(a,C) r σn(a,C) takvi da b′′ |= p i σn(a,C) < b′′.

Sada je jasno da iz niza (σn(a, b))n<ω mo�emo izdvojiti podniz koji zado-

vo	ava �e	ene osobine. �

Posledica 4.29. Za sve a, b |= p slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) a < σn(b,C), za sve n < ω;

(2) σn(a,C) < b, za sve n < ω;

(3) (a, b) je Morlijev niz.

Dokaz. Prema lemi 4.28 (4), (1) je ekvivalentno sa a < Ep(b), a (2) je

ekvivalentno sa Ep(a) < b. Oba uslova su ekvivalentna sa qi�enicom da je

(a, b) Morlijev niz. �
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Tvr�e�e 4.30. Pretpostavimo da su T i A prebrojivi i da je p slabo

pravilan A-asimetriqan tip koji nije prost nad A i p = p�A. Tada za svako

prebrojivo linearno ure�e�e I = (I,<I) postoji prebrojivi model MI ⊇ A

takav da je Invp,A(MI) ∼= I.

Dokaz. Izaberimo u monstrumu Morlijev niz āI = (ai)i∈I u p nad A i

posmatrajmo (nepotpun) tip nad AāI :

Σ(x) = p(x) ∪
⋃
i∈I

x /∈ Ep(ai).

Primetimo da je prema lemi 4.28, Σ(x) zaista skup formula:

Σ(x) = p(x) ∪ {¬σn(ai, x) | n < ω, i ∈ I},

koji je zadovo	en bilo kojom realizacijom tipa p u monstrumu koja nije ni u

jednom Ep(ai), npr. realizacijom tipa p�AāI . Dakle, Σ(x) je zaista tip.

Dovo	no je da doka�emo da se Σ(x) mo�e ispustiti u modelu koji sadr�i

AāI . U suprotnom, prema Teoremi o ispuxta�u tipova, Σ(x) je izolovan nad

AāI , pa postoji konaqan podniz ā niza āI i formula ψ(x, ȳ) sa parametrima iz

A takva da:

ψ(x, ā) ` Σ(x).

Pretpostavimo da je ā = a1a2 . . . am, gde je a1 < a2 < . . . < am. Kako je:

Σ(C) ⊆ {t | t < Ep(a1)} ∪
⋃
k<m

{t | Ep(ak) < t < Ep(ak+1)} ∪ {t | Ep(am) < t}

i ψ(x, ā) ` Σ(x), formula ψ(x, ā) je saglasna sa bar jednom od formula:

1. x < a1;

2. ak < x < ak+1, za neko k < m;

3. am < x.

Razmotrimo prvi sluqaj; neka je ψ(x, ā) saglasna sa x < a1. Pretpostavimo

|= ψ(b0, ā) ∧ b0 < a1. Kako ψ(x, ā) ` Σ(x), zak	uqujemo:

ψ(x, ā) ∧ x < a1 ` p(x) ∪ {x < Ep(a1)}.

Prema tome, ako je |= ψ(b, ā) ∧ b < a1, tada je b < Ep(a1), pa je (b, a1, . . . , am)

Morlijev niz u p nad A. Specijalno, (b0, a1, . . . , am) je Morlijev niz u p nad

A. Sa druge strane, ako je (b, a1, . . . , am) Morlijev niz u p nad A, tada postoji

automorfizam f ∈ AutA(C) takav da f : (b0, a1, . . . , am) 7→ (b, a1, . . . , am), pa kako

je |= ψ(b0, ā) ∧ b0 < a1, to je i |= ψ(b, ā) ∧ b < a1. Dakle:

(b, a1, . . . , am) je Morlijev niz u p nad A akko |= ψ(b, ā) ∧ b < a1. (1)

68



Prema posledici 4.29, za svako b |= p, (b, a1, . . . , am) je Morlijev niz u p

nad A ako i samo ako b < σn(a1,C), za sve n < ω, gde su σn(x, y) formule koje

zadovo	avaju zahteve leme 4.28. Dakle, prema (1) imamo:

p(x) ∪ {x < σn(a1,C) | n < ω} ` ψ(x, ā) ∧ x < a1.

Po kompaktnosti, koriste�i qi�enicu da je niz skupova σn(a1,C) rastu�i (lema

4.28), zak	uqujemo da postoji n0 < ω takvo da:

p(x) ∪ {x < σn0(a1,C)} ` ψ(x, ā) ∧ x < a1. (2)

Prema lemi 4.28, izaberimo b′ |= p takvo da b′ ∈ σn0+1(a1,C) r σn0(a1,C) i

b′ < σn0(a1,C). Tada b′ zadovo	ava levu stranu u (2), pa mora da zadovo	ava i

desnu, tj. |= ψ(b′, ā) ∧ b′ < a1. Prema (1) to znaqi da je (b′, a1, . . . , am) Morlijev

niz u p nad A, pa je b′ < Ep(a1). Kako je b′ ∈ σn0+1(a1,C) ∩ p(C) ⊆ Ep(a1), gde

posled�a inkluzija va�i prema lemi 4.28, to je kontradikcija.

Drugi i tre�i sluqaj se razmatraju potpuno analogno. Za drugi, pret-

postavimo da je ψ(x, ā) saglasna sa ak < x < ak+1 za neko k < m; iz ψ(x, ā) ` Σ(x)

imamo:

ψ(x, ā) ∧ ak < x < ak+1 ` Ep(ak) < x < Ep(ak+1).

Zbog pretpostav	ene saglasnosti direktno dobijamo:

(a1, . . . , ak, b, ak+1, . . . , am) je Morlijev niz akko |= ψ(b, ā) ∧ ak < b < ak+1.

Prema lemi 4.28 i posledici 4.29 dobijamo:

p(x) ∪ ,, Ep(ak) < x " ∪ {x < σn(ak+1,C) | n < ω} ` ψ(x, ā) ∧ ak < x < ak+1,

pa po kompaktnosti dobijamo:

p(x) ∪ ,, Ep(ak) < x " ∪ {x < σn0(ak+1,C)} ` ψ(x, ā) ∧ ak < x < ak+1.

Sada, prema lemi 4.28, izaberimo b′ |= p takvo da b′ ∈ σn0+1(ak+1,C)rσn0(ak+1,C)

i b′ < σn0(ak+1,C); dobijamo kontradikciju na isti naqin kao u prvom sluqaju.

U tre�em sluqaju sliqno dobijamo:

(a1, . . . , am, b) je Morlijev niz akko |= ψ(b, ā) ∧ am < b,

pa primenimo kompaktnost na:

p(x) ∪ {σn(am,C) < x | n < ω} ` ψ(x, ā) ∧ am < x,

da dobijemo:

p(x) ∪ {σn0(am,C) < x} ` ψ(x, ā) ∧ am < x.
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Za razliku od prvog i drugog sluqaja, sada �emo samo, prema lemi 4.28, izabrati

b′′ |= p takvo da b′′ ∈ σn0+1(am,C) r σn0(am,C) i σn0(am,C) < b′′. Kontradikciju

dobijamo na isti naqin. �

Tvr�e�e 4.31. Pretpostavimo da su T i A prebrojivi, da je p slabo pra-

vilan A-asimetriqan tip koji je prost i nekonveksan nad A i p = p�A. Tada za

svako prebrojivo linearno ure�e�e I = (I,<I) postoji prebrojivi modelMI ⊇ A

takav da je Invp,A(MI) ∼= I.

Dokaz. Kao i u dokazu tvr�e�a 4.30, izaberimo u monstrumu Morlijev niz

āI = (ai)i∈I u p nad A i posmatrajmo tip nad AāI :

Σ(x) = p(x) ∪
⋃
i∈I

x /∈ Ep(ai).

Kako je p prost nad A, izaberimo simetriqnu formulu σp(x, y) koja relativno

definixe ekvivalenciju y ∈ Ep(x). Tada je Σ(x) skup formula:

Σ(x) = p(x) ∪ {¬σp(ai, x) | i ∈ I},

koji je zadovo	en bilo kojom realizacijom tipa p u monstrumu koja nije ni u

jednom Ep(ai), npr. realizacijom tipa p�AāI .

Dovo	no je da doka�emo da se Σ(x) mo�e ispustiti u modelu koji sadr�i

AāI . U suprotnom, prema Teoremi o ispuxta�u tipova, Σ(x) je izolovan nad

AāI , pa postoji konaqan podniz ā niza āI i formula ψ(x, ȳ) sa parametrima iz

A takva da:

ψ(x, ā) ` Σ(x).

Neka je ā = a1a2 . . . am, gde je a1 < a2 < . . . < am. Kako je:

Σ(C) ⊆ {t | t < Ep(a1)} ∪
⋃
k<m

{t | Ep(ak) < t < Ep(ak+1)} ∪ {t | Ep(an) < t}

i ψ(x, ā) ` Σ(x), kao i u dokazu tvr�e�a 4.30, formula ψ(x, ā) je saglasna sa

bar jednom od formula:

1. x < a1;

2. ak < x < ak+1, za neko k < m;

3. am < x.

Razmotrimo prvi sluqaj; neka je ψ(x, ā) saglasna sa x < a1. Kao i u dokazu

tvr�e�a 4.30, zak	uqujemo:

(b, a1, . . . , am) je Morlijev niz u p nad A akko |= ψ(b, ā) ∧ b < a1. (1)

Dakle, mo�emo zak	uqiti:

p(x) ∪
⋃
j6m

p(yj) ∪ {x < Ep(y1)} ∪
⋃
j<m

{yj < Ep(yj+1)} ` ψ(x, ȳ) ∧ x < y1,
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tj, kako σp(x, y) definixe y ∈ Ep(x) na p(C)2, imamo:

p(x) ∪
⋃
j6m

p(yj) ∪ {x < σp(y1,C)} ∪
⋃
j<m

{yj < σp(yj+1,C)} ` ψ(x, ȳ) ∧ x < y1.

Po kompaktnosti izaberimo (jednu) formulu φ(x) ∈ p(x) takvu da:

φ(x) ∧
∧
j6m

φ(yj) ∧ x < σp(y1,C) ∧
∧
j<m

yj < σp(yj+1,C) ` ψ(x, ȳ) ∧ x < y1. (2)

Zamenimo ure�e�e < sa: φ(C)2 ∩ <. Primetimo da < i da	e svedoqi asi-

metriqnost nad A tipa p, jer φ(x) ∈ p(x) povlaqi p(C) ⊆ φ(C). Tvrdimo da

modifikovano ure�e�e < svedoqi da je p konveksan nad A. Pretpostavimo da

c, c′ |= p i izaberimo b′ tako da c < b′ < c′; zbog naqina na koji smo modifiko-

vali < imamo da je |= φ(b′). Izaberimo Morlijev niz (a′1, . . . , a
′
m) u p nad Acb′c′;

tada je:

c < b′ < c′ < Ep(a′1) < . . . < Ep(a′m),

pa je jasno da b′, a′1, . . . , a
′
m zadovo	ava levu stranu u (2), prema tome zadovo	ava

i desnu stranu, tj. |= ψ(b′, ā′) ∧ b′ < a′1. Prema (1), (b′, a′1, . . . , a
′
m) je Morlijev

niz u p nad A, odakle specijalno b′ |= p, xto dokazuje konveksnost tipa p nad

A. Kontradikcija.

Drugi i tre�i sluqaj se sliqno razmatraju. U drugom mo�emo dokazati:

(a1, . . . , ak, b, ak+1, . . . , am) je Morlijev niz akko |= ψ(b, ā) ∧ ak < b < ak+1,

tj.

p(x) ∪
⋃
j6m

p(yj) ∪
⋃
j<m

{yj < σp(yj+1,C)} ∪ {σp(yk,C) < x < σp(yk+1,C)} `

` ψ(x, ȳ) ∧ yk < x < yk+1.

Tada po kompaktnosti izaberimo formulu φ(x) ∈ p(x) takvu da:

φ(x) ∧
∧
j6m

φ(yj) ∧
∧
j<m

yj < σp(yj+1,C) ∧ (σp(yk,C) < x < σp(yk+1,C)) `

` ψ(x, ȳ) ∧ yk < x < yk+1,

i zamenimo < sa φ(C)2 ∩ <. Kao i u prvom sluqaju dobijamo da je p konveksan

nad A. Izaberemo c, c′ |= p i b′ takvo da c < b′ < c′; va�i |= φ(b′). Izaberimo

Morlijev niz (a′1, . . . , a
′
m) u p nad A takav da:

Ep(a′1) < . . . < Ep(a′k) < c < b′ < c′ < Ep(a′k+1) < . . . < Ep(a′m);

za elemente b′, a′1, . . . , a
′
m zak	uqujemo da va�i |= ψ(b′, ā′) ∧ a′k < b′ < a′k+1, pa

je (a′1, . . . , a
′
k, b
′, a′k+1, . . . , a

′
m) Morlijev niz u p nad A. Specijalno, b′ |= p i p je

konveksan nad A. Kontradikcija.
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U tre�em sluqaju dobijamo:

(a1, . . . , am, b) je Morlijev niz akko |= ψ(b, ā) ∧ am < b,

pa primenimo kompaktnost na:

p(x) ∪
⋃
j6m

p(yj) ∪
⋃
j<m

{yj < σp(yj+1,C)} ∪ {σp(ym,C) < x} ` ψ(x, ȳ) ∧ ym < x,

da dobijemo φ(x) ∈ p(x) takvo da:

φ(x) ∧
∧
j6m

φ(yj) ∧
∧
j<m

yj < σp(yj+1,C) ∧ σp(ym,C) < x ` ψ(x, ȳ) ∧ ym < x.

Sada zamenimo < sa φ(C)2 ∩ <, i na sliqan naqin kao u prvom i drugom sluqaju

zak	uqimo da je p konveksan nad A. Kontradikcija. �

4. Neortogonalnost pravilnih tipova

Pretpostavka 4.32. U ovom ode	ku �emo fiksirati globalan pravilan

A-asimetriqan tip p ∈ S1(C); oznaqimo p = p�A. Pretpostavimo da je <

A-definabilno parcijalno ure�e�e koje svedoqi asimetriqnost nad A.

Realizaciju a ∈ C tipa p smatramo nezavisnom od proizvo	ne n-torke b̄ ∈ C

nad A ako a |= p�Ab̄; u suprotnom ka�emo da je a zavisna od b̄ nad A. Definixemo

skupove zavisnih i nezavisnih realizacija tipa p od n-torke b̄ nad A.

Definicija 4.33. Za proizvo	nu n-torku b̄ ∈ C definixemo Ip,A(b̄) kao

skup realizacija tipa p nezavisnih od b̄ nad A:

Ip,A(b̄) = p�A,b̄(C),

i definixemo Dp,A(b̄) kao skup realizacija tipa p zavisnih od b̄ nad A:

Dp,A(b̄) = {a |= p | a 6|= p�A,b̄}.

Kako je obiqno skup A jasan iz konteksta, pisa�emo samo Ip i Dp umesto Ip,A

i Dp,A. Jasno je da je za svako b̄ ∈ C disjunktna unija skupova Ip(b̄) i Dp(b̄)

jednaka p(C), kao i da je, zbog zasi�enosti monstruma, Ip(b̄) 6= ∅.

Lema 4.34. Neka je b̄ ∈ C proizvo	na n-torka.

(i) Dp(b̄) 6= ∅ ako i samo ako tp(b̄/A) 6⊥w p.

(ii) Ako Dp(b̄) 6= ∅, tada je on konveksan i na dole zatvoren podskup od p(C).

(iii) Ako Dp(b̄) 6= ∅, tada je Dp(b̄) < Ip(b̄).

Dokaz. (i) Ako je Dp(b̄) 6= ∅ izaberimo a1 ∈ Dp(b̄) i a2 ∈ Ip(b̄); tada je

tp(a1b̄/A) 6= tp(a2b̄/A), xto dokazuje da je tp(b̄/A) 6⊥w p. Obratno, ako tp(b̄/A) 6⊥w p,

izaberimo dve realizacije a1, a2 tipa p tako da tp(a1b̄/A) 6= tp(a2b̄/A); kako je

najvixe jedna od a1, a2 nezavisna od b̄ nad A, zak	uqujemo da je Dp(b̄) 6= ∅.
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(ii) Kako su svi na dole zatvoreni skupovi konveksni, dovo	no je da doka�emo

da je Dp(b̄) na dole zatvoren. Neka su a i a′ realizacije tipa p, a′ < a i

a ∈ Dp(b̄). Tvrdimo da a
′ ∈ Dp(b̄). Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo

da a′ ∈ Ip(b̄), tj. a
′ |= p�Ab̄. Kako a 6|= p�Ab̄, to uslov pravilnosti povlaqi da

p�Ab̄ ` p�Ab̄a, pa a
′ |= p�Ab̄a. Prema tome a

′ |= p�Aa, pa je a < a′. Kontradikcija.

(iii) Pretpostavimo da a1 ∈ Dp(b̄) i a2 ∈ Ip(b̄). Tada a1 6|= p�Ab̄, pa uslov

pravilnosti povlaqi p�Ab̄ ` p�Ab̄a1 ; kako a2 |= p�Ab̄, to a2 |= p�Ab̄a1 . Specijalno,

a2 |= p�Aa2 , odakle a1 < a2. �

Lema 4.35. Neka su b̄, c̄ ∈ C proizvo	ni (mo�da i razliqite du�ine).

Skupovi Ip(b̄) i Ip(c̄) su uporedivi (u odnosu na inkluziju). Dakle, i Dp(b̄) i

Dp(c̄) su uporedivi.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da Ip(b̄) i Ip(c̄) nisu

uporedivi, i izaberimo a1 ∈ Ip(b̄) r Ip(c̄) i a2 ∈ Ip(c̄) r Ip(b̄). Tada a1 ∈ Dp(c̄) i

a2 ∈ Dp(b̄), tj. a1 6|= p�Ac̄ i a2 6|= p�Ab̄, pa zbog pravilnosti p�Ac̄ ` p�Ac̄a1 i p�Ab̄ ` p�Ab̄a2 .

Kako a1 |= p�Ab̄ i a2 |= p�Ac̄, dobijamo da a1 |= p�Ab̄a2 i a2 |= p�Ac̄a1 . Specijalno,

a1 |= p�Aa2 i a2 |= p�Aa1 , odakle a2 < a1 i a1 < a2. Kontradikcija. �

Lema 4.36. Za proizvo	nu n-torku b̄ ∈ C skup Dp(b̄) je Ep-zatvoren, tj.
a ∈ Dp(b̄) povlaqi Ep(a) ⊆ Dp(b̄).

Dokaz. Pretpostavimo da a ∈ Dp(b̄). Pretpostavimo suprotno, tj. pret-

postavimo da Ep(a) * Dp(b̄). Izaberimo c ∈ Ep(a) r Dp(b̄); tada a ∈ Ep(c) i

c |= p�Ab̄. Izberimo realizaciju c′ tipa p�Ab̄c. Kako c |= p�Ab̄, to c ∈ Ip(b̄), pa

prema lemi 4.34(iii) va�i Dp(b̄) < c. Kako c′ |= p�Ac, to je c < Ep(c′). Dakle,

Dp(b̄) < c < Ep(c′).
Oba elementa c i c′ pripadaju Ip(b̄), pa specijalno imaju isti tip nad Ab̄;

izaberimo automorfizam f ∈ AutAb̄(C) takav da je f(c) = c′. Neka je

a′ = f(a). Kako a ∈ Ep(c), to a′ ∈ Ep(c′), pa prema gor�oj nejednakosti imamo da
je Dp(b̄) < a′. Sa druge strane, a ∈ Dp(b̄) povlaqi a

′ = f(a) ∈ f [Dp(b̄)] = Dp(b̄),

gde posled�a jednakost va�i jer f fiksira Ab̄ taqku-po-taqku, pa fiksira i

skup Dp(b̄). Kontradikcija. �

Tvr�e�e 4.37. Ako su q, r ∈ S(A) takvi da p 6⊥w q i p 6⊥w r, tada q 6⊥w r.

Dokaz. Doka�imo najpre da postoje realizacije b̄ |= q i c̄ |= r takve da

Dp(b̄) ( Dp(c̄). Neka je b̄ |= q proizvo	no i izaberimo a ∈ Ip(b̄). Neka je c̄0 |= r;

prema pretpostavci p 6⊥w r i lemi 4.34(i) imamo da je Dp(c̄0) 6= ∅. Izaberimo

a0 ∈ Dp(c̄0). Kako je tp(a/A) = tp(a0/A)(= p) mo�emo izabrati automorfizam

f ∈ AutA(C) takav da a = f(a0). Neka je c̄ = f(c̄0); tada tp(c̄/A) = tp(c̄0/A), tj.
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c̄ |= r, i a0 ∈ Dp(c̄0) povlaqi a ∈ Dp(c̄). Dakle, a ∈ Dp(c̄) r Dp(b̄), pa prema lemi

4.35 va�i Dp(b̄) ( Dp(c̄).

Sliqno, koriste�i uslov p 6⊥w q, mo�emo da doka�emo da postoje realizacije

b̄′ |= q i c̄′ |= r takve da Dp(c̄
′) ( Dp(b̄

′). Zak	uqujemo da q(ȳ) ∪ r(z̄) ima bar dva

razliqita kompletira�a (tp(b̄, c̄/A) i tp(b̄′, c̄′/A)), pa sledi q 6⊥w r. �

Lema 4.38. Neka je q ∈ S(C) A-invarijantan tip i p 6⊥w q�A. Neka (b̄, b̄′)

realizuje (q⊗ q)�A (tj. b̄ |= q�A i b̄′ |= q�Ab̄).

(i) Ako (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A, tada Dp(b̄
′) ( Dp(b̄).

(ii) Ako (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada Dp(b̄) ( Dp(b̄
′).

(iii) q je asimetriqan.

Dokaz. Neka je b̄ |= q�A.

(i) Iz uslova p 6⊥w q�A prema lemi 4.34(i) imamo Dp(b̄) 6= ∅; neka a0 ∈ Dp(b̄).

Izaberimo b̄0 |= q�Ab̄a0 . Kako b̄0 |= q�Ab̄ imamo da je tp(b̄0/Ab̄) = tp(b̄′/Ab̄), pa

postoji automorfizam f ∈ AutAb̄(C) takav da f(b̄0) = b̄′. Neka je a = f(a0);

specijalno a |= p. Tada b̄0 |= q�Ab̄a0 povlaqi b̄′ |= q�Ab̄a, i kako a0 ∈ Dp(b̄)

i f fiksira Ab̄ taqka-po-taqka imamo da a ∈ Dp(b̄). Iz b̄′ |= q�Aa sledi da

(a, b̄′) |= (p ⊗ q)�A, pa iz uslova simetriqnosti (b̄′, a) |= (q ⊗ p)�A, tj.

a |= p�Ab̄′ , odakle a ∈ Ip(b̄
′). Dakle, a ∈ Dp(b̄) r Dp(b̄

′), odakle po lemi 4.35 sledi

Dp(b̄
′) ( Dp(b̄).

(ii) Izaberimo a0 |= p�Ab̄ i b̄0 |= q�Ab̄a0 . Sliqno kao u delu (i), kako

b̄0 |= q�Ab̄ imamo da je tp(b̄0/Ab̄) = tp(b̄′/Ab̄), pa postoji automorfizam

f ∈ AutAb̄(C) takav da f(b̄0) = b̄′. Neka je a = f(a0). Tada a0 |= p�Ab̄ povlaqi

a |= p�Ab̄, a b̄0 |= q�Ab̄a0 povlaqi b̄
′ |= q�Ab̄a. Iz a |= p�Ab̄ imamo a ∈ Ip(b̄). Iz b̄

′ |= q�Aa

imamo da (a, b̄′) |= (p⊗q)�A, pa iz uslova asimetriqnosti (b̄′, a) 6|= (q⊗p)�A. Kako

b̄′ |= q�A, zak	uqujemo da a 6|= p�Ab̄′ , tj. a ∈ Dp(b̄
′). Dakle, a ∈ Dp(b̄

′) r Dp(b̄),

odakle po lemi 4.35 sledi Dp(b̄) ( Dp(b̄
′).

(iii) Prema (i) i (ii), tp(b̄, b̄′/A) 6= tp(b̄′, b̄/A), pa je q asimetriqan. �

Iz leme 4.38 i tvr�e�a 4.37 imamo slede�u teoremu.

Teorema 4.39.

(i) Pravilan asimetriqan tip je ortogonalan na svaki invarijantan

simetriqan tip.

(ii) Neortogonalnost quva osobine simetriqnosti i asimetriqnosti

pravilnih tipova.

(iii) Relacija 6⊥ je ekvivalencija na skupu asimetriqnih pravilnih tipova.

Dokaz. (i) Neka je p ∈ S1(C) pravilan asimetriqan tip i neka je q ∈ S(C)

invarijantan simetriqan tip. Neka je C′ � C ve�i monstrum i neka su p′ i q′
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proxire�a tipova p i q na monstrum C′. Monstrum C je mali iz ugla monstruma

C′, tip p′ je pravilan i asimetriqan nad C, i q′ je C-invarijantan tip. Prema

lemi 4.38, p′�C⊥w q′�C, tj. p⊥w q, odakle p ⊥ q.

(ii) Ovo tvr�e�e sledi direktno iz (i).

(iii) Neka su p, q, r ∈ S1(C) pravilni asimetriqni tipovi i neka je p 6⊥ q

i p 6⊥ r. Neka je C′ � C ve�i monstrum i neka su p′, q′, r′ proxire�a tipova

p, q, r na monstrum C′. Monstrum C je mali iz ugla monstruma C′, p′ je pravilan

i asimetriqan nad C, i p′�C 6⊥w q′�C i p′�C 6⊥w r′�C. Prema tvr�e�u 4.37, q′�C 6⊥w r′�C, tj.

q 6⊥ r. �

5. Oquva�e invarijanti pri 6⊥w

U ovom ode	ku se bavimo pita�em oquva�a invarijanti asimetriqnih pra-

vilnih tipova pri 6⊥w. U opxtem sluqaju ne mora postojati nikakva veza.

Primer 4.40. Uoqimo model (C, <, Pi)i<ω iz primera 2.17(3). Neka je pi ∈
S1(C) tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i Pi, za sve i < ω. Neka je p ∈
S1(C) tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i {¬Pi(x) | i < ω}. Tada p 6⊥
pi jer je p(x)∪pi(y) saglasan i sa x < y i sa y < x, i sliqno p�∅ 6⊥w pi�∅. Primetimo

da postoje proizvo	no veliki modeli koji ispuxtaju p�∅, pa Invpi,∅(M) mo�e

biti proizvo	no gusto linearno ure�e�e bez krajnih taqaka, dok je Invp,∅(M)

prazno.

U sluqaju konveksnih tipova situacija je mnogo lepxa, qime �emo se nada	e

baviti. Vide�emo da imamo dva tipa 6⊥w, koje �emo zvati ograniqeni i neograni-

qeni tip. Ci	 nam je da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 4.41. Pretpostavimo da su p i q pravilni, konveksni i A-asime-

triqni, i p�A 6⊥w q�A.

(i) Pretpostavimo da je p�A 6⊥w q�A ograniqenog tipa.

1) Ako (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada su Invp,A(M) i Invq,A(M) izomorfni.

2) Ako (p⊗q)�A = (q⊗p)�A, tada su Invp,A(M) i Invq,A(M) antiizomorfni.

(ii) Pretpostavimo da su p i q jako pravilni i da je p�A 6⊥w q�A neograniqenog

tipa. Tada su p i q prosti nad A i:

1) Ako (p⊗q)�A 6= (q⊗p)�A, tada su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M)

i Invq,A(M) izomorfna.

2) Ako (p⊗q)�A = (q⊗p)�A, tada su Dedekindova kompletira�a od Invp,A(M)

i Invq,A(M) antiizomorfna.
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Pretpostavka 4.42. U ovom ode	ku radimo pod slede�im pretpostavkama:

1. p(x) i q(y) su fiksirani pravilni A-asimetriqni tipovi, konveksni nad A.

2. Ure�e�a <p i <q svedoqe A-asimetriqnost i konveksnost tipova p i q.

3. Va�i p 6⊥w q, gde su p = p�A i q = q�A.

Postoje dva suxtinski razliqita sluqaja, koje �emo posebno izuqavati:

Ograniqen sluqaj Postoje a |= p, b |= q i θ(x, y) ∈ tp(a, b/A) takvi da je

formula θ(a, y) q-ograniqena nad A.

Neograniqen sluqaj Inaqe.

5.1. Ograniqen sluqaj.

Primer 4.43. Primeri ograniqenog 6⊥w.

(1) p i q su prosti i p⊗ q 6= q⊗ p.

UoqimoM = (Q×{0, 1}, <p, <q, P,Q, S), gde je P (M) = Q×{0} i Q(M) =

Q × {1}, <p i <q su prirodna ure�e�a na P (M) i Q(M), i S((a, 0), (b, 1))

va�i ako i samo ako a = b. Dakle, M qine dve disjunktne kopije ure�enih

racionalnih brojeva i izomorfizam izme�u �ih (funkcija definisana sa

S(x, y)). Neka su p i q tipovi beskonaqno velikog elementa koji sadr�e

redom P (x) i Q(x). Oni su pravilni i asimetriqni nad ∅. Lako je videti
da je p�∅ 6⊥w q�∅. Morlijevi nizovi u p nad ∅ su proizvo	ne rastu�e reali-

zacije tipa p�∅; sliqno va�i i za q. U svakom modelu izomorfizam izme�u

Invp,∅(M) i Invq,∅(M) je odre�en sa S kao funkcijom.

(2) p i q su prosti i p⊗ q = q⊗ p.

Suxtinski, mo�emo posmatrati prethodni primer sa istim tipom p

i tipom q zame�enim sa tipom beskonaqno malog elementa koji sadr�i

Q(x). Kako bismo dobili primer takav da su Invp,∅(M) i Invq,∅(M) anti-

izomorfni, ali neizomorfni, mo�emo modifikovati prethodni primer

tako xto zamenimo Q sa Q1 = ω1 ×Q (ure�enim leksikografski) i posma-

tramo tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i P (x), p, i tip besko-

naqno malog elementa koji sadr�i Q(x), q. Primetimo da u ovom sluqaju

>q svedoqi da je q asimetriqan nad ∅.

(3) p i q nisu prosti.

U oba primera (1) i (2), Ep(x) = {x} i Eq(x) = {x}, pa su oba tipa p i

q prosti. Kako bismo dobili primere u kojima p i q nisu prosti, mo�emo

posmatrati Q×Z i Q1×Z (ure�ene leksikografski) redom umesto Q i Q1

u (1) i (2). Tada je Ep(x) kopija (Z, <) oko x, i tako�e Eq(x) je kopija (Z, <)

oko x.
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Lema 4.44. Pretpostavimo da a |= p, b |= q i θ(x, y) ∈ tp(a, b/A), i formula

θ(a, y) je q-ograniqena nad A. Ako a′ |= p, b′ |= q i |= θ(a′, b′), tada je θ(a′, y)

q-ograniqena nad A.

Dokaz. Izaberimo c, c′ |= q takve da je c < θ(a,C) ∩ q(C) < c′. Kako a, a′ |=
p, postoji automorfizam f ∈ AutA(C) takav da je f(a) = a′. Tada je θ(a′, y)

saglasna sa q, jer |= θ(a, b) povlaqi |= θ(a′, f(b)) i f(b) |= q. Tako�e, jasno je da

f(c) < θ(a′,C)∩q(C) < f(c′) i f(c), f(c′) |= q. Prema tome, θ(a′, y) je q-ograniqena

nad A. �

Lema 4.45. Pretpostavimo da a |= p, b |= q i θ(x, y) ∈ tp(a, b/A), i formula

θ(a, y) je q-ograniqena nad A.

(i) Ako je (a, a′) Morlijev niz u p nad A, tada su skupovi:

πq[θ(a,C) ∩ q(C)] i πq[θ(a
′,C) ∩ q(C)]

disjunktni.

(ii) πp[θ(C, b) ∩ p(C)] = {Ep(a)}.
(iii) Formula θ(x, b) je p-ograniqena nad A.

(iv) πq[θ(a,C) ∩ q(C)] = {Eq(b)}.
(v) θ(C, b) ∩ p(C) ⊆ Ep(a) i θ(a,C) ∩ q(C) ⊆ Eq(b).
(vi) a ∈ SemA(b) i b ∈ SemA(a).

Dokaz. (i) Da bismo uprostili zapis, oznaqimo πq[θ(a,C) ∩ q(C)] samo sa

πq(a). Pretpostavimo suprotno, da va�i πq(a) ∩ πq(a′) 6= ∅ kad god je (a, a′)

Morlijev niz u p nad A. Oznaqimo da πcq(a) konveksno zatvore�e πq(a) u LinA(q).

Prema tome, kad god je (a, a′) Morlijev niz u p nad A, tada je πcq(a)∩ πcq(a′) 6= ∅.
Kako je θ(a,C) ∩ q(C) ograniqen u q(C), to je i πq(a), pa i πcq(a), ograniqen

u LinA(q). (Ako su c, c′ |= q takvi da c < θ(a,C) ∩ q(C) < c′, i ako izaberemo

c0, c
′
0 |= q takve da Eq(c0) < c i c′ < Eq(c′0), tada su Eq(c0) i Eq(c′0) granice za πq(a)

i πcq(a) u LinA(q).)

Prema tome, mo�emo izabrati a1, a2, a3 |= p takve da πcq(a1) <q π
c
q(a2) <q

πcq(a3); neka a4 |= p�Aa1a2a3 . Tada su (a1, a4), (a2, a4) i (a3, a4) Morlijevi nizovi u

p nad A, pa πcq(a4) seqe svaki od πcq(a1), πcq(a2) i πcq(a3). Kako su svi konveksni

u LinA(q), to je sred�i od �ih, πcq(a2), sadr�an u πcq(a4): πcq(a2) ( πcq(a4). Kako

to va�i za Morlijev niz (a2, a4), va�i i za svaki Morlijev niz u p nad A.

Izaberimo sada a0 |= p takvo da je a0 < Ep(a1) ∪ Ep(a2); (a0, a1) i (a0, a2) su

Morlijevi nizovi u p nad A. Prema prethodnom je tada πcq(a0) ( πcq(a1), πcq(a2),

odakle, πcq(a1) ∩ πcq(a2) 6= ∅. Kontradikcija.

(ii) Jasno je da Ep(a) ∈ πp[θ(C, b) ∩ p(C)]. Ako Ep(a′) 6= Ep(a) pripada skupu

πp[θ(C, b)∩ p(C)], tada je jedan od (a, a′) i (a′, a) Morlijev niz u p nad A, i Eq(b)
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pripada i πq[θ(a,C) ∩ q(C)] i πq[θ(a
′,C) ∩ q(C)]. Kako ovo nije mogu�e prema (i),

zak	uqujemo da je πp[θ(C, b) ∩ p(C)] = {Ep(a)}.

Sada (iii) sledi direktno iz (ii). Prema (iii) mo�emo da zamenimo uloge p i

q, pa (iv) sledi iz (ii). Tada (v) sledi direktno iz (ii) i (iv).

(vi) Kako su p i q redom <p i <q konveksni, i kako su θ(x, b) i θ(a, y) redom

p-ograniqena i q-ograniqena formula nad A, prema lemi 4.14 mo�emo izabrati

φp(x) ∈ p(x) i φq(y) ∈ q(y) tako da formule φp(x)∧ θ(x, b) i φq(y)∧ θ(a, y) redom

svedoqe a ∈ SemA(b) i b ∈ SemA(a). �

Lema 4.46. Pretpostavimo da je formula θ(x, y) saglasna sa p(x) ∪ q(y).

Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) θ(a, y) je q-ograniqena nad A za neko (sve) a |= p;

(2) θ(x, b) je p-ograniqena nad A za neko (sve) b |= q;

(3) Postoje formule φp(x) ∈ p(x) i φq(y) ∈ q(y) takve da je formula:

θ′(x, y) = φp(x) ∧ φq(y) ∧ θ(x, y)

saglasna sa p(x) ∪ q(y), i za sve a |= p i b |= q takve da |= θ′(a, b) va�i

θ′(a,C) ⊆ Eq(b) i θ′(C, b) ⊆ Ep(a).

Dokaz. (1) i (2) su ekvivalentni prema lemi 4.45(v). Oqigledno (3) povlaqi

i (1) i (2).

Pretpostavimo da va�e (1) i (2), i pretpostavimo da su realizacije a |= p

i b |= q takve da |= θ(a, b). Tada su θ(a, y) i θ(x, b) redom q-ograniqena i

p-ograniqena formula, pa kako su p i q redom <p-konveksan i <q-konveksan

nad A, prema lemi 4.14 postoje formule φp(x) ∈ p(x) i φq(y) ∈ q(y) takve da

φp(x)∧θ(x, b) i φq(y)∧θ(a, y) redom svedoqe a ∈ SemA(b) i b ∈ SemA(a), tj. takve

da va�i:

φp(x) ∧ θ(x, b) ` p(x) i φq(y) ∧ θ(a, y) ` q(y).

Neka je θ′(x, y) = φp(x) ∧ φq(y) ∧ θ(x, y). Jasno je da va�i |= θ′(a, b), pa je

θ′(x, y) saglasna sa p(x) ∪ q(y). Tako�e, θ′(a, y) je q-ograniqena nad A, pa prema

lemi 4.45(v) va�i θ′(C, b) ∩ p(C) ⊆ Ep(a) i θ′(a,C) ∩ q(C) ⊆ Eq(b), i kako:

θ′(x, b) ` p(x) i θ′(a, y) ` q(y),

zak	uqujemo da θ′(C, b) ⊆ Ep(a) i θ′(a,C) ⊆ Eq(b).

Pretpostavimo sada da |= θ′(a′, b′) va�i za neke a′ |= p i b′ |= q. Izaberimo

automorfizam f ∈ AutA(C) takav da f(a′) = a. Tada va�i |= θ′(a, f(b′)). Prema

tome f(b′) ∈ θ′(a,C) ⊆ Eq(b), pa Eq(f(b′)) = Eq(b). Sada θ′(a,C) ⊆ Eq(f(b′)),

primenom f−1, povlaqi θ′(a′,C) ⊆ Eq(b′). Sliqno, θ′(C, b′) ⊆ Ep(a′). �

Motivisani lemom 4.46 dajemo slede�u definiciju.
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Definicija 4.47. Za formulu θ(x, y) ka�emo da je (p, q)-ograniqena nad

A ako je saglasna sa p(x) ∪ q(y), i ako za proizvo	ne a |= p i b |= q takve da

|= θ(a, b) va�i θ(C, b) ⊆ Ep(a) i θ(a,C) ⊆ Eq(b).

Napomena 4.48. Prema uslovu (3) u lemi 4.46 svaka formula θ(x, y), takva

da je θ(a, y) q-ograniqena nad A, mo�e se modifikovati (dodava�em formule

iz p(x) i formule iz q(x)) tako da je nova formula (p, q)-ograniqena nad A.

Lema 4.49. Pretpostavimo da je θ(x, y) ∈ tp(a, b/A) (p, q)-ograniqena nad

A. Za sve a, a′ |= p va�i:

a′ ∈ Ep(a) ako i samo ako πq[θ(a,C) ∩ q(C)] = πq[θ(a
′,C) ∩ q(C)].

Simetriqno, za sve b, b′ |= q va�i:

b′ ∈ Eq(b) ako i samo ako πp[θ(C, b) ∩ p(C)] = πp[θ(C, b
′) ∩ p(C)].

Dokaz. Da bismo uprostili zapis, za a |= p i b |= q oznaqimo sa πq(a) i

πp(b) redom skupove πq[θ(a,C) ∩ q(C)] i πp[θ(C, b) ∩ p(C)].

⇐: Neka je πq(a) = πq(a
′) = {Eq(b)}. Pretpostavimo suprotno, tj. pret-

postavimo da a′ /∈ Ep(a). Tada je ili (a, a′) ili (a′, a) Morlijev niz u p nad

A; bez uma�e�a opxtosti, (a, a′) je Morlijev niz u p nad A, tj. Ep(a) <p Ep(a′).
Kako πq(a) = πq(a

′) va�i za Morlijev niz (a, a′), to πq(c) = πq(c
′) va�i za svaki

Morlijev niz (c, c′) u p nad A. Izaberimo b0 |= q tako da Eq(b) 6= Eq(b0) i izabe-

rimo automorfizam f ∈ AutA(C) takav da f(b) = b0. Neka f slika a i a′ redom

u a0 i a
′
0; tada je πq(a0) = πq(a

′
0) = {Eq(b0)}. Kako su i (a, a′) i (a0, a

′
0) Morlijevi

nizovi u p nad A, ako je Ep(a) <p Ep(a′0), tada je (a, a′0) Morlijev niz u p nad A,

a ako je Ep(a) >p Ep(a′0), tada je Ep(a0) <p Ep(a′0) 6p Ep(a) <p Ep(a′), pa je (a0, a
′)

Morlijev niz u p nad A. Dakle, bar jedan od (a, a′0) i (a0, a
′) je Morlijev niz u p

nad A. Ako je (a, a′0) Morlijev niz, imamo πq(a) = πq(a
′
0), tj. Eq(b) = Eq(b0), xto

je kontradikcija. Sliqno, ako je (a0, a
′) Morlijev niz, imamo πq(a0) = πq(a

′),

pa ponovo imamo kontradikciju Eq(b) = Eq(b0).

⇒: Neka je a′ ∈ Ep(a). Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da Eq(b) 6=
Eq(b′), gde je πq(a) = {Eq(b)} i πq(a

′) = {Eq(b′)}. Tada b′ /∈ Eq(b), pa kao u

dokazu (⇐) mo�emo zak	uqiti da πp(b) 6= πp(b
′). Kako je πp(b) = {Ep(a)} i

πp(b
′) = {Ep(a′)}, dobijamo Ep(a) 6= Ep(a′), tj. a′ /∈ Ep(a). Kontradikcija. �

Posledica 4.50. Prema lemi 4.49, za svaku (p, q)-ograniqenu nad A for-

mulu θ(x, y) sa:

Fθ(Ep(a)) = Eq(b) akko |= θ(a′, b′), za neke a′ ∈ Ep(a) i b′ ∈ Eq(b)

akko Gθ(Eq(b)) = Ep(a)

79



su dobro definisana preslikava�a:

Fθ : LinA(p) −→ LinA(q) i Gθ : LinA(q) −→ LinA(p).

Kako su Fθ ◦ Gθ i Gθ ◦ Fθ identiqka preslikava�a, to su Fθ i Gθ uzajamno

inverzne bijekcije.

Fiksira�emo oznake Fθ i Gθ za preslikava�a iz prethodne posledice. U

slede�oj lemi �emo dokazati da preslikava�a Fθ i Gθ ne zavise od izbora

(p, q)-ograniqene nad A formule θ(x, y). Prema tome veza izme�u LinA(p) i

LinA(q) je u izvesnom smislu kanonska.

Lema 4.51. Ako su θ(x, y) i θ′(x, y) dve (p, q)-ograniqene formule nad A,

tada je Fθ = Fθ′ i Gθ = Gθ′.

Dokaz. Neka su θ(x, y) i θ′(x, y) dve (p, q)-ograniqene formule nad A, neka

su a |= p i b, b′ |= q takvi da |= θ(a, b) ∧ θ′(a, b′), tj. Fθ(Ep(a)) = Eq(b) i

Fθ′(Ep(a)) = Eq(b′). Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da Eq(b) 6= Eq(b′).
Tada je ili (b, b′) ili (b′, b) Morlijev niz u q nad A; bez uma�e�a opxtosti neka

je (b, b′) Morlijev niz u q nad A, tj. Eq(b) <q Eq(b′). Kako su θ(x, y) i θ′(x, y)

(p, q)-ograniqene nad A, va�i θ(a,C) ⊆ Eq(b) i θ′(a,C) ⊆ Eq(b′), odakle je

θ(a,C) <q θ
′(a,C).

Neka je ψ(a, y) formula:

θ(a,C) <q y <q θ
′(a,C).

Formula ψ(a, y) je saglasna sa q(y), jer je zadovo	avaju svi elementi za koje

va�i b <q Eq(y) <q b′. Tako�e, formula ψ(a, y) je q-ograniqena nad A, jer

b <q ψ(a,C) <q b
′. Prema lemi 4.45(iv), πq[ψ(a,C)∩ q(C)] je jednoqlani skup. Sa

druge strane, po definiciji formule ψ(a, y) taj skup sadr�i sve Eq(y) tako da

b <q Eq(y) <q b
′. Kontradikcija.

Sliqan argument dokazuje Gθ = Gθ′ . �

Kako preslikava�a Fθ i Gθ ne zavise od (p, q)-ograniqene nad A formule

θ(x, y), nada	e �emo ih oznaqavati sa F i G.

Lema 4.52. Pretpostavimo da a |= p i b |= q. Tada:

(i) b′ |= q�Aa ako i samo ako F (Ep(a)) <q Eq(b′);
(ii) a′ |= p�Ab ako i samo ako G(Eq(b)) <p Eq(a′).

Dokaz. Dokaza�emo (i); (ii) se sliqno dokazuje. Neka a |= p. Izaberimo

(p, q)-ograniqenu formulu nad A, θ(x, y), i b |= q tako da |= θ(a, b); tada je

F (Ep(a)) = Eq(b).
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⇒: Pretpostavimo da b′ |= q�Aa. Dovo	no je da doka�emo Eq(b) <q b
′. Setimo

se da je prema lemi 4.19:

Eq(b) =
⋃

σ(y,z)∈Bq

σ(b,C),

gde je Bq skup formula definisan u 4.18. Neka je c ∈ Eq(b) proizvo	an element
i izaberimo σ(y, z) ∈ Bq tako da va�i |= σ(b, c). Uoqimo formulu:

θ′(a, y) = ∃z (θ(a, z) ∧ σ(z, y)).

Jasno je da va�i |= θ′(a, c). Ako θ′(a, c0), tada za neko b0 imamo |= θ(a, b0) ∧
σ(b0, c0). Kako θ(a,C) ⊆ Eq(b) (zbog (p, q)-ograniqenosti formule θ(x, y)) do-

bijamo b0 ∈ Eq(b). Kako je σ(b0,C) ⊆ Eq(b0) = Eq(b) dobijamo i c0 ∈ Eq(b).
Dakle, θ′(a,C) ⊆ Eq(b), pa je θ′(a, y) q-ograniqena formula. Prema tome for-

mula ,,θ′(a,C) <q y" nema gor�e <q-ograniqe�e, pa pripada tipu q�Aa. Kako

c ∈ θ′(a,C) i b′ |= q�Aa dobijamo c <q b
′.

Dakle, b′ je ve�i od svakog c ∈ Eq(b), pa je Eq(b) <q b
′.

⇐: Pretpostavimo da Eq(b) <q Eq(b′) za b′ |= q, i pretpostavimo suprotno da

b′ 6|= q�Aa. Tada postoji formula θ′(a, y) ∈ tp(b′/Aa) takva da je θ′(a,C) ∩ q(C)

odozgo <q-ograniqena. Uoqimo formulu θ
′′(a, y):

θ(a,C) <q y ∧ θ′(a, y).

Jasno je da va�i |= θ′′(a, b′), jer je Eq(b) <q b′ i θ(a,C) ⊆ Eq(b) zbog

(p, q)-ograniqnenosti nad A formule θ(x, y). Formula θ′′(a, y) je <q-ograniqena

odozgo, jer je formula θ′(a, y) takva; formula θ′′(a, y) je <q-ograniqena odozdo,

jer joj je svako rexe�e ve�e od b ∈ θ(a,C). Prema tome, θ′′(a, y) je q-ograniqena

nadA. Prema napomeni 4.48, θ′′(x, y) se mo�e modifikovati do (p, q)-ograniqene

formule nad A; oznaqimo tu modifikaciju tako�e sa θ′′(x, y), ostaje |= θ′′(a, b′).

Kako je Fθ(Ep(a)) = Eq(b), Fθ′′(Ep(a)) = Eq(b′) i Eq(b) 6= Eq(b′), zak	uqujemo da je
Fθ 6= Fθ′′ , xto nije mogu�e prema lemi 4.51. �

Lema 4.53.

(i) (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A ako i samo ako je F rastu�e.

(ii) (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A ako i samo ako je F opadaju�e.

Dokaz. Neka (a, a′) |= (p⊗ p)�A, tj. Ep(a) <p Ep(a′). Neka su b, b′ |= q takvi da

F (Ep(a)) = Eq(b) i F (Ep(a′)) = Eq(b′). Dakle, G(Eq(b)) <p G(Eq(b′)). Jasno je da je
Eq(b) 6= Eq(b′), pa imamo dva sluqaja.

Sluqaj 1. Eq(b) <q Eq(b′) (tj. F (Ep(a)) <q F (Ep(a′))).

Prema lemi 4.52 iz F (Ep(a)) <q Eq(b′) i G(Eq(b′)) 6<p Ep(a) redom imamo

(a, b′) |= (p⊗ q)�A i (b′, a) 6|= (q⊗ p)�A. Prema tome, (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A.
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Sluqaj 2. Eq(b′) <q Eq(b) (tj. F (Ep(a′)) <q F (Ep(a))).

Prema lemi 4.52 iz F (Ep(a′)) <q Eq(b) i G(Eq(b)) <p Ep(a′) redom imamo

(a′, b) |= (p⊗ q)�A i (b, a′) |= (q⊗ p)�A. Prema tome, (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A.

Dokaz leme sada lako sledi. �

Iz posledice 4.50 i leme 4.53 direktno dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 4.54.

(i) Ako je (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada je F izomorfizam ure�e�a (LinA(p), <p) i

(LinA(q), <q).

(ii) Ako je (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A, tada je F izomorfizam ure�e�a (LinA(p), <p) i

(LinA(q), >q).

Uoqimo sada mali model M ⊇ A. Oznaqimo sa LinMA (p) skup:

LinMA (p) = {Ep(a) ∩M | a ∈ p(M)},

i sliqno skup LinMA (q). Dokaza�emo da izomorfizam F indukuje izomorfizam

izme�u ure�e�a (LinMA (p), <p) i jednog od ure�e�a (LinMA (q), <q) i (LinMA (q), >q).

Oznaqimo sa FM restrikciju izomorfizma F na LinMA (p).

Tvr�e�e 4.55. Neka je M ⊇ A.

(i) Ako je (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada je FM izomorfizam ure�e�a (LinMA (p), <p)

i (LinMA (q), <q). Specijalno, Invp,A(M) = Invq,A(M).

(ii) Ako je (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A, tada je FM izomorfizam ure�e�a (LinMA (p), <p)

i (LinMA (q), >q). Specijalno, Invp,A(M) = Invq,A(M)∗.

Dokaz. Dovo	no je dokazati da FM slika LinMA (p) na LinMA (q), jer je FM 1-1

kao restrikcija F i quva odgovaraju�e ure�e�e. Neka je θ(x, y) neka

(p, q)-ograniqena nad A formula. Neka Ep(a) ∩M 6= ∅ i a′ ∈ Ep(a) ∩M , tada

a′ ∈ p(M). Neka je b |= q takvo da |= θ(a′, b); kako je θ(x, y) (p, q)-ograniqena

imamo da je θ(a′,C) ⊆ Eq(b), specijalno θ(a′, y) ` q(y). Kako θ(a′, y) ima rexe-

�e u C, zbog elementarnosti ima rexe�e i u M ; neka je b′ ∈ M takvo da

|= θ(a′, b′). Iz θ(a′, y) ` q(y) sledi b′ ∈ q(M), pa je Eq(b′) ∩M 6= ∅ i FM slika

Ep(a) ∩M = Ep(a′) ∩M u Eq(b′) ∩M .

Sliqno dokazujemo da je FM na. Neka Eq(b) ∩M 6= ∅ i b′ ∈ Eq(b) ∩M , tada

b′ ∈ q(M). Neka je a |= p takvo da |= θ(a, b′); zbog (p, q)-ograniqenosti imamo

da je θ(C, b′) ⊆ Ep(a), specijalno θ(x, b′) ` p(x). Kako θ(x, b′) ima rexe�e u C,

zbog elementarnosti ima rexe�e i u M ; neka je a′ ∈M takvo da |= θ(a′, b′). Iz

θ(x, b′) ` p(x) sledi a′ ∈ p(M), pa je Ep(a′) ∩M 6= ∅ i FM slika Ep(a′) ∩M u

Eq(b′) ∩M = Eq(b) ∩M . �
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5.2. Neograniqen sluqaj.

Primer 4.56. Primeri neograniqenog 6⊥w.

(1) p⊗ q 6= q⊗ p.

Uoqimo M = (R, <p, <q, P,Q, S) gde je P (M) skup iracionalnih bro-

jeva, Q(M) je skup racionalnih brojeva, <p i <q su restrikcije prirodnog

ure�e�a redom na P (M) i Q(M), i S(a, b) va�i akko je a iracionalan, b

racionalan i a < b (u prirodnom ure�e�u). Neka su p i q tipovi beskonaqno

velikog elementa koji sadr�e redom P (x) i Q(x). Oba para (p, P (x)) i

(q, Q(x)) su jako pravilni nad ∅ i asimetriqni nad ∅ (xto redom svedoqe

<p i <q), i p�∅ 6⊥w q�∅. Invp,∅(M) je jednak tipu ure�e�a iracionalnih bro-

jeva, a Invq,∅(M) je jednak tipu ure�e�a racionalnih brojeva. Me�utim

Dedekindova kompletira�a ovih invarijanti su izomorfna i izomorfizam

je indukovan sa S.

(2) p⊗ q = q⊗ p.

Suxtinski, mo�emo iskoristiti prethodni primer sa istim tipom p

i tipom q zame�enim sa tipom beskonaqno malog elementa koji sadr�i

Q(x). Kako bismo dobili primer u kome su Dedekindova kompletira�a

od Invp,∅(M) i Invq,∅(M) antiizomorfna, ali neizomorfna, mo�emo modi-

fikovati prethodni primer tako xto �emo zameniti R sa R1 = ω1×R, Q sa

Q1 = ω1×Q i I = RrQ sa I1 = ω1×I (svi su ure�eni leksikografski) i uzeti
da S((α, a), (β, b)) va�i ako i samo ako α < β ili α = β i a < b. Posmatrajmo

sada tip beskonaqno velikog elementa koji sadr�i P (x), p, i tip beskonaqno

malog elementa koji sadr�i Q(x), q. Oba para (p, P (x)) i (q, Q(x)) su jako

pravilni nad ∅ i asimetriqni nad ∅ (xto redom svedoqe <p i >q), i p�∅ 6⊥w q�∅.

Invp,∅(M) i Invq,∅(M) su izomorfni leksikografski ure�enim ω1×I i ω∗1×Q.
�ihova Dedekindova kompletira�a su antiizomorfna i antiizomorfizam

je indukovan sa S.

Pretpostavka 4.57. Uz pretpostavke iz 4.42, u ovom ode	ku pretposta-

v	amo i da su (p(x), φp(x)) i (q(y), φq(y)) jako pravilni.

Pretpostavimo da nismo u ograniqenom sluqaju. Tada za sve a |= p, b |= q

i sve formule θ(x, y) ∈ tp(a, b/A), formula θ(a, y) nije q-ograniqena nad A,

niti je formula θ(x, b) p-ograniqena nad A. Kako su Morlijevi nizovi u q

nad A <q-rastu�i, ako dodatno formula θ(a, y) /∈ q�Aa, tada je θ(a,C) ∩ q(C)

ograniqen odozgo (bilo kojom realizacijom tipa q�Aa) i neograniqen odozdo u

q(C); sliqno va�i ako θ(x, b) /∈ p�Ab. Re�i �emo da je formula θ(a, y) ograniqena
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odozgo (odozdo) u q(C) ako je θ(a, y) saglasna sa q(y) i ako postoji b |= q tako da

θ(a,C) ∩ q(C) < b (b < θ(a,C) ∩ q(C)).

Ako je (P,6) parcijalno ure�e�e i X ⊆ Y ⊆ P , re�i �emo da je X na dole

zatvoren u Y u odnosu na 6 ako y ∈ Y ∧ y 6 x∧x ∈ X povlaqi y ∈ X. Najma�i

na dole zatvoren podskup od Y koji sadr�i X �emo zvati do�e zatvore�e skupa

X.

Lema 4.58. Pretpostavimo da a |= p, b |= q i θ(x, y) ∈ tp(a, b/A), i pret-

postavimo da θ(a, y) /∈ q�Aa. Tada postoji formula θd(x, y) ∈ tp(a, b/a) takva

da va�e slede�i uslovi:

(1) θd(a,C) je na dole zatvoren (u odnosu na 6q) podskup od φq(C);

(2) θd(a,C) ∩ q(C) je do�e zatvore�e skupa θ(a,C) ∩ q(C) u q(C).

Dokaz. Neka b1 |= q�Aa; kako θ(a, y) /∈ q�Aa, to je b1 gor�e ograniqe�e za

θ(a,C) ∩ q(C). Tada va�i:

{θ(a, y)} ∪ q(y) ` y <q b1,

pa po kompaktnosti izaberimo ϕ(y) ∈ q(y) takvu da:

|= ∀y (θ(a, y) ∧ ϕ(y)⇒ y <q b1).

Definiximo formulu θd(a, y) sa:

θd(a, y) = φq(y) ∧ ∃z (θ(a, z) ∧ ϕ(z) ∧ y 6q z).

Primetimo da θd(a,C) jeste na dole zatvoren podskup od φq(C): pretposta-

vimo da |= φq(b
′), b′ 6q b

′′ i |= θd(a, b′′). Izaberimo c koje je svedok za egzisten-

cijalni kvantifikator u |= θd(a, b′′), tj. |= θ(a, c)∧ϕ(c)∧b′′ 6q c. Tada je b
′ 6q c,

pa c svedoqi da |= ∃z (θ(a, z)∧ϕ(z)∧b′ 6q z), i kako |= φq(b
′) dobijamo |= θd(a, b′).

Dakle, θd(a,C) je na dole zatvoren podskup od φq(C).

Ostaje da doka�emo da va�i uslov (2), tj. da je θd(a,C)∩q(C) do�e zatvore�e

skupa θ(a,C) ∩ q(C) u q(C). Najpre doka�imo da θ(a,C) ∩ q(C) ⊆ θd(a,C) ∩ q(C).

Neka b′ ∈ θ(a,C) ∩ q(C). Tada |= φq(b
′) jer φq(y) ∈ q(y). Tako�e, b′ svedoqi da

va�i |= ∃z (θ(a, z)∧ϕ(z)∧b′ 6q z) (|= ϕ(b′) tako�e va�i jer ϕ(y) ∈ q(y)). Prema

tome, |= θd(a, b′).

Pretpostavimo sada da b′ ∈ θd(a,C) ∩ q(C). Dovo	no je da doka�emo da je b′

6q-ma�i od nekog elementa iz θ(a,C)∩q(C). Neka je c svedok za egzistencijalni

kvantifikator u |= θd(a, b′). Tada va�i |= θ(a, c) ∧ ϕ(c), pa po izboru formule

ϕ(y) imamo da je c <q b1, pa kako je b′ 6q c imamo b
′ 6q c <q b1. Kako je q(C)

6q-konveksan, dobijamo c |= q. Dakle, b′ 6q c i c ∈ θ(a,C) ∩ q(C), xto zavrxava

dokaz leme. �
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Setimo se da je prema definiciji 4.33 skup Dq(a) definisan sa:

Dq(a) = {b |= q | b 6|= q�Aa}.

Lema 4.59. Pretpostavimo da a |= p, b |= q i θ(x, y) ∈ tp(a, b/A), i pret-

postavimo da θ(a, y) /∈ q�Aa. Neka je θ
d(x, y) ∈ tp(a, b/A) formula data u lemi

4.58. Tada:

(i) θd(a,C) ∩ q(C) = Dq(a);

(ii) Dq(a) je relativno definabilan nad Aa u q(C) i, sliqno, Dp(b) je rela-

tivno definabilan nad Ab u p(C).

Dokaz. (i) Kako je, prema lemi 4.58, θd(a,C) ∩ q(C) do�e zatvore�e skupa

θ(a,C)∩ q(C) u q(C), i kako je θ(a,C)∩ q(C) ograniqen odozgo u q(C) (bilo kojom

realizacijom b1 |= q�Aa), to je θd(a,C) ∩ q(C) ograniqen odozgo u q(C). Dakle,

θd(a, y) /∈ q�Aa, pa je θ
d(a,C) ∩ q(C) ⊆ Dq(a).

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je θd(a,C) ∩ q(C) ( Dq(a);

neka je b′ ∈ Dq(a) i b′ /∈ θd(a,C). Pretpostavimo da formula ϕ(a, y) ∈ tp(b′/Aa)

svedoqi b′ ∈ Dq(a); tada ϕ(a, y) /∈ q�Aa, pa je ϕ(a, y) ograniqena odozgo u q(C).

Uoqimo formulu:

ψ(x, y) = ϕ(x, y) ∧ ¬θd(x, y).

Tvrdimo da je ψ(a, y) ∈ tp(b′/Aa) q-ograniqena formula nad A, xto je kontra-

dikcija. Jasno je da je ψ(a, y) saglasna sa q(y) jer je b′ zadovo	ava. Tako�e,

ψ(a, y) je ograniqena odozgo u q(C) jer je ϕ(a, y) ograniqena odozgo u q(C).

Dokaza�emo da je ¬θd(a, y) ograniqena odozdo u q(C), xto povlaqi da je ψ(a, y)

ograniqena odozdo u q(C) i zavrxava dokaz.

Neka je b0 |= q takvo da Eq(b0) <q b. Kako je b ∈ θ(a,C)∩q(C), i kako je, prema

lemi 4.58, θd(a,C)∩q(C) do�e zatvore�e skupa θ(a,C)∩q(C) u q(C), zak	uqujemo

da je Eq(b0) ⊆ θd(a,C) ∩ q(C). Dakle:⋃
{Eq(b0) | b0 |= q, Eq(b0) <q b} ⊆ θd(a,C) ∩ q(C).

Kako je <q na LinA(q) linearno, zak	uqujemo da je proizvo	no b0 |= q, takvo

da Eq(b0) <q b, do�e ograniqe�e za ¬θd(a,C)∩ q(C) u q(C), xto smo i �eleli da

doka�emo.

(ii) Prema (i) formula θd(a, y) sa parametrima iz Aa relativno definixe

Dq(a) u q(C). Simetriqan argument dokazuje da je Dp(b) relativno definabilan

nad Ab u p(C): ako je a |= p takvo da a ∈ Dp(b), i ako formula θ(x, y) ∈ tp(a, b/A),

tada je θ(x, b) ograniqena odozgo u p(C), i dokazi prethodne leme i dela (i)

prolaze. �
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Lema 4.60. Pretpostavimo da a, a′ |= p. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) Ep(a) = Ep(a′); (2) Dq(a) = Dq(a
′); (3) πq[Dq(a)] = πq[Dq(a

′)].

Dokaz. (2)⇒(3) je trivijalno, a (3)⇒(2) va�i jer su Dq(−) zatvoreni za

Eq(−) prema lemi 4.36. Dokaza�emo da je (1)⇔(2).

(2)⇒(1): Ako je Ep(a) 6= Ep(a′), tada je ili (a, a′) ili (a′, a) Morlijev niz

u p nad A. Prema lemi 4.38 tada je jedan od Dq(a) i Dq(a
′) strogo sadr�an u

drugom, pa je Dq(a) 6= Dq(a
′).

(1)⇒(2): Pretpostavimo da je Ep(a) = Ep(a′). Neka formula θ(a, y) rela-

tivno definixe Dq(a) u q(C); takva formula postoji prema lemi 4.59. Neka

su a0, a1 |= p takvi da Ep(a0) <p Ep(a) <p Ep(a1). Kako a′ ∈ Ep(a), prema lemi

4.17(i), postoji simetriqna formula σ(x, x′) ∈ tp(a, a′/A) takva da je σ(a, x′)

jako p-ograniqena nad A. Kako je p i <p-konveksan imamo, prema posledici

4.16, da je σ(a,C) ⊆ Ep(a). Dakle, σ(a, x′) ` x′ ∈ Ep(a). Tvrdimo da je formula:

ψ(a, y) = ∃x′ (σ(a, x′) ∧ θ(x′, y))

ograniqena odozgo u q(C). Formula ψ(a, y) relativno definixe skup:⋃
a′′∈σ(a,C)

θ(a′′,C) ∩ q(C)

u q(C). Dokaza�emo da je:⋃
a′′∈σ(a,C)

θ(a′′,C) ∩ q(C) ⊆ Dq(a0) ∪Dq(a1).

Kako je Dq(a0) ∪Dq(a1) ograniqen odozgo u q(C), sledi da je ψ(a, y) ograniqena

odozgo u q(C).

Dakle, pretpostavimo da a′′ ∈ σ(a,C). Kako σ(a, x′) ` x ∈ Ep(a), dobijamo

a′′ ∈ Ep(a). Specijalno, a′′ |= p, pa θ(a′′, y) relativno definixe Dq(a
′′) u q(C), tj.

θ(a′′,C)∩q(C) = Dq(a
′′). Tako�e, va�i Ep(a0) <p a

′′ <p Ep(a1), tj. (a0, a
′′) i (a′′, a1)

su Morlijevi nizovi u p nad A. Po lemi 4.38, Dq(a
′′) je strogo sadr�an izme�u

Dq(a0) i Dq(a1) (u nekom poretku, zavisno od toga da li p i q komutiraju ili ne).

U svakom sluqaju Dq(a
′′) ⊆ Dq(a0) ∪ Dq(a1), tj. θ(a′′,C) ∩ q(C) ⊆ Dq(a0) ∪ Dq(a1),

xto smo i �eleli.

Dakle, ψ(a, y) je ograniqena odozgo u q(C), pa ψ(a, y) /∈ q�Aa, i odatle

ψ(a,C) ∩ q(C) ⊆ Dq(a). Ako b ∈ θ(a′,C), tada |= ψ(a, b), jer mo�emo uzeti

a′ da svedoqi egzistencijalan kvantifikator. Prema tome θ(a′,C) ⊆ ψ(a,C).

Konaqno, kako θ(a′, y) relativno definixe Dq(a
′) u q(C), dobijamo:

Dq(a
′) = θ(a′,C) ∩ q(C) ⊆ ψ(a,C) ∩ q(C) ⊆ Dq(a).
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Dakle, Dq(a
′) ⊆ Dq(a). Sliqno mo�emo dokazati, zamenom a i a′, da

Dq(a) ⊆ Dq(a
′), pa va�i Dq(a) = Dq(a

′). �

Prethodna lema povlaqi da Ep(a) 7→ πq[Dq(a)] dobro definixe preslikava�e

iz LinA(p) u P(LinA(q)). Dokaza�emo da ovo preslikava�e indukuje izomor-

fizam ili antiizomorfizam Dedekindovih kompletira�a ure�e�a LinA(p) i

LinA(q).

Lema 4.61. Pretpostavimo da a |= p i da formula θ(a, y) relativno defi-

nixe Dq(a) u q(C).

(i) Za a, a′ |= p va�i:

φq(y) ∧ ¬(θ(a, y)⇔ θ(a′, y)) ` q(y).

(ii) Formula:

ϕ(x, x′) = ∃z (φq(z) ∧ ¬(θ(x, z)⇔ θ(x′, z)))

relativno definixe Ep(x) 6= Ep(x′) u p(C)2.

(iii) Tip p, i sliqno tip q, je prost nad A.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da va�i:

|= φq(b) ∧ ¬(θ(a, b)⇔ θ(a′, b)).

Neka je r = tp(b/A). Kako je |= ¬(θ(a, b)⇔ θ(a′, b)), tp(a, b/A) i tp(a′, b/A) su dva

razliqita kompletira�a tipa p(x) ∪ r(y), pa p 6⊥w r. Iz p 6⊥w q i p 6⊥w r, prema

tvr�e�u 4.37, sledi q 6⊥w r. Izaberimo b1, b2 |= q tako da tp(b1, b/A) 6= tp(b2, b/A);

tada tp(b1/Ab) 6= tp(b2/Ab), pa zak	uqujemo da q 0 q�Ab. Kako b ∈ φq(C) jer

|= φq(b), i kako je (q(y), φq(y)) jako pravilan, zak	uqujemo:

ili b |= q ili q ` q�Ab.

Kako smo videli da q 0 q�Ab, zak	uqujemo b |= q, xto smo i �eleli da doka�emo.

(ii) Primetimo da su, za a, a′ |= p, slede�i uslovi ekvivalentni:

(1) |= ϕ(a, a′); (2) Dq(a) 6= Dq(a
′); (3) Ep(a) 6= Ep(a′).

Zaista, (2)⇔(3) prema lemi 4.60. Uslov (1) ka�e da se neki element b ∈ φq(C)

nalazi u simetriqnoj razlici skupova θ(a,C) i θ(a′,C), pa prema (i), b |= q.

Kako formule θ(a, y) i θ(a′, y) relativno definixu redom Dq(a) i Dq(a
′) u

q(C), dobijamo da b pripada simetriqnoj razlici skupova Dq(a) i Dq(a
′). Dakle,

va�i (1)⇒(2). (2)⇒(1) va�i jer je bilo koji element u simetriqnoj razlici

Dq(a) i Dq(a
′) svedok za egzistencijalni kvantifikator u ϕ(a, a′), pa |= ϕ(a, a′).

(iii) Sledi direktno iz (ii). �
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Setimo se da je Dedekindovo kompletira�e gustog linearnog ure�e�a (L,<)

ure�e�e (D(L),(), gde je D(L) skup koji sadr�i ∅ i sve poqetne segmente od L
koji nemaju maksimum.

Lema 4.62. Za sve a |= p va�i πq[Dq(a)] ∈ D(LinA(q)).

Dokaz. Prema lemi 4.34, Dq(a) je zatvoren na dole u q(C), pa je πq[Dq(a)]

poqetni segment ure�e�a LinA(q). Treba jox da doka�emo da πq[Dq(a)] nema

maksimum. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je Eq(b) maksimum od πq[Dq(a)].

Izaberimo c |= q takvo da Eq(c) <q Eq(b). Tvrdimo:

tpy(c/Aa) ` y <q b.

Ako je c′ takvo da tp(c′/Aa) = tp(c/Aa), tada postoji automorfizam f ∈ AutAa(C)

takav da f(c) = c′. Kako je f(Dq(a)) = Dq(a), to je c′ ∈ Dq(a); odatle i iz qi�e-

nice da je Eq(b) maksimum od πq[Dq(a)], zak	uqujemo da (b, c′) nije Morlijev niz

u q nad A. Ako c′ 6<q b, tada (c′, b) nije Morlijev niz u q nad A, pa c′ ∈ Eq(b).
Me�utim, tada Eq(c) <q Eq(b) povlaqi Eq(b) = Eq(c′) <q Eq(f(b)); kako je tako�e

Eq(f(b)) ∈ πq[Dq(a)] jer f(Dq(a)) = Dq(a), to protivreqi qi�enici da je Eq(b)
maksimum u πq[Dq(a)].

Dakle, tpy(c/Aa) ` y <q b, pa po kompaktnosti postoji formula ψ(a, y) ∈
tp(c/Aa) takva da ψ(a, y) ` y <q b. Uoqimo formulu:

ψ(a,C) <q y ∧ θ(a, y),

gde je θ(x, y) formula sa parametrima iz A takva da θ(a, y) relativno defi-

nixe Dq(a) u q(C). Ona je saglasna sa q(y) jer je b zadovo	ava. Tako�e, ona je

ograniqena odozdo sa c i ograniqena je odozgo bilo kojim gor�im ograniqe�em

skupa Dq(a). Dakle, ona je q-ograniqena. Kontradikcija. �

Prema lemi 4.60 i lemi 4.62 slede�a definicija je dobra:

F : Ep(a) 7→ πq[Dq(a)] definixe F : LinA(p) −→ D(LinA(q)).

Lema 4.63.

(i) Preslikava�e F je strogo monotono. Preciznije:

• F je strogo rastu�e ako i samo ako (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A;

• F je strogo opadaju�e ako i samo ako (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A.

(ii) F [LinA(p)] je gust podskup od D(LinA(q)).

Dokaz. (i) Neka je (a, a′) Morlijev niz u p nad A, tj. Ep(a) <p Ep(a′). Imamo
dva sluqaja.
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Sluqaj 1. (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A.

Prema lemi 4.38 je Dq(a) ( Dq(a
′) . Kako je, po lemi 4.36, Dq(−) zatvoreno

za Eq(−), to πq[Dq(a)] ( πq[Dq(a
′)], tj. F (Ep(a)) ( F (Ep(a′)).

Sluqaj 2. (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A.

Prema lemi 4.38 je Dq(a
′) ( Dq(a) . Kako je, po lemi 4.36, Dq(−) zatvoreno

za Eq(−), to πq[Dq(a
′)] ( πq[Dq(a)], tj. F (Ep(a′)) ( F (Ep(a)).

Sada lako sledi zak	uqak iz (i).

(ii) Neka su I ( J elementi u D(LinA(q)). Dovo	no je da na�emo a′ |= p

takvo da I ( πq[Dq(a
′)] ( J . Kako J nema maksimum, postoje b, b′ |= q takvi da

Eq(b), Eq(b′) ∈ J i I <q Eq(b) <q Eq(b′); specijalno, (b, b′) je Morlijev niz u q nad

A, tj. b′ |= q�Ab. Imamo dva sluqaja.

Sluqaj 1. (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A.

Izaberimo a0 |= p�Ab i b0 |= q�Aba0 . Iz b0 |= q�Ab imamo da je tp(b0/Ab) =

tp(b′/Ab), pa postoji automorfizam f ∈ AutAb(C) takav da f(b0) = b′. Neka je

a′ = f(a0); va�i a′ |= p�Ab i b
′ |= q�Aba′ . Iz a

′ |= p�Ab imamo (b, a′) |= (q ⊗ p)�A, pa

(a′, b) 6|= (p ⊗ q)�A, odakle b 6|= q�Aa′ , tj. b ∈ Dq(a
′). Sa druge strane, iz b′ |= q�Aa′

sledi b′ /∈ Dq(a
′).

Sluqaj 2. (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A.

Izaberimo a0 ∈ Dp(b) i b0 |= q�Aba0 . Iz b0 |= q�Ab imamo da je tp(b0/Ab) =

tp(b′/Ab), pa postoji automorfizam f ∈ AutAb(C) takav da f(b0) = b′. Neka je

a′ = f(a0). Iz a0 ∈ Dp(b) sledi a
′ ∈ Dp(b); tada a

′ 6|= p�Ab, tj. (b, a′) 6|= (q ⊗ p)�A,

pa ni (a′, b) 6|= (p ⊗ q)�A, tj. b 6|= q�Aa′ i b ∈ Dq(a
′). Sa druge strane, b0 |= q�Aa0

povlaqi b′ |= q�Aa′ , odakle b
′ /∈ Dq(a

′).

U oba sluqaja smo zak	uqili da b ∈ Dq(a
′) i b′ /∈ Dq(a

′), pa Eq(b) ∈ πq[Dq(a
′)]

i Eq(b′) /∈ πq[Dq(a
′)]. Kako je I <q Eq(b) <q Eq(b′) ∈ J i kako su I, J i Dq(a

′) na

dole zatvoreni, zak	uqujemo I ( πq[Dq(a
′)] ( J , xto zavrxava dokaz. �

Primetimo da za linearna ure�e�a (LinA(p), <p) i (LinA(q), <q) va�i:

1. (LinA(p), <p) i (LinA(q), <q) su gusta linearna ure�e�a;

2. F : LinA(p) −→ D(LinA(q)) je strogo monotono preslikava�e;

3. F [LinA(p)] je gust podskup od D(LinA(q)).

Dakle, ispu�eni su uslovi tvr�e�a 1.27, pa zak	uqujemo da postoji

preslikava�e:

D(F ) : D(LinA(p)) −→ D(LinA(q))

takvo da va�i:
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(1) ako je F rastu�e preslikava�e, D(F ) je izomorfizam linearnih ure�e�a

(D(LinA(p)),() i (D(LinA(q)),(), tj. D(F ) je izomorfizam odgovaraju�ih

Dedekindovih kompletira�a;

(2) ako je F opadaju�e preslikava�e, D(F ) je izomorfizam linearnih ure�e-

�a (D(LinA(p)),() i (D(LinA(q)),)), tj. D(F ) je antiizomorfizam odgo-

varaju�ih Dedekindovih kompletira�a.

Iz leme 4.63 direktno dobijamo slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 4.64.

(i) Ako (p ⊗ q)�A 6= (q ⊗ p)�A, tada je D(F ) izomorfizam linearnih ure�e�a

(D(LinA(p)),() i (D(LinA(q)),().

(ii) Ako (p⊗q)�A = (q⊗p)�A, tada je D(F ) antiizomorfizam linearnih ure�e�a

(D(LinA(p)),() i (D(LinA(q)),().

Pretpostavimo sada da je M ⊇ A mali model. Za a ∈ p(M) definixemo:

EMp (a) = Ep(a) ∩M i DM
q (a) = Dq(a) ∩M.

Setimo se da sa LinMA (p) oznaqavamo:

LinMA (p) = {EMp (a) | a ∈ p(M)}.

Tako�e sa πMp oznaqimo preslikava�e p(M) −→ LinMA (p) dato sa πMp (a) = Ep(a).

Do kraja ode	ka �emo raditi pod pretpostavkom da je |LinMA (p)| > 2. Kako

je tip p konveksan i prost nad A (prost prema lemi 4.61), prema tvr�e�u 4.25,

linearno ure�e�e (LinMA (p), <p) je gusto, pa je definisano �egovo Dedekindovo

kompletira�e. U slede�oj lemi �emo videti da je pod ovom pretpostavkom i

ure�e�e (LinMA (q), <q) gusto, pa mo�emo govoriti i o �egovom Dedekindovom

kompletira�u.

Lema 4.65. Pretpostavimo da je |LinMA (p)| > 2. Neka je:

ϕ(x, x′) = ∃z (φq(z) ∧ ¬(θ(x, z)⇔ θ(x′, z))),

gde formula θ(a, y) relativno definixe Dq(a), za a |= p.

(i) Za a, a′ ∈ p(M) slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) |= ϕ(a, a′);

(2) Dq(a) 6= Dq(a
′);

(3) Ep(a) 6= Ep(a′);
(4) DM

q (a) 6= DM
q (a′);

(5) EMp (a) 6= EMp (a′);

(6) πMq [DM
q (a)] 6= πMq [DM

q (a′)].

(ii) Ure�e�e (LinMA (q), <q) je gusto.
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(iii) Ako a ∈ p(M) i EMp (a) nije ni minimalan ni maksimalan u LinMA (p), tada

DM
q (a) 6= ∅ i πMq [DM

q (a)] ∈ D(LinMA (q)).

Dokaz. (i) Neka a, a′ ∈ p(M). Uslovi (1), (2) i (3) su ekvivalentni prema

dokazu leme 4.61. Implikacije (4)⇒(2), (5)⇒(3) i (6)⇒(4) su oqigledne. Za

(3)⇒(5) primetimo: ako va�i (3), tada su Ep(a) i Ep(a′) disjunktni, pa kako su
EMp (a) i EMp (a′) neprazni, to su i oni disjunktni i va�i (5). Kako je prema

lemi 4.36, Dq(−) zatvoren za Eq(−), to je i DM
q (−) zatvoren za EMq (−). Zbog

toga va�i i (4)⇒(6).

Dakle, dovo	no je da doka�emo jox (1)⇒(4). Pretpostavimo da va�i

|= ϕ(a, a′), tj. |= ∃z (φq(z) ∧ ¬(θ(a, z)⇔ θ(a′, z))). Zbog elementarnosti, mo�emo

da izaberemo b ∈ M koje je svedok za egzistencijalni kvantifikator u pret-

hodnoj formuli. Dakle, |= φq(b) ∧ ¬(θ(a, b) ⇔ θ(a′, b)). Prema lemi 4.61(i),

b |= q, pa b pripada simetriqnoj razlici Dq(a) i Dq(a
′). Kako je b ∈ M , to b

pripada i simetriqnoj razlici skupova DM
q (a) i DM

q (a′), tj. DM
q (a) 6= DM

q (a′).

(ii) Kako je q konveksan i prost nad A, prema tvr�e�u 4.25, dovo	no je

da doka�emo da |LinMA (q)| > 2. Kako je LinMA (p) gust u odnosu na <p mo�emo

izabrati a′, a, a′′ ∈ p(M) tako da Ep(a′) <p Ep(a) <p Ep(a′′). Prema (1), skupovi
DM

q (a′), DM
q (a) i DM

q (a′′) su me�usobno razliqiti. Prema lemi 4.38, Dq(a) je

strogo sadr�an izme�u Dq(a
′) i Dq(a

′′), pa je DM
q (a) sadr�an izme�u DM

q (a′) i

DM
q (a′′). Xtavixe, kako su DM

q (a′), DM
q (a) i DM

q (a′′) me�usobno razliqiti, to

je DM
q (a) strogo sadr�an izme�u DM

q (a′) i DM
q (a′′). Prema tome, bez obzira da

li je DM
q (a′) ( DM

q (a) ( DM
q (a′′) ili DM

q (a′′) ( DM
q (a) ( DM

q (a′), mo�emo na�i

b1, b2 ∈ q(M) takve da b1 ∈ DM
q (a) i b2 /∈ DM

q (a). Kako je Dq(−) zatvoren za

Eq(−) (lema 4.36), to je Eq(b1) 6= Eq(b2). Kako su EMq (b1) i EMq (b2) neprazni, to su

EMq (b1) i EMq (b2) dva razliqita elementa u LinMA (q).

(iii) Neka je a ∈ p(M) takav da EMp (a) nije ni minimalan ni maksimalan u

LinMA (p). Izaberimo a′, a′′ ∈ p(M) takve da Ep(a′) <p Ep(a) <p Ep(a′′). Sliqno

kao u dokazu (ii), mo�emo zak	uqiti da je DM
q (a) strogo sadr�an izme�u DM

q (a′)

i DM
q (a′′); specijalno DM

q (a) 6= ∅. Prema tome, πMq [DM
q (a)] je pravi poqetni

segment od LinMA (q). Da bismo zak	uqili da πMq [DM
q (a)] ∈ D(LinMA (q)), potrebno

je jox da doka�emo da πMq [DM
q (a)] nema maksimum.

Pretpostavimo suprotno da je EMq (c) maksimum u πMq [DM
q (a)]. Kako je DM

q (a)

strogo sadr�an izme�u DM
q (a′) i DM

q (a′′), izaberimo a0 ∈ {a′, a′′} tako da

DM
q (a0) ( DM

q (a). Uoqimo formulu:

φq(y) ∧ θ(a, y) ∧ ¬θ(a0, y).

Tvrdimo da ona definixe skup DM
q (a)rDM

q (a0) u modelu M . Jasno je da svaki

element b ∈ DM
q (a)rDM

q (a0) zadovo	ava datu formulu. Obratno, ako za b ∈M
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va�i |= φq(b) ∧ θ(a, b) ∧ ¬θ(a0, b), tada va�i i:

|= φq(b) ∧ ¬(θ(a, b)⇔ θ(a0, b)),

pa kako a, a0 |= p, prema lemi 4.61 zak	uqujemo b |= q, tj. b ∈ q(M). Sada,

kako θ(a, y) relativno definixe Dq(a) u q(C), |= θ(a, b) ka�e b ∈ Dq(a), pa

b ∈ DM
q (a) jer b ∈ M , a |= ¬θ(a0, b) ka�e b /∈ Dq(a0), pa b /∈ DM

q (a0). Konaqno

b ∈ DM
q (a) r DM

q (a0).

Uoqimo sada formulu ψ(a, a0, c) koja ka�e:

,,za sve y ∈ DM
q (a) r DM

q (a0), ako y /∈ Eq(c), tada y <q c" .

Primetimo da prema prethodnom ovo jeste formula, kao i da |= ψ(a, a0, c) va�i

u M . Zbog elementarnosti, |= ψ(a, a0, c) va�i i u C. Ali to znaqi da je Eq(c)
maksimum u πq[Dq(a)], xto je kontradikcija prema lemi 4.62. �

Primetimo da je Dedekindovo kompletira�e gustog linearnog ure�e�a koje

eventualno ima minimum i/ili maksimum isto xto i Dedekindovo kompleti-

ra�e tog linearnog ure�e�a kada izbacimo minimum i maksimum. Kako mi

�elimo da doka�emo da je Dedekindovo kompletira�e od LinMA (p) izomorfno

ili antiizomorfno Dedekindovom kompletira�u od LinMA (q), pod uslovom da

|LinMA (p)| > 2, dovo	no je da doka�emo da je Dedekindovo kompletira�e od

LinMA (p) sa izbaqenim minimumom i maksimumom (ako jedan ili oba postoje)

izomorfno ili antiizomorfno sa Dedekindovim kompletira�em od LinMA (q).

Prema tome, bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pretpostaviti da LinMA (p) nema

ni minimum ni maksimum.

Dakle, pretpostavimo da je |LinMA (p)| > 2 i da LinMA (p) nema minimum i

maksimum. Prema prethodnoj lemi:

FM(EMp (a)) = πMq [DM
q (a)] dobro definixe FM : LinMA (p) −→ D(LinMA (q)).

U slede�oj lemi �emo dokazati da preslikava�e FM zadovo	ava tri uslova

iz tvr�e�a 1.27, koji povlaqe da se FM mo�e podi�i do izomorfizma ili

antiizomorfizma izme�u (D(LinMA (p)),() i (D(LinMA (q)),().

Lema 4.66. Pretpostavimo da je |LinMA (p)| > 2.

(i) (LinMA (p), <p) i (LinMA (q), <q) su gusta linearna ure�e�a.

(ii) FM : LinMA (p) −→ D(LinMA (q)) je strogo monotono. Preciznije:

(a) ako (p⊗ q)�A 6= (q⊗ p)�A, tada je FM strogo rastu�e;

(b) ako (p⊗ q)�A = (q⊗ p)�A, tada je FM strogo opadaju�e.

(iii) FM [LinMA (p)] je gust podskup od D(LinMA (q)).

Dokaz. (i) Kako smo ve� napomenuli, (LinMA (p), <p) je gusto linearno ure-

�e�e prema tvr�e�u 4.25. Ure�e�e (LinMA (q), <q) je gusto prema lemi 4.65(ii).
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(ii) Ekvivalencija izme�u (5) i (6) u lemi 4.65(i) povlaqi da je preslikava�e

FM injektivno, pa zak	uqak sledi iz leme 4.38.

(iii) Pretpostavimo da su I ( J elementi u D(LinMA (q)). Potrebno je da

na�emo a ∈ p(M) takvo da I ( πMq [DM
q (a)] ( J . Kako J nema maksimum, postoje

b, b′ ∈ q(M) takvi da EMq (b), EMq (b′) ∈ J i I <q EMq (b) <q EMq (b′); specijalno

(b, b′) je Morlijev niz u q nad A. Dokaza�emo da postoji a ∈ p(M) takav da

b′ ∈ IMq (a) i b ∈ DM
q (a); kako su I, J i πMq [DM

q (a)] poqetni segmenti od LinMA (q),

I ( πMq [DM
q (a)] ( J sledi.

Neka je θ(x, y) formula sa parametrima iz A takva da θ(a, y), za a |= p,

relativno definixe Dq(a) u q(C). Tvrdimo da va�i:

|= ∃x (φp(x) ∧ ¬(θ(x, b)⇔ θ(x, b′))).

Izaberimo b0 takvo da je (b, b0, b
′) Morlijev niz u q nad A, i uoqimo slede�e

elemente u D(LinA(q)):

I ′ = {Eq(t) | t |= q, Eq(t) <q Eq(b0)} i J ′ = {Eq(t) | t |= q, Eq(t) <q Eq(b′)}.

Tada je I ′ ( J ′ u D(LinA(q)), Eq(b) ∈ I ′ i Eq(b′) /∈ J ′. Kako je prema lemi 4.63,

F [LinA(p)] gusto u D(LinA(q)), izaberimo a0 |= p takvo da je I ′ ⊆ πq[Dq(a0)] ⊆ J ′.

Tada Eq(b) ∈ πq[Dq(a0)] i Eq(b′) /∈ πq[Dq(a0)], pa b ∈ Dq(a0) i b′ /∈ Dq(a0), i a0 je

svedok za egzistencijalni kvantifikator u:

|= ∃x (φp(x) ∧ ¬(θ(x, b)⇔ θ(x, b′))).

Zbog elementarnosti mo�emo izabrati a ∈ M koje je svedok za egzistenci-

jalni kvantifikator u prethodnoj formuli. Sliqno kao u dokazu leme 4.61(i)

zak	uqujemo a ∈ p(M). Neka je r = tp(a/A). Kako je |= ¬(θ(a, b) ⇔ θ(a, b′)),

tp(a, b/A) i tp(a, b′/A) su dva razliqita kompletira�a tipa r(x)∪q(y), pa r 6⊥w q.

Iz p 6⊥w q i r 6⊥w q, prema tvr�e�u 4.37, sledi p 6⊥w r. Izaberimo a1, a2 |= p tako

da tp(a1, a/A) 6= tp(a2, a/A); tada tp(a1/Aa) 6= tp(a2/Aa), pa zak	uqujemo da

p 0 p�Aa. Kako a ∈ φp(C), i kako je (p(x), φp(x)) jako pravilan, zak	uqujemo:

ili a |= p ili p ` p�Aa.

Kako smo videli da p 0 p�Aa, zak	uqujemo a |= p. Dakle, a ∈ p(M). Sada

qi�enice da va�i |= ¬(θ(a, b) ⇔ θ(a, b′)), da EMq (b) <q EMq (b′) i da je DM
q (a) na

dole zatvoren povlaqe b ∈ DM
q (a) i b′ ∈ IMq (a). �

Slede�e tvr�e�e je direktna posledica prethodne leme i tvr�e�a 1.27.

Tvr�e�e 4.67. Pretpostavimo da je |LinMA (p)| > 2.

(i) Ako (p ⊗ q)�A 6= (q ⊗ p)�A, tada postoji izomorfizam D(FM) linearnih

ure�e�a (D(LinMA (p)),() i (D(LinMA (q)),().
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(ii) Ako (p ⊗ q)�A = (q ⊗ p)�A, tada postoji izomorfizam D(FM) linearnih

ure�e�a (D(LinMA (p)),() i (D(LinMA (q)),)).

Dokaz teoreme 4.41. Deo (i) je u potpunosti dokazan u tvr�e�u 4.55. Prvi

deo u (ii) je dokazan u lemi 4.61. Drugi deo u (ii) sledi iz tvr�e�a 4.67 u sluqaju

da |LinMA (p)| > 2, ali sliqno va�i i ako |LinMA (q)| > 2. U preostalom sluqaju,

kada LinMA (p) i LinMA (q) imaju po najvixe jedan element, �ihova Dedekindova

kompletira�a su jednoqlana (setimo se konvencije da je D(∅) = {∅}), pa su

prema tome izomorfna. �
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POGLAV�E 5

Ekspanzije linearnih ure�e�a

U ovom poglav	u �emo posmatrati potpune teorije linearnog ure�e�a sa

unarnim predikatima i konveksnim relacijama ekvivalencije. Preciznije,

posmatramo jezik L = {<} ∪ {Pi | i ∈ I} ∪ {Ej | j ∈ J}, gde su I i J najvixe

prebrojivi skupovi, svi Pi su unarni relacijski simboli, < i svi Ej su binarni

relacijski simboli. Fiksira�emo potpunu teoriju T koja sadr�i aksiome: <

je strogo linearno ure�e�e i svi Ej su relacije ekvivalencije sa konveksnim

klasama (u odnosu na ure�e�e <). Fiksirajmo monstrum model C teorije T .

Ci	 ovog poglav	a je da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 5.1. (Pod pretpostavkama iz prethodnog pasusa.)

(i) Svaki invarijantan nealgebarski tip je pravilan.

(ii) Svaki nealgebarski tip p ∈ S1(A) ima taqno dva proxire�a koji su

invarijantni nad A.

Prethodna teorema daje qitavu familiju novih primera pravilnih tipova.

Svi ovi tipovi su oqigledno asimetriqni jer govorimo o linearnim ure�e-

�ima. Prema rezultatima iz prethodnog poglav	a, svakom asimetriqnom pra-

vilnom tipu pridru�ena je jedna linearna invarijanta modela. Kako �emo

videti, invarijante pridru�ene pomenutim proxire�ima nealgebarskog tipa

su prirodno antiizomorfne. Prema tome, svakom nealgebarskom tipu u ovom

kontekstu tako�e je prirodno pridru�ena linearna invarijanta. Ovo ostav	a

otvorene mogu�nosti za opis vernih invarijanata modela pomenutih teorija.

U prvom ode	ku �emo videti da grupa automorfizama Aut(C) zadovo	ava

slede�e svojstvo: ako je D konveksan skup i f, g su automorfizmi koji fiksi-

raju D (kao skup), tada je i f ~D g automorfizam, gde sa f ~D g oznaqavamo

preslikava�e qija je restrikcija naD jednaka f , a restrikcija na CrD jednaka

g. Ispostav	a se da je ova osobina vrlo mo�na. Najpre, ona nam omogu�ava

da svedemo izuqava�e tipova nad malim skupovima parametara na izuqava�e

tipova nad ∅. Tako�e, ona povlaqi i jako svojstvo da realizacije datog tipa

imaju isti tip nad ,,krajevima" lokusa.

U drugom ode	ku �emo se fokusirati na lokus fiksiranog nealgebarskog

tipa nad ∅. Taqnije, posmatra�emo ponaxa�e formula sa parametrima na
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,,krajevima" lokusa. Vide�emo da je svaka formula sa parametrima ili levo

(desno) ograniqena u tipu ili je �ena negacija levo (desno) ograniqena u tipu.

Iz rezultata drugog ode	ka vidimo da svaki nealgebarski tip p nad ∅ ima
dva prirodna globalna proxire�a: levo pl i desno pr globalno proxire�e. U

tre�em ode	ku �emo dokazati da su to jedina dva invarijantna nad ∅ globalna
proxire�a tipa p. Tako�e �emo dokazati da su tipovi pl i pr pravilni asimet-

riqni tipovi, kao i da su �ihove invarijante Inv∅,pl(M) i Inv∅,pr(M) prirodno

antiizomorfne za svaki mali model M .

1. O automorfizmima

Definicija 5.2. Neka su f i g preslikava�a na C i D ⊆ C. Definixemo

preslikava�e f ~D g na C sa:

f ~D g (a) =

{
f(a) ako a ∈ D;

g(a) ako a /∈ D.

Lema 5.3. Neka su f, g ∈ Aut(C) i neka je D konveksan podskup od C takav

da f [D] = D i g[D] = D. Tada f ~D g ∈ Aut(C).

Dokaz. Iz uslova f [D] = D i g[D] = D, preslikava�e f ~D g je oqigledno

dobro definisana bijekcija. Treba da proverimo da je homomorfizam. Ako

je a < b i ako a, b ∈ D ili a, b /∈ D, tvr�e�e je jasno. Pretpostavimo da je

a < b i npr. a ∈ D, b /∈ D. Tada je zbog konveksnosti skupa D, D < b, pa je

f [D] = D = g[D] < g(b), odakle je f ~D g (a) = f(a) < g(b) = f ~D g (b).

Neka je P unarni relacijski simbol. Treba da doka�emo:

a ∈ P C akko f ~D g(a) ∈ P C.

Ali to je jasno jer a ∈ P C akko f(a) ∈ P C akko g(a) ∈ P C, a f ~D g(a) ∈
{f(a), g(a)}.

Konaqno, neka je E binarni relacijski simbol takav da je EC relacija

ekvivalencije sa konveksnim klasama. Treba da doka�emo:

(a, b) ∈ EC akko (f ~D g(a), f ~D g(b)) ∈ EC.

Ako a, b ∈ D ili a, b /∈ D, tvr�e�e je jasno. Pretpostavimo da a ∈ D i b /∈ D, i
bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je a < b, tj.D < b. Treba da doka�emo:

(a, b) ∈ EC akko (f(a), g(b)) ∈ EC.

Ako (a, b) ∈ EC, tj. a/EC = b/EC, tada (f(a), f(b)) ∈ EC, pa kako je f(a) ∈ D
i D < f(b), imamo da je ili f(a) < a < f(b) ili a < f(a) < b. Kako su klase

konveksne, zak	uqujemo da je f(a)/EC = a/EC. Sliqno mo�emo zak	uqiti da

je g(b)/EC = b/EC, odakle sledi da je f(a)/EC = g(b)/EC, tj. (f(a), g(b)) ∈ EC.
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Ako (a, b) /∈ EC, zbog konveksnosti klasa tada je a/EC < b/EC, odakle je

f(a)/EC < g(b)/EC jer f ~D g quva ure�e�e. Dakle, (f(a), g(b)) /∈ EC.

Prema tome, f ~D g zaista jeste automorfizam. �

Napomena 5.4. Primetimo da prethodna lema va�i qak i ako imamo (pro-

izvo	no mnogo) konstantnih simbola u jeziku. Kako se naxe izlaga�e u ovom

poglav	u osla�a samo na prethodnu lemu, ono ostaje taqno i ako imenujemo

neki (mali) skup parametara. Dakle, bez uma�e�a opxtosti, posmatra�emo

tipove nad ∅, ali tako�e svi rezultati va�i i za tipove nad malim skupovima

parametara.

Kako je ure�e�e < linearno na C, pisa�emo (−∞, a) da oznaqimo skup

{t ∈ C | t < a}. Ovakva notacija je i prirodna i korisna, jer uprox�uje

zapis. Ali primetimo da zapisom (−∞, a) nikako ne impliciramo da C nema

minimum. Sliqno, (−∞, a], (a,+∞) i [a,+∞) su prirodno definisani.

Posledica 5.5.

(i) Ako a ∈ C i f, g ∈ Aut{a}(C), tada f ~(−∞,a) g ∈ Aut{a}(C).

(ii) Ako a, b ∈ C i f, g ∈ Aut{a,b}(C), tada f ~(a,b) g ∈ Aut{a,b}(C).

Dokaz. (i) Skup (−∞, a) je oqigledno konveksan, i kako su f i g auto-

morfizmi koji fiksiraju a, imamo f [(−∞, a)] = g[(−∞, a)] = (−∞, a), pa

je f ~(−∞,a) g automorfizam prema prethodnoj lemi. Tako�e, f ~(−∞,a) g (a) =

g(a) = a.

Deo (ii) se sliqno dokazuje. �

Posledica 5.6.

(i) Ako za b, b′ < a va�i tp(b/a) = tp(b′/a), tada tp(b/(a,+∞) = tp(b′/(a,+∞)).

(ii) Ako za b, b′ > a va�i tp(b/a) = tp(b′/a), tada tp(b/(−∞, a) = tp(b′/(−∞, a)).

Dokaz. Dokaza�emo samo deo (i). Pretpostavimo da za neke b, b′ < a va�i

tp(b/a) = tp(b′/a). Tada postoji automorfizam f ∈ Aut{a}(C) takav da f(b) =

b′. Prema posledici 5.5, f ~(−∞,a) idC ∈ Aut(C). Primetimo da f ~(−∞,a) idC

slika b u b′, a skup (a,+∞) fiksira taqka-po-taqka, odakle direktno sledi

tp(b/(a,+∞)) = tp(b′/(a,+∞)). �

Za podskup D ⊆ C �emo re�i da je levo (desno) zatvoren podskup od C ako

a ∈ D povlaqi (−∞, a) ⊆ D ((a,+∞) ⊆ D), za sve a ∈ C.

Lema 5.7. Neka je p ∈ S1(∅) nealgebarski tip i a, b |= p. Tada postoje

skupovi Dl i Dr takvi da:

• Dl i Dr su tip-definabilni sa prebrojivo mnogo parametara;
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• Dl je levo, a Dr desno zatvoren podskup od C;

• Dl ∩ p(C) 6= ∅ i Dr ∩ p(C) 6= ∅;
• tp(a/Dl ∪Dr) = tp(b/Dl ∪Dr).

Dokaz. Pretpostavimo da je npr. a < b. Tada postoji automorfizam

f ∈ Aut(C) takav da f(a) = b. Definixemo niz (an)n∈Z sa:

a0 = a, an+1 = f(an), za n > 0, an−1 = f−1(an), za n 6 0.

Primetimo da je a1 = b, kao i da je niz (an)n∈Z strogo rastu�i niz realizacija

tipa p. Uoqimo slede�i skup:

D =
⋃
n∈Z

[an, an+1].

Jasno je da je D konveksan skup i da ga f fiksira, pa je prema lemi 5.3,

f ~D idC ∈ Aut(C). Neka su Dl i Dr definisani (nepotpunim) tipovima:

Σl(x) = {x < an | n ∈ Z} i Σr(x) = {an < x | n ∈ Z}.

Jasno je da je Dl levo, a Dr desno zatvoren podskup od C. Tako�e je jasno da

su Σl(x) ∪ p(x) i Σr(x) ∪ p(x) zadovo	ivi, odakle sledi da je Dl ∩ p(C) 6= ∅ i
Dr ∩ p(C) 6= ∅.

Konaqno, automorfizam f ~D idC slika a u b i fiksira Dl ∪ Dr taqka-po-

taqka (primetimo da je Dl ∪ Dr = C r D), odakle direktno zak	uqujemo da je

tp(a/Dl ∪Dr) = tp(b/Dl ∪Dr). �

Lema 5.8. Neka je p ∈ S1(∅) nealgebarski tip i a |= p. Tada postoje skupovi

Cl i Cr takvi da:

• Cl i Cr su definabilni tipom;

• Cl je levo, a Cr desno zatvoren podskup od C;

• Cl ∩ p(C) 6= ∅ i Cr ∩ p(C) 6= ∅;
• za sve b |= p takve da b < a va�i tp(b/Cr) = tp(a/Cr) i

za sve b |= p takve da b > a va�i tp(b/Cl) = tp(a/Cl).

Dokaz. Dokaza�emo egzistenciju skupa Cr; egzistencija skupa Cl se sliqno

dokazuje. Uoqimo skup S = (−∞, a) ∩ p(C) i uoqimo na S relaciju ekviva-

lencije ∼ definisanu sa: b′ ∼ b′′ akko tp(b′/a) = tp(b′′/a). Izaberimo skup

predstavnika svih klasa S0; primetimo da je ovaj skup mali.

Za svako b ∈ S0, prema lemi 5.7, postoji skup Db
r takav da:

• Db
r je tip-definabilan sa prebrojivo mnogo parametara;

• Db
r na desno zatvoren podskup od C;

• Db
r ∩ p(C) 6= ∅;

• tp(b/Db
r) = tp(a/Db

r).
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Posmatrajmo slede�i skup:

Cr =
⋂
b∈S0

Db
r.

Jasno je da je Cr desno zatvoren podskup od C, kao i da je definabilan

tipom (nad malim skupom parametara). Tako�e, Cr ∩ p(C) 6= ∅, jer u suprot-

nom, zbog zasi�enosti monstruma, tip koji definixe Cr nije saglasan sa p(x).

Po kompaktnosti, neki �egov konaqan deo nije saglasan sa p(x), pa za neke

b1, . . . , bn ∈ S0 va�i D
b1
r ∩ . . . ∩ Dbn

r ∩ p(C) = ∅. Ovo nije mogu�e jer svaki Dbi
r

seqe p(C) i desno je zatvoren u C.

Ostaje da doka�emo da za sve b |= p takve da b < a va�i tp(b/Cr) = tp(a/Cr).

Neka je b |= p takav da b < a. Izaberimo b′ ∈ S0 takav da b ∼ b′. Kako je

tp(b/a) = tp(b′/a), prema posledici 5.6, tp(b/(a,+∞)) = tp(b′/(a,+∞)). Kako

je oqigledno Db′
r ⊆ (a,+∞), to povlaqi da je tp(b/Db′

r ) = tp(b′/Db′
r ) = tp(a/Db′

r ).

Kako je jox Db′
r ⊇ Cr, konaqno dobijamo tp(b/Cr) = tp(a/Cr). �

2. Ponaxa�e formula na krajevima lokusa

Lema 5.9. Pretpostavimo da je φ(x, ȳ) formula bez parametara, i pret-

postavimo da je ā = a1a2 . . . an gde a1 < a2 < . . . < an. Tada su skupovi:

φ(C, ā) ∩ (−∞, a1), φ(C, ā) ∩ (ai, ai+1) i φ(C, ā) ∩ (an,+∞),

redom definabilni nad {a1}, {ai, ai+1} i {an}.

Dokaz. Skup φ(C, ā) ∩ (−∞, a1) je definabilan formulom:

φ(x, ā) ∧ x < a1.

Prema lemi 1.9, dovo	no je da doka�emo da je invarijantan nad {a1}. Neka je
f ∈ Aut{a1}(C); prema posledici 5.5, f ~(−∞,a1) idC ∈ Aut{a1}(C), pa je:

f [φ(C, ā) ∩ (−∞, a1)] = f ~(−∞,a1) idC [φ(C, ā) ∩ (−∞, a1)]

= φ(C, f ~(−∞,a1) idC (ā)) ∩ (−∞, f ~(−∞,a1) idC (a1))

= φ(C, ā) ∩ (−∞, a1),

gde je f ~(−∞,a1) idC (ā) = idC(ā) jer a1 < a2 < . . . < an.

Sliqno, koriste�i da je f ~(ai,ai+1) idC ∈ Aut{ai,ai+1}(C) za f ∈ Aut{ai,ai+1}(C),

i koriste�i da je idC~(−∞,an) f ∈ Aut{an}(C) za f ∈ Aut{an}(C), mo�emo dokazati

da su skupovi φ(C, ā) ∩ (ai, ai+1) i φ(C, ā) ∩ (an,+∞) redom definabilni nad

{ai, ai+1} i {an}. �
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Definicija 5.10. Neka je p ∈ S1(∅).
(i) Za skupove D1, D2 ⊆ C ka�emo da su jednaki na p, u oznaci D1 ≈p D2, ako

zadovo	avaju:

D1 ∩ p(C) = D2 ∩ p(C).

(ii) Za formule φ1(t), φ2(t) sa parametrima iz C ka�emo da su jednake na p, u

oznaci φ1(t) ≈p φ2(t), ako va�i φ1(C) ≈p φ2(C).

(iii) Za skupove D1, D2 ⊆ C ka�emo da su jednaki u levom (desnom) delu na p,

u oznaci D1 ≈lp D2 (D1 ≈rp D2), ako postoji c |= p takav da:

D1 ∩ p(C) ∩ (−∞, c) = D2 ∩ p(C) ∩ (−∞, c)

(D1 ∩ p(C) ∩ (c,+∞) = D2 ∩ p(C) ∩ (c,+∞)).

Za c ka�emo da svedoqi D1 ≈lp D2 (D1 ≈rp D2).

(iv) Za skupove φ1(t), φ2(t) sa parametrima iz C ka�emo da su jednaki u levom

(desnom) delu na p, u oznaci φ1(t) ≈lp φ2(t) (φ1(t) ≈rp φ2(t)), ako va�i

φ1(C) ≈lp φ2(C) (φ1(C) ≈rp φ2(C)).

(v) Formula φ(t) je levo (desno) ograniqena na lokusu od p ako je φ(C) ≈lp ∅
(φ(C) ≈rp ∅).

Napomena 5.11.

(i) Relacija ≈p je relacija ekvivalencije na skupu P(C) i skupu formula sa

parametrima iz C.

(ii) Ako su dva skupa ili formule ≈p jednaka, tada su oni i ≈lp i ≈rp jednaki.
(iii) Ako c |= p svedoqi ≈lp (≈rp) jednakost neka dva skupa ili formule, tada i

bilo koji d |= p takav da d < c (d > c) tako�e svedoqi isto.

(iv) Relacija≈lp (≈rp) je relacija ekvivalencije na skupu P(C) i skupu formula

sa parametrima iz C.

(v) Za skup D va�i D ≈lp p(C) ako i samo ako CrD ≈lp ∅. Sliqno, D ≈rp p(C)

ako i samo ako CrD ≈rp ∅
(vi) Za formulu φ(t) sa parametrima iz C va�i φ(C) ≈lp p(C) ako i samo ako

¬φ(C) ≈lp ∅. Sliqno, φ(C) ≈rp p(C) ako i samo ako ¬φ(C) ≈rp ∅.

Zanima nas ponaxa�e proizvo	ne formule sa parametrima u levom i desnom

kraju lokusa tipa. U slede�oj lemi �emo videti da to ponaxa�e zavisi samo

od jednog parametra, koji mo�emo da uzmemo da je realizacija tipa.

Lema 5.12. Neka je p ∈ S1(∅) i φ(t) formula sa parametrima iz C.

(i) Postoji formula ψ(t) sa parametrima iz konveksnog zatvore�a skupa

p(C) takva da φ(t) ≈p ψ(t).

(ii) Postoji realizacija a |= p i formula ψ(t, x) bez parametara takva da

φ(t) ≈lp ψ(t, a).
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(iii) Postoji realizacija a |= p i formula ψ(t, x) bez parametara takva da

φ(t) ≈rp ψ(t, a).

Dokaz. (i) Podelimo parametre koji se jav	aju u formuli φ(t) na tri

dela: ā koji su u konveksnom zatvore�u skupa p(C), b̄ = b1, b2, . . . , bm takve da

b1 < b2 < . . . < bm < p(C), i c̄ = c1, c2, . . . , cn takve da p(C) < c1 < c2 < . . . < cn.

Pretpostavimo za poqetak da su b̄ i c̄ neprazni. Primetimo da tada va�i:

p(t) ` bm < t ∧ t < c1.

Po kompaktnosti postoji formula ϕ(t) ∈ p(t) takva da ϕ(t) ` bm < t ∧ t < c1.

Ako sa ϕc(t) oznaqimo formulu koja opisuje konveksno zatvore�e skupa ϕ(C):

ϕc(t) = ∃t′t′′ (ϕ(t′) ∧ ϕ(t′′) ∧ t′ 6 t 6 t′′),

tada je jasno da ϕc(t) ` bm < t ∧ t < c1, kao i da je ϕc(C) konveksan skup. Kako je

ϕc(t) formula bez parametara, to je skup ϕc(C) fiksiran svakim automorfiz-

mom monstruma. Prema lemi 5.3, za svaki f ∈ Aut(C) va�i f ~ϕc(C) idC ∈ Aut(C).

Tvrdimo da je skup φ(C)∩ϕc(C) definabilan sa parametrima ā. Prema lemi

1.9 dovo	no je da doka�emo da je ā-invarijantan. Neka je f ∈ Autā(C). Tada je:

f [φ(C) ∩ ϕc(C)] = f ~ϕc(C) idC [φ(C) ∩ ϕc(C)] = φ(C) ∩ ϕc(C),

gde prva jednakost va�i jer φ(C) ∩ ϕc(C) ⊆ ϕc(C), a druga jer automorfizam

f ~ϕc(C) idC fiksira sve parametre formule φ(t) ∧ ϕc(t) koja definixe

φ(C) ∩ ϕc(C). Dakle, φ(C) ∩ ϕc(C) je zaista ā-invarijantan, pa je definabi-

lan formulom ψ(t) sa parametrima ā. Kako je p(C) ⊆ ϕ(C) ⊆ ϕc(C), to je:

ψ(C) ∩ p(C) = φ(C) ∩ ϕc(C) ∩ p(C) = φ(C) ∩ p(C),

xto dokazuje φ(t) ≈p ψ(t).

U sluqaju da je b̄ prazan i c̄ neprazan, formulu ϕ(t) ∈ p(t) mo�emo izabrati
po kompaktnosti iz p(t) ` t < c1, i nastaviti dokaz kao u prvom sluqaju.

Sliqno, u sluqaju da je b̄ neprazan i c̄ prazan, formulu ϕ(t) ∈ p(t) mo�emo

izabrati po komaktnosti iz p(t) ` bm < t, i nastaviti dokaz kao u prvom

sluqaju. U sluqaju da su b̄ i c̄ prazni, φ(t) je ve� formula sa parametrima u

konveksnom zatvore�u skupa p(C), pa mo�emo uzeti ψ(t) = φ(t).

(ii) Prema delu (i) postoji formula ψ′(t) sa parametrima iz konveksnog

zatvore�a p(C) takva da φ(t) ≈p ψ′(t). Izaberimo a |= p tako da je a ma�e

od svih parametara u formuli ψ′(t). Prema lemi 5.9, skup ψ′(C) ∩ (−∞, a)

je definabilan nad {a}; neka je ψ(t, a) formula koja ga definixe. Kako je

ψ′(C) ∩ (−∞, a) = ψ(C, a), to a svedoqi ψ′(t) ≈lp ψ(t, a), pa kako je φ(t) ≈p ψ′(t),
to je φ(t) ≈lp ψ(t, a).
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Deo (iii) se dokazuje sliqno kao (ii). �

U slede�e dve leme �emo videti da je proizvo	na formula ili levo (desno)

ograniqena u tipu ili je �ena negacija levo (desno) ograniqena u tipu.

Lema 5.13. Neka je p ∈ S1(∅) nealgebarski tip. Pretpostavimo da je

φ(t, x) formula bez parametara i a |= p. Tada je:

ili φ(C, a) ≈lp ∅ ili φ(C, a) ≈lp p(C),

i sliqno:

ili φ(C, a) ≈rp ∅ ili φ(C, a) ≈rp p(C).

Dokaz. Prema lemi 5.8 mo�emo izabrati skup Cl takav da:

• Cl je levo zatvoren podskup od C;

• Cl ∩ p(C) 6= ∅;
• za sve a′ |= p takve da a′ > a va�i tp(a′/Cl) = tp(a/Cl).

Izaberimo proizvo	no c ∈ Cl ∩ p(C).

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da φ(C, a) 6≈lp ∅ i φ(C, a) 6≈lp p(C).

Tada levo od c i formula φ(t, a) i formula ¬φ(t, a) imaju rexe�e u lokusu p(C).

Izaberimo b0, b1 |= p, b0, b1 < c, takve da |= φ(b0, a) ∧ ¬φ(b1, a). Primetimo da

b0, b1 ∈ Cl.
Prema lemi 5.7 mo�emo izabrati skup Dr takav da:

• Dr je desno zatvoren podskup od C;

• Dr ∩ p(C) 6= ∅;
• tp(b0/Dr) = tp(b1/Dr).

Primetimo da mo�emo izabrati a′ |= p takav da a′ > a i a′ ∈ Dr. Tada

tp(a′/Cl) = tp(a/Cl), jer a
′ > a, pa kako b0, b1 ∈ Cl dobijamo:

|= φ(b0, a
′) ∧ ¬φ(b1, a

′).

Me�utim ovo je kontradikcija jer a′ ∈ Dr, a tp(b0/Dr) = tp(b1/Dr). �

Lema 5.14. Neka je p ∈ S1(∅) nealgebarski tip. Pretpostavimo da je φ(t)

formula sa parametrima u C. Tada je:

ili φ(t) ≈lp ∅ ili φ(t) ≈lp p(C),

i sliqno:

ili φ(t) ≈rp ∅ ili φ(t) ≈rp p(C).

Dokaz. Prema lemi 5.12(ii) postoji a |= p i formula bez parametara ψ(t, x)

takva da φ(t) ≈lp ψ(t, a). Prema lemi 5.13, za formulu ψ(t, a) va�i ili ψ(C, a) ≈lp
∅ ili ψ(t, a) ≈lp p(C). Prema tome ili φ(C) ≈lp ∅ ili φ(C) ≈lp p(C). �
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3. Globalna proxire�a

Pretpostavka 5.15. U ovom ode	ku fiksiramo nealgebarski tip

p ∈ S1(∅).

Definicija 5.16. Sa pl i pr oznaqavamo slede�e skupove formula:

pl = {φ(t) | φ(t) je formula sa parametrima iz C i φ(C) ≈lp p(C)},

pr = {φ(t) | φ(t) je formula sa parametrima iz C i φ(C) ≈rp p(C)}.

Ci	 nam je da doka�emo da su pl i pr globalna ∅-invarijantna proxire�a
tipa p, kao i da su to jedina globalna, ∅-invarijantna proxire�a tipa p.

Zva�emo ih levo i desno globalno proxire�e tipa p. Tako�e �emo dokazati i

da su tipovi pl i pr pravilni nad ∅. Predstavi�emo dokaze navedenih tvr�e�a
koji se tiqu pl, analogni dokazi prolaze za pr.

Tvr�e�e 5.17. Skup pl je potpuni tip nad C i p ⊆ pl. Sliqno, pr je

potpuni tip nad C i p ⊆ pr.

Dokaz. Da je p ⊆ pl je jasno: ako formula φ(t) ∈ p(t), tada je p(C) ⊆ φ(C),

pa specijalno φ(C) ≈lp p(C), tj. φ(t) ∈ pl(t).

Da bismo dokazali da je pl konaqno zadovo	iv, izaberimo φ1(t), . . . , φn(t) ∈
pl(t). Tada je φi(C) ≈lp p(C) za sve i, pa izaberimo ci |= p koje to svedoqe.

Izaberimo a |= p, a < c1, . . . , cn. Tada je iz φi(C) ≈lp p(C) jasno da va�i

|= φ1(a) ∧ . . . ∧ φn(a), odakle sledi da je pl konaqno zadovo	iv.

Konaqno, za dokaz potpunosti, primetimo da prema lemi 5.14 za svaku for-

mulu φ(t) sa parametrima iz C va�i ili φ(C) ≈lp ∅ ili φ(C) ≈lp p(C), tj. za svaku

formulu φ(t) sa parametrima iz C va�i ili ¬φ(C) ≈lp p(C) ili φ(C) ≈lp p(C),

pa ili ¬φ(t) ili φ(t) pripada pl, xto dokazuje potpunost. �

Tvr�e�e 5.18. Tipovi pl i pr su jedina dva ∅-invarijantna proxire�a

tipa p u S1(C).

Dokaz. Najpre �emo dokazati da je pl invarijantan nad ∅. Neka je

φ(t, ā) ∈ pl(t) i f ∈ Aut(C). Tada je φ(C, ā) ≈lp p(C). Ovo znaqi da je:

φ(C, ā) ∩ p(C) ∩ (−∞, c) = p(C) ∩ (−∞, c),

za neko c |= p. Me�utim, primenom automorfizma f dobijamo:

φ(C, f(ā)) ∩ p(C) ∩ (−∞, f(c)) = p(C) ∩ (−∞, f(c)),

odakle zak	uqujemo φ(C, f(ā)) ≈lp p(C), pa φ(t, f(ā)) ∈ pl.

Sliqno, pr je invarijantan nad ∅.
Pretpostavimo sada da je p ∈ S1(C) neko ∅-invarijantno proxire�e tipa p.

Neka a |= p; zbog potpunosti ili t < a ili t 6< a pripada p.

103



Ako t < a ∈ p, zbog ∅-invarijantnosti, tada t < b ∈ p za sve b |= p. Neka je

φ(t) ∈ pl, tj. φ(C) ≈lp p(C). Tada ¬φ(C) ≈lp ∅, i izaberimo svedoka c |= p za to.

Formula ¬φ(t) nije saglasna sa podskupom p(t) ∪ {t < c} ⊆ p(t), pa ¬φ(t) /∈ p,

odakle φ(t) ∈ p. Dakle, pl ⊆ p, pa zbog potpunosti je p = pl.

Ako t 6< a ∈ p, tada a < t ∈ p, pa sliqnim zak	uqiva�em kao u prethodnom

pasusu dobijamo p = pr. �

Pre nego xto doka�emo da su pl i pr pravilni, doka�imo jednu tehniqku

lemu.

Lema 5.19. Neka je A ⊆ C i b |= p.

(i) Element b 6|= pl �A ako i samo ako postoje formula φ(t, x̄) i ā ∈ A takvi

da φ(C, ā) ≈lp ∅ i |= φ(b, ā).

(ii) Ako b 6|= pl �A i c |= p, b < c, tada c 6|= pl �A.

(iii) Ako je A0 = A ∩ pc(C), gde je pc(C) konveksno zatvore�e skupa p(C), tada

b 6|= pl �A ako i samo ako b 6|= pl �A0.

Dokaz. (i) Za ā ∈ A, formula φ(t, ā) /∈ pl ako i samo ako, po definiciji pl

i lemi 5.14, φ(C, ā) ≈lp ∅, pa (i) sledi direktno.

(ii) Pretpostavimo da b 6|= pl �A i c |= p, b < c. Izaberimo formulu φ(t, x̄) i

ā ∈ A takve da |= φ(b, ā) i φ(C, ā) ≈lp ∅. Tada mo�emo izabrati d |= p takvo da

d < φ(C, ā) ∩ p(C), pa primetimo da imamo:

p(t) ∪ {φ(t, ā)} ` d < t.

Po kompaktnosti izaberimo formulu ϕ(t) ∈ p(t) takvu da:

ϕ(t) ∧ φ(t, ā) ` d < t.

Uoqimo formulu ψ(t, ā):

ψ(t, ā) = ∃x (ϕ(x) ∧ φ(x, ā) ∧ x 6 t).

Tvrdimo da ψ(t, ā) /∈ pl. Ako je e |= p takav da |= ψ(e, ā), izaberimo e′ koje je

svedok za egzistencijalni kvantifikator u |= ψ(e, ā); dakle, |= ϕ(e′)∧φ(e′, ā)∧
e′ 6 e. Iz |= ϕ(e′) ∧ φ(e′, ā) sledi d < e′, xto zajedno sa e′ 6 e povlaqi d < e.

Dakle, d < ψ(C, ā) ∩ p(C), pa je ψ(C, ā) ≈lp ∅, tj. ψ(t, ā) /∈ pl.

Sada primetimo da je b svedok za egzistencijalni kvantifikator u |= ψ(c, ā)

(|= ϕ(b) va�i jer b |= p i ϕ(t) ∈ p(t)). Prema tome c 6|= pl �A.

(iii) Implikacija (⇐) je trivijalna. Pretpostavimo b 6|= pl �A. Izaberimo

formulu φ(t) sa parametrima iz A takvu da |= φ(b) i φ(C) ≈lp ∅. Prema lemi
5.12 postoji formula ψ(t) sa parametrima iz A0 takva da φ(t) ≈p ψ(t). Tada je

jasno |= ψ(b) i ψ(C) ≈lp ∅, pa b 6|= pl �A0 . �
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Tvr�e�e 5.20. Tipovi pl i pr su pravilni nad ∅.

Dokaz. Pretpostavimo da je A ⊆ C i a ∈ p(C)rpl �A(C). Treba da doka�emo

da pl �A ` pl �Aa. Prema lemi 5.19(iii) mo�emo pretpostaviti da je A ⊆ pc(C),

gde je pc(C) konveksno zatvore�e skupa p(C). Uoqimo restrikciju clpl na p(C)

(tako�e je oznaqavamo sa clpl):

clpl(A) = {c |= p | c 6|= pl �A}.

Prema lemi 5.19(ii), clpl(A) je zatvoren na desno u p(C). Oznaqimo sa D konvek-

sno zatvore�e skupa clpl(A).

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da pl �A 0 pl �Aa, i izaberimo b |= p

takvo da b |= pl �A i b 6|= pl �Aa; tada b /∈ clpl(A). Kako je clpl(A) na desno zatvoren u

p(C), to je b < clpl(A), pa je i b < D. Kako b 6|= pl �Aa, prema lemi 5.19(i), postoji

formula φ(t, x) sa parametrima iz A, takva da |= φ(b, a) i φ(C, a) ≈lp ∅. Iz

φ(C, a) ≈lp ∅, mo�emo izabrati b′ |= p takvo da |= ¬φ(b′, a) i b′ < b. Specijalno,

b′ < b nam jox ka�e da b′ /∈ D i b′ |= pl �A.

Kako tp(b/A) = tp(b′/A) = pl �A, postoji automorfizam f ∈ AutA(C) takav

da f(b) = b′. Kako f fiksira A, to f fiksira skup clpl(A), pa je i f [D] = D.

Prema lemi 5.3, idC~D f ∈ Aut(C). Primetimo da idC~D f slika par (a, b) u

(a, b′) (idC~D f fiksira a, jer a ∈ clpl(A) ⊆ D), xto je u kontradikciji sa

|= φ(b, a) ∧ ¬φ(b′, a).

Sliqno, tip pr je pravilan nad ∅. �

Sada mo�emo da doka�emo teoremu 5.1. Drugi deo sledi iz napomene 5.4 i

tvr�e�a 5.18. Za dokaz prvog dela pretpostavimo da je p invarijantan

nealgebarski tip. Prema napomeni 5.4 mo�emo pretpostaviti da je invari-

jantan nad ∅. Dakle, p je invarijantno nad ∅ proxire�e od p = p�∅, pa prema

tvr�e�u 5.18, p je jednako ili pl ili pr (levo i desno globalno proxire�e od

p). Prema tvr�e�u 5.20, p je pravilan.

Na kraju, razmotrimo Morlijeve nizove u pl nad ∅. Ako je (a, b) Morlijev

niz u pl nad ∅, tada prema lemi 5.19(ii) sledi da je b < a. Zaista, ako je a 6 b,

tada a 6|= pl �a povlaqi b 6|= pl �a. Prema tome pl je asimetriqan tip nad ∅. Tako�e,
svaki Morlijev niz u pl nad ∅ je strogo opadaju�i u odnosu na bazno ure�e�e.

Dakle, ure�e�e koje svedoqi ∅-asimetriqnost tipa pl, <pl , je ure�e�e >.

Sliqno, ako je (a, b) Morlijev niz u pr nad ∅, tada je a < b, odakle direktno

zak	uqujemo ∅-asimetriqnost tipa pr, kao i da su svi Morlijevi nizovi u

pr nad ∅ strogo rastu�i u odnosu na bazno ure�e�e, tj. ure�e�e koje svedoqi

∅-asimetriqnost, <pr , je bax bazno ure�e�e <.
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Tvr�e�e 5.21.

(i) Pretpostavimo da a, b |= p, a < b. Tada je (b, a) Morlijev niz u pl nad ∅
ako i samo ako je (a, b) Morlijev niz u pr nad ∅.

(ii) Za svako a |= p va�i:

Epl(a) = Epr(a).

Dokaz. (i) Pretpostavimo da (b, a) nije Morlijev niz u pl nad ∅. Tada

a 6|= pl �b, pa prema lemi 5.19 postoji formula φ(t, b) takva da |= φ(a, b) i

φ(C, b) ≈lp ∅. Primetimo da tada za svako c |= p va�i φ(C, c) ≈lp ∅. Ako je c

takvo da a < b < Epl(c), tada (c, a) jeste Morlijev niz u pl nad ∅, pa mora biti
|= ¬φ(a, c). Prema tome za formulu ¬φ(a, t) va�i ¬φ(a,C) ≈rp p(C). Odatle

φ(a,C) ≈rp ∅, pa φ(a, t) /∈ pr, i kako |= φ(a, b), dobijamo b 6|= pr �a, tj. (a, b) nije

Morlijev niz u pr nad A. Drugi smer je potpuno analogan.

(ii) Pretpostavimo da a |= p. Tada prema (i) imamo:

b ∈ Epl(a) akko a i b se ne mogu pore�ati u Morlijev niz u pl nad ∅

akko a i b se ne mogu pore�ati u Morlijev niz u pr nad ∅

akko b ∈ Epr(a),

Dakle, Epl(a) = Epr(a). �

Prema prethodnom tvr�e�u, Morlijev niz u pl nad ∅ je isto xto i Morlijev

niz u pr nad ∅, ali obratno ure�en. Dakle, imamo slede�u direktnu posledicu.

Posledica 5.22.

(i) Lin∅(pl) = Lin∅(pr) i (Lin∅(pl), <pl)
∼= (Lin∅(pr), <pr)

∗.

(ii) LinM∅ (pl) = LinM∅ (pr) i (LinM∅ (pl), <pl)
∼= (LinM∅ (pr), <pr)

∗, za svaki mali

model M .
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Lista simbola

|= relacija zadovo	e�a (7, 10, 12)

` relacija forsira�a (11, 12)

⊥w, 6⊥w relacija slabe (ne)ortogonalnosti (15)

⊥, 6⊥ relacija (ne)ortogonalnosti (16)

⊗ operacija proizvoda invarijantnih tipova (33)

~D operacija na skupu preslikava�a linearnog ure�e�a (96)

≈p relacija jednakosti na lokusu tipa p (100)

≈lp,≈rp relacija jednakosti na levom (desnom) kraju lokusa tipa p (100)

Aut(M) grupa automorfizama modela M (8)

Bp skup jako p-ograniqenih simetriqnih formula (60)

C monstrum (11)

cl uobiqajena oznaka za operator zatvore�a (18)

clp operator pridru�en tipu p (33)

clT , restrikcija operatora cl na T (18)

clT relativizacija operatora cl u T (18)

dp φ definicija formule φ (13)

D(L) Dedekindovo kompletira�e ure�e�a L (24)

Dp,A(b̄) skup zavisnih realizacija tipa p�A od b̄ (72)

DM
p (b) skup zavisnih realizacija tipa p�A od b u M (90)

E(a) E-okolina elementa a (21)
Ep(a) Ep-okolina elementa a (55)
EMp (a) EMp -okolina elementa a (90)

Ip,A(b̄) skup nezavisnih realizacija tipa p�A od b̄ (72)

Invp,A(X) p-invarijanta nad A skupa X (56)

LinA(p) koliqniqki skup relacije Ep (55)
LinMA (p) koliqniqki skup relacije EMp (82)

p, q, . . . uobiqajene oznake za potpun tip (9)

p, q, . . . uobiqajene oznake za globalan potpun tip (13)

pm, pI stepen invarijantnog tipa p (31)

p�B restrikcija tipa p na domen B (10)

p(M) skup realizacija tipa p u modelu M (10)

φ(M) skup rexe�a formule φ u modelu M (7)
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π projekcija na Scl (21)

πp projekcija na LinA(p) (55)

πMp projekcija na LinMA (p) (90)

Sn(A) skup potpunih tipova nad skupom parametara A (9, 12)

Scl koliqniqki skup relacije E (21)
SemA(b̄) skup poluizolovanih nizova sa b̄ nad A (16)

Σ(M) skup rexe�a skupa formula Σ u modelu M (8)

Th(M) teorija modela M (8)

tp(ā/A) tip niza ā nad skupom parametara A (9, 12)

110



Biografija

Slavko Moco�a ro�en je 11.10.1984. u Sremskoj Mitrovici. Diplomirao

je na Matematiqkom fakultetu u Beogradu 2007. godine na smeru Teorijska

matematika i primene. Xkolske 2007/2008. godine je upisao doktorske studije

na istom fakultetu. Od 2007. do 2009. godine bio je zaposlen kao saradnik u

nastavi, a od 2009. godine zaposlen je kao asistent na Matematiqkom fakultetu

u Beogradu.










