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N3jaBe 3axBasTHOCTH

Hewsmepny zaxpasiHocT ayryjem mom Mentopy llpeapary Tamosuhy ma com
BpeEMeHY W TPYIAYy Koje je VI0XKHO Ja Me yBeje Yy TeOpHjy Mojesa, Kao U Ha CBO]j

nomohu 6e3 Koje He 6u OHI0 OBe Te3e.

3axBaJHOCT JyryjeM W 9IaHOBHMA KOMHCHje Ha KOPHCHHM CABETHMA U KOMEH-
tapuMma. l[locebno mopam ja ce 3axajum podecopy Kekumrody Kpynuackom

KOjU MU je YKa3a0 Ha T'Pelrke y MpBOOUTHOM TEKCTY.

Jemenn Katuh wm mpodecopy 3opany llerpoBuhy ce 3axBasmyjeM IITO €y MU

yKa3aJd Ha BeJIUKU OpOj MPaBOIMUCHUX T'PEIIaKa.

CB0ojoj mopomuIu ce 3axBaJjbyjeM Ha BEJIHKO] MOAPIIIU KOjy Cy MH INPYZKATIA

TOKOM I'OJHHA.

Caasko Moroma



ACI/IMeTpI/I‘{HI/I IIpaBUJIH THUIIOBU

Pe3sume: Y oBOM pajy m3ydaBaMO aCHMETPHIHE IJI00AJIHEe IIPABUJIHE THIIOBE. AKO
je p mpaBmJIaH M acHMeTpuUaH Hal A, Tama mocroju ypeheme TakBo 1a cy Mop.u-
jeBu HH30BHU y p Ham A crporo pactyhu. Mcemocrasspa ce ma 3a CBaKH MAJH MOIE
M DO A Baxu ma tun ypebhema mMakcumasiaHor Mop/anjeBor HE3a y p Hax A uujn
cy esiemenTu u3 M ue 3aBucu 0 u3dopa HU3A, Tj. TO je uHBapujanrta mojena M
KOjy o3HadaBamo ca Invy 4(M). ¥V npebpojuBoM ciIydajy MOKEMO Aa OAPEIUMO CBE
moryhuoctn 3a Inv, 4(M): mwin je Invy 4(M) mpoussosHO HpeGPOjUBO JIHHEAPHO
ypeheme miu je, moj ycJaoBOM Ja caJIp:Ku Oap JABe Tadyke, MpedpPOjuBO T'YyCTO JUHE-
apro ypeheme (moryhe ca jeanom mwin obe Kpajie Taduke). Takohe, u3ydaBaMo Besy
u3mely Invy, 4(M) u Invg 4(M), Tae cy p u q 1Ba OpaBUIHA W acuMeTpudHA HaL A
THUIIa TaKBa Ja je Py A qu. Pasaukyjemo aBe BpcTe HEOPTOTOHATHOCTH: OIPAHHYCHY
u Heorpanmdeny. llom mpermocTaBKOM 7a ¢y P M ( KOHBEKCHH, Yy OTPAHUYECHOM
caydajy mobujamo aa cy Inv, 4(M) u Invy 4 (M) u3oMopdHI HIH aHTHH30MOPdOHH,
JIOK TO/I TPETTIOCTABKOM jaKe HPABUIHOCTH, Y HEOIPAHUYEHOM CJIy9ajy J00ujamo m1a
cy Jenexunnosa xommaerupama of Invy 4 (M) u Invy 4(M) m3omopdra nan anTn-
nzomopdua.

[Tocebno n3yuasamo ciaenehy Kaacy cTpykTypa: eKclaH3uje JuHeapHux ypehema
ca IpebdPOjUBO MHOTO YHAPHHUX IpEJUKATa U IpeOdPOjHBO MHOIO peJialldjd eKBHBa-
JIEHIIHje ca KOHBeKCHUM Kjaacama. O6e36eljyjeMo HOBe puMepe IPaBUJIHUX THIIOBA.
Hawmwme, ucnocraB/ba ce jga je cBaku IJIoOaJaH WHBApPUjAHTAH THUII ¥ OBOM KOHTEK-
CTY HpaBHJIaH, K0 U JIa CBAKU HeaIrebapcKu THI HaJI A mMa TadyHO JBa II00AJIHA
MHBAPHUjAHTHA HAJ[ A TPOMIUDEIHA.

Taxohe nzyuaBamo Be3y u3amely nurama er3ucTeHInje KBa3uMUHIMATHOT MOJIe-
Jla TIOTTIYHE TeOpHUje TPBOT Pejia U MUTAkha er3UCTEHIN]e JaKO MPABUIHOT TJI0OATHOT
TUma. BaBuMo ce m mpobJaeMOM Ja JIW je CBaKa KBa3sMMHUHUMAJHA rpymna Abesosa.
UcnocraBiba ce Jla OBO IMHTAHE UMa IMO3UTUBAH OJIOBOP V CAyYajy Ja je IJI00aJHO

IIPpOIIUPEH€ N'eHEPUYIKOT' TUlla KBa3SUMHUHHUMAaJIHE I'PYII€ aCUMETPUYIHO HaJ @
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Asymmetric regular types

Abstract: In this thesis we study asymmetric regular types. If p is regular and
asymmetric over A, then there exists an order such that Morley sequences in p over
A are strictly increasing. It turns out that for every small model M O A, the order
type of a maximal Morley sequence in p over A whose elements are from M does not
depend on the choice of the sequence, i.e. it is an invariant of the model M denoted
by Invy 4(M). In the countable case we can determine all possibilities for Inv, 4(M):
either Inv, 4(M) is an arbitrary countable linear order or, provided that it contains
at least two elements, it is a countable dense linear order (possibly with one or
both endpoints). Also, we study the connection between Inv, 4(A) and Invy 4 (M),
where p and q are two regular and asymmetric over A types such that pgu £ qu. We
distinguish two kinds of non-orthogonality: bounded and unbounded. Under the
assumption that p and q are convex, in the bounded case we get that Inv, 4(M) and
Invg 4(M) are either isomorphic or anti-isomorphic, while under the assumption
of strong regularity, in the unbounded case we get that Dedekind completions of
Inv, 4(M) and Invy 4 (M) are either isomorphic or anti-isomorphic.

In particular we study the following class of structures: expansions of linear
orderings with countably many unary predicates and countably many equivalence
relations with convex classes. We provide new examples of regular types. Namely,
it turns out that every global invariant type in this context is regular, and every
non-algebraic type over A has precisely two global extensions which are invariant
over A.

We also study the connection between the question of existence of a quasi-
minimal model of a complete first-order theory and the question of existence of
a global strongly regular type. We also deal with the problem whether every quasi-
minimal group must be abelian. It turns out that this question has the positive
answer provided that the global extension of the generic type of a quasi-minimal

group is asymmetric over ().
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YBOg

[Tox uaBapujanToM ajiredbapcke CTPYKTYpe, WK OIIITH]e CTPYKTYPe LIPBOT' pe/ia,
MHUCJIH C€ Ha HEKO CBOJCTBO CTPYKTYPE KOje 0CTaje HeIPOMEH-EHO IIPpH H30MOP(U3MY.
NuBapujanra je BepHa ako ojapehyje crpykTypy 10 Ha m3omopdu3zam. HajocHoBHUju
NpuMepu WHBapHUjaHaTa Cy W3pazKeHu KapJumHaanum OpojeBuma. Ha mpumep, Bek-
TOPCKH IIPOCTOP HaJ (PUKCHpPAHUM I0/beM je ojpehen mo Ha m3omopduszam Kap-
JIMHAJHEM OpojeM — IheroBoM auMeH3ujoM. [Ipema Tome, auMeH3Hja BEKTOPCKHX
IpocTopa je mpuMep BepHe mHBapHjanTe. Takobe, cTemeH TpaHCIEHIEHTHOCTH HaJI
Oa3HUM MOJbEM je MHBapHjaHTa M0Jba (PUKCHUpaHe KapaKTePUCTHKE, aJTH OBa MHBA-
pujaHTa Huje BepHa y oumreMm cjaydajy. Mebhyrum, 1o jecre BepHAa MHBapujaHTa

ayrebapCcKy 3aTBOPEHUX MOJba (PUKCHPaHe KapaKTePHCTHUKE.

Pasmorpumo ciegehn TpuBHjasan npuMep KOju HaM jaje JIPYry BPCTY UHBAPH-
jamre. Heka je T'= Th(Z, <), tae je Z ckyn nesmx 6pojesa. Teopuja T kaxke ma je
< JInHeapHO ypeheme W J1a CBaKH eJeMeHT UMa JUPEKTHOT MPETXOJHHKA U JTHPEK-
THOU ciegoenuka. Mogenn teopuje T' cy Tauno L X Z, ypehenu jekcukorpadeku,
rie je L npousBo/pbHO JuHeapHo ypeheme. Ilpumernmo jga L MozkeMo J100UTH U3
L X 7 ka0 KOJMYHWUYKU CKYII peJialuje eKBuBajeHnuje reuHucane ca: a ~ b ako u
caMoO aKO MOCTOjU KOHAYHO MHOTO ejgemenaTta nwaMmehy a m b. OBa ekBHBaJIeHIM]a je
jedunabdbuHa 6ECKOHAYHOM JIUC]YHKITjOM, 1a 3aK/by4dyjeMo fa cy Ly X Z u Ly X 7
uzomMopduu aKko u camo axko cy Ly u Lo m3omopduu. 300r Tora je JuHEApPHO ype-
beme L Bepna muBapujanta mojena L X Z, Tj. muHeapHa ypeherma ce jaBibajy Kao
BepHe WHBapHUjaHTe Mojesa Teopuje 1. Y 0BOj Te3u HAC 3aHUMA]y WHBAPHUjaHTe OBOT

00uKa.

Buiujam Mapir je 1966. y ¢Bojoj JoKTOpCcKOj Te3u ([6]) 1a0 IpBO MOJIES-TeOpeT-
CKO YOIIIIITERme MOjMa TUMeH31je BEKTOPCKUX MPOCTOPa U TPAHCIEeHAeHTHOT CTeleHa
no/ba. MOTHBHCAH YHILEHUIIOM Ja CY OeCKOHAYHH BEKTOPCKH IMPOCTOPU H aJre-
GapCKH 3aTBOPEHA T0Jba MUHUMAJIHE CTPYKTYPE ¥ MOJEI-TEOPETCKOM CMHUCTY (KOM-
IUIEMEHT CBAaKOr GeCKOHAYHOr JepUHAOUIHOD CKyIla je KOHAYaH), J0KAa3a0 je Ja
y CBaKO] MHUHMMAJIHO] CTPYKTYPH IOCTOjU MPUPOJIHO JePUHUCAH ONEepaTOp IpeJi-
reoMeTpuje, KOju UHJYKYyje AUMEH3U]y. Y BEKTOPCKUM MPOCTOPHMA C€ OBa JUMEH-
3Mja MmoKJIama ca yoOn4dajeHoM JIMMEH3HjOM, a y ajaredapCcKu 3aTBOPEHNM MT0JbUMa, Ca,
CTEIeHOM TpaHcIHeHieHTHOCTH. Takobhe, oBaj oneparop mpeareoMeTpHje je y CBakoj
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MUHHMAJIHO] CTPYKTYPH HOTHYHO oJpeljeH reHepuuKuM THIIOM, Tj. CKYIIOM (bopMmy.ia

Koje JebuHuIny KokoHaYHe CKYIOBE.

[Tlenax je kpajeMm cegamjeceTnx yBeO TOjaM HMPABUJIHUX THUIIOBA Y CTAOUJIHUM
reopujama ([13]). Cpaku mpaBuian Tun y cTabUIHOj TeOpUju HHIAYKYje oapehenu
oTepaTop Ipe/ireoMeTpHje Ha MOJIeTy TeopHje, U HeroBa JUMeH3Hja je jeaHa O WH-
BapujanaTa Mozgesa. [llenax je jokasao Ja ako HeIpeOPOjHBU MOJIEJH HEKe TeOpHje
Mory O6uTH onpeheHn HEKOM BEPHOM MHBAPHUjaHTOM, TaJa je Ta BepHA WHBAPUjAHTA,
rpy0o roBopehu, IpBO YMju CYy UYBOPOBH O3HAUECHU KapAWHAIHUM OpOjeM — TUMEH-

3ujom ojipeheHux IpaBUJIHUX THUIIOBA.

[lojam mpaBmaHOT THHA y ommTeM cayd4ajy cy yBeau llmmej m Tamosuh 2009.
roguue ([10]). Hbuxos pax je moruBucan 3uiGepoBOM XHIIOTE30M KOja TBPIH JIa
je moJbe KOMILIEKCHUX OpojeBa ca eKCIOHEHINjaTHOM (DYHKIHMjOM KBA3HMHUHHUMAJIHA,
CTPYKTYpa (KOMILIEMEHT CBAKOT HempeGpojuBor nedbuHAOHIHOT CKyIa je Tpedpo-
jus). Onu cy jokasajau jga 1HOCTOje J[Be BPCTE HPABUJIHUX TUIOBA: CHMETDUYHHU M
acumerpuaan. CUMETPUYHE TUIIOBH WHJYKYjy OMEPATOD HpeJreoMeTphje Ha MO/Ie-
JIy, W FeroBa JUMeH3HUja je WHBapHjaHTa MOJlesa, MOK aCUMeTPUIHH WHIAYKY]Y Ha
MOJIeJTy TIpaBu orepaTop aaredbapckor 3aTBOpemba U napiujaino ypeheme y omgrocy
Ha Koje ¢y He3aBUCHHU HU30BH cTporo pactyhu. [lunej u Tanosuh cy rakobhe jnokazann
Jla Y MEHAMAJHAM U KBa3UMUHUMAJTHUM TPyNaMa MOCTOJU jeIWHCTBEH jaKO ITPaBU-
JIaH TMPeKO T = & THIl, Ta MOCTOje JIBe BPCTe MUHUMAJTHUX M KBA3UMHUHUMATHUX
rpyma: cUMeTpudHe m acuMeTpudHe. lcTo Bakum w 3a MUHUMAJTHA W KBA3WMUHU-
MaJIHa To/ba. Takohe, MPaBUIHN TUIIOBY UMAjy BazKHY YJIOTY Y H3yUaABAIGY XUMOTE3E
IToxesckor, Hajcrapujer mnpobjieMa ajredapcke Teopuje Mojena, Koja TBPAHM Ja je
CBAaKO MHUHUMAJTHO TIOJbe aJjiredbapcku 3aTrBopero. Kpynuucku, Tanosuh n Baruep cy
2013. romwne, Kopucrehn TeXHUKY MPABUJIHUX THIIOBA, cBejin xunoresy llomeBckor
Ha onpeleny morkiacy acumerprnanux mosba ([4]). CumerpudHe NpaBuiIHe THIOBE

je usygasao Tanosuh y [15].

Y 0BOj Te3u u3yvyaBamMoO acUMeTpUYHe lpaBujiHe Tuione. Te3za je nojesbeHa
Ha 1neT norjas/ba. lIpBa jgBa cy yBojHA, a mocjelma Tpu cy nocBehena narem
n3ydaBamy aCHMETPUYHUX MPABUIHNX THIIOBA, M OHA Ca/IpyKe OPUTHHATHE Pe3y/ITaTe
n3ydaBama. Pesyararn Tpeher u 4eTBpPTOr MOTJIaB/ba Cy MPEJICTAB/LEHN Y PAIOBUMA
[7, 8], a pe3ysrTaTy MeTOr MONJIAB/bA Cy HOBE3AHU CA TPEHYTHHM 3ajeTHHIKIM PAIOM

ayropa ca ejanom Vauhem u Ilpeaparom Tanosuhem.

[TpBo norsiaBsbe je yBojano. Jlahemo npersie 1nojMoBa u3 Teopuje MoJIe/ia Koje
hemo kopuctutu. CBu jeTa/bu Be3aHW 3a OBE MOjMOBe MOTy ce Hahu y Kmurama
[2, 5, 17, 9]. Takobe hemo maTm KpaTko W3Iarame o oneparopuma aaredbapckor
3aTBOpPema u oneparopuma npegareomerpuje. [locebHo, 3anHTEpECOBAHN CMO 38 TTOT-
IYHO JlereHepucaHe omepaTope aarebapckor 3aTBopema. (Baj KOHIENT je CKOPO
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yBejieH y pany [8]. IlpemcraBibeHn pesyaTaTu Cy JAKW, ajld Cy BeOMa 3HAYAJHU 3a
N3yUJaBaibe aCHMETPUUYHUX MpaBUJIHEHX THMOBa. Takohje hemo ce momcetuTn mojma
JleiexknHI0BOT KOMILIETUPAaMa I'yCTuX JuHeapHux ypehema. OBaj mojam je 100po

no3uar, mehyrum Mu hemo npuiaroautu gepunuimjy HamuMm morpedbama.

JIpyro morsaBsbe je Takohe yBOJHOT THIA, AJU jé YCMEpeHO Ka JAedUHUCAbY
npaBuIHEX THIOBA. JlajeMo neduHuNMjy MHBAPUjaHTHUX THIIOBA, U IPEJICTAB/HAMO
pe3yJaTare Koju ¢y BakKHU 3a Hac. CHernujasHo, JajeMo JedUHUNN]Y U BayKHA CBOj-
ctBa MopanjeBux Hu30Ba. MOp/njeBr HU30BU UMajy KJ/BYUIHY YJIOTY y HallleM n3yda-
Balby ACHMETPUYHUX TPABUJIHHX THUIOBa. llojam mHBapujaHTHOT THIA je J0O0pO
03HAT, & JIeNO u3Jjarame o muma ce Moxke Hahu y Cumonosum jeknujama [14].
ITorom hemo mokazaTu ja ce cBaKOM HeaaredapCKOM THUITY P HAJI MOJIEJIOM, MOXKe
npuJpyKuTu oneparop cl,. Yumenuna na je cl, onmeparop ajnredapckor 3arBopermba
HA HEKOM CKYIy IOBe3aHa je ca YUIHeHWIOM Ja je TJIODAJIHU THUI P TTpaBU/IaH.
Ogo je pesyarar [Tuneja u Tanosuha ([10]). ¥V oBOM pajy OHE Cy yBeJIH MOjMOBE
OPaBUJIHUX U JaKO NPABUJIHUX THUIIOBA, KOjH he OUTH OBJe TpejcTaB/beHn. Takobe
heMo mpencTaBUTH U BHUXOBY TeopeMy AHXOTOMHje MPABWIHUX TUIOBA, KOja KaxKe
Jla TOCTOoje JIBe BpCTe MPAaBUJIHUX TUMOBA: CUMETPUYHHM W acuMeTpwdHu. Takobe,
HPUAPYZKEH OLepaTop ajirebapcKor 3arBapama cl, je omeparop npejareoMerpuje y
Cllydajy CUMETPUYHMX THIOBa, JOK cl, mpaykyje crnenujajno jgeduHaduino nap-
nujaano ypeheme y caydajy acMMETPUYHHX THUIMOBA; KayKEMO JIa OBO MapIlUja/IHO
ypeheme cBegoun acuMmerpudHOCT. [J1aBHO CBOjCTBO OBOT mapuujaaHor ypehema je
na cy MopiujeBu nu3oBu cTporo pacryhm y oamocy Ha mera. 3a er3HCTEHIHU]Y
napigjaanor ypehema Koje cBeoYn acCHMETPUYHOCT HaM HEje HOTpeOHa IIyHa MOh

HPETIOCTaBKe O MPABUJIHOCTH, 11a NeMO YBECTH U I0jaM CJIab0 IMPABUIHHUX THIIOBA.

Y TpeheMm moriaBmy M3ydaBaMO KBA3UMHHHMAJIHE CTPYKTYpPe, MOCEOHO KBa3W-
mvuHuMasaae rpyne. [Ipegcrasuhemo opurunanue pesyiarare u3z [7]. Crpykrypa Ha
npedpojuBOM je3MKY je KBa3sMMHHUMAaJIHA aKO je HelmpeOpOojuBa U CBaKH meH jJedu-
HabuaaH (ca mapamMeTpuma) MOACKYI je uin npebpojuB uin Konpebpojus. Kpaznmu-
HUMAJTHOCT Ce jaBWJIa Ka0 BayKHO CBOJCTBO y 3MI0EPOBOM M3ydaBamy KOMILIEKCHOT
eKCIIOHEHTIWjAJIHOT TI0Jha, aJu TaKohe ce MOXKe BHJIETH KaO YOIIITeHhe IM0jMa MUHU-
MasHoCTH (BecKOHAYHA CTPYKTYpA je MHHUMAJTHA aKo je CBAKU heH JebuHaOuIaH
ca nmapaMeTpuMa TOJCKYI WM KOHAYaH WM KOKoHavaH). Hajnpe hemo mcrpazku-
BaTU Be3y u3Mely ersucTeHIyje KBa3suMUHUMATHOT MOJIENa TeOPHje U eT3UCTeHIIH]e

jako npasuiHor (npeko x = x) tuna. Jlokazahemo caenehy Teopemy.

TEOPEMA 1. Hexa je T' nomnyna meopuja Ha npebpojueom jeaury ca OeckoHa -

HUM MOOJEAUMA.

(i) Axo nocmoju 2nobarar u NPeGPOJUBO UHBAPUJGHMAK MUN P Makas da je nap

(p,x = x) jako npasusan, mada T UM KEA3UMUHUMAAGH MOJEA.



(ii) Axo je M =T xeasumunumanan modes wuju je 2enepuwky mun p dedunabu-
AGH, Mada NOCMoju 2A00a.40H, NPEOPOJUBO UHBAPUIAHMAH, MUN P Makas 06 je

nap (p, x = ) jaxo npasuiaH.

Cnabujy Bep3ujy IPBOT Jejia TPETXOIHe TeopeMe Cy HE3aBUCHO JTIOKA3aJu Y Heob-
jaB/beHUM OeslemKaMa Xajkasjan u TaHoBuh; OHH Cy J0JaTHO TPETIOCTABUIN 1A je
tun p aedpunabunan man (). JIpyru meo reopeMe ce MOXKe 3aK/byUUTH U3 PE3YJITATA,
y [10]. 3arum ce GaBuMO IHUTameM Ja JH KBa3MMHUHHMAJHA Ipyna Mopa aa Oyme
Abesnoa. OBo muTame je nocraBbeHo y [10] u Moxke ce BUaeTH Kao yommreme Pa-
jHEeKeOoBe TeopeMe Koja KazKke Jia je cBaka MUHIMaJHa rpyna AGenosa ([12]). Tahemo

napiijajal MO3UTUBAH OJITOBOP HA OBO MUTame, Tj. AoKaszahemo cienehy Teopemy.

TEOPEMA 2. Csaka kea3umunumanria wucma 2pyna ca O-depunabunmum nap-

yujasrum ypeherwem ca nenpebpojusum sanuyuma je Abenrosa.

Y 4eTBPTOM TIONJIAaB/bY MPEJICTaB/HAMO OpUTHHAIHE pe3yarare u3 [8]. [Tpumern-
hemo Ja je omeparop ajrebapckor sarBopemba cly, IpUApyzKeH cJado IPaBUIHOM
Ha A U acUMeTpUIHOM HaJ A TUIY P, HOTIYHO JereHepucan. OBa YHIHEHUANA HAM
J103BOJbaBa Ja jgedunumieMo uaBapujanty Invy, 4(M) Mozesa: TO je THI JMHEAPHOL
ypehema Makcumasnor MopimjeBor Hu3a y p Hag A unju cy exementu us M. Ham
upBu nusb je na ucrpazxumo moryhuocru 3a Invy 4(M). Hcnocrasmpa ce ga cy asa
CBOjCTBa pe/ieBaHTHA 3a TO nuTame. [IpBo je mpocroct Ham A, Tj. pesaruBHa gedu-
nHabuauoct Han A penaruje ,,(z,y) je Mopaujes uu3 y p nag A” | a 1pyro je KOHBeK-
cHOCT HaI A, Tj. muTame 1a au ypeheme Koje cBemoun acuMeTpuaHocT Hal A Moxke
OuTn m3abpaHOo Tako Ja je JIOKyC Tuna Py KoubBekcaH nojackyn on €. [lokaszahemo

caenehy Teopemy.

TEOPEMA 3 (Monoma, Tanosuh). Hexa je T meopuja, p mun xoju je caabo npa-

susar u acumempuyan Had A, u M maru moden 00 T.

(i) Axo je p npocm u xomsexcan nad A u Inv, 4(M) cadporcu bap dee mauxe,
mada je Inv,, 4(M) eycmo auneapno ypeherve (mozyhe ca jednom uau obe Kpajroe
mawke,).

(11) Axo cy T u A npebpojusu, up je npocm u nekonsexcar nad A, mada Inv, (M)
MOdHCE UMY NPOUBONLHO NPEBPOJUBO AUHEAPHO YpeRerve.

(1it) Axo cy T u A npebpojueu, u p nuje npocm nad A, mada Invy (M) moorce

bumu NPou3soHHO NPebpPoJuco Aumneapro ypeherve.

Cruerujaano, ako cy 1’ u A mpebpojusu, nokaszahemo jga mmMamo TaqHo 1, 3, 6 win
2% moryhuocrn 3a Invy, 4(M) xana je M upeGpojus mozesn, u oapeauhieMo yciose

I0JT KOjUMa ce cBaKa OJi OBUX Mor'yhHOCTH jaB/ba.



Jabe n3ydaBaMo muTame (He)OPTOrOHATHOCTH MPABUJIHUX TUIOBA. JI0Ka3yjemo

caegehy Teopemy.

TEOPEMA 4 (Momnomwa, Tanosuh).

(i) Acumempunan npasuaar mun je opmozoHGAGH HG CEGKYU UHEAPUJAHMAH CU-
MEMPUYBAH, MUN.
(11) Yeaosu cumempusnocmu U GCUMEemMpPUYHOCING CY CAYYEAHU NPU DEAGUUIU HE-
OPMO20HAAHOCTNUY NPAEBUSHUT MUNOEA.
(111) Heopmozonaanocm je peaauuja exeusaientyuje na ckyny acCuMempuyHuL npa-

BUJAHUL TMUTIOB6A.

Ha xpajy, m3yuasamo Be3y msmely Inv, 4(M) u Invg 4(M), tme cy p u q asa
THUIIa acuMeTpuyHa Hajx A u npasBuina Haja A, Taksa Jjia cy ojgroapajyhe pecTpuk-
muje o p u q y peaamuju L. YV omnmreM caydajy, He MOpa MOCTOjaTH HUKAKBA Be3a
u3Mely BUX, alu ¥ cAy4ajy jaKo MPABIIHUX THIIOBA, WU CAMO KOHBEKCHUX MPABUJI-
HUX TUTIOBa Y HEKUM CJIydajeBUMa, MTOCTOJU jaka Be3a. llocToje aBa Tuma pesanuje
AV, koje hemo 3BaTw OrpaHuvYeH W HEOTPDAHWYEH TUIL. Y OUPAHMIEHOM CJIyUajy CY
Invy 4(M) u Invg 4(M) man nzomopdH nin aHTHX30MOPMHHE, T0K y HEOIDAHTYEHOM
cay4ajy cy deneknunosa kommrernpama on Invy, 4 (M) u Invg 4 (M) win u3omopdua
win antuuzoMopdua. /la jim je y muramy nzoMopduszaM uiii antTunsomMopduzam 3a-
BHCH CaMO OJI ITaIba Ja Jik P U ¢ Komytupajy. IIpenusnuje, noxkazahemo cienehy
TeopeMmy.

TEOPEMA 5 (Momnoma, Tanosuh). Heka cy p u  npasuinu, KOHEEKCHU U GCU-

mempuury Had A, u nexa P L qa.

(1) Hexa je pa L qu oeparuseroz muna.
1) Ako (p @ qlu # (4 ® pha, mada cy Invy, 4(M) u Invg 4(M) usomoppru.
2) Axo (p®@q)a = (q@P)a, mada cy Invy 4(M) uInvy 4(M) anmuusomoppnu.
(i) Hexa cy p u q jaxo npasuinu u neka je pa L qa neoepanuvenoz muna. Tada
cy p u q npocmu nad A u:
1) Axo (pRq)a # (q®p)a, mada cy edexundosa xomnaemuparoa 0d Inv, 4(M)
u Invy A(M) uszomopgna.
2) Axo (pRq)a = (q@p)1a, mada cy ledexundosa xomnaemuparsa 00 Invy, 4(M)

u Invy 4(M) anmuusomopdna.

Y meTom HoTJIaB/by U3ydYaBaMO HEKe CIlelijaliHe eKCIlaH3uje JuHeapuux ypehema.
[IpencraB/baMo npuMepe Teopuja y KOjUMa je CBAKM MHBAPUjAHTAH THI MPaBUIAH U
acumerpudan. Il Buire, cBaku HeaJirebapcku THII ©Ma TAYHO JBa TJI0DAJHA WHBAPU-

janTHa npomwuperba. llpenusnuje, nokazahemo cienehy Teopemy.



TEOPEMA 6 (Momnoma,Tanosuh). Heka je L= {<}U{P; |i€ I}U{E;|j€ J}
jeaux 2de cy ceu P; ynapnu, a < u ceu E; bunapru npeduxamcku cumbosu. Hewa
je T nomnyna meopuja jesuxa L xoja noeaavwu da je < auneapmo ypehewe, u ceu L

CY PEAGUUJE EKBUBAACHUUTE 4 KOHBEKCHUM KAGCAMA (Y 00HOCY Ha < ).

(1) Cearu unsapujarman mun je npasunan.
(i1) Csaru neanzebaperu mun p € S1(A) uma mauno dea unsapujarmna nad A

2/00GAHG NPOULUPEILA.



[TOTJTABJBE 1
IIpersnen mojmoBa 1 HOTaIja

Y OpBOM 0/I€/bKY OBOI MOTJIAB/bA HANPABUNEMO IpErjie/i OCHOBHUX IIOjMOBA U
TBphema u3 teopuje mozesna. CKOPO CBH KOHIENTH MOTy ce Hahm y Kmurama o
TEOPUjU MOJesIa, Kao Mo ¢y [2, 5, 17|, a Heku ox Hux Mory ce Hahu y [9].

Y apyrom oze/bKy hemo yBecTu 1ojMOBe olepaTopa ajrebapckor 3aTBOPeHa 1
npejireomerpuje u gahemo muxoBe ocHOBHE ocobune. Buime o npejreomerpujama ce
mozke Hahu y [17]. Takole najemo nedununumjy u ocobuHe MOTIYHO JereHEPUCAHUX
orrepaTopa 3aTBopema. [lOoTIyHO JereHepucaHHu ONEPATOPU 3aTBOPEHA Cy YBEIEHU
y pauy [8], u 3HAUAjHE Cy 3a HAIIE U3yYaBambe.

Y tpehem ogesbKy yBOAUMO 10jaM JleieKuH10BOT KOMILIETUPAba ITPOU3BO/EHOT
rycror Jimaeapuor ypehema. HMako je mojam JlegekunioBOor KOMILIETHDPambha J0-
O6po mozmar, npuiaroguhemo jgedunuiujy HamuMm norpebama, u BuiehemMo jeman

TEeXHUYKHU Pe3y/ITaT Koju he HaM OUTH 0Ji KOPUCTH.

1. Tlpersen ocHOBHUX MOJMOBA M HOTAIMja

1.1. Mogeau u Teopuje.

Mu paguMo Ha je3uIuMa IIPBOT Pejia, Koje 00OMIHO 03HaYaBaMo ca L, 1 MOIeInMa
(ctpykrypama) Ha jesuky L. Takobe, L-dbopmyrne npsor pema cy usrpabene Ha
yobuuajen naunu. Ako je ¢ meka L-dopmyna, 3amucyjemo je ca ¢(T) Kako 6HCMO
HATTIACUJIN Ja CY CJIODOIHE TPOMEHJbUBE Y (DOPMYIHN ¢ HEeKe O T = T . . . . OOUUIHO
Huje GUTHO Koja je Jy:KMHA HU3a T, |T|, ma je 3001 TOra He HALJIAIIABAMO €KCILIH-
mutHO. L-dopmyna je L-peuenuuya ako HeEMa CJ0001He TPOMEH/bIBE.

Ako je M meka L-cTpyKrypa n ¢ Heka L-pedenuna, nuiemo M = ¢ ako ¢ Baxkn
(je rauna) y M. Axo je ¢(Z) nexa L-bopmyna, |Z| = n, w a = a;...a, je Hu3
enemenara u3 M, mumemo M = ¢(a) kako 6GucMo pekJin jia G 3a70BosbaBa hopMyIy
o(z) y M, 1j. ¢(T) je TauHa npu BaJSyaluju NpOMEHBUBHX T +— a. (DopmasHo,
M = ¢(a) ce uanykrusHO nedunuiie Ha npupogan HauuH.) Takolje, kaxkemo na
je a pewerwe dbopmyne ¢o(x) y M, ako M = ¢(a). Obuano mumemo a € M ymecto
a € M, jep mam uecro gyxuua |a| muje 6urma. Comumo 3a A C M, nuuremo
a € A ymecro a € A%, Axo je ¢(7) neka L-bopmysia u M mexa L-cTpyKTypa,
oznagaBamo ca ¢(M) ckyn cux pemema dbopmyne ¢(z) y M, 1j. a € ¢(M) ako
u camo ako M = ¢(a). To je momacxyn ox M#l. Cawuno, axo je X(Z) mexn ckyn
L-dopmyiia, Takas ga cy ci1000/He TPOMeHbUBE y ¢Bakoj dhopmynn u3 () Heke off
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T, ca (M) o3znauaBamo cKym pererba cBake dopmyse u3z X(z2) y M, 1j. a € X(M)
ako u camo ako M = ¢(a), 3a cBe ¢(Z) € X(T).

Axo je L C L' u M je L'-ctpykTypa, Tajga je L-pedykm ox M cama M cmarpana
Kao L-crpykrypa. Y ToMm ciaydajy, M riepana kao L'-crpykrypa je excnamnsuja ox

M rnepane Kao L-CTPYKTypa.

e L-ctpykrype M u N cy eaemenmapho exsusarenmue axo: M = ¢ ako u
camo ako N |= ¢, Baxu 3a cBe L-pedennnie ¢. [Tumemo M = N na marmacumo aa
cy M u N eqementapro ekpupasentae. Ca Th(M) ce o3nauaBa ckyn L-pedeHnia
Koje cy Taude y M; 3oBemo ra meopuja om M. Jlaxkne, M = N ako m caMo akKo
Th(M) = Th(N). Axo cy M u N wusomopdue, taga cy M u N ejgeMeHTapHO

CKBHBaJICHTHE.

L-meopuja je 6uno Koju ckyn L-pedernurna. L-ctpykrypa M je modea 0d T,y
osnarm M = T, ako Baxku M |= ¢, ca cBaky ¢ € T. Oumrnenno, M = Th(M).
Teopuja T' je 3adosonusa (KarkeMo JOII M CA2AGCHG W KOH3UCMEHMHAG) KO UMa
MotesT. 3aJ10BOJbHBA Teoprja 1’ je nomnyHa aKo CaapKu W ¢ WU —¢, 38 CBAKY

L-peuennny ¢. Ogurnenno, Th(M) je normyna Teopuja.

NujexktuBan L-xomomopduzam [ : M — N, je esemeHmapHo ymanarbe axko:
M E ¢(a) ako n camo ako N |= ¢(f(a)), Bazku 3a cee L-bopmyse ¢(Z) u cee a € M.
[Hoactpykrypa M ox N je eaemenmapra nodcmpyxmypa, y osnaru M < N, ako je
WHKJIY3H]a eJleMeHTapHO yTalame. Y TOM ciaydajy, N je eaemenmaprna excmenauja
on M.

Umenosarve napamemapa je caeneha nponeaypa: Heka je M neka L-cTpyKTypa
u A C M. Osnaunmo ca L4 mpormupere jesuka £ HOBAM CHMOOJJOM KOHCTAHTE 3a
cBako a € A (oBaj cuMmOOJS KOHCTaHTE 30BEeMO ume 00 a), U IOCMATPAJMO
L s-exkcnansujy ox M, kojy nonekas ozuauasamo ca (M, A) wiu My, y K0joj cMo
HHTEPIpeTHpaJIn ojAroBapajyhe cumboje KOHCTaHTH Ha Tpupogan HadyuH. [Ipume-
tamo ga M | ¢(a) ako m camo ako My | é(a) rme ¢(a) mocmarpamo Kao
L-pedeHuiry.

3a L 4-bopmyity Kazxkemo Ja je opmyaa ca napamempuma uz A. Tox dopmyaom
ca napamempuma oapaszymesaMo (opmysia ca napamerpuma u3 M. Hecto Kaxkemo

dopmysa b6e3 napamemapa 1a HATTACUMO J1a je y mUTamy camo L-popmya.

Hexka je M monen, AC M u D C M™. Ckyn D je depunabunar ca napamempuma
us A win A-depunabusan ako nocroju La-popmysa ¢(T) Taksa ja je meH CKyll
pemewsa y M jennak D: D = ¢(M). Ckynu je depunaburan ako je nedunabuian ca
napamerpuma u3 M.

['pyna ayromopdusama ox M oznauasa ce ca Aut(M). Ca Aut 4 (M) oznagaBamo
rpymy cBux ayromopduzama ox M koju burcupajy A C M rtauka-no-rauka. CKym
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D C M™ je Aut4(M)-unsapujanman ako 3a ce ayromopdusme f € Aut (M) Baku
f1D) = D.

1.2. TeopeMa KOMIAKTHOCTH.

Ba ckyu L-popmysna X(T) KaxkeMo Ja je 3ado80pus akKo HOCTOJU MOJEI je3uKa
Ly kome X(Z) mMa perrieme; eKBUBAJEHTHO, ako je Teopuja X (¢) jesuka L; 3a10-
sospuBa. Teopuja T jesuka L (ckyn L-dopmyna X(Z)) je konauno 3a00806u6a AKO
je cBaka xomauna moxreopuja o4 1’ (cBaKM KOHAYAH MOACKYI 01 X(T)) 3a10BOJHHUBA.
Teopema KOMIAKTHOCTH je jeJian o1 (PyHIaAMEHTATHUX pe3y/TaTa u jeJJaH OJ1 IJIABHUX
aJaTa TeopHje Mojesa, Koja KaKe Jia je mojaM 3aJI0BOJPUBOCTH eKBUBAJEHTAH MOJMY

KOHAYHE 3a/10BOJbUBOCTH.
TEOPEMA 1.1. Teopuja T je 3adosomusa ako u camo ako je KOHGUHO 3G0080./6UBA.

Ba dopmyny ¢(Z) (wmu ckyn dbopmyna X(T)) KarKeMo J1a je cazaacha ca meopujom
T ako je TU{p(z)} (T'UX(Z)) 3amn0BosbuB cKyn dopmyrra. Ilpumernmo na je ckytm
¥ (z) carmacan ca teopujoM 1T ako u camo ako je T'U X(¢) 3a10Bo/bHBa TeOpUja
(jesuka L;). TIpema ToMe mMaMo JUpeKTHY mocseaury Teopeme KOMIAKTHOCTH (Ha

Kojy hiemo ce Takohe mosuBaru Kao Ha Teopemy KOMIAKTHOCTH).

[MocneauuA 1.2. Hexa je T 3adosomusa meopuja jesura L u 3(Z) ckyn L-
dopmyaa. X(T) je caznacan ca meopujom T ako u camo axo je c6aKU KOHAUAH N00-

cryn Xo(Z) C X(Z) cazaacan ca meopujom T

1.3. Tunoswu.

Heka je M mogen jesuka £, A C M u L4 npommupen jesuk. Heka je T = Th(M)
u Ty = Th(M, A). Ckyn La-bopmyna p(z), |Z| = n, je n-mun nad A, ako je p(Z)
carsacan ca Ty. Tum p je nomnyn ako 3a cBaky La-bopmyny ¢(z) Baxku ¢(ZT) € p
uia —¢(Z) € p. CKyn cBUX IOTIYHHX n-Tumoba Haj A osmadasamo ca SM(A).
Ba ckyn A KaxeMmo 1a je domen Tuna p. llpumernMmo 1a 3a CBaky ejJeMeHTapHY
ekcrensujy N monena M saxkn SY(A) = SM(A).

[lo Teopemu wommakTHOCTH, P(T) je M-THN aKO je CBAKM KOHAYAH MOJITHIL
po(Z) C p(z) carnacan ca Ty, ApYrMM peduMa akO KOHJYHKIUjA IIPOU3BOJHHUX
KOHA9YHO MHOTrO (opmyJia u3 p(ZT) UMa Peleme y HeKOM Mojeny (3001 HOTIyHOCTH
reopuje T4, cBuM Momennma) Teopuje 1a.

Craka n-topka a € M onpebhyje mormnys n-tun zHax A:

tp*(a/A) = {4(2) | 6(z) je La-bopmyra u M = ¢(a)}.
[TpumeTumo Jia 3a cBaky eqemenTaphy excrensujy N momena M sawxm tp™ (a/A) =
tpM(a/A). V cayuajy A = 0, numenmo camo tpM(a) ymecro tpM (a/0). Ako wennmo

Ja Harsacumo npomensbupe Ty tpM(a/A), mucahemo tp (a/A).



Heka je p n-tun magx A C M. Kaxkemo ma je a € M peasusayuje TUOA P,
U TUIIEMO G = p, aKko je a pemieme cBake dopmyne u3 p. Momen M peasusyje
Tun p ako y M mocroju peasamsanuja tuna p; y cyuporaom M ucnywma p. Ckyn
peanmzanuja tuna p y moaeay M osnauaBamo ca p(M). Teopema KOMIAKTHOCTH
MOBJIAYH JIa jé CBAKW THUII peajin30BaH y HEKOj eJleMeHTapHOj eKcTeH3uju Mojesia M.
Axo je N enmemenTtapra ekcrensuja om M n a € N peanmsanuja Tuma p Ham A, tajaa
je Tauno p C tp™(a/A); y cayuajy na je p normyH, Taga je p = tp’ (a/A).

AKko je p Tun mHan gomenoMm A u B C A, ca pp 03Ha9aBaMO IETOBY PeCmpuryujy
Ha JIoMeH B, Tj. ckyn cBux (hopMyJia u3 p Koje Kopucte napaMerpe u3 B. Odurieino,
axo p € SM(A), Tana pp € SM(B).

Dopmyna ¢(z) ca mapamerpuma u3 M je aszebapcka ako je ¢(M) menpasan u
koHavaH ckyi. Tun p vax A C M je anzebapcku ako je HeKa KOHjyHKIHja (bopmyJia
u3 p asrebapcka ¢dopmyaa. ExBuBajeHTHO, y cjydajy MOTIYHOI THIIA P, aKO P
cajp:Ku ajgrebapcky gopmyry. ¥ CynpoOTHOM, THII j& HEG.A2e0aPCKU.

Ako je p(z) Tun nag A C M, ¢(z) € p(z) anrebapcka dbopmyna u |p(M)| = m,
Taja je ,¢(ZT) uma taqHo m perrera’ (HopMysa IPBOT peja ca mapaMerpuma u3 A,
Koja je TauHa y M. 300r eJeMeHTApHOCTHU OHA je TauHa u y cBakoM N > M. Ilpema
tome ¢(N \ M) = () u taxohe p(N ~ M) = {.

Ha ckyny SM(A) nocroju npupoano Jedbunucata Tonogoruja, Kojy 3osemo Cmo-
HOBG MON0AO2UJa, U KOja je TeHepucaHa cyegehom 6azom: 3a cBaky L 4-bopmyry

¢(T) mMamo GA3HE OTBOPEH CKYII:

[¢] = {p € S3/(A) | ¢(2) € p}.
[Tpumernmo Ja cy 6a3Hu CKYINOBH 3aTBOPEHH 34 KOHAYHE Tpeceke u yHuje: [¢]N[y] =
[ AY] u [p] U [] = [¢V +)]. Takobe, 360r mormynoctu Tumosa y SM(A), umamo
na je [~¢] = SM(A) \ [¢]. TIpema Tome Gaza TONOIOTHjE je CAUUILEHA O/ OTBOPEHO-
sarsopennx ckynosa. Oparie mupektno ciequ aa je SM(A) nornyno nenosesan

TOTIOJIOTITKH TTPOCTOP.

Teopema KOMIaKTHOCTH NOBIaun 1a je SM(A) KomMnakTan TomoJomKkn mpocTop.

Heka je (I, <) smnreapho ypeheme, A C M u (a;);c; Hu3 enemenara y M. 3a Hu3

(a;)icr KAKEMO J1a je Hepacnosnammpue wad A ako 3a cee n > 1 u cBe i1 < ... < iy
uj; <...< ], BaKH:
M M
tp™ (@iys - -, a5, JA) = tp™ (ay,, ..., a;, [A).

Hus (a;)ies je nomnyno nepacnosnamaus nad A ako 3a cBaKy mepMyTaIHjy o CKyTia

I u cBe KoHAUHE MOACKYIOBE {i1,...,i,} C I BaXKu:
tpM(ail, . ,CLin/A) = tpM(ao(il), . ,ag(in)/A).
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1.4. Teopema o mcoyImiTamy THUIIOBA.

Heka cy T u ¢(Z) penom mormyHa Teopuja u ¢opmyna jesuka L Takse aa je
TU{¢(z)} samoBosbus ckym, u nexa je p(T) (moryhe menoruyn) Tun vaz (). Popmysa
o(Z) usoayje p, y osnamm ¢(Z) F p(Z), ako 3a cee L-bopmyane ¥ (z) € p(T) Baxu:

T = Va(o(z) = (7)),

Tuu p je uzonosan ako ocroju popmylia ¢(T) Koja ra U30/1yje; MHAUE je HeU30A08H.

Ceaku wu30JI0BAH THUI je peajnm30BaH y CBAaKOM Mojeny Tteopuje 1: axo
() F p(z), kako je TU{¢(Z)} 3amoBosbuB ckyn n T moTIyHa, y cBakoM momery M
nocroju a € M rakae na M = ¢(a); rana a = p(z). TIpema Tome, HEM30JIOBAHOCT je
noTpebaH ycJaoB Ja 6u TUII MOrao OMTH HCIyIITeH. TeopeMa O HCIYIITAIby THUIIOBA

TBPM /14 je TO W JIOBOJbAH YCJOB Y cIy4ajy mpedpojuBor jesuka L.

TEOPEMA 1.3. Hexa je L npebpojus jesuk, T nomnyna L-meopuja u p (moeyhe
nenomnyh) neusorosan mun nad ). Tada nocmoju npebpojue modea M = T woju

UCNYwWma p.

1.5. MoucTpy™M Moze.

[Ipernocrasumo na je T mornyna teopuja. Momen M |= T je k-sacuhen axo
je cBaku MOTIyH THI HA Tpou3Bo/bHEM CKymoM A C M KapAWHATHOCTH Mambe O
k peasm3oBan y M. ITloxkasyje ce ga je M rk-3acmhen ako m caMoO ako je CBaKwW
(moryhie wermormyn) Tun Hax nponsosbHEUM ckynom A C M KapAWHAJIHOCTH Mabe
oj Kk peasmzoBan y M. Exsuajentno tome, M je k-3acuheH ako W camMo axKo je
CBaKM MOTHYH 1-TUI HaJl TPOU3BOFHUM CKyNIoM A C M KapIuHATHOCTH Marbe OJ] K
peanusoBan y M. Mongen M je sacufien ako je | M |-3aculien.

3a cBaku Mogen M = T u cBakn GecKOHAYaH K TOCTOJU €IeMEHTAPHA eKCTEeH-
suja N momena M koja je xkT-3acuhena. W Bume, N ce Moxke m3abpaTn Tako 1a
|IN| < |M|*. 3a noka3s ersucrennuje 3aculieHOr MOJea y ONIITEM CIy9ajy MOpajy
Ce UCKOPUCTUTH HEKEe CKYI-TEOPETCKE MPETIOCTABKE.

Mogen M =T je k-xomozen ako ce CBAKO MAPIUjATHO €JIeMEHTAPHO TTPECInKa-
Bame f: A — M MozKe HPOMIUPHUTH JI0 MAPIUjATHO €JIeMEHTAPHOT [IPECTHKABAIHA
[ Au{a} — M, tae je A C M npousBoJbaH CKYI KapJAUHAIHOCTH MAakbe OJl K U
a € M npoussossro. Mogen M je zomozen axo je |M|-xomorew.

Y xomoreruM Moaenuma M ce cBaKO MapIUjaJHO eJeMEeHTapHO MpecaIuKaBambhe
f A — M moxe npomuputu 10 ayromopduszma mozena M, rie je A nupounssosban
CKYII KapJMHAJHOCTH Matbe ox |M|.

Momen M = T je k-ynusepsanran ako ce caku Mojea N reopuje T' KapauHa-
HOCTH Marhe 0J k Moxe ejjemenTapuo yrtonutu y M. Monen M je ynusepsanran ako
je | M| -yrusep3anan.
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3a cBakH OeCKOHAYAH Kap/IWHAJ Kk BayKu Ja je M k-3acuheH ako u caMo ako je k-
XOMOTeH U KT -yHuBep3amtan. 3a HenpeOpojuse KapauHaie Baxku na je M k-3acuhen
aKO M CaMO aKO je K-XOMoreH u k-yuuepsasnan. Cnenujaano, M je 3acuhen ako u

caMoO aKO je XOMOT'eH U yHUBep3aJIaH.

[IpeTnocTaBuMo J1a KeJIUMO JIa H3ydaBaMo ,MaJe” Mogesae teopuje 1. Ilpe-
MA3HUje, TPETIIOCTABUMO /18 HAC 3aHUMAjy MoJie T Teopuje 1T’ KapIWHATHOCTH Mamhe
on k. IlpernocraBumo na je € = T 3acuhen mMomen kapanHAJIHOCTH K. 300T YHU-
Bep3ajnocTu Mojiesia €, CBaAKM MO KapAMHAJHOCTH Mambe 0j K u3oMopdan je
enementapuoMm rnoamoseny on €. Ilpema Tome, nare nzydaBame MOKeMO (pokycu-
1paTu Ha U3ydaBame ejgeMeHTapHUX noamMoesa ox €. Moaen € 30BeMO MoHcMPYyMm
modes Teopuje T'. Kao mrro cMo Beh HATOBECTHIH, €M3UCTEHITN]Y MOHCTPYMA, MOYKEMO
OIIPaBJATHU JOJATHUM CKYII-TEOPETCKUM IPETIOCTaBKaMa.

OBne hemo HaBecTn Heke ocobrHe MOHCTpyMa € Koje iemMo y majbeM TeKCy M-
IIAIUTHO KopucTuTu. Takohe, majemo u HoTamujy Koje hemo ce 10 Kpaja mpuIpKa-

BaTH.

1. Beh cmo pekin ma ce cBaku momen Teopuje T’ KapauHAIHOCTH Matbe o1 |&| Mozxe
MOCMAaTPATH Kao eJIeMeHTapHu noaMonea oa €. 3a TakBe Mojese KaxKeMo Ja Cy
Maau 1 o0uuHO uX o3HadaBaMo ca M u N, moryhe ca unjekcuma.

2. Ba mozgckynose of € KapaHHAJIHOCTH Marbe o/ |€] KakeMo na cy Majd u OOHIHO
nx o3nauaBamo ca A, B,C, ...

3. 36or 3acmhenocTu, cCBaK¥W THUI HAJI MAJAM CKYIIOM TTapaMeTrapa je peajgn30BaH y
¢. Cnerujamno, ckyn (popMyIa HaJ MAJIAM CKYIIOM je 3a/I0BO/BUB aKO U CAMO aKO
je peasmzoBaH y €.

4. 36or enementapuoctu, SE(A) = SM(A), 3a ceaxu mamm mogen M D A. Ca S, (A)
osnauaBamo SE(A). Cmumumo, 3a cBako a € € nvamo tp¥(a/A) = tpM(a/A), 3a
ceaxu Masm mogest M xoju caapaxu a. Ca tp(a/A) ozmagasamo tp®(a/A).

5. Jlokyc n-tuma Ha L MaM CKymmoM A je CKyl CBUX HeroBUX peajn3aliija y MOH-
CTPYyMY.

6. [Mumemo = ¢ ymecro € = ¢. 360r enementaprocTh, = ¢ mopaaun M = ¢ 3a
cBaku MaJju Mojies M Koju cajpzku napamMerpe (popmyste ¢.

7. 360r XOMOTE€HOCTH, CBAKO HAPIHjaIHO eJIeMEHTAPHO MPeCIHKaBambe Yhju je JOMeH
MaJIH CKYTI MOZKe Ce IPOIHPHUTH JI0 ayToMopdusma. Crerujaano, ako je tp(a/A) =
tp(b/A), Tama moctoju ayromopduzam f € Aut,(€) Taxkas ma je f(a) = b.

8. Ako cy II(z) u X(Z) ckynosu dopmyana, kaxemo jna I1(Z) gopcupa X(T), y o3nanu
II(z) F X(z), ako Baxu I1(€) C (). Popmysa ¢(Z) (ca mapamerpuma) usosyje
(moryhe nenmornys) Tun p(z) ako je ¢(Z) carnacha ca p(z) u ¢(z) F p(z). (Moryhe
HerotniyH) Tun p(z) je usonosan nad A ako nocroju (opmysa ca mapamerpuMa
u3 A koja usoayje p(T).
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9. I'nobaanu mun je Tun Hag MOHCTpyMOM. CKyI IVIOOAJHUX, HOTIYHUX N-THIIOBA
o3nagaBaMo ca S,(€). ['mobatne TumoBe OOUIHO O3HATABAMO Ca P U (.

10. Tlox depunaburnum cxkynom mucaumo moickyn ox €" koju je medpmnabusian ca
napamerpuma u3 €. Cxyn D je dedpunabunran munom nad A axo je npecek (moryhe
GecKOHAYHO MHOrO) cKymoBa Jedunabuinnx wag A, 1j. nocroju (Moryhe Hemor-
nys) Tun p(z) Hag A takas ga je D = p(€). Ako je D nedunabuian THIOM HaJ
A, ckyn D' je peaamuesno depuraburan ynymap D wad A ako mocroju dpopmysia
¢(Z) ca mapamerpuma u3 A Taksa ma je D' = D N ¢(C).

11. Ba ckyn D C €" kaxkeMo Ja je ungapujonman nad A wim A-uneapujanmar ako
je Aut4(C€)-unBapujanran. CKyI je unsapujanman ako je MHBapujanTan Has ().

12. TTo norpebu hemo nocmarparu u Behu moncrpym € = €.

Hanaspe mogpaszymeBamo ja paguMo y BUKCHPAHOM MOHCTPYMY.

1.6. dedunabuiaan tui.

Tun p € S,,(A) je depunabusran nad B C A axo 3a cBaky dopmyiay ¢(z,y) 6e3
napaMerapa mocroju ¢dpopmysa ca napamerpuma B, y osnamu d,¢(y), Taksa na 3a
cBe a € A Baxmu:

#(Z,a) € A ako u camo ako = d,d(a).
3a dopmyy d,¢(y) kazkemo na je defurnuyuja nad B bopmyie ¢(Z,y), a IpUIPY KU-
Bame d, je depunuyuona crema nad B.

Tun p je depunabunan ako je peduHadbugan Has A.

HATTOMEHA 1.4. Ako pagumo y npebpojuBoM je3uky L, Taja je cBaku jgedu-
Habusan Tun p, eduHAOWIAH HaJ HEKAM IPeOPOjUBUM CKYIOM. 3amcra, (hpopmysia
0e3 mapamMeTrapa nMa pedpojuBO MHOTO, 1 JeUHHIN]a CBaKe KOPUCTH CAMO KOHAYHO
MHOI'0 IapaMerapa, IIa ako je B cKyIl mapamerapa Koje KopucTe JedUHUIAje CBUX

dopmyaa, Taga je B upedpojus u p je nedpunadbuaan Hai B.

1.7. Hacneguuk.

Heka je M C A, pe S, (M), q € S,(A) up C q. Tun q je nacaednux tuna p ako
3a cBaky opmyay ¢(Z,y) ca mapamerpmma u3 M Baxkm: axko ¢(T,a) € ¢ 3a HEKO
a € A, raga nocroju m € M rako na ¢(x,m) € p.

Y caenehoj semu hemo BugeTu ja cBaku jgeduHabuIan Tui HaL MoaeaoM M nma

jeIMHCTBEHOT HaCJIeIHWKa HaJl cBakuM A DO M.

JIEMA 1.5. Hexa je p € S, (M) deunaburarn mun, d, rweeosa dedpunuyuona
crema Had M, u A D M. Tada je:

q(z) = {6(z,a) | ¢(,y) je L-fopmyra, a € A u |=dpp(a)}

jeduncmeenu nacaednuk muna p y Sp(A). Taxobe, q je dedpunabunan nad M, u

rezo6a depunuyuona crema nad M je baw dg = d,.
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JLOoKA3. loka:kmMo Hajmpe 11a 3a cBaKy dhopMyry ¢(Z, y) 6e3 mapaMeTapa BayKHu:

= (V9)(dp(—0)(y) = ~dpo(1))-

Kako nperxogna dpopMyaa KopucTu napamerpe u3 M, T0BOJBHO je J1a JOKazKeMO:

M = (V) (dp(=0)(7) < —dp(7))-

3ancra, 3a cBako m € M, M = d,(—¢)(m) akko —¢(z,m) € p akko ¢(z,m) ¢ p
akko M = —d,¢p(m).

Caga moxkeMoO Ja JOKaxkeMo 1a je ¢ moruyH. IlpermocraBumo ma a € A u
o(z,a) ¢ q(x). o pedunnnumju ¢ Taga = —d,¢(a), ma mpema MIPETXOTHOM
= d,(~¢)(@), onarae ~(z, ) € g(a).

Jokazxumo nasbe ma 3a dopmyse 6e3 mapamerapa ¢;(T,v;), 1 < i < k, Baxu:

=Yy .. ?Jk(/\ dpoi(9:) = 37 /\ ¢i(T, Ui))

ITorOBO je MOBOJBHO Ja JTOKaKEMO:
k k
MV ... @k(/\ dp¢i(9:) = 3z /\ ¢i(Z, Ui))
i=1 i=1

114 IPeTIOCTABUMO 11 CY 1711, . . mk € M raksu 1a M |= d,¢i(m;), 3acse 1 <@ < k.
Tana ¢;(Z,m;) € p(Z), 3a cee 1 < i < k, ma Kako je p Tun noctoju m € M takas 1a
M = ¢;(m,m;), 3a cBe 1 <i < k.

Casa MOKeMO Jia JoKazkeMo Ja je ¢ tun. Heka ¢1(T,aq1), ..., 0(Z,a,) € q(7),
3a ay,...,a € A. Tlo nebunnuuju g raga = d,¢;(a;), 3a cse 1 < i < k, na npema

IPETXOMHOM MMaMo Ja je cKym {¢q(Z,a1), ..., ¢r(Z,ar)} 3a10B0HUB.

Haxkie, g € S,(A). Jacno je na je p C q; ako ¢(Z,m) € p(Z), Taga = d,¢(m),
onakie ¢(z,m) € q(z) jep je A D M. Ilpeocraje HaM ja JOKaXKEMO Ja je ¢ je/InH-

CTBEHHU HACTeIHUK THTA Py S, (A).

Ako je ¢(z,7y) dopmyaa ca napamerpuma u3 M, ¢(z,a) € q(), rue a € A, taga
= d,¢(a), onakne = 3yd,¢(y). Kako ta dopmyna kopuctu camo mapamerpe u3 M,
ro M = 3yd,¢(y), na nocroju m € M rako ga M |= dy¢(m), 1j. ¢(z,m) € p(z).
Jlaksie, q jecte HaC/I€THUK O] P.

[Tpernocrasumo xa je r € S, (A) nacaemuuk on p. Heka je ¢(z,y) nponsBosbHa

dbopmyna ca mapamerpuma uz M. Tlocmarpajvo dopmyiy ¥(Z, y) nedunncany ca:

(7,9) = =(0(2, ) & dpo(1)).

Tepdumo na (z,m) ¢ p(z), 3a cee m € M. TlpermocTaBuMO CympPOTHO, Tj. Ja 3a
neko m € M, (z,m) € p(z). Axo ¢(z,m) € p, Taga nocroju m' € M Tako na
M E o(m/,m) Ap(m/,m), onakae crenu M = —d,é(m), mWTo je y CympOTHOCTH ca
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o(z,m) € p. Ako —¢(z,m) € p, Tama nocroju m' € M rtako na M | —¢(m/,m) A
Y(m',m), omakse cienn M | d,¢(m), mro je y cympornoct ca —¢(ZT,m) € p.
Hakae, 3aucra (Z,m) ¢ p(ZT), 3a cBe m € M, na Kako je r HACJEJHUK OJ P, TO
W(z,a) ¢ r(z), 3a cee a € A. Ilpema Tome ¢(T,a) € r HOBIAYN Ja TOCTOjU G’ TAKAB
na = ¢(a',a) N p(a',a), omakae = dyp(a), na ¢(z,a) € ¢(z). Hakae, r C ¢, na
300T MTOTIYHOCTH je I = ¢ W JeJIMHCTBEHOCT je JI0Ka3aHa. 0]

1.8. KonaciaeaHuk.

[Motnys Tun p € S,(B) je xonauno s3adososrus y A C B ako cBakM KOHAYAH
nogrunt pg C p mma peanmsanujy v A". EkBuBaJleHTHO, ako cBaka ¢opMmysa
¢(Z) € p(Z) nma perrerse y A”.

Ounrsiesno je cBaku THI HAJ MojgesaoM p € S, (M) korauHo 3ag0BosbuB y M
(no peduHUIMjN THTIA).

VY cnenehoj nemu hemo BUmETH Ja CBAKM KOHAYHO 3a10BO/bUB y A Tum mam A

MMa KOHAYHO 33/I0BOJHUBO Hpomupemne y A Has 6mio kojum B DO A.

JIEMA 1.6. Hexa je p € S,,(A) xonauno sadosonus y A, u nexa je B D A.

(i) Tun q € S,(B) je konauno 3ado6onus y A aK0 U CamM0 KO CadpHCU CKYN
dopmyna:

5(z) ={0(2) | ¢(T) je Lp-Popmyaa u ¢(A) = A"}.
(ii) Tun p uma Konawno 3adosonruso y A npowuperve y S, (B).

J1okA3. (i) Heka je ¢ € S,(B). Tun ¢(z) uuje konauno 3ag0BosbuB y A axo
u caMo ako caapxku dopmynty ¢(T) ca napamerpuma u3 B taksy ga ¢(A) = (), 1j.
TakBy da —¢p(A) = A™. Mehyrum, oBo je ekBuBasentTo ca —p(Z) € X(T) \ q(Z).

(i) Kako je p(Z) kora4no 3a10B0761B y A, ckyn dopmyia p(Z)UX(Z) je ounrieano
(menormyn) tun nazx B. Ilpema tome mocroju g € S, (B) Takas ga p(z)UXL(z) C ¢(T).

Tur g je ounrIeTHO TPOIIUPEHe TUIIA P, a peMa (i) je KoHawyHo 3a10B0/buB Yy A. [

Heka je M C A, p € S,(M), ¢ € S,(A) u p C q. Tun q je xonacaedrnur Tumna p

aKoO je KOHAYHO 33JI0BObUB Yy M.

[MocneaunuA 1.7. Heka je M C A up € S,(M). Tada p uma xonacaednuka y
Sn(A).

JIOKA3. Tun p je konawqHo 3a00B0sBUB y M, na TBpheme caenn u3z geme 1.6(ii).
O

1.9. Cnaba OpTOTrOHAJTHOCT U OPTOTOHAJIHOCT.
Heka cy p € S;,(A) u g € S,,(A). Tunosu p u q cy caabo opmozonasnu, y O3HAIIN
p 1V q, ako p(Z) U ¢(y) uma jemurcTBeHO mpomupeme y S, (A). dpyrum pednma,
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ako @ = pu b |= ¢, Taga p 1V ¢ ako:

() Uq(§) - tps 5(a. b/A).

Y CYIPOTHOM €y p U ¢ caabo weopmozonaaru, p A¥ q. Ilpumernmo aa cy ciepehu
VCJIOBU eKBUBAJIEHTHHU ca p LY ¢:
(1) 3a cBe @ = p, b |= q, mocroju @ = p Takas na tp(a,b/A) # tp(a',b/A);
(2) 3a cBe @ = p, b |= q, mocroju V' = q Takas ma tp(a,b/A) # tp(a,b' /A);
(3) sacee af=publ=q, p(x) ¥ tp(a/Ab);
(4) sacee a = publ=q, q(y) ¥ tp(b/Aa).

3a rrobane Tuiose p € S,,(€) u q € S,(¢€) KaxeMo 1a cy opmozonasnu, p L q,

aKo cy ¢1abo OPTOTOHAHY; HHAYE Cy HeOpTOroHa nu, p L (.

1.10. IMTosywn30J/I0BaHOCT.

Heka a,b € €. Kaxemo 11a je @ noayusoaoean ca b nad A, y ozrama a € Sem 4(b),
axo mocroju dopmyaa ¢(Z,7) € tp(a,b/A) Taksa 1a ¢(Z,b) - tp(a/A).

[omymzonoBarocT Ha puKCHpanuM cKymom A je TpansnTusra: ako @ € Sem 4 (b)
u b € Semu(¢), Tama @ € Semy(c). Bamcra, axo je ¢(7,9) € tp(a,b/A) Taksa
aa ¢(z,b) F tp(a/A) u ¢¥(y,2) € tp(b,¢/A) taxsa ma (y,¢)  tp(b/A), Tama
0(z,z2) = Jy(p(z,9) NY(y,2)) € tpa,é/A) n 6(z,¢) - tp(a/A). Axo je a’ Takso
na | 6(a',¢), tama moctoju b Takso ma | ¢(a’,b) m = (b,e). Uz (b, e)
caemu tp(b' /A) = tp(b/A), 360r (7, ¢) F tp(b/A), ua nocroju ayromopdusam f €
Aut (@) Takas qa f(V') = b. Taga = ¢(@', V') nosraun = ¢(f(@'),b), onakae ciean
tp(f(a')/A) = tp(a/A), 360r ¢(z,b) - tp(a/A). Kako je ounrmemno tp(f(a')/A) =
tp(a’/A), mobujamo tp(a’'/A) = tp(a/A), Kao MITO CMO U JKeJIeJIH.

1.11. KoMIIaKTHOCT Y MOHCTPYMY.
Heka je T mornyna Teopuja u € dukcupanun MoHcTpyM Teopuje 1. Teopema

KOMIIAKTHOCTH Y MOHCTPYMY MOXKe OUTH (pOpMy/IucaHa Ha caeaenn HAIUH.

TEOPEMA 1.8. Hexa je X2(Z) ckyn opmyaa ca napamempuma A u ¢(T) dopmyaa
ca napamempuma A, 2de je A C € manu ckyn. Axo X(T) B ¢(T) mada nocmoju

konauan nodekyn Xo(x) C X(Z) makas da Lo(T) F ¢(T).

JOKA3. [Ipumernmo ma ckyn 3(Z) U {—¢(Z)} nuje carmacam ca T. Y cynport-
oM, X(Z) U {—¢(Z)} je (HemormyH) THm HaJ MaJMM CKYIIOM TapameTapa A, ma je
peaJIn30BaH y MOHCTPYMY, HITO je y KouTpajukiuuju ca %(z) F ¢(z). o Teopemu
KOMIIAKTHOCTH, HOCTOJH KOHAYaH MOACKYI >o(Z) C X(Z) rakas na Xo(z) U {—¢(Z)}
nuje carmacan ca 1. Cuemmjanno, Yo(Z) U {—¢(Z)} nuje 3amoBosbus y €, ogaxie
nobujamo Xo(Z) F ¢(z). O

Kao npumep npumene Teopeme KOMITaKTHOCTH Yy MOHCTPYMY jokaszahemo ciresiehy
JieMy, Kojy hemo KacHHje KOPUCTHUTH.
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JIEMA 1.9. Ilpemnocmasumo da je D C € dedpunabunan cxyn u A C €. Tada

je D depunabunan nad A axo u camo axo je unsapujarman Had A.

JIokA3. Cmep (=) je makmmm. IlpermoctaBumo ja cy ¢(Z,y) dopmyna 6Ge3
napamerapa u a € A takBu ga je D = ¢(€" a). Ako je f € Auty(€), Tana je

f(a) = a, na:
d € D axkko = ¢(d,a) akxo |= ¢(f(d), f(a)) akxo = ¢(f(d),a) akko f(d) € D.
Hakme, f(D) = D, u D je nuapujanran Haj A.

(«=): Ilpermocrasumo fa cy ¢(Z,9) u b € € Taksu aa je D = ¢(€",b), u mper-

noctaBuMo fa je D nHBapmjanTan Hag A. Youmvo tum p(y) = tp(b/A); TBpmEMO:
p() Yz (6(z,0) < 6(z,9))-

Ipernocrasumo b’ = p(y). Taza je tp(b'/A) = tp(b/A), na nocroju ayroMopdusam
f € Aut,(€) takas ga f(b) = . Kaxo je D umBapujantan nag A, o je f(D) = D,
na JI00mjamo:

= ¢(d,b) akxo d € D axxo d € f(D) akko = ¢(d, f(b)) axxo |= ¢(d,b'),

mrto gokasyje = V7 (¢(Z,b) < o(z,b)).

Haxne, p(y) F VT (¢(7,0) < ¢(F,7)), 1a MO KOMIAKTHOCTH TOCTOjH (hopMyIa
0(y) € p(y) Taksa ga:

0(y) -V (6(z,) & ¢(2,7)).
Ipuvermvo ma 0(7) € p(y) = tp(b/A), 1j. 0(7) je bopmyta ca napamerpuma u3 A.
Youumo dpopmy.y:
p(7) =3y (0(y) A o(T,9));

©(Z) je Takohe dopmyra ca mapamerpuma u3 A u TBpauMo ga oHa gedwunurre D.
Axo d € D, Taga je |= ¢(d,b), n Taxohe je = 0(b) (jep 0(y) € tp(b/A)). Haxme, b

je cBesoK 3a ersucTennujasnn Kpanrudukarop y = o(d). Obparno, ako = o(d),
m3abepmumo ceoka b 3a ersucrennujannn kpanTudukarop. Tama = 0(b) A d(d, V).
Kaxo je = 0(V), To Baxku |= VI (¢(7,b) < ¢(7,V)), na xaxo je = ¢(d, '), konaano

nobujamo = ¢(d,b), vj. d € D. Jaxae, D = p(€") je nedunaburan mam A. O

1.12. Ucoyuirabe TUIIOBA y MOHCTPYMY.
Heka je £ npebpojus jesuk, T nornyua L-teopuja u € pukcupan MOHCTPYM

teopuje 1. Mu hemo kopucturu Teopemy o ucmyiramy TUIOBA y ciejgehem 00Ky .

TEOPEMA 1.10. Hexa je A C € npebpojue ckyn u p (moeyhe nenomnyn) mun
ca napamempuma A. Axo ne nocmoju La-dopmyaa ¢(T) xoja je cazaacna ca p(T)
u maxea da ¢(T) F p(Z) (dpyeum pewuma axo p(T) nuje usonosan nad A), mada

nocmoju npebpojue modea M < € makas da A C M u M ucnywma mun p.
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JLoxrA3. Ilocmarpajmo jesuk L4 u teopujy Ty = Th(€, A). Ilpumerumo na je L4
npedbPOjUB je3uK, U KAKO CMO MMEHOBAJIN MaJIM CKYII apaMeTapa, To je € MOHCTPYM
reopuje Ty. Taxobe, ako je M |= T4 manu moues, raga A C M.

I[To npermocrasy, p je Henzomosann Tui Hax (), ma npema Teopemu o HCIyIITARY

TUIIOBA MOCTOju npedbpojus Mmozaea M reopuje T4 Koju ucmymnra p. 0

2. Onepatop aarebapcKor 3aTBOpPeHa

JHEoHUIIMIA 1.11. TlpernocraBumo ma je S HempasaH CKyn u 1a je cl yHapHa
onepanuja Ha P(S), cl : P(S) — P(S). Kaxkewmo na je cl onepamop anzebapcroe

aameopera Ha S aKo 3a70BosbaBa (3a cee A, B C 5):

e AC Buosnaun A C cl(A) C cl(B); (MOHOTOHOCT)
o cl(A) = J{cl(Ap) | Ag C A, Ay je xonauan}; (koHAUAH KapakTep)
o cl(cl(A)) =cl(A). (MpeMIoTeHIja WM TPAH3UTHBHOCT)

Onepatop aare6apckor 3aTBOPEmA j€ 0nepamop npedzeomempuje ako JOJATHO
3aj10B0/baBa (3a cee a,b € Suw A C S):
e becl(A a)\ cl(A) nosrauun a € cl(A,b). (cBOjeTBO 3aMeHe)
Y rom ciyuajy kaxemo ja je (S, cl) npedeeomempugja.
3a oneparop anreGapCcKoOr 3aTBOPEha KOje He 3310B0/baBa CBOjCTBO 3aMEHE KAZKeMO

JIa je npasu onepamop an2ebapcroz 3ameopetba.

Ba ceaku A C S, ckyn cl(A) 30Bemo 3amsoperve ckyna A, a 3a ckyn B C S

KazkeMo J1a je 3aTBopeH ako je B = cl(A), 3a nekn A C S.

Axo je cl oneparop anrebapckor 3aTBopema Ha S, onna c¢sakm nojackyn 1 C S
)
ngedbunnmre (Ha NPUPOJAH HAYMH) JBA HOBA OMEPATOpa AIredapCKor 3aTBOpPema Koje

30BeMO pecmpuryuja Ha 1" u peaamueusayuja y 1.

JEoHUIINIA 1.12. Heka cl onepatop anredapckor 3aTBopema Ha S u 1T C S.

Pecrpuknuja cl na T je oneparop cly na T' nedpunucan ca:
clr(A) =T nNcl(A), 3acse ACT.

Penatusnsanuja cl y T je oneparop cl’ ma S gedunncan ca:
' (A) = cl(T, A), 3ace ACS.

HAammoMEHA 1.13.

(i) Ako omeparop cl 3a70BO/FABA YCIOBE MOHOTOHOCTH W KOHAYHOD KapakTepa,
taga u oneparopu cly u cl’ rTakobe 3a10Bo/baBajy YCJIOBE MOHOTOHOCTH H
KOHAYHOI KapakTepa. AKo je cl omeparop agrebapckor 3aTBoperma Ha S, Taaa
cy clp u e’ oneparopu amreGapckor 3arsopema pemom Ha T u S. U Buute,
ako je (S,cl) mpexareomerpnja, ouma cy oba (T, cly) u (S,cl’) rakohe mpes-
reoMeTpHuje.
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(ii) Axo T,U C S, nedbunumremo u omeparop cly ma T ca:
A% (A) =T Ncl(U,A),3acee ACT.

Ako oneparop cl 3aj0Bo/baBa yCJa0BeE MOHOTOHOCTH W KOHAYHOI KapaKTepa,
Taga u clf 3a,10B0/pABA YCIOBE MOHOTOHOCTH M KOHAYHOT KapakTtepa. Takolbe,
ako je cl omeparop anredbapckor 3arBoperma Ha S, Taja je H clg oTepaTop
anrebapckor 3arBopema na 1, a ako je (S,cl) mpeareomerpuja, Taga je u
(T, cl}) npexreomerpuja.

(iii) O6uuano hemo mucaru camo cl 3a oba omepatopa clp u cl’, ma uax u 3a cl¥;
oBakaB 3anuc Hehe mpasuTu HejacHohe, jep he 3Hauderme yBek OUTH jacHO U3

KOHTEKCTA.

JEoHUIINIA 1.14. 3a omeparop anaredapckor 3aTBopema cl Ha S KaxkeMmo 12
je dezenepucan ako 3a cBakd KoHadaH moackyn A C S Baxkmu:
cl(A) = | cl(a).
ac€A
3a cl kaxkeMo 12 je nomnyno dezenepucar aKO BaXKH J1a 38 CBAKM KOHAYAH MOJCKYT

A C S nocroju enement a € A Tako ga:
cl(A) = cl(a).

JacHo je 7a cy MOTIYHO JeTeHepUCAHU OllepaTopu aaredbapcKor 3aTBOpemha JIereHe-

pucanu; BujiehemMo jga 00paTHO HE BayKH.

HATTOMEHA 1.15. Axo je cl oneparop anredapckor 3arsopema Ha S u T, U C S,
u axo je cl merenepucan (IOTIYHO JereHepucaH), Taja ¢y u cly, ol u clg Taxobhe

JiereHeprcany (TOTIYHO JIETeHEePUCAHN) OTIePATOPH.

Omneparopu mpeareoMeTpuje ce MPUPOTHO jaB/bajy y aareOpPM Kako IMOKa3yjy

ciaegehn npumepn.

ITPuMEP 1.16.

(1) Hexka je V BekTOpcKu mpoctop Haj mosbeM k, u Heka je cl(A) nornpocrop pasamer
ca A. Taza je cl oneparop mpenreomerpuje Ha V.

(2) Hexka je F mosbe anje je 6azuo nosme k, u Heka je cl(A) anrebapcko 3aTBOpeme
noma k(A) y F, 1j. cl(A) je ckym cBux enemenara u3 F Koju cy anrebapcku
naj k(A). Taga je cl oneparop npeareomerpuje Ha F. CBojcTBO 3aMeHe y 0BOM
npumepy je rBpheme: ako je b anrebapcku esemenT Han k(A, a) U TpaHCIEH eH-
tan Hax k(A), taga je a aarebapcku uag k(A,b), mro je TBpherme mo3HATO KA0
[MTrajauosa Teopema. 3aTo ce CBOjCTBO 3aMene 4decTo HasuwBa u llIlTajaurosa
AKCHOMA.
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[TocTojame onepaTopa mpeareoMmerpuje cl Ha ckymy S 06e3behyje na ce Ha S Mory
JedUHECATH T0jaMOBI HE3aBUCHOCTH, Da3e U fuMeH3Huje. Y TPeTXOIHUM ITPUMEPUMa
OBU IIOJMOBH Ce€ IOKJIAIIa]y €a I0JMOBUMA JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTH, Oa3e U JIMMeH3Hje
BEKTOPCKOI' IIPOCTOPA, OJIHOCHO Ca MTOjMOBUMA ajiredapCcKe HE3aBUCHOCTH, TPAHCIICH-

JCHTHE base n TPpaHCIHEeHAECHTHOT' CTelleHa I10Jba.

JEouHUIIMIA 1.17. Heka je cl omeparop mpeareomerpuje nHa S uw A C S.
Kaxkemo ma je A:

e cl-neszasucan cxyn axo Baxku a ¢ cl(A \ {a}), 3a cBe a € A;
e cl-zenepamopnu cryn ako Baxku S = cl(A);

e cl-6a3a ako je A He3aBHCAaH reHEPATOPHHU CKYII.

Kopucrehn cBojcTBO 3aMeHe, MOXKEMO HMHTHPATH J0Ka3e oarosapajyhux Tephe-
ba U3 KOHTEKCTa BEKTOPCKHX IMPOCTOPA M I0Jba JIa JOKaXKeMo cjejehy teopemy,

KOja IOBJIaYM JIa je 1mojaM JUMeH3Hje IpejareoMerpuje 100po jieddrnHucaH.

TEOPEMA 1.18. Hexa je cl onepamop npedzeomempuge 1a S.

(i) Axo je A cl-nesasucan cxyn, B cl-zenepamopnu ckyn u A C B, mada nocmoju
cl-6aza C maxsa da A C C C B. Chneyujaano, npedeeomempuja (S, cl) uma
6a3sy.

(i1) Cee base npedzeomempuge (S, cl) cy ucme kapdunarrocmau. O

HeovnHuumniA 1.19. Jumensuja npeareomerpuje (S, cl), v ozmamu dim(5), je

KapIMHAJIHOCT OHJIO Koje Oase.

VY caydajy kaza je cl mpaBum omeparop anrebapckor 3arBopera S (He BaKu
CBOJCTBO 3aMeHe), MPHUPOJIHO Ce MOjaB/byje HETPUBHjAJIHO HapIjagHo ypeleme Ha
S: ako a,b € S u A C S cBenode ja He BayKd CBOJCTBO 3aMeHe, Tj. ako b €
cl(A,a) N cl(A) u a ¢ cl(A,b), tana je cl(A,b) € cl(A,a), ma ca z < y aKko

=

cl(A,z) € cl(A,y) medumunieMo HETPUBHUJATHO CTPOTO Mapiujatno ypeheme ma

S. 306or Tora cy cBH cjaenehu IpuMepH IMpaBUX OlepaTopa aaredbapckor 3aTBOpPerba

Oa3upanu Ha napuujajnum ypebemwuma.

[TpuMEP 1.20. [Tpernocrasumvo ja je (P, <) HeTpUBHjaIHO TAPIHjATHO ypeleme

u (L, <) merpusujasHo JguHeapHo ypeheme.

(1) Ba A C P nedunumumo cl(A) = {z € P | (Ja € A)z < a}. Jlako je mposeputn
ga je cl mpaBu omeparop ajrebapckor 3arBopema Ha P. Ilpumermmo ga 1o
naedbunnnuju x € cl(A) nopaaun x € cl(a), 3a vHekn a € A, 1j. cl je neremepucanu
omeparop aarebapckor 3arpopema. Ako P Huje muHeapHOo ypebheme, jacHo je 1a
cl Huje MOTIYHO JiereHepucaH ornepaTop ajaredapcKor 3aTBOpera; IiTaBuiie, cl
je MOTIYHO JlereHeprucal ako U caMo ako je P jquneapHo ypebheme.
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(2) Heka je (Qp, <p) davmminja nmapumjagunx ypeljersa nugekcupana ca p € P.
Youumo IUCjYHKTHY VHHU]Y ) = |—|peP ()p, 1 Hexa je m : (Q — P mpojeknuja
Jgara ca: m(T) = p aKo U caMo ako € (). Younmo naprujajano ypeheme na @)
jaro ca: r <y ako n camo ako m(x) < m(y) wm 7(r) = 7(y) u x <p) y. Hexa
je cl(A) = UH{rr(@)] | Fa € A)m(x) < m(a)} = U{Q, | (Fa € A)p < 7(a)}.

IToronso, cl je mpaBu omeparop aaredbapckor 3aTBopera Ha (), n u3 jgednuHn-
nuje JIAKO BUJAUMO na je mereHepucadH. (OBaj mpumep je 3aHUMJBUB jep ce
ypefema (P, <) u (@, <,) Mory pekoncrpyucarn kopumtiemem cl u3 (Q, <):
cl(z) = cl(y) nedununte pernanujy exsupajenuuje Ha () 4uje cy Kiaace (p;
c(@p) C c(Qy) nedunumte ypeherse Ha KOTHIHUYIKOM CKYILy OBE eKBHBAJICHIITje
Koje je uzomopduo ca (P, <).

(3) Cumenmjanuno, ako y upumepy (2) ymecro (P, <) yamemo (L,<), u JuCjyHK-
THyY yHHUjy naprujanaux ypebema (Q),<;) ypeaumo kao y mpumepy (2), mo-
OujaMo mpUMep MOTIYHO JIEreHepUCaHor oneparopa aarebapckor 3aTBOPEba.
Kako hemo Buaeru y TBphemy 1.22, oBaj mpumep je KaHOHCKH y CMHCIY Ja
je cBaku CKyll S ca IIPaBUM IIOTIIYHO JEreHepHCAHUM OIepaTOpOM ajrebapckor

3aTBOPEHA, OIUCAHOT ODJIHKA.

JEoHUIINIA 1.21. Heka je cl omepaTop aaredbapckor 3aTBoperba Ha CKyIy S.

(i) Ba z,y € S pedunuimenmo: z < y ako u camo ako cl(z) C cl(y).
(il) E-okomuna ox x € S je: E(x) ={y € S| cl(x) = cl(y)}.
(iii) Sqg ={E(z) |z € S~ cl(0)}.
(iv) Sq mpupomuo Hacaehyje ypeheme <o u3 S: E(x) <q E(y) ako u camo ako 3a
cee ¥’ € E(x) mce y € E(y) Baxn o' < y'. Y noxasy Tephema 1.22(ii) hemo
pugera Ja je £(z) <a E(y) ekBUBAICHTHO ca T <o Y.

(v) m: S~ cl(f) — Sy je npeciuraBame nedunncano ca w(r) = E(z).

VY crnenehem TBphemy hiemo onucaTu Be3y n3Melhy yBeJeHUX TIOjMOBA U3 TTPETXOTHE
jgedununyje, u Bujehemo Jia cy pasu HOTILYHO JIEN€HEPUCAHY OLIEPATOPH 3aTBOPEHHA
cymrruHcku onucanu y upumepy 1.20(3): mocroju penanuja ekBuBajeHIuje Ha S U
auHeapHO ypeleme Ha KOMMYHHUYKOM CKyIy TakBo ja je, 3a cako A C S, cl(A)

yVHHUja CBUX KJjaca kKoje Hucy Behe o kjiace Hekor ejementa u3 A.

TBPBEWE 1.22. Heka je cl nomnyno dezenepucaru npasu onepamop arzebapcroez

sameoperva na S. Tada:

(i) E(x) = E(y) aro u camo axo cl(x) = cl(y). Sa je napmuuuja cxyna S~ cl(().
(ii) Ca E(x) — cl(x) je dobpo dedunucanu uzomoppusam aureaprur ypeheroa
(Sat, <a) u ({cl(z) | x € S~ cl(D)}, ).
(111) 3a cee A C S, cl(A) =cl(®) UU{E(z) | Ba € A)m(x) < 7(a)}.
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Joka3s. (i) Kako ounrmenno z € £(x), 1o £(z) = £(y), no nebununujn &,
nosnaun cl(x) = cl(y). Obparno je Takohe ounrnenno u3 gedbunnmmje £.

Ja 6ucmo gokasamu na je Sg nmaprunuja ckyna S\ cl(()), npernocrasumo na
E(x) N E(y) # 0. Mzabepumo t € E(x) N E(y); no nebunnnnju € rana je cl(x) =
cl(t) = cl(y), ma mpema npsom gey TBphema je £(x) = E(y). Jakne, HeaucjyHKTHEI
WIAHOBU S Cy jenHaku, Tj. Sq je maprunmja ckyma S N cl(().

[TpuMeTrMO J1a ¥ J0Ka3y OBOI JieJa HICMO KOPHCTUJIH MOTIYHY JereHepUCAHOCT

omeparopa cl.

(ii) Ilpema gemy (i), mpecaukasame E(x) — cl(x) je mobpo nedunucana bujeiuja
Sa — {cl(z) |z € S~ cl(D)}. Ako je E(x) <a E(y), Tana je cuenujanso r <q v,
ma je cl(z) C cl(y). Obparno, ako je cl(z) C cl(y) u 2’ € E(z), ¥ € E(y), Tana je
c(z') = cl(xz) C cl(y) = cl(y), na je E(x) <a E(y). [pema tome, £(z) <a E(y)
ako u camo ako cl(x) C cl(y), 1j. nedunucano upecaukaBamwe jecre u3oMopdusam
ypebema.

Octaje ja JT0KazKeMO JMHeAPHOCT JaruX ypehema. 360r nOTIyHE 1ereHepucanocTn
omeparopa cl umamo na je, 3a npoussosbhe x,y € S N cl(()), 3arBopeme cl(z,y) jea-
Hako cl(z) nam cl(y). 36or moHoTOHOCTH, Y TIpBOM cayuajy je cl(y) C cl(z), ay
apyrom cl(z) C cl(y). Hakie, nata ypehema cy iuHeapHa.

(iii) Heka je A = cl(0) U U{E(x) | (Fa € A)n(z) <a 7(a)}. Tepanmo na
je cl(A) = A. Ilpernocrasumo na z € cl(A) \ cl(@), 1j. 360r neremepucanocTu
1a x € Uyeqclla) N cl(0). Tama mocroju a € A takas ma = € cl(a), ma mmamo
cl(x) C cl(a). Ipema geny (ii) je E(z) <a E(a), 1j. m(z) <q w(a), na x € A n
cl(A) C A je noxazamno.

3a apyry unkiaysujy upernocrasumo ga x € A N cl(()). Msabepumo a € A
rako ga m(x) <q 7(a), 1j. E(x) <q E(a). Ipema mery (ii) je cl(z) C cl(a), na
x € cl(a) C cl(A). Jaxme, A C cl(A). O

Cana hemo pedurucaru mojam cl-caobodnoe Husa ememenara u3 S, tae je cl
omepaTop arysebapckor 3aTBopema Ha ckymmy S. I[log HH30M moapasyMeBaMo HU3
eseMenara (a;)ic; MHJIEKCHPAH eJleMeHTuMa JuHeapuor ypehema (I, <). O6uuaj je
Ja KopucrnMo Kpahu 3amuc ao; u ag; 3a HE30Be (a;)j<; U (aj);<i. Taxobe, ay;

KOPHUCTUMO 32 ()4

JEonuHUIMIA 1.23. Heka je cl omeparop anrebapckor 3arBopetba Ha S u (I, <)
muueapruo ypeheme.  Husz (a;)ie; enemenara u3z S ~ cl()) je cl-caoboman

aKo a; ¢ cl(a<;), 3a cee i € 1.

HATTOMEHA 1.24.

(i) ¥ cayuajy npeareomerpuje (S, cl), au3 (a;);er je cl-caoboman ako u camo ako
je ckyu {a; | i € I} cl-nesaBucan. lMminkanuja (<) je ounryenna. 3a (=)
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MPETHOCTABUMO 113 je Hu3 (a;);c; cl-c1obOIaH U MPETIOCTABAMO CYIPOTHO JIa
a;, € cl(ayz,). Ilpema KoHAUHOM KapaKTepy MOKeMO H3abpaTdH MHHEMATHO N
TaKBO Ja A4, € Cl(ajl,aﬁ, C ,ajn), rae j] < j2 < ... < ]n U 19 7é j],jg, C 7jn-
[Tpumernmo na je iy < jp, jep je Hu3 (a;);es cl-cnobogan. 360r MUHHMATHOCTH
n mMaMo 1a a;, € cl(ay,, ..., a;, ,,a;,)~cl(a;,...,a;, ), omaKie u3 cBOjCTBA
3amene npobujamo a;, € cl(aj,,...,a; ,,a;,). Kako je ji,...,Jn-1,%0 < Jn,
0BO IIOBJIAYH 112 4, € cl(d<j,), IMTO je y KOHTPAJAUKIHJH Ca THIHEHHIIOM 2 je
(a;)ier cl-cnobomnan.

(ii) Iojam cl-cmobomaux HU30Ba ce MOKe JAebUHHCATH YaK U aKo cl Hmje omepa-
TOp ajarebapckor 3arpoperma. Mu hiemo roBoputu o cl-cJI000THUM HHU30BUMA Y
cJIydajy onepaTopa Koju 3a/J0B0/baBajy MOHOTOHOCT W KOHa4YaH KapakTep, aJu

MOZKJa HE€ TPAH3UTHUBHOCT.

[Ipema mpeTxomHO] HATIOMEHH MojaM cl-c1o060IHOr HU3a He 1aje HUIITA HOBO aKO
je (S, cl) upeareomerpuja. Ilojam cl-ciiobouHor HE3A UMa BaXKHY YJOLY Yy HCHUTH-

Bakby IPABUX OllepaTopa aaredbapckor 3aTBOPEba, MOCEOHO MOTIYHO /JIereHEPUCAHUX.

TBPBEWE 1.25. Hexka je cl nomnyno dezenepucaru npasu onepamop anrzebapcroez

aameopera 1a S U HEKG cY ay,ag, ..., a, € S\ cl(().

(1) Caedehu ycaosu cy exeusarenmmnu:
(1) (a1, as) je cl-caobodam;
(2) E(a1) <a E(az);
(3) a1 <a E(az);
(4) E(ar) <a aa.
(i1) Caedehu yeaosu cy ekeusareHmmu:
(1) (a1,as,...,a,) je cl-caobodan;
(2) E(ar) <a E(az) <a .. <a E(an);
(8) m(a1) <a m(az) <a ... <a 7(ay);
(4) cl(ay) € cl(az) € ... C cl(ay,).
(iii) Tun ypehera cearoz marcumannoe cl-caobodnoz nusa je usomopdar (Se, <c)-
(iv) Ilpemnocmasumo da je < napuyujasno ypeherwe na S N cl(()) maxeo da cy
ceu cl-caobodnu nusosu cmpozo pacmyhu. Tada je E(a) <-woneekcan crkyn
u sameopen y oonocy wa <-neynopedusocm (y S~ cl(()).
(v) Axo je < napuujanro ypehere kao y (iv), mada ce < u <g ,eeHepunku” nok-

AaNajy Yy emucay 0a undykyjy ucmo ypeherwe na Se.

JIokA3. (i) TIpema TBphemy 1.22(ii) mmamo jga je (ay,as) cl-cioboman ako u
camo ako cl(a;) C cl(az) ako u camo ako E(ay) <q E(az), mro gokazyje (1)<(2).
Ummmmkanuje (2)=(3) u (2)=(4) cy ounrenne. 3a (3)=(2) mpernocraBumo aa
a; <q E(az). o medununuju, To 3uaquu aa je cl(a;) C cl(az), ma npema TBphermy
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1.22(ii) umamo ma je E(ar) <qa E(ag), mro 3appmasa mgoka3. Ummimkarnmja (4)=(2)
ce CIUYHO JTIOKa3yje.

(il) OBo je mocaemuna gena (i) u Tepherma 1.22.

(iii) TIpumerumo aa je vu3 (a;);cr enemenara u3z S\ cl(() cl-ciobogan ako u camo
ako je (cl(a;))ier S-pactyhu. Ilpema tome, (a;)ic; je MakcuMasan cl-caoboman HU3
ako u camo ako {cl(a;) | i € I} = {cl(z) | x € S~ cl(0)}, na je npema TBphemwy
1.22(ii) meros tun ypehema umzomopdan (Sq, <)

(iv) da 6ucmo mokazann <-KOHBEKCHOCT cKyma & (a), MPeTIoCTaBuMO 1a & < Y
z,y € E(a); Tana E(x) = E(y) = E(a). Heka t ¢ cl((). Ako t ¢ E(a), Taja je mpema
tephemy 1.22(ii) mwiu cl(t) C cl(a) = cl(z) unum cl(y) = cl(a) C cl(t). [Ipema memy (ii)
TO 3HAYH Ja je wian (t, ) uwan (y,t) cI000IaH HE3, A TIpeMa MPETIOCTABIN TBPherba
jemumm t < x wim y < t; cakako He Baxku r < t < y. Ilpema tome, v < t < y
noiaun t € E(a) u £(a) je KOHBEKCAH.

Ja 6ucmo jgokazanm 3aTBopeHocT ckyna &£(a) y omHOCYy Ha <-HEYHOPeAUBOCT,
npernocrasumo ga x € £(a); rana E(x) = E(a). Heka t ¢ cl((). Axo t ¢ E(a),
CJIMYHO KA0 M Yy IPETXOJHOM HACYCY 3aK/bydyjeMo aa je win x < ¢ win t < x;

cBakako t je <-ynopeaus ca . IIpema tome, t £ x u x € t nonave t € E(a).

(v) Hupekrno u3 (iv) moxkemo ma BuguMo ja je E(a;) < £(az) ako u camo ako

je (a1, az2) cl-cmoboman nu3, mro je upema (i) ekBuBasentro ca E(ay) <q E(az). O

[loTmmyHo jAerenepucanu omneparopu ajredapCcKor 3aTBOPEIba KOPUCTE Ce KAKO On
ce OIHMCcaJIu TUIOBH ypelhema Kao WHBapHjaHTe CTPYKTYpa IPBOI pela, mTo heMo

NpUKa3aTu y ciaeneheM MOTIaBIbY.

3. JdenekmHI0BO KOMILIETUPAHE

Y oBOM 0j1e/bKY heMo ce mojceTuTu mojMa e teKiuHI0Bor KOMILIETHPaha ITYCTHX
quaeapunx ypehema. OBaj mojam je m00po mo3HAT, aJu MH heMO NPHIArOIUTH
nebUHUII]Y HAITUM ToTpebaMa, W JOKA3aTH jeJaH YUCTO TeXHUYKU PEe3YJITaT KOju
hemo kacHuje KOPpUCTUTH.

[Monckyn I nureapuo ypehenor ckyma L je nouemnu ceamenm od L ako 3a ¢BaKO

a € L Baxwu caenche:
ako a€l Tama x € l,3acBex<a.

JAEomHuIMIA 1.26. Heka je (L, <) rycro auneapHo ypeleme, Moxaa ca jes-
HOM mH 0be Kpajibe Tauke. Jledexundoso womnaemuparwe ypehemwa L je ypeheme
(D(L),<Q), rue je D(L) ckyn koju caapxu () u cBe moverHe cermenrte ojn L Koju

HEMaj]y MaKCHMYM.

JacHo je na je ypeheme D(L) nuneapHo, uma MUHUMYM () 1 ©Ma MAKCUMYM: aKO
L wema makcumyM™, L je makcumyMm ypehema D(L); ako je ¢ makcumym ypehema L,
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{z € L |z < c} je makcumym ypebhema D(L). Taxkobhe, D(L) je KOMIUIETHO Y CMHCITY

JIa CBAKU HETOB TOJCKYI UMa CynpeMyM (yHHUja MOJICKYTIA).

[Tocroju upuposno yranatmwe ypehewa Ly D(L): MUHUMYM, aKO 1IOCTOjH, CJIUKA
ce y ); ocranu enemenrn a € L camkajy ce y {x € L | x < a}. Ha oBaj nauun L ce

unenTuduKyje ca rycrum noackymnom ox D(L).

Bapaj Jjgakmux GopMmysalija HEKHX TBphema, ycBojuheMo KOHBEHIHjy maa je
JleIeKMHI0BO KOMILIETHPAkhe MpasHor cKyna jeanownano ypehewe: D(0) = {0}.
JeHowrano ypeheme je 1o JiepuHHAIMjH TYCTO, B npeMa JeduHunuju 1.26 meroBo

HenekunnoBo Komiuierupame je Takohe {0}

TBPBEWE 1.27. Ilpemnocmasumo da sasce caedehu ycaosu:

(1) (L1, <1) u (L2, <3) cy eycma auneapha ypeheroa;
(2) F: L — D(Ly) je cmpozo MOHOMOHO NPECAUKABATHE;
(3) F[L1| je eyem nodckyn 00 D(Ls).

Tada ce F' mooice va npupodan HavuH npouwupumu 0o npeciukasara.
na caedehiu navun:

(i) Axo je F pacmyhie, mada dedpunuiiemo:
DF)@) =0 u DF)I)=|]F(x), sal#0.
zel
Y mom cayuagy je D(F) usomoppusam ypehera (D(Lq1),S) u (D(Ls), C).

(i1) Axo je F onadajyhie, mada dedpunuiiemo:
D(0) = maxcumym y D(Ly)  u

D(F)(I)=|J{J € D(Ly) | J € F(x), sa coe x € I}, sa I # 0.
Y mom eayuagy je D(F) usomopdpuszam ypeherwa (D(Lq1),S) u (D(Ls), D).

) =

Jloka3. (i) Ipernocrasumo jga je F' pacrylie mpecinkaBamwe. O4uriento je na
D(F)(I) € D(La), 3a I € D(Ly), kao u j1a je npecaukasambe D(F') xomomopduzam
ypehema. la 6ucmo nokazanu ma je D(F) umjektusro, nzabepumo [, 1" € D(L)
tako qa [ C I'. Kako I’ mema makcumym, Moxkemo m3abpatn x,r’ € I’ tako na
I <yx<ya. BacBakot € I, t <y z u F je crporo pacryhe nosnaue F(t) C F(x).
Camano, © <; &’ u F' je crporo pacryhe noiade F(z) C F(2'). Onarie umamo:

D(F)(1) = | JF(t) € F(x) € P(e!) € | F(t) = DF)(I).
tel ter
IIpema Tome D(F') je UHjeKTUBHO.
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Octaje ma mokaxemo aa je D(F) cypjekrusno. Uzabepumvo J € D(Ly), J # 0, n

YOUNMO:
I={teL|F(t)CJ}

ITpuverumo na J # O u F[Ly] je ryct v D(Lo) mosraue ma je I # @, u gax
beckonauan. Kaxo je F' pactyhe, Takohe je jacHo ma je I modeTHu cermMeHT of L.
Ako [ cagpxu makcumyM, nzdbarumo ra; caga I € D(Ly) u tepauvo D(F)(I) = J.

Jacuo je ma D(F)(I) C J. Nzabepumo y € J. Kako J Hema mMakcumym, u3abe-
pumo ', y" € J 1ako qa y <oy’ <o y”. Taga y D(Ls) mmamo:

{tGLg\t<2y}§{t€L2|t<2y’}§{t€L2|t<gy"}§J,
na moHoBo, Kako je F'[Li| rycr y D(Lsy), Moxemo nzabparu x,z’ € Ly Tako aa:
{t€L2|t<2y}§F(x)g{t€L2|t<2y'}§F(x')g{tELg|t<2y”}§J

Ounrsenno je x <y o' u F(z) C F(2') € J, na x Huje jeHAK eBEHTYAJIHO U30a9€HOM
makcumymy ckyna {t € Ly | F(t) C J}, 1j. « € I. Takobe, ounrnegno y € F(x),
onakie y € D(F)(I).

(ii) TIpermocraBumo ma je F omamajyhe npeciaukasame. [loHOBO je jacHo ma
D(F)(I) € D(Ls), 3a I € D(Ly), jep je yHuja TOYeTHUX cerMeHaTa 6e3 MaKCHMyMa
takohe moUeTHH cerMeHT Oe3 MakcuMyMa. Takobe je jacuo ma [ C I’ mosiaun j1a je
D(F)(I) 2 D(F)(I'), 1j. D(F) je xomomopdusam oarosapajylinx ypehema.

[Ipernocrasumo ma I, 1" € D(Ly) u I C I'. Kako I’ Hema MakcumyMm m3abepumo
x, 2’ € I' tako ma [ <; x <; /. BacBakot € I, t <; x u F je crporo omanajyhe
nossiaue F(z) C F(t). Canuno, x <; 2’ u F je crporo ounauajyhe nosnaue F(z') C
F(z). Kako F(z) nema makcumym uzabepumo y,y' € F(x) rako qa F(2') <o y <2 ¢/
Younmo exement J = {t € L; |t <3 y'} y D(Ls); upumernmo y € J C F(x) u
yeJNF(2'). Bacakot € [ je J C F(x) C F(t), ma J CD(F)(I)ny € D(F)I)
caequ. Ca npyre crpane, y ¢ D(F)(I'), jep y cynpornom npunaaa nekoM J' € D(Ly)
KOju je cajap:kaH y cBakoMm F'(t), 3a t € I’; cnenmjasino y € J' C F(2'), mro je
koutpanukiuja. laxmae, D(F) je uHjeKTHBHO.

Ocraje ma mokaxkemo ga je D(F) cypjektusuo. U3abepumo J € D(Ls) Tako ma

J uuje makcumym y D(Ls) u youumo:
K={teLi |JZF{t)} uw I=L \K.

Kako je F' omanmajyha, jacuo je ma je K kpajmbu cermeHT ona Ly, ma je | modeTHun

cerment oj Ly. Takobhe, K # Ly jep J nuje makcumym y D(Lo), a F[Ly] je rycr

y D(Ly). TIpema tome I # (. Axo I caapxu makcumywm, usbanmumo ra. Tasa
I € D(Ly) n tBpmumo D(F)(I) = J.

[To nedwnnnnju ckynosa K u I, umamo ma J C F(t) 3a cBe t € I, ma je

J C D(F)(I). llpernocrasumo ma y € D(F)(I). Nzabepumo J' € D(Ly) Taxo
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na J' C F(t),3acset € I, uy € J. llpernocraBumo cynpotao ma y ¢ J; Taja
J C J', jep cy J,J nouernu cermentu ox Lo my € J' N J. Kaxko je F[L;] ryct y
D(Ly), uzabepumo z,x’ € Ly rako pa J C F(x) € F(2') € J'. Tana je 2’ < x jep
je F onamajyha, anm takohe z,2’ ¢ K, na 2/ € I, jep 2’ < z nosnaun na z’ nuje
epeHTyasiHu MakcumyMm o Ly \ K. Kako 2’ € I, no nedpununuju ckyna J', umamo

aa J' C F(x'). Konrpaaukimja. O
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[TOTJIABJBE 2

IIpaBuiHu TUOBU

Y oBoM norjiaB/by hemo npukaszaru 1nojam mnpaBuaHor tumna. llojam npasusinor
tuna yseo je [llenax y m3yduaBamy CTaOUIHHX Teopuja. ¥y OIIITEM CJAyd4ajy, IOjam
npaBusHOr THha cy yBenn [luie] u Tamopuh y pamy [10], y Kome cy 3amodesnn
BUXOBO n3ydaBame. OHU Cy TPUMETHIN [1a TOCTOje JIBe BPCTEe MPABWIHUX THIIOBA!
CUMETPUYHH U acuMeTpudHu. CUMeTprIHe IpaBUIHE THUIIOBE je m3ydaBao TanoBumh
y pauay [15], a acuMeTpuYHI MPABUIHH THIOBH Cy U3y4YaBaHWU y paiy [8].

Y mpBoM ofie/bKy hieMo yBecTH TojaM TJIODATHOT WHBAPHWjaHTHOT THIA W JIATH
OCHOBHE ocoOMHe MHBapujaHTHUX THIoBa. ledunucahemo mojam Mopaujesor Husa
MHBApPUJAHTHOI' TUIIA — '€HEePUYHOI' HU3a peaJiu3aluja Tuia. Bujehemo ja nnBapu-
JAHTHH TUNOBU UMAjy jeJUHCTBEHO MHBAPHUjAHTHO IIPOIIAPEHE HAa Behn MOHCTPYM U
Jga cy tunoBu Mop/injeBUX HH30Ba jeUHCTBEHU U ojpehenu riiodajHuM TUIIOBHMA
— CTeNeHUMa JaTor THIa. Y BENheMO MOjMOBE CUMETPUYHOT U aCUMETPUYHOT MHBA-
pujanTHOT THIA U noka3aheMo ma cy MopJinjeBrn HI30BU CUMETPUYHOT TUIIA HHBAPH-
JaHTHH y OJIHOCY Ha IepMmyTanuje. Jlemo m3marame 0 WHBApPWjaHTHUM THUIOBUMA
Mozke ce Hahnm y [14].

Y apyrom ofes/pKy heMo cBakOM HeaJredapcKoM TUITY HAJ MOJETIOM TPUIDY KUTH
U3BECTaH OMEepPaTop KOjU YBEK 3370BO/haBa YCJIOBE MOHOTOHOCTH M KOHAYHOT KapaK-
Tepa, ajil He Mopa OuTH onepaTop ajaredapckor 3aTBOPErba.

Y tpehem onemky pedpunuieMo mojMose ¢1abo MPaBUIHOT, TPABUIHOL U jaKO
NpaBUJIHOT THHA. Buaehemo ja mpaBUIHOCT TOBJIAYH JIa je W3BECHA PECTPHUKILHja
NPUJIPYZKEHOT OllepaTopa TPAH3UTUBHA, Tj. Ja je y TUTamy oneparop ajaredbapckor
sarBopema. [laliemo mokas Teopeme auxoromuje u3 [10] koja Kazke Ja je omepaTop
OPUIPYKEH CHMEeTPUYHOM TMPABHJIHOM THILY ONEPATOp IMpeiareoMeTpHje, TOK acu-
MeTpHUYaH MPaBUJIAH TUT reHepuire JHedUHAOUIHO MapIyjaJaHo ypeheme y OTHOCY

Ha Koje cy MopujeBu HU30BU CTPOTO pacTyhu.

1. luBapujaHTHU TUIIOBU

JEorHULIMIA 2.1. Heka je p € S,(€) u A C € mannm ckyn. Kaxkemo ga je
TUI p uneapujarman nad A wam A-umeapujanmar axo 3a CBaKH ayToMopdmsam

f € Aut4(€), cBaky dbopmyny ¢(z,y) u cBaku m € € BaxKu:

o(z,m) €p axxo Gz, f(m)) € p.
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Kazkemo 11a je ryiobanm THII uHeapujarmar, ako je HHBaApUjaHTaH HaJl HEKUM MaJIHM

CKYTIOM.

[Ipumerumo ja uHBapujaHTHOCT HA A MOB/IaYNM WHBAPUjAHTHOCT HAJ CBAKHM
Hajgckynom B D A, jep je Autp(€) C Auts(C).

3a nHBapujaHTHe TyiobaTHe TUIOBe Jedunumemo mojam MopamjeBor Hu3A.
JEorHULIMIA 2.2, [Ipernocrasumo na je p € S, (€) unsapujantan Tun u ([, <)

nureapuo ypeheme. Hus n-topku u3z € (a;);er  je Mopaujes nus y p nad A axo 3a

CBaKoO 1 € I Baxu:

a; ): Praa;
e je a.; o3Haka 3a {a; | j < ¢}. Cnenmjamnno, (ar,as, . ..,an,) je Mopiujes Hu3 y p
nax A ako Bazku:
C_Ll ’: pM7 (_l2 ’: pMFLN C_L3 ): p[A(_ll(_zQu CIE) am ): p[Ac_Ll...(_zm,y

TpajunuonaJiHO, OpJIMHAIHO ypeljeHH HU30BU KOjU 33/I0BObABAjY YCJI0BE IIPETXO0-
jane neduHunnje ce Ha3upajy MopaujeBu nu3osu. Ilpomupunu cmo neduHUIT]Yy Ha
IPOU3BOJHHO TuHeApHO ypeheme ([, <).

Y ciesehoj siemu hemo jiokasaru jia je tun MopJmjeBor Hu3a MHBapUjaHTHOD

THUTIA jeIMHCTBEH.

JIEMA 2.3. IIpemnocmasumo da je p € S,(€) uneapujanman nad A.

(i) 3a ceaxu maru ckyn B D A, ako cy (ay,da, ..., 0m) u (by,ba, ..., by) Mopau-
jesu nusosu y p nad B, mada je tp(ay,ay, . .., am/B) = tp(b1, by, ..., bm/B).

(i1) 3a cearu maau ckyn B DO A u ceaxo auneapro ypehere (I, <), axo cy (Gi)icr

u (b;)ier Mopaujesu nusosu y p nad B, mada je tp((a;)ier/B) = tp((b;)ier/B).-
JlokA3. (i) Hokas m3Boaumo uHayKnujom mo m. 3a m = 1 TBpheme je TpuBU-
jasmo. IlpermnocraBumo ja TBpheme Baxku 3a MopJiinjeBe Hu3oBe jiyxkune m — 1 u
MPEeTIoCTaBuMO Ja ¢y (dy, Ao, . . ., Gm) 1 (b1, b, ..., by) Mopaujesn HE30BH y p Ha

B. Tlo uHAYKIMjCKOj XUTIOTE3U UMAMO /1 je:
tp(C_Ll, ceey C_Lm_l/B) = tp(gl, e ,[_)m_l/B).

Taga nocroju ayromopdmsam f € Autp(€) raxas ga f(a;) = b;, 3a cee i < m.
36or A-mmBapujantHoctn Tuna p, kaxko f duxcupa A, u3 a,, = Ppa,...,

f(am) = b, ... 5,,_,- 1Ipema Tome, mmamo:
tp(ELl, Ce ,dm_l, dm/B) = tp(gl, Ce 7Bm—17 f(dm)/B) = tp([_)h PN ,Bm_l, l_)m/B),

rJle IpBa jenHakocT Baxku jep ayromopduszam [ € Autg () camka (ay, ..., Gpm_1,m)

cAean ma

am—1

y (b1, b1, f(@m)), a apyra jep f(@m) w by, 06a peamusyjy tan pyp, 5, -
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(ii) IlpernoctaBumo cympoTHo, Tj. 1a tp((@;)icr/B) # tp((b)icr/B), 3a Mopm-

jeBe Hu30Be (G;)icr 1 (b;)ier v p HaT B. Taga mocToju KoHaYaH MOACKYT {41, ..., iy} C

I, vae iy < ... <y, u popmyia ca napamerpuma u3 B, ¢(Z;,,...,T; ), TaKBa Ja:

’: QZ5(C_LZ'1, .o 7C_Lim) A _‘¢<Eil7 “ e ,l_)im).

Mebytmm, kako cy (Gg,,...,a;,) 1 (bi,,...,b; ) Mopamjesn mmsosn y p Hamg B, To

uuje moryhe npema (i). O
[TpumernMo Ja MMaMo JUPEKTHY MOCJICAUILY TTPETXOIHE JIeMe.

[TocnenunA 2.4. IIpemnocmasumo da je p € S, (€) unsapujarnman nad A. Tada

cy Mopaujesu nuszosu y p nad A nepacnoznamaousu nad A.

UcmnocTasspa ce ja riobajgal HHBAPUjAHTAH TUI UMA jeJIMHCTBEHO MHBAPHUjAHTHO

OpOIIHpPehe HA Bell MOHCTPYM.

JIEMA 2.5. IIpemnocmasumo da je p € S, (€) unsapujarman nad A u npem-
nocmasumo da je € = € sehiu moncmpym. Tada nocmoju jeduncmeeno A-unsapujar-

muo npowuperve ' muna p y S,(€).

JTokA3. Koucrpyumemo tun p’ Ha ciegelin HaunH: 3a cBe opmyre ¢(Z,7y) Ge3

napamMerapa n cse m’ € ¢’
o(z,m') €p’ axko (T, m) € p, 3a neko m € € rakso ga tp(m/A) = tp(m'/A).

Ounrnenno je p C p'. Tlpumerunmo na ako ¢(Z,m) € p, 3a Heko M € € TaKBO Ja
tp(m/A) = tp(m’/A), taga 36or A-uHBapHjaHTHOCTH THIA P BaxKu jaa ¢(T,m) € P,
3a cBako m € € takso na tp(m/A) = tp(m'/A).

Cama mmje temko gokazatu ga p’ € S,(¢). Axo ¢;(z,m') € p/, 3a 1 < i < k,
n3abepumo m € € Takso aa je tp(m/A) = tp(m'/A), n u3abepumo ayromopduzam
f € Aut4(€) rakas na f(m) =m'. Taga ¢;(z,m) € p, 3a cee 1 < 1 < k, na nocroju
a € € xoju 3a70B0sbaBa cBe Gopmyie ¢;(z, m). Taga f(a) 3agoBossasa cBe Gopmy.e
¢i(Z,m'), na 3ak/bydyjeMo ja je p’ KOHAYHO 3a/I0BOJBHB.

3a mormyHoct, ako je ¢(T,y) dopmyaa Ge3 mapamerapa u m’ € €', taga Baxu
win ¢(z,m) € p, 3a cee m € € takse 1a tp(m/A) = tp(m'/A), wm —~¢(Z,m) € p,
3a ce m € € rakse ga tp(m/A) = tp(m//A). Ilpema tome, win ¢(z,m') € p’ win
—o(z,m') € p'.

Taxobe, npema KoucTpykiwju p’ je unBapujantan van A. Ako je ¢(Z,m') € p/,
raja je ¢(T,m) € p, 3a neko m € € rakso ga tp(m/A) = tp(m'/A), ua ako je
f € Auta (), tana je tp(f(m')/A) = tp(m'/A) = tp(m/A), ma je ¢(z, f(m)) € p'.

Konauno, tBpaumo ga je p’ jeauHo npommmpeme tuna p Ha € Koje je
A-unBapujantHo. Heka je p” € S, (€') mporupeme tuna p Koje je A-WHBAPHUjAHTHO
u meka ¢(z,m') € p”. Uzabepumo m € € taksBo ga tp(m/A) = tp(m’/A). 36or
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A-unBapujantnoctu tuna p”’ umamo ga ¢(z,m) € p”’, ma xkako je p” D pum € €,
mobujamo na ¢(x,m) € p. Omarie ¢(z,m') € p’. Hakme, p” C p’, ma 360r mot-

iyHocru umamo p’ = p’. O
Cana MozkeMo nedbuHUCATH cmenere TI0OATHOT HHBAPUJAHTHOT TUIA .

JEonHUIUIA 2.6. TIpernocrasumo na je p € S, (€) uHBapUjaHTAH THII U IPET-
nocraBuMo 712 je p’ € S, (€’) meroBo HHBAPUJAHTHO MPOIIUPEHe HA Belit MOHCTPYM

¢ -c

(i) Heka je (ay,...,a,) Mopaujes uu3 y p’ nag €. Ca p™ o3HavuaBaMO THIL:

tp(as, ..., am/).

=3
3
=
8
s
I

(ii) Hexka je (I, <) nuneapuo ypeheme u (a;);c; Mopaujes muz y p’ mag €. Ca p!
03HAYABAMO THIL:

p (Z:)ier = tp((@:)ic1/€).

IIpuMeTrnmo fa Tpema Jemu 2.3, nedbunncanu THNOBH p™ u p! He 3aBHCce 0O
u3bopa Mopaujesor Husa y p’ wag €. 3aucra, MmoHcTpyM € je Maau CKyI U3 yIia
moncrpyma €' na ce sema 2.3 Moke npumenuTu. Takohe npumeTumo Ja je:

pl(fi)iej = U pm(d_}il, c ,Lf’im).

{ilv--aim}gl
11<i2<...<im

JIEMA 2.7. IIpemnocmasumo da je p € S,(€) unsapujanman nad A. Hexa je
B O A wmaau ckyn u (I, <) auneapro ypeheroe.

(i) Huz (by, ..., by) je Mopaujes nus y p nad B axko (by, ..., by) = (p™)5-

(i4) Husz (b;)icr je Mopaujes nus y p nad B axxo (b;)icr = (p7)5-

JokA3. okazaliemo (i), meo (ii) ce camano mokasyje.

Heka je p’ € S, (¢') mpomuperme tuna p ma selin momcrpym € > € koje je
A-unBapujantno. Hexka je (ai,...,a,) Mopaujes uu3 y p’ man €; no medununujun
je p™ = tp(ay,...,a,/€). Cuenujamuo je (ai,...,a,) Mopaujes uu3 y p’ nanx B u
(@, am) F (™) i

[Tpernocrasumo na je (by,...,b,) Mopaujes wu3 y p nag B. Kaxko je p C p/; o
je (by,...,by) Mopaujes mus y p’ wag B, na je npema e 2.3, tp(by, ..., b,/ B) =

tp((_ll, .. ,dm/B), Tj. (l_)l, . ,[_)m) ): (pm){B.
IIpernocrasumo caga ma (b, ..., by) = (pP™)s. Tama moctoju ayromopdusam
f € Autp(€) Takas ma f(a;) = b;, 3a cee 1 < i < m. Kaxo a; |= p] 360T

[Baj...a;—1"
1 M [/Bl’)lu.l’ai,l’ na xako je p C p’ goGujamo
nab; = Pisb, b, - 1lpema Towme, (b1,...,by) je Mopnujes uu3 y p nan B. O
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Ucnocrappa ce Ja UMaMO JB€ BPCTeE I/IHBapI/IjaHTHI/IX THUIIOBa: CHUMETpHUYHE U

aCuUMeTpHuYHe.

JEonHUIMIA 2.8. TIpernocrasumo ga je p € S, (€) uHBapUjanTaH THIL

(i) Kaxemo ga je p cumempuuan, axo je p*(Ty,Ty) = p*(Te,T1). Y cynpoTHOM
KayKeMO 712 je GCUMEMPUUGH.

(i) Kaxkemo na je p acumempuuar nad A uim A-acumempuuar aKo je WHBADH])aH-
tai Hag A u (p?)a(T1, To) # (p?)a (T2, T1).

HATMOMEHA 2.9. IIpernocrasumo jaa je p € S, (&) unBapujanran uay A.

(i) Ako je p cumerpudvan, pema Jemu 2.7 3a cBako B O A Baxu: ako je (ap,as)
Mop.ujeB uus y p naxn B, tana je u (az,a;) Mopaujes uu3 y p naj B.

(i) Ako je p acumerpuuan, Tajga dpopmyna Koja cBegoun p*(Ty, Ty) # p(Ta, T1)
KOPUCTH KOHAYHO MHOTO HapaMerapa, Ma MOCTOjH KOHAYHO mpommupeme Ag
ckyna A takBo ga (p?)a, (Z1,T2) # (p%)a, (T2, T1), Tj. p je acumerpuuan Haj
Ap. Tlpema semu 2.7, 3a cBako B DO Ay Baxu: ako je (ap,as) Mopaujes Hus y

p man B, tamga (as,a;) auje Mopauje au3 y p uajg B.

JIEMA 2.10. Ilpemnocmasumo da je p € S,(€) unsapujaHman cumempuyan

mun. Tada:

(i) P (T1, T2, ., Tm) = P (Tr(1)s Tr(2)s - - - » Tr(m)), 3G C6GKO M = 2 U CEAKY nep-
mymayujy © ckyna {1,2,...,m};
(i6) p'(Z:)ier = P (Tr(i))ier, 80 ceaxo auneapro ypehere (I, <) u ceaky nepmyma-

yujy ™ ckyna 1.

JIokA3. IlpermnocraBumo jia je p uaBapujanran Haj A. JToka:kuMo Hajipe ciejie-

he mephere. 3a cBe m > 2 u cBe k < m BaxKu:

PT(T1, e Ty Tty e ooy Tm) = P Ty ooy i1y They -+ s Tn)-

Heka je B O A upousBo/bHO U HEKA je (G, . .., Ak, Ggi1s - - -, Gry) Mopiiujes Hus y
p wax B. Tana je (aq,...,a5_1,ak, Gx—1) Mopaujes uu3 y p wan B, na je (ay, Ggi1)
Mopnujes uu3 y p vag Bay . .. ag_1, 0fakJje je 360r CHMeTPUIHOCTH THTIA P, (Gk1, Ax)
Mopnujes uu3 y p wag Bag ...adx_1. Omarie ce IUPEKTHO MOYKE 3aK/byIUTH /13 je
(@1, ..., Gk_2,ax11,ax) Mopaujes Hu3 y p Haj B, u KOHAYHO (a1, . . ., i1, Qky - - - 5 Qi)

je Mopmanjes uu3 y p vag B. Ilpema nemu 2.7 oBo joka3yje na je:

(pm)[B(fi'l, ... ,i"x, 'i.k-i-la .. ,.CL'm) = (pm)(B(fl, C.. 7j7k+17j7k7 ... ,l‘m)7
3a cee B D A, omakiie ciaean TBphembe.

Kaxko Tpancnosunuje obauka (k, k + 1), 3a k < m, reHepury cBe mepMyTailije
ckyna {1,2,...,m}, (i) cienu npema nperxogaom tBphemy. Omma (ii) cienu npema
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(i), jep je:
p'(Zi)ier = U P ( Ty, T)-

{it,nim)CI
11<12<...<tm

NmamMo AMpeKTHY MOCJIeIUILYy TPETXO/IHE JIeMe.

[MocneaunuA 2.11. Ilpemnocmasumo da je p € S,(€) unsapujarmar nad A u

cumempusar. Mopaujesu nusosu y p wad A cy nomnyno wepacnosnammpue.

JEonHAINIA 2.12. IIpernoctaBumo na cy p € S, (€) u q € S,,(€) aBa nnsapu-
janTHa ryobanna Tuna. Heka cy p’ € S, (¢) u q' € S,,(¢') muxosa nnBapujanTHA

npormuperna Ha Behn MoucTpym. Jdedbunumemo Tuin p ® q € S,y (€) ca:
p@a(z,9) = tp(a, b/€),

rae je a = Pl a b= Alea-

Kao u xon gedunmImje crernena 1y1od6aaHOT WHBAPUjAaHTHOT THIIA, MOYKEMO 3a-
K/BYUUTH Ja JehUHUCAHN THII He 3aBUCH o1 u3bopa a u b. 1 name, ako cy oba Tuma

p u q uaBapujanTHE Haj A, Taga 3a cBako B O A Baxku (y €):

(@b) = (p@qs akko al=ppubl= qsa.

3a riobasine MHBApUjaHTHE TUTIOBE P U ( heMo pehn 1a KOMyTHPajy aKo je pRq =
q®@p. Y ToM caydajy, ako ¢y u p u q unsapujantan vaa A, (a,0) = (p ® q)p ako u
camo axo (b,a) = (q® p)p, 3a cee B D A.

Takohe npumvernmo fa 3a raobajan WHBapHUjaHTaH THII P Baykn p @ p = p2.

2. Omeparop cl,

[Tpernocrasumo ga je p € Sq(N) meanrebapcku Tum Hajx moaeaom N, rue je
voxkaa N = €. Ob6uuaj je ma 3a GopMmyse Koje MPUIanajy THMY P KaykKeMo Ia Cy
p-seauke, 0K 3a BUXOBE Heraluje, hbopMyJie Koje He IPUIIaIajy TUILY P, KAzKEMO Jia
cy p-mase. AKo je THII p jacaH M3 KOHTEKCTa, OHJIa CaMO KazkeMo Ja je ¢dpopMyJia
BeJnKa (MaJjia), ako je p-Bequka (p-mana). MoTuBanuja 3a 0OBaKBY TEPMHHOJIOTH]Y
je npuponna u 6uhe jacHa y moraaBmby 0 KBASUMUHUMATHAM MOJEIAMA.

Tuny p npuapyxyjemo oneparop cl, na V.

JEonHuIMIA 2.13. Tlpernocrasumo na je p € S;(N) neanrebapeku tum. ledu-

Huniemo onepatop cl, ma N ca:
cl,(X) = U{QS(N) | ~¢(x) € px }, 3a cBe X C N.
ExBuBasienTHO:

cl,(X)=N~px(N)={ae N |alpx}, 3acse X CN.
33



Ilpumernmo Ja HaBenere fedununuje ckyna cl,(X) 3aucra jecy eKkBuBajeHTHe.
Axo je a € N rtakas ja a = px, Taga mocroju ¢opMyna ca mapaMerpuma u3 X,
—¢(x) € px, KOjy a He 3310BosbaBa, Tj. a € ¢(NN). ObparHo ako —¢p(x) € px, Tasa
HUjeJaH eeMeHT ckymna ¢(N) He Moxke Ja peannsyje py.

Nmajyhu y Buny TepMuHOIOrHjy U3 yBoAHOTL nacyca, cl,(X) je makie yHuja cBUX

ckynoBa jiepunabuyiHux MaJjuM opmysiama ca napamerpuma u3 X.

JIEMA 2.14. IIpemnocmasumo da je p € S1(N) neanzebapcru mun. Onepamop

Clp 3000605064, YCN0BE MOHOMOROCTNU U KOHAYWHOZ KAPAKIMEDPG.

JoKA3. /la 6ucMo J0Ka3ajim MOHOTOHOCT, Tpeba ja gokaxkemo ga X C Y
nosradn X C cl,(X) C cl,(Y). Kaxko je Tun p meanrebapcku, dbopmyrta z = a
je masa 3a cBako a € N, na mpema tome a € X nosiaun a € cl,(X). Vcios
cl,(X) C cl,(Y) je jacan, jep je cBaka masa dopmysa ca mapaMerpumMa y X, crenu-
jasno, maJjia gpopmyJia ca rnapamerpuma y Y, kaja je X C Y.

Hoka3 yciaoBa KOHAYHOT KapakTepa je Takofe jgak: ako je ¢(x) mana dopmyra
ca mapaMerpuMa y X, Taja HeHH HapaMeTpH MPUIAIa]y HEKOM KOHATHOM IIOICKYILY

Xo C X. llpema ToMe BaxKu:
clp(X) = [ J{clp(Xo) | Xo € X je xonauan}.
O

[Ipema mpetxoanoj jemu u zHamomenu 1.13, 3a cBe ckynope S, T C N Baxu na
oleparTop (31575 38JI0B0OJ/baBa yCJI0BE MOHOTOHOCTH ¥ KOHAYHOI' KApaKTepa, rje je 01]:: S

oneparop JeduHUCAH ca:
ol 4(X) = Snel,(T, X).

Iaxe, clg g je oreparop ajarebapckor 3arBopera Ha CKyly S ako U CaMo aKo 3aJ10-

BOJbaBa YCJIOB TPAH3UTHUBHOCTH.

Ha xpajy oBor ome/hbkKa PasMOTPHEMO INTa CYy clf—cn060;LHH HU30BH, TJe je
p € S1(C€) unsapujanran tun. Vcnocraspa ce jga cy y nurawy Oam MopJiujeBu
nu3osu y p mag A. 3ancra, ako je (a;);e; Hu3 eaemenara u3 pu(€), taga je (a;)ier
Mopnujes uu3 y p mHan A akko 3a cBe ¢ € | BaXKu a; = Pz, aKKO 3a cBe i € [

BaXKU a; ¢ ClpA<6_L<i), AKKO je HU3 (a;)ier clf—cm06og1aH.
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3. IIpaBusHEU TUIIOBU

Y oBoMm ojie/bKy hemo jiepunucaTi 110jamM IIPABUJIHOI TUIIA KOJU je IeHTpaJIHu

ojaMm Haler u3y4daBama. [IpernocraB/baMo jia paj Mo y (PUKCUPAHOM MOHCTPYMY

¢

JEouHUIMIA 2.15. [lpernocraBumo ga je p riaobajHu HeaarebapCcku THIL. 3a

THII P KaxKeMO J1a je npasuaah Had A ako je HHBapHjaHTaH HAJ A U aKO BarXKH:
3acBe BD Aucseac€pa(C)\pp(€) Baku: pgph pg,.
Kaxkemo 1a je tum p npasuaah ako je mpaBUjiaH HaJl HEKAM MaJiuM CKymoMm A.

Jlakute, p je mpaBmaaH HaJ A ako 3a cBakd HaICKyn B D A Baxku: peasn3aiyja
THUIIA Py WK pealnsyje P, WIK He yTHUIe Ha pealn3allnjy TUIa Pp. AKO 0Baj yCIOB
BasKl U MaJIO IIUpe, He caMO 3a peasn3allije THIA P4 Hero U 3a eIeMeHTe HeKe

A-nedunabuine oKoIMHe TUNA P4, OHJA TOBOPHMO O JaKO NPABUTHOM THILY.

JIEoHUIMIA 2.16. TIpernocraBumo ja je p riobajHu Heaaredbapcku THIT U
¢(x) € p. 3Ba map (p,P(x)) xKaxkemo ga je jaxo npasuaar nad A ako ¢(r) € pua,

p je HHBapHUjaHTaH HAJ A U aKO BarKu:
3a cBe BDO Aucsea€ ¢(€) \pp(€) Baxu: ppt Ppa.

Crernujaino, y ciaydajy kaja je ¢(x) dopmyrna x = x, nap (p,x = x) je jako npaBu-

JaH HaJ A ako je p MHBapHjaHTaH HAJ A U aKO BarXKH:
3acBe BD Aucseac C\pp(€) Baxu: ppt Paa.

Kaxkemo 1a je nap (p, ¢(x)) jaxo npasusah ako je jako mpaBHIAH HAJ HEKUM MaJHM

ckymom A.
PasmMoTpuMo HEKOJIUKO MpUMepa (HCIYIITaMO JeTabe).

IIpuMEP 2.17.

(1) Youumo momen (Q, <); merosa Teopuja MMa eJIUMHUHAIN]Y KBaHTH(MUKATODA,
n Heka je € merop MoHcTpyM. Heka je p € Si(€) Tun GecKOHAYHO BEJHKOD
eJIeMeHTa, Tj. THII KOJU CaJpKK a < T, 3a cBe a € €; OH je nHBapHjaHTan HaJ ().
Jlako ce Bujm ga je nap (p,r = x) jako npasmian HaJ, ().

(2) Yoummo monen (Q,<, P, Py), tne P, u Py nese Q Ha JBa IUCjyHKTHA TyCTa
Jies1a; IHeroBa TeopHja uMa eJTUMHUHAIN]y KBAaHTU(HKATOPA, U HeKa je € meros
moucrpyM. Heka cy pi, ps € S1(€) TuioBu 66CKOHAUHO BEJUKOD €JIeMEHTa KOju
caapzke peaoM Pi(x) u Py(x); oba cy nusapujanrau uaz (). Tlaposu (p1, Pi(z))
u (p2, Po(z)) cy jaxko npasunau wan (), amu vu (p1,x = ) uu (P, = x) HUCY
jaxko npasuianan Hag ()1 ako ¢ = pyp, u3abepumo a TakBo Ja a > ¢ u = Pa(a),
Tajsa a = pyp U ¢ - Prpa, 0fakae (P, = ) HEje jaKO IpaBHJIAH.
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(3) Yoummo momen (Q, <, P;)i<,, tae ceu P; gene Q Ha JAUCJYHKTHE IycTe JeJI0OBE;
IberoBa TEOpHja MMa eJTUMUHAIN]Y KBaHTUUKATOpa, U HeKa je € IeroB MOH-
crpym. Heka je p; € S1(€) tun 6eCKOHAYHO BEJUKOr €JIeMEHTa Koju cajapxu P,
3a cBaku ¢ < w. Heka je p € S1(€) Tum GeCKOHAYHO BEJUKOI eJeMeHTa KOju
caapxku {—P(x) | i < w}. Csu p; u p cy unBapujanrau vayg (). Csu maposu
(ps, P;(z)) cy jako npasmaau wan (), u p jecre npasunan uag . Mehyrum, p
nuje jako npasuiran Hag (). [Ipmvermmo ga je p Tauka HaroMHIaBamba CKyIIa
{pi | i <w}y S1(€), na ako je (p,d(x)) jako npasuian nax (), Tana ¢(x) upu-
naja HeKoM p;, HIp. Ppi. 3a ¢ = pjp u3abepuMo a = p; TakBo ga a > ¢; Taja

a € ¢(€)Npp(€) uclppa.

HAnmoMEHA 2.18. IIpumernmo fa je u3 nedwHUIMje jaCHO Ja je TUI p NMpaBUJIAH
Ha A ako W camo ako je mpaswian uajg ceum B O A. Ca apyre crpame, ako je p
npaBUIaH HaIL A, oH He Mopa 6utu npasmiad Hag B C A, 4ak U aKo je MHBapHjaHTaH
Haj B. VY ciydajy jako HpaBHJIHUX THIIOBA cUTyaluja je 0osba, Kako hemo BujeTu

y caegehoj semn.

JIEMA 2.19. IIpemnocmasumo da je nap (p, d(x)) jaxo npasusrar nad A.

(i) Axo je B 2O A, mada je (p,d(x)) jaxo npasuran nad B.
(i) Axo je B C A makas da je p unsapujanman nad B u ¢(x) € pp, mada je
(p, ¢(x)) jaxo npasurar nad B.
(i1i) Axo je B maxas da je p unsapujarman nad B u ¢(x) € pp, mada je (p, d(x))

jaxo npasusar Had B.

JlokA3. (i) Oso je jacHo u3 gedunurnmje.

(ii) Ipernocrasumo ga je B C A, p je umsapujantan uag B u ¢(z) € pp.
Nzabepumo mpoussossiie C' O B u a € ¢(€) \ pe(€). Tpeba ga mokaxkemo jia
po F poa. permocrasumvo ma b = pe.

Nzabepumvo O = puc. Kako O = pe, 1o tp(b/C) = tp(¥'/C'), na nsabepumo
ayromopbuzam f € Aute(€) Tako ma f(b) = 0. Heka je ' = f(a). Kaxo je
B C C, f € Aute(C), ¢(x) € p, 10 f bukcnpa ckyn ¢(€), na a € ¢(€) nopnatn
a' € ¢(C); raxobe, a ¢ po(€) nosnauu o’ ¢ pe(C). Kaxo je AC O A unap (p, p(z))
jako mpasutan mag A, To u3z a’ € ¢(€) \ puc(€) 3axmyuayjemo puc F pucey. Kako
V' = pac, mobujamo V' = pucy; cnenujanmo, b = poy. 360r B-nnsapujanTaocTn
tina p, B C C u f~! € Aute(€), konaano gobujamo b = piog.

(iii) IIpernocrasumo xa je p muBapujantan nag B u ¢(z) € pp. [pema nery (i)
nap (p, ¢(B)) je jako npasunan Hax AB, na je mpema feay (ii) jako mpaBuiaH u HaJl
B. 0]

3a jokaze HeKux TBphema Helie Ham OuTH TMOTPeOHA MyHA MOh YC/IOBA MPABUII-
Hoctu. /loBospHO he Ham OuTn Ja peannsamuja TUIA P4 WK Peasnsyje TUIL Py UIH

36



He yTH4e Ha peaJns3alyjy THIA Py, rae X Huje IPOU3BOJ/baH CKYIl, Her0 HeKH CKYII
peajn3alnuja THIA Pua. 3aT0 AedUHUIIEMO U 1I0jaM €J1ad0 IPABUJIHOI THUIA, KOju he

HAM Y TUM CUTyalljaMa OuTH JIOBOJbAH.

JEouHUIMJA 2.20. [IpernocraBumo na je p rioobasnu Heaaredapcku THIL 3a

THII P KAZKEMO 712 je cAa00 npasusaH Had A ako je MHBapUjaHTaH HaJ A W aKO BayKu:
3a cBe X C pa(€) m cBe a € pa(€) N pux(€) Baku:  Pux - Paxa.

Kaxkemo na je tun p caabo npasusar ako je ciaado NpaBUIAH HAJ HEKUM MaJidM

ckymom A.

JacHo je 7a ycJ0B jake MPABUIHOCTHY IOBJIAYHU MTPABUJIHOCT, KOja TOBJIAYH CIa0y
npaBuaHOCT. Y Jemu 2.22 hemo BUIAETH /1a ce YCJOBH NMPABUJIHOCTH THIA MOTY
ONUCATH y TEePMUHUMA TPHUIPYKEHOT OMepaTopa aaredbapckor 3arBopema. Hajmpe
hemo Jlokazaru 9UCTO TEXHUYKY JieMy, Koja cjieju u3 jJeduHuimja cjiade u jake

IIPpaBUJIHOCTH.

JIEMA 2.21. IIpemnocmasumo da je p 24000AHYU HEAN2E0APCKY MUN, UHBAPUJGH-

man 1ad A.

(i) Axo je p caabo npasusan nad A, mada:
3a cee X Cpa(€) uY Cpu(€) N pux(€) sasrcu pux - paxy.
(i1) Axo je p npasuaan nad A, mada:
36 cee BOAuY Cpu(€) N pp(€) saicu ppt ppy.
(i1i) Axo je nap (p, ¢(x)) jaxo npasusan nad A, mada:
36 cee BOAuY Co(€) \pp(C) saxrcu pptF poy.

JIOKA3. Jloka3u cBUX JIeJIoBa Cy CJUYHH, na hiemo gartu jgoka3 camo 3a (i).

IIpermocraumo 1a je X C pu(€) 1 Y C pu(€) N pux(€). Ilpermocraumo
CYIIPOTHO, Tj. Ja Pax ¥ Paxy. Taza mocroju a € € takBo 1a a = Pux 1 a [~ Puaxy-
Jaxie, a 3a10B0/baBa caMo Besinke hopMmyJie ca napamerpuma AX, aan 3a10B0/baBa
Heky Masy dopmyity ca napamerpuma AXY . Kako ta mana dopmysia kopuctu camo
KOHAYHO MHOTO napaMerapa u3 Y, b, 3aK/bydyjeMoO Ja OHa CBEIOWH Ja a K- Piyxp.
Nunykuujom mo |b| hemo mokazatu na pax - Plaxp, TOTO je KOHTPaIUKIHja.

Axo je b = b, xako b € Y nmamo ga b € pa(€) N pax(€). Kako je p crabo
npaBuIaH Ha A, 3aK/bydyjeMo 1a Pax F Paxe.

IlpernocraBumo ga je b = V0" u pux F paxy. Kako b € Y, 10 XV C pu(€), n
takohe 0" € pu(€) \pux(€). Omare b” € pu(€) \ puxy (€), na mpumemyjyhn ycaos
crabe mpaBuIHOCTH Ha cKyn X' u enement b” noGmjamo Puxy & Puaxiy = Puaxs
IT0, 3aje/iHo ca Pax F Puxy, Aaje Pux - Puxs OBo 3aBpmasa jlokas. U
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Y caenehoj aemu hemo BugeTn na ce yca0BH HPaBUIHOCTH Hal A Mory mopesaTn
ca MOHAIIAIbeM HEKHX PECTPHUKIIN]a OlepaTropa clf. [Iperu3unje, cl;J4 he 6uTu omep-
aTop aJjirebapckor 3arBOpema Ha HeKoM ojckyiy o €. Jla 6ucmo 1ojetHocTaBuIn
3aIiC, CBE OBE onepaTope hemMo o3HavYaBaTu ca 01;4, JIOK je CKyI Ha KOjU T'a PECTPUKY-

jeMo jacaH W3 KOHTEKCTA.

JIEMA 2.22. Hexa je p € S1(€) neanzebapcku mun, unsapujonman wad A.

i) Tun p je caabo npasusar nad A axo u camo axo je cl2 onepamop arzebapcroe
pj je cl
sameoperva 1o Pa(C).
i1) Tun p je npasunan nad A axo u camo axo je cl? onepamop anz2ebapcroz 3ameo-
pJ je cl,
perva 1a Pa(€) 3a cearo B D A.
ii) Axo je nap (p, p(x)) jaro npasuaan nad A, mada je cl onepamop arzebapcroe
p p
aamsoperva na ¢(C).
w) ap (p,x = x) je jaxo npasusan nad A axo u camo axo je cl2 onepamop
p p

anzebapcroz sameoperva Ha €.

Joka3s. (i) IIpernocrasumo 1a je p caabo npasuian Hag A. Tpeba qa qokazxkemo:
clg‘(clf(X)) = Cl?(X),

3a cBe X C pyu(€). Mukaysmja O cuaexn n3 MOHOTOHOCTH. [IpermocraBmmMo ga
a € clf(clpA(X )). 1lo ocobunm KoHaYHOT KapakTepa MOXKeMO H3a0paTh KOHAYAH HH3
be clf(X) TaKaB Ja a € clf(l_)). Taga je b € pu(€) N pux(€), na npema semu 2.21
BaXKH Pax b Paxs

Kako a € clf(l_)), 10 a € Pa(€) N pup(€). U3 a E pyup cremn a (= Py, ma
a = pax. Hakme, a € clf(X) ¥ TPAH3UTUBHOCT je JOKa3aHa.

[TpernocraBuMo caja Ja je orneparop (31;34 rTpanzuTuBal Ha Py (C) U JOKAKIMO
na je p crabo npasmnan Haa A. Tun p je naBapujanTan Haj A Mo IPETIOCTABIH, 1A
Tpeba ga mpoBepuMo yciaos caade npasuanocT. Hexa je X C pu(€) n a € pa(€)
pax (€). Jokaxkumo pux F puxe. Umamo na a € clf(X), onakie Xa C clf(X), na

10 MOHOTOHOCTU U TPAH3UTHBHOCTH BAYKU:
A Af 1A A
cly (Xa) C el (clf (X)) = b (X).

3a mpousBosbHO b € Pa(€), ako b B~ Pux,, Tama b € cl;f(Xa), ma b € CIPA(X), Tj.
b [~ pax, mTo T0Ka3yje pax F Puxa-
(ii) Tokas je cimuan mokaly u3 jfena (i), aau hiemo ra u3nokuTy.

[IpernocTraBumo 11a je p mpaBmiad Hax A, u Heka je B D A. Tpeba 1a 10KakeMo:
B( 1B B
cly (el (X)) = el (X),

3a cBakn X C pyu(€). Kako D Baxku mo MOHOTOHOCTH, Tpeba caMo ja jgokazxkemo C.
Heka a € clf(clf(X)). [To KoHAYHOM KapakTepy, a € clf(l_)), 3a HEKM KOHAYAH HU3
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be clf(X). Taga b € pu(€) < ppx (€), 1 xako je BX D A, npema emn 2.21 Baxkn
psx F Pxs-

Kako a € clf(l_)), nobujamo na a ¢ ppp(€) Tj. a [ pgp, MTO HOBIAYH @ [~ Pip s,
na a = ppx. Kaxo a € pa(€) u a f= ppx, nobujamo a € clf(X).

[IpernocraBuMo caga 1a je le tpanzutuBal Ha P4(C) 3a cBako B O A, u
JIOKaKuMO J1a je p npasusian Ha A. Tun p je unBapujanran Ha A 10 IpeTHOCTABIMN,
ma Tpeba Ja npoBepuMo ycaoB npasminocT. Heka cy B D A u a € pu(€) N pp(€),
W JIOKAXKIMO Pip F Ppa. Kako a € pu(€) \ pp(€), nvamo ga a € cl(0), na no

MOHOTOHOCTH M TPAH3UTUBHOCTH MMAMO:
I (a) C el (cl7(0)) = cl7(0).

3a cako b € clg‘(@), aKo b [~ pipe, IMaMoO ga b € clf(a), na b € clf((l)), u ojarie
b |~ pip. Jokas je 3asprrer.

(iii) Jokas je mormyno aHajoran J0Ka3y HMILIHKanuje (=) u3 gera (i), ma ra

HN30CTaB/baMO.

(iv) Ummumkanuja (=) caeaun aupekTHo U3 (iii), ma mokasyjemo camo (<=). Ilper-
MOCTAaBUMO [1a je OmepaTop cl;J4 TpamsuTuBaH Ha € U JOKAXKUMO 74 je (P, r = x) jako
npasusan map Hag A. Tun p je unBapujantan Hajg A mo npernocraBnm, ma Tpeda ia
npoBepuMo ycsoB jake npasuinocta. Heka je B O A ua € € N\ pp(C). Jokaxumo
P PBe. Tama a € clf(B), onakgae Ba C clf(B), 12 110 MOHOTOHOCTH U TPaH3H-
TUBHOCTU BazKu:

cl!!(Ba) C cl'(cl}'(B)) = cl)'(B).
Axo b £ ppa, Tama b € clf(Ba), ma b € Cl;‘(B), tj. b £~ p, mro gokasyje Ja
PiB = PiBa- 0

Caeneha asa rBpherma unne TeopeMy no3Hary kao Teopema JuX0TOMHUje HPABHII-

HHUX THUIIOBA.

TBPBEWE 2.23. Heka je mun p € S1(€) unsapujanman u cumempusan.

i) Axo je p caabo npasuaan nad A, mada je 1 onepamop npedecomempuje na
p p
pu ().
i) Axo je nap (p,d(x)) jaxo npasusan nad A, mada je I onepamop npedzeo-
(ii) p P
mempuge na ¢(€). Cneyujarno, axo je nap (p,x = x) jaxo npasurar nad A,

mada je CI;J4 onepamop npedzeomempuje ra €.

JIOKA3. Jlokaszu oba Jena cy CAMYIHH, Ia J0Ka3 gajeMo camo 3a (i).

[IpernocraBumo 12 je p cumverpudan u caabo npasuwinan maa A. Tlpema jgemn
2.22, cl;g4 je omeparop asnrebapckor 3arBoperba Ha P (€). [MoTpebno je ma gokazxemo
Ja BaykKd CBOJCTBO 3aMeHe. lIpeTmocTaBUMO CympOTHO, Tj. MPETIOCTaBUMO Jia CY
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X Cpu(€) ua,be pa(€) raksu na:
a€ le(X, b) cl;‘(X), amm b ¢ clf(X, a).

Taga a = pax 1 b = Paxa, ma je (a,b) Mopaujes nus y p nax AX. 36or cumerpud-
Hoctu je u (b,a) MopuujeB uu3 y p Hax AX, onakie a = Puxy, 1a a ¢ clf(X, b).
KonTpaamkmja. ]

TBPBEBWE 2.24. Hexa je mun p € S1(€) caabo npasusan nad A u acumem-
punar nad A. Tada nocmoju A-dedpunaburno napuujarto ypeherwe < makeo da cy

Mopaugjesu nusosu y p nad A cmpozo pacmyhu.

JToxA3. Kako je p acumerpuuan nag A, nmamo na je (p?)a(z,y) # (p?)a(y, z).
Nzabepumo Mopaujes vus (a,b) v p mHag A; npema Hanomenu 2.9, taga (b, a) Huje
Mopmujes mu3 y p max A, u mocroju dopmyna ¢(x,y) € (p?)a Taxsa ma = ¢(a,b) A
—¢(b,a). [Ho na 3ameny dopmyre ¢(x,y) ca ¢(z,y) A d(y, ), MOKEMO TpPeET-
IIOCTAaBUTU:

= Vay (¢(z,y) = —¢(y, x)).
Haxme, umamo = ¢(a,b), = —¢(b,a), amn u = —¢p(a, a).
Kako je (a,b) Mopaujes uu3 y p nag A, vo = ¢(a,b) u = —¢(b, a) nosnade jna
o(a,t), ~o(t, a) € puq. Tepdumo ma:

pa(t) U{o(t,a)} = (L, b).

[Ipermocrasumo na je ¢ € pu(€) Taxso ga = ¢(c,a). U3 = ¢(c,a) u —¢(t,a) €
P, EMAMO € & Pug, Tj. ¢ € Pa(€) N Pue(€), ma yeaoB mpaBUIHOCTH MOBIAYH
Paa F Pace. Kako b = Pug, mobujamo b = puge, ma chemujanno b = P, Tj.
(¢,b) je Mopaujes nuz y p van A. Kako ¢(a,t) € paa 10 1 ¢(c,t) € P, 360r A-
uHBapujanTHocTd Tuna p. Kako je (¢,b) Mopaujes uu3 y p Ham A, KOHAYHO HUMAMO
= ¢(c,b).

Haxme, pa(t) U{o(t,a)} F ¢(t,b), ma no kommakTHOCTE TOcTOju hbopMyna ¢(t) €
pa TaxBa ga ©(t) A ¢(t,a) - ¢(t,b), 1j.

= Vi (o(t) A d(t a) = ¢(t,b)).

Hedunumumo 6unapry peranujy < Ha € ca:

vy axkko = VH(p(t) Aot x) = oL, y)).

Jacuo je na je < mpenypebheme va €, ma je ca: © < y akko * < yAy L x, nepurucano
crporo naprmjaaHo ypehemwe Ha €. Ilpumerumo ga nedunucane penanmje S n <
KOPHCTE caMo mapaMerpe u3 A.

[Tpema koucrpykuuju Baxku a < b. Kako = ¢(a,b) u = —¢(a, a), nmamo:

7 w(a) A dla,b) = ¢(a, a),
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onaxne b £ a. Hakme a < b, na z <y € tp(a,b/A) = (p?)14, omaksae npema gemu 2.7

3aK/bydyjemMo 1a je cBaku MopiaujeB Hu3 y p Hagx A crporo pacryhnm. 0]

[Mocneauna 2.25. Heka je p € S1(€) npasuaan nad A u acumempuuan, mada
nocmoju KouauHo npowuperwe Ag ckyna A u Ag-dedpunaburro napyujasto ypeherve

< maxso da cy Mopaujesu nusosu y p wad Ag cmpozo pacmyhu.

JIOKA3. Kako je p acumeTpudaH, IpeMa HallOMeHH 2.9 MoCToju KOHAYHO TPOIITH-
peme Ay ckyma A TakBo 71a je p acumerpudaH Had Ag. Kako u3 mpaBHIHOCTH THITA
p Ham A mmamo 1a je p mpaBmiIaH Had Ag, A CIeNHWjaJHO U ¢a1ab0 IMpaBHIAH HAL

Ay, TBpheme cnean usz tBphema 2.24. O

HATIOMEHA 2.26. Hexa je (p, 2 = x) jako npaBuian Hajg A 1 HeKa je p acumer-

pudan. Cerumo ce 1a je cl;g4 omeparop ajredbapckor 3arBopema Ha C.

(i) Konauno npormmupeme Ay on A Koje cBeJOYH ACHMETPHYHOCT P MOXKe Ce h3a-
6patu Tako Ja je Ag \ A konadan Mopiujes Hu3 y p Hajg A (MM mpasHO).
Bamncra, Heka je ¢ MmakcuMmasaan MopJujeB HU3 y P HajQ A, 9Uju eJIeMEeHTH IPH-
nanajy Ao\ A. (Ako ¢ He mocroju, Taga Ag \ A je Beh cagpxkan y clf((?)), na
clf(Ao) = clf(@) u A cBejoun acumerpudnoct.) TBpaumo jga le(Ao) = clf(é).
Nukaysuja O je jacHa, jep ¢ € Ag. 3a C g0BOBHO je [1a NPUMETHMO 2
Ag N A C Cl?(é); 3aucTa, 3a d € Ay \ A, 300r MAKCUMAJHOCTH C J00HjaMo
ga d = pus, na d € clf(é). Hake, clf(Ao) = 01;4(5).

Cana je jako Bujern ja AC cBeI0YM aCUMETPUIHOCT THIIA P.

(i) IIpema (i), mocToju m > 2 TaKBO Ja:
(pm)M(ZEla vy Tmy—2, Tim—1, ':C’m) 7& (pm)M('xla vy Tm—2,y Ty xm—1>'

[TpumeTnMo ma ¢y ¢Bu TUIOBH u3 npuMmepa 2.17 acumerpuunu maz (). Taxobe
npuMeTuMo 7a je 6asHo ypeheme < pedpunadbuiano ypeheme TakBo na cy Mopimjesu

nu3oBu Hag () crporo pactyhn.
Ha kpajy oBor ojie/bKa jajeMo mpuMep NHBAPUjaAHTHOT TUIA KOjU HUje TTPABUIAH.

[TPUMEP 2.27. Youuwmo rpyny G = Zio n wen MoHcTpyM €. Teopuja ox G nma

eJTMMUHAIN]Y KBAaHTHMUKATOPA. YOUUMO IVI00ATAH THII P KOJU CATPIKU:
{r#alacCtU{2z#a|ac}

Tun p je unsapujantan wazn (. 1zabepumo g = pyp u h = p,; npuvernmvo fa

h = pgton. Taxobe, g + 2h = py. Hame upumernmo aa ¢ f= Pyion, A aKo je p
npasuaan zag (), Taga Pyion b Pyiong. Am oo muje moryhe, jep h = pyion U

h [~ pgrong- Jakie, p uuje npasunan naf (.
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[TOT'JTABJBE 3

KBasuMuaumasiHOCT

Y oBOM moOrJIaB/by M3ydaBaMo IojaM KBazumuHuMmajHocTu. CTpyKTypa Ha Ipe-
OpojuBOM je3UMKY je KBa3MMUHHMMAJIHA aKO je HernpeOpojuBa u cBaku jedunabu-
naH (ca mapaMeTpuMma) HOACKYMN je wan npebpojus mian xKonpebpojus. Ksasumun-
UMajTHe CTPYKType Cy ce mojapuie y 3miIOepoBOM H3ydaBamy KOMILIEKCHOT €K-
cnonennujaaaor noba (C,+, - exp). UYysena 3miGepoBa xumoresa TBpIH Ja je
oBa cTpyKTpypa KBasumuauMataa ([19]). UsyuaBamwe (C,+, -, exp) je MOTHBHCAHO
[[TamyesroBOM XHITOTE30M U3 TpaHCIEHIeHTHE TeopHje 6pojeBa. [loTmynu mpukas ose
Teme je nat y 3unbepoBoM pay [20]. Mu uzyuaBaMo ejeMeHTapHA CBOjCTBA MPBOT
pe/ia KBasUMUHUMAJIHUX cTPYKTypa. OBa Tema je 3anodera y pajy [3]. Cuernmjasano,
3aMHTEPECOBAHN CMO 33 KBA3UMUHUMAJIHE TPYyIIe.

KBazumMunumaHOCT ce MOZKe TTOCMATPATH Kao IPUPOITHO YOIIITEHE MOjMa MUHM-
magaoctn. CTpyKTypa je MUHHUMAJIHA aKo je OeCKOHA4YHA W cBaku Jedunabuian
(ca mapameTpuma) HOJICKYI je WM KOHAYAH WM KOKOHAa4YaH. MuHUMAIHE rpyme
je knacudurosao Pajueke ([12]). Own je g0ka3ao Ja je cBaKa MHHHMAJTHA IPyMa
A6esnoBa, ma je 4ucTo aarebapcKuM METOJaMa yCIeo Ja UX CBE OJIPE]IH.

PajaekeoBa TeopeMa mMa TPUPOJIHO VONIITEHe V KBA3UMHUHUMAJIHOM CIYVYA]jV:
cBaKa KBa3MMHUHHMaJHA Tpyna je AberoBa. OBa xumoresa je mocrasibena y [10] u
y ckopuje Bpeme cy je nzydasasu Lorad u Kpynuucku y [1]. Onu cy nokasanu ja
Cy HEIEHTPAJTHU eJeMeHTH Heabe0Be KBa3WMUHMMA/IHE IPylie KOHjyrOBaHU, Ka0 W
Ja cy uM rentpasgunsaropu npebpojusu. Urepupajyhum nocrymak HNN ekcrensmja
OHW Cy KOHCTPYWCAJU HEMPeOPOjuBy IPymy Ca TUM CBOjCTBUMA, MehyTHM OCTaJIO je
OTBOPEHO JIa JI je OHAa KBasHMUHUMAaJIHA. Mwu hemo jatum maprujaja oaroBop y
CYTIPOTHOM CMepy.

Y npBoM oiesbKy heMo JaeduHHCATH KBa3UMHUHUMAJHE CTPYKTYype. Buaehemo na
OHe TPUPOAHO oapelyjy reHepuuku THI HaJ MomenoM. Jlokazahemo ma y ciayuajy
Jia je reHepuyky Tull JiepuHabuiaH, NpUJAPYKEHU OlepaTop eHEPUYKOM THILY je
orrepaTop aarebapcKor 3aTBOpeba Ha Mojeay. OBaj pe3yaTar je y OmmTujeM 00uKy
nokazan y [10].

Y ApYyrom o/ieJbKYy CMO 3aWHTEPECOBAHW 33 B3y MOjMa KBA3WMUHUMAJTHOCTU U
iobaJiHe jake npasuiHocTH. Bujehemo ma Teopuja ma mpebpojuBoM je3uKy nUMa
KBAa3MMUHUMAJIAH MOJIeJT TTOJT YCJIOBOM Jla MMa IVI00asaH, mpeOpojuBO HHBAPHUjAHTAH,

jako mpapuwian (y omHocy Ha x = z) Tur. OBaj pe3y/ITar Cy HE3aBHCHO JIOKA3AJH
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y HeobjaB/beHOM paay Xajkasjan m Takohe Tamosuh. Takobhe hemo mokazarm jga y
CAYYajy /a je TeHepHYKHW THI KBA3UMUHUMATHOT Mojesa AeduHAOWIaH, Taja To-
croju riaobasnu, npeGpPOjuBO MHBAPUjAHTAH M JaKO IpaBWiaH (y OJHOCY HA T = T)
turr. OBaj pesyjarar ce MOKe u3BecTu u3 pesyarara y [10].

Y tpehem norsraby heMo mpecTaBUTH TOMEHYTe pe3y/aTare O KBa3MMUHUMAJI-

HUM rpynama.

1. KpazuMuHuMaJIHE CTPYKType

JIEouHUIIMIA 3.1. Crpykrypa M Ha TpebpOjuBOM je3UKY je K8a3UMUHUMAAHG
aKo je HenpedpojuBa u ceaku M-nedunadbunan mogackyn o M je unu npeOpojuB win

Konpebpojus (Komiiement y M My je npebpojus).

Heka je M xBasuMmmHHMaJIHA CTPpYKTyYpa. Paziaukyjemo jgBe BpcTe dopmysa ca
jeITHOM CJI0DOJHOM MPOMEH/BUBOM ca Mapamerpuma u3 M: dopmyrte Koje medu-
Huiy npebpojuse nojckyie u gopmysie Koje gedunuliry KoupedbpojuBe IOJCKYIIE.
[Ipupoano, pehu hemo na je popmysa ca napamerpuma u3z M manra ako jgedpunuiine
npebpojus nofckyt ox M, a j1a je seaura ako AeduHnIre KOupedpojuB MOACKYI O]
M. JacHo je ja je cBaka ¢opMy/ia WU MaJjia WIu BeJINKa, Kao U Jia je Heraruja MaJje

(Bestuke) bopmyiie, Besmka (Mana) dbopmylia.

JIEMA 3.2. Hexa je M %K8G3UMUHUMAAHG CPYKMYPE U HEKA jE€ P CKYN CEUT

seaurur gopmyaa ca napemempuma uz M. Tada p € Si(M).

JIOoKA3. Ckym p je 3aTBOpeH 3a KOHAYHe KOHjVHKIIHje, jep je MpeceK KOHAYTHO
MHOI'0 KOIpeOpojuBux CKynoBa Takohe koupedpojus. /akiie, p jecre tum. Takobe,
3a cBaky (bopMy/y BayKu: WM je BEJWKa WJIM jOj je Heraluja BeJIMKa, IITO JI0Ka3yje

MOTITYHOCT THTA P. 0

JEoHUIINIA 3.3. Tun cBux BeqUKHX (OpMy/Ia KBAa3UMHHHUMAJIHE CTPYKTYpe

M ce HazuBa cenepuyry mun Moaeaa M.

HATTOMEHA 3.4. Heka je p reHepwYKu TUI KBa3UMHUHUMAJIHE CTPYKTYype M.

(i) Kako je ayromopdHa ciauka mpeGpojuBor (KompeGpojuBor) ckyma npebpojusa
(kompeGpojuBa), To 3a cBaky dopmyny ¢(z,y) 6e3 napamerapa, cee m € M u
cBe [ € Aut(M) paxu:

é(x,m) €p akoucamo ako  ¢(x, f(m)) € p.

(i) 3a ceako X C M, y cknaxy ca jgedununujom 2.13, cl,(X) je yuuja cux
upedbpojuBux X-jgeduHabuaHUX CKYIOBA.

(iii) M3 (ii) gupexrtno caean ga 3a csaku X C M u cBaku f € Aut(M) Baxku:

f(elp(X)) = cl,(f(X)).
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(iv) Axko je X C M npebpojus cky, Tazga je u cl,(X) npebpojus. 3ancra, ako je X
npebpojuB, TaJga MOCTOJU caMO MpeOPOjuBO MHOTO OpMY/Ia ca HapaMeTpuMa

u3 X, na je cl,(X) npebpojus npema (ii).

Omepatop cl, He Mopa OuTH omeparop anrebapckor 3arsopema Ha M. Meby-
TnM, y caenehoj semm hemo Bugern na n3secHa peslaTUBU3anuja oneparopa cl, jecre
(HeTpHEBHjaJIaH) omepaTop aarebapcKor 3aTBopera Ha M, 1oj| IPeTIoCTaBKOM 1A je

reHepUYKN TUIl p gedpuHaOHIaH.

JIEMA 3.5. IIpemnocmasumo da je M K6a3UMUHUMGAHG CMPYKMYPG, “uju je
eenepunku mun p deurabunrar nad npebojusum ckynom A C M. Tada je Cl?

onepamop anzebapckoz 3ameoperva wa M.

JIokA3. Tlpema jevu 2.14, cl;‘ 3a/10BOJbaBa YCJI0BE MOHOTOHOCTH W KOHAYHOT
KapakTepa, I1a ocTaje Ja J0KayKeMO TPaH3WTUBHOCT, Tj. 1a 3a cBaku X C M Baxku
Clﬁ(clﬁ(X)) C clﬁ(X) (obGpaTHa WHKJIy3Wja BasKH 10 MOHOTOHOCTH).

Heka c € clﬁ(clg‘(X)). Taza mocroje dbopmyia ca napamerpuma u3 A, ¢(z,q), u
b=bby...b, € CI;‘(X) Taxeu qa ¢(x,b) & pu M = ¢(c,b). 3a caxo i, 1 <i < n,
b; € clﬁ(X) noBJIavu Ja noctoje dopmyia ca napamerpuma u3 A, ¥;(y;, z), u a € X
takBu 1a V;(y;,a) € pu M = (b, a). Kako je p nepunabunan, ¢(z,b) ¢ p u
Vi(yi,a) ¢ p nosnave M = —d,p(b) u M | —~d,;(a), e cy dpo(§) u dy(2)
nebunnnuje vag A dopmyna ¢(x,y) u V¥;(y;, 2). dakie, ¢ 3anoBosbasa ciaeaehy
dopmyay ca mapamerpuma u3 A U X:

0(x,a) = 3y[o(x, y) A ~dpd(y) A

()

Vi(yi, a)).
=1
JoBosbHO je 1a nokazxkemo na 0(x,a) ¢ p; ¢ € clﬁ(X) omparie caeau. IIpumermmo

aa je:
O(M,a) = U{¢(M, d)|de M, M = ~d,é(d), M = ;(d;,a), 3a cse 1 <i<n}.

ITperxoguu ckyn je mpeGpojus jep M = —d,1;(a) mosaadn ga mocroju camo npebpo-
juBo MHOTO M360pa 3a d € M Taxsux ma M |= ¢;(d;,a), 3a cee 1 < i < n. Axo jom
d € M sanosomaba M |= —d,é(d), Tama ¢(x,d) & p, 1j. (M, d) je npebpojus cKym.

[Ipema Tome O(M, d) je mpeGpojuBa yHUuja MpeGpOjUBHX CKYIOBA, Ma je MpedpojuB, u
onarie 0(x,a) ¢ p. O
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2. Jaka IIPaBUJIHOCT N1 KBAaSMMMWHNMAJIHOCT

[usb oBor ojie/bKa je j1a Jlokazkemo ciejehy reopemy.

TEOPEMA 3.6. Ilpemnocmasumo da je T nomnyna meopuja wa npebpojusom

jesuky ca OECkOHGUHUM MOIEAUMA.

(i) Axo nocmoju 2a0basan, NpebPOJUBO UHBAPUJAHMAH U JAKO NPAGUAGH MUN NPEKO
x =z, onda T uma K6A3UMUHUMAAGH MOJEAN.

(i) Axo je M | T ksasumunumasar moden wuju je 2enwepuuku mun p Oedu-
nabuaan, mada nocmoju 2406a.410, NPeGPOJUCO UHEAPUJAHIIHO U JAKO NPAGUNHO

NPeKo T = T NPOULUPEHE MUNG P.

3a joka3 nmperxoaHe TeopeMe he HaMm TpebaTn HEKOJINKO Jema. Jlokas mpBor aesia
Teopeme je gat y Tephemy 3.10, a 1oka3 gpyror jgesa TeopeMe je aat y TBphemy 3.12.
be3 ekcnmumuTHOT HarvIalIaBama, Y OBOM OJIeJbKY IPETHOCTaB/HAMO J1a je 1’ MoTIyHa

TeopHja Ha MpeOPOjUBOM je3UKy ca OGeCKOHAYHUM MOJeTuMa, Yhju je MOHCTpYM €.

JIEMA 3.7. Hexa je M npebpojus modea meopuje T u a € €. Tada nocmoju

npebpojue modes N meopuje T marae da:

e M CNua€eN;
e 3a ceaxu b € N\ M, tp(b/Ma) nuje xonauwno zadososus y M.

JOKA3. Younmo cienehu ckyn dhopmyria ca napamerpuma u3 Ma:
Y(z) =A{o(x) | p(x) je Ma-dbopmyna u ¢(M) =M} U{x #m|me M}.
Ckyn X(z) je ounrieano (menormyn) Tum nag Ma.

Tepdumo na cy caenehn ycioBu ekBuBajieHTHN 3a cBaku ¢ € S1(Ma):

(1) ¢ je xomauno 3amoBosbuB y M u Huje peanusosan y M;
(2) Z(z) € q(x).

(1)=-(2): IIpernocraBumo na je ¢ KOHAYTHO 3a0BOJBUB Y M, anu HUje peaan3oBaH
y M. Ouurnenno {x #m | m € M} € q, jep je ¢ MOTIYH THIT KOjU HHje PeaTH30BaH
y M. Ilpernocrasumo na je ¢(z) € X(x) taksa na ¢(M) = M. Kako je ¢ normym,
tavHo jegHa o ¢(r) u —¢(x) npunaga ¢(x). Amm kako je ¢(M) = M, to —¢(x)
uuje 3a70BobuBa y M, ma —¢(x) ¢ q jep je q xonauno 3amoBospuB y M. akie,
o(z) € 4(2)

(2)=-(1): Hpernocrabumo ga X(z) C g(x). Kako je {x #m | m € M} C q(x),
10 ¢ Huje peasm3oBan y M. Ocraje ma mokaxkemMo [a je ¢ KOHAYHO 3310BOJbUB Y
M. TlpernocraBuMO CynpOTHO Ja ¢ HHje KOHa4vHO 3ay0Bo/buB y M. Tana nocroju
dbopmyaa ¢(z) € ¢(x) xoja uuje 3amoBosbuBa y M, 1j. ¢(M) = (). Onarne ~p(M) =
M, na =¢(z) € X(z) u =¢(z) ¢ q(x). Konrpamukuuja.
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[Ipema mperxomuoMm TBphemy, ako je N npebpojus Mojiea Teopuje 1 Takap ja
M C N,a€ N u N ucnymra X(x), Taga 3a ceako b € N \ M Baxu ga tp(b/Ma)
uuje KoHauno 3agoBosbuB y M. (Ilpumerumo na tp(b/Ma) ne moxe Gutn peasu-
soBan y M, jep y cymporaom b € M.) TIpema tome, no Teopemu o mcmyrramy
THIIOBA, JOBOJHHO je Jia JOKasKeMo Jia HU 3a jeJHy 3a10Bo/buBY dopmyay 0(x) ca
mapamerpuma u3 Ma we Baxku 0(x) - 3(x).

[IpeTmocTaBUMO CyPOTHO, Tj. 1a je 0(x) 3a710B0sbuBa (HOPMYIIA ca HapaMeTpuMa
3 Ma raksa na 0(z) - X(z). Heka je b € € pememe dbopmyre 0(z), tj. = 6(b).
Kako 6(z) F X(z), b je peanmuzarnumja tuna X(z), ma je upeMa ropmem TBphemy
tp(b/Ma) xonauno 3amoBosuB y M. Cuennjanno, 0(x) € tp(b/Ma) nma perrene
y M. Melyruwm, oBo uuje moryhe jep usmely ocramor 0(z) F {x # m | m € M}.
Konrpanukiuja. U

JIEMA 3.8. Hexa je (p,x = x) jaxo npasuaan nap nad A. Hexa je M manu
moden meopuje T xoju cadporcu A u nexa a = ppr. Axo tp(b/Ma) nuje xonauro

3adosonue y M, mada b = pyy.

JToka3s. Kaxko je tp(b/M) rkonauno 3amoBosbus y M, npema jemu 1.6 oH uma
KOHAYHO 33/10B0/bHBO y M mpommupeme g € S1(Ma); mexa V' = q. Taga tp(b//M) =
tp(b/M).

IIpernocraBumo cynportHo, Tj. na b = ppy. Tama mm b B~ ppy, na xaxo je map
(b, = z) jako mpaBuiaH, Pps - P 1 P E P - Ojatiie a = ppp 1 a = Py, jep
a = pps. Ipema Tome, tp(b/Ma) = tp(V'/Ma), mro nuje moryhe jep je tp(v'/Ma)
KOHa9HO 3a710B0sbHB ¥ M, a tp(b/Ma) nuje. Konrpamukiuja. O

[MocneouuA 3.9. Hexa je (p,x = x) jako npasuaan nap Had npebpojusum
ckynom A. Hexa je M npebpojus modea meopuje T' koju cadporcu A u neka a = ppy.
Tada nocmogju npebpojus modea N meopuje T maras da M C N, a € N upp(N) =
N~ M.

JIOKA3. Ilpema jsiemu 3.7 nocroju npedbpojus mojea N teopuje 1" takas ga M C
N, a € N u3acsako b € N ~ M paxu na tp(b/Ma) nuje KOHAYHO 3310BOHUB
y M. Tana 3a ceako b € N \ M Baxkn b |= pys, upema semu 3.8. IIpema Tome,

N~ M C pps(N). ObparHa HHKIy3Hja je OUUIVIeTHA. O
Y cienehem TBphemy hemo mokazaru npsu jieo Teopeme 3.6.

TBPBEWE 3.10. [Ipemnocmasumo da je (p,x = x) jako npasuaan nap u oa je p

npebpojuso unsapujarman. Tada nocmoju keazumurumanar modes N meopugje T'.

JIokA3. Heka je A mpebpojus ckym HaJI KOjuM je p nuaBapujanTan. [Ipema jremn
2.19, map (p,x = x) je jako npaBuiaan HajI A.
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Hedunucahiemo nuz (M, aq)a<w, KOju 3a10B0/baBa ciaegehie ycaose:

e M, je mpebpojuB Momaen Teopuje 1%
L Ma g Ma+1; aq € Ma+1 N Ma u Gy ): pHV[a;
L4 p[]V[a(Ma+l) = Ma-‘rl ~N Ma-

Hwus nedpunnnremo naayknujom mo «. 3a « = 0, n3abepumo 6110 Koju mpedbpojun
mogen My teopuje T koju cagpku A, U HEKa je ag = Py, TPOU3BOLHA DEATH3AIN]A;
NPUMETHMO J1a ag & M.

Axo je v < wy rpanmamu opauaal, yavmumo M, = s, Mp 1 Hexa je a, =,
npou3BoJbHa peanu3anuja. IIpumernmo ma je M, npebpojus momen teopuje T u
ao, & M,.

Axo je (M,, a,) nedunucano, rue je M, npebpojus Moznen teopuje 1" 4 aqo = Py, ,
uzabepumo upema nocsepauiy 3.9 upebpojus mouen My takas jga M, C My.q,
aa € Majp1 n pps,(Mag1) = Mag1 N M, Hexa je por1 = Pps,,, HPOH3BOJBHA
peanmu3anuja; IpUMETUMO 12 (o1 & Moi1.

Jacho je ga pedbunncan Hu3 (M, Gy )a<w, 3310BOTHABA KEHEHE YCIOBE.

Heka je N = |

Takobe, npumerumo 12 pur, (N) = N\ M,, 3a cBe @ < wy. 3aucra, ako b € N\ M,

a<w, Ma.  Ounraenno, N je wenpedpojus mojaen teopuje T
tama b € Mpyq, 3a Heko [ > «. Ilo koncrpykimju b = Pg, ma Kako je M, C Mg,
nobujamo b = ppy,. Hakie, ppg, (N) 2 N N\ M,. Apyra unkiysuja je oquriema.
Tepaumo aa je N kBazumunumasian moges. Heka je ¢(x) dopmysa ca napamve-
rpuma u3 N. Tana je ¢(x) dopmyra ca mapamerpuma u3z M, 3a HeKO o < wp. AKO
o(x) ¢ P, Taga HOjegan exeMent ckyna P, (V) = N \ M, ne 3agoBo/basa ¢(z).
3aro ¢(N) C M,, ma je ¢(N) npebpojus. Axo ¢(z) € pnr,, Taza —d(x) ¢ pas,,
na je =¢(N) npebpojus, onakie je ¢(N) xkonpebpojus. Ilpema tome, N je 3ancra

KBasMMUHUMAJIaH Mojea Teopuje 1. 0

[MocneaunA 3.11. Ilpemnocmasumo da je (p,x = x) jako npasuaar nap u 0a

je p dedpunabunan. Tada nocmoju keazumurumarar modes N meopuje T .

JIOKA3. [Ipema mpeTxo/iHoj JieMu, JIOBOJ/BHO je J1a JIOKazKeMO Jia je P nmpedpojuBo
nnBapujanTan. Kako je p medpunadbunan, npema nanomenu 1.4 ou je pedpunaduian
HaJT HeKuM npebpojuBuM ckymoMm A. TBpaumo na je p maBapujantan Hag A. Ako je

o(z,7) dopmyna 6e3 mapamerapa, a € € u f € Auty(€), Taga umamo:

¢(r,a) € p axxo |=dpp(a) axxo |=dyo(f(a)) axxo oz, f(a)) €p,

e Ipyra eKBHBaJIeHIHja BaKu jep aebunumuja d,¢(y) dopmyte ¢(x,y) Kopuctu

camo mapamerpe u3 A. Ilpema Tome p je uaBapujanTan Hag A. O

Y cnenehem TBphemy hemo pokazaru apyru jieo Teopeme 3.6.
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TBPBEILE 3.12. IIpemnocmasumo da je M K8a3uMUHUMAAGH MOJEA “uju je
eenepunky mun p deunabunan. Axo je p 2a00aamu HACACOHUK muna p, Mada je

nap (p,r = ) jako npasuaH.

J1oKA3. Heka je € moncrpym teopuje T = Th(M). Kako je p nedunaburan,
npeMa HamoMeHu 1.4 oH je nedmunabumian Ham HekuM npebpojuBum ckymom A C M.

[Ipema nemu 1.5, Ty100aTHE HACJIEIHUK P THIIA D je nedUHUCAH ca:

p={o(x,a) | ¢(z,y) je L-bopmyna, a € Cu = dyp(a)}.

Tepaumo na je map (p,r = x) jako mpasuian max A. Hajope mpumernmo na
je p mmBapujautan uHag A. Axo ¢(z,a) € p u f € Auty(C), tana = d,¢(a), na
u = d,¢o(f(a)) jep dpé(y) xopuctu camo mapamerpe uz A. Hakie, ¢(z, f(a)) € p.
[Tpema jemu 2.22, ocraje ja JOKaXKeMo J1a je clf omnepaTop ajredbapcKkor 3aTBOpemha

Ha €. Oueparop clf je nedpurucan na € ca:

el (X) = [ J{e(€,a) | (x,7) je La-dbopmyna, @ € X u ¢(x,a) & p}.

[IpeTmocTaBUMO CYyIpOTHO, Tj. Ja clg1 HHje olepaTop aJrebapCKor 3aTBOPEIba Ha,
¢. Ilpema jgemm 2.14, CI;J4 He 3aJI0BO/baBa YCJIOB TPAH3UTHBHOCTH, I11a M3aOepUMO
X CC€uce rako ga c € cl;f(cl?(X)) ~ clf(X). Kako ¢ € clf(clf(X)), o-
croje popmyna ¢(x,7) ca napamerpuma u3 A u b = biby...b, € clf(X) TAKBH /14
¢(x,b) ¢ pu = ¢(c,b). Bacrako i, 1 < i < n, b; € clf(X) MOBJIAYH J[a 10~
croje dopmyna ¥;(y;, zZ) ca napamerpuma u3 A u a € X raksu ma ;(y;,a) ¢ p u
= i(b;, @). To nebunnmmjn tuna p, ¢(x,b) & p m ¥;(y;,a) ¢ p nosnage = ~d,d(b)
n = —dyiia).

[Ipema Tome, ¢ 3am0BOsbaBa ciegehy dopmymny:
0(x,a) == 3y [6(z,9) A =dpo(@) A N\ iy @) A\ ~dyii(@)),
i=1 i=1

rie je 0(z, z) dbopmyra ca napamerpuma u3 A. Kako ¢ ¢ clg‘(X) ua € X, 3aKbydy-

jemo nma 0(z,a) € p, 1j. = d,0(a), na npema Tome Baxu u: = 3z d,0(2).

Kako je M < € u 3zd,0(Z) je dbopmyna ca mapamerpuma u3 A C M,
M = 3zd,0(%Z) rakobhe Baxu, 1j. nocroju @’ € M rako ma M | dy,f(a’). Oso
nonaun na 0(x,a’) € p, 1j. (M, a’) je konpebpojus. Kako je clﬁ(d’) npebdpojus,
MozkeMo u3abparu ¢ € O(M,a') Clﬁ(@/). Cana M | 0(c,a’) moia4uu ma nocroju

b € M Ttakas na:

M = ¢(c, V) A=dpp (V) A N\ wilb],@') A J\ —dpihi(@).
=1 =1

48



[Mocemba 1Ba KOHJYHKTA moBaade ga b € clﬁ(d/), na npBa JBa IOBAAYC 1A
d e clﬁ(clﬁ(d’)). [Ipema Tome ¢ € clﬁ(clﬁ(a’)) ~ cl;‘(c_L’). OBo je KOHTpajuKIIHja,

jep 1o Jemu 3.5, cl;1 je omeparop ajrebapckor 3arBoperma na M. O

3. O KBa3sMMUWHUMAaJJIHUM IpynamMa

[Tox mojmoM zpyne (y MOJEN TEOPETCKOM CMHUCIY) TOApa3yMeBaMo OWJIO KOjy
ekcnau3ujy rpyne (y asarebapckom cmucay). Jlakie, rpyna G je 6mio Koju Mojes
jesuxa £ = {-, 7' e} UL raxas na je (G, -, e) rpyna, a £ Moxke 6utu Herpasam.
Axko je £’ npaszan, kaxkemo na je G wucma 2pyna.

VY ckiagy ca onmmroM geduHuIKjoM, rpyna G (Ha mpebpojuBoOM je3nKy) je KBasu-
MUHHMAJTHA aKO je HempeOpojuBa u cBaku JeduHabuian (ca napaMeTpuma) moacKyIl
on GG je wiam npebpojuB miu Konpebpojus. Hac 3anuma jga M KBa3SMMUHHMAJIHA,
rpyma mopa ga Oyme A6emoBa. JloBO/BHO je mMocMATpaTH YHUCTe KBAa3HMUHHMAIHE
rpymne: ako je rpyla KBa3sUMHHUMAJIHA, TaJa je OYHIJIEIHO W oAroBapajyha dmcra
rpyna (peaykr na {-,7' e}) kBasumunumasna, a rakohe rpyna je Abesosa ako u
caMo ako je oxropapajyha umcra rpyna Abesaosa.

Kako hemo Bugern, reHepudky THII p KBasuMuHIEMAaIHE rpyie G je meduHabuian
uaj (), na je cl, oneparop anarebapckor 3arsopema Ha (. Takole, npema TBphemy
3.12, ako je p r100aTHE HACTEIHUK O/ p, Taja je map (P, r = x) jaKo MpaBUJIAH HaJ
0, 1j. cl, je omeparop anrebapckor 3arpopersa Ha € (€ je moucTpym ox G). Ako je p
cuMeTpUYaH THI, TaJa je cl, oneparop npeareomerpuje Ha €, 1na je u cl, oneparop
npeareomerpuje Ha G, jep je cl, pecrpuknuja cl, xa G. Axo je p acuMeTpuvan T,
upemMa Hainomenu 2.26 OH je acuMeTpuyaH Ha/l HEKUM KOHaYHuM MopJijeBUM HU30M
ay p uax (), na kaxo je Tun Mop/aujeBor HU3a jeJMHCTBEH, P je aCHMeTpUYaH Ha
oo kojum MopaujeuM Hu30M y P Hax () mcTe my:KuHe Kao @; JaKJe, MOMKEMO
npernocraBuTh Ja je a € G. Taga nmocroju a-nednnaburro napiujaano ypeheme y
oJIHOCY Ha Koje cy MopJujeBu HU30BU y P HaJ a crporo pacryhu. Ilpumernmo ja
TO MapIyjaaHo ypeheme uma Henpedbpojuse janme y (. 3aucra, cBaKu HEIpeOPOjUB
Mopaujes HE3 ¥ P HaT a 9mju cy eqeMmenTd u3 (G je HempeOpojus JaHan y G.

Mu m3ydyaBamMo NHTame Ja JIK IIOCTOjH HeabeJoBa KBAa3UMHHHUMAJIHA TPyla ca
nedbnHaOUTHIM MapIKjaJIHIM ypehemeM ca HempeOPOojuBUM JAHITUMA, IITO je MpeMa
MpeTxXoJHOM IIaCyCy €KBUBAJICHTHO IUTAILY Jda JIU HOCTOjI/I Hea6eJIOBa KBa3UMUHNU-
MaJIHa TPYTa YUju je TJI00AJHN HACJIeJHUK TeHepUIKOT ThIia acuMerpudad. Jlahemo

napIujajnyd OJI'OBOP HA OBO MUTALE, Tj. IUJ/b HAM je J1a JJOKaXKeMo cjaejiehy Teopemy.

TEOPEMA 3.13. Csaka keazumunumanrna, wucma 2pyna ca O-depunabunrium

napuujasHum ypeherem ca Henpebpojusum aanuuma je Abenosa.

[Tpumernmo ja, 3aBUCHO O TOTa Ja JiK je II0ba/HW HACJEeTHUK TeHEePUIKOT
TUTIA CUMETPUYIaH WM ACUMETPUYAH, MOYKEMO TIO/IeJINTH KBa3UMUHUMAJIHE IPYIle Ha
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cuMeTpudHe U acuMerpudHe. CIHYHO, KMAMO CHMETPUIHA ¥ aCHMETPHYHA KBa3HU-
MUHAMAJIHA [0/ba. AcCUMeTpUYHA KBA3UMUHAMAJIHA M0Jba TIOCTOje; IPUMED Ce MOKEe
wahu y [10]. Ucrm npumep nokasyje na acuMerpudne KBasuMuHHMaiHe Abenose

rpylle mMocToje.

Hajnpe hemo mokazaru, kako cMo Beh HajaBuIH, Ja je TeHEPHUIKH THII KBA3H-

MUHUMAJHE rpyue gedunadbuaan naz (.

JIEMA 3.14. IIpemnocmasumo da je G KBAZUMUHUMAAHG 2DYNG “UJU je 2eHe-

puuku mun p. Tun p je dedpunaburar 1ao ().

JIoKA3. Hajupe hemo mokazaru ja 3a cBaku konpeopojus ckyn S C G moctoju
a € G rakas j1a SUaS = G. Kako je S kKonpe6pojus, Taja je u S~ konpe6pojus, Kao
u gS~!, 3a cBako g € G. Tana je bamummja {gS~' | g ¢ S} npedpojusa dbamummja
KOMPeGPOjUBUX CKYIOBA, A UMa Hempas3aH (Jak Konpebpojus) mpecek. 3abepumo
a y npecexy. Tama 3a cBako g ¢ S mmamo 1a a € gS™', omaknae g € aS. akne,
G =SUaS.

Taxobhe, ako je G = SUaS 3a veke S C G u a € G, taga je S Henpedbpojun
(jep je G HempeGpojuB), na ako je gomatHo S meduHAOHIAH HTOJCKYI, MO0 KBa3W-
MUHAMAJHOCTH, S je KOmpebpojuB.

[Ipernioctasumo ja je ¢(z,y) dbopmyna Ge3 mapamerapa. 3a cBako § € G taja
Baxu: ¢(x,g) € p akko ¢(G, g) je konpebpojus akko G = ¢(G, ) Uagd(G, g) 3a HeKo
a € G. Ilpema Tome, ¢(z, ) € G akko G |= d,¢(g), vae je dyé(y) dopmyia:

d,6() = 32V [6(2,5) v I (9, y) A = 2a')].

Ilpumernmo ga d,¢(y) Hema nmapamerpe, ma je oHa gedwurnnmja dbopmyre ¢(z,y)
Ha1 (). O

3axBasbyjyhu jieMu 3.5 UMaMO TUPEKTHY MOCJIETUILY.

[TocaeguuA 3.15. Ilpemocmasumo da je G KEASUMUHUMAANG 2PYNG YUju je

eenepuku mun p. Tada je cl, = Clg onepamop anzebapckoe samesoperoa Ha G.
Jlo xpaja oxe/bKa hemo pajanTu 1o caegehoM MmpeTimocTaBKoM.

[TPETTIOCTABKA 3.16. IlpermoctaBumo na je G HeabesoBa KBA3SUMHHUMAJHA

rpyuna.

JIEMA 3.17.

(i) Ceaxa npasa depunabuana nodepyna 0d G je npebpojusa.
(ii) Ilenmap Z(G) je npebpojus.
(11i) 3a ceaxo a ¢ Z(G), uenmparusamop Cg(a) je npebpojus, a kaaca Konjyzayuje
a® je xonpebpojusa.
(iv) 3a cearo a ¢ Z(G) eavncu G = Z(G) U a®.
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JLoxkA3. (i) llpernocraBumo na je H necbunabuama npasa nmoarpymna oa G. Ilper-
MOCTABUMO CYIPOTHO, Tj. mpernocraBuMo da H Huje mpedbpojuBa. [lo kBazmMunm-
masnoctu, H je xoupebpojusa. Uzabepumo a ¢ H. Tama cy H u aH pucjyakrau

KonpebpojuBm moackynosu o (G, MITO je KOHTPAIUKIIH]a.

(ii) Kako je G ueabenosa, Z(G) je upasa aedunaburna moaryna onx G. Ilpema
(i), Z(G) je upebpojus.

(iii) Camano kao y (ii), Cg(a) je npasa gedunabuina moarpymna ox G, jep
a ¢ Z(G). Haxne, Cg(a) je mpebpojus mpema (i). Kaxo je |a®| = |G : Cg(a)l
1peMa TeopemMu 0 opouTH U crabuinzaropy, jobujaMo na je Kiaca Konjyraumje a®

HerpebpojuBa, 1a je 1m0 KBa3UMUHUMAJIHOCTH KOIpedbpojuBa.

(iv) Uszabepumo a,b ¢ Z(G). Ilpema (iii), a® u b% cy xonpe6pojusu, na umMajy
nenpazan npecek. Omariae a = b%, u godujamo na je G = Z(G) U a®. O

[MocneaunA 3.18. 3a cee a,b ¢ Z(G), ckyn {x € G | a® = b} je npebpojus.

JTokA3. Tlpema semu 3.17(iv) mocroju g € G takBo na je b = af. Tana je b = a”
akko af = a” akko a*9 = a axko xg~' € Cg(a) akko z € Cg(a)g. TIpema Towme,
nocroju bujeknuja uzmelly {z € G | a* = b} u Cg(a), Koju je mpedPOjUB peMa JeMu
3.17(iii). O

AKo mogaTHO ImpeTHocTaBUMO 113 je (G 9ucTa rpyla, IMaMo Ciaeelly moceuny.
[MocnegunAa 3.19. cl,(0) = Z(G).

JoxA3. Ouurnemno je Z(G) C cl,(0), jep je mo nemu 3.17(ii), Z(G) npebpojus n
(0-nedunabunan. IlpernocraBuMo cynporHo, Tj. npermoctasuMo 1a je Z(G) C cl,(0)
u uzabepumo a € cl,(0) N\ Z(G). Tana nocroju (-pedunabunan upebpojus moicKy
D C G xoju caapxn a. Amm taga 3a cBako g € G, a9 € DI, u DI = D jep je D
(-nedpunabunan, a kKomjyraumja je ayromopduszaMm uucTe rpyle. llpema ToMme,

G

a® C D, mrro uuje moryhe, jep je mpema aemu 3.17(iii), a® kompe6pojus. KonTpa-

JIMKITHAja. ]

Jlo xpaja oxe/bka hemo paguTu Mo jauoM MPeTIOCTABKOM.

I[TPETIIOCTABKA 3.20. IlpermocraBumo ma je G HeabesoBa, KBa3UMUHUMAJIHA,
gyucta rpyna ca (-gedpmnabunnnm mapoujananMm ypehemem < ca HenpeOpOjuBHM

JAHIIAMA.

JIEMA 3.21. Tauno jedan 00 caedehux ycaosa easicu:

(1) a < x depunuwe xonpebpojus nodexyn 0d G, 3a ceako a ¢ cl,(0);
(2) © < a depunuwe xonpebpojus nodckyn 0d G, sa ceako a ¢ cl,(0).
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JokAa3. Kako je cl,(0)) npebpojus u mocroju HempeGpojus Jjanar C, MOXKeMO
u3abpatn exement ag € C \ cl,(0). Tana 6ap jeana ox dopmyna ap < z u x < ag
Jgedunuiie HenpedPOjUB MOJICKYIL, 114 110 KBA3UMUHUMAJIHOCTY TAYHO jeJIHa 01 4y < T
u r < ag gedunune kompedpojuB moAckym o1 G.

[IpermocTtaBuMo ma ag < x gedwuHuine koupebpojus moackyn ox G u m3abde-
pumo npousBosbHo a ¢ cly(0). TIpema nocaexnnu 3.19, cl,(0) = Z(G), na npema
aemu 3.17(iv) moxemo m3abparu esemenr g € G rtakas na aj = a. Kaxko je <,
0-nedprHaOMIHO W KOHjyTammja je ayroMopdu3aM YHucTe rpyme, 100mjaMo Ja a < T
takohe jedunuire Kornpebpojus noackyn oxa G.

Ha cinuan HauwH MOXKeMO JIOKa3aTu Ja T < a JaeduHuIre KonpebpojuB HoACKy
on G, 3a cBako a ¢ cl,(0), nox upernocraBkom pa r < ag gedununie Koupebpojus

nozackymn ox G. O
JIEMA 3.22. 3a cse a,b ¢ cl,(0) saorcu: cly(a) C cly(b) uau cly(b) C cly(a).

JIOKA3. Ilpema jiemu 3.21, 6e3 ymamema ONIITOCTH, MPETIOCTaBUMO Ja ¢ < &
nedbunuie Koupebpojus nofckyn o G, 3a c¢se ¢ ¢ cly(0). Taga x < cuc £ x
nedbuHUITY TpedpojuBe MoACKynose of G.

Ako je a < b, kKako x < b medunHIIe NMpeOpojuB MOACKyN on (¢, mobmjamo ma
a € cly(b), u cl,(a) C cl,(b) caean o rpansurusHocru. Axo je a £ b, kako a £ x
nedunnire npedpojus moackyn ox G, gobujamo na b € cly(a), u cl,(b) C cl,(a) crenn

0 TPAH3UTHBHOCTH. [l

JIOKA3 TEOPEME 3.13. IlperocTtaBuMO CynpOTHO, Tj. MPETIOCTABUMO Ja MOC-
Toju HeabesI0Ba, KBA3UMHHUMAJIHA, yicTa rpyna G ca (-nedunabuinum mapuujasi-
nuM ypehemem ca menpebpojusuM JjanmuMma. Hexka je (a,b) cly,-cioboman nu3 masz
0. Kako b ¢ cl,(a), npema memu 3.22 axu cly(a) C cl,(b), ma je cl,(a,b) = cl,(b).
IIpema stemu 3.17(iv) u3abepumo g € G Takso ga b = a?. Kako g € {z € G | a* = b},
1 KaKO je 0Baj CKYyI IpeGpojus mpema nociteaunu 3.18, nobujamo ga g € cly(a,b) =
cl,(b), omakie cl,(g) C cl,(b). Ca mpyre crpane, ounriteano b € cl,(a, g), na Kako
b ¢ cly(a), nobujamo na g ¢ cl,(a). Haxie, upema jemu 3.22, cly(a) C cl,(g), n
koua4no b € cly(a, g) = cly(g). Ipema tome, cl,(b) = cl,(g).

Kako je cl,(a) € cl,(b) = cl,(g9) u xaxo je konjyranmja ayromopdusam ducre

-

rpyme, npema Hanmomenu 3.4(iil) mmamo ga je cly(a?) C cly(g9), 1j. cl,(b) € cl,(g).

=

KonTpaaukimja. L]
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[HOTJIABJBE 4

ACHMeTpI/I‘{HI/I IIpaBUJIH TUIIOBU

Y oBoMm 1oriaB/by hemo u3ydaBaru acuMerpudte npasujae runose p € Si(€).

Y npBom oj1e/bKy hemo joka3aru Jjia je oneparop aaredapCcKor 3aTBOpPemHa cl;4 Ha
pa(€), koju je mpuapyxken caabo npasmanoM Hag A n acumerpmuanom nax A twumy
p, mornyno jJerenepucan. lckopucruhemo pesyiarare u3 ojesbka 1.2 Kako 6ucmo
onucasu nonamame Mopaujesux nu3osa y p uag A. Cuenujasnmo, mokasahemo j1a 3a
caku Masm Mogea M O A tun ypehema makcumasraor Mopamjesor Hu3a y p Hax A
YUjU Cy CBU eJeMeHTH U3 M He 3aBucH o n300pa Hu3a. Y NUTAmY je HHBAPHjAHTA
mogena M xojy hemo osmauasarm ca Invy 4(M). Ha xpajy mpsor omespka hemo
YBECTH U 110jaM KOHBEKCHOT' THIIA.

Y npyrom ozne/bKy hemo ce mocBeTuTu onucy &£,-OKOJHHA, KOje Cy HPHIPYKeHe
HOTILYHO JereHepUcaHoM onepaTopy a/jarebapckor sarsopema cly,. Bugehemo na cy
oHe peJlaTUBHO Jjepunabuyine y Tuy OECKOHAYHOM JIMC]YHKIUjOM, W IW/b he HaMm
ouTH 1a TOKayKeMo J1a ce Ta JUCjyHKIIja MoKe n3adbparu y onpehenom o6mky. OBaj
omuc &y-oKosuHe ie HaM 6MTH ITOrojaH KacHuje 3a npuMeHny Teopeme o HCIyIITamby
THIIOBA KaKo 6ucMo onucatu Moryhe pennsanuje unBapujanre Invy, 4(M).

Y Tpehem onepKy heMo ce GaBUTH THUTameM INTa MOYKe Ja Oy/le WHBapHUjaHTa
Inv, 4(M) npebpojusor mogena M. Yseunrhemo mojam IpocTOr THIIA, U JToKa3ahemo
na Invy, 4 (M) mozke 6uTH TPOU3BO/BHO IPeOPOjUBO AHHEAPHO ypeherbe ako THI P HEje
KOHBEKCAH WJIM aKO THII  HEje IPOCT. Y CAydajy Jia je TUI P IPOCT U KOHBEKCAH,
noxasahemo na ako Invy 4(M) cazpxu 6ap gBa eseMeHTa, OHIA je TO HPeGPOjUBO
rycro JquHeapHo ypeheme (MoXkaa ca jeqHoMm mian obe Kpajie Tadke). Bumehemo
Jla MOZKEMO JIaTH U IPEeNU3HUjU OImuC, U Jga 3a Invy, (M) umamo tagwo 1, 3 mwim 6
MOI'YRHOCTH, U CBaKy 0OJ IbHX NeMo JeTa/bHO OINUCATH.

Y uerBproM ojiebKy hemo ce GaBuTH muTameM (He)OPTOrOHATHOCTH MTPABHJI-
HuxX THnoBa. JlokazaheMmo ja je cBakuW mMpaBWJIaH acUMETPUYAH THUII OPTOTOHAJIAH
HA CBAKM MHBAPHWjAHTAH CUMETPUYAH THUI, OAK/Ie CJAeIHN Ja Pesalija HeOPTOrOHa -
HOCTH YyBa OCO6I/IH€ CHUMETPUYIHOCTH U aCUMETPUYIHOCTH IPABUJIHUX THUIIOBA. FJIaBHI/I
pe3yaTaT ojie/bKa je UIakK Ja je HEOPTOTOHATHOCT peJiallija eKBUBaJIeHIje Ha CKYTTy
ACUMETPpUYHHUX TIPpaBUJIHUX THUIIOBA.

Konauno, y metom ofiesbKy heMo BHIETH KaKO ¢J1aba HEOPTOTOHATHOCT YTHYE HA

odyBarbe nHBapujante Inv, 4(M). Mmamo nBa ciaydaja: orpanutdeH U HeOrDAHHUIEH.
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[logena je dpopcupana mocrojameM (popMysie Koja Kao mapamMerap KOPHUCTH PeaJid-
3alMjy jeJHOT THUIA, a Y JIOKYCY APYror THUIA je orpaHnmdeHa. AKo Takpa dpopMyJia
OCTOjU, TOBOPUMO O OIPAHUYEHOM CJIy4ajy, rje hemo JjoKa3aru jia Cy HHBapUjaHTe
JiBa THUIA KOjU Cy NPABUJIHU, KOHBEKCHU M acCUMeTpudIHu Haj A, m3oMmopdHe uin
anTunzomopdue. I Burie o Tora, nzomopduzam uin aHTUE30MOpPGU3aM je KaHOH-
CKHU, Y CMHCJIY JIa je He3aBucaH oj m300pa (popMysie, Kao u Jia je IPUPOTHO UHJIYKO-
BaH. Y HEOT'DAHUYEHOM CJIy4ajy hemo Joka3zaTn jma cy JlenekmHaoBa KOMILTETHPAA
WHBapUjaHaTa JIBa TUIIA KOJU Cy JaKO MPABUJIHU U acuMerpudnu naj A, uzomopdun
uin antuunzoMopdHu. [loHoBO je m3oMopduzam Uian aHTHHE30MOPMU3AM IIPHPOIHO

HHAYKOBaH.

1. NaBapujanTe Inv, 4

[Ipermoctasumo ma je p € S;(€) cmabo npaBuian nag A u acumerpudan nag A. Y
JeMu 2.22 ¢MO BUIEH 112 je cl;4 OIlepaTOop aare6apCcKor 3aTBopemna Ha Py (€). Y oBom
0/Ie/bKY hemo jjoKa3aTu Ja yCJI0B aCHMeTPUYHOCTH HaJl A moBaadn ja je oneparop
(:l;J4 U TOTIYHO JereHepucan, u HaBenheMo JUpeKTHE TOCIEeUIE OBE YHHHLEHUIIE KOje
hemo Haja/be KOpUCTUTH 6€3 EKCILIUIUTHOT HALIAITABADA.

[Touehemo ca aedunuUjoM Koja je MOTHBUCAHA TBphemeM 2.24.

JIEovHUMIA 4.1. TlpernocraBumo ja je p € Sq1(€) cuabo upasuian najg A u
acumerpuvan Haj A. 3a maprujanno ypeheme < Kaxkemo Ja c8e004u acuUMempu-
nocm wad A muna p axo je A-nedunabuano n axo je ceaku MopsujeB HU3 y P HAT
A crporo pactyhu y onrocy wHa <. Ilpema Tephemy 2.24 takBo ypeheme mocroju,

MeDyTHM OHO He MOpa OUTH jeTMHCTBEHO.

I[TPETIIOCTABKA 4.2. To kpaja oBor ozxesbka hemo dbukcuparn tun p € Sp(C)
Koju je ciabo npasuaan Hast A m acumerpudan van A. Pukcupahemo u napimjaano
ypeheme < koje cBegoun acumerpudnoct Haa A tuma p. Cxkyn A mehemo memartw,
Ia y HU/by IojeJiHOCTaB/berba 3anuca nucahemo cl, ymecro clf. Taxohe oznayumo

p = pa. Hakie, cl, je omeparop anrebapckor 3arBopema Ha p(C).

JIEMA 4.3. Onepamop cl, je nomnyno dezenepucanu onepamop aseebapckoe 3a-

meoperva na p(€).

JTokA3. Tpeba na moxkaxkemo Ja 3a cBaku KoHavan mogckyn B C p(€) mocroju
eaement b € B takas jga je cl,(B) = cl,(b). Heka je B C p(€) konauan, u Hexa je b
MaKCHMaJIaH exeMeHT ckyna B y omnocy ma <. Tama B C cly(b), jep y cynporroM,
ako 3a mekn b € B mmamo O ¢ cly(b), nobujamo na je (b, ') Mopaujes Hu3 y p Hax
A, ma je oH crporo pacryhu, 1j. b < b/, mTo MIPOTUBpPEUYN MAKCUMAJHOCTH €JIeMEHTA
b. Ilpema Tome B C cl,(b), omakie cly(B) = cl,(b). O
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[Ipe Hero mTo BUIUMO HEKe JUPEKTHE IOCJeIUIle IPeTXoaHe Jjeme, moaceruhemo

ce u mpuaaroanheMo HOTAIM]Y KOjy CMO yBeIU Y OJe/bKy 1.2.

1.

E-okonmue Koje onrosapajy omeparopy cl, hemo osmauasarn ca &,. Cermmo ce
&la) ={b e p(@) | cly(a) = cly(b)} = {b € p(€) | b I~ Paq m a = pap}. dpyrum
peanma &E,(a) je ckym cux b € p(€) raksux na ce {a,b} He Moxke mopeharu y

MopaujeB HE3 y p Hag A.

. Ling(p) = {&(a) | a € p(€)}. Lina(p) oarosapa ckyny S. aedurHCAHOM Y

onesbky 1.2, tie je S = p(€) u cl = cl,.

. 7t p(€) —> Ling(p) je npojexnuja gedunucana ca: my(a) = E(a). m, oxrosapa

NpojeKkmuju m u3 ojesbka 1.2.

. Ypeheme <, na p(¢) je nedunncano ca: a <, b akko cly(a) C cly(b). Ling(p)

npupogno naciaehyje ypebeme <q,: &(a) <a, &(b) axo u camo axko 3a cse
a € &a) n b € &(D) Baxu ' <q, V. Kaxo cmo Bugenn y tephemy 1.22,
Ep(a) <a, &(b) axo n camo axo a <, b.

Cerumo ce ga ce mojam MopaujeBor Hu3 y p man A mokmama ca mojMom

cly-ciobomuor mmza. Mmajyhm To y BuIy, Kako je cl, HOTHyHO nereHepucan

oneparop aiarebapckor 3arBopema Ha p(€), mmamo ciegehe qupekTHE MOCTEIHIE

TBphema 1.25 u3 oxespka 1.2.

[Tocae A 4.4.

(1) Cryn E(a) je <-womsekcan u 3ameoper y odnocy wa <-weynopedusocm (y

p(€)).

(ii) Ypehewa < u <, undyryjy ucmo ypeherve na Liny (p).

Joka3. Kako < cBemoun A-acuMeTpHIHOCT, cBH MopiujeBn HU30BH v p Hag A

cy ctporo pacryhiu, ma je oBo mociaenuna tBphema 1.25 (iv) u (v). O

Uwmajyhu y Bugy npyru geo mperxomne mocmeaute, TBphema 1.25 (i) u (ii) mory

outu bopMmyncaHna Ha cjejgehn HadYMH.

[TocneauuA 4.5. Heka a,aq, ..., a, € p(€).
(i) Caedehu yeaosu cy exeusarenmmu:
(1) (a1, as) je Mopaujes nus y p nad A;
(2) &lar) < Eylaz);
(3) ar < &(az);
(4) E(ar) < as.

(i1) Caedehu ycaosu cy eKeusaseHmHu:

(1) (a1, as,...,a,) je Mopaujes nuz y p nad A;
(2) E(ar) < &Elaz) < ... < E(an);
(3) mp(ar) < my(az) < ... <mp(an);
(4) ear) € cylaz) S . S cly(an).
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[TocaeauiA 4.6. 3a ceako X C &, mun ypeherva makrcumanrmnoez Mopaujesoe

Hu3da Yy p nad A wuju cy ceu eaemenmu u3 X He 3asucu 00 u360pa HU3G.

JokA3. Ilocmarpajmo pecrpuxnujy oneparopa cl, Ha p(€) N X (o3nawaBamo
je takofe ca cly). V mmTamy je MOTIYHO JereHePUCAHH OIEpaTop aiareGapcKor
sarBopema Ha p(€) N X, ma npema tBphemy 1.25 (iii) Tun ypehema Makcumanor
cl,-ciobomHOr HU3a He 3aBUcH 01 U360pa Hu3a. Jl0BOBHO je joII Ja IPUMETHMO Ja
je cly-cooboman mu3 y p(€) N X wucro mro u Mopaujes nu3 y p wajg A duju cy csu

eqeMenTn n3 X. O

HEOHUIINIA 4.7. Tun ypehema 0110 KOor MakcuMmaJHor MopJmjeBor Hu3a Y
p Hag A uuju cy cBu eqeMeHnTH u3 X ce HasuwBa p-unsapujanma cxyna X wad A,

oznadaBamo je ca Invy 4(X). Ako rakas Hu3 He nocroju, yzehemo Inv, 4(X) = 0.

Ha kpajy oBor ozmespka hemo geduHncaT mojaMm KOHBEKCHOT THIIA.

JlEovHuMIA 4.8. IlpernocraBumo ja je p € Sq1(€) cuabo upasuian najg A u
acumerpudan Haa A. Pehu hemo 1a je p wousexcan nad A ako moCcTOju NAPIIHjATHO
ypeheme < koje cBegoun acumerpuunoct Hag A y ognocy Ha Koje je pia(€) konBekcan

nozackyt o, €.

KOHBGKC&H THUII HE MOPa 33/10BO/baBaTH YCJI0B KOHBEKCHOCTHU U3 HPETXOAHE ﬂe(bI/I—
HUIMje Yy OJHOCY Ha IIPOM3BOJbHO ypeheme Koje cBejpounm acumerpudHocT. Takobhe,
HpOU3BO/baH €J1a00 NpaBUJIAH TUM, YaK HU IPABU/IAH THUI, HE MOpa OUTH KOHBEKCAH.

Mebhyrum, y gemu 4.10 hemo jgokazatu ja jako NPaBUJIHU TUIIOBH jeCy KOHBEKCHHU.

I[TPUMEP 4.9. Youumo mozen (€, <, P;);«, u3 npumepa 2.17). Heka je p; € S;(€)
Ul GECKOHAYHO BEJTMKOD eJleMeHTa Koju caap:ku P, 3a cBe i < w. Heka je p € S;(€)
U GECKOHAYHO BEJIMKOT ejeMenTa Koju canapxu {—P;(z) | i < w}. Cernmo ce na
Cy CBM OHM IpaBWJIHU HaJ (), ¥ mpuMeTnMo 1a < CBeJIOYM aCUMeTPUIHOCT Hal () 3a
cBe p; u p. [Ipumernmo ja < He €BeJIOYM KOHBEKCHOCT HUjeHOT 01 ibuX. Mehyrum,
cBaku P; je KouBekcan HaJ (), u pecrpukyjyhn < wa P;(€) nobujamo ypeheme koje
CBEJIOYH ¥ aCHMETPHYHOCT U KOHBeKcHocT Haj (). Tum p nuje konsekcan nag (). a

OMCMO TO JOKa3aJH, IPUMETHMO:

po(z) Upp(y) U{r <y} bz <y,

3a cBako ypeheme < koje cemoun acuMerpuanoct Han (). 3awmcra, ako a,b = pp
na < b, Mo eIMMUHANNJU KBAaHTH(MUKATOPA MOYKEMO Ja 3aKbydnMo ma je (a,b)

Mopmujes nu3 y p uan (), omakne a < b. Cama 1m0 KOMIAKTHOCTH MOXKEMO A

uzabepemo dopmyiy ¢(x) € pp(zr) Taksy ga:

d)No(y) Ne <ybkxz=<uy.
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Kako je py Tauka Harommiasama ckyna {p;p | ¢ < w}, ¢(x) npunaga Hekom p;, HIp.
pi. Mzabepumo cama a = pp, b = p1p u ¢ = pp. Tama = é(a) A ¢(b) A ¢(c) A
a<bAhNa<c(EFa<bAb< cBaxkujepcy up u p; THIOBH GECKOHATHO BEJHKOD

eqementTa), na = a < b A b < ¢, onakie py(¢€) HEje KOHBEKCAH Y OJHOCY HA <.

JIEMA 4.10. Ipemnocmasumo da je nap (p,¢(x)) jaxo npasusan 1ad A u acu-

mempurar Had A. Tada je p wousexcan nad A.

JlokA3. Heka < cBemounm acumeTpudHOCT Haa A.  3aMeHHMO < HeroBOM
pecrpukimjom Ha ¢(€). [Ipumernmo na MoauduKoOBaAHO < CBEJIOYH ACHMETPUIHOCT
uag A tuna p, jep je pa(€) C ¢(€). Tepaumo ga je mocae oe Moguduxanuje pa(¢)
nocTao Kousekcan nogckyn og A. Ilpermocrasumo ga a,c € pu(€) ua < b < ¢
jacuo je ma b € ¢(€). Hexa d = pape. Tama a < b < c<d, mab < x € pyup. Axo
b ¢ pua(€), no yeaoBy mpasunoctn 106mjaMo P - pup. Kaxo a = pu, 10 a = pas,
na crenujaiano b < a. Kourpaaukunja. IIpema rome b € pyu(€). O

2. &,-okonuHe ¢j1ab0 NPaBUIHUX TUIIOBA

ITPETITIOCTABKA 4.11. ¥V oBoMm ozesbKy hemo dpukcuparn riaobasaH, caabo mpa-
uwian Hag A u acuMerpmdan man A tun p € S1(C€); ozmauumo p = pu. llper-
HOCTaBUMO 113 je < A-medunabuaHo napuujaano ypeljeme Koje ceenoun A-acumerpu-

YHOCT.

[ub oBor onebka je ma Oamrke omumimemo okouuny &Ep(a) kaza a = p. Axo
a,b = p, cernmo ce na b ¢ & (a) ako u camMo ako ce eJeMeHTH @ U b MOry Iope-
haru y Mopiumjes un3 y p wag A. Taxobe ce cernmo na tun (p?)4 nedunnme Tum

Mopaujesor auza y p vag A. lakie ckym:

{olbE=p b¢&la)}

je medurmcan OGeCKOHAYHOM KOHjyHKIHjoM ¢dopmyna ca mapamerpumva u3 Aa.
Oparize Buanmo 1a je ckyn & (a), ka0 KOMIIeMeHT HaBegeHOr ckyna y p(C), pena-
THBHO JeduHncan 6eCKOHATHOM JTHICjYHKIIIjoM dhopMyJia ca mapamerpuMa Aa. Jegan
0/ IIUJbEBA OBOI' OJI/bKA je Jla JIOKAXKeMO Jla ce Ta JIUCjYHKIH]a MOXKe H3adparTu y

ojnpebhenom obuKy.
A EOUHUITNIA 4.12.
(i) Ckyn D C € je p-ozpanuuen nad A ako DNp(€) # () u ako nocroje peasmsanuje
a,b = p u ypeheme < Koje cBenodn A-acCHMETPHYHOCT THIIA P TAKBH Ja BarKH:

a<DnNp(€) <b.

(ii) Popmyna ¢(z) je p-ozparuyena nad A axo je ckyn ¢(€) p-orpannden Ham A.
(iii) Popmyna ¢(x) je jako p-oepanusena Had A y odHnocy wa < aKo je cariacHa ca
p U mocroje peanusaiuje a,b = p rakse ga a < ¢(€) < b.
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HAnoMEHA 4.13. (i) lpumerumo na je ckyn D (koju cede p(€)) p-orpanuden
ako u camo ako je m,[D N p(€)] orpamuden ca obe crpame y Lins(p): ako je
a < DNp(€) < bu ako mzabepemo a',b = p rakse ga &(a') <, &(a) u
Ep(b) <p & (), Tama cy & (a’) u & (') rpanune 3a m,[DNp(C)] y Lina(p). Kaxo ype-
herme Ha Ling(p) He 3aBucu ox u3bopa ypehema < Koje cBegoun A-acuMeTpUIHOCT

TUTIA P, TO HU P-OrPAHUYIEHOCT CKyTa [) He 3aBucHU oj u3bopa ypehema <.

(i) Jaka orpanmveHocT Mozke 3aBucuTH 0J U360pa ypehema <. O6uuno he ype-
beme < OuTm jacHo m3 KOHTEKCTa, Ia ra Hehemo mocebHo HarsamaBaTu. Y OBOM
0/1e/bKy hemo pazmarpaT jaky OrpaHHYeHOCT y OJHOCY Ha (PUKCHpaHO ypeheme <,

U caMo heMo roBOpuTH Jia je (popMysia jako p-opaHudeHa.

JIEMA 4.14. IIpemnocmasumo da je O(x,y) dopmyaa ca napamempuma us A
marsa da je 0(x,b) p-oepanunena nad A. Hexa cy c,c = p maxeu da c < 0(€,b) N
p(€) < . Tada nocmoju dopmyara ¢(z) € p marea da ¢ < ¢(€) NH(E,b) < ¢, mj.
marsa da je dopmyaa ¢(x) A 0(x,b) jaro p-oeparumena.

Axo je mun p dodammo <-womsexcan nad A u a = p sadosomasa 0(z,b), mada
dopmyaa ¢(x) A O(z,b) ceedouu a € Sem 4(b).

JTokA3. Kaxo je 6(x,b) p-orpanudena To:

p(x),0(x,b) Fe<x<d.
[To KOMIAKTHOCTH MOXKeMO n3abparn ¢(x) € p Tako 1a:
(), 0(z,b)Fe<z<d,

oflaKIe:
=V (¢p(x) AO(z,b) = c<x <)
u obujamo aa je ¢(x) A 0(z,b) jako p-orpanmuena.
Ako mpermocTaBuMO Ja je THI P W <-KOHBEKCAH HaJj A, Tajga W3 TPeTXOIHOT
3aKJby9dyjeMo:
A(E)NOC,Db) C {t|e<t<d} C p(Q),
omake ¢(z) A O(x,b) - p(z), ma ¢(x) A 0(x,b) ceenoun a € Semy(b). O

JIEMA 4.15. Ipemnocmasumo da je o(x,y) dopmyaa ca napamempuma uz A,
a=p udajeola,x) cazracna ca p. Caedehu ycaosu cy exeusaIeHMHU:
(1) gopmyara o(a,x) je jaxo p-oeparuuena nad A;

(2) savicu ¢y < o(a,€) < ¢y 3a cee Mopaujese nusose (c1,a,c) yp nad A.

JIOKA3. (2)=(1) cieau mo mneduHUIE]H jaKe P-OrPAHHICHOCTH.

(1)=-(2): TlpermocraBumo na je o(a,z) jako p-orpanudena uaa A. V3abepumo
¢, E p makee ma ¢ < o(a,€) < . Wzabepumo ¢1,¢co | p Tako na
E(cr) < &) U&(a) m Ey(ca) > E() U&(a). Tana je (¢1,a,cy) Mopaunjes nus y
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puag Auc <o(a,@) < co. Kako je To Tauno 3a jeman Mopaujes uu3 (cq, a, c2),

Ta4YHO je W 3a CBe. 0]

[MocneaunA 4.16. Ipemnocmasumo da a = p u da je dopmyra o(a,x) jaxo
p-ozpanuvena nad A. Tada o(a,€) N p(€) C & (a).

Axo je p dodammo <-womsexcan, mada je o(a,€) C Ey(a).

JTokA3. Axo o(a,€) Np(€) € & (a), moxemo uzabparu enement d’ € o(a, ) N
p(€) rakas ga o ¢ E(a). Kako o’ ¢ & (a), exementn o', a mory ce mopebaru y
Mopamjes uu3. Ako je (a/,a) Mopaujes uuz, uzabepumo a” = pugq; (@', a,a”) je
Mopaujes Hu3, na npema Jjemu 4.15 Baxku o' < o(a,€) < a”, mTO je y KOHTPAIUK-
nuju ca o’ € o(a,€). Ciandno 3akmpydyjemo Ja Huje moryhe na je (a,a’) Mopiujes
HHU3.

Axko je p nonaTtHOo <-KOHBekcaH HaJ A, 3 jake p-orpanndenoctu Ha A gpopmyie

o(a, x) 3akmyuyjemo na je o(a,€) C p(€). Ipema Tome, o(a, ) C &y (a). O

JIEMA 4.17. IIpemnocmasumo da a = p.

(1) Ba cearo b € E,(a) nocmoju cumempuuna gopmyaa o(x,y) € tp(a, b/A) maxea
da je o(a,y) jaxo p-ozpanuverna Had A.
IIpemnocmasumo dodammno da je p <-koueercarn nad A.
(11) Baostcu Ey(a) C Semy(a).
(11i) 3a cearo b € E,(a) nocmoju cumempuuna gopmyaa o(x,y) € tp(a, b/A) maxea
da je o(a,y) jaxo p-oepanuuena nad A, u dopmyae o(x,b) u ola,y) pedom
ceedoue a € Semy(b) u b € Sema(a).

JokA3. (i) Heka b € &,(a). Tana (a,b) n (b,a) sucy Mopiujesn Hu30BH y P
naa A, ma nocroje dbopmyie o’ (z,y), 0" (x,y) € tp(a,b/A) Takse na o’'(a,y) ¢ P u
o"(x,b) & pap. Taga dopmyna:

O-O(‘ra y) = O'/(ZE, y) A O./I(xv y)
upunazaa tany tp(a,b/A), amm oo(a,y) ¢ Pue 1 oo(z,b) ¢ pap. Cazna je bopmyna:
Ul(xa y) = JO(xa y) N UO(Z/? m)

cuverprdHa Qopmyta kKoja npunana tp(a,b/A). Kako oo(r,b) ¢ pup, 300r
A-unBapujanTHOCTH THIA P, 00(T,a) ¢ Pu.. Kako o¢(a,y) ¢ Pua, 3aKpydyjemo
na o1(a,y) & Pa.. Caudno 3akspyuayjemo na o1(xz,b) & pap.

Hokaxkumo caza aa je o1(a,y) p-orpanundena dpopmyia najn A. [Ipernocrasumo
nal =puf=oi(al). Taga o1(a,y) ¢ pue nosaaun b = pu,. Ca gpyre crpame,
o1(x,b) & Py, 360r A-umBapujantaoctu, nosaadn oy (z,b) ¢ pay, ma a = puay.
Haxre, au (a,V') mu (V',a) aucy Mopnujesn umsosu y p max A, ma O € & (a).
Ilpema Tome, 01 (a, €) N p(€) C & (a); cuenujanno, o1(a,y) je p-orpanutena xam A.
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[Ipema gemu 4.14 m3abepumo dopmyray ¢(y) € p(y) Tako ma je ¢(y) A oy(a,y)
jako p-orpanmuena najg A. Taga je dopmyna:

O'(SC, y) = ¢(I) A (b(y) A O'1<37,y)
OUUTJICHO cuMeTpudHa, npunajia tp(a,b/A) u o(a,y) je jako p-orpanndena na A.
(ii) Ako b € & (a), npema gmery (i) mocroju p-orpanmdena dopmyrta Hay A

o(a,y) € tp(b/Aa). Ilpema nemu 4.14 b € Semy(a). Haxrte, E(a) C Semu(p). O

JEonHUInIA 4.18. Ca B, o3Ha9nMMO CKyT CBHX cuMeTprudHnx dhopmyna o (T, y)

ca mapamerpuma u3 A, TakBux ja je o(a,y) jako p-orpanndena zHaja A 3a Heko (ma

u cBe) a = p.

[Tpumerumo ma By, 3aBucu u on A m on m3bopa ypehema <, anm oHm he yBex

OWTH jacHW M3 KOHTEKCTa, I1a UX Hehemo HarsanaBaTy.

JIEMA 4.19.
(i) 3a cse a = p sasncu:
&)= | ola.@)np@).
o(z,y)EBy
(ii) Axo je p u <-Komeexcan, mada 3a cee a = p 8avHCu:
)= |J ola0)
o(z,y)EBy
HOKA3. (i) Ako o(z,y) € By, Taga je dbopmyra o(a,y) jako p-orpanudena, ma
u3 nocsenune 4.16 umamo ga je o(a, €) Np(€) C & (a). OBo noKazyje HHKIY3H]y .
Nukiysuja C je nocaeguna jeme 4.17(1): 3a csaku b € &,(a) nocroju o(z,y) € B,
Tako na = o(a,b).

(ii) Ako je p <-komsekcam, npema nociaeguny 4.16 3a cse o(z,y) € Byua = p
Baxku o(a, ) C p(€). TIpema Tome TBpheme caenn u3 (i). O

3. Peanm3oBame mHBapujanTu

Y oBoM ozespKy fiemo ce GaBuTH muTameM mrta cy Moryhinoctu 3a Invy, 4(M), rae

je M manm mozen. [louehemo ca aeduHHIEjOM TPOCTOT THIIA.

JIEouHUIIMIA 4.20. Crabo npaBuian A-acuMmeTpudan Tl p je npocm Had A

axo je ekBuBasennuja gara ca « € & (y) penrarnsro nednnabuina ua ppyu(€)2.

IIPpuMEP 4.21.

(1) Younmo momen (Z,<); OpHEMETHMO Jda IHEIOBA TeOpHja IOBIAYN A3 CBAKH
eJIEeMEeHT MMa HeIOoCPEeTHOT MPEeTXOAHNKA U HerocpeaHor cieadoennka. Heka je €
ErOB MOHCTPYM U Heka je p € S1(€) Tun 6eCKOHAYHO BEJTMKOT eJIEMeHTa; P je
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npasuian uajg (. 3a a = py, mpuvernmo na je E,(a) xonuja (Z, <) oko a. Kako
oBaj cKym Huje (penaTuBno) nedbuHabUIaH, T0OUjAMO Ja P HUje TPOCcT Haj A.

(2) Yoummo mojen (Q, <) u weros moncrpyMm €. Tun 6ecKOHAYHO BEJTUKOT €JIeMEHTa,
p € S51(€) je upoct naz 0, jep je &(a) = {a}.

(3) Yoummo mogen (QxZ, <, E), rae je < aekcukorpadceko ypeheme, a E je penaruja
eKBUBaJIEHINje KOja KaykKe Ja Cy JiBa eJeMeHTa Ha KOHAYHO] yIa/beHOCTH. [HhI
GeckoHauHO natekor ejementa p € S1(€) je npasunan uax (). [ITpumerumo, Kao
y (1), ma je & (a) xounja (Z, <) oko a, na b € &(a) ako u camo ako = E(a,b),

oflaKJIe CIeIn 11a je p mpocT Ha (.

HanoMmEHA 4.22. Ilpema Jsiemu 4.17, dopmyiy op(x,y) xoja cBegoun aa je p
npoct Haj A moxkemo m3abparu jga Oyge cuMerpudHa U jJako P orpanmdena Haj A
y OJHOCY Ha yHamnpea ofapeheno ypeheme < Koje cBeI0Yn A-aCHMETPUIHOCT THUIIA P

Haj A.
Hwumb Ham je 1a goKaxkemo cjejehy Teopemy.

TEOPEMA 4.23. Hexa je T meopuja, p caabo npasusar A-acumempunar mun u

M maru moden meopuje T .

(1) Axo je p npocm u wousexcan nad A uInv, 4(M) cadporcu bap dee maure, mada
je Inv, A(M) eycmo auneapro ypehere (mooicda ca jednom uau obe kpajroe
mawke).

(1t) Axo cy T u A npebpojusu, up je npocm u nexonsercar nad A, mada Inv, 4 (M)
Mooce bumu npouseonno npebpojuco auneapro ypehere.

(i1i) Axo cy T u A npebpojusu u p nuje npocm, mada Inv, 4(M) moorce bumu

NPOU3BOHHO NPEOPOTUBO AUHEAPHO Ypeherve.

Jloka3 teopeme 4.23 najemo y tBphemuma 4.25, 4.31 u 4.30. Kako nocroju KoH-
TUHYYM MHOT'O HEH30MOP(MHUX NpedpojuBUX JUHEApHUX ypehera, Teopema 4.23 nu-

PEKTHO MOBJAYH CJejiehy moceny.

[TocneguiiA 4.24. Ipemnocmasumo da je T wmajsuwe npebpojuea meopuja, A
woramar, u P caabo npasuaar A-acumempunarn mun. Axo je I(Rg, T) < 2%, mada

je p npocm u Konsekcar nad A.

JIOKA3. Osznauumo ca T Teopujy T ca uMMEHOBAHMM €JIEMEHTHMA U3 CKYIa
A. Kaxko je A konaudan, cBaku npebpojus mojen teopuje 1’ nma HajBuiie npedpo-
JUBO MHOTI'0 HeM30MOP(pHHUX eKcnau3uja koje cy mojenu reopuje T4. Ilpema Tome
I(Ng, Ty) = 2% mosmaun I(Ng, T) = 2%. Jlakne, u3 npernocraske [(Rg,T) < 2%
umamo I(Rg, Ty) < 2%,

Axo p muje mpoct, mpema TBphemy 4.30 je [(Ng, T4) = 280, mTo je KoHTpa K-
nuja. CandrO, ako je p mpoCcT W HEKOHBeKcaH Hay A, mpema TBphemy 4.31 je
I(Ng, T4) = 2%, mTo je oner KOHTpaIUKIH]a. O
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TBPBEE 4.25. IIpemnocmasumo da je p caabo npasusar A-acumempuyar mun
Koju je konsexcarn u npocm nad A. Axo Invy, 4(M) cadporcu bap dsa enemenma 3a
nexu modea M D A, onda je Invy, 4(M) eyecmo auneapro ypeherve (moorcda ca jedrom

uau 0be kpajrwe mawke).

JlokA3. IlpermocraBumo na je < ypebeme koje cBemounm A-acHMETPHIHOCT U
KOHBeKcHOCT Haja A tuma p. Heka je p = pu.

N3zabepumo cumerpudny dhopMyty oy(x,y) Koja penaTusHo Jedunuire & U TAaKBY
na je oy(a,y) jako p-orpanutdena 3a uexo (cse) a = p. Ilpernoctasnvo na Inv, 4 (M)
uma 6ap e Tauke. Heka cy by, by € p(M) raksu ga & (b1) < & (by); xenumo na
JoKazkeMo ga mocroju b € p(M) Takso ga je (by,b,by) Mopaujes nuz. Buio koju

eqevent b’ € € Takas 1a je (b, b, by) Mopaujes Hu3 3am0Bo/baBa ,,dpopmyay” :
0p(b1,€) < & < 0y(by, €).

3060r esrleMeHTApHOCTH, HOCTOju exeMenT b € M rtakas na o, (b1, M) < b < 0,(bs, M).
Kaxko je p <-xomBekcan Hajg A, by < b < by moBaaun b = p, 1j. b € p(M). Tlpema

tome (b1, b, bs) je Mopamjer Hu3 enemenara u3 M, mTo 3aBpiiaBa I0Ka3. O

3a TpenyTak, (hUKCHpPajMo HOTAIM]Y U3 MpeTXoaHor TBphema. 3a a = p, younmo

cieneha npa Tuma:
A(z,a) =px)U{zr <op(a,€)} u I(z,a) =p(x)U{oy(a, ) < x}.

[Tpumernmo ma je b peanusanumja tTuna A(z,a) ako u camo ako je (b,a) Mopiujes
a3 y p wan A. Coawmuno, b je peanmsanuja tuna [1(a, ) ako u camo ako je (a,b)
Mopujes vu3 y p nag A.

Osnaunmo ca 7 Tun ypehema (Q, <) (y muramy je tun ypebema mpebpojuBor

rycror JuHeapHor ypehema 6e3 kpajmux tadaka). Vmamo caenehy mociemuy.

[TocneguiiA 4.26. Ilpemnocmasumo da cy T u A npebpojusu. Hexa je M

npebpojus moden Koju cadpotcu A.

(1) Axo je p usonosan nad A, mada je Inv, 4(M) jednar 1.
(i1) IIpemnocmaeumo da je p neuzorosan nad A.

(1) Axo cy A(z,a) uIl(z,a) neusorosarnu nad Aa, mada je Invy, 4(M) jednaro
jeonom 00 0, 1, n, n+1, 1+nul+n+1, u ceara 0d weem mozyhnocmu
ce jas.ma.

(2) Axo je A(x,a) usorosan nad Aa, a I(x,a) neuzorosan nad Aa, mada je
Invy, 4(M) jednaro jednom 0d 0, n, n+ 1, u ceaxa 0d mpu mozyhnocmu ce
1G8.ba.

(3) Axo je A(x,a) neusonosan nad Aa, a ll(x,a) je usonosan nad Aa, mada
je Invy 4(M) jednaxo jednom 0d 0, n, 1 +n, u ceaxa 00 mpu mozyhinocmu
ce jas.ma.
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(4) Huje moeyhe da cy oba A(x,a) u (x,a) usorosanu nad Aa.

Joka3. (i) Heka je ¢(z) dopmyna ca napamerpuma u3 A taksa na ¢(x) b p(z).
Dopmyna ¢(x) je 3amoBospuBa y €, ma je 3amoBosbuBa u 'y M takohe. Axo je a € M
TakBO 13 = ¢(a), Tana a = p, u 3ar0 je Inv, 4(M) menpasuo. Taxobe, ,dopmyse”
d(x)A\x < op(a, €) u p(x)Aoy(a,€) < z nmajy penrema y €, ma umajy pememany M.
[Tpumernmo fga To nosaadn fa Invy 4 (M) Hema HE MEHEMYM HI MAKCHMYM, aJI1 IMa
bap asa esementa. [Ipema TBphemy 4.25, Inv, 4(M) je Tycro smueapHo ypebeme,

npemMa ToMe y MUTamy je TpedpojuBo T'YCTO JIMHeapHO ypeherme 0e3 Kpajihux Tavaka,

Tj. 7).
(ii) Hajmpe fiemo mokazatu wetupu crasa.

CTAB 1. Axo je Invy, 4(M) menpasuno u A(x,a) je usonoBan Hag Aa, Taga
Invy, (M) mema munumym. Comano, ako je Invy 4 (M) nenpasuo u I(z, a) je uzosuo-

Ban Hax Aa, Taga Invy 4(M) HeMa MakcHMyM.

JIOKA3 CcTABA 1. ITlpermocraBumo na je ¢(x,y) dpomyia ca mapamerpuMa u3
A rmakBa na ¢(z,a) b A(z,a), 3e ueko (cBe) a = p. Heka a € p(M). Popmyna
o(a, ) je sanoBospuBa y €, ma je 3ajoBosbuBa u'y M rtakolje, Hup. Heka joj je b € M
pemese. Tama b peamusyje A(x,a), na je (b,a) Mopaujes uu3 y p mag A. Oso

nosja4n Ja Invy, 4(M) HeMa MUHEMYM.

CTAB 2. Heka je (a,b) Mopaujes nu3 y p nag A. Ako je A(x,a) m3om0Ban HaT
Aab, taga je uzososan u naj Aa. Ciuuno, axo je [I(z,b) uzonosan nax Aab, taja

je m3osoBan u Haj Ab.

JIOKA3 CcTABA 2. TlpermocraBumo jga je ¢(x,y, z) dopmyia ca mapamerpumMa

3 A taxksa jga ¢(z,a,b) - A(x,a). TIpumernmo:
(c,a,b) je Mopsmjes uu3 y p uag A  akko = ¢(z,a,b).

Ummmkanuja (<) je ounrniegna. 3a joka3 (=), mpermoctaBumMo fa je (c,a,b)
Mopaujes Hu3 y p wax A, n uzabepumo ¢ rtakBo ga = ¢(c,a,b). Tlpema (<),
(', a,b) je Mopaujes Hu3 y p Hag A, na 3akpydyjemo jaa je tp(c’/Aab) = tp(c/Aab),
onakie = ¢(c,a,b).

Heka je f € Aut,(€) mpomssosban ayromopduszam. Ako = ¢(c,a,b), Tana je
(c,a,b) Mopnmjes uu3 y p wag A, na je u (f(c),a, f(b)) rakohe Mopaujes wu3 y p
naj A. Asm caga MoxKeMo Jia 3aksbyaumo aa je (f(c), a, b) Mopiujes vu3 y p naj A,
onaxie = ¢(f(c),a,b). OBo nokasyje 1a je ¢(<, a,b) naBapujanran Hajx Aa, ojgak/e
je, mpema nemu 1.9, ¢(, a,b) nebunadbuaan uwag Aa. Ako je (x,y) dopmyna ca
napamerpuma u3 A taksa 1a (€, a) = ¢(<€, a,b), rana ¥(x,a) - Az, a), 1j. Az, a)
je m3osioBan Haa Aa.

63



CTAB 3. Ako je a, = (a;)ic, Moprujes uu3 y p mam A, tama je THI:
Y(x) =px) U{op(a;,€) <z |iew}

Hen3os10BaH Hajl Ad,,. CInano, ako je G- = (;)ic~ Mopaujes nus y p nag A, taga
je Tui:
Y(z) =pla) U{z < op(a;, €) | i € w*}

HEHU30JI0BAH HAJL Ady,«.

JIOKA3 CTABA 3. IlpernocraBumMo CylpoTHO, Tj. HPETIOCTABUMO Ja cy O(T,Y)
dbopmyna ca napamerpuMa U3 A U G KOHAYaH [OJHU3 O] 4, TakBH Ja ¢(x,a) - X(x).

Mokemo mpermocTaBuTH Ja je a = agdyq . . . G,. lIpumerumo:
(ag,ai,...,a,,b) je Mopaujes uu3 y p uax A  akko = ¢(b,a).

Ummumkanuja (<) je ounriegna. 3a noka3 cmepa (=) ms3abepumo b’ takBo na
E o(t,a). Tlpema (<), (ag,ai,...,a,,t) je Mopauje au3 y p wan A. Kako je
(agp,as, . ..,a,,b) Mopiujes Hu3 y p nag A, nobujamo na je tp(t'/Aa) = tp(b/Aa),
onakie = ¢(b,a).

Kaxo je (ag, a1, ..., an, Gpy1) Mopaujes Hu3 y p van A, umamo ja = ¢(a,y1,a),

oflakJIe a,1 peanmsyje X(z). Kourpaaukmuja.

CTAB 4. IIpermocrasumo na je a, = (a;)ic, Mopaujes uu3 y p magx A. Axo je
A(z, ap) nzomoBan wan Aa,, Tajga je uzonoan u Han Aag. Coamdno, ako je G« =
(a;)icwr Mopnujes uu3 y p van A, u axo je II(z,ag) nzomoBan wan Ad,-, Taga je

n30/0BaH n HaJ Aag.
JIOKA3 CTABA 4. Jloka3 je cindan JoKa3y cTaBa 2, 1a ra Hehemo HaBOJHUTH.

Cama moxemo ga mokaxkemo (ii). Ilpema Tephemy 4.25, me mocroju Buime o
craepehnx mecr moryhinoctu 3a Invy, 4(M): 0,1,n,n+1,1+n,14+n+1. V neny (2),
npema craBy 1, MOkeMO 3aksbydntu ga c¢y moryhuocru 3a Invy 4(M): 0,n,n + 1.
Comuano y (3), moryhuocru cy: 0, 1,1+ 7. Tokazahemo na ce ceaka on moryhuocTn
jaBJba.

Kaxko je p(z) wemsonosan wam A, mo Teopemu 0 HCHyIITamy THIIOBA, MOCTOjU
npebpojus Mozean M rakas ga Invy 4(M) = 0.

(1) TIpernocraBumo ga cy A(x,a) u I(x, a) Hensonosauu Haj Aa, 3a Heko (cBe)
a = p. Ilo Teopemu o ucnymramy tunosa, u A(x, a) u Il(z, a) mory 6utn uciymnrrenn
y MOZeJIy KOjH caapKu Aa, mpeMa TOMe IOCTOju mpebpojusB Momea M Takas ma je
Inv, 4(M) jenna Tauka.

Nzabepumo Mopaujes vu3 (a,b) y p wan A. Tlo craBy 2 A(x,a) u I(z,b) cy
HensooBaun Hajd Aab, Ila npema Teopemu o ucmymramy THIOBA MOy OWTH HC-
nymnrrenn y mojeny Koju canpxu Aab. Jlakie, mocroju npebpojus momen M Takas
Ja ¢y a W b pejoM MHUHEMYM M MaKCHMyM Hekor makcumasnor y M MopiujeBor
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Hu3a y p Hag A, ogaxie Invy, (M) mva u MuruMyM 1 MakcuMyM. Kako je To rycro
quneapHo ypeherme nmpema TBphemy 4.25, modbujamo na je jennako 1+ n + 1.

Ja 6ucmo xomcrpyucaim mozesa M takas ga je Invy 4(M) jegmako 1 + 7,
u3abepumo Moprujes Hu3 a, = (a;)icy, ¥ younmo tun 2(z) Kao y craBy 3. IIpema
crapopuma 3 u 4, u A(x,ap) u X(x) cy wemsonosauu Haj Aa,, na npema Teopemu o
UCIYIITay THIIOBA MOTY ONTH ucnymTeHn y momaeay M koju caapxku Ad,. Kako je
A(z, ap) ncnymren, Invy 4(M) uma MEHEEMYM, a KaKo je X(x) HCIYIITEH BHIUMO Ja
Invy, 4(M) mema MakcumyM. ComdHO MOXKEMO Jla KOHCTpyHIIeMo monen )M Takas
na je Invy, 4 (M) jennako n + 1.

Octaje ga xoucTpyumemo Mozesa M rtakas ga je Invy 4(M) jexnako 7. 3a To
MOKeMO Jia younmo MopJiujeB uus az = (a;)iez y P Hag A u jla HACTABUMO CJMYHO
Ka0 NMPETXOHUM CJIyajeBuMa.

Y (2) u (3) ce Mogesn MOTY KOHCTPYHCATH HA CIMYAH HAYUH.

(4) Ocraje ma mokarxkemo na mmje moryhe ga cy n A(x,a) n Il(x, a) uzonosamnu
najg Aa. IIpeTmocTaBEMO CympOTHO, Tj. MPETHOCTABEMO Ja Cy H30J0Band Haj Aa,

unp. ¢(z,a) - A(z,a) u ¥(x,a) F [I(z,a). Moxemo mokazatu jga BaxKu:

(b,a) je MopaujeB Huz y p wan A akko = ¢(b,a),

(a,b) je Mopuanje uuz y p van A akko = (b, a).

Jloka3u obe YuIbeHHIle Cy CAMYIHHU JoKa3y ojroBapajyhe unimenune u3 crasa 2. Kako

je &(a) = 0,(€, a), Bunumo 1a je:

p(€) = &(€,a) Uoy(€,a) U(C, a),

1j. p(€) je nedunabunan nag Aa. Kako je ounrsienno uasapujantan vajg A, 106u-
jamo na je m medpuHadbmnan Hag A mpema jgemu 1.9. Jlakie, p je u3osoBan Hax A.

Konrpamukiuja. O

Kpos cirenehe stake npumepe hemo npukasaru cBe CUTyallije ONUCAHE Y ITPETXO -

HOj TIOCJIETUTIH.

[TPuMEP 4.27. ¥ cienehum mpumepuma nocmarpamo ojipehene ekcran3uje CTpyK-
type (Q, <), u nedunnmemo tun p koju he Gurn npaswian vaz (), acumerpuyan u
kouBekcan Haj () (oBe ocobune cy cBejodene GasuuM ypehemem <), u mpoct Haj
0 (zampaso &(a) = {a}, 3a cBako a = pp). Jlako ce MozKe NPOBEPHTH Ja OBe

YUIHEHUIE BazKe 300T eJTUMUHAIK]e KBAHTU(DHUKATOPA, Ta NeMO UCIyCTUTH JIeTajbe.

(1) Younmo M = (Q, <) u meros morctpyMm €. Heka je p Tun GecKOHAYHO BEJTHKOT
exementa. pg(€) je 6am €, ma je pg(M) = M u Invy 4(M) = n. Tlpumernmo xa
je pp usosnoBan Hag P ca x = .
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(2)

Younmo M = (Q, <, P,)i<yw, t1e je Pi(M) = (—00,1), 1 yOUIMO HerOB MOHCTPYM
¢. Heka je p Tum GeCKOHAYHO BEJIUKOT €JIEeMEHTA; MPUMETUMO Jia P CaJIpiKu
ueranuje csux P, pp(€) je ckyn exemenara sehux ox csux Pi(€). [dakie,
pp(M) =0 u Inv,y(M) = 0. Tpumernmo na cy caenehn Momenn exeMeHTAPHO
eksuBasientau ca M: My = (Q, <, P,))i<y, tae je Pi(M;) = (—o0, —1/i), u My =
(Q, <, P)icw, tie je Py(My) = (—o0,v/2 — 1/i). Caza, pp(M;) = [0,+00), na
Inv, g(M) = 14n. Taxobe, pg(My) = [v/2, +00) = (v/2, +00), ma Inv, o (M) = 7.
Takobe mpumernmo na 3a a = pp, II(x, a) je usomosan wag {a} ca x > a, 10K
A(z,a) je meuzonosan nag {a}.

(CBe moMeHyTe WHTEpBaJe TOCMATPAMO Kao MoacKymose o Q.)
[Iperxojnu npumMep ce MOXKe JIAKO MOJAU(MUKOBATH J1a J0OUjeMO THII U MOjieJie
raxse a3 je Inv,g(M) jemxuako 0, n wim n + 1.
Younmo M = (Q,<, P, Qi)icw, Pi(M) = (—00,a;) u Q;(M) = (b;, +0), tae
(a;)i<w je cTporo pacryhim HU3 panmoHasHUX GpojeBa KOju KoHBeprupa ka 0 u
(bi)i<w je cTporo omamajyhin uu3 pamuonamaux 6pojeBa Koju KoHBeprupa ka 0.
Youumo MoHCTpYM € U THI P eJleMeHTa Koju je Mambu o1 cBuX (;(€) u ehu o
cBux ocranux enemenara u3z €. pg(€) je cKyI CBUX ejleMeHATa KOJH Cy MarbH
on ceux Q;(€) u Behu oxn cux F;(€). Hakine, pg(M) = {0}, u Inv,3(M) = 1.
Caza mozxemo mojudurosaru P;(M) u Q;(M) kako bucmo p106u/iu ejieMeHTapHO
ekBuUBaJIeHTaH Mozen ox M, anu u npomennnu Invy,g(M). Axo m3abepemo Hu-
soBe (a;) u (b;) na KomBeprupajy v/2, nobuhemo na je pp(M) = 0 u Inv, o(M) = 0.
Ako uzabepemo Huzose (a;) u (b;) 1a KOHBeprupajy pejom Ka a u b, a < b, taza,
3aBucHO O Tora jga jm a,b € Q, nobuhiemo ma je py(M) jennak (a,b) (axo
a,b ¢ Q), [a,b) (axo a € Q,b ¢ Q),(a,b] (axko a ¢ Q,b € Q) win [a,b] (ako
a,b € Q), n oxrosapajyhn Inv,4(M) cy penom jennaku 7, 1 + 1, n+ 1 mwimn
14+ n+ 1. pumernmo na mujenan ox A(x, a) u Il(x, a) auje uzonosan uan {a},
3a a = py.

(IToroBo, cBe MOMeHyTe HHTEPBaAJIE IOCMATPAMO Kao moacKymnose o Q.)

Hacras/pamo ka jokasuma TBphema 4.30 u 4.31. Ilorpebua mam je TeXHHYKA

JieMa.

JIEMA 4.28. [Ipemnocmasumo da cy T u A npebpojusu, npemnocmasumo 0a je

p caabo npasusan u A-acumempusan, u da je < ypehere xoje ceedouu acumempu-

nocm wad A. Hexa je p = pu. Ilpemnocmasumo da p nuje npocm nad A u nexa

a = p. Tada nocmoju nuz cumempuynux Bopmyaa (0, (2, Y))nww Ca NAPAMEMPUMA

us A, maxsuz da eavice caedehu ycrosu:

1. Ceaxa o,(a,x) je jaxo p-ozpanusena.

2. Hus (op(a, €))p<w je cmpozo C-pacmyhiu.
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3. 3a cearo n < w nocmoje eaemenmu b', 0" € (0,41(a, €) N o,(a, €)) Np(€) mareu

da je b < o,(a, @) < b".

4. Bascu E,(a) = U on(a, €) Np(€).
n<w

Hoka3. Kako cy T'n A npebpojusu, 10 je ckyn B, n3 nebununuje 4.18 mpe-
opojus, na sanumumo B, = {o,(z,y) | n < w}; no nebununuju o,(a, ) cy jako
p-orpanuuene, a npema jemu 4.19 saxu &(a) = (U, on(a,€) N p(<). Bamenom
bopuyna o, (z,y) ca \,,0i(r,y), Moxemo Ja mHpermocTaBUMO A je
(0n(2,Y))n<w HU3 cuveTpuaaux dopMysa ca mapaMerpuma u3 A Takas 1a je Hu3
ckynoBa (oy,(a,®)),«, pacryhm; ocrajy o,(a,z) jako p-orpaHudeHe u ocTaje
E(a) = U, <, onla, €) N p(C).

TBpauMo 1a 3a cBako n < w noctoju m = n u b € o,(a, €) \ o,(a, €) Takas na
VEpulb <o,(a, ). Y cynpornom, HeKa je ng < w TAKaB Jia 33 CBAKO M = Ny
1 33 CBaKO b € 0,,(a,®) \ 0,,(a, ), TakBo ma b = p, Baxku b £ o,,(a, €). Kako
OBa 0COOWMHA BaXKu 3a @, 300r A-MHBAPUjAHTHOCTU THIIA P BAXKMU U 33 CBAKY JPYTY

peasm3anujy tTuna p. Tspaumo na ,popmysna” :

T £ Ong(Y,€) N Y £ Ong(2,€)

pesaruBHO gedunuie y € E,(z), MTO je y KOHTPAAUKIHJH CA IPETIOCTABKOM 13 P
unje npoct Hag A. Axo b € &(a), tana |= oi(a,b) 3a HeKO k; 300r CHMETPHYHOCTH
Baxku u = ox(b,a). Axo je k < ng, 36or MmoHOTOHOCTH |= 0y (a,b) u = 0y, (b, @), T
jacHo Baxku a £ 0,y (b, €) ANb £ 0,(a,€). Ako je k > n, taga je a £ 0,,(b,€) A
b £ oy(a,€) mo u36opy ng. Ca apyre crpane, ako b ¢ & (a) u b = p, Taga je
uwin (b, a) unu (a,b) Mopinjes uu3, na je wm b < & (a) wmm a < &,(b). Kako je
(@, €)Np(€) C & (a) u Kaxo je oy, (a, ) jaKo P-orpaHUueHa, TO Y CBAKOM CIIyUajy
He BaXKU a £ 0y (b, €) Ab £ 0y (a, €).

Ha canuan HaumH MOXKEMO Jia JIOKaXKeMo Jla 3a CBakKo N < w II0CTOje M > N U
V' € opm(a, @) N\ o,(a, @) taksu na b’ = pu o,(a, @) <.

Caza je jaco na u3 Huza (0,(a,b))p<, MOKEMO H3BOJUTH MOJHU3 KOJH 3a10-

BOJbABA JKeJbeHe ocobune. O

[MocneaunA 4.29. 3a cse a,b |= p caedehu yeaosu cy exsusarenmuu:
(1) a < 0,(b,€), 3a ceen < w;
(2) on(a,€) <b, 30 cee n < w;
(3) (a,b) je Mopaujes nus.

JTokA3. TIpema nemn 4.28 (4), (1) je exBusanmentno ca a < &E,(b), a (2) je
ekBuBasieHTHO ca Ey(a) < b. Oba ycioBa Cy eKBUBAJEHTHA Ca UHEEHHIOM 1a je

(a,b) MopsnjeB Hus. O
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TBPBEWBE 4.30. Ipemnocmasumo da cy T u A npebpojusu u da je p caabo
npasuaar A-acumempuuar mun xoju nuje npocm nad A u p = pu. Tada 3a ceaxo
npebpojuso suneapro ypehewe 1 = (I, <;) nocmoju npebpojusu modea My O A

makas da je Invy, 4(My) = L.

JIOKA3. Uzabepumo y mouctpymy Mopiumjes vu3 ar = (a;)ie; y p #Hag A u
nocMaTpajMo (HemormyH) Tum Hax Adr:
Y(z) = px) U= ¢ & ().
iel
[Tpumernmo aa je npema jemu 4.28, ¥(x) 3ancra ckyn dopmyia:

Y(z) = plx) U{-on(a;,z) | n <w,i€l},

KOjH je 3a/10BOJbeH OMJIO KOJOM peain3allijoM THUIla P Y MOHCTPYMY KOja HUje HU y
jexnom & (a;), HIp. peanu3anujoM THIA Pag,. Jakie, X(x) je 3ancra Tum.
JToBOJ/bHO je 1a mokazkeMo ja ce () MOozKe HCIYCTUTH Y MOJENY KOJU CAIpiKH
Aay. Y cynpornom, npema Teopemu 0 HCIyIITamy THIOBA, X () je W30J0BAH HaJ
Aay, ma 1mocToju KOHaYaH IOIHU3 @ HU3a a; U (GopMyIa w(x, gj) ca mapamMeTpuMa U3

A TakBa Jia:

U(x,a) F X(z).

[IpetmocTaBuMO 714 je @ = a1Qs . . . Gy, T jJe a1 < ag < ... < . Kako je:
S(€) C{t |t < &la)}u [ J{t] Elar) <t < Elaren)} ULt | Elam) <t}
k<m

u Y(z,a) F X(x), dopmyaa ¥(x,a) je carmacua ca 6ap jeaaom o dbopmya:

1. z < aq;
2. ap < x < agy1, 38 HEKO k < m;

3. a, < .

Pasmorpumo npBu cIy4aj; HeKa je ¢ (z,a) caraacHa ca x < aj. IlpermoctaBumMo
= ¥(bo,a) A by < ar. Kako 9(x,a) - 3(x), 3akmyayjemo:

Y(x,a) Nx < ar b pr) U{zr < &(a)}

Ilpema Tome, axo je |= ¢(b,a) Ab < a1, Tama je b < &(aq), ma je (b,ay,...,an)

Mopmujes nu3 y p nag A. Cuemmjasnno, (b, ay,...,a,) je Mopaujes uus y p uag
A. Ca mpyre ctpane, ako je (b,aq,...,a,) Mopaujes uu3 y p wax A, taga moctoju
ayromopdusam f € Aut4(€) takas ma f : (b, aq, ..., an) — (b,ay,...,ay), 1a KAKO

je = ¥(bo,a) A by < ay, 10 je u = (b,a) AN b < ay. Haxae:

(byai,...,an) je Mopsujes nu3 y p uax A akko = (b,a) Ab<a;. (1)
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[Ipema mocnemunu 4.29, 3a cBako b = p, (b,ai,...,ay) je MopaujeB Hu3 y p
Hag A ako m camo ako b < o,(ay,€), 3a cBe n < w, tae ¢y o,(x,y) dopmyne Koje

3a/10Bo/baBajy 3axrese Jjeme 4.28. lakse, npema (1) umamo:
plx)U{x <on(a,€) | n <w}F(z,a) ANe < a.

[To KOMIAKTHOCTH, KopucTehu YHmHEeHUILY JIa je HU3 CKyToBa o, (aq, €) pactyhu (1ema

4.28), 3aK/bydyjeMoO Jia MOCTOJH Ny < W TAKBO JA:
p(z)U{z < on (a1, €)} Fp(z,a) A < ay. (2)

ITpema semnu 4.28, uzabepumo O = p takso 1a b € o,,11(a1,€) N oy (a1, @) u
b < oplar,@). Taga b 3ag0BosbaBa JeBy crpany y (2), ma Mopa ja 3a10B0oJbaBa 1
aecuy, tj. = (0, a) AV < ay. Tlpema (1) o 3naun na je (V',aq,...,a,) Mopaujes
o3 y p Hag A, ma je b < &(ay). Kaxo je V' € o,511(a1,€) Np(€) C E(ay), rue

MocJe/Ifha WHKIY3Wja BaykKn nipema Jiemn 4.28, To je KOHTPAIUKIIH]a.

Jpyru u tpehu ciydaj ce pasmarpajy MOTIIYHO aHAJOTHO. 3a JpPYru, HpeT-
OCTaBUMO 713 je ¢ (x, a) carmacHa ca ar < r < a1 33 HeKo k < m; u3 ¢(z,a) - X(z)
UMaMO:

Y(z,a) Nag <z < agp F Elar) <z < Eaktr).

360r npeTHocTaB/beHe CarJIaCHOCTH IUPEKTHO JI00MjaMo:
(a1, ...,ak,0,a541,...,ay) je Mopaujes Huz axko = (b,a) Aay < b < agy.
[Ipema jiemu 4.28 u nociaeaunu 4.29 mobujamo:
p(x) U, Elar) <x” U{x <oplars1,€) | n<whE(x,a) Aap <z < s,
a 110 KOMIIAKTHOCTHU JT00UjaMo:
p(x) U, Elar) <x” U{x < opy(agsr, €)} FY(z,a) Aag <z < agya.

Caga, npema emu 4.28, mzabepumo b’ = p rakso na b/ € 0,011 (akr1, €) N0y, (agi1, €)
ub <o, (ags, €); 106ujaMo KOHTPAJUKIINY HA UCTU HAYUH KAO y IPBOM CJIYUajy.

Y Tpehem caydajy caudHO 106UjaMoO:
(a1,...,am,b) je Mopaujes uu3z akko [ (b,a) A a,, < b,
a IPUMEHUMO KOMIAKTHOCT HA:
p(z)U{on(am, €) <z |n<w}ky(r,a)Aa, <z,

J1a 1001mjeMo:
p(x) U{on,(am, ) <z} F(x,a) A ay, < x.
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3a pa3IuKy OJ1 IPBOT U JAPYTOT Cay4aja, caga hemMo camo, mpema jJgemu 4.28, uzadpatu
V" = p taxso na b’ € 0, 11(am, €) N Ong (A, €) 1 0y (A, €) < V. Kontpaguknujy

J100MjaMoO Ha UCTU HAYHUH. O

TBPBEWE 4.31. Ilpemnocmasumo da cy T u A npebpojusu, da je p caabo npa-
susar A-acumempuyar mun koju je npocm u nexoneexcar nad A up = pa. Tada 3a
cearo npebpojuso auneapro ypehere I = (1, <;) nocmoju npebpojusu modea My D A

makas da je Invy, 4(My) = L.

JIOKA3. Kao u y noka3y tBphema 4.30, uzabepumo y Moucrpymy MopiujeB nus
a; = (a;)ie; y p Hag A w mocMmarpajMo tun Haj Aap:
S() = p(e) U ¢ Ey(a).
iel
Kaxo je p mpocr max A, m3abepumo cumerpudary bopMyity o, (2, y) Koja peJaTuBHO

nedunnmte exsusatenyjy y € (). Tama je X(x) ckyn dopmya:
Y(x) = p(x) U{-oy(ai, x) | i € T},

KOju je 3a70BOJbeH OMJI0 KOjJOM peasn3allijoM THIa P Y MOHCTPYMY KOja HUje HU y
jemmoM &(a;), HIP. peanu3anujoM THIA Piag, -

JloBOJBHO je Jia JToKazKeMo Jia ce 3() MOzKe WCIYCTUTH Y MOJENY KOJU CAIPIKH
Aa;. Y cynpornom, npema Teopemu o memymiTamy THIOBA, () je H30JI0BAH HAT

Aay, ma mocToju KOHAYaH MOTHU3 @ HUA3a a; U (POpMyIa @b(x, gj) Cca mapaMeTrpuMa u3

A TakBsa Ja:
Y(z,a) - E().
Hexka je a = ajas ... ap, 1€ je a1 < ay < ... < a,,. Kako je:
S(€) C{t |t < &la)}u [J{t | &lan) <t < Elarn)}U{t] Elan) <t}

k<m
u YP(x,a) b X(r), kao u y noxkazy rephemwa 4.30, dopmysa ¥(x,a) je caracha ca
b6ap jeanom oj1 popmyIia:
1. z < aq;
2. ap < x < a1, 32 HEKO k < m;
3. a, < .

Pasmorpumo npBu caydaj; Heka je ¢ (r,a) cargachHa ca z < a;. Kao u y gokasy

TBphema 4.30, 3aKByUyjeMO:
(b,ay,...,a,) je Mopaujes a3 y p vag A akko = (b,a) ANb< ay. (1)
Jaxie, MOXKEMO 3aK/by IUTH:

p(e)U | ply) U {e < &)} U U oy < Ealypan)} F dla,g) Ax <y,

j<m j<m
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1j, KaKo oy (z,y) nedunnme y € E,(z) na p(€)?, nmamo:

p() U | p(y) Uz < oy, YU ({5 < 0350, O} F oo(z,9) A < .

j<m j<m

[To kommakTHOCTH M3abepumo (jeany) dopmyrny ¢(x) € p(z) TakBy na:

sx) A N o) Ax <oy, ON N yj < oy, ©) F bl ) Ar <y (2)
j<m j<m
Bamenumo ypeheme < ca: ¢(€)? N <. IlpumeTnMo ga < U Ja/be CBEJOYM ACH-
merpuaHocT Hag A Tuma p, jep ¢(x) € p(x) nosrauu p(€) C ¢(€). Tepaumo na
MomuduKoBaHO ypeheme < cepoun Ja je p KouBekcan Han A. IlpermocraBumo ma
¢, | p n uzabepumo b’ rako jga ¢ < b < ; 360r HaunHA HA KOJU CMO MOIUQUKO-
Basn < uMamo 1a je = (V). Uzabepumo Mopaujes uus (af, ..., al) y p wax Acbh'c;
Taja je:
c<lt < <&la)) <...<&lal,),
na je jaco ma b, al, ... al 3amoBospaBa JeBy cTpany y (2), mpema ToMe 3a710BOJbABA
/

u gecHy crpany, 1j. = (0, a’) AV < a). Tlpema (1), (V,d},...,d),) je Mopaujes

Hu3 y p Hag A, omakie cnenujasHo b = p, mTo J0Ka3yje KOHBEKCHOCT THIA P HaJl

A. Konrpamukimja.

Jpyru u Tpehu ciy4aj ce CAIMIHO pazMaTpajy. ¥y JAPYTOM MOXKEMO JTOKA3ATH:
(a1,...,ak,b,a541, .. .,ay) je Mopaujes Hu3 axko = (b,a) Aay <b < agyq,
Tj.
p(x) U [ pw) U ULy < 000501, O} U {op (0, ©) < & < 0y (yss1, ©)} -
jsm j<m
Y, y) Aye < T < Yrga
Tasia 10 KoMuakTHOCTH U3a0epuMo (opmyiy ¢(x) € p(x) rakBy ua:
o) A N o) AN\ v <o, €) A (00 ©) < 2 < oy, ©) F
j<m j<m
- w(xug) A Y < T < Yg+1,
u samenunmo < ca ¢(€)? N <. Kao u y npsom ciayuajy 106ujamo ja je p KOHBEKCAH
nax A. Uzabepemo ¢, = p u b TakBo na ¢ < b’ < ¢; Baxku = ¢(I'). N3zabepumo
/

Mopaujes uu3 (af,...,al) y p Hag A takas na:

' m

En(a)) <...<&(ay) <c<lV <d <&lag,) <...<&la,);

3a enemente V', al, ..., a;, 3akmydyjemo na saxku = (V,a’) Aaj, <V < aj,, na

je (ay,...,ap, b, ay,,...,a;,) Mopinjes uu3 y p nan A. Cremujasuo, b |=p u p je

’ ' m

kKoHBekcaH Has A. KonrTpamgukimja.
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Y Tpehem cay4ajy modujamo:

(ay,...,am,b) je Mopaujes auz akko = (b,a) A a,, <b,

1a HPUMEHUMO KOMIIAKTHOCT HA:

p(l’) U U p(y]) U U {y] < Up(yj+17 Q:)} U {Up(yrm Q:) < .T} - ¢(1’>§) A Ym < T,
Jj<m j<m
Ja gobujemo ¢(x) € p(x) rakBo ja:
s@) N N o) AN v < 041, €) A 0y (Ym, @) < 2 P2, 7) Ay < .

j<m j<m

Caga 3amennmo < ca ¢(€)? N <, u Ha cIMYaH HAYMH KAo Y IIPBOM M JIPYTOM CJIydajy

3aKJBYIMMO & je p KoHBekcaH Haju A. KoHTpagukimja. 0

4. HeopTOroHAJAHOCT HPAaBUJIHUX THUIIOBA

[IPETIIOCTABKA 4.32. ¥ oBoM ojie/bKy hemo pukcuparu riaobajal mpaBuIaH
A-acumerpuuan THn p € S;(€); o3Haummo p = pyu. IllpernocraBumo ma je <

A-necdbuHabuaHo TapumjaIHo ypeheme Koje ¢BeI0UYM acUMeTpUIHOCT Hamd A.

Peasmzannjy a € € THIIA p CMATPaMO HE3aBHCHOM O] IIPOH3BOJbHE N-TOPKe b € €
HaJ A aKo a [= Pp; y CYTPOTHOM KazKeMo Ja je @ 3aBHCHA O] buan A. ledunumemo

CKYTIOBE 3aBHCHUX W HE3aBUCHUX pean3allyja THMA p oj n-Topke b Ham A.

JEOUHULINIA 4.33. 3a mpousBo/bHY N-TOpKYy b € € geduHHIIEMO Ip,A(l_)) Kao

CKYII peaju3aluja TUIIA P He3aBUCHUX oJ b Haj A:

L, 4(0) = prap(€),

U JeUHHUIIEMO DpVA(B) Kao CKYII peaJm3alifja THTA P 3aBUCHUX O] b Hax A:

Dp,A(B) ={aEplalpus}

Kaxo je obmuno ckyn A jacan 3 KonTekcTa, nucahemo camo I, u Dy ymecto I, 4
u D, 4. Jacuo je ma je 3a csako b € € aucjynkrna yuuja cxynosa L,(b) u Dy(b)

jennaka p(€), xao u ma je, 360r s3acuhenoctn moncrpyma, L,(b) # (.

JIEMA 4.34. Hexa je b € € npouseomna n-mopxa.

(i) Dy(b) # 0 axo u camo axo tp(b/A) I¥ p.
(ii) Axo Dy(b) # 0, mada je on xonsekcarn u na doae sameopen nodekyn 00 p(<).
(iii) Axo Dy(b) # 0, mada je Dy(b) < 1,(b).

JoxA3. (i) Ako je Dy(b) # 0 usabepumo a; € D,(b) u as € I,(b); Tana je
tp(a1b/A) # tp(agb/A), mrro noxaszyje na je tp(b/A) I p. O6parmo, ako tp(b/A) £ p,
n3abepuMo JiBe peannsanmje aj,dy Tama p Tako Aa tp(aib/A) # tp(azb/A); xaxo je
HAJBUINE je/HA OJ1 a1, ay HezaBucHA o7 b Ha A, saksbydyjemo ja je Dy (b) # 0.
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(ii) Kako cy c¢Bu Ha 071€ 3aTBOPEHN CKYIIOBUH KOHBEKCHH, JOBOJBHO j€ Ja JTOKAZKEMO

na je Dy(b) ma nmome 3arBopen. Heka cy a u o peanusamuje tuna p, ¢’ < a u

a € Dy(b). Tepaumo ma a’ € Dy(b). IlpermocraBuMo CyIpOTHO, Tj. HPETIOCTABAMO

na a' € I,(b), vj. ' = pup. Kako a [~ piup, TO yeI0OB HPABHIHOCTU NOBJAAYH 12
Piab - Piase, 12 @ = Piap.- [Ipema rome a’ |= Piaq, na je a < a/. Konrpaaukuuja.

(iii) IIpermocrasumo ga a1 € Dy(b) m ay € I,(b). Tama a; (& Py, ma ycios
MPABUIHOCTH HOBIAYH Pap = Piapa,; KAKO Gy = Pp, TO G2 = Pag,, - CHemmjammo,

ap = PlAas, OMAKIIE a1 < Q3. 0

JIEMA 4.35. Hexa cy b,c € € npouseomnu (mosicoa u passuvume Oysicume).

Crynosu 1,(b) u L,(¢) cy ynopedusu (y odnocy wa unkaysujy). axae, u Dy(b) u
D, (¢) cy ynopedusu.

J0KA3. [IpernocraBumo cynporro, Tj. npernocrasumo na Ly(b) u 1,(¢) mucy

yuopenusu, u nzabepumo a; € I,(b) N\ 1,(¢) u az € 1,(¢) N\ L;(b). Tana a; € Dy(¢) u

az € Dy(b), 1j. ay [~ Prac 1 ag [ Pag, na 360r npaBuitHOCTH Paz = Praca; 1 Pap F Prapa,-
Kako a; [= pup 1 az |= Pz, 1006ujamo 1a a; = Page, ¥ G2 = Pac,. Crenujasno,
a1 = Paa, ¥ G = Prag,, 0aKIe as < a1 1 a; < ay. Konrpaauknnja. O

JIEMA 4.36. 3a npoussonmny n-mopry b € € cxyn Dp(l_)) je Ey-3ameopen, my.

a € Dy(b) nosaauu E(a) C Dy(b).

JTokA3. TIpernocrasumo na a € D,(b). IlpermocraBumo cymporHo, Tj. mper-

nocrasumo 1a E(a) ¢ D,(b). Mzabepnmo ¢ € &E,(a) \ Dy(b); tana a € &(c) n

¢ = pup. Msbepuvo peammsanmjy ¢ Tumna pg.. Kaxo ¢ | pyp, o ¢ € Iy(b), ma

npema Jjemn 4.34(iil) Bazku Dy(b) < c. Kako ¢ = puc, 10 je ¢ < &(). Hakue,
D,(b) < ¢ < &(c).

O6a enementa ¢ u ¢ npunamajy L,(b), ma cuemujanno umajy uctu tun mag Ab;
m3abepumo aytomopduszam f € Auty;(¢€) taka ma je f(c) = ¢. Heka je
a = f(a). Kako a € &(c), To @’ € & ('), na upema ropmo]j Heje AHAKOCTH HMAMO 12
je Dy(b) < d’. Ca apyre crpane, a € D,(b) nosnauu a' = f(a) € f[Dy(b)] = D, (b),
e TOC/e/iba jeIHAKOCT Baxku jep f dukcupa Ab Tauky-mo-tadxy, na buKcHpa u

ckyn D, (b). Konrpanuknnja. O
TBPBEWE 4.37. Axo cy q,7 € S(A) maxsu da p LV q u p LV r, mada q LV r.

JTOKA3. JIoKaxKuMO Hajlpe jia 1OoCToje peajmsaunuje b = g u ¢ |= r Takse ja

D, (b) € Dy(¢). Hexa je b |= g npoussosbno un uzabepumo a € 1,(b). Heka je ¢ = 7
npema npermocrasiu p /Y r u gemn 4.34(1) mmamo xa je Dy(cp) # 0. U3abepumo
ap € Dy(¢o). Kaxko je tp(a/A) = tp(ap/A)(= p) Mozkemo n3abparn ayromopdusam
f € Auta(€) Takas 1a a = f(ap). Heka je ¢ = f(¢o); Tama tp(¢/A) = tp(co/A), Tj.
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CEr,uag € Dy(¢) nosnaun a € Dy(¢). Hakie, a € Dy(¢) \ Dy(b), na npema jemu
4.35 Baxku D, (b) C D,(¢).

Cimano, kopucrehnu yeioB p [V ¢, MOXKeMO J1a I0KayKeMO 73 OCTOje Peain3alim]je
VEqud =rrakse ga Dp(¢) € Dy(V). Baxmyuyjemo ma ¢(§) Ur(Z) nva 6ap asa
pasmuanTta Kommaernpama (tp(b, ¢/A) u tp(V', & /A)), ma cremm g £ r. O

JIEMA 4.38. Hexka je q € S(€) A-unsapujanman mun u p LV qu. Hexa (b,1)
peanusyje (@ qha (M. b= qu u b | qup)-
(i) Ao (p @ q)a = (q @ p)u, mada Dy(V') C Dy(b).
(i) Axo (p @ q)a # (4 @ p)a, mada Dy(b)  Dy(?).
(1) q je acumempuuan.

JToKA3. Heka je b = qu.

(i) U3 ycmosa p L qa npema gemu 4.34(i) umamo Dy (b) # 0; neka ag € Dy (D).
Nsabepnvo by = Gupe,. Kako by = qup uvamo na je tp(bo/Ab) = tp(V//Ab), na
noctoju ayroMopduzam f € Aut,;(¢) Takas ga f(by) = 0. Hexa je a = f(ap);
crenmjanno a = p. Taga by | qupe, noB1aun b = qup,, 1 kako ag € Dy(b)
u f dbukcupa Ab Tauka-mo-TauKa UMAMO Ja 4 € Dp(I;). Uz b = qu, crenn na
(a,V) E (p ® q)u, na uz ycaosa cumerpuunoctu (V,a) E (9 ® pla, Tj.
a = Py, onaxie a € Ip(l;’). Hakne, a € Dp(l;) ~ Dp(l;/), ojtakJie 10 Jjemu 4.35 cienu
Dy (6') & Dy (D).

(i) Usabepumo ag |= Py # bo = Gupe,- Comuno xao y geny (i), kako
bo E qu mvamo gma je tp(by/Ab) = tp(b'/Ab), ma mocroju ayromopdusam
[ € Aut 5(€) rakas na f(by) = V. Heka je a = f(ag). Tama ag |= pyp noBraun
a = s, a by = Guie, moBiaun V' = qup,. U3 a = pag nvamo a € L(b). Us b = qu,
umamo ga (a,b') = (p®q)a, na uz yeaosa acumerpuanoctu (V,a) e (q@p)a. Kaxo
V | ga, 3axmyuyjemo na a B Py, 1j. a € D, (V). Haxme, a € Dy(b') \ Dy(b),
onaxe o siemu 4.35 caegn Dy (b) € Dy(b).

(iii) Mpewma (i) u (ii), tp(b,b'/A) # tp(V¥',b/A), ma je q acumerpuHan. O

N3 neme 4.38 u tBphema 4.37 umamo ciiegehy Teopemy.

TEOPEMA 4.39.

(i) Ilpasusar acumempuuar Mun je O0pMO20HAAGH HG CEAKU UHBAPUJAHIMAH
CUMEMPULAH, TUN.

(ii) Heopmozonaanocm wyea o0cobuHe CUMEMPUYHOCIL U  GCUMEMPUYHOCTIU
NPGBUAHUT MUNOBG.

(11i) Peaauuja [ je exeusasenyuja na cKyny aCuMEMpuyHUL npasuiHuUL MUnosa.

JTokA3. (i) Heka je p € S1(€) npasuian acumerprudan Tun u Heka je q € S(C)
uHBapHjaHTaH cumerpudan tuil. Heka je € > € sehu moHcTpy™m u Heka cy p’ u ¢’
74



IPOIIHpPera TUIIOBA P U ( Ha MOHCTpyM €. MoncTpyMm € je Masid U3 yriia MOHCTPYMa
¢, tun p’ je mpaBmiaH u acumerpudan Hag €, u q je C-mnBapujanTan Tun. Ilpema

nemu 4.38, pe Y qy, 1j. p 1 q, onaxme p L q.
(ii) OBo TBpheme caean qupektHO U3 (i).

(iii) Heka cy p,q,t € S;(€) npaBujHH acUMETPUYHU TUIIOBU W HeKa je p L ¢
up [ v. Heka je ¢ > € Beliu moncTpy™m u Heka cy p’, ¢, v/ nmpomupema THIOBA
p, q,t Ha MoucTpyM €. Moncrpym € je Mann u3 yria morcrpyma € p’ je npaBuian
u acumerpudan Hag €, u pe S qp 1 pp v, Tpema tphemy 4.37, qe [ v, 1j.
q L. O

5. OuyBamwe mHBapujantu npu [V

Y 0BOM 0JIeJbKY ce DaBUMO MUTAFHEM OUYBabha HHBAPUJAHTH ACUMETPUIHUX Mpa-

BIIHUX TuUTOBa Tipu /7. Y ONINTEeM CIy4Yajy He MOpa MOCTOjaTH HUKAKBA Be3a.

[TPuUMEP 4.40. Youumo mogen (€, <, P;);«, u3 npumepa 2.17(3). Heka je p; €
S1(€) Trn GeCKOHAYHO BEJIMKOI eJIeMeHTa Koju cajpxku P, 3a cee i < w. Heka je p €
S1(€) Tun GeckoHAUHO BesKOr eseMenta Koju caapxu {1 P;(z) | i <w}. Tamap L
p; jep je p(z)Up,(y) carmacan ucax < yu cay < x, u canduo py LY p;p. Ipumernmo
Jla TIOCTOje TPOM3BOJBPHO BEIMKH MOJEIN KOJU HCIyIITajy Py, ma Inv, o(M) moxe
OUTH IPOM3BOJBPHO I'YCTO JIHHeApHO ypeljere 6e3 KpajHuX Tadaka, A0k je Invy,g(M)

pPa3Ho.

VY caydajy KOHBEKCHUX THIIOBA CHUTYAIlUja je MHOTO Jiella, YuMe ieMo ce Hajabe
basutu. Bugehemo ma mmamo asa tuna [V, Koje fiemo 3BaTn orpaHnYeHN U HEOI'DAHH-

yenu tun. Hum HaAM je 1a mokaxkemo ciaeiehy Teopemy.

TEOPEMA 4.41. IIpemnocmasumo da cy p u q npasuiny, xousexcuu u A-acume-
mpuunu, u Ppa LY qua.
(1) IIpemnocmasumo da je pa LV qa ozpanuneroz muna.
1) Axo (p @ q)a # (q @ P, mada cy Invy, 4(M) u Invg 4(M) usomopgpnu.
2) Axo (p@q)a = (q@p)a, mada cy Invy 4(M) uInvy 4(M) anmuusomoppru.
(11) Ipemnocmasumo da cy p u q jako npasusnu u da je P £V qa Heozpanuuenoe
muna. Tada cy p u q npocmu nad A u:
1) Axo (p®q)a # (q®P)a, mada cy edexundosa xomnaemuparoa 0d Inv, 4 (M)
u Invy 4(M) usomopgna.
2) Axo (pRq)a = (q®P)1a, mada cy edexundosa xomnaemuparsa 00 Invy, (M)

u Invg (M) anmuusomopdra.
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[IPETIIOCTABKA 4.42. YV 0BOM 0JIeJbKY PaJIMMO IO ¢JIeeNuM MpeTnocTaBKaMa:

1. p(z) u q(y) cy dbukcupanu npaBuian A-acHMeTPHYHE TUIIOBU, KOHBEKCHU HAJ A.

2. Ypehema <, n <, cBemode A-aCHIMETPHYHOCT U KOHBEKCHOCT TUIIOBA P U (.

3. Bazxku p /" q, roe cy p = Pa 1 ¢ = qu.

[TocToje /Ba CYNITUHCKU Pa3/IMYuTa CIydaja, Koje hemo mocebHo m3ydaBaru:

Orpannden cayuaj Ilocroje a =p, b= qu6(x,y) € tp(a,b/A) Taksu na je

dbopmyna 0(a,y) g-orpanudena Haj A.

(1)

(2)

Heorpanuuen ciyuaj Uuaue.
5.1. OrpaHuyen ciay4aj.
[TpumeP 4.43. Tlpumepu orpanugaenor /7.

puqcyupocru upRqFqRp.

Younmo M = (Qx{0,1}, <y, <q, P, Q,S5), tne je P(M) = Qx {0} u Q(M) =
Q x {1}, <y u <4 cy npuponna ypehemwa na P(M) u Q(M), u S((a,0), (b,1))
Baki ako u caMo ako a = b. Jlakye, M 4une jaBe JHUCjYHKTHE KOIHje ypeheHux
pannoHaHuX 6pojeBa u nzoMopduzam uzmely wux (byHknuja redunncana ca
S(z,y)). Heka cy p u q TMIOBH GECKOHAYHO BEJUKOT €JeMEHTAa KOjH CaIpiKe
pegom P(x) u Q(x). Ouu cy upasuinu u acumerpudnu Hag (). Jlako je sugern
Ja je pg LY qp. Mopumjesu uusosu y p nay () cy upoussossue pacryhe peasiu-
3alyje Tuna Pp; CAMYHO BAXKU 1 32 . Y CBAKOM Mojedy uzoMmopdusam usmely
Inv, g(M) u Inv, (M) je ompeben ca S kao yHKIHjOM.
prUgCy IpocTH U PO =(q X P.

CymTHHCKH, MOXKEMO MOCMATPATH MPETXOIHH MPUMED €4 HCTHM THIIOM P
U TUIOM ( 3aMEHheHHM Ca THIOM OECKOHAYHO MAJIOT eJeMeHTa KOJH CaJpiKu
Q(x). Kako 6ucmo mobunu mpumep Taxkas fga cy Invyg(M) u Invgg(M) antu-
n30MopdHU, aTd HEM30MOPGHU, MOKEMO MOAMMPUKOBATH PETXOHU TPUMED
Tako 1o 3amennmo Q ca Q; = w; x Q (ypehenum sekcukorpadckn) u mocMa-
TpaMO THUI DECKOHAYHO BEJIMKOT eJleMeHTa Koju caapxu P(x), p, u Tun Gecko-
HAYHO MAaJIOT eJieMeHTa Koju caapxku Q(z), q. Tlpumernmo na y oBoM ciydajy
>, CBEJIOUH Jia je ¢ acumerpudan Has (.
p U ( HECY IPOCTH.

Y oba npumepa (1) u (2), &(v) = {z} u &(r) = {z}, na cy oba tuna p u
q npoctu. Kako 6ucmo 1o6ujin npuMepe y KOjuMa p U ( HUCY MPOCTH, MOZKEMO
nocmarparu Q X Z u Q x Z (ypehene nekcuxorpadceku) pemgom ymecto Q u Q
y (1) u (2). Taga je &(x) xonuja (Z, <) oko x, n takohe &(z) je xonnja (Z, <)
OKO .
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JIEMA 4.44. IIpemnocmasumo daa |=p, b = qub(z,y) € tp(a,b/A), u gopmyra
O(a,y) je q-oepanuvena nad A. Axo d = p, b = q u = 0(d, V), mada je 0(d,y)
q-oepanudena nad A.

J1OKA3. Uzabepumo ¢, |= ¢ Takse 1a je ¢ < 0(a,€) Nq(¢) < ¢. Kako a,d’ =
p, nocroju ayromopduzam f € Auta(€) rakas ga je f(a) = a/. Tana je 0(d’,y)
caracHa ca ¢, jep = 6(a,b) nosmaun |= 0(d’, f(b)) u f(b) |= q. Takobe, jacuo je na
fle) < 8(d,€)Ngq(€) < f()m f(c), f(c) = q. TIpema Tome, 8(d’, y) je q-orpannuena
HaJ A. ]

JIEMA 4.45. IIpemnocmasumo daa = p, b = q ub(z,y) € tp(a,b/A), u dopmyaa
O(a,y) je q-oeparuuena nad A.

(i) Axo je (a,a’) Mopaujes nus y p nad A, mada cy cxynosu:
m[0(a,€) Nq(€)]  u m[f(a’, €) N q(T)]

QUCTYHKEMHU.
(ii) mp[0(&, ) N p(&)] = {&(a)}.
(i1i) @Popmyasa 0(x,b) je p-ozpanuvena nad A.
(i) mal0(a, €) N q(€)] = {&(b)}.
(1) 6(€,5) N p(©) C &(a) u B(a,€) Ng(€) C &b).
(vi) a € Semu(b) u b€ Semy(a).

JTokA3. (i) Jda 6ucmo yumpocrmin 3ammc, o3radnmo m,(f(a, €) N ¢(€)] camo ca
m4(a). TIpermocraBumo cympormo, na Baxu my(a) N my(a’) # 0 xax rox je (a,d’)
Mopsmjes rus3 y p nag A. Oznaummo 1a g (a) KOHBEKCHO 3aTBOpPeme Tq(a) y Lina(q).
IIpema Tome, Kas rof je (a,a’) Mopnujes mu3 y p Hagx A, taza je mg(a) N7e(a’) # 0.

Kako je 0(a, €) N ¢(¢) orpanmyen y ¢(<€), 1o je u my(a), ma n 75(a), orpanuyden
y Lina(q). (Ako ¢y ¢,¢ = ¢ maksu 1a ¢ < 6(a,€) Nq(€) < ¢, u ako uzabepemo
co, ¢y = q TakBe 1a E(cy) < cm ! < &(cp), Tana cy &(co) u &(c) rpanuue 3a m,(a)
u mg(a) y Lina(q).)

[Ipema Tome, mMokeMo m3abpaTn ay,ag,az = p Taxse jga mg(a1) <q mg(az) <q

Tg(a3); HEKA a4 = Plagyasas- Ta7A CY (a1, aq), (az,a4) 1 (a3, as) Moprnjesn nusosn y

c
q

y Lina(q), To je cpeimu of BUX, T,

p man A, na 7g(ay) cewe craku ox mg(a1), mg(az) m wg(az). Kaxo cy cBn xonBekcHn

q

c(a2)7 CaJpzKal y ﬂ-ccl(a4): 71'ccl(a2) - 7TCCI(CL4). Kako

q
To Baxku 3a Mopaujes uu3 (ag, ay4), Baxku u 3a cBaku Mopaujes uu3 y p mazg A.

N3abepumo cana ag = p TakBo aa je ag < & (ar) U &(az); (ao,a1) u (aog, as) cy
Mopsmnjesn nusosn y p nax A. Ipema nperxonnom je taga mg(ag) & mg(ar), mg(az),
onaxie, mg(a1) N mg(az) # (. Konrpaaukuuja.

(ii) Jacno je ma & (a) € mp[0(€,b) N p(€)]. Ako &E(a’) # & (a) mpunaga ckymy
7, [0(C, b) N p(€)], Taxa je jexan ox (a,a’) u (a',a) Mopaujes uusz y p vag A, u & (D)
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npunaga u m40(a, €) N q(C)] n m4[0(a’, €) N ¢(€)]. Kaxo oso muje moryhe mpema (i),
3akspyuyjeMo aa je m,[0(€,0) Np(C)] = {&(a)}.

Caga (iii) caean gupekro u3 (ii). Ipema (iil) Mozxkemo na 3aMeHEMO yJiore P U
q, na (iv) cremm u3 (ii). Taga (v) caeqn aupekTro u3 (i) u (iv).

(vi) Kako cy p u q pexom <, n <, KOHBEKCHH, i Kako cy 0(x,b) n §(a,y) pexom
p-orpammdena u g-orpanundena dpopmyia nag A, mpema jemu 4.14 MoxkeMo u3abpaTu

¢p() € p(x) m ¢g(y) € q(y) Taxo ma popnyne ¢y (x) Ab(x,b) 1 ¢q(y) A0(a, y) penom
cejioue a € Semy(b) u b € Semy(a). O

JIEMA 4.46. IIpemnocmasumo da je dopmysa 0(z,y) cazaacna ca p(x) U q(y).

Caedehu ycaosu cy exsusasenmmu.:

(1) 0(a,y) je q-oepanusena nad A 3a nexo (cee) a |= p;
(2) 0(x,b) je p-oepanuuena nad A 3a nexo (cee) b = q;
(3) ITocmoje dopmyne ¢y(x) € p(x) u ¢q(y) € q(y) maree da je dopmyaa:

0'(z,y) = dp(x) A dq(y) N O(2,y)

caznacna ca p(x) U q(y), u 3a cée a = p u b |= q maree da |= 0'(a,b) sascu
' (a,€) C &(b) u d'(C,b) C &la).

JTokA3. (1) u (2) cy exBuBanenTan npema jgemu 4.45(v). Ouunrteano (3) moBaaun
u (1) u (2).

[IpernoctaBumo na Bazke (1) u (2), ¥ IpeTHOCTABUMO J1a Cy peaau3alnuje a = p
ub E ¢ rakee ga = 0(a,b). Tama cy 6(a,y) u 0(x,b) perom g-orpaHuveHa u
p-orpanndeHa (opMmysIa, ma Kako Cy P U  pegoM <,-KOHBEKCaH H < -KOHBEKCAH
Hag A, nmpema jemu 4.14 nocroje dbopmyne ¢,(z) € p(x) n ¢q(y) € q(y) Taxkse na
Gp(x) NO(z,b) 1 og(y) NO(a,y) pesom ceegoue a € Semy(b) u b € Semy(a), 1j. Taxse
18 BAXKN:

Gp(x) NO(x,b) Ep(x)  m ¢q(y) Ab(a,y) - qly).

Hexka je 0'(x,y) = ¢p(z) A ¢q(y) A O(x,y). Jacuo je ga Baxu = 0'(a,b), na je
0'(x,y) carmacua ca p(x) U q(y). Takobe, 0'(a,y) je q-orpanuuena najg A, na npema
aemu 4.45(v) Baxku §'(€,0) N p(€) C & (a) u §'(a,€) Ng(C) C &(b), n kako:

0'(z,b) Fplx) w 0(a,y)Fqly),
3akspyayjemo na (€, b) C & (a) n 0'(a, ) C & (D).
[Tpernocrasumo cana na = 0'(a’, V') Baxu 3a Heke d' = p n V' |= q. 3abepumo
ayromopduzam f € Auty(€) rakas ga f(a') = a. Tana Baxku |= 0'(a, f(V')). pema

tome f(b') € 0 (a,€) C &(b), ma E(f(V)) = &(b). Cama ¢(a,&) C &E(f(V)),
upumerom [, nosnauu @' (a’, €) C &(b'). Cmmano, 0'(€, V) C &,(a’). O

Morusucanu gemom 4.46 najemo ciaenehy nedbunumjy.
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JEornHULINIA 4.47. 3a dopmyny 0(x,y) kaxemo ma je (p,q)-oepanuyuena nad
A axo je carnacna ca p(zr) U q(y), 1 ako 3a Npou3Bo/bHe @ = p u b |= ¢ Takse 1a
= 0(a,b) Baxn 0(€,0) C & (a) n O(a, &) C &(D).

HATTOMEHA 4.48. TIpema ycioy (3) y jiemu 4.46 cBaka dbopmyaa 0(x,y), Taksa
1a je O(a,y) g-orpannvena Haj A, Moxe ce MoaudukoBaTu (Jgo1aBameM hopmyie

u3 p(x) u dopmyie uz g(x)) Tako na je Hosa dbopmyna (p, q)-orpanndena Haj A.

JIEMA 4.49. IIpemnocmasumo da je 0(x,y) € tp(a,b/A) (p,q)-oepanusena nad

A. 3a cse a,d = p sascu:
a € &(a) ako u camo avo mg[0(a,€) Nq(C)] = m0(d, €) N q(C)].
Cumempuuno, 3a cee b,b' |= q eascu:

b e &(b) awo u camo aro y[0(€,b) N p(€)] = m,[0(E, ) N p(T)].

JTOKA3. [Ja 6mcmo ympocTuan 3amuc, 3a ¢ = p u b |= ¢ o3naunmo ca my(a) u
7, (b) pemom ckymose m4[0(a, €) N q(C)] u m,[0(&, b) N p(T)].

«: Heka je my(a) = mq(a’) = {&(b)}. IlpermocTaBuMo CYyHDpPOTHO, Tj. IpeT-
nocrasumo a3 ¢ ¢ &E(a). Taxa je unm (a,d’) unm (a',a) Mopsujes uu3 y p maz
A; 6e3 ymamema ommrocrn, (a,a’) je Mopaujes vu3 y p nan A, 1j. & (a) <, &(d').
Kaxo my(a) = mq(a’") Baxku 3a Mopaujes Hu3 (a, a’), 10 m4(c) = mqy(c') Baxku 3a cBaxu
Mopaujes uu3 (¢, ) y p mnag A. Nzabepumo by |= ¢ rako na & (b) # & (by) n m3abde-
pumo ayromopduzam f € Auty(€) takas ga f(b) = by. Heka f ciuka a u o’ pegom
Y ao 1 ag; Taga je mq(ag) = mq(ag) = {&€(bo)}. Kako cy u (a,d’) u (ag, aj) Mopujesu
HusoBu y p Hax A, ako je & (a) <, & (ap), Tana je (a,a;) Mopiaujes Hu3 y p Hag A,
a axo je & (a) =y Eap), Tama je E(ap) <p Enl(ag) <p Epla) <, &(ad'), na je (ap,a’)
Mopuujes nu3 y p najg A. laxie, 6ap jegan ox (a, ay) u (ag, a’) je Mopaujes nu3s y p
nag A. Axo je (a,ay) Mopanjes Hu3, nmamo m4(a) = m4(ap), 1j. &(b) = & (by), mro
je xorrpamuknuja. Camuano, ako je (ag,a’) Mopanjes uu3, nmamo m4(ag) = mq(a’),

na noHoBo nMamo Koutparuknujy Eq(b) = &;(by).

=: Heka je a’ € & (a). [IpernocTaBumo cynpoTHO, Tj. IpeTHOCTABIMO 1a E4(b) #
EV), tne je my(a) = {&(b)} n my(a) = {& )} Tama V' ¢ &(b), na xao y
noxasy (<=) moxkemo 3axsmyuntn ga my(b) # (V). Kako je m,(b) = {&(a)} u
7o (V') = {&(d’)}, nobujamo & (a) # &(d’), 1j. ' ¢ &,(a). Konrpamukuuja. O

[HocneounA 4.50. Ilpema aemu 4.49, 3a ceaxy (p,q)-oepanuueny nad A gop-
myay 0(x,y) ca:
Fp(&y(a)) = &(b)  axko | 0(d',b'), 3a nexe a' € Ey(a) u b € E(b)

axko  Go(E4(b)) = & (a)
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cy dobpo dedpurucana nPeciurasarba:
Fy - LlnA(p) — LlnA(q) U Gg : LmA(q) — LlnA(p)

Kaxo cy Fy o Gy u Gy o Fy udenmunra npecaurasaroa, mo cy Fy u Gy ysajammo

uneepane bujexyuge.

Qukcupahemo o3snake Fy u GGy 3a mIpeciuKaBamba U3 MPETXOIHE MOCTeTUIe. VY
caenehoj Jsiemu hemo jgokasaTu ja npeciankaBama Fy u Gy He 3aBuce oj usbopa
(p, q)-orpanudene uHag A dopmyre O(x,y). llpema Tome Besa mameljy Lina(p) u

Lina(q) je y u3BeCHOM CMHCIIy KAHOHCKA.

JIEMA 4.51. Awxo cy 0(z,y) u 0'(z,y) dse (p,q)-oeparnuuene dopmyae nad A,
mada je Fy = Fop u Gy = Gyr.

J1oKA3. Heka cy 0(x,y) u ¢'(x,y) nBe (p, q)-orpanuuene dopmyrie Ham A, Heka
cy a = publ = ¢q raksu ma = 0(a,b) A 0'(a,b), 1j. Fp(&(a)) = E(b) u
Fy(Ey(a)) = &(V'). IIpermocraBumo cynpoTHO, Tj. mpermoctaBuMo na & (b) # & (b').
Taza je win (b, b') nom (', b) Mopaujes uus y q vaj A; 6e3 ymarmbermba ONIITOCTH HEKa
je (b,0') Mopmujes uu3 y q man A, 1j. &(b) <4 &('). Kaxo cy 0(z,y) u 0'(x,y)
(p, q)-orpanndene nax A, Baxu 6(a,€) C &(b) n 0'(a,€) C &('), onakie je
0(a,€) <4 6 (a, Q).

Heka je ¥(a,y) dopmya:

0(a,C) <qy <q6(a,C).

Dopwmyaa ¥(a,y) je carmacHa ca q(y), jep je 3aJ0BoJbaBajy CBH €JIEMEHTH 3a Koje
Baxkn b <, &(y) <q U'. Takobe, dopmyra ¢(a,y) je q-orpammdena mag A, jep
b <q¥(a, @) <4 0. Ilpema nemu 4.45(iv), [ (a, €) N ¢(€)] je jennounann ckym. Ca
Jpyre crpate, o gedununujn dopmyre ¥(a,y) Taj cKyn caapxku cse £ (y) Tako a
b <q&(y) <qb'. Konrpamuknuja.

Cranyan apryment jgokasyje Gy = Gy. U

Kako mpecnukaBama Fy u Gy me 3aBuce of (p, q)-orpanudene uag A dopmymie

0(x,y), nagasse hemo ux oznauasaru ca F' u G.

JIEMA 4.52. IIpemnocmasumo da a =p u b = q. Tada:

(1) V' = Qe axo u camo axo F(Ey(a)) <q &(V');
(1t) a' = pap axo u camo axo G(&;(b)) <, E(d').

JIokA3. Jlokazahemo (i); (ii) ce camuno nokasyje. Heka a = p. M3abepumo
(p, q)-orpanuueny dopmyay wax A, O(x,y), n b | ¢ Tako na = 6(a,b); Tana je
P(&(a) = E4b).
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= IIpermocraBumo 1a b’ = qu,. JdoBosmHo je na mokaxemo & (b) <4 V. Cernmo

ce ma je mpema jemu 4.19:

Lo = U o009
o(y,z)EBy
rze je By ckyn gopmyna gedunncan y 4.18. Heka je ¢ € £;(b) mpousBosban ereMeHT

u u3abepumo o(y, z) € By Taxko na Baxu = o(b, c). Younmo dopmyiy:
0'(a,y) = 3z (0(a, 2) A o(z,9)).

Jacuo je na Baxku = 6'(a,c). Axko 0'(a,cy), Tama 3a Heko by umamo = 6(a,by) A
o(bo, cp). Kaxko 6(a, &) C & (b) (360r (p,q)-orpanudenoctu dbopmyie 0(z,y)) mo-
omjamo by € &(b). Kaxo je o(by,€) C E(by) = &(b) mobujamo u ¢y € E4(b).
Haxkie, 0'(a,€) C &(b), na je §'(a,y) q-orpanudena dopmyna. IIpema Ttome dop-
myna ,0'(a,€) <q vy’ Hema ropme <, -OrpaHHYeIbe, 114 HPUMNANA TUIY (4, Kakxo
cel(a, @) ul = qu, obujamo ¢ <4 b'.

Haxae, U je Belin ox cakor ¢ € & (b), ma je & (b) <4 V.

«: TIpermocrasumo na E4(b) <q & (') 3a V' |= ¢, n mpeTmocTaBuMoO CyIpPOTHO 12
V' - qua. Tama mocroju dopmyna 0'(a,y) € tp(b'/Aa) taksa mga je 0'(a, €) N q(€)
0710310 <g-orpanudena. Younmo dopmyiy 0”(a,y):

0(a,€) <qy A 0(a,y).

Jacuo je ma Baxu = 67(a,b), jep je &(b) <q V m 0(a,&) C & (b) 360r
(p, q)-orpannunenocrn Hax A dopmyite 0(x,y). Popmyna 0”(a,y) je < orpanudeHa
on103ro, jep je dopmyna 6 (a,y) Taksa; dopmyna 0”(a,y) je <;-orpaHuueHa 01030,
jep joj je cBako pememe Behe ox b € 0(a, €). IIpema Tome, 6”(a,y) je g-orpanmaena
naj A. Tlpema nanomenu 4.48, 0" (x, y) ce mozke mogudukoBaru J10 (P, q)-orpaHudese
dbopmyne van A; oznaunmo Ty mogudukanujy rakohe ca 0 (z,y), ocraje = 6" (a,b').
Kaxo je Fy(&(a)) = &(b), Fpr(Ey(a)) = &) u E4(b) # & ('), 3akmyayjemo na je
Fy # Fy», mro muje moryhe mpema jemu 4.51. 0

JIEMA 4.53.

(1) (P®q)a # (@ p)a axo u camo ako je F pacmyhe.
(1)) (P @) = (q P ako u camo ako je F' onadajyhe.

JTokA3. Heka (a,d’) = (p @p)u, 1. E(a) <, E(a’). Heka cy b,V |= ¢ Taksu 1a
F(&(a)) = &(b) u F(&(a')) = & (V). Haxae, G(E(b)) <, G(&(V)). Jacno je na je
Eq(b) # &4(V'), ma mmamo nBa ciaydaja.

Cayraj 1. &(8) <q &(b) (1. F(E(a)) <4 F(E(a)).

[Tpema ngemn 4.52 u3 F(E(a)) <q &) u G(&D)) £y &(a) pemom mmamo

(a,0") E (p®@q)au (V,a) £ (@ p)a. pema Tome, (p @ qlu # (9 @ p)a.
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Cryuaj 2. & (V) <q £(D) (1. F(&(a')) <q F(&(a)))-
[Tpema nemn 4.52 u3 F(E,(a')) <q &(b) u G(&()) <, &(a’) pemom mmamo
(@',b) = (p@a)au (b,a') = (@ p)a. TTpema Tome, (p & q)a = (9 Q p)ia.

Jloka3 jieme cajia J1aKO CJIeJIH. 0
N3 nocnequne 4.50 u neme 4.53 pupexTHo jodujamo ciiegehy teopemy.

TEOPEMA 4.54.

(1) Axo je (p ® Q) # (q @ p)a, mada je F usomoppusam ypeherva (Ling(p), <,) u
(Lina(q), <q)-

(11) Axo je (p @ Q) = (q @ p)a, mada je F usomoppusam ypeherva (Ling (p), <,) u
(Lina(a), >4)-

Younmo cama mMaan mogen M D A. Osmaummo ca Linky (p) cxym:
Lingy (p) = {&,(a) N M | a € p(M)},

U CJIMYIHO CKYII Lin% (q). Hdokazahemo na uzomopdusam F unaykyje uzoMopduzam

msmeDy ypehema (Lin'y (p), <,) u jemmor om ypehema (Linky (q), <,) n (Lin’ (q), >4).
Osnaunmo ca Fy; pecrpuxiujy msomopdusma F ua Lin® (p).

TBPBEE 4.55. Hexa je M O A.

(i) Ao je (p@q)a # (q @ p)a, mada je Fy; usomopduszam ypeherwa (Lin' (p), <,)
u (Lin} (q), <q). Cneyujaano, Invy, a(M) = Inv, a(M).

(ii) Axo je (p® q)u = (q @ p)a, mada je Fyr usomopdusam ypehera (Linky (p), <,)
u (LinY{ (q), >,). Cneyujaano, Invy, 4(M) = Invy 4(M)*.

JTOKA3. JTososbHo je nokasaru aa Fiyy ciuka Lin® (p) na LinlY (q), jep je Fas 1-1
Kao pecrpukiuja F wu wysa omrosapajyhe ypebeme. Heka je 0(x,y) Heka
(p, q)-orpannuena najg A dbopmyna. Heka E(a) N M # 0 u a € &(a) N M, Tana
a" € p(M). Heka je b |= ¢ Takso ga = 0(d/,b); xako je 0(x,y) (p,q)-orpannaena
umamo ja je 6(a’, €) C &,(b), cnenmjanuo 0(d’,y) F ¢(y). Kako 0(d’,y) nma pemte-
we y €, 300r eJeMEeHTAPDHOCTH HMa peliere u y M; Heka je b € M rtakBo na
= 0(a,b). U3 6(d,y) F qly) cneqm V' € g(M), na je ') N M # 0 u Fy cruxa
E(a)N M =& ()N My &®D)N M.

Conano gokasyjemo ga je Fyy na. Hexa E(D) N M # 0 u b’ € &(b) N M, Tana
b € q(M). Heka je a = p rakBo ma = 0(a,b'); 360r (p,q)-orpaHUdeHOCTH HMAMO
na je 0(€, V) C & (a), crenumjamno §(x,0') - p(z). Kako 6(z,V) uma permeme y €,
360T eJeMeHTapHOCTH uMa peretbe u 'y M; neka je ' € M rtakso na = 0(a’, V). U3
O(x,b") F p(x) cnemm a' € p(M), na je E(a’) N M # 0 u Fy ciuka E(a’) N My
E,(H) N M = E,(b) N M. 0
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5.2. Heorpanuuen ciayd4aj.

[TPUMEP 4.56. Ilpumepnu neorpanudenor V.

1) pR®a#qep.

Younmo M = (R, <, <4, P,Q,S5) tae je P(M) ckyn mpamuoHagsux Opo-
jeBa, Q(M) je cxyn panuonasHux 6pojesa, <, I <g Cy PECTPHKIHj€ IPHPOTHOT
ypebemwa penom wva P(M) u Q(M), n S(a,b) Baxkn akko je a mparuoHasas, b
panuonayian u a < b (y npupojgrom ypehemy). Heka cy p u q Tunosu 6eCKOHATHO
BEJMKOT eJeMeHTa Koju cajpzke pegom P(x) u Q(z). Ob6a mapa (p, P(z)) u
(q,Q(x)) cy jako npasuaau Haj () u acumerpuunu Hag () (To pejom cBejove
<p U <q), u Ppg £V qp. Inv,g(M) je jennax tumy ypebema upannoHagnux 6po-
jesa, a Invyg(M) je jennax rumy ypebhema panmonanuux 6pojesa. Mehyrum
JleieknH10Ba KOMILIETHPAha OBUX MHBAPU]AHTH Cy U30MOpdHA 1 n30MOpdu3am

je MHIyKOBaH ca S.

(2) p@a=q@p.

CyIITHHCKH, MOXKE€MO HCKOPHUCTHUTHU IPETXOIHH IPUMEP Ca HCTHM THIIOM P
U TUTIOM ( 3aMEIbeHUM Ca THIIOM OECKOHAYHO MAaJOr eJIeMEHTa KOjH CaJapIKu
Q(x). Kako 6ucmo mobuwmm mpumep y Kome ¢y JlegeKnHmoBa KOMILIETHPATHA
ox Invy (M) n Invyg(M) anTuusomopdua, ann HeH30MOPQHA, MOKEMO MO/IH-
¢guroBaTu peTxogHE TpUMep Tako mTo hemo 3amennTn R ca Ry = w; xR, Q ca
Q1 =wixQul=R\Qcaly =w;xI (cBu cy ypehenu nexkcuxorpadcku) u yzeru
1a S((a,a), (B,b)) Baxkn ako u camo ako a < S o« = fua < b. Tlocmarpajmo
caJia TUI GECKOHAYHO BEJTMKOT eJIeMeHTa Koju caapzu P(x), p, u Tun 6eCKOHATHO
MaJIor ejeMenTa Koju caap:xku Q(z), q. O6a mapa (p, P(z)) u (q,Q(x)) cy jako
npasuaan Haj () 1 acumerpuanu na () (o pegom ceoue <, 1 >4), 1 pp L qp.
Inv, g(M) n Inv, 3(M) cy nzomopdun gekcukorpadeku ypehernm wy xI u wi x Q.
Hhuxosa /lejekunnjoBa KOMILIETHPabha Cy aHTUU30MOPHA 1 aHTUU30MOphU3am

je mHIyKOBaH ca S.

I[IPETIIOCTABKA 4.57. ¥Y3 mpernoctaBke nu3 4.42, y 0BOM OJe/bKY TTPETHOCTa~
BbaMO 1 1a cy (p(x), ¢p(x)) u (q(y), ¢q(y)) jako npasuinm.

[IpernocTaBumMo 1a HECMO Y orpanumdeHoM ciaydajy. Tama 3a cse a = p, b = ¢

u cse dopmyse 0(z,y) € tp(a,b/A), dopmyna O(a,y) Huje g-orpanuuena Haj A,
wuru je dopmyna 0(x,b) p-orpanundena uan A. Kaxo cy Mopaujeu Huzosu y q
nag A <;-pacryhnm, ako gomarno dopmyna 6(a,y) ¢ qu., Taza je 0(a,€) N g(<)
orpaHuveH 0710310 (6HJI0 KOJOM Deasn3aliijoM THIA (,) U HEOTDAHUYEH OJ03/10 Y
q(); ciimano Bazku ako 6(x, b) ¢ pap. Pehu fiemo 1a je bopmysa 6(a, y) orpannaena
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omosro (010310) v q(€) ako je 0(a,y) carnacua ca ¢(y) u ako nocroju b = g Tako na
0(a,€)Nq(€) <b (b<b(a,€) Ngq(€)).

Axo je (P, <) mapumjamauo ypeheme u X C Y C P, pehu hemo ma je X na gome
3arBopen vy Y y ojuHocy HAa < akoy € Y Ay < xAx € X nosiaaun y € X. Hajmarbu

Ha JI0J1€ 3aTBOPEH MOJICKYI 01 Y Koju cajpzku X heMo 3BaTu JI0e 3aTBOPEhe CKyla

X.

JIEMA 4.58. IIpemnocmasumo da a =p, b = q u O(x,y) € tp(a,b/A), u npem-
nocmacumo da 0(a,y) ¢ qua. Tada nocmoju gopmyaa 04(z,y) € tp(a,b/a) maxsa
da sasce caedehu ycarosu:

(1) 6%(a,€) je na done samesopen (y odnocy na <,) nodckyn 00 ¢q(€);
(2) 0%(a, €) N q(C) je dorwe sameoperve cryna O(a, €) N q(€) y q(<).

JOKA3. Heka by = quq; Kako 0(a,y) ¢ Guq, TO je by ropme orpaHudere 3a
0(a,€) Nq(€). Tana Baxu:

{0(a,9)} Ualy) Fy <q b1,
ma 1Mo KOMIAKTHOCTH u3abepumMo ¢(y) € ¢(y) TakBy 1a:
=Yy (0(a,y) Ae(y) =y <q b).
ecdbunummumo dbopmyay 04(a,y) ca:
0%(a,y) = dq(y) AFz (0(a, 2) A p(2) Ay <4 2).

[Ipumernmo na 69(a, €) jecte HA mOJIE 3aTBOPEH MOACKYI O ¢q(€): mpermocTa-
BuMO 1a = @g(b), b <4 0 u | 0%(a, V). Usabepumo ¢ Koje je CBEJIOK 3a er3uCTeH-
nujaaan Keaarudukarop y = 0%(a,b”), 1j. |= 0(a, c) Ap(c) ANV <4 c. Tamajel <, c,
na ¢ csegoun ga = 3z (0(a, 2) Ap(2) AV <4 2), 1 kako = ¢q(b') nobujamo = 04(a, V).
NMaxkae, 09(a, €) je na nosne 3arBopen noAcKyn oj ¢q(€).

Ocraje na goKaxemo ja Baxkn ycios (2), Tj. aa je 04(a, €)Ng(€) nome 3aTBOpeme
ckyma 0(a, €) N q(€) y ¢(€). Hajupe moxaxkumo ma f(a, €) Nq(€) C 04(a, €) N q(€).
Heka V' € 0(a,€) Nq(C). Tana = ¢4(V') jep ¢q(y) € ¢(y). Takobe, b’ cBenoun na
Baxkd = 32 (0(a, 2) Ap(2) ANV <4 2) (= (') Takobe Baxku jep p(y) € ¢(y)). Ilpema
ToMme, = 04(a,b).

[Ipernoctasumo caja ga b’ € 0%(a, €) N q(€). dososbHo je ma goKaxkeMmo na je b/
<g-Mamu o Hexor esiementa u3 0(a, €)Ng(C). Heka je ¢ cBenok 3a ersucrennujasinn
kpanTuduxarop y = 04(a, V). Taga saxu = 0(a,c) A ¢(c), na no uzdopy dopmyie
¢(y) umamo 1a je ¢ <4 by, ma xako je b’ <, ¢ mmamo b <4 ¢ <4 by. Kaxo je ¢(€)
<q-KOHBeKcaH, nobujamo ¢ = ¢q. Hakie, V' <, cu c € 0(a,€) N¢q(¢), mro 3aspirasa
TOKa3 JIeMe, ]
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Cerumo ce na je npema gedpununujn 4.33 ckyn Dy(a) gedunncan ca:
Dy(a) ={bF q|b ¥ qua}-

JIEMA 4.59. IIpemnocmasumo da a =p, b |=q u 0(x,y) € tp(a,b/A), u npem-
nocmasumo da 0(a,y) ¢ qu.. Hexa je 6%(x,y) € tp(a,b/A) dopmyaa dama y aemu
4.58. Tada:

(i) 6%(a, €) N q(€) = Dy(a);
(it) Dy(a) je peaamueno dedunabusan nad Aa y q(€) u, cauuno, Dy(b) je peaa-
mueno depunabuaar nad Ab y p(€).

JoxA3. (i) Kaxko je, npema semu 4.58, 04(a, €) N ¢(€) nome s3arBOpeme cKyna
0(a,®)Nq(€) y q(C), u kako je O(a, &) Nq(€) orpannden omosro y ¢(€) (6uro Kojom
peasuzanujoM by = qua), 1o je 0%(a, €) N ¢(€) orpannuen ogosro y ¢(€). Taxe,
0%(a,y) ¢ qua, na je 04(a, €) Nq(€) C Dy(a).

IIpernocrasuMo cynporHo, Tj. npernoctasumo na je 04(a, €) N ¢(€) C Dy(a);
neka je b € Dy(a) n V' ¢ 0(a, €). [pernocrasumo na dbopmyna p(a,y) € tp(d'/Aa)
ceeoun b € Dy(a); Tama ¢(a,y) € quae, 1a je ¢(a,y) orpanmdena onosro y ¢(<).
Youumo GpopMyIy:

U(a,y) = p(z,y) A0 (z,y).
Tepaumo ma je ¥(a,y) € tp(b'/Aa) q-orpanuuena dbopmyaa nag A, mTo je KOHTpa-
nuknuja. Jacuo je ma je ¥(a,y) carmacua ca q(y) jep je b’ 3amoBomaBa. Takobe,
Y(a,y) je orpanunvena oxo3ro y ¢q(€) jep je ¢(a,y) orpanuvena omo3ro y q(<).
Joxazahemo ma je ~04(a,y) orpanmdena 010310 y q(€), mro nosra4n aa je 1 (a,y)
orparmndera 0703710 y ¢(€) u 3aBpiiasa J0Ka3.

Hexka je by = ¢ Taxkso na & (by) <4 b. Kaxo je b € 6(a, €)Nq(€), u kako je, npema
semu 4.58, 64 (a, €)Ng(€) nome 3aropemse ckyna 0(a, €)Nq(€) y q(€), 3akmbyuyjemo
na je E,(by) C 0%(a, €) Nq(C). Haxe:

(U{&(B) 00 = 4. E(bo) <q b} S 6%(a, €) Ng(C).

Kaxo je <4 Ha Lini(q) auHeapHo, 3aK/bydyjeMo Ja je IPOU3BOJBHO by = ¢, TAKBO
na E,(by) <4 b, nome orpannueme 3a —0%(a, €) N q(€) y ¢(€), mro cmo u xeaemu 1a

JTOKazKeMO.

(ii) Tpewma (i) dbopmyna 04(a,y) ca mapamerpuma uz Aa penatusro aedbuHuTTe
Dy(a) y ¢(€). Cumerpuuan apryment nokasyje ga je Dy (b) perarusno nedunabuian
ua1 Aby p(€): axo je a |= p takso 1a a € Dy (b), n ako dopmyrta 8(x,y) € tp(a,b/A),
taga je 0(z,b) orpammvena omosro y p(€), u gokasum mperxomne Jjeme u jgena (i)

mmpoJiase. [
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JIEMA 4.60. IIpemnocmasumo da a,d’ = p. Caedehu ycaosu cy exsusarenmmuu:

(1) &(a) = &(d); (2) Dq(a) = Dg(d); (3) m4[Dq(a)] = mq[Dy(a’)].

JIOKA3. (2)=(3) je TpuBnjasnno, a (3)=-(2) Baxu jep cy D,y(—) 3arBopenu 3a
Eq(—) mpema emu 4.36. dokazaliemo 1a je (1)<(2).

(2)=(1): Axo je E(a) # E(d'), rana je umu (a,a’) win (d’,a) Mopiujes uu3s
y p mag A. Tlpema nemu 4.38 razna je jeman ox Dy(a) u Dy(a’) crporo cagpxan y
apyrowm, ma je Dy(a) # Dy(a’).

(1)=(2): IlpernmocraBumo ma je E(a) = E,(a’). Heka dopmyna 6(a,y) pera-
tusHO nedunnme Dy(a) y ¢(€); Taksa dopmyra nocroju npema jgemu 4.59. Hexa
cy ag, a1 = p raksu ga Ey(ag) <p Ela) <, E(ar). Kako a' € & (a), npema jgemu
4.17(i), nocroju cumerpuuna dbopmyaa o(z,z’) € tp(a,a’/A) raksa 1a je o(a,x’)
jako p-orpanmuena man A. Kako je p m <,-KOHBeKcaH nMaMo, IpeMa ITOCTIeIAIH

4.16, na je o(a, ) C & (a). Hakne, o(a,2’) 2’ € &(a). Tepaumo na je dopmymra:

Y(a,y) =32 (o(a,z") NO(2',y))
orparmndena 0703ro y ¢(€). @opmyna ¥ (a,y) peaaruBHo aeduHHITE CKYII:
U 0" ¢)nq@)
a"€o(a,C)

y q(€). Tokazahemo na je:

J 6(a”. @) ng(@) € Dy(ag) UDy(ar).
a0 (a,)

Kako je Dq(ag) U Dg(ay) orpanmden ogosro y ¢(€), ciean 1a je 1(a,y) orpaHntIena
onosro y q(€).

Haxkie, npernocrasumo ga o’ € o(a,€). Kako o(a,z') -z € &(a), nobujamo
a” € &(a). Cuenujanno, a” = p, na f(a”,y) perarusno gedunnute Dy(a”) y ¢(), 1j.
f(a”,€)Nq(C) = Dy(a”). Taxobe, Baxku & (ag) <, a” <, E(ayr), 1j. (ap,a”) u (a”, a1)
cy Mopaujesn uusosu y p nag A. Ilo semu 4.38, Dy(a”) je crporo cagprkan usmeby
Dg(ap) m Dg(a1) (v HeKOM TTOpeTKY, 3aBUCHO O TOTA /A JIN P 1 (| KOMYTHDAjy WIH He).
Y cBakom ciayuajy Dy(a”) C Dy(ag) U Dg(ay), 1j. 0(a”, €) N q(€) C Dy(ag) UDy(ar),
IITO CMO W YKEJICJIH.

Hakie, ¥(a,y) je orpammvena omosro y ¢(€), ma ¥(a,y) ¢ qua, # ogatie
Y(a,€) N q(€) € Dy(a). Axo b € 4(d/,€), Tana = ¥(a,b), jep MoxKeMO y3eTH
a' ma cBemoun ersucrenmujatan kpantudukarop. Ilpema tome 0(a’, €) C 1(a, €).

Konauno, kaxo 6(a’,y) perarusno gedunumte Dy(a’) y ¢(€), nobujamo:

Dq<a/) = @(a/, Q:) N Q(Q:) g ¢(CL7 Qt) N Q(Q:) g DUI (CL)
86



Hakne, Dy(a’) € Dg(a). Camuno mozkeMo JOKa3aTH, 3aMeHOM a H d’, Ja
Dy(a) € Dy(a’), na Bazkn Dy(a) = Dy(a’). O

IIperxonua jsema nosraun na &, (a) — m4[Dy(a)] 1o6po nedunnine npecimkasame
u3 Ling(p) v P(Lina(q)). Hokazahemo ga 0BO upecimkaBarme HHIYKYje H30MOD-

dbuzam nam anTunzomopduzam leneknunoBux KoMmieTupama ypehema Ling(p) u
LIHA(C])
JIEMA 4.61. IIpemnocmasumo da a = p u da dopmysa 0(a,y) pesamusro dedu-
nuwe Dy(a) y q(€).
(i) 3a a,d’ = p sasrcu:

bq(y) A =(0(a,y) < 0(a',y)) F q(y).

(i1) @opmyasa:

p(z,2") =3z (d4(2) A ~(0(z, 2) & 0(a', 2)))

peaamueno degpuruwe E(z) # Ep(x') y p(€)2.

(17i) Tun p, u cauuno mun q, je npocm Had A.

JToKA3. (i) IIpernoctaBuMO J1a BaKu:

= ¢q(b) A —(0(a,b) < 0(d',b)).

Heka je r = tp(b/A). Kaxo je = =(6(a,b) < 0(d’, b)), tp(a,b/A) u tp(a’,b/A) cy nBa
pazauaura KoMivterupama tuna p(x) U r(y), na p f'r. U3 p ¥ q u p ¥ r, npema
tBphemy 4.37, crenu g L r. Uzabepumo by, by = g Tako ma tp(by,b/A) # tp(be, b/A);
tana tp(by/Ab) # tp(by/Ab), ma 3axsmydyjeMo na ¢ ¥ qup. Kaxo b € ¢4(€) jep

= ¢q(b), 1 xaxo je (q(y), ¢q(y)) jako npaBUIaH, 3aK/bydyjeMo:
win bl=q wm  qF qu.

Kaxo cmo Buzesu fia g ¥ qup, 3aK/bydyjeMo b |= ¢, IITO cMO U 2KeJIeIn 13 JOKazKeMo.

(ii) ITpumerumo 1a cy, 3a a,a’ = p, cienehu yejaoBu eKBUBAJEHTHU:

(1) = ¢la,a’); (2) Dq(a) # Dq(a’); (3) &(a) # &(d').

3ancra, (2)<(3) npema semu 4.60. Yeiaos (1) xazke na ce Hekn ejiement b € ¢q(€)
Hasa3W y cuMeTpudHoj padsuru ckynosa 6(a,€) u 0(a’,€), na npema (i), b | q.
Kaxo dopmyre 0(a,y) n 6(d',y) perarusno mebunnnry pegom Dg(a) u Dy(a') y
q(€), nobujamo na b mpunaga cumerprdHOj pasnunu ckymnosa Dy(a) u Dy(a’). Hdake,
paxku (1)=-(2). (2)=(1) Baxku jep je OO KOjU €TEMEHT y CHMETPUYIHO] PA3JIHILH

Dqy(a) 1 Dq(a’) cBenok 3a ersucrenunjainu ksantudukarop y ¢(a,ad’), na = p(a, d).

(ili) Crenu aupekrno u3 (ii). O
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Cerumo ce ma je [legeknnmoBo KOMILIETHPAIbe TYCTOT tnHeapHor ypehema (L, <)
ypebemwe (D(L), Q), rae je D(L) ckyn Koju caapzxku () u cBe moueTHe cermente of, L

KOjU HEMA]y MaKCHUMYM.
JIEMA 4.62. 3a cee a |= p sasicu m4[Dy(a)] € D(Lina(q)).

JTokA3. TIpema emu 4.34, Dy(a) je 3arBopen na more y ¢(€), na je mq[Dy(a)]
noteran cermenT ypehema Lina(q). Tpeba jomr ma mokaxemo na my[Dg(a)] Hema
MakcuMyM. llpermocraBumo cynporHo, Tj. Heka je &(b) maxcumym ox my[Dg(a)].

Nzabepumo ¢ |= ¢ TakBo 1a &(c) <4 &(b). Tpaumo:
tp,(c/Aa) Fy < b.

Axko je ¢ TakBo na tp(cd'/Aa) = tp(c/Aa), Taga nocroju ayromopdusam f € Auta,(€)
takas 12 f(c) = . Kako je f(D4(a)) = Dq4(a), o je ¢ € Dy(a); omarie u u3 qume-
aute 1a je E(b) Mmakcnmy™m ox mq[Dy(a)], 3akmyayjemo ma (b, ¢') auje Mopiujes uHus
y q Hag A. Ako ¢ £, b, rana (¢,b) nuje Mopmujes un3z y q Hag A, ma ¢ € &(b).
Mebyrum, Taga E(c) <q &(b) nosmaun & (b) = & (') <4 &(f(b)); xaxo je raxobhe
Eq(f(b)) € my[Dg(a)] jep f( q(a)) = Dg(a), To nporuspeun unmenumnu ga je & (b)
MakcuMyM y 7q[Dg(a)].
Haxmne, tp,(c/Aa) =y <q b, ma mo xommaxkTHOCTH TOCTOjU bopmyna P(a,y) €

tp(c/Aa) Taxsa na ¥ (a,y) Fy <4 b. Youumo dbopmyry:

(@, €) <qy A 0(a,y),

rie je O(x,y) dopmyna ca napamerpuma u3 A taksa na 0(a,y) perarusHo nedu-
uunte Dg(a) y ¢(€). Ona je carracua ca q(y) jep je b 3amoospasa. Taxobe, ona je
OrpaHUYeHa 0JI03/I0 Ca ¢ M OrPAHUYEHA je 00370 GUIO0 KOJUM IOPHUM OrPAHUYEEHEM

ckyna Dg(a). Hakie, ona je q-orpanndena. Konrpaguknuja. O

[Ipema semu 4.60 u jtemu 4.62 cineneha pedununuja je pobpa:

F:&(a) = mq[Dy(a)] nmedmmmme F : Ling(p) — D(Lina(q)).

JIEMA 4.63.

(i) Ilpecaurasare F je cmpozo monomono. Ilpeyusnugje:
o F je cmpoeo pacmyhe axo u camo ako (P @ q)a # (q @ P)a;
e F' je cmpoeo onadajyhe axo u camo axo (p @ q)a = (q @ p)a-
(i1) F[Ling(p)] je eyem nodexyn od D(Lina(q)).

JTokA3. (i) Hexka je (a,a’) Mopaujes nu3 y p nan A, 1j. & (a) <, & (a’). Nmamo
JBa caydaja.
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Cayuaj 1. (p®@q)a # (q @ P)a.

IIpema siemu 4.38 je Dy(a) C D,(a’) . Kako je, mo semu 4.36, Dy(—) 3aTBOpEHO
3 (=), 10 m4[Dy(a)] & mg[Dy(a')]; 1. F(E(a)) & F(E(a)).

Cryuaj 2. (p®@q)a = (4@ p)a.

IIpema semu 4.38 je Dy(a’) € Dgy(a) . Kako je, no emu 4.36, Dy(—) 3aTBOpeHO
3 (=), 10 my[Dy(a’)] & my[Dy(a)]; 1. F(&(a')) & F(&(a)).

Caga maxo corean 3ak/bydak u3 (i).

(ii) Heka cy I C J enementn y D(Ling(q)). HosospHO je ma mahemo o' = p
takBo ga I C my[Dy(a’)] € J. Kako J mema maxcumyM, mocroje b,V |= ¢ Taksu 1a
Eq(0), &) € Jm I <q&(b) <q &(V); cuennjanno, (b, V') je MopJujes nu3 y q nasx
A, 1j. V = qup. Unmamo gBa ciayuaja.

Cayuaj 1. (h @ q)a # (@ P)a.

Nzabepumo ag = Py 1 by = Quabe,- U3 by = qup umamo ga je tp(by/Ab) =
tp(V//AD), na nocroju ayromopduzam f € Aut(€) rakas na f(by) = b'. Heka je
a = f(ap); Baxu @’ = pup n b = quper. 13 d = pap mvavo (b, ') = (4 @ p)a, na
(a',b) F= (p ® q)a, omaxmie b = qua, Tj. b € Dy(a’). Ca npyre crpane, n3 b = gua
caegu b’ ¢ Dy(a).

Cayuaj 2. (p®@q)a = (9@ Pp)a.

N3abepunvo ag € Dy(b) n by = Gabe,- U3 by = qup mmamo na je tp(by/Ab) =
tp(b'/Ab), ma mocroju ayromopdusam f € Auty,(€) rakas na f(by) = 0. Heka je
a = f(ap). U3 ag € Dy(b) crenu a’ € Dy(b); Tana a’ = pap, 1j. (b,a’) K= (q @ p)a,
na v (a',0) = (p @ qa, Tj. b = qua 1 b € Dy(a’). Ca apyre crpare, by = quq,
nosnaun b’ = qu., onakie b’ ¢ Dy(a’).

Y oba ciygaja cmo 3akbyumin ga b € Dg(a’) u b ¢ Dy(a), ma &(b) € my[Dq(a’)]
u & (V) ¢ mq[Dy(a’)]. Kako je I <4 &(b) <q &(V) € J nkako cy I, J u Dy(a’) na
nosie 3aTBOpeHH, 3aksbydyjemo I C my[Dy(a’)] € J, mro 3aBprmasa gokas. O

IIpumerumo ga 3a juneapua ypehema (Ling(p), <,) n (Lina(q), <q) Bazmu:

1. (Lina(p), <p) u (Lina(q), <4) cy rycra iuneapna ypebema;
2. F : Ling(p) — D(Lina(q)) je ¢TpOro MOHOTOHO IPECTHKABAILE;

3. F[Lina(p)] je rycr noxcxkyn ox D(Ling(q)).

Jlakie, wucnymeHH cy ycjaoBn TBphema 1.27, ma 3ak/pydyjeMo Ja HOCTOjA
IpecINKABahe:
D(F) : D(Lina(p)) — D(Lina(q))
TaKBO /la BayKU:
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(1) ako je F pacryhie npeciukapamwe, D(F) je uzomopdusam JuneapHux ypeherma
(D(Lina(p)), <) u (D(Lina(q)), <), 1j. D(F) je uzomopduszam oarosapajyhux
JleIeKnHI0BUX KOMILIETHPAHA;

(2) axo je F onanajyhe npeciukasame, D(F) je uzomopduzam nauneapaux ypebhe-
wa (D(Lina(p)), Z) u (D(Lina(q)),2), 1j. D(F) je anrunzomopduszam oro-

) =

Bapajyhux Jle/IeKuHI0BUX KOMILIETUPATHA.

N3 jeme 4.63 nupekTro jpodbujamo ciezehe rspheme.

TBPBEILE 4.64.

(1) Axo (p @ q)a # (q @ p)a, mada je D(F) usomoppusam suneapnuz ypeheroa

(D(Lina(p)), &) u (D(Lina(a)), S).

(11) Axo (pRQqha = (q@P)a, mada je D(F) anmuuzomopPusam sureaprus ypeheroa
(D(Lina(p)), &) v (D(Lina(q)), S)-
[IpernocraBumo caga ga je M O A manu mozaen. 3a a € p(M) aedunurremo:
EV(a) =&E(a)N M u Déw(a) = Dy(a) N M.
Cernmo ce ga ca Lin’ (p) osmagapamo:
Lindf () = €2 (a) | a € p(M)}.

Takobe ca m," osmaunmo npeciukasame p(M) — LinY (p) mato ca m (a) = & (a).

Jo kpaja oxempka fiemo pajguTu 1o npernoctaskoM ja je | Lin® (p)| > 2. Kaxko

M

je Tun p KoHBeKcaH u mpocT Haj A (mpoct mpema Jemu 4.61), npema TBphery 4.25,
numeapno ypeheme (Lin® (p), <p) je rycTo, na je neduHUCAHO HeroBo [le1eKnHI0BO
KOoMILIeTHpamwe. Y cjejehoj jsiemu hemMo BujeTH Jia je 1moji OBOM IPETIHOCTABKOM U
ypeheme (Liny (q), <,) TycTO, ma MOXKEMO TOBOPHTH H O HeroBoM Jle1eKHHI0BOM

KOMILIETHPAIBY .

JIEMA 4.65. ITpemnocmasumo da je | Lin’y (p)| > 2. Hexa je:

p(z,3") = 3z (¢4(2) A ~(0(, 2) & (2, 2))),
ede opmyna 0(a,y) pesamusno degpunuwe Dy(a), sa a = p.

(i) Ba a,a’ € p(M) caedehiu yeaosu cy exeucareHMNU:
(1) = ela,a’);
(2) Dq(a) # Dy(a’);
(3) &(a) # &(d');
(4) D' (a) # Dy’ (a');
(5) &"(a) # &(d');
(6) 7' [Dy" (a)] # 73" [Dy" (a)].
(ii) Ypehere (Lin’ (q ) <q) je 2ycmo.
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(ii) Axo a € p(M) u E}M (a) Huje nu MUHUMAAGH HU MOKCUMAAGH Y Lin® (p), mada
D" (a) # 0 u w}'[D}) (a)] € D(Lin}} (q)).

JIoKA3. (i) Heka a,a’ € p(M). Yenosu (1), (2) u (3) ¢y eKBEBAJICHTHH HpeMa
nokazy jeme 4.61. mmaukanuje (4)=(2), (5)=(3) u (6)=-(4) cy ounrnexnme. 3a
(3)=(5) upumernmo: ako Baxu (3), Taga cy & (a) u £,(a’) AUCjyHKTHH, 1A KAKO CY
£V (a) m E}M(d') menpasnm, To cy u omm aucjynkTHE u Baxu (5). Kaxo je mpema
aemu 4.36, Dqy(—) 3arBopen 3a &(—), T0 je n Déw(—) sarBopen 3a £;7(—). 36or
Tora Baxku u (4)=(6).

Hakie, nososbHO je ga gokaxemo jom (1)=>(4). IlpermocraBumo na Bazku
E¢(a,d), 1j. = 3z (¢q(2) A —(0(a, z) & 0(d, 2))). 3060r eseMeHTAPHOCTH, MOZKEMO
na uzabepemo b € M Koje je CBeJOK 3a er3ucTeHIUjaTHd KBAaHTH(PUKATOP y HpeT-
xoxuoj dbopmymnn. [akie, = ¢q(b) A —(0(a,b) < 6(a’,b)). Ilpema memu 4.61(i),
b = ¢, na b npunana cumerpuunoj pasiunu Dg(a) u Dy(a'). Kaxo je b € M, to b

NPUIAJA U CUMETPUIHO] PA3JIUIY CKYIOBA Déw(a) u Déw(a/), Tj. Déw(a) + Dé”(a’).

(ii) Kako je q konekcan u upocr naj A, upema tsphemy 4.25, 10BoJbHO je
na gokaxemo ma | Lin®Y (q)] > 2. Kaxo je Liny (p) rycr y ommocy ma <, MozkeMo
usabparn o', a,a” € p(M) rako na &(a') <, &(a) <, &(a”). Ilpema (1), ckymosu
Dé‘”(a’), Déw(a) u Dé”(a”) cy mehycobrno pasmmuanru. IIpema semu 4.38, Dy(a) je
crporo cagapzkan usmely Dg(a’) u Dqy(a”), na je Dé”(a) cajgpzxkan usmehy Dé”(a’) u
Déw(a”). [IraBuiie, Kako cy Déw(a’), Déw(a) u Dé”(a”) MehycoBHO pasiuauru, TO
je Dé”(a) cTporo cajapzkan usmely Dé”(a’) u Dé”(a”). [Ipema Tome, Ge3 ob3upa na
T je Déw(a’) C Déw(a) - Déw(a”) Wi Déw(a”) - Dé”(a) - Dé”(a’), MozkeMmo Hahu
bi,bs € q(M) TakBe 1a by € Dé”(a) u by ¢ Df]w(a). Kako je Dq(—) 3arBOpeH 3a
Eq(—) (nema 4.36), 10 je Ey(by) # Eq(ba). Kako cy EM(by) u £} (by) nenpasuu, o cy

EN(b1) m £ (by) nBa pazmmunta eeMenTa y Lin® (q).

(ili) Hexa je a € p(M) taxas ma £ (a) HEje HE MHHEMAJTAH HH MAaKCHMAJIAH Y
LinYY (p). Usabepumo a’,a” € p(M) taxse ma E(a') <, & (a) <, E(a”). Cmmuno
Kao y joKa3sy (ii), MOKeMO 3aK/bYIUTH Ja je Déw (a) cTporo cagpzxan uzmehy Déw (a")
u D} (a"); cnemmjammo Dy (a) # 0. Ilpema tome, 7)/[D}(a)] je mpasu mowernn
cerment o Lin®y (q). Jda Gucmo 3ak/byummm 12 ! [Dflw(a)} € D(Lin’Y (q)), norpebuo
je jour 1a moKazkemo Ja 7Té” [Dé”(a)] HEMa MaKCHMYM.

Ipernocrasumo cynporno ga je EM(c) maxcmynm y 72 D (a)]. Kako je D} (a)
crporo canpxkan usmelyy Déw(a’) u Dé‘/[(a”), m3abepumo ag € {a’,a”’} mako na
Déw(ao) - Dé”(a). Younmo opmy.y:

Gq(y) N O(a,y) A —0(ao,y).

TepauMo 12 oHa JeduHUIIe CKYTI Dé”(a) ~ Dé‘/[(ao) y mogeay M. JacHo je na cBaku
eJleMeHT b € Déw(a) ~ Dé\/[(a0> 3a/10B0/baBa JaTy dhopmyny. ObparHo, ako 3a b € M
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BaxKH = ¢q(b) AO(a,b) A —=0(ap, b), Taga BazKH u:

= ¢q(b) A =(6(a, ) < 0(ao, b)),

na Kako a,ap = p, npema jemu 4.61 3akipyuyjemo b = ¢, 1j. b € q(M). Cana,
Kako 0(a,y) penarusHo gedununre Dg(a) y ¢(€), = 0(a,b) xaxe b € Dy(a), na
b e Dé”(a) jep b € M, a |= —0(ap,b) xazke b ¢ Dy(ap), ma b ¢ Dé”(ao). Konauno
b € Dy (a) \ D, (ao).

Younmo cana dbopmyny ¥ (a, ag, ¢) Koja Kazxe:
»38 CBe Y € Dé”(a) ~ Dé”(ao), ako y ¢ & (c), Tama y <, ¢’ .

[TpumeTnmo j1a HpeMa IPeTXOHOM 0BO jecTe hopmyJia, Kao u jga = ¥ (a, ag, ) BaxKu
y M. 36or enemenrapuocru, = ¢(a,ap,c) Baxu uy €. Amnn to 3ua4n na je &(c)

MakcuMyM y 7q[Dg(a)], mro je konrpamuknuja npema jgemu 4.62. O

[Tpumernmo na je JleeKuH/I0BO KOMILIETHPAHE TYCTOT JJuHeapHOr ypehema Koje
eBEeHTYAIHO UMa MUHAMYM U /WM MAKCHMYM HCTO HITO U JIeIeKuHI0BO KOMILIETH-
pame TOr JauHeapHor ypehema Kaja u30anuMo MUHMMYM H MakcuMyM. Kaxo mu
JKeJIMMO J1a IoKazkeMo Ja je JleTeKmHI0BO KOMILIeTHPame O] Lin% (p) usomopdHO
win antunzoMopdno JegeknmaosoM KoMmiLterupamy on Lin® (q), mox ycrosom na
| Lin} (p)| > 2, goBomHO je ma mokazkemo ma je JIedeKMHIOBO KOMILTETHPAILE O
Lin® (p) ca msbauenum mMunmMymMoM i MaxcmMyMoM (axo jeman mmm 06a mocroje)
mzomopdno mim anTumzomopduo ca Jejekunaosum Kommierupamem o Link (q).
IIpema ToMe, Ge3 yMarbera OMITOCTH, MOKeMo npernocrasutn aa Lin’ (p) mema

HU MUHUMYM HU MaKCHMYM.

Jaxse, npernoctasumo aa je |Lin’y (p)] > 2 n ga Lin%(p) mema vunmvym

mMakcumyM. [Ipema mpeTxomnoj jeMn:
FM(é’y(a)) = ﬂéw [Dé”(a)] 106po gedpumume  Fy; : LinkY (p) — D(Lin’ (q)).

Y cnepehoj nemu hemo jokazaTu ja mpecinkapame Fjyy 3a/10BOJhaBa TPH YCJI0BA,
u3 TBphema 1.27, koju momnade ga ce F); Moxke mogumhum 70 m3omopdusMa WU
arrumzomopdusma msmehy (D(Link (p)), ) n (D(LinY (1)), ©).

) = y 5=

JIEMA 4.66. IIpemnocmasumo da je | Lin% (p)| = 2.
(i) (Lin’Y (p), <p) u (Lin% (q), <4) cy eycma auneapra ypeheroa.
(ii) Fyr : Lin} (p) — D(Lin’ (q)) je empozo mornomono. Ipeyusnuge:
(a) axo (p @ q)a # (q ® P)a, mada je Fry cmpozo pacmyhie;
(6) axo (p @ q)a = (q @ pla, mada je Fry cmpoezo onadajyhe.
(i4i) Far[Lin’Y (p)] je ayem nodexyn 00 D(Lin% (q)).

JToxa3s. (i) Kako cvo seh mamomenymmn, (Lin'y (p), <,) je rycro mmmeapo ype-
heme mpema TBphemy 4.25. Ypeheme (Lin'y (q), <,) je rycro npema memu 4.65(ii).
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(i) ExsuBasennuja usmely (5) u (6) y memu 4.65(1) moBiadm 1a je mpecauKaBame

F); mHjeKTUBHO, TIa 3aK/by4dak cjaeau u3 Jjeme 4.38.

(iii) Ilpermoctasumo ma cy I € J enementn y D(Lin’y (q)). Ilorpebmo je ma
nahemo a € p(M) raxso na I C 7} [D}(a)] € J. Kako J mema MakcmMyM, nocToje
b0 € q(M) taxsu ma EM(b),EN (V) € Ju I <4 E(b) <q EM(V); cnenmjammo
(b,0') je Mopaujes nu3 y q wag A. okazahemo ma mocroju a € p(M) takas na
Ve Ifl”(a) nbe Dé”(a); Kako ¢y I, J u WéW[Déw(a)] nouernn cermentu of Lin’y (q),
IC Wé‘”[Dé”(a)] C J caean.

Heka je 0(x,y) dopmyna ca mapamerpuva u3 A taksa ga 0(a,y), 3a a = p,

pesnarusao medunuie Dy(a) y ¢(€). Tepanvo na sazkm:

= 32 (gy(x) A —(6(2,1) & Oz, 1))).

N3zabepumo by takso 1a je (b, by,b’) Mopaujes uu3 y q nan A, u younmo ciaenehe
eaemente y D(Ling(q)):

I'= {gq(t) RASD gq(t) <q &1(50)} u J = {gq(t) |t q, gq(t) <q 5q(b/)}~

Taza je I' C J' y D(Lina(q)), &(b) € I' u E(V') ¢ J'. Kaxko je mpema semu 4.63,
F[Ling(p)] rycro y D(Lina(q)), m3abepumo ag = p rakso aa je I’ C mq[Dy(ag)] € J'.
Tama E4(b) € mq[Dy(ao)] u E(V) ¢ m4[Dq(ao)], ma b € Dy(ag) u b’ ¢ Dy(ao), u ag je

CBEJIOK 3a €T3HCTEHIHjaJJHH KBAaHTU(DUKATOP V:

= 3z (¢p(x) A =(0(2, ) & 6(x,1))).

300r eneMeHTaAPHOCTH MOzKeMo n3abpatu a € M Koje je CBeJIOK 3a er3uCTEHIIN-
janan kBanTUdUKATOP ¥ MpeTx0aH0] dhopmyiu. Candno Kao y gokazy Jjeme 4.61(1)
sak/pyayjemo a € p(M). Heka je r = tp(a/A). Kako je = —(0(a,b) < 6(a,l)),
tp(a,b/A) utp(a,t'/A) cy aBa paznuauTa KoMmiuteTupama tuna r(z)Ug(y), ma r L q.
Uz p Y q ur LV q, upema rephewy 4.37, ciaeau p LV r. Mzabepumo aq, as = p 1ako
aa tp(ay,a/A) # tp(ag,a/A); tamga tp(a;/Aa) # tp(az/Aa), na 3akmydyjemo Ja
P ¥ Pu.. Kaxo a € ¢,(€), u xaxo je (p(x), ¢y(x)) jako mpasuiaH, 3aKsbyIyjemMo:

Wi al=p Wi pk Py,

Kako cmo Bugenn ga p ¥ Pu,, 3akmydyjemo a = p. Hakie, a € p(M). Cana
anmennie 1a Baxu = (6(a,b) < 0(a, b)), na £(b) <q £(V) n na je D) (a) na
JI0JIe 3aTBOPEH MoBJate b € Dé”(a) ub e Ié”(a). O

Caenehe TBphembe je mupeKTHA MOCTAEIUIA IIPETXOIHE JeMe U TBphema 1.27.

TBPBELE 4.67. IIpemnocmasumo da je | Linky (p)| > 2.

(1) Axo (p @ q)a # (q ® pla, mada nocmoju uzomoppusam D(Fy) auneapruz
ypeliera (D(Linj (p)), ©) u (D(Lin} (q)), S)-
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(11) Axo (p ® q)a = (q ® p)a, mada nocmoju uzomoppusam D(Fy) aureaprux
ypeliersa (D(Linj (p)), ©) u (D(Lin} (a)), 2)-

)y Z

JIOKA3 TEOPEME 4.41. [Teo (i) je y nornysocTu gokasan y Tephemy 4.55. Ilpsu
aeoy (ii) je nokazan y nemu 4.61. Ipyru meo y (ii) cieam u3 rBphema 4.67 y caydajy
aa | Lin®Y (p)| = 2, amn cmamo Bawu u ako | Linky (q)| > 2. ¥V npeocranom ciyuajy,
kasa LinY (p) u Lin’(q) umajy no majsumre jesan enement, muxosa JlejeKknniosa
KOMILIeTHpatba cy jegHodnana (cerumo ce konpennuje ga je D(0) = {0}), na cy

mpemMa ToMe u30MopdHa. O
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[TOT'JTABJBE 5

Excnan3uje nuHeapHux ypebhema

Y oBom moryiaB/by hemo mocmarparu LOTIIYHE Teopuje juHeapHor ypebema ca
YHApPHUM TpEIUKATUMa M KOHBEKCHUM pejalujama ekBubasienmuje. [Iperusnuje,
nocmarpamo jesuk L = {<}U{P, |i € I}U{E; | j € J}, rme cy I u J najsume
1peOpOjuBH CKYTIOBH, CBU F; Cy yHapHU peJialinjcKu cuMbosn, < u cBu IJ; cy bunapHu
penanujcku cumoonu. Puxcupahemo notmnyHy Teopujy 1’ Koja cajpzKu akcuoMe: <
je crporo JmHeapHO ypeheme u cBu E; cy pejaligje eKBUBaJIeHIUje ca KOHBEKCHUM
kinacama (y omgHocy Ha ypeleme <). @urcupajmo mouctpym mogen € reopuje 7.

[ub oBor moraB/ba je Ja JIoKaxKeMo cienehy TeopeMy.

TEOPEMA 5.1. (Ilod npemnocmaskama us npemzodnoz nacyca.)

(i) Ceakxu unsapujanman neas2ebapcku mun je npasuia.
(ii) Ceaxu wmeanzebapcku mun p € S1(A) uma mauno dea npowupersa Koju cy

unsapujarHmuu nad A.

[Iperxonna TeopeMa maje YuTaBy (PaMUINA]y HOBAX HpUMEpA MPABUIHUX THIIOBA.
CBu OBU THIIOBU Cy OYHIJIEJHO ACUMETPUYHH jep FOBOPUMO O JimHeapHuM ypebhe-
wuMa. [Ipema pesynrarnma u3 mpeTxXOoMHOr MTOT/IaB/ba, CBAKOM aCHMETPHIHOM IIPa-
BILTHOM THITY NPUIPYKEHA je jeJHa JUMHeapHa WHBapUjaHTa mojena. Kako hemo
BUJIETH, HHBAPUjAHTE MPHUIPYZKEHE TOMEHYTUM MPOITHPEHIMa Hea rebapeKor THIa
cy upupoano antuusomopdue. IIpema Tome, cBaKOM HearedapcKoM THILY Y OBOM
KOHTEKCTY TakoDe je MpUpPOJHO MPUIpYKeHa JuHeapHa uuBapujanTa. OBO O0CTaB/ba

OTBOPeHe MOTYNHOCTH 3a OHMC BepHUX WHBapHjaHATa MOJesa MOMEeHYTUX Teopuja.

Y mpBom ofe/bKy fiemo Bugern ga rpyna ayromopdusama Aut(€) 3amoBosbaBa
caejehe cBojcTBO: aKo je D KOHBeKcaH Kyl U f, g cy ayroMopdu3Mu Koju pUKCH-
pajy D (kao ckym), taga je u f ®p g ayromopdusam, rje ca f ®p g o3HATABAMO
npec/IMKaBame Unja je pecTpuknuja Ha D jennaka f, a pectpuknuja Ha €\ D je1Haka
g. HcnocraBma ce ga je oBa ocobmna Bpao mohna. Hajmpe, ona Ham omoryhapa
Jla, CBEJIEMO M3y4aBambe TUIIOBA HAJI MAJUM CKYHNOBHMA IapaMeTrapa Ha N3y JIaBarbe
runosa Haj (). Taxobe, oHa IOBIaYM M JaKO CBOJCTBO Jia peaJu3alije JaTor THUILa
UMajy UCTH TUN HaJ, ,KpajeBuMa’ JIOKYCa.

Y apyrom onesbky hemo ce dokycupaTn Ha JOKYC (PUKCHPAHOT HeaJredbapckor
tumma Hag (). Taummje, mocmarpahemo momamame ¢opMmyaa ca IapaMeTpuMa Ha
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ykpajesuma” jiokyca. Buaehemo 1a je cBaka ¢gpopMmysa ca mapamMeTpuMa WId JeBO
(necHO) orpaHnyeHa y TUITY WM je HeHa Heranuja JeBo (JIeCHO) OTpaHuvIeHa y THILY.

13 pesysrara Apyror oe/bKa BUAMMO Ja CBaKd Heaarebapcku tTun p mag () uma
JIBA MPUPOJIHA II0OATHA MPOITUPERH-A: JIEBO P; U JECHO P, NI0OATHO MPOITUpEe. Y
rpehem ome/bKy hemo mokaszaT ma cy TO jeauHa aBa MHBapujanTHa Hax () rmobanna
npornrpemna Tuma p. Takohe hemo jjokasaTu ja ¢y THIIOBH P; U P, TPABUIHU ACHMET-
PUYHN THIOBHU, Ka0 U Ja Cy HBHUXOBe nHBapujante Invy, (M) u Invy,, (M) nmpupoxso

anTHH30MOpdHE 33 cBaKH Maan Moaena M.

1. O ayromopduzMmuma

JIEouHUIIMIA 5.2. Heka cy f u g nupeciukaBama va € u D C €. Jledbunurnemo

npecankaBame f ®p g va € ca:

f(a) akoa € D;

f@pg(a) = { g(a) axkoaé¢ D.

JIEMA 5.3. Hexa cy f,g € Aut(€) u nexa je D xonsexcan nodexyn 0d € maxas
da f[D] =D u g|D]) = D. Tada f®p g € Aut(C).

JIOKA3. U3 yenosa f[D] = D u g[D] = D, upecaukasaimbe [ ®p g je OUULIEIHO
n106po medunucana Oujexnuja. Tpeba ma mposepumo 1a je xomomopdmusam. AKo
je a < bwuako a,b € D wmn a,b ¢ D, tBpheme je jacno. IlpernocraBumo na je
a<buumnp. a € D;b ¢ D. Tanma je 36or xousekcuoctu ckyma D, D < b, na je
f[D] = D = g[D] < g(b), onaxcte je f®p g (a) = f(a) < g(b) = f ®p g (b).

Heka je P ynapuu pesianujcku cum6bosi. Tpeda jia JIokazKeMo:
a € P* akko [®pg(a)c P

Anmu To je jacmo jep a € Pt akko f(a) € P% axko g(a) € P% a f®pg(a) €
{f(a), g(a)}.
Konauno, meka je F Gumapnu pesnanmjckm cuMbosn Takas ga je B¢ penamuja

eKBUBaJIEHINje ca KOHBEKCHUM KJiacaMa. 1peba ja JI0KaKeMo:
(a,b) € EY axxo (f®pg(a), f®pyg(b)) € ES.

Ako a,b € D wau a,b ¢ D, tBpheme je jacHo. IIpernocrasumo naa € Dub ¢ D, u

6e3 yMamema ONITOCTH IPEeTIOCTAaBUMO J1a je a < b, 1j. D < b. Tpeba na jjokazxkeMo:
(a,b) € E* axxo (f(a),g(b)) € B

Axo (a,b) € E%, 1j. a/E® =b/E®, tana (f(a), f(b)) € E%, ua kako je f(a) € D

u D < f(b), mmamo ga je wmm f(a) < a < f(b) mwm a < f(a) < b. Kako cy knace

KOHBEKCHe, 3akjbyuyjemo fa je f(a)/E® = a/E%. Ciuuno Mo¥KeMo 3aK/by4uTH Ja
je g(b)/E® = b/E®, onakne cienu na je f(a)/E® = g(b)/ES, 1j. (f(a),g(b)) € E®.
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Axo (a,b) ¢ E%, 36or xonBekcHOCTH Kiaaca Taja je a/E® < b/E%, onakie je
f(a)/E® < g(b)/E* jep f ®p g tysa ypeheme. [lakne, (f(a), g(b)) ¢ E°.

[Ipema Tome, f ®p g 3anucTa jecte ayToMopdu3am. 0

HATIOMEHA 5.4. [IpumeTnMo a OpeTXojiHa JeMa BazKi 9ak U aKo HMaMo (Ipo-
M3BOJFHO MHOI0) KOHCTAHTHUX cHMOOJIa v je3uky. Kako ce Hallle u3jarame Yy OBOM
HOTJIAB/BY OCJIAIba CAMO Ha IPETXOJHY JIEMY, OHO OCTaje TavyHO H aKO MMEHYjeMO
HeKu (MaJn) cKyn mapaverapa. Jlakie, 6e3 yMamema ONIMITOCTH, mocMarpahemo
THUIIOBEC Ha/l @, aJIn TaKOEe CBH pe3yJiTaTU BazKM U 3a TUIIOBE HA/J MaJIUM CKYIIOBUMa

napamMeTapa.

Kako je ypeheme < mummeapno ma €, mucahemo (—00,a) ga 03HAYUMO CKYII
{t € € | t < a}. Osakpa HOTanMja je W MPUPOIHA W KOPHUCHA, jep ymporrhyje
sanuc. Aji npuMeTuMo Ja 3aiucoM (—o00, a) HUKAKO He uMijmiupaMo jga € Hema

vuHEMyM. Cangro, (—o0,al, (a,+00) u [a, +00) cy npupoaHo neduHHCAHH.

[TocAEDUITA 5.5.

(i) Axo a € € u f,g € Aut()(€), mada f ® (o) g € Autyey ().
(ii) Axo a,b € € u f,g € Autio,y (), mada f ®p) g € Autyy ().

JokaA3. (i) Ckyn (—o00,a) je OYHIJIEIHO KOHBEKCAH, W KaKO Cy f W g ayTo-
mMopdusmu koju duxcupajy a, umamo f[(—oo,a)] = g[(—00,a)] = (—o0,a), na
je f ®(—c0,q) g ayTOMODPDU3aM Ipema mperxoqnoj gemu. Taxobe, f®(_oq)g(a) =
g(a) = a.

Heo (ii) ce cimano gokasyje. O

[TocnEmUIIA 5.6.
(1) Axo 3a b,b' < a saorcutp(b/a) = tp(b'/a), mada tp(b/(a,+o00) = tp(b'/(a, +00)).
(i1) Axo 3a b0 > a eaorcutp(b/a) = tp(b'/a), mada tp(b/(—o0, a) = tp(b'/(—o0, a)).

JIokA3. Jlokazahemo camo jgeo (i). IlpernocraBumo ga 3a Heke b, 0 < a Baxkun
tp(b/a) = tp(b'/a). Tana nocroju ayromopdusam f € Auty,(€) Takas na f(b) =
V. Tlpema mocaemniu 5.5, f®(_ooq)ide € Aut(C). Tlpumernmo ga f @ (o) ide
ciuka by b, a ckyn (a,400) dukcupa Tadka-mo-Tadka, ojak/e JUPEKTHO CJIe/TH

tp(b/(a,+0)) = tp(t//(a, +00)). d

Ba moackyn D C € fiemo pelin na je aeso (decro) sameopen nodexyn 00 € ako
a € D noenauu (—oo,a) C D ((a,4+00) C D), 3a cBe a € €.

JIEMA 5.7. Heka je p € S1(0) wneaneebapcru mun u a,b = p. Tada nocmoje

ckynosu D; u D, maxeu da:

e Dy u D, cy mun-depunabuiny ca npebpojuco mMHo20 napamemapa;

97



e D; je aeso, a D, decno sameopen nodcxyn 0d €;
e DN p(€) £ 0 u D, N p(@) # ;
e tp(a/D; U D,) =tp(b/D, U D,).

JOKA3. [IpernocraBumo jga je unp. a < b. Tama mocrtoju ayromopduzam
f € Aut(€) takas na f(a) = b. Hedunumemo uu3 (a,)nez ca:

ag = a, anv1 = f(ay), 3an >0, Q] = f’l(an), zan < 0.

[Tpumernmo na je a; = b, Kao u ja je uu3 (a,),ez CTPOro pactyhinm HU3 peaTu3aIyja

TUIa p. Youumo ciaepehn ckyr:

D= U [anv a’n+1]'

nez
Jacuo je ma je D kommekcan ckyn u jga ra [ ¢ukcupa, ma je upema jemu 5.3,
f®pide € Aut(€). Heka cy D; u D, nedunncann (HENOTIYHUM) THIIOBHMA:

Y(z)={r<a,|neZ} m 3. (xr)={a,<z|neZ}

Jacuo je na je D, sieBo, a D, mecuo 3arBopen nojckyn oj €. Takohe je jacHo ja
cy Xy(x) Up(z) u X.(x) U p(z) s3anososbusu, onakie ciean aa je Dy N p(€) # 0 u
D, Np(€) # 0.

Konauno, ayromopdusam f ®pide cimka a y b u dbukcupa D; U D, Taduka-io-
ravka (mpuMerumo ja je Dy U D, = €\ D), onakje AUPEKTHO 3aK/byqyjeMo Jia je
tp(a/D,; U D,.) = tp(b/D; U D,.). O

JIEMA 5.8. Hexa je p € S1(0) neanzebapcku mun wa = p. Tada nocmoje cxynosu

C; u C, maxsu da:

o () u C, cy depunaburru munom;

e () je seso, a C, decro samsoper nodckyn 00 €;

o CiNp(€) # 0 uC, Np(€) #0;

e 3a cee b |=p makse da b < a sasicu tp(b/C,.) = tp(a/C,) u
3a cee b |=p makee da b > a eascu tp(b/C)) = tp(a/C)).

JokA3. [dokazahemo ersucrennujy ckyna C..; ersucrennuja ckymna C; ce CITUIHO
mokasyje. Yoummo ckynm S = (—oo,a) N p(€) u younmo na S pesanujy eKBUBa-
Jennuje ~ jedunucany ca: b ~ b akko tp(b'/a) = tp(d’/a). Nzabepumo ckyu
npeCTaBHIKA CBUX KJaca Sy; IPUMETHMO /3 je 0Baj CKYIl MAJIH.

3a cBako b € Sy, npema jemu 5.7, moctoju ckyn Db taxas na:

e Db je Tun-necdunabunan ca mpebPOjUBO MHOTO TapaMeTapa;
e D! na jecHo 3aTBOpeH MOACKYT 07 €;
e DY Nip(€) +# 0;
o tp(b/Dy;) = tp(a/Dy).
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[TocmaTpajmo caegehu cky:

C.= () D

beSo
Jacuo je ma je C), aecuo 3arBopen nojackyn ox €, Kao u 1a je geduHAOUIAH
tunom (HaJ MaauM CKynoMm mapamerapa). Taxobe, C. N p(€) # (), jep y cympor-
HOM, 300T 3acuheHocTn MOHCTpyMa, Tul Koju gedunurte C, Huje cariacad ca p(x).
[To KOMIIAKTHOCTH, HEKH HErOB KOHAYaH Je0 Huje carjacan ca p(r), ma 3a Heke
bi,...,by € So Baxxu D N ...N D Np(€) = ). Oso nmje moryhe jep craxu DY

cede p(€) u mecHo je 3aTBopeH y €.

Ocraje sa jokaxemo jia 3a cse b = p rakse ja b < a Baxu tp(b/C,.) = tp(a/C,).
Heka je b = p makaB na b < a. Mzabepumo b € Sy takas ma b ~ V. Kako je
tp(b/a) = tp(b'/a), npema nocaeauum 5.6, tp(b/(a, +00)) = tp(b'/(a, +00)). Kako
je ounrsenno DY C (a,4+00), To nosaaun ga je tp(b/DY) = tp(b' /DY) = tp(a/DY).
Kaxko je jom DY D C,, xonaano pobujamo tp(b/C,) = tp(a/C,). O

2. Ilonamame ¢popmysa Ha KpajeBUMa JOKycCa

JIEMA 5.9. IIpemnocmasumo da je ¢(x,y) dopmyaa 6es napamemapa, u npem-

nocmasumo 06 je a4 = a10s . . .4, 2de a1 < as < ... < a,. Tada cy cxynosu:
¢(¢7 a) N (—OO, al)a ¢(¢7 EL) N (aia ai+1) u ¢(Q:7 &> N (an7 —|—OO),

pedom depunabunru nad {ar}, {a;, a;1} v {a,}.

JokA3. Ckyn ¢(€,a) N (—o0,aq) je nedbunaburan GopmyaIom:
d(x,a) Nx < ay.
[Ipema jemu 1.9, 10BOJBHO je jJa JOKazkeMo Ja je uuBapujantan Hag {a;}. Heka je
[ € Auty,1(€); npema nocaenuiu 5.5, f (oo q,)ide € Autyy,1(€), ma je:
flo€,a)N(—o0,a1)] = [®(ooa)ide[d(€,a) N (—00,a1)]
= (€, f B(-oca)ide (@) N (=00, f ®(—o0a1) ide (a1))
= (€ a)N(—00,ay),
e je f ®(—oo,a;)ide (@) = ide(a@) jep a1 < ag < ... < ay,.

Cimuano, kopucrehin 1a je f ®(q,.q0,,,)ide € Altyy, q,,,1(€) 3a f € Autyy, q,,,1(C),

u kopuctehu ja je ide ® (00,0, [ € Alty,,1(€) 3a f € Auty,, (&), MoxKeMo JoKazaTH

Ai+1

na cy ckynosu ¢(€,a) N (a;,ai11) 1 ¢(€,a) N (a,,+00) peaom nedbuHAOUIHE HAT
{a;,a;11} n {a,}. O
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JAeounutiniA 5.10. Heka je p € S;(0).
(i) Ba ckynmose Dy, Dy C € kaxkeMo Ja cy jeauaxu Ha p, y oznamu Dy =, Dy, axo
3a/10BOJHABA]Y:
D, Np(€) = Dy N p(€).
(ii) Ba dopmyne ¢1(t), pa(t) ca napamerpuma u3 € KaxkeMo Ja Cy jeJHAKe HA P, y

ozuanu ¢;(t) =, ¢o(t), ako Baxku ¢1(€) ~, P2(C).
(iii) 3a ckynose Dy, Dy C € KakeMo Ja Cy jeJHaKH y JIeBOM (JeCHOM) nesty Ha p,

y ozmanu D %é Dy (D1 = Ds), ako HOCTOjH ¢ = p TaKaB Ja:
DiNp(€)N(—o0,c) = DaNp(€) N (—o0,c)

(D1 Np(€) N (e, +00) = Dy Np(€) N (¢, +00)).
3a ¢ KaxkeMo jia cejoun Dy zfn D, (Dy =, D).

(iv) 3a ckymose ¢q(t), p2(t) ca mapamerpuva u3 € KaykeMo Ja Cy jeHAKH Y JeBOM
(necnom) geny ma p, y osmamm ¢1(t) &L ¢a(t) (¢1(t) = ¢o(t)), axo Baxu
$1(€) &, 62(€) (61(€) &}, ¢2(C)).

(v) @opmyaa ¢(t) je aeso (decno) ozpanunena na aokycy od p ako je ¢(€) ~

(0(€) =3 0).

HATTOMEHA 5.11.

0

l
p

(i) Penamuja =, je penanuja exsusajennuje Ha ckymy P(€) u ckyny ¢opmysa ca

mapaMeTpuma n3 €.

l
P

(iii) Ako ¢ = p cBegoun %é (~}) jenmakoct Heka jBa cKyna uiu Qopmyse, Taga u

(ii) Ako cy aBa ckymna uiam GopMye /2, jeJHaKa, Tala Cy OHH U R, U R, JeJIHAKH.
6uso koju d |= p rakas ga d < ¢ (d > ¢) Takohe cBegoUn UCTO.

(iv) Penamuja %é (~;) je penranmja exsupasnennuje va ckyny P(€) u ckyny dopmyra
ca mapamerpuMma u3 €.

(v) Ba ckyn D Baxu D = p(€) ako u camo ako €\ D =L (). Cuuano, D =7 p(€)

z
p
ako u camo axko €\ D = 0

(vi) Ba dopmyry ¢(t) ca napamerpuma u3 € Baxu ¢(€) ~h p(€ ) aKO 7 CaMO aKo
—¢(€) =L 0. Cimuno, ¢(€) =) p(€) ako u camo ako —¢(€) ~

3aHnMa Hac MOHAIake TPOU3BOJbHE (DOPMYIIE ca TapaMeTpPUMa y JIEBOM U JJeCHOM
Kpajy Jiokyca Tumna. ¥ cieqehoj jgemu hieMo BUIETH Ja TO MOHAIIAKE 3aBUCU CAMO

OJT jeJTHOT TTapaMeTpa, KOjI MOXKeMO JIa y3MeMO JIa je peann3alnja TUTa.

JIEMA 5.12. Heka je p € S1(0) u ¢(t) dopmyaa ca napamempuma uz €.

(i) Ilocmoju gopmysa () ca napamempuma u3 KOHBEKCHO2 3GMEOPEIE CKYNG
p(€) maxea da P(t) =, Y(t).
(i1) Ilocmoju pearusayuja a = p u dopmysa Y(t,x) 6e3 napamemapa maksa 0a
5(8) ~, (t,0).
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(iii) Hocmoju peaausdayuja a = p u popmyaa ¥(t,x) bes napamemapa maksa da

o(t) =, ¥(t, a).

JIokA3. (i) Tomennmo mapamerpe Koju ce jaBsbajy y dopmynn ¢(t) wa Tpu
Jena: @ KOju Cy y KOHBEKCHOM 3aTBopemy ckyma p(€), b = by, by, ..., b, Takse aa
by <by < ...<by <p(@),uc=cyca...,c, TakBe Jga p(€) < ¢; < g < ... < Cp.

IIpernocTaBuMO 3a MOYeTaK Ja cy b u ¢ HempasHH. lIpuMeTnMo 1a Taga BayKm:
p(t) by <t A t<e.

ITo kommakTHOCTH TOCTOjUu hopmyna ¢(t) € p(t) Taksa ma ¢(t) F by, <t A t < cy.

Ako ca p.(t) ozraunMO HbOPMYITYy Koja OIMUCYje KOHBEKCHO 3aTBOPerhe cKyma ¢(C):
pe(t) = " (o(t') A p(t") A< TS ),

Taja je jacHo 1a @.(t) F by, <t At < c1, kKao u 1a je ¢.(€) kouBekcan ckyn. Kako je
©.(t) bopmymna Ge3 mapamerapa, T je cKyl ¢ (€) dbuKcHpan cBakuM ayToMopdu3-
MoM MoHCTpyMa. IIpema emu 5.3, 3a cakn [ € Aut(€) Baxu f ®,,(¢) ide € Aut(C).

Tepaumo 1a je ckyn ¢(€)Np.(¢) nedbunadbuaan ca mapamerpuma a. [Ipema gemn

1.9 s0BOJBHO je jia jiokaxkemo Ja je a-unBapujanran. Heka je f € Autg(€). Taua je:

f[¢(¢) N (,OC(@)] = f ®<pc(€) 1d€ [Qﬁ(@:) N (pc(et)] = (b(Q:) M 900<Q:>7

riae mpsa jexHakoct Baxku jep ¢(€) N p(€) C ¢ (€), a apyra jep ayTomopduzam
[ ®yp.(¢)ide duxcupa cse napamerpe dbopmyie ¢(t) A .(t) xoja edbunuie
d(€) N @ (€). Haxne, ¢(€) N p.(€) je 3aucra a-uHBapujanTad, 1a je jgeduHabU-
nan dopmysiom ¥ (t) ca napamerpuma a. Kako je p(€) C ¢(€) C ¢ (), To je:

(&) N p(€) = $(€) Np(€) Np(€) = $(€) Np(€),
mro gokasyje ¢(t) ~, ¥(t).

V cayuajy aa je b mpasan u ¢ nenpasan, dopmyy ¢(t) € p(t) moxemo nzabparu
no KommakTHOcTH U3 p(t) F ¢ < ¢, u HACTABUTH JOKa3 Kao y HPBOM CJIy4ajy.
Crmaro, y caydajy fa je b wenmpasan m ¢ npasan, dopmyrny o(t) € p(t) mMoxemo
u3abpatu 1m0 KoMakTHocTH u3 p(t) F b, < ¢, ¥ HACTABUTH [IOKAa3 KAO y MIPBOM
caydajy. Y cayuajy ga cy b m ¢ mpasun, ¢(t) je Beh dopmyta ca mapaMeTpuMa y

KOHBEKCHOM 3aTBOpemy ckyna p(€), ma mMoxkemo y3etn ¥ (t) = ¢(t).

(ii) Ilpema memy (i) mocroju dopmyrna v'(t) ca mapamerpuma u3 KOHBEKCHOT
3arBopema p(€) TakBa na ¢(t) ~, ¢’'(t). M3abepumo a = p Tako ga je a Mame
oi, cBux napamerapa y dopmysu ¢ (t). I[pema jemun 5.9, ckyn ¢/'(€) N (—o0,a)
je nedunabunan nag {a}; mexa je 1(t,a) dopmyna koja ra gedunnme. Kako je
Y'(€) N (—00,a) = (€, a), 10 a ceenoun ' (t) =L (L, a), na xaxo je ¢(t) ~, ¢'(t),
10 je ¢(t) =L Y(t, a).
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Heo (iii) ce mokasyje camano kao (ii). O

Y caenehe age seme hiemo Busern a je npoussosbHa (bOpMYyIa WK J€BO (JeCHO)

OrpaHWYeHA y THUILY WJIH je heHa Heranuja Jiepo (JeCHO) OrpaHnYeHa Y THILY.

JIEMA 5.13. Hexa je p € Si(0) neanzebapcku mun. Ilpemnocmasumo da je
o(t,x) Popmyaa bes napamemapa u a = p. Tada je:

unu  P(€,a) =L 0w $(€,a) =, p(€),

U CAUYHO!

uru  H(€,a) =, 0 uru ¢(€ a) =, p(€).

JIOKA3. IIpema memu 5.8 Moxkemo n3abparu ckyn () Takas Ja:
e () je yieBo 3aTBOpEH HOACKYI 01 C;
o C;Np(€) #0;
e 3a cBe d' = p takBe na o > a Baxu tp(a'/C)) = tp(a/C)).
Nzabepumo mpoussosbHo ¢ € C; N p(C).

TIpeTnocTaBuMO CynpoTHO, Tj. npernocrapumo ja ¢(€, a) Z 0 u ¢(C, a) %, p(<).
Taga sieBo of1 ¢ u dhopmyaia ¢(t, a) u bopmymna —¢(t, a) umajy perrerbe y gokycy p(€).
Uszabepumo by, by = p, by, by < ¢, Takse ga = ¢(by, a) A —p(by,a). Tlpumerumo na
bo, by € C.

[Ipema memu 5.7 MoxkeMo u3abpaTu cKyn D, TakaB ja:

e D, je mecHo 3aTBOpeH NOaACKyn o &;
o D, Np(€) # 0
e tp(bo/D;) = tp(b1/D;).

[Tpumernmo ma moxkemo uzabparn ¢ = p takaB ga @’ > a u o € D,. Tana

tp(a’/C)) = tp(a/C)), jep ' > a, ma Kako by, by € C; nobujamo:

= ¢(bo, a’) A =¢(b1, ).
Mebhyrum oBo je korrpagukinuja jep a’ € D,., a tp(bo/D,) = tp(b1/D,). d

JIEMA 5.14. Hexa je p € S1(0) neaneebapexu mun. ITpemnocmasumo da je ¢(t)

dopmyaa ca napamempuma y €. Tada je:

win §() = 0w 6(t) < p(Q),

p
U CAUYRO!

usu - H(t) =, 0 wau @(t) =, p(€).

JIokA3. IIpema semu 5.12(ii) mocroju a |= p u dopmysa Ge3 mapamerapa ) (t, )
TakBa ga (t) =L (t,a). Ipema semu 5.13, 3a bopmyity (¢, a) Baxu wia (€, a) ~,
0w Y (t, a) =, p(€). Ipema tome mmm ¢(€) =L 0 wmm ¢(€) ~} p(€). O
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3. I'mobanma mpormupemna

[IPETIIOCTABKA 5.15. Y oBOM o0jie/bKy DuKCMpaMo HeaJredbapcku Tl
pGSl(@)

JEouHUIIMIA 5.16. Ca p; u p, o3HauaBaMo ciaeaehe ckynose dhopMmysia;
pr = {o(t) | ¢(t) je Popmyna ca napamerpnma u3 € u ¢(€) ~L p(€)},

pr = {o(t) | #(t) je bopmyna ca napamerpumva n3 € u ¢(€) =~ p(<)}.

Llyb HaM je [a JTOKaxkKeMo Ja ¢y p; u P, TaobaaHa ()-MHBapujaHTHA IPOIIAPEIHA,
THIA P, KAO0 U Ja Cy TO jeauHa TiobGaiHa, (-MHBapujaHTHa NpOIIApera THIA p.
3Bahemo UX JIeBO U JilecHO TJI0OATHO Mpomupemke Tumna p. Takohe hemo mokazatu u
na ¢y THnoBu p; u p, npasuaan Hag (). Tlpexcrasuhiemo mokase mapemenux TBplhema

KOjU Ce THYY P;, AHAJOTHU JIOKA3U [POJIa3e 3a P,.

TBPBEE 5.17. Ckyn p; je nomnywu mun wad € u p C p;. Cauuno, p, je

nomnyru mun wad € u p C p,.

JokA3. Ma je p C p; je jacuo: ako dbopmyrna ¢(t) € p(t), raga je p(€) C ¢(€),
na crenmjamno ¢(€) =L p(€), 1j. ¢(t) € pi(2).

Ja 6ucmo jrokaszaju jia je p; KOHAYHO 3a0B0OJbHB, u3abepumo ¢(t), ..., ¢,(t) €
pi(t). Tama je ¢;(€) %fn p(€) 3a cBe i, ma m3abepumo ¢; = p Koje TO CBemodUe.
Uzabepumo a = p, a < ¢1,...,¢,. Tanma je uz ¢;(€) %é p(€) jacHo Ja Baxku
E oi1(a) A... A ¢y(a), omakie caeau 1a je p; KOHATHO 3a70BOJHUB.

KonauHo, 3a J0Ka3 IOTIIYHOCTH, IPEMETHMO Jia ipeMa JjieMu 5.14 3a cBaky ¢op-
Myaty ¢(t) ca napamerpuma u3 € paxn win ¢(€) ~L 0w ¢(€) &L p(€), 1j. 3a cBaky
dbopmyny ¢(t) ca napamerpuma u3 € axu wim ~¢(€) =, p(€) wmm ¢(€) ~, p(C),
na win —¢(t) wim ¢(t) mpumaga p;, MTO JOKA3Yje MOTIMYHOCT. O

TBPBEILE 5.18. Tunosu p; u p, cy jeduna dsa D-unsapujarmma npowuper-a
muna p y S1().

JIOKA3. Hajupe hemo mokaszatu ja je p; mnBapujantan Haj (. Heka je
o(t,a) € pi(t) m f € Aut(€). Taga je ¢(€,a) = p(€). Opo 3raun 1a je:
¢(Q:7 d) N p(€) N (_007 C) = p(e:) N (—OO, C),
3a HeKO ¢ = p. Mehyrtum, npumenom ayromopdusma [ ao6ujamo:
o(€, f(a)) Np(€) N (=00, f(c)) = p(€) N (=00, f(c)),
onaxe saxmyayjeno o(¢, f(@)) ~, p(€), na d(t, f(a)) € pr.
Camuno, p, je nuaBapujanTan Has ().

[Tpernocrasumo caza aa je p € Si(€) Heko (-MHBAPUJAHTHO TIPONTHPEHE TUTIA P.
Heka a |= p; 360or mornyHocTd uin t < a win t £ a mpunaja .
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Ako t < a € p, 360r (-uaBapujanTHOCTH, Taga t < b € p 3a cBe b = p. Hexka je
o(t) € py, 1j. () %53 p(€). Tama —¢(C) z; (), m mzabepumo cBesOKa ¢ = p 3a TO.
Dopmyaa —¢(t) muje carnacha ca nogckynom p(t) U {t < ¢} C p(t), na —¢(t) ¢ p,
onaxse ¢(t) € p. Makie, p; C p, nma 360r TOTIYHOCTH je P = P;.

Axkot £ a € p, Taa a <t € p, Ha CAVIHAM 3aK/bYIUBAIHEM KAO y MPETXOTHOM

nacycy Jiooujamo p = p,. 0]

[Ipe wero mTo AOKaKeMo Ja Cy P; U P, NPABUIHU, JIOKAXKIMO jeJIHY TEXHUUYKY

JeMy.

JIEMA 5.19. Hexa je AC € ub = p.
(1) Eaemernm b = ppa axo u camo axo nocmoje gopmysa ¢(t, =) u a € A maxeu
da (€, a) ~L 0 u = ¢(b,a).
(1) Axo b= pia ucl=p, b <c, mada ¢ b= pjja.
(iii) Axo je Ay = AN p.(€), 2de je p.(€) xonsexcro samsopere cryna p(€), mada

b~ pia axo u camo ako b= P4, -

JIokA3. (i) Ba a € A, bopmyna ¢(t,a) ¢ p; ako u caMo ako, no JedUHAIHA P
u nenu 5.14, ¢(€, a) ~L 0, na (i) caean gupexTHO.

(ii) IIpermocraBumo na b b~ pya u ¢ = p, b < ¢. Uzabepumo dopmyny ¢(t,z) u
a € A raxse na = ¢(b,a) u ¢(C,a) =} 0. Tama mozxemo usabparu d = p Takso 1a
d < ¢(€,a) Np(C€), ma TPEMETHMO 18 TMaMO:

p(t)U{o(t,a)} Fd<t.
ITo komnakTHOCTH H3aGepnMo dhopmyy ¢(t) € p(t) TakBy ma:
o(t) Np(t,a) - d < t.
Youumo dopmyy (t, a):

Y(t,a) = Jz (p(x) A d(z,a) Nz < t).

Tepaumo na (t,a) ¢ p;. Axo je e = p rakas na = (e, a), uzabepumo €’ Koje je
CBEJIOK 3a er3uCTeHNnuja nn KBantudurarop y = ¥ (e, a); nakie, = (') Ap(e',a) A
e <e Uz ple)No(e,a) cneqn d < €, mro 3ajenno ca € < e nosiaaun d < e.
Hakine, d < (€, a) N p(€), ma je (€, a) ~, 0, 1j. ¢(t,a) ¢ p.

Cajia npuMeTumo Ja je b cBeJIoK 3a ersucreHnujainu KBanrudukarop y = ¥(c, a)
(= ¢(b) Bazkm jep b |=p u ¢(t) € p(t)). Ipema Tome ¢ = pja.

(ili) Mmnimkamuja (<) je rpusujanna. [Ipermocrasumo b = pyu. Mzabepumo
dbopmyy ¢(t) ca napamerpuma u3z A taksy ga = ¢(b) u ¢(€) ~L 0. Ilpema nemn
5.12 nocroju dopmyna (t) ca mapamerpuma u3 Ay Taksa 1a ¢(t) ~, ¥ (t). Taga je
jacuo = 1p(b) m ¥ (€) =L 0, ma b}~ pya,. O
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TBPBEILE 5.20. Tunosu p; u p, cy npacusnu nao ).

JokA3. [pernocrasumo gaje A C Cua € p(€) \p;a(€). Tpeba na nokazkemo
aa pra b prae. pema memn 5.19(iii) moxemo npermocrasuru ga je A C p.(€),
rae je p(€) xomsekcno 3arBoperse ckyma p(€). Youumo pecrpuxunjy clp, ma p(€)

(taxobe je o3magaBamo ca cly,):

clp(A) ={ckEp|clpia}

[Tpema semu 5.19(ii), cly, (A) je 3arBOopen na mecuo y p(€). O3naummo ca D KOHBEK-
CHO 3aTBOpemse cKyma cly, (A).

[IpermocTaBuMo CyIPOTHO, Tj. MPETIOCTABAMO 1 P;ia ¥ Pi1aq, B U3a0epuMo b = p
TaKBO J1a b |= P4 1 b J= Prjaa; Taga b ¢ cly, (A). Kako je cly, (A) ma 1ecno 3aTBOpeH y
p(€), To je b < cl, (A), najeu b < D. Kako b }= pja,, npema jzemu 5.19(i), nocroju
dbopmyna ¢(t,x) ca mapamerpuma u3 A, taksa ma = ¢(b,a) u ¢(€, a) z; 0. U3
(€, a) %é 0, moxemo uzabparu V' = p rakso ga = —¢(b,a) n b < b. Cuennjasno,
b < b uam jour kaxke ma b ¢ D u b = pjpa.

Kako tp(b/A) = tp('/A) = p;a, mocroju ayromopdmzam f € Auty(€) rakas
na f(b) =0. Kaxo f duxcupa A, to f dukcupa ckyn cl, (A), na je u f[D] = D.
[Tpema snemu 5.3, ide ®p f € Aut(€). [pumernmo ga ide ®p f cauka map (a,b) y
(a,V) (ide ®p f duxcupa a, jep a € cl,,(A) € D), mro je y KOHTPAIUKIUJU Ca
= 6(b, @) A~6(V, a).

Couuno, Tun p, je upasuaan zHaz (). U

CaJta Mo2keMO Jia JioKazkeMo Teopemy 5.1. [pyru jeo ciaeau u3 namomene 5.4 u
TBphema 5.18. 3a Jg0Ka3 mpBor Jeja IPEeTIOCTaBUMO Ja je P HHBAPHUjaHTAH
Heasrebapcku tum. [Ipema nHamomenu 5.4 MOXKeMO NPETHOCTABUTH JIa je MHBAPH-
jantan max (. Jakne, p je nuBapujantao uaj () mponmpeme o1 p = Py, Ma mpema
Bphemwy 5.18, p je jesxHako wan Pp; wau P, (JEBO U JECHO IOOATHO MPOITHPEHE O]

p). IIpema TBphemy 5.20, p je nmpaBuIaH.

Ha kpajy, pasmorpumo Mopaujese Huzose y p; Hag . Axo je (a,b) Mopaujes
Hu3 y p; Hag (), taga npema jgemu 5.19(ii) cienu ga je b < a. 3amcra, axo je a < b,
Taja a B~ pr, mosnaan b - pr,. Ipema Tome p; je acumerpuuan tun ma (). Takobe,
caku Mopmujes mu3 y p; Hazg () je crporo onagajyhu y ommnocy ma 6asno ypebheme.
Jaxkiie, ypehemwe koje csejoun (-acumerpudnocr ruua p;, <y, je ypeheme >.

Canuno, ako je (a,b) Mopaujes uu3z y p, naza (), raga je a < b, ojaxje AupeKTHO
3aKJbydyjeMo ()-acHMeTpHYHOCT THNA P,, Kao W aa Cy cBu MOpJHjeBH HU30BH Y
p, #ax () crporo pacryhnm y ommocy ma 6Gasno ypebeme, Tj. ypeheme Koje cemoun
P-acumerpuunoct, <, , je 6am 6a3no ypeheme <.
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TBPBEILE 5.21.

(1) Ilpemnocmasumo da a,b = p, a < b. Tada je (b,a) Mopaujes nus y p; nad 0
ako u camo axo je (a,b) Mopaujee nus y p, nad (.

(i1) 3a ceaxo a |= p sasrcu:
&y (a) = &, (a).

JoKA3. (i) Ilpernocrasumo na (b,a) nuje Mopaujes mHu3 y p; vag 0. Tazga
a = pip, ma mpema Jjemu 5.19 mocroju dbopmyna ¢(t,b) TakBa ma = ¢(a,b) u
¢(€,b) ~L 0. Ilpumermvo 1a Taga 3a cako ¢ = p Baxu ¢(€,c) ~L 0. Axko je c
TakBo Jga a < b < &, (c), rayga (¢, a) jecre Mopuujes uus y p; nax (), ua mopa 6uru
= —¢(a,c). Tlpema Tome sa dopmyny —d(a,t) Baxn —¢(a, &) ~; p(€). Onarne

¢(a,€) ~; 0, na ¢(a,t) ¢ p,, n xako = ¢(a,b), mobujamo b = p,, 1j. (a,b) nuje
Mopnujes vu3 y p, nag A. JIpyru cmep je mOTIIyHO aHAJIOTAH.

(ii) IIpermocrasumo ga a = p. Taga npema (i) umamo:
be &, (a) akko au b cene mory nopeharu y Mopiujes nus y p; naz ()
akko a u b ce He Mory mopeljaru y Mopsnjes nu3 y p, nag ()

akko b€ &, (a),
Haxre, &, (a) =&, (a). O

[Tpema nperxoauom Tephemy, Mopaujes nu3 y p; nax () je mcro mrro u Mopamjes

3 y b, vax (), aam oGparno ypehen. Taxie, nmamo ciegehy IUpeKTHY TOCIEINILY.

[TocnEouIlA 5.22.
(i) Ling(p;) = Ling(p,) uw (Ling(p:), <y,) = (Ling(p,), <p,)".
(i) Liny" (p;) = Ling’(p,) u (Ling’(p1), <p,) = (Ling"(p,), <p,)*, 30 ceaxu maru
moden M.
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JIucra cumbosa

= peraruja 3a10Bosbema (7, 10, 12)

+ penanuja dpopcupama (11, 12)

A penaruja caabe (me)oproronaanoctu (15)

1,/ penaruja (He)oproroannoctu (16)

® onepanuja mpou3Boja HHBAPUjAHTHUX THIIOBa (33)

®p omnepanuja Ha CKyIy HpecJuKaBamba JuHeapHor ypeherma (96)
~p penanuja jeHAKOCTH Ha JoKycy Tuna p (100)

wfm ~ pesanuja jeJHAKOCTH Ha JieBOM (JIeCHOM) Kpajy Jiokyca Tuna p (100)
Aut(M)  rpyma ayromopdusama mozaena M (8)

B, CKYII JaKO P-OrpaHuYeHux cuMerpudnux dopmyra (60)
¢ moncrpym (11)

cl yobruajeHa o3HaKa 3a omeparop 3aTBopema (18)

cl, onepaTop npuapyzen tuiy p (33)

cly, pecrpukimja oneparopa cl na T (18)

cl? penatupuzanuja oneparopa cly T' (18)

d, ¢ nedurnmmja dbopmyne ¢ (13)

D(L) HenexunmoBo komimaerupamwe ypeliema L (24)

D, 4(b) CKYTI 3aBUCHUX peaju3aluja THIA Py o b (72)

Déw(b) CKYII 3aBUCHHX peaau3almja tuma Py ox by M (90)
E(a) E-okommnna ejementa a (21)

Eo(a) Ep-okonmuua eementa a (55)

EN(a) &£)-okomuna enemenra a (90)

I, (D) CKYTI HE3aBUCHUX pean3anuja Tuna P o b (72)

Inv, 4(X) p-muBapmjanra Hag A ckyma X (56)
Ling(p)  xosmaamuknm ckyn peranuje &, (55)

Lin®(p)  xosmarmukm cKyn pemamuje EN (82)

D, q, ... yobrdajeHe o3Hake 3a MOTIYH TuIl (9)

p.q,... yobudajeHe o3Hake 3a miobanaH noTmyH Tum (13)
p™, pt CTeNeH WHBApHUjaHTHOT THMA p (31)

DB pecrpukija tuna p Ha gomen B (10)

p(M) cKyn peasusaiuja tuna p y momeay M (10)
d(M) cKym peretba dopmyiae ¢y momeay M (7)
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npojeknnja Ha Sq (21)

npojeknuja Ha Lina(p) (55)

npojekuuja ma Lin® (p) (90)

CKYII MOTIYHUX THIIOBA HaJ| CKymoM mapamerapa A (9, 12)
KOJMMYHIIKN Kyl pesnanuje £ (21)

CKYTI TIOJTyH30/T0BaHUX HU30Ba ca b Ham A (16)

CKYI pernierba cKyna dpopmyaa Xy mogeay M (8)

teopuja mogena M (8)

THUII HA3a @ HAJ| CKymoM napamerapa A (9, 12)
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Buorpadmuja

Cnasko Monoma pohen je 11.10.1984. y Cpemckoj MutpoBunu. lumiomupao
je Ha Marematnukom dakyarery v Beorpamy 2007. rommne ma cmepy Teopujcka
mateMaTuka u npumene. [Ikoscke 2007/2008. roaune je ynucao JOKTOPCKE CTYIHje
Ha nctoM dakyarery. Ox 2007. mo 2009. rogmHe OMO je 3amOCTeH Kao CapaHUK y
Hacrasy, a oj1 2009. rojune 3an0c/ieH je kao acucrent Ha Maremarnukom akysrery
y Beorpajuy.



Mpwnor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

MoTtnucaHu-a CrnaBko MouoHa

bpoj ynuca __2007/2007

MsjaBrbyjem

Aa je loKTOpCKa fycepTauuja nog Hacn10BOM

ACUMETPUYHY NPaBUIHW TUMOBU

® pes3ynTtat concTtBeHor NCTpaxneBaykor paja,

° Aarmpeanoxexa ancepraumja y LenvHM WUy fenosuma Huje duna npeanioxeHa

3a pobujare d1uno koje gunnome npema CTyaujckimM nporpamuMa apyrux
BMCOKOLLIKO/ICKUX YCTaHOBA,

¢ facy pesyntatu KOpeKkTHo HaBeaeHU n

° MAa Hucam Kpwwvo/na aytopcka npasa u Ko

PUCTNO WHTENEKTyasHy CBOjuHy
ApYyrux nuua.

MoTtnuc goktopanpa
Y Beorpagy, 13.7.2015.
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Mpusnor 2.

/3jaBa 0 UCTOBETHOCTU WITaMNaHe 1 efleKTPOHCKe
Bep3uje [OKTOPCKOr paja

Vime n npe3ume aytopa: Cnasko MoLora

Bpoj ynuca: 2007/2007

Cryamjckv nporpam: MaTtemaruka

HacnoB paga: AcMMETPUYHM NPaBUIHN TUMOBY

MeHTop: Aap Mpepapar TaHoBwh, AOLEHT

Motnucann: Cnaeko MoLoH-a

M3jaBsbyjemM fa je wTamnaHa Bepsuja Mor [JOKTOPCKOT paja MUCTOBETHA eNIeKTPOHCKO]
BEp3uju kojy cam npegao/na 3a  objaBrbMBakbe  Ha noptasny [AurutasiHor
penosutopujyma YHuBepsuteta y Beorpagy.

flosBorbaBam fJa ce objaBe MOjM NMUHKM Mojauy BesaHu 3a fodvjarwe akagemckor
3Batba I0KTOpa Hayka, Kao WTO Cy ume 1 npesyme, rofnHa U Mecto poljera u gatym
ofbpaHe paga.

OBM /M4HM Mojauy MOry ce 06jaBUTM Ha MPEeXHUM CTpaHuLama avrutanHe
budmoteke, y eNeKTPOHCKOM Katasory 1y nysankaumjama YHusep3uteta y Georpagy.

Mortnuc pgokTopaHaa

Y beorpagy, 13.7.2015.

(naboco /’({ﬂ—z_[) el




Mpunor 3.

U3sjaBa o kopuwhery

Osnauwhyjem YHUBEp3UTETCKY bubdnmoteky ,CaeTo3ap MapkoBuh* pa y OurutanHu
penosnTopujym YHusepsuteta y Beorpagy yHece MOjy [OKTOPCKy AucepTauujy nog
HacnoBOM:

ACI/IMeTpW-IHI/I MpaBUJTHX TUNOBU

koja je Moje ayTopcko ferno.

AncepTaumjy ca ceum npunosuma npegao/na cam y €/1eKTPOHCKOM hopmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBMpak-e.

Mojy AoKTOpPCKY AucepTaLujy noxpameHy y fvrvTanty penosutopujym YHuBepsuterta y
beorpagy mory Aa kopucte CBUM Koju noLuTyjy ofpende caapxaHe y ogadpaHom Tumy
/vueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ognyuno/na.

1. AytopcTtBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLUjasiHO
3. AyTOpCTBO — HeKOMepLnjasHO — 6e3 npepaze
4. AYTOPCTBO — HEKOMEPLMja/THO — Ie/INTY NOZ, UCTUM YCIoBMMA
5. AyTopcTBo — be3 npepage
@)é\yTopCTBo — [EeNUTU Nog UCTUM YCIoBUMA

(Monumo fa 3aokpyxwuTe camo jegHy OA LWEeCT MOHYNeHX NuueHuM, KpaTtak onuc
NMLEHUN AaT je Ha nonehuHu nucra).

Motnuc pokTopanpa

Y beorpagy, 13.7.2015.
(paloceo, Jle., - =
/ '




1. AytopctBo - [lo3BosbaBare ymHOXaBare, AUCTPUbYLMjy © jaBHO caonwTaBame
Aena, n npepaje, ako ce HaBeAe vme ayTopa Ha HauuH oapefeH of CcTpaHe ayTopa
wnn fasaoua NUeHue, Yak n'y komepuujanHe cepxe. OBO je HajcnodofHuja of, CBUX
NvLeHun.

2. AyTOpCTBO — HekoMepLujasiHo. [lo3BosbaBaTe yMHOXaBarbe, AUCTPUSYLM)Y 1 jaBHO
caonwiTaBatbe fiena, n npepaje, ako ce Hasefe MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH of
CTpaHe ayTtopa wv fasaoua nvueHue. OBa NvUeHLa He [03BOo/basa KoMepLujasiHy
ynotpedy aena.

3. AyTOpCTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. Jl03BosbaBaTte YMHOXKABAkE,
AUCTPUOYLM)y M jaBHO caoniiTaBarbe [Aefa, 6e3 MpoMmeHa, NpPeoS/nKoBarba Wam
ynotpede flenia y CBOM fiefy, ako ce HaBeje uMe ayTopa Ha HauuH oapeljeH og cTpaHe
ayTopa unu fasaoua /iiueHle. OBa finyeHua He J03B0/baBa KoMepLujaHy yrnotTpedy
Aena. Y OfjHOCy Ha CBe OocTasie JMUEHLe, OBOM fINLEHLOM Ce orpaHnuasa Hajsehu
obum npasa kopuihersa fena.

4. AYTOpCTBO - HEKOMEpUMjalIHO — [e/UTW Mof UCTUM ycnosuma. [o3BosbaBaTe
yMHOXaBarbe, AUCTPUBYLMjy 1 jaBHO caoniuTaBame Aena, U npepage, ako ce HaBefe
nMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of cTpaHe ayTopa WM fgasaola JIMLEHLE U ako ce
npepaga AucTpubympa nof WCTOM WM CAWYHOM fIWLEHLOM. OBa nvueHua He
A03BO/baBa KOMepUujanHy ynotpedy fena u npepaja.

5. AyTopcTBO — be3 mpepafe. [l03BosbaBaTe yMHOXaBae, ANCTPUBYLMY W jaBHO
caonwiTaBare fje/a, de3 npoMeHa, NpeodmkoBarka U ynotpebe aena y cBOM aeny,
ako ce Hasefje vMe ayTopa Ha HauuH oapefieH of CTpaHe ayTopa WM Aasaolia
/mueHue. OBa fvLleHLa 03B0/basa KOMepLmjasiHy ynoTpedy fena.

6. AyTOpPCTBO - [A€NUTW [OfA WCTUM  YC/IOBUMA. [lo3BosbaBare ymHOXaBaH-e,
AVNCTPUBYLI)Y 1 jaBHO caoniTaBame fena, u npepage, ako ce HaBefie nMe aytopa Ha
HauMH ofpeheH of cTpaHe ayTopa Wau [asaola JIMUeHUe n ako ce npepaga
AUCTpudympa noj UCTOM UAW  CAIMYHOM nvdeHuoMm. OBa nyvueHua [03BOoSbaBa
komepuujasiHy ynotpedy fena u npepaga. CrvuHa je codirBepckuM nuueHUama,
OAHOCHO /MLeHUama 0TBOPEHOr Koaa.




