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Naslov teze: STATISTICKI PROBLEMI OCENJIVANJA KOLICNIKA
DISPERZIJA T VISOKIH KVANTILA RASPODELA

Apstrakt:

Glavni sadrzaj doktorske teze odnosi se na predlog novih, transformisanih in-
tervala poverenja za koli¢nik disperzija dva uzorka. Naime, u literaturi su do
sada predlozene metode bazirane na F statistici. Medutim, nedostatak raz-
matranih intervala jeste velika osetljivost u odnosu na pretpostavke o para-
metrima raspodele. Predlozena statistika u literaturi moze biti modifikovana.
U tezi je naden Edgeworthov razvoj t-statistike i na bazi toga su uporedivani
intervali. Takode je ukazano na osnovu simulacija, da interval baziran na
Johnsonovoj transformaciji daje bolji rezultat u smislu verovatnoce pokri-
vanja u odnosu na F interval i interval baziran na Hallovoj transforma-
ciji. U radu je posvecena paznja i ve¢ poznatim intervalima poverenja za
matematicko ocekivanje i disperziju za problem jednog uzorka, kao i za
problem dva uzorka. Posebno je razmatran problem razlike proporcija dva
uzorka, sa numerickim rezultatima i podacima iz oblasti osiguranja.

Pored pomenutog, u tezi su prikazane postoje¢e metode za ocenu indeksa ek-
stremne vrednosti i visokih kvantila. Posebno je razmatrana direktno simuli-
rana ocena kvantila i verovatnoc¢a pokrivanja njenog odstupanja od tacne
vrednosti, za sluc¢aj Pareto i Gama raspodele, kao i uopsteni slucaj uopstene
Pareto raspodele. Rezultati su dobijeni na osnovu teorijskih rezultata teorije
velikog odstupanja i dato je njeno uopstenje na topoloskim prostorima.

Uz teoriju verovatnoce i elementarnih principa klasi¢ne analize, u istrazivanju
su koriséene i metode teorijske statistike i statistickog zakljucivanja.

Kljucne reci: Ocena kolicnika disperzija, ocena indeksa ekstremne vredno-
sti i visokih kvantila, direktno simulirana ocena, teorija velikog odstupanja,
Tihonovljev tpoloski prostor, idempotentna mera, idempotentna integracija

Nauc¢na oblast: Matematika

UzZa nauéna oblast: Verovatnoca i statistika
UDK broj: [519.222+519.234]:519.243(043.3)
AMS Kklasifikacija: 62G32, 60G70, 62G15.



Dissertation title:
STATISTICAL PROBLEMS OF ESTIMATION OF THE RATIO OF
VARIANCES AND THE LARGE QUANTILES OF THE DISTRIBUTIONS

Abstract:

The main goal of the thesis is the development of a new suggested trans-
form confidence intervals for the ratio of the variances of the two samples.
Since now, the methods based on the F statistic have been suggested in the
literature. However, the defect of that intervals is the huge sensitivity in re-
lation with assumption of parameters distribution. Suggested statistic could
be modified. Edgeworth expansion of the t-statistic has found the place in
the thesis and based on that intervals have been compared. Also, on the
base of the simulation it was point out that Johnsons transformation give
better result in the sense of probability covering in regard to F interval and
interval based on Halls transformation. Moreover, the confidence intervals
for the mean and variances for the one and two sample problems have been
considered in the dissertation. Especially, the problem of the difference of the
proportions for the two samples, with the numerical results and data from
the insurance. In addition, the existing methods for the estimation of the
extreme value index and the high quantiles have been reviewed. Particularly,
the direct simulation estimation of the quantile and probability covering of
its deviation from the rights value, for Pareto and Gamma distributions, and
also for general Pareto distribution have been discussed. The results were
obtained by large deviation theory and their generalization on the topological
spaces is stated. In this research, beside the probability theory and elemen-
tary principles of the classical analysis, methods of the statistical theory and
statistical conclusions have been applied.

Keywords: Estimation of the ratio of two variances, estimation of the ex-
treme value index and high quantiles, direct simulation estimation, large de-
viation theory, Tihonov topological space, idempotent measure, idempotent
integration.

Scientific field: Mathematics
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UDK number: [519.222+519.234]:519.243(043.3)
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Uvod

Teorija ekstremnih vrednosti se bavi problemima raspodela i njihovih para-
metara, maksimuma i minimuma sluc¢ajnih vrednosti. Samo predvidjanje i
modeliranje ekstremnih dogadjaja od velike je vaznosti u prekticnim prob-
lemima u hidrologiji, ekonomiji, finansijskoj matematici, osiguranju i drugim
oblastima. To je razlog njenog razvoja, posebno poslednjih decenija.
Predmet ove disertacije jeste analiza i svojstva ocena indeksa ekstremne vred-
nosti i visokih kvantila. Takodje od interesa je posebna ocena kvantila i
njena brzina konvergencije u slucajevima Pareto, uopstene Pareto i Gama
raspodele.

U prvom poglavlju ove disertacije bi¢e predstavljeni, ve¢ poznati u litera-
turi, intervali poverenja za sredinu, disperziju i binomnu proporciju (prob-
lem jednog uzorka), kao i za razliku sredina, disperzija i proporcija (prob-
lem dva uzorka). Pri tome ¢e biti koriséena literatura: Zhou i Dinh, 2005,
Johnson, 1978, Hall, 1992a,b, Chen, 1995, Zhou i Gao, 2000, Zhou et al.,
1997. Analiza razlicitih intervala poverenja za razliku proporcija i njihovo
poredenje jeste predmet publikovanog rada Raji¢ i Stanojevi¢, 2011. Posebna
paznaja bi¢e posvecena analizi pokrivenosti intervala poverenja za koli¢nik
disperzija dva uzorka. Naime, za odgovarajucu t-statistiku bice nadjen Edge-
worthov razvoj te statistike i analizira¢e se pokrivenost intervala dobijenih
odgovaraju¢im transformacijama i postojeteg F-intervala, sto je jedan od
originalnih rezultata ove disertacije, publikovan u radu Cojbaéié i Stano-
jevi¢, 2013. Simulacijom razlicitih tipova asimetri¢nih raspodela i razli¢itih
parova velicina uzoraka, bi¢e analiziran problem pokrivenosti i preporucen
najbolji interval, takodje rezultat publikovan u radu Cojbaéié i Stanojevic,
2013. Na kraju prvog poglavlja bi¢e predstavljen jos jedan od originalnih
publikovanih rezultata disertacije, prezentovanje predlozenih metoda na po-
dacima iz osiguranja. Bice koris¢éena sledeca literatura: Gnedenko, 1943, de
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Haan, 1970, Ferreira et al., 2003, Matthys i Beirlant, 2003, Danielsson et al.,
2001, Dekkers i de Haan, 1993, de Haan i Resnick, 1980, Pickands, 1975,
Dekkers et al., 1975 i drugi.

U drugom i tre¢em poglavlju ove disertacije bi¢e predstavljene postojece
ocene i intervali poverenja za indeks ekstremne vrednosti i visoke kvanti-
le. Naime, u drugom poglavlju bi¢e analizirane metode za dobijanje ocena
pomenutih parametara: metoda ekstremne vrednosti, POT metod i Q(vantil)
bazirani metod, koji ukljucuje Hillovu ocenu, Pickandsovu ocenu, ocenu mo-
menta i ocenu maksimalne verodostojnosti. Za te ocene bic¢e analizirani uslovi
za slabu i jaku konzistentnost, kao i asimtotska svojstva ocena indeksa ek-
stremne vrednosti i bi¢e date odgovarajuce teoreme i za konvergenciju ocena
visokih kvantila. Na kraju drugog poglavlja bi¢e data i MVRB ocena in-
deksa ekstremne vrednosti i visokih kvantila, koja ukljucuje i analizu joS
nekih parametara drugog reda i bi¢e dato poredenje postoje¢ih ocena. Ko-
risti¢e se sledeca literatura: Gnedenko, 1943, de Haan, 1970, Ferreira et al.,
2003, Matthys i Beirlant, 2003, Danielsson et al., 2001, Dekkers i de Haan,
1993, de Haan i Resnick, 1980, Pickands, 1975, Dekkers et al., 1975 i drugi.

U cetvrtom poglavlju ove disertacije, u okviru prvog odeljka, bi¢e dati osnovni
principi velikog odstupanja, osnovna teorema ove oblasti, teorema Kramera,
kao i uopstenje na prostoru R* u vidu Gartner-Ellisove teoreme i bic¢e dat
princip kontrakcije, ¢ije je uopstenje na topoloskom prostoru dato u okviru
poslednjeg, treceg odeljka ovog poglavlja. Koristice se sledeca literatura:
Morters, 2008, Jin u C.Fu, 2002, Buckwel, 1990, Dembo i Zeitoni, 1998,
Deuschel i Stroock, 1989 i Puhalskii, 2000. Primena izlozene teorije ve-
likog odstupanja bi¢e data u okviru drugog odeljka ovog poglavlja. Naime,
bi¢e data primena na visokim kvantilima, u okviru teoreme, za direktno-
simuliranu ocenu kvantila, u slucaju strogo rastuce funkcije raspodele za
negativno zavisne sluc¢ajne promenljive. Ista teorema bi¢e primenjena za do-
bijanje brzine konvergencije spomenute ocene, u slucaju Pareto raspodele,
kao i za njeno uopsStenje, na uopstenoj Pareto raspodeli i takode na Gama
raspodeli. Dobijeni rezultati su publikovani u radu Stanojevi¢, 2014 i pred-
stavljaju originalne rezultate ove disertacije. I na kraju, u tre¢em odeljku
ovog cetvrtog poglavlja, bi¢e razmatrana konvergencija u velikom odstupanju
u topoloskom Tihonovljevom prostoru. Radi razumevanja, prvo ¢e biti dati
pojmovi kao Sto su idempotentna mera i idempotentna integracija, nezavi-
snost idempotentnih velicina, mera Luzina, FEy-gornje i FEy-donje
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semineprekidne funkcije, kao i jos neki pojmovi kljucni za razumevanje ovog
odeljka. Osnovni razlog za izdvajanje definicija i teorema u ovom odeljku,
koje su tehnicke prirode, lezi upravo u Teoremi 4.3.5, a moze se iskoristiti za
definiciju pojma konvergencije u velikom odstupanju, koja je identi¢na defini-
ciji principa velikog odstupanja. Naime, konvergencija u velikom odstupanju
na Tihonovljevom prostoru jeste ekvivalentna principu velikog odstupanja
(koji je razmatran u prvom odeljku ovog pogavlja). I na kraju treba reci
da ¢e u pojedinim delovima ovog poglavlja, uz odgovarajuce teoreme, biti
data sugestija sa mogué¢im uopstenjima, koja mogu predstavljati jedan od
mogucih pravaca daljeg istrazivanja.
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Glava 1

Intervalno ocenjivanje sredine,
disperzije i binomne proporcije

1.1 Intervali poverenja sredine za probleme
jednog i dva uzorka

U ovom odeljku biée re¢i o nekim postojeéim tehnikama za testiranje sre-
dine (problem jednog uzorka) i razlike sredina (problem dva uzorka), koje se
baziraju na t-statistici i bootstrap-t statistici, kao i o novim metodama (koje
su predlozili Zhou i Dinh, 2005). Kako su dosadasnja israzivanja pokazala
da novi intervali poverenja pokazuju bolju mo¢ pokrivanja i manju Sirinu
intervala, oni se predlazu za upotrebu. Takode su u ovom delu rada analizi-
rani intervali poverenja kada su u pitanju podaci iz asimetri¢ne i pozitivno
asimetri¢ne raspodele, koji su ve¢ poznati u literaturi. Pogledati na primer,
Johnson, 1978, Hall, 1992b, Efron i Tibshirani, 1993, Zhou i Gao, 2000.

U ovoj disertaciji se koriste slede¢e oznake: slucajne promenljive X,
X, ..., X, koje su nezavisne i jednako raspodeljene, skra¢eno u oznaci i.i.d.
slucajne promenljive, uzoracka sredina X = %2?21 X;, uzoracka disperzija
5‘2 = 15" (X; — X)?, korigovana uzoracka disperzija $* = = 3" | (X, —
X)? (koja je nepristrasna ocena disperzije raspodele iz koje je uzet uzorak).

Takode, gustina slucajne promenljive Z ~ N(0,1), sa standardnom nor-
z2
malnom raspodelom, je ¢(x) = \/szﬂe_*, x € R, dok je njena funkcija

raspodele ®(z) = P(Z < z) = ffoo o(t)dt, z € R. Njeno matematicko
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ocekivanje i disperzija su redom, 0 i 1. Standardna normalna raspodela je
primer simetricne raspodele, tj. f(x) = f(—=z), gde je f gustina raspodele.
Raspodela sluc¢ajne promenljive X za koju vazi EX?® > 0 (EX?3 < 0) jeste
pozitivno (odnosno negativno) asimetri¢na raspodela. Odgovarajuéi kvantili
se nazivaju percentili raspodele. Tako je odgovaraju¢i percentil z,, kvan-
til normalne raspodele za koji vazi: ®(z,) = P(Z < z4) = 1 — a, tj.
P(Z > z,) = a, dok je t,, kvantil Studentove raspodele, sa n stepeni
slobode, za koji vazi: P(T > t,.) = a.

1.1.1 Postojece metode za problem jednog uzorka

Neka su Xy, Xy, ...X,, i.i.d. iz raspodele sa matematickim ocekivanjem p i
disperzijom o2. Interval poverenja za p, koji se najcesée koristi u literaturi
i praksi, kada je disperzija nepoznata, cak i kada je velicina uzorka mala
(n < 30), bazira se na t-statistici, predlozio je Student, 1908. Statistika je

oblika: o
T = m (1.1)

Odgovarajuéi (1 — «)100% dvostrani interval poverenja za pu, baziran na t-
statistici (1.1) je oblika:

<7 — n_l/ztnfLa/QS, X + n_l/Qtnfl,a/25> )

gde je t,,_1,4/2 odgovarajuéi percentil Studentove raspodele sa (n— 1) stepeni
slobode. Odgovarajuéi jednostrani intervali poverenja su oblika:

< - o0, y + n_l/Qtn—l,aS)a

(7 — n_l/2tn_17a5’, —|—oo>.

U slucaju kada je disperzija poznata, koristi se normalna raspodela, i odgo-
varajuéi dvostrani interval poverenja jeste:

<7 — n_l/zza/ga, X + n_l/Qza/ga> ,
dok su jednostrani intervali:

( — 00, X + n*mzaa),
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<7 — n_l/Qzaa, +oo>.
Za velike uzorke, odgovarajudi interval poverenja je:

(7— n_1/2za/25,7+n_l/Qza/QS>. (1.2)

U literaturi je ve¢ poznato da je verovatnoc¢a pokrivanja poslednjeg intervala
tacno 1 — a. U slucaju kada je re¢ o podacima koji poticu iz raspodele koja
nije normalna, verovatnoc¢a pokrivanja je priblizno 1 — a. Mnogi autori, kao
na primer Gayen, 1949, Barrett i Goldsmith, 1976, Johnson, 1978, Chen, 1995
i Boos i Hughes-Oliver, 2000, ispitivali su mo¢ pokrivanja za interval (1.2)
u zavisnosti od asimetrije raspodele (engleski: skewness) i veli¢ine uzorka.
Pronasli su da je za t-interval ona slaba, u slu¢aju asimetri¢nih raspodela, a
da se popravlja sa rastom veli¢ine uzorka.

Za ocenjivanje sredine uzorka u slucaju asimetri¢nih raspodela predlozena
su tri pristupa. Prvi pristup jeste interval poverenja (1.2), koji se dobija
koriste¢i centralnu grani¢nu teoremu. Drugi pristip koji se koristi bazira se
na transformaciji postoje¢ih podataka. Od svih transformacija najcesce se
koristi logaritamska funkcija. Tre¢i pristup podrazumeva koriS¢enje nepara-
metarskih metoda.

Svaki od ova tri pristupa ima svoje slabosti. Pri znacajnom odstupanju od
normalnosti, pristup baziran na t-statistici je mnogo robusan (videti Boos
i Hughes-Oliver, 2000). Za aproksimaciju u (1.2) centralna grani¢na teo-
rema ne daje odgovor kolika veli¢ina uzorka n treba da bude, ve¢ to zavisi od
asimetrije i nesto manje od spljostenosti (engleski: kurtosis) raspodele (videti
Barret i Goldsmith, 1976, Boss i Hughes-Oliver, 2000). Drugi pristup, ocen-
jivanje sredine za problem jednog uzorka na transformisanoj skali, nije uvek
isto sa ocenjivanjem na originalnoj skali, zato pristup transformacije uzorka
moze biti neodgovarajuéi (pogledati Zhou et al., 1997). Nedostatak treceg
pristupa je Sto se kod neparametarskih metoda analizira medijana a ne sre-
dina.

Za problem jednog uzorka Johnson, 1978, Hall, 1992b i Chen, 1995 su na-
jvise istrazivali modifikaciju ¢-statistike, kako bi se uklonio efekat asimetrije.
Pristup je baziran na Edgeworthovom razvoju (videti Hall, 1992a). Oni su
pokazali, da kada je veli¢ina uzorka mala i kada je raspodela asimetri¢na,
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t-statistika treba da bude zamenjena slede¢om statistikom:

b= {0+ gl g (K (sm)

gde je i3 ocena treceg centralnog momenta.

Ako je U = (X — u)/S, Edgeworthov razvoj raspodele U statistike (videti
Hall, 1992b) je:

P(nl/ZU <z)=9®(z)+ n_l/z'y(ax2 +b)o(z) + O(n™1),

gde sua =1/31b=1/6, v je koeficijent asimetrije koji treba da se oceni.
Hall, 1992b je predlozio dve transformacije:

1
T, =T(U)=U+ayU? + §a2/7\2U3 +n b, (1.3)

Ty = To(U) = (2an~"%3) {2 "V — 1} + n 3. (1.4)

Ove transformacije zadovoljavaju da je T'(U) ~ U, za U u okolini nule i
T(0) = 0 (osim za n~107), pogledati Hoaglin, 1985.

Zhou i Dinh, 2005 su predlozili novu, jednostavniju transformaciju:
Ty = Ty(U) = U+ U2+ %U3 bl (1.5)
(1 — a)100% interval poverenja za sredinu p je oblika:
X =T (nVPop)S < p < X =T (07221 0p) S,

gde su T,7'(-), i = 1,2,3, inverzne funkcije funkcija Tj(-), koje se mogu

analiticki resiti i imaju slede¢i oblik:

I O I R ) CO
TN (t) = (2 n*l/%) n{Q% 1725 ( nléa)+1},

TNt = {1+3<t— 1%&)}1/3—1
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Hall, 1992b, Zhou i Gao, 2000 i drugi, proucavali su valjanost metode transfo-
rmacija. Obimne simulacije dali su Zhou i Dinh, 2005, kako bi uporedili ove
metode sa postoje¢im metodama. Pokazali su da bootstrap-t intervali daju
konzistentan i dobar rezultat, u smislu verovatnoc¢e pokrivanja. U sledec¢em
odeljku dato je detaljnije objasnjenje bootstrap principa i ra¢una na osnovu
njega. Ovde je dovoljno reé¢i da je taj princip analogan principu 'Ruske
lutke babuske’, gde se na primer karakteristika broja pega na pocetnoj lutki
racuna kao funkcija broja pega na dve sledece lutke, koje se izvlace iz pocetne.
Naime, ako se sa Yo oznaci populacija, izvlaci se slo¢ajan uzorak y iz yo i
uzorak x* iz uzorka y i dalje se vrsi izracunavanje. Sa bootstrap-t intervalom
uporedive su metoda koja koristi 73 transformaciju ili 77 transformaciju, i
pokazano je da su te metode ponekad bolje. Za uzorke obima veceg od 100,
interval baziran na T3 transformaciji daje uzu pokrivenost u smislu srednje
duzine intervala poverenja, u poredenju sa bootstrap-t intervalom i inter-
valom baziranim na 7} transformaciji. Utvrdeno je da je uobicajeni-¢ inter-
val neadekvatan, u slucaju kada je koeficijent 7/+/n veéi od 0,3. Stoga se za
podatke iz znatno asimetricnih raspodela i za relativno male veli¢ine uzorka
(7/+/n > 0,3), intervali bazirani na 7Ty ili T3 transformaciji ili bootstrap-t
intervali, preporuc¢uju u odnosu na standardni ¢-interval.

1.1.2 Jednostrani intervali poverenja za sredinu pozi-
tivno asimetri¢cne raspodele. Testiranje sredine
asimetri¢ne raspodele

Jednostrani intervali poverenja za sredinu pozitivno asimetric¢ne
raspodele

U ovom odeljku bi¢e razmatrani jednostrani intervali poverenja za sredinu
i njihova verovatnoc¢a pokrivanja, u slucaju asimetri¢nih raspodela. Inter-
vali su konstruisani koriste¢i Hallovu i Johnsonovu transformaciju i bootstrap
metod. Dalje su dati ve¢ poznati rezultati, da donje krajnji interval pov-
erenja dobijen na osnovu Hallove transformacije pokazuje bolju verovatnocu
pokrivanja od onog baziranog na Johnsonovoj transformaciji, dok Hallov
gornje krajnji interval poverenja ima slabu verovatnoc¢u pokrivanja. Takode
je pokazano kroz simulacije da je i za gornji i donji krajnji interval poverenja
najveca verovatnoca pokrivanja kada se koristi bootstrap metod i Hallova
transformacija.
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Vet je receno da je standardni ¢-interval:

Ay = <7 —n Pt 10 S X + n_l/Qtn—l,a/QS>'

U slucaju kada podaci poticu iz pozitivnho asimetricne raspodele problem
sa standardnim ¢ intervalom je to Sto se bazira na asimptotski normalnoj
aproksimaciji, koja moze biti potpuno neadekvatna. Bez pretpostavke o ob-
liku raspodele, Johnson, 1978 je predlozio transformaciju za korigovanje pris-
trasnosti i asimetrije raspodele. Hall, 1992b je istakao da Johnsonova trans-
formacija nije monotona, niti invertibilna, i predlozio je monotonu transfor-
maciju za eliminisanje asimetricnosti raspodele. Njegova metoda koriguje
prvi ¢lan u Edgeworthovom razvoju raspodele t-statistike. Ideja je da se
transformise ¢-statistika u drugu, cija je raspodela aproksimativno normalna.
Hall, 1992b je pokazao da donje krajnji interval poverenja baziran na njegovoj
transformaciji moze dati visoku verovatno¢u pokrivanja za sredinu mnogih
asimetri¢nih raspodela. ITako Johnsonova transformacija nije invertibilna,
Abramovitch i Singh, 1985 su pokazali da je ona invertibilna do na n=/? i
iskoristili su je za konstrukciju intervala poverenja sredine.

Dalje ¢e biti razmatrana Johnsonova i Hallova transformacija i bootstrap
metod, za konstrukciju jednostranog, (1 — «)100% intervala poverenja za
sredinu pozitivno asimetri¢ne raspodele.

Neka je X1, ..., X, slucajan uzorak iz pozitivno asimetri¢ne raspodele sa sredi-
nom p i disperzijom o2. Ako se ignorise asimetri¢nost raspodele, moze se
konstruisati interval poverenja baziran na t-statistici:

7 V(X —p)
S '
Ako je raspodela slucajne promenljive X apsolutno neprekidna i ako je

E(X%) < 400, Edgeworthov razvoj raspodele statistike 7' (videti Barndorff-
Nielsen i Cox, 1989, Bhattacharya i Ghosh, 1978) je:

P(T < z) = ®(z) + n~Y?y(az? + b)o(x) + O(n™Y), (1.6)

gdesua=1/3,b=1/61~v = E(X — u)/o)? je koeficijent asimetrije. Iz
jednakosti (1.6) se moze videti da tacnost normalne aproksimacije raspodele
statistike T' zavisi od koeficijenta asimetrije .

(1 — @)100% interval poverenja baziran na statistici T jeste Ay, za koji vazi:

P(peA)=1—a+0n"?).
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U cilju eliminisanja efekta asimetrije v, Hall, 1992b je predlozio transforma-
ciju statistike T', koja je oblika:

g(T) =T +n?3(aT? + b) + n~'(1/3)(a7)*T°,

gde je:

1 ~

7= XS
Ova transformacija je monotona i njena inverzna funkcija je:

T =g " (x) =n"(@y) (1 + 367 (n™" 2 — nT'07)) " — 1],
za koju je pokazano da vazi:
P(g(T) < z) = ®(z) + O(n71). (1.7)

Gornje krajnji (1 — «)100% interval poverenja za pu, baziran na inverznoj
transformaciji, je oblika:

A+ = (—oo,y — n_l/QS*g_l(za)),

i donje krajnji (1 — a)100% interval poverenja za p, baziran na inverznoj
transformaciji, je oblika:

A—= (7 — n_l/QS*g_l(zl_a), +00).

Koristeéi jednakost (1.7), moze se pokazati da je verovatnoca pokrivanja
intervala poverenja:

P(pe+) = 1—a+0(n™),
Puehi—) = 1—a+0(n™).

Umesto kori§¢enja normalne raspodele, Hall, 1992b, Efron i Tibshirani, 1993
su predlozili da se koristi bootstrap pristup za odredivanje empirijskog 100a-
tog percentila raspodele statistike g(7"), bez pretpostavki o obliku raspodele.
Neka je x* = (X7, ..., X}}) slucajni uzorak veli¢ine n, izvucen sa ponavljanjem
iz originalnog uzorka y = (X1, ..., X;,). Neka je ¢*(T™) bootstrap verzija sta-
tistike ¢g(7") izraCunata na osnovu uzorka x*. Raspodela statistike g*(7™) se
naziva bootstrap raspodela statistike (7). Neka je ® 100a-ti percentil boot-
strap raspodele statistike g(7"). On se izracunava na sledeéi nacin. Generise
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se B bootstrap uzoraka, za b-ti uzorak (X3?, ..., X*) se racuna bootstrap verz-
ija statistike g(7"), u oznaci:

g(T) =Ty +n" 235 (a(T7)? + b) +n~ ' (1/3)(a%) (T3,

gde su iy = (1/n) >0, X7, (67)% = (1/n) 2o, (X[° — 1ip)?,

5= (1) S0, (X = )/ (33 1 Ty = ni (i — ) /3. U slucaju kada je
Ba ceo broj, ') je Ba-ta najveéa vrednost od ¢*(T*),. U slucaju kada Ba
nije ceo broj, @) je k-ta najveca vrednost od ¢g*(7%),, gde je k najveéi ceo
broj manji ili jednak od (B + 1)a. Gornje krajnji interval poverenja, baziran
na bootstrap metodu, je:

A+ = ( — 00, X —n 128%g7! <ﬂa)>>,
dok je donje krajnji interval poverenja:
Ay— = (Y - n_1/28*9_1 ({(1—@) , —l—oo).

Oba intervala As— i Ao+ imaju gresku verovatnoce pokrivanja reda n=3/2,

manju od one date koris¢enjem transformacija. Vazi:
P(p€Ayt) = 1—a+0(n3?),
PlpeA—) = 1—a+0n3?).
Dokaz se moze pogledati u Zhou i Gao, 2000.

U radu Zhou i Gao, 2000 je takode sugerisana alternativna transformacija
koja uklanjanja ¢lan n~!(a7¥)?*T?/3 iz Hallove transformacije, i ona je oblika:

gi(T) =T +n"?3(al? + b).

Ovu transformaciju je zapravo predlozio Johnson, 1978 i dalje su je proucavali
Abramovich i Singh, 1985. Oni su pokazali da je, do na n~'/2, resenje
jednacine g;(T") = = oblika:

g7t (2) = 2 — n" Y5 (ax® + b).

Gornje krajnji i donje krajnji (1 — «)100% intervali poverenja za pu, bazirani
na Johnsonovoj transformaciji, su:

Ag+ = (=00, X —n 125%g7(2,)),

Ag— = (X —n V2597 (21-q), +00).
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Gornje krajnji i donje krajnji (1 —a)100% intervali poverenja, kada se koristi
bootstrap metod i Johnsonova transformacija, su:

At = (=00, X —n 257 g7 1 (T1)),
A= = (X =0 2877 (@), +00),

gde je ﬂ“) 100a-ti percentil bootstrap raspodele statistike g;(7"). Treba na-
glasiti da postoji potencijalni problem sa ovom bootstrap metodom, iz ra-
zloga $to ¢1(7T) nije monotona transformacija. U radu Zhou i Gao, 2000
je pokazano da ako je tla) + Zﬁ“‘) > \a/—?, Sto se desava u slucajevima kada
je mala velicina uzoraka i velika asimetrija, tada bootstrap u kombinaciji sa
Johnsonovom transformacijom moze dati pogresan dvostrani interval povere-
nja, ¢ija je donja krajnja tacka veca od gornje krajnje tacke. Jos je primecéeno,
iz razloga sto je z, + 21_o = 0, da Johnsonova transformacija, koja se bazira
na normalnim percentilima, nema navedeni problem.

Simulacije u radu Zhou i Gao, 2000 pokazuju da za male uzorke Hallova
transformacija daje dobru verovatnoc¢u pokrivanja za donje krajnje intervale
poverenja, dok gornje krajnji intervali poverenja imaju slabu verovatnocéu
pokrivanja. Hallova transformacija u kombinaciji sa bootstrap metodom
poboljsava vrednost verovatnoc¢e pokrivanja u odnosu na Hallovu originalnu
metodu za gornje i donje krajnje intervale poverenja i ima najbolju vero-
vatnoéu pokrivanja i za gornje i donje krajnje intervale poverenja, medu
svim metodama razmatranim u radu. Kao Sto je i oc¢ekivano, verovatnoca
pokrivanja i transformisanih intervala i njihovih bootstrap verzija, opada sa
porastom asimetrije.

Testiranje sredine asimetri¢ne raspodele

Standardna statistika za testiranje sredine za raspodelu koja nije normalna,
u slucaju kada je o poznato i velicina uzorka velika, jeste \/n(X — u)/o,
dok je u slucaju sa nepoznatim o test statistika dobro poznata Studentova
t statistika, \/n(X — p)/S. Kao §to je re¢eno, kada je velicina uzorka mala
i polazna raspodela asimetricna, Johnson, 1978 je predlozio da se statistika
V(X — p)/S zameni statistikom:

e b T 1 G IR R

60%n 304

gde je us treéi centralni momenat.
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Parametri pu3 i 02 iz (1.8) se ocenjuju sa uzorackim tre¢im centralnim mo-
mentom Ji3 i korigovanom uzorackom disperzijom S2. Za testiranje hipoteze
Hy : = po, Johnsonova t-statistika je oblika:

ty = {(7— to) + 6:15‘;271 + %(7_ N0)2}<52/n) —1/2

Sutton, 1993 je, koriste¢i Monte Karlo analizu za asimetri¢ne raspodele
(Eksponencijalnu, Gama, x?, Weibullovu i Lognormalnu) proucavao Stu-
dentov ¢-test i Johnsonov test. Zakljucio je da je u mnogim slucajevima
povecanje verovatnoce pokrivanja Jonsonovog testa u odnosu na t-test ve-
liko. Takode je potvrdio da se Johnsonova procedura moze koristiti umesto
t-testa kod jednostranih testova, kada je polazna raspodela asimetri¢na, dok
je procedura neadekvatna kada je asimetrija velika i velicina uzorka mala.
Zbog slabe verovatnoce pokrivanja testa predlozen je kompozitni test, ¢ija se
kriticna oblast sastoji od unije kriticne oblasti Johnsonovog testa i dva boot-
strap testa zasnovana na Johnsonovoj modifikovanoj ¢-statistici. Pokazano je
da se kompozitni test bolje ponasa od Jonsonovog testa u mnogim slucajevima.
Monte Karlo analiza je pokazala da je oblast odbacivanja najbolja za
a=0,011a=0,05 (pogledati Noreen, 1989).

Sutton je istrazivao mnoge metode kako bi unapredio Jonsonovu proceduru.
Predlozio je odbacivanje hipoteze Hy : u = po naspram Hy : pu > po sa
nivoom znacajnosti o, ako je ity > tp_14 1 ta/Sty . > 2a, ili {(n —1)/(n —
3)} /%5 /St 00 > th-1.a, gde je Si,p, bootstrap standardna devijacija statistike
tg.

Prilikom testiranja Ho : g = 1o naspram Hy : p > po, moze se koristiti i
sledeéi Edgeworthov razvoj statistike /n(X — u)/S:

V(X —p) 1
P{ N

/ﬁ\l(l + 2:162)} =d(z)+ o(n_l/Q),

gde su:
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Oblast odbacivanja H je:

V(X = p0) /S > 2o —

1 ~
222 + 1),
gde z, zadovoljava: ®(z,) =1 — a.
Kako kriticna tacka prethodne oblasti odluc¢ivanja zavisi od koeficijenta asi-
metrije, predlozena je sledeca test statistika:

ts =t 4 a(l + 2t%) + 4a’(t + 2t%),
za a = Bl/(fi\/ﬁ) it=n(X—pp)/S, koja se moze koristiti i u slu¢aju kada

je veli¢ina uzorka mala.

Tako je nova oblast odbacivanja: t3 > z,, za testiranje Hy : i = jio naspram
Hy @ p > po, za sredinu pozitivno asimetri¢ne raspodele, sa blago visokim
ili visokim koeficijentom asimetrije i kada je veli¢ina uzorka mala. Monte
Karlo simulacije su pokazale da, kada je velicina uzorka mala, t3 test je
mnogo precizniji i mo¢niji od Johnsonovog testa, ¢ak i u slucajevima kada
je raspodela manje asimetri¢cna od eksponencijalne (pogledati Chen, 1995).
Treba primetiti da je statistika ¢3 modifikacija standardne ¢ statistike i John-
sonove to statistike. Simulacije su takode pokazale da kada polazna raspodela
ima veoma visok pozitivan koeficijent asimetrije, Jonsonov test i Suttonova
modifikacija mogu imati veliku gresku prve vrste, dok se 3 test pokazao
dobrim. On je i jednostavniji za primenu od Suttonove procedure.

1.1.3 Problem dva uzorka. Edgeworthov
razvo]j t-statistike
Ako su disperzije datih uzoraka iz dve populacije sa normalnim raspodelama

poznate, odgovarajuc¢i dvostrani interval poverenja za razliku sredina gy — o

je oblika:

O'
<X1 XQ—ZQ/len_‘i‘_Z Xl X2+Za/2 + >
1

gde su nq iney veli¢ine uzoraka, dok se jednostrani intervali poverenja dobijaju
iz jednakosti:

P(71 - X, - (1 — p2)

2 2
914 %

> zl,a> =1-aq,

n1 no
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Xy — Xy — (4 —
P( ! 2~ (m M2)<za>:1—o¢,
ni ' ng
gde je X, sredina prvog uzorka {Xi, ..., Xi,,} i X» sredina dugog uzorka
{Xa1, ..., Xon, }. Uslucaju kada su disperzije nepoznate a uzorci velike veli¢ine

(ny > 30,m2 > 30), odgovarajuéi interval poverenja baziran na centralnoj
grani¢noj teoremi, za razliku sredina p; — ps je oblika:

Sz 52
<X1 XQ—ZQ/Q —+n— X1 X2+Za/2 ——|— ) (19)
2

gde su S? i 52 odgovarajuée korigovane uzoracke disperzije, dok ako je velicina
jednog ili oba uzorka mala, disperzije nisu poznate, tada se pretpostavlja da
su jednake, i koristi se interval:

(71 - - nlng\l n1+n2 2,00/25

Xl - X2 +Sn1 M2 n1+n2 2a/2
gde je:
o (m—1)S7 +(ng — 1)53
nnz n1+n2—2 ’

1 tp,4ns—2,a/2 je odgovarajuci percentil Studentove raspodele, tj.

P{ - tn1+n2—2,a/2 < tn1+n272 < tn1+n2—2,a/2} =1- Q,

gde je:

71 —72 - (Ml —Mz)

tn1+n2—2 = 1 1
thnz\/ n + na

Jednostrani (1 — «)100% intervali nalaze se iz jednakosti:

P(tn1+n2_2 > _tn1+n2—2,0<) = l-o,

P(tniny—2 <tnjgny2qa) = 1—a

Analogno problemu jednog uzorka, sada za problem dva uzorka standardna
t-statistika je:

X, — Xy — (1 —
po XX =) (1.10)
5§, 5
ni no
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gde su n; i ny veli¢ine uzoraka. Odgovarajuci t-interval poverenja za razliku
sredina p; — o, veé¢ poznat u literaturi, je:

St 53

- - 52
(Xl_XZ_tu,a/Q — +
n

— — S2
_7X1_X2+tl/,a/2 _+_2>, (111)
N9 m L)

za Vv = nj + ny — 2, a odgovarajuéi interval poverenja za velike uzorke ve¢
spomenut, je (1.9).

Za reSavenje problema dva uzorka takode se mogu koristiti prethodno opisana
tri pristupa. Koris¢enje centralne grani¢ne teoreme za dobijanje intervala
poverenja (1.9) jeste prvi pristup. Transformacije posmatranih podataka
i koris¢enje sredina transformisanih podataka, kako bi se umanjio efekat
asimetrije, jeste drugi mogudi pristup. Koris¢enje standardnih neparame-
tarskih metoda, kao sto je Wilcoxon test, jeste trec¢i pristup, slicno problemu
jednog uzorka.

Nedostaci svakog pristupa ponaosob su sledeé¢i. Simulacije pokazuju da
pokrivenost intervala poverenja datog u (1.11) zavisi od relativnog koefici-
jenta asimetrije dva uzorka (pogledati Zhou i Dinh, 2005). Drugi pristup, te-
stiranje razlike sredina na transformisanoj skali, nije uvek isto sa testiranjem
na originalnoj skali, zato pristup transformacije uzoraka moze biti neodgo-
varajuéi (pogledati Zhou et al., 1997). Treéi pristup, koriséenje Wilcoxon
testa, ima nedostatak sto je to test za jednakost raspodela, nije test za je-
dnakost sredina, osim u slucaju kada posmatrane raspodele imaju isti oblik.

U ovom odeljku bi¢e analizirane transformacije 7Ty, 15 i T3, predstavljene za
problem jednog uzorka, sada za problem dva uzorka. U cilju dobijanja bolje
pokrivenosti, u slucaju asimetri¢nih raspodela, interval poverenja baziran na
t-statistici moze se modifikovati. Neka su Xi1, Xio , ... , Xip, 1 Xo1, Xoo,

, Xop, 1.i.d. slucajne velicine redom iz raspodele F', sa sredinom g,
disperzijom o2, koeficijentom asimetrije 7, i iz raspodele G, sa sredinom iy,
disperzijom o2 i koeficijentom asimetrije 75. Neka su X; = n% Z;L=1 X i
512 =1 Z;LZ:I(X’L] —Yi)z, za 1 = ]_,2

n;—1

Teorema 1.1.1. (Zhou i Dinh, 2005) Neka je Axy = n1/(ny + na) = ny/N.
Pretpostavlja se da je \y = A+ O(N™") za neko r > 0. Za regqularne uslove
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(videti Hall,1992a), raspodela t-statistike date u (1.10) ima sledeéi razvoj:

P(T < z) = P(NY?U < x)

1 4 ; 1.12
— (I)(l‘) + \/—NE(QxZ + 1)¢($) + O(mem(l,r+1/2)>7 ( )
gde je:
2 2 |\ -3/2 ,43 3
— (&L %2 o171 0372
a=(3+1%) (B (1_A)2).

Slicno problemu jednog uzorka za a = 1/3, b = 1/6 i v = A, mogu se
definisati tri transformacije 73, i = 1,2, 3, date sa (1.3), (1.4) i (1.5), redom.
Ovde se mogu dati tri intervala poverenja za razliku sredina j; — p2, bazirana

2 2
na transformacijama, na sledeéi na¢in. Neka je 0 = i—i + % Tada je
(1 — @)100% interval poverenja za razliku sredina p; — pe dat sa:

X, —72—]\[1/27}_1 (NLl/QZa/QYU\g H1— 2 <X, —72—N1/2E_1 (jvil/z’zl*a/Q)a’

gde su T; *(-) inverzne funkcije funkcija T;(-), koje se mogu analiticki resiti:

0 = () sty ) ()
TN (t) = (Q%NWE)_I In {Z%Nmfl(t - N%E) + 1},
Tt = {1 + 3<t - N%E) }1/3 1

Ovde je A ocena koeficijenta A, za koji je:

(N/nl)QSf’% - (N/nz)QSS’%

A= /)52 + (Njng) STy

gde jezai1=1,2:

Uz

Vi = (n; — 17)157% —-2) Zl <Xij5: Xi>37

j=

Za konstrukciju intervala poverenja pomoc¢u normalne aproksimacije, koefi-
cijent A/v/'N (kao i v/+/n, za problem jednog uzorka) ima vaznu ulogu, $to
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je pokazano u radu Zhou i Dinh, 2005. Uobicajeni {-interval pokazuje dobre
rezultate u situaciji kada je A/v/N (5/4/n) manje od 0,3. Ako to nije slucaj,
t-interval se moze unaprediti koristec¢i bootstrap-t metod ili 17 ili T3 trans-
formacije. U Zhou i Dinh, 2005 je pokazano da je u slucaju asimetri¢nih
raspodela najbolja pokrivenost dobijena pomoc¢u bootstrap-t intervala. U
smislu duzine intervala najbolje rezultate daje T3 transformacija i preporucuje
se za asimetricne raspodele. Simulacije su takode pokazale da su trans-
formisani intervali bolji kada je koeficijent A pozitivan.

1.1.4 Testiranje razlike sredina dve raspodele, problem
dva uzorka

Problem dva uzorka je dosta prisutan u statistickoj praksi. Najces¢a pre-
tpostavka o dva uzorka je da oni dolaze iz nezavisnih populacija, sa norma-
Inom raspodelom, sa razli¢itim sredinama. U veéini slucajeva su disperzije
nepoznate i moraju se oceniti. Kada su ispunjene pretpostavke o jednakim
disperzijama koristi se pooled ocena zajednicke disperzije i test statistika ima
t raspodelu. Kada su razlicite disperzije, dve disperzije se ocenjuju odvojeno
i test statistika ne mora imati ta¢no ¢ raspodelu.

Neka su X1y, ..., X1, ~ N(ug,02) i Xot, .., Xon, ~ N(p2,03). Dalje ¢e biti
testirana razlika sredina dve nezavisne, normalne raspodele, tj. testira se
hipoteza Hy : iy — po = Lo = 0.

Slucaji kada su obe disperzije poznate ili obe nepoznate

Jasno je da je najjednostavniji slucaj kada su obe disperzije poznate. Tada
se koristi z-statistika koja je oblika:

X1 —Xy5— Ny

7 = :
% 4%
ni ng

Pod pretpostavkom hipoteze Hy, Z ima N(0, 1) raspodelu.

Naravno, komplikovaniji slucaj nastaje kada su disperzije nepoznate. Tada

z-test nije adekvatan za upotrebu, iz razloga sto disperzije moraju biti oce-

njene. Ako se pretpostavi da su disperzije jednake, 0? = 03 = 02, za ocenu



GLAVA 1. INTERVALNO OCENJIVANJE 18

o? se kombinuju dva uzorka. Test statistika je:
71 — 72 — AO

1 1y
\/Sﬁl,m(a +55)

koja ima tacno t raspodelu sa vy = nj + ngy — 2 stepeni slobode, pod pre-
tpostavkom hipoteze Hy, gde je S? L.n, Jedinstvena ocena disperzije o?, data
formulom:

7y =

2 (ni—1)S7+(ny —1)S3

ning

)

n1+n2—2

gde su S? i S2 korigovane uzoracke disperzije oba uzorka redom.

Dosta realniji slucaj je kada su dve disperzije razlicite, tj. of # o3. Ovo
je u literaturi poznato kao Behrens-Fisherov problem. U ovom slucaju test
statistika je:

. 71 — 72 — Ao

Zoy =
5,5
ni no
S2

. . 2 2 _ SQ 2 .,
koja nema tacno t raspodelu. Kako (7++472)7'(2L + 22) nema odgovarajucu
x? raspodelu, to je problem tezi za reSavanje. Satterthwaite, 1941, 1946
je predlozio metod koji aproksimira taénu raspodelu sa odgovarajué¢om x?

raspodelom i koriste¢i tu aproksimaciju dobija se:

2 2, -1 52 S2
o o
(@ 2) (D)
n1 %) n1 N9
Aproksimativna raspodela statistike Z5 je t raspodela sa U, stepeni slobode,
gde je:

~(SFSIN2(ST/na)? | (S3/ng)*\
2_<n_1+n_2> < ny — 1 + n2—1> ‘

2 —1
Kako je v = (Z—f + Z—z) <(051/Tl)2 + (Ungz/fi)Q) , Uy Se ocenjuje sa Us.

Slucaj kada je kolicnik disperzija poznat

U ovom slucaju pretpostavlja se da je kolicnik disperzija poznat, t;j.
o5/o? = ¢, za ¢ # 1. Kako statistika Z, uopste ne koristi informaciju
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da je kolicnik disperzija poznat, treba iskoristiti drugu statistiku. Moze se
primetiti da sledeca statistika ima standardnu normalnu raspodelu:

Zgzyl_le_AO.
SRV i

Jedini parametar koji treba oceniti u statistici Z3 je o1. Ako se iskoristi
transformacija Xo; := Xo;/c'/?, zai = 1,2, ..., ny, tada vazi da Xy, ..., Xo,, ~
N (pz/c?,0%). Odgovarajuca test statistika je oblika:
X, —X,— A
Zy=—1 2 0 (1.13)

el 1 c
Snl,nz ni + na

gde je S’Zlm uzoracka jedinstvena ocena disperzije za Xi;, @ = 1,...,n1 i
)~(2j, 7 =1,...,n9. Moze se pokazati da ta statistika ima tacno ¢ raspodelu
sa (ny + ng — 2) stepeni slobode. Analiza je sledeca. Statistika Z3 ima
standardnu normalnu raspodelu, (n; —1)5%/0% ima x? raspodelu sa (n; — 1)
stepeni slobode i (ny —1)52/02 ima x2 raspodelu sa (ny — 1) stepeni slobode,
gde je §22 korigovana uzoracka disperzija za )N(Qj, 7 =1,...,ny. Kako su dve
x? slucajne veli¢ine nezavisne, vazi:

2 (n1—1)S?  (ny—1)83

= 1.14
X ey (1.14)
_ (m-DSE (- 1)SF
- 0_% + CO'% ~ Xn1+n272'
Iz (1.13) i (1.14) dobija se test statistika (pogledati Sprott, 1993):
Z.
Zy = :

~ lny+ng—2-
[/ (n1 4y —2)J1/2 e
Za test statistiku Z; odgovarajuca pravila odlucivanja su sledeca:
e Ako je alternativna hipoteza Hy : uy — us # £\, onda je oblast odbaci-

Vanja Z4 > tn1+n2—2,o¢/2 ili Z4 < _tn1+n2—2,a/27

e Ako je alternativna hipoteza H; : pu; — o > £\, onda je oblast odbaci-
vanja Z4 > tn,4ny,—2,0,

e Ako je alternativna hipoteza H; : p; — o < £\g, onda je oblast odbaci-
vanja Z4 < —tp,4ny—2.a;

gde je odgovarajuca vrednost ¢, 1,2 o Uzeta iz tablice Studentove raspodele.
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1.2 Intervali poverenja za disperziju

Za intervalno ocenjivanje disperzije, u sluc¢aju jednog uzorka, postoje¢e metode
su zasnovane na x2-statistici (videti Pearson, 1900), a u slucaju dva uzorka,
kada se ocenjuje kolicnik disperzija, postoje¢e metode se baziraju na F-
statistici (videti Snedecor, 1934).

U ovom odeljku bi¢e dati intervali poverenja za nepoznatu disperziju, ra-
zliku disperzija i koliénik disperzija, baziranih na uobicajenoj t-statistici i
metodima ponovljenih uzoraka.

Moguce je konstruisati bootstrap-t interval bazirano na t-statistici, koji ima
krac¢u duzinu intervala (pogledati Beran, 1987, Bickel, 1992, Efron i Tibshi-
rani, 1993, Hall, 1988, Liu i Singh, 1987). Posle korekcije t-statistike moguce
je ukloniti efekat asimetrije i dobiti najbolju verovatnoc¢u pokrivanja. Takode
¢e biti sugerisane neke metode transformacija koje su dobijene Edgewortovim
razvojem t-statistike.

1.2.1 Intervali poverenja za disperziju, problem jednog
uzorka

Neka su X, ..., X,, i.i.d. iz raspodele F, sa sredinom g i disperzijom o2,

S§2=-L %" (X;—X)? korigovana uzoracka disperzija i Si=lyn (X5 — )2

U slucaju kada je pu poznato, kako statistika ”J% ima y? raspodelu sa n stepeni
slobode, dvostrani (1 — a)100% interval poverenja za disperziju je:

<n§2 ng >
X?m,a/Q’Xi,lfa/Q 7

dok je vazniji jednostrani interval poverenja oblika:

b )

72
Xn,lfa

gde je x2, odgovarajuéi kvantil x* raspodele sa n stepeni slobode, za koji
vaci P(x2 > x.,) = a. U slucaju kada je p nepoznato, kako statistika

(n—1)8?

—>— ima x* raspodelu sa (n — 1) stepeni slobode, dvostrani (1 — «)100%
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interval poverenja za disperziju je:

<(n —1)S* (n—1)52 )
Xi—l,a/z ’X%—1,1—a/2, ’

dok je jednostrani interval poverenja oblika:

[0 (n— 1)52)

72
Xn—l,l—a,

Intervali poverenja za disperziju su takode analizirani u radu Cojbaéié i To-
movié¢, 2007. Ovde se navode osnovne ideje iz tog rada.

Neka su X, ..., X, i.i.d. iz raspodele F, sa sredinom g i disperzijom o2

Ako je S? = ﬁ S (Xi — X)? korigovana uzoracka disperzija, poznato
je da statistika (n — 1)S?/0? ima x? raspodelu sa (n — 1) stepeni slobode.
Moguce je konstruisati interval poverenja za disperziju koriste¢i prethodnu
statistiku. Osnovna ideja je da se x? raspodela sa (n — 1) stepeni slobode
moze aproksimirati normalnom raspodelom sa parametrima n — 11 2(n —1).
Sledi, da za dovoljno veliko n, raspodela standardizovane promenljive:

7 _ (n—1)S*/o> - (n—1)  S5*—o¢?

V2(n—1) - Vvar(S?)

konvergira ka standardnoj normalnoj raspodeli. Za konstrukciju jednostra-
nog bootstrap-t intervala poverenja za disperziju o? razmatrana je statistika:

2 9
A (1.15)

Voar(5?)
gde je var(S?) konzistentna ocena disperzije S2.
(1 — @)100% jednostrani bootstrap-t interval za nepoznati parametar o? je

oblika:
Tnoor = (0, 5% — 119 /Tar(S?)),

gde je ¥ « percentil statistike 7%, date sa:
5«2* _ 0.2

Joar (57’

*
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gde je S?" bootstrap replika statistike S2.

t-statistika je od izuzetne vaznosti, jer ju je moguce modifikovati da bi se
uklonio efekat asimetrije i dobila najbolja verovatnoc¢a pokrivanja. Transfor-
macija se bazira na Edgeworthovom razvoju raspodele t-statistike. Dalje je
dat Edgeworthov razvoj statistike (1.15). Koristi¢e se uslov Kramera, koji
znaci da je limsupy, . [¢(t)| < 1, gde je 9(t) odgovarajuca karakteristicna
funkcija. Ovaj uslov vazi ukoliko je raspodela odgovarajuce slucajne veli¢ine
nesingularna, $to znaci da slucajna veli¢ina ima odgovarajuc¢u funkciju gus-
tine.

Teorema 1.2.1. (Cojbagi¢ i Tomovié, 2007) Ako je zadovoljen uslov
Kramera (pogledati Hall, 1992b) i ako je E(X?P) < +oo, tada raspodela t-
statistike date u jednakosti (1.15) ima sledeéi razvoj:

P(T < 2) = ®(z) + %q(x)aﬁ(fﬂ) + 0@,

gde je q(x) = %(Qﬁ +1) i My = E((1/n) Y1, X;?), gde su:

(X = X)?—((n—1)/n)o’
Xi - \/V 9

i=1,2,..,n, 2a V=E(X; —X)?— ((n—1)/n)o?)%

(1.16)

Dalje su istaknuti samo najvazniji koraci dokaza, dok se u navedenom radu
moze pogledati ceo dokaz.

Dokaz: Neka su sluéajne promenljive X; date izrazom (1.16). Tada se test
statistika (1.15) moze zapisati u obliku T' = /n — 1(Y;//Y2 — Y?), gde su
Vi=(1/n)> ", X;iYs=(1/n)> ", X;2 Definisana je statistika W,:

Wa = V= T(g )0~ 0) + 2L U)(Y: - U)

9Y>

11 0% 0?g
3 Loyr O = Ui + 25 (U) (Y = U)(%; = U)

e )]

+

gde je g(Y) =Y1/\/Yo =Y 1 E(V1,Y3) = U = (U1, Us) = (0,1). Dalje, za
statistiku

3 1
Wn=+vn— 1(§Y1 - §Y1Y2)
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je pokazano da vazi:

11
EW, = 2\/_M O(n™),
EW? = 1+0(n™),
W "Ly om,

2yn
i da je njena karakteristicna funkcija:
t2

vn(t) =exp () {1+ %m(m rom™),

. 1. 2 .

rqi(it) = —§M3(zt) - 6M3(2t)3.

Kako je ¢, (t) = fj;o e dP(W,, < z) ikako za standardnu normalnu raspodelu
vazi: e /2 = [T et2qd (), sledi da je T = W, + O(n~"), odakle rezultat
sledi. -

gde je:

U cilju eliminisanja asimetrije raspodele Cojbaéié i Tomovié¢, 2007 su isko-
ristili Hallovu ideju (Hall, 1992b) i analizirali su transformaciju ¢-statistike
koja ima oblik:

11—~

2 2773 |
T(U)=U+ MU +27MU+6nM3,

gde je ]\7:; ocena momenta M3.
Takode su predlozili novu transformaciju koja ima oblik:
1 e 1 1 -
T(U)=U+ §M3U2 + U + oM.

Transformisani (1 — «)100% intervali poverenja za disperziju o2, bazirani na
transformacijama 77 i Ts, su oblika:

)
In = (o, 52— \/ﬁ:/;l(%) mwz)),
gde su T; '(+), i = 1,2, inverzne funkcije funkcija T3(-), oblika:

_ 1~ 1~ 11/\/ 1/3 1/\/ -1
Tll(t):<§M3> {1+33M( 6nM3>} _<§M3> ’

T, ' (t) je jednako resenju jednacine T5(U) = t, ako ona ima jedno resenje, a
uzima se najmanje reSenje jednacine, ako ona ima tri realna resenja.
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1.2.2 Intervali poverenja za razliku disperzija, problem
dva uzorka

Neka su Xi1, X192, ..oy Xin, 1 Xo1, Xog, ..., Xop, 1.1.d., redom iz raspodele F', sa
sredinom g i disperzijom 0%, i raspodele G, sa sredinom s, i disperzijom

o3. Ako su korigovane uzoracke disperzije, S? = n11—1 S (X — X4)?,
S2 = n21—1 Z?’il(ng — X3)? i uzoracke sredine, X, = nll ot X, X, =
n% Z;Lil Xy;, iz prethodnog odeljka sledi da slucajne velicine:
S2 — o2
7 = Sod
Vvar(S7)
4 8o

Vvar(52)

konvergiraju ka standardnoj normalnoj raspodeli. Tada, razlika korigovanih
uzorackih disperzija ima aproksimativno normalnu raspodelu: S? — 57 ~
N (02 — 02, var(5?) +var(52)). Cojbasi¢ i Tomovié¢, 2007 su razmatrali boot-
strap-t i transformisane bootstrap-t intervale poverenja za razliku disperzija,
bazirane na statistici:

_ S 55— (0i —03)

 Jar(S2) + var(S2)

(1.17)

Takode su dali Edgeworthov razvoj t-statistike (1.17), o ¢emu govori sledeca
teorema.

Teorema 1.2.2. (Cojbasi¢ i Tomovié¢, 2007) Neka je Ay = n1 /N = ny/(ny+
ng) 1 pretpostavlja se da je Ay = A+ O(N™") za neko r > 0. Ako je ispu-
njen uslov Kramera (pogledati Hall, 1992a) i ako je E(XJ;) < +oo, raspodela
t-statistike date u jednakosti (1.17) ima sledeéi razvoj:

PT < 2) = 0(x) + —a(@)6(x) + O §mtirsrrs )

gde je funkcija q(x):

A
q(z) = £ (22° + 1),
“a- 3/2 x4 3/ 4 41
VP Moy JA2 — V3P My, /(1 — M)

A= T AT
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gde su M, = B((1/m) Y7, Xi3), M, = B((1/ne) X)) X5),
Xy = BsXO Dok |y, B((X, = X0 = (s = 1) /),

Treba istac¢i da su Cojbasi¢ i Tomovié, 2007 uoéili da se statistika (1.17) moze
napisati kao:

YivVi - Va1

T =
VAN (Ya = Y2) + (1a/(1 = An)) (Y — Y7)

Y

gde je:

I & 1 &
no= n_l.ZX”’YQ:n_l.ZX”’

j=1 7j=1

1 & 1 &
_ / _ /2
Y?) - n_221X2]7n_n_221X237

j= Jj=

i Ay =n1/N =ny/(n1+ny). Posle navedenog definisanja promenljivih dokaz
je analogan dokazu prethodne teoreme (pogledati takode Zhou i Dinh, 2005).
Kompletan dokaz moze se na¢i u Appendix A, rada Cojbasi¢ i Tomovié¢, 2007.

Dalje su dati dvostrani intervali poverenja za razliku disperzija, koriséenjem
transformacija 17 i T5, iz prethodnog odeljka. Posle generisanja B bootsrap
uzoraka, za svaki se moze izracunati vrednost statistike:

o ST ST (57— 5))
VT ST o (53)

gde je S¥ (i=1,2) bootstrap replika statistike S? i var(S?") (i=1,2) je ocena
disperzije statistike S?° (i=1,2) u bootstrap uzorku.

(1 — 2a)100% dvostrani bootstrap-t interval poverenja za razliku disperzija

2 2 4.

o= (S3=S3—T4) [5GT(S3) + TaT(S3), 53— 53—\ /@ (57) + 7ar(53) )

gde su $1=2) § 1) redom, 1 — v i « percentili statistike T*.
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(1 —2a)100% T3 interval poverenja, dobijen koriséenjem Hallove transforma-
cije, je:

/t\(lfa)
Ve

)sAe,Sf . \/NT11<?(Q) )sAe)

I, = (sf — 52— \/NT;I( o~

gde je:

0= () (- 19) - ()

A je ocena za A, 5e = \/var(52) + var(S2) i N = ny + n.

(1 —2)100% Ty interval poverenja je oblika:

st st -V (L )e),

Ty '(t) je jednako resenju jednacine T»(U) = t, ako ona ima jedno realno
reSenje, a ukoliko jednacina ima tri realna resenja razmatra se najmanje
od svih u sluc¢aju gornjeg ogranic¢enja, i najveée od svih u slu¢aju donjeg
ogranicenja.

Iy, = (S% - \/NT2‘1<

1.2.3 Pokrivenost intervala poverenja za koli¢nik
disperzija

U ovom odeljku bi¢e analizirana pokrivenost intervala poverenja za kolicnik
disperzija i bic¢e istaknute sve prednosti dobijenih intervala na osnovu trans-
formacija, nad postojec¢im intervalom najcesé¢e koriséenim u literaturi. Ana-
liza pokrivenosti navedenih intervala predstavlja jedan od originalnih rezul-
tata ove disertacije. Postoje¢e metode za intervalno ocenjivanje koli¢nika
disperzija baziraju se na FiSerovoj F-statistici. Ti intervali su jako osetljivi
u slucaju kada parametarske pretpostavke nisu ispunjene. Ovde su razma-
trani intervali poverenja bazirani na t-statistici, kada se moze modifikovati,
kako bi se uklonili efekti asimetrije. Zanimljive rezultate o intervalnim oce-
nama disperzije u sluc¢aju jednog i dva uzorka, koji mogu biti od koristi, dali
su Barham i Jeyaratnam, 1999, Abu-Shawiesh et al., 2011, Kittani i Zghoul,
2010, Cojbagi¢ i Tomovi¢, 2007 i drugi.

Neka su X371, X129, ..., Xin, 1 Xo1, Xog, ..., Xop, 1.1.d. iz dve normalne raspodele

sa sredinama gy i po i disperzijama o? i o3, redom. Postojeéi metod za
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intervalno ocenjivanje koli¢nika disperzija bazira se na F-statistici i (1 —
2a/)100% dvostrani interval poverenja je:

(S%/SZZFnrl,nrl;aa S%/Szanrl,nrl;lfa)’

gde je Fnl—l,ng—l;a odredeno iz P(Fnl—l,ng—l > Fn1_17n2_1;0‘) =i Fnl—l,”2—1
je slucajna velicina koja ima F' raspodelu sa (n;—1) i (ng—1) stepeni slobode.
S? i 52 su odgovarajucée korigovane uzoracke disperzije.

Raspodela F-statistike moze se aproksimirati normalnom raspodelom, sto su
analizirali mnogi autori. Patel et al., 1976 su analizirali normalnu aproksi-
maciju za velike nq i ny, Johnson et al., 1995 su razmatrali dve normalne
aproksimacije i x? aproksimaciju za veliko n; i fiksirano ns, Ferreira, 2011
je iskoristio Einjenicu da se x? moze aproksimirati normalnom raspodelom i
onda iskoristio x? aproksimaciju F-statistike.

Ako se razmotri statistika:
LSS B(SYSY)
var(S?/53)

?

ona se moze napisati u obliku:
_ S3/83 — (01/03)(n2 + 1)/ (n2 — 1)
V2ot /o) ((n +na = 2) /(1 — 1)(n2 — 1)))
Ovaj oblik proizilazi iz formule za aproksimaciju ocekivane vrednosti kolicnika
slucajnih velicina, koju je dao Pearson, 1897, a moze se naci u radu Grossman
i Norton, 1980:
E<£> N E(X) [1 var(Y)  cov(X,Y) }7}/ -0,
Y E(Y) E2(Y) EX)E(Y)
i formule za aproksimaciju disperzije koli¢nika dve sluc¢ajne veli¢ine, koju su
dali Staurt i Ord, 1998:
(X) E?*(X) [var(X) cov(X,Y) N var(Y)}
var( —) ~ — .
Y E2(Y) LE%(X) EX)E(Y) E2(Y)

U ovom slucju t-statistika se definiSe na sledeéi nacin:

_ S3/83 — (a1/03)(n2 + 1)/ (n2 — 1)
var(S¢/S3)

U sledecoj teoremi dat je Edgeworthov razvoj raspodele T' statistike, sto je

jedan od originalnih rezultata ove disertacije.

T

(1.18)
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Teorema 1.2.3. (éojbaéic’ Raji¢ i Stanojevié¢, 2013) Ako je zadovoljen uslov
Kramera (videti Hall, 1992a) i ako je E(X[;) < +oo, raspodela t-statistike
date u (1.18) ima sledeéi razvoj:

P(T < 2) = B(z) + %n_lq(a:)as(a:) Lo,

gde je:

M/
o) = "2 1),
My = E((1/n) Y X%), za slucajne velicine X;, i = 1,2,..,n4,
definisane na sledeci nacin:

¥ - (X1 — X1)?/ 3202, (Xyy — X2)* = (m1 — 1) (ng + 1)a} / (n1(ng — 1)%03)

7 \/v )

i=1,2,..,m, i

(X1 —X1)? (-1 + 1)U%>2

v=p( 23
Z?il(X% — Xy)? ni(n2 — 1)%03

je konstanta.

Dokaz: Statistika (1.18) se moze napisati:

Y;
T =g — l———,
1 ,—}/2_}/12

gdesu Yy = (1/n) S, X, i Yo = (1/m) 3, X;2. Ako se uvedu oznake:

gV)=Y1/\/Yo = Y21 E(Y1,Ys) =U = (Uy,U) = (0,1) i definiSe statistika
w:

-~ dg dg
W = nl_1<€)_}/1(U>(Y1_U1)+8_Y2<U)(Y2_U2)
11 0% 2 5 g
3@ = U0 4 2555 ) = )Y = 0)
0%g
+ a—YQQ(U)(Yz —Uy) D>
onda je:
W= Vi 1(5Y: - i)
2717 2 '
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Prva tri momenta statistike W su:
EW = ————M;+0(n;"),
EW? = 1+0(ny"),
EW? = ————M,;+O0(n;"),

a njena karakteristi¢cna funkcija je:

t2 1 : -1
v =exp (- 5){1+ (i) + 0(n; )}
gde je: . )

Kako je ¢(t) = fj;o e"dP(W < x)ikako za standardnu normalnu raspodelu
vazi: e /2 = fj;o ed®(x), to se statistika 7' mozZe napisati u obliku:
T =W + O(ni'), odakle sledi tvrdenje teoreme. [ ]

Johnson, 1978 i Hall, 1992b su predlozili transformacije t-statistike kako bi
eliminisali asimetriju raspodele. Hallova transformacija u ovom slucaju ima

oblik:

1 1 - 1 1 i 1 1 -
T)=T+4 - ——MT?* + ——MT? + - ——M,,
gl( ) 3\/n—1 3 + 27 ny 3 + 6\/n_1 3
gde je 1\7:; ocena za M. Ova transformacija je monotona i ima inverznu
funkciju:

T = () (1 T )]

Johnsonova transformacija u ovom sluc¢aju ima oblik:

1 1 - -
=T+ ———MT?+ ——— M.,
92( ) +3\/n—1 3 + 3

Inverzna funkcija funkcije go(7') = = je oblika:
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Simulacijom razlicitih tipova asimetri¢nih raspodela se pokazuje da Johnso-
nova transformacija daje najbolju verovatnoc¢u pokrivanja medu razmatranim
transformacijama, osim za normalnu raspodelu, kada F' interval daje najbolju
verovatnoc¢u pokrivanja, pogledati Cojbaéic’ Raji¢ i Stanojevi¢, 2013, sto je
jedan od originalnih rezultata ove disertacije. U slucaju visoke asimetrije
raspodele verovatnoca pokrivanja je daleko od nominalne vrednosti. I pored
toga, moze se zakljuciti da predlozene metode pokazuju poboljsanje u odnosu
na postojeéu metodu u literaturi. Rezultati 95% intervala poverenja za ra-
zlicite raspodele i razli¢ite parove veli¢ina uzoraka dati su u Tabeli 1.2.1.

Tabela 1.2.1: Pokrivenost 95% intervala poverenja

Raspodela Koeficijent | ni,no | Hallova | Johnsonova F
asimetrije tr. tr. int.
1. Eksponencijalna 10,10 0,744 0,826 0,790
sa sredinom 1 2 20,20 0,758 0,842 0,819
50,50 0,773 0,860 0,828
2. Weibullova sa 0,62 100,100 | 0,808 0,864 0,832
parametrom oblika 2 10,100 | 0,749 0,829 0,803
1. Eksponencijalna 10,10 0,694 0,732 0,720
sa sredinom 1 2 20,20 0,696 0,767 0,737
50,50 0,732 0,780 0,740
2. Eksponencijalna 2 100,100 | 0,738 0,806 0,774
sa sredinom 2 10,100 | 0,703 0,758 0,725
1. Normalna sa 02 = 1 0 10,10 0,910 0,967 0,953
20,20 0,917 0,961 0,951
2. Normalna sa 02 = 2 0 50,50 0,918 0,962 0,953
100,100 | 0,948 0,963 0,956
10,100 | 0,909 0,962 0,953
1. Lognormalna 10,10 0,417 0,593 0,521
sao?=1 6,18 20,20 0,425 0,623 0,538
50,50 0,487 0,637 0,601
2. Weibullova sa 0,62 100,100 | 0,523 0,650 0,627
parametrom oblika 2 10,100 | 0,432 0,603 0,523

U radu Cojbasi¢ Raji¢ i Stanojevi¢, 2013 prezentovana je metoda na po-
dacima iz osiguranja. U pomenutom radu analizirane su razlicite inter-
valne ocene na podacima iz osiguranja, a deskriptivne statistike analiziranih
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skupova podataka date su u Tabeli 1.2.2.

Tabela 1.2.2: Deskriptivne statistike za dva skupa podataka

Skup Sredina Varijansa | Koef. asimetrije
Iznos steta 2009 | 423 | 20.237,63 | 267.474,736 1,67
Iznos steta 2007 | 223 | 17.792,56 | 196.853,551 1,62

Pokrivenost intervala poverenja za koli¢nik disperzija data je u Tabeli 1.2.3,
na osnovu koje se uoc¢ava da Johnsonova transformacija daje najbolje rezultate.

Tabela 1.2.3: Pokrivenost 95% intervala poverenja za koli¢nik
disperzija dva skupa podataka

Velic¢ina uzorka Metoda Verovatnoca
ni, No pokrivanja
ny = 10,n9 = 10 Hallova transformacija 0,707
Johnsonova transformacija 0,779
F interval 0,748
ny = 20,no = 20 Hallova transformacija 0,721
Johnsonova transformacija 0,809
F interval 0,762
n; = 50,no = 50 Hallova transformacija 0,735
Johnsonova transformacija 0,828
F interval 0,798
ny = 100, ny = 100 Hallova transformacija 0,768
Johnsonova transformacija 0,855
F interval 0,836
ny = 10,15 = 100 Hallova transformacija 0,709
Johnsonova transformacija 0,808
F interval 0,747
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1.3 Intervali poverenja za razliku proporcija

U ovom odeljku bic¢e analizirani intervali poverenja za razliku proporcija dva
skupa zasnovani na t-statistici. Za intervalnu ocenu razlike proporcija po-
stoje¢i metod je zasnovan na normalnoj raspodeli. Prikazan je Edgeworthov
razvoj raspodele t-statistike i koriste¢i taj razvoj predlozeni su novi intervali
poverenja. Takode je analizirano poredenje pokrivenosti predlozenih inter-
vala u oblasti osiguranja, sto je jedan od originalnih rezultata ove disertacije.

Poznato je da ako se iz populacije sa velikim brojem elemenata bira uzorak
sa vracanjem od n elemenata, slu¢ajna promenljiva X koja predstavlja broj
elemenata sa odredenom karakteristikom ima binomnu raspodelu B(n,p).
Parametar p (0 < p < 1) je obi¢no nepoznat i treba ga oceniti. On predstavlja
proporciju elemenata u populaciji sa odredenom karakteristikom. Kako je
E(X) = np, sledi da je p sredina od X/n. Kada se parametar p zameni sa
ocenom iz uzorka p = £ dobija se dvostrani (1 — a)100% intreval poverenja

za proporciju:
_ [p(1 —p) - /P(1 — P
(p—Za/2 ( ),p+2a/2 ( )>
n n

Cest problem u praksi jeste da se uporede proporcije dva skupa. U tu svrhu
konstruise se interval poverenja za razliku proporcija ili se testira hipoteza o
razlici proporcija dva skupa. U statistickoj literaturi je najcesée koris¢éen Wal-
dov interval poverenja, ¢ijom primenom se ostvaruje pokrivenost znacajno
manja od nominalne verovatnoce pokrivenosti (za vise detalja moze se pogle-
dati Agresti i Caffo, 2000 i Brown et al., 2001). Neka su p; i ps proporcije
dva osnovna skupa i neka su:

- Xy
P11 = )
n
~ A2
P2 = )
Ny

proporcije dva velika, nezavisna uzorka uzeta iz dva odgovarajuca skupa, gde
su X7 i Xy brojevi elemenata u uzorcima sa posmatranom karakteristikom,
n1 i ng su velic¢ine uzoraka. (1—a)100% Waldov interval poverenja za razliku
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proporcija p; — po je oblika:

- S (1—7% 5(1—7) (1 -5 51—
1— D2 —Za/2\/p1( p1)+p2( P2) »P1 —pﬁza/g\/m( P + P p2)} ,
n1 N2 nq N9

(1.19)

gde je z,/2 odgovarajuci percentil standardne normalne raspodele.

Raji¢ i Stanojevi¢, 2011 su razmatrale intervale poverenja za razliku propor-
cija zasnovane na t-statistici i razmatrale su pokrivenost predlozenih interva-
la, Sto je jedan od originalnih rezultata ove disertacije. Kako je tu statistiku
moguce modifikovati kako bi se otklonio efekat asimetrije i dobila preciznija
ocena, dat je Edgeworthov razvoj raspodele pomenute ¢-statistike i na osnovu
tog razvoja predlozene su u literaturi nove transformisane statistike.

Posmatra se sledeca t raspodela, na ¢ijoj se normalnoj aproksimaciji zasniva
interval poverenja za razliku proporcija dva skupa:

T:pl—p2—(P1—p2)

P A~ Y
[P1@r | D22
ni + no

(1.20)

gde je q; = 1 — P, 1:172

U slucaju kada velicina uzorka nije dovoljno velika, a posebno kada se radi
o znatno asimetri¢nim raspodelama, aproksimacija gore navedene statistike
normalnom raspodelom je suvise gruba. Da bi se eliminisao efekat asimetrije
nalazi se Edgeworthov razvoj raspodele statistike (1.20). Neka je R, (p1, pe,t)
periodi¢na funkcija koja uzima vrednosti iz intervala [—0, 5; 0, 5], i neka su:

n\ 2 n\ 2
b = <—> szz(l - 2}?2) - <—) plfh(l - 2291)7
No ni
n n 2
o = <—P2QQ+—p1Q1> )
) nq
)
a = —
602’
n(1—2p,) 0
b = — ,
2N 602

gde je n = ny + ny. Neka je funkcija Q(t) = o~ (a + bt?).
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Teorema 1.3.1. (Zhou et al., 2004) Neka su py i py racionalni brojevi i neka
min(ny, ng) — +00 ing = O(ny). Tada:

PT < t)=0(t) + n~2Q(1)6(t) + (n0%) V2R (1, s )6(1) + O(n I m).
Dalje je dat (1 — «)100% interval poverenja za razliku proporcija p; — po

(Zhou et al., 2004), koji je dobijen koriséenjem Hallove ideje (Hall, 1982) i
eliminisanjem greske R, (p1, p2,t) u Edgewothovom razvoju:

S (P | Pidiy'? 20
= (B2 B e =0 2Qap)),
No ni

gde je @(t) = 8_1(a+3t2) ia, /Z;, o, § su ocene parametara a, b, o 1 0.

Hall je definisao monotonu transformaciju statistike 7" (Hall, 1992b i Hall,
1992a), koja u ovom sluc¢aju ima slede¢i oblik:

. ~ IS,
q1(T) =n2G6 + T+ n2(b6)T? +n 1§(b0)2T3,
gde je & = ((n/n2)Paa + (n/n1)P1G1)" /.

Dvostrani (1—«)100% interval poverenja za razliku proporcija p; —ps, dobijen
pomocu prethodne transformacije (Zhou et al., 2004), je oblika:

(D22 ﬁl@l)m 1 _ (ﬁzfl\z ]/7\121\1>1/2 1 }
— (== 4+ == Zas),p— [ —= + == Za2) |, (1.22
- (5 +50) T e B (B T ) g o) (122)

gde je g; '(t) inverzna funkcija funkcije g, (7).

Johnson je takode predlozio transformaciju t-statistike u cilju eliminisanja
efekata asimetrije (Johnson, 1978). U slucaju razlike proporcija ona je oblika:

g2(T) = %45 + T + n~ 2 (b6)T?,
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tako da je dvostrani (1 — «)100% interval poverenja za razliku proporcija
p1 — P2

(D22 ﬁl@l)lm 1 ~ (]32672 ﬁl@l)lﬂ 1 }
_ (e o o) p— (22 21 o)l (123
[p (m o) 9 e P (ST ) 05 (2a)]s (123)

gde je g, (t) inverzna funkcija funkcije go(7T).

Cojbasi¢ i Tomovi¢, 2007 su predlozili transformaciju ¢-statistike koja je u
slucaju konstrukcije intervala poverenja za razliku proporcija oblika:

93(T) = n~ V%G5 + T + n~"2(66)T? + n~'T°.

Dvostrani (1 — «)100% interval poverenja za razliku proporcija p; — ps je
oblika:

(D22 ﬁl@l)lﬂ 1 ~ (]32?]\2 ﬁl@l)lﬂ 1 }
_ (e Pa an) p— (B2 0 2ol (124
- () s ) B (B ) e ()], (120

gde je g3 *(t) inverzna funkcija funkcije gs(7T).

Primer 1.3.1. Raji¢ i Stanojevi¢, 2011 su analizirale upravljanje rizikom
Steta u tarifi pozar-civil. U tu svrhu ispitivale su pokrivenost intervala pove-
renja iz ovog odeljka. Posmatranje je vrseno na dva skupa podataka iz kojih
su birani nezavisni uzorci (velicine 10, 20, 50 i 100). Prvi skup podataka
predstavljao je podatke o visini Steta u tarifi pozar-civil za prvi kvartal 2009.
godine, dok je drugi skup podataka predstavljao podatke o visini Steta u tarifi
pozar-civil za prvi kvartal 2007. godine. U oba skupa podataka je razmatran
procenat steta koje su veée od 30000 dinara.

Koeficijent asimetrije prvog skupa je 3,79, sto ukazuje na znatnu asimetriju.
Skup ima 480 podataka, a procenat steta koje su ve¢e od 30000 dinara iznosi
0,28 (to je zapravo procenat Steta sa odredenom karakteristikom). Koeficijent
asimetrije drugog skupa je 4,54, sto takode ukazuje na znatnu asimetriju.
Skup ima 240 podataka, a procenat steta koje su ve¢e od 30000 dinara iznosi
0,21.

Podaci o nastalim Stetama su dobijeni iz jedne osiguravaju¢e kompanije. U
Tabeli 1.3.1 i Tabeli 1.3.2 data je pokrivenost intervala poverenja za razliku
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proporcija. Moze se uociti da predlozeni intervali ostvaruju bolju pokrivenost
od Waldovog intervala poverenja.

Tabela 1.3.1: Pokrivenost 95% intervala poverenja za razliku proporcija
dva skupa podataka

Waldov interval | Hallov interval | Hallov interval

(1.19) (1.21) (1.22)

ny = 10, ny = 10 0,680 0,810 0,891

ny = 10, ny = 20 0,698 0,825 0,896

n1 = 10, ny = 100 0,699 0,836 0,900
ny = 20, ny = 20 0,710 0,840 0,902

ny = 50, ny = 50 0,721 0,856 0,956

ny = 100, ny = 100 0,789 0,901 0,947

Tabela 1.3.2: Pokrivenost 95% intervala poverenja za razliku
proporcija dva skupa podataka

Johnsonov interval | Cojbasi¢ i Tomovié¢

(1.23) (1.24)

ny = 10, ny = 10 0,822 0,872

ny = 10, ny = 20 0,839 0,880

ny = 10, ny = 100 0,841 0,891
ny = 20, no = 20 0,861 0,899

ny = 50, ny = 50 0,893 0,914

ny = 100, ny = 100 0,914 0,933

Iz Tabele 1.3.1 i Tabele 1.3.2, u svim slucajevima koji su razmatrani, moze se
videti da Waldov interval poverenja (1.19) ostvaruje pokrivenost ispod 80%,
zbog ¢ega se i ne preporucuje njegovo koriséenje. Medu svim predlozenim
metodama Hallov transformisani interval poverenja (1.22) ostvaruje najbolju
pokrivenost.



Glava 2

Ocena indeksa ekstremne
vrednosti 1 visokih kvatnila

Cinjenica je da je mnoge prirodne i slucajne dogadaje tesko predvideti.
Tako na primer, u okvirima ekonomske prakse, sama ekonomska aktivnost je
dostigla svoj nagli razvoj u drugoj polovini 20-tog veka. Ona je dovela do toga
da je ukupna dobit svetske populacije porasla, a sa njom je porastao i rizik
upravljanja. Kako bi se adekvatno reagovalo na te promene poslednjih godina
su razvijeni mnogi instrumenti osiguranja i analizu svih aspekata ekonomskih
procesa §to je preuzeo risk menadzment. Posebni slucajevi, kada uobicajena
iskustva i sigurnosne mere ne mogu da se iskoriste, nastaju kao takozvani
'najlosiji dogadaji’. Njihova analiza, modeliranje i predvidanje su upravo
predmet upravljanja rizikom. Te nepopularne i retke scenarije je vazno anal-
izirati pre nego li se realizuju, iz razloga sto mogu dovesti do potpunog kraha
sistema. Iz razloga sto se koriste ograniceni podaci, razvijene su tehnike bazi-
rane na stohastickoj teoriji ekstremnih vrednosti (EVT), kako bi se opisali i
predvideli ekstremni dogadaji sa manjom ili ve¢om preciznoscu.

Statisticki receno, osnovni problem jeste kako modelirati repove i oceniti ek-
stremne kvantile raspodele procesa rizika. Neka su X, Xs,..., X, i.i.d. sa
raspodelom F', koji, primera radi, mogu predstavljati dnevne gubitke na
trzistu. Za analizu najlosijeg scenarija treba razmatrati nivo z, koji se
prelazi sa verovatno¢om p € (0,1) blisko 0, tj. F(z,) = 1 — p, blisko 1.
Ako se definise uopstena inverz funkcija F*~(x) = inf{y : F(y) > z}, moze
se videti da nivo z, odgovara kvantilu [ (1 — p) sa malom verovatno¢om
prelaska p. Ocena ovog visokog kvantila je analogna problemu modeliranja

37
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repa raspodele F(z) :=1— F(x) = P(X; > x) za veliki prag z.

Parametar koji se zove indeks ekstremne vrednosti (EVI), odreduje deblji-
nu i ponasanje repa raspodele, Sto je ve¢ poznato u literaturi. Postoji dosta
radova vezanih za ocenu ovog parametra, ali se jos uvek uci i dalje istrazuje o
tome. Uslovi koji omogucéuju konvergenciju raspodele uzorackog maksimuma
Xnn) = max{Xy,..., X, } ka grani¢noj raspodeli ekstremnog tipa, pokazuju
se vaznim za mnoge ocene. Pored indeksa ekstremne vrednosti, koji odreduje
asimtotsko ponasanje kvantila i repova raspodele i dodatni parametri (odnosa
i lokacije) znacajni su za ocenu kvantila. Pokazuje se da kvalitet ocene zavisi
od modela iz koga se ocenjuje indeks i odgovaraju¢ih ocena drugih para-
metara.

U ovom poglavlju bi¢e dat pregled klasi¢nih metoda za ocenu indeksa ek-
stremne vrednosti kao i ekstremnih kvantila. Takode ¢e biti predstavljena
dva nelinearna eksponencijalna regresiona modela, sto su dali Feuerverger i
Hall, 1999 i Beirlant et al., 1999, pomocu kojih je moguca konstrukcija ocene
maksimalne verodostojnosti za realnu vrednost indeksa ekstemne vrednosti
i ekstremnih kvantila.

2.1 Metode ekstrmnih vrednosti za ocenu
visokih kvantila

U ovom odeljku biée dat pregled klasi¢nih metoda za konstrukciju repa F(z)
neprekidne raspodele F' i visokih kvantila F~ (1 — p), za p € (0, 1) blisko 0.
Pretpostavlja se da su date X4, ..., X, i.i.d. iz raspodele F', sa odgovaraju¢im
centriranim normiranim uzorackim maksimumom X, ,) = max{ Xy, ..., X, },
koji konvergira u raspodeli ka nedegenerisanoj grani¢noj raspodeli. Gne-
denko, 1943 je pokazao da ta nedegenerisana grani¢na raspodela jeste tipa
ekstremne vrednosti. To znaci da za neko v € R postoji niz konstanti a,, > 0,
b, € R, tako da je:

b

Xnn — Un
lim P(L < x) — H (), (2.1)
n—oo A,

za sve tacke neprekidnosti raspodele ekstremne vrednosti H,(z), koja je
definisana:

H, (z) = exp(—(14+7z)7'7), v #0,1+ 3z > 0;
k exp(—e™?), v =0.
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Funkcija raspodele F' pripada oblasti privlacenja raspodele ekstremnih vred-
nosti H, i oznacava se ' € MDA(H,). Parametar v se naziva indeks ek-
stremne vrednosti. U ovom radu se razmatraju modeli debelih repova, tj.
modeli raspodele F' sa parametrom > (. Karakteristika tih raspodela je da
rep F opada sporo. Primeri takvih raspodela su Freseova klasa, Pareto, Burr,
Studentova t, a-stabilna (o < 2) i loggama raspodela. Drugi tip raspodele
ekstremne vrednosti jeste Gumbelova klasa raspodela, sa v = 0, §to su ekspo-
nencijalna, normalna, lognormalna, gama raspodela, koje karakterise ekspo-
nencijalna brzina opadanja. I poslednji tip raspodela ekstremnih vrednosti
jeste Weibullova klasa, koju karakterise v < 0, sa kona¢nom desnom krajn-
jom tackom z, := F*(1). Primeri raspodela ovog tipa su uniformna, beta i
druge.

Modeli debelih repova su korisni u mnogim poljima istrazivanja, kao sto su
osiguranje, telekomunikacije, internet saobracaj, izmedu ostalih, i skoro uvek
je potrebno oceniti visoke kvantile. Dakle, statistika ekstrema kao primarni
problem ima ocenu indeksa ekstremne vrednosti. Klasi¢ne ocene ekstremnih
parametara pokazuju bias (pristrasnost, nekonzistentnost) i mogu biti veoma
osetljive na izbor broja statistika poretka koje se koriste u ocenjivanju, broja
k. Za malu vrednost k£ ocene imaju veliku disperziju, a za veliku vrednost &
ocene imaju veliki bias. Razvijene ocene oblika i razmere drugog reda dozvo-
ljavaju razvoj ocena smanjenog biasa drugog reda, koje su manje osetljive na
izbor vrednosti k. Kasnije ¢e u disertaciji biti viSe reci o optimalnom izboru
vrednosti k.

1

Uvede se sledece oznake: definise se U := (=), gde je sa F'~(x) oznacena

uopstena inverz funkcija funkcije F'. Dalje vazi:
Fe MDA(H,),y>0<«<=1—-F € RV, <= U € RV,, (2.2)

Sto je rezultat dat u Gnedenko, 1943 i de Haan, 1970, gde RV, oznacava
klasu pravilno promenljivih funkcija u beskonacnosti, sa indeksom pravilne
promenljivosti v, za svako realno ~, tj. kaze se da je funkcija g pravilno
promenljiva sa indeksom promenljivosti v ako je pozitivno merljiva i takva
da je grani¢na vrednost tiiinoog(tx)/g(t) =27, za x> 0.

Kao sto je receno, razmatra se ocena visokih kvantila z,, standardni para-
metar u mnogim oblastima primene. Vazi F'(x,) = 1—p, gde je z,, kvantil koji
se prelazi sa malom verovatno¢om p. Tacnije, vrsi se ekstrapolacija unutar
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uzorka, i ocenjuje se:

1
xp:U<—>,p:pn—>0,npn—>K,n—>oo,KE[O,l]. (2.3)

D

Ako je X(11) < ... < X5 niz statistika poretka, Weissman(1978) je predlozio
slede¢u semi-parametarsku ocenu za x,:
k

Qy() (n—kmn) Cpy Cn - np—>00,nﬁoo, ()

gde je 7 konzistentna ocena indeksa ekstremne vrednosti . de Hann i
Rootzén, 1983, Ferreira et al., 2003 i Matthys i Beirlant, 2003 su dali semi-
parametarske ocene visokih kvantila za v € R. Kao §to je uobicajeno za
semi-parametarske modele i ovde se pretpostavlja da je k = k(n) intermidi-
jatni niz, tj. niz celih brojeva iz skupa [1,n| za koji vazi:

k
k(n) OO’%_)()’”—)%-
Kako je:
Xnn) — bn

Qn

to je (2.1) ekvivalentno sa:

lim nF(a,z +b,) — —In H,(z) = (1 +~2)~ /7,

za sve tacke neprekidnosti funkcije H,, gde se za v = 0 uzima e™*. Tako za
veliki prelaz y = a,x + b, vazi aproksimacija funkcije F:
— 1 Yy — b\ 1/
Fly) ~ — (1 ) , 2.5
e (2.5)

sto daje slede¢u aproksimaciju visokog kvantila, sa verovatno¢om prelaska p,
koja je bliska 0:

(pn)™ =1
v

r,=F"(1-p) ~a, + by,.

Sa odgovaraju¢im ocenama za indeks ekstremne vrednosti v i normirajucih
konstanti a,, i b, dobija se odgovarajuca ocena za x,,.
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Weissman, 1978 je razmatrao ocenu ekstremnih kvantila za tri odvojene klase
ekstremnih vrednosti, pretpostavljajuéi apriorno poznavanje indeksa v. U
praksi ta apriorna informacija nije poznata, pa nije odmah ocigledno kojoj
klasi posmatrana raspodela pripada. Tako su metode koje tretiraju sve in-
dekse ekstremne vrednosti od velikog znacaja. Obimna je literatura o oceni
indeksa ekstremne vrednosti, dok je literatura o modeliranju repa i visokih
kvantila prilicno ogranic¢ena. Dalje ¢e biti prikazane klasi¢ne metode, pocevsi
sa generalisanim Pareto modelom za prelazak preko visokog praga. Uopsteno,
postoje tri klase metoda za ocenu ekstremnih kvantila: metod blokova (koji
ovde nije razmatran), POT metod (pikovi iznad praga) i Q(vantil)-bazirani
metod, pogledati na primer Pickands, 1975, Matthys i Beirlant, 2003, Hill,
1975, Beirlant et al., 1996, de Haan i Resnick, 1980, Dekkers et al., 1975.

2.2 POT metod

POT metod koristi aproksimaciju (2.5). Ako se sa
F(z)=P(X —u<z|X >u)

oznaci funkcija raspodele prelaska X preko praga u, i sa G, ,,(x) oznaci
generalisana Pareto raspodela (GPD), koja je definisana:

=1/
— (1+’V’”—;’f) , 7#0,

Goypo(T) = oxp < B %) N (2.6)

rezultat grani¢ne raspodele prelaska preko visokog praga, koji kaze da (2.1)

vazi akko
lim  sup | Fu(x) — Gy o0w(r) =0, (2.7)

UL+ O<z<T4—U

za pozitivnu funkciju razmere o(u), dao je Pickands, 1975.

GPD sa parametrima v, 4 = 01 0 = o(u) je dobra aproksimacija raspodele
F, za N, ekscesa Y; = X;, — u, ako se fiksira prag u i izdvoje iz uzorka
X1, ..., X, one opservacije X;,, ..., X;, ~koje prelaze prag u. Takode, GPD
moze dobro fitovati ekscese Y7, ..., Yy, sa metodom maksimalne verodosto-
jnosti, sto je pokazao Smith, 1987. On je takode pokazao da su ocene za y
i o asimtotski normalne ako je v > —1/2. Tako je ocena POT maksimalne
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verodostojnosti YMEP | za EVI, upravo (1 + v)?/N,. Za v € (—1,—1/2)
ocena maksimalne verodostojnosti konvergira grani¢noj raspodeli koja nije
normalna, brzinom n~7. Metodu momenta za ocene 7 i o, koja funkcionise
za slucaj kada je v < 1/2, dali su Hosking i Wallis, 1987. Oni su takode
pokazali metodom verovatnosnog tezinskog momenta (PWM), da je odgo-
varajuéi indeks ekstremne vrednosti dobra alternativa za ocenu maksimalne
verodostojnosti u slucaju v < 1. Alternativni metod percentila (EPM) koji
ne zahteva nikakva ogranicenja za -, predlozili su Castillo i Hadi, 1997, dok
su Coles i Powell, 1996 predlozili Bajesovu metodu.

Jednom od gore spomenutih metoda mogu se oceniti v i o sa 7, i o, redom,
te uslovni rep F, funkcije F' moze biti ocenjen:

F(x)z(l%—%%) ,0<z <2y —u,

i bezuslovni rep F(z) = F(u)F,(x — u) moze biti ocenjen:
Ea N, = u\ 1/
F(x)z—(l—i—v a:/\_u> L U< T <Xy, (2.8)
n Oy
dok se F'(u) ocenjuje empirijskom verovatnoéom prelaska N, /n. Dalje, ko-
riste¢i jednakost (2.8) dobija se spomenuta POT ocena za visoke kvantile
preko praga u:

)1,
ﬁf(l—p)zu—l—&unpA—,p<—“.
Tu n

Treba istaci da se za u bira jedna od statistika poretka X (i ), ..., X(nn). Uzi-
majuci da je u (k+1)-va najveca opservacija, tj. u = X, ) i daje N, =k,
definisana je ocena kvantila:

Vrk+1
W) - k
~POT . ~ np
xp,k+1 = X(n—kz,n) +opp———, p < —,
Tr+1 n

koristeéi indeks k + 1 za .

Posle brojnih simulacija u radu Matthys i Beirlant, 2003, izmedu tri POT
metode ocenjivanja (EPM, ML i PWM), pokazano je da ML metod daje
najbolju ocenu kada je v > 0, dok se EPM pokazuje boljom metodom kada
je v < 0. I treba re¢i da do sada nije istaknuta adekvatna procedura za izbor
optimalnog praga u = X(,,_), za bilo koju POT ocenu.
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2.3 Q(vantil)-bazirani metod

Kao sto je vec receno, poslednjih decenija sve viSe paznje je posveceno prouca-
vanju raspodela sa debelim repovima, a samim tim i problemu ocene indeksa
ekstremne vrednosti. Danas postoji vise poznatih ocena, koje su izrazene
preko statistika poretka posmatranog uzorka. Neka su Xj,..., X, ii.d. sa
raspodelom F, koja zadovoljava uslov 1 — F(x) € RV_y,,, za veliko z, gde je
v > 0. Ako je X(1 ), ..., X(n,n) Diz statistika poretka niza X7, ..., X,,, sledecu
ocenu parametra 7y predlozio je Hill, 1975:

k
1
1
Yo = z > I Xnis1m — In Xk,

i=1

gde je k broj koji zadovoljava 1 < k < n. Problem izbora k je prilicno kom-
plikovan, pogledati na primer: Danielsson et al., 2001, Dekkers i de Haan,
1993, Draisma et al., 1999, Dres et al., 1998, Hall, 1990 i Geluk, 2000. Kas-
nije ¢e biti vise reci o izboru k. Nakon predlozene Hillove ocene, u radovima
Beirlant et al., 1996, Csorgo et al., 1985, de Haan i Resnick, 1980, Dekkers
et al., 1975, Pickands, 1975, kao i u njihovim referencama, predlozene su
modifikacije te ocene.

Dalje slede druge ocene parametra -, koje se baziraju na statistikama poretka:

X(n-1k/9.0) — Xn—[k/21n)

v = (n2)7'n

Y

Xn—k/2n) — X(n—kn)

3 1 1 1 -1
S = A1 (1-6Mrm)

S M
n,k 277(11’]2:7
gde je:
1 k

Ocenu 77(31)@ dao je Pickands, 1975, 77(13,1 je data u Dekkers et al., 1975 i ocenu

4 . . . .
%(L,)g dao je de Vries (ona ovde nije razmatrana). Sve ove ocene su uporedi-
vane i pokazano je da se nijedna od ovih ocena ne pokazuje najboljom. Za
razlicite vrednosti parametra ~ razli¢ite ocene imaju najmanju asimtotsku
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srednje kvadratnu gresku. Izucavanje asimtotskog ponasanja ovih ocena nije
nimalo lak zadatak. U radovima Davydov et al., 2000 i Davydov i Paulauskas,
1999 predlozene su nove ocene i dati su rezultati asimtotske normalnosti tih
ocena, o cemu ¢e biti reci kasnije.

Q(vantil)-bazirani metodi za ocenu parametra v su Hillova ocena, Pickandso-
va ocena, ocena momenta i ocena maksimalne verodostojnosti za eksponen-
cijalno regresioni model, o kojima ¢e dalje biti reci.

2.3.1 Hillova ocena

Za debele repove klasi¢na ocena indeksa ekstremne vrednosti koja se koristi za
semi-parametarsku ocenu kvantila, jeste Hillova ocena

W =A(k) = H(k),

H(k) =

Z (2.9)

Sto je sredina log-ekscesa Vj; := In X(n_i+17n) —InXgp g, 1 <i <k <n,
kao i sredina skaliranog log-prostora:

T =
ﬁMz’v
?rl»—k

U; .= i(lnX(n—i-‘rl,n) — lnX(n—i,n))a 1<i<k<n. (210)

Na osnovu Hillove ocene H (k) dobija se klasi¢na ocena kvantila Qg)(l{).
Ako vazi uslov prvog reda (2.2) i za intermidijatno k, poznato je da su
H(k) i Qg)(k) konzistentne ocene za 7y i x,. Glavni problem sa ovim semi-
parametarskim ocenama jeste to sto pokazuju veliku disperziju za malo £ i
veliki bias za veliko k.

Dalje se pretpostavlja uslov drugog reda, kako bi se dobile informacije o
ponasanju raspodele ocena:

InU(tx) —InU(t) —ylnz a2f—1

tlg-noo Al = P = (2.11)
— Y P _

i LERVUO -2 -1

t—-+oo A(t) p

za x > 0, parametar oblika drugog reda p < 0 i funkciju |A| koja je pravilno
promenljiva sa indeksom promenljivosti p (Geluk i de Haan, 1980). Korisna
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je pretpostavka da se koristi Hallova klasa modela sa teskim repom, koju su
dali Hall, 1982, Hall i Welsh, 1985, gde jeza v >0, p <0, C > 01 Dy # O:

U(t) = (1 4 Dt + o(t”)), t— +oo. (2.12)

U tom slucaju vazi uslov drugog reda (2.11), za A(t) = pDqt? := y[t’.

Teorema 2.3.1. (de Haan i Peng, 1998) Pod uslovom drugog reda (2.11)
i za intermidijantno k, vazi asimtotska normalnost H(k) u (2.9), moZe se
napisati:
g A(n/k)
H(k) = —Z
gde je 7y, = \/E(Zle E;/k—1)i{E;}, i=1,2 ..k, sui.id. eksponencijalne
slucajne velicine. Ako je k takvo da je VkA(n/k) — X\ # 0 konacno, za
n — oo, VE(H (k) — ) je asimtotski normalno sa disperzijom ~v* i nenula
sredinom \/(1 — p).

(14 0,(1)), (2.13)

Rezultat (2.13) je naveo da se razmotri moguénost koriséenja asimptotskog
biasa, grade¢i ocene drugog reda sa smanjenim biasom. Pogledati na primer
Peng, 1998, Beirlant et al., 1999, Gomes et al., 2000. U tim radovima au-
tori su uspeli da uklone dominantnu komponentu asimtotskog biasa, ali sa
rastu¢om asimtotskom disperzijom. Gomes et al., 2004b, Caeiro et al., 2005
i Gomes et al., 2007a, su predlozili ocenu minimalne-varijanse smanjenog-
biasa (MVRB), bazirane na oceni parametara drugog reda, koja je sposobna
da smanji bias bez povetanja asimtotske disperzije. Ona drzi disperziju na
vrednosti 72, §to je upravo disperzija Hillove ocene. O ovoj (MVRB) oceni
bic¢e vise re¢i u ¢etvrtom odeljku ovog poglavlja.

Na osnovu radova koji se bave semi-parametarskim ocenama visokih kvantila
za teske repove, na primer Gomes i Figueiredo, 2006 i Caerio i Gomes, 2007,
moze se dati sledeci rezultat.

Teorema 2.3.2. (Caeiro i Gomes, 2008) Pod uslovima prethodne teoreme,
za uslov (2.3), poznati indeks ekstremne vrednosti v i ¢, iz jednakosti (2.4),
vazi:

— P
1—ch

(P) (| — 0
QW (k) dxp<1+ Bt

gde su By asimtotski standardne mnormalne slucajne velicine.  Ako je

VEA(n/k) — X konacno, onda je Vk( gp)(k)/xp — 1) je asimptotski

A(n/k)(1 + op(1))>, (2.14)
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normalno sa disperzijom v i sredinom \/p. Ako je v mepoznato i ocenjeno
sa konzistentnom ocenom %, vazi:

(p) . R Y 1-— CZ
QP (k) = x,,(1+(7—7) In o+ =B+ — A(n/k)(1+o,,(1))>. (2.15)
Takode, ako je VkA(n/k) — X\ konacno i Inc,/\k — 0 za n — oo, tada
%(Qgp)(k)/xp — 1) ima asimtotski istu raspodelu kao k(5 — 7).

1z jednakosti (2.15) sledi da ponasanje 4 odreduje ponasanje Q%p ), Sumiranje
(1—c2)A(n/k)/p je asimtotski ekvivalentno sa A(n/k)/p i dominantna kom-
ponenta biasa Qgp ) u jednakosti (2.14) ne utice na graniénu raspodelu Q(f ),
U radu Matthys et al., 2004 je uoceno da uklanjanje tog ¢lana za konacni
uzorak, vodi u poboljsanje stabilnosti ocena kvantila kao funkcije od k.
Ovde treba reéi da je slucaj nedostajuc¢ih podataka razmatran u radu Mlade-
novi¢ i Piterbarg, 2008 i slucaj zavisnih slucajnih veli¢ina je razmatran u
radu Hsing, 1991.

2.3.2 Pickandsova ocena

Atraktivnu ocenu indeksa ekstremne vrednosti predlozio je Pickands, 1975.
Neka je k = k(n) intermidijatni niz, tj. niz celih brojeva tako da k(n) — oo
i k(n)/n — 0, n — oco. Ocena Pickandsa je data:

X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)

An = (n2)"'In (2.16)

X(n—?k—i—l,n) - X(n—4k+1,n) ’

gde je X(1n) < ... < X(y,n) niz statistika poretka niza X, ..., X,. Treba reci
da je ranije dat nesto drugaciji zapis ove ocene. Pickands je pokazao da je
ova ocena slabo konzistentna. U slucaju kada niz k(n) raste dovoljno brzo,
vazice jaka konzistentnost. U radu Pickands, 1975 su dati i uslovi pod kojima
vazi asimtotska normalnost.

Razmatra se idealan model, gde je n opservacija Xy, ..., X, i.i.d. iz raspodele
F. Uzeto je k nezavisnih jednako raspodeljenih sluc¢ajnih veli¢ina iz F":
Yi,.... Y, Cilj je da se nade nivo zy,,, gde je py dosta manje od 1, tako
da je P(max(Y7,...,Ys) < zk,) = 1 — po, tj.

Fk(kao) =1 — Po-
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Dalje se U definise promo¢u F' na sledeéi nacin:

Ux) = <$><_($)

Ako se definisu:

p: = 1—(1—po)'",

Tp: = Tkpos

:cp:U(%).

Cilj je dati ocenu za z, u funkciji statistika poretka. Neka je F,, empirijska
funkcija raspodele i
1 —
U, = ( ) )
1—-F,

Tada je F(Xn) = k/n, k=1,2,...,ni

tada je:

X(nkarl,n) = Un(%)y k= L2,...,n.

Potrebna su dodatna ogranicenja za funkciju F, kada je p < 1/n. F se uzima
iz oblasti privlacenja neke raspodele ekstremnih vrednosti.

Neka n — oo i p = p, — 0. Za nepoznatu funkciju U vazi:

2 =U(3) = ity oo V() - U (G) + U (5) k=12

Ako se U zameni svojom empirijskom funkcijom U, i iskoristi Lema 2.3.2
(koja je data kasnije), dobija se slede¢a ocena za x,:

(k/(npn)) " — 1
1— 27

:/Ij\p,n = (X(nfk:Jrl,n) - X(n72k+1,n)> + X(nfk:+1,n)7 (217)
gde je 7, data formulom (2.16). Treba primetiti da se najveca vrednost
opservacije ne koristi eksplicitno. Jedan moguéi argument za to jeste Sto
najveca opservacija moze dati dosta veliku disperziju.
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Konzistentnost i asimptotska normalnost

Za dokaz slabe i jake konzistentnosti i asimtotske normalnosti potrebni su
sledec¢i rezultati. Dokazi se mogu pogledati u Dekkers i de Haan, 1989.

Lema 2.3.1. Ako je F(x) = 1—e™* (standardna eksponencijalna raspodela),
k<nik=kn)— oo, n— oo, tada:

V 2k (X(nkarl,n) - X(n72k+1,n) —1In 2)
mma asimtotski standardnu normalnu raspodelu.

Posledica 2.3.1. X110 — Xn—2k11,n) — In2, u verovatnodi, kada
n — oo.

Lema 2.3.2. Ako je U := (1/(1 — F))~ wopstena inverz funkcija, relacija
(2.1) vazi akko za x,y > 0,y # 1,
_ v
lim Ul(tz) — U(t) oz 1’
B Gy~ 00 ~ =1

Inz
Iny "

Teorema 2.3.3. (Dekkers i de Haan, 1989) (Slaba konzistentnost) Ako
vazi (2.1), k(n) — oo i k(n)/n — 0, n — oo, tada 7,, — v u verovatnoci, za
n — oo.

gde se za v = 0 uzima granic¢na vrednost

Dokaz: Neka su Aj, Ag, ... i.i.d. eksponencijalne sluc¢ajne veli¢ine i neka je
(A(r,n)) odgovarajuci niz statistika poretka. Tada:

(Xn-rrrn)ioy =a (Ueomrrim))i,,

gde =, oznacava jednakost u raspodeli. Treba primetiti da k(n)/n — 0,
povlaéi eAn—r+1m — o0 skoro sigurno za n — oco. Vazi:

U(eA(n—k+1,n)) . U( A(n 2k+1, n))
U(eA(n72k+1,n)) _ U( (n—4k+1 n))
)
)

U(GA(n—2k+1,n) . eA(n—k+l,n)_A(n—2k+1 n)) U( A(n 2k+1,n)

— 97
A A oA A - =27
U(e (n—2k+1,n)) _ U(e (n—2k+1,n) . (n—4k+1,n) ~A(n—2k+1,n)

u verovatnodi, iz Posledice 2.3.1 i Leme 2.3.2. Rezultat sledi. [ ]
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Teorema 2.3.4. (Dekkers i de Haan, 1989) (Jaka konzistentnost) Ako vazi
(2.1), k(n)/n — 0ik(n)/Inlnn — oo, n — oo, tada 7,, — 7 skoro sigurno,
za n — 00.

Teorema 2.3.5. (Asimptotska normalnost) Ako se pretpostavi da U ima
pozitivan izvod 1 da postojgi pozitivna funkcija a, tako da je za x >0 i v € R:

L (@)U () = 10U (1)

==l 2.18
o0 (I(t) nw, ( )

tada:

\/E(;Y\n - 7)
ima asimtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 i disperzijom ~*(227T! 4
1)/(2(27—=1)In2)? za niz k = k(n) — oo koji zadovoljava k(n) = o(n/g—(n)),
gde je g(t) :== 32 (U'(t)/a(t))?, n — oo.

Dokaz prethodne teoreme pogledati u Dekkers i de Haan, 1989.

U narednoj teoremi su formulisani uslovi za funkciju U preko funkcije raspodele
F'injene gustine. Takode je potrebno poznavanje teorije pravilno promenljivih
funkcija i funkcija klase ITi I' (pogledati Geluk i de Haan, 1987 i Mladenovic,
2002). Ovde je data definicija.

DEFINICIJA 2.3.1. Rastuéa funkcija H : (¢,4+00) — R je I-promenljiva ako
postoji nenegativna funkcija a : (¢,+00) — Ry i funkcija b : (¢, +00) — R,
takve da za svako x > 0 vazi jednakost:

L Hitr) = b()

=Inzx.
t—+o00 a(t) e

Koristi se oznaka H € 11 ili H € I1(a) i funkcija a se naziva pomocéna funkcija
za II-promenljivu funkciju H.

DEFINICIJA 2.3.2. Rastuéa funkcija H : (¢,z9) — R je I'-promenljiva, ako
su ispungjena sledeca dva uslova:
a) lim H(x)= +oo,
Tr—XT0
b) postoji funkcija g : (¢,x0) — Ry, takva da za svaki realan broj x vazi

jednakost:
lim 2+ 290) _
t—)(EO H(t)
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Koristi se oznaka H € T ili H € T'(g) @ funkcija g se zove pomocéna funkcija
za I'-promenljivu funkciju H .

Teorema 2.3.6. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavija se da U ima pozi-
tivan izvod U'. Ekvivalentna su sledeéa turdenja (sa oba izbora znaka):

(a) £t'U'(t) € TI(a).
(b) e Zay>0: £t"FVIE(t) € TI(b).
o Zay<0:U(+o0) ::tliin U(t) < 400 i
FtIVVF (U(4o00) —t71) € TI(b).

e Zay = 0: Neka su fo = (1 — F)/F" i 2* := sup{z|F(z) < 1}.
Tada postoji pozitivna funkcija o sa at) — 0,t — z*, takva da
za x > 0 uniformno lokalno vaZi:

tn [T -] = e

Posledica 2.3.2. Ako F zadovoljava prethodnu teoremu pod (b), tada U
zadovoljava jednakost (2.18) sa:

YU (UR)), v >0,
a(t) = o(U(t) fo(U(t) = tU (t)a(U(1)), v =0,
—7 (U (00) = U () 76(1/(U(o0) = U (1)), 7 <0.

Normalna raspodela zadovoljava uslove Teoreme 2.3.6 i tada vazi asimtotska
normalnost ocene 7, za niz k(n) — oo koji zadovoljava k(n) = o(In*n).

Za raspodelu kao Sto je Kosijeva vazi sledec¢a teorema.

Teorema 2.3.7. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavija se da vazi jedan
od sledecih uslova:

(a) Za nekoy > 0, p > 0ic > 0 funkcija t'TV/7F'(t) — ¢ je konstantnog
znaka 1
lim (tx) VP,’ (tx) — ¢ i
totoo L/ F (t)—c

(pravilno promenljiva sa eksponentom —p, oznaka =tV VF (t) —c¢) €

RV_,).
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(b) Za neko vy <0, p>0ic>0 funkcija:

+(t VI E (U(+00) —t71) —¢) € RV,

Tada:

\/Eﬁ\/n o 7)
ima asimtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 i disperzijom (22T +
1)/(2(27—=1)1In2)?%, za niz k = k(n) — oo koji zadovoljava k(n) = o(n/g—(n)),
n — 00, gde je g~ uopstena inverz funkcija funkcije

g(t) =W @O/ (U (1) = Ty )2

Primer 2.3.1. (Kosijeva raspodela) Uslovi Teoreme 2.3.7 su zadovoljeni za
p=2ic=mn"t. Tada je g(t) ~ ct®, tako da teorema vazi za niz k = k(n) —

oo koji zadovoljava k(n) = o(n*/®).

Primer 2.3.2. Ako su Z1,Z5 i.i.d. eksponencijalne slucajne velicine, tada
raspodela exp(Zy + Zs) zadovoljava Teoremu 2.3.5 za v =1 i a(t) = 1.

Primer 2.3.3. Za eksponencijalnu i uniformnu raspodelu vazi t'*~ U (t) = 1.
Sledi da zakljucci Teoreme 2.3.5 vaze za sve nizove k = k(n) — oo, k(n)/n —
0, n — 0. Isto vazi za generalisanu Pareto raspodelu

F(z)=1—(1+~2), veR, 1+~ >0.

Ocena visokih kvantila i krajnje tacke

Sledec¢a teorema daje uslove asimtotske normalnosti ocene kvantila i krajnje
tacke i tako, teorijski moze pomoci u konstrukeiji intervala poverenja kvantila
xp, kada p = p, — 0, np, — 0o, n — o0.

Teorema 2.3.8. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavlja se da F ima poz-
itivan izvod F', tako da U postoji. Ako je U € RV._, (1. F' ¢ RV_1_y),
2av7>0,1/F €T zay=0iF (2" —1/z) € RVi41/, 2a v < 0), tada je:

X n— n) U(1 n
Vok (n—k+1,n) (1/pn)
X(n—k+1,n) - X(n—2k+1,n)

asimtotski normalno sa sredinom 0 i disperzijom 227142 /(27 —1)2, uz uslov
pn— 0, np, — 00, n — o0 i k= k(n) := [np,].
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Teorema 2.3.9. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavlja se da vaZe uslovi
Teoreme 2.3.7 ili Teoreme 2.3.5 sa v < 0. Tada je z* < +o00, gde je x* =
o*(F) :=sup{z|F(z) < 1}. Definise se:

X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)

x, = 2—%1 ] + X(n—k:—‘rl,n)- (219)

Tada:
o7 T —

KXn—k+1,n) — X(n—2k+1n)

372 22"/— 1

imma asimtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 i disperzijom R

Slede dve teoreme o oceni (2.17) za fiksirano k.
Teorema 2.3.10. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavija se da vazi uslov
ekstremne vrednosti (2.1), p = p, @ lim np, = ¢ € (0,400). Definise se
Tp,n kao u (2.17), .
k/(npn))n — 1
~ (/)

Pnyn t 1— 2_§n (X(n—k:-l—l,n) - X(n—2k+1,n)) + X(n—k—&—l,n)‘

Tada, za fiksirano k > c,

xpn no mpn

Xn—k+1n) — X(n—2k+1,n)
konvergira u raspodeli ka raspodeli slucajne velicine:
k
() -2 (- (@),
c c

gde su Hy i Q) nezavisne, Q. ima standardnu gama (2k + 1) raspodelu © Hy,
raspodelu sume Z?ikﬂ Zilj, gde su Zy, Zs, ... i.i.d. standardne eksponenci-
jalne slucajne velicine.

Teorema 2.3.11. (Dekkers i de Haan, 1989) Pretpostavija se da vazi uslov
ekstremne vrednosti (2.1) sa v < 0. Tada je z* < +00, gde je x* = x*(F) :=
sup{z|F(x) < 1}. Definise se T}, kao u jednakosti (2.19). Tada:

ok *
T, — T

X(nkarl,n) - X(n72k+1,n)

konvergira u raspodeli ka raspodeli slucagne velicine (1 —27)71 + (e?Hr —1)71

za Hy iz Teoreme 2.3.10.
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2.3.3 Ocena momenta

Pretpostavlja se da je x* = 2*(F') > 0, za x*(F) := sup{z|F(x) < 1} (sto se
moze postiéi translacijom) i definise se:

k
1
Mél): — Ez an z+1n)_1an kn),k:<n
1 k
MP = EzlﬂX(n L) — 0 X(ogm))”.
=1

Data je slede¢a ocena momenta, u radu Dekkers et al., 1975:

1 (M(l))Q -1
~ (1) n
Vn = M, +1——<1——) .
2 M

Pod odredenim uslovima moguce je pokazati slabu i jaku konzistentnost ove
ocene, Sto je prikazano u narednom delu disertacije, a takode su dati uslovi
pod kojima je ocena asimtotski normalna. Moze se koristiti ocena momenta
za dobijanje asimtotskog intervala poverenja za visoke kvantile funkcije F' i
za x*(F), u slucaju kada je v < 0.

Slaba i jaka konzistentnost
Teorema 2.3.12. (Dekkers et al., 1989) Ako wvazi (2.1), z*(F) > 0,
k(n)/n — 0 i k(n) — oo, n — oo, tada:

lim 7, =, p.

Ako wvazi (2.1), x*(F) > 0, k(n)/n — 0 i k(n)/(Inn)° — oo, n — oo, za
neko 0 > 0, tada:

lim 5, =7, s.s.

n—oo

Za dokaz prethodne teoreme potrebne su sledece leme, pogledati Dekkers et
al., 1989.

Lema 2.3.3. Pretpostavlja se da su Uy,Us, ... i.i.d. sa uniformnom [0, 1]
raspodelom. Neka je T, (t) empirijska funkcija raspodele bazirana na Uy, ..., U,
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(n=1,2,...). Tada za 0 < k(n) < n, k(n)/(Inn)’ — oo za neko § > 0 i
a<0/(2(1+49)):

Cn o\t RO
lim <k—)) /0 0D (1) — )dt = 0, 5.5.

n— o0 (n

Lema 2.3.4. Neka je 0 < k(n) < n i k(n)/(Inn)’° — oo, n — oo za neko
0> 0.

(a) Ako je funkcija raspodele oblika F(z) = x* (0 < < 1) za neko a > 0,

onda vazi:
1 ko) X(~ ) o
lim bt = , S.S.
n—o0 k‘( ) ; X(k(n)+1’n) a-+1

(b) Ako je funkcija raspodele oblika F(z) = 1 — 2= (z > 1) za neko
a>2(1+4+9)/0, onda vazi:

X(nfi,n) «

Xo-kmymy =1

Lema 2.3.5. Neka je 0 < k(n) <n i k(n) — 0o, n — oo.

(a) Ako je funkcija raspodele oblika F(x) = 2* (0 < z < 1) za neko o > 0,

onda vazi: .
1 " X(i n) a
lim ’ = , D
n—00 k}(n) ZZ1 X(k(n)+1,n) a+1

(b) Ako je funkcija raspodele oblika F(x) =1—a~ (z > 1) za neko a > 1,
onda vazi:

1 n i,n) (07
lim — , D

Lema 2.3.6. Pretpostavlja se da vazi (2.1) i 2*(F) > 0. Neka je
= (1/(1 = F))~. Tada, za neku pozitivnu funkciju a:

TN

za sve x > 0. Sta vise, za svako € > 0 postoji ty tako da je, zat >ty ix > 1,

InU(tr) —InU(t) { Inz, ~>0,

v_1
””7 , 7 <0,
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(a)
_61—313_6_6 InU(tx) —InU(t) 6x5—1
(1—e— < awom ST

uz uslov v >0, 1

+ €,

(b)
InU(tz) —InU(t)

U (+00) — InU(t)

1— (1462t < <1l—(1-ea"",

uz uslov v < 0.

Asimtotska normalnost

Teorema 2.3.13. (Dekkers et al., 1989) Pretpostavija se da vazi (2.1) i
U:=(1/1-F))".

(a) Za~y>0:
+t77U(t) € 1(by),

za neku pozitivnu funkciju by.
(b) Za v = 0: Postoje pozitivne funkcije by i by tako da je:

_ _ 2
lim InU(tx) —InU(t) — by(t) Inz _ 4 (Inx) '
t—-+o00 bg (t) 2

(c) Za~<0:
(U (+00) — U(8)) € TI(by),

za neku pozitivnu funkciju by.

Pretpostavlja se takode da je lim k(n) = +oo i:

(d) Za~>0:
k(n) = o(n/g~(n)),
gde je g(t) := =27 (U(2)/bu(t))*.
(e) Zay=0:
k(n) =o(n/g™(n)),
gde je g(t) == tb3(t) /b3(t).
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(f) Za~v <O0:
k(n) = o(n/g™(n)),
gde je g(t) == t'"[(InU(4o00) — InU(t))/ba(t)]?.
Tada:
M0 MO
Fn X kmym) o Fn X smm)?

za f(t) == a(1/(1=F(e")))/U(1/(1=F(e'))) ima asimtotski normalnu raspodelu,

za n — 00, sa sredinama 0 i kovarijacionom matricom (s;;) sa, za vy <0,

k() ( (™),

S11 = (1—7)_2(1 27)_17
si2 = 41—=7)2(1=29)7"(1=3y)7",
s20 = 4(5—117)(1 =) 721 — 27) (1 = 37)(1 — 4y),

1 za 7y > 0,
s11 =1, s12 = 4, s99 = 20.

Funkcije p1 i pa su definisane:

B 1, v =0,
““>"{1A1—w,v<o,
2, v =0,

p(7) = {2ma—wu—awx ) <0,

Posledica 2.3.3. Ako su ispunjeni uslovi Teoreme 2.3.13 i ako je, za slucaj
7 =0,
k(n) = o(n/gi (n)),
gde je g1(t) = t(U(t)/a(t))?, tada:
k() — )
mma asimtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 1 disperzijom

1+92, v >0,
(L= 72— 27)(4 - 832 + S22 5 <o,
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Teorema 2.3.14. (Dekkers et al., 1989) Uslovi (a), (b), (c) Teoreme
2.8.13 povlace (2.1) za isto . Uslovi (a), (b), (¢) Teoreme 2.3.13 su ek-
vivalentni, redom:

(a) Za~y>0:
Ft/7(1 - F(t)) e 1L

(b) Za v = 0: Postoje pozitivne funkcije f i « takve da je limy_.+ a(t) = 0
1 da je za x > 0:
1—F(et+=f ()

. 1—-F(et)
1
v a(t)

=+—e "
2

(c) Za~<O0:
+t7V7(1 - F(z* —t71)) € T1.

Za dokaz Teoreme 2.3.13 potrebne su sledece leme. Dokaz se moze pogle-
dati u Dekkers et al., 1989.

Lema 2.3.7. Neka su Y, < ... < Y(un) statistike poretka raspodele 1 — z!

(x > 1). Neka je 0 < k(n) <n ik(n) — oo, n — oco.

(a)
1 k(n)—1
k (_ 1 Yn—in —1 Yn— nn_17
VE(n) k() 2; 0 Y(n—in) — I Y(—k(n)n)
1 k(n)—1
20 —1/2(— I Vi) — I Yo o) 2-2))
mma asimtotski normalnu rasodelu, za n — 00, sa sredinama 0, dispe-
rzijom 1 i kovarijansom 2+/5.
(b) Za vy < O0:
k(n)—1
1 Y’(n—z n) \7 Y
(= > 1= ( ) ,
1 k(n)—1 (1 ( Y(n—zn) >7>2 2,)/2 >
k(n) = Yin—k(n).n) (I =7)(1—=27)
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mma asimtotski normalnu raspodelu, za n — oo, sa sredinama 0, dispe-
rzijama v? i v* redom, i kovarijansom

2v3(5 — 30 + 407%)1/2

V5(5 — 267 + 33¢2)1/2°

Lema 2.3.8. Pretpostavija se da vazi uslov (a), (b) ili (¢) Teoreme 2.3.13
sa gornjim znakom (tj. + za v > 014 - zay < 0). Za bilo koje € > 0 postoji
to tako da je za svako t >ty i x > 1:

(a) Za slucaj v > 0:

1—x° InU(tz) —InU(t) —yInz
(l—e)——F——¢€ < Py () U (D)
x¢—1
< (1+¢) - +e.

(b) Za slucaj vy =0:

(1—¢e*)(Inz)? InU(tz) —InU(t) — by(t) Inz

—2clnzr—€ <

bs(t)
(1+¢)2x¢(Inx)? elng 4 e
5 :
(c) Za slucaj v < 0:
(1-— e)ﬁl - < InU(tr) —InU(t) — (1 — 2)(nU(+o0) — InU(t)
¢ 704 (1) /U (+00)
< (1+ E)JJ'ng e_ ! + ex”.

Ocena kvantila i krajnje tacke: konacan slucaj.

Za ocenu indeksa ekstremne vrednosti v i visokih kvantila, u radu Dekkers
i de Haan, 1989 koristi se razlika visokih statistika poretka. Slicne ocene za
visoke kvantile koje koriste sumu visokih statistika poretka, predlozene su u
radu Dekkers et al., 1989.
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Kao i ranije, pretpostavlja se da su Xi, ..., X,, i.i.d. sa funkcijom raspodele
F, koja zadovoljava (2.1). Cilj je da se nade nivo x,, za p dosta manje od 1,
tako da je:

F(z,) =1—p.

Sa ranije definisanom funkcijom U, vazi:

g;p:U(%).

Dekkers i de Haan, 1989 su predlozili ocenu x,,:

CLZ" —1 ) X(n_k7n)M7(ll)
Yn P1 (:Y\n)

+ X(nfk,n) 5

Z'pm S

gde je 7, neka konzistentna ocena +, MY i p1 su ranije definisani i:

k
ap = —.
np
Asimtotski interval poverenja za x, moze se konstruisati koristeci sledeci
rezultat, Sto moze biti pravac buducéeg istrazivanja.

Teorema 2.3.15. (Dekkers et al., 1989) Pretpostavija se da p = p, — 0,
np, — ¢ € (0,+00), n — oo. Neka je k fiksirano, k > c¢. Tada, uz uslov
(2.1), vazi:

Lpn — Lp

X(n—k,n) Mr(zl)

—d

(%) ! 1‘<%'Q’“> /G Skl Z) 720

vp1(7) + v =0
vy

—)d ( ¥ )
- -1 1— 7'Qk k—1 .
c c 1 k-1 exp(v 22725 Z; /)1
e T T /(E 2 iz = ) 7 <0

kada n — oo, za Qy, Zo, Z1,...Z,_1 nezavisne, Qr gama sa k stepeni slobode
1 4,1 =0,1,....k — 1 su i.i.d. eksponencijalne slucajne velicine.

Dokaz prethodne teoreme bazira se na slede¢oj lemi.
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Lema 2.3.9. (Beirlant i Teugels, 1986) Pod uslovima i oznakama
Teoreme 2.3.15 vazi:

MY LS Zi, 7> 0
— 7~ —d _ _q ex k=1 z./i)—1 .
a(n)/U(n) Qp Ly by PO BITL - g

U slucaju kada je v < 0 prethodni rezultat se moze prilagoditi za grani¢nu
situaciju kada je p = 0, da bi se dobio interval poverenja za gornju krajnju
tacku raspodele, r* = z*(F) = U(+00).

Teorema 2.3.16. (Dekkers et al., 1989) Pretpostavlja se da vazi (2.1) sa
v < 0. Tada je x* = z*(F) := sup{z|F(x) < 1} konacno. Neka je:

1
/ZE\Z = X(n—k:,n)My(Ll) (1 — 7) + X(n—km,)‘ (2.20)
Tn

Pod uslovima Teoreme 2.3.15, vaZi:

Tt 1 1 k—1 k—1 7. 1
(3 Xe 02 F) 1)
X(n—k,n)Mél) V/NK ; JZZ J

Ocena kvantila i krajnje tacke: beskonacan slucaj.

Ovde se moze razmotriti ocena z, za n — oo, kada je dozvoljeno da broj
statistika poretka k i MY rastu bez ogranicenja. Sledece teoreme mogu
se iskoristiti za konstrukciju intervala poverenja kvantila z,, kada p, — 0,
np, — 00, n — 00, $to je predmet buduceg istrazivnja.

Teorema 2.3.17. (Dekkers et al., 1989) Neka F ima pozitivan izvod F', tako
da U postoji. Ako jeU € RV,_y (tj. F' € RV_y/,—1 zay >0, 1/F €T za
v=0iF (z*—1/z) € RVi)y41 2a v <0), tada:

1
X (ne () MRV

2

)

ima asimtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 i disperzijom (1—min(0, 7))
uz uslov p, — 0, np, — 00, n — 00 i k(n) := [np,].
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Sledi teorema o oceni krajnje tacke raspodele.

Teorema 2.3.18. (Dekkers et al., 1989) Neka k = k(n) — oo i
k(n)/n — 0, n — oo. Pretpostavlja se da vaze uslovi Teoreme 2.3.13 sa

v < 0. Pretpostavlja se jos da U ima pravilno promenljivi izvod U . Tada,
za T definisano u (2.20):

~k *
l’n—l'

Xty MY (1 = F)

k(n)

mma astmtotski normalnu raspodelu sa sredinom 0 4 disperzijom

17 1 1—2y 1—2v  (5—119)(1 —29) 4
_[1—27 2 <4_81—37 (1—37)(1—47))_1—37]

2
Za dokaz prethodne teoreme potrebna je sledeca lema.

Lema 2.3.10. (Dekkers et al., 1989) Pretpostavija se da wvaZe uslovi
Teoreme 2.3.18. Koriste¢i funkciju U iz Leme 2.3.6, slucajni vektor:

X(n,k’n)My(ll) B N1 X(nfk,n) - U(?’L/kf)
f<—v<U<+oo> Tty T T S ooy - U<n/k>>)

mma asimtotski normalnu raspodelu sa sredinama 0 @ kovarijacionom matri-
com (si;) sa:

o = A=) o, 202
H (1—7)2(1—29) " (1-3y)"

Y (] — C8(1—=29)  (5-11y)(1—2y)
= gy e = U = e P T ) )
S93 = 0, s33 =1.

2.3.4 Ocena maksimalne verodostojnosti za
eksponencijalno regresioni model

U ovom odeljku predstavljene su dve nelinearne eksponencijalne regresione
metode koje daju ocene maksimalne verodostojnosti indeksa ekstremne vre-
dnosti i visokih kvantila. Prva je log-odnos prostora statistika poretka, dok
je druga prostor statistika poretka.
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Dalje se koriste sledece oznake: konvergencija u raspodeli u oznaci =4, U )
(1 £ j < n) su statistike poretka i.i.d. iz uniformne (0,1) raspodele, V{;
(1 < j < k) su takode statistike poretka i.i.d. iz uniformne (0,1) raspodele i
E¢ry (1 < j < k) sustatistike poretka i.i.d. sa standarnom eksponencijalnom
raspodelom, U(r) := F~ (1 — 1/r) = z1,,

Xn-jrimy =a UU;): <,
Uiy

Ulk+1,n)
—In(Viim) =d Eu—jrin, J <k

—d ‘/(j,k)a .] S k< n,

Slucajne velicine V(;;) su nezavisne sa Ugpy1,). Kljucni rezultat, koji se
kasnije koristiti, jeste Rényi reprezentacija standardnih eksponencijalnih sta-
tistika poretka:

k
Emsnny =2 3 2L <k, (2.21)
=

gde su f; i.i.d. sa standardnom eksponencijalnom raspodelom.

Pored rezultata (2.1) i (2.7) moze se formulisati ekvivalentan uslov pomoc¢u
funkcije kvantila repa U. Slededi rezultat dao je de Haan, 1970, koji kaze da
F € MDA(H,) akko postoji pozitivna merljiva funkcija ay, takva da je za

svako t > 0:
Ultr) = UGr) { 0ol o),

!
- Int, ~=0.

r—+oo  ay(r) (222)

Normirajuéa funkcija ay(r) ekvivalentna je funkciji o(U(r)), za r — +o0,
gde je funkcija o(-) kao u (2.7). Moze se primetiti da za GPD (2.6) vazi
o(u)=0c+y(u—p), Ulr)=p+o(r’ —1)/v i jednakost (2.22) vazi za sve
t > 01isver > 0 sa funkcijom ay(r) = or? = o(U(r)).

Uslov (2.22) izrazen pomoc¢u funkcije kvantila repa, za fiksirano k£ < n i
1 <5 <k, daje slede¢u aproksimaciju:

Xn—jrim) — Xn—km) =d U(U(;}n)) — U(U(;:}i-l,n)) (2.23)
—d U<V(;11€)U(71Ln)) - U(U@L,n))
Vo1
i Onk+1 S
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gde je ay 41 umesto aU(U(;:}i-l,n))'

Kako je ap g1 = aU(U@iLn)) ~ 0(Xn—kmn)), (2.23) je kopija GPD aproksi-

macije repa (2.7), za u = X(,_kn), izrazeno pomocu statistika poretka.
Za prvu metodu log-odnosa prostora statistika poretka, moze se dobiti:

Xn—' n) Xn— n V_"Y
In )(( g+in) X( B gl 2 1< <k
(n—jn) = X(n—kn) G41k) —

Primenjuju¢i Teoremu o srednjoj vrednosti funkcije na desnu stranu pret-
*

hodnr%og izraza, koristeci E(j’k) € (Ep—jiy Eg—jrim) 1 V(;k) = exp(—EEkM)),
dobija se:

Vi — 1 v .
lnﬁ =4 ln(e'y (k—j+1,k) _ 1) _ ln(e” (k—j.k) 1)
(G+1k)
yE¥.
ye (4,k)
=i (Ege—j+10) = B-jr)) - JEGm

Ji—j+ ‘ v
J L— (‘@k))7

Jasno je da poslednja jednakost sledi iz Rényi reprezentacije standardnih
eksponencijalnih statistika poretka, (2.21). Posle ocene V[, sa j/(k + 1),
sledi sledeé¢i nelinearni eksponencijalni regresioni model za log-odnos pros-
tora:

X(n—j+1,n) - X(n—k,n) . Y

Xn—jn) = X(n—kn) 1—(3)

jln ’yfk_j-i_l’ 1<5< k, (224)

gde je f; (1 < j < k) niz definisan ranije.

Ocena maksimalne verodostojnosti za indeks ekstremne vrednosti ¢, ,, za
fiksirano k£ < m, moze se izracunati na bazi modela (2.24), racunajudi log-
Xn—j+1,0) =X (n—k,n)
X(nfj,n)_X(nfk,n)

odnos prostora Y := jln za 1 < 7 < k 1 maksimiziranjem:
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Dobijena ocena ’y\,fﬂ je invarijantna u odnosu na translacije i reskaliranja po-
dataka. Ocena je takode konzistentna i ima asimtotski normalnu raspodelu,
pod nekim tehnickim uslovima na repu raspodele, sto se moze pogledati u
Matthys i Beirlant, 2003. Za slucaj kada je v = 0 asimtotska disperzija za
\/E(?,fﬂ — ) jeste 1, kao i u slu¢aju ocene momenta i POT ocene maksi-
malne verodostojnosti. Za druge vrednosti v numericki se moze izracunati.
U radu Matthys i Beirlant, 2003 uporedivane su vrednosti asimtotske dis-
perzije za ﬁ,fﬂ sa disperzijom ocene momenta i POT ocene maksimalne
verodostojnosti za —3 < v < 3 (—=1/2 < v < 3 za POT ocenu maksi-
malne verodostojnosti). Vidi se da je za v > 0 asimtotska disperzija ocene
/7\1?+1 skoro jednaka disperziji POT ocene maksimalne verodostojnosti. Za
~v < 0 asimtotska disperzija ocene /y\,ﬁrl je niza od asimtotske disperzije ocene
momenta.

Takode u radu Matthys i Beirlant, 2003 data je vrednost asimtotskog biasa
ocene /7\,;4“, koja se moze numericki izracunati. Pokazano je da je ta vrednost
jednaka vrednosti asimtotskog biasa POT ocene maksimalne verodostojnosti,
za slucaj kada je v > 0. U istom radu mogu se videti detalji o bias korekciji
i izboru praga u, Sto u ovoj disertaciji nije razmatrano.

Skoro kao pravilo treba posmatrati, za svaku ocenu indeksa ekstremne vred-
nosti, odnos disperzije i biasa. Disperzija se smanjuje kada se za ocenu uzima
vise statistika poretka, dok bias raste kada se prag izabere na visokom nivou.
Vrednost gde je srednjekvadratna greska ocene minimalna moze se uzeti kao
optimalni izbor za prag.

Dalje je predstavljen drugi eksponencijalni regresioni model, koji daje ocenu
faktora a, ;11 = ay (U, +117n), Sto je potrebno za ocenu visokih kvantila. Umesto
do sada razmatranog log-odnosa, ovde se koristi (2.23) kako bi se aproksimi-
rao prostor statistika poretka direktno:

Vo=V

¥
(4:k) (j+1,k)

Xn-j1m) = X(njm) Rd Gnjs1 1<j <k

Posle primene Teoreme o srednjoj vrednosti na desnu stranu prethodnog
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izraza, koriste¢i raniju notaciju za E{j o 1 VG k) dobija se:

V(ﬂ k) V(J::l k) VEh—j+1,0) — eVEk—ik)
—d
7 v
=d (E(k—j+1,k) — E(k_j,k))GWE(j,m
fk— j+1 * _
= = Vw) ™

Posle ocene Vi3, sa j/(k + 1), dobija se nelinearni regresioni model:

_J
k+1
gde je f; (1 < j < k) niz definisan ranije.

. _,Y .
F(Xn—jr1n) = Xn—jm)) ~d an,k+1< ) fe—je1, 1 <<k, (2.25)

Posle maksimiziranja odgovarjuce funkcije prostora Z; = j(Xum_ji1,0) —
Xm—jn)), za 1 < j < k, na osnovu modela (2.25), moze se dobiti ocena
Za Qn f+1-

Gnir = %zi: (k + 1) . (2.26)

Iz jednakosti (2.22) dobija se aproksimacija za visoki kvantil:

Tp— Xnokm) =a UP™)— U(Ukiln)
=4 U((Upg1,0)/p) (k—l—l,n) U(U(k+1n)>
(Uk1m) /) — 1
- .

Sada se Uj41,n) ocenjuje ocekivanom vrednoséu (k +1)/(n+ 1), v sa Y, i
n 1 S€ ocenjuje zamenom vy u formulu (2.26):

k i\
k+1
> s~ N ()

Tako se dobija ocena kvantila:

Nd  OQnk+1

nk—H =

?rl»—*

?A
( k+1 k1l 1
A . p(n+1)
pk+1 = X(n—k,n) + an,k+1 =A s k < n.
Vi+1
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2.4 Jos neke, veé¢ predlozene ocene indeksa
ekstremne vrednosti

Ocena indeksa ekstremne vrednosti pomoc¢u metode MVRB, minimalne-
varijanse redukovanog-biasa u okviru tre¢eg reda, od skora je proucavana
u literaturi. Ona je dalje u disertaciji predstavljena. Pokazano je da ocena
indeksa ekstremne vrednosti zavisi od adekvatnih ocena parametara drugog
reda. Proucavana je u radovima Gomes et al., 2004a, Caeiro et al., 2005 i
Gomes et al., 2007a. Asimtotska disperzija ove ocene jednaka je asimtotskoj
disperziji klasi¢cne Hillove ocene, s tim Sto se parametri drugog reda oce-
njuju na visem nivou nego Sto se koristi za ocenu parametara prvog reda.
Mogucnost redukavanja biasa bez povec¢anja asimptotske disperzije, jeste
poboljsanje ove ocene. Takode ove MVRB ocene omogucavaju dobijanje nove
klase ocena visokih kvantila, sa redukovanim biasom. Koris¢enjem Monte
Karlo simulacija u radu Caeiro i Gomes, 2008 uporedivane su ove nove klase
medu sobom i sa ve¢ predlozenim ocenama.

Ako se pogleda (2.13), moze se videti da je dominantna komponenta biasa
Hillove ocene upravo A(n/k)/(1 — p) = vB(n/k)?/(1 — p), za model (2.12).
Ta komponenta se moze oceniti i ukloniti iz Hillove ocene, tako da se dobiju
asimptotski ekvivalentne ocene, pogledati Caeiro et al., 2005:

~

oati): = Hw (1= 15(5))
5500+ = Hwew (- 15(5))

gde su p i B konzistentne ocene parametara drugog reda p i 3, ako treba
zadrzati asimptotsku disperziju 2. To nameée koriséenje veéeg broja stati-
stika poretka od broja k i ocenu p za p, takvu da je p— p = 0,(1/Inn).
Takode, za ocenu visokih kvantila, kako je

Tp/ Xn—tm) ~p co(1+ (ch —1)A(n/k)/p),

predlozene su nove ocene:

— ~ 5 _s/n\PcP —1
OksBp): = Xowwen (14738(5) =),
P
~ _ ~ peP —1
P (k-B.7): = X, Ay (A (ﬁ)pcn )
Q:‘? ( 757p) (n k,n)cn eXp 75 k b\
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Prva ocena je asimptotski ekvivalentna, do drugog reda, ranije predlozenim
ocenama u Matthys et al., 2004 i Gomes i Pestana, 2007b. Naravno, moze
se zameniti 7 nekom od MVRB ocena Hﬁﬁ(k‘) i Hj 5(k), Sto se oznacava sa
H (k). U disertaciji ¢e biti razmatran indeks H (k), kao i @g), i pretpostavlja
se okvir tre¢eg reda, kako bi se dobile pune informacije o vodeéem ¢lanu
asimtotskog biasa.

2.4.1 Okvir treceg reda
Ovde ¢e biti koriséena sub-klasa Hallove klase, za koju vazi:
U(t) = Ct7(1 + Dyt? 4 Dot"™ 4+ o(t°*F")), t — +o0, (2.27)

C>0,D1#0,p<0, p* <0, sa ciljem da se dobije asimtotski bias ocena
MVRB. Treba primetiti da se za hg(z) := (2 —1)/0, 0 < 0, A(t) = pD;yt? =
VBtP, p = max(p, p*) = p i:

o (1 + p*/p) D2/ D1)t*" p < p,
B(t) =pt" = (2D2/ Dy — Dy)t?, p=pk
—Dqt?, p>p*V Dy =0,

za svako x > (0, moze pisati:

Ultx)
Ul(t)

In

—ylnw = A(t)hy(x) + A B(Oh, (@)1 +o(1),  (2.28)

Sto je uslov tre¢eg reda koriS¢éen u radu Gomes et al., 2004a, ekvivalentan
onome u radu Gomes et al., 2002 i Fraga Alves et al., 2003. Ovde se razmatra
validnost (2.27), to je ekvivalentno razmatranju (2.28), za p < p i A(t) =
at?, za realno a.

Moze se primetiti da klasa (2.27) obuhvata mnoge modele teskih repova koji
se javljaju u praksi. Tako na primer Freseovu, sa U(t) = (In(t/(t — 1)))77,
Burovu, sa U(t) = (t7? — 1)7%/#,t > 1, generalisanu Pareto, sa U(t) =
(" —1)/v,t > 11 Studentovu t,, sa funkcijom raspodele:

F(z) = F(xlv) = %/f (1+ zz/l/)’(”*lmdz, reR, v>0.

Za sve ove klasi¢ne modele vazi da je p = p' = p*. Moze se nadi primer gde je
p # p. Uradu Gomes i Oliveira, 2003 su uoéili da translacija podataka moze
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promeniti asimtotsko ponaSanje repa i vrednosti parametara drugog reda, tj.
ako su X pocetni podaciiY = X + q, tada je Uy (t) = Ux(t) + a i vazi:

Uy (t) = Ct'(1 + Dyt" +at™7/C + Dot?*?" + o(t*7")), t — +o0.

2.4.2 Ocene parametara drugog reda

Da bi se dale ocene redukovanog biasa indeksa ekstremne vrednosti i kvantila,
potrebno je prvo dati ocene parametara drugog reda p i (.

Ocena parametra p drugog reda

U radu Fraga Alves et al., 2003 razmatrane su ocene parametra drugog reda

p, ali parametrizovanih parametrom 7, videti Caeiro i Gomes, 2006. Ako se

oznaci sa Méj)(k) = %Zle Vi, j-ti moment log-ekscesa, j = 1,2, 3, tada

ocene za p zavise od statistika:

( T T/2
(M,&“(k)) —(Mé”(k)ﬂ)
T/2 T/39 T # 07
(M,@(k)/z) - (Mé”(k)/ﬁ)
In <M,§1)(k)> —_ (Mff)(k)/z)

1in <M7(L2)(k)/2> ~1im (Mflg)(k)/6>

T (k) =

T=0,

sto konvergira ka 3(1 — p)/(3 — p), za svako realno 7, u slucaju kada vazi
uslov drugog reda (2.11), k je intermidijatno i vkA(n/k) — oo, za n — co.
Tada je ocena za p:

pr(k) = ks 7) 1= —min (0,3(T (k) = D/(TO(R) = 3)). (2:29)
Teorema 2.4.1. (Fraga Alves et al., 2003) Ako vazi uslov drugog reda (2.11),

za p < 0, intermidijatno k i VkA(n/k) — oo, tada p(k; ) u (2.29) konvergira
u verovatnoci ka p, za n — 0o. Pod okvirima treceg reda u (2.28), vaZi:

p(k;T) =a p+ (% +v1A(n/k) + sz(n/k:)) (14 0,(1)),

gde je W{ sluc¢ajna velic¢ina sa asimtotski normalnom raspodelom,
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9p = @\/(2:02 —2p+1),

p|7(1 = 2023 = p)(3 = 20) + 6p(4(2 = p)(1 = p)> — 1)

U1 = Ul<77p7 T): 127(1 _ p)2(1 _ zp)Q )
by = PP o)
p(l—p—p)°

Jos, ako je VEA (n/k) — Aa i VEA(m/E)B(n/k) — g konacéno, tada
VEAM/E)(plk; T) — p) —a N(Aavy + ABv2,¥?07).

Ocena parametra J drugog reda
o\ a—1

Uvodi se oznaka Ny(f‘)(k) = %Zle (i) U;, gde je U; ranije definisano u

(2.10). U radu Gomes i Martins, 2002 razmatrana je ocena za [3:

(1) 7) N (k) = NI )

LS )P )N P k) = NP ()

(2.30)

n

Bolk) = Blks ) = (5)5<

Teorema 2.4.2. (Gomes et al., 2004b) Ako vazi uslov drugog reda (2.11), za
A(t) = ~Btr, p < 0, k intermidijatno i ako VEkA(n/k) — oo, tada za py(k;7)
igﬁ(k:) date u jednakostima (2.29) i (2.30) redom, i p = p,(k; T) tako da vazi
p—p=o0,(1/Inn), zan — oo, tada je Bﬁ(k) konzistentna ocena za 3 i vazi:

Ba(k) — B~ —BIn(n/k)(7 — p) = 0,(1).

2.4.3 Asimptotska svojstva ocene indeksa ekstremne
vrednosti u okvirima treceg reda
U ovom odeljku razmatra se asimtotsko ponasanje, u okvirima treceg reda,

ocena MVRB, oznacenih sa H. Pretpostavka je da su poznate vrednsti para-
metara drugog reda (i p.
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Teorema 2.4.3. (Caeiro i Gomes, 2008)

(a) Pod okvirima drugog reda u (2.12) i za intermidijatno k, vazi:

Hy (k) =4 v+ %Zk + 0,(A(n/k)),

gde je Zy, slucajna velicina sa asimtotski standardnom normalnom raspode-
lom, iz (2.13). Takode, ako se izabere k tako da je VEA(n/k) —

A konacno, za n — oo, \/E([:T@p(k) — ) ima asimptotski normalnu
raspodelu sa sredinom 0 i disperzijom v* i u sluc¢aju kada je X # 0.

(b) Pod pretpostavkom (2.27), dobija se asimptotska raspodela:

R
(1- (17(_1 :)p%ﬁ%l;))“ +0,(1),
(1- (gvzlp—_pﬁ;ﬁ?//kk))> (1+0,(1)),

gde Z} ima asimptotski standardnu normalnu raspodelu. Ako je
VEA(n/k)B(n/k) — Ap konacno (i tada VEA*(n/k) — A4 takode
konacno), Vk(Hp (k) —7) i \/E(ﬂﬂw(k) —7) su asimptotski normalne
sa istim disperzijama v* i asimptotskim biasom bz = Ag/(1—p—p ) —
Aa/(v(1 = p)?) by = Ap/(1—p—p) = Aa/(29(1 = p)?) redom.

Moze se primetiti da H i H imaju iste asimptotske disperzije i da za bias vazi
b = b+ Aa/(27(1 = p)?), za A > 0. Tako da ako su oba biasa pozitivna,
H ima asimptotski bolje osobine od H.
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Teorema 2.4.4. (Caeiro i Gomes, 2008)

(a) Pod pocetnim uslovima Teoreme 2.4.3, razmatraju se ocene indeksa ekstre-

mne vrednosti Hgﬁ. Sa (i p se oznacavaju konzistentne ocene za 3 i p
redom, obe izracunate na niwou ky viseg reda od k, na kome se racuna
indeks ekstremne vrednosti i vazi p—p = 0,(1/1Inn), zan — oo. Tada,

\/E(ﬁgﬁ(k) — ) je asimptotski normalno, sa disperzijom ¥* i srednjom
vrednoséu 0, c¢ak i kada je VkA(n/k) — X #0, za n — oo.

(b) Ako se radi u okviru treceg reda (2.27), razmatra se Bﬁ(k,‘) iz (2.50), B=
Bﬁ(/ﬁ) i izabere se k tako da VEkA(n/k) — oo, ali VkA(n/k)B(n/k) —
Ag konacno, tada \/E(ﬁaﬁ(k) — ) i \/E(ﬂaﬁ(k) — ) su asimptotski
normalne sa disperzijom v? i asimptotskim biasom bz i by redom, dato

u Teoremi 2.4.3, s tim 5to je (p — p)Inn = o,(1/VEA(n/k)).

2.4.4 Asimptotska svojstva ocene visokih kvantila u
okvirima treceg reda

U ovom odeljku su date dve teoreme o ponaSanju raspodele ocene visokih
kvantila, u okviru modela (2.27).

Teorema 2.4.5. (Caeiro i Gomes, 2008) Pod okvirom treceg reda (2.27), za
intermidijatno k i kada god je In(np) = o(v'k), moZe se napisati:

b An/k
Qg{)(k)(k)/xp =41 + (H(k)—7) lncn+%3k_hp(cn)14<n/k>+0p( (\/g ))

(I () A/ R) B ) 510 A2 /1)) (140,(1),

gde je By asimptotski  standardna normalna  slucajna  velicina,
ho(z) = (2% —1)/0,0 < 0. Takode, ako je VkA(n/k) — X\ konacno i
Inc,/VEk — 0, za n — oo, tada %(ngk)(k)/xp — 1) ima asimptotski istu
raspodelu, kao \E(H (k) — ), tj. asimptotski je normalna sa disperzijom >
i srednjom vrednoséu A/ (1 — p).
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Teorema 2.4.6. (Caeiro i Gomes, 2008)

(a) Pod uslovima Teoreme 2.4.5, razmatra se ocena indeksa ekstremne vred-
nosti H = Hp 5, gde je (8, p) konzistentna ocena za (3, p), obe izracu-
nate na nivou ki, gde je k = o(ky) i tako da je (p — p)Inn = o0,(1).

Tada, ako VkA(n/k) — X, %(_gzk)(k)/xp — 1) ima asimptotski istu

raspodelu kao VE(H(k) — ), tj. obe su asimptotski normalne sa dis-
perzijom 2 i srednjom vrednoséu 0 (¢ak i kada je X #0).

(b) Ako se k izabere tako da je VkA(n/k) — oo ali VEA(n/k)B(n/k) — Ag
konacno, h‘l/i (_gzk)(k)/xp —1) i VE(H(k) —7) takode imaju asimp-
totski istu raspodelu, tj. asimptotski su normalne sa disperzijom ¥? i

asimptotskim biasom datim u Teoremi 2.4.3, stim sto je

(P = p)Inn = 0,(1/VEA(n/k)).

2.5 Poredenje ocena

Kao sto je receno, za raspodele sa pravilno promenljivim repom predlozeno
je vise ocena indeksa ekstremne vrednosti. Najpoznatija ocena jeste Hillova
ocena, funkcija k najvecih statistika poretka. Asimptotski optimalna vred-
nost za k se moze odrediti koristeéi parametre drugog reda (u smislu min-
imalne srednjenjekvadratne greske). Tako se mogu porediti dve ocene, po-
redenjem srednjekvadratnih greSaka, na dva nacina. Prvi je poredenje za
fiksirano k = k(n) — oo, za koje su obe ocene asimptotski normalne, dok je
drugi nacin za poredenje uporedivanje za nizove k(n), koji su razlic¢iti za dve
ocene i koji su izabrani tako da je za svaku asimptotska srednjekvadratna
greska najmanja. Treba re¢i da ovaj drugi pristup poredenja ocena, iako
prirodan, nije mnogo razvijan.

Pretpostavlja se da je X;, Xs, ... i.i.d. sa funkcijom raspodele F', za koju je
1 — F pravilno promenljiva funkcija u beskona¢nosti, tj.

1 — F(tx)
lim ———2 =g~/ 2.31
e 1-F() 231

za x >0, gde je vy >0 (tj. 1 = F € RV_y,,). Do sada su razmatrane sledece
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ocene za parametar y:

k
R 1
7721) = E ; ln X(nfi+17n) - ln X(nfk,n)a
X n— n) XTL— n
50— (In2)"n (n—[k/4],n) (n—[k/2], :
Xn—[k/2n) — X(n—k,n)
R R 1 ~
W= A= 5= ) M) — 1,
gde je:
k

1
M, = E Zzlan X(n—i-l—l,n) —In X(n—k,n))2~
Odredivanjem brzine konvergencije u (2.31), takode se pretpostavlja uslov
drugog reda, tj. da postoji funkcija a konstantnog znaka, takva da je:
1-F(tr) 33'_1/7

- P
lim =X =2 (2.32)
t—+o00 a(t) p

za x > 0, gde je p < 0 parametar drugog reda.
Neka je kao i ranije U = (1/(1 — F))™ i A(t) = v*a(U(t)). Jednakost (2.32)
je ekvivalentna sledec¢oj jednakosti:

Ul(tx
U((tt)) — 7 L -1

ot A(f) py

(2.33)

lokalno uniformno za x > 0.

U radu de Haan i Peng, 1998 zakljuceno je da ne postoji jedna ocena koja
dominira nad drugim, ve¢ da to zavisi od situacije. Tek kada se napravi
napredak u odredivanju optimalne vrednosti za k(n) i parametar drugog
reda p ucini adaptivnim, moze se razmisljati o izboru najbolje ocene u svim
situacijama.

Teorema 2.5.1. (de Haan i Peng, 1998) Pretpostavija se da vazi jednakost
(2.33). Neka je k = k(n) niz celih brojeva za koji vazi k(n) — oo i k(n)/n —
0z

lim ﬂA(%) =\ € (—00,+00).

n—oo
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Definise se C; = Ci(, p) na sledeéi nacin:

1
Ci(vsp) = ——
1 27— 1
C - 20 — 1
1 p
Cs(v,p) = +

L—py  (L—py)*
Tada: '
\/E(:Y\g) - fy) —d N(blv 0-1'2)7
za1=1,2,3, gde su:
bl - )\Cl, b2 = )\02, b3 = )\03,

2 2 2 72(1+227+1)

2 2
o] =7, 05 =———-" 05 =1+7".
T T gy T2’ 7B K

Moze se izracunati da je asimptotska srednjekvadratna greska za %(f), za
svaku ocenu, k~'(0? 4+ b?). Takode, za p = 0, vazi by = by = b3 i 07 je
najmanja vrednost od svih.

Posledica 2.5.1. Neka je p < 0 i vaZi jednakost (2.33). Ako je RMMSE(i,j)

granicna vrednost za kolicnik minimalnih srednjekvadratnih gresaka i-te i@
j-te ocene, tada vazi:

(27— 1)2In22 (1 — py)2(2°7 — 1)2(27+77 — 1)271/Cm-1)
RMMSE(1,2)= . [ } 7
(1.2) 1+ 227+1 (p7)?(1 +22+1)
zal+p#01
2 _ 2\2 1/(2 ,1)
RMMSE(1,3)=— [('Hm ) ] n
L+92 L1 +2)(1 = py)?

za 1+ p—yp#0.

Na kraju ovog poglavlja treba istac¢i da razmatrane ocene indeksa ekstremne
vrednosti i visokih kvantila, kao i njihove osobine, mogu posluziti za analizu
i dobijanje intervala poverenja pomenutih parametara. Tako se na primer,
Teorema 2.3.1 i Teorema 2.3.2, koje govore o asimptotskoj konvergenciji
ocena, mogu iskoristiti u tu svrhu, sto je jedan od mogucih pravaca daljeg
istrazivanja. U narednom poglavlju dat je jedan pristup, koji je ve¢ poznat
u literaturi, za odredivanje intervala poverenja razmatranih parametara.



Glava 3

Intervali poverenja za indeks
ekstremne vrednosti i visoke
kvantile

U ovom poglavlju bi¢e dati intervali poverenja za indeks ekstremne vrednosti
i visoke kvantile, kao i optimalna brzina konvergencije ocena. Pristup za
dobijanje intervala poverenja, koji je analiziran u literaturi, koristi aproksi-
maciju normalnom raspodelom i ima neoptimalnu brzinu. U radu Ferreira i
Vries, 2003, predlozen je pristup sa optimalnom brzinom, ali u tom slucaju
mora biti ocenjen bias nepoznatog znaka.

3.1 Optimalni intervali poverenja za indeks
ekstremne vrednosti

Neka je kao i ranije Xy, X5,...,X,, ii.d. niz sa raspodelom F', koja pri-
pada oblasti privlacenja raspodele ekstremnih vrednosti, sa pozitivnim indek-
som promenljivosti. Ako se taj uslov preformulise pomoc¢u termina pravilne
promenljivosti, to znaci da je rep raspodele F' pravilno promenljiva funkcija
sa indeksom promenljivosti —1/7, tj. za neko v > 0:
1 — F(tx)
lim ——2 =77 2> 0. 3.1

t—too 1 — F (t) ( )
Definise se U = (1/(1 — F'))~, kao i ranije, odgovarajuca inverz funkcija.
Dalje se pretpostavlja da postoji funkcija A, konstantnog znaka u beskona-

5
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¢nosti, lim A(t) =01 da vazi:
t—+o00

nU(tz) —InU(t) —yInz  2f -1

tiiinoo AW == x>0, p<0. (3.2)
Veé je ranije analizirana Hillova ocena:
1k
k) =+ Zl I X0 i10) — 0 X (g (3.3)

Neka je k = k(n) = k, intermidijatni niz, za n — oo i

Hyp = \/k—n@(kn) - 1). (3.4)

y

Ranije je receno da pod uslovima (3.2) i A(n/k,)vk, — X € (=00, +00),
H,, 1, konvergira u raspodeli ka normalnoj slucajnoj velicini sa sredinom
A/(v(1 = p)) i disperzijom 1. Najbolja brzina konvergencije se postize kada
A(n/k,)Vk, — X # 01 u tom slucaju grani¢na raspodela ima nenula
sredinu.

Cheng i Peng, 2001 i Caers et al., 1998, u cilju konstruisanja intervala pove-
renja za 7y, zbog jednostavnosti, koriste (3.4) sa A = 0, kada se upotrebljava
Hillova ocena (3.3). Treba istaéi da je za konstrukciju intervala poverenja
sa optimalnom brzinom potrebno oceniti i druge parametre. Znaci, da bi se
konstruisao interval poverenja, treba resiti nekoliko problema: na adekvatan
nacin se treba odrediti optimalni niz k,,, treba oceniti dva dodatna parametra
konzistentnim ocenama, parametar drugog reda p i znak asimtotskog biasa.
Za izbor niza k, pogledati Danielsson et al., 2001. U njemu je predlozena
bootstrap metodologija za odredivanje optimalnog niza k,,. Ta metodologija
je sasvim drugacija od one predlozene u radu Ferreira i Vries, 2003, koja je
razmatrana u ovoj disertaciji. Za ocenu parametra p pogledati Danielsson et
al., 2001 i Fraga Alves et al., 2003. Za znak asimptotskog biasa data je ocena
i pokazana je konzistentnost u radu Ferreira i de Vries, 2003. Relevantni
radovi o intervalu poverenja ocene su Caers et al., 1998 i Cheng i Peng, 2001.
Cheng i Peng, 2001 takode isti¢u vaznost znaka asimptotskog biasa, ali ne
razmatraju eksplicitno ocenu. Ovde ¢e biti razmatran slucaj kada je p < 0,
jer je za taj slucaj, otimalni rezultat za izbor k, dobro poznat.
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3.1.1 Dvostrani interval poverenja za indeks ekstremne
vrednosti
Ovde se dalje razmatra interval poverenja za indeks ekstremne vrednosti.
Neka A(n/k,)vVk, — A € R. Kao i do sada, sa ® se oznacava stan-
dardna normalna funkcija raspodele i sa z, = ® (1 — «) odgovarajuéi
kvantil. Bazirajuéi se na (3.4) i njegovoj granicnoj raspodeli, resavajuci
—Za < Hpp,, — A/ (7(1=p)) < z4 PO 7, dobija se prvi pristup za konstruisanje
intervala poverenja za <y, sa nivoom zanacajnosti «, pogledati Ferreira i de

Vries, 2003:
&(h@)% - 1%,0 < < ;V\(kn)\/k_n - %p
Za/2+\/k_n ! _Za/2+ an 7
uz uslov Vk,, — Zay2 > 0.

Hall i Welsh, 1985 i Dekkers i de Haan, 1993, su odredili k2, optimalni niz u
smislu minimalne srednjekvadratne greske. Ako se pretpostavi da se pravilno
promenljiva funkcija A ponasa asimtotski kao stepena funkcija:

(3.5)

A(t) ~ctf, ¢ £0, p <0, (3.6)

za t — 400, niz kY se racuna pod ovde uvedenim uslovom. Dalje se pret-
postavlja jaci uslov, Hallov model, tj.:

1 — F(z) = Cz Y7 (1 4+ DzP" + o(zP)), C > 0,D # 0,2 — +00.
Treba primetiti da iz (3.2) i (3.6) sledi da je D = ¢y~'p~!C”. Tako se dobija
(pogledati Hall i Welsh, 1985):

2 2 _
i~ (L) e, (3.7)

Vrednost A za niz kY je asimptotski sgn(c)y(1 — p)/+/—2p. U ovom slucaju,
umesto intervala (3.5) dobija se interval:

VR () /S
Zas2 + sgn(c)/v/—2p + /KO ! —Za/2 + 5gn(c)//—2p + /K9’

pogledati Ferreira i de Vries, 2003. Sada je potrebno aproksimirati k2 i oceniti
p i sgn(c), kako bi se dobio interval poverenja iz prethodne nejednakosti. U
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radu Hall i Welsh, 1985 je odreden adaptivni izbor za @2, za koji je:

o] —p 17 (38)

gde —, oznacava konvergenciju u verovatnoc¢i. Za p je potrebna konzistentna
ocena i za sgn(c) ocena sgn zadovoljava:

P(sgn = sgn(c)) — 1, n — 0. (3.9)
Tako vazi sledeéa teorema.

Teorema 3.1.1. (Ferreira i de Vries, 2003) Pretpostavlja se da vaze (3.2) i
(3.6). Neka k2 zadovoljava (3.8), sgn zadovoljava (3.9) i neka je p konzis-
tentna ocena za p. Tada, za n — oo:

~ AAO son.

v

konvergira u raspodeli ka standardnoj normalnoj slucajnoj velicini. Vazi:

P( A@O)\/? (ko)\/; ) e (310)

za n — 00, Sto daje asimptotski interval poverenja za 7y, sa koeficijentom
pouzdanosti 1 — «.

Treba primetiti da za slucaj kada je v blizu nule, moze se posmatrati alter-
nativni jednostrani interval poverenja.

Pokrivenost dvostranog intervala poverenja

Ako se interval baziran na (3.5) oznacisa (v, 7, ), gde je k, takvo da je
A = 01 p zamenjeno sa konzistentnom ocenom. Dalje se moze pokazati da je
interval (3.10) mocniji od intervala (y %, ,)-

Vazi:
lim P(y € (7, Fnp)) =1 —a,

n—oo
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za svako v > 0. Tada, verovatnoéa pokrivanja pogresne vrednosti 7 treba
da bude 5to je moguée manja za svako 7 > 0, tj.

PO € [, 4+ T)) (3.11)

Sto manje. Ova verovatnoca konvergira ka 0 u slu¢aju kada je niz k,, takav da
je A(n/ky)VE, — Niza ' # v, kako gornja i donja grani¢na vrednost inter-
vala poverenja konvergiraju ka 7, u verovatnoci. Dalje se porede verovatnoce
pogresnog pokrivanja, kako je 7y, /v — 1 za n — oo.

Verovatnoca pogresnog pokrivanja za interval poverenja (3.10) je:

kjo —_— / — —_— ’
P 2oy R(TE ) T (-2 (VR T <)
—2p g —2p v

Za niz 7., za koji \/k9(1 — ., /7) — v # 0, %00, ova verovatnoéa konvergira
ka ®(zq/2—V) —P(—2q/2 —v). Ako se izabere k, tako da je A(n/k,)vk, — 0,
tada je verovatnoca (3.11) ekvivalentna verovatnoci:

(VB () < R () <2 v (5 ),

Sto konvergira ka ®(z,/2 — v*) — ®(—24/2 — v*), za niz v za koji je vk, (1 —
vi[v) — v* # 0,200. Uzima se zajednicki niz 7, da bi se poredile dve
verovatnoce. Tada verovatnoca pokrivanja pogresne vrednosti konvergira ka
0 u prvom slucaju, dok je u drugom slucaju jednaka ®(z4/0 — ") = ®(—2q/2 —
v*) > 0.

Ocena znaka biasa za Hillovu ocenu

U ovom delu koristi se Hillova parametrizacija. Sledeé¢i rezultat moze se
pogledati u Drees et al., 2000.

Lema 3.1.1. Neka je k,, intermidijatni niz. Pod uslovom (3.2), postoji pros-
tor verovatnocéa za Xy, Xo,... © niz slucajnih velicina sa Braunovim kreta-
njem W, (proces za koj je W, (0) = 0, sa trajektorijom koja je skoro svuda
neprekidna, sa nezavisnim prirastajima, koji imaju odgovarajucu normalnu
raspodelu), tako da je:

s )~ (0 A A | o

za sve t, — 0, koji zadovoljava k,t, — +00.
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Clan t=*/(1 — p)A(n/kn)vkn je upravo bias Hillove ocene. Treba primetiti
da ako A(n/k,)vk, — X\ # 0, njegov asimptotki znak je odreden znakom
funkcije A(n/k,), sto je jednako sgn(c) uz uslov (3.6). Tako na primer, za
t = 1, znak ocekivane vrednosti grani¢ne promenljive v/k, (¥ — ) jednak je
sgn(A/(1 = p)) = sgn(c).

Neka su a,, b, i ¢, intermidijatni nizovi takvi da je ispunjeno
a, < b, < ¢y, ay/b, — v €10,1), (3.12)

za svako n. U radu Ferreira i de Vries, 2003 predlozena je slede¢a ocena
znaka biasa:

b
s ~ 1 ~
sgn = SQ”(W(%) I E 7(0)-

Teorema 3.1.2. (Ferreira i de Vries, 2003) Pretpostavlja se da vaze (3.2) i
(3.12) i jos da b, zadovoljava A(n/b,)\/b, — co. Tada:

P(sg/\n = sgn(c)) — 1, n — 0.

Moze se primetiti jos da je iskljucen slucaj p = 0 u uslovu (3.2). Rezultat
ovog dela vazi za p = 0 uz uslov b, < ¢, u (3.12).

3.1.2 Jednostrani interval poverenja za indeks
ekstremne vrednosti

U ovom odeljku bi¢e analiziran jednostrani interval poverenja baziran na
asimptotski normalnoj aproksimaciji Hillove ocene. Bi¢e dat rezultat iz
Cheng i Peng, 2001, o verovatno¢i pokrivanja jednostranog intervala povere-
nja. Otkriveno je i da red optimalne verovatno¢e pokrivanja za jednostrani
interval poverenja zavisi od znaka drugog reda pravilne promenljivosti.

Dalje se takode pretpostavlja da je X1, ..., X}, i.i.d. niz sa funkcijom raspodele
F, za koju je 1 — F' € RV_y,,. Postavlja se jaci uslov za funkciju F' od
prethodnog. Pretpostavlja se da za © — +oc:

1= F(z) = Ca ' (1 + Dz’ + o(afﬁ)), C>0,8>0,D#0, (3.13)
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gde je f = —p/~ iz Hallovog modela. Moze se primetiti da je prethodni uslov
poseban sluc¢aj uopsStene pravilne promenljivosti drugog reda (pogledati de
Haan i Stadtmiiller, 1996). Ve¢ je poznat sledeéi rezultat, da za intermidijatni
niz k, slucajna velic¢ina

\/E(;Y\n - '7) —d N<07 72>7 (314)
akko k = o(n?*/(1+28M) "gde je 7, odgovarajuéa Hillova ocena.

Tada je nominalni « jednostrani interval poverenja za 7y, baziran na normal-
noj aproksimaciji (3.14), upravo:

I(a) = (0,% + Z"ﬁ”), (3.15)

vk

gde z, zadovoljava ®(z,) = «. Dalje je data verovatnoca pokrivanja datog
jednostranog intervala poverenja i dat je teorijski optimalni izbor za velicinu
uzorka £, u smislu minimalne apsolutne greske pokrivanja.

Verovatnocéa pokrivanja jednostranog intervala poverenja

Edgeworthov razvoj (pogledati Hall, 1992a) je jedan od osnovnih nacina za
analizu verovatnoce pokrivanja intervala poverenja. U radu Cheng i Pan,
1998 dat je Edgeworthov razvoj za Hillovu ocenu. Sledi taj rezultat.

Teorema 3.1.3. (Cheng i Pan, 1998) Pretpostavija se da vazi (3.13) i k —
o0, k/n — 0. Tada:

PUM; D ga) = 8+ ol (13?/%2 T ﬁﬁmﬂ(%)_m)

+ 0(% + ﬂ(%)_ﬁv), (3.16)

uniformno na R, gde su ®(x) i ¢(x) redom, funkcija raspodele i gustina
standardne normalne raspodele.

1—a2

3vVk
By
a ignorisan ¢lan qﬁ(w)%\/@ (%) iz Edgeworthovog razvoja, pret-

Treba napomenuti da je u radu Cheng i Pan, 1998 uzet u obzir ¢lan ¢(x)

hodne teoreme, da bi se konstruisao Sto ispravniji interval poverenja. Dok
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se u radu Cheng i Peng, 2001 koriste oba ¢lana da bi se izabrala optimalna
veli¢ina uzorka kako bi se minimizovala apsolutna greska pokrivanja, sto ¢e
ovde biti iskoris¢eno.

Koriste¢i Edgeworhov razvoj (3.16) bi¢e predstavljen rezultat koji daje ve-
rovatnoéu pokrivanja za interval I(«a), (3.15).

Teorema 3.1.4. (Cheng i Peng, 2001) Pretpostavlja se da vazi (3.13) i k —
o0, k/n — 0. Tada:

Pyella)=a — ¢z )(1;\/25 ‘*’(1_‘_1)5@;0,37\/%(%)67)

+ 0<ﬁ + \/E(%)_ﬁ”).

Optimalna vrednost k koja minimizira apsolutnu vrednost greske pokrivanja
u intervalu iz prethodne teoreme jeste:

3DBv(1+267)

((uzzi)ﬁ;ﬁﬁwcﬂ”)” U sviaesn p <o
— ¥ ) Y

((1+22§)(1+ﬂ’7)6’57)1/(1+ﬂ7)n37/(1+37)7 D >0,

k= (3.17)

koja zadovoljava uslov k = o(n?*/(+207)) 1 jog, optimalna verovatnoéa
pokrivanja intervala I(«a) je:

Py € I(a)) =
(14+87) (14222) (1+267)/(2(1+57)) 1/(2(1+87))
Q= 2( 3(1+257) ( )
= d(z0)n —ﬁv/(2(1+ﬁv ( o( D >0,
a + o(n=P1/2 : D < 0.

Iz poslednja dva izraza moze se zakljuciti da optimalna verovatnoca pokri-
vanja intervala I(«) zavisi od znaka pravilne promenljivosti drugog reda.

Izbor optimalne vrednosti k

U terminu verovatnoc¢e pokrivanja, optimalna veli¢ina uzorka zavisi od nekih
nepoznatih velicina. Ovde ¢e biti data ocena za optimalnu veli¢inu za jed-
nostrani interval poverenja. Neka:
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k
Z (I X i) — 0 Xuoiem), =12,

?vl»—*

ng )(n/(2 Inn)) — Q[M,(ll)(n/(g\/m»P
M2 (/i) — 200 (n/ Vi)

5 = (M —"— — o[ ]2>(1 + Pu) (VN )

" Vi )
el ()] 7)

Na osnovu rezultata datih u Peng, 1998 sledi:

?

B :—(1n2)_lln’

ﬁn —p B,
6 —p DBY(1+py)'C™7,

kada n — oo. Ocena za optimalnu uzoracku veli¢inu k*, data u (3.17), je

YD)
(331+2zé ) ppnl0450) 550,

I — n(1+2ﬁn)1/(1+,\ )
Pn ~ N o~
<1j32§z§> o/ (145n), 5, <0,

gde z, zadovoljava ®(z,) = a.

3.2 Optimalni intervali poverenja za visoke
kvantile

Ocenjivanje visokih kvantila ima vaznu ulogu u primenama, kao na primer u
kontekstu risk menadzmenta. To zahteva ekstrapolaciju nepoznate funkcije
raspodele. U ovom delu disertacije bi¢e predstavljene dve metode za kon-
strukciju intervala poverenja visokih kvantila: metod normalne aproksimacije
i metod koli¢nika verodostojnosti, kao i konstrukcija jednostranog intervala
poverenja za visoke kvantile raspodela sa debelim repom.

Ovde se pretpostavlja da je X, ..., X, i.i.d. niz sa funkcijom raspodele F',
koja zadovoljava 1 — F(z) € RV_,, tj

1—F(z)=e(z)xz™ = >0, (3.18)
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gde je a« > 01ie(x) je sporo promenljiva funkcija, tj. tliin e(tz)/e(t) =1, z >
0. Dalje se pretpostavlja da p, € (0,1) i p, — 0, za n — oo. Odgovarajuci
(1 — p,)100% kvantil raspodele F' je definisan x, = (1 — F')(p,). Cilj je da
se odredi interval poverenja za .

Dalje se pretpostavlja da F' zadovoljava specijalan slucaj (3.18), za e(z) = c,
gde je ¢ konstanta,
1-F(z)=cx * z>T. (3.19)
Neka je 0; odgovarajuéi indikator, tj. 6; = I(X; > T). Tada je funkcija
maksimalne verodostojnosti veli¢ine {(d;, max(X;, 7))} ;:
Lo, c) = H(caX[o‘_l)‘Si(l — T,
i=1
Dalje se uzima da je T' = X(,_xn), gde je k = k, intermidijatni niz, tj.
k — oo, k/n — 0. Gornja funkcija maksimalne verodostojnosti sada postaje:

n

La,e) = [JleaX; o) (1 = eX(2 )"

=1

U naredna dva dela ovog poglavlja bi¢e predstavljene dve metode za kon-
strukciju intervala poverenja za x, i u trecem delu bice predstavljen metod
za konstrukciju jednostranog intervala poverenja.

3.2.1 Metod normalne aproksimacije

Neka je (@, ¢,) ocena maksimalne verodostojnosti za («, ¢). Tako je L(a,, ¢,) =

max L(a, ¢). Neposredno se moze proveriti da je:
a>0,c>

k

_ 1 o
oy = (E ;:1 In X iv10) — In X(n—k,n)> )
. ka,

Ch = _X(n—k,n)’

n
Iz (3.19) sledi da je prirodna ocena za x, upravo:

~ —1/@n

Tp = (Pn/Cn)
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U cilju dobijanja asimptotske normalnosti za Z, potrebni su jac¢i uslovi od
(3.18), vec koriséeni ranije, tj. pretpostavlja se da je:
U(ta) U (1) — 2/ )1
o VU@ =2V 01
t——+o00 A(t) 1%

(3.20)

gde je A(t) — 0, t — +o0, za neko p < 0, pravilno promenljiva funkcija sa
indeksom p, gde je U(x) = (1/(1 — F)) (x).

Teorema 3.2.1. (Ferreira et al., 2003) Pretpostavlja se da vazi (3.20) i da je
niz lc intermidijatni.  Ako je VEA(n/k) — 0, np, = O(k) i
ln( )/\/_—>0 za n — 00, tada:

anVk T,

LT In o N(0,1).

Tako je, bazirajuéi se na prethodnoj teoremi, interval poverenja za z, sa
. - . . /
nivoom znacajnosti o :

1= (o (s () 5V o o0 (1) 5]

gde z,/ zadovoljava ®(z,) — ®(—z,) = a’. Za ovaj interval poverenja vazi
da je P(z, € IZ,) — a', kada n — oo, tj. ima aimptotsku verovatnoéu
pokrivanja «. Sledeéa teorema daje pokrivenost intervala I".

Teorema 3.2.2. (Peng i Qi, 2006) Pod uslovima prethodne teoreme vaZi:

P < a”—\/EIH@ §x> — O(2)

= @)1+ 20)  dla)5
+ 0<(1n —>_2 + % + \/E|A(n/k)y),

“VEA /) - Swo(x)(In i)_Q

uniformno za —oo < x < +o00o. Takode vazi:

Pz, €I7)) = a/—zafqﬁ(za/)(ln i) _2—1—0((111 nipn) _2+%+\/E\A(n/k)|>.

npn
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3.2.2 Metod koliénika verodostojnosti

Neka su @, i ¢, definisane u prethodnoj metodi. Ako se oznadi:

I = Jnax In L(a, ¢) = In L(Qy, ¢,),

dalje treba maksimizirati In L(a, ¢), uz uslove:
a>0,¢>0, aln:z;p—l—ln(&) —0,
c
gde prethodna jednakost sledi iz p,, = 1— F(z,) = cry. Sa la(z)) je oznacena
funkcija maksimalne verodostojnosti. Moze se pokazati da je:

la(xp) = In L(a(A),e(N)),

gde su:
_ k
Oé()\) = % )
;(ln X(n,iJrl,n) —In X(n,k,n)) + Aln X(n,k’n) —Aln Tp
a k— A
2\ = on()\)
C( ) (n_kvn) n — )\7

i A zadovoljava sledece uslove:

a(\)lnz, +In ;z—K) =0, (3.21)
a(A) >0, A< k. (3.22)

Dalje je oznaceno:
Hap) = =2(l2(2p) — ).
Teorema 3.2.3. (Peng i Qi, 2006) Pretpostavlja se da vaze uslovi
Teoreme 3.2.1. Tada postoji jedinstveno reSenje za (3.21) i (3.22), u oznaci
X(:Cp) i vazi:
U(p0) —a XT,
za A = /):(xpﬂ) u ly(xpp), gde je x, tacna vrednost za x,,.

. . . . . o . . !/ .
Dalje je dat interval poverenja za x, sa nivoom znacajnosti a , baziran na
prethodnoj grani¢noj vrednosti:

I ={z,  l(z) < uyl,

gde je u, krititna tacka za x3 sa nivoom o'. Ovaj interval poverenja ima
asimptotsku verovatnoéu pokrivanja o, to je P(x, € IL,) — o, kadan — oo.
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3.2.3 Jednostrani interval poverenja za z,

Kao i u prethodnim pododeljcima pretpostavlja se da je k, intermidijatni
niz, da je 1 — F(x) € RV_y/, i da vazi jednakost (3.2), za U = (1/(1 — F))".
Da bi se ocenio visoki kvantil z, = F“ (1 — p,) u radovima Dekkers i de
Haan, 1989 i Ferreira et al., 2003, predlazena je ocena:

R K, \A(kn)
x(kn) = X(n—kn,n) <_> y

npn
gde je Y(k,) odgovarajuca Hillova ocena (2.9) odnosno (3.3).
Slededi rezultat moze se pogledati u Ferreira et al., 2003.

Lema 3.2.1. Pretpostavilja se da vazi (3.2), (3.6) i np, — const(> 0). Neka
je k, intermidijatni niz takav da vaze sledeca dva uslova:

A(n/ky)Vkn — X € (—00, +00),

In(k,/npn)/\/ kn — 0.
Tada:

1\/% (x(k”> —1) (3.23)
v n(@) Lp

konvergira wu raspodeli ka normalnoj slucajnoj wvelicini sa sredinom
A (y(1 = p)) i disperzijom 1.

Sa kY se oznacava niz k,, koji minimizira srednjekvadratnu gresku granicne
raspodele u (3.23). Tada se u radu Ferreira et al., 2003 nalazi da je za slucaj
v >0, 92 ~ k2, gde je kD iz jednakosti (3.7). Konzistentna ocena za 9k0 je
k0 iz Odeljka 3.1.1., takva da je:

Zn 1. (3.24)

Kada se zameni k,, sa /k\:g sledi da vazi rezultat prethodne leme, detalji dokaza
se mogu pogledati u radu Ferreira i de Vries, 2004. Takode, analogno rezu-
Itatima iz Odeljku 3.1.1. sledi sledec¢a teorema, sa jednostranim intervalom
poverenja, ¢ije je izdvajanje motivisano primenom VaR ocene (3to je odgo-
varajudi kvantil date raspodele). Kompletan dokaz moze se pogledati u radu
Ferreira et al., 2003.
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Teorema 3.2.4. Pretpostavlja se da vaze (3.2), (3.6), np, — const(> 0)
i In(p,) = o(n=?/1=20)) 'n — oo. Neka k° zadovoljava uslov (3.24), sgn
zadovoljava uslov (3.9) i neka je p konzistentna ocena parametra p. Tada, za
n — oo:

ki <f<%2> ) -
F(kQ) In(2) N Ty V=2
konvergira u raspodeli ka standardnoj normalnoj slucajnoj velicini. Takode,
zamn — 00!

Py <2 (1 ) L TN L,

/10
kn
§to daje jednostrani interval poverenja za x,, sa verovatnocom pokrivanja
1—a.

~

—2p

Treba primetiti da je u ovom poglavlju predstavljen poznati pristup za
odredivanje intervala poverenja indeksa ekstremne vrednosti i visokih kvan-
tila. Teorema 3.1.3 i Teorema 3.2.2 su iskoriS¢ene za izracunavanje verovatnoce
pokrivanja odgovaraju¢ih intervala poverenja spomenutih parametara. Ta-
kode, kako daju Edgeworthov razvoj odgovarajucih statistika, mogle bi biti
iskoris¢ene za dobijanje boljih intervala poverenja, poput Kkoriséenja
Teoreme 1.2.3. iz prvog poglavlja. To je jedan od mogucih pristupa za
dalje istrazivanje.

Na kraju sledi poslednje poglavlje, koje sadrzi dosta teorijskih i tehnickih
rezultata, motivisanih samom primenom teorije u praksi. Takode, ono sadrzi
i originalne rezultate ove disertacije, koje je mogucée uopstiti u duhu iznete
teorije, sto je ujedno jedan od mogucih pristupa za dalje istrazivanje.



Glava 4

Teorija velikog odstupanja

Teorija velikog odstupanja je jedna od osnovnih tehnika moderne verovatnoce,
koja se bavi problemom brzine opadanja verovatnoce retkih dogadaja. Jedan
od prvih istrazivaca ove teme jeste dobitnik Abelove nagrade, S.R.S. Vara-
dhan. Primene ove teorije su brojne, u samoj teoriji ali i u prakti¢cnim prob-
lemima. Na primer, istaknute su primene u statistickoj mehanici, teoriji
informacija, kao i u osiguranju.

Ovo poglavlje sadrzi tri odeljka. Prvi odeljak sadrzi osnovne principe i teo-
reme teorije velikog odstupanja. U drugom odeljku bi¢e analizirana primena
te teorije na kvantile odredenih raspodela, gde su dobijeni originalni rezultati
ove disertacije. Dok se u tre¢em odeljku razmatra konvergencija u velikom
odstupanju i osnovni principi i teoreme, od kojih je vec¢ina tehnicke prirode i
predstavljaju uopstenje teorije za topoloske prostere, gde se spominju prostor
Hausdorffa i Tihonovljev prostor.

4.1 Osnovne teoreme teorije velikog
odstupanja

Neka su X i X;, X, ... i.i.d. sa sredinom p i disperzijom 0% < 400 i neka
n
je S, n-ta parcijalna suma, S, = > X;. Na osnovu slabog zakona velikih
i=1
brojeva, vazi da empirijska sredina %Sn konvergira u verovatno¢i ka u, tj. za
svako € > 0, lim P{|1S, — pu| > ¢} = 0. Dokaz se moZe izvesti primenom
n—oo

nejednakosti CebiSova.

89
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Naime, vazi:

Plpsiswedy = P{(3%) =)

El( i Xo —np)’] _ 0
n2e? " ne2 ’

i analogno sledi dokaz za suprotni dogadaj, %Sn < | — €.

Poznat je i jaci rezultat, strogi zakon velikih brojeva, koji kaze:

1
P{lim =S, = u} = 1.
n

n—oo

Da bi se ovo dokazalo, koristi se Borel-Kantelijeva lema. Naime, iz

P{LS5, > p+ ¢} < +oo, sledi da za samo konacéno mnogo n, skoro
n=1
sigurno vazi %Sn > 1+ €, odakle sledi: lim sup %Sn < i, i potpuno analogno

prethodnom, vazi strogi zakon za suprotan dogadaj, %Sn < b — €.

Teoriju velikog odstupanja naime zanima da pronade kojom brzinom tacno
opada verovatnoca velikog odstupanja:

1

Moze se pokazati da to zavisi od finijih osobina slucajne veli¢ine X nego sto
je konac¢nost disperzije. Tako je dalje posvecena paznja slucajnim velicinama
koje zadovoljavaju uslov:

©(\) :=In E(e*¥) < 400, A €R. (4.1)
U tom slucaju verovatnoca velikog odstupanja opada eksponencijalnom brzi-
nom i upravo Kramerova teorema govori koliko brzo.

Teorema 4.1.1. (Kramerova teorema) Neka su X1, X, ... i.i.d. sa sredinom
w, koje zadovoljavaju uslov (4.1) i S, je njihova parcijalna suma. Tada, za
svako x > p vazi:

1 1
lim —In P{=S5,, >z} = —¢"(z),
n

n—oo M

gde je ©* Legendreova transformacija od p, tj.

p*(z) = S;elg{hx — (A}
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Dokaz prethodne teoreme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Treba reé¢i da je kasnije u Odeljku 4.3.2., gde se razmatra konvergencija u
velikom odstupanju u Tihonovljevom prostoru, data teorama koja se moze
posmatrati kao analogon Kramerove teoreme za prostor R¥, pogledati Teo-
remu 4.3.11.

Primer 4.1.1. Neka je dat jedan nefer novcié, koji ima realizaciju X, nulu
sa verovatnocom 1 — p 1 1 sa verovatnocom p. MozZe se izracunati da je
©(N) =In(pe* + (1 —p)) idaje2a0 <z <1, p*(x) = xln%—l—(l—x)ln%.

Zmaci, moze se zakljuciti da verovatnoca dogadaja velikog odstupanja, tipa
{S, — pn > nx},z > 0, tj. da parcijalna suma prelazi srednju vrednost za
vise od nzx, opada eksponencijalno. Dok centralna grani¢na teorema govori

da je red kojim parcijalna suma normalno prelazi srednju vrednost, upravo
\/n. Preciznije,

P{S, — pun > vnz} — 1 —®(x/0) > 0,

gde je ® funkcija raspodele standardne normalne veli¢ine. Odakle sledi da je
za svaki niz a,, za koji vazi v/n < a, < n, takode P{S, — un > a,} — 0,
i moze se primetiti da ni centralna grani¢na teorema ni Kramerova teorema,
ne govore koja je brzina ove konvergencije. Ovo pitanje je u fokusu umerenog
principa velikog odstupanja.

Teorema 4.1.2. (Umereni princip velikok odstupanja) Pod pretpostavkama
Kramerove teoreme, ako je \/n < a, < n, vaZi za svako x > 0,

£E2

nhjgoa%l In P{S,, — un > za,} = =1

Dokaz prethodne teoreme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Treba ista¢i da se umereni princip velikog odstupanja bavi objasnjenjem
opadanja odstupanja od sredine, koris¢éenjem teorema centralnog tipa i utvrdu-
je kada se moze koristiti normalna aproksimacija kako bi se izracunala vero-
vatnoca repa, i takode se bavi univerzalnoséu brzine opadanja.

Sledi jednostavan rezultat formulisan u narednoj lemi, koji je bitan za teoriju
velikog odstupanja.
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Lema 4.1.1. (Laplasov princip) Za niz a,, — oo i konacan broj N nenega-
tivnih nizova (b)), ..., (b,(lN)), vazi:

1
lim sup — ln Z b, () = max lim sup — In b(z

n— oo 1<i<N n—o0 an,

Dokaz: Za svako fiksirano n vazi:

N
Oganb( — max lnb <InN,

1<i<N

i ukoliko se podele obe strane sa a,, uzimajuéi limsup, moze se pokazati:

1 1
lim sup — ln Z b = lim sup — max In bgl) = max lim sup —In b )

n—o00 An, n—oo Ay 1<iKN 1<i<N n—oo an,

Sto je i trebalo dokazati. (]

Dalje, na osnovu Kramerove teoreme i prethodne leme, sledi sledeéi rezultat.

Lema 4.1.2. Za svaki Borelov skup A C R, vaZi:
1 1 .
lim sup—lnP{ -5, € A} < — inf ¢*(x),
n—oo n reclA

1
lim inf —In P{nSn € A} > inf ¢*(x),

n—0o00 n rEIntA

gde intA i clA oznacavaju redom unutrasnjost i topolosko zatvaranje skupa

A.

Dokaz prethodne leme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Dalje, za uopstenje teorije velikog odstupanja moze se razmatrati niz slu¢ajnih
velicina X7, Xo, ... u metrickom prostoru M i moze se razmatrati dogadaj tipa
{X,, € A}, gde je A C M Borelov skup. Treba naéi funkciju koja zamen-
juje *. Kasnije ¢e biti vise rec¢i o uopstenju na metrickom prostoru i samoj
konvergenciji u velikom odstupanju.

DEFINICIA 4.1.1. Neka je M fiksirani metricki prostor. Funkcija I - M —
[0, +00] se naziva
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e funkcija brzine ako je donje semineprekidna, Sto znaci da je skup
{z € M : I(z) <a} zatvoren za svako a > 0,

e dobra funkcija brzine ako je skup {x € M : I(z) < a} kompaktan za
svako a > 0.

Dalje se uvodi znacenje principa velikog odstupanja.

DEFINICUIA 4.1.2. Za niz slucajnih velicina Xy, Xo, ... sa vrednostima u me-
trickom prostoru M, se kaZe da zadovoljava princip velikog odstupanja, sa
brzinom a, — oo 1 funkcijom brzine I, ako za sve Borelove skupove A C M,
vazi:

1
lim sup —In P{X,, € A} < — inf I(x),
a

n—00 n r€CclA
1
lim inf —In P{X,, € A} > — inf I(z).
n—oo a r€intA

n

Moze se primetiti da je funkcija brzine principa velikog odstupanja jedistveno

odredena, kroz donju semineprekidnost. Takode treba primetiti da parcijalna
n

suma S, = > X; zadovoljava princip velikog odstupanja sa brzinom n i
i=1

dobrom funkcijom brzine ¢*, iz Kramerove teoreme i da za svaki niz /n <

a, < n slucajna veli¢ina % zadovoljava princip velikog odstupanja sa

brzinom % i dobrom funkcijom brzine I(x) = %, iz umerenog principa
velikog odstupanja.

Treba re¢i da se kasnije definiSe pojam konvergencije u velikom odstupanju,
koji je na Tihonovljevom prostoru ekvivalentan principu velikog odstupanja,
pogledati Teoremu 4.3.5.

U nastavku paznja ¢e biti posveéena dvema bitnim teorijskim temama koje
su vezane za uopstenje. Treba odgovoriti na sledeca dva pitanja: da li se
mogu dokazati nejednakosti iz poslednje definicije ne za Borelov skup A veé
za uzu familiju, i pitanje ako vazi princip velikog odstupanja za niz X, i ako
je f: M — M neprekidna funkcija, da li vazi princip vlikog odstupanja za

f(X0)?

U vezi prvog pitanja, jasno je da se mogu posmatrati otvoreni skupovi za
donju granicu i zatvoreni skupovi za gornju granicu. Ali treba proveriti donju
granicu za otvorene lopte i gornju granicu za kompaktne skupove. Sledi lema
koja pomaze u reSavanju problema donje granice.
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Lema 4.1.3. Ako je I funkcija brzine i A Borelov skup, takav da je za svako
r€Aie>0, B(x,e) CA,

1
lim inf —In P{X,, € B(x,¢)} > —I(z),

n—o0 Ay,

tada: .
lim inf —In P{X,, € A} > — inf I(x).
a

n—00 n r€IntA
Dokaz prethodne leme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Zamena zatvorenih skupova sa kompaktnim skupovima za gornju granicu,
zahteva dodatne uslove, koje je uvek teze proveriti.

DEFINICUIA 4.1.3. Niz slucajnih velicina X,, se naziva eksponencijalno curst
ako za svako N < +o0o postoji kompaktan skup K C M tako da je:

1
lim sup—In P{X, ¢ K} < —N.
n—0o0 an

Lema 4.1.4. Ako je familija X, eksponencijalno cvrsta i zadovoljava ve-
liko odstupanje za gornju granicu za svaki kompaktan skup, tada zadovoljava
veliko odstupanje 1 za svaki zatvoreni skup.

Dokaz prethodne leme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Treba primetiti, da ukoliko niz X,, zadovoljava princip velikog odstupanja sa
brzinom a,, i funkcijom brzine I, ako je niz eksponencijalno ¢vrst, tada je I
dobra funkcija brzine. Obrnuto, ako je M separabilan metricki prostor i I
dobra funkcija brzine, tada je niz eksponencijalno ¢vrst.

Za drugo pitanje, ako vazi princip velikog odstupanja za niz X, i ako je
f : M — M neprekidna funkcija, da li vazi princip vlikog odstupanja za
f(X,), priliéno je jasan odgovor.

Lema 4.1.5. (Princip kontrakcije) Ako Xy, Xo, ... zadovoljavaju princip ve-
likog odstupanja sa brzinom a,, i dobrom funkcijom brzine I i ako je f : M —
M’ neprekidno preslikavanje, tada niz f(Xy), f(X2), ... zadovoljava princip
velikog odstupanja sa brzinom a, i dobrom funkcijom brzine J, koja je data:

J(y)= inf I(z).

z€f~1(y)
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Dokaz prethodne leme moze se videti u radu Morters, 2008.

Treba re¢i da je analogan rezultat principu kontrakcije, u Tihonovljevom
prostoru, dat u Teoremi 4.3.6, u Odeljku 4.3.2.

U radu Varadhan, 1984, dat je precizan rezultat o eksponencijalnom rastu
funkcije oblika:
Ele &) n — oo

Jedna od karakteristicnih primena ovog rezultata jeste u modelima statisticke
mehanike, za izracunavanje slobodne energije.

Teorema 4.1.3. (Varadhanova lema) Ako je X,, familija sluc¢agnih veli¢ina
koje uzimaju vrednosti iz metrickog prostora M, koja zadovoljava princip ve-
likog odstupanja sa brzinom n i funkcijom brzine I i f : M — R je neprekidna
funkcija, koja je ogranicena odozgo, tada:
lim ~ In E[e™' ) = sup{ f(z) — I(x)}. (4.2)
n—oo 1 zeM

Dokaz prethodne teoreme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Treba primetiti da prethodni rezultat (4.2) prosiruje Laplasov princip na
prirodan nacin. Moze se pisati:

E[enf(Xn)] o Zew(w)p{Xn ~a) A Z ef(@)-1()

i sada najveci eksponent u sumi odreduje brzinu sume.

Takode, sledi rezultat koji je inverzan Varadhanovoj lemi, Brycova lema.
Teorema 4.1.4. (Brycova lema) Ako je X,, eksponencijalno évrsta familija
slucagnih velicina, koje uzimaju vrednosti u metrickom prostoru M tako da:

A(f) := lim llrll*?[e"f(X")]

n—oo 1
postoji za sve neprekidne i ogranicene funkcije f : M — R, tada slucajne
velicine X,, zadovoljavaju princip velikog odstupanja sa brzinom n i dobrom
funkcijom brzine:

J(z) = sup{f(x) — A(f)}.

Pored toga, vazi i rezultat:

A(f) = sup{f(x) — J(2)}.

zeM
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Znacaj Brycove leme lezi u ¢injenici da egzistencija A(f) treba da se proveri
samo za ogranicene, neprekidne funkcije. Kako je ova klasa suvise Siroka
za prakticnu primenu, preferira se rad sa mnogo restriktivnijim uslovima, u
kojima egzistencija A(f) treba da se proveri za uzu klasu funkcija. Jedan
od uspesnijih rezultata u ovom smislu jeste Gartner-Ellis teorema, koja pod
odgovaraju¢im pretpostavkama, dozvoljava testiranje samo linearnih funkcija

f.
Teorema 4.1.5. (Gértner-Ellis teorema) Pretpostavlja se da je X,, familija

slucajnih velicina koje uzimaju vrednosti iz R* tako da:

1
A(z) := lim = In E[e™@Xn)]

n—oo N,

postoji i konacno je za svako v € R¥. Ako je A jos i diferencijabilna, tada
slucagne velicine X, zadovoljavaju princip velikog odstupanja sa brzinom n 1
dobrom funkcijom brzine:

J(x) = sup{(z,y) — Ay)}.

yERFE
Dokaz prethodne teoreme moze se pogledati u radu Morters, 2008.

Moze se primetiti da je Gartner-Ellis teorema za slucaj kada je k = 1,
prirodno uopstenje Kramerove teoreme za zavisne slucajne velicine. U tom
slucaju J je dato pomoc¢u Legendreove transformacije.

4.2 Primena teorije velikog odstupanja na
kvantile raspodele

Neka je F' nepoznata funkcija raspodele i odgovaraju¢i p-kvantil je z, =
F=(p), gde je:

F~(p) =inf{t: F(t) > p}, pe(1,0).

Standardna ocena kvantila z, je direktno-simulirana ocena, koja je data for-
mulom:
T, = 1inf{t : F,(t) > p},

gde je F,(t) empirijska funkcija raspodele uzorka {Y;,i = 1,2,...,n}.
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U ovom odeljku bice koris¢éen pojam negativne zavisnosti, Sto je uopstenje po-
jma negativne kvadratne zavisnosti, koju je definisao Lehmann, 1966, pogle-
dati takode Nelsen, 1999.

DEFINICUIA 4.2.1. Za par (X,Y) se kaZe da je negativno kvadratno zavisan
ako je:
P(X <2, <y) < P(X <0)P(Y <y),

za sve x, Y.

DEFINICIJA 4.2.2. (Negativna zavisnost) Sluc¢ajne velicine X,
1 =1, 2, ...,n su negativno zavisne ako za sve xi, s, ..., T, vaie sledece dve
nejednakosti:

P(Xl S Xy, ...,Xn S l’n) S P(Xl S ZEl) L. P(Xn S (L’n),
P(Xl Z Xy, ...,Xn Z l’n) S P(Xl Z ZEl) et P(Xn Z l’n)

Treba primetiti da je svaki par iz skupa negativno zavisnih slucajnih veli¢ina
negativno kvadratno zavisan. U specijalnom slucaju

P(Xl S Il,---;Xn S ZL‘n> = P(Xl S 171) et P(Xn S ZL‘n)7
dobija se nezavisnost.

Lema 4.2.1. Ako su X;, i = 1,...,n negativno zavisne i E|X;| < +o0,
t=1,...,n, tada je:

gde jednakost vazi ako su X;,1 = 1,...,n nezavisne. Takode vazi, ako su
X, i =1,...,n nenegativne slucajne velicine 1 E(X; - ... - X,,) < 400, tada:

E(X1-.. - Xn) < B(X1) - ...- B(X,).

Lema 4.2.2. Neka su slucajni vektori X0 = (X{j),...,Xflj)), j=1,...4d,
uzajamno nezavisni © neka su slucajne velicine ij), e Xq(lj) negativno zavisne
za svako j =1,...,d. Neka su fi(-),..., fu(+) realne funkcije od d argumenata
saglasne svakoj koordinati, tada su fi(Xi(l), ...,Xi(d)), 1 = 1,...,n negativno
zavisne.
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Dokaz prethodne dve leme moze se na¢i u radu Jin and C.Fu, 2002.

Dalje je dat osnovni rezultat, tj. da je konvergencija direktno-simulirane
ocene kvantila ka tacnoj vrednosti kvantila upravo eksponencijalna, gde je
primenjen princip velikog odstupanja. Osnov te teorije koja se koristi moze se
nac¢i u radovima Bucklew, 1990, Dembo i Zeitouni, 1998, Deuschel i Stroock,
1989.

Posmatra se slucajna velicina Y sa srednjom vrednoséu p = EY i funkcijom
generatrise momenata M(\) = E[e’]. Vazi da je M(\) > 0 za sve A € R
i domen {A : M(\) < 400} funkcije generatrise momenata je interval koji
sadrzi 0. Konjugat funkcija je

I(z) = ¢*(z) = TQE{M — (N},

gde je o(A) =In M ().

Neka su Y7, Y5, ..., Y, iid. i %Sn = % > Y; odgovarajucéa uzoracka sredina.
i=1
Ako M () postoji u € okolini tacke A = 0 za neko € > 0 tada je:

In(P[tS, €T
— inf I(z) < lim inf n(Pl, )

zeintl n—00 n
In(P[~S, e
< lim sup n(Pl )
n— 00 n
<
s —a W

i I(x) je odgovarajuca funkcija data:

In( B[S
I(z) = sup {/\x— lim M}
AE(—¢€,€) n—oo n
= sup {ASL’ - SO(A)}7
AE(—e€,€)

gde druga jednakost sledi iz E[e**"] = (E[e’Y])", jer su Y1, ..., Y, nezavisne
jednako raspodeljene slucajne velicine.
Posebno za I' = {z : € [u — €, u + €|} vazi:

— ) = Ik @)
In(P[tS, €T
lim a(Ply ) = — inf I(z).

n—oo n zecll
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Lema 4.2.3. Neka su {Y,,n > 1} negativno zavisne i i.i.d. sa funkcijom
generatrise momenata M(\) = E[e*]. Neka je S, = >.Y;. Ako M(\)
i=1

postoji u € okolini tacke A =0 za neko € > 0, tada:

1
P[=S, > z] < e™A+@M v > B(Y)),
n

1
P[=S, < z] < e ™A@ vy < B(Y),

n
gde su:
In E{erSn
A (x,n) = sup ()\x — M)
0<\<e n
> sup (\z —In E{e*}) >0,
0<A<e
In E{e?sn
A_(x,n) = sup (Ax—w>
—e<A<0 n
>  sup (\z —InE{e}) > 0.

—e<A<Z0

Obrnuto, ako je E[|Y1]] < 400 i za svako x > E(Y1), postoji a(x) > 0 tako
da je ispunjen uslov:

1
P[=5, > z] < e @)
n

i ako za svako x < E(Y1), postoji B(x) > 0 tako da je:

1
P[_Sn < x] < e*"ﬁ(l“)’
n

tada funkcija generatrise momenata M (X) postoji u € okolini tacke A =0 za
neko € > 0.

Dokaz prethodne leme moze se pogledati u Jin i Michael C.Fu, 2002.

Dalje sledi teorema koja pokazuje da standardna direktno-simulirana ocena
kvantila Z(n) konvergira ka x, eksponencijalnom brzinom u verovatnodi, kada
n — 00, za slucaj neprekidne funkcije raspodele F'.
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Teorema 4.2.1. (Jin i Michael C.Fu, 2002) Ako je funkcija raspodele F
strogo rastuca i {Y,,n > 1} su negativno zavisne, tada je:

Pl — 2] 2 ] <endrtom yematen e s 0, (43)
gde su:
InFE C Iy <
Ai(e,n) = sup (/\p— n EiexplA )iy I z_Ip+€)]}>7
—00<AL0 n
InE A 1Y <y, —
A_(en) = sup <)\p— n E{exp[AY i I(Y; <z 6)]]’)
0<A<oc0 n

Takode, brzina je povecana negativnom zavisno$céu u smislu da je ispunjeno:

Ai(e,n) > sup (Ap—In E{exp[M (Y <z, +¢€)]}) >0,

—00<AL0

A_(e,n) > sup (Ap —InE{expA\[(Y <z, —¢€)]}) >0,

" 0<A<oco

gde se desna strana odnosi na brzinu u slucaju linearno nezavisnog jednako
raspodeljenog uzorka.

Dokaz: 1z definicije direktno-simulirane ocene z(n) sledi:
Plz(n)—z,< —¢] = P[F,'(p) < x,—¢]

= P[Fn(xp —€) > p]

_ P[Z?zl IY: < mpe) "

i I E{eph T 0 £, =y

< exp[—n sup ()\p—
0<A<+o0

gde poslednja nejednakost sledi iz Leme 4.2.3.
Na potpuno analogan na¢in moze se pokazati:

I E{exp A I(Y; <y + e)]}ﬂ .

P[ﬂ?(n)—xp > e} < exp [—n sup <)\p

—00<AL0

Pl[a(n) - 2| > | = P[#(n) — 2, < —¢| + P[2(n) — 5, > €]
()\p B In E{expAY_ I(Y; <z, — e)]}>]

n

<Ap I B{expA Y, I(Y: < @p + 6)]}”’

+exp[—n sup
n

—00<AL0
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¢ime je dokazana nejednakost (4.3).

Dalje se moze primetiti da su indikatori I(Y; < x, —¢€) i I(Y; < z, + €)
opadajuée funkcije po Y; za svako 4, i na osnovu Leme 4.2.1 i Leme 4.2.2
vazi:

_ In E{exp[A Yo 1Y <+ 6)”)

sup ()\p -

—00<AL0
> sup (Ap—InE{exp[A(Y <z, +¢€)]}) >0,

—00<AZ0

sup
0<A<+00

()\p ~In EfexpA\>_  I(Y; <z, — 6)]}>

> sup (Ap —In E{exp[A[(Y <z, —¢€)]}) >0,

0<A<+00

gde pozitivnost sledi iz ¢injenice da je funkcija raspodele F' strogo rastuca,

te su
EIY <xp—e)]=F(xp—¢) <F(zp) =p i

EI(Y <z, +¢€)] =F(z,+¢€) > F(z,) =p.

Ovim je dokaz zavrsen. (]

Dalje su date tri teoreme koje govore o brzini konvergencije standardne ocene
kvantila za slu¢aj Pareto, uopstene Pareto i Gama raspodele, $to je originalni
rezultat ove disertacije.

Teorema 4.2.2. (Stanojevi¢, 2014) Neka su {Y,,n > 1} negativno zavisne
sluc¢agne velicine sa zajednickom Pareto funkcijom raspodele:

F(z) = Ko z> VK, K,a > 0.

Vazi sledece ogranicenje brzine konvergencije standardne ocene kvantila x,:
. pK(x,+¢) K (x, +€)"*\"

P [ x(n) —x,l > e} < ( ) . <—>
) = (1= Klay + 91 = 7) 1=

(=i, sorn) S
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Dokaz: Na osnovu Teoreme(4.2.1) vazi:
P Uﬁc\(n) — x| > e} < emnAEn) 4 emnA-(en) e > (),

gde je:

Ai(e,n) > sup (Ap—InE{expM(Y <z, +¢€)]}) = A+,

—00<A<0

A_(e,n) > sup (Ap—InE{expM(Y <z,—¢€)]}) =A—.

0< A< 400

Dalje se racunaju vrednosti A+ i A—, Sto daje grublju ocenu trazene
verovatnoce, ali i dalje zadovoljavajucu.

Ako se oznaci p = P[Y <z, +¢ = F(z,+¢) =1— K(x, + €)~* i razmatra

raspodela indikatora:
0 1
1Y <x,4+¢€): ,
vzo (4 o)

glejep=1—K(x,+¢e)*il—p=K(z,+e¢)* dobija se:

A+ = sup (A\p—In(eM1l— K(z,+¢) ) + K(x, +¢)™%).

—00<AL0

Posle diferenciranja i sredivanja izraza, vazi:

pK(zp+ €)™ — M1 = K(z, + ) (1 — p)

= 07
(1= K(zp+¢)=*)(1—p)
S = pK(z, +€¢)7 ’
(1= K(zp+€e)~)(1—p)
A - In pK(:L‘p + e)*a |
(1 - K(zp+€)~)(1—p)
Kako je 1 — Kz, ® =pi K(z, + €)™ < Kz,* = 1 — p, vazi nejednakost:

(1= K(zp +¢)*)(1 = p) >0,

Sto ne utice na znak prvog izvoda. Takode je:
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pK(z,+€)
(1= K(xp+€)=)(1 —p)
odakle sledi da se maksimum postize u izracunatoj vrednosti A, koja je nega-
tivna. To je ujedno i vrednost u kojoj A+ postize sup na trazenom intervalu.

Sledi da je:

<1,

pK(x, +¢€)~ @ I K(x, +¢€)~
(1= K(zp+€)=)(1 —p) (1-p)
Posle primene analognog postupka, prilikom izracunavanje A+, sada na

izracunavanje vrednosti A— i analize u kojoj je K(z, —€)™ > Kx,* = 1—p
i(1—K(zx,—e€)*)(1—p) >0, vazi

A+ =pln

= pK@jp —€)
(1= K(xp, —e)=)(1—p)’
A= o PEE I =~ 0.

(1= K(zp —€)=)(1 —p)
Za ovu vrednost A\, A— postize sup na trazenom intervalu. Sledi da je:

pE(zp — €)™ —In K(zp — )™
(1= K(zp —€)=)(1 —p) (1-p)

Na osnovu dobijenih rezultata, vazi:

A— =pln

P“i:'\(n) - x,,! > e} < e TMAT 4 eTnAT

(=) )

Ky +€)=)( 1—p
K (xp, — €)™ o K(zp, — )T\ n
+ ((I—K(:Ep—e)_o‘)(l—p)> ( 1—p )
Sto je i trebalo pokazati. [ ]

Na osnovu prethodne teoreme, za odredenu Pareto funkciju raspodele sa
poznatim vrednostima parametara, moze se izracunati verovatnoca pokrive-
nosti za standardnu ocenu kvantila x,. U Tabeli 4.1.1, Tabeli 4.1.2, Tabeli
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4.1.3 i Tabeli 4.1.4 dati su rezultati za dva izbora parametara K, o i p, i
za svaku kombinaciju parametara su istaknute dve vrednosti €. Na osnovu
rezultata dobijenih u tabelama, moze se videti da pokrivenost raste sa poras-
tom veli¢ine uzorka i da je za finiju ocenu pokrivenosti potreban dosta vedéi
uzorak, Sto bi i trebalo ocekivati.

Tabela 4.1.1.
K=3,a0 =2 | p=0,5 | z, = 2,44949
n e et o eTnes
e=0,1: 250 0,863757
400 0,524585
500 0,376996
700 0,19566
1000 0,074017
e=0,05: | 1000 0,867838
2000 0,377556
3000 0,164684
4000 0,072016
7000 0,006112
Tabela 4.1.2.
K=3,a=2 | p=0,75 | z, = 3,464102
n e et 4 enes
e=0,1: 1500 0,868021
2000 0,657577
3000 0,377705
5000 0,125039
7000 0,04158
e=0,05: 7000 0,756232
9000 0,572858
12000 0,377739
17000 0,188766
22000 0,094373
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Tabela 4.1.3.
K=5,a =6 | p=0,5 | z, =1,467799
n e—nA—i— + e—nA—
e=0,1: 10 0,765314
15 0,516138
20 0,362218
50 0,059878
100 0,00355
e=20,05: 40 0,842994
50 0,683893
100 0,249537
200 0,038469
500 0,00022
Tabela 4.1.4.
K=5,a0a =6 | p=0,75 | x, = 1,647549
n eTAT LT e
e=0,1: 40 0,802931
50 0,645005
100 0,226595
200 0,033402
500 0,000167
e=20,05: 200 0,657895
300 0,380365
500 0,129106
800 0,026438
1000 0,009371

Dalje je dat analogan rezultat za uopsteniji slucaj, uopstenu Pareto raspodelu.

Teorema 4.2.3. (Stanojevi¢, 2014) Neka su {Y,,n > 1} negativno zavisne
slucagne velicine sa zajednickom uopstenom Pareto funkcijom raspodele:
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gde je L(x) sporo promenljiva funkcija. Vazi sledece ogranicenje brzine kon-
vergencije standardne ocene kvantila x,:

P{|z,(n) — xp| > €} < e e

_ <p(1 — L(z, + €)(7, + E)a)>_pn . (1 — L(zp + €)(x) + €)a>n

N )

(1 —=p)L(xp + €)(xp + €)@ IL—p
1 —L(x, —€)(zy NP 1= Lz, —€)(xp, —€)"*\"
e M G e

Dokaz ovog slucaja potpuno je analogan dokazu za Pareto funkciju raspodele,
pogledati Stanojevi¢, 2014.

Teorema 4.2.4. (Stanojevi¢, 2014) Neka su {Y,,,n > 1} negativno zavisne
slucagne velicine sa zajednickom Gama raspodelom:

6a6—,3x
I(a)

Vazi sledece ogranicenge brzine konvergencije standardne ocene kvantila x,,:

x>0,a0a>0,08>0.

fl@,a,B) =2

~ A pn A n
P“-ﬁﬂ(n) - I/Up} > 6} < <F(a)(1 —pﬁ)(l —p)> : <m)

B pn B n

fon i) @)

I'(a)

_|_

gde su:

A= e+ ([5(a, + ) + (@ = DIy + 1™ + o[B8z, + 1),

B = e o) <[ﬁ(w‘p — " + (o = D[B(zp — )] + o([B(x, — e)]H)),

Dokaz: Potrebno je izracunati:

A+ = ) sg;/\)m()\p —In E{exp[M(Y <z, +¢€)]}),
A— = sup (Ap—InE{expM(Y <z, —¢€)]}).

0<A<+o00
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Ako se oznaci p = P[Y <z, + €], dobija se:

Tpte a ,—Lx
a—lﬁ €
p = / T ——dx
0 ['(a)

Lo
“ g ) W

1 +o0o L +o0 L
= Yy e Vdy —/ Yo e‘ydy)
[(a) (/0 B

) (zp+e)
::ﬁ@@mpAyﬂ—ﬁa,

gde je:
A= et (8@, + )" o = DBl + o)
Tol[Bla, + ))*)).

Naime, poslednja jednakost sledi iz rezultata
+oo
/ s e tds = et (tr_l +(r— 1t + o(tr_2)>,
t

koji se moze pogledati u Dekkers i de Haan, 19809.
Raspodela indikatora je:

uyg%+q( 01),

lp p
gdesupzl—iail—p:

R I'(a) T(a)’
Dalje je:

A+ = _f}g};ﬁo ()\p—ln <€>\<1 — F(;) + Féz)))

Posle diferenciranja i primene postupka analize kao u Teoremi 4.2.2, dobija
se:

e = pA
(@)1 - A1 —p)’
A = In pA
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i dalje je:
pA A

In

S s Ay —p) T —p)

Ostaje da se izracuna A—. Posle primene analognog postupka i analize pri-
menjene prilikom izracunavanja A+, dobija se:

N — pB
M= 21 —p)
o pB
SR P i gy
1 vazi: o B B
ST Eyi—y M@ —p)
gde je:

B = e 9 ([3(z, — O + (= DB, - €))*?
+ol[Bla, — )*7).
Na osnovu dobijenih rezultata, verovatnoc¢a pokrivanja u ovom slucaju je:

P“frj\(n) — x| > e} < e At LA (4.4)

+

Sto je i trebalo pokazati. [ ]

Na osnovu prethodne teoreme, za odredenu Gama funkciju raspodele sa poz-
natim vrednostima parametara, moze se izrac¢unati verovatnoca pokrivenosti
za standardnu ocenu kvantila x,. U Tabeli 4.2.1, Tabeli 4.2.2, Tabeli 4.2.3 i
Tabeli 4.2.4 su dati rezultati za dva izbora parametara «, 3 i p, i za svaku
kombinaciju parametara su istaknute dve vrednosti €. Takode, na osnovu
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dobijenih rezultata, moze se videti da pokrivenost raste sa porastom velic¢ine
uzorka i da je za finiju ocenu pokrivenosti potreban dosta veéi uzorak, sto bi
i trebalo ocekivati.

Tabela 4.2.1.

a=1,8=2|p=0,45| z, =0,298919
n e et 4 eneT

e=0,1: 40 0,731441

60 0,45301

80 0,284644

130 0,093933

200 0,021738

e=20,05 150 0,79643

300 0,323328

400 0,179091

500 0,099959

800 0,018092

Tabela 4.2.2.

a=1,8=2|p=095| z, =1,497866
n ean+ + eanf

e=0,1: 1000 0,700845

1300 0,514664

1800 0,309401

2500 0,153501

3400 0,048615

e=20,05: 4000 0,706745

5000 0,549344

6000 0,428318

6500 0,257413

6520 0,25634
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Tabela 4.2.3.

a=1,8=3|p=045| z, =0,199279
n e—nA+ + e—nA—

e=0,1: 20 0,621191

30 0,370728

50 0,145009

80 0,040106

100 0,017578

e=0,05: 80 0,657281

100 0,501443

140 0,29437

200 0,135063

250 0,071707

Tabela 4.2.4.

a=1,8=3|p=095| z,=0,998577
n i N

e=0,1: 400 0,774824

600 0,48703

900 0,245569

1300 0,100568

1700 0,042035

e=0,05: 1500 0,825545

2000 0,618025

3000 0,349103

4000 0,199183

4400 0,159559

Takode, u radu Stanojevicé, 2014 data je analiza realnih podataka i demon-
strirano je kako se prethodni rezultati o brzini konvergencije ocene kvantila
za Pareto i Gama raspodelu mogu primeniti u praksi.
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Naime, analizirani su realni podaci, skup podataka X koji predstavljaju
vreme kvara vazdusnog uslovnog sistema jednog aviona, koji u ¢asovima
iznose: 33, 47, 55, 56, 104, 176, 182, 220, 239, 246, 320, a dati su u radu
Bain i Engelhardt, 1991. X se moze modelirati Gama(1; 152, 5) raspodelom.
U radu Jovanovi¢ i Raji¢, 2013, je utvrdena valjanost Gama raspodele za
date podatke i izracunata je Kolmogorov-Smirnov (KS) vrednost za empir-
ijsku funkciju raspodele i ocenjivanu funkciju raspodele, koja iznosi 0, 23 sa
p-vrednoséu ve¢om od 0,05. Jasno je da je Gama funkcija dobra ocena ovog
skupa podateka.

U radu Stanojevi¢, 2014, je izracunata vrednost za z,(n), kada su p = 0,90
in = 11 i dobijeno je Zpgo(ll) = 246. Takode je izracunat kvantil z,
za Gama(1;152,5) raspodelu i verovatnoéu p = 0,90 i dobijeno je xggy =
351,1442. Koristeéi rezultat (4.4), moze se zakljuciti da postoji 94,95%
sanse da kvantil 299 odstupa od direktno-simulirane ocene Ty go(11) za vise
od 160.

4.3 Konvergencija u velikom odstupanju

U ovom odeljku bi¢e dati osnovni pojmovi, definicije i teoreme, koji ¢e biti
od izuzetne vaznosti za razumevanje glavne teme ovog odeljka, konvergen-
cije u velikom odstupanju u Tihonovljevom prostoru. Naime, prvo ¢e biti
opisan pojam prostora Hausdorffa. Tacke z i y u topoloskom prostoru X
se mogu odvojiti okolinama ako postoji okolina U od z i okolina V' od y
tako da su U i V bez preseka. Prostor X je Hausdorffov prostor ako se bilo
koje dve razlicite tacke iz X mogu razdvojiti okolinama. Dalje, X je kom-
pletno regularan prostor ako za svaki zatvoren skup F' i svaku tacku x koja
ne pripada F, postoji neprekidna funkcija f iz X na realnu pravu tako da
je f(z) = 0,1 za svako y iz F, f(y) = 1. Drugim rec¢ima, moze se reé¢i da
se x 1 F' mogu razdvojiti neprekidnom funkcijom. Prostor X je Tihonovljev
prostor, ako je kompletno regularan i Hausdorffov prostor. Takode, u ovom
odeljku bic¢e dati pojmovi kao sto su idempotentna mera i idempotentna inte-
gracija, nezavisnost idempotetnih veli¢ina, mera Luzina, Ey-gornje i Fy-donje
semineprekidne funkcije, kao i ostali klju¢ni pojmovi za dalje razumevanje.
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4.3.1 Idempotentna mera i idempotentna integracija

U ovom delu bi¢e dati pojmovi idempotentne mere, anlogno idempotentnog
merljivog prostora i idempotentnog prostora verovatnoce, kao i osnovne teo-
reme.

Uvodi se notacija koja ¢e vaziti do kraja ovog poglavlja. Neka je € skup i
neka je = kolekcija podskupova skupa €2 koji sadrzi (). Neka je P(Q2) partitivni
skup skupa €2, neka ® i ¥ oznacavaju neprazne skupove i J arbitrarni skup
indeksa. Sledi osnovna definicija idempotentne mere.

DEFINICIJA 4.3.1. Funkcija p = P(Q) — R, (gde je R, = [0,+00]), je
idempotentna mera na skupu 0 ako vaze sledeci uslovi:

(ko) n(0) =0,
(1) p(AUB) = p(A)V u(B), gde V oznacava maksimum,

(2) m(UpAy) = supy p(Ag) za rastuci skup {Ag, ¢ € ®} podskupova skupa

Q.
Ako je jos i:
(1) p(2) =1,

idempotentna mera se naziva idemotentna verovatnoca, u oznaci I1.
Ako uz prva tri uslova vazi i:

(us) p(NgFy) = infy pu(Fy)
za svaki opadajuci skup {Fy, ¢ € ®} elemenata iz =, tada se kaZe da
je idempotentna mera T-glatka u odnosu na =, ili krace, da je jedna
=-tdempotentna mera.

Moze se primetiti da osobina (u1) pokazuje da je u rastuéa i subaditivna
funkcija skupa, u smislu da je pu(A) < u(B) ako je A C Bidaje u(AUB) <
pu(A) + pu(B).

Sledi lema koja je direktna posledica prethodne definicije.

Lema 4.3.1. Uslovi (p1) i (p2) su ekvivalentni uslovu

wlJA) = Sup 1(A4;), (4.5)

jedJ
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za svaku kolekciju {A;,j € J} podskupova skupa Q, Sto je ekvivalentno
reprezentaciji.

u(A) = sup p({w}), A C Q.

weA

Funkcija p({w}) se naziva gustinom mere p. Uslov (4.5) se naziva 7-maksitivna,
i uslov (u2) se naziva 7-glatka osobina za rastuce skupove, §to ne treba mesati
sa pojmom T7-glatkom osobinom, koja se odnosi na opadajuce skupove ele-
menata =. Sledi definicija koja se odnosi na funkcije skupa koje su definisane
na podskupovima skupa (2.

—_

DEFINICIJA 4.3.2. Funkcija skupa p : = — Ry je maksitivna (respektivno,
T-maksitivna) na E ako je (AU B) = u(A)V u(B) za svako A€ Z i B €=
tako da AUB € = (respektivno, j1(UjesA;) = sup;c ; i(A;) za svaku kolekciju
skupova A; € E,j € J, tako da Uje;A; € 2).

Za datu kolekciju Z, sa =, (respektivno, Z;) se oznacava kolekcija neograni-
¢enih unija (respektivno, preseka) elemenata =. Takode se oznacava =, =
(Zi)u 124 = (Z4);. Kolekcija =5, je zatvorena za neogranicene unije i preseke.

DEFINICIJA 4.3.3. Kolekcija = podskupova od ) se naziva paving na 2 ako
sadrzi () i zatvorena je za formiranje konacnih unija i preseka. Kolekcija =
podskupova €2 se naziva m-sistemom ako je zatvorena za formiranje konacnih
preseka.

Dalje ¢e biti data definicija specijalnije kolekcije podkupova skupa €2, drugaciji
pojam od pavinga i m-sistema, tacna definicija 7-algebre i A-merljivih pod-
skupova, sto ¢e biti od vaznosti za dalje izlaganje.

DEFINICIJA 4.3.4. Kolekcija A podskupova skupa Q je T-algebra ako sadrzi ()
1 ako je zatvorena u odnosu na formiranje komplemenata i konacnih unija.
Elementi kolekcije A se nazivaju A-merljivi podskupovi od €.

Primer 7-algebre jeste partitivni skup P(€2) i on se naziva diskretna 7-algebra.

Sledi definicija atoma.

DEFINICIJA 4.3.5. Kolekcija = podskupova od € se naziva atomskom ako
postoji subkolekcija = = {A.}, koja sadrzi neprazne podskupove od €2, tako
da je ispunjeno A, N Ay =0 ili Ay, = A, za svako a i o', i F € = akko
F = UA,, gde se unija uzima preko Ao, C F, A, € Z . Elementi kolekcije =
se nazivaju atomima od =.
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Iz prethodne definicije sledi naredna teorema koja utvrduje uslov za T-algebru.

Teorema 4.3.1. (Puhalskii, 2000) Kolekcija A, koja sadrzi 0 i €, jeste T-
algebra akko je atomska.

U daljem izlaganju sledi definicija i osnovne teoreme vezane za pojam merljivih
preslikavanja prostora sa idempotentnim merama. Neka su Qi Q' skupovi, i
neka su = i = kolekcije podskupova od Qi Q' redom, koje sadrze (.

DEFINICLIA 4.3.6. Za funkciju f : Q — Q se definise kolekcija podskupova
od Q generisana funkcijom f, kao kolekcija f~(Z') = {f~(B),B C Z'}.

Treba rec¢i da se funkcije definisane na idempotentnim prostorima verovatnoce
odnose na idempotetne promenljive.

DEFINICUA 4.3.7. Funkcija f : Q — Q' je 2/Z -merljiva ako je f(Z') C Z.

Lema 4.3.2. Funkcija f : Q — Q je Z4,/Z,,-merljiva akko je Z;,/Z -
merljiva.

Posledica prethodne leme i definicija jeste zakljucak, funkcija f : Q — Q'
je AJA'-merljiva, gde su A i A" 7-algebre na skupovima Q i Q' redom, akko
inverzne slike atoma A’ pripadaju A.

Da bi slika 7-glatke idempotentne mere bila takode 7-glatka idempotentna
mera, potrebno je postaviti neke uslove za preslikavanje. U definiciji kon-
cepta merljivosti koristi se teorema Luzina. To je teorema teorije mere, koja
kaze da je realna funkcija Borel merljiva akko je neprekidna na zatvorenim i
kompaktnim skupovima. Prvi korak je upoznavanje koncepta cvrste mere.

DEFINICUIA 4.3.8. Neka je p jedna Z-idempotentna mera. Kolekcija © pod-
skupova od ) je cursta za p ako je TNF € = zaT € © + F € =, i za
ograniceno € > 0 postoji T € © tako da je u(T°) < e. Takode se kaze da je
[ cursta u odnosu na ©, ili krace ©-cursta.

Dalje sledi definicija merljivosti Luzina.

DEFINICIJA 4.3.9. Neka je © cursta kolekcija za Z-idempotentnu meru .
Funkcija f : Q — Q' se naziva Luzin (Z,0)/Z -merljiva ako je restrikcija
funkcije f na ogranicenom T € © upravo Zr/Z -meljiva, gde je Ep = {T' N
F,F € 5}
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U slede¢oj teoremi se vidi svrha koncepta merljivosti Luzina.

Teorema 4.3.2. (Puhalskii, 2000) Neka je p jedna Z-idempotentna mera i ©
cursta kolekcija za . Ako je funkcija f - Q — Q' Luzin (Z,0)/Z -merljiva,
tada je slika ' = po f=', T-glatka w odnosu na = idempotentnu meru na
Q. Ako f(T)NF € Z kad god je T € © i F' € ', tada je i’ f(©)-cursta.

Uvodi se slede¢a terminologija.

DEFINICIJA 4.3.10. Neka je (Q2,11) idempotentni prostor verovatnoce i neka
je f:Q— Q jedna Q' idempotentna promenljiva. Idempotentna verovatnoca
ITo f~! se naziva idempotentna raspodela (ili idempotentni zakon) f nad II.
Ako je QO metricki prostor i Tliljrnool_[(f ¢ B.(z)) = 0, gde je z fiksirani

element iz E i B,(2) oznacava zatvorenu r-loptu za z, tada se f naziva odgo-
varajuéom idempotentnom promenljivom.

Dalje slede osnovne teoreme i definicije u vezi idempotentne integracije. Neka
je (2, n) idempotentan merljivi prostor tako da je pu(2) < +oo. Prihvata se
konvencija da je oo - 0 = 0.

DEFINICIIA 4.3.11. Za funkciju f na skupu Q sa vrednostima u R definise
se idempotentna integracija u odnosu na p na sledeci nacin:

\/ fdp = sup au(f > a).

(9] a€@+
Za A C Q, oznacava se \/ , fdp =\ g f1(A)dp.

Ako je p idempotentna verovatnoca onda se idempotentni integral naziva
idempotentno ocekivanje. Takode se idempotentni integral oznacava sa

Vo f(w)dp(w) i ako je p idempotentna verovatnoca, sa Sf, Sf(w) ili Sif se
oznacava idempotentna verovatnoca Il za koju se izracunava idempotentni
integral. Iz definicije sledi sledec¢a lema.

Lema 4.3.3. Neka je f: Q — R,. Vazi sledeca ekvivalentna reprezentacija:

\/ Fdi = sup ap(f = a) = sup f(@)({w}) = sup F@)u((]; 1oz )

a€ﬁ+ we we

Sledi teorema ¢iji dokaz direktno sledi iz prethodne leme. Razmatraju se
samo integrali funkcije koja uzima vrednosti u R, (gde je Ry = [0, +00)), za
vrednosti iz skupa R, rezultat se moze analogno formulisati.
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Teorema 4.3.3. (Puhalskii, 2000) Neka su f, g odgovarajuce R, funkcije na
Q. Vaze sledece osobine.

1.\ 0dp = 0,

Vo fdu < Vg gdp ako f < g,
Valef)dp =cVq fdp, c € Ry,
VolfVg)dun=\Ngq fduV\qgdu,
Vaolf +9)du < Vg fdu+ Vg gdp,

|Va fdu —Vqadpl < \glf —gldp, uz uslov da je leva strana nejed-
nakosti dobro definisana,

S v e

=

Vo sup;e, fidp = supj e, Vo fidp, gde f; - Q =Ry, j€J.
Lema 4.3.4. Ako f:Q — R, tada:

u(f > a) < é\Q/fI(f > a)dps,a > 0.

Prethodna lema je nejednakost tipa Cebisova.

Teorema 4.3.4. (Puhalskii, 2000) Neka je i’ idempotentna mera na Q" tako
da je ;i = pof=' za neku funkciju f : Q — Q. Tada za funkciju g - Q' — Ry,

vazi: /
\/ gd’ =\/ go fdp.
Q' Q

Sledi rezultat analogan Holder-ovoj nejednakosti, koji je koristan.
Za funkciju f : Q@ — Ry ip > 0, definise se ||f]l, = (Vg fPdu)/? i
||f||00 = SUDy.pu({w})>0 f(w>

Lema 4.3.5. Neka su f,g: Q) — R,.Tada:

1. Nekap € [1,+00] iq € [1,+00] tako da je 1/p+1/q =1, tada:

V Fadu < [If1pllgll,-
Q

2. Ako u(2) =1, tada, za 0 < p < q, vazi: ||f|, < fll4-
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Dalje se uvodi pojam nezavisnosti.

Neka je (€2, 1I) idempotentni prostor verovatnoce.

DEFINICUJA 4.3.12. Konaéna kolekcija {A;,i = 1,...,k} podskupova na Q) je

nezavisna ako:
k

k
() A) = []T(A)).
i=1 i=1
Kolekcija { A} podskupova na € je nezavisna ako je svaka konacna subkolek-
clja nezavisna.
Kolekcija {Z,} familije podskupova na Q je nezavisna ako je svaka kolekcija
skupova { Ay}, gde je A, € 2., nezavisna.

DEFINICIJA 4.3.13. Neka je skup Q' opremljen T-algebrom A", Kolekcija {f,}
idmpotentnih velicina na Q sa vrednostima u Q) je A -nezavisna (ili nazavisna
ako A" = P(Y)) ako je kolekcija T-algebri f;'(A") nezavisna. Idempotentna
promenljiva f : Q — Q' i kolekcija Z podskupova na Q su A'-nezavisne (ili
nezavisne ako A" = P(Q)) ako T-algebra f~Y(A") i Z obrazuju nezavisnu
kolekciju.

Pojmu ¢vrsta F-idempotentna verovatnoc¢a u teoriji velikog odstupanja se
daje posebno ime, sto je od znacaja za dalje izlaganje.

DEFINICLJA 4.3.14. Cursta F-idempotentna verovatnoéa se naziva deviability
(devijantna ili nepravilna). Ako je idempotentna raspodela neke idempotentne
velicine deviability, onda je ona deviability raspodela.

Dalje je dat dovoljan uslov za neprekidnost u odnosu na II i drugi pojmovi
vezani za to. Neka je Fy C F.

DEerINICUIA 4.3.15. KaZe se da je skup H C E, Ey-zatvoren ako sadrZi sve
svoje tacke nagomilavanja koje su v Ey, tj. ¢lH N Ey C H. KaZe se da je
skup H C E, Ey-otvoren ako je svaka tacka iz H N Ey jedna unutrasnja tacka
1w H, tj. HN Ey CintH.

Posledica prethodne defenicije kaze da je H Ey-otvoren akko je njen komple-
ment u E Fy-zatvoren.

DEFINICIJA 4.3.16. Funkcija h : E — R, se naziva Ey-gornje (Ey-donge)
semineprekida ako je skup {z € E: f(z) >a} ({z € E: f(2) <a}), a € R,y
upravo Ey-zatvoren. Za funkciju h : E — R, se kaZe da je Ey-neprekidna
ako je h™'(G) upravo Ey-otvoren za svaki otvoren skup G C R,.
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Kao posledica prethodnih definicija jeste tvrdenje da je indikator funkcija
1(A), A C E, upravo Fy-gornje (FEy-donje) semineprekidna akko A je Ey-
zatvoren (Ey-otvoren).

Ovde se zavrsava izlaganje kljuénih pojmova, definicija, teorema i njihovih
posledica, koje su od fundamentalnog znacaja za razumevanje narednog odeljka.

4.3.2 Konvergencija u velikom odstupanju u
Tihonovljevom prostoru

U ovom odeljku biée iznete osnovne definicije i teoreme konvergencije u ve-
likom odstupanju u Tihonovljevom prostoru. Uvodi se sledeca notacija. Neka
je E topoloski prostor sa Borelovom o-algebrom B(E). Neka je & direk-
tan skup, {P,,¢ € ®} skup mera verovatnoca na (E, B(E)) i {ry,¢ € ®}
skup realnih brojeva vec¢ih od 1 koji konvergiraju ka +oo kada ¢ € &.
Vazi da C/ (E), @:(E) i CJ (F) oznacavaju redom skupove R, -neprekidno
ogranicene funkcije na F, R -ograni¢ene gornje semineprekidne funkcije na
E i R, -ograni¢ene donje semineprekidne funkcije na E. Neka je jos II
jedna F-idempotentna verovatnoc¢a na F, gde F oznacava kolekciju zatvorenih
skupova F.

DEFINICIJA 4.3.17. Kaze se da skup {Py, ¢ € ®} konvergira u velikom odstu-
panju (LD) brzinom ry ka 11 ako za svako h € C/ (E):

. 1/T¢
lim ([ h(=)edPy(2)) = \/ hz)dn(z). (4.6)
ped \ Jp v

Treba ista¢i da ako je E¥ Tihonovljev topoloski prostor tada je F-idempotentna
verovatnoc¢a II jedinstveno odredena desnom stranom jednakosti (4.6). Kon-
vergencija u velikom odstupanju oznacavace se sa P —>fi IT. Kako je skup

re fiksiran prihvata se jednostavniji zapis Py —' II. U daljem radu koriste

r 1/r
se sledece oznake: P;/ ?(A) = (Ps(ANY7s i || flle = (fE f(z)r¢dP¢(z)) g
gde f: E — R,. Sledi Portmanteau teorema za konvergenciju u velikom
odstupanju.

Teorema 4.3.5. (Puhalskii, 2000) Neka je E Tihonovljev topoloski prostor.
Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1. P¢ —ld H,
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2. (i) liminfy ||glly > Vg 9dll, za sve g € Cf (E),
(ii) limsup, || fllg < Vg fdll, za sve f € @:(E)

2. Nejednakost u delu 2 vazi za sve donje semineprekidne na Il ogranicene
Borel-merljive funkcije g : E — Ry @ sve gornje semineprekidne na I1
ogranicene Borel-merljive funkcije g - E — R, redom.

3. (i) liminf, P;/%(G) > 11(G), za sve otvorene skupove G C E,

(i3) lim sup,, P(;/T"’(F) < TII(F), za sve zatvorene skupove F C E.

3. Nejednakost u delu 3 vazi za sve otvorene na Il Borel-merljive skupove
G i zatvorene na I1 Borel-merljive skupove F', redom.

4. limy P;/T("(H) =1II(H), za sve neprekidne na I1 Borel-merljive skupove
HCE.

5. limy ||h]|g = Vg hdll, za sve neprekidne na Il ogranicene Borel-merljive
funkcije h - E — R,

6. limy ||hl|ls = Vg hdll, za sve ogranicene Borel-merljive funkcije h :
E — R, koje su uniformno neprekidne na E.

Moze se primetiti da se deo 3 prethodne teoreme moze iskoristiti za defini-
ciju pojma ogranicene konvergencije u velikom odstupanju, koji je identican
definiciji principa velikog odstupanja, pogledati Varadhan, 1984. Tako da
posebno na Tihonovljevom prostoru, konvergencija u velikom odstupanju je
ekvivalentna principu velikog odstupanja.

Lema 4.3.6. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor. Ako Py —'" 11, tada:

II(z) = lim liminf P;/”’(U) = lim lim sup P(;/%(CZU),
UeU, ¢€® UeU, ¢ed

gde je U, kolekcija otvorenih okolina z. Posebno, ako je E metricki prostor,
tada:

I1(z) = lim lim sup P(;/T"’(Br(z)).
r—0 PeD
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Lema 4.3.7. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor. Neka je Borelov pod-
skup Ey iz E opremljen relativnom topologijom. Neka je jos Py(E \ Ey) =
II(E \ Eyg) = 0 ¢ restrikcija 11 na Ey, koja je oznacena sa II, 7-glatka na
kolekciji zatvorenih podskupova od Ey. Tada Py —'* 11 akko 15¢ —ld ﬁ, gde
]5¢ oznacava restrikciju Py na Ey.

Dalje ¢e biti potrebna konvergenicija integrala, ne neophodno ogranicenih
funkcija. To je koncept analogan uniformnoj integrabilnosti.

DEFINICIIA 4.3.18. Za Borel-merljivu funkciju f : E — R, se kaZe da je
uniformno eksponencijalno integrabilna (reda r4) u odnosu na skup { Py} ako:

lim lim sup (/Ef(z)”5 1(f(2) > a)dP¢(z)>1/T¢ = 0.

a—=00  4ed

Uniformna eksponencijalna integrabilnost vazi ako za neko € > 0:
: re(1+e€) re
lim sup ( f(z)" dP¢(z)> < 400.
¢ E
Lema 4.3.8. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor i neka Py —'* 11, kada

o€ ®ill jena By C E. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

1. Za sve Ey-neprekidne i uniformno eksponencijalno integrabilne u odnosu
na {P,} Borel-merljive funkcije h : E — R, :

pcd

1/r
lim (/ h(z)“dl%(z)) o \/h(z)dﬂ(z)
E E
2. Za sve Ey-donje semineprekidne Borel-merljive funkcije g : E — R, :

lim inf </Eg(z)r¢dP¢(z))l/T¢ > \/g(z)dﬂ(z).

pcd

Dokaz prethodne leme, kao i slede¢e, moze se pogledati u Puhalskii, 2000.

Lema 4.3.9. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor i neka Py —! 1. Neka

su hy : B — Ry uniformno ogranicene i Borel-merljive funkcije tako da za
funkciju h: E — R, :

lim h =h

lim ho(24) = h(2)
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za 11-skoro svako z € E 1 svaki skup z4 — z za ¢ € . Tada:

lim (/Eh¢(z)r¢dp¢(z)>l/r¢ = \/ h(z)dII(z).

pcd

Kao posledica prethodne leme moze se dobiti slede¢a verzija principa kon-
trakcije ¢uvanja LD konvergencije nad preslikavanjem.

Teorema 4.3.6. (Puhalskii, 2000) Neka je E Hausdorffov topoloski prostor
i neka je E' Tihonovljev topoloski prostor. Neka je I deviability na E. Neka
su Borel-merljive funkcije fy : E — E', ¢ € ® i II-Luzin-merljiva funkcija
f:E— E je takva da za T-skoro svako z € E i svaki skup 2g — z vaZi da
fo(zo) = f(2). Ako Py —!*11, tada Pyo ;' —'Tlo f.

Dalje sledi cesto koris¢ena lema.

Lema 4.3.10. Neka je E Hausdorffov topoloski prostor, E' je Tihonovljeu to-
poloski prostor i 11 je deviability na E. Ako Py ="Ml zap € ® i f : E — E'
je Borel-merljiva i neprekidna I-skoro svuda, tada Pyo f=' =Tl o f~1.

DEFINICIIA 4.3.19. F-idempotentna verovatnocéa 11 na E se naziva akomu-
lativna tacka velikog odstupanja na {Py, ¢ € @} (za brzinu r,) ako postoji
subpodskup { Py, ¢ € @'} na {Py,¢ € ®} koji LD konvergira (brzinom Ty)
ka I1.

Dalje, neka K oznacava kolekciju kompaktnih podskupova na E.
DEFINICIJA 4.3.20. Skup {P;,¢ € ®} se naziva eksponencijalno cuvrstim
(reda r4) ako Il{IgI; (lbierg sup p(;/f‘¢<Kc) =0.

Teorema 4.3.7. (Puhalskii, 2000) Neka je E Tihonovljev topoloski prostor.

1. Ako je skup { Py, ¢ € ®} eksponencijalno curst, to je LD relativno kom-
paktna akomulativna tacka deviability.

2. Neka je E jos i lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Ako
je skup {Py, ¢ € ®} LD relativno kompaktan, tada je eksponencijalno
curst.

Prethodna teorema dozvoljava uvodenje sledeceg korisnog koncepta.
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DEFINICUIA 4.3.21. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor ¢« By C E. KaZe
se da je skup {Py,¢ € ®} Ey-eksponencijalno cvrst ako je eksponencijalno
curst 1 ako je svaka LD akomulativna tacka 11 sadrZana u Ey.

Sledi lema koja predstavlja verziju principa kontrakcije.

Lema 4.3.11. Neka je E Tihonovljev topoloski prostor, Ey C E i E je
lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Ako je skup {P,, ¢ € ®}
Ey-eksponencijalno curst i funkcija f : E — E je Borel-merljiva i Ey-
neprekidna, tada je skup {Pyo f~',¢ € ®} eksponencijalno curst.

Dokaz prethodne leme moze se pogledati u Puhalskii, 2000.

Dalje se pretpostavlja da je EF metricki prostor i uvodi se 'metrika’ za kover-
genciju u velikom odstupanju. Prvo se definiSe Prohorova metrika, a zatim
metrika analogna njoj. Za A C E se uvodi oznaka A = {z € E : p(z,A) <
€}.  Lévy-Prohorova metrika definise rastojanje izmedu dve verovatnosne
mere [ 1 V:

p(p,v) =inf{e > 0: u(A)
v(A)

V(A®) + e,

<
< u(A°) +e€ zasve A C E}.

Dalje se pretpostavlja da je dat skup {P,, ¢ € ®} Borel mera na E, skup real-
nih brojeva {ry, ¢ € ®} vecih od 1 koji konvergiraju ka 4+o0o i F-idempotentna
verovatnoca II na FE. Tada se definiSe metrika analogna
Prohorovoj metrici:

Pl (P, TT) = inf{e > 0 : P(;/T"’(F) < TI(F9) + e,
I(F) < P(;/r“’(Fe)—i—e, za sve zatvorene F' C E'}.

Sledec¢a lema sledi iz regularnosti Borelovih mera i 7-maksitivnosti idempo-
tentnih mera.

Lema 4.3.12. Moze se ekvivalentno napisati:
Pl (Py, 1) = inf{e > 0 : P;mp (A) < II(A) +e,
II(A) < P;/”’(AG) +¢€, za sve A € B(E)}.

Teorema 4.3.8. (Puhalskii, 2000) Skup {Ps;} LD konvergira ka I akko
PE(Py,11) — 0, za ¢ € P.
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Dalje se definiSe metrika analogna Kantorovich-Wasserstein metrici, na
slede¢i nacin:

Id
p¢BL(P¢, II) = Sup
feCf (B fllsr<t

/f 2)edPy( ) \/f )dIl(z

gde je:
|l = (sup () v ((sup

z€EE z;éz’ p(za ZI)
Teorema 4.3.9. (Puhalskii, 2000) Skup {Ps;} LD konvergira ka 11 akko
Pt (Py, 1) = 0, za ¢ € ®.

Dalje se razmatra sekvencijalna kompaktnost za metricke prostore. Pret-
postavlja se da je & = N i skup {r,} se zamenjuje nizom {r,}. Mere
verovatnoca se oznacavaju sa P,.

DEFINICUJA 4.3.22. Niz {P,,n € N} je LD relativno sekvencijalno kompak-
tan (sa brzinom r,) ako svaki subniz {P,} niza {P,} sadrZi dalji
subniz { P} koji LD konvergira (brzinomr,» ) ka F-idempotentnoj verovatnoci
na L.

Teorema 4.3.10. (Puhalskii, 2000)

1. Neka je E metricki prostor. Ako je niz verovatnoca {P,,n € N} na
(E,B(FE)) eksponencijalno cvrst, tada je LD relativno sekvencijalno
kompaktan, LD akomulativn tacke su deviability.

2. Neka je EE homeomorfno na kompletnom separabilnom metrickom pros-
toru. Ako je niz {P,,n € N} LD relativno sekvencijalno kompaktan,
onda je eksponencijalno curst.

Dalje, neka je L(X) raspodela slucajne veli¢ine X ineka E4 oznacava ocekivanje
u odnosu na meru verovatnoca Py.

Teorema 4.3.11. (Puhalskii, 2000) Neka je {X?, ¢ € ®} skup RF slucajnih
veli¢ina definisanih redom na prostorima verovatnoce (S, F 4, Py) tako da je
za svako N € RF:

1
lim — In £7¢67"‘15)"Xq5 =G(N),
ped T
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gde je G(X\) odgovarajuéa R nize semineprekidna i esencijalno glatka konvek-
sna funkcija tako da je 0 € int(dom@G). Tada L(X?) —" 11 bzrinom r4, gde
je IT deviability tako da je T1(z) = e SPacerA-e=GN)

Teorema 4.3.12. (Puhalskii, 2000) Neka je E Tihonovljev prostor. Neka
je Y podskup od Cf (E) koji sadrzi uniformno ogranicene i ekvineprekidne
funkcije , ty

SUD ey SUD,c g f(2) < +00 @ za svako € > 0 i z € E postoji otvorena okolina
U. od z tako da je sup sy sup, oy | f(2) — f(2)] <e. Ako Py =11, tada:

lim sup (/ fr¢dP¢)l/T¢ — \/de‘ =0.
E E

¢ fer

DEFINICIIA 4.3.23. KaZe se da skup {P,,¢ € ®} verovatnoca na (E,B(FE))
neodredeno LD konvergira brzinom ry ka K-idempotentnog verovatnocéi 11 na
E za svako f € CL(E), ako:

1r
lim /f 2)edPy(2) ¢_\/f )dII(2

pcd

Ako je FE lokalno kompaktan i Hausdorffov prostor, tada su osobine neo-
dredene LD konvergencije slicne osobinama slabe LD konvergencije.

Teorema 4.3.13. (Puhalskii, 2000) Neka je E lokalno kompaktan Hausdorf-
fov topoloski prostor. Tada je skup verovatnoca {Py,¢ € ®} na (E,B(E))
neodredeno LD relativno kompaktan.

Intuitivno se moze formulisati LD konvergencija mera verovatnoca kao LD
konvergencija u raspodeli sa odgovaraju¢im slucajnim velicinama.

DEFINICIA 4.3.24. Neka je { X4, ¢ € @} skup slucagnih veli¢ina definisanih
na odgovarajuéim prostorima verovatnocéa (g, F g, Py) 1 vrednostima na
topoloskom prostoru E i X je idempotentna veli¢ina definisana na idempo-
tentnom prostoru verovatnocée (2, I1) sa vrednostima na E, éija je idempo-
tentna raspodela T-glatka sa vrednostima na kolekciji zatvorenih podskupova
od E. Kaze se da skup {Xy,¢ € ®} LD konvergira u raspodeli ka X ako
Pd)oX(;l —ld o X1,

Do sada je —!? oznacavalo LD konvergenciju u raspodeli. Iz konteksta bi
trebalo da bude jasno da li se radi o LD konvergenciji mera verovatnoca
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ili LD konvergenciji u raspodeli slucajnih velicina. Ovde ¢e dalje biti data
verzija Leme 4.3.8.

Kaze se da je skup {&;,¢ € ®} Ry slucajnih veli¢ina redom na prostorima
verovatnoca (§y, Fy, P,) uniformno eksponencijalno integrabilan u odnosu
na {P,, ¢ € @} (brzinom ry) ako:

lim 1i E4€01 A)Vre =0,

Jim lim sup(Ee8;"1(8o > 4)) 0

Lema 4.3.13. Neka &, —!'? &, gde je & jedna R, idempotentna velicina
na idempotentnom prostoru verovatnoée (U,1I). Ako je skup {£s, ¢ € P}
uniformno eksponencijalno integrabilan u odnosu na {Py, ¢ € ®}, tada

lim (B, ) = S¢.

(;erg( ¢€¢) §

Dalje slede tri leme, tehnicke prirode. Neka su X i Y dve slucajne velic¢ine
sa vrednostima, redom u separabilnim metrickim prostorima F i E', sa
Borelovim o-algebrama. Tada je (X,Y) slucajna veli¢ina na EF x E sa
proizvodom topologija i Borelovom o-algebrom. Posebno, ako je E = E’
i p je metrika na E, tada je p(X,Y) slucajna veli¢ina.

Lema 4.3.14. Neka je E separabilni metricki prostor sa metrikom p, 1 neka
su X? 1 Y?, gde je ¢ € ®, skupovi slucajnih velicina definisani redom na
prostorima verovatnoca (Qg, ¥y, Py), sa vrednostima u E. Ako L(X?) —' 11,

1/r
gde je 11 jedna F-idempotentna verovatnoéana E, i p(X?,Y?) R/ 0, kada
¢ € @, tada L(Y?) -1 11.

Dalje je data joS jedna primena metrike.

DEFINICIJA 4.3.25. KaZe se da skup {X® ¢ € ®} slucajnih velicina na
(Q4,Fy, Py) sa vrednostima u metrickom prostoru E sa metrikom p kon-

vergira ka z € E super-eksponencijalno u verovatnoci, brzinom ry (ili super-
1/r¢

> ;. , Lo P

eksponencijalno u verovatnoéi ako se podrazumeva brzina) i pise se X® —"¢

z ako limgeq P(;/T¢(p(X¢, z) > ¢€) =0 za svako € > 0.

l/T¢
Treba istaéi da vazi: X¢ —F¢ 2 akko

1/T¢
I (/ 1A p(X,, ’”d>dP> —0.
s %( p(Xy, 2))"*dPy
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Lema 4.3.15. Neka je {X? ¢ € ®} skup slucagnih velic¢ina na redom pros-
torima verovatnoca (g, Fy, Py) sa vrednostima u metrickom prostoru E, sa

1/r¢
metrikom p. Tada X¢ —%¢ = 2z akko L(X?) = 1., gde 1. oznacava je-
dinicnu masu u z.

U slede¢oj lemi se formuliSe rezultat jezikom LD konvergencije u raspodeli i
razmatra se zdruzena LD konvergencija.

Lema 4.3.16. Neka su E i E' separabilni metricki prostori i neka su X® i
Y?, gde je ¢ € @, skupovi slucajnih velicina na (Qy, Fy, Py), sa vrednostima u
E i E', redom. Neka su X iY idempotentne velicine na idempotentnom pros-
toru verovatnoce (2,11) sa vrednostima u E i E' redom, ¢ije su idempotentne
raspodele T-glatke u odnosu na pridruZene kolekcije zatvorenih skupova. Neka
je E x E' opremljen proizvodom topologija.

1. Ako X? =l X Y? SY X iY sunezavisne, i X® i Y? su nezavisne,
tada (X?,Y?) =1 (X,Y).

1/r
2. Ako X¢ =1 X i Yo B 2 tada (X?,Y?) =1 (X, 2).
Dokaz prethodne dve leme moze se pogledati u Puhalskii, 2000.

Treba reé¢i da poslednji Odeljak 4.3. predstavlja uopstenje principa velikog
odstupanja, koji je razmatran u Odeljku 4.1., posebno za Tihonovljev pros-
tor. U disertaciji je podvucena paralela izmedu odgovarajuc¢ih teorema u
ovim odeljcima, takode i za jednodimenzioni slucaj i za slucaj R*. Data je
i ekstenzija teorije za sluc¢ajnu veli¢inu (X, Y'), na proizvodu odgovarajuéih
topologija. U tom smislu, moguce je dati ekstenziju rezultata iz Odeljka 4.2.,
brzine konvergencije ocene kvantila, posebno na Tihonovljevom prostoru, i
dobiti analogne rezultate. To je mogudi pravac daljeg istrazivanja.



Zakljucak

Jedan od osnovnih ciljeva ove disertacije jeste ispitivanje brzine konvergencije
direktno-simulirane ocene kvantila, posebno u sluc¢ajevima Pareto, uopstene
Pareto i Gama raspodele. Kako su to funkcije raspodela ¢esto koriséene u
praksi, iz razloga sto dobro modeliraju mnoge realne dogadaje, jasna je jedna
komponenta ove disertacije, a to je prakticna primena dobijenih rezultata.
Drugi cilj ove disertacije jeste da da jasan prikaz prvo, intervala poverenja
za sredinu, disperziju i proporciju, kako za problem jednog tako i za prob-
lem dva uzorka, tako i prikaz ocena i intervala poverenja za indeks ekstremne
vrednosti i visokih kvantila. Vaznost ispitivanja ponasanja funkcije raspodele
na krajevima, samim tim vaznost odredivanja Sto preciznije ocene i boljeg
intervala poverenja za indeks ekstremne vrednosti i kvantila, lezi u ¢injenici
da je problem o prognoziranju tesko predvidivih i nestabilnih dogadaja od
izuzetne vaznosti u mnogim oblastima primene, kao Sto su osiguranje, finan-
sije, hidrologija i druge. Dogadaji iz skorasnje proslosti, krah berzi i razli¢iti
slucajevi finansijskih turbulencija, za koje se pokazalo da se desavaju mnogo
frekfentnije nego Sto se ocekivalo, ukazuju na vaznost i aktuelnost teme ove
disertacije. Moguca uopstenja i pravci u kojima bi moglo da krene dalje
istrazivanje, takode su istaknuti u samoj disertaciji.
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopCcTBY

MoTnucaHun-a C-“\ AHO DT B N i AR !

6poj nHaekca 26 6 } 204/

UzjaBreyjem
[a je foKkTopcKa gucepTauuja non Hacnosom

P

(TATYCTY ™ 9 (100 bAE 1y O € Loy GAled  YpnYShHy VA
AucQEPHLUTA Y BucovuX koA4HTYUA PAcoden 4

e  PDEe3ynTaT CONCTBEHOr UCTpaXXMBadkKor pana,

* A NpeanoxeHa auceprauuja y LenuHu Hu y aernosuma Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujare BuUro koje aunnomMe npema CTyAM|CKMM nporpamuma  apyrux
BUCOKOLLIKOSCKUX YCTaHOBa,

e na Cy pe3ynTaTtv KOPEeKTHO HaBEAEHU U

* [a HWcam KpLuMoO/Na ayTopcka npasa U KOPWUCTUO WMHTENeKTyanHy CBOjUHY
Opyrvux nuua.
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Mpunor 2.

U3jaBa 0 UICTOBETHOCTU WITaMMNaHe U erneKTPoHCKe
Bep3uje QOKTOPCKOr paaa

Ty

Wme v npesume ayTopa Jeneun LThaboleny k’\

Ctyauvjckn nporpam MAT E MATUY.Z

Hacnos paga CTF\TLJ\ CTuYy NMDoGn Bk Yy 0% ELoyBAHA Vonlt Hy A4
AUREPHLIA U Dot ¥YBAMHTAH PACnoa a4
MeHTOp N\pow . a o ViaAvmAae NAAse Hooja,ff\

)
MoTtnucaxu/a LTAHJ?E%%L\ 3'@/\[311/%

WsjaBrbyjem ga je wramnaHa Bep3uja MOr JOKTOPCKOr paja WUCTOBETHa ereKTPOHCKO)
Bepavju Kojy cam npegao/na 3a objaBrbvMBake Ha noptany  AuratanHor
peno3utopujyma YHUBep3uTeTa y beorpanay.

HosBorbaeaMm Oa ce objaBe MOjU NWYHK Nodaun Be3daHu 3a Aobujame akagemcKor
3Baka AOKTOpa Hayka, Kao LTOo Cy UMe W npeslMMe, roguMHa U Mecto poferwsa n gaTym
oanbpaHe paga.

OBWM nuYHM nopaun Mmory ce 06jaBuTM Ha MPexHWM CcTpaHulama aurutanHe
BubnunoTteke, y eNekTPOHCKOM KaTanory v y nybnukauvjama YHueepauteta y beorpagay.

MoTnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, T4 ; 2045

(_ T hoye QJ j( i Zate)
I v




Mpwunor 3.

U3jaBa o kopuwheky

Osnawhyjem YHusepauteTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y [urutanHu
penoauTopujym YHusepauteTa y Beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY AucepTauujy roA
HacnoBOM:

(;1 ATUctTAN U NRoebnEkHy O LY BA A Vonuaiylles
NCOERPHUIA UL pulo¥ax EOaH TG A PACNNoAENA

KOja je Moje ayTOpCcKo Aerno.

OucepTauumjy ca CBUM NpuiosvumMa npefao/na cam y enekTpoHcKom hopmarty norogHoM
3a TpajHO apXUBMpaH-E.

Mojy AOKTOpCKYy AucepTauvjy noxpaweHy y [JurutanHu penosutopujym YHusepauTeTa
y Beorpagy Mory fa KOpMCTe CBM KOjU MOLITYjy ofpeade cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajeaHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4yuo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpLMjanHo
@Ay‘ropcmo — HekomepuujanHo — 6es npepaae
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLMjanHo — AenUTY Nog UCTUM yCnosuma
5. AytopcTteo — 6es npepaje
6. AyTopcTBO — AENUTW NoA4 UCTUM ycrioBuma

(Monumo [a 3a0KpyXWTe caMoO jefHy o4 WecT noHyhReHux nuueHuu, KpaTak onuc
nuUeHUW aaT je Ha nonefuHu nucta).
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