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HacsioB aucepramuje: Ornene [1IBapr-ITukoBor Tuma 3a XapMOHIjCKa, TPECINKABAA U XU~
11epOOINIKa METPUKA

Pe3ume: VY oBoj nucepraruju pasmarpamo pasue Bep3suje [IIBapriose jieme u [IBapi-Ilukose
JleMe 3a XOJIOMOpQHa, XapMOHMjCKa W XapMOHHUjCKa KBa3uperyJapHa npecjinkaBama. Ocum
IITO Cy HMPUKa3aHU HOBHU PE3YJITATH, JAT je W Iperjies] pe3ysrara KOju e MOTY CMaTpaTh
kiacuaauM. Kao jemna on najpaxkuujux nociemuna IIsapi-Ilukose jgeme 3a xomomopdua
IIpec/inKaBaba, JIeTa/bHO je MPUKA3aHO M yBOheme XUIepOoJInIKOr pacrojama dg Ha IPOCTO
nosesanum obsactuma ) C C (raksum ga je ) # C), kao u Be3a TOr pacrojama ca XOJo-
MOpP(MHUM TIpecInKaBabUMA.

Bepsuje [Isapiose u IIBapi-Ilukose jieme 3a xapMOHUjCKa ITPEC/IMKaBaba IPUKa3aHe Cy
Kao TBphema aHaJiorna ojarosapajyhum TephemuMa 3a xoaoMopdHa MpecuKaBama. ¥ JT0Ka-
3uMa TUX TBphema KopuIllheHa cy CBOjCTBa XUIEPOOJIMIKOT PACTOjarba U €yKJINUJICKA CBOjCTBA
XUTEPOOIMIKIX JUCKOBa. Pasmorpene cy Bepswuje IlIBapiioBe jeme Hajipe 3a XapMOHUjCKA
PECINKABAbA U3 JeMHUIHOT qUcKa y uHTepBat (—1, 1), a 3aTuM U 38 XapMOHM]CKa, [IPECIIU-
KaBarba JeJIMHUYIHOT JINCKa y cebe, ca M30CTaB/LEHOM IIPETIIOCTABKOM Jia Ce O/IroBapajyhum
npecjimkaBambeM Tadka z = (0 ciaumka y cebe. IIpm Tome, mokazano je ja cy ojarorapajyhe
HejeJITHaKOCTU OIITpe W HaheHa cy eKCcTpeMaJiHa Tpec/imKaBarma. lIpmmenoMm meroma moja-
ca W ToJIypaBHU JlaTu cy jemHoctaBHu noka3u [lIBapi-llukose jieme 3a peaJiHO-BpeHOCHA
XapMOHHUjCKa IPECIUKaBambha, Ka0 U HUXOBUX IOCEIUIa (POPMYIUCAHUX Y TEPMUHUMA O/l
roBapajyhux xunepOboJmIkux pacrojama. Kako 3a XoJIoMOpdHA, TaKO M 33 XapMOHHU]jCKa
npecauKaBama (popmyincane u jokaszane cy Bepauje [lIBaprioBe Jieme 3a Jiare BPEIHOCTH
TUX TPECJUKAaBamha U BPEIHOCTU HOPMU HUXOBUX audepennujaia y Tadku z = 0. I y oBom
clIydajy JIoKasaJii CMO Jia Cy OJiroBapajyhe HejeIHAaKOCTH OIITpe u HaheHa Ccy ekcTpeMaJsiHa
npecaukaBama. [[lokazaHo je u j1a ce uCTUM MeToaMa MOTy 100uTH XapHAaKOBe HEje THAKOCTH
3a XapMOHMjCKa MPEC/INKaBambha, KAa0 U IbUXOBA YOIIIITEHA.

Hasbe, najemo u jegaoctapHe joKase Bep3uje IlIBapi-l1Iukose eme 3a xapMoHUjcKa KBa3U-
peryjapHa IpecjanKaBaiba 9Mju je KOJIOMEH IMoJiypaBaH uiau 1mojac. Jeana Bepsuja [lIBapriose
JieMe 3a XapMOHUjCKa KBas3uperyJgapHa MpecjinKaBamba U3 JeJMHUIHOT JUCKa Y Tojac Jo0ujena
je saxBasbyjyhu omrosapajyhioj (mmomasio HEOUEKUBAHO]) HEJEJHAKOCTH €yKJIUICKOT U XUIep-
OoJIMIKOr pacTojamba Ha nojacy. Kopurhemem cBojctaBa ['aycoBe KpuBuHE MOKA3yjeMo U Jia
Cy XapMOHMjCKa KBa3UKOH(MOPMHA IpeCc/InKaBamba XUIIEPOOJIUIKOr JIOMEHa Y KOHBEKCAH XU-
1epOOJIMYKY JIOMEH KBa3U-U30METPHje OJIr0Bapajyhux MeTPpUIKUX MPOCTOPA.

VYBoheme XunepOOINIKOr pacTojarba MPUKA3aHO je Ha JABa HaduHa. [lpBu madwmH jecrte
kiacuuan. [lomazehu on xurepbosimyuke MeTpUKe Ha jeJIMHUYHOM JIUCKY, Hajipe ce Jedu-
Hume xunepbonamdka jryxkuHa C! KpuBe W Ha Kpajy XHUIepOoJMYKO pacTojame m3Mely nBe
tayke. /Ipyru maumn Oasmpan je Ha aKCMOMATCKOM 3aCHUBAILY AIICOJIyTHE T€OMETPHUje PABHU.
[Tonazehu o Teopeme Koja ce OIHOCH Ha €r3UCTEHIM]y U jeIUHCTBEHOCT (0 HA jeIUHUILY
Mepe) pacrojara y alcoayTHO] paBHU (KoOje je carjacHO ca OCHOBHMM peJsanujama - uamely u
HOY/IaPHO ), CUMYJITAHO U3BOAMMO (DOPMYILY 3a TO PaCTOjambe y JIBa MOJIeJIa Te PaBHU. JeIaH
O] TUX MOJIeJIa jecTe CKyI KOMILIeKCHUX OpojeBa C, mocMarpan Kao MOJIe/ €yKJIuJICKe PaBHH,
a JPYyTH jeJMHUYIHHU TUCK ITocMaTpaH Kao [loeHkapeoB AucK Mojes XUIepOoJmyiKe paBHHU.
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Dissertation title: Schwarz-Pick type estimates for harmonic mappings and hyperbolic
metric

Abstract: In this dissertation we consider various versions of the Schwarz lemma and the
Schwarz-Pick lemma for holomorphic, harmonic and harmonic quasiregular mappings. In
addition, in order to present new results, an overview of the results that can be considered as
classical is given. As one of the most important consequences of the Schwarz-Pick lemma, for
holomorphic mappings, an introduction of the hyperbolic distance dg on the simply connected
domains 2 C C (such that © # C) is given in detail, as well as the relationship of that distance
and holomorphic mappings.

All versions of the Schwarz lemma and the Schwarz-Pick lemma for harmonic mappings
are shown as assertions analogous to the corresponding claims for holomorphic mappings.
In the proofs of these assertions, the properties of the hyperbolic distance and Euclidean
properties of hyperbolic disks are used. Firstly, we considered some versions of the Schwarz
lemma for harmonic mappings from the unit disk to the interval (—1,1) and then for harmonic
mappings of the unit disk into itself, without the assumption that z = 0 is mapped to itself by
the corresponding map. Thereby, the corresponding inequalities were shown to be sharp and
extremal mappings were found. By using the strip and half plane method, simple proofs of
the Schwarz-Pick lemma for real-valued harmonic mappings are given, as well as the simple
proofs of their corollaries that are formulated in terms of corresponding hyperbolic distances.
For both holomorphic and harmonic mappings a version of the Schwarz lemma have been
formulated and proved in the case where the values of these mappings and values of the
norms of their differentials, at the point z = 0, are given. Also, in that case we showed that
the corresponding inequalities are sharp and extremal mappings were found. It has also been
shown that the same methods can be used to obtain Harnack’s inequalities for harmonic
mappings, as well as for their generalizations.

Furthermore, we give simple proofs of a version of the Schwarz-Pick lemma for harmonic
quasiregular mappings whose codomain is a half plane or a strip. One version of the Schwarz
lemma for harmonic quasiregular mappings from the unit disk into a strip is obtained thanks
to an appropriate (which seems unexpected) inequality satisfied by the Euclidean and hyper-
bolic distances on the strip. By using the properties of the Gaussian curvature we also show
that harmonic quasiconformal mappings of the hyperbolic domain into a convex hyperbolic
domain are quasi-isometries of the corresponding metric spaces.

The introduction of the hyperbolic distance is shown in two ways. The first way is classi-
cal one. Starting from the hyperbolic metric on the unit disk, first we define the hyperbolic
length of the C! curve and then the hyperbolic distance between two given points. The
second one is based on the axiomatic foundation of the absolute plane geometry. Starting
from the theorem related to the existence and the uniqueness (up to the unit for length) of
the distance in the absolute plane (which is in accordance with the basic geometry relations
- between and congruence), we simultaneously derive the formula for that distance in two
models of that plane. One of these models is the set of complex numbers C, viewed as a
model of the Euclidean plane and the second one is the unit disk that is considered as the
Poincaré disk model of hyperbolic plane.
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YBOI

[IBapmoBa jgema’ jecre jeaHo O OCHOBHHUX TBphema reoMeTpujcke Teopuje yHKIIHja.
l'eomerpujckum jesukom pedeno, [IIBaprioBa jema TBpAuU J1a je CBAKO XOJOMOPGHO TPECIUKa-
Bamwe jequananor jucka U = {z € C : |z| < 1} y cebe, koje durcupa Tauky 0, uau porarwmja
oko Tavyke () mym cBaky Tadyky pazauauTy of () ImpecimKaBa y TAdKy KOja je y eyKJIUICKOM
cmucity osmeka tadku (. Crora, [IIBapiioa jema nma MHOre 1 3Ha4ajHe rtocsaeauie. Ha mpu-
Mep, KOPUCTH Ce y JI0Ka3y dyBeHe PumanoBe Teopeme (Buietu TeopeMy 2.2), 3a ONUCUBAE
rpyme KoH(pOPMHUX ayTOMOpMU3aAMAa JeJMHUIHOT JINCKA (& CAMUM TUM ¥ 33 OIUCUBALE TPYIIe
ayromopdusama cBake npocro nosesane obaactu ) C C rakse ja je Q) # C), 3aTum y pemna-
Balby Pa3HUX €KCTPEeMaJIHUX IIpobJieMa y TeOMeTPHjCcKOj Teoprju dyHKImja, uta. Ocum Tora,
reoMeTpujckuM jesmkoMm pedeno, IlIBapr-Ilukosa smema Koja je mupexkTHa nocaemuiia [IBap-
1IOBE JieMe TBPJU Jia XOJIOMOpPGHA TpecanKaBama He moBehaBajy XurepOoIuIKO PaCcTOjabe.
Ta ummwenunria, Takohe mMa MHOIe 3HAYAjHE TTOCJIEIUTIE.

XapMOHHIjCKa MTPeCIMKaBamba MOTY Ce TIOCMATPATH Kao YOIIITeHha X0JIOMOPMHIX TTpecu-
kaBama. CBaKO XOJIOMOP(MHO MPECTNKABAHE JeCTE U XaPMOHU]CKO, a 38 XapPMOHUjCKA ITPEC/IU-
KaBaba BaykKe MHOTA aHAJIOTHA WU UCTa TBphema Kao u 3a xosoMmopdua. Ha mpumep, kao n
3a XOJIOMOp(HA MPEeCIUKaBaba TAKO U 33 XapMOHHU]CKa ITPECTINKABakha BayKe MPUHIIUI MaK-
cuMyMa Mojiysa, JIuyBuaoBa TeopemMa, TeopeMa 0 OTKJIOHUBOM CUHTY/IapUTeTy, uth. 3mehy
ocraJior, mocroju u Bep3uja IlIBaprioBe jeMe 3a XapMOHMjCKa TpecianKaBama. lIperusnuje,
Baxku ciejehe tepheme (Bugern u Teopemy 3.1, kao u |71, crp. 140], [25], [21, crp. 75-77]).

Teopema 3.2. Hexa je f: U — U zapmonujcro apecaukasarve wakso ga je f(0) = 0. Taga
3a ceaxo z € U saorcu

(1) 1f(2)] < %arctg]z\.

Kako je xommosuiuja X0/IOMOPGMHUX TPECTUKABAHRA XOJOMOP(MHO MpPEC/IMKaBabe, CJIeIn
Ja 3a cBako xosomopduo npeciukapame f @ U — U n xorndopman ayromopdusam ¢_ ()
(Bugetn nedununujy 2.2) Bazku u Ja je npecauxasame ¢_fq) © f 1 U — U, Takobe, xomo-
MopdHO npecimKaBame u ja je (¢_poy © f)(0) = 0. Crora, jemsocrasro ce dopmysuire u
nokasyje Bepauja IlIBapiiose jeme 3a xoioMOpdHA MTpecINKaBabha 0e3 MPETIIOCTABKE JIa OII0-
Bapajyhe npecimmkapame dpuxcupa tauky 0. C apyre crpane, ako je f : U — U xapMoHHjCKO
IpecIuKaBambe, OHJa IPECIIKaBamLe Y_f(g) © f He MOpa OMTH XapMOHH]CKO M TO IPEICTaBIba,
oapebheny noremkohy 3a jiobujame Bepauje IIIBapiiose jieme 3a XapMOHHUjCKa TIPEC/IMKABAIbA,
0e3 mpeTiocTaBKe Ja ojarosapajyhe mpeciukaBame pukcupa Tadky 0. YV 3ajeTHUIKOM pajy
[62] ayTopa mucepramuje ca mearopom M. Mare/sesuliem, Koju ce MOXKe CMATPATH HACTABKOM

*Kao mro je mobpo mo3HaTo, TEpMHUH JIeMa Yy MATEMATHUIM KOPHUCTH Ce 3a MOMONHO TBphEeme, OIHOCHO 3a
HEKW, 9eCTO TEXHWYIKH, KOPaK y JTOKA3WBaIby 3HAUajHujer pesynrara. VMako cy y moUeTKy pa3Boja TeopHje HeKa
TBphema OusIa IpeBUIlle jeTHOCTaBHA Ja OM rapaHTOBaJja HE3ABUCHU WHTEPEC, HA KPAjy Ce UCIIOCTABUIIO Ja CY
nenTpagHa y Toj treopuju. IIpumep Taksor tpBhema jecte u IlIBaprioBa sema.
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dyrmamentamsor pajga [56], mokazaHo je Kako ce Te Terkohe MOry mpeBasulin U JOKa3aHO je
cienehe tBpheme (Bugern u [62, Teopema 6)).

Teopema 3.4. Hexa je u: U — (—1,1) zapmorujcro tpecaurasare waxeo ga je u(0) = b u

Hexa je a = tg Zﬂ u @, 0gzosapajyhu Konpopmmu aymiomoppudam (eugetiu gedunuyuy 2.2).

Taga 3a ceaxo z € U sasrcu

4act a2l (z) < —arct a+ |l
—arctg ———— < u(z —arctg ————
T gl—a|z|\ S g1+a|z|’
0gHOCHO, gPY2avuje 3aUUCAHO

4 4
(2) ;arctggpa(—p\) <u(z) < ;arctggpaﬂzl).

Taxkobe, nokazaHo je u ja cy HejeJHAKOCTH (2) OmITpe, a Kao MOCJIEUIA MOXKe ¢ JJOOUTH 1
oxrosapajyhe TBpheme 3a KOMILJIEKCHO-BPETHOCHA XaPMOHU]CKA [IPECUKABAbA (BUIETH TEO-
pemy 3.5 u [60, Teopema 1]). ITomeHnumo Ha OBOM MeCTY Jia ce y JTOKa3y OBOT TBphema KOPUCTe
[Isapm-IIukoBa Jema Kao u oarosapajyha eykKJnicKa CBOjCTBA XUIIEPOOJIUIKUX JIMCKOBA.

TokoM maper mcrpazkKmBama ayTop jaucepraruje npumerno je ma cy A. @. Bupmon un
T. Kapeue [8| nanu unrepecantro nobospimare Isapiu-Tlukose HejeiaakocTu.

Teopema 2.12. Hexa cy 21,8 C C zuuepboruuru gomenu u f : Qy — Qo xosomopdro
apecaukasare. Taga 3a ceaxo z,w € €y santcu

da,(f(2), f(w)) < log (coshda, (z,w) + | f"(w)|sinh dg, (2, w)),

apu wemy cy do, u do, Tutepbosuura pacimiojarea na Q2 u s, a fH(w) zutepboruuru useog
dynryuje [y Wwauru w.

Morusucan wiankom (8], nponosurujom 2.2.2 y C. I'. Kpann [41] (Bumern Teopemy 2.3)
u nemoMm 2 y P. Ocepman [65] (Bumern Teopemy 2.4), ayTop Jmcepraiigje 10Ka3ao je TeopeMmy
2.13 koja ce ogHOCH Ha XOJIOMOpP(HA MPECTUKABaIba U KOja MPEJICTAB/ba YOIIITEHhe TeopeMa
2.3 u 2.4, kao u aBa TBphema (Bugeru Teopeme 3.14 u 3.15) Koja npexcraBbajy OAroBapa-
jyhe Bep3uje Teopeme 2.13 3a XapMOHHjCKa IpecauKaBama. ¥ TUM TBphemuma pasmarpajy
ce Ipec/IMKaBama Koja IMpecjankaBajy jeauaundnu juck U y cebe, pu 4emy Cy JlaTe HUXOBE
BpeaHocTH y Tadku () U BpeHOCTU HOPMU HUXOBUX judepennujaita y tadku 0. Ocum Tora,
Teopema 3.14 mpejicraBiba yormreme TeopeMe 3.4, a TeopeMa 3.15 mpejicTaB/ba YOIIIITEHE
Teopeme 3.2. Pesynaratu cy objaB/beHH y caMOCTAJIHOM pajly ayTopa aucepraimje [78|, a Ha
OBOM MeECTy JjlajeMo caMo (popmyJiaruje ofarosapajyhnx teopema. Harmomenumo fa cy y Ha-
PeHUM TeopemMaMa @, U . oaroapajyhn koudopmuu ayromopdusmu (Bugern neduHUIA]Y
2.2).

Teopema 2.13. Hexa je f : U — U zosomopgro upecaurasare waxeo ga je |f(0)] = a u

|f'(0)| = d, apu wemy je d < 1 — a® u nexa je ¢ = Taga 3a ceaxo z € U saorcu

1—a%
(3) 1£(2)] < @a(lzlee(]2])).

IIpu wome, axo je ¢ = 1, onga ce nejegnaxoc@ (3) c6ogu Ha HejegHAKOCT POPMYAUCIHY Y
weopemu 2.3, a axo je a =0, onga ce nejegnakoc (3) ceogu Ha Hejegraroci dopmysucany
y weopemu 2.4.
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Teopema 3.14. Hexa je u : U — (—1,1) zapmonujcro tpecaurasare wakreo ga je u(0) = b

4 b
u |[Vu(0)| = d, apu wemy je d < — cos (Zb) u HeKa cy a = tg—7T we="1 =d. Taga 3a
T 2 4 4 cos =b
2
cearo z € U saorcu
4 4
) Lareta g (— |zleell2D) < u(z) < aretgoa(Jzled(l2]).

IIpu wome, axo je ¢ = 1, onga ce nejeguaroctuu (4) ceoge na Hejegnarocuu (2), a axo je
a=0uc=1, onga ce nejegnaroctiu (4) ceoge na nejegnaxocti dopmyaucany y Weopemy
3.1.

Teopema 3.15. Hexa je f : U — U zapmonujcro apecaurasarve wakeo ga je f(0) = 0 u

ldf (0)|| = d, apu wemy je d < — u Heka je ¢ = gd. Taga 3a ceaxo z € U sasicu
T

4
(5) [f(2)] < —arctg (|zlee(]2]))-
IIpu @wome, axo je c = 1, onga ce nejegnharoc (5) ceogu na nejegraroci (1).

Hamomenumo u 71a je cBaka of1 nejegaakocTu popmyaucanux y reopemama 2.13, 3.14 u 3.15
OILITpa, Kao U Jla Cy HejeJHAKOCTU Koje Tpeda Ja 3aJI0BOJbH KOHCTAHTa d y THM TeOpeMaMa
npupozgue. Hamme, HejennakocTu Koje Tpeba Jja 3a/10BOJbU KOHCTAHTA d JUPEKTHO CJIEJNIE U3
[Isapu-ITukoBe HejegHAKOCTU 3a XOJIOMOpP(HA IIpecanKaBamba, oJHOCHO u3 Bepauje IIBapii-
IIukoBe silemMe 3a peaJiHO-BPEIHOCHA XaPMOHHUjCKa IIPECINKaBabha KOja je TUPEKTHA OCTIeUIIA
MeTo/la [ojaca U HOJIypaBHU pasBujeHor y pauy [56| (Bumeru u [19], [33], [16] u [48]).

3a xosoMopdHa mpecnKaBama Koja mpeciaukaBajy jeamnnyanu jguck U y mojac S, mpm
gemy je S = {z € C: —1 < Rez < 1}, Baxu caeneha Bepsuja IIsaprose jeme (Bugern u |62,
Teopema 7]).

Teopema 2.14. Hexa je f: U — S zoromopgpno upecaurasarve waxeo ga je f(0) = 0. Taga
3a ceaxo z € U saorcu

(6) 2| < %artanh 2]

Ha 6ucmo m006mIM aHAJIOTHY BEpP3HUjy 3a XapMOHHUjCKa ITPECIUKaBamba, MOPAMO JIOJATH
jorn meke mpetniocTtaBke. 3aumcrta, ako je f : U — S xapMOHHjCKO Mpec/imKaBambe TaKBO Ja
je f(0) = 0, onga je 3a mpousBo/bHO ¢ € R u npeciukaBawe g : U — S, nedunucano
ca g(z) = f(z) + cIm z, xapmonujcko npeciaukasame 3a koje Baxu ¢(0) = 0. Oryma, Ge3
JIOMATHUX MPETIOCTABKY, 33 XapMOHUjCKa TpecuKapama n3 jequanaaor aucka U y mojac S
HE MOXKeMO JIOOUTH ojiroBapajyhy Hejeanakoct. MehyTum, ako 10aM0 U IIPETIIOCTABKY 14 je
oarosapajyhe npecinkaBame KBasuperysuapro (Bugeru pedunurmjy 1.4), mobujamo cienehe
TBphee 10 KOT Cy JONLIM ayTop JucepTaiuje y capajimu ca mearopom M. MarebeBuhem
(Bumern |62, Teopema 8§]).

Teopema 4.6. Hexa je K > 1 u f € HQR (U, S) (suge@u gepunuyujy 1.5) waxeo ga sasrcu
f(0) =0. Taga 3a ceaxo z € U savicu

(7) £(2)] < %Kartanh 2]
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Hanomennmo na cy mejennakocru (6) u (7) omrrpe, Kao U Ja KJbydHY YJIOTY Y JIOKa3y THUX
HEjEeIHAKOCTU UMa HEjeIHAKOCT Ede(zl, 29) < ds(z1, 22), KOja BayKu 3a CBaKo z1, 23 € S (ca d,
obesiexkaBaMo eyKIIMJICKO, a ca dg XurepOondKo pacrojame Ha nojacy S). Illtasurre, 3a cBako
Y1, Y2 € R Baxu gde(iyl, iy2) = ds(y1,Y2), 1j. Ha npasoj {z € C : Rez = 0} xunepboamdko u

€YKJINJICKO PACTOjalbe Cy jeJHAKH, 0 Ha MYJITUILIUKATUBHY KOHCTaHTy. OcuMm Tora, y J0Ka3y
Hejennakoctu (7) kopucru ce Bep3uja [1IBapu-Tlukose jieme 3a XapMOHUjCKa KBa3uperyJiapHa
npeciaukaBarba (ofrosapajyha remaruka nsydasana je y pagosuma [51], [39] u [18]).

[Ipumerumo u na ce 3a K = 1, a umajyhu y Bumy nponosunujy 1.2, reopema 4.6 cBogu Ha
Teopemy 2.14.

MoTuBuCaHU YJIOTOM KOjy XUIIEPOOJMIKO PACTOjalhe MMa, Y KOMILIEKCHO] aHaJIU3H, a I1oceh-
HO y TeoMeTpujckoj Teopuju dpyukimja M. Maremesuh, M. Kunexkesuh u ayTop jguceprarnuje
ob6jasuiu cy pag [61] y kome ce To pacTojame pazmMaTpa Ha JAPYraduji HAYUH O] yOOUIajeHor
y sureparypu. Hanwme, nonazehu ox reopeme (Bujeru TeopeMy 5.1) Koja ce OJlHOCH HA €r3u-
CTEHI]y U jeJIMHCTBEHOCT (710 Ha jeJMHUILy Mepe) pacrojarba d, y arcoJyTHO] PABHE, TAKBOT
na je dy(a,b) = du(c,d) ako u camo ako je map Tadaka (a,b) mogymapaH ca mapoM Tadaka
(¢,d), omaocHo dy(a,c) = du(a,b) + da(b,c) ako u camo ako je tauka b namely tauaka a u c,
Kao U WHTepIpeTalyje OCHOBHUX I'€OMETPHjCKUX MOjMOBa 1 penanuja y lloenkapeoBoM mmck
MOJIeJty, J00ujaMo Ja je xurepbosnydko pacrojame dy Ha U naTo ca

1+ |2

(8) dh(Zl, 22) = log “1%2 , 21,29 € U.
1— <2 — 21
1 —2_122

Ocum Tora, y [40] momazehn ox jemmakoctn (8) medwunumeMo XUMIEPOOIUUKY Ty KUHY
C! kpuse 7 : [0,1] — U xao cynpemym XunepOOJMYIKUX JIy?KUHA OJroBapajylinx yrnucanux
MTOJIMTOHAJIHUX JIMHUja, Tj. Kao

sup Z dn(y(ti-1),7(t:)),

IIpU YeMy Ce CyIpeMyM y3uma 1o cBuM mogenama P : 0 =1y <t < ... < t, = 1 uarepBajia
[0, 1]. Barum mokasyjemo Ja BaxKu

sup Yoot (t) = [ = [

IIPU YeMy Ce CYyIpeMyM y3uma 1o cBuM mojenama P : 0 =1y <t < ... < t, = 1 uarepBaia
[0,1].

Canprkaj aucepraluje mojie/beH je y H riasa.

Y rnaBu 1 nedumHmucanu Ccy OCHOBHU IIOjMOBU W yBeJleHe cy oiroBapajyhe osmake. Paju
KOMILJIETHOCTH JIaTe Cy U JIe(DUHUIIAjE XaPMOHM]CKOT, KBa3UPETyJIapHOT ¥ KBa3UKOH(MOPMHOT
IIpeCc/INKaBamba, HaBeJIeHa Cy HhUXOBA OCHOBHA CBOjCTBA, KAO M HEKOJIMKO IIPUMEPA U TBPhema.
[Ipu Tome, HaBeseHa Cy camMoO OHA TBphema Koja ce HEeIOCPEIHO KOPHUCTE y HACTABKY JUCED-
ranurje. Harmacumo 1a Huje Omyia HaMepa Jia ce Ta IpecIuKaBamba AeUHUAILY HAjOIIITHje
mTo je Moryhe, HUTH Jia ce MPUKaXKy OJAroBapajyha cBojcTBa M TBphema Koja ce He KOPUCTE
y HaCTaBKY JHCEPTAIHje.



VBOJ

Y riaBu 2 nmpumkazaHa Cy T€OMETPHjCKa CBOjCTBA XOJOMOpPGHUX (DYHKIHja, KOja Cy TIO-
crenurie [lIBaprioBe jleme m m3BesleHa cy pas3Ha yommrema IlIBapriose neme. /lokazana je
u [Isapr-IlukoBa jiema u yBejienu cy 1ojmMosu xurepoosmakor gomena y C, xurmepbosmyke
MeTpUKe, XUIEepOOIuIKe JyKUHE KPUBE U XUIEPOOJIMIKOr pAacTojarba, y3 JI0Ka3e OJroBapa-
jyhux tBphema. [larta je nedpunuimja XxunepOboJMIKOT U3BOJ/IA U HABEJIEHA Cy TBphema Koja
ce OJIHOCE Ha €YKJIMJICKA CBOjCTBA XUIEPOOJMYKUX JUCKOBA W KOH(pOpMHE m3oMopdusmMe, a
Koja cy kopuithena y riasu 3. Ha kpajy nerasbao je obpaben mojam ['aycoBe KpuBune u
Jokazane cy AuidopcoBa jiema n cynporHa Bepauja Asiopcose Jieme, Koje UMajy KIbYyUIHY
yJIOTY Y JI0Ka3y TBphema Jatux y riasu 4.

Y rnasu 3 nostazumo o, Knacuune [lIBapriose jieme 3a XapMOHUjCKa TIPECTUKABAIbA U Ha-
BOJIIMO TOpe MOMEHyTa YOIIIIITeha TOr TBphema Koja cy o0jaB/beHa y 3ajeHIIKOM pasy [62]
ayTopa jucepraimje ca MmeHTopoMm M. MartesbeBuhem u y camocTajaHoM paJLy ayTopa JTucepTa-
nuje [78]. Ocum Tora, nasesene cy u Bepsuje IIBapi-Tlukose jeme 3a XapMOHUjCKA TIPECTUKA-
Bama. Ta TBphema dopmynucana cy u'y TepMUHUMA OIleHe HOpME /i epeHIujaia, 0fHOCHO
rpaJujeHTa ojrosapajyher npecjnkaBamba, 1 Yy TEPMUHAMA, OJIOBapajyhux XumepOoInIkmx
pacrtojama. Y IpUKa3aHUM JJ0OKa3uMa KOPUCTUMO METO/] TI0jaca U MOJIypaBHU Pa3BUje€H Y Pajy
[56] 1 Tnme cucremarusyjemo pesyarare gobujere y pajgosuma [19], [33], [16] u [48]. Ha kpajy
OBe TJIaBe JIajeMO M JI0Ka3 XapHAKOBUX HejeJIHAKOCTU 3a XapMOHMjCKa IPeC/IMKaBama, Kao 1
IbUXOBUX YOIIITEHA, KOPUCTEhU MeTo/ie JOKa3UBambha aHAJIOTHE OHUM KOjeé CMO KOPUCTHUJIN y
JIoKa3uBamy yorrnTrema [1IBaprioBe jeMe 3a XapMOHUjCKa TTPECTIUKABATHA.

Y ryaBu 4 Hajupe JajeMo joIl HEKa CBOjCTBa XUIEPOOJMYKE METPUKE KOja KACHUje KOpHU-
ctuMo 3a jobujare Bep3uja [lIBapi-IIlukose jeme 3a xapMoHUjCKa KBasuperyjaapHa ITPeCcsIv-
KaBarmba y TEPMUHUMA XUIEPOOJMYKOr PACTOjarba. 3aTUM JIOKa3yjeMo oJiroBapajyhe Bepauje
[Isapu-ITukoBe 1eMe 3a XapMOHUjCKA KBa3UPeETyJIapHa IIPECTUKABAbha XUIEPOOJTUIKOT JIOMe-
Ha Y KOHBEKCAH XUMEPOOJIMYKN JOMEH, Y TEPMUHUMA OIleHE HOPpME IbUXOBUX JTudEpPEHIIrjaa.
IIpu ToMe, ako je KOJOMEH I0jac WJIU TOJIyPaBaH JIajeMO BEOMa jeIHOCTAaBAaH JIOKA3 OJI'OBa-
pajyhux TBphema, Koju ce 3acHMBA Ha METOIy Iojaca wjau mojypaBHu. Jlajemo u ojarosa-
pajyhu KOHTpanpumep y caydajy Jda KOJIOMEH HEje KOHBEKCaH xurepbonaumdku jgoMer. Ocum
Tora, joka3dyjemo Beh momenyty Bep3ujy IlIBapiioBe Jieme 3a XapMOHHjCKA KBa3UpPEryJiap-
Ha TpECJUKaBama jeIMHUYIHOr JKUCcKa y mojac. Ha kpajy, mokasyjemo u jia Cy XapMOHUjCKa
KB&SI/IKOH(l)OpMHa IIpecjImKaBaba KBaBH—HC%OMeTije XI/IHep6OJH/IqKOI‘ JOMEHa M KOHBEKCHOT
xunepbosmykor goMena. Hamomenmmo na je oBa riaBa 3acHoBaHa Ha pajgosuma [51], [39],
[18] u [62].

VY rnaBu 5, paJin KOMILJIETHOCTH, IIPBO HABOIUMO JIe(DUHUIIN]Y AICOJTYyTHE PABHU U KOH-
CTPYHUIIIEMO JBa J00pPO IO3HATA MOJEJa Te PaBHH. 3aTuM, mojaszehu ox omrosapajyhe Teo-
peMe CUMYJITAHO U3BOAUMO (popMyJie 3a U3padyHaBaibe pacrojamba u3Mehy naBe Tadke y oba
Ta Mojiesia. TOKOM TOr m3Bohera, MPUPOJIHO Ce M0jaBsbyjy (PYHKIIMOHAIHE jeHATUHE 38 KOje
JI00MjaMo HEKOJIMKO mHTepecaHTHuX TBphema. Ha kpajy, ampokcumupajyhu oxarosapajyhy
KPUBY XUTEPOOJTUIKOM IOJUTOHAJHOM JIMHUjOM, J00ujaMO (DOPMyJIy 3a U3padyHaBambe XU-
nepbosmtke gyzkuie Te kpuse. OBa IyiaBa 3acHoBaHa je Ha pagosuma [61] u [40].

KKk

3aJI0BOJ/BCTBO MU je Ja ce Ha OBOM MECTy HajUCKpPEHHje 3aXBaJUM CBOM ITPodecopy U MeH-
Topy, akageMuky Muompary MaresbeBuhy, Ha TOMe ITO Me je yBeo y obJiacT U3 Koje je u
TeMa, OBe JIOKTOPCKE JUcepTallje, 3aTUM Ha YBEeK 3aHMMJbUBUM W KOPUCHUM TIpeIaBarbuMa
¥ pa3roBOpMMa O MaTeMaTUIl Koje mMmamo y okBupy CemmHapa 3a KOMILJIEKCHY aHAJIHU3Y,
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Ka0 W Ha TOJPIIIUA U moMohum y dopmuparmby MTPABUIHOT IOIVIE/[a HA CABPEMEHY MaTeMa-
tuky. Op cpra ce 3axBasbyjeM u wiany komucuje ap Musbany Kuexesuhy, Ha yBek u y
CBAKOj CUTyaIllju HeCeOMYIHOj TTOMONM M MCKPEHOj MOJIPIIIU KOjy MU IpyzKa O IPBOT JIaHa
Moje mpodecruoHaIHe Kapujepe, a CaMUM THM U TOKOM m3pajie oBe aucepramuje. Ca waaHOM
komucuje upod. ap Muaomem ApcenosuheM, ca BEIUKUM 3a0BOJLCTBOM, capalyjeM o Imo-
JeTKa CBOJUX JOKTOPCKUX CTY/IMja M OBOM MPUJIUKOM MY Ce 3aXBaJbyjeM Ha YBEK KOPHUCHUM
pasroBopuMa, KOMEHTAPUMa, U CYyTreCTHjaMa. 3axXBasbyjeM Ce U OCTAJIUM JIAHOBUMA KOMUCH]E,
np Biiaguvmupy Boxkumny u qp BopuciaBy ['ajuhy, na Beoma mobpoj npodecnonasinoj capa imbu
¥ KOPUCHUM CyTeCTHjaMa JIaTUM TOKOM OJ0paHe TeMe JOKTOPCKE JUCEepTalyje, K0 U TOKOM
U3paJie UCTe.

BaxBajbyjeM ce W MOPOJWIM, MpHUjaTe/bUMa, KOJErHHUIaMa, KojeramMa u mpodecopuma
Ha TIOJIPIIIK KOjy Cy MU IPYKaJl TOKOM m3pajie oBe aucepraruje. [locebny 3axBamHOCT Ha
TIO/IPIIIIY JYyTYjeM KOJETHHUIIAMA U KOJIeraMa IIpUjaTe/buMa ca KOjuMa JIeJIMM CBAKOIHEBHUILY
MaremaTudkor akyarera.

Ha xpajy, a y cymTuHN Ha IIOYETKY, UCTaKao OMX Ja HajBehy 3axBaJIHOCT JAyTryjeM CBOjOj
»KUBOTHOj camyTaun Mapunu JoBanosuh CBeTsvk, mpe cBera Ha JyTOTOJMIIHO] JbyOaBH,
MIOJIPIIIM U pa3yMeBamby, a MopaM uctahu ¥ Ha BEJIMKO] TPO(PECUOHAHO] TTOMONU Y U3paIu
JIOKTOPCKE JIUCEPTAIT]e.

Beorpam, npoaehe 2020. Mapek Cperymk



I'maBa 1

XapMoOHHjcKa 1 KBa3uperyJjapHa
npecJuKaBamba

1.1 OcHoBHU nOojMOBHu U TBphema

Hexka je 0 C C orBopen ckym, f : Q@ — C u 2z € ). Kaxkemo na je dpyukiuja f
R— gugpepenyujaburna y TWauky zg, aKO MOCTOJU JIMHEAPHO MPECIUKABAE (JMHeApaH onepa-
Top), Koje obesexkaBamo ca df (zg), u Koje upeciukaBa C Kao BeKTOpCKH mpocTop Hajg Ry
cebe TaKBO 118 BasKu

Fzo+h) — f(z0) = df(z0)(h) + o(|h]),  h—0.

[Mpecnukasamwe df (zg) HA3UBA ce gupepenyujanr Pynryuje f y TWauku .
U3 cranmap/Hux KypceBa KOMIUIEKCHe aHaiu3e (Bujern Ha npumep [74, 2, 53|) mosuaro
je: Ako je dyuknuja f R—audepeHiujabuana y Ta4KU zy OHJIA BaXKU

(1.1) df (20)(h) = (us(20) + iv5(20)) k + (uy(20) + ivy(20))1,

upu gemy ¢y h = (k,l) = k+il € C, u=Re f, v = Im f u xonauno u,(29), u,(20), vs(20) 1
vy(20) oxrosapajyhm maprmjanau n3Bogu GyHKIMja © U U Y TadKu 2y = (To,Yo) = Zo + Yo.
Kopucrehu nedbunnnmone jemmaxocru f,(z0) = uy(20) + ivy(20) u fy(20) = uy(20) + ivy(20),
jemnakocr (1.1) moxkemo 3anucaru u Ha cjejehn HaunH

(fo(z0) = ify(20)) P + %(fm(z()) +ify(z0))h.

N | —

(1.2) df (20)(h) = f(20)k + fy(20)l =

Ha ocuoBy 3amnuca (1.2) dopmasnno gedunnemo

(f2(20) —ify(20))

N —

fz(ZO) =

o) = 5 (Felo) + iy ).

Oryna, jennakoct (1.2) MOXKEMO 3alucaT U Kao

(1.3) df (20)(h) = f(20)h + fz(z0)h.
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

Yobuuajeno je ma ce quHeapan omnepatop df (zg) uaeHTudUKYje ca HErOBOM MATPHUIIOM Y
ofiHOCY Ha KaHOHCKY 6a3y (1,4). Ta marpuna jecre

( ua () uy(2) )

vx(2)  vy(2)

u HasuBa ce Jakxobujesa matipuua pynruyuje f y wavwku zo. lerepmunanrta JakobujeBe ma-
tpune yHknuje [y Tauku zo HasuBa ce Jakobujan dynruuje f y wavku 2y 1 obeexkana ce
ca J¢(20). Henocpenro ce mokasyje na Baxu Jr(20) = | f.(20)|* — | fz(20)/*-

Y TecHoj Be3u ca ojMoM JudepeHInjalia jecTe U I'PAJINjeHT PeasTHO-BPeTHOCHE (DYHKITHjeE.
Axko cy 2 C C orBopen ckym u u : ) — R dynkimja koja je R—audepennujabuita y Tauku
zp € €1, onma ca Vu(zp) = (uz(20), uy(20)) obesexxkaBamMo zpagujent dyrryuje u y Wawky 2.

Yecro je mopen dyurmuje f koja je R—mudepennujabuiina y Tauku 2y MOTOTHO TTOCMA-
tpatu u byukumjy ¢ nebunucany ca g(z) = f(z). Y Tom ciayuajy, dbyskumja g Takobe jecre
R—mudepennujabuina y tadku 2o u 3a cBako h € C Baxu dg(zo)(h) = df(z)(h). Oryna
JI001jaMo U jeTHAKOCTHU

F(20) = f=(0),
f=(20) = f2(20)
Hexka cy €21,€ C C orBopenu ckymoBu u f : )y — Qs u g : 2y — C dyskiuje xoje cy

R—nudepennujabuiae pegom y zg € 0 u wo = f(20). Tama je go f: Q1 — C dynknmja koja
je R—mudepenrujabuita y zg 1 BaxKu

—

(1.4)

(1.5)

CrerujasHo, BaXKu

(1.6) d(g o f)(20) = dg(f(0)) o df (20)-

Axo je J¢(z) # 0, onga u3 (1.5) mobmjamo

9uw(f(20)) = Jf<12 ) (g0 f):(20) - F=(20) = (g © f)=(20) - F.(20)).
(1.7) ’
0 (20) = 5 (00 £)ea0) - Flea) = (g0 F)-) - o).

Taxobe, nokazyje ce na Bazxku Jyor(20) = Jy(f(20)) - Jf(20).

Hexka cy €21,y C C orBopenn ckymnosu u f : () — )y dynkuja koja je R—audepenru-
jabmiHa y 2o m 4mja je uaBepsHa byHKMmja f ! Qy — Q; Takohe R—mudepennujadbumma y
f(20). Tama je 1 = Jr-15¢(20) = Jp-1(f(20)) - J5(20), ma je Jy(20) # 0. Oryna, za ocroBy (1.7)
J1001jaMo

(1.8)




1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

[Tpunmukom dopMmyucama u J0Ka3UBambha HEKUX OJ] TVIABHUX PE3YJITATa OBE JIMCEPTAIlNje
(Buneru, Ha npumMep Teopemy 3.15), o 3Hauaja hie 6Gurn YumeHHUIA Ja je JTMHeapaH OlepaTop
df (zp) orpaHudeH, Kao U BPEIHOCT merose HopMme. Jla GucMo u3padyHa I HOPMY JIHHEAPHOT
oneparopa, dopmyrucahemo u mgokazahemo Hajiupe jeaHy JieMy KOjy hemMo KOPUCTUTH U Yy
HACTABKY Jucepranyje (Bujgeru jemy 3.5).

Jlema 1.1. Hexa cy z,w € C. Taga je

(1.9) max |ZA +wA| = |z| + |w]
u
(1.10) \Iﬁl—l} |2+ wA| = ||z] = |w]).

_ _ o i1 —ar
IIpu wome, axo cy z u w padsuvutiv 0g 0 MAKCUMYM ce UOCTUUNCE 30 N\ = g3 (argz—argw)

_ _ i1 oo
a4 MUHUMYM ce TocTuoice 3a \ = e'z(rez—argwtm)

Jlokas. Axo je z =0 wm w = 0 ouzga jegnaxkoctu (1.9) n (1.10) rpuBmjamHo Baxe.
[Tpernocrasumo ja cy z u w pasauantu o 0. Heka je A € C u |A\| = 1. Taza je

|2+ wA2 = (2X +wA)(E\ 4+ W)
(1.11) = |2 + 2WA + w2 + |w|?
= [2]? + 2Re (ZwA?) + |w|?.
Kako je
—|2] - Jw| < Re (ZwX?) < [2] - |wl,
clienu Jia je
(12 = o) < =X+ wA? < (Je] + ),
Tj.
[l2] = lw]] < [2A + wA] < [2] + Jwl.
Axkoje A = el ) opna je Re (ZwA2) = |2||w|, ma na ocnoy jemmaxoctn (1.11) nobujamo

[2A + wA| = [2] + |w]. Ako je X = elz (e wim) oy g je Re (ZwA?) = —|z||w|, na ma ocrosy
jenmaxocrn (1.11) nobujamo |zX + wA| = ||z| — |w]|. O

ITpono3zunuja 1.1. Hexa je 2 C C owsoper cxya u f : Q0 — C dynxyuja xoja je R—gu-
pepenyujabuana y wwauku zo € 2. Taga je auneapan otepatmiop df (z9) oZpanuyen u 1e2o6a
nopma jegrnaxa je |f.(z0)| + | f=(20)]-

Jlokas. Ha ocuoBy (1.3) u seme 1.1 Baxkn

tax |df (20)(h)| = max | f=(z0)h + f=(z0)h] = | f2(20)| + | f=(20)],

oflaKJIe, 1o ebWHUI]U, CIIeIN Ja je JuHeapaH orneparop df (zg) OrpaHUYeH U ja My je HopMa,
jenmaxa | f(z0)| + | fz(20)] [



1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

Hopwmy oneparopa df (z9) obenexasahemo ca ||df(zo)||. Cremmjanto, ako je u peaHo-
BpeIHOCHA (DYHKIIMja OHJIA Ce HEeIOCPeIHO jokasyje na Baxu ||du(zo)| = [Vu(zo)]-

[Tpumerumo na, y3 omrosapajyhe mpernocraske 3a dyukmuje f u g, Ha ocuoBy (1.6) m
CBOjCTaBa HOPME JINHEAPHOI' OIIEPATOPA BayKK

(1.12) ld(g o f)(z0)ll < lldg(f (z0))Il - [ldf (o),

JIOK y3 oaroapajyhie nmpernocraske 3a dyukuujy f, Ha ocaony (1.8), (1.4) u nponosurmje 1.1,
BayK1

_1
J(20)

Axo je fz(z9) =0, ouna je df (z) nuHeapan omeparop kKoju npeciaukaBa C Kao BEKTOPCKH
npoctop Hax C y cebe. Y Tom ciaydajy 3a dynkiujy [ kaxkemo na je C—audepeniujadbuana

f(z0 + 1) — f(z)
- :

Hexka je €2 C C orBopen ckymn. 3a dbyukmujy f : 2 — C, koja je C—nudepennujadbmina
y cBakoj Tauku HEKOor oTBopenor ckyna U C (), kaxkemo ma je xosomopgpra na ckymy U.
Konauno, dyukmuja [ : Q — C je xoaomopdra y wWavwky zo € () aKO MOCTOjU OKOJIMHA TaYuKe
20 Y KO0joj je dyukrmja f xomomopdHa.

Ba obsractu (21, 2y C C ca Hol(£24, 22) obenexkaBahemo cKyn cBuX (DYHKIMjA KOje TIPECIIU-
kaBajy {21 y (2o u Koje cy xosiomopdue Ha (). Harmacumo 1a y 0BOj aucepTariuju TepMUHE
xosioMopdHa DYHKIHja U XOJTOMOP(MHO MIPECTUKABAbE KOPUCTUMO KAO CUHOHUME.

CrnoMeHnMO jOII Jia ce y CTaHJAp/HUM KypCeBHMa KOMILIEKCHE aHaJu3e IMOKa3yje Ja je
M3BOJT XOJIOMOpHE (DYHKIM]e HA OTBOPEHOM CKYILy, XOJJOMOpdHaA (DYHKIja HA TOM CKYIIY,
oJIaKJIe TPOM3WIa3u Jia je (pyHKIHMja Koja je XoJaoMopdHA Ha HEKOM OTBOPEHOM CKYIy H
kiaace C™ uHa ToMm ckymy. OcuMm Tora, HEKOHCTAHTHA X0JIOMOP(dHA (DYHKIMja jeCTe OTBOPEHO
npeciankaBame. [Ipenmsuuje, ako je 2 C C obmacr u f € Hol(2, C) nekorcranrna dyHKImja,
ouga je 3a ceaku orBoper ckyn U C C u ckyn f(U) orBopen. Takobe, 3a xosomopdue
dyHKIIje BayKu TPUHITAT MakcuMmyma momyia. [lpenmusnnje, ako je () C C obact u dpyHKIHja
f € Hol(Q2, C) raxBa na dyukmmja g : 2 — R, nedunucana ca g(z) = |f(z)|, mocruxke nokaruu
MakcuMyM Ha ), oHJa je f KOHCTaHTHA (DYHKIIH]ja.

Ha kpajy oBe cekiuje HaBOJIMMO HEKe O3HaKe U Jie(DUHUIIM]je HEKUX IT0jMOBa Koje hemo
KOPUCTUTHU y OBOJ JAUCEPTAIN)U:

(1.13) ldf = (f (z0))ll = [ldf (zo)1]-

y Tauku 2o u Baxku f,(z9) = f'(20), upu gemy je f'(z) = }llirr(l)
ﬁ

e ca C obenexkasamo ckyn C U {oo};
e ca U obenexasamo jequanaan quck y C, 1j. {z € C: |z| < 1};
e ca T obesexkaBamo rpanuity jeauangsaor gucka U, 1j. {z € C: |z| = 1};

e 3ar € (0,+00) ca U, obenexasamo jquck y C auju je menrap 0, a MOJTyIpeIHUK T, Tj.
{z € C:|z| <r}, acalU, omroBapajyhu 3aTBOpeHn IUCK;

e 3a 71 € (0,400) ca T, obenexxkaBamo rpanuiy gucka U,, 1j. {z € C: |z| =r};

e ca d, obesrezkaBaMoO eyKJIUICKO pacrojame Tadaka y C, oqHOCHO pacTojame
d. : C x C — [0,400) nedunucano ca d.(z1,22) = |20 — z1;

e ca R. obemexkaBamo dyukimjy R, : C — R nmedwunucany ca R.(z) = Rez, a ca I,
dbyukumjy I, : C — R nedunucany ca I,,(z) = Im z;
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1.2. XAPMOHHUJCKA IIPEC/INKABAKA

e 101 C'! XpuBOM HOIpasyMeBaMo HenpeKuaHo audepeHnujabuiny QyHKImjy
v : la,b] = Q, npu wemy cy a,b € R taksu na je a < bu Q C C;

e 3a C'! kpuBy 7 : [a, b] — 2 KaxkeMoO Ja je mpocTa aKo je 7y MHjeKTUBHO TECTUKABAILE;
e ca trvy obenexasamo tpar C! xpuse v : [a,b] — Q, 1j. ckyn {y(t) : t € [a,]};

e ca (-,-) obeslezKaBaMO CTaHIAP/HU CKaJapHU npousos y R% 1. 3a (11, y1), (T2, y2) € R?
BazKn <<l’1, yl)? (x27 y2)> = T129 + Y1Y2;

e ca S obesexkaBamo Beprukasnu mojac y C, vj. {z € C: —1 < Rez < 1};
e ca K obenexxaBamo gecuy nosypasan y C, 1j. {z € C: Rez > 0};

e ca P obenexkaBamo 3aceueny pasan y C, 1j. C\(—o0,0].

1.2 XapMoOHHjCKA IIpecJINKaBamkha

Nako ce xapMOHHUjCKa TpecIuKaBamba MOry jedUHUCATH TAaKO Jla WM je JTOMEH OTBOPEH
ckyn y R" a xkomomen R™, a m omnmrTuje Kao mpeciankabama u3Mehy PumanoBux MHOTrO-
CTPYKOCTH, Y OBOj ceKIuju JeduHucahemMo caMo peasHO-BPEIHOCHE U KOMILIEKCHO-BPETHOCHE
xapMoHujcke (byHKIMje dnuju je jmoMeH orBopeH ckyn y R?, 1j. y C. Pazyor je Taj mTo ce
[JIABHU PE3YJITATU OBE JINCEPTAIIMje OJIHOCE YIIPABO HA TAKBA XaPMOHU]CKA MIPECINKABAIHA, 1
HAM y TOM CMUCJIY TOTIIyHA OMIITOCT HUje MOTPeOHA.

IIpe mero mro mecdunuIIEMO MOjaM XapMOHUjCcKe (pyHKIHje, medunucahemo mojam Jla-
IUIaCHjaHa KOju heMO KOPUCTUTHU He caMo 3a Jie(pUHHUCcAhe XapMOHUjcKe (pyHKIje, Beh 1 3a
nedunucamwe Laycose Kpusnae KoHdOpMHE cemMumerpuke (BugeTu Aedbununujy 2.6).

Hedununuja 1.1. Hexa je Q C C owisopen cxyt u u : Q — R dynxyuja xaace C? na Q.
Jlatnacujar pynryuje u jectie Au = Uy + Uyy.

Jlannacujan dyukiuje neduHuIe ce U 3a KOMILIEKCHO-BpeHOCHe dyHKnje. Heka cy
Q2 C C orsopes ckym, f : Q — C bynxmuja xkaace C? va Q, u = Re f uv = Im f. Jlatracujan
dymnrxyuje f jecte Af = Au+ 1Av.

Hermocpeiao ce mokasyje Jia 1 3a pealHO-BPETHOCHY U 38 KOMILJIEKCHO-BPEIHOCHY (DYHKIIH-
Jy [ Baxun Af =4 f.

Cagma moxkemo jatu jieUHUIIjE PEATHO-BPETHOCHE U KOMILIEKCHO-BPEIHOCHE XapMOHU-
jcke dyHKIHje.

Hedbunaunmja 1.2. Heka je 2 C C owesopen ckyu. Pynkuuja u : 2 — R jectie peanro-
epegrocha rapmonujcka dyrnruyuja na Q0 axo je u xaace C? na Q u axo je

Au(z,y) =0,
3a ceaxo (x,y) € Q.
Hedbununuja 1.3. Hexa je Q) C C owisopen cxyu. Pynuxuuja f : Q — C jectue xomunexcro-
8pegHoCcHa Tapmonujcka Gynryuja Ha 2 axo cy pynruyuje u = Ref uw v = Im f peasro-

epegrocre Tapmonujcke Gynkyuje na 2.
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1.2. XAPMOHHUJCKA IIPEC/INKABAKA

[Tox mojmom zapmorujera GyHnryuja moapasyMmeBaheMo peaTHO-BPeTHOCHY WU KOMILTE-
KCHO-BPEJIHOCHY XapMOHWjCcKy ¢yHKInjy. Harmacumo jorr jma y oBoj gucepTaliuju TepMUHE
XapMOHUjCKa (PYHKIINja ¥ XAPMOHUjCKO MTPECIMKABAHE KOPUCTUMO KAaO CUHOHUME.

Axo cy Q1, €y C C obsacru, ouma ca Har(€2q, s) obesrezkaBaMo CKyII CBUX XapPMOHW]CKUX
dyukimja koje nmpeciaukaBajy 2 y Q. Chwmano, ako je 2 C C obmact u I C R uaTepBaI,
ouza ca Har(€2, I) obesrexkaBaMo CKyIl CBUX XapMOHM]CKUX (DYHKIHja Koje mpecankasajy () y
I.

WNurepecanTre cy Be3e XapMOHHU]CKUX U XOJOMOP(MHUX (pyHKIHMja. ¥ CTAHIAPIHUM KYyp-
ceBMMa KOMILUJIEKCHE aHAJIM3e MOKa3yje ce Jla Cy PeaJlHid U MMaruHapHu j1eo (pyHKIHje Koja
je xomomopdHaA HA HEKOM OTBOPEHOM CKYILY, PEeaHO-BPEJIHOCHE XapMOHUjCKe (hyHKIHje Ha
toM ckyiry. Otyma, cBaka dyHKIMja KOja je XoaoMopdHa HA HEKOM OTBOPEHOM CKYITY jecTe
KOMIIJIEKCHO-BPETHOCHA XapMOHHU]CKa (DYHKIIIja Ha TOM CKYIIY.

C npyre crpane, ako je 2 C C mpocro moBesana objact, 2o €  u u : {2 — R xapmonujcka
dyuKIMja oHTa TTOCTOjU jeuHCcTBEeHA X0moMopdHa dyuknuja f : (2 — C taksa 1a je u = Re f
u f(z0) = u(2o). [lpumernmo u 7a je y oBom TBphemy yciioB ja je {2 mpocTo moBe3ana o0JIacT
ecenrujastan. 3aucra, ako je Ha npumep ) = C\{0} u v : Q@ — R dbyukumja nedunucana
ca u(z,y) = log(z® + y?), onga He nocroju xomomopdua dbyukuuja f : Q@ — C Taksa 1a
je u = Ref. Takobe, memocpemno m3 Tor TBphema cieau j1a je XapMOHUjCKa (DYHKIIHja
neduHICaHA HA OTBOPEHOM CKYITy U Kjace C'°° Ha TOM CKyIIy.

CrioMeHnMO 1 J1a 38 peaHO-BPEIHOCHE XaPMOHMjCKe (DYHKITHje BazKe IIPUHITUIT MAKCUMYMa
u npuHiun Muaumyma. lIperusauje, ako je 0 C C obuact u v € Har(Q2, R) dyukimja koja
JIOCTHKE JIOKAJTHU MAaKCUMYM WJIU JIOKAJIHM MUHUMYM Ha (), OHJIa je u KOHCTaHTHA (PYHKIH]A.

Hame, ako cy 1, C C obmacru, npeciukaBawa f € Hol(€2y,€) u g € Har(Q,,C)
(omrOCHO g € Har(€Qy,R)), ouna je g o f € Har(24,C) (omuocuo g o f € Har(2;,R)). Baucra,
kako je f € Hol(€y, Qs), 3a mponssosbHO 2y € 0y Baxku fz(29) = 0, ma va ocroBy (1.4) n (1.5)
J1001jaMo

(1.14) (g0 f):=(20) = gu(f(20)) - f2(20).

Kako je f.z(z0) = 0, jep je f € Hol(21,85), a camum tum u f € Har(€)y,€)s), HA OCHOBY
jemnakoctu (1.14) mobujamo

(g0 f)=(20) = (gw © f)z(20) - f2(20) + (gw o f)(20) - fz(20)

(1.15) — (gw o f)g(Z()) : fz(ZO)

Ha ocroBy (1.4) u (1.5) Baxn

(1.16) (9w © f)z(20) = (guww © f)(20) - f2(20) + (guw © f)(20) - F=(20),

na kako je fz(20) = 0 u guw(f(20)) =0, u3 (1.15) u (1.16), mobujamo (g o f).z(20) = 0.

Hapenumo cagma, 6e3 mokasa, yeTupu 3HaYajHe TeOpeMe KOje ce OJHOCE Ha XapMOHHUjCKa
Ipec/InKaBama U Koje hemo kopuctutu y oBoj aucepranuju. IIpBy o Tux Teopema gokKa3ao
je X. JleBu y pamy [43] uz 1936. roguue (Bumeru u |21, crp. 20]).

Teopema 1.1 (JlerujeBa Teopema). Hexa je @ C C obnacm u f € Har(Q,C). Axo je
apecaurxasarve f aoxaano ,,1-17, onga sa ceaxo z € 2 sascu Jy(z) # 0.

Y3umajyhu y 003up Teopemy O MHBEP3HOj (DYHKIIMjH, UMaMO U cJjejiehy HemocpegHy mo-
cienuity JleBujeBe Teopeme.
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1.2. XAPMOHHUJCKA IIPEC/INKABAKA

ITocnemuma 1.1. Hexka je Q@ C C obnac@ u nexa je [ € Har(Q2,C) apecaukxasare koje je
,1-17. Taga je f(Q) obaac@, a upecaurasare f jegan C°— gugeomoppuszam obaac@u 2 u
f(Q). Ipu wWome, upecaurasarve f~1 ne mopa tpuiagaiiu xaacu Har(f(2),Q).

[Ipumerumo ma Ha ocHoBy mocjemuiie 1.1 3a ,,1-17 KOMILIEKCHO-BPEIHOCHO XapMOHU]jCKO
npeciaukaBame, jgedunucano #Ha obnactu 2 C C, BaxKu U Ja je OTBOPEHO IPECIUKABAME.
Mcro Baxku 1 3a CBAKO HEKOHCTAHTHO PEAJHO-BPEIHOCHO XAaPMOHUJCKO IIPECIUKABAILE, JIe-
dunucano wa obiactu ! C C. C apyre crpane, KOMIIJIEKCHO-BPEIHOCHO XapMOHM)CKO TIpe-
CIIMKAaBambe He MOpa OMTH OTBOPEHO YaK W aKO Cy PeajlHd W MMATUHAPHU JIEO0 TOT IMPEeC/Iu-
KaBamba HEKOHCTAHTHA IpecIuKaBama. J3aucra, npecaukapame f : C — C, nedunucano ca
f(x,y) = z+i(z*—y?—1), npunana Har(C, C), npeciukasama Re f u Im f Hucy koHncranTHa,
a f(C) ={(u,v) € C:v < u?— 1}, 1j. npeciukasame f HUje OTBOPEHO.

Hamomenuwmo u ia JleBujeBa Teopema He BaxKu y ipocTopuMa JuMmensuje Behe ox 2 (Bugern
[81] u [21, crp. 25-27]).

E. Xajur [25] dopmymucao je u qokazao 1959. ronuue cienehy 3uadajHy TeopeMy (BuaeTn
u [21, crp. 21-23 u cTp. 66-72|).

Teopema 1.2 (Xajumosa teopema). Hexa je f € Har(U,U) apecauxasare xoje je ,1-1” u
LHA” u waxeo ga je f(0) =0. Taga 3a ceaxo z € U savicu

1
1P+ f2) = =

Hamomenumo camo j1a je, y cBoMm joka3dy teopeme 1.2, E. Xajui kopuctuo JleBujeBy Teo-
pemy u IlIBaprioBy JeMy 3a KOMILJIEKCHO-BPETHOCHE XapMOHUjCKe (DyHKIHje (BUIETH TeOpeMy
3.2 HUKe).

Jenna oy Haj3HaUYAjHUX TOC/EaUIA XajHIIOBE TeopeMe jecTe u cjejieha Teopema, y JiuTe-
parypu (Bugeru [21, crp. 24-25]) umenosana 1o T. Pajioy, koju je 1927. romune Ty Teopemy
JIOKa3a0 y CHENHUjaJTHOM CJIYy4ajy.

Teopema 1.3 (Pajoosa reopema). He Gocitioju upecaurasarwe f € Har(U, C) xoje je ,1-1" u
LHA”.

Pazmorpumo cajia xapMoHUjCKa MpecanKaBamba KOja dyBajy OpUjeHTaIujy. Y TOM IUJbY,
Heka cy 2,y C C obnactu. Kaxemo ga C* npecimkasame f : Q) — Qo uysa opujeniiiayujy
aKo 3a cBako z € y Baxku |f.(2)| > |fz(z)|. IIpumerunmo na ako je f € Har(Qy, Qs) sokamHo
,1-1", oHyta Ha ocHOBY JleBujeBe TeopeMe BazKu Jia WJIM [PECIMKABAIE f WM NIPECIMKABAE
f aysa opujenrannjy. Konauno, ako C' mpeciukasame f : € — y uyBa opmjeHTaIm]y,
OHJIa TPUBHUjAIHO 3a cBako z € () Baxu |f.(z)| > 0. C apyre crpane, ako je f € Har(U,U)
npecyinkaBare Koje je ,,1-1” u \HA”, koje ayBa opujenrtanujy u 3a koje Baxku f(0) = 0, onza

7r\/§.

Hapesna Teopema y HEKOM CMUCIY yolnrasa ose KoHcraranuje (Bumeru [52], [50, Teo-
pema 2B|, [51, Teopema 1.2], [58, Teopema 4.1] u [30]). Hamomenumo u na je oBa Teopema
eceHIMjasTHa 32 JIOKa3€e HEKUX TeopeMa MpUKa3aHux y riasu 4 (Bujgeru Teopemy 4.8 u reopemy

4.11).

Ha OCHOBY XajHIIOBe TeopeMe 3a cBako z € U Baxu |f,(z)| >

Teopema 1.4. Hexa je 2 C C wonsexcna obnacii u f € Har(U,$Q) apecauxasare xoje je
,1-17u ,HA” u waxeo ga 3a cearo z € U saorcu |f,(z)| > |fz(2)|. Taga Gocimoju xonctwaniia
(f(0),09)

4

¢ > 0 (xoja 3a6ucu camo og f u Q, apeyusnuje ¢ = ) waksa ga 3a ceaxo z € U

saorcu | f,(2)| = c.
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1.3. KBABHUPETI'YJIAPHA [IPECJ/INKABARA

Hamomena 1.1. [Ipumetwiumo ga rna ochosy Pagoose tweopeme U u3 0CWaAAUT UPeTUUOCTLABKU
weopeme 1.4 caegu ga je Q2 # C, a camum wum u 0 # <.

Caeneliv mpumep (Bugeru npumep 1.3 y [58]) mokasyje na ce y Teopemu 1.4 npernocraBka
n1a je ) KOHBeKCHa 00JIaCT He MOXKE M30CTABUTH.

Ipumep 1.1. Hexa je f: U — C gedurucana ca f(z) = (z + 1)%. Taga je f € Har(U, f(U))
upecaurasare xKoje je ,1-1” u xoje apecaukasa U wa f(U). IIpumed@umo ga obract f(U) nuje

Koneexcha (cauka 1.1) u ga je Zl_i>n_11 f2(2) = zl_i>n_112(,z +1)2=0.
7

!

f
/\
U
o

a5

A\&\X\\JnQ\\\\\ .

Cmuka 1.1: O6aactu U u f(U)

1.3 KsazuperysapHa npecjinKaBamba

[Tpema [72], kBasuperynapHa nmpecarKaBatba YBeO je U IpBU 1mo4eo Ja npoydasa J. I'. Pe-
IMEeTHAK y HU3Y CBOJUX PaJIoBa Koje je modeo objaBpuBaTh 1966. rommue. Iako je Teopwuja
KBa3UPeryJIapHUX IIpecInKaBamba Pa3BrujeHa y eyKaunjackoM rnpocropy R”, kao n 3a Pumanose
MHOT'OCTPYKOCTH, Y OBOj JucepTaIuju pa3MarpahemMo caMo KBa3uperyaapHa IIPecIuKaBamba y
paBuu. llltaBumre, Kako cy TeMa OBe JHECEPTAIlHje IIPEBACXOTHO XapMOHN]CKa KBa3uperyJsap-
Ha MIPEC/INKaBamba, 1 KaKO Cy XapMOHMjCKa IpecjinKaBama kKiaace O, mu hemo pasmarparu
caMo KBaszmperyjgapHa HpecirKabama Koja cy kmace Cl. V ckiagy ca oBuM HamoMeHaMa
najemo u cienehy neduHUNN]y KBA3UPETyJIapHUX MIpecIuKaBamba (BugeTn u JeduHUIN]y HA
crp. 10 y [72], ka0 u crp. 127-129 y [79]).

Hedbunumuja 1.4. Hexa je K > 1 u Q C C obaaciu. IIpecauxasarve f : Q — C xaace C*
jectie K—xeasupezyarapro wa €2 axo 3a cearo z € () sasicu

ldf (2)II* < K Ty (2).

IIpecaurasare f : Q — C xaace C jeciie xeasupezyarapro na 0 axo je K —xeasupezyrapho
na 2, 3a nexo K > 1.

Hanomena 1.2. IIpumewumo ga axo je [ : Q — C apecaurasarse xoje je K —xeasupezyarapro
na Q, onga je Jp(z) = 0 (exsusanenitino |f.(z)| = |fz(2)|) 3a ceaxo z € Q.
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1.3. KBABHUPETI'YJIAPHA [IPECJ/INKABARA

HaBomuMo HEKOMKO TpuMepa KBa3UpPEryJIapHuX IMPECIUKaBaba.

IIpumep 1.2. Hexa je Q@ C C obnacwi u f € Hol(2,C). Taga je f upecauxasarse xoje je
1—xs6asupezyaapro na Q.

IIpumep 1.3. Heka je K > 1. Ilpecauxasaroe f : C — C gedpurucaro ca f(x,y) = (x+iKy)?
jecuie K—xeasupezyrapmo na C.

Y HapeaHOj MPOIO3UIKjUA ONUCAHA Cy 1 —KBa3upery/jgapHa IIPeCcTUKaBaIba.

IMponosumnuja 1.2. Hexa je 0 C C obnacwi. Axo je f : Q — C apecauxasare xoje je
1—xeasupezyarapro na €, onga je f xosomoppro upeciurasarse Ha €.

/oxas. Heka je z € ) npouzBosbao. Kako je f npeciimkaBarbe Koje je 1 —kBa3uperyiapHo, Ha
OCHOBY mponozutuje 1.1, ciemu j1a je

(1.17) (L) + 1)) < 1P = [ f2)]

Axo je f.(z) # 0, onna je nejemnakocr (1.17) ekBUBaJeHTHA ca HejeTHAKOIINY

£+ G < [f202)] = [2(2)];

KOja je TauHa ako u caMo ako je fz(z) = 0.
Axo je f,(z) = 0, onna Ha ocHOBY nedununuje 1.4 u namomene 1.2 Baxu fz(z) = 0. O

Kowmmnozunuja kBazuperysiapHux IMpecnKaBabha jeCcTe KBA3UPETYJIAPHO TPECTUKABAIHE.
IIperusnuje, Baxku ciiegeha mpomno3uiiyja.

IIponosumnuja 1.3. Hexa cy K1 > 1 u Ky > 1 u nexa cy Q1,Q C C obaacwiu. Axo je
[ — Qs apecaurasare xoje je Ki—xeaszupezyarapro na 1 u g : Qs — C upecaurasarve
xoje je Ko—xsasupezyrapro na s, onga je h = go f : Q1 — C upecauxasare xoje je
Ky - Ki—xsa3upezyaapro na €.

/oxas. Heka je z € ();. JlupeKTHOM IIPOBEPOM IOKA3yje Ce Ja BaXKh
(1.18) n(2) = Jo(F(2)) - Ty (2).

Taxobe, na ocnosy (1.12) Baxku

(1.19) ldh()1* < ldg(f (N)I? - lldf (2)]1*.

Otyna, kako je f Kj—KBa3uperyaapHO IpecanKaBame U ¢ Ky —KBasuperyrapHo IpecnKaBa-
e, Ha ocHOBY (1.19) u (1.18) cieau

ldh(2)|* < (K2Jy(f(2))) - (B1Jp(2)) = Ko Ky- Ji(2),
Tj. npeciaukaBambe h jecre Ky - K|—KBa3uperyaapHo. [
Hapenna npornosnuja maje Besy HOpMe audepeHIinjaia KBa3uperyaapHor IPeCcTuKaBamba

U MOAyJa IpaJujeHTa PeajHor Jejia TOI IIPeC/IKaBama. HalmoMeHnMO 1a OBa IIPOIIO3UIIH])a
nMa yJiaory y noka3y Teopeme 4.1 y rnasu 4.
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1.3. KBABHUPETI'YJIAPHA [IPECJ/INKABARA

ITIpono3zunumja 1.4. Hexa je K > 1, QQ C C obaacw, f : 2 — C upecauxasare xoje je
K—xs6asupezyaapro na Q) uu = Re f. Taga 3a ceaxo z € () sasicu

(1.20) ldf (2)]] < K|Vu(z)].

Zloxas. Heka je v = Im f u meka je z € () mpon3BOJHHO.

Axo je Vu(z) = (0,0), onma vejennakocr (1.20) TpuBujaiaHo BazKu, jep je y TOM CIydajy
ldf ()]l = [Vu(z)].

ITpernocrasumo ga je Vu(z) # (0,0). Tana je ||df(z)| # 0 u na ocHoBy nedununumje
K —KBazuperyJapHor Ipec/iuKaBarmba, CJIe/ 1

(1.21) ldf ()| < K (| f.(2)] = | f=(2)])-

C npyre crpane, Ha ocHoBy Jieme 1.1 3a cBako h € C takBo ja je |h| = 1 Baxku
(1.22) |f=(2)] = [fz(2)] < [ldf () (h)]]-

Hexka je caga h = |;ZJ1;((Z))| — z|éz(é))| Tana je |h| = 1 u Baxu

(1.23) ldf () ()| = [|du(z)(R)]-

Kaxko 3a cBako h € C, rakBo na je |h| = 1, Baxu ||du(z)(h)| < |Vu(z)|, na ocuosy (1.22) u
(1.23), mobujamo

(1.24) [£2(2)] = [fz(2)] < [Vu(z)].
Konauro, u3 (1.21) u (1.24) nobujamo
(1.25) ldf ()] < K[Vu(z)],

IITO je U TpebaJso JTOKa3aTH. [

Yecro, axo je f,(z9) # 0, y pajy ca XapMOHUjCKUM U KBa3UPEryJIapHUM IPECTUKABAHIMA
MOTOJTHO j€ MMOCMATPATH KOJTHMIHUK

N f=(20)
Mf(ZO) B fz(ZO)’

KOjU Ce Ha3UBa KOMUAEKCHA JuAQayuje Gynryuje f y wawku 2.
Hemnocpenno ce nokazyje cienehe TBphemse.

ITponosuniuja 1.5. Hexa je 0 C C oweopen cxkyu u f : Q2 — C upecauxasare xoje je
R—gugepenyujabuano y wavwku zy € €, apu wemy sascu f.(z9) # 0. Taga, 3a K > 1 saorcu

ldf (z0)1* < K J4(=0)

axo u camMo axro eaxHcu
|y ( )\<K_1
20)| < ——.
ROl S 30

Yecro ce y ucrpaxkupamuMa (Bumetn Ha upumep [51], [39]) pasmarpajy npeciaukabama
KOja Cy W XapMOHHUjcKa n KBaszuperyaapua. [Ipenusnauje, mumamo caenehy nedununmjy.
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1.4. KBABUKOH®OPMHA IIPECJ/INKABARA

Hedbunnunuja 1.5. Hexa cy Q1,0 C C obnactiv u K > 1. Kaowcemo ga je upecaurasarve
Q1 — Qy zapmonujcko K—keasupezysapro akxo je upecaurasare f u TAPMOHUJCKO U
K —xeasupezynrapro. Ckyt ceur xrapmonujckur K —xeasupezysaprux upeciurasarsa u3 ()
y Qo obenesrcasamo ca HQR (21, §2).

Ipecaurasare f . QU — Qo jectlie TapMOHUJCKO KBAZUPEZYAAPHO AKO € TAPMOHUJCKO
K —xea3upezysrapro, 3a nexo K > 1.

XapmoHnujcka KBa3uperyjaapHa npecinkaBama Hasusajy ce 1 HQR mpecimkasama.

Ormuene IBapi-IIukoBor Tuia 3a xapMOHIjCKa KBAa3UperyaapHa MPecIuKaBamba y 0BOj -
cepranuju Ouhe pazmarpane y ryiaBu 4, a y OBOj CEKIIMjU HABOJINMO HEKOJIMKO IIpUMepa Xap-
MOHI/IjCKI/IX KBa3UPEryJjJlapHuXx IIpec/InKaBaba.

ITpumep 1.4 (Ilpeciaukasame koje npunaga HQR . (S,S)). Heka je K > 1 u nexa je apecau-
kasare Ay gepunucarno ca Ax(z,y) =z +iKy. Taga je Ax € HQRK(S,S).

IIpumep 1.5 (IlpecimkaBame koje npunaga HQR (K, K)). Hekxa je K > 1 u nexa je upe-
caukasare By gedpunucano ca By (z,y) = x +iKy. Taga je Bx € HQR (K, K).

Kowmmnozunpja xapMOHIjCKOT KBa3UPETyJIapHOT IIPECTUKABAbha U XOJIOMOPQHOT TTPECIUKa-
Bamba jecTe XapMOHUjCKO KBa3WPEryJapHO MpecinKaBame. lIperusnuje, Baxku cieneha mpo-
TTO3UITH]a.

ITponosurnmja 1.6. Hexa je K > 1 u nexa cy 2y, Qs, Q3 C C obnaciu. Axo cy upeciurasaroa
f € Hol(21,95) u g € HQR (€29, €3), onga je upecaurasarve go f € HQR (€21, 23).

/loxas. Heka je h = go f. Kako je f xomomopdHO, a ¢ XapMOHHUjCKO IIPECIUKABAIHLE, CJIEIN
Ja je h XapMOHH]jCKO ITPECIUKABabe.

C npyre crpane, mpeciaukaBaibe f je 1 —KBa3uperyaapHo, I1a Kako je ¢ IpecanKaBambe Koje
je K —xkBasuperyjaapHo, Ha OCHOBY mporo3unuje 1.3, ciienu 1a je g o f mpecankaBame Koje je
K —xBasuperyJiapHo. Il

IIpumep 1.6 (IlpecimkaBame koje npunaga HQR,(U,S)). Hexa je K > 1 u nexa je ¢
upecauxasare gepurucano y upumepy 2.4 nusce u Ax Upecauxasarse gepunucano y upumepy
1.4. Ha ocnosy upouoduyuje 1.6 sascu ga je upecauxasarwe Cx : U — S gedpurucaro ca
Ck(z) = Ag(p(2")), apu wemy je n € N, apecaurasarve xoje apuiaga HQR (U, S).

[TpumeTnMo u 1na mMpecauKaBambe nedUHUCAHO y TpuMepy 1.3 HUje XapMOHU]CKO.

1.4 KsazsukoHdopMHa npecjanKaBamba

[Tpema [4] kBazuKOHMOPMHA TpeCIMKaBabha, aJu He HasuBajyhu ux Tako, yseo je X. I'peq
1928. romune. HaBoaumo ykpatko u yrporrheHo mpobJieM KOju je OH pa3sMaTpao.

Hekaje K > 1,Q = (0,1)x (0,1) u R = (0, K) x (0, 1). Kako re mocroju xomeomopduzam
f:Q — R rakas ma je f(0) =0, f(1) = K, f(1+1i) = K +1i, f(i) = i  1a je pecTpukmmja
TOr XOMeoMopdu3Ma Ha OTBOpeHM KBajipar () KoH(MOpPMHO mpeciaukaBame”, I'ped je Tparao
3a oaroapajyhum xoMmeoMop@du3MOM TAKBUM JIa je HeroBa PECTPUKIja Ha () IIpec/ImKaBatbe
KOje je y HEeKOM CMUCJy Hajosuzke KOH(pOPMHOM mpeciukapamby. llpenusuauje, I'pedor mpo-
6aeM jecTe 3amaTax Ja ce nahe xomeomopduzaM f : Q — R Takas ma je f(0) =0, f(1) = K,

*3a meduHUM]y KOHGOPMHOD IPEC/IMKABAKha BUIETH CEKIHjy 2.2.
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1.4. KBABUKOH®OPMHA IIPECJ/INKABARA

f(1+1i) = K+1, f(i) = i, ka0 u 12 je peCcTpUKIWja TpecauKaBama [ Ha () PECITUKABAE
kimace C1) sarum na je | fz(2)| < |f.(2)], 3a cBako z € Q, u na je

sup L+ I(2)
266 1) = 1G]

mTo je moryhe mamu.
Y ToMm ciydajy, BeJIMIUHA

) — sup [2ENF1F=(2)]
Di(z) zeg 1£.(2)] — | f=(2)]

HA3UBa Ce JUAGMAUUja TIpecIuKaBama [y Tadku z. VI3 ocraaux ycjioBa Koje Tpeba ja 3a110-
BOsbU pemterse f I'pedoBor mpobisema, mobuja ce ma Bazku sup Dy(z) > K (Bumern ctp. 8y
zeQ@

[4]). C mpyre crpame, Kako 3a IpecinKasame fo : Q — R gedunncano ca

(1.26) fo(z) = %(K +1)z+ %(K - 1)z
Baxku Dy (2) = K, 3a cBako z € (), ¥ KaKO IpeCIuKaBame fj 3370BOJbABA OCTAJE YCIOBE
Koje Tpeba 1a 3a710B0OJbH perieibe ['pedoBor mpobiiema, cjieu 1a je TO MPECIUKaBabe YjeIHo
u pererse ['pevosor npobisiema. Ha ocnoBy nedununuje 1.6, ciemnu na je npeciaukaBame fo
K —xBa3ukondopMHO peciimKaBambe obsiactu () Ha obact R.

Naxko je kBasukoH(MOpPMHA IIpecnKaBamba Moryhe jgeduHUCaTH U MHOT'O OIIITH]e, MU Ha-
BOJIMMO JIe(DUHUITN]Y KBA3UKOH(MPOPMHUX MPEC/IMKaBamha Koja je 3a HaMeHe OBE JIMCepTallnje
ojroBapajyha.

Hedbununuja 1.6. Hexa je K > 1 u nexa cy 1,y C C obaacwiu. Ilpeciurxasarve
f Q= Qy xaace C jectie K —xeasuxongopmmo axo je romeomoppusam obraciiv 1y u €y
u axo je K—xsasupezyrapro na ;.

IIpecaurasare [ : Qp — Qy xaace Cl jeciie keasuxongopmmo axo je K —xsazuxongopmmo,
3a nexo K > 1.

Hamomena 1.3. V 060j gucepiiauuju pasmatlipamo camo Kea3UKOHPOPMHA UPECAUKABATDA
Koja wyeajy opujenmauujy. Jaxobujan wWareuxr Upecaurasarpa jectie uoduwmiusarn. Jlaxae,
axo cy 1, C C obnaciu u f: Q1 — Qs K6a3UKOHPOPMHO UPECAUKABAIHE, TUOGPA3YMEBAMO
ga 3a ceaxo z € 2 saocu | f,(2)| > |f=(2)|. [Ipumetiumo u ga je ceako WaK6o Upeciukasarbe
O gupeomoppusam obracttiv 0y u Q.

Hedbunaunuja 1.7. Hexa cy Q1,0 C C obnactiu v K > 1. Kaowcemo ga je upecaukasarbe
Q1 = Qy zapmonujexo K—rkeasuxorpopmmo axo je upeciurasare f u TAPMOHUICKO U
K —xsasuxongopmno. Cryt ceuxr xapmonujckuxr K—Kea3ukon@opmHur upeciurasarsa u3
Qy y Qy obesesrcasamo ca HQC (2, Qs).

Ipecaurasare f : Qy — o jecilie TapMoHUCKO KBA3UKOHPOPMHO AKO je TAPMOHUJCKO
K —xsasuxongpopmmro, za nexo K > 1.

XapMoHHIjCKa KBa3UKOH(MOPMHA Ipec/nKapamba HasuBajy ce 1 HQC mpeciukapama.

Ba mpeciukaBamwe [ € HQC(Q, ), mpu yemy cy €,y C C obnactu, Baxku 1a je
MHjeKTUBHO, 1a HA OCHOBY JleBuWjeBe Teopeme, Kao m Hamomene 1.2 3a cBako z € () Baxwu
|f2(2)] > |f=(2)]. Oryna, npumenba marta y Hamomenu 1.3 u He TpeACTaB/ba PECTPUKIU]Y 3a
TaKBa ITpeCJInKaBakba.
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1.4. KBABUKOH®OPMHA IIPECJ/INKABARA

[Tpumernmo ma mpeciaukaBawe Ay nmedunucano y npumepy 1.4 mpumaga HQC . (S,S),
Kao ¥ Jia npeciukaBame By jgedbunucano y npumepy 1.5 npunana HQC (K, K), amu u aa
npeciaukaBambe C'x nedunncano y npumepy 1.6 npunaga HQC 4 (U, S) ako u camo ako jen = 1.

Ilponosurniuja 1.7. Heka je K > 1 u nexa cy 21,9y C C obaacwiu. Axo je f : Q1 — €y
tpecaurasare xoje je K —reasuxongdopmno, onga je u f=1: Qy — Q) upecaurasarve woje je
K —xsasuxondopmno.

Jloxas. Kako Ha ocHOBY Hanomene 1.3 ciemu na je npeciukasame f C' mudbeomopduzam,
HOTPeOHO U JI0BOJBHO je JIOKa3aTH Jia je f~ 1 mpecimkasambe Koje je K —kpasuperynapno. Heka
je w € Qq mpomsBosbHO. Taga nocroju z € €2 TaksBo 1a je w = f(z) u Ha ocHoBy (1.13) coremau

I GNP = = - A
f(z)
1

<

J]%(Z) K- Jf(z)

1
Jr(z)
= K- Ji1(f(2)).

I
=

akse, 3a cBako w € )y Baxku ||df '(w)]|? < K - Jp-1(w), Tj. mpecaumkaBame f~! jecte
ZL ) f , T p J
K —xBasuperyJiapHo. Il

Hamomenumo u fa cy KBa3ukoH(OpMHa IIpecnKaBamba JeTa/bHo obpahena, Ha ipuMep, y
kurama [4] u [59].
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I'maBa 2

I'eomeTpujcka cBojcTBa X0JIOMOPMHUX
dbyHKIIIja 1 XUMNepooJInYKa MeTPHUKa

2.1 IIIBapmoBa Jiema

XoJsioMopdHa IIpecanKaBamba NMajy MHOTa 3HadajHa reOMeTPHjCcKa CBOjcTBa. Benuku 6poj
TuX cBojcTaBa morude oj IlIBapiioBe jieme, Koja je jeqaH oJ1 Haj3HAYAJHUX Pe3yJaTaTa y reo-
METPHjCKOj Teopuju OyHKIIH]A.

Teopema 2.1 (IlIBapuosa sema). Hexa je f € Hol(U,U) u f(0) = 0. Taga je
a) |f(2)| < |z|, 3a ceaxo z € U;

6) |/'(0) < 1.

IIpu woume, axo uocwioju 0 € R wakeo ga 3a ceaxo z € U sastcu f(z) = e“’z, oHga Y a) U

6) saorce jeguarocuu. C gpyze ciipane, axo y geay a), 3a nexo z € U\{0}, sasrcu jegnaroci
UAU KO Y geay 6) waxohe sascu jeguaroct, onga toctwoju 0 € R waxso ga 3a ceaxo z € U

sastcu f(z2) = ez,

/loxa3. Heka je

— f(0

Kako je lim g(z) = lim @ — lim M _
z—0 z=0  z z—0 z2—0 07

Ha U. Heka je 0 < r < 1. ®yuknuja g je xosomopdua Ha U, n Henpexkuana va U,. Oryna,

Ha OCHOBY IIpHHIMIIa MaKCHUMYyMa MOIYJIa, BazKH

1'(0), cnemn na je dbynkuuja g xomomopdHa

f(z)

z

1
< -,
"

2.1 - -
(2.1) max|g(z)| = max|g(z)| = max

Hasbe, veka je zg € U npoussosbHo. Taza, 3a cBaku peasian 6poj r takas na je |zo| < r < 1

— 1
Baxu 2o € U, u na ocroBy (2.1) cienu |g(20)| < —. Oryna je |g(z0)| < lirfl —, Tj.
r rl-

(2.2) l9(z0)] < 1.
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2.1. IIBAPIIOBA JIEMA

f (20 .
o)l 1, 170l < ol
0
Kako je zg € U npoussossro u kako je f(0) = 0, cienn 1a je |f(2)] < |z|, 3a cBako z € U.
Ba zp = 0, na ocuoBy gedunuiyje dyuxnuje g u (2.2), caenu |g(0)| = |f(0)| < 1.
Axo 3a meko z € U\{0} y a) Baxku jeqHakocT min ako y 0) BaKy jeJHAKOCT, HA OCHOBY

~—

Ba zy # 0, Ha ocHOBYy Jecdunuimje byurumje g u (2.2), cieau

OPUHIMIIA MaKCUMyMa Mojayiaa ciaead ga je |g(z)| = 1, 3a csako z € U, 1j. ciaenn na je
dbynkmmja g xoncranTHa. OTyma, mocroju § € R Takso ma je g(z) = €, ommocno ma je
f(z) = ez O

[Tpumernmo ma wa ocuoBy IllBapuose Jjieme cieau na 3a f € Hol(U,U), takBo ma je
f(0) =0, Baxu d.(f(2), f(0)) < dc(2,0), 1j. eykmmucko pacrojamse Tadaka f(z) n f(0) nuje
Behe o1 eyKJInJICKOT pacTojarma Tadaka z u (.

[Tpema |71, 12, 10| TBpheme uckazano y Teopemu 2.1, mojyire y3 J0AATHY MPETIOCTABKY
J1a je JaTo mpecuKaBamhe HHjeKIja, IpBe je (hopMmymucao u gqokaszao Kapa Xepman Amanmyc
[MIsapr (Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843 - 1921). Hawume, oBakBo TBpheme mocroju
Ha crpanama 109 - 111 y mweroBom geny Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Zweiter
Band , xoje je objaBbeno 1890. romuue (Bumetu [77]). Cam IIBapi nHaBoau fa je oarosapajyhy
IJIaBy HAIMCA0 Ha OCHOBY IpejiaBarba Koja je Jp:kao Ha llomurexumdkoj mkonu y Hupuxy
mkosicke 1869/1870. romume.

[Tpema uctum uzBopumMa, ume oom pesynrary (IlIsapuosa jsema) nao je Koncranrun Ka-
pareogopu (Constantin Carathéodory, 1873 - 1950) y csom pagy [15] uz 1912. rogune, masa
je oBaj pe3yaTaT y CBOjUM MCTPaKWBAIbUMa W PaJIoBUMa KOpuUcTHO jorn o 1905. rojmme.
Ocum mTo je mao mme pesyarary, Kapareomopu je mpBu mao mokas IlIBaprose jeme Koju
je IpuKa3aH y OBOj JIUCEPTAIMji U KOjU Ce JIaHAC CMaTpa KJIACHYHUM. ¥ CBOjUM ayTOOUO-
rpadckum Oesemkama Kaparteomopu HABOIHU j1a My je Ha Taj J0Ka3 Cyrepucao HeroB BEJTUKU
npujaress u3 crygearckux jgana, Epxapa [IImut (Erhard Schmidt, 1876 - 1959). Tlomenumo
jom na je, He OaIll TaKO OYWIJIEHY BapHjaHTy KJaacudHOr Joka3a [lIBaprioBe jeme, 1ao u
ZKun Aupu [oenkape (Jules Henri Poincaré, 1854 - 1912) y jearom csoMm pajy u3 1884. ro-
muae. lerassan ucropujar oBe Teopeme Moxe ce Hahu y [12, 10|, kao u y smreparypu Koja
je TamMo TMTHUpaHa.

Hamomena 2.1. Ilpumetiumo ga wephere Illeapuose aeme 6asxicu u uog carabujum Upet-
wocwmaskama, Wj. u 3a Gywkyugy f xosomoppruy nwa U, warsy ga je f(0) =0 u |[f(2)| < 1,
3a ceakxo z € U. Baucwia, na 0cho8y UpuHuute MAKCUMYMA MOGYAd CAEGU G4 CEAKA TAKEA
dyrryuja aputaga ckyay Hol(U, U).

Jenna on menocpeguux nocseauia [1IBapiose jeMe jecte u MpuHIMI CyOOpIMHAIIA]E.

IIponozunmja 2.1 (Ilpunnun cybopaunanuje). Hexa cy gynxyuje f,g € Hol(U, C) waxese
ga 6adHCU

1° f]e 771'1”;
2° 9(0) = f(0);
3> ¢(U) c f(U).
Taga 3a ceaxo r € (0,1) saorcu g(U,) C f(U,).

Jloxas. Heka je h = f~! o g. Henocpeano ce mposepasa na h € Hol(U,U) u na saxn
h(0) = 0. Oryza, na ocnosy IllBapnose seme, 3a csako 1 € (0, 1) saxu h(U,) C U,, onnocro
g(U:) C f(U,). O
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2.2. KOHOOPMHHU U30MOPOU3MU U AYTOMOPOU3MNU

Hapenna npornozunigja npejcrasiba nmpoduibemne [IBapiiose jgeMe y caydajy Jia je Tadka
z = 0 myna oxrosapajyhe dyunknuje Burectpykoctu Behe o 1.

IIponosunmja 2.2. Hexa je m € N u ¢gynrxyuja f € Hol(U,U), @waksa ga 3a ceaxo k xoje
aputiaga cxyay {0,...,m — 1} sascu f*(0) = 0. Taga je |f(2)] < |2|™, sa ceaxo z € U.

IIpu wome, axo toctwoju 6 € R waxso ga 3a ceaxo z € U sasicu f(z) = ewzm, oHga Y
UPetwTrogHo] nejegrakroctiu sastcu jeguaroci. C' gpyze cuwpare, axo y UpewrogHoj HejegHa-
KOCUWU 34 HEKO Z € U\{O} saotcu jegnarxocti, onga uocwoju § € R waxso ga 3a ceaxo z € U
saoicu ga je f(z) = 2™,

Jlokas. TlpernocraBumo na je m > 2 (ako je m = 1 onga ce tBpheme cBogu Ha IlIBaproBy
JemMy).
Heka je

f(2)

g<z>—{ ot 270
0, z=0.

Kako je lin(l) g(z) = 0, cienu na je dyukimja g xomomopdua na U. Hakie, dyukuuja g je
z—r

xosiomopcdua Ha U, u Henpekuara va U,., 3a cBako r € (0,1). Oryna, Ha OCHOBY NpPUHIIUIIA
MaKCAMyMa MOJLYJIa BasKu

1

rm—1 '

/()

zm—l

<

2.3 = -
(2:3) max|g(z)| = max|g(z)| = max

Hasme, Heka je zy € U npoussospHo. Taja, 3a cBaku peasian 6poj r, Takas na je |zo| < r < 1,

Baxku 29 € U, m Ha ocHOBY (2.3) cmean |g(z0)| < . Oryma je |g(z0)] < lim =1, Tj.
m—1 r—l1— pm—1

Kako je zyp € U mpoussospHO, ciequ Ja 3a cBako z € U Baxku |g(z)| < 1. Hakie, bynknuja g

uciymaBa npernoctaske [1IBaprioBe jiemMe u mpuMeHOM ucTe J00ujaMo TBpherbe. Il

2.2 KoadopmMHuE nm3oMopdusmmu n ayTroMopdpusmMu

[TocToje pasne nedunuimje KondopMHOT TpecmKaBama. Mu hemo Kopuctutn aedpuHu-
majy gary y [74].

[Ipe mero 1mrTo HABEAEMO TTIOMEHYTY JAPUHUIN]Y, HATIOMEHUMO Jia heMo y 0BOj ceKnuju ca
Q1, Qs u ) obenexxkaBaru obaactu y C.

Oyuxujy f € Hol(€, Q) HasuBamo KOH(MOPMHUM IpecinKaBambeM Ha (), aKO 3a CBAKO
z € Oy Baxku f'(z) # 0.

N3 cranmapgHor Kypca KOMILIEKCHE aHaIu3e MO3HATO je j1a Baxku ciejiehe Tepheme: [lo-
Tpeban u JgoBosbaH yciioB ga je f € Hol(€,)s) kordopMHO mpecinkaBame Ha () jecre 1a
je ono jokamuo ,,1-17 Ha ;. Ilpumerumo 1a 3a npecmKaBambe Koje je KoHdpopMHO Ha ()] ¥
OTIIIITEM CJIy4ajy HE BaXKu Ja je ucto u riobasuo ,1-17 ma (2. Ha npumep, npeciumkapambe
f: C — C nedwunucano ca f(z) = e* jecre koudopmuo na C, amu nuje ,,1-1” va C.

Hedbunnunuja 2.1. Obnactiu Qy u Qs cy xonpopmmo exsusareniine ako UOCWLOJU UPECAU-
kasare f € Hol(Q, ), xoje je ,1-1" u ,HA”. ¥ @Wom cayuajy, upecaurasare [ nazuea ce
Konpopmmru uzomoppuzam obaactiu 21 u 2o, 4 CKYU C6UT WAKSUT KOHPHOPMHUL U3OMOPPHU-
3ama obesestrcasa ce ca Isom(Qy, Q). Axo je Q0 = Qs = Q, onga ce Kongopmnu uzomopgpusam
HA3UBA KOHPOPMHU aytaomoppusam obracttiu ), a ckyd ogzosapajyhuxr aywomoppudama obe-
aeotcasa ce ca Aut(S).
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2.2. KOHOOPMHHU U30MOPOU3MU U AYTOMOPOU3MNU

Kaxko je mnBep3HO mpecimkaBame X0JI0MOPGHOT TIPeC/IMKaBamba Takohe XomoMopdHO, ciie-
mm ja, axko je f € Isom(Qy,Qy), onga je u f~1 € Isom(§2y, Q). Henocpesno ce gokasyje u ja
je Aut(Q) rpymna y osHOCy Ha ciiararmbe IpecJuKaBamba.

[TpumeTumo jorr j1a u3 jiecpurunmje KOHGOPMHOT U30MOPMU3MA HEIIOCPEIHO CJIETH CJIe]Ie-
he TBpheme: Ako je f € Isom(Qy,Qs), ongna je f'(z) # 0, 3a cBako z € O, 1j. f je KoHMDOPMHO
[IPECINKABAIHE.

Canenelia Teopema, y umjem ce moka3dy, Ha npumep y [74], kopucru u IIBapiosa jema,
jecre jeJlHa OJ1 HajeJIeETAaHTHUjUX U HAjBaXKHUJUX TeopeMa KOMIIJIEKCHE aHAJIU3e.

Teopema 2.2 (Pumanosa Teopema). Ceaka upociio tosesara obaactw 2 C C, waksa ga je
Q # C, xougopmmo je exsusanreniuing jeguruirom gucky U.

Hamomenumo 1a ce jeanocraBHO mOKa3yje Jjia TBphebe PuManoBe Teopeme HEje TATHO aKO
je @ =C.

Hemnocpena mocienumna PumanoBe Teopeme jecte cienehe tBpheme: Ako cy 2y m
npocro nosesane obnactu 'y C, rakse ma je 1 # C u Qy # C, onya je ckyn Isom(€y, Q)
HEeIpa3aH.

O mocebroOr MHTEpeca jecre na ce onuie ckyn Aut(U), a nqa 6ucmo To yunHmIM 10TPEGHO
je la yBesieMo jeJTHO TpecymKaBame u npuMennMo IlIBaprioBy semy.

Hedununuja 2.2. Hexa je o € U. IIpecaurasare ¢, : C — C gedurnuwemo na caegehu
HAYUH:

z+ «
%(z):wraz'

Hamnomena 2.2. [louekag je 1020gH0 KOPUCTIUTU UPECAUKABAHE Y, U 30 & = 1 (sugettiu
weopemy 2.4, weopemy 2.13, weopemy 3.14, weopemy 3.15 u weopemy 3.17). Taga, o
gepuruyuju yaumamo ga je p1(z) =1, 3a ceaxo z € C.
IIponosunuja 2.3. Heka je o € U. Taga saorcu:

a) @o je xoromoppro na C\{—1/a};

6) Po je ,1-17u ,HA” na C;

6) Ya' = p-a;

2) po apecauxasa T na T;

9) o € Aut(U);

i i aocebro ¢l (0) =1—|a* u ¢ (—a) = 1
(1+az)?’ “ ¢ 1—|a?’

D) ¥ulz) =
Cuevyujaaro, axo je o € (—1,1), onga sastcu u:

e) po je ctapozo pactuiyha na (—1,1);

a—1r o—+r

26) @all—r,1]) = [pa(—1), pa(r)] = [

T 1_‘_0”}, 3a ceaxo r € [0,1).
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2.2. KOHOOPMHHU U30MOPOU3MU U AYTOMOPOU3MNU

Jlokas. Jlenosu a), 6) u B) J0Ka3yjy ce Henocpeano. Jla 6ucMo J0Ka3asu Jeo T), IPeTIocTa-
BuMo a je z € T. Taga nocroju t € R, Takso ga je z = €' u Baxkn

. et 1 o |6it+a|
[pale)] 1 + aeit le=it + @l ’
Kao 1 . | . |
1y €T —a et —af
’(pa (6 )| - 1 _aeit - \e‘it _a| - 17

1j. @a(T) C T u ¢ (T) C T. Oryna je po(T) = T.

a 6ucmo mokazasu Jeo 1), IPUMETHMO Ja HA OCHOBY JeJia T') U IPUHIUIIA MAKCAMYMa,
mogyna Baxu p,(U) C Un o} (U) C U. Oryza je ¢, (U) = U.

Jegnakoctu y neny ) mobujajy ce HemocpeIHUM M3padyHABAHEM.

1—|al?
Heo e) cienn u3 uumenune ga je ¢l (r) = (1+—’|)2 > 0, 3a cBako z € (—1,1).
ax

Jleo ) HEmoCpeHO CeIu U3 Jiesa e). O

IIponozunmja 2.4. Pynxuyuja f aputaga Aut(U) axo u camo axo toctwojet € R u a € U
wakeu ga je f(z) = e'py(z), 3a ceaxo z € U.

Jloxas. Tlpernocrasumo jaa nocroje t € R u a € U Taxsu ja je f(z) = e'p,(z). Tana, na
ocHOBy mpomosunje 2.3, ciaeau ga je f € Aut(U).

Heka je f € Aut(U) npoussospro u Heka je f(0) = a. eduHummmo npecinkaBame g Kao
g = ¢_s0f. Henocpemno ce nposepasa jia g € Aut(U) u 1a je g(0) = 0. Orynaje gt € Aut(U)
u Baxu g 1(0) = 0. [laxje, npeciukapamba ¢ 1 ¢ ' 3a/0Bo/baBajy npernocrapke IllBaprose
neme, ma je |g(z)| < |z| m |71 (2)| < |2, 3a cBako 2 € U. Heka je z € U npoussosbno. Tana,
g(z) € U u ma ocuoBy nperxoanor saxu |g~ ' (g(2))] < |g(2)|, 1j. |z] < |g(2)]. Haxme, kako

je lg(2)| < |2 m [g(2)] = |2], cnemm na je |g(2)| = |z]|. Oryna, ma ocnosy Illsapmose meme,
nocroju t € R Takso ma je g(z) = €'z, 1j. (¢p_, 0 f)(z) = ez. Komauno, u3 nocuemnme
jemnaxocru ciaemu f(z) = e'tpq(2), npu wemy je a = e *a. 0

Ha ocnoBy mnpomnosunuje 2.4 MOXKeMO 3aKJ/byUUTHU JIa MIPECTUKABALE UUjy €r3UCTEHIIN]Y
yTBphyje Teopema 2.2 He Mopa 6utH jeauHCTBeHO. WNak, y3 HEKe J0/aTHE MPETIIOCTAaBKe TO
Ipec/inKaBambe jecte jequHcTBeHo. lIpenusnuje, Baxku ciesieha mporno3uiuja.

IIponosunuja 2.5. Hexa je Q2 C C upocttio wosesarna obaacti wakxsa ga je 2 # C u nexa je

wo € Q durxcuparno. Taga Goctoju jegunciiseno x € Isom($2, U) warso ga sastcu x(wy) = 0
/

u X (wp) > 0.

Jloxas. Heka je f € Isom((2, U) npousBosbHO u Heka je npeciukasaie g : () — U nedunucano
ca g(w) = ©_fwy © f- Tama je g € Isom(Q2,U) u Baxku g(wy) = 0. Hdakse, npeciuxapame
x : 2 = U moxxemo nedunucarn ca x(w) = e~ 289 (w0) g(q),

[Tpermocrasumo ja 3a x; € Isom(Q2, U) Takohe Baxku xi(wp) = 0 u xj(wy) > 0. Tana
x10x ' € Aut(U) u Baxku (x; o x ')(0) = 0. Oryna, na ocuoy IlIBapuose jeme, 106ujaMo
na nocroju t € R TakBo ma 3a ceako z € U Baxku (x1 0 X 1)(2) = €z, omnocHo na 3a cBaxo
w € Q Baxu x1(w) = ex(w). Kako je x'(wp) > 0 u xj(we) > 0, cnemu na je e = 1, Tj.
x1(w) = x(w), 3a cBako w € €. ]

Caene npumepu KoHMOPMHIX n30Mopdu3ama Koje hemo 4ecTo KOpUCTUTH IPUIMKOM hop-
MyJIMCaba U JOKA3WBaMha IVIABHUX DE3YJITATa MPEICTAB/LEHUX Yy OBOj Jucepranuju (BumeTn
rinase 3 u 4).

25



2.2. KOHOOPMHHU U30MOPOU3MU U AYTOMOPOU3MNU

ITpumep 2.1 (IlpecimkaBame koje npunaza Isom(K, U)). Hexa je apecaurasare 1 geduru-

z; T Taga je 1 € Isom(K, U).

caro ca P(z) =

Y HacTaBKy TEKCTa ca ) obesiexkaBahemMo mpec/imkaBambe JeuHucano y npumepy 2.1.

IIpumep 2.2 (IIpeciaukaBama koja npunaaajy Isom(U, K)).

1
a) Hexa je k = ~t. Taga je k € Isom(U,K). Taxohe, 3a ceaxo z € U sascu k(z) = . + -
—z
b1

6) He%acybEK,a:w(b)—b+1

u Ky = Ko p,. Taga je kp € Isom(U, K) u ry(0) = b.
V HacTaBKY TEKCTa ca K U Ky obesiexkaBaheMo mpeciinkaBama JeduHUCaAHa y IpuMepy 2.2.
IIpumep 2.3 (IIpecimkaBame koje npunajga Isom(S, U)). Hexa je upecaurasare ¢ gedunu-
cano ca p(z) = tg (%z) Taga je ¢ € Isom(S,U).
Y HacTtaBKy TeKcTa ca ¢ obesexkaBahemo mpecinKaBambe H1eUHUCAHO y TTpUMepy 2.3.

IIpumep 2.4 (IlpeciaukaBama koja npunagajy Isom(U,S)).

a) Hexa je ¢ = ¢~ 1. Taga je ¢ € Isom(U,S). Taxohe, axo je

[ ] ¢1(Z) = ’iZ,
i ¢2(2) = 11—27

o ¢3(z) = log z, zge je log pezysapra zpana aozaputima gepunucana na K u ogpehena
yeaosom logl =0 u

o y(2) = —igz,
s

onga je ¢ = pgopzopoopy. Ilpumetiumo ga je oo = Kk (6ugetiu apumep 2.2) u ¢(0) = 0.

b
6)H@mcybES,azww):tgizu¢b:¢o¢m Taga je ¢ € Isom(U,S) u ¢y(0) = b.

Y HacTaBKy TEKCTa ca ¢ u ¢, obesexkapahemo npecimkaBama Jiepuaucana y npumepy 2.4.

IIpumep 2.5 (IlpecaukaBame koje npunana Isom(P, U)). Hexa je upecaukasare § geduru-

cano ca §(z) =+/z, 2ge je \/- pezyaapna zpana xopena gedunucana na P u ogpehena ycaosom

V1 =1. Taga je ¢ € Isom(P,K). anwe, nexa je w = 1 os. Taga je w € Isom(P,U) u 3a
R

RVZESN

Y HacTaBKy TeKcTa ca w obesexkapahemo mpecinKaBame JTeUHUCAHO y TpUMeEpY 2.5.

cearo z € P sasicu w(z)

b—1
IIponosunmja 2.6. Hexa cy b € (0,+0), a = D1 U Kp UPECAUKABAHE GEPUHUCAHO Y

apumepy 2.2. Taga je

a) Ky cpozo pacwiyha na (—1,1);
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2.3. HEKA YOIIIITERKA IIIBAPI[OBE JIEME

6) wp([=7,7]) = [R(=7), k()] =
rel0,1).

1+ pa(=1) 1+g0a(r)] _ [1—7" L+r

, , b|, 3a ceaxo
L —pa(—=7)" 1= pu(r) 1+7r ' 1—7r

Jloxas. Henocpeno ce mposepasa na yHKIWMja Ky, npeciaukasa (—1,1) va (0, +00). Kaxko 3a
cBako t € (—1,1) Baxu ry(t) > 0, cream a). eo 6) HemocpenHo cirenu U3 gesa a). O

b
IIponosunmja 2.7. Hexa cy b € (—1,1), a = tgz7r u ¢p uUpecaurasarbe gehuHUCAHO Y
apumepy 2.4. Taga je

a) ¢, c@pozo pactuyha wa (—1,1);

6) op([—r,7]) = [do(—T), Pu(r)] = %arctg Ya(—T1), % arctg @.(r)|, 3a ceaxo r € [0,1).

Jlokas. Henocpenno ce npoepasa ja dbyHKImja ¢, npecaukasa (—1,1) na (—1,1). Kako 3a
cBako t € (—1,1) Baxu ¢j(t) > 0, caeam a). leo 6) HemocpesHO ciean U3 Aesa a). O

2.3 Heka yonmrema IlIBapimioBe Jjieme

Pasmorpumo caja apujanre [IBapriose jeme 3a f € Hol(U, U), npu uemy ne mMopa 6uru

£(0) = 0.
Hapenna teopema npunucyje ce Jluanenody (Bumern [12, crp. 193] u [41, crp. 32|).

Teopema 2.3. Hewxa je f € Hol(U,U) u |f(0)| = a. Taga 3a ceaxo z € U savrcu

|2 + 1£(0)]
(2.4) O snr e
0gHOCHO, gpyzavuje 3aUUCAHO,
(2.5) £ (2)] < @allz])-

Hejegnaxociu (2.5) jectie owiipa y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U woc@oju Pynrkyuja
(xoja 3asucu og z) f.; € Hol(U,U), @waxsa ga je fi,)(0) = a u fi.)(2) = ¢a(]2]).

Hamnomena 2.3. [Ipumetiumo ga je nejegnakoc a) y wWeopemu 2.1 cUeyujarar cayuaj He-
jegnaroctu (2.5) 3a a = 0.

[Ipe mero mro HaBeIEMO JTOKa3 TeopeMe 2.3, TOTOIHO je Jia (POPMYJIHIIIEMO jeJIHY JIEMY .

JIema 2.1. Hexa cy a,b € C @waxeu ga je |a| <1 u |b| < 1. Taga sasicu

a=b | _ llal ol
1—ab|~ 1—|allb|’
Zloxas. IIpumerumo m1a BazKu
a—b " (1—laP)(1—]bP)

1—

1—ab

11— ab]?
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2.3. HEKA YOIIIITERKA IIIBAPI[OBE JIEME

Oryna je
a—b | o (1 —al?) (1 —[0]?)
1—ab |1 —ab|?
Lo (=laP)(a—bP)
~ (1 — [allo])®
(el = o))’
(1 lallp])*

O

Aoxas weopeme 2.3. Hexa je F' = p_jq)yo f. Tana je F € Hol(U,U) u F(0) = 0. Ha ocrosy
[IIBapiioBe Jeme ciemqu

[F(2)] <,
Tj.
) G -S|
L= fO)f()|
JIOK Ha OCHOBY JieMe 2.1 Baxku
£ (2)] = [£(0)] f(z) = f(0)
2D LN S 1 - 7|

Konauno, u3 (2.6) u (2.7) caemu (2.4).
Jokazkumo cajia ja je HejemHakocT (2.5) omrpa y HpeTX0oIHO HABEJIEHOM CMUCIIY.
Axo je z # 0 gebunmmmmo byuxuujy fi) : U — U na crenehn nauumn:

f[z](C) = @a(e_iargZO'

Hemnocpenno ce nokazyje na fi.; € Hol(U, U), xao u na Baxu f1.1(0) = a. Takobe, 3a dynkimjy
f1z) BaxKH

fia(2) = pa(€7"™8%2) = pa(2]).
Axo je z = 0, oHZIa TPUBUjATHO CJI/IH Ja je HejenHakocT (2.5) omrpa y HaBeJEeHOM CMUCITY.

]
Hagenumo caza jour jexuo npodumeme IBapiose geme (Bugeru [65],[41, crp. 60]).
Teopema 2.4. Hexa je f € Hol(U,U) wakea ga je
1° f(0)=0u
2° | (0)| = ¢, apu wemy je ¢ < 1.

Taga, 3a ceaxo z € U saorcu
(2.8) £ (2)] < |2

0gHOCHO, gpyzavuje 3aUUCAHO,

(2.9) [F ()] < 2] - pe(l2])-

Hejegnarocu (2.9) jectie owitipa y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U woc@oju Pynryuja
(woja sasucu og ) fi; € Hol(U, U), maxaa ga je fi(0) = 0, £,(0) = ¢ u|fiy (=) = |2l-pe(l2]).

|2+ 1/(0)]
ISV OIIED
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2.4. IIBAPI] - INKOBA JIEMA

Hamomena 2.4. Umajyhu y eugy weopemy 2.1, ycaos ¢ < 1 y 2° jecitie upupogar u HeouUxro-
gaH.

Hanowmena 2.5. [Ipumetiumo ga je nejegnaxocii a) y weopemu 2.1 cleyujarar cay4aj He-
jegnakxoctiu (2.9), 3a ¢ = 1.

/loxasz weopeme 2.4. Heka je

z
1(0), z=0.

Kao un y nokasy IllpaprioBe jieme mokasyje ce ma je dyuknuja g xosomopdua Ha U. C apyre

crpane, npumenoM IlIBapriose seme Ha dynkiujy f, modbujamo jga 3a cBako z € U Baxku

l9(2)| < 1. TIpu Tome, axo je |g(z)| = 1, 3a nexo z € U, onga je f(z) = ¢z, 3a crako z € U

u Hejerakoct (2.8) rpuBujasno Baxku. Axo je |g(z)| < 1, onga je g € Hol(U, U) u, rana, Ha

bYHKII]Y ¢ MOXKEMO TPUMEHUTH Teopemy 2.3. 3aucra, y TOM ciiy4ajy 3a cBako z € U Baxku

|2+ 19(0)]
L+ g(O)]=]

f(z)
9(2)2{ - 270

(2.10) l9(2)] <

13 (2.10) menocpenno crenu (2.8).
Hokaxkumo cajia ja je Hejennakoct (2.9) omrpa y HABEJIEHOM CMUCILY.
Axo je z # 0, nedurnmumo bynknujy fi) : U — U na crenehn maumm:

J2(Q) = ¢ pe(e™"85().

Hemnocpesuo ce nokasyje na fi.; € Hol(U, U), kao u na Baxu f)(0) =0 u f[’z](O) = c¢. Takobe,
3a byHKIUjy f[,) BaxKu

[fia(2)] = |2 pele™ ™ %2)| = 2] - pe(|2]).

Axo je z = 0, oHZIa TPUBUjATHO CJI6/TH Ja je HejenHakocT (2.9) omrpa y HaBeJEHOM CMUCITY.
[

2.4 IIIBapig - IIukoBa jema

Hajsehu neo mznarama y 0BOj U y Hape/iHE JIBE CEKIUje HAIMCAH je KOMOMHOBAHEM MaTe-
pujasa koju ce moxke Hahu y kmurama [3], [41] u [59] u moce6uo y pamy [9].

Heka je f € Hol(U, U), z € U npousBosbrO u HeKa je dbyHKmnja F' nedunncana Ha ciaenehn
HAQYUH:

F= P—f(z) © f C Pz
Hemnocpenno ce nipoeepasa ga je F' € Hol(U,U) u F(0) = 0, na dyuknuja F 3a10B0/baBa
npernocraske [IIBapiose seme. OTyna je

(2.11) |F(¢)] < [¢], 3acBako (€U,

n
IF'(0)] < 1.

Axo je w € U, onga je ¢_.(w) € U n uz (2.11) caemn |F(p_.(w))| < |¢—.(w)|, omrocHo Ha
OCHOBY JlebuHUITM]e TTpecInKaBama F' mobujamo

o s (f(w))] < o2 (w)],
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2.4. IIBAPI] - INKOBA JIEMA

Tj.
(2.12) flw) = J&) | ‘ o

1= f(z)f(w)| |L—2w
Axo je z # w, onya je (2.12) ekBUBaJEHTHO ca
013 )= 110 =T
Vaumajyhu i}l_rg y Hejepnakoctu (2.13) mobujamo

|f/(2)’ < 1- |f(2)|2

OJITHOCHO
o IO

L—[f(z)] = 1=z

Oryna, umajyhu y BuLy ycjoBe 1oj KojuMma ce y HejeqHakoctuma nckazanuMm y IlIBapiiosoj
JIEMU JIOCTH2KE jEJTHAKOCT, IIPETXOHUM pa3MaTpambiMa JOKa3aau CMOo ciejehy TeopeMy.

Teopema 2.5 (IlIsapi - ITukosa nema). Heka je f € Hol(U,U). Taga sastcu

a) f(w)_—f(z) < ‘ v __Z , 3a ceako z,w € U;
LT )| S [Tz
F(2)] < L 3a ceaxo z € U.

VTR ST

IIpu @ome, axo je f € Aut(U), onga y a) jegnarxoci saosrcu 3a cearo z,w € U, a y 6)
jegrnakxociti sastcu 3a ceaxo z € U. Obpawno, axo y a), 3a nexe z,w € U, sastcu jegnarocit
uau axo y 6), 3a nexo z € U, saocu jegnaroct, onga je f € Aut(U).

[Tpema [10], rope HaBemeHy ujiejy KOMIOHOBaba IpecankaBama koje npunaia Hol(U, U),
ca npecyukaBambuMa Koja npunaiajy Aut(U) cmomenyo je Kapareomopu y Beh momenyTom
pazay [15] uz 1912. rommue. Takobe, mpema MCTOM U3BOPY, HPBH EKCIUIAIUTAH 3AIUC HEje-
nHakoctu (2.12) mojasibyje ce y pauy [28] I'. ZKyumje (Gaston Maurice Julia, 1893 - 1978)
n3 1918. romune. Teopema 2.5 je cBoje yobumuajeno ume, IIBapi-IlukoBa jgema, mobuiaa mo
paxy [70] T'. ITuka (Georg Alexander Pick, 1859 - 1942) wu3 1915. rommme. Y TOM pajy
ayTOp eKCILIMIIUTHO He 3ammcyje Hejegpnakoctu (2.12) u (2.14), seh nume ma npecivkaBama
koja npunajajy Hol(U,U) me nosehaBajy XunepboMyKo pacrojare Ha jeIUHUYIHOM JIUCKY.
O Tome he y 0BOj JamcepTalnuju BUIlle pedu OUTH y HAPEIHO] ceknuju, a Be3a [loenkapeosor
JIUCK MOJIeJIa XUIepOOInIKe paBHU ca OBOM TeopujoM Oumhe jeTajbHO pa3MOTpPEHa Y IJIaBH D.
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2.5. XUINEPBOJINYKA METPUKA HA JEJJUHHWYHOM JIUCKY

2.5 Xwunepbojgmyka MeTPpuUKa HA je [MHUYIHOM JINCKY

[To necdunuUju, XUTIEPOOTMYKA METPUKA HA JeJIMHUIHOM JIUCKY jecte py(z)|dz|, mpu uemy
1— |z
JINYKa TYCTUHA HA jEJIMHUYHOM JIUCKY. XUIEPOOINYKA METPUKA WHIAYKYje XUIEePOOJIHIKY
nyxuny C! xpuse', xoja npunaga U, na cinenehn mauun: Axo je v : [0,1] — U jeana C!
KpPWBa, OHJIA je IeHa xunepbosmdka jryxkuHa (y(y) no JedrHUImjn jeTHaKa

(2.15) /pU(z)uzy.

je z € Uwm py(z) = [Tpu rome, dyukujy py : U — (0, +00) Ha3uBamo xumnepbo-

Konauno, ako cy z1, 20 € U, onzga je ca

(2.16) dy(z1,22) = i{{lf/pU(z)|dz|,

Y

npu yemy ce uHbumyM yzuma no ceum C! kpusum 7 : [0, 1] — U 4uje cy Kpajibe Tauke z; u
29, nedunncana dyuknuja vHa U x U, 3a kojy hemo nokazaru (Bugeru teopemy 2.10) na je
pactojame Ha U. To pacrojarse Ha3uBaMO XUIEPOOJUIKO PACTOjAIHE.

ITpe Hero mro mokaxkemo ja je ca (2.16) 3aumcra nedunmucano jemno pacrojame Ha U,
HaBelneMo HEKOJIMKO TeopeMa, JieMa U JedUuHUInja KOoje Cy OJ IHUper 3Hadaja.

Teopema 2.6 (IIIsapi-Ilukosa sema y Tepmunnma xunepbosnake merpuke Ha U). Heka je

f € Hol(U,U). Taga eascu
a) pu(f(2)If'(2)] < pu(2), 3a cearo z € U;
6) tu(f o) < fu(y), 3a ceany C* wpusy 7 : [0,1] = U;
6) du(f(21), f(22)) < du(z1, 22), 3a cearo 21, 2 € U.

Cueyujanno, axo je f € Aut(U), onga y a), 6) u 8) sasrce jegnarxocimu. Obpadiro, ako y a)
3a nexo z € U saorcu jegnaroct, onga je f € Aut(U).

Zloxkas.
a) Cioienm qupexktHo n3 IIBapr-ITukose seme (Teopeme 2.5).
6) Ha ocnosy nedununuje xunepbomnuke myxxuue C1 kpuse v : [0,1] — U u gena a) Baxkn

to(for) = /f pu(w)]duv]
ou(F NI o) ()]t

1

pu(f(yODIf (@)1 (B)]dt
pu(f () (2)]]d]

I
—

< [ pu(2)]dz]

(7)-

*3a moruBanujy u Be3y ca [loeHKapeoBUM MMCK MOJEJIOM XUIIEPOOINIKE reOMeTPHje BUIETHU TJIABY D.
fOmmrruje xpuse koja je meo mo meo CL.

I
~
a
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2.5. XUINEPBOJINYKA METPUKA HA JEJJUHHWYHOM JIUCKY

B) Heka cy 21, 29 € U npoussosbuu. Taza je
(2.17) dy(f(z1), f(z2)) = irrlf&U(F),

npu yemy ce uadumym yzuma 1o ceuM C' kpusum T : [0, 1] — U, taxsum ga je T'(0) = f(z1)
u ['(1) = f(29). Kako je ckyn

{For]7:[0,1] = U je C" xpusa, 1(0) = 2 1 4(1) = 2}
HOJICKYTI CKYyTIa
{T'|T:[0,1] = U je C* xpusa, I'(0) = f(z1) m I'(1) = f(z2)},
clienu Ja je

(2.18) inf fy(T") < infly(f 0 7),
Y

npu Yemy ce nHPUMYM ¢ JieBe cTpane Hejeanakoctu ysuma no ceum C! kpusum I : [0, 1] — U,
takBuM 112 je I'(0) = f(z1) u I'(1) = f(22), a undumym c JecHe cTpane HejeJHAKOCTH y3UMa
no ceum C! kpusum 7 : [0, 1] — U, raksum ga je ¥(0) = 2, u (1) = z5. Oryza, Ha ocHOBY
(2.17), (2.18) u mesa 6) coienn

du(f(21), f(22)) < du(z1, 22).

Hexka je f € Aut(U). Tazma na ocroBy Teopeme 2.5 y a) u 6) Baxke jemnakoctu. Taxobe,
kako je Taga f~1 € Hol(U,U), Ha OCHOBY JIOKAQ3aHOT y JIeJly B), BasKK

dy(21, 20) = du(f 7 (f(21)), FTH(f(22))) < du(f(21), f(22))-
Oryna, ako je f € Aut(U), onma u y Jesry B) BaKu jeTHAKOCT.
O6patHo, ako y a) 3a Heko z € U Baxu jemnakocr, ouga je f € Aut(U), ma ocuoBy
Teopeme 2.5 [
Hedbununnmja 2.3. Oynxuyujy oy : U x U — [0, +00) gedunuwemo ca

Z9 — 21

du(z1, 22) = |@—z (22)| =

1— Z122
Teopema 2.7. Hexa je f € Hol(U,U). Taga, 3a ceaxo z1,zo € U gaorcu

(2.19) du(f(21), f(22)) < du(21, z2).

Cueyujanno, axo je f € Aut(U), onga y (2.19) saoicu jegnaxocwu. Obpatuno, akxo y (2.19) 3a
nexe z1, zo € U saorcu jegnaxoct, onga f € Aut(U).

/loxas. Tepheme HemocpeaHo ciean u3 aeduHuImje QyHKImje oy 1 Teopeme 2.5. Il

|21] + | 22

JIema 2.2. Heka cy z1,2z € U. Taga je dy(z1, 22) < .
1+ |z1][22]
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2.5. XUINEPBOJINYKA METPUKA HA JEJJUHHWYHOM JIUCKY

Jlokas. Kako je dy(z1,22) = |¢_s, (22)], Te kako je ¢_,, € Hol(U,U) u |¢_,,(0)] = |2|, na
OCHOBY TeopeMme 2.3 cjien
2] + [ 2]

()] < 2L
|(20 1( 2)| A 1+|21||22|

Tj.
21| + |22]

ou(z1, 22) < )
v S Tl

Teopema 2.8. Qynxuyuja dy jecie pactwojaroe na U.
/loxas. Hemnocpesiao ce mokasyje:
1° 6y(z1, 22) = 0, 3a cBako 21, 29 € U.
2° 0y(z1,22) = 0 ako u camMo ako z; = 2.
3° dy(z1, 22) = du(29, 21), 3a cBaKoO 21,20 € U.
[ToTpebHo je jorn mokasaru:
4° dy(z1, 23) < Ou(z1, 22) + du(22, 23), 3a cBaKO 21, 29, 23 € U.

Heka cy 21, 29, 23 € U npousBosbau. Ha ocHoBy Teopeme 2.7 u jieme 2.2 BaxKu

6U<21723> = 5{[}(()0,22(21)7907@(23)) < |90—22(Zl)| + |90—z2<z3)|

T 1+ oy (21) |-y (23)]
du(z1, 22) + 0u(22, 23)
= < Oyl(z1, 22) + Oyl 29, 23),
1+5U(21722)5U(22,Z3) U( ! 2) U( ? 3)

IITO IIPeJICTaB/ba J0Ka3 CBOjcTBA 4°. 0
Hanmomena 2.6. Pactiojare oy Ha3u8amo UceyJorutiepborsusko pactiojarye.
Jlema 2.3. Hexa je 7y : [a,b] — U apoussonna C* xpuea, a = Rey u 3 =Im~. Taga easicu
b b
/ 2|7’(t)||2dt 5 / 2a'(t)))2dt ~log (1 +a(b) 1-— a(a))‘

1— [v(¢) 1— (aft 1—a(b) 1+ afa)

a a

Jlokas. Kako 3a cBaxo t € [a, b] Baxku

O] =/ (a®)* + (B®)* > la(t)]

Y (6)] = (@®) + (3®)° > la'(#)] > ),

cyiesu J1a 3a cBaKko t € [a, b] Baxwn

YOl ) )
L—h(®F = 1-]a®)?  1-(af)?*
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2.5. XUINEPBOJINYKA METPUKA HA JEJJUHHWYHOM JIUCKY

Oryna mobujamo

b () b a0(1)
/a L™ 7 / T ()™

Teopema 2.9. Hexa cy 21,22 € U. Taga je

1 + (5[[}(2’1, 22)

2.2 d =1 .
( 0) U(zla 22) og 1 — 5{[](21, 22)

Jlokas. Ako je z; = zo, ouja jeauaxoct (2.20) rpusujasno Baxku. Heka cy 21 u 2o pa3indure u
nexa je dbynxuuja f nedunncana ca f(z) = e "¥8¢-212)p_ (2). Taga f € Aut(U), f(z1) =0
u f(z2) = |¢—»(22)|. Oryna, vHa ocHOBY Teopeme 2.6, Baxku dy(z1,22) = dy(0, |p—, (22)]).
Hame, Heka je 1 = r(z1, 29) = |p_.,(22)| n Heka je 7 : [0,1] — U npoussosmsua C! kpusa, Taksa
na je v(0) =0 u y(1) = r. Ha ocroBy nedununmje {y(7y) u geme 2.3 Baku

! 2|19/ (t)] 147
12 = ——dt >1 )
)= [ Tt > e

Oryna, ¢ o63upom Ha gedununujy dy, H100UjaMo

1
(2.21) dy(0, ) = inf (1) > log - + :
: -

npu yemy ce undumym yzuma no ceum C! kpusum v : [0,1] — U, Taksum ga je v(0) = 0
u y(1) = r. Hame, uexa je v : [0,1] — U nedunucana ca vy(t) = rt. Tazna je v(0) = 0,
Yo(1) =ru

IL+r
—r
Konauno, kako je 1 = |¢_,, (22)| = dy(z1, 22), w3 (2.21) u (2.22) caenn (2.20). O

ITocnemumna 2.1. Hexa je f € Hol(U,U). Axo 3a mexe 21,29 € U saorcu

du(f(21), f(22)) = du(z1, 22),
onga je f € Aut(U).

Jlokas. Ha ocuoBy Teopeme 2.9 Baxu 0y(f(21), f(22)) = du(21, 22). OTyna, Ha OCHOBY Teope-
me 2.7, caenu na je f € Aut (U). O

[IpumeTnMmo ja Ha OCHOBY jJ0Ka3a TeopeMme 2.9, cienu na ce y nedunuimju pyHkimje dy,
naroj Ha crpanu 31, nnduMyM MOKe 3aMEHUTH MUHUMYMOM. 3aucCTa, HEKa cy 21,2y € U
IPOU3BOJBHY ¥ PA3JINIUTU U HeKa cy f, 7 = r(21, 22) U Y AedUHUCAHE KAO Y JIOKA3y TEOpeMe
2.9. Taza je

dy(z1, 22) = Lu(ve) = Lu(f ' 0 0)-
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2.6. XHIIEPBEOJINYKA METPUKA HA IIPOCTO IIOBE3AHOJ OBJIACTH 1
HIBAPII-ITUKOBA JIEMA 3A ITIPOCTO IIOBE3AHE OBJIACTH

Kpajme Tauxe kpuse f~! o7y jecy 21 U 2, U Tpar Te KpUBe Ha3WBa Ce€ 2€0§€3UjCKa AUHUJA
y U 4gmje cy Kpajmbe Tauke 2; U 2o. Kako je Tpar KpuBe 7y eyKIUJICKA JIy2K YHUje CY KPajibe
tauke ) 1 r, Te KAKO je eyKJIMJCKA IIpaBa ojpeheHa TUM TadkaMa opToroHajHa na T m Kako
je f~1 € Aut(U), cinequ ja je Tpar xpuse ! oy Kpy>KHE JIyK KOjH je JIe0 eyKJIUJICKOT Kpyra
k oproronannor na T. Kpyr k jecre jenmnosnado ojipeheru Kpyr KOju CaJpKU TadyKe 2; U 2o
1 opToroHaJsaH je Ha T.

Teopema 2.10. Pynxyuja dy jectie pactiojaree wa U.
/loxas. Ha ocnoBy Teopeme 2.9 u TeopeMe 2.8 HEOCPETHO CJEIIN:
1° dy(z1, 22) = 0, 3a cBako z1, 2o € U.
2° dy(z1,29) = 0 aKO u camMo aKko z; = 2s.
3° dy(z1, 22) = dy(z9, 21), 3a cBaKo z1, 25 € U.
[ToTpebHo je jorn mokasaru:
4° dy(z1, z3) < dy(z1, 22) + dy(z2, 23), 3a cBaKO 21, 29, 23 € U.

Y ToM mmIby, HEKa Cy 21, 22,23 € U mpomsBosbHu. Ha ocHoBy Teopeme 2.9, mejemnaxocT
dy(z1, z3) < dy(z1, 22) + dy(22, 23) eKBuBaJIeHTHA je ca

]_ —I—(SU(Zl,Zg) l 1 +(SU(21,22) +10g 1 +5U(Z27Z3)

log — — "% L og — 72 =
51— ou(z1, 23) 81— du(z1, 22) 1 — dy(22, 23)

OJHOCHO Ca

(2.23) log

1 + (5[[)(21, 23) < 10 (1 + (5]1}(21, 22) ) 1 + 5{[}(22, Z3)>
1—6y(z1,23) 1—0y(z1,22) 1—0y(22,23)/)

Konauno, HENOCpeIHO ce MpoBepaBa Jia je HejeHakocT (2.23) eKBUBAJIEHTHA ca

ou(z1, 22) + 0u(2e, 23)
2.24 ou(z1, 23) < ,
( ) U( ! 3) 1 +5U(Zl,22)(5{g(22,2’3)

a HejenmHakocT (2.24) jecTe TauHa Ha OCHOBY JIOKasa Teopeme 2.8. O

2.6 XwunepboJnYKa MeTPUKAa Ha IMPOCTO IMOBE3aHO]
obsiactu u IlIBapn-IlukoBa jiema 3a mpocTo
moBe3aHe obJiacTu

Heka je 2 C C mpocro nosesana obsact pazmuaura on C u f € Isom(Q2, U). Xwumep6o-
JIMYKa MeTpuka Ha () nedwununire ce Ha ciaeaehn HaUMH:

pa(2)ldz] = pu(f ()| (2)]d2].

Ha ocaoBy Pumanose teopeme (Tteopema 2.2) ciemau ga je ckyn Isom(€2, U) menpasan, 10K Ha
ocuoBy IIsapir-ITukose jieme (Teopema 2.5) cienu j1a je pedpuHUnUja XUTEPOOJIUIKE METPUKE
Ha () KOpeKTHa, Tj. Jia He 3aBucu oj] u3bopa dyukuuje f. 3aucra, Heka cy fi, fo € Isom($2, U).
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2.6. XUIIEPEOJINYKA METPUKA HA IIPOCTO IIOBE3AHOJ OBJIACTH U

HIIBAPII-IINKOBA JIEMA 3A IIPOCTO IIOBE3AHE OBJIACTU

Tama je g = foo f;' € Aut(U) u na ocnosy IlIsapn-Ilukose jeme 3a cBako w € U Baxkn
lgw) 1

L=|g(w)? 1wl

> Otyza, 3a ceako z € U Baxn

i ()]
L-[AGRIP 1=]R)

Tj.
pulfl)Ifi(2)dz] = pu(fa(2))|f2(2)]]dz].

Oyukimja po : 2 — (0,400) HasuBa ce xunepbonauuka rycruna Ha ). CamdHO Kao y
CIy4ajy jeIMHUIHOD JIMCKa, XUIEepOOoIndKa MeTPUKa Ha {2 MHIAYKYje XUIepPOOIUIKY 1y KIHY
C' xpuse y Q (obenexkapa ce ca fg) 1 xunepboImdKko pacTojame Ha §) (obenexana ce ca dg).

Ha ocuoBy naBejienor, mpocro noesany obsact 2 C C, koja je pazmmuanta ox C, HazuBamo
TUTEPOONUNKU GOMEN.

Y HacTaBKy HABOJMMO IPUMEPE XUMEPOOTUYKUX JOMEHA M XUMEPOOJMIKUX T'yCTHHA Ha
BUMa.

ITpumep 2.6 (XunepGosumuka rycruna wa mucky U,.). Hexa je r € (0,400) u neka je upe-

z
caukasare f: U, — U gedpunucaro ca f(z) = —. Taga, 3a z € U, sastcu
r

) = oS ) =

IIpumep 2.7 (Xunepbosmuka rycruna wa nonypasuu K). Heka je ¢ € Isom(K, U) apecau-
kasare gepunucano y apumepy 2.1. Taga, za z € K sasrcu

o) = pu(V() ()] = =

"~ Rez’

ITpumep 2.8 (Xunepbosmuka rycruna Ha mnojacy S). Hexa je ¢ € Isom(S,U) apecaurasarve
gepunucaro y upumepy 2.3. Taga, 3a z € S sascu

1
2 Cos <g Re z)

[

ps(2) = pulp(2))]e'(2)] =

Careneha nporo3uiiuja gaje HaM THTEPECAHTHY Be3y u3Mely eyKIIHACKOT U XUIePOOTNIKOT
pacrojarba Ha mojacy S. Harmacumo 1a je oBa mpomnosuiuja KJbydHA 3a jeJaH O] BaXKHUX
pesyJTara IpUKa3aHuX y OBOj Jucepramuju (Bugern teopemy 4.6).

ITpono3sunumja 2.8. 3a ceakxo z1, 29 € S 6aswcu

(225) dg(Zl,ZQ) 2 de(zl,ZQ).

ro| 3

Axo cy z1 u zy wucwo umazunaphy bpojesu, onga y (2.25) easrcu jegHaroc.

0
/oxas. Kako 3a cBako z € S Baxku 0 < cos (5 Re z) < 1, cenm 1a 3a CBaKo z € S BaXKu U

(2.26) ps(z) =

NS
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2.6. XHIIEPBEOJINYKA METPUKA HA IIPOCTO IIOBE3AHOJ OBJIACTH 1
HIBAPII-ITUKOBA JIEMA 3A ITIPOCTO IIOBE3AHE OBJIACTH

Hexka je v nmpoussosbha C! xpusa y S umje cy kpajise Tauke 2 u 29. U3 (2.26) ciequ

(2.27) /7 2)|dz| > /|dz|

Hpyrum peumma, XunepbonydKa JyKUHa KPUBE 7y HUje Marmba O] IPOU3BO/Ia KOHCTAHTE 5 u

eyKJIUJICKe JTyzKuHe Kpuse 7. Kako eykinucka mykuHa Kpuse 7 HEje Mamba o de(21, 22), HA
OCHOBY HejegHakocTu (2.27) pobujamo

de(21, 22).

l\£>|>l

(2.28) / s(2)|dz| =

Vaumajyhu na jeoj crpanu nejepnaxoctu (2.28) undumym 1o ceum C! kpusum v y S uuje
Cy Kpajibe TadKe 21 U 2y, JI00HjaMo

(2.29) ds(z1, 22) >

N

de(21,22).

Heka cy 41,7, € R npoussobnu u mexa je C! kpusa 7y : [0,1] — S nedunucana ca
Yo(t) = iy1 + i(y2 — y1)t. Tazga je

/ ps(2)[d] > ds (i, i)
Yo

T
/ po(ldz] = Tl — vl = Tde(ivn, i),
Y0 2

na Ha ocHOBY (2.29) Baxku ds(iy,iy2) = gde(iyl, iY2). O
IIpumep 2.9 (XunepGosamuka MmeTpuka Ha 3acedeHoj pasau P). Hexa je w € Isom(P,U)
upecaurasarse gedunucano y upumepy 2.5. Taga, 3a z € P sasrcu

1
2|v/z| Re+/z’

apu wemy je ca /- obenescena pezyaapra zpana xopena gedunucara na P u ogpehena ycaosom
V1=1.

pe(2) = pu(w(2))lw'(2)] =

VY cKIajly ca yBeJIeHUM MOjMOBUMa xurnepbosmakor gomena y C n xumepbonike MeTpuke
Ha IeMY, TeopeMa 2.6, Kao U HmeHe TOCTeINIe, MMajy CBOje IPUPOIHE TeHepaTN3alldje.

Teopema 2.11 (IIIsapi-Tlukosa jema 3a npocro mnoeesane obsiactu). Hekxa cy Qq,Qy C C
zutepbosuury gomernu u f € Hol(21,Qs). Taga sasrcu

@) pa, (F(2)IF'(2)] < pay(2), sa ceano 2 € Qy;

6) lo,(f o) <lo,(v), sa ceary C xpusy v : [0,1] — Q;
6) da,(f(21), f(22)) < da,(z1,22), 3a ceaxo 21,29 € .

Cuaeyujanno, axo je f € Isom(,Qs), onga y a), 6) u 8) sasce jegnarxocu. Obpatino, axo
y a), 3a nexo z € §dy, aokcu jegnaroc, onga je f € Isom(€)y, ).
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2.6. XHIIEPBEOJINYKA METPUKA HA IIPOCTO IIOBE3AHOJ OBJIACTH 1
HIBAPII-ITUKOBA JIEMA 3A ITIPOCTO IIOBE3AHE OBJIACTH

Joxas. Heka cy g, € Isom(Qy,U) u go € Isom(Qy, U). Tama mpecrukasambe h = gy o f o gy *
npunaia Hol(U, U), onakie Ha ocHOBY jena a) Teopeme 2.6, 3a cBako w € U Baxu

(2.30) pu(h(w))[F (w)] < pu(w).

Heka z € Q; npoussomno u w € U Taxso na Baxkn z = g; (w). Ha ocroBy nedunuuuja pg,
u pgo,, Kao u Hejeguaxkoctu (2.30) ciemau

pex(f(2) - 11 (2] = pulge

(2.31)

7
)
a
E

|
= pu(gi(2)) -
= Py (Z>7

quMe cMO JloKasasm a). Ako je mpeciukaBamwe f € Isom({,€)), oHza je mpeciukaBambe
h € Aut(U), ma y (2.30), a camum tum u y (2.31), Baxku jemnakocr. C apyre crpaHe, ako 3a,
Heko 2z € Q) Baxku po, (f(2))-|f'(2)] = pa,(2), onna uy (2.31) 3a Heko w € U Bazku jegaaxocr,
na h € Aut(U), a camum tum u f € Isom(€y, 29).

HesoBu 6) u B) moka3syjy ce kopucrtehn 71e0 a) aHAJIOrHO Kao IITO Ce JOKA3yjy U JeJIOBH
6) u B) y Teopemu 2.6. O

ITocnenuna 2.2. Heka je Q2 C C zuaepboruuru gomen u f € Isom (£, U). Taga sasrcu
a) lo(y) = Llu(f o), sa ceaxy C* xpusy v : [0,1] = Q;
6) do(z1,22) = du(f(21), f(22)), 3a c8ako z1, 2y € Q.
Zoxas. Tepheme caean gupekTHO u3 TeopeMe 2.11 3a 2y = U u Q; = €. Il

ITocnemumia 2.3. Heka je apecaukasare f € Hol(€,Q). Axo 3a mexe z1,2z9 € Oy 6avrcu
da, (f(21), f(22)) = da, (21, 22), onga je f € Isom(Qy, Qa).

Jlokas. Heka cy ¢; € Isom(Q,U), g2 € Isom(2,U), w1 = ¢1(21) m wy = g1(22). Tana,
npecimKaBame h = go o f o g; ' mpunaga Hol(U, U) n ma ocHoBy mociemue 2.2 BaxKn

(2.32) da, (f(21), f(22)) = day, (f (91" (w1)), f(g1 " (w2))) = du(h(ws), h(w2))

n

(2.33) da, (21, 22) = da, (91" (w1), gy " (w2)) = dy(wy, w2).
U3 (2.32) u (2.33) caemn dy(h(wy), h(wy)) = dy(wy,ws), onakiae Ha ocHOBY mociemurne 2.1
cinequ na h € Aut(U), a camum tum u f € Isom (24, ). O

Heka je @ C C xunepbosmaku JoMeH, HeKa Cy 21,29 € Q u f € Isom(2,U) u nexa je
Y0 : [0,1] — U npocra C* kpusa y U umju je Tpar reojesujcka JUHUja ca KPajibuM TauKama
f(z1) m f(z). Taga ce Tpar kpuse f~1ov : [0,1] — Q masuBa 2eogesujcra aunuja y 2 auje cy
Kpajibe TauKe 21 U Zy. [[pUMeTHMO Jla Ha OCHOBY noceaute 2.2 Baxu dq(z1, 29) = Lo(f1o).

Hanomernumo jom ja ce u npocta C' kpusa Iy : [0,1] — ., uuju je Tpar reomesujcka
nuHEja y §) 9ecTo Ha3WMBA Te0je3WjCcKa JUHUja (BUIETH IyaBy 4).
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2.7. XUIEPBEOJIMYKU N3BOJ

2.7 XunepOboJuYKMN U3BO/I,

Hedbununmja 2.4. Heka cy 4y, Qy C C zuaepborsuuru gomernu u f € Hol(Qy, Qy). Xutuep-
boruvku uszeog pynkuuje f y wauku 2o € )y jeciie

h ) — sz(f<zO)) '
f(z0) e, (#0) fzo).

Xuuiepboauuka guctiopsujar dynwyuje f y wauku 2o € Qy jecte |f*(z0)].

[Ipumernnmo Ja Ha ocHOBY Teopeme 2.11, 3a cBaxo z € € Baxu |f(2)] < 1.

Kopucrehu mojam xumnepbosimake mpucropsuje A. @. Bupmon u T. K. Kapue objasuiu cy
1992. romuue paj (8] y Kome cy dopMmymucanu u I0Ka3aal HAPEIHY TEOPeMy, KOjy MOXKEeMO
cMmaTpaTu yommremem Teopeme 2.11. Hamomenumo ja oBa TeopeMa mMa KJbydHY YJIOTY y
nokazy TeopeMe 3.14 y riaBu 3 OBe mucepralyje.

Teopema 2.12. Hexa cy 1,Qs C C zutepboruwku gomernu u f € Hol(Qq,Q). Taga 3a
ceako z,w € () 6asrcy

(2.34) do,(f(2), f(w)) < log (coshdg, (z, w) + | f"(w)|sinh dg, (z,w)).
Jlokas. 3a mouerak mpernocraBumMo ga je ) =y =Unw =0 = f(w).
Kaxko je y Tom ciyuajy |f*(0)] = |f'(0)|, morpe6uo je na moxazkemo ja 3a ceako z € U
BaYKH
(2.35) dy(f(2),0) < log (coshdy(z,0) + |f'(0)| sinh dy(z,0)).
1+ |2
Nmamo ma 3a cBako z € U Baxu dy(z,0) = log = Kao 1
— |z
L+ |2 : 2|7]
COShdU(Z,O) = ]_——|2;|2 u sinh dU(Z,O) = ]_——|Z|27

na je HejeaHakocT (2.35) eKBUBaJIEHTHA Ca HejeHaKoIhy

LG L 2
8T <1°g(1— =g PO |z|2)’

a KaKoO je MPUPOJIHY JIOTapUTaM CTPOro pacryha dpyHKIHja, U ca HejeIHakomny

L) _ Lt [P
= /) ST=zP

27|
1—|z[>

(2.36) +1£(0)]

C npyre crpane, Hejenmnakoct (2.36) eKBUBAJIEHTHA je ca HejeqHAKOMINy

|2l + 1/'(0)]

|f(2)] < MW,

KOja jecTe TauHa, 3a cBako 2 € U, Ha ocHOBY TeopeMe 2.4.

'Ha enrseckom hyperbolic distortion wmm hyperbolic change of scale.
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2.7. XUIEPBEOJIMYKU N3BOJ

Ocmoboaumo ce najupe npermoctBake w = 0 = f(w). VY Tom mumy, Heka cy z,w € U
IIPOU3BOJBHU U § = P_f() © [ 0 ¢y. Tana je g € Hol(U,U) u g(0) = 0. Ha ocroBy noxasanor
ciydaja CJie/in

dy(g(-w(2)),0) < log (coshdy(p-u(2),0) + |¢'(0)] sinh dy(p—(2),0)).

Kaxo je
/ _ 1—|’LU’2 /w:pU(f<w))/w: hw
70 = T ) = P ) = )
Te Kako je dy(p_w(2),0) = dy(z,w) m KOHATHO, KAKO je
du(9(p-w(2)),0) = du(g9(p-u(2)), 9(0))
= du(g(p-w(2)), 9(
(

cieu fa HejeaHakocT (2.34) Baxku mog npermoctaBkoM (2 =y = U.
Ocnobomumo ce jomr u re npernocraBke. Heka cy g € Isom(€Q4,U), go € Isom(£2,U) u
h=gyo fogy'. Tamaje h € Hol(U,U), na na oCHOBY JIOKa3aHOT BasKi

(2.37) dy(h(z1), h(w:)) < log (cosh dy(z1,w1) + |h" (w,)| sinh dy(z1,w1)),

npu gemy cy z,w € §); mpomsBosbHU U 21 = ¢1(z) m wy = g;(w). Ha ocroBy nema 6) mocsteu-
e 2.2 BaxKu

(2.38) dy(h(g1(2)), h(g1(w))) = do,(f(2), f(w))
(2.39) dy(91(2), g1(w)) = dg, (2, w),

a ysuMajyhu y o03up aedununujy xumepbosndkux ryctuHa va () un )y u nedununujy xu-
11epOOJINYIKOT U3BOJIA, HEIIOCPETHUM PadyHambeM J1001jaMo

h _ polhlga(w))) iy = P (f ()] F(w)]
Konauno, u3 (2.37), (2.38), (2.39) u (2.40) mobujamo (2.34). O

Hanomena 2.7. Kaxo 3a ceaxo t € R saorcu log(cosht + sinht) = log (') = ¢, caegu ga
ce aa |fM(w)] = 1 nejegnaxocti (2.34) ceogu na nejegnaxocti y geay 6) weopeme 2.11. C
gpyze ctpane, Kaxo je 3a ceaxo t € [0,+00) ¢ynrkyuja F : [0,1] — [0, +00), gepunucara ca
F(a) = log(cosh t+asinht), ciwipozo pactuyha, cregu ga je sa | f(w)| < 1 nejegnaxoct (2.54)
cmposHcuja 0g Hejegnakociu y geay 6) weopeme 2.11.

Hapena Teopema MozKe ce cMaTpaTH OCJEIUIIOM TeopeMe 2.12.
Teopema 2.13. Hexa je f € Hol(U,U) waxsa ga je

17 [f0)l =au

2° |£'(0)| = d, upu wemy je d < 1 — a®.
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2.7. XUIEPBEOJIMYKU N3BOJ

Taga, 3a ceaxo z € U saosrcu

(2.41) F ()] < gal2lec(|2])),

d
1—a?
Hejegnaxoctu (2.41) jectie owiipa y caegehiem cmucay: 3a ceaxo z € U Gocmoju Pynryuja
(xoja 3asucu og z) f.; € Hol(U,U), waxea ga sagosomasa ycrose 1° u 2° u 3a xojy easicu

Ji21(2) = @a(l2] - @e(|2])) -

Hamomena 2.8. Hwmajyliv y eugy weopemy 2.5 yeaos d < 1 — a® y 2° jecilie Gpupogar u
HEOUTOGAH.

UPU wemy je ¢ =

Hamomena 2.9. Ilpumetiumo ga cy nejeguaroct (2.9) y weopemu 2.4 u nejegnaroct@ (2.5)
y weopemu 2.3 cueyujannu cayvajesu wejegnharocmu (2.41). Bauctua, axo je a =0, onga ce
nejegnarxoctu (2.41) ceogu ma nejegnaxoct (2.9), a axo je d = 1 — a?, onga ce nejegnaxoci

(2.41) ceogu na nejegnaroct (2.5).

IIpe mero mTo namo joka3 teopeme 2.13, moroaHo je na OPMYJIUIIEMO je/IHY JIEMY KOjy
heMO KOpHCTUTH y JIOKa3y Te TeopeMe, ajii U NPUJIMKOM JIOKA3WBAba JIA/bUX PE3yJITaTa y
IJIaBH 3.

JIlema 2.4. Hexa je 0 < ¢ < 1 apoussonno. Taga 3a ceaxo z € U saorcu

1 242
log(cosh dy(z,0) + ¢sinh dy(z,0)) = log < +1’Z| |+|QC|Z|)
— |z

= dy(lzlec(]2l), 0).

(2.42)

Zloxas. Kako 3a cBako z € U Baxn

1+ 2|2
1— |z

2|z|
1— 2>

coshdy(z,0) = u  sinhdy(z,0) =

ciemn na 3a ceako z € U Baxku npsa jemnakoct y (2.42). Kako 6ucmo jokazanu u apyry
jemnakoct y (2.42), onmpemmmo tauky R(z) € [0,1) TakBy 1a je

(2.43) dy(R(),0) = log (1 +f|_ I;fdzl)

[Tpumernmo fa je jemnakoct (2.43) eKBUBAJIEHTHA Ca jeTHAKOIILY

14+ R(z) 1+ |z +2c|2|
1-R(z) 1— |22

c+\z|

Zlokxas weopeme 2.13. llpe cBera, MpuUMETUMO J1a BazKH

pu(f(0)) d
p(O) ’f(>| 1 — g2

omakJe mobujamo R(z) = |z \ = |z]pc(]2]). O

= C.

(2.44) |£"(0)] =
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2.8. EYKJIN/[CKA CBOJCTBA XUIIEPBOJINYKNX /IUCKOBA

Hexka je z € U npoussossro. Ha ocuoBy Teopeme 2.12 (yzumajyhu Q = Qy = U), seme 2.4 u
(2.44) nobujamo

du(f(2), £(0)) < log(coshdy(z,0) 4 |f"(0)| sinh dy(z,0))
~ og (1 + |2]° + 20|z|>

1—[z?

= dy([zlec(]2]), 0).

Oryna je
JE= SO |
(2.45) T B < e
C apyre crpase, Ha OCHOBY Jieme 2.1 BazKu
|/ (2)[ — | /(0)] f(z) — f(0)
(2:40) OIS 1= f0s)|

Konauno, u3 (2.45) u (2.46) caenn
[2le((2]) + [£(0)]
L+ 17 (0)llz]¢c(=]

Hokaxkumo caja jia je Hejemnaxkoct (2.41) omrpa y HABEIEHOM CMUCIY.
Axo je z # 0, nedunumumo bynknujy fi) : U — U na crenehn mavmm:

f[z](C) — SOa(e—mrgzc . gpc(e—iargzg))'

Henocpesuo ce mokasyje na fi) € Hol(U, U), kao n na Baxu f1.1(0) = a u | f[’z](O)\ = d. Taxobe,
3a byHKIHUjy fl;) Basku

f[z](z) = Pa (6_iargzz : SOC(G_iargzz)) = ¢a(|z| ’ 900(|Z|))

Axo je z = 0, onza TpuBHjasHO cieau Ja je HejeaHakocT (2.41) omrrpa y HaBeJIeHOM
CMUCJITY. O

F(z)] < ) = @a(lzlee(l2])).

2.8 Eykamacka cBojcTBa XUIIEPOOJIMYKUX AMCKOBa

Hexka je Q) C C xunepbosmaku gomen u Heka cy a € Q ur > 0. Ca Dg(a,r) (pecuekTuBHO,
Dgq(a,r)) obeneskaBaMo OTBOPEHN XUIEPOOIMYKI JAUCK y () Ymju je XUIepOOIMYKI IIeHTap @
U XUIEePOOJINIKY TOIYIIPEYHUK I (PECIIEKTUBHO, 3aTBOPEHN XUITEPOOJNIKY AUCK y ) auju je
XUMEePOOJINIKY TIEHTAp @ ¥ XUIEePOOJUIKY TOIynpednuk r). lakie,

Dg(a,7) = {2 € Q:da(z,a) <r} m Dqla,r)=1{z€Q:dg(z,a) <1}
Heka je r € [0,1). Ca Ay(r) obenexkaBaMo XunepboJUIKO pacrojarbe Tadaka 0 u ry
jemmaumanom maucky U. Jlakie, Baxku

1+r

Au(r) = dy(0,r) = log . = 2artanhr.

Baxwu cieneha siema, kojy hemo gecTo KOpucTuTH.
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2.8. EYKJIN/[CKA CBOJCTBA XUIIEPBOJINYKNX /IUCKOBA

Jlema 2.5. Hexa je r € (0,1). Taga je DU(O, )\U(r)) =U, u E[U(O, )\U(r)) =U,.
Joxas. Jlokaz ciequ u3 jepUHANMja HABEIEHNX [TOjMOBA. 3aKCTa,

DU(O, )\U(T)) = {z€U:dy(0,2) < Au(r)}

1 1
= ¢z€U:log +|Z|<log rr
1—|z| 1—r

= {z€U:|z|<r}=0U,.

AnajioruHo MOXKeMO MOKa3aTH U JAPYTY jeTHAKOCT. 0

Hapena npono3uniuja gaje 10BOJbaH YCJIOB Jda XUTEPOOIUIKH JIUCK Oy/ie eyKJIUICKN KOH-
BekcaH ckyn (Buzgeru u |9, Teopema 7.11))

ITponozunmja 2.9. Hexa je () eykaugcku Konsexcarn xuuepboruurku gomen, a €  ur > 0.
Taga je Dg(a,r) eykaugerku Konsekcar CKya.

Jloxas. Heka cy z1,29 € Dgq(a,r) npoussosbre u t € [0,1]. ITorpebHo je nokasaru ja je
tz1+ (1 —t)z9 € Dg(a,r). ¥ Tom nusby, Heka je f € Isom(§2, U) Takso ja je f(a) = 0. Taza je

f(Dq(a,r)) = Dy(0,7) = Uk,

,
npu demy je R = tanh 5 N3zabepumo peasian 6poj S Takas ja je

max{[f(z1)], [f(z2)[} <S5 <R

u JiebuHUIIUMO (DYHKIM]Y ¢ Ha cjegehn HauyuH

gty =15 (L) g (522,

Oyukmmja g je xosomopdua Ha U u Baxku ¢(0) = a, kao u g(S) = tz; + (1 — t)z2. Takobe,
KaKo je () eyKJInJICKM KOHBEKCAH CKYII, cean ja g npecaukasa Uy ().

Hasme, Hera je h = fog. Taga je h € Hol(U,U) u h(0) = 0, na va ocuoBy IIIBaprose
neme Baxku h(Ug) C Ug. Otyna je (f~' o h)(Ug) C f~'(Ugr), a xako je g(S) = (f~' o h)(9)
u S € Ug, ciemn na je g(S) € f~Y(Ugr). Hakne, Baxu tz; + (1 — t)zy € Dg(a,r), jep je
g(S) =tz1+ (1 —t)2g u f~1(Ugr) = Dqla,r). O

Hapenne Tpu mpomosuriyje ofHOCE ce Ha €yKJNJICKA CBOJCTBA XUIEPOOJUYKUX JIMCKOBA.
Ta cBojcTBa KOprcTHheMO MPUJINKOM JOKa3UBambha IVIABHUX Pe3yJITaTra y IVIaBU 3.

IIpomnosunuja 2.10. Hexa cy r € (0,1) u b € (0,+00). Taga sasrcu

_ 1—r 147
R6<D]K(b> )\U(T))) = {1 +r 1 _rb}
u
L o 2r
In(Dxe (b, Mo(r))) = | =750 73| -
Cueyujanro,

_ 1—7r 1+4r 2r 2r
D (b Mo(r) L+Tb, 1_74 9 {_1_T25,1_T2b]
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2.8. EYKJIN/[CKA CBOJCTBA XUIIEPBOJINYKNX /IUCKOBA

/oxas. Heka je rp € Isom(U, K) npecimkasame nebunncano y npumepy 2.26. Ha ocmosy
Teopeme 2.11 u neme 2.5 Baxu Dy (b, Ay(r)) = ky(Dy(0,Au(r))) = ks(U,). Henocpeano ce
2
r
—726, a ToJIyTpe-

1—
b. Oryna mobujamo TBphembe. ]

npoBepasa Ja je ky(U,) 3aTBOpeHN eyKJINJICKY JMUCK YHUjU je IeHTap ¢ =
2r

—r2

R =
YHHUK 1

IIponosunmja 2.11. Hexa je r € (0,1). Taga saorcu

— 4 4
R.(Ds(0,\y(r))) = {—% arctgr, - arctg r}

— 4 4
I,(Ds (0, \y(r))) = {—— artanh r, — artanh r} :

T T
Cueyujanmo,
— 4 4 4 4
Ds(0, My(r)) C {—— arctg r, — arctg r} X [—— artanh r, — artanh r] .
T 7r T T

Aokas. Heka je ¢ € Isom(U,S) npeciukasame jnedunucano y npumepy 2.4. Ha ocmosy
Teopeme 2.11 u seme 2.5 Baxu Ds (0, Ay(r)) = ¢(Dy(0, u(r))) = ¢(U,) (Bunern canky 2.1).
Oryna, ysumajyhu y 063up NpUHIUI MAKCHUMyMa MOJLYJIa 38 XapMOHUjCKe (PyHKIH]je, TOBOJHHO

5]

o}

4
i —artanh r
T

arctgr

4. o
—;T(-Lr( Fr

—i{ — artanh r
T

Comxa 2.1: duckosu U, u Ds(0, Ay(r))

je TIoKa3aTu Jla BaXKu
4

(2.47) max{|Re¢(2)|: z € T} = —arctgr
™
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2.8. EYKJIN/[CKA CBOJCTBA XUIIEPBOJINYKNX /IUCKOBA

n
4
(2.48) max{|Im ¢(2)| : z € T,} = — artanhr.
T
Hexka cy ¢1, ¢2, ¢35 u ¢, npeciukaBama jebunucana y npumepy 2.4. JemHocraBHO ce MOXKe
. . 1+ 72
MIOKA3aTH Jia (o O ¢y Tipecaukana 1. Ha l., rje je [, Kpyr 4uju je meHTap Tadka ¢ = T
—r
2r 2
HOJIyIpevHuK R = L C sipyre crpane, 3a cBaxo z € [, Baxu Re(¢s(¢3(2))) = —argz® n
—r i

2
Im(¢4(¢3(2))) = ——log z|.
Heka je 6y = max{|argz|: z € [,} u Ly = max{|log|z|| : z € [, }.
[Tocmarpajmo cauky 2.2. Ilpasa y = (tgfy)z jecre tanrenrta w3 tauke 0 HA KPyr .,

Y=L N{zeC:Imz =0}

g,

)

Cauka 2.2: Yrao 6,

a ng, jecte oxaromapajyha rauka mommpa. Ilpmvmermmo ma kpyr [, cede x—ocy y Tadkama
r
nc+ R =

c— R =
1+r 1—
OflHOCY Ha KpYT [, jeqHaka je 1, ma je u |ng,| = 1. Ha ocHoBy nperxomnor Baxku tgfy = R, na

Je

r
Koje cy perunpounu 6pojesu. Otyma, moreHmuja tadke 0 y

2= 2arctgr.

2
(2.49) 0y = arctg R = arctg 1 T

Hasme, kako je log|ng,| = 0, HEmocpeano ce mokasyje Ja BaxKn
Lo = max{—log(c — R),log(c + R)}.
C npyre crpane, kako je (¢ — R)(c+ R) = 1, ciienm ja je log(c + R) = —log(c — R), oxuocHO
1+r
1—7r
U3 (2.49) u (2.50) crezne jeanaxoctn (2.47) u (2.48). O
$OB1e je ca arg obesesken nmarnuapau 1eo ynkmuje log, Tae je log perymapma rpama jorapuTMa, 1euHz-

cana Ha {2z € C: Rez > 0} u onpehena yenosom log1l = 0. Oumrienno, spennoctn dbyHKIHUje arg MpUIAnajy
T

272)

(2.50) Lo =log(c+ R) = —log(c — R) = log

UHTEPBaJLy (f
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2.9. JJAJBE IIOCJIEJHUIIE IIIBAPIIOBE U IIIBAPII-IINKOBE JIEME

b
IIpono3unuja 2.12. Hexa jer € (0,1), b€ (—1,1) ua =tg Zﬂ

Taga sastcu

_ 4 4
Re(DS (ba )‘U(T))) = ; arCtg QOa(_T), % arctg QOQ(T)

/loxas. Heka je ¢, npeciukaBame nedunucano y npumepy 2.46. Kako je

Ds(b, Au(r)) = (D (0, Au(r))) = (U,) = ¢(a(U,)),

Te Kako 3a cBako z € U, Baxu ¢p(Z) = ¢p(2), cean na je
1° Dg (b, )\U(r)) CUMeTpHYaH y OJHOCY Ha PEAJIHY OCY.

C apyre crpane, Ha OCHOBY mponosunuje 2.9, BaxKu 1a je

2° Ds(b, Au(r)) eyKIuacKn KOHBEKCAH CKYIL.

Ha ocuoBy 1° u 2° u nponozunuje 2.7 ciaenu tepheme (Bugeru ciuky 2.3).

2.9 Haspe nociaenuiie IIIBapmoBe u IlIBapu-IIukose
JeMe

[In/b oBe cekimje jecte Jjia, uMajyhu y BHIY 10 cajia MPUKA3aHY TEOPHU]Y, CUCTEMATCKHU

Ciuka 2.3: Hduckosu U,, 0,(U,) 1 ¢(0q(U,))

npukazkemo jorn Heke nocyeauite [1IBapriose meme u [lIBapi-I1Ilukose seme.

3a modeTak J1ajeMo jeJlHy IPOMO3UIKjy KOja Ce OJIHOCH HA XOJIOMODP(HA MPEeC/IUKaBambha
quju je jmomeH mpocto noeesana obsact ) C C raksa ma je ) # C, 1j. xunepOoJMaKn JOMEH,
a xkomomen U.

ITpono3unuja 2.13. Hexa je ) C C xuuepbosuuru gomen, wy € ) purcuparo u upecaura-

sare f € Hol(Q2, U), waxso ga je f(wo) = 0. Taga 3a csaxo w € ) sasrcu

(2.51)




2.9. JAJbE IIOCJIEJAUIIE IIIBAPI[OBE U IIIBAPI]-1INUKOBE JIEME

apu wemy je x € Isom(Q, U), @waxreo ga je x(wo) = 0. Ipu @ome, axo Gocwoju 0 € R @arso
ga 3a ceaxo w € Q savicu f(w) = ey (w), onga y (2.51) easicu jegnaroctl, 3a ceaxo w € ).
Obpaturo, axo y (2.51) sa nexo w € Q\{wo} 6asrcu jegnaxoct, onga tocwoju 0 € R wakso
ga 3a ceaxo w € ) sasicu f(w) = e?x(w).

Jloxas. Heka je g = fox~!. Taga g € Hol(U,U) u ¢g(0) = 0. Oryna, na ocnosy IlIsapiose
)| < |

neme 3a ceako z € U Baxu [g(2)] = |(f o x 1) (2)] < |z|, ognocno 3a cBako w € §) Baxkn
[f(w)] < [x(w)].

Heka je wy € Q\{wo} maxBo ma je |[f(w1)| = |x(wi)| u meka je z; = x(wq). Tazna je
wy = X '(21) u Baxku |g(21)| = |z1]. Oryna na ocuosy IllBaprose Jeme 106UjaMo Ja MOCTOj1U
f € R taxBo ma 3a ceaxko z € U Baxku g(z) = ez, Cammm TuM, 3a cBako w € §) BaxKn
£()] = [x(w)]. 0

Hagseimmo cajia siBe qupeKkTHe 1ocieuiie nporo3uruje 2.13.

ITocnemumna 2.4. Hexa je f € Hol(S,U) u f(0) = 0. Taga, 3a céaxo w € S sasrcu

(2.52) |f (w)] < [eo(w)],

upu vemy je @ upecaurasare gepurucano y upumepy 2.3. Axo uocwoju 6 € R waxso ga
sa ceaxo w € Q) saocu f(w) = e?po(w), onga y (2.52) savicu jegnarocii 3a ceaxo w € ).
Obpaitino, axo y (2.52) 3a nexo w € S\{0} saorcu jegnaxocii, onga woctwoju 6 € R waxso ga
3a ceaxo w € Q sarcu f(w) = e p(w).

IMocaenuna 2.5. Hexa je f € Hol(K,U) u f(1) = 0. Taga, 3a ceaxo w € K saorcu

(2.53) |[f(w)] < [g(w)],

upu wemy je P upecaurasarve gepurucarno y upumepy 2.1. Axo toctwmioju 0 € R wakxeo ga
sa ceaxo w € Q savicu f(w) = ePP(w), onga y (2.53) sasicu jegnarocii sa ceaxo w € ).
Obpaturo, axo y (2.53) sa nexo w € K\{1} saorcu jegnaxoci, onga woctoju 6 € R @akso ga
3a ceaxo w € Q) saorcu f(w) = e“p(w).

Nmajyhin y Bugy ma je y npomnosurmju 2.13 yenos ga je f(wy) = 0, 3a Heko wy € €2,
eceHnujaJial, pasmorpuhemo Bapujauty [lIBapiiose jgeme 3a xomoMopdHa MIPECTUKABAA TUjH
je KomoMeH mojac S, Koju Takohe campxku Taduky (. Hamomenumo ma je mpomosunmja 2.8
KJbYYHA 34 JOKA3WBaIb-€ OJIroBapajyhux pesysarara.

Teopema 2.14. Hexa je f € Hol(U,S) u f(0

~—

= 0. Taga, 3a ceaxo z € U saorcu

SEES

(2.54) |f(2)] < —artanh|z|.

Hejegnaxociu (2.54) jectuie owiupa y caegehiem cmucay: 3a cearo z € U tociioju dpynrkyuja

4
(roja 3asucu og z) fi,) € Hol(U,S) @warsa ga easrcu fi(0) =0 w fi(2) = — artanh |z].
7T

Jloxas. Heka je z € U npousBospro. Ha ocHoBy nesna B) Teopeme 2.11 Baxknu

(2.55) ds(f(2), f(0)) < du(z,0),
JIOK Ha OCHOBY TIPOTIO3HIIHje 2.8 BaXKU
(2.56) 1) = FO < ds(£(2), £(0)).
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2.9. JAJbE IIOCJIEJAUIIE IIIBAPI[OBE U IIIBAPI]-1INUKOBE JIEME

Kaxko je dy(z,0) = 2artanh |z|, u3 (2.55) u (2.56) mobujamo

S

|f(2) — f(0)] < —artanh |z|,

>]

omakste, yaumajyhu y o63up ga je f(0) = 0, caeau Hejeanakoct (2.54).
Hokazxkumo cajia fa je Hejemnakoct (2.54) omrpa y MpeTxXoIHO HABEJIEHOM CMUCILY.
Axo je z # 0, nedunnmumo bynkuujy fi): U — S ma cregehn nagun:

f121(€) = @ie™"™8%(),

IpH YeMy je ¢ npeciukasame gedunucano y npumepy 2.4. Oynknuja fi) npunasa Hol(U, S)
u Baxku f1;)(0) = 0. Takobe, 3a dyuxuujy f.) Baxu

2 1-—
| fia(2)] = Io(ie ”Wn—wum—F o%+ﬂ

= —artanh |z|.

T

Axo je z = 0, onza TpuBHjasHO ciaenu Ja je HejeaHakocT (2.54) omTpa y HaBeIeHOM
CMHUCJTY. [

ITponozunuja 2.14. Hexa je Q) C C xuuepbosuuru gomen, wy € {2 purcuparo u upecaura-
samwe f € Hol(,S), @akso ga je f(wy) =0. Taga, 3a csaxo w € Q) sasrcu

(2.57) \NMg%MWmMML

apu wemy je x € Isom(Q2,U), warso ga je x(wy) = 0.
Hejegnaxoctu (2.57) jectue owiupa y caegeliem cmucay: 3a cearo w € §) Gocioju Pynryuja
4
(xoja sasucu og w) fu,) € Hol(€,S) @waxea ga je fiu)(wo) =0 u flu)(w) = — artanh |y (w)].
s

/loxas. TBpheme ce J10ka3yje anaJioruno Kao mponosuiuja 2.13, ¢ Tum mro ce ymecrto IlIBap-
IIOBe JieMe TIpuMemyje TeopeMa 2.14. [

Ha xpajy, pasmorpumo nocyeuity IlIBapiiose jeme, Koja ce ofHOCH Ha XOJOMOP@HA TIpe-
caukaBama anju je momen U, a komomen K.

Teopema 2.15. Hexa je f € Hol(U,K) @axso ga je f(0) peanan 6poj. Taga, 3a ceéaro z € U

6AMNCU
~ |2 1+ 2]

(2.58) T (O S ReS(E) < T O
2|2| 2|2|

(2.59) o O SR < g 0)

Jloxas. Heka je z € U npoussosbHo. Ha ocHoBy sesia B) Teopeme 2.11 Baxku

dx (f(2), £(0)) < du(z,0),

OJIHOCHO B
f(2) € Dk (f(0), Au(Jz])).
Oryma, Ha ocHOBY tiponosutmje 2.10, mobujamo (2.58) u (2.59). O
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2.10 TaycoBa kpuBuHa u AJjidpopcoBa Jjiema

Y 0B0j cekiuju pasmarpamo Iojam l'aycoBe KpuBuHe KOH(MOPMHE ceMUMETpPUKe gedu-
uucane Ha obsactu y C, a cmemumjamno m mojam ['aycoBe KpuBuHE XUIIEPOOTUIKE METPHUKE
nedwunmcane Ha xurepbosmakom jgomeny y C. Osaj mojam omoryhasa nam j1a dhpopMmysiamnieMo
u nokaxkemo AsdopcoBy semy (Teopema 2.16, Huxke). Kao jaureparypa npuamkoM mnucarba
oBe ceknuje Kopumihene cy kiure [3], [41] u [59], kao u pasx [9]. Hamomennmo jorr 1a nojmoBn
YBEJIEH! Y OBOj CEKIIMjH, Ka0 M IMPUKa3aHa TBPhHema, NMajy eCceHInjaJIHn 3Ha4da] 3a pe3yarare
KOje HaBOJMMO y Iy1aBu 4 oBe gucepTaliyje.

Hedbunnumja 2.5. Hexa je Q@ C C obnac@ u p : Q — [0,400) Heuperugha PyHruyuja.
Kongopmmna cemumetipura wa 2 jectwe p(z)|dz|, apu wemy je z € Q. Cueyujaaro, axo je
p 1 ({0}) = @, onga ce wongopmna cemumetipura p(z2)|dz| nasuea xongpopmmna mewpura.

[Tpumernmo ma axo je p(z)|dz| koudopmua cemumerpuka ua obnactu 2 C C, onza je p
HenpekuaHa PYHKIMja Koja npecinkasa obsact ) y unrepsas [0, 400).

IIpumep 2.10 (Kondopmua merpuka). Hexa je Q C C zutepboruwku gomen. Taga je
pa(2)|dz| kKondopmna mempura.

[Ipumepu kouMOPMHUX ceMUMETPUKA U KOH(MOPMHUX METPUKA, KOje HHUCY XUepbdoJsiu-
4YKe MeTpHuKe Ha ojroBapajyhmum jiomenuMa, Ouhe mpukazanu y ryiaBu 4 oBe jucepralpje Ha
MECTHUMA TJIe Ce TIPUPOJHO IOjaBuia MOTpeda 3a IUXOBUM KOPUIITNEHHEM.

Hedununmja 2.6. Hexa je Q C C obaacti u p(2)|dz| kongopmna cemumettipura na <), waxea
ga je gynxyuja p waace C* na p~'((0,+00)). Iaycosa kpusuna xonpopmme cemumenpure
p(z)|dz] y @awku z € p~*((0,+00)) jecime

Allogop](2)
pP(z)

Hapenne nse sieme 6uhe o1 KOPUCTH TPUJIMKOM JIOKA3UBAhA TVIABHUX PE3YJITATA KOjU Ce
omHoce Ha ['aycoBy KpuBuUHY.

Kp(z) = -

JIema 2.6. Hexa je 2 C C obnac@ u p(z)|dz| wongopmna cemumempura na ), waxea ga
je dynxuyuja p xaace C* na pfl((O,—i—oo)) ua>0. Axo je o : Q — [0,400) gepunucana
ca 0(z) =a-p(z), onga je o(z)|dz| xongopmma cemumettipura na ) ,Waxea ga je Gynryuja
o waace C? na o71((0,400)), o7((0,+00)) = p~'((0,400)) u 3a ceéaxo z € p~((0,+00))

1
saorcu K, (z) = ?Kp(z).
Jlokas. Ouursenno je na je o(z)|dz| koudopmua cemumerpuka Ha ), TakBa ja je dyHKIHja
o xiace C? ma 0~ ((0,+00)), kao u 1ga je o ((0,+00)) = p~'((0, +00)).
Habe, HeKa je z € p ! ((0, —I—oo)) npousBosbHO. Ha ocuoBy nedunuruje ['aycoBe kpupume
KOH(MOPMHE CEMUMETPUKE BarKu

| _Sllgelol(s) __alloge + ogev)s)
fee) = 26 @)
[log Op](Z) _ iKp( )

S ap(z)
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Jlema 2.7. Hexa je Q) C C obaacw, [ : 2 — C nexoncwantia xoromoppra dynruuja u
P : f(Q) — C dynruuja xaace C? na f(Q). Taga, 3a ceaxo z € Q easicu

A[® o fl(z) = (A[@] o f)(2) - [f'(2)].
/loxas. HenocpemauMm padyHameM J100Mja ce JIa BaKU HAaBEJIEHA jeTHAKOCT. Il

Hapemna mpomosuiiuja olHOCH ce Ha WHBAPHUjaHTHOCT [aycoBe KpWBUHE Yy OTHOCY Ha XO-
JioMopdHa IIPEeCINKaBabHA.

IIponosunmja 2.15. Hexa cy Qq,Qs C C obaactiu, p(w)|dw| xondopmma cemumeipura
na Qy, wWakea ga je Pynxuuja p xaace C? na p‘l((0,+oo)) u f € Hol(21,€s). Axo je
dynryuja o : Qy — [0, +00) gepunucana ca o(z) = p(f(2))|f(2)|, onga je o(2)|dz| xKongopmna
cemumetmpura na Qy, Wakea ga je o kaace C? na o~ ((0,400)) u sa ceaxo z € o~ ((0, +00))
saorcu Ky(z) = K,(f(2)).

[Tpumernmo 1a je o(z) > 0 ako u camo axo je p(f(z)) > 0wu f'(z) # 0.

Jloxas. Ouurnenno na je o(z)|dz| kondopmua cemumerpuka Ha ), TakBa ga je QyHKIHja
o ximace C? ma 0 *((0,+00)). asme, nexa je z € o '((0,400)) nponssosmro. Ha ocuosy
nedbununumje laycose kpusnte KoHbOpMHE cemuMmeTpuke o(z)|dz| Baxku

Allog 00](2)
o2(z)

Kaxo 1a ocrosy nedbumminje bynkuuje o n cpojcrasa sorapuraMeke dyHKIje BazKi
log(a(z)) = log(p(f(2))|f'(2)]) = log(p(f(2))) +log|f'(2)]

u kako cy f u f' xonomopdbie dymxmmje, 1obujano

(2.61) Allogoo](z) = A[(logop) o f](2) + Allogo|f'[](2) = A[(logop) o f](z).

Tase, ma ocrosy aeme 2.7 ciean

(2.62) Al(logop) o f](2) = (Aflogop] o f)(2) - |f'(2)]*.

Komaio, ma octosy (2.60), (2.61) u (2.62) ciex

_ Allogopl(F(2)) - [f' () _ Allogopl(£(2) _ o 4.
A1) BV 6 (16 B

(2.60) K,(z)=—

Hapenna nocienuna jecte cnenmjajan ciaydaj nporo3unuje 2.15.

ITocnenuna 2.6. Hexa je Q) C C zuaepboruuru gomen u f € Isom (€, U). Taga, 3a ceaxo
z € ) saoicu
K

149)

(2) = Koy (f(2))-

ITponosunuja 2.16. Hexa je 2 C C zutepboruvru gomen. Taga, 3a cearxo z € ) sascu
KPQ(Z) = -1
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/loxas. Ha ocroBy mocsemurie 2.6, 10BO/bHO je moka3atu TBpheme y caydajy ) = U. Heka je
g : U — R nedununcana ca

2
1—2z

9(z) = (logopy)(z) = log

Kaxko je
Allogopy] = Ag = 4g.=

U Kako 3a cBako z € U Baxku .

9= =
cjaenu 1a 3a cBako z € U BaxKnu

(1 —=)?

KPU(Z) == 4

“4g.z(2) = —1.

]

[Tpema [66], mehy muorum remepanusanmjama IlIsapi-Tlukose jieMe BEPOBATHO HAjyTH-
najauja jecre Teopema kojy je JI. B. Andopc dopmynucao n mokazao y csom pamy [1] u3
1938. rogune. [lanac je oBo TBpheme mozuato kao [lIBapr-Iluk-Andopcosa jgema wau apy-
raunje Andopcosa pepsuja [IIBapiose jieme. Hapemgna Teopema, anjy hpOpMyIaImjy MOKEMO
uahn y [3], [41] u [9], jecTe cienmjanan cay4aj ror rBphersa. Hamomennmo jorr u sa oBa Teope-
Ma MMa Mpecy/iaH 3Ha4a] y JI0Ka3UMa HEKUX TBpDermba MPUKa3aHuX y IJIaBU 4 OBe JUCEPTAIH]je
(Bumern Teopeme 4.2 u 4.3).

Teopema 2.16 (IIIsapi-Tluk-Andopcosa nema). Hexa je Q@ C C zuaepboiuuru gomen u
nexa je p(z)|dz| xongopmma cemumeiipuxa na Q, Waxea ga je Pynxuuja p waace C? na
pH((0,400)) u K,(2) < —1 3a csaro z € p~*((0,400)). Taga, 3a ceaxo z € Q 6avrcu
p(z) < palz).

IIpe nero mro mamo noka3 Teopeme popmysncahemo u nokazahemo jemmay jemy.
JIema 2.8. Hexa je v : U, — [0, +00) neupexugha dynrkyuje wakea ga je

(2.63) lim v(z) = 0.

|z|—r
Taga, dpynxuyuja v gocwusce maxcumym H1a U,.

Jloxas. Axko 3a cBako z € U, Baxu v(z) = 0, ona je ogursie so ga QyHKIMja v JOCTHIKE
MakcumyM Ha U,.

[Tpermocrasumo caza ja nocroju zy € U, TakBo ja Baxku v(zg) > 0. Kako je |li‘m v(z) =0,
Z|—T

cTetd J1a TIOCTOjU Ty TakBo fa je 0 < rg < r m ga 3a cBako z € U, \U,, Baxu v(z) < v(z).
C nmpyre crpane, Kako je U,, KOMIAKTaH CKyTl U Kako je byHKIHja v HEpeKHuIHa, CJAIN J1a
nocroju a € U,, TakBo /1a 3a cBako z € U,, Baxu v(a) > v(z). Jlakse, Tauka a jecTe Taduka y
K0jOj (PYHKIIHja U JIOCTUKE MAKCUMYM. 0

Zloxas weopeme 2.16. Hajupe hemo nokazaru tBpheme y caydajy aa je (2 = U. Heka je zg € U
dbukcupano u veka je r € (0,1) TakBo ga zy € U,. Hedunummmvo dyukuujy v : U, — [0, +00)
Ha caenehm HadwmH:
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2r
r? —|z[?’
dyHKIHja v JIOCTUKE MAaKCUMyM y HEKOj Tadku a € U,.

Hoxkazaliemo na je v(a) < 1. 3awmcra, ako je p(a) = 0, onga je v(a) = 0 < 1. C gpyre
crpane, ako je p(a) > 0, onga je v(a) > 0 m Tauka a jecre TadKa JIOKAJHOI MAKCHMYMa,
dyukmuje log ov, Koja je nedunncana na U, N p~! ((0, —l—oo)). Oryna je

Kako je py,.(z) = crenn na je lli‘m v(z) = 0. Oryzna, Ha ocHOBY Jieme 2.8, cyieu Ja
zZ|—T

(logov)n(@) <O 1 (logou),,(a) <0,
IIa BazKM1

0 > Allogov](a)
(2.64) = Allogop|(a) — Aflogopy,](a)
= —K,(a) p*(a) + Ky, (a) - p, (a).

Us K,y(a) < —1, cnemu na je —K,(a) > 1, ma kako je K,, (a) = —1, na ocuosy (2.64), crnemu
0> p*(a) - pg, (),

1j. v(a) < 1.
Kako je v(a) < 1 u kako dyHKIMja v TOCTHKE MAKCUMYM Y TadKU G, CJIEIH Ja 33 CBAKO
z € U, Baxu v(z) < 1. Oryna, 3a z = zy jgobujamo

2r

N —
p(zo) X TZ _ ‘20’27

mna je
2r
. <1
N P
omHOCHO p(2p) < pul20). Kaxo je zp mpoussosbro, ciren ma 3a cBako z € U Baxn p(2) < py(2).

Jokaxkumo cajzia TBpheme un y cay4dajy 2 # U.

Heka je f € Isom(U,Q) u 0 : U — [0,4+00) medunncana ca o(w) = p(f(w))|f (w)].
Tazna je dbynkumja o kiaace C* ma 0((0,400)), o(w)|dw| xondopmua cemumerpuka na U
nw € o ((0,+00)) ako u camo axo f(w) € p~((0,+00)). Ha ocroBy nponosunuje 2.15 u
peTnocTaBKe TeopeMe, 3a cako w € o' ((0, +00)) Baxku

Kq(w) = K,(f(w)) < —1.

Oryna, Kako cMO JIoKa3aJju Jia TBpheme Baxku y cay4dajy {2 = U, nobujamo na 3a ceako w € U
BazKu1

(2.65) p(f))If'(w)] = o(w) < pu(w) = pa(f(w)]f (w)].
Konauno, u3 (2.65) HermmocpeIHO cieu Ja 3a cBako z € ) Baxu p(z) < po(z). O

Y paxy [54] (Bumern u [49]) M. MarepeBuh nokazao je HapemHy Teopemy (CympoTHY
Bepsujy lIsapi-Iluk-Asndopcose seme) y umjoj ce dopmysnanuju mojasibyjy CyIpOTHE Heje-
JIHAKOCTHU OJ, OHMX Koje ce mnojassbyjy y IlIBapu-ITuk-Andopcosoj semu. Hamomernumo ga u
OBa TeopeMa MMa IIpecyJdaH 3Hadaj y JOKa3uMa HEKUX TBphema NpuKa3aHux y ryiaBu 4 oBe
mucepranuje (Bugeru Teopeme 4.8 u 4.11).
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Teopema 2.17. Hexa je p(z)|dz| xongopmmna metpura na U @aksa ga je p : U — (0, +00)

bynxuuja xaace C?, Ili‘m p(z) = 400 u K,(z) > —1 3a ceaxo z € U. Taga 3a ceaxo z € U
z|—1

savicu p(z) 2 pu(2).
[Ipe nero mrro jamo fgoka3 reopeme dhopmyaucahemo u jokazahemMo jegamy jgemy.

Jlema 2.9. Hexa je v : U — R neupexugna dpyrnrxyuja waxea ga je

(2.66) lim v(z) = +o0.

|z|]—1—
Taga pyrrxuyuja v goctiusce murumym wa U.

Joxas. Kaxko je ‘ %im v(z) = 400, cremn ma mocroju r > 0 Takso jga 3a ceako z € U\U,
z|—1—

sazxn v(z) > v(0). Kako je U, KOMIAKTaH CKyIl 1 Kako je (DyHKIMja v HEIPeKHuIHa, CJIeIH
na nocroju a € U, TakBo jma 3a cBako z € U, Baxu v(a) < v(z). C apyre crpane, 3a cBako
z € U\U, Baxu v(a) < v(0) < v(z). Hakie, Tadka a jecte Tauka y K0joj QyHKIMja U TOCTUIKE

MHUHUMYM. [

Jlokas weopeme 2.17. Heka je r € (0,1) npoussosbHo 1 Heka je v : U — (0, +00) nedunucana
ca

2r
1—r2z?

‘l}m p(z) = +o0, caenu na je |1'1‘m v(z) = +00 u Ha OcHOBY JieMe 2.9, dYHKIHja v TOCTHIKE
z|—1 z|—1

MUHUMYM y Hekoj Taduku ¢ € U. Tauka a jecTe Tayka JIOKQJIHOI MUHUMYMa ¥ 38 (DYHKIIH]Y
logov. OTyna je

IpH YeMy je py, Xuiepboimdka ryctuHa Ha aucky Ui, 1j. py, (2) = Kaxo je

o
VAN

Allog ov](a)
Allog op](a) — Allog opy, J(a)
K@) 7(0) + Ky, (@), (0

p*(a) = ppy, (),

1
r

N

omurocHo v(a) > 1. Kako je tauka a Tauka MuHHUMYyMa 3a (DYHKIM]Y U, CJIEIM JIa 338 CBAKO
z € Usaxu v(z) 2 1, 1j. p(2) = pu, (2). Konauno, 3a cako z € U Baxkn

p(2) 2 lim py, (2) = pu(2).

r—1—
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I'maBa 3

IHIBapmoBa JjiemMa u oIlleHe
IIBapu-IlukoBor Tumna 3a
XapMOHHjcKa IIpecinkKaBamba

3.1 IIIBapiioBa Jjiema 3a XapMOHHjCKa HpecinKaBambha

Kako ce xapmonujcka mnpec/imkaBamba MOTY CMATPATH YOIIIITEHEM XOJTOMOPMHUX TPECIU-
KaBarba, IPUPOJ/HO je UCIUTUBATU KOja OJl TBphema Koja ce 0JHOCe Ha XOJOMOP@HA ITPECTIN-
KaBaiba, Y3 eBeHTyaJiHe MOAu(UKAIMje, BaXKe U 38 XapMOHUjCKa MTPEC/INKaBamba. ¥ CKJIAJILY ca
TUM, Hajupe hemo pa3MorpuTu TBpheme Koje ce obmuno HasuBa IlIBapiioBa jema 3a peaJHo-
BPEIHOCHE XapMOHHUjCKe (DyHKIIT]e.

Teopema 3.1. Hexa je u € Har(U, (—1,1)) u u(0) = 0. Taga 3a ceaxo z € U sasrcu
4
(3.1) lu(z)] < —arctg |z].
T
Hejegnaxociu (3.1) jectie owiipa y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U woc@oju dpynrkyuja
4
(xoja 3asucu og z) up,) € Har(U, (=1, 1)) warsa ga je up)(0) = 0 u up(2) = — arctg |2|.
7r

Jloxas. Heka je z € U npoussomno u r = |z|. Kako je U npocro moeezana obsact, ciemau
na nocroju f € Hol(U,S) rakso na Baxku u = Ref u f(0) = 0. Ha ocuoBy upunmumna
cybopauHaryje (BugeTn nponosunujy 2.1) Baxkwn

(3.2) fU,) Co(U,),

IIpU 4eMy je ¢ mpecjimKaBame Jedunucano y npumepy 2.4. Ha ocHOBy jeme 2.5 BaxKu
(3.3) U, = Dy(0, Au(r)),

a kako je ¢ € Isom(U,S), Ha ocHoBy Teopeme 2.11 coenn

(3.4) Ds(0, Au(r)) = ¢(Dy(0, Au(r))).

Konauno, ua ocuoBy (3.2), (3.3), (3.4) u nponosurmje 2.11 mobujamo

— 4 4
u(U,) C |——arctgr, —arctgr|,
s T

95



3.1. IIBAPIIOBA JIEMA 3A XAPMOHHJCKA IIPEC/INKABAFA

ofakJe ciaeau HejenHakoct (3.1).
Horazxkumo caza ja je Hejemnakoct (3.1) omrpa y HABEJIEHOM CMUCILY.
Axo je z # 0, nedunummmo dynxnujy up) : U — (=1, 1) na ciaegehn madmm:

up (¢) = Re g(e™'™#2().

Henocpeuo ce nokasyje na up, € Har(U,(—1,1)), xao u ga Baxn up)(0) = 0. Taxobe, 3a
dyHKIMjy U BaxKK

2Relz| 4 g
— — arc Z|.
1|z 70

—iargz 2
lup(2)] = |Rep(e"™8%2)| = [Re ¢(|2])| = ;arctg

Axo z = 0, onza TpUBKjAJHO CJIeM Ja je HejeaHakocT (3.1) omrpa y HaBEeJIEHOM CMUCITY.

O]

[Ipe mero mTo paszmorpumo I[lIBaproBy JjieMy 3a KOMILIEKCHO-BPEIHOCHE XAaPMOHU)CKE
dyukmuje, dpopmymucahemo n jgokazahemo jeany Jiemy Koja he mMaTw yJiory y TOM U Jia-
JbUM pa3MaTparmbuMa.

JIema 3.1. Hexa je f € Har(U,U), u =Re f, v=Im f u 0 € R. Taga je ca
U%(2) = cos Ou(z) + sin Ov(z)

na U gepunucana peasro-epegrocha xapmonujcka pynruyuje warea ga 3a ceaxo z € U saotcu

U°(2)] < 1f(2)].

Ocum Woza, 3a ceaxo z € U doctoju 0y € R waxeo ga eaocu UP(2) = |f(2)].

Jlokas. Kaxko je  KoHCTaHTa 1 KAKO Cy U W ¥ PEAJIHU, OJHOCHO MMATHHAPHU €0 KOMILIEKCHO-
BpeIHOCHEe XapMonujcke dyuxuuje f, caeau na je U? peanno-BpemnocHa xapMmoHmjcKa dy-
uknuja nedpunucana va U. Takohe, ma ocuoBy Kommu-IlIBaproBe mejemrakocTun 3a CBaKo
z € U Baxn

U(2)] = [{(cosf,sin0), (u(z),v(2)))]
< Veos?2 0 + sin? Oy/u(2)? + v(z)?
= )<L

u(z) . v(2)

Axo je f(z) # 0, onna ocroju 0y € R TakBo 1a Baxku cos by = 7] u sinfy = o) a
z z
camum M u U%(2) = |f(2)].
Axo je f(z) =0, onza 3a cBaxo 0 € R axu U?(2) = |f(2)|. O

Hamomena 3.1. IIpumetiumo ga dyrwyuja U® dpecaurasa U y unitiepsan (—1,1).

Teopema 3.2. Hexa je f € Har(U,U) u f(0) =0. Taga 3a csaxo z € U saorcu
4
(3.5) [f(2)] < —arctg]z].

Hejegnaxociu (3.5) jectie owidipa y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U woc@oju dpynrkyuja

4
(xoja 3aeucu og z) fi.; € Har(U,U) @waxea ga je fi.)(0) =0 u |f1(2)| = — arctg|z|.
T
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Jloxas. Heka je § € R npoussospro u Heka je U? dbyuxmmja nedunucana xao y jgemu 3.1.
Taza je U?(0) = 0, ma ma ocroBy Teopeme 3.1, 3a cBako z € U Baxu

4
(3.6) |U%(2)] < — arctg |2].
m

Jame, veka je z € U mpoussospro. Tasa, Ha ocroBy jeme 3.1, moctoju 0y € R TakBo 1a BaxKn
1f(2)| = U%(2), na uz (3.6) nobujamo (3.5).
Ha je mejeauakoct (3.5) omrpa y HABEJIEHOM CMUCILY, CJIead u3 TeopeMe 3.1 M YMHEeHUIIE

na je Har(U, (—1,1)) € Har(U, U). O

ITocnemumna 3.1. Hexa je Q2 C C xutaepboauuru gomen, wy € Q0 durcupano u f € Har(Q), U)
waxeo ga je f(wy) = 0. Taga 3a cearo w € Q astcu

F ()] < = arcts ()],

apu wemy je x € Isom(Q2, U) @wakso ga je x(wy) = 0.

Jloxas. Heka je g = fox™!. Tanaje g € Har(U,U) u g(0) = 0. Oryna, Ha ocHOBY Teopeme 3.2,
4

3a ceaxo z € U Baxu |g(2)] = |(f o x 1)(2)| < — arctg|z|, omrocHo 3a cBako w € §) Baxkm
m

()] < = arctg [x(w)] 0

4
Hamnomena 3.2. Kaxo 3a ceaxo t € [0,1] saorcu t < —arctgt (apu wemy ce jegraxociu
s

woctmuotce ako u camo axo jet =0 uaut = 1), caegu ga weopema 3.2 gaje sowujy oueny Hezo
weopema 2.1, aru og carabujum Upetnuocuaskama, Wj. 36 Wupy KAacYy UPeCAUKa8arsba, jep je
Hol(U,U) C Har(U,U). Ha cauyu 3.1 apuxasanu cy zpagduuyu dynxyuje hy : [0,1] — R xoja

4
je gedpurucana ca hi(t) =t u gpynryuge hy : [0,1] — R xoja je gepunucara ca ho(t) = — arctgt.
T

Cauka 3.1: I'paduru dyuxnuja hy u ho

Y kwuzu [1. Ijypena Harmonic Mapping in the Plane [21] w3 2004. roguse Ha cTp. 76 Kao
pedepenria 3a Teopemy 3.2 HaBogu ce pas [25] E. Xajuna koju je o TBpheme dopmynucao
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3.1. IIBAPIIOBA JIEMA 3A XAPMOHHJCKA IIPEC/INKABAFA

n foka3ao y Ttom pagy u3 1959. rommme. Cam XajHIT y TOM pajly HABOIW Jla C€ PaId O
[TO3HATOM PE3YJITATy y Be3UM XapMOHUjCKUX (DYHKIHja, KOjU pejicTaB/ba anajgoron [IBaprose
JeMe, U Kao pedepeHIly gaje 3agarak Opoj 288 m3 uysene 30upke 3amataka Aufgaben und
Lehrsitze aus der Analysis I «uju cy ayropu B. Iloja u I'. Cere [71], koja je objaB/bena
1925. romure. C mpyre crpane, npema [13| BapujanTa oBor TBphema mojaBibyje ce y Beh
nmomenytoM IlIBapmoBom menmy Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Zweiter Band

[77] u3 1890. romune.

Hanomernnmo jorr ma je u y [25] u y [21] reopema 3.2 mokasana Tako mITO je CYIMITHHCKH
Hajupe mokasana Teopema 3.1. Jloka3 teopeme 3.1 mpukasaH y oBOj Jucepranuju (Koju ce
€CEHIINjAJTHO OCJIalha Ha MPeCc/IMKaBambe AePUHUCAHO y puMepy 2.4a, IPUHIUI CyOOpInHa-
1Mje, eyKJNUJICKa CBOjCTBA XUIEPOOJMIKUX JTUCKOBA Yy jeauuudHoMm jucky U um mojacy S u
[Isapr-IlukoBy jiemy 3a mpocTo moBe3aHe 00JIACTH) jecTe JIOKA3 KOJU je JIaT Y CKOPAIIHbeM
3ajemHUIKOM paiy [62] ayTopa oBe muceprammje ca meatopom M. Maresbesuhem.

Y Bep3ujama I[lIBaprioBe jieme 3a XapMOHMjCKa IIpeC/IMKaBamba, KOje CMO 0 CaJia HaBeJu
y 0BOj jucepraiuju (a To cy Teopema 3.1 u Teopema 3.2), UMaJd CMO BayKHY HPETIIOCTABKY
nIa ce oarosapajyhmm mpecimkapameM () nmpecankaBa y 0. AHAJOTHO Kao W y CJaydajy IIpe-
cimkaBama Koja npunajaajy Hol(U, U), npuponto je pasmarparu sapujante IlIBapiiose jeme
3a npeciaukaBawe [ € Har(U,U), npu uemy me mopa 6utu f(0) = 0. Kosmko je ayropy
Jucepralije TMO3HaTO, y JIUTEPATYPH HeMa IyHO pe3yJITara Ha OBY TeMmy (Ha MpHMep, HEKH
pesyJITaTé OBOT THIIA I0jaBJbyjy ce y paiy [13]).

[Tpumernmo, ako je f mnpeciaukasamwe takso ja f € Hol(U,U) u f(0) # 0, onma ce Ko-
pumhemem npeciukaBama F' = ¢_y ) o f, xoje npunaza Hol(U,U) u 3a xoje je F'(0) = 0,
Moxe no6utn Bapujanta [IIBapriose jeme 3a npecinkaBamwe [ (Bumeru reopemy 2.3). C npyre
crpane, ako je f € Har(U,U) u f(0) # 0, onna npecimkasamme F' = ¢_qy o f y ommreM ciy-
4ajy He Mopa jga npunaia Har(U,U) u To npezacrasba onpeleny morermkohy y mpoyvasBary
npecankaBama f.

Y Beh momenyToMm 3ajeHIYKOM pajy [62] ayTopa oBe mucepraryje ca MEHTOPOM IPUKA3aH
je meTo KojuM ce Te norerkohe mory npesasuhin (Bugeru reopemy 3.4). Atu, mpe HEroO IITO
IpUKaXkeMo ojropapajyhe pesysrare go0ujeHe y TOM paJjly, HaBelrheMo pe3yJiTaT KOju je y
BE3W Ca OBOM TEMOM, aJI je JApyradujer Tuna, 10 Kor je gomao X. B. Xerkor 1977. rommne
y paay [26]. YUwHu ce na ce mCTpaykKuBaddm y OBOj O0JIACTH HUCY 0OA3WpPaJU HA DPE3yJaTaT
objaBibeH y paiy [26], a Takohe Taj pesyarar moxkemo Hahu u 'y [69].

Teopema 3.3. Hexa je f € Har(U,U). Taga 3a ceaxo z € U sasrcu

1z
1+ |22

7(z) £(0)| < = arct 2|

Hapenna reopema jecte pesynrar objaBiber y paiy [62]. Hamomenumo ja je qokas oee
TeopeMe ojroBapajyha momudukanuja qoka3a Teopeme 3.1 maTor y ToM pajy u y OBOj JUCED-
ranuju. Ecennmjanny yiory y oBoMm mokady uMmajy IIsapr-IIukosa jgema 3a mpocTo noBe3ane
objyractu u mponosuiiyja 2.12, Koja cjeaum U3 CBOjCTaBa IMpeC/IUKaBama ¢, JAedUHUCAHOT Yy
npumepy 2.46 m eyKIUJICKUX CBOjcTaBa xurepboanyuknx auckoBa y U u S.

b

Teopema 3.4. Hexa je u € Har(U,(—1,1)), u(0) = b u a = tg R Taga 3a csaxo z € U
sadcu
a—|2| a+ 2|
= arctg —— - <~ arctg — L
—arc gl—a|z| <u(z) < —arc g1+a|z|’
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3.1. IIBAPIIOBA JIEMA 3A XAPMOHHJCKA IIPEC/INKABAFA

0gHOCHO, gpyzavuje 3aUUCAHO,

4 4
(3.7) —arctg . (—|2]) < u(z) < —arctg p.(|z]).
T s

Hejegnaxocwuu (3.7) jecy owtupe y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U aoctuoje dynryuje
(xoje 3asuce og z) U, u, € Har(U, (=1,1)) @waxse ga je up.)(0) = up,(0) = b u 3a xoje sasrcu

4 - 4
(=) = — arctg pa(—|2]) © T (2) = = aretg pa(|2).

Jloxas. Kaxko je U mpocro mosesana obiact, cieau ma nocroju f € Hol(U, S) rakso na Baxu
u=Re fu f(0) =b. Ha ocuoBy nesa B) Teopeme 2.11 nmamo

dS(f(Z)vb) = dS(f(Z)7 f(0)> < dU(’ZaO)'
Oryza, xaKo je dy(z,0) = Ay(|z|), ciemn na f(2) € Ds(b, Au(|2])), na na ocroBy nponosumu-
4 4
je 2.12 gobujamo u(z) € | — arctgy,(—|z|), — arctg gpa(|z|)] , Tj. Hejemnakoctu (3.7).
T 7r

Hokaxkumo caja j1a cy HejeaHakoctu (3.7) OmITpe y HABEJIEHOM CMUCILY.
Axko je z # 0, nebunummmo bynxiumje Uy, U, : U — (—1,1) Ha ciaexehn naunn

g (€) = Re gy(—e"™8%()

U (¢) = Re gy(e"™#2(),
npu yemy je ¢, € Isom(U,S) npeciukaBamwe jgedunucano y npumepy 2.46. Hemocpenaso ce
nokasyje na up),up € Har(U,(—1,1)), xao n ga Baxu up)(0) = up(0) = b. Takobe, 3a
byHKIUjy Up,) BazKn

-~ —jarg z 4
up)(2) = Regy(—e"#72) = Re gy(—|2|) = —arctg pa(—[2]);
JIOK 32 PYHKIA]Y ﬂ[z] BaXKU
~ —jarg z 4
up)(2) = Rey(e7¥%2) = Re gy (|2]) = —arctg pa(l2]).

Axo je z = 0, onzma TpuBHjasHO Cclenu Ja cy HejeaHakocTH (3.7) omrTpe y HaBeIEHOM
CMUCJTY. O]

Teopema koja coenu (Bumern Teopemy 1y [60]) jecre mocsemuna reopeme 3.4 u Moxe ce
cMaTpaTH YOIIITemeM TeopeMe 2.3 3a npecinkaBamwa Koja npunasajy Har(U, U).

b
Teopema 3.5. Hexa je f € Har(U,U), b= |f(0)| ua = tg Zﬂ Taga 3a ceaxo z € U saorcu

4 a+ |z|
g - t )
/()] < aretg o)
0gHOCHO, gpyzavuje 3aUUCAHO,
4
(3-8) [f(2)] < —arctg pa(]z)).

Hejegnaxociu (3.8) jectie owidipa y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U woc@oju dpynrkyuja

4
(xoja saeucu og z) fi.; € Har(U,U) @waxea ga je | fi;)(0)| = b u |f.1(2)| = = arctg pq(|2]).
T
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3.1. IIBAPIIOBA JIEMA 3A XAPMOHHJCKA IIPEC/INKABAFA

[Ipe nmero mrro mokaxkemo Teopemy 3.5 popmysmcahemo u jiokazahemo jeany jeIHOCTaBHY
JeMy KOjy heMo KOpUCTUTH y JIOKa3y OBE TEOpEMe.

. t+
JIema 3.2. 3a ¢urcuparno z € U, dynxuyuja h : (—1,1) — R gedunucana ca h(t) = T t||z||
z
jecttie ctwpozo MoHOTOHO pacttyha.
/ 1— |Z|2 . . .
Jlokas. Kako 3a cBako t € (—1,1) Baxku h'(t) = ETEIE > 0, nobujamo na je dyukiyja h
z
CTPOr0 MOHOTOHO pacTyha. ]

Jloxas weopeme 3.5. Heka je 0 € R npoussospro 1 Heka je UY dynkunja nedunucana xao y

b’
nemn 3.1. Jlaspe, neka cy b = Ue(O) ua = tg E Tama, sHa ocHOBY Teopeme 3.4, 3a CBaKO
z € U Baxn

4
U’(z) < = arctg g (|2]).
s

Kako je
s U%(0)m | £(0)|m br
0
a =tg— =1t =tg—=ua
8y 8 4 57
U KaKO je apKyCTaHI'€HC MOHOTOHO pacTyha (pyHKIIMja, Ha OCHOBY JieMe 3.2, mobujaMo ja 3a

csako 2z € U Baxu

4
(3.9) U (2) < = arctggal|2]).
T
Hexka je z € U npoussospro. Tama, Ha ocHOBy jeme 3.1, mocroju 0y € R TakBO 12 BaxKwm
1f(2)| = U%(2), na uz (3.9) cremu (3.8).
a je mejeanakoct (3.8) omrrpa y HaABEJIEHOM CMUCILY, CJIEJH U3 Teopeme 3.4 U UHEEHUIE

na je Har(U, (—1,1)) C Har(U, U). O

Kako 6ucmo ynopenunu Hejeqaakoctu (2.5) u (3.8), najupe hiemo mokaszartu jenny jemy.

b
JIema 3.3. Heka je b€ [0,1) ua=tg ZF Taga 3a ceaxo t € [0, 1] sasrcu

4
(3.10) po(t) < — arctg @a(t).

IIpu @ome, y nejegnaroctu (3.10) Gocuoice ce jegnarocii ako u camo axo je t = 0 uau
t=1.

Jloxas. Henocpenno ce nposepasa jia ce 3a t = 0w ¢ = 1 y (3.10) nocruzke jegHAKOCT.
Hanasbe, npernocraBumo ma je t # 0 u t # 1, u mokaxkumo jia 3a cBako t € (0, 1) Baxku

(3.11) op(t) < %arctg ©a(t).

Axo je b =0, a camum tum u a = 0, oHza ce Hejennakoct (3.10) cBOaM HA HEjeTHAKOCT

4
t < —arctgt koja jecre Tauna, 3a cBako t € (0,1) (Bumern nHanomeny 3.2). Pazmorpmmo 3ato
T
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3.2. IIBAPII-IINKOBA JIEMA 3A XAPMOHUJCKA I[IPEC/INKABARA

b+t
ciaydaj b # 0 (tama je m a # 0). Heka je s = r—i_bt Kako t € (0,1), nmamo ma s € (b,1)
HejeqHakocT (3.11) ekBUBaJIeHTHA je ca HejeTHAKOIINY

a—b+ (1 —ab)s
1—ab+ (a—0b)s

(3.12) %s < arctg

—b+ (1 —ab
Hasbe, Heka je g; @ [b, 1] - R nedunucano ca g(s) = arctg Cll — ab++( @ —abgz ugs:[b1] =R

neduHUCAHO ca go(s) = %s. HemnocpeiHo ce mpoBepasa jia 3a cBako s € (b, 1) Baxku ¢/ (s) < 0,
b

Tj. ma dysruja g; jecre crporo Koukasua Ha (b, 1). Oryma, xkako je g1(b) = ¢2(b) = Zﬁ "

g1(1) = ¢go(1) = z, nobujamo ma je Hejemnakoct (3.12) rauna, 3a cBako s € (b, 1). O

4

Hanomena 3.3. Ha ochosy aeme 3.3, caegu ga weopema 3.5 gaje aowujy oueny wezo we-
opema 2.3, aru 4og cAGOujuM UPETUUOCTUABKAMA, W]. 30 WUPY KAACY UPECAUKABAI6A, Jep je

Hol(U,U) C Har(U, U).

3.2 IIIBapii-IIukoBa jiema 3a XapMOHIjCKa
pecJuKaBamba

VY mocnenmux TpujeceTak rojuHa 00jaB/beHO je JocTa pasosa (Buieru Ha mupumep [19)],
[34], [13], [14], [51], [39], [33], [17], [16], [38], [31], 48, [35], [56], [64], [55], [45], [62], [78]) ¥
Kojuma cy nate pasue Bep3uje [IIBapir-1Ilukose emMe 3a xapMOHUjCKa ITPECTIUKABAHA U PEIIEHN
MHOTU 1pobieMu y Be3u ca Tom TeMoMm. C TUM y Be3u, BUJIETH Ha mpuMep MoHOrpadujy [42]
u pagose [29], [47], [63], [57], [44]. ITocebHo je unTepecanTan ckopammsu pasg M. Maresesuha
[56]. Haume, y ToM pajy pasBujeH je MeTO[I ojaca u MOJIypaBHE KOju je oMOryhnuo jia ce HeKn
OJ THX Pe3yJITaTa JOKAXKy Ha eJleraHTaH HaduH. HamomeHnumo jorr Jia je Taj MeTojr KopuirheH
y pagosuma [62] u [78], kao u ga he umarn KBy9HY yaory y remama Koje obpaljyjeMo y oBOj
CEKITUjH, Tj. JOKa3U KOje hemo NmpukasaTu ocjarmahe ce Ha Taj METOJ.

YKpaTKo, MEeTO/T IT0jaca U MOJyPaBHU CACTOJH ce U3 ceJlehnX eJleMeHTapHUX pa3MaTpama.

1° Heka je D C C obnacr, I C R orBopenu unrepBan u u : D — [ peasHO-BpeIHOCHA
xapMoOHMjcKa pyHKIHIja. AKo mocToju xosomopdHa dyHKIMja F TakBa Ja 3a CBAKO
z € D Baxu Re F(z) = u(z), ouna F upeciukaa Dy I x R. ¥V Tom ciydajy KazxkeMo

1a je dyukmuja [ npuapyKkeHa QyHKIUAHA U.
2° Axo je I = (—1,1), onma je I x R=S, a ako je [ = (0,+00) onga je I x R =K.

3° Heka je D C C obaact, u peaJlHO-BPEIHOCHA XapMOHUjcKa (pyHKIHja JTedUHUCAHA HA
D u F xomomopdua yHKIHja Koja je npuapykeHa GyHkimjn u. Axo cy U u V' pemom
peajinu ¥ uMaruHaphu jeo dyuknuje F ouga 3a csako z € D Baxu U(z) = u(z) n
F'(z) = Uy(2) +iVy(2) = Uy(z) — iUy(2) = uy(2) — iuy(2) = Vu(z). Crora, 3a cBaxo
z € D Baxu |F'(z)] = |Vu(z)| = |Vu(z)|.

4° Axo je D C C npocro nmoBe3aHa 00JIACT U U PEAJHO-BPEIHOCHA XapMOHUjCKa (PYHKIIN]a,
nedunucana Ha D, oHma mocroju xonmomopdHa dyukimja F (koja je jequHCcTBEHA 10 HA
KOHCTAHTY) Koja je mpuapyzkeHa (OyHKIUU U.
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5° Heka je (2 = S wm €2 = K. Taza BpegHOCT XU1epOOINYIKE TYCTUHE P Y TAYKHU 2 3aBUCH
camo o1 Re z, ogaocHO, 3a cBako z € () Baxku po(z) = po(Rez).

Ha ocuoBy 1°-5° u mesa a) Teopeme 2.11 Hemocpenno gobujamo cienehe mase Teopeme.

Teopema 3.6. Hexa je u € Har(U,(—1,1)) u nexa je F' xoaromoppna Pymnruuja woja je
apugpyocena pynxuuju v. Taga 3a ceaxo z € U eascu

ps(u(2))|Vu(2)| = ps(F(2))| F'(2)] < pu(2),

OgHOCHO

u(z)  4¢08 (zu(z)>
o)~ 7 TR

(3.13) |Vu(z)|

IIpu wome, axo je u = Re f, 2ge je f € Isom(U,S), onga y (3.13) sasicu jegnarocii 3a céaro
z € U. Obpatano, axo y (3.13) 3a nexo z € U saorcu jegnarxoct, onga toc@woju f € Isom(U, S)
waxeo ga je u = Re f.

Teopema 3.7. Hexa je u € Har(U, (0,4+00)) u nexa je F xoaomopdna dymnryuja xoja je
apugpyorcerna gynryuju u. Taga 3a ceaxo z € U saorcu

px(u(2))|Vu(z)] = px(F(2))|F'(2)] < pu(2),

OgHOCHO

pulz) _ 2u(2)
340 VS ) T T

IIpu wome, axo je u = Re f, zge je f € Isom(U, K), onga y (3.14) sastcu jegnaxoct 3a ceaxo
z € U. Obpatno, axoy (3.14) 3a nexo z € U sastcu jegnaroctu, onga tocwoju f € Isom(U, K)
waxeo ga je u = Re f.

Hejennakocr (3.13) masasumo u Kao jeJjaH oj IVIaBHUX pesyiarara y pamy X. X. Yen
[16] u3 2013. romune (y Besu ca oBom Temom Buzaeru u paj [33] . Kanaja u M. Byopu-
Hena u3 2011. ronuue), 7MOK je jeaHa BapujanTa Hejemnakoctu (3.14) mokazana y pasy [48|
M. Mapkosuha u3 2015. roguae. Meroau qoKa3uBama KOju Cy KOPUIITNEHU Y TUM PaIOBUMA
pPa3IuKyjy ce o/ MeTo/a KOju je TpUKa3aH y oBOj aucepramnuju. Meros mokasuBama HejeTHa-
koctu (3.13) u (3.14) mpukasaH y OBOj IuCEPTAIMjH, KOjU Ce OCJIarba Ha pesysarare paja [56]
M.Maresbesulia u3 2018. roaune, jecte onmrtuju. Y Be3u ca OBOM TeMOM BHJETH U paJ [62].

Y smreparypu (Bumern Ha npumep teopemy 6.26 y [6]) uecro ce cpehy u cieneha nsa
TBphema Koja cy HelocpeJiHe mocjieauie, pejaom, reopeme 3.6 u reopeme 3.7.

ITocnemumna 3.2. Hexa je u € Har(U, (—1,1)). Taga saorcu

|IVu(0)| < 4 Cos (gu(0)>

T
Cueyugjaaro, axo je u(0) = 0 sasrcu
4
Vu(0)] < —.
Vu(o)] < -
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ITocnemumna 3.3. Hexa je u € Har(U, (0, +00)). Taga saorcu
|Vu(0)] < 2u(0).

Hapenna teopema, Koja je jegan oj riiaBHuUX pesyiarara Beh momenyrtor paja . Kasaja
u M. Byopunena [33], Takobe jecre mocsenuna Teopeme 3.6.

Teopema 3.8. Hexa je u € Har(U, (—1,1)). Taga 3a csaxo z € U saorcu

vul)| < 200
OQHOCHO
(3.15) pulu()|Vulz)] < Spo2).

Kaxko 6ucmo nokazaau Teopemy 3.8 Hajipe hemo jgoka3aTu jeIHy je ITHOCTaBHY HEjeTHAKOCT
KOja ce OJHOCH Ha JIBe eJIeMeHTapHe (DYHKIH]e.

JIema 3.4. 3a csako t € [—1,1] saorcu cos (gt) <1 -t

Jlokas. Heka je t € [—1,1]. Kako je 1 — cos <gt> = 2sin? <%t> claend J1a je HejeHAKOCT
CcoS (gt) < 1 — t? exBuBaJsieHTHA Ca

(3.16) 12 < 2sin? <£t>.

Hejeanakocr (3.16) jecre tauna 3a cBako ¢ € [—1,1] ako u camo ako 3a cBako t € [0,1]
Baxku t < v/2sin (%t) [Mocnenma HejequakocT Baxku 3a cgako t € [0, 1], jep je dyuknuja
h:[0,1] = R necdburmcana ca h(t) = v/2sin (%t) konkasua Ha [0, 1] u mpu Tome je h(0) =0
u h(l) =1. O
Zoxas weopeme 3.8. TBpheme cieu TUPEKTHO HA OCHOBY TeopeMme 3.6 u jieme 3.4. O

Hanomena 3.4. Ilpumettiumo ga, y3 agexsawuine mogupurayuje, weopeme 3.6, 3.7 u 3.8
BAIICE U AKO j€ JOMEH 0G208apajyhez TaPMOHUICKOZ UPECAUKABALA TUPOU3BOLHU TUTLEPOONUNKU
gomen. Ilpeuusnuge, axo je Q C C zutepborunku gomen u u € Har(S2, (—1,1)) (ogrnocro

u € Har (€2, (0,400))), onga 3a cearxo w € §) sasrcu

(3.17) ps(u(w))|Vu(w)| < pa(w)  (ogrocro px(u(w))[Vu(w)| < pa(w)),
4
(3.18) pulu(w))|Vu(w)] < —pa(w).

Baucitia, axo je g € Isom(Q,U) u axo je v =uo g ', onga je v € Har(U, (—1,1)) (ognocro
v € Har(U, (0,400))). Jawe, xaxo 3a dynruujy v easrce nejegnaroctuiu (3.13), (3.14) u
(3.15), jegnocmasnum wparchopmucarvem ogzosapajyhux uspada gobujajy ce HejeguaroCctiu
(3.17) u (3.18).
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Y muspy ja gpopmysmieMo u JokaxkeMo ojrosapajyhe Bepauje IlIBapir-llukose eme 3a
XapMOHHMjCKA TTPECUKaBabha, Y TEPMUHIMA XUIIEPOOJMIKOr pacTojama TadaKa, Hajlipe HaBO-
auMo caenehy mporosutujy.

IMpono3unuja 3.1. Hexa je ¢ > 0, I C R owesopenu uniuepsan, ) upoudsonar rutepbo-
auaku gomen y C axas ga cagporcu unitiepsan I u w : U — I jegna C* dynwyuja. Axo sa
cearo z € U saorcu po(u(2))|Vu(z)| < cpu(z), onga je

a) lo(uoy) < cly(y), sa ceaxy C' xpusy 7 : [0,1] — U;
6) do(u(z1),u(ze)) < cdy(z1, 22), 3a cako z1, 2z € U.

Loxas.

a) Heka je v : [0,1] — U npoussospna C! kpusa. Tazna je u o~y jenna C' xpusa y ) u Ha
ocrHoOBy Aedununumje xunepboamuke ayxuae C! kKpuse Baxku

(3.19) EQ(UOV)Z/ pa(w)|dw| :/0 pa(u(y(t))) - [(u o) (t)]dt.

Kako je (uo~)’ (t) <(V ) (%)), ’(t)> u Kako Ha ocHoBy Komm-IlIBaprioBe HejemHaKO-
cru Bazku |{(Vu)(v(t)), ' (¢))] < [(Vu)(y(1))] - |7/ (1)], cnenn ma je

(3.20) /O pa(u(y(t))) - [(uo~)'(t)|dt </0 pa(u(y(1)) - |(Vu)(v(0)] - |7/ (t)ldt.
U3 (3.19) u (3.20), ysumajyhu y o63up Ja HA OCHOBY IPETIIOCTABKE IPOMO3UIUjE 32

cBako z € U Baxku
po(u(=))[Vu(=)] < cpu(2),

J00bujamo

(3.21) tauon) < / eou(v(8)) - [ (D).
Konagno, kako je X
/0 eou(v(8)) - Y (O)dt = efu(),

3 (3.21) coenm zeo a).

6) Heka cy z1, 2o € U npoussosbre. Taja je
(3.22) do(u(z1),u(z)) = irrlfKQ(F),

npu uemy ce unbumy™m ysuma 1o ceum C' kpusum [ : [0,1] — Q raksum ja je
I['0) = u(z) nu (1) = u(zy). Kaxko je ckyn

{u o7 ’ v [07 1] —U je Cl Kpusa, 7(0) =z 7(1) = ZQ}
HOJICKYTI CKYIIa
{T'|T:[0,1] = Q je C* xpusa, I'(0) = u(z) u I'(1) = u(2)},
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clienu a je

(3.23) i?fég(r) < inflg(uo7y),
v

npu Yemy ce nHpUMYyM C JieBe cTpaHe Hejepnakoctu (3.23) ysuma no ceum C'! kpusum
[':[0,1] — Q raksum ga je I'(0) = u(z;) u I['(1) = u(z2), a uaduMmy™m c jecHe crpase
nejequakocru (3.23) yauma ce no ceum C! xpusum 7 : [0, 1] — U raksum ga je v(0) = z;
u y(1) = zo. Oryna, ua ocHoBy (3.22), (3.23) u memna a) ciaenn

do(u(z1),u(z2)) < cdy(z1, 22).

]

Hapeane Tpu Teopeme mory ce cmarpatu Bep3ujama [IBapi-Ilnkose seme 3a xapMoHUjCcKa
npecankaBamba GopMyIucaHe Y TEPMUHUMA XUIIEPOOJIUIKOT pacTojamba Tadaka. Teopema 3.10
jecre pesyarar M. Mapkosuha (Bugeru teopemy 1.1 y [48]), a Teopema 3.11 jecre pesysrar
. Kanaja u M. Byopunena (Bumern teopemy 1.8 y [33]).

Teopema 3.9. Heka je u € Har(U, (—1,1)). Taga 3a ceako 21,29 € U savicu
(3.24) ds(u(z1),u(z2)) < dy(z1, 22).

IIpu @ome, axo 3a mexe z1,zo € U wWakee ga je z1 # z y Hejegharoctuu (3.24) eastcu
jegnaroct, onga je u = Re f, apu wemy je f € Isom(U,S).

C gpyze ciipane, 3a ceako z1, 2y € U aoctioju pynryuja v € Har(U, (—1,1)), xoja 3a6ucu
0g 21 U 2y, WAKEA ga Y Hejegrharociu (3.24) easxrcu jegraroct.

Jloxas. Hejennakocr (3.24) HemocpeHo cienu u3 reopeme 3.6 u jiena 6) npomosuruje 3.1.
Heka cy 21,29 € U takBe na je z; # 2o u ds(u(21),u(22)) = dy(z1, 22). Kako je U mpocro

noBesaHa obJact, cjean jga mnocroju npeciaukasawe f € Hol(U,S) Takeo na je u = Ref.

ITpernocrasumo ja f ¢ Isom(U,S). Tana, na ocaoBy Teopeme 3.6, 3a cBako z € U Baxu

(3.25) ps(u(2)[Vu(2)| < pu(2).

Hasbe, Heka je 7y : [0, 1] — U reomesujcka nunnja Taksa na je vo(0) = 21 u Yo(1) = 22. Taga
je

(3.26) dy(z1, 22) = lu(70)-
Ha ocuoBy (3.25) u mokasza jgesa a) nponosunuje 3.1 ciaenn
(3.27) ty(v0) > ls(u o),

a Ha OCHOBY Je(pUHUIA]Ee XUTECPOOJIMIKOT PACTOjarha BayKh
(3.28) ls(u o) = ds(u(21), u(z2))-
Oryna u3 (3.26), (3.27) u (3.28) caenu

ds(u(z1),u(22)) < dy(z1, 22),

IITO je y CYIPOTHOCTH Ca UUELEHHUIIOM 118 3a 21 U 29 Baxku ds(u(z1), u(22)) = dy(z1, 22). Hake,
npernocraska ga f ¢ Isom(U,S) nuje tauna, omocro Baxku ga je f € Isom(U,S).
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Jokaxkumo caja u mocyeamu j1eo Tephema. Heka cy zq,29 € U nmpomsBospau. Axko je
21 = 2o oHja 3a cBaky dyukuujy v € Har(U, (—1,1)) y (3.24) Baxu jemnakocr. Ako je
21 # 2o, najupe necdunummmo dyukimjy g : U — Uca g(z) = e7"@8%-=1(2)p__ (2) u bynkiujy
u:U— (=1,1) ca u = Re(¢og), upu demy je npeciaukaBarbe ¢ JIeDUHUCAHO Yy IIPUMEDPY
2.4. Tanma je ¢ og € Isom(U,S) uw u € Har(U,(—1,1)), a kako je u(z1) = (¢ o g)(z1) u
u(z2) = (¢ 0 g)(22), Ha ocuoBy Teopeme 2.11, cieau ma je

ds(u(z1),u(22)) = ds((¢ 0 g)(21), (¢ 0 g)(22)) = du(21, 22).

Teopema 3.10. Hexa je u € Har(U, (0, +00)). Taga 3a csaxo z1, 2y € U saorcu
(3.29) di(u(z1),u(z2)) < dy(z1, 22).

IIpu wWome, akxo 3a mexe z1,zy € U wWakee ga je z1 # zo y Hejeguaxoctiu (3.29) saorcu
jegnaroct, onga je u = Re f, apu uwemy je f € Isom(U, K).

C gpyze ciupane, 3a c6ako z1, zo € U tocmioju ¢ynryuja u € Har(U, (0, +00)), koja 3aucu
09 21 U zZy, WAKSA ga Y Hejegrarocu (3.29) easrcu jegnaroct.

Jloxas. Hejennakocr (3.29) menocpemno cienu u3 Teopeme 3.7 u jena 6) npomnosunumje 3.1.
Ocrarak j0Ka3a aHaJOraH je OCTaTKy JloKa3a Teopeme 3.9. O

Teopema 3.11. Hexa je u € Har(U, (—1,1)). Taga 3a csaxo z1,zy € U sastcu

(3.30) du(u(z1), u()) < %dm(zl,zg).

Jloxas. Hejemnaxoct (3.30) HenocpenHo cienn u3 reopeme 3.8 u gena 6) nponosurmje 3.1. [

Hamomena 3.5. Ilpumewiumo ga, y3 agexsatine mogupurayuje, weopeme 3.9, 3.10 u 3.11
BAIICE U AKO J€ JOMEH 0G208apajyhes TaPMOHUICKOZ UPECAUKABAILA TUPOU3BONHU TUTLEPOOAUNKY
gomen. Ilpeyusnuje, axo je Q C C zuaepbosuuru gomen u u € Har($2, (—1,1)) (ogrocho
u € Har(, (0,400))) onga 3a cearo wy,wy € §2 sasicu

ds(u(wy), u(ws)) < do(wy,wy)  (ogrnocro dg(u(wy), u(ws)) < do(wy,ws)),

Krao u 4
dU(”(wl)au(wQ)) < ;d9<wl,w2).

Axo cy 4,y C C xunepbosimaku jgoMeHn TakBu Aa je 2, C )y OHMa, Ha OCHOBY Teope-
Mme 2.11, 3a cBako z € €); Baxu 1a je po,(z) < pa,(z), OMHOCHO 3a CBaKoO 21, 23 € ()] Baxu Ja
je do, (21, 22) < dg, (21, 22). Cuenmjanso, kako je U C S, 3a cBako z € U Baxku ps(z) < py(z)
U 3a CBaKO 21, 29 € U Baxku ds(21, 22) < dy(z1, 22). Mehyrum, kako u U u S cagprke nuaTepBas
(—1,1), y ciyuajy oBa aBa XxunepboJimdKa JOMEHA BaxKe jOII HEKe pesialiije Koje ce OJHOCe
Ha ojiroBapajyhe xumnepbonydke ryCTUHE U ojiroBapajyha xumepbo/imaka pacTojarmba.

IIponoszunmja 3.2.

4
a) 3a ceaxo x € (—1,1) saorcu py(x) < —ps(x).
m

4
6) 3a ceakxo x1,x5 € (—1,1) saorcu dy(xy,x2) < —ds(x1, 22).
T
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Loxas.

a) Kako je py(z) = u ps(x) = = = JlaTa HejeJHaKOCT UPEKTHO CJIeIH Ha

COS =
2

1— 22

OCHOBY Jieme 3.4.
6) leomesmjcka inHMja unje cy Kpajie Tauke r1 U To uy aucky U u y mojacy S jecre Tpar
kpuBe 7y nedunncane ca y(t) = x1 + (v2 — x1)t, t € [0,1]. Oryna,

(3.31) dWWMZ%Wz/ﬁﬁWAjAWMWW—%W

Y

(3.32) %mwg—mw—/%@WA—prmm@—ma

Y

Haxue, nara HejemnakocT ciaegn Ha ocHoBy (3.31), (3.32) u jesia a) oBe mporno3uIyje. ]

ITocnenuna 3.4. Hexa je u € Har(U, (—1,1)). Taga 3a ceako z1, 2o € U sasrcu
T
Jdolu(=), u(z)) < ds(ul(zr), u(ze)) < dulu(z), u(z)).

/loxas. Jlokas ciaequ TUPEKTHO U3 pa3MaTpaiba HaBeJIEeHOT HEIOCPEIHO IIpe IMPoro3uiiuje 3.2
u jiesia 6) Te IPOTO3UIHje. O

IIpe mero mro pazmorpumo Bapujante llIBapr-llukose jieMe 3a KOMILIEKCHO-BPETHOCHE
xapMonmjcke pyHkimje, hopmysrcahemo u jjokazahemo e jieme Koje he mmarTu ysaory y Tum
pa3maTpamuMa, aJii U IPUJIUKOM JOKa3uBama Ja/bux pesyiarara. [Ipsa ox tux jema jecre
nema 1 u3 pazga [19].

Jlema 3.5. Hexka cy z,w € C. Taga je
. 1 . .
max |wcosf + zsinf| = =(jw +iz| + |w —iz]).
9eR 2

Ipu wome, axo cy bpojesu w + 1z v w — 1z padauvutiu 0og 0 mMaKCuMym ce UOCWUICE 3G

1
0 = E(arg (w+iz) —arg (w —iz)).
/loxas. Heka je 0 € R mpoussossro. Tasma je
: 1 © N 6 C N\ —if
|wcosf + zsinf| = §|(w —1z)e"” + (w+iz)e ",

1a TBpheme ciienu Ha OCHOBY Jieme 1.1. [
Jlema 3.6. Hexa je f € Har(U,U), u = Ref, v =Im f u 0 € R u nexa je ¢pynryuja U’

gedpurucana na U ca U%(2) = cosbu(z) + sinfv(z) (garae, ucitio xao y dopmyravyuju seme
3.1). Taga 3a ceaxo z € U saorcu

max (VU (z)] = [|df (2)]]-
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/loxas. Heka je z € U npousBosbno. Kaxo je

VU’(z) = (uy(z)cos+v,(z ) sin 6, u,(z) cos& + vy(2) sin §)
= (uy(2) cosf + v,(2) sinf) + i(uy(z) cos 6 + v,(z) sin §)
(us(2) + iy (2)) cos 0 + (va(z) + wy( ) sin 6,

Ha OCHOBY JieMe 3.5 BaxKu

max [VO°(2)| = 2 (hia(2) + iy (2) + i(0a(2) + iy (2)
b hua2) + i, (2) — i(0(2) + iy (2)))
= 2 (10s(2) — 0y(2) + iy () + ()
¥ hue2) + 0,(2) + iy (2) — v ()
|+ 17 )

Haucre, max [VU(z)] = [|df ()] =
S

Hapemna teopema moxke ce cmarparu Bep3ujom IlIBapri-IlukoBe Jjieme 3a KOMILIEKCHO-
BPEIHOCHA XapMOHM]CKa Ipec/nKaBarba u3 jenuaunaHor aucka Uy cebe (BumeTn u Teopeme 3

udy [19]).
Teopema 3.12. Hexa je f € Har(U,U). Taga 3a ceaxo z € U sasrcu

4 1
Tl —|z]*

(3.33) ldf ()| <

Cueyujanro,
4
ldf (O] < —.
Jlokas. Hexka je § € R u nexa je U’ dyuxunja nedunucana xao y dpopmynanuju aeme 3.6.
Tama, Ha ocHOBY Teopeme 3.6, 3a cBako z € U Baxnu

Trr6
gcos (U (2) 41
VU ()l < - G7) <

T 1—|zP  Tal—|¥
Oryna ciemun
4 1
9 —
%1€EJLH§<|VU ()] < Tl— |22
na Ha ocHOBY JieMe 3.6 Baxku (3.33). O

Hagemumo jomr jenny Bapujanty IlIBapi-Ilnkose jgeMe 3a KOMIIJIEKCHO-BPEIHOCHE XapMO-
Hujcke dbyHknuje (y Be3u ca oBoM TeopeMoM Buzetu u teopemy 1.10 y [33], kao u [68]).

Teopema 3.13. Hexa je f € Har(U,U) @waxeo ga je f(z) # 0, 3a ceaxo z € U, u neka je
apecaurasare g : U — (—1,1) gedpurucano ca g(z) = |f(z)|. Taga 3a csaxo z € U sasrcu

Vo(:)| < 1000 (390))

T 1—1z]2
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Joxas. Heka cy u = Re f mw v =1Im f. 3a cBako z € U Baxnu

(3.34) Volz) = (u(z)ux(z?q(t)v(z)vx(z)’ u(z)uy(zg(—;)v(z)vy(z)) ‘

C npyre crpane, Heka je § € R mpoussospHO 1 meka je U? dynknmja nedunucana xao y
semu 3.1. Tasa na ocnosy seme 3.1 saxku U € Har(U, (—1,1)), u oTyzna, Ha OCHOBY Teopeme
3.6, 3a cBako 6 € R u cBako z € U Baxku

cos ZUG z
(3.35) VOO () < 2 57'e)

T 1—]z]?

Ocum Tora, 3a cBako 6 € R u cBako z € U Baxku u

(3.36) VU?(2) = (ug(2) cos 0 + v,(2) sin 0, u, (2) cos 0 + v,(2) sin 0).

Harme, meka je z € U durcupano u Heka je 6y € R takBo ja Baxku cosfy = |;EZ§| u

2
. v(2) . e
sin 6y = m Tana, va ocuoBy nedunuimje U™, Baxku
z

(3.37) U(2) = |f(2)] = (=),
a Ha oCHOBY (3.34) u (3.36) Baxku u
(3.38) VU (2) = Vg(2).
Konauno, u3 (3.35), (3.37) u (3.38) cuenn tBpheme. O

3.3 VYomnmrema IIIBapiioBe jjeMe 3a XapMOHHjCKAa
npecjJuKaBamba

VY 0BOj CeKIMju HABOJUMO J[BE T€OPEME KOje Cy TJIABHU Pe3YJITATH CAMOCTAHOT paja [78]
ayTopa oe jgucepranuje. Teopema 3.14 moxke ce cmarparu npodumemeMm Teopeme 3.4, T0K
je Teopema 3.15 Bepauja TeopeMe 2.4 3a XapMOHUjCKa TIPECTUKABAIHA.

Teopema 3.14. Hewxa je u € Har(U, (—1,1)) @waxsa ga je
1° u0)=bu
_ . 4 T
2° |Vu(0)| = d, apu wemy je d < — cos (Eb)
T

Taga 3a ceaxo z € U saorcu

4 4
(3.30) = arctgpa( — leloelle)) < u(2) < — arctg g (I2lel21).
_ . b T 1
upu wemy je a =tg— uc= ———=d.
4 4 cos §b

Hejegnarociuu (3.39) jecy owtupe y caegehem cmucay: 3a ceaxo z € U toctioje dpymnryuje
(xoje 3asuce og z) Uy, up,) € Har(U, (—1,1)) @warse ga 3agosomasajy ycaose 1° u 2° u 3a xoje
~ 4 ~ 4
sacu i (2) = — aretg g — [2lg(|21)) w T (2) =  arctg ga(|2lge(|2])-
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4
Hamomena 3.6. Vmajyhu y sugy tocaequuy 3.2, ycaos d < — cos (gb) Y 2° jectie upupogar
U HEOUTOGAH. i

/loxas. Tlpumenom merosa mojaca jgobujamo ja moctoju xojgomopdua dyukmuja f: U — S
takBa Ja je Re f =u, f(0) =0, |f/(0)|=dn

oy = PO ey 1
1f(0)] = o (0) |f(0)\_4cosgbd .

Hexa je z € U mpoussossro. Ha ocroBy Teopeme 2.12, yaumajyhu ) = U u {2y = S, mobujamo

ds(f(2),b) < log (coshdy(z,0)+ |f"(0)sinhdy(z,0))
o 1+ |22 + 2¢|7]
JIOK Ha OCHOBY JieMe 2.4 BaxKu

1+ [2]* + 2|z
lo
1— |z

) = du(|=lee(]2]), 0).

Oryza je ds(f(z),b) < du(|z|ec(]2]),0), 1j. f(2) € Ds(b, Au(|z]ec(]2]))). Komauno, na

OCHOBY Tiporiosutnuje 2.12 mmamo

u(z) = Re f(2) € | = arctigpa( — |zlge(l2])), — arctiou(|2liec(|2])

Hoxkazxkumo caja a je vHejennakoct (3.39) omrpa y HaBEJEHOM CMUCITY.
Axo je z # 0, majupe nedunummmvo byuxiuje $y 4, Py 4 € Hol(U, S) na cienehn naunu

EI;b,d(C) = ¢b( —q- @c(C))

By a(C) = & (¢ - 9e(0)),

upu gemy je ¢, € Isom(U,S) nedunucano y npumepy 2.46.
Barum gedunumemo dbynkmmje Up.y, u, : U — (=1,1), #va cregehn nauun

Uiy (C) = Re By g(e~"¥8%¢)

U (€) = Re @y g(e " ™8%().
Hemnocpesuo ce mokasyje ja dyHKImje Uy, uf,) npunazaajy Har(U, (—1,1)), kao u xa 3a10-
BosbaBajy 1° m 2°. Takobe, 3a GyHKIHMjy U] BaxKu
- 4
ups)(2) = —arctg wal = 12lee(]21)),
JOK 32 QYHKIH]Y U[,] BaXKH

4
) (2) = — arctg a ([2]pe(l2]))-
Axo je z = 0, onzma TpuBmjasHO cieau Ja je HejexHakocT (3.39) omrpa y HaBeIeHOM

CMUCJITY.

]
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Teopema 3.15. Hexa je f € Har(U,U) waksa ga je

1° f(0)=0u
_ ‘ 4
2 ||df(0)]| = d, apu wery je d < .
s
Taga 3a ceaxo z € U sasicu
4
(3.40) f(2)] < —arctg (|zlec(|2]),

‘ T
upu wemy je ¢ = Zd.

Hejegnaxoctu (3.40) jeciie owipa y caegehiem cmucay: 3a ceaxo z € U Gocmioju Pynryuja
(xoja 3asucu og z) fi,) € Har(U,U) @waxea ga sagosomasa ycrose 1° u 2° u 3a xojy easicu

4
[fie1(2)] = —arctg (|2]ee(|2])).-
. _ 4 S
Hanomena 3.7. Hmajyhu y sugy weopemy 3.12, ycaos d < — y 2° jecttie Upupogam.
™

Jlokas. Hexa je § € R npoussosmsno, U? dbynknuja nedunmucana xkao y gemm 3.1 u Heka je
= %|VU9(O)|. Ha ocuoBy Teopeme 3.14 3a cBako z € U Baxku

0 4
(3.41) U’(z) < ;arctg (Iz]eeo(2])).-
C nmpyre crpane, HA OCHOBY Jieme 3.6 BaxKu
(3.42) IVU(0)] < [ldf (0)]],

oJlaKJie CJe/In

o _ Tivuto) < & _Ta—
& = ZIVUt0)] < TIrO)] = Jd=c

Ha ocuoBy Jsieme 3.2, u3 (3.41) u (3.42), nobujamo ma 3a cBako z € U Baxu
0 4
(3.43) U%(2) < —arctg (|=lpe(|2]).

Konauno, meka je z € U npoussBosbrO. Tama, Ha ocHOBY Jeme 3.1, moctoju 6y € R TakBo 11a
Baxku |f(2)] = U%(2), na us (3.43) cremu (3.40).

Ha je nejennakoct (3.40) omrpa y HABEJIEHOM CMUCILY, CJIeU U3 TeopeMe 3.14 1 YubeHuIe
na je Har(U, (—1,1)) € Har(U, U). O

3.4 VYomnmrema XapHAaKOBUX HejeIJHAKOCTH 3a
XapMOHHjCKa MpecJnKaBamba

Ha mouerky oBe cekiuje HABOAUMO je€IHOCTABHO TBPheme Koje je MO3HATO I0J, Ha3UBOM
Xapuakosa HejenHakocT (cTp. 62 y [24]) u xoje ce moxke nokazaru kopumihemem [IIBaprose
JieMe 3a X0JI0MOpP(HA ITPEeC/IMKABabA.
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Teopema 3.16. Hexa je u € Har(U, (0, +00)). Taga 3a ceaxo z € U sasicu

1—|z| < u(z) < 1+|z]‘
L+ 1z ~w(0) = 1—|z|

(3.44)

Jlokas. Tlpumenom merona mosaypasuu gobujamo na mocroju f € Hol(U,K) raksa ma je

Ref = wu f(0) =u(0). Oryza (3.44) mupexrtHo ciaeau u3 Teopeme 2.15. O
Hapenna TeopeMa MozKe ce CMaTpaTh YOIIITEHEM IIPETXOIHE.

Teopema 3.17. Hexa je u € Har(U, (0,400)). Taga 3a ceaxo z € U sasicu

LElf (Ve O\ u) (14 )eP | [ve)]
(3.45) (1—|z|2+ u(0) 1—rz\2) <u<o><(1—|z12+ a(0) 1—|z|2)'

/loxas. Amayoruo, kao y jioka3y teopeme 3.14, mpuMeHOM METOJa TMOJIypaBHU J00MjaMo 11a
nocroju f € Hol(U,K) Taksa na je Re f = u, f(0) = u(0), |f(0)| = |Vu(0)| u

px(f(0 Vu(0
71(0)) = 22O, g — V0N
pu(0) 2u(0)
. [Vu(0)] : .
Heka je ¢ = 2u(0) Cauano kao y gokasy teopeme 3.14, yaumajyhu y Teopemu 2.12 na je

Q1 =U u Qy =K, nobujamo 1a 3a cBako z € U Baxu

dx(f(2), f(0)) < log(coshdy(z,0) + |f"(0)|sinh dy(z,0))
log (1 +|z]° + 20|z|> |

122

JIOK Ha OCHOBY JieMe 2.4 BaxKu

1+ 122 + 2¢|z
o ( 21" + 2| ')zdmrzmazw,o»

1— [z
Oryna je
(3.46) f(2) € Dx(f(0), Au(lzlpe(I2])))-
Konauno, u3 (3.46), Ha ocHoBy mponozunuje 2.10, mmamo Ja 3a cBako z € U Baxku
1 — |zpc(]2]) 1+ |z[ee(]2])
(3.47) u(z) € [—u(O),—u(O) :
1+ |z[ec(]2]) 1 — |z (]2])
1 ) 1+ |22 42
a Kako je + [2lpe(2]) _ T 2" + C‘Z‘, ciemu ja je (3.47) eksuBasieHTHO ca (3.45). O

1 —[zlge(]2) 1—[z?
Hanomena 3.8. Kaxo 3a u € Har(U, (0, 4+00)) na ochosy Gocaeguue 3.3 saotcu
|Vu(0)| < 2u(0),

cAegu ga 3a c6aKo z € U saorcu

L+ 2> [Vu(0)] |7] <1+|z|

4 NS
(3.48) =P ) T=]2F ST=]2)
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u

L (v ff O\ -]
3.49 > )
(3.49) (1—|z|2+ a(0) 1=]oP

IIpu wome, y (3.48) u (3.49) saorce ogzosapajyhe jegnaxociu 3a cearxo z € U ako u camo
axo je |Vu(0)| = 2u(0). Jakae, moorcemo sakmywuiuu ga ce nejeguaxoctiu (3.45) ceoge na
nejegrharocu (3.44) axo u camo axo je uw = Re f, dpu wemy je f € Isom(U,S). Hnaue,
nejegrakocu (3.45) gajy bowe ouene og nejegraroctu (3.44).
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I'maBa 4

IHIBapmoBa JjiemMa u oIlleHe
IHIBapi-IIukoBor Tuna 3a HQR
NIpecJINKaBamkha

4.1 Heka cBojcTBa XUIIepOOJINYIYKE METPUKE

Y 0BOj ceknuju (pOpMYyJIUIIEMO U JIOKA3yjeMO HEKa CBOjCTBA XHUIIEPOOJIMYIKE METPUKE Ha
xurniepbomukum gomennma y C, koja kopuctumo 3a mpoydaBame orena [lIsapr-IlukoBor
THUIIA 32 XapMOHHUjCKa KBa3uperyjgapHa U XapMOHUjCKa KBa3UKOH(MOPMHA MPECTUKABAIHA.

ITponosurniuja 4.1. Hexa je ¢ > 0, nexa cy 21 u oy UpoudsomHu TUUEPOOAUNKY qOMEHU Y
C u nexa je f: Q0 — Qo Upecaurasarve xoje je xaace C*.

a) Axo 3a ceako z € 4y sasicu
pay (f(2)) (I£:(2) + 1 2(2)]) < epa (),
onga 3a cearxy C xpusy v : [0,1] = O easrcu Lo, (f o) < clo, (7).
6) Axo 3a ceaxo z € )y 6avicu
pes (F)|If(2)] = | f(2)]] = cpay (2),
onga 3a ceaxy C xpusy v : [0,1] — Qy easrcu lo,(f o) = cla, (7).

Jloxas3.

a) Heka je v : [0, 1] — Q; npoussosna C! xpusa. Taga je f o~ jeana C! xkpusa y (s u Ha
ocHoBy Aedununuje xunepboamnuke gayxune C! xpuse Baxku

lon(for) = /f pon ()]

= /0pgg(f(v(t)))\fz(’y(t))’y’(t)+fz('y(t))7’(t)|dt-

Oryna, kako 3a cako t € [0, 1] Baxkn

£ () + L)Y @] < (1@ + @) 1 (D),
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7 KaKO Ha OCHOBY IPETIOCTABKE IMPOIO3UIAje 3a CBAKO z € ()| BaxKm

pa, (F(2)) (I£:(2) + 1 f=(2)]) < epay(2),

cJieau

la,(fory) < /0pm(f(v(t)))(lfz(v(t))le!fz(v(t))l)lv’(t)ldt

< e / po (4() |7/ (1)t
= 6691(7)

6) lokasyje ce aHAJIOIHO Kao JI€0 a).
0

Ilponosurniuja 4.2. Hexa je ¢ > 0 u Hexa cy Q1 u Qo UpouseomHyu TUUEPOOAUNKY JOMEHU
yC u f:Q — Qy apecaurasare xoje je xaace C'. Axo sa ceaxy C' xpusy v : [0,1] —
BAHCU

692 (f © 7) < Cng (7)7

onga 3a ceaxe gee wavke z1, 2o € {01 6aotcu

da, (f(21), f(22)) < edg, (21, 22)-

Jlokxas. Heka je 7o : [0,1] — €y reonesmjcka JmHMja duje Cy Kpajibe Tadke 23 U 29. laja Ha
OCHOBY Jie(DUHUITM]E XUTIEPOOJTUIKOT PACTOjalba U MPETIIOCTABKE ITPOTIO3UIIN]e BaYKU

da, (f(21), f(22)) < La,(f o) < clo, (Y0) = cda, (21, 22).
]

ITponiosurmja 4.3. Hexa je ¢ > 0 u nexa cy Q1 u Qo Gpoudsomru TUGEPOOAUNKU JOMEHU Y
C u f:Q — Qo apecaurasarve xoje je ,1-17 u ,HA” u xaace C'. Axo sa ceawy C' xpusy
v :[0,1] = Q4 saorcu

ng (f © 7) > C€Q1 (7)7

oHnga 3a ceaxe gee wavke z1, 2o € {01 8aostcu

dﬂ2 (f(Zl)u f(ZQ)) > CdQl (217 ZQ)'
Jlokas. Heka je Ty : [0, 1] — s reomesujcka qunuja unje cy Kpajwe tauke f(z1) u f(z9) n Heka

je vo = f~toTly. Tana Ha ocHOBY JeduHHUIUje XUIePOOJTIKOr PACTOjarba U IIPETIIOCTABKE
MIPOIIO3UIIHj€e BayKu

dQ2(f(Zl)7 f<z2)) - €Q2 (FO) - ng(f © 70) > Cgfh (’70) > CdQl (Zlv Z2)'
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4.2 IIIsapiu-IIukoBa jgema 3a HQR npeciaunkaBama

Hajupe dopmysnumemo u nokasajemo Bepaujy Ilapi-Ilukose seme 3a xapmonujcka KBa-
3uperyJiapHa MpecjinKaBama Yuju je JoMeH jenuauduu auck U, a KOJIOMeH Imojac S Wi Io-
nypasan K. Hamomenumo ma ce, 30or crnenuduaHux cBojcTaBa mojaca S u nojsypasau K, oBa
TeopeMa MOXKe JIoKa3aTh (Taj J0Ka3 M MPHKa3yjeMO Ha OBOM MeCTy) KopuihemeM MeToia
nojaca ¥ MOJyPABHU KOjU je JeTa/bHO OIKMCAH y TJIABU 3 OBe Jucepraiuje (BUIETH U PaJioBe

I56] u [62]).

Teopema 4.1. Hexa je K > 1 u f € HQR (U, Q), apu uwemy je QL =S uau Q2 =K. Taga je
&) palf(2) ()] + 1£:(2))) < Kpo(2), 30 ceano = € U;
6) la(fovy) < Kly(y), sa ceary C* xpusy v : [0,1] — U;
8) do(f(21), f(22)) < Kdy(z1,22), 3a cearo 21,2, € U.

Hejegnaroci tog a) jectie owitpa y caegehem cmucay: Iocwoju f € HQR (U, Q) @wareso
ga 3a cearo z € U saocu po(f(2))(|f.(2)| + | f=(2)]) = Kpu(z).

Hejegnaxocii wog 6), 3a 2 =S, jectwie owwpa y caegehem cmucay: 3a ceako zi,zy € U
gocoju f € HQR (U, S), xoje 3asucu og z1 u 29, Wakso ga je ds(f(z1), f(z2)) = Kdy(z1, 22).

Lloxa3.

a) Heka je v = Ref. Tamga je u : U — (—1,1) (3a 2 = S), ommocuo v : U — (0, +00)
(3a 2 = K) xapmonujcka dyHKIMja 1 Ha OCHOBY TeopeMe 3.6, oiHOCHO Teopeme 3.7, 3a
cBako z € U Baxu po(u(z2))|Vu(z)| < pu(z). Hame, veka je z € U npousBosbHa Tadka.
Kako je pa(f(z)) = pa(u(z)) n kako Ha ocHoBY mponosuimje 1.4 BayKu HejeTHAKOCT

(IF2()] + [ f2(2)]) < KIVu(z)], cnenu ma je pa(f(2))(|f=(2)] + [ f2(2)]) < Kpu(2).
6) Curenu Ha OCHOBY jiejia a) u nponosurje 4.1.
B) Cienu Ha oCcHOBY jiesia 6) u nponosuryje 4.2.

JokaxkuMo cajia J1a je HejelHAKOCT TOJL &) OIITpa y HaBejeHoM cmuciay. Heka cy Ax u By
npecanKaBama Jedunncana y npumepuma 1.4 u 1.5 u meka je g € Isom(U, 2) npoussosbHo.
Tama wa ocuoBy npomnosunuje 1.6 Baxku na je f = Ag o g € HQRL(U,S) (ako je Q = S),
omaocHo [ = Bg o g € HQR (U, K) (ako je 2 = K). 3a tako medunucano npeciukaparme f
HEITOCPEeJTHNM padyHameM IIpoBepaBa ce Jia 3a cBako z € U Baxku

(4.1) F:(2)] + [fz(2)] = K|V Re f(2)].
U3 (4.1) ma ocroBy Teopema 3.6 u 3.7 3a cako z € U Baxnu
pa(f(2))(If:(2)] + 1 £(2)]) = Kpu(2).

Hokaxkumo u ma je, 3a () = S, HejeIHAKOCT O B) OIITpa y HaBeleHoM cmuciay. Heka cy
21,72y € U raxsu 1a je z; # 2 u nexa g € Aut(U) nedunncana ca g(z) = e " 289-212)p__ (2).
[Ipecimkapame f medurumemo Ha ciaemehn HadwH:

f:AKO¢Oig7

Ipu 9eMy Cy TpeciukaBama ¢ n Ax nedunncana y npumepuma 2.4 n 1.4, pecrieKTUBHO.
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Ha ocnoBy nponosuruje 1.6 npecaukapame f npumnaga HQR, (U, S), a Hemocpegaum pa-
YyHAEM MOXKE Ce IPOBEPHUTH Ja BaXKH

ds(f(21)> f(22)) = KdIU(Zh 22)-

Ha xpajy mamomeHmMo J1a ako cy 21, zo € U TakBu 1a je 21 = 29 OHJIa TPUBUJAJIHO CJIEIN JIa
je, 3a ) = S, HejeITHAKOCT 10| B) OIITPA Y HABEJIEHOM CMUCILY. [

Hapenna Teopema jecte jeman on riaBHEUX pesyiartara paja [39] uz 2007. roxuue, duju cy
ayropu M. Kuexxesuh u M. Maremesuh. Hanmomenumo 1a je oBaj paji mMao BEJTUKOT yTHIAja
Ha Jla/ba UCTPaKUBama y oBoj obsractu. OBa TeopeMa Moxke ce cMaTparu Bep3ujoM [IBapir-
[IukoBe nemMe 3a XapMOHMjCKa KBa3uperyjaapHa IpecInKaBamba Koja IIPECINKaBA]y jeIMHUIHI
muck U y cebe.

Teopema 4.2. Heka je K > 1 u f € HQR,(U,U). Taga 3a ceaxo z € U sasrcu

pulf () (If()] + [ f=(2)]) < Kpu(2).

Jlokas. Heka je 0 : U — [0, +00) medunucana ca o(z) = py(f(2))|f.(2)]. Tana je o(z)|dz|
koHdopmua cemuMerpuka Ha U. Hajupe hemo, kopucrehu camo 9ubeHUILY J1a je TTpec/nKaBa-
e [ XapMOHHUjCKO, JoKa3aTh ja 3a cBako z € U Takso ma je 0(z) # 0 (1ITo je eKBUBAJIEHTHO
ca f.(z) # 0) Baxu

Ko(2) < =(1 = |uyg(2)])?
npu deMy cy, moxacerumo ce, K, I'aycoBa kpusuna xoudoOpMHE cemumerpuke o(z)|dz| u iy

Allogoo](z
komIniekcHa jaunaranuja dbyuknuje f. Kako je K, (z) = —w npBo hemo oxpeauTu

o?(2)

Allogoo](z). Heka je z € U TakBo na je o(z) # 0. Tana Baxn

(4.2) Allogoo](z) = Aflogo(py o f)](z) + Allog of f2[](2).

Kaxo je mpeciimkaBame [ xapmonujcko Ha U ciieqn 1a je nmpeciankaBambe f, XoJIOMOp(dHO Ha
U, na je u dyukuuja log ol f,| xapmonujcka na U\o~1({0}), 1j. Allogo|f.|](z) = 0. Oryna, uz
(4.2) cnegm

Allog 00](z) = Allogo(py o f)](2).
Henocpennum pagynamem qo0ujamo
Alflogo(pyo f)l(z) = 4 (logo(pyo f)) .(2)
1(1£-( + f:(2) + 2Re (f-(2) () ) ))
(1= 7)) |

Oryna je
1 2 zZ\Z 2 € Z)Jz\Z _22
B Kol2) = ~rep (I-GP + 1P + 2Re (LHCITE) ))
. (1 +lps(2)]* + 2Re fZ(Z’)J{?((ZZ))‘é(Z> ) .
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C nmpyre crpane, Kako je

—2

LEETE | R@EDTE | S
Re o 2o | < |5 o | = I GITGIP < ()
J100mjaMo
LOLEROIE .
(4.4) Re =2 2 = g ()
Cana n3 (4.3) u (4.4) crenn
(4.5) Ko (2) < —(1+ g (2)]2 = 2lps(2)]) = —(1 = s (2)])>.

Kako je nmpeciimkaBame [ u K —kBaguperynapuo Ha U, Ha OCHOBY mporo3uriuje 1.5 cimean ma
K—-1
3a cBako z € U rakBo ga je f.(z) # 0 Baxknu |us(2)| < k, upu gemy je k = TR Heka je

7(2) = (1 — k)o(z). Tana je 7(z)|dz| koudopmua cemnmerpuka na U, na Ha ocHOBY jeme 2.6
u mejennakoctu (4.5) 3a cBako z € U Takso ja je f,(2) # 0 Baxu

(4.6) Ky(s) = — Ka<z><—(%f,f)') <1

Hasbe, na ocuoBy Audopcose jeme (reopema 2.16) u3 (4.6) mobujamo ma 3a cBako z € U
BaKH

(1= E)pu(f ()N f=(2)] < pu(2),
Tj.

(4.7) pul NS < T2 po2).

1+k
1—k

Konauno, kako 3a cBako z € U Baxku |fz(2)| < k|f.(2)| n kako je K = u3 (4.7) cuenu

Ja, 3a cBako z € U, Baxku

polFE (L) + ) < (0 +Rou(F N < T mpu() = Kpo(z),

IITO je U TpebaJso JIOKA3aTH. [

IMocnemuua 4.1. Hexa je K > 1 u f € HQR,(U,U). Taga 3a ceaxy C' xpusy v : [0,1] — U
saorcu ly(f oy) < Kly(7y).

Zoxas. Twphemwe nenocpeaHo cieau u3 nponosunuje 4.1 u Teopeme 4.2. 0

ITocnemuna 4.2. Hexa je K > 1 u f € HQR,(U,U). Taga 3a cearo z1,z € U sasrcu
du(f(21), f(22)) < Kdy(z1, 22).

/loxas. Tepheme Henocpeino cieu u3 mponosuiiuje 4.2 u nocaeaure 4.1. Il
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Y com pagy [18] uz 2010. ronuue K. Yen u A. @anr yormruau cy Teopemy 4.2. Hanwme,
OHU Cy KopuIllthemeM UcTOr MeToqa Jokasa Kao u M. Kuexxkesuh u M. MartebeBuh y pasy
[39] 1 kapakTepuzalje KOHBEKCHUX XUIEPOOTMYKUX JIOMEHA MIPEKO XUTEPOOIUIKe METPUKE
TOT JIOMeHa, Kojy je mao P. Xapmenun y pazy [23] uz 1990. roxuue, gokazanu ga reopema 4.2
Ba)XKM M y CJy4ajy Jia je KOJOMEH ojroBapajyher mpecinKaBamba IIPOU3BO/baH KOHBEKCAH XU-
mepbosimaku gomeH. HaBoammo cajia Teopemy 1o koje cy gomum K. Hen u A. Danr.

Teopema 4.3. Hexa je ) xonsexcan rutepboruywku gomen, K > 1 u f € HQR, (U, Q). Taga

3a ceaxo z € U saorcu
pa(f(2) (I £(2)] + [ f2(2)]) < Kpu(2).

IIpe mero mro gokaxkemo Teopemy 4.3 HaBerrhemo, 0e3 goka3a, Beh MOMEHYTH pe3yJITar
P. Xapmenuna Koju je oJ1 eceHITMjaTHOT 3HAYAja 3a J0KA3 OBE TEOpeMe.

Teopema 4.4. Xuuepboruuxu gomen 2 C C jectie konsexcarn axo u camo axo 3a ceaxo z € §2
BAHCU,

pa(?)
5

Ocum woza, axo 3a ceéaxo z € ) sascu (4.8), onga 3a csakxo z € Q sasrcu u

(4.8) |(logopa).(2)] <

p5(2)
e

Joxas weopeme 4.3. Ilokaz je anajoran Joka3y Teopeme 4.2 y3 MoaudUKaAIM]y AeI0Ba KOjU
ce onHoce Ha Jedununujy Koudopmue cemumerpuke o(z)|dz| u Ha n0Ka3 HEjeHAKOCTH

Ko(2) < =(1 = |ps(2)])%,

npu yemy je z € U rakso jga je o(z) # 0 (mro je ekBuBasientro ca f,(z) # 0). dakne, Heka
je 0 : U — [0, 4+00) nedunucana ca o(z) = pa(f(2))|f.(z)|. Ucro xao y mokasy reopeme 4.2,
nobujamo ma 3a csako z € U takso ja je f,(z) # 0 Baxku

(4.9) Allog oa](z) = Aflogo(pa © f)](2).
Heka je z € U takBo ma je f,(z) # 0. Henocpenuum padyHarmeM 1001jamo
Allogo(pa o f)](z) = 4((logopa) o f))_.(2)
= 4((logopa)un(f(2)) - (If:(2) + |f=(2))
+ 8Re (((1ogopa)un(f(2)) - f:(2) - f=(2))

u oryna Ha ocHOBY (4.9) u nedunnnmje Iaycose Kpusune KondOpMHe cemumerpuke o(z)|dz|,
coieu

](log OPQ)ZZ(Z)‘ <

ey — Momop)us([)) (1P + V)P

Kote) = T ()
(los opo)enl/(2)) L(2)- (2

(4.10) +8Re< A=) LGP )

= — K, (f( ))-( + s (2) )

(log opo)un(f(2) f(2)
ekt ( A() m)
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Kaxo je

(log opﬂ)ww
pa(f(z
(10g OpQ)ww
pa(f(z

£ £)
) f.(2)
f W' e

Re (logom)ww(f( ) f=(2)
G )

(
)
(
)

Ha OCHOBY TeopeMe 4.4 cjeau

, (oromun(e) £ | _ st
R( UG m>'< o

ma je

o (logom)ww(f( ) () o )l
s o (et i), nte

Kounauno, na ocuoBy (4.10) u (4.11) (ysumajyhu y o63up u na Ha ocHOBYy mpomnosutuje 2.16
Baxku K,,(f(z)) = —1 ) mobujamo

Ko (2) < =(1 = |ps(2)])*

]

[Tpumerumo ma je Tteopema 4.3 ommrruja ox jesa a) teopeme 4.1, kao u Teopeme 4.2.
[Irasumte, kako cy S, K u U koHBeKCHU XUIIEPOOJUIKY JOMEHU CJIEJN JIa CY JIE0 &) Teope-
Me 4.1 u reopema 4.2 HenocpeaHe nocienuie reopeme 4.3. Ocum Tora, umamo u ciaeaehe ape
nocjenure reopeme 4.3.

ITocnemuma 4.3. Hexa je Q) xonsexcan xutepborunku gomen, K > 1 u f € HQR,(U, Q).
Taga 3a ceaxy C xpuey 7y : [0,1] — U easrcu lo(f o) < Kly(y).

/loxas. lokas mernocpemno cienu u3 nponosunuje 4.1 u Teopeme 4.3. [

IMocnenuna 4.4. Hexa je ) xousexcan xuiaepboruuru gomen, K > 1 u f € HQR,(U, Q).
Taga 3a ceaxo zy,z9 € U saotcu do(f(21), f(22)) < Kdy(z1, 22).

/loxas. lokas merocpemno cienu u3 nponozunuje 4.2 u nocieure 4.3. 0
Yumecto jeqununanor gucka U JIOMeH mpec/imKaBama Ha Koja ce ogHoce Teopeme 4.1, 4.2 u
4.3 moxke 6UTH U TPOU3BOJbaH xuriepbosnaku jomen. Hawmme, Bazku ciesieha Teopema u meHe

JB€e HETIOCPEITHE ITOCTIETUIIE.

Teopema 4.5. Hexa cy €y, )y C C zutaepbosuuru gomenu, upu vemy je o xouserxcan, K > 1
u f € HQR(21,8). Taga 3a csaxo z € Qy saotcu

(4.12) pay (F(2)) (I£:(2) + |f=(2)]) < Kpo, (2).
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Jlokxas. Heka cy g € Isom(U,Q;) u h = fog. Ha ocnoBy mnpomnosunuje 1.6 Baxku ma je
h € HQR (U, Q). Hame, ueka je z € ; npoussosbHo. Tagna je z = g(w) 3a veko w € U n
Ha OCHOBY TeopeMe 4.3 BaxKu

pay (h(w)) (|hw(w)] + [h(w)]) < Kpy(w).

Oryna, Kako je

hw(w) = fo(g(w)) - ¢'(w)

h(w) = fz(g(w)) - ' (w)
J0bujamMo
pa,(f(2) (1) + [ f=(2)]) 19" (97 ()] < Kpu(g™(2)),
IITO je eKBUBaJICHTHO ca (4.12). O

IMocnemuna 4.5. Heka cy 1, Qs C C zutepbosuuru gomenu, upu wemy je (o xoneexcan,
K > 1 u apecauxasarwe f € HQR.(Q1, Q). Taga za ceaxy C xpusy v : [0,1] — Q) easrcu
EQ2(f 0’7) < KEQl (7)

Zloxas. [loxkas mHemocpenno ciean u3 npomnosuruje 4.1 u Teopeme 4.5. 0

Ilocnenuna 4.6. Hexa cy 1,Qs C C zuuepboauuku gomenu, upu wemy je (ly Konsek-
can, K > 1 u uapecauxasarwe f € HQR(Q,Q). Taga 3a 3a ceaxo 21,z € 1y easrcu

dQQ (f(zl)a f(ZZ)) < KdQ1 (Zla 22)'
/lokas. [lokas HemocpeaHo cijieau u3 mporosuiiuje 4.2 u nocsjemuie 4.5. Il

Hapennu nmpumep nokasyje na je y teopemama 4.3 u 4.5, a caMuUM THUM U y IIOCJIeTUIIAMA
4.3, 4.4, 4.5 n 4.6, npeTrocTaBKa Jia je KOJOMEH ojiroBapajyher mpecinkaBama KOHBEKCAH
CKyIl OuTHa W Jia ce He Moxke m3octaputu. OBaj mpumep jecre moamdukamnuja npumepa 4.1
u3 paja [18].

IIpumep 4.1 (IlpecimkaBame koje npumnaga HQR (P, P) u 3a xoje mejemnakocr (4.12) nuje
TavYHa 3a CBaKo 2z € P).

Hexa je K > 1 apouseonno u mexa je f : P — P gepunucarno ca f(x,y) = Kz + iy.
Hetocpegro ce aposepasa ga [ € HQRL(P,P) u ga 3a csaxo z € P saorcu ||df(2)]] = K.
Aawe, nexa je z = —1+1i. Baowcu

R Gl

N 1 1Y\’
pe(2) K? + 1sin (5 arctg ?>

1 1
ognocko, ako je dynruyuja g : [1,+00) — R, gedpurucana ca g(t) = /12 + 1sin (5 arctg ;),
6aoC

pe(f(2))  g(1)
(4.13) e)  g(K)
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4.3. HIBAPIIOBA JIEMA 3A HQR IIPEC/INKABAFA

Iokastcumo ga je g citipozo otagajyha dynruyuja. Umamo ga 3a ceakxo t € [1,+00) sasrcu

- L (o (Yo 1) Lo
= Sin | — arc — — — COS | — arcC - s
g N g Y ) T g MY

a Kaxo je
t L t L < !
—arctg — —
S\ 28 2t
caegu ga 3a ceaxo t € [1,+00) saorcu ¢'(t) < 0, @j. Pynkyuja g jecie cawpozo ouagajyha.
Zlaxae, axo je K > 1 onga saotcu

Owyga, na ocnosy (4.13) umamo

pe(fC)df (2)] = pe(f(2)) - K > Kpp(z).

Haxae, 3a upecaurasare [ nuje wauro ga 3a ceaxo z € P saorcu

pe(f(2)ldf (2)]| < Kpe(2).

4.3 IIIBapuoBa jema 3a HQR mpeciaunkaBama

Moxxemo paszmarparu u Bepauje IlIBaprioBe jeMe 3a XapMOHMjCKa KBa3uperyJapHa Ipe-
cJimKaBama. HapemaHa Teopema, Koja je 3ajeJHUYKHA Pe3YJITaT ayTopa OBe JIUCEPTAIlHje ca
menTopoMm M. Maressesuhem (Bugeru Teopemy 8 y [62]), moxke ce cmarparu Bepsujom IBap-
IIOBe JieMe 3a XapMOHMjCKa KBa3uperyaapHa IpecinKaBama Koja npecaukasajy Uy S.

Teopema 4.6. Hexa je K > 1 u f € HQR,(U,S) @wakso ga sascu f(0) = 0. Taga 3a csako
z € U saorcu

4
(4.14) |f(2)| < =K artanh |z|.
7r

Hejegnaxociu (4.14) jectuie owiupa y caegehiem cmucay: 3a cearo z € U tociioju Pynryuja

4
(roja 3asucu og z) fi.) € HQRy(U,S) warea ga je fi(0) =0 u |f(2)] = —K artanh |z|.
7r

Jloxas. Heka z € U npousBospro. Ysumajyhu y o63up ma je f(0) = 0, Ha ocHOBY mena B)
Teopeme 4.1 Baxku

(4.15) ds(f(2),0) < Kdy(z,0).

C mpyre cTpaHe, Ha OCHOBY IPOIIO3UIHje 2.8, BaXKu

(4.16) SR = 5d(£(2),0) < ds(£(2),0).
Konauno, kako je dy(z,0) = 2artanh |z| u3 (4.15) u (4.16) cremu (4.14).

Jokaxkumo caja ja je vejennaxkoct (4.14) ormrpa y HABEIEHOM CMUCIY.
Axo je z # 0, gedunnmmmvo bynxmjy fi) : U — S ma crenehn nagum:

fi2(Q) = (Ak 0 ¢)(ie"#%(),
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4.3. HIBAPIIOBA JIEMA 3A HQR IIPEC/INKABAFA

Ipy 9eMy Cy TpeciaukaBama ¢ n Ax nedunucana y npumepuma 2.4 n 1.4, pecrieKTUBHO.
Ha ocroy npomnosuimje 1.6 Baxku f. € HQR (U, S), a jacuo je na je fi.;(0) = 0. Taxobe,
3a Ipec/IuKaBambe [[,] BaxKu

()] = |(Ax 0 ¢)(ie™"™*%2)| = [(Ax o ¢)(il2])]

1 —|2]
1+ 2]

2 4
= |—iK=log = — K artanh |z|.
7T m

Axo je z = 0, ouga TpuBmjasHO ciaean Ja je HejeaHakocT (4.14) omrpa y HaBeIEHOM
CMUCJTY . O]

Y pazay [35] uz 2015. rogure M. Kuexepuh nokazao je Bepsujy IllBapiiose jeme 3a
XapMOHUjCKa KBa3uperyjapHa npecinkaBama Koja npeciukasajy Uy U (sumeru u [36]). Paan
ce o caenehoj Teopemu.

Teopema 4.7. Heka je K > 1 u f € HQR (U, U) @axso ga sasrcu f(0) = 0. Taga 3a csaxo
z € U saorcu

(4.17) |f(2)] < K|z].

[Ipe Hero mrTo mpukakemo J0ka3 TeopeMe 4.7, dopmynucahemo u gokazahemo jeany Jjiemy
KOja ce OJHOCU Ha KOHBEKCHE (PyHKIIHU]e.

Jlema 4.1. Hexa je h: [0,1) = R xonsexcna dynruyuja waxea ga je h(0) = 0. Taga 3a csaxo
A €[0,1] u ceako t € [0,1) saorcu h(At) < Ah(t).

Jloxas. Heka cy A € [0,1] u t € [0,1) npousBosbrn. Kaxo je dynknmja h korBekcua na [0, 1)
cJieu

R((L—=X)-04+X-t) <(L—=X)-Rh(0)+ A-h(t).
Oryna, kako je h(0) = 0 caexu h(At) < Ah(?). O

. : 1 :
Jlokas weopeme 4.7. Tlpumerumo na je 3a cako z € U, Takso ja je |z| > I HejeTHAKOCT

1
(4.17) TpuBHujaaHO 33/0BOJbeHA. IIpeTmocTaBUMO 3aT0 J1a je |z| < e Ha ocuoBy mocJieiu-

e 4.2 BaxKn
dU(f(Z)70) < Kd]U(’Z?O)a

OJHOCHO

L+ [f(2)]
1—[f(z)]

1+ |z|

4.18 1 .
(4.18) og e

< Klog

1+t
Hexka je h: [0,1) — R nedunucana ca h(t) = log ] i : Dyuximja h jecte korBekcHa Ha [0, 1),

1 1
na Ha ocHOBY Jieme 4.1 3a cako t € [0, 1) Baxku h <Et) < Eh(t). Oryna, kako K|z| € [0,1)

1
mobujamo h (|z]) < Eh(KM)’ O/THOCHO

1+ |2 o 11 1+ K|z
1—|z] T K °1—-Klz|

(4.19) log
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4.4. KBABH-U3OMETPUJE W HQC I[IPEC/INKABARA

Hame, u3 (4.18) u (4.19) caenu

L+ |f(2)] <10g1+K|z\

log < )
L=l 1 - K|

onakJe nobujamo (4.17). O

4.4 Ksasu-uzomerpuje n HQC npeciaunkaBama

Hexka cy Qq,Qy C C xunepbosmaru gomenu u f : 03 — (s X0JI0MOPEHHO TPECTNKABAHE
Koje je ,,1-1" m ,HA”. Tazma je, xkao mTo je m06po mosHaTo, u f ! : Oy — O xomomopdHO
IIpec/InKaBambe 1 KaxkeMo Ja je f kondopmuu nzomopduzam obsactu {2y u (y. Ilomcerumo ce
Jla CKyIl CBUX KOH(MOPMHUX m3oMopdusama obaactu (2 u {2y obesexkaBamo ca Isom(£2y, 2s)
(Bunern medunummjy 2.1). Ocum Tora, Kao mTo CMO BUEJH, Ha OCHOBY TeopeMe 2.11 nmamo
na je ceako f € Isom(£y, §2y) msomerpuja merpuukux npocropa (21,dg,) u (Qq,dg,), Tj. 3a
CBaKO 21, 22 € 0 Baxku dq,(f(21), f(22)) = da, (21, 22).

[IpupomHO ce mocTaB/ba MUTamkE KAKO Ce U J1a JIM Ce MaJIOIIpe MTOHOBJ/bEHA, CBOjCTBA TIPECI-
KaBama Koja mpunaaajy ckymy Isom(€)y, {2y), MOry mpeHeTH Wjin yOIIITUTH 38 MPECTHKABAHA
koja npunanajy ckymy HQC (21, Qs), npu gemy je K > 1.

[Ipe nero mro dopMmyuiemMo u JToKaxKemo oArosapajyha tephema medpunucahiemo mojam
KBa3U-U30MeTPHjE.

Hedbunnnmja 4.1. Hexa cy (X,dx) u (Y, dy) apoussownu mewipuury apoctopu u C > 1.
3a upecaurasare f: X — Y xaocemo ga je (C’l, C) Kea3u-udomewipuja axo je ,HA” u axo
3a ceaxo xri1,ry € X eastcu

(4.20) L (w1, 20) < dy (F(21), F(22)) < Cix (1, 22).

C
Hapenna teopema koja je jejan o riaBHuxX pedysrara seh momenyror pasa [39], 3ajemno
ca TeopemMoM 4.2 omoryhaBa HaMm Jla IMOKayKeMO JIa jé CBAKO IPECIUKABAE KOje MPUIIaJIa
HQCg (U, U) jenna kBasu-uzomerpuja merpuukor npocropa (U, dy) y cebe.

Teopema 4.8. Hexa cy K > 1 u f € HQCx(U,U). Taga 3a csaxo z € U sasrcu

PN = 1] > zoo(2).

/lokas. Ha ocuoBy Teopeme 1.4 nocroju ¢ > 0 TakBo na 3a cBako z € U Baxu |f.(z)| > c.

Hexka je, ucro kao u y mokazy reopeme 4.2 dyukimja o : U — (0, +00) medunmncana ca
o(z) = pu(f(2))|f.(2)]. Tama je o(z)|dz| kondopmua merpuka Ha U m Ha OCHOBY mOKa3a
Teopeme 4.2 3a cBako z € U Baxu

(4.21) Ky(2) = — (1 + s (2))? + 2Re fZ(Z’)J{Z((ZZ;‘J;(_Z) ) .

Hasbe, kako Takohe Ha OCHOBY JioKa3a Teopeme 4.2, 3a cBako z € U Baxu

L)) FE)

Re |fz(2)|2 < |:uf(z)|7
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4.4. KBABH-U3OMETPUJE W HQC I[IPEC/INKABARA

3 (4.21) cienu na 3a cBako z € U Baxn

(4.22) Ko(2) = =(L+ lps(2)]* + 2lup (2)]) = = (1 + g (2)])*.

K —

K+1
cBako z € U Baxku |ps(2)| < k, ma ua ocuoy jeme 2.6 u (4.22) gobujamo ma 3a cBako z € U

1 (L + s (2)])? L+EY _
et > -S> - () =

Hasbe, kako 3a cBako z € U Baxu |f,(z)| > ¢ (oBa HejeqHAKOCT je eceHIUjaTHA Yy JT0Ka3Y)
crem n1a je ‘li|m 7(z) = 400, ma Ha ocHoBY Teopeme 2.17, 3a cBako z € U Baxu 7(2) > py(2),
z|—1

Heka cy k = u7(z) = (1+ k)o(z). Tana, xako je f € HQC,(U,U), umamo ja 3a

K.(z)=

Tj.
1
(4.23) UG > opu(2).
Konauno, kako 3a cBako z € U Baxku | fz(2)| < k|f.(2)| un |fz(2)| < |f.(2)| n kako je K = %
u3 (4.23) caenu ma 3a cBako z € U Baxu
1—k 1
PN = 1)) 2 po(FE) (1~ B > T ovpo() = (o),
ITo je u Tpebdasio JIoKa3aTH. Il

IMocnenuua 4.7. Hexa je K > 1 u f € HQC,(U,U). Taga sa ceaxy C' xpusy v :[0,1] — U
1
saotcu by(fory) = ?&U(’Y)-

Zloxas. [loxkas Hemocpenno cieau u3 mpomnosuruje 4.1 u Teopeme 4.8. 0

ITocnemuma 4.8. Hexa je K > 1 u f € HQCL(U,U). Taga 3a cearo z1,z2 € U saorcu
1
dy(f(z1), f(22)) 2 EdU(Zl’ 22).

Zlokas. [lokas HemocpeaHo cjieau u3 mporosuiiuje 4.3 u nocsuemuie 4.7. Il

Teopema 4.9. Hexa je K > 1 u f € HQCx(U,U). Taga je [ jegha (K_I,K) K6a3U-
uzometpuja metpuukoz apoctwopa (U, dy) y cebe.

/loxas. Kako je cBako KBa3sMKOH(MOPMHO MPEC/MKABAHE U KBA3UPETYJIapPHO MPECTUKABAIHE
J0Ka3 JUPEKTHO cjeau u3 mocyaeauia 4.2 u 4.8. ]

Hapenna Teopema, koja je pesynrar paja [35] (Bumern u [11, ITpobaem 3.28|, [67, Teopema
3.3], [32], [36]), Takobe jecre mocsequna Teopeme 4.8.

Teopema 4.10. Hexa je K > 1 u f € HQC (U, U) waxso ga sascu f(0) = 0. Taga 3a ceaxo
z € U saorcu

1

(4.24) £ = =2l
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1
Jlokas. Tlpumerumo na je 3a cako z € U rakso ja je |f(z)| = e HejeqHakocT (4.24) Tpu-

. . 1
BUjAJIHO 3aJ10BoJbeHa. llpermocrasumo 3ato ja je |f(z)| < 17a Ha ocnoBy mocnemune 4.8
BaXKu

OIHOCHO

(4.25) log

1
Heka je h : [0,1) — R nmedunucana ca h(t) = log i—

ot Qyukimja h jecTe KOHBEKCHA Ha

1
1 1
[0,1), ma wa ocroBy Jeme 4.1 3a cBako t € [0,1) Baxku h <?t) < ?h(t) Oryna, Kako je
. 1
K|f(2)| € [0,1) notujano h (|f(2)]) < 7-h(K|f(2)]), omsocto
1+ [/(2)] 1+ K[f(2)|
(4.26) log 7 < —log—.
— /) 1 - K[f(2)]
Hame, n3 (4.25) u (4.26) caenn
1+ |z 1+ K|f(2)]
log < log ————,
1= |7 1 - K|f(2)]
omakJte jgobujamo (4.24). O

Awnayiorno kao mro cy yommruau teopemy 4.2, K. Hen u A. @anr y ucrom pajyy [18]
yorrmTuau cy u teopemy 4.8. HaBommMo m To yormreme.

Teopema 4.11. Hexa je Q) xonsexcan zutepboaunwku gomen, K > 1 u f € HQCL(U, Q).
Taga 3a ceaxo z € U saorcu

LG - G > o).

/lokas. Ha ocuoBy Teopeme 1.4 nocroju ¢ > 0 TakBo na 3a cBako z € U Baxu |f,(z)| > c.
Hoka3 je anasioran joka3y teopeme 4.8 y3 momuduKanujy Jej0Ba KOju Ce OJHOCE Ha
necdurunnjy KoHMGOpMHE MeTpuKe o(z)|dz| u Ha 0Ka3 HEjeIHAKOCTH

Ko(2) = =(1+ |ps(2)]))

npu demy z € U. akie, veka je o : U — (0, +00) gedunucana ca o(z) = pao(f(2))|f.(2)].
Ha ocnoBy j10ka3a teopeme 4.3 nmamo j1a 3a cBako z € U Baxkn

_ S) — — 2)) - )2 e (log OpQ)ww(f( )) ) f?(z)

(4.27) Ko(2) = —Kpo(f(2)) - (1L + |us(2)]7) +8R ( PA(f(2)) fz(z)>
. (logopﬂ)ww(f( ) f=(2) |1y ()]

(4.28) R < ( ) m) < 1
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Oryna, Ha ocaoBy (4.27) u (4.28) (y3umajyhu y 063up u 1a Ha ocHOBY nponosuiyje 2.16 Baxku

K,,(f(2)) = —1) nobujamo ga 3a cBako z € U Baxkn

Ko(2) 2 —(1+ |us(2)])%
]

Yumecro jequamanor aucka U JoMeH npeciankaBamba, Ha Koja ce ojgnoce Teopeme 4.8 u 4.11,
MOXKe OMTH M IpOM3BOJbaH Xuiepboandku gomeH. Hamme, Baxku ciiemeha Teopema m meHe
JIBE HEIOCPETHE TTOCTIE IUTIE.

Teopema 4.12. Hexa cy §21,§2 C C xuuepbosuuru gomenu, upu wemy je o KoHeeKCaH,
K>1ufeHQCK(Q,2). Taga 3a ceaxo z € 1y sasrcu

(129) pos(FENAE) ~ 1| > o0, (2).

Zlokas. [lokas cienm u3 Teopeme 4.11 aHaJIOrHO Kao MITO JI0Ka3 TeopeMe 4.5 cjieu u3 Teopeme
4.3. [

Ilocaenuna 4.9. Hexa cy €21,y C C zutepboruuru gomenu, upu vemy je (o Komeexcan,

K > 1 u apecauxasarwe f € HQC,(Qy,Qs). Taga 3a ceaxy C* xpusy v : [0,1] — Q; easrcu
1

692(.]0 07) > Eéﬁl (7)

Zloxas. Jlokas mernocpemno ciean u3 nponosuiyje 4.1 u Teopeme 4.12. Il

Ilocaenuna 4.10. Hexa cy 2,9 C C zuuepbosuuru gomewu, upu wemy je o KoH-
sexcan, K > 1 u apecaurasarwe f € HQC(21,8s). Taga 3a csaxo z1,z € §dy sasicu

1
do,(f(21), f(22)) = Edm(zl,zﬂ-

/loxas. lokas mernocpemaHo cienn u3 nponosunuje 4.3 u nociemure 4.9. Il

Hapeman npumep niokazyje 1a je y Teopemama 4.11 n 4.12, a camMuM TUM Uy TOCJIEIUIIAMA
4.9 u 4.10 npeTiocTaBKa Ja je KOJIOMEH o/roBapajyher npecjimkKaBama KOHBEKCAH CKYT OUTHA
u Jia ce He Moxke m3octasutu. OBaj npumep jecre mogudukanuja npumepa 4.2 u3 pasa [18].

ITpumep 4.2 (IIpeciukasamwe koje npunaga HQC (P, P) u 3a koje nejennakocr (4.29) nuje
TavyHa 3a CBako z € PP).

1
Hexa je K > 1 upoussowno u neka je [ : P — P gepunucano ca f(x,y) = v + 1y.

Hetwocpegro ce uposepasa ga [ € HQC (P, P) u ga 3a ceakxo z € P sasrcu

1
£ = 1) =
Aamwe, nexa je z = —1+1i. Baowcu
\/§Sin (1 arctg 1)
pe(f(2) _ >
2 K2 +1 1 ’
pe() T+ sin (5 arctg K)
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4.4. KBABH-U3OMETPUJE W HQC I[IPEC/INKABARA

2 +1 1
ognockho, ako je dynrkyuja g : [1,400) = R, gedpurucana ca g(t) = t+ sin (5 arctg t>,

BAIHCU

pe(f(2) _ 9(1)
pe(2) 9(K)

Hoxaocumo ga je g cwupozo pactwiyha gynwkyuja. Umamo ga 3a ceaxo t € [1, +oo) 8aIHCU

"(t) ! L in (1 tgt | + = L tgt
=  ——F—= | —— SIn | - arc — COS | - arc
g tVi2+1\ ¢ g 8 2 g 8 ’

t —1 tet | < —t
arc
g 2 g 2 )

caegu ga 3a ceaxo t € [1,+00) sasrcu ¢'(t) > 0, @j. Pynkyuja g jecte cwupozo paciuyha.
Laxase, axo je K > 1 onga sasrcu

(4.30)

a Kaxo je

O@yga, na ocnosy (4.30) umamo

oo DI = 1) = pe(F(2) - 7 < ope(2)

Haxae, 3a upecaurasarve f nuje wauno ga 3a ceaxo z € P sasrcu

pe(FENIE) = 17| > 2pe(z).

Teopema 4.13. Hexa cy 21,8 C C xuuepboruuru gomewu, tupu wemy je (dy woneexcan,
K >1u f e HQCK(Q1,Qs). Taga je f jegna (K_l,K) KBA3U-U3OMETWPUIG METLPUIKOZ
apocwopa (S, dq,) y me@puuru Gpocwop (g, dg,).

/loxas. Kako je cBako KBa3sMKOH(MOPMHO IPEC/UKABAEe U KBa3UPETYIapHO IMPECTUKABAIHE
IOKa3 IUPEKTHO caenu u3 mocaenuna 4.6 u 4.10. L]

Hamomenumo na tBphema ananorua reopemu 4.13 mocroje u 3a XunepObOIMIKa XapMOHU-
jcKa KBa3sMKOH(MOPMHA Ipec/MKaBamba jeauananor aucka Uy cebe (win omiruje 3a mpeciiu-
KaBarba U3 XUIepbomuKe TOBPIIN Y XUmepboandky mospin). Ta remarnka m3ydaBaHa je, Ha
npumep, y pagosuma [80], [49], [39], [37]. 3a medununmjy xunepboaMUKuX XapMOHU]CKUX
IpecjuKaBamba Bugeru [76].
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I'maBa 5

PacTrojame Tavyaka m Jy>KNHA KPUBE Yy
aricCoJIyTHOj paBHH

5.1 AmncosyTHa paBaH

Y rnaBu 2 HaBesm cMO AeUHUIM]Y XUIIEPOOIUYIKE MeTpUKe Ha jemHuIHOM Jucky U, a
3aTUM CMO MOMONY TOI 10jMa, OHAKO KAKO Ce TO OOMYHO YUHU y JUTEepaTypu (BUIAETH DaJl
[9] u xmwure [3, 75, 7, 20, 41, 5, 59]|), nedunucamu xunepbonmuxy ayxuny C! xpuse Koja
npurnajga U Kao u XxunepObomdKo pacTojame JIBe Tauke Koje npumaajy U.

C zpyre cTpaHe, TIOjMOBH JIy?KWHE JIy>KU U PACTOjarhba TAYaKa yBOJE CE W Y allCOJIyTHO]
paBHU, a CAMUM TUM U y €YKJHJICKO] M y Xuliepbosmdkoj pasau (Bumetu [22, 46]).

Y oBOM TIOTJIaBJBY, KOje je 3acHoBaHO Ha pajosuma [61, 40|, nokasyjemo:

1) ma ce xunepboOIMYKO pacTojarme Tavaka yBEJEHO y TJIABU 2 MOKJana (/10 HA jeJMHUILY
Mepe) ca PacTOjarbeM Tadaka y alCoJyTHOj PaBHU, aKO je Mojes Te paBHU [loeHKapeoB
JIICK MOJIEJT;

2) na ce xunepbosnmuka gyxuna C! kpuse yBesmena y riasu 2 nokniana (10 Ha jeJUHUILY
mepe) ca ayxxunom C! kpube, ako je Ta JyKuHA jeJHaKa CylNpPeMyMYy JIy?KUHA OJrOBa-
pajyhux ymucanux mosuronajanux Jjuauja y [loeHKapeoBOM TUCK MOy T€ PABHH.

Paju koMIuierHocTn Hajipe HABOAUMO JeUHUIM]Y ancoayTHe pasuu (Bugeru |27, 46)).
Anconyrry pasan moxkemo nedunucatu Kao ypehery neropxy (A, £,Z,B,C) rue cy:

e A mpow3sBo/baH Hempas3aH CKYII KOjU HA3UBAMO pPagaH U duje eJeMeHTe Ha3uBaMoO wWavke,

£ ckyn onpehennx moJICKyIioBa cKyna A duje eleMeHTe HA3UBAMO UpaAse,

7 C A x £ penanyja KOjy HA3UBAMO DeAAUUJG UHUUJEHTTHOCTLL,

B C A? penanuja xojy HazsuBaMo peaayuja usmehy u

C C A?x A? penanmja Kojy nazusamo peaayuja ogygaprociiu (ymecro ((a,b), (c,d)) € C
mumemo (a,b) = (¢, d))

U [IPU TOME BarkKe aKCHOME WHIUIEHIT]e, PACIopeia, MOyAapHOCTH 1 HellpeKu tHocTr (Xu-
6epTOB CHCTEM AKCHOMA).
Yecto ce arcomyTHa paBaH obesiexkaBa caMo ca A.
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[TojmoBu arcosyTHe paBHEH KOje heMO KOPHUCTUTHU jeCcy W JIy»K U CPEIuITe yKu. Paan
KOMILJIETHOCTU HABOJIMMO U IbUXOBE JI00pO mo3HaTe jedunuimje. /yowc auje cy Kpajibe Tauke
au b jecre {¢c € A : B(a,c,b)} U{a,b}. Y 0BOj riaBu Jayxk uumje Cy Kpajie Tadyke a U b
obesnexkaBahemo ca [a,b]. Tauka ¢ € A jecre cpeguwiie gyorcu [a,b] ako ¢ € [a,b] n ako BaxKn
(a,c) = (c,b).

5.2 FE—monea u H—momes aricojiyTHe paBHU

[TozuaTo je ma Mojest arcosiyTHe paBHU J00MjaMO aKO HHTEPIIPETUPAMO eJIEMEHTE CKYIIOBa
A u £, kao u ocHoBHe penanuje Z, B u C Tako ga O6yay 3a0BO/beHE aKCHOMe XUJIOEPTOBOT
cUCTEeMa aKCHOMa. ¥ OBOj CEKIMjH JlajeMO KpaTak OIHC JIBa MOJEJa alcoJyTHE PaBHU KOja
nazuBamo F—wmomen u H—wmonen. Ilpu Tome, F—momen ouhe jegan Mojesn eyKanuIcKe paBHH,
a H—wmomest jeqan Moes XunepooIndKe paBHH.

Y E—wmopeny y3umamo aa je A = C. IIlro ce mpaBux tude, y F—wmomeny | C C jecre
npaBa (E—mpasa) ako je | cKym periera (110 z) Heke jeHadnHe obmka az + az + ¢ = 0, npu
gemy cy a € C\{0} u c € R.

Ciomano, y H—wmozeny ysumamo ga je A = U, a l C U jecre npasa (H—upasa) ako je
[ ckyn oHux periema (110 z) HeKe jeHaYMHe 00JuKa czZ + az + az + ¢ = 0 Koja npunajiajy
U, npu gemy cy ¢ € R, a € C u |a| > ¢. Hpyrum peunma [ C U jecre H—mnpasa ako je [
npecek jeauHUYIHOr jaucka U u eyKJIWJACKOr Kpyra OpTOrOHaJHOT Ha T MM ako je [ mpecek
jemmamaHOTr ;cka U M eyKJmICKe TpaBe Koja caapku Tadky ().

Ha 6ucmo kommterupaau E—wmonen u H—mopes, moTpebHo je joIr j1a JaMO WHTEPIIpeTa-
[je pesaluja THIMJAEHTHO, n3Mely u moaysapHo. Y oba Mojesa 3a TadKy a U IpaBy | BaxKu
(a,l) € T ako a € [. Ilpe Hero mro gamo uHTepHperayjy pesanuja udmely u mojymapHo
JnajeMo nedUHUAIN]Y U30MeTpHja y 00a MoJela.

Qamwminja uzomerpuja y F—wmozeny (kparko E—usomerpuje) jecre paMuimja CBUX mpe-
cnukaBama ckyna C Ha cebe obmka

z—el24a WK 2z ez 4 a,

npu yemy a € Cu 0 € R.
Qamvuinja nzomerpuja y H —moneny (kparko H—u3omerpuje) jecte dhamuimja cBux mpe-
ciimkaBama ckyna U Ha cebe obmKa

2 ePp,(2) wim 2 e0,(2),

npu gemy cy a € U un 6 € R, a npeciukaBame ¢, nedunucano y riuasu 2 (Bugetu JedUHAIN-
iy 2.2).

VY oba Mojesia KaxkeMo Jia je Tadka z u3Mely Tadaka zy U zo u nummemo B(z1, 2z, z3) ako y
oxroeapajyhem mogeny nocroju uzomerpuja f raksa na cy f(z), f(z1) u f(z2) peanuu 6pojeBu
uBaxu 0 = f(z1) < f(z) < f(z2). Takobe, y 0ba Mozesa 3a map Tadaka (21, ze) KazKeMo J1a je
HoJy/iapaH napy radaka (wi, ws) W TUIEMo (21, 22) = (wy, ws) ako y oarosapajyhem mosesry
nocroju uzomerpuja f ca cBojcrBoM f(z1) = wy u f(z2) = wa.

Henocpenno ce npoeepasa 1a cy y 06a MOJe/a, 38 0BAKO HHTEPIPETUPAHE OCHOBHE I10jMO-
BE U pesalyje, 3aJ0BO/beHe CBE aKCHOMe XUIOEePTOBOI CHCTEMa, aKCHOMA AIICOJIyTHE PABHH.
[Ipumerumo jomr ma je y E—momeny 3amoBosbeHa [lmejdepoBa akcmoma mapaJsielHOCTH, JTOK
je y H—mozeny 3a10BosbeHa akcnoMa, napasesnoctu bosbaj-JIobagesckor (Bumern (22, 46]).
Oryna, oBa aBa MOJEIA KAO MOIEJN aIllCOJyTHE paBHU HUCY u3oMOpdQHA.
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Ha xpajy npumernmo na je H—wmomen, ycrBapu, mo06po mo3naru [loeHKapeoB MucK Momes
xuriepbosimake paBuu. Takohe, mpumerumo 1a je f jeana H—wm3omerpuja ako U caMO aKoO

f € Aut(U) mm f € Aut(U).

5.3 Pacrojame y F—moneay m H—momesy amcoJiyTHe
paBHU

ITonasna Tauka 3a onpehuBame ekcrumnuTHEe (POPMYyJIE 3a PacTojame Tadyaka y F—Momery
u y H—wmomneny jecre ciencha reopema (Bumern teopemy 4.3.B y [22], kao u [46, cTp. 167
-172)).

Teopema 5.1. Ilocwoju pactmojare d, : A x A — [0, +00) Koje uma caegeha ceojcisa:
a) axo cy a,b,c,d € A waxse ga je (a,b) = (c,d), onga je d,(a,b) = d.(c,d);
6) axo cy a,b,c € A waxse ga je B(a,b,c), onga je d,(a,c) = d,(a,b) + d.(b, c).

HTTasuwwe, akxo neko pacwojarve d, : A X A — [0,4+00) uma ceojctisa a) u 6), onga Gocwoju
A > 0 wakso ca sasrcu d, = Ad,.

Pacrojame d, nazuBa ce u pacrojarme y alcoJIyTHOj PABHHU.

Kako 6ucmo ompeanium mHTEpIIpeTalije, oJHOCHO ojroBapajyhe dopmyrte 3a GyHKIH]Y
pacrojama d, y F—wmoueny u' y H—wmozneiny, pazmorpuhemo Ta jBa Mo/iejia KICTOBPEMEHO.

O6enexumo ca d, (y ciydajy E—wmomena), onnocHo ca dy, (y ciaydajy H—wmomesna) pacro-
jame umjy ersucrennujy yrBphyje Teopema 5.1. Heka cy z; u 2y JiBe TPOU3BOJHHE TAYUKE Y
onrosapajyhem momeny. Tama mocrtoju m3omerpuja f u3 omrosapajyher ckymna m3omMeTrpuja
trakBa na je f(z1) =0 wu f(z2) = r, upu gemy je r > 0 (y cayqajy H—wmonena u r < 1). Tana,
Ha OCHOBY cBojcTa a) y Teopemu 5.1, Baxku do(21,22) = do(f(21), f(22)) = de(0,7), omaOCHO
dn(z1,29) = dn(f(21), f(22)) = du(0,7). Oryna je 3a onpehusame pacrojama d, 10BOJEHO OJIpe-
mutu de(0,7) mpu gemy je r > 0 mpousBoJbHO, a 3a oiapehuBame pacrojama dy, JOBOJBHO je
onpemuru dy,(0,r) npu gemy je 0 < r < 1 npoussosbHO. Paju jakiier obenekaBamba yBeIuMO
ogaake fo(r) = do(0,7) u fu(r) = dn(0,r). Haxie, pacrojama d, u dy jecy y MOTIyHOCTH
onpebena, pemom, dyuknujama f, : [0, +oc) — [0,400) u f, : [0,1) — [0, +00).

Pasmorpumo caza cojerBa dyukuuja f. u f,. Ilpe cera, Ha ocHoBy cBojcTBa 6) MCKa-
zaHor y teopemu 5.1 Te dyukimje jecy crporo pactyhe. Ocum Tora mMmajy u HEKO CBOjCTBO
agutuBHOCTHU. llperusnuje, Baxku ciemeha jgema.

Jlema 5.1. Hexa cy c =0 <a=c1 < g < ... < ¢ =b< 40 (y crywajy E—mogena),
ognocho g =0<a=c; <y <...<c¢,=b<1 (ycaywajy H—mogera) wareu ga cy taposu
wavara (co,c1), (c1,62), .., (Ck_1,ck) Yy3ajammo Gogygapru y ogzosapajyhem mogeay. Taga

6ANCU fo(b) = kf(‘(a’) u fh(b) = kfh(a)'

Jlokas. Heka je j € {e,h}. Kako cy naposu tagaxa (co,cy), (c1,¢2), ..., (Ck—1, ) y3ajamuo
HOJyIapHU y oJroBapajyhem Mojesy, Ha OCHOBY CBOjCTBa a) MCKa3aHOr y Teopemu 5.1 cienn

(51) dj(Co,Cl> = dj(Cl,CQ) =...= dj(Ckfl,Ck»
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C npyre cTpase, Ha OCHOBY CBOjCTBa 0) MCKa3aHOT y Teopemu 5.1 BaxKn

k

d;(0,b) = Z di(ci-1, @),

I=1
ma y3umajyhu y o63up (5.1) mobujamo d;(0,b) = kd;(0,a). Hakie, fi(b) = kfi(a). O

Hexka je r € [0, 4+00) (y ciyuajy E—wmomena), ogaocuo r € [0,1) (y cayuajy H—wmomena)
dbukcupano u Heka je 11 (y ciydajy oba Mojesia) TaKBO J1a je I’ CDEIUIITE Iy KU 9hje Cy KPajibe
tauke 0 u 1. [Ipu Tome, ako je r = 0 onna ysumamo jga je r; = 0. Taga Baxku cieneha jiema.

2r
1472

Jlema 5.2. V E—wmogeay sastcu r1 = 2r, gok y H—mogeay eastcu r =

Joxas. Hahemo nokas y cayuajy H—wmogmena. ¥ ciaydajy E—moferna I0Ka3 je aHAJIOTaH.
Jacuo je ma r npunana H—mnyxu [0,r]. Jlakse, moTpebHO U JTOBOJBHO je jOII JIOKA3aTH

ma Baxku (0,7) = (r,ry), omHocHO Ja mocroju H—wm3omerpuja f taksa na je f(0) = r u
2r

f(r)= 2 Ta H—wusomMmerpuja jecTe IpecInKaBambe (o,.. N
r

Hasme, Ha ocHoBy jeme 5.1 u sileme 5.2 pobujamo ja 3a csako r € [0,+00) (y ciayuajy
E—wmopena), ogrocuo 3a ceako 1 € [0,1) (y ciyuajy H—momena) Baxn

(5.2) fe(2r) = 2f(r)

n

1472

(53) i ( 2 ) 2/, (r).

2tanht
—————u
1 4 tanh” ¢
na dbysknuja g, nedunucana ca ¢(t) = tanht, 6ujekTuBHO MpecaukaBa uHTEpBaAI [0, +00)
y unrepsai [0,1). Hakie, ako y jemnakocru (5.3) yBezemo cmeny r = tanht, npu uemy je
t € [0, +00), nobujamo ma 3a cako t € [0, +00) Baxku

C mpyre crpane, 106po je 1mosHaro ja 3a cBako t € [0, 4+00) Baxku tanh 2t =

fu (tanh 2t) = 2 f,(tanh t).
Oryna, ako je
(5.4) fu = fu o tanh,
Jobujamo sa 3a cBako t € [0, +00) Baxku

(5.5) Fu (20) = 2fu(8).

Haxie, Ha ocuoBy (5.2) u (5.5) 3ak/byuyjemo na dyHkimje fo u fu 3a10B0/BaBAjy UCTY dy-
HKIIMOHAJIHY jeTHAYNHY, Tj. (DYHKINOHATIHY jeTHAUNHY

(5.6) F(2t) =2F(t),
rae je F:]0,+00) — [0, 4+00) HemozuaTa dyHKIM]a.
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Hemnocpeao ce npoeepasa na je 3a ¢ > 0 dyukuumja F : [0, +00) — [0, +00) medunuca-
Ha ca F(t) = ct pememe jennaunue (5.6). Mehyrum, Huje cBako pememe jenuadune (5.6)
Tor oOJIMKa, YaK y3 JI0/IaTHe IIPETIIOCTABKE Ja je Hermo3HaTa (BYHKIMja CTPOro pacryha u
nenpexkuana. O Tome he puiie peun GUTH y HapeIHOj CEKIHUjH.

[TpermocraBumo ja 3a dyuKnujy fi, u cBako t € [0, 4+00) BaxKu

(5.7) fult) = ct,

npu demy je ¢ > 0 Heka KoHcranta. Tasa, umajyhu y sumy (5.4), mobujamo ma 3a CBako
r € [0,1) Baxmu

fulr) = (fu o tanh ™) (r) = =clog

Axko cy z1, 23 € U pasnmuunre onja 3a H—uzomerpujy f nedunucany ca

flz) = e tmevmally (2)

Baxku f(z1) =0 u f(22) = |p—_s,(22)]. Oryma, mmamo

dy(z1,22) = dn(f(21), f(22))
dn(0, [z (22)])
Fu(Jo—z (22)])
L log L9 (22)]

UNmajyhu y Buny pedununujy dbyurnuje dy (Bugeru jeanaxoct (2.16)), medununujy 2.3 u
Teopemy 2.9 mobujaMo 1@ 3a CBaKo 21, 2o € U BaxKn

c
dh(zl, Zz) = 5 : dU(ZI;Z2)~

Kako pacrojame dy uma cBojcrBa a) u 6) dopmysucana y teopemu 5.1 ciaenu ma je mperto-
craBka (5.7) 6uia TavyHa.
CamaHo, aKo MPETHoCTaBuMoO J1a 3a GYHKIH]y f. 1 cBako t € [0, +00) BaxKu

feo(t) = ct,

npu demy je ¢ > 0 HeKa KOHCTAHTa, OHJIA 33 CBaKO 21, 29 € C Baxu dy(21, 22) = ¢|z1 — 29].
Axo pesmMmupamo mpeTxoaHa pa3MaTpama go0ujaMo ciegehy Teopemy.

Teopema 5.2. Pactojarve, wujy e23uctienyufy u jequrclieeHocl (o Ha MYATUTAUKGTIUEHY
KoHcanmy) yuephyje weopema 5.1 gatio je ca:

a) (y E—mogenry) de(z1,22) = c|z1 — zo|, Upu wemy je ¢ > 0 mexa xoncwanma u 21, 29 € C
UPOU3BONLHE,

L+ [z (20)]

, upu wemy je ¢ > 0 nexa KoncuaHwia
1= oz (22)]

1
6) (y H—wogeay) dy(1,2) = Sclog

u 21, 22 € U upoussonmne.

Hamomenumo ma je 3a ¢ = 1 pacrtojame d, yobudajeHo eyKJIuICKo pactojame vy C, mok 3a
c = 2 pacTtojame d;, jecTe jelHaKO pacTojamy dy Koje ce jorn Ha3uBa u [loenkapeoBo pacrojame
Ha jequHUIHOM JucKy U.
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5.4 Bez3a ca QyHKOIUOHAJIHUM jeJJHAYMHAMA

Paszmorpumo cajia neraspuuje HyHKIIMOHATHY jeTHATUHY
(5.8) F(2t) = 2F(t),

rae je F' @ [0,+00) — [0,+00) Hemosnara dyuknmja. Hemocpeaso ce mokasyje Ja ako je
dyukmja F pememe jeauadnne (5.8) onga je F'(0) = 0. Takobe, HenocpeHo ce nmokasyje Ja je
3a KOHCTaHTY ¢ > 0 dyukumja F' nedunucana ca F(t) = ct pememe jennaqante (5.8). Kao mro
cMo Beh moMeHyJn HUCY CBa pelnema jeanadnte (5.8) Tor obimka, YaK U aKo MPETIOCTABAMO
Ja je HerosHaTa (pyHKIMja CTpOro pacryha m HenpekugHa. 1o moka3syje ciezehu mpumep.

]‘ n n
IIpumep 5.1. Hexa jen € Z, a, = o b, = %, I, = [ani1,a,) w0 < ¢ < e < co.
Taga je U I, = (0, 400). Aepurnvwumo pynryujy F : [0, +00) — [0, +00) na caegehiu nawun:

nez
F(0) =0, F(a,) = ca, u, 3a céaxo Purcupano n, pecipukyuje F, dynxuyuje F na I, jecte
UOAUZOHANHA NUHUJA CQ HAZUOOM C1 HA [Gni1, by] U HaZuboM co Ha [by, ay].
Hetocpegno ce uposepasa ga je ¢dynxuyuja I ctipozo pactuyha, weupexugna, xao u ga
3agosomasa jegravwuny (5.8).

[Ipupoano ce mocrassbajy cieseha nuTama:

1) Koje monarue ycioBe (u3y3eB yciaoBa Jia je ctporo pacryha u mempekujHa) Tpeba ja
3a710BoJbaBa (ByHKIMja Koja je permemse jennadwnne (5.8) kako 6u Ta dyHKIMja OGuia
jeJIMHCTBEHO (JIO HA MyJITHILINKATUBHY KOHCTAHTY) PEIIee Te jeHadnHe?

2) Ja sin i ycsioBu ciene w3 JesioBa a) u 6) teopeme 5.1, 1j. na sm dyakimje fo u fa
3a/10BOJ/baBajy Te ycjaoBe?!

Hexke oarosope na ta nurama Jajy ciaeaehe jase Teopeme.
Teopema 5.3. [Ipemiuoctasumo ga pynryuja F : [0,+00) — [0, +00) uma caegeha ceojcitisa:
1° F je cwipozo pactiyha u nweupexugHa;
2° F(2t) = 2F(t), 3a ceaxo t € [0,+00);
3° F(3t) =3F(t), 3a ceaxo t € [0, +00).
Taga je F(t) = ct, 3a ceaxo t € [0,4+00), Gpu wemy je ¢ > 0 Heka KOHCTUAHTLG.
Ia 6ucmo nokazaau Teopemy 5.3 Hajupe hemo popmynucaru u J10Ka3aTu jeJIHY JIEMY.
JIema 5.3. Ckya {3M2" |m,n € Z} jecte zycw y [0, +00).

Jloxas. Hoxkazxumo npeo na je ckyn A = {mlog3 + nlog2|m,n € Z} rycr y R.
Hexka je ¢y € R npoussospro u Heka je € > 0 mpomssossHo. Kako je A C R, morpebro n
JTIOBOJBHO je JOKa3aTu Jla y uHTepBayy (g — €, T + £) mocToju 6ap jeman eaeMenT ckyma A.
[IpernoctaBumo mpBo Ja je xg = 0.

Hexa je k € N TtakBo na je A < ¢. Ilocmarpajmo cienehe 6pojese:
log3, 2log3, 3log3, ..., klog3, (k+1)log3.
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[Tocroje tesn 6pojeBu nq, Na, . . ., Ny, N1 Takeu 1a [ log 3 + n; log 2 npunana uarepsaiy [0, 1)
3a cBako | € {1,2,...,k,k+1}. Baucra, 3a cako [ € {1,2,...,k,k+ 1} nocroju d € N takso
na je llog3 — dlog2 < 0. Heka je dy najmame takBo d. Tamga je n; = —(dy — 1).

Heka je
1 1 2 k—1
-[1:|:07E)7 IQZ[EJE)J R ]k:|:Tal>

IMocroju j € {1,2,...,k} TakBo ma muTepBaty [; npunanajy 6ap asa ox 6pojesa

log3+nilog2, 2log3+nylog2, ..., klog3+mnglog2, (k+1)log3+ ng.qlog2.

Hexka cy To 6pojesu plog3+n,log2 u qlog3+n,log2 n 6e3 ymamema onmrocTa IpeTmo-
cTaBUMO Ja BaxKu plog3 + ny,log2 > glog 3 + nylog 2.

Axo 6u 6uo plog3+n,log2 = qlog3+n,log?2 onma 6u 6umo ePlo83+melos2 — galogdtnglog2
OJIHOCHO D = ¢ U M, = M.

Jasbe, Kako je nyKuHa MHTepBaJa [; jeJlHaka —, BarKH:

k
1
0<(p—gq)log3+ (n, —n,)log2 < L <&
OJIHOCHO, aKO yBeJIeMO O3HAaKe M = p — ¢ U N = N, — Ny, BaKN
0 <mlog3+nlog2 <e.

[IpermocraBumo 1a je zo > 0.
Heka cy mg,ng € Z taksu na je 0 < mglog3 + nglog2 < . Tama mocroju r € NU {0}
TaKBO J1a je
r(molog3 + nglog2) < oy < (r + 1)(mglog3 + nglog 2).

Oryma BaxKu
0 < 29— r(mplog3 +nglog2) < mylog3+nplog2 < e.

OnHOCHO, aKO yBEJEMO O3HAKE M = Mg U N = TN, BaXKN
0<zp— (mlog3+nlog2) <e.

[IpernocraBumo ja je zo < 0.
Heka je yg = —x¢. Tama je yo > 0 u mocroje 6pojesu m',n’ € Z takpu ja je

0<yo— (m'log3+n'log2) < e.

OxHoCcHO, ako yBemeMo o3Hake m = —m/' u n = —n/, Baxku —e < xg — (mlog3 + nlog2) < 0.
Kako je dyukimja x — e* xomeomopduzam ckynosa R u (0, +00) cienu ja je ckym

{e*:a € A}y ={3M2" |m,n € Z}

rycr y [0, +00).
0

Zlokas weopeme 5.3. N3 mpernioctaBku 2° u 3° jobujamMo J1a 3a cBaka JBa Ieja opoja m u n
Bazku F(3™m2") = 3m2"F(1). Heka je G : [0, +00) — R nedunncana ca G(t) = tF(1) u nexa je
A ={3"2"|m,n € Z}. Tana 3a cako t € A Baxu F(t) = G(t). Qyuxuuja F je HenpexnHa
Ha OCHOBY mpeTrocTaBke 1°, a dyuknuja G je HenpekuHa Ha ocHOBY Jedunuiuje. Kako cy
HenpekuHe dpyaKImje F u G uAeHTUYIKH jeHake Ha CKyIy A, Koju je Ha OCHOBY JieMe 5.3 TyCT
y [0, 4+00), ciiequ na 3a cBako t € [0, +00) Baxu F(t) = G(t) = tF(1). Konauno, Kako je Ha
ocHOBy miperniocraBke 1° dyuknuja F' crporo pacryha cremu na je ¢ = F(1) > F(0) =0. O
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Mozke ce mpoeeputu ga GyHKIHjE fo 1 ﬁl 3aJI0BOJbaBajy MPETIIOCTaBKe TeopeMe 5.3, Tj.
Jla Ta CBOjCTBA CJiejle u3 jejioBa a) u 6) reopeme 5.1.

Teopema 5.4. [Ipewiaoctuasumo ga pyrnryuja F : [0,400) — [0, +00) uma caegeha ceojcitisa:
1° F(2t) = 2F(t), sa ceaxo t € [0, +00);
2° gpyau useog F" wocwoju wa [0, 4+00) u neupexugan je y 0.

Taga je F(t) = ct, 3a ceaxo t € [0,4+00), upu wemy je ¢ > 0 Hexa KOHCWAHTQ.

Jlokas. N3 F(2t) = 2F(t) cneqn na je 2F'(2t) = 2F'(t), onnocuo 2F"(2t) = F"(t) 3a cBako
1 t

t € [0,400). Oryna, 3a cBako n € N u cBako ¢t € [0,400) Baku F"(t) = Q—nF” <2—n)

[TpesiackoM Ha TPAHUYHY BPEIHOCT, Kaja n — +o0o, nobujamo F”(t) = 0, 3a cBako t € [0, +00).

Haxue, F(t) = ct + ¢y, npu yemy cy ¢, ¢y € R. Kako je F(0) = 0, nobujamo F(t) = ct, nupu

geMmy je ¢ > () HEKa KOHCTaHTA. [

5.5 Hyxuna C! xpuse y H—MoJesly alcoJyTHe pPaBHUI

Ho6po je mosnaro (Bumern ua mpumep [73, crp. 136-137]) Kako ce y E—Mo/iey amcosyTHe
pasHE ozpelyje myxuHa kpuse 7 : [a,b] — C. Ykparko, y E—MOo/Iesly arcoiyTHe PaBHU HAj-
pe ce nedwunuine E—mnyxuna F—nyxxu Kao F—pacrojambe BeHuX KPajibnX Tadaka. 3aTUM
ce nedununire F—may:xuHa F—moauronasne JuHUje Kao 30up K —myxKuna F—1y»Ku 0J1 KOjux
ce ta F—nonuronasnna snunuja cacroju. Hame, ako je P:a=1t <t; < ... <t,1 <t,=0b
noJiesia HHTEpBaJa [a,b] oHma ce TOj mojesu U KPUBOj Y MPUAPYXKYje Opoj

ge(Pv ’7) = Zde(’y(tj)>’7(tj—l))a

1j. E—nyxuna E—mnomuronasine JIMHUjE KOja ce CacToju o F—yKu

[7(t0)7 V(tl)]v ] h/(tnfl)v 7<tn)]'

Ta E—mnosmronajiHa JMHUja CMaTpa ce alpoKcUManujoM kpuse 7. Konauno, E—myxRuHa
kpuse 7y (y o3Haiwm (.()) nedunurre ce Ha ciaenehn navmh:

ge(’}/) = Sup ge(PJ ’y)u
Pell

npu demy je Il ckyn cBux nogesa uHTepBaJa |a, bl.
Axo je l.(y) < +o0 oHzma KaxkeMo ja je kpuba 7 E—pekrudunujabuina. [Tokasyje ce na
aKo 3a KpuBy 7y Baxku jga je C! ma je onga ta kpusa u F—pexrudunujabunna. [Iltapume, y

ToM cityuajy Baxu lo(y) = [ |dz| (Bumeru |73, Teopema 6.27]).
vy
[Toncerumo ce ja cMo y Tiasu 2 (Bujeru jegnaxkoct (2.15)) xunepbomuuky ayzxuny C!

kpuse 7 : [0, 1] — U (y osnamu ly(7y)) aedunncanu Ha cienehin Haunn:

2
to(y) = / 2 e,
o' 11— |Z|2
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Y oBoj ceknuju gedunncahemo H —myxuny kpuse 7 : [0, 1] — U, kojy hemo obesexxaBatu
ca (), y H—mMmozeny alcojyTHe paBHM aHAJOMHO Kao INTO ce y E—MoJesy arcoyTHe
paBnu gecdunumie F—yxxuna kpuse v : [0, 1] — C. Illtasume, nokazahemo na sa C! kpusy

2

v :[0,1] — U Baxku £;,(7) :/ P |2\dz| 1j. lh(7y) = ly(y).
Y

Heka je v : [a,b] — U jemna kpuBa u P : a =ty < t; < ... < t,_1 < t, = b momena

uHTepBaia [a,b]. AHajorHo Kao m y E—MOJesy ancojyTHe DaBHU, KPUBOj Y W mojenn P

IPUIPYKYjeMo 6poj
v) = Zdh(’Y(tj)af}/(tjfl))'
j=1

H—nyxwuna kpuse 7y (y o3uamm £y,(7)) nedunuiie ce Ha ciegehu HaUnH:

ln(y) = sup £,(P,7),

Pell

npu yeMmy je Il ckyn cBEX mozesia maTepsasa [a, b.
Axo je ly(7) < 400 onza kaxkemo sia je Kpusa 7y H—pekruduimjadbuiHa.
Bazku cieneha Teopema.

Teopema 5.5. Hexa je vy : [0,1] — U apouseomna C' xpusa. Taga je

Al 2
w00 = | = papt = =

Teopemy 5.5 mokazahemo Tako 1mrTo hemo dopmynucaru u J0KA3aTU JIBE IIPOIIO3UIIN]jE
(Bumern mpomosunyje 5.1 u 5.2) 1 HEKOJIUKO JeMa.

IIponosuruja 5.1. Hexa je v : [0,1] — U apoussonna C' xpusa. Taga je
1 /
2|7/ (t)]
5.9 12 < / ———t.
9 S ) T her

Jlokas. Heka je P : 0 =1ty <t; < ... < tp,1 < t, = 1 nomena unrepsasa [0, 1], Heka je 3a
Jj €{1,...,n} npeciukasame f; € Aut(U) raxso na je f;(y(t;—1)) =0 u f;(y(¢;)) = 0 u nexa
jeI'; = f; ov. Kaxko je f; H—un3omerpuja modujamo

d(v(t;),7(t;-1)) = d(f;(7(1;)), fi(v(t-1)))
= (T (),

(5.10) = log —=¢

Ha ocuoBy Jsteme 2.3 Bazku

tj 2ReI".(t i 21T (¢t
(5.11) / el5(®) Sdt < / L)‘th,
ti—1 1 - (R’e F](t)) ti—1 1 - |F](t>|
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JIOK Ha OCHOBY TeopeMme 2.6 BaxKu

b2l Y 20y (1)]
(5.12) /Q]1—|Fj@ﬂ2dt_'/2]_f:7§Gﬂ5dt

Hakime, uz (5.10), (5.11) u (5.12) corenn

- | 290, [t 20 )
2, 10t (t5- Z/ Tt | TR
Tj.

(5.13) (P < /0 %dt.

Konauno, mpesiackoM Ha cymnpemyM 10 cBuM mojesiama unrepsasa [0, 1] uz (5.13) gobujamo
TBpheme. O

[TpuMeTnMoO Ja Ha OCHOBY Ipomosunuje b.1 Hemocpemno ciaemu ma je ceaka C' kpuba
v :[0,1] — U H—pekrudunujabuina.
Kako 6ucmo mokazanu teopemy 5.5 morpebHO je mokazatu ga y (5.9) Baxku u obparHa

HejeTHAKOCT. ¥y TOM Wby Hajupe heMo dopmysmcaT U JI0Ka3aTH HEKOJIUKO JieMa.

Jlema 5.4. Hexa je € > 0 upoussonno. Taga toctwoju d > 0 ca ceojciom ga 3a ceaxo z € U,
waxeo ga je |z| < 9§, saorcu 0 < diy(0, 2) — 2|z| < ¢|z|.

/loxas. loka3 merocpemHo cienu u3 jeTHAKOCTH

dn(0, z) = log

1 1
lm—O il MOﬂl
220 [2] -2

[Ipe vero mrro dopmysuiiemo ciejiehy jgemy noHoBuheMo 1edUHAII]Y TapaMeTpa Moee.
[Mapamerap mogese P:a =ty <ty <...<t, 1 <t, =>bunrepsana |a,b| jecre

]

)\(P) = Imax ‘t j*1|'

1<i<n

JIema 5.5. Hexa je v : [0,1] — U apoussonwna xpusa u & > 0 apoussonwno. Taga Goctmoju
d > 0 wakreo ga 3a ceaxy togeay P:0 =1ty <t; <...<t, =1 unwepsara [0,1] 3a xojy je
AMP) <6 ucsaro j € {1,...,n} sascu

V() — (E-1)
1 —y(tj-1)y(t;)
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Jlokas. Heka je m munumym dyukimje f(z,w) = |1 — Zw| Ha KOMIAKTHOM CKyITy tr-y X tr .
Jacuo je na je m > 0. Kako je v yuudopmuo menpexuana va [0, 1] mocroju § > 0 takso ja
3a cBaky nogesny P:0 =1ty <t; <...<t, =1 unrepsana [0, 1] 3a kojy je \(P) < § u cBako
JjeA{l,...,n} Baxu |y(t;) — v(tj_1)| < me. Oryzna 3a cBaxo j € {1,...,n} Baxkn

1

V(t) = (1) < () =)l <e

L=t (t5)

]

JIlema 5.6. Hexa je v : [0,1] — U apoussowna xpusa u & > 0 apoussowno. Taga Goctmoju
d > 0 wakreo ga 3a ceaxy uogeay P :0 =1ty <ty <...<t, =1 unwepsara [0,1] 3a xojy je
AMP) <6 ucsaro j € {1,...,n} sascu

V() = (tj-1)
TS
Jloxas. Heka je m munumym dyukimje f(z,w) = |1 — Zw| Ha KOMIAKTHOM CKyIry tr-y X tr-.

Jacuo je ma je m > 0. Ha ocuoBy Jieme 5.4 mocroju d; > 0 ca cBojcTBOM Ja 3a cBako z € U,
TaKBO Ja je |z| < d1, Baxku

0 < dn(v(tj-1),7(t5)) —

<el|v(t;) —v(ti-1)l-

0 < din(0, 2) — 2|z| < melz|.

C nmpyre crpane, Ha OCHOBY JieMe 5.5, mocToju § > () TaKBO Jla 3a CBaKY IOJIETy
P202t0<t1<...<tn:1,

unrepsasa [0, 1] 3a kojy je A(P) < § u 3a cBako j € {1,...,n} Baxn

V() — (1)
1 —y(tj-1)7(t5)

Oryma, 3a cBaky nomenny P : 0 =1ty <t} <...<t, =1 unareppana [0, 1] rakBy na je A(P) <
u 3a cBako j € {1,...,n} Baxn

dh (07

Konauno, kako je

<51.

V(t5) = (1)
1 —y(t-1)7(t5)

V(t5) — (1)
1 —y(t-1)7(t5)

V() = v(E-1)
1 —y(t-1)7(t))
(k) = )

= ely(t;) — (-1l
V(tj) _7<tj—1)

i)

ciesn TBpherbe sieme. [

me

N

dn(v(tj-1),7(t;)) = dy <0>

Jlema 5.7. Hexa je v : [0,1] — U apouseonta xpusa. Taga Gocwoju koncwanima M > 0
waKxsa ga 3a c8aKo z,w € try sastcu

S < M|z —wl?.

2z —w ‘

1 —wz 1 —ww
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/loxas. Heka cy z,w € try npousBosbau. Tajia Bazku

Z—w Z— W 1 1
—| — — = |z —w| — | — —
1 —wz 1 —ww 1 —wz 1 —ww
< | | 1 1
Z—w —
= 1 —wz 1 —ww
2 w
= |zl (I—Ez)(l—ww)'

gl

H& KOMITAKTHOM CKYILY

npu demy je M makcumywm dbyurnuje f(z,w) = '(1 —2) (1 —ww)

try x trey. [
Jlema 5.8. Hexa je v : [0,1] — U apoussowna xpusa u & > 0 apoussowno. Taga Goctmoju
d > 0 wakreo ga 3a ceaxy uogeay P :0 =1y <ty <...<t, =1 unwepsara [0,1] 3a xojy je
AP) <6 usa ceaxo j € {1,...,n} saorcu

() —v(t-) |
1= y(t-1)y(t;)

v(t;) — v(t-1)
1= ~(tj-1)7(t-1)

<elv(t;) —v(ti-)l-

w
(1 —wz)(1 —ww)
try x try. Kaxko je v yaudopmuo Henpekusna wa [0, 1] mocroju 6 > 0 TakBO ja 3a cBaky
nomety P : 0 =ty <ty < ... <t, = 1 uarepnana [0,1] 3a xojy je A(P) < § u 3a CBaKo

Jloxas. Heka je M makcumywm dyukimje f(z,w) =

Ha KOMIIAKTHOM CKYILY

Jj € {l,...,n} Baxknu |y(t;) —v(tj—1)] < %. Otyna, Ha OCHOBY JileMe 5.7, 3a CBaKy MOJEIY
P:0=ty<t; <...<t,=13axojyje \(P) <d u3acsako j € {1,...,n} Baxu

V(tj) - ’7<tj—1)
1- f)/(tjfl)F)/(tjfl)

() —v(t-1) |
=30 ()

‘ < Mly(ty) = y(tj-)

< Myzh(t) = (1))
= ely(t;) = (-l

[
JIema 5.9. Hexa je vy : [0,1] — U apoussonna C' xpusa u e > 0 apoussonno. Taga Goctioju
d > 0 wakreo ga 3a ceaxy uogeay P :0 =1ty <ty <...<t, =1 unwepsara [0,1] 3a xojy je
AP) <6 usa cearo j € {1,...,n} saoncu
[y () — (1)) [ (t-1)]
- (t; —t;_1)| < elt; —t;_1).
L=yt 1=y S

Jlokas. Heka je P: 0=ty <t; <...<t, =1 npoussosbHa nojena uarepsasa [0,1]. Tauxa je

V() =)l Y @) (G =)

() = (1) =7 (8 (5 = t-1)]
1= |y(t;0)P? L= [y(t;-2)P '

(5:14) T
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Jame, vHeka cy a = Re~vy u f = Im . Ha ocuoBy Jlarpam:xoBe Teopeme 0 Cpe 0] BPeTHOCTH
nocroje &;,m; € (tj_1,t;) TaKBU Ja je

(5.15) Y(t;) —(tj-1) = (@'(§) +iB'(m;) (5 — 1)

O6enexxumo ca M makcumym dyukuumje f(z) = Ha KOMIIAKTHOM cKyIry try. Kako cy

1— [z
o' u ' yuudopmuo nenpexkuae ua [0, 1] ciequ na mocroju § > 0 rakso ja 3a cBako t, s € [0, 1]
u |t —s| <6 Baxkn

(5.16) /(8 = o(s)] < 5=
(5.17) 8') = B'(s)] < 5o

Axo 3a noneny P Baxu A(P) < § onja, Ha ocaoBy (5.15), (5.16) u (5.17), Baxknu

[v(t) = (tj-1) =~ (t-0)(t; —tj-1)]
(5.18) = [(a/(&) — ' (tj—1) +i(B'(n;) — B'(t;-1)|(t; — tj_1)

<2M i 2M> (= ti) = %(tj —tj-1).

Konauno, u3 (5.14) u (5.18) creman

() ==l ()]
1 —|v(tj-1)[? 1 —|y(t-1)[?

(t —t ) <M%( i t] 1) €(tj—tj_1).

]

Ha ocuoBy HapeiHe mponosuiiuje Herocpeauo cieau fa 'y (5.9) Baxku u obpaTHa HejeHa-
KOCT.

IIponozumuja 5.2. Hexa je vy : [0,1] — U apoussonna C' xpusa u e > 0 apoussonno. Taga
tocwoju § > 0 waxeo ga 3a ceary togeay P : 0=ty <ty <...<t, =1 unmepsana [0,1] 3a
kojy je A(P) < 0 eaotcu

S dr(t ()~ [ ] <

Jloxas. Heka je P: 0=ty <t <...<t, =1 npoussosbHa mojeia narepsaia [0,1]. Tazga je

519) [l - [T < R+ ]+ ]+ 15
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IIpH 9eMy je

i =~ 2|y(ty) — y(tja
I, = Zldh(’Y(tj)v’Y(tj—l)) - Zl |1‘”V_< —'Y)(tj_?)('}/(tj;:’
_ o 2h#) =)l e 2lE) — ()l
- ;Il—'y(tm)v(tj)\ ; L=t

n

L - Z 2|v(t;) — 7(tj—1)| _ i %(Q —tj_1),

j=1 ]‘ - |7(t]—1)|2 j=1
1
~ 2|y(tj-1)] / 21y(t)]
I, = ATl oy y— f 20 gy
' Jz_; e EA S 1=hy(@)F

Kaxo je v C! kpusa ciequ ga je v E—pexrtudunujadbunna, tj. f(y) < +oo. IIpernocrasumo,
JIOJIATHO, Jia 7y HUje KoHCcTaHTHA dyHKIwmja. Tana je f.(y) > 0. Ha ocuoBy siema 5.6, 5.8 u 5.9
u neduHUIMje ogapeheHor nurerpasa mocroju 0 > () TakBO J1a 3a CBAKY MOJIEITY

P:0=ty<t1 <...<t,=1

uarepsaia [0, 1] 3a kojy je A(P) < 0 Baxku

g - S
L < —— t) — At < =2,
g - 1S
| < —— Y Iy(t;) = y(t-1) < =,
(5.20) le(v) 4= 4
£ . g
1] < Z(tj —t1) =4
7j=1
£
14| < 1

Konauno, n3 (5.19) u (5.20) caenu na 3a cBaky mogeny P : 0 =1ty <t < ... <t, =1
unrepsasa [0, 1] 3a xojy je A(P) < ¢ Baxu

1=y ()

>ttt - [ <

]

Joxas weopeme 5.5. TBpheme cienu nupekTHo u3 nponosuiuje 5.1 u nponozunuje 5.2. [
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Mpwunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnncanu-a

6poj nHaekca

UsjaBrbyjem

[Ja je JOKTOpCKa gucepTtaumja nog Hacnosom

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTpaXMBaYKor paaa,

e [a npeanoxeHa avceprauuja y LenuHM HX Y AenoBuMa Huje buna npeanoxeHa
3a gobujake GUNO Koje OunNnome npema CTYAMjCKUM nporpamMmvma apyrux
BMCOKOLLIKOFICKUX YCTaHOBA,

e [a cy pe3ynTaTu KOPEKTHO HaBeLEeHM U

e [a HMCaM KpLlUMO/fa ayTopcka npaBa W KOPUCTUO WHTENEKTyanHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Bbeorpagy,




Mpunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTM LUTaMMNaHe U eNieKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesume aytopa

bpoj nHaekca

Crtyamjckn nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MNoTnncanw/a

U3jaBrbyjem ga je wramnaHa Bep3nja MOr JOKTOPCKOr paja WUCTOBETHA €neKTPOHCKO)
BEp3nju kojy cam npegjao/na 3a objaBrbmMBakbe Ha noprtany [OurutanHor
penosutopujyma YHuBep3auteta y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NMYHKM NoJaun BesaHn 3a gobujake akagemckor
3Barba JOKTOpa Hayka, Kao LWTO Cy MMe U npe3ume, roamHa n Mecto pohewa u gatym
ogbpaHe paga.

OB nNW4YHM nogaum Mory ce o06jaBUTM Ha MPEXHUM CTpaHuuama aurmtanHe
GubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nyénukaumjama YHuBep3suteTa y beorpaay.

MoTtnuc pokropaHaa

Y Beorpagy,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhewy
Osnawhyjem YHuBepsauTeTcky 6ubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh® ga y [OurutanHu

penosuTopujym YHuBepauTeTa y Beorpagy yHece Mojy OOKTOpCKy AucepTauumjy nog
HaCIoBOM:

Koja je Moje ayTopcKo gerno.

[ucepTauujy ca ceBum npunosmma npegao/na cam y enekTpoHCKoM dhopMaTy NOrogHoM
3a TpajHO apxuBMparse.

Mojy gokTopcky aucepTauunjy noxparweHy y [urntanHu penosvtopujym YHusepsuteTa y
Beorpagy mory oa kopucte CBM KOju nowiTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4duno/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLNjanHo

3. AyTOpCTBO — HEKOMEpLUMjanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpUMjanHo — AenuMTn Noa UCTUM yCrioBuma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOpCTBO — AennTn Nog UCTUM yCnoBuMma

(Monnmo ga 3aoKpyxuTe camo jedHy OA LeCT MOHyheHuX nuueHuu, KpaTak onuc
NUUeHUK gar je Ha nonefuHu nucta).

MoTnuc pokTopaHaa

Y Bbeorpaay,
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