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Pe3sume

Y 0BOj Te3u ce pa3MaTpajy pasauunuTe OoCOOMHE OOMYHUX XaPMOHU)jCKUX
IpecilnKaBamba, KBA3UKOHPOPMHUX NIPECINKaBalkha ¥ XapMOHUjCKUX IIPECINKA-
Bama y OJHOCY Ha 3alaTy KOH(GOPMHY MeTPUKY y caunu. [loOujeHu cy onro-
BOPM Ha MHOra NMTama Koja ce OmHOce Ha onpebumBame OHMX OCOOMHA THUX
KJIaca (YHKIHUja, KOje Cy OJf €CEeHIMJaJHOT 3Havaja 3a BAJUIHOCT pe3yJTaTa
IONyT OHUX KOjU yommTaBajy uyBeHe Hejennarkoctu I[lIBapu-IlukoBor tuma.
[Ipennoct je mata reoMeTpUjCKOM TPUCTYIY, aHAJU3UpameM ocobuna l'ayco-

Be KpUBUHE KOHOOPMHUX MeTPUKA Ca KOJUMa OIEPUIIEMO.

Koyune peunm: KpasmkoHGOpMHO mpecimiaBame, XapMOHM]CKO IIPECIIMKA-
Bame, PumManoBa moBpmi, YHUBep3aJHO HATKPUBame, ROHDOpPMHA MeTPUKA,
[NaycoBa kpuBuHa, ['ycTuna xunepbosmnuke MmeTpuke, XunepoOoauyKka Ty >KUHA,
Xwunepboanyko pacrojame, Xunepboanuku u3Bon, KBagpatau nupepennuja,

Kpasu-uzomerpuja, JlunmumoBo u ko-JIunmuiioBo npecankaBame.
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Abstract (English)

This thesis considers various properties of Euclidean harmonic mappings, quasi-
conformal mappings and generalized harmonic mappings, which are harmonic with
respect to the conformal metric on the image surface. In particular, we obtained the
answers to many questions concerning these classes of functions and that are related
to the determination of different properties that are of essential importance for validi-
ty of the results such as those that generalize famous inequalities of the Schwarz-Pick
type. The approach used was geometrical in nature, via analyzing the properties of

the Gaussian curvature of the conformal metrics we are dealing with.

Key words: Quasiconformal mapping, Harmonic mapping, Riemann surface, Uni-
versal covering, Conformal metric, Gaussian curvature, Hyperbolic density, Hyperbo-
lic length, Hyperbolic distance, Hyperbolic derivative, Quadratic differential, Quasi-
isometry, Lipschitz i co-Lipschitz mapping.

Scientific field: Mathematics
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3aXBaJIHOCT

YunyhyjeMm HenaMepHy 3aXBAJHOCT CBUMa OHUMA KOJU Cy CBOjUM UUHEHEM,
UCKPEHUM CaBeTUMa U TOIJIMHOM ODacjajim CBETJOIINYy cTa3y IO KOjoj caM
cBe oBe roauHe xomao. Taj ocehaj curypHoOCTM M TMOAPIIKE MU je Oa0 KPUJia
[a MOJEeTHUM U JOCEerHEeM IO OHOI' MecTa IJle YOBEK W HevoBek Hucy Opaha.
Capma riemam m36sm3a CBOjy 3Be34y BOAWJLY, UeKaM Taj TPEHYTaK Kaaa Ny je
u pykoM notahu, Te yCMEPUTHU HEeHY BEUYHY CBETJIOCT Ka APYTUM JbyAUMA.

HNckopucTno 6mx IpUIVKY Ja M3pa3ruM BEJIUKY 3aXBaJHOCT CBOME MEHTODY,
nonucuoMm unany CAHY wu mekamy Marematuuror ¢akyiarera, mpodecopy
Muwuonpary MaremeBuhy, koju je CBOjuM IPUCYCTBOM U 3aJIaramheM IPBEHCTBE-
HO yTUIIAO Ha (OopMUPame MOI' MAaTeMATHUKOI moriena u ykyca. IIpodecop
MaremeBuh Mu je, majyhum cebe, mpeHeo HEOUXOMHY J/BbyOaB M IMOMOTAO Oa
YCMEPUM CBOj€ MUCJIU IpeMa BaKHUM 00JaCTUMa Y MATEMATUIU U HAYIU yO-
nmre. [loceOHO caM My 3axBaJiaH Ha IOBEPEHY KOje MU je YKa3a0 TOKOM CBUX
OBUX T'OAWHA U MITO MU je OMOTYNMO Oa Kao IpenaBay aKTUBHO yUECTBYjEM Yy
pany Georpanckor CeMmHapa 3a KOMIIEKCHY aHaJM3y, HA KOME caM IIPOBEO
HajJIelNIIe TPEeHYTKe y O0CaNallkhOoj Kapujepu.

Benuky 3axBasnHOCT myryjeM m npodecopy Mwupocnasy IlaBmosuhy, roju
je yBeK HeceDMYHO HeJnO CBOje MaTeMATWYKO 3HAWmEe U UCKYCTBO Ca MHOM,
60ApUO Me W YTUIAO Ma MPOMUPUM CBOj€ BUIWKE U NMOCTAHEM KOMIIJIETHU)U
MaTeMaruyap. Beoma caMm 3axBajiaH U OCTAJIMM UJAHOBUMAa KOMUCHjE, MOjUM
npogpecopuma Mupomydby Jesruhy m Musomy ApcenoBuhy, kao u mpode-
copuma lasuny KRamnajy u Doswumnapy JoBamoBuhy, Koju cy OpMKJLUBO IIpe-
rJIeJajau PYKOMINUC, MAJM BEJIUKU OPOj KOPUCHUX MPUMEIOU U CYTeCTUja U TUME
OOTPUHENIU Oa pal NONPUMM cafammbu 00auk. HbuxoBu jacHu caBeTu cy He-
ABOCMMCIIEHO YTHUIAJIM & C€ OBaj BEJIWKU IIOCAO 3a0KPY:KU U IIPUBENE KPajy.

Ha xpajy, saxBamyjem ce romerama Mapery Csetsuky, Jemenu Karuh,
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Sopurmu CrannMmuposuh m 3opany Parkmhy va moapmmum m momohum kojy cy
MU OPYKUIN IPUJINKOM M3pale OBe NUCEePTAIje, KA0 M CBUM MOJUM AParuM

npujaTesuMa ¥ YJIaHOBUMA MOje MOPOOUIlEe, KOjuMa je oBaj pamd mocBehewn.

Mp Muman Kuexesuh



YBOI

Y rnacmuHOj Teopuju (YHKINM]a KOMIJIEKCHE IIPOMEHJBPVBE OQYyBEK CYy MHOT'U
npobJsieMu, YMjuUM pelIaBameM OU ce OmuUcaja IMOojeauHa TeOMETPUjCKa CBO-
jCTBa AaHAMUTUYKUX (YHKIUja, IPEOKYIUPAIN MaKKY BEJIUKOTI OpOja MCTAKHY-
Tux MareMarndapa. MebhyTuMm, Beoma Mano ocobuHa Te Kiace QyHKIMja, YaK
U aKo ce MOMM(DPUKY]y, C€ MOTY OUPEKTHO IPEeHeTU Ha HeKe IpyTe BeoMa BasKHe
KJIace Ipec/IMKaBama, Kao IITO CYy XapMOHM]CKa, OMTHOCHO KBa3WUKOH()OPMHA
IPEeCIUKABAA.

[Ipenmer oBe HMOKTOpPCKe AUcepTaluje je IpoyJyaBame PA3IUIUTUX OCOOMHA
OOMYHIX XapPMOHUjCKMX IIPECINKaBaba, KBA3WKOH(POPMHUX M XapPMOHWIjCKUX
IpeciauKaBama y OTHOCY Ha 331aTy KOHPOPMHY METPUKY Y CIHNIHN, ITOK je
IVIABHU IIWJb M3ABajame OHMX OCOOWHA TUX Kjaca (YHKIUja Koje Cy OI ece-
HIIM]QJIHOT 3Ha4yaja 3a BAJUIHOCT HEKUX BayKHUX pPe3yJiTaTa, MONYyT OHUX KOju
yormTaBajy uyBeHe TeopeMme [IIBapi-IlukoBor tuna. Ilorennupano je mHa Tome
[a ce yBely HOBe MeTOJe IPUJINKOM MCTPaKUBama, MITO je JOBEJIO HO Tora Oa
je aKImeHaT CTaBJ/beH HAa TE€OMETPUjCKU TPUCTYI AHAJIUIUPAIEM PA3TUIUTUX

ocobura ['aycoBe KpyBuHE KOHQOPMHUX METPUKa KOje Cy pa3MaTpaHe.



Tesza ce cacToju M3 meT mMoOrJIaBJba, Ca COIUCKOM JjuTeparype on 60 6ubisim-
orpadgckux jeamHUNA. Y IPBOM Iy je MU3JIOKEH IMPerjel OCHOBHUX IIOjMO-
Ba M pe3yiTaTa M3 TeOpUje KBA3WKOH(GOPMHUX MPECIVKaBama. Y BeIeH je
HEONXOJHU AHAJUTUYKU alapaT, KOju he KacHuje OUTU O4 BeJIUKE KOPUCTH.
Y NOTHyHOCTH je M3J0:KeH NOo3HaT! ['pedyoB mpobiem, a 3aTUM Cy ONMCAHA
CcBa Opyra BasKHA CBOjJCTBA TUX NIPECIUKABAma KOja MX YWHE IPUPOIHUM YO-
OmTemheM KOHOOPMHUX.

Y mpyromM meny cy Hak/BUBO oOpabeHe Teme m3 Teopuje XapMOHU]CKUX
¢yurnuja. JlokazaHno je Herkonmko moMohHUX TBphema, a 3aTuM Cy IOKa3aHe
teopema JleBuja, omroemapajyha Bepsuja I[llBapmoBe jeme 3a XapMOHUjCKA
IpecauKaBama, Ka0 U Heje THAKOCT XajHIIa Ca CBUM HEHUM IIOCJeTUIaMa.

Tpehu neo canp:xu MHOTe MOjeIMHOCTU KOj€ ce OJMHOCE Ha mojaM Pumanose
IIOBPIIM ¥ HA KOH(GOPMHE MeTpuKe Ha MCTOj. [lokazaHO je HEKOJIUKO BarKHUX
pe3yaTaTa KOjU Ce€ TUYY TeOopHje YOIITEHUX XAPMOHU]CKUX IPECIUKaBama,
VOIIITEHUX y CMUCJIY IPUCYCTBa KOH(OPMHe MeTpuke y cuaunu. Jlar je u
aHaJIOTOH yyBeHe PuMaHOBe Teopeme, Tj. TeopeMa yHUGOpPMU3AILje, KOja HAM
00e30ebyje ma m3BpmumMmo knacupukanujy PumaHOBUX HOBpmmM y OIHOCY HA
YHUBEP3aJHy HATKPUBAjyNy mOBpmI. 3aTuM je mOKa3aHa u MOryhHOCT yBoDe-
wa (Bumetu Teopemy 3.4.1) xunepboanUke METPUKE Ha MIOBPIIUMA XUAEPOOIu-
YKOI' TUMAa, Tj. OHUMAa KOje ce HaTKpuBajy jemuHudvHuM auckom D). Jlokazana
je u Boxueposa ¢popmyia, Tj. dopmyna (3.5.6), y3 momoh koje je y HApemHO]
rJIaBU IIPEACTAB/FEH HOBU MPUCTYII U METOA Yy HOKa3y BanoBe Teopeme (BumeTu

teopemy 4.4.4, kao u [58]).



Y YeTBpPTOM TOIJaBJ/bYy NPENCTABHEH je KpaTak MperJiel FeOMETPUjCKe Te-
opuje ¢yHKnMja Kao M pa3He Bep3uje HejemHaxoctm llIBapn-IlmkoBor Tuma
(Teopema 4.2.4), cnemmjanuo, Aunpopc-IlIsapuosa nema (Bumeru nemy 4.3.1).
IlaTe cy oreHe 3a XUNEepOOIUYIKA U3BOI IPECINKaBabha, 01 oapeherumM yciao-
BUMa, KA0 U MHOTHW pe3yJITaTU KOjU Ce OAHOCce Ha ymnopebuBame MeTpukra
(Teopema 4.3.2), anu u wuxose nmocienune. Jloka3aHa je Ha MOTIYHO APYTHU
HaunmH BaHOBa Teopema, KOja je MHOIMM MaTeMaTHdyapuMa IMOCIY:KUIA Kao
WHCIUpAanuja 3a AaJbe UCTPakMBame y oBoj oOmactu. [llraBume, mo npsum
nyT cy onpebheHe KOHCTaHTE OMIMMIIUIIOBOCTU XUMEPOOIUYKOT XAPMOHU]CKOT
U KBa3MKOH()OPMHOI mudeoMopu3Ma je IMHUYHOL OuCKa Ha cede, y OJHOCY Ha

XUIepOOINYKYy METPUKY.

Teopema 0.0.1. (Bau [58]) Ceaxu zapmonujcku, y 00nocy Ha Tunepboaiuury me-
mpury, k-xeaszuxor@opmru dudeomoppuzam jedunuvroe ducka D na cebe je keasu-
uzomempuja moz oucka y oo0nocy Ha runepboauyry mempury. Ocum moza, npe-
caukasawe [ je yjedno u

1+k
1=k £\ —
( Y 1—k)

ou-Jlunwuy080 y 00HOCY HA MY MEMPUKY.

Taxobe, mpencraB/beHO je HEKOJMKO 3aHMMJBMBUX Pe3yJITaTa KOJU OIUCY]Y
MOHAINAKE PEAJTHUX XaPMOHU]CKUX MIPECIUKABAHa je IMHNYHOT nucka ) y uHTe-
pBau (—1,1), KA0 ¥ HEKOJIWKO MOCJEUIa UCTUX.

Ha xpajy, y merom nmeny cy mocMaTpaHU €YKIUJICKMA XaPMOHU)CKU Audeo-
MOp(U3MHU pa3HUX TOMEeHa, KOJjU CYy JOII U KBa3UKOH(OPMHA IpecIuKaBama, U
noOujeHu Cy MHOTH 3HAUAJHU Pe3yaTaTy Koju yHanpebhyjy oBy Teopujy. Muoru
on tux pesynarara cy ayropcku (Teopema 5.1.10, Teopema 5.4.3, Ilocaenuna

5.4.4, llocnemuua 5.4.5, Teopema 5.4.6), mOK je HEKOJMKO HUX NOOUjEHO Y



capanmu ca MentopoMm (Teopema 5.1.2, Teopema 5.1.4, Teopewma 5.3.4, Teo-
pema 5.3.5). Takobe, nare cy cMepHuIe Koje Boae Ka TaJbUM UCTPAKUBAKIMA
y 0o0JlacT! XapMOHM]CKUX Y KBA3UKOH(MOPMHUX IIPECINKABAA.

Nuaue, npBy HEKOMIJIETHY KapaKTEePU3AIMjy XaPMOHUjCKOT KBA3UKOH(O-
pMmuor mupeomopdusma f jemmumunor mucka D = {z € C: |z| < 1} Ha cebe y
csoM wiasky [39] nao je O. Mapruo. Ou je, y3 momoh Xajurnose nejenaakoctu

(Teopema 2.4.1), Tj. HEjemHAKOCTU

1
2

L)+ () > =, 2 €D,

7r
IPUMETHUO Ja Je CBaKUM XapPMOHU]CKU KBA3UKOH(POPMHU audeomMopduszaM je-
muangHOr mucka [) Ha cebe mpeciukaBame kKoje je ko-Jlummmmoso. Meby-
tuM, y paxy u3 2002. romguae M. ITasnosuh (Bumeru [51]), kopucrehu Mopu-
JeBY HeJeTHAKOCT 3a KBA3WMKOH(OOPMHA IpecIuKaBama, je Y HOTIYHOCTU OKa-
pakTepucao NoMeHyTe mudeomMopdusMe y TEpMUHNMA TPAaHUYHE QYyHKOUjE, jep
Cce CBaKO KBAa3UKOH(QOPMHO IIPECIVKABam€ jeIMHUYHOI OUCKa Ha cebe Moke
IPOMMPUTH 0 XOMeoMopdum3Ma oarosapajyhux sarsopema. llpernusuanje, no-
Ka3a0 je na Cy 3a IPOU3BOJbAH XapPMOHUjCKU mudeomMopdmzam [ je AMHUIHOT
nucka Ha cebe cneneha tBphema ekBuBasenTHa: (a) f je kBasukoHPOpMHO, (6)
f je 6u-JIunmmmoso y omgHOCY Ha €yKIUACKY METPUKY, (1) TpaHUYHA ()yHKIMja
je tarkobe Oum-JlummuioBo npeciankaBame u XuiabepToBa TpaHCHOPMAIUAjA He-
HOT m3Boaa npunana npocropy L*®(R). Ca mpyre crpane, y 3aje IHUUKOM pay
ayTtopa oBe Te3e ca MeHTopoMm u3 2007. romuue (Bumeru [34]), mokasamo je,
KopucTehu MOTIIYHO HOBU MPHUCTYI, A j€ CBAKO jeTHO TAKBO IIPECIUKABAME
yjemHO U KBa3W-W30MeTpHja y OMHOCY Ha xunepdosmuky Mmerpuky. [llraBumme,

nobujene Cy KOHKpETHE KOHCTAHTE OUIUNIIUIIOBOCTU.



Teopema: (Buneru [34]) Hexa je f npecauxasamwe koje je k-xeazuxongopmmu ra-

pmonujcry dugeomopdusam jedunuvwroz ducka D na cebe. Tada je npecauxasa-

we [ xeazu-uzomempuja jeOuHuuHoz QUCKa Yy 00HOCY HA TUNEPOOAUNKY MEMPUKY.

Cneyujanno, npecauxasawe f je (K1 K) 6u-Jlunwuyoso y oonocy na my me-
1+k

de je K = ——.
mpuky, 20e je %

Y uctoM pamny maTo je HEKOJMKO TBphema Koja Cy reHepaJm3anuja mnpe-
TXOOHOI M TUYY Ce€ YOIINTEHUX XAPMOHUjCKUX IMIPECIUKaBama, Ca KPUBUHOM
KOH()OPMHE MeTPUKe Y Ccaunu He BehoM on yHampen 3a1aTor HeraTUBHOT Opoja,
KOja y OBOj Te3um Hehiemo HaBoauTHU.

MotuBucan nurtamuma ca CeMuHapa, ayTop Te3e, Kao IMOCJIEIUIy IPETXO0-
nHOr pesynrara (Bumetu Teopemy 5.1.10), y3 momaTHM yCJIOB Ja IOMEHYTO
npeciukaBame [ Qukcupa Tauky Hys1a, HOOMja ONEHY MOIyJa TAKBOL j€IHOT
[IpECINKaBamba, a 3aTUM M KOHKPETHE KOHCTAHTE eYKIUICKE OWINIIINIIOBOCTH

npeciukaBama f y Tauku z = 0, Tj. MOKA3aHO je Oa BayKu

1
=2l < 1f(2)] < K4,

kax ron je z € D. Muaue, on pannje je 6uino no3naro ga ako je m(K) najoosa

moryha koncranTa 3a kojy Basku m(K)|z| < |f(2)], 3a cBako z € D, na je rana

1<hH11 m(K) = 1, mro je TexHuykn Oumiio 3axTeBHO (morsiematu ynanak [49)),
—Lly

. . 1 .
JIOK je caja OYMIVIeOHO Ha BAsKU UCTO, jep % <m(K) < 1. Kako je komnosu-

[ja XaPMOHUjCKOT U AHAJUTUYKOT MPECINKABAHA XaPMOHU]jCKO, UCIIOCTABUIIO
ce ma ce CBU IPETXOMHU Pe3yJTaTh MOTYy T'€HEPAJIU30BATU YKOJIUKO Ce TOMEH
3aMeHU HTpOou3BOLHUM sRopmaHoBuM momenHoMm ca Cb® rpammmom. MebyTum,
,,IOCT-KOMITOHOBAMH€” XapMOHUjCKOT MPECJIUKaBamha AHAJIUTUIKUM I'yOU CBO-

jCTBO XapMOHUYHOCTH, Ila Cy OYEKWBAHE HEKe Npyre TeXHUKe Koje he moBecTu



OO CIUYHUX TBpDhema y ciaydajy IPOU3BOJLHOT KOJAOMEHA KOMIIJIEKCHE PaBHMU.

Y pany n3 2005. romuue, M. [laBmosuh u /. Ranaj cy onucanu xapMmoHU-
jcke kBasmrOH(MOpMHe mudeoMopduaMme ropwme noaypasuu H Ha cebe. Ilora-
3aJM Cy Ja ako je Y xomeoMmop¢uszaM peayiHe oce Ha cebe, KOju dyBa OpuU-
jeHTanmjy, ma ce Taga UCTU MOKe IPOILYKUTHU IO XapPMOHU]CKOT KBa3UKOH)O-
pMHOr nudeoMopdusMa ropme HOJIypaBHU Ha cebe akO M caMO akKo je IIpe-
ciukaBame ¢ Ou-JlunmmioBo n ako XwmiabepTroBa TpaHChOpMAIja HETOBOT
n3Boma npunaga npocropy L®(R). Camuny TakBy KapakTepu3anujy, y 3aje-
IHUYKOM pamy, nobujajy u M. Maremesuh, B. Boxun u ayrop tesze (Bumerm
[40]). Mebyrum, npe Tora, M. Maremesuhi u ayrop nobujajy u KOHKpETHE
KOHCTAHTE OMIUMIMUIIOBOCTU, KAKO Y E€YKJIUIACKOM, TAKO U Y XUIEPOOIUYUKOM
cayuajy. [lraBume, mokaszanHo je ma je cBakm k-KBa3UKOH(QOPMHM XapPMOHU-
jecxu mupeomopusam ropme moaypasuu Ha cebe (K1) K) kBasu-usomerpuja
ropme MOJAYPAaBHU Y OMHOCY Ha XUMEPOOIUUKY, & U Y OJHOCY Ha €yKJIUICKY

METPUKY, KA0 U Ja ce NOOUjeHe HejeTHAKOCTU MOCTULKY.

Teopema: (Buneru [34]) IIpemnocmasumo da npecaurasawe [ zadosomasa zope
nomenyme ycaoee. Tada je ucmo (K1, K) xeasu-usomempuja y oonocy wa ey-

Kaudcery mempury, a camum mum v (K1 K) 6u-Junwuyoso npecaukasame, myj.

BANU
1
?\Zl — 2| < |f(21) — f(22)| < K|zt — 2o,
) 1+k )
30 ceaxo 21, 2 € H, 20e je K = T IIpu mome ce obe Hejednarocmu nocmuicy.

Racuuje je II. Kamaj yonmruo mperxomHe pe3yiaTare Ha CIydaj KBA3UKO-
HPOPMHOI' XapMOHU]JCKOT audeoMopdusMa jeJUHUYIHOT NUCKA Ha IPOU3BOJLHY

KOHBEKCHY obusacT ca riarkoM CY® rpamumom m mo6uo je Oa je CBAKO TAKBO



npecinkaBame Ou-Jlunmuioso y omHOCY Ha XUIEepPOOINYKY METPUKY, HOK CY
Yen u Penr (Bumeru [11]), npumesnyjyhn moTmyHO MCTU METOI KAO OHAj Hpe-
ICTaBJbEH y paly ayTopa Te3e ca MeHTOpoM (Bumetu [34]), morBpamiau nobu-
jeHe KOHCTaHTe OMJIMIIIUIOBOCTY U Y CJIyYaj IPOU3BOJLHOL MIPOCTO IMOBE3AHOT
KOHBEKCHOT KogmoMmena paznumunrtor on C. Ty je moxkazan u amasoron KebGeose
reopeme aucropsuje. Mebhyrum, M. Maremesuhi u B. Bowxun (Buzeru [7]),
HOBOM TE€XHUKOM U mzaejaMa, nobujajy ma y caydajy sKopaanoBux obsacTtu ca
CY rpaHUIIOM CBaKU XapMOHU]CKM KBA3UKOH(OPMHU mudeoMopdusam usmehy
BUX je Takohe Oum-JlunmunoBo mpecamkaBame, aju Yy OTHOCY HA E€YKIUIACKY
METPUKY.

[Iperxomuu pe3yaTaTu Cy MOCIY/KAIA KAO MOTUBAIMA]a 38 JaJbe UCTPAKUBA-
Bbe, Ia Cy OOOMjeHru pe3yJsTaTh KOju NOTBPDyjy na je cBaku KBa3WKOH(GOPMHU
XapMOHUjCKu1 aupeomopduzaM f jeIMHUYHOT OUCKA HA HTPOU3BOJLHU IMIPOCTO
moBe3aHu xunepoOosmukn noMmeH (G KOMIUIEKCHE paBHU, Kopuctehm camo cBo-
jcTBa xmmnepbosmyke MeTpUke u youmreme Bep3uje IlIBapmose meme 3a Keme-
pose Muorocrpykoctu (Buzeru [60] u [57]), kojy je nao Jay, monx yciaosom na je
koudpopmua MeTpuka ds® = A\q(f(2))|f.(2)|?, 2 € D, komnnerna (\g je ryctuna

xunepbonnuke Merpuke Ha (), KO-JIMOmMIOBO mpecaukaBame y OXHOCY Ha

oarosapajyhe xumepbosmnyke MeTPUKE.

Teopema: Hexa je f jedno k-xea3uxon@opmmo Tapmonujcko npecaurasame je-
ounuwnoe ducka D wa G, 2de je G C C npoussonna npocmo nosezana obaacm
pazaunuma 00 C. Yxoauxo je wondopmna mempura ds* = \g(f(2))|f.(2)]*|dz|?

romnaemua wa D, mada eaxncu

da(f(z1), f(22)) = m(k) dp(z1, 22),



3a ceaxo z € D, oonocrno npecauxasawe [ je m(k) wo-Jlunwuyoso y odnocy na
1—k

16+ 9v3
\/1+k2+%\[k

Y OOpHYTO] cUTyalliju, TakaB HAUYWH UCTPAKUBAKHA j€ a0 CaMO MTapIU-

zunepboauury mempuxy, 20e je m(k) =

januu pesynarar. Haume, onpebena je koHCTaHTA JUMIMUIIOBOCTA CAMO 3a MaJe
k, Tj. 3a OHa IpeciuKaBama KOja Cy cyBuile Oincka kKoHPopMHUM. Takxobe,
[AaT je U pe3yJjTaT KOjU Ce OMHOCU Ha I'yCTUHY KBA3UXUNEPOOIUNUKE MEPUKE U
MOKe IMOCJIY;KUTH KaO MOTHMBalMja a Ce MOjeINHU Pe3yJITaTU IpPEeHecy W Ha

Taj caydaj.

Teopema: Hexa je f: D — G npecaukasamwe xoje je k-xeazukondopmmo u xapmo-
Hujcko, 20e je G C C npoussonna npocmo nosesarna obaacm pazsuvuma o0 C.

Taoa, 3a cee 0 < k < kg = ————, saxncu
" 16+ 9v3

da(f(z1), f(22)) < M(F) dp(z1, 22),

3a ceaxo z € D, odnocrno npecaurasawe f je M(k) Jlunwuyoso y odnocy wa xu-
1+ k

1 .
\/1_ 6+29\/§k

nepboauuky mempuxy, 20e je M(k) =




I'maBa 1

KBazukondopMHa mnpecjnKaBambha
JOMeHAa KOMILJIEKCHE paBHU

Teopuja KBa3sMKOH(GOPMHUX IpecIUKaBama IOoUela je na ce pa3BHUja jOII Io-
yerkoM XX Beka. Jlanac mpencraBiba jeIHY MOIEPHY W BeOoMa BakKHY O0JacT
KOMIUJIEKCHe aHaau3e. Hemauku matemaTtmnyap I'ped, MOTUBUCAH jeTHUM JIETIUM
U IPUPOJHUM NUTAKHEM, IPBU j€ MOTPaKMO IPUMED IpecJnKaBama Koje je, Ha
HEKM HAYUH ,,0JIMCKO” KOH(MOPMHOM, jep je OMJIO MO3HATO Aa HE MOCTOjU KO-
HOOPMHO IpecAnKaBame KBaapaTa S Ha MPaBOyraoHUK R, KOju HUje KBaApaT,

KOje he Temena Tor KBapaTa IIPpeC/TINKaBaTU Y TEMEHa JaTOI' IPDaBOYT'aOHUKA.

1.1 ¥YBox

Heka cy 2 C C u ' C C mare obumactu y paBau u f : 2z — w = f(z) =
u(z) +w(z) € @, u(z) = Re(f(2)), v(z) = Im(f(2)), 2z = z +iy € Q, npe-
cmkaBame knace O, woje obmact () mpecnukaBa Ha obmact (). Tana, y

OPOU3BOJLHO] TAUKMU 2o € () omrosapajyhu mudepenimjadn df (zp) npeciauraBama
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f je R-nuueapuo mpeciaukaBame 00JIUKA
df (20)(h) = f.(20)h + f=(20)P,

tme cy fo(n) = S(felan) — ify(20)) m fo(en) = S(Fel0) + iy (20)), mpm wensy e
ou ov ou ov

cBakako fi(z) = %(zo) + i%(zo) u f,(20) = 8_3/(20) + ia—y(zo).

Heka je a € [0,27) npousBomuo. Tana je u3BoI npecaukasama [ y Ipasily

BEKTOpa €'“ y Tauku 2y jemHAK

f(z0 +7e) — f(20)

(0n)(20) = lim

= f.(20) + fz(20)e” >

Ouuraento je cana

(0af)(20)] = [f2(20)| + [ f2(20)]

A -
#(20) e |

Ap(z0) = min [(0af)(20)| = |f=(20)] = [fz(20)]-

a€l0,2m)

Y oBoj rnaBu hiemo yriasHOM pasmarpatu madpeomopousme rkaace C! koju
uyBajy OpujeHTanujy, Tj. OHa mpeciamkasama f:Q — ' 3a rxoja je Jp(z) >0,
OZIHOCHO, 3a Koja je |f,(2)] > |f:(2)], 3a cBaro z € Q, rme je Jr(2) = Ap(2)Af(2) =
I.(2)2 = |f=(2))%, z € Q, jakobujan npecaukasama f. Konpopmuy munaraiujy,

Tj. OUCTOP3U]jy, IpeCcInKaBama [ IePUHUIIEMO KA0 KOJIUYHUK

Af(2) _ 1A+ A(2)]
B RE1EG)

KoMmniekcHa muinaranuja npeciavkaBama [ y TAyku 2 JeuHUIIE ce, HA YO-

z 1
Ouuajenu HaumH, ca fif(2) = M, z € Q. Ounrnenso je Dy(z) = T a2 ks :'ufgzgla
— (2

N f(2)

OMlaKJie, YKOJUKO je f KOH(MOPMHO IpecauKaBame, TPUBUJAIHO CIEIU Oa je

Dy(z) = , 2 €€

D¢(z) =1, 3a cBako z € (L.
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Hedunumnuja 1.1.1. Heka cy Q u Q' mare obmactu u f: Q — Q) nupeomopdu-
3am wimace O, Koju 4yBa opujeHTanmujy, jemHe obmactu Ha apyTy. Kaszahewmo
na je mpeciaukaBame f peryiapHO KBA3UKOH(POPMHO, YKOJIUKO je KOH(GOPMHA
auiaTanyja MCTOT, Tj. peaJsHa ¢yrkmuja Dy, orparmmuena y (). Takxobe, 3a
npeciukaBame [ KaxkeMO na je peryiapHo K-KBa3wmKOH(GOPMHO, aKO IMOCTOjU

peanan 6poj K > 1, rakaB ma Baxu Dy(z) < K, 3a cBako z € (1.

Ha ocHOBY mperxoiHe neUHUIMjE, aKO YBEIEMO O3HAKY
K¢ =sup{D(z) : z € Q},

3aK/BYYyjeMO Oa je MpecJuKaBame [ peryjaapHO KBAa3MKOH(OOPMHO y objacTu
), yromuro je K; rkomauso. Ilpm tome je K; majMama O CBUX KOHCTAHTH

K > 1 3a rojy je npeciukaBame f perymapro K-KBa3suKOH(OPMHO.

Hedununmuja 1.1.2. 3a perymnapuo K- KBa3ukoOHGOPMHO IpecaukaBame f obia-
ctu ) Ha obaacrt (Y, 6poj K; > 1 HA3MBAMO MAKCHMAJHOM KOH(GOPMHOM, WK

caMO MaKCUMAJIHOM, MUJIATAIjOM MPECIUKaBama f.

Cana hemo m3BecTu Heke GopMyse KOoje heMO KOpUCTUTU KacHUje.
Hexka cy Q, ' u Q" obaactu y xKommiaekcuoj pasau. Ilpernocrasumo mga cy
fizmrw=f e z=x+iycQug:w—(=gw) e w=u+ive

npecmukaBama kaace O, penom, y obmactuma ) u . Tana, smajyhm ma je

(f):(2) = fz(2), kao u (f)z(2) = f.(2), 3a cBako z € {2, jeqHOCTABHO HOGUjaMO

ma je 3a cBako z € )

(90 f)=(2) = gu(f(2)f(2) + 9a(f(2)) f2(2), (1.1.1)
(g0 f)z(2) = gu(f(2)f2(2) + 9 ([ (2)) f=(2). (1.1.2)
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Crora, ako je npeciaukaBame f KoHPOpMHO, Tj. f:(z) =0, kao u f,(z) = f'(2),

3a cBako z € (), mobujamo ma je

_(g0of):(2) _ 9a(f(2))[:(2)
Koot = (g0 1))~ 9ulFEDLG) _—
= (1o VRS (114)
mna je
1+ [pgor (2)]
D, =———=-=0D .
g f(Z> 1— ‘,ugof(z)‘ g(f(z))
Tarobe, ykonuko je mpeciukaBame g KOHOOPMHO, nTobOujamMo na je
L (ge ) f(2)
S LY NI XC
mna je
_ T pger(2)]
Dot &) =g
Cuneunjanuo, ako je f mudeomopduszam obmactu 2 ma obmact V', Q' = Q u

g=f"!, rana je
L= (g0 1)(5) = (Pl FEDAC)
0=(gof):(z) = (f ulF(2DSf:(2) +

+ (f_l)w(f(z))fg(z),

OJlakjie IPOU3UJIA3U 14 je

Kao u
1

Taxobe, TpuBmjanno ce ngobuja na je (ps-10 f)(z) = —;ZEZ), OJIHOCHO
(2

(g1 0 F)(2)] = s (2)].
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Ca mpyre cTpaHe, YKOJIUKO IPETIOCTABAMO [1a IPECInKaBama [ 1 g y O1aro-
Bapajyhum nomeHmMa umajy nepuHUCAHE CBe apIUjaJiHE U3BOJIE APYTOT pPena
KOjU Cy HemperungHe ¢GyHKuUje, rana, nudpepenmupajyhu jennaroct (1.1.1) mo
IIPOMEHJLUBO] Z, mOOUjaMo

(g0 f):2(2) = (guw © )(2) f2(2) f2(2)
+H(guwa © ()L + [ £(2))
+(gaw © f)(2) f=(2) f2(2)

+(guw 0 F)(2)f2(2) + (9w © £)(2) fz(2),

OMIaKJie, aKO je MpecJrKaBame [ aHAJUTUYKO, HAJA3UMO 14 je

(90 f)z2(2) = (gwa © ()| f(2), (1.1.5)
3a cBako z € (). CoenmjasHo, YKOJIUKO j€é ¢ XAPMOHUjCKO IIPECINKABAE
(BmmeTn HapenHo moruassme), Tj. ako je (Ag)(w) = 4guw(w) = 0, 3a cBako

w € ', Ty ocobuny he 3aap:xkaru u kommosuruja go f.

Cimxka 1.
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1.2 TI'peuoB npobsiem
Hera cy a, b, o' u V' nosurusuu peannu 6pojesu. Osmauunhemo ca
R={z=2+4+iyeC:0<x<a,0<y<b},

KaoO 1 Ca

R={w=u+iweC:0<u<d, 0<v<t}

OBa, Ha TPEHyTaK, U3ABOjeHa IpaBOoyraoHmka y paBuu. llo3maro je ma, ko-
puctehu mpuHIUI cUMeTpUje, PEerrMo, He MOkeMO Hahu KOHGOPMHO mpeciu-
KaBame [ jeoqHOr mpaBOyraoHWKA HA APYTHU, KOje Ne, HAKOH MPOIIUPEHma I0
XoMeoMOp(pu3Ma HBUXOBUX 3aTBOpPEHmA, TeMeHa IPBOT IPaBOYyTraOHUKA IPECcIu-
KaBaTW y oAroBapajyha reMeHa Apyror mpaBOYTaOHUKA, OCUM y CIAydYajy Kaua
Cy TU IpaBOyraoHUI caudHu. /lakie, ako je ca f : R — R’ 03HaYeH HOMEHYTHI

xoMeoMOp(du3aM KOju mpomupyje npeciukaBame [ Ha R, y3 3aXTeB Oa BaKu

a/

= —. Ilpumerumo na he ce Tanga, cBakako, CTpaHUIE IPBOT IPABOYTAOHUKA

b/

OpecarnKaBaTU Ha CTPpaHUIE APYTOT.

f(0) =0, f(a) =d, fla+ib) = a +ib/ u f(ib) = i/, MOpa GUTU UCIYIHEHO 1
a
b

Ca mpyre crpase, apUHO NPECINKABake AeQUHUCAHO Ca

1/d V 1/d VY _
A(z):§(z—kg)z%—a(g—g)Z,ZGQ (1.2.1)

je jeman mudeomopduszam knace C> mpaBoyraonuka R Ha mpaBoyraouuk R,
KOJU OYUTJIETHO YyBa OPUjeHTAIU]y, XOMeOMOp(}r3aM je HUXOBUX 3aTBOPEHA

U TEMEeHa MPBOI IPECJrKaBa y OoAroBapajyha TeMeHa APYTror IpaBOYTAOHUKA.
a

. 1/a ¥V 1/d ¥
HpI/ITOMeJeAZ(Z):§ E+§ ,ZER,K&OHA5(2)25 s , 2 € R, na
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!/ /

!/
. . a _a _
je Du(z) = 0 32 CBaKO 2 € R, axo je 7 < 77 MoK je Dy(z) = i 33 CBAKO
/!
. a_a
z € R, yronuxko je 7 > 7

I[Tocmarpajmo canma pammamjy § cBux nudeoMopdursama, KOju 4yBajy OpHU-
jeHTammjy, npaBoyraonuka R Ha mpaBoyraoHuk R, KOju ce MOr'y HEIpPeKUIHO
IPOMUPUTHU & XOMeoMopdu3aMa HBUXOBUX 3aTBOPEHA U KOJU TeMeHa IIPBOT
IpaBOYTAOHUKA MPECINKaBajy y oarorapajyha remena apyror. C o63upoMm Ha
IPEeTXOOHO pa3MaTpame, paMuiauja § je cBakako HempasHa. [IpermocraBmmo,

. .oa _d
jomr, ma je — < —. llpupomuo nurame ce mamehe cama. [la gu mebhy muma

b b
IIOCTOjW OHAj ca HajMamOM MAKCHUMAJHOM IUJIATAIMjOM, Tj. A& JIA TOCTOJU
fo € §, Tako ma je Ky, < Ky, 3a cBako f € §7 IloTBpmaH oAroBop Ha OBO

nurame 00e30ebhyje nam Hapenno TBpheme.

IIponozunuja 1.2.1. Hexa je f € § npoussomwarn dugpeomopdusam. Tada sancu

a'b?
7 S// D¢(z)dxdy. (1.2.2)
R

IImasuwe, aguno npecauxasamwe, dedurucaro uspasom (1.2.1), je excmpemanro

npecaukasamwe. Cneyujaano, yxoauro je f peeysapro K-xeasuxonpopmmro, mada

! a

' — < K-
jeu b’ 2

Hoxa3: Heka je y € (0,b) mpousBomHO U v, : « — Y,(2) = v+ iy, 0 < = < a,
XOpU30HTAJHA KPUBa KoOja cuaja ,,b-crpanure” mpaBoyraonuka R. O3nauumo
ca I'y = f o, KpuBy KOja ImpencTaB/ba CIUKY KPUBE 7, IPU IPECIUKABABLY f.

C ob63mpom nma cagna xpusa I’y Mopa cnajarnu ,b-crpanune” npaBoyraonuka R,
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nobujaMo ma je eyRIUICKA Ay:KMHA UCTE He Mama on a, Tj.
a < / |dw| = / |fo(z +iy) + f:(z +iy)|dx
r, 0
= [\ Il asta+ ig)ldz, y € 0.8,
0

omakisie, nnrerpasehu obe crpane HejeqHakocTH 1o y Ha cermenty [0, b], nobu-

jaMo ma je

b < / o+ i) |1 + iy + i)y
Jae ||1+ ()]

- T e

://R |1+Mf |2,/ z)dzdy

1 —|us(2)
1
<// + s (2) 2/ 2)dady
rRA/1—|pg(2) |

1+ [pp(2)| [7,(2)dudy
1—|pup(z)
1
< // * s (2) Ty // T (2)dady,
1—|ps(2)

g / Dy (z)dzdy.
R

OJHOCHO
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ib, R a + ib
ib Jid a’ + it/
AN .
1y Ty
0 a 0 o
[ Coma 2. ]

Keanpunarepan @ = Q(z1, 22, 23, 24) C C, mam yonmreHn npaBoyraoHUK, je
"KopmanoBa o61acT y paBHHM, OJHOCHO, OHA obaacT umja je rpanuna 0Q C C,
KaO CKyI, y CKJIamy ca Haciaehemom Tomosormjom ms C, xomeoMmopdHa jemu-
Huunoj kpy:kaunu T = {w € C : |w| = 1}, 3ajenno ca ypebenom uerBoprom
(21, 29, 23, 24) PA3IUUUTUX UCTAKHYTUX Tavyaka KOje mpumanajy rpasumm 0@ Te
obnactu. Taure z;, 1 < ¢ < 4, masuBahemo Temenuma kBanpuiarepasa ()
1, YKOIUKO je ¢ : 0QQ — T mpeciukraBame KOja yCHOCTaB/ba XOMEOMOD(U3aM
rpaHulle UCTOr U jeqUHUYHE KpyskHure, 3axtesahemo ma je [0,27) 3 ¢ =
arg(ip(1)) < V(p(z2)) < V(e(z)) < V(p(z1) < o1 + 27, Te je ca ¥ osmavena
HeNpeKuIHA TPaHa apryMeHTa usasojera y obaactu {w € C: w # pe™', p > 0}.
Ilakse, yeTBOpKa MCTAKHYTUX Tadvaka je ypeDheHa y CKIamy ca MO3UTUBHOM
opujerTamnujoMm rpanume 0F) y OZHOCY Ha KBagpuiarepai (.

Ha ocmoBy PumanoBe Teopeme, ciemu ma je cBaku KBaapuiarepata () =

Q(z1, 22, 23, 24) KOHPOPMHO EKBUBAJICHTAH Ca OArOBApajyNuM IPaBOyTraOHUKOM
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R={weC:0<u<a0<v < b}, 3a HEKe o3UTUBHE peayiHe OpojeBe a
u b, Te na ce cBaKW IPYI'W NPABOYTAOHUK, IPUIATHUK UCTE KjIace KOHOOPMHO
€KBUBAJIEHTHUX, MOKe NOOMTU Ol mpaBOyraoHmka [, jemHocTaBHO, TpaHCdO-
pManujoM CIUYHOCTHU, KOja uyBa opujerTanujy. Crora, onpaBaaHo je yBoheme

mojMa KOH(OPMHOI MOIYyJia KBaapuiarepaJaa (.

Hedbnunmuja 1.2.1. Korpopmun monyn, uiau kpahe, MOIyJs, DATOr KBAIPU-

a
7 roe cy a u b eyKaumacke

Oy:KUHE CTpaHWIa oaroBapajyher KaHOHCKOT IIPaBOYTaOHUKA.

narepana @ = Q(21,22,23,21) je 6poj M(Q) =

1.3 ExcrpemajiHe ady>KUHE

Ila OucMO nanaum reoMeTpPUjCKy Ae(PUHUIN]Y KBa3MKOH(OPMHOI IIPECIIUKA-
Bama, yBemheMo mojaM eKCTpeMaJiHe My:KuHe, Koja he IpeacTaB/baTh WHBA-
PUJaHTY y OJHOCY Ha KOH(POPMHA IpECINKaBama, OOJHOCHO KBA3UMHBAPU]AHTY
y OOHOCY Ha KBa3MKOH(OPMHA IpeciukaBama. Y TOM Iuby, Heka je [' mpo-
M3BOJbHA (paMUIIMja JIOKAJIHO peKTuduimjadbumaaux kpusux y obnactu {2 C C,
KOje Cy 3alaTe HEeIPEKUIHUM IIPecIUKaBamUMa OTBOPEHMUX, IOJIYOTBOPEHUX,
OHOCHO 3aTBOPEHUX, MHTEPBaJa peaJiHe IIpaBe, KAa0 U HajBUIIe TpedpOjuBuUX
[IUCjYHKTHUX YHUja UCTUX (OCUM y OBOj IyiaBW, KpuBa y Hekoj obmactu ) C C
he Outn nepmHMcana Ha yoOWUYajeHWM HAUYMH, Tj. KAO HENPEKUITHO IPECIIU-
kKaBame 3arBopenor maTepsasa [0,1] y Q). Henmerarusmy Bopesn mepimusy
¢yHEIUjY p, KOja je medpuHmcana y {2, hemo 3BaTm JOIyCTUBOM METPUKOM HA

(), aKO BayKU

A= | / o?(2)dady € (0, +00),
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z = x4y € (), noxk hemo 3a kpuBy 7 € ' medpuHmcatu ay:KuHYy uCTE ¥
OIHOCY Ha IONYCTUBY MeTpUKy p kao L(v,p) = /p(z)\dz\, KOja MOke OuTnm
u 6eckonavna. OcuMm Tora, 3a ey paMuiInjy Kpmzmx v nepUHUIIEMO TyKUHY
ncre kao L(I', p) = irelﬁL(*y,p).

Hedbnunmuja 1.3.1. Excrpemannaa nyskuza ¢pamunauje kpuBux [y obmactu )

L2(T
je 6poj A(I') = A(2,T') = sup %, rge ce CympeMyM y3uMa II0 CBUM IOIIy-
P 7p

CTUBUM MeTpukrama p Ha ().

Iarne, ekcrpemanny nyxuny ¢amunuje kpuBux ' hemo cxBaTtuty kKao
IPOCEYHY MUHUMAJHY OyKUHY KpUBUX 13 Te pamuauje. Onmax npumehyjemo
[a OHa 3aBUCHU MCKJBYUYMBO OJ caMe Te (paMmUIuje, a He o4 o0JsacTu y KOjoOj
ce HaJla3e TParoBu KPUBUX U3 Te pamMuianmje. 3aucra, yroauro je  C Q' u
I’ npousBomHa pamMuInja JOKAJIHO PEKTU(GUIMjaOuIHNX KpuBUX y (), n3aBaja-
BEeM IPOU3BOJbHE NOIMYCTUBE METPUKE p Ha {2, MOKEMO (OPMUPATHU JOMYCTUBY
merpury p Ha ', 3axTeBoMm p'(z) = p(z), z € , omnocuo p'(z) =0, z € Q' — Q.
Oryma je L(T',p) = L(T, p/), kao u A(Q2, p) = A, p)). ma jen A(Q,T) < N, T).
Ca mpyre crpase, ysuMmajyhu mpous3BOJHY AOMyCTUBY MeTpuky Ha ), pe-
cTpuknuja mcrte Ha () meuUHUIIE NOMYCTUBY METPUKY Ha (), ma je ncuymeHa u
oOpHYyTa HEjemTHAKOCT.

[Tocmarpajmo canma aBe ¢pamuauje kpuBux [ u 'y y Q. Kazahemo na
I'y < T'y, ako 3a cBako vy, € I'y mocTroju v, € I'y, Tako ma je mpecaMKaBame
Y1 PeCcTpUKNUja IpeciaukaBama 7Yo. lIpm Tome je 77 C 5, amm u [} < I'y,
yrosnuko je I's C I'y, rme je ca 7* o3mauen Tpar Heke kpuBe 7. (Crora, Kao
HENIOCPEeNHY Iocaenuiy nepuHuimje, modbujamo na ako je I'y < I'y, 1o je m

A, T) < AQ,Ty).
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IMpumep 1.3.1. (a) Hera je R={z =2+4+iy e C: 0 <2 <a,0<y < b}
IpaBOYTaOHWK y pPaBHU U [' pamMuiaumja JOKAJIHO PEKTUGUIN]aOUIHNX KPUBUX
Koje cmajajy ,,b-ctpaHune” TOT mpaBOyTraOHWKA W U3 mera He uiiaze. l3a-
H6epumo jenny momyctuBy Merpuky p Ha R. Tana je, 3a ¢urcupano y € (0,0),

LT, p) < / p(x + iy)dr, omakie je, HakOH mMHTErpamnuje, kopucrehu HejemHa-
0

B LA(T, p) (// dxdy)
< ab / / 2)dady

=abA(R,p), z=x+ 1y,

roct Rommu-IIIBapma,

L*(T
OJHOCHO ﬁ < %. Haxrne, AM(R,I') < %. Yaunmajyhu po(z) = 1, 3a cako
L*(T
2 € R, nobujamo na je ﬁ = %, na je A(R,T) = %.
(6) IMocmarpajmo cama kpyskuau npcren P = {z =z +iy € C : ry < |z] <

ro}, TOE Cy T1 U To NATU MO3UTUBHU OpOjeBU, T4 < To, U PAMUIU]Y JIOKAIHO
perTudunujadmaHnx KpmBUX ' Koje cmajajy Tauke ca I'DAHUYHUX KPY:KHUIA
npcreHa P u Koje He m3Ja3e u3 TOr npcreHa. Tanma, 3a TpOU3BOJLHY JIOILyCTUBY
MeTpuKy p Ha npcreny P u ¢purcupano 0 € [0,27), umamo L(T, p) < / p(2)|dz|,
rae je yp(r) = re??, 1y < r < ry, omarige ce WHATErpammjoM u HpI/IMeHZ)Z\/I Komm-

[MIBapioBe HejemqHAKOCTU MOOUja

2
(2rL(T, p))* < (// p(rew)drdﬁ)
(r1,r2)%x[0,27)
1 4
< // —drdf // rp*(re?)drdd
(r1,m2)x[0,27) r (7’1,7“2)><[0 2m)

=27 log —= // 2)dxdy = 27 log —= A(P, p), z=re?,

1
OIHOCHO, —log 1j. MP,I') < —1og—. Crasmajyhu po(z) = —,
,

A(Pa p) 27 1 T
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T2

4 L*(T 1 1
2z =re?? € P, nanasumo na je (L, po) = — log 7“_2, omuocuo, A\(P,T') = 7 log
A1 ™

A(P,po) 2w (8}
Hamomena 1.3.1. /la cMO y IpeTXOOHOM IpPUMEPY IOCMAaTPaJn (HaMUIN]y

JOKaJIHO perTudunujabunaux kpusBux [/, kKoje ocrajy y unpcreny P um pa-

3/1Bajajy KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTUW I'DaHUIlE TOI IIPCTeHa, nobmian OucMo na
-1
. T2
je A(P,1") =2m <log —) .
Tl

Kao mTo je HajaB/LeHO, eKCTpeMajHa Ly:KUHA (paMUINje KPUBUX IIPENCTa-
BJba KOH()OPMHY MHBApPHjaHTY, OJHOCHO, KBA3UMHBAPUjAHTY y OTHOCY Ha pe-
ryJiapHa KBa3WMKOH(QOPMHA IpecinkaBama. 1y uumeHully Ham obe3debyje na-

penuo TBpbheme.

Teopema 1.3.1. Hexa je f : Q — Q' = f(Q) peeynapro K-xsasuxongopmmo
npecauxasamwe u nexa je I' npoussowna pamusuja soxaano pexmuduyujabusrus
kpusuz wuju mpazoeu npunadajy . Oswavwumo ca I'y = {f oy : v € I'} odzo-
sapajyhy pamunugy xpusuz y . Tada je

A(Q,T)
K

<A@, 1) < KAQ,T).

Ioka3: Heka je p nmpousBosmHa momyctuBa MeTpuka Ha (). lepurummmo mo-
p(f~H(w))

—= y w
Ar(f~Hw))
A(2) = 1f(2)] = |fz(2)], 2 € Q (A\f(2) >0, 3a cBakro z € ), jep je mpeciuraBame

mycTuBy MeTpuky p; Ha () ca pi(w) = f(z) =u+iv € ', rue je

f kBasurondopmuo). Tama je
A(Q’,pl)z// pi(w)dudv

— [ 2 dzdy = [ LEL 5,y
//Q //Q Are(

z)
:/Q :;8} j_L };:Ei;:PQ(Z)dxdy < KA(Q, p).
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Amnasoruo, kan ron je v € I' Basku

Lonp) = [ mlldul > [ 160 =

- M VAR VA zZl = z2)|dz| =
—/Mf@(lfz( | = 1@zl = [ ozl = Levp)

v

rae je v3 = for. Crora je L(I'y,p1) = L(I', p), na je u

L2(Flap1) > 1 LQ(RP)

A, p) ~ K AQ,p)”

omakJyie, 300r TPOM3BOBLHOCTUA HOIMYCTUBE METPUKE ) HOOUjaMO JEBY CTPAHY
Hejemqnakoctu. JlecHy cTpaHy HejeIHAKOCTH TPUBUjaJHO HOOMjaMO Kao IO-
cIeIMIly TPeTXOMHO JOoKa3aHe M ummeHUIE na je f ! taxobe jemmo K-kBasu-
KOH(OPMHO IIPECIUKABAHE. O

Y mpuior mperxonHoM TBphemy, yKOIuko je f KOH(OPMHO MpPECIUKaBahe
obsmactu ) Ha obGsact (2, CXOOHO MPETXOMHMM O3HaKaMa, JIAKO Jo0ujamMo na
je M, Ty) = AQ,T), jep je y Ttom cayuajy K = 1, mro je pedeHo pauuje.

Ilakne, ekcTpemMasHa OY:KUHA 3aKUCTa jeCTe KOHPOPMHA MHBAPUjaHTA.

Jlema 1.3.2. Hexa cy I'1 u I'y dee pamusuje noxanro pexmuduyujabusnus xpueur
Koje npunadajy, pedom, oucjyrnrmmuum obaacmuma 2y u Qo y pasnu. Tada, axo
jgel =T14+Ts={y=m+7:m €', €y}, damusuja xpusur nacmana
radosesusamem Kpusuxr u3z 0amur damuauja (wakx u Kada 3a MO HeMA CMUCAQ,
mj. He 3a6Tmesa ce 0a Kpued 7y, uMa Kpajhy Mayky ucmy Kao wmo je uRutujaita

mavka Kpuee ys) 64U
A, T1) + A(22,T2) < A(I).

Ioka3: Heka je () mpoussmmana obisact koja campxm () U (y. Ouuraenso

je (Bumetm romenTtap HakoH medumuummmje 1.3.1), majupe, A(I;) = AN, ;) =
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AQ,Ty), © € {1,2}, onakne, ako oGe ¢dammiauje TpeTupamo Kao (GaMuinje
kpuBux y 2, caemu '}, I'y < I' = I'y + I'y, ma je 0 < max{A(I'1), A\(I'2) } < A(D).
To 3anmpaBo 3HAYM Ha YKOJMKO j€ HEKA O MOMEHYTUX eKCTPEeMAaTHUX mysKuHa
ninu +00, nokas je 3aspuen. Crora, npernocrasumo na saxku A(L;) € (0, +00),
i€ {12}

Younmo caja nBe IPOU3BOJbHE NOIyCTUBE METPUKE p1 U po, PEIOM, Ha (2 1
2y 1 6e3 yMamema ONIITOCTY IPETIOCTABUMO (Tj. U3BPIIMMO HOPMAJIM3ALN]Y )
na je Ly = L(Qq, p1) = A(Q4, p1), ka0 u Ly = L(Qy, p2) = A(Qa, p2). Hepuaummmo
momyctuBy MeTpury p Ha  ca p(z) = pi1(2), 2z € Q, p(z) = pa(2), 2z € Qo,
omHOCHO p(z) =0, z € Q — (Q UQy). Tana Bawu L(Q, p) > L1+ Ly = A(Qy, p1) +
A(Q, pa). Ca apyre crpane, ounraenuo je A(Q, p) = A(Qq, p1) + A(Qs, p2), ma

je crora u

A(D) = A(Dy +T) > %
(A(Q1, p1) + A(Qa, p2))? _
A, p1) + A(Q2,p2) A, p1) + A(Q2, p2)
L? L2

A, p1) " A(Q, p2)’

omakje ciaenu TBpDheme. O
[IprumeTnMo ma cMO MOTJIU Oa M3BPIIMMO IPETXOAHY HOPMAJIMU3Alujy, jep je

npernocrasibeno na Baxku A(I;) € (0,400), i € {1,2}, na ce MO:KEMO OCIOHUTH

Ha YUHEHUIY Oa M3pa3u Koju NepUHUIIY oAroBapajyhe ekcrpeMaJsHe NY:KUHE

ocTajy MCTU Kana ce m3abpaHe NONYCTWBE METPUKE IOMHOKE IOTOJHO OIa-

6paHI/IM IIO3UTVBHUM KOHCTaHTaMa.
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1.4 Teomerpujcka geduHUINja KBA3UKOH(POPMHOT
npecjJnKaBamba

Cana hemo mokymaTtu na ce ociiobOIMMO 3aXTeBa, Aa Cy IPECINKABaBHa Ca

rojuma paxumo kaace Cl. C tum y Besu yBomumo ciaenehu mojam.

Hedunumnuja 1.4.1. Hera je f : Q — € xomeomop¢usam koju uyBa Opu-
jerranujy. 3a mpecaukaBame f hemo pehu na je K-KBa3dukOH(DOPMHO, y Te€O-
MEeTPUjCKOM CMUCJY, aKO 3a CBAaKM KBaJpuiarepas (), 3a KOjU je UCIYHEHO
Q C Q, Bakn

M(Q)

¢ S M(f(Q)) < KM(Q).

I[IpumeTrnMo na nmperxomHa OepUHUIMja UMa CMUCIA, jep je U CINKa IPOo-
M3BOJLHOI KBaJpuiarepaia (), Koju KOMIakTHO Jexu y {2, Takohe jeman kBa-
ApuaTepaJ KOju KOMIIAKTHO mpumana obaactu (), ¢ 063upoM Ha CBOjCTBA
npeciaukaBama f. OcuM Tora, yKOJUKO je mpeciaukaBame f K-KBa3MKOH()O-
pMHO, Tazna je, cBakako, K > 1. Takobe, ¢ 063upom Ha Besy m3ameby monymna
OPOU3BOJLHOT KBaapuiarepana Q = Q(z1,22,23,24) U HEMY KOHjyrOBaHOT
kBaapuaaTepana  (Q = Q(2y, 3, 24,2), HOBOJHO je  OWIO  3aXTeBATH
ma je M(f(Q)) < K M(Q), 3a cBaku xBampuaarepart @, Q C €.

[Ipe Hero mTO MOKAKEMO HEKOJMKO KOPUCHUX TBpDhema kKoja he mHaM OuTu
Ol 3HAUaja KacHUje, yBeauMmo cienehy o3Haky. 3a maTu KBagpuiaarepaia () =
Q(21, 29, 23, 24), Q C C, ca 5,(Q), omaocHO ca 5,(Q), hiemMo o3HAUABATH EYKIH-
ICKO pacrojame m3MeDy HmeroBux ,,a-CcTpaHuna’, OOHOCHO ,b-cTpanuna’, pe-

moM. Cakako je 5,(Q), sp(Q) € (0, +00).
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IMpono3umnuja 1.4.1. Hexa cy 2, ', Q" C C dame obaacmu. Ilemnocmasumo da
je f: Q2 — f() = Q Ki-keasuxongopmmo npecauxasame, a g : Q' — g() = Q"
Ks-xeasukongopmmo npecauxasamwe. Tada je womnoszuyuja g o f Ky Ks-keaszuro-

HPOPMHO NPeECAUKABAKE.

Jloka3: Kako je jakoOujaH KOMIO3UIMje TPECIUKABAaKHa MIPOU3BO OArOBapa-
jyhux jakobujana, TBpbheme ce cBomm Ha ejleMeHTApHY OIEHY OJ03r0 KOH(O-

PMHE IuiaTalije KOMIO3UIU]e. O
ITpono3unuja 1.4.2. (PenrenoBa nejemuakoct, [37]) Hexa je dam npousgoman
keadpusamepanr QQ = Q(21, 22, 23, 24) y pasnu. Tada 3a wezoe Modya eaxncu

Q) m(Q)
m@) SMY S gy

20e je m osnaka 3a 08odumenzuonanny Jlebezosy mepy. Jeonaxocm y obe Heje-

(1.4.1)

OHAKOCTNU 8ANCU AKO U CAMO aKo je () NpasoyzaoHux.

ITpono3unmja 1.4.3. Heka cy 2, Q' C C dame obaacmu u f : Q — f() =
dupeomopduzam rxaace C* uemuz. Tada eaxmcu, npecaukasane f je K-rxeasuro-
HPOPMHO, Y 2E0MEMPUJCKOM CMUCAY, GKO U CaMO ako je pezysapro K-keasuko-

Hopmmro, mj. axo u camo ako je Dp(z) < K, 3a ceako z € ().

Hoxa3: IIpernocrasumo Hajupe na je Dy(z) < K, 3a cBako z € . O3naunmo
ca (Q mpowsBosaH kBagpuiIaTepan y ), Q C Q, kao u ca Q' = f(Q) C ' cmury
uctor npu f. Heka cy, name f; m fo KOHPOpPMHA TpecaVKaBama KBaIPU-
narepasa Q u )/, pemom, Ha oarosapajylie KaHOHCKe NpaBOyraoHuke R =
RO, M,M+i,i) mu R = R'(0, M',M'+1i,i), rme cy M = M(Q) u M' = M(Q') mo-
nyau kBanpuiaarepasa (Q u Q). Tana je, ma ocmoBy TBpbhema 1.4.1, KoMmoHO-

BaHO TIpeciukaBame g = foo fo(f1)™' : R — R’ perynapuo K-KBasuKoHGOPMHO
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npeciuKaBame NpaBoyraonnka R ma mpaBoyraonuk R, Koje ce, ¢ 063upom aa
ce TpecIuKaBama fi U f, MOTY IPOIMPUTH A0 XOoMeoMopdusama usmeby Q u
R, omaocuo Q' u R', Koja UyBajy MCTAKHyTa TeMeHA OaroBapajyimx KBaIpu-
JaTepajia, MOXe IPOMUPHUTH IO XoMeomopousma usmehy R u R’ koje uysa
omrosapajyha rtemena. Crora je, Ha ocuHoBy TBphema 1.2.1, M’ = M(Q') <
KM(Q) = KM, omakne 3arpydyjeMo, 3600 TPOU3BOLHOCTH KBaIpUIaTepasa
(@, na je npeciaukaBame f K-KBa3sMKOH(QOPMHO NPECINKABAHE, ¥ CMUCIY I'eO-
MeTpUjCKe neUHULN]E.

OOpHyTO, IPpEeTHOCTaBUMO 1A je mpecinkaBame [ K-KBa3MKOHDOPMHO y re-
omerpujckoMm cmucay u ga 0 € ), kao u ma je f(0) =0, amu u f,(0) = [f.(0)|
f=(0) = [/:(0)|. Tana je

f(2) = £2(0)z + f2(0)Z + o(2)

= (1720 + [f2(0) ) + (1 f=(0)] = |/z(0))y + o(2)

— As(0)a + A (0)y + ol2),
z=ux+1iy € B,={2€ C:|z| <p}, B, C Q. Karo npeciuraBame [ uysa
opujenrannjy, tj. Jr(z) > 0, z € Q, o je mw Ap(0) = Af(0) > 0. Ca mpyre
crpane, uzabepumo r > 0 Tako ma mpasoyraoHuk R = {z =z +iy € C: —r <
x <r,—r <y <r}roMmoaxktHo npunana aucky B,. Hexka je R' = f(R). Tana, 3a

z=—r+1y, ly| <r, Baxku ga je Re(f(z)) = —Af(0)r + o(r), xkao u 3a z =r + iy,

ly| < r, Baskm ma je Re(f(z)) = As(0)r + o(r), omarne cnemu ma je sp(R') =

2A£(0)r+o(r). Mebyrum, kako je M(R) =1, To je M(R') < K, nok je Ha OCHOBY
/

uHejennakoctu (1.4.1) umcnymeno ER'§ < M(R), 1j. s3(R') < Km(R)), rze je

m, Ka0 U paHuUje, O3HAKA 3a nBoauMeH3moHadHy JlebGeroBy mepy. Takobe,

kako je m(R) = 4A;(0)A;(0)r? + o(r?), o je u si(R)) = (2A;(0)r + o(r))? =



27

4M5(0)%r2 + o(r?) < AKA(0)Af(0)r* 4 o(r?), omakiue, HebeHmEM JIeBe U IECHE

crpane mejenmakoctu ca 4A;(0)Af(0)r?, Te npesackoM Ha TPAHUYHY BPEIHOCT,

A (0)
%g[(. O

Ocrasno HaM je ma OOKa:KeMO HajBaKHUje TBpDHeme y OBOM neiy paa, a

kan r — 0p, mobujamo ma je Dy(0) =

OJIHOCU Ce Ha KapaKTepu3anujy 1-KBa3suKOH(POPMHUX, ¥ T€OMETPUjCKOM CMUCIY,
npeciukaBama. C TuM y Be3u heMo muMaTu HEKOJIMKO TOMONHUX TBpbhema, Kao

W jeTHO 3amnaskKame.

Jlema 1.4.4. Hexa je v npouszgonHa Kpusa Koja cnaja ,,a-cmparuue” npasoyzao-
wuxa R = R(0,m,m+1,1), m > 1, u koja deau maj npagoyzaonux 1a 08a K68aOPU-

aamepana Q1 u Qo. Tada je
M(Qy) + M(Qs) < M(R), (1.42)

npu 4emy je@nanocm 8ANIU aKO U camo aro j@ Y 8EPMNMUKAAHU CEZMEHTT.

Iloxka3s: IIpumer™Mo na je IHAKOCT y IPETXOOHO] Heje THAKOCTU TPUBM]AJTHO BAKN
YKOJUKO j€ KPUBA Y BEPTUKAJHU CETMEHT KOjU CIaja ,,a-CTpaHulle’ MTPaBOyTrao-
muka R. Crora, ma 6ucmo, npBo, nokasauu HejemnHakocT (1.4.2), o3HaummMo ca
I'y, omgaocHo ca 'y, paMmimje KpUBUX KOje crajajy, peioM, JeBy ,b-cTrpanuny”
npaBoyraonuka R ca KpUBOM 7y, OJHOCHO KPUBY 7y Ca IECHOM ,,b-cTpaHUIIOM’
ncror. Axo je I' =T +I'y, o je, Ha ocrmoBy smeme 1.3.2, A\(I'1) + A(I'2) < A(I),
Te HejeTHAKOCT TPUBUjAJHO CJIIEN.

[IpernocraBumo ga je cama M(Q1) + M(Q2) = M(R) n mnokakuMmo na je
7 BEPTUKAJHU CErMEHT KOjU cmaja ,.a-crpanure”’ npaBoyraonumka R. Towme
y TPUJIOr, O3HAUMMO ca fi, OZHOCHO ca fo, KAHOHCKA MPECIUKABamha KOoja

KBampuiarepaie ()1 u (Jo, TpecaumkaBajy, penoM, Ha OPaBOYTraoHUKe [ =
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R1(0,my, my+i,i) u Ry = Ro(0, ma, mo+i,i). Tana je m = my+my. Hepurummmo
cala METPUKY p Ha npaBoyraoHuky R ca p(z) = |fi(2)|, z € Q1, p(z) = |f(2)],

z € Qo u p(z) =0, unauve. Tana Baku

// )-1) dxdy—//l THE 1)d:cdy+//2(\f§(z)\2—1)dxdy
//1‘f1 \dxdy+// | f3(2) Pdxdy — //dxdy

m(Ry) + m(Ry) — =my+my—m=0,

Tj. // z)dxdy = m, rae je m o3HaKa 3a QBOAUMeH3MOHAJHY JleGerosy mepy.
Ca npyre crpane, 6uyo KOja XOpPU30HTAJIHA JUHUja [, KOja cmaja ,,b-ctpanure”
npaBoOyraoHuka IR, je KpUBOM 7y TOAe/beHa Ha IBE KPUBE 7y, U 7Y, UMje CIUKE 7
U 7o, IPUA f1, OMHOCHO TpU fo, y 30Upy MMajy €yKIUIACKY OY:KUHY HE MAHY O

m. Crora je // p(z)dzdy > m, na je, Ha ocHOBY HejenHakoctu Romm-IlIBapra
R

~2<(//Rp<z>dxdy) m// 2)dzdy =

onakie 3akpydyjemo na je p(z) =1 crkopo cByma, Tj. ma Cy mpeciaukaBama fi
u fo umeHTUTETA. O

Iakise Baxku caenehe tBpbheme.
Teopema 1.4.5. Ceako 1-k8a3ukonpopmmo npecaukasame je yjeono u KoOHPHoPpMHo.

Joxkaz: Heka je f: Q — f(Q) = ' 1-kBa3urkoHPOpPMHO IpeciaukaBame. Kako
cBaka Tauka obiacTu () JexHU yHyTap HEKOr KBaapumiarepana @, Q C €, To
je MOBOJBHO TMOKa3aTw na TBpDHeme BaKM y Ciydajy mpeciukaBama usMmebhy
KBaApUIaTepaa.

Crora, mera je () = Q(z1, 22, 23, z4) NpousBoJbaH KBagpuiaarepan y 2. O3ua-

unmo ca Q' = Q'(f(z1), f(z2), f(23), f(24)) = f(Q) mEIYKOBAHM KBaIpUIATEDAJ.
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Tarobe, meka cy R = R(0,M,M + i,i) u R = R'(0,M', M’ + i,i) xkaHOHCKHU
NpaBOYTAOHUIIM KOjU OAroBapajy, peaoM, kBagpuiaartepaiauma ) u (). Kako je
f mpecnukaBame Koje je 1-KBa3sMKOH(GOPMHO, IpeMa Ae(QUHUNUJU UCTOT, BaKU
naje M(Q) = M(Q'), na cy m onroapajyhu KaHOHCKU TPABOYTAOHUIN CIUYHU,
Te CcTora, MOKEeMO mpermocTaBuTu ma cy uctu. Osmaummo ca f; : (QQ — R u
f2: Q@ — R’ omrosapajyha kaHOHCKa NpecauKaBama. laga je u KOMIIO3UIUja
g = foofo(fi))™': R — R rakobe 1-KBa3UKOH(OOPMHO HpeCIUKABAK€, AJU
npaBoyraonuka R Ha cebe. lokaskmMmo ma ce mpeTxXomHa KOMIIO3UIAja CBOIU
Ha UAEHTUTETA MIPEeCJuKaBame. 3aucTa, HeKa je 2y = Tg + iy € R npousBosHA
rauka. Camga MOKEMO MONEJUTA IPAaBOyraoHuK R Ha aBa mpaBOyraoHukKa Ry =
R1(0, 29,20+ 4,7) 1 Ry = Ry(xo, M, M +i,x¢+ 1), a caMUM TUM U IPABOYTAOHUK
R’ ma nBa kBampunarepana R = f(R;) u Ry = f(Rs). Mebyrum, rakro je npe-
ciukaBame f l-xBasuronpopmuo, tana je M(R) = M(R;) + M(Ry) = M(R}) +
M(R)) < M(R') = M(R), tj. M(R})+ M(R,) = M(R'), na je, Ha OCHOBY jeMme
1.4.4, ksanpunarepan R} 3anpaBo npasoyraonuk. Crora je u Re(f(z0)) = xo.

Cnuuro je u Im(f(2)) = vo, ma je f(z0) = 2. O

Hamomena 1.4.1. Muoru ayTopu y CBOjUM KHmHUTraMa 3a Ae(UHUNN]Y KBa3u-
KOH(OPMHOTI IIPECIMKABAKkA y3UMa]y aHAJIUTUUYKY Ae(pUHUNN]Y, KOjy heMmo Ha-
Bectu (Bumeru [37] m [1]). Hamomenumo ma je OHa €KBUBAJIEHTHA Ca ONArO-
BapajyhoMm reomerpujckoM pepuHMIjoM. TakaB IPUCTYI IPUINKOM OIUCU-

Bama KBa3MKOH(MOPMHUX IPECIVKABaKha je MOrOJaH y BUIIMM AVMEH3WjaMa.

Hedunumnuja 1.4.2. Hera je f : Q — ) xomeomop¢pusam koju dyBa Opwu-
jenramujy. 3a npecaukaBame f hemo pehu na je K-KBa3duKOH(GOPMHO, ¥

AHAJUTUYKOM CMUCJIY, aKO BaiKM:
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(a) f je ancomyTHO HenperuaHa Ha guanjama y 2, Tj. f € ACL(Q),
(6) |f:(2)|] < k|f.(2)|, ckopo cByma y Q, rume je k = %

Hanomenumo ma mom amcoqyTHOM HENPEKUAHOMNY Ha JUHUjaMa 3a JaTy
oyarunjy f=u-+1w:Q —-C, u=Ref nu v=Imf, sa (), nogpazymeBamo to
a cy peasHe (pYHKIUje U U U TAKBE, Tj. Oa Cy alCOJIyTHO HEIPEKUAHE HA CKOPO
CBUM XOPU3OHTAJIHUM U CKOPO CBUM BepTUKAJHUM Junujama y ). Ilpemnusnuje,
3a 06e GyHKIUje BayKU Aa 3a CBAKU IpaBOyraoHuk R = [a, b] X [c, d| koju npunana
Q, dyurmuje x — u(z +iy) u x — v(x +iy), Cy AICONYyTHO HENPEKUIHE Ha [a, b],
3a CKOpO cBe Yy € [c,d], omnocHO ¢yHEIMje y — u(x +iy) u y — v(z + iy), cy

AIllCOJy THO HENpPeKuIHe Ha [¢, d], 3a cKopo cBe z € [a, ],

Teopema 1.4.6. [eomempujcka u aHGAUMUNKG 0ePUHULUIA KBAZUKOHPOPMHOCTIU

ClY EKB8UBANEHTITIHE.



I'imaBa 2

XapMOHHIjcKa MpecjnKaBambha

XapMOHUjCKa MPECInKaBama Cy HACTaJla KAao IPUPOIHA YOUIITEHa aHAJIUTHU-
YKNX, OJHOCHO, KOHOOPMHUX IIpeciukaBama. Mwu hemo ce yriaaBHOM KOHIe-
HTPUCATU HAa CBOjCTBA J€MHOJIMCHUX XAPMOHU]CKUX ITPECIMKaBama. ¥y OTHOCY
Ha aHAJUTUYKA IpPECIUKaBama, XapMOHUjCKA HE YMHE YaK HU ajredpy, jep
KOMIIO3UIIja NBa TaKBa IpeECIUKaBama He Mopa OuTu xapMoHujcko. Meby-
TUM, UCTa Cy Omjaa mpeaMeT MHTEPECOBakha BEJIUKOr OpOja MCTAKHYyTUX MaTe-
MaTHJapa ¥ HAIlIa Cy IPUMeHe Yy MHOTMM O0JiacTUMa MaTeMaTUKe U (hU3UKE.
Muoru rjiacuyHu pe3yiaTaTU U3 T'eOMETPUjCKe Teopuje (QYHKIMja MPEHETU Cy

Uy CIydYajy XapMOHUjCKUX IPECINKABamA.

2.1 YBona

Y o0BOj ceknmuju hemo moHOBUTHU HEKa 04 OCHOBHUX TBpbhema Ha kKoja hemo
ce YecTO MO3MBATU. JemHO On BUX jé U paBaHCKA Bep3uja TeopeMe YHU-

dopmmzanuje, tj. PumanoBa teopema. MebhyTum, mpe Tora, momceTumo ce

31



32

HEKUX BaYKHUX CBOjCTaBa aHAJUTUYKUAX MPECIUKaBama, Bogehim npu Tome pa-
YyyHa O OCOOMHaMa JOMEHa paBHU M3Mely KOjuX ucTa Oemayjy.

3a mary obuact ) C C oszmaumhemo ca H()) ckyn cBuxX OHMX (yHKIMja
f:Q — C roje cy anamutuuke y (). Ocobune Tor npoctopa hemo rpynucaru

Yy HEKOJIUKO mo3HaTtux TBphewma. [IpBo on mux je BajepmrpacoBa Teopema.

Teopema 2.1.1. (Bajepmrpacosa Teopema, [55]) Axo nuz (f,), fn € H(Q), n €
N, pasrnomepro, xadn — +00, Ha KoMNAKMHUM NOICKYNOBUMA Y ) KoH8ep2upa Ka
Pynryuju f, mada je gynrkyuja f anasumuura y 2. IIpu mome, u nusz (f),), n € N,
PABHOMEPHO, KAO N — +00, HA KOMNAKMHUM nodckynosuma y ) Koneepzupa xa

pynruugu f'.

Hedbununuja 2.1.1. 3a pamunujy ¢yurmuja § C H()) kaxkeMo na je HOpMaJIHA
y €, omHOCHO KOMmakTHa y ), ako ce u3 cBakor Huza (f,), fn € &, n € N, moxke
n3asojuru noxuu3 (fp,, ), k € N, Koju KOEHBeprupa paBHOMEPHO Ha KOMIIAKTHUM
nonackynoBuma y (), kam k — +oo. Mcra je paBHOMEpHO OrpaHUYEHA, AKO
3a cBaku koMnakran ckyn K C ) mocroju koncranta M(K) > 0, rako ma je

|f(2)] < M(K), 3a cBako z € K u cBako f € §.

Teopema 2.1.2. (MonTesioBa teopema, [55]) Ceakxa pasnomepro ozpanuyuena

pamusruja pynrkyuje § C H(L) je nopmaanra.

IlBe obGyacT KOMIIJIEKCHE DABHU CY KOH(MOPMHO EKBUBAJIEHTHE, YKOJIUKO
nmoctoju 1 — 1, Tj. jeAHONMCHO, AHAJUTUYKO IPECIUKaABame jeqHe 00JacTu
Ha npyry. Ha ocHOBY Teopeme O MHBEP3HO] (YHKIUjU U YUEHEHUIE Ia CYy
HEKOHCTAHTHA aHAJUTUUYKA IIPEC/IMKaBama OTBOPEHA, 3aKbydyjeMo Oa je u

WHBEP3HO MpECAnKaBame UCTOr, Takohe, aHAJUTUYKO IpecinKaBame. Vuaue,
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jemHa oI HajBaXKHUJUX TE€OPEMa Y OCHOBHOM KYpPCY KOMIIJIEKCHE aHAJIU3€e je Jy-
BeHa PumaHOBa TeopeMa, Koja HaM 00e30ehyje KOHPOPMHY €KBUBAJIEHTHOCT

IpaBUX, Y CMUCJIY WHKJIY3Wje, IPOCTO IMOBE3AHUX AOMEHA KOMIIJIEKCHE PaBHU.

Teopema 2.1.3. ([55]) Hexa je G C C dama npocmo noeesana obaacm y pasHu.
Taoda cy caedeha mephewa exeusansenmma:

(a) G je npocmo noseszana obaacm.

(6) Cryn C — G je nosesan.

(n) Ceaka anarumuuka gyrryuja y obaacmu G uma y moj 0baacmu npumMumuery
Pyrryugy.

(m) 3a ceaxy anaarumuury gynruyujy [+ G — C, f(2) # 0, z € G, nocmoju
anaaumuuka pynxyuja g @ G — C, ca ocobunom da je f(z) = 9%, 3a cearo z € G.
(e) Cesaxa peanna zapmonujcka Pynkyuje v y obaacmu G je peasnu deo Heke

anaaumuske Gyrryuje y moj obaacmu.

Hamomena 2.1.1. Ykoauko ce 3a maTy peaJyiHy XapMOHM]CKY (QYHKIU]Y U Yy
Hexkoj obmactu ) C C, moxke mahu peanna xapMoOHUjCKa (QYHKIUja U y TOj
obmactu, TakBa Ja je ¢yHEIUja f = u + v aHamuTtmukra y (), kazahemo na
je Tama ¢(yHKIUja v XapMOHUjCKA KOHjyroBaHa ¢yHkuuju u. OuuriemnHo je
¢yHEINja —U XapMOHM]CKU KOHjyroBaHa (YyHKIUjU v y IOMEHYTO] 00JIacTH, Kao
u na y npocto noseszanoj obiactu G C C cBaka peanna XapMOHHUjCKa (YHKIHja
rMa oarosapajyhy XapMOHUjCKU KOHjyroBaHy (merasmu ce mory Hahwu y mHape-

JHOM IOTJIaBJLY ).

Teopema 2.1.4. (PumanoBa Teopewma, [55]) Hexa je D C C npocmo nosesana
obaacm pazaunuma 00 uese pasmu, mj. ona wuja eparuya y C cadpacu bapem dae

mavke, u zg € D npouszeownna mawka me obaacmu. Tada nocmoju u jeduncmeeno



34

je odpeheno konpopmro npecaurasame @ obaacmu D wa jedunuwnu duck D, 3a

koje je p(z0) = 0 u ¢'(29) > 0.

Hedbunaunnumja 2.1.2. Heka je 2 C C mara obmact. Kaskemo ma obimact ) uma
peryaapuy rpasuiy kiaace C'°, ako 3a cBaky Tauky p € 0f) mOCTOjU OKOJIMHA
U, Te Tauke, kao u mudpeomopduszam ¢ : U, — V, C C, xknace C°, Koju ucry
npecaukasa Ha okoduHy V, Tauke ¢(p) = 0, 3a xoju je p(U,NQ) =V, N{w €

C:Rew <0} u Jy(2) >0, z € U,.

Teopema 2.1.5. ([5]) Hexa je D ozpanusen npocmo nogezany 0omer KOMNAEKCHE
PaBHU Ca pe2YyaapHom epanutom kaace C®. Axo je [ jednosucho anasumuyuro
npecaukrasame jedunuwnoe oucka D wa D, mada ce npecaukxasamwe [, aru u 0dzosa-
pajyliv nayujesny uzgoou ucmoz, mozy nenpexudro npowupumu wa D. Imasuwe,
uMBEP3HO Mpecauxasame [, 3aje0HO ca c8OJUM NAPUUJAAHUM U3B0OUME, 0ONY-

wmajy wenpexuono npowupene na D.

2.2 XapMoOHHjcKa mpecjinKaBamba

3a rommiekcHy ¢yuruujy f oz — f(z) = u(z) + iv(z), u(z) = Re(f(2)),
v(z) = Im(f(2)), 2z = z +iy € Q, nepunucany u raace C? y maroj obaactu
Q C C, gaxkeMo na je XapMOHHjCKa y TOj obiacTu ako Ccy (QyHKOUje u U v

peasiHe XapMOHUjCKe GyHKIUje obaacTtu {2, OMHOCHO, aKO BAKU

(D)) = 55 () + 55 () =0

Kao nu
0*v 0%v
(Av)(z) = w(z) + a—yg(z) =0,
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3a cBako z € ().

Bnaromapehu Komwu-PumanoBuM ycimoBuma, cBaka aHAIUTUYKA (YHKI]jaA
y obsactu {2 yjenHo je m xapMmoHHjcka y T0j obmactu. OOGPHYTO CBAKaKO He
BaKU.

Muore nmo3nate ocobuHE AHAIUTUYKUX (YHKIMja MOTy OUTE mpeHeTe u y

ClIydYajy XapMOHM]CKUX (YHKIHU]A.

IIponozunuja 2.2.1. Hexka je [ zapmonujcka ¢yrryuja y npocmo nose3anoj 0baa-
cmu Q) C C u nexa je zg € Q npoussonna mauxa. Tada ce f na jeQuncmeen nauum
Moxce npuxazamu y obauxy f = h+ g, ede cy h u g Pynkyuje xoje cy ananu-
muuke y obaacmu L u g(z0) = 0. Taxey penpesenmayujy Ha3u8aMO KGHOKCKOM

penpesenmayujom Pynryuje f y obaacmu 0 odnocy na mavry 2.

Iloka3: Kako je ¢ynrmnuja f xapMoHujcka y obsactu 2, To je ¢yHrmmja f,
aHaysuTuyka y toj obnactu. Ca mgpyre crpane, obmact ) je mpocTo moBe3aHa,
Te Yy UCTOj MOCTOju NIPUMUTUBHA (YHKIUja h dyHKUMUje f,, Tj. OHA GyHKIHUja 32
kojy je h'(z) = f.(z), z € Q, koja je onmpebena ycmaosom h(zy) = f(z0). Oryna,
3a ¢ymrmmjy g(z) = f(z) — h(2), 2z € Q, Bawu na je g:(2) = f.(2) — h'(z) =0, 3a
cBako z € (), omakiyie 3akmpyuyjemMo na je ¢yHEmuja ¢ aHamutuuka y (). Ilpwm
ToMe je, cakako, f(2) = h(z) +g(2), 2 € Q, xao u g(z) = f(20) — h(z) =0. O

dyukrmuja h ce yecTo Ha3WMBa AHAJIUTUYKMN HNeo QyHKHuUje f, DOK ce 3a ¢y-
HKIIU]Y ¢ Kaske Ja je ’heH aHTUAHAJUTUYKUA JEeO.

Hera je u peamna xapmonwujcka ¢yarmuja y obmactu ) C C. 3a Tauky
2o € {2 Ka)KeMO Ia je KPDUTUUYHA Tadyka (PYHKLIUje U aKo je 8—7;(20) = g_Z(ZO) = 0.

Yronuko Ttauka zg € () HUje KpuTWMyHA, HazuBaheMo je peryiapHOM TadyKOM

$OyHEIUjE U.
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Jlema 2.2.2. Heka je u HEKORCMANMHA PEAANG TAPMONUJCKE PyYyHKUUIa Y obaacmu

Q C C. Tada cy cee kpumuure mavke PyHKYUjE U U0N0BAKE.

1 /0u Ou . )

aHaysuTuuka y ), jep je u xapmonujcka. Jlakie, ako je zy KPUTUYHA TaUKa

Ioxkaz: Pyurmuja u, : z — u,(2)

¢yuEIMje u, Taga he Tauka 2y OMTW HyJIa aHAJIUTUYKE (QYHKIWVje Uu,, YUje CY
HyJle CBaAKaKO M30JI0BaHe, OCUM y ciayuajy u,(z) =0, 3a cBako z € , Tj. Kana

je ¢oyHEIUMja v KOHCTAaHTHA y ). O

Jlema 2.2.3. Heka je u HEKOHCTAHRMMNG PEAANG TAPMOHUJCKA PYHKUUIA Y 004G~
cmu Q0 C C. Ilpemnocmasumo da je zy wKpumuvna mauka gyrkyuje w v 0a je
u(z9) = a € R. Tada, ce ckyn {z € Q: u(z) = a}, aokaano, mj. y okoaunu mauxe
20, CGCMOJU 00 MPA2OBG 08E UAU BUULE AHAAUMUYKUT KPUBUT, Koje ce No0 JeOHAKUM

Y2N08UMA CEKY Y MAYKY 2.

Iloka3: He memajyhu omnmroct TtBpbhema, mpermocraBumo ma je 2 3 zg = 0,
kao u na je a = u(0) = 0. Ako ca f 03HAUMMO AHAIUTUYKY (GYHKIU]Y V
moroqHo omabpaHoj mpocTo moBe3aHo] okosumaM V' C () Taure 0, 3a KOjy je
u(z) = Re(f(2)), z € V, rana je f'(0) = 0, jep je Taura 0 KpUTHUUYHA TAUKA
¢yHKIUjE U.

[IpernocraBumo, mawme, na je f(0) = u(0) = 0, wro jegHOCTABHO HOCTU-
KeMo M300poM (yHKNUje KOja je XapMOHU]CKMA KOHjyroBaHa (YHKOUJU U Yy
oxomuaun V. Tama, mocroju r > 0 TakBo ma je f(z) = 2™p(z), 3a cBako
z€ D, ={2€C:|z|<r} CcV,N>3n > 2 rzme je 1) anaauruuxa QyHKIHA]ja
y mucky D, koja je pasauumta on HyJse. Hera je ¢ O6muiao kKoja perymnapHa
rpama BumesHaune Qymrmmje z — {/0(2) y D,. Tama sazu f(2) = (2¢0(2))",

z€ Dy ={2€C:|z] <r'},3a 0 <71 <r, ogakie, jeIHOCTABHUM apPTyMEHTOM,
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Tj. IpeJacKoM Ha oAroBapajyha mMHBep3HA IpecInKaBama, NOOMjaMoO KeJheHU
pe3yarar. a

Ha mapenny teopemy hemo ce BpJiO UeCTO MO3UBATU Y TEKCTY.

Teopema 2.2.4. (JleBm, [38]) Hexa je f zapmonujcka dynryuja y obaacmu Q C C
Koja je nokaaro jednoaucna, mj. soxaarno 1—1, y moj obaacmu. Tada je Jp(z) # 0,

3a ceaxo z € ().

Ioxka3z: Heka je f(z) = u(z) + w(z), z € Q. IlpermocraBuMo nga mOCTOjU HEKA
radka 2y € (2 3a Kojy je Jf(z) = 0 m ma je, Ge3 yMamema OIMTOCTH, u(z)) =
v(z0) = 0, 1j. f(20) = 0. Tama XoMOreH cmcTeM JIVWHEADHUX jenHAUNHA, CA

HEIIO3HaTUM IIPpOMEHJ/LBaMa a U1 b,

u v

0= a_:L‘(Z(]) -a+ a_{L‘(Z(]) -b
u Ov

0= a—y(Z(]) -a+ a—y(Z’(]) -b

“Ma HeTpuBHUjasHO pememe (a,b) # (0,0), ma je 3a HEKOHCTAHTHY peaJiHy Xa-
pMoHUjCKy GyHRIMjy w(z) = au(z) + bv(z), z € ), Taura 2z, kpurnuna. [Tocma-
TpajMo cama ckyn {z € Q:w(z) =w(z) =0}. JlokanHo, Tj. y OKOIMHU Tauke
Zp, Taj CKyIl Cce cacCToju, Ha OCHOBY JjeMe 2.2.3, on TparoBa HajMame IBe
AHAJUTUYKE KPUBE KOje ce CeKy y Tauku zg. (Ca apyre crpase, CIUKa TOT
ckyna ¢yermujoMm [ nmpunana npasoj au + bv = 0. Mebyrum, ¢pyrrmumja f je
JIOKAJIHO jeTHOJIMCHA, 1a MMOCTOjU OKOJIMHA Tadvke zg y Kojoj je f 1 — 1, omakie
noOujaMO KOHTPAIUKIIA]Y. O

[Ipema Tome, Tauno je u ciaenehe TBpheme.

Teopema 2.2.5. Jeduna 1 — 1 zapmonujcra npecauxasamwa xomnaexcre pasnu C
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Ha cebe cy aduna, mj. owa Koja cy obauxa f(z) = az+ pZ+ 7, a, B,v € C,
af # 18]

Joxka3z: [lpumenom geme 2.2.1, dyurnujy f mMoxkemo 3anucatu y obauky f(z) =

h(z) + g(2), g(0) =0, z € C, rme cy f u g uese QpyHKUMUje, Tj. AHAIUTUAUKE Yy
C. Jlema 2.2.4 mam 06e36ebyje ma je jakobujan mpecimkaBama [ Pa3IUUUT
on myse y C, ma moskemo npernocrasutu ma je Jp(z) = [N (2)]* — |¢'(2)]* > 0,

3a cBako z € C, T1j. ma mpecmukaBame [ uyBa opujenranujy. CmenumjasHo,
_ 9

W (z)
anamutnuka y C u |v(2)] < 1, z € C, na je v(z) = a, |a|] < 1, 3a cBako z € C.

h'(z) # 0, 3a cBako z € C, omakme nobujamo ma je ¢yHruuja v(z)

Orynma, g(2) = ah(z) +b, rme je b € C, ma je f(2) = h(z) +ah(z) +b= (Hoh)(2),
rae je H(w) = w+aw + b, z € C. IlpeciukaBame H je jemmonmcHO aduuO
IpecirKaBame KOMIUIEKCHE paBHU Ha cebe, jep je |a| < 1, uuju je umseps H !
takobe apuno, onakne nobujamo ma je npecaukasame h(z) = (H 'o f)(2) jemno
1 — 1 aHaIMTUYKO TpecJuKaBame KOMIIJIEKCHE paBHU Ha cebe, ma je obJmKa
h(z) =az+ 3, z € C, a # 0, mrro noBiaun na je TBpheme UCIyHEHO. a
[Tonceruhemo ce cana HEKUX BA)KHUX pe3yJTara U3 KIACUUYHE TEOPUje aHa-

JIUTUYKUX (QyHKIHja.

Hedbnunmuja 2.2.1. Hera cy f m ¢ amanutuuke ¢ysrnuje Ha D. KRakemo
na je [ kBasu-cyObopavHUpaHa (YHKIUjU ¢ ¥ numeMo [ < ¢, aKo IOCTOjU
anamuTuyka Gysrnuja ¢ : D — C 3a xojy je |f(2)] < |g(¢(2))], 3a cBaro z € D,

anu u |(z)] < |z| <1, z € D.

Ouurnenno je ma Baxkuy f < ¢ aKO W CaMO aKO MOCTOje (QYHKIUje w U ©,
KOje Cy aHaJuTUYKe Ha jequHudHoM aucky D, 3a xoje je |w(z)| < 1, |p(2)| < |z

n f(z) =w(z)g(p(2)), 3a craro z € D.
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3a (QyHKIUje ca HaBeZeHOM ocobmHOM Baske ciaeneha tBpbhama.

Teopema 2.2.6. Hexa cy f u g anaaumuuke gynxyuje y jedurnuurnom oucky D u

nexa je f < g. Tada, 3a ceaxo 0 < r <1 samcu

21 2
/ Fre®)|2d6 < / lg(re®)Pdb.
0 0

Ioka3z: 3a r = 0 mema mra ga ce mokasyje. Purcupajmo 3ato r, 0 <r <1, u

uzabepumo pou3BosbHO p, 0 < p < 7. Hera je ( =re?, § € [0,27). Tana je

1 27
20 =5 | g%@Re(éfj)da

3a cBako z € D, ={z€ C:|z| <r}. Baro jen

: v 1 [T o Re (£2E)
PP <l < 5 [ latrRe (545

jep ¢yurmmja ¢ 3anoBosaBa |¢(z)| < |z| < r = |(|. WaTrerpasehu nocirenmy

HEjeIHAKOCT IO KpyskHUIU 7, : [0,27] Dt +— 2 = pe, 0 < p < r, nobujamo

2m 2m
| 1rteetpar < [ lgtreas,
0 0
3a cBako 0 < p <r <1, jep je

HejemnnakocT cama TpuBHjaJHO CJenu MpeJacKOM Ha TPDAHUYHY BPEIHOCT KA.l

p—r_. O

Teopema 2.2.7. Hexa cy f, g : D = C anarumuuke dpynryuje v nexa je f <K g.

Tada saxncu

D lal <Y 1ol
k=0 k=0
+o00 +o00
sa ceaxo n € NU {0}, 2de cy f(z) = Zanzn u g(z) = anzn, pedom, 00z0-

n=0 n=0
sapajyhu Tejroposu paszeoju pyrnxyuja [ u g y ducky D.
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Joxa3: Hera je f(z) = w(2)g(¢(2)), z € D. Tana je

n +oo +oo
Zakzk+ Z arz® —w(z) Z beo(2)"
k=0

k=n-+1 k=n-+1

= w(2) Y byp(2)* = H(2),

3a cBako z € . Kako je canma ¢yrrnuja H kBasum-cybopauHMpaHa (GYHKIVjI
n

E bz, z €D, 1o je ma ocroBy IlapceBaoBe GOpMyIe 1 IPETXOMHE TEOPEME,

k=0
3a cBako 0 < r < 1, ucoymeHo

n 1 2
§ :|ak|2r2k < —
2w Jg
k=0
20 N n

1 .
< % Z|kak€m6|2d0:Z|bk|27“2k,
0 k=0 k=0

kan ron je n € NU {0}. Pesyarar cana TpuBujasHo cieod OPeIacKOM Ha

" 2
w(re'?) Z et (re’”)| do
k=0

I'PAaHUYHY BPEAHOCT, Kam r — 1_. O

IMocnenguna 2.2.8. Hexa je f =h+g:D — D aokaano 1 — 1 zapmonujcko npe-
cauKasame Koje uysa opujenmayujy, npu wemy dynxyuje h v g dedunuwy xarnoncry
penpezenmayujy npecaukasana f y jedunuurom oucky D y oonocy wa mauxy z = 0,
u neka je f(0) =0. Tada je

n

n
Zk2|bk|2< k:2|ak|2,
k=1

k=1
“+o0o “+o0o
3a ceaxo n € N, zde cy h(z) = Zanzn ug(z) = anz”, pedom, odzosapajyhu
n=1 n=1

Tejnopoeu passoju gynkyuja h v g y mom Ooucky.

Hoxka3: Ouurnenuo je h(0) = 0, jep je g(0) = 0, ma cy oupasnane popmyie

3a pa3BOj AHAJUTUYKOD U AHTUAHAJUTUYKOL nejia npeciukaBama f. Kako je
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Ji(z) = |W () = |d(2)]*> > 0, 3a cBako z € D, 1o je dpymrmmja w(z) = J

anamutnuka y D u Basku |w(z)| < 1, z € D. MebyTuwMm, kako je ¢ < h' n

“+00

W) =3 (n+ g,

n=0

OIODHOCHO,
—+00

g'(2) = (n+1busiz",

n=0

3a cBako z € D, 3akmpyuyjeMo na TBpbheme mocTaje HemocpemHa IIOCIIEIUIIa

IIPETXOIHOT. O

2.3 IIIBapiioBa jiema 3a OOMYHA XapMOHHjCKA IIpe-
cJIMKaBama

Y kempu ma mDOKaskeMo TBpDheme Koje he HaM onmcaTy MOHAIIAIE MapInja-
JIHUX M3BOJAA NATOT XapPMOHUjCKOTI MPECIUKaBamha, IPBO NEeMO MOKA3aTU CJe-

nehiy snemy, a Hakor Tora u [IIBaproBy jeMy 3a XapMOHU]CKa IPECIUKABAHA.
. ™ . .
Jlema 2.3.1. Hexka je |z| < T mada je |tan z| > tan|z|, z = z + iy.

Ioka3s: Iloka3 tBphema TpuBHMjasHO CJaequ U3 CBOjCTBA €JIEMEHTAPHUX (y-

HKIja. 3ancTa, BaKW,

|tan z|? — tan? |z| = | tan z|* — | tan z|*
sin?z +sinh?y  sin’z

cos?z +sinh?y  cos?x
cos 22 sinh? y
— >0
2 inh? 2 ’
(cos? z + sinh” y) cos?

7

3a CBaKO z = = + 1y, |z| < 1
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Jlema 2.3.2. (IIlBapmoBa sema, [13]) Hexa je f: D — D zapmonujero npecau-

kasawe u neka je f(0) =0. Tada eaxncu
4
|f(2)] < —arctan |z, (2.3.1)
m
3a caaxo z € D, xoja ce docmunce.

Ilokas: Heka je o € R npoussomno. Pymrnumja f(z) = e f(2) = a(z) + i0(2)
je Takobe xapmonujcka y D, Te je peasHu meo ucre, Tj. QYHKIUja U, PeaHA
xapMmouujcka ¢yrrnuja y D. O3maumMmo ca ¢ amaautudky ¢yHEIujy y D, 3a
kojy je Re(g(z)) = a(z), z€D, u g(0) = 0. Ouurnenso je |f(z)] < 1, z €D,
na je |Re(g(z))| < 1, 3a cBako z € D. Ca agpyre crpase, pyHKIMja w — tanw,
|Rew| < %, KOH(QOPMHO TIPECIUKaBa BEPTUKAIHU 0jac {w € C:|Rew| < Z}

Ha jemuuHnyHy muck D, omakie 3akmpydyjeMo na he 3a GyHRIUjy
s
G(2) = tan(Tg(2)), 2 €D,

BazkuTu Ha je anamutuuka y D, G(0) = 0 u |G(z)| < 1, z € D. Ilpumenom
[MIBaproBe neme mobujamo na je 3a cBako z € D ucnymeHo

G| = [ tan(F9(=))] < |2l.

MebyTtuwm, nema 2.3.1 vam 06e36ebyje na je u
™ ™ ™
G(2)] = | tan(Tg())| > tan | Re(Fg(2)| = tan(F| Re(g(2))]).

3a cBako z € D, T1j.

4
|Re(g(2))] < - arctan |z|, z € D. (2.3.2)

Hera je cana zy € D npomssosmno. Osraummo ca oy = arg(f(zp)) € [0,2n).
Tana je |f(z0)| = e f(2), na je, Ha OCHOBY HpeTXOJHE HejeIHAKOCTHU, UCILY-

weHo |f(z)| < — arctan |z 0

ERES I
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2.4 XajHIIOBA HEjeJHAKOCT W HheHe ITOCJIeanIle

XapMoOHIjCKa MPEeCIUKaBama MMajy MHOTO 3HAYAjHUX IE€OMETPUjCKUX CBO-
jcraBa. OBme heMo HaBeCTH HEKa, KOja CY MHOTMM MaTeMaTUYapPUMa TOCIY-

JKMJIa KaoO IIOoJIa3Ha OCHOBa 3a OdaJba UCTPpasKUBalba.

Teopema 2.4.1. (Xajun, [18]) Heka je [ jeOnoaucto xapmorujcko npeciurkasame
jedunuunoe ducka D wa cebe u wexa je f(0) =0. Tada saxncu
2

SR+ IR > = 24.1)

1

sa ceaxo z € D. Cneyujanno, |f.(2)] +[f:(2)? > =, 2 € D,
m

Iloka3: IIpernocraBumo, Hajupe, na je ¢yurumja f, 3ajemHO ca CBOjUM Ia-
puujanHuM usBomuMa f, : 2 — fi(2) m f, 1 2z = f,(2), 2 € D, Henperunna Ha
D. Tama cy m omrosapajyhu maprujanru uszsomu GyHENMIje f, Y OOHOCY HA
z 1 Z Takohe HenmperunHe (YHKIUje Ha D. Ha ocuoBy neme 2.2.4, jakobujan
Jp: 2z Jp(2) = |f.(2) 2= f:(2)|?, 2 € D, npecninraBama f ce He amyaupa y D, na
MOKEMO IPETIOCTABUTH Ja je nmosutusBas Ha D, 1j. na je |f.(2)| > |f:(2)], z € D,
OOHOCHO, Ia IpecinKaBame [ uyBa opujerTamujy. Takobe, kako je f xapMoHU-
jCKO TpecaukaBame, TO je Gpyurimmja f, anamutuurka y D u Basku |f,(2)] > 0, 3a
ceako z € D, jep je ucnymeno 0 < Jy(2) = |f.(2)]> — |f:(2)]* < |f.(2)%, z €D.

Iame je, Ha OCHOBY IPUWHINIA MUHUMyMa MOIYJIa 3a aHAJUTUYKE (YHKIN]jeE,

Takobhe UCIyHEeHO
|f-(2)] = min{|£.(¢”)] : 0 < 0 < 2}, (2.4.2)

KaJ TOJX je z € D.
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Heka je, cama, z =7re¢”, 0 <r <1, 0¢ [0,27). Tana, Ha ocHOBY Jeme 2.3.2,

BasKU
f(e?) = flre?) | ) = 1f (re?)]]
1—r - 1—r
1 |f(re?)
1—r
4
1 — —arctanr
> 2~ : (2.4.3)
1—r
jep je, mpema momasuoj mpernoctasmu, |f(e?)] = 1, 3a cBako 0 < 6 < 2.

Taxobe, Ha OCHOBY HENPEKWTHOCTM OAroBapajynnx maprnujaaHux U3BoIa QY-

vrnuje f Ha D u oumrienHe jemHakoCTH

9f o o .
—af(rele) = f.(re®)e" 4 fo(re®)e ™ z = re' € D — {0},
r
: : . OF ey _ OF e
3aKJbYUYjeMO Ja MOCTOjU KOHAYUAH hr{l a—(re ) = 8_(6 ), 3a cBako 0 < 6 < 2,
r—1- Or r

of . o o
KOJU je jemHak a—f(e“g) = f.(e?)e? + f.(e?)e ™, 0 < § < 27, omakse, Kopuctehu
r
HejemHakocT (2.4.3), Te mpesackoM Ha FPAHUYHY BPEOHOCT, Kam r — 1_, mo-

bujamMo na je

2 _|0f i 0\ i 0 ,—i
2 < | (et _ 10\ i (0 i
2<% en)| = 110 + 1))
<L)+ ()] < 20 £o(e),
, 1
Ti. |f.(e?)| > —, 33 CBaKO 0 <0 <2m, jep je |f.(2)] > |f:(2)], 2 €D, na je n

1£.(e)] > |f=(e?)], 0 < § < 27. Ilakme, xanx rox je 0 < 6§ < 27, mmamo ma je

. 1
|f.(e")| > =, omakne, mpumenom HejemrarocTu (2.4.2), Bawn

=

) 1
|f.(2)] = min{|fz(ew)\ 0<b0<2r} > = z €D,
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a CaMVM THUM U

L <RGN = 5l — i (2)
. | fu(2)| + | £, (2)]

)

2
LGP+ 15,
<

Tj.
2
o

|fe()2+1f, ()7 = z=x+1iy €D. (2.4.4)

™

Hajzan, mocmarpajMo mpecimkaBame f KOje 3am0BOJbaBa 3aaTe yCJIOBE
teopeme. Kako je [ jemHONMCHO M XApPMOHUjCKO MPECIUKABAE j€IUHUIHOT
mucka D) Ha cebe, OHO je n qudpeoMoppU3aM UCTOT, MTO IPOUUIAZN U3 TEOPEME
2.2.4, OmHOCHO, MHBEPTUOUIHOCTU JakoOUjeBe MATPUIE TOT MPECIUKABAMA.
Crora, jacHO je ma MOCTOju MOHOTOHO pactyhwm muz (r,), 0 < r, <1, n > 2,
TakaB ma je Er}rl r, = 1, ca cBojcrBoM gma ce muck {w € C: |w| <r,}, 3a ¢u-

n o0

KCUPAHO N, WHBEP3HUM IPECINKABAKHEeM TATOl MpecJuKaBama [ IpecauKaBa

Ha IPOCTO mOBe3aHu sRopaaHoB momeH [, 3a KOjuU Bayku
1
2€C:|z|<1——=3pCD,CD,n>2 (2.4.5)
n

Oryna, npuMmenom PumanoBe Teopeme mocroju m jeamHCTBEHO je oapebhen Hu3
(gn) OyHEUZja, g, : D — D,, n > 2, Koje KOHGOPMHO NPECITUKABA]Y j€AUHUYHU
muck D va D, 3a xoje je ¢,(0) = 0 u ¢,(0) > 0, n > 2. Tarobe, ma ocuoBy
Teopeme 2.1.5, mmamo nma ce cBaka on (yHKUUja ¢,, N = 2, ajud U CBU HEHU

IapliyjajHu U3BOAUW, MOT'Y MPOMMUPUTHU 0 HEIPEKUIHUX IpecirKaBama Ha D.

f(gn(C))

n

Crora, ¢oyuruuja g, : ¢ — , ( =&+ €D, xapMOHUjCKX U je THOTTUCHO
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npeciaukasa muck D Ha cebe, ¢,(0) = 0 m uma, 3ajemHo ca CBOJUM HAPIM-
jaJHUM M3BOAMMA, HEIPEKUIHO IpoImMpeme Ha ), omakie, Ha OCHOBY IIPBOT

neja moka3a, HAJa3WMO 14 je

|gn( OF

(a9 (O + 1 £ (g (O))

OOHOCHO,
212
n

|2 (gn(ON)I" + 1fy(9n ()] >W’

(2.4.6)

3a cBako ( €D, n > 2.

Iame, rako je |g,(¢)| < 1, |¢| <1, n > 2, To je uu3 dpyurnuja (g,) yHUPOPMHO
orpanudveH Ha D, Te cTora, Ha ocHOBYy MoOHTeI0OBe TeopeMe, MOKEMO U3IBOJUTHU
nonuu3 (gn,), k € N, Tor HmM3a KOju YHU(YOPMHO HA KOMIAKTUM IIOACKYIO-
BuMa yuyTap D kKoHBeprupa ka aHamutuukro] ¢yeemuju g : D — C. Ilpnm
ToMme, HU3 (g, ) YHAUPODMHO Ha KOMIAKTUMa KOHBeprupa ka ¢'. Ouwnrienso
je g(0) = 0, omakue cimenu, kopucrtehu yHUGOPMHY OrpaHUdYeHOCT HU3A (g,) U
NPUHIUI MAKCUMyMa MOAyJa aHajauTuuke ¢pyurnuje, na je u g(D) C D. Meby-
TUM, Ha OCHOBY pernanuje (2.4.5), IpUMEHOM IPUHINANA MAKCUMYMa MOLyJIa Ha
¢ 1 1

aHAJNIUTUYKY GyHEIUjY [': ( — (1—7%)%, ¢ € D-{0}, F(0) = (1_Fk)m’

Te npuMmeHoM llIBaproBe JTeme Ha IpeciuKaBame ¢y, , A00MjaMo ma je
(1- 2 )kl < lom Ol < ¢l c e D 2.47)

1
kao u |g;, (0)| = (1 ——), 3a cBaxo k € N. Crenujamno, ¢'(0) = lim g, (0) =1,
N k—+00
onakiue, Ha ocuoBy llIBapmose meme, nobujamo na je g(z) = z, z € D. Iaxue,
HU3 (g, ) YHEPOPMHO Ha KommakTuMa y D) komBeprupa kKa (yHKIMjH KOja je

naeHTuYKy jennaka 1y D.
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Konauno, ako je z € D npousBossua Tauka. Tama moctoje kp e Nu 0 < p <1

||

TaKBU 14 je T <p< 1, k > ko, ma Bazku z € D,,,, k > ko. Hera je (),
1— —
ny
k > ko, uu3 Tagaka y D 3a xoju je g, ((x) = 2, k > ko. Ha ocrHoBy HejemnarocTu
(2.4.7) mobujamo ma Basku (x| < |g”’“(§1{)| = |Z|1 <p<l, k>k.
- 1-—
N N
Kopucrehu pamuje nobujeny mejemaaroct (2.4.6) n uymmenuny na wus (g, )

yaupopmuo Ha komnakry {¢ € C: || < p} resxu ra ¢'(¢) = 1, ( € D, npenackom
Ha TPAaHWYHY BPETHOCT, Kana k — 0o, mobujamo TBpheme. O

Kao mocnenuny uznsajamo jemno outHo TBpbheme.

Teopema 2.4.2. (Pano, [13]) He nocmoju jeonoaucto TapmoHujcko npecauka-

aamwe jeduruunoz ducka D na C.

Ioxa3: Heka je R > 0 npoussosmno u D = {w € C: |w| < R}. IIpernocrasumo,
cana, Ia IMOCTOjU je THOJIMCHO XapPMOHILjCKO IPECINKABAKLE [ je IMHUUHOT IUCKA
D wa C u Ge3 ymamema ommroctu Hera je f(0) = 0. Osmaummo ca Qp =
f~YDgr) C D oarosapajyhy npocTo nosesany obGJacT Koja ce MPeCIuKaBaHeM
f mpecnukaBa ma Dgi. Ha ocmoBy PumanoBe teopeme, mocToju KOH()OPMHO
npecaukaBame ¢ : ( — p(z2) € Qr, ¢ € D, 1j. 1 — 1 aHATUTUYKO, jeAUHUYHOT

mucka D wa Qg, 3a roje je ¢(0) = 0. Crora, komnosurnuja F, 3amara ca

P = 190)

jemnamunor mucka D Ha ceGe, 3a roje Basku F(0) = 0, Te mpuMeHOM Teopeme

, ¢ € D, nepunmme jenro 1 — 1 XapMOHUjCKO IpECINKABAHE
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2.4.1, 1j. mejennaroctu (2.4.1), mobujamo na je

|Fe(0)]” + | Fz(0)]?
_ %(|fz(0)g0/(0)|2 + 1 £:(0)2'(0)[)

¥/ (0)]
=L op + 0P >
R? R* . .
> 7“0,(0”%2 = —3» Jep je, ma ocmosy IIIsapuose

neme, |¢'(0)] < 1. Mebyrum, kako je R > 0 npou3BOJbHO, 38 HOBOJHHO BEIUKO

ommocuo, |f.(0)|* + |fz(0)[?

R mosma3zmMo 10 KOHTPAAUKIIA]E. O

IMocnaemuna 2.4.3. Hexa je D C C npocmo noeezana obaacm pazsuduma 00 C.

Tada ne nocmoju 1 — 1 zapmonujcro npecaurasamwe obaacmu D wa C.



I'maBa 3

PumanoBe nmoBpmin

Y MaTtemaTunu, a T0CeOHO Yy TeOpurju QYHKIN]a jeIHe KOMIJIEKCHE TPOMEHJbUBE,
PumanoBe moBpimu 3ay3mmajy 3Hadajuo Mecto. OHe mpencTaBibajy jemHOIN-
MEH3MOHAJIHE KOMILJIEKCHE MHOTOCTPYKOCTU W NIPEACTAB/bAjy TPUPOIHU aMOu-
JEHT 3a mpoydYaBame OCOOMHA aHAJIUTUUIKUX (yHENUja. KMarko ce Taj mojam
mojaBJsyje jom y pamoBuMa Pumana, dopMmanny nedumHunujy nojMa Pumanose

noepmu je npsu popmynucao Bejua (Bumern [59]).

3.1 OcHoBHU 1ojMoBHu u AedUHUIIAjE

Hedbnanmuja 3.1.1. PumanoBa nmoBpm je moBe3aH XaycIop(oB TOIOJIOIIKA
npocrop R, 3ajemno ca orBopenum mokpusauvem {U,} u cucreMoM XOMeOMO-
pouzama {h,}, h, : U, — h,(U,) =V, xoju orBOpene ckynose U, npeciurasajy
Ha orBOpeHe ckynose V,, C C, npu uemy, kazn rox je U,NU, # (), npecaukasame

ne(pUHUCAHO ca

hy o' hy, (U, NU,) = h(U,NU,), (3.1.1)

je aHAJIUTUYKO.

49
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N3 nedpumuumnuje ce jacHo Buau na cy PumanoBe mOBpIM jeqHOIMMEH3U-
OHAJIHE KOMIIJIEKCHE MHOI'OCTPYKOCTH, OQHOCHO, OPUjeHTAOWMJIHE NBOIVNMEH3U-
OHaJIHE peajiHe MHOIOCTPYKOCTHU. 3a kouekiujy maposa {(U,, h,)}, koje hiemo
HA3WBATH JIOKAJHUM KapTaMa Ha IOBpIM [, KakeMo na neGUHUITY KOMIJIEKCHY
CTPYKTYPY Ha TOj MOBPIIU U, YKOJUKO He Oyze O MpecyaHOr 3Havaja O KOjoj
cTpykTypu je peu, PumamoBy mopm hemo o3nauaBatu ca R, omHOCHO, ca
(R,{(U,,h,)}). Tarobe, ronerknujy noramuaux rapara {(U,,h,)} hemo uecto
Ha3MBaTU aTiaacoM Ha PumanoBoj moBpmm R.

Heka je (U,,h,), h,(U,) =V, C C, noranua kapra Ha nopmu R. Ila-
pamerap z, € V, hemMo Ha3uBaTé JOKAJHUM MapaMeTPOM TadakKa HA MOBPIIN
R. Ha ocuoBy penammje (3.1.1) 3akmpyuyjemMo nma ce mpesia3ak W3 jemHOT
JIOKAQJIHOT IapaMeTpa Ha APYTU, IO YCJIOBOM Aa TO MMa CMUCJA, OCTBapyje
npeko 1 — 1 aHaJauTWYKKUX mpeciaukaBama. lIpeciaukaBame Koje ocTBapyje
Taj mpesa3dak hemMo Ha3WBATU TPAH3UIMOHUM IMpeCIuKaBameM m3aMmehy omnro-
Bapajyhux mapamerapa.

Osznaummo ca U mpom3BoJ/baH OTBOPEH CKyn Ha moBpmu R, omHOCHO, ca h
xoMeoMmop@duzaM Tor ckymna Ha Hekum orBopeH ckyn V C C. Pehwm hemo na je
nap (U, h) koMnaTubuian ca 3aaToM KOMILIEKCHOM cTpykrypoMm {(U,,h,)} Ha
noepmu R, ako momasamem Tor mapa kouaekuuju {(U,, h,)}, npomupena kose-
KIFja 1 Jajbe YMHU KOMIUIEKCHY CTPYKTypy Ha R. IlBe KOMIJIeKCHE CTPYKTYpe
Ha PumanoBoj moBpmu R Ha3uBajy ce eKBUBAJIEHTHUM, YKOJIUKO HBUXOBA YHU)A
YVHU KOMILJIEKCHY CTPYKTYPY Ha HOBpmU R, Tj. YKOJWKO je CBAKU Iap U3 IPBE
KOJIEKIIMje KOMIATMOMIIAH Cca CBAKMM IapoOM W3 APYyTre KOJeKnuje u OOPHYTO.

TakBe KOMIIIEKCHE CTPYKType cMarpahemo umctumwm.
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Ha ocrHoBy mperxomsor, 3anaty kommiekcHy ctpykrypy {(U,, h,)} mosxkemo
oboratutu cBuM Moryhum komnarubunanm naposuma (U, h). OBako npomupe-
Ha CTPYKTyPAa je OUYMIJIeIHO eKBUBAJEHTHA ca mojasHoM. O3HauuMmo mobujeny
Opommupeny CcTpykrypy, nonoso, ca {(U,,h,)} u Ha3z0BUMO je MakCHMaJIHOM
KOMILIEKCHOM CTPYKTYPOM Ha HOBpmM [, OTHOCHO, MAKCUMAJHUM ATJIACOM.
Tana, nse Pumanose nospmu (Ry, {(U,, h,)}) u (R, {(W,,9,)}) cmaTpamo ece-
HIIMjAJIHO UCTUM, YKOJMKO Cy UM OAroBapajynu MakCUMaJHUA aTjacy WIACHTU-

YHUN.

ITpumep 3.1.1. (a) Heka je 3amara mpoussosmua obnact D C C. Ilap (D, h),
roe je h: 2z~ 2z, z € D, nOEHTUYKO NIpPECINKABame, Ne(PUHUIIE jeTHY KOMILJIe-
KCHY CTPYKTypy Ha D, mro HaMm omoryhasa ma obmact [ TpeTrmpaMo Kao
PumanoBy mospm.

(6) Hexra je R = C. Konexnuja {(U;, h;)}, i =1, 2, rme je Uy = C, Uy = C — {0},
hi(z) = z u hy(w) = % OUUTJIeHO Ne@UHUIIE KOMIUIEKCHY CTPYKTypy Ha C.
Ipu Tome Basu (hoohy')(2) = %, z € hi(UyNUy) = C—{0}. OBako mepunucany
nospm hemo 3Batu Pumanosa cdepa.

(n) Ceaku orBOpeHu moickyn PumanoBe mospmm je PumanoBa mospin ca, Ha
yobuuajenu HauuH, HacIe hHeHOM KOHYOPMHOM CTPYKTYPOM.

(nm) Herka cy w; u ws KOMILIEKCHM OpPOjeBM pAa3IUUUTUA OJl HyJIe 3a Koje je
Im % # 0. Hepunummmo penanujy y crymy C: z; ~ 2o aKO 1 caMO ako je 2o =
2+ 72nw1 + nws, 3a Hexke m, n € Z. OuUuUriaenHo je OBUM 3aXTEBOM AePUHUCAHA
jemna penanuja exuBasennuje y ckymy C. Oszmaunmmo ca T = 7(C), rze je
T : 2z +— [z2], z € C, onroBapajyha mnpojekuuja. IlocmarpajmMo mpou3sBosman

orBopen ckyn W, C C koju He caap:Ku HUTHU je1aH Nap €KBUBAJEHTHUX TadaKa.
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~1, 2 € U,. Konexrnuja

Osumaunmo ca U, = 7(W,), omnocuo, ca h, = (T|w,)
{(Uay ho)} meduuume jemuy roMmmiekcHy cTpykrypy Ha 1. YO6ynyhe, taksy
PumanoBy moBpm hemo HasMBaATW TOPYCOM KOJU jeé TEHEPUCAH KOMILIEKCHUM

OpojeBuUMa Wi U Ws.

[IpernocraBumo na cy R u S aBe yHampen 3amate PuManoBe moBpImM u ma
je f: R— S jemno mHenperunuo npeciaukaBame. Heka je P nmpousBosbHA Tadyka
noppmm K. 3a nmpecaukaBame [ KaKeMO Oa je aHAJIUTUYKO y Tadku P ako mo-
croje nokasue kapre (U, h) oko tauke P u (W, g) oko Taure f(P), f(U) C W, ca
aokasHUM apamerpuma z € V = h(U) CCuw € V' = g(W) C C, pecnexkrusho,
TakBe na je pymrmaja w = F(z) = (go foh™')(2), 2 € V, anamuTuuka y Tauku
h(P). JacHo je, ¢ 063upom Ha penauujy (3.1.1), na nperxonna neduHUIM]ja HE
3aBucHU o n360pa JOoKaJHUX nmapamerapa oko tada P u f(P). Ako je npecau-
KaBame [ aHAJUTUYKO y CBAKO] Tadyku moBpmu R, 3BahieMo ra aHaauTUIKUM
IpeciMKaBameM, OTHOCHO, KOH(MOPMHUM IIpeCcIrMKaBameM, YKOJIUKO je jemaHO-
aucuo. Takobe, HA MOTIYHO MCTU HAUWH Ce Ne(PUHUIIY IPECIUKABAMmA KIlace

C*, k € N, koja menyjy usmeby PuMaroBUX IOBpIIN.

Hedununmnuja 3.1.2. 3a nse PumanoBe noBpmu ka:keMo 1a ¢y KOHOOPMHO €KBU-

BaJIeHTHE, aKO IIOCTOjU KOH(OPMHO IPECINKABaH€ jelHe Ha APYTY IOBPII.

3.2 YHUBep3aJIHO HATKPUBAHE

Y nedpunmnuju PuManoBe moBpmIM 3aXTeBaHO je ma mpesacuu usMmebhy Jso-
KaJHUX mapamMerapa Oyay octBapenu y3 nomoh 1 — 1 aHAIUTUYKKAX MPECIUKA-

Bama. Mebyrum, yronuko je neciuxasame hy, o bt : h, (U, NU,) = h,(U,NU,)
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HENPEKNIHO, TOBOPMNEMO O TONOJIONIKO] IOBPIIM, OOHOCHO, Kpahe, o moBpmu.

Ton markpusajyhom mospmu mare mospmu R moapasymesamo map (R, 7),
rme je Ruopmu7: R — R CYPJEKTUBHO TPECIVKABAIE KOj€ je JTOKAJHU
xomeoMopduzam. IIpecnukaBame T hemo 3BaTm IpOjeKNUjoOM U Kaa IOz je
P € R upousBosmHO, 3a Tauky P € 7 '(P) KaseMO Ja €K U3HAI Tauke
P. Yronuko uctuname oarorsapajyhe mpojekinuje Hrje o1 IpecyaHOr 3HAYAja,
narkpusajyhy mospm hemo o3mauasaru camo ca R u Hasusaliemo je HaTKpu-
BameM nospmu R.

[Tocmarpajmo, name, kpuy v : [0,1] — R wa nmospmu R. Kaskemo na je
kpusa 7 : [0,1] — R HATKPWBa KPUBY 7Y, OOJHOCHO Ia je 7 JUPTUHT KPUBE Y Ha
nospum R, axo je 704 = . Axo je ¥(0) = P € R u 4(0) = P € R, Taza je
tauka P usHan tauke P u 3a KPUBY 7 KayKeMO, JOII, na je JU(OTUHT KpUBE 7y

u3 tauke P.

Hedbunumuja 3.2.1. Hatkpusajyha mospin (R, 7) mare moBpmu R ce Ha3MBa
peryigapHa HaTKpuBajyha mOBpII, aKO CBaka KpWBa 7y Ha moBpmm R mnma au-
¢TUHT M3 OMJIO KOje TaukKe KOja JIeKW W3HAJ WHWNNjaJHE Tadyke Te KpuBe. Y
TOM CJIy4Ya]y, MPECINKABAKE T : R—R je Cypjernmja u KapAMHAIJIHOCT CKYIIa

77Y(P), P € R, ocraje ucra mpoMeroMm Tauke P.

Teopema 3.2.1. (Teopema o mononpomuju, [2]) Heka je R De2YAaPHO HAMKEPU-
asawe dame noepwu R. IIpemnocmasumo 0a cy vy, u Y2 08€ TOMOMONKE KPUBE HG
nospwu R. Tada sudmuns3u Kpueus v, U a2 Ha No8puLL R, u3 ucme mavke, umajy

ucmy Kpajwny mavky u maxohe cy roMomonHu.

[IpumeTrnMo na je y ciydajy peryjJapHOT HATKPUBAWma IPOCTO IIOBE3aHE

noBpmu R Ipojeknuja 7 XOMeoMOp(pU3aM.
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Y nmameM TekcTy hemo pa3MaTpaTH MCKBYYWBO peryjapHe HaTKpuBajyhe
nmospum. 3a ase martkpusajyhie mospmu (Ry,7) u (Ry,7) mare moBpmm R
Ka;KeMo 1a je (RQ,TQ) CHasKHUja O (Rl,ﬁ), aKO IMOCTOJU NPECIUKABAE To| :
Ry — Ry, TakBO Ha je T = T © To1, & TP (éQ,Tzl) je maTkpusajyha mospm
OB PIITU R,. Osaxo yBeneHa penanuja m3Mmebhy vHarkpupajyhux moBpiu je
OUUMIJIETHO TPAH3UTUBHA U WCTA OePUHUIIE jenHO HaplujasHo ypebeme HA
CKymly cBuX Moryhwmx natkpuBajyhux moBpmu 3anate moBpimu R. Takobe,
YKOJIMKO Cy HABe HAaTKpuBajyhe moBpmm 3amare moBpmu R y3ajaMHO CHAYKHUjE
jemna om mpyre, cMaTpaheMo MX €KBUBaJIEHTHUM.

Hexka je (R, 7) marrpusajyha nospumm nare nospmu R u Py € R npousBosbHa
Tauka. Purcupajmo raury Py € 7 1(Py) 1 o3maummo ca G(Py) ckym cBuX XOMO-
TOTICKUX KJIaCa 3aTBOPEHUX KPUBUX 7y HA HMOBpmU R ca WMHUNK]AITHOM TAYKOM
Py, unju je mudTUHr U3 Tauyke ]50 3aTBOPEHA KPUBa Ha ITOBPIIA R. Ha OCHOBY
Teopeme 3.2.1, ckyn G(P,) obpasyje moarpymy ¢ymamamentamse rpyme m(R)
nospum R. Yromuko je Qy € 77 1(Py) Tauka pasnuumra ox Tauke Py u G(Qp)
omrosapajyha ummykoBama moarpyma rpyme m(R), taza he rpyme G(Pp) u
G(QO) outu mebycobuo romjyrosanme. Tarobe, uzbop tauke Py Huje ox QyH-
TaMEHTAJHOT 34Yaja.

Ilakne, cBako HaTkpuBame noppmu R oapebyje kiaacy KOHjyroBaHuUX TO-
arpyna rpymne mi(R), IpyM UeMy €KBMBAJEHTHUM HATKPUBAjyNuM mOBpIIMa
oarosapa ucra kmaaca. O0puyTo, mosnazehu om npousBossHe nmoarpyne G ¢y-
HIAMEHTaJHe I'Pyle noBpmu R, jeJHOCTABHO je KOHCTpyucaTtu oarosapajyhy
HaTKpuBajyhy mnoBpiI (f%, T), WIN ¥H0j EKBUBAJEHTHY, kKoja he ompebuBarm

KJIaCy KOHjyroBaHux noarpyna rpyue m(R), y omnocy ua moarpymny G. Ilpwm
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tome he rpyma 71 (R) 6utn usomopdua ca G (Bumern [2]).

Hajcuaskuuje narkpusajyhe nospmu nate nospmum R (cBe cy Hapasuo mebhy-
cOOHO EKBUBAJIEHTHE) Cy OHe Koje cy oapebeHe TpuBMjaaHOM HOArPYIOM (y-
HaaMeHTaJsHe Tpyne noBpmu R. Vcre hemo HazuBaTy yHUBEP3aJHUM HATKPU-
BajyhuMm moBpmuma noBpmu R. [lakie, yHUBep3ajHAa HATKPUBAKA Cy IPOCTO
IIoBe3aHe MOBPIIU.

YBeouMo cana jemaH BajkaH IOjaM KOjU Ce OOHOCU Ha HATKpUBajyhe mo-

BpIIM, Tj. MOjaM HATKpuBajyhe TpaHchopMmaIuje.

Hedunumnuja 3.2.2. Heka je (é, 7) HaTkpuBajyha moBpm mare nospum R u
HEKa je ¢ XOMeoMop¢uzaM mOBpmU R Ha ceGe. 3a IPECIUKABAME @ KAKEMO
na je HATKpuUBajyha TpanchopManuja MOBPIIA R ako Basu T o @ =T, T]. aKO

tauke P u p(P) nMajy ucry upojexuujy, 3a csako P € R.

OuursnenHo je ma CKyn CBUX HATKPUBajyNux TpaHchopMalrja HATKPUBAA
R nospmu R uuHn IPyIy y OOHOCY Ha KOMIO3UIMjy IpecimkaBama. Taxobe,
HIUje TeIIKO IIoKa3aTy Ia OMJIo Koja HaTKpuBajyha TpaHchopMaIyja IOBpIIN }N%,
pas3auumnTa ol MAEHTUYKOL IpeciIrKaBama, HeMa (UKCHUX Tadaka. la mH)O-
pmanuja he HaM OUTH OX KOPUCTU IPUINKOM KJIacupuranuje PuMaHOBUX IO-
BpIIN.

Y mameM TeKCTy heMo HaTKpUBama IMOCMATPATU UCKYUUBO y CIAYYAjy
PumanoBux moBpmum m yumanhemo mx PumManoBuM moBpmmMa cHabIeBambeM
UCTUX ca oAroBapajyhoMm ,moaurayToM”’ KOMIIJIEKCHOM CTPYKTYPOM. & TOM

cayuajy he oarosapajyhe mpojekrnuje OUTH aHAIUTUYKA MTPECIUKABAILA.

Teopema 3.2.2. Heka je R dama Pumarnosa nospw u (}N%, T) namxpueajyha noepw

ucme. Tada ce R moxnce crnabdemu jeQuHCMBEHOM KOMNAEKCHOM CMPYKMYPOM,
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Koja he ywurnumu npecaukasamwe T anasumuvkum. Taxey cmpyxmypy hemo wasu-
8aMU NOOUZHYMOM KOMNAEKCHOM CMPYKMYPOM, 00HOCHO, AUPMUNZOM KOMNAE-

Kche empykmype xoja je zadama na R wa nospw R.

Ioka3s: Heka wonexnuja {(U,, h,)} nepunume KOMOIEKCHY CTPYKTYpPY Ha MO-
spmw R. 3a cBaky Tauky P € R n3abepuMo OKOIMHY Up UCTe, TAKBY Ja je mpe-
CIUKABaHe T‘ﬁ}s JEMTHOJVICHO M YWja je CIWKa, IPpU T, CaaAp:KaHa y OTBOPEHOM
ckymy U, 3a mexo v. Tama, komexmuja {(Up, hy, o T|Uﬁ)} ne(pUHIIIE KOMILTIEKCHY
CTPYKTYDy Ha IOBpPIU R U NPECIMKABABE T j€ AHAIUTUYKO. JeIMHCTBEHOCT
TPUBUjAJTHO CJIEIN. O
[IpumeTumo na, ykoauko cy R u R PumanoBe mospmm, HaTKpUBajyhe
TpaHCc(opManuje cy KOHGOPMHU ayTOMOP(PU3IMHU IOBPIIN R. Crenujaano, ako
je Re{D,C,C}, rme je D={z € C:|z| <1}, Tama cy omrosapajyhe markpu-

Bajyhe Tpancpopmanuje OnianHeapHa IPECIVKABAKA.

3.3 Teopema yundopmusaruje

dopmynucahemo cana jenqHo on HajBaKHUjUX TBpDema y Teopuju QyHKIN)A
jemHe KOMILJIEKCHE MPOMEHJ/bUBE. Y JIUTEpATypPU Ce UCTO Hajdelnhe mojaBibyje
IOJT HA3WBOM TeopeMa yHuUdopMU3alulje W IpencTaBba aHAJOTOH PuManose

TeopeMe KOja ce OOHOCHU Ha JNOMeHe Y KOMIJIEKCHO] pPaBHWU.

Teopema 3.3.1. Ceaxa npocmo nosesana Pumanosa nospw R je xongopmro

exeusanenmua ca mawno jeonom 00 nospwu D = {z € C : |z| < 1}, C uau ca

C.
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Ilakne, Ha OCHOBY HpeTXOOHE TeopeMe, cBaka PuMaHOBa MOBPII KAO YHU-
BEpP3a/HO HATKPUBAHE MMa IOBPII R KOja je KOH(OPMHO €KBMBAJEHTHA Ca
tauno jexaoM ox mospmu I, C umu ca C. 3a mospm R uuje je yHEUBEP3aJIHO
HATKpUBame KOHOOPMHO EKBUBAJIEHTHO ca ) KaxkeMO na je XumepOOoInYKOT
TUna. Y ciIydajy na je YHUBEP3aJHO HATKPUBaMme HOBpIM R KOH(OOPMHO
exkBuBaJsienTHO ca C pehwm hemo ma je Ttagma moBpm R mapaboanykor Tuma.
EnunTtuykor tuna cy HOBPIIM UMje je YHUBEP3aJIHO HATKPUBAMWmE KOH(YOPMHO
exsuBajsentHo ca C. Ilo3maro je ma cy ckopo cBe PumanoBe moBpmu xumep6o-
nuukor Tuna (Bumeru [2]). Axo je C yHuBep3aaHO HaTKpUBame mare PuMaHoBe
IOBpINU, Tana je oarosapajyha rpymna HaTkpuBajyhux TpanchopMmanuja Tpu-
BUjasJHa, Te je cTora m R KOH(GOPMHO €KBUBAJIEHTHO Ca C. Taxobe, mospmmu
koHpopMHO ekBuBasienTHe ca C, C* = C — {0} u TopycoMm cy jemune moBpmm

nmapaboJIUIKOr TUIIA.

3.4 Konadopmua merpuka u I'aycoBa KpuBuHa

Hera je R mpousBomsHa PumanoBa moBpII umja je KOMIJIEKCHA CTPYKTYPa
nepunucana araacom {(U,, h,)}. Ozmaunmo ca z, € V,, = h,(U,) C C noranuu
napameTrap Ha nospumt R koju je acormupan kaptu (U, h,). IIpernocrasumo na
je Ha moBpmu R nepmHucana PumanoBa MeTpuka, KOja y TEPMUHUMA JIOKAJTHUX
napamerapa uMa penpesertanujy ds® = p,(z,)|dz,|?, roe je p, mosutusHA (Y-
uEnuja kaace C? y V,, KoMmaTuOuiHa ca KOMIJIEKCHOM CTPYKTYPOM Ha IIOBPIIN
R, Tj. ca cBojcTBOM ma kanm rox cy z, € V,=h,(U,) CCuz €V, =h,(U,) C
C nokanuu mapamerpu Ha mospmu R, 3a koje je U, NU, # 0, na je tana

Pu(2u) = pV(A(Zu)”AI(Zu)P’ z, € U,NU,, roe je ca z, = A(z,) = (hy o hll)(zu)
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03HAYEHO IIpeCIUKaBalke KOje ONncyje KOHGOPMHU Ipesa3ak usMehy soxkamIHmx
napamMerapa z, 4 z,.

[IpumeTrnMo na je y oxkoIWHM cBake Tauke PumanoBe moBpmu R MeTpuka
penpe3eHTOBaHA KAaO MO3UTUBHU YMHOMKAK €YKJINACKE METPUKe. Y MPUIIOT KO-
H(GOPMHOj MHBAPMjaHTHOCTU OAroBapajyhnnx penpeseHara IPUINKOM IPOMEHE
JIOKAJIHUX MapameTrapa, nepuHucany MeTpuky Ha nospmu R hemo 3BaTu kKO-
H(OOPMHOM METPHKOM U Kal I'ox je To Moryhe, 6e3 rybuTKa ONIITOCTH, O3HAYA-
Batu ca ds® = p(z)|dz|?. Tarxobe, omrosapajyher pempesenta z — p(z) hiemo
3BaTU I'yCTUHOM KOH(GOPMHE METPUKE y TEPMUHMMA JOKAJJIHOT IIapaMeTpa Z.

Oszumaunmo ca 7 : [0,1] = R npousBombHY peKTUGUIMjabUIHY KPUBY HA MO-
ppmu R. Ily:uHa KpuBe 7 y OAHOCY Ha 3anaTy MeTpury ds’ = p(z)|dz|* ma mo-
Bpmu R je HeHeraTmBan Opoj, y o3Hanu |v|,, nepunucan ca |y|, = / Vp(2)|dz].

g
C 063upoM Ha MHBAPUjaHTHOCT JIMHI]jCKOT eJleMeHTa ds = \/p(z)|dz| Ha noBpum
R, HMje TemKO MPOBEPUTU na je AY:KWHA PEKTU(GUNNjaduIHe KPUBE KOPEKTHO
nepunucana. Taxobe, mo3HaTo je na YKOJIMKO IPOM3BOJLHO M3abepeMo IBe
trauke P n P, Ha moBpmm R u o3naumnmo ca d,(Py, %) = inf |v|,, roe ce uadumym
y3UMa Oy:K CBUX PEKTUOUIN]aOMIHMX KPUBUX Y Ha moBpmu R Koje cmajajy
tauxke P, u P, na je TuMe mepuHMCAHO jeIHO pacTojame Ha mOoBpmu R, mTo
3HAYM JOa TOBpI R MOKeMO TpeTrupaTd U Ka0 METPUYKU HpocTop. PyHKIWM)y
d, hemo 3BaTm pacrtojameM Ha PumanoBOoj moBpmu R Koje je MHIYKOBAHO KO-

HpopMHOM MeTpukoM ds® = p(z)|dz|?.

Hedunnmnuja 3.4.1. Heka je ds* = p(z)|dz|* kondpopmua MeTpuka meduHUCAHA

Ha Pumanosoj nospmu R. Yoummo nokasnuu napamerap z € V = h(U) C C oko
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npousBosbHe Tauke Py, h(Py) = zp € V, Ha noBpmm R u nmpeTnocTaBuMo na 3a-
JaTa MeTpUKa, y TEpPMUHMMA HapaMeTpa 2 MMa UCTO O3HAUYEHY PElpe3CHTAIN]Y.

Peanan 6poj
1 (Alogp)(20)
2 p(z0)

HazuBaMo ['ayCOBOM KPUBUHOM, OJHOCHO, KDUBUHOM KOH(OPMHE METpUKe ds® =

Ky(z0) = — (3.4.1)

p(2)|dz|* y Tauku Py nospmu R.

Huje Temko mokazaTu ma NpeTXOonHa AepUHUIUja HE 3aBUCKH oI u3bopa
JIOKAJIHOT mapaMmepa y OKOJUHM Tauke Py Ha mospmm R. 3aucTa, YKOJIUKO je
7€V = hU) C C Hexn Opyru JOKaIHM mapameTap oko Tauke Py, h(P) =
Zp, omHOCHO, ds? = p(Z)|dZ|? omroapajyha penpesenTtamuja nate KOHGOPMHE

MeTPUKe Yy TepMUHUMa TOT ITapaMeTpa, Tala je UCIYHEHO

(Alog p)(z) = (Alog((po A)|A'(2)]*))(2)
= (Alog(po A))(2) +2(Alog |AT])(2)

= (Alog p)(A())IA ()P,

y HEKOj, moromuo omabpanoj, okonunu V' C V Ttauke 2, jep je ¢pyHruuja z —
log|A'(z)], z € V', xapmonujcka, rue je Z = A(z) npeciauraBame KOje yCIIO-
cTaB/ba KOH(POPMHU Ipesiazak usMehy onrosapajyhmx napamerapa. MebyTum,
kaxo je % — Al(z0) 1 p(z0) = F(A(0))|A/(20)[2, 10 je Koy(z0) = K(0).

Yoynyhe, HezaBucHO o1 n360pa JOKAJIHOT TapaMeTpa Ca KOjUM OIEPUIIEMO,
rosopuhiemo o I'aycosoj kpusuHu KoHpOopMHE MeTpuke ds? = p(z)|dz|* xao o
¢yHEINjU meduHUCAHO] Ha maToj PuMmanoBOj moBpmm koja je 3amaTa (opMmy-
aom (3.4.1), wTo je y MOTIYHOCTH ONPAaBIAHO C OO3UPOM Ha MPETXOMHO pa-

3MaTpame.
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ITpumep 3.4.1. Oszmaummo ca D = {z € C : |z| < 1} jemquanuan muck y C.
[TocmaTpajmo korpopMEY MeTpuky ds? = \(z2)|dz|* ma mucky D, umja je ryctuna

z +— A(2) mepunucana ca

Az) = ( 2 )2, e D. (3.4.2)

Kako je

(Alog A)(2) = 4(log A).z(2) = —8(log(1 — |2]*)).z(2)

=5 (). 9 = =o€

Tj. (Alog\)(z) =2X(z), z € D, 10 je K)(2) = —1, 3a cBako z € D. Ilakzue, Ko-
apopmua MeTpuka ds? = \(z)|dz|? je koncranTHe ['aycose kpuBuHE jemHare —1
Ha D. OcumMm Tora (BI/I,I[GTI/I IOIJIaBJbE 4.1), HUj€e TENKO MOKa3aTU Ha je OIr0-

Bapajyhe pacrojame Ha mucky D MHIYKOBAHO TOM METPUKOM IaTO (POPMYJIIOM

Z1—22 ‘
1 + |1—2221
1 — | z1—z2 )

1—Z2221]

dx(z1,29) = log 21, 2o € D. (3.4.3)

Hedwnnnmnuja 3.4.2. Kondpopmuy metpury ds? = \(z)|dz|? nepunucany Ha je-
nuanYHOM nucky D, umja je ryctuna medunurcasa pesanujom (3.4.2) HazuBamo
XUIepOOINYKOM METPUKOM Ha jeaumuauvyHoM aucky . Hbeny ryctuny mazmBamo
XumepOOJIUYKOM I'yCTUHOM, a oAroBapajyhe mHAyKOBaHO pacrojame d) Xuie-

POOIUYKUM pacTojarmeM Ha jeAMHUYHOM TUCKY D.

[TocmaTpajmo, moHOBO, Tpou3BoJbHY PumanoBy nmoepm R. IIpernoctaBumo
na je moBpm R XunmepOOJIWYKOT THUIA, Tj. [Oa je YHUBEP3AJIHO HATKPUBAHE

noBpu R KOHPOPMHO €KBUBAJICHTHO ca jeaquHuyHuM muckoM D). Osmaunmo ca
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7 :D — R omroBapajyhy mpojeknujy. VMzabepumo npous3BosmHy Tauky Py € R
u o3HauMMO ca wy € ) npousBosmHy Tauky u3z ckyna 7 (Fp). Herka cy w € W n
zeV =h{U)CC,U=7(W), nokanuu napamerpu oko tauvakra wy u Fy, pece-
KTUBHO, Ca CBOjCTBOM JMa je IpeciukaBame 7 jeqnosucHo y W. Ozmaunmo, 6e3
ryOUTKA OMIITOCTH, Ca T MHAYKOBAHO IpecaukaBame w — (hot)(w) =z, w € W.
Hepunumumo Gpyrrnujy Ag(z) = [(771) (2)PA(771(2)), 2 € V. Ouurnenso je \g
nosutuBHa GymEmuja kirace C? y V, ma je, 360r npou3BoJLHOCTU Tauke Py, Ha
OBaj HaAYMH Ae(PUHMCAHA jedHa KOJeKnMuja (YHKIU]a Yy TepPMUHUMA JIOKAJHUX
mapaMerapa Tadaka Ha nmoBpmm R. JemHOCTaBHO je moka3aTwu Ja Ta KOJIEKIW-
ja mMa CBOjCTBO KOH()OPMHE MHBAPUjAHTHOCTU NPUIUKOM IPOMEHE JIOKAJIHOT
mapaMerpa, Te na AeuHUIIe jeqHY KOHOOPMHY METPUKY Ha HOoBpmU R, KOjy
hemo, 6e3 ymamema OMMTOCTH, o3HauaBaTu ca ds® = Ag(z)|dz|?. TIpu Towme,
Kao y CIydYajy IOoKa3a KOPEKTHOCTHU neduHuiyje l'aycoBe KpuBuHE, KOja OCTa-
je mcra TpUINKOM IPOMEHEe JIOKAJHOT IapaMeTpa, IMOKa3yjeMo na je Ha OBaj
HA4YVH neprHUCAHA KOHPOPMHA MeTPUKa KOHCTaHTHe ['aycoBe KpUBUHE jeqHAKE
—1 ma moBpmu R, KOja He 3aBucu HU O m3bopa mpojeknuje 7. Twume cMo

MIpakKTUYHO MOoKa3aJyu cienehe tspheme.

Teopema 3.4.1. Hexa je R npouszgonna Pumarnosa nospui, xunepbosuuroz muna.
Taoda ce nospu, R wa jednucmeen Havun Moxce crab0emu KoRPOPMHOM MEMPUKOM
xoncmanmme Laycose kpusune jednarxe —1, xojy hemo nazusamu runepd osudKoOM
mempuxom Ha nospwu R. Taxobhe, axo je 7 : D — R npojexyuja yz nomoh xoje
je ocmeapeno namxpusamwe nospuwu R jedunuvrum duckom D, mada je npecaura-
same T AOKAAHA UBOMEMPUJA Y 00HOCY HA PACMOjama uhdyKo8ana 00208apajyhum

xunep60./m%muw MEMPUKAMA.
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NHTepecaHnTHO je mpuMeTuUTU na, KOpuUcTehm QyHKIUj)y 7 @ w — 7w, w €
D, » > 0, kojom ce ocrtBapyje HarkpuBame mucka D, = {z € C : |z| < r}
jemmaryarM nuckoMm D)) xmnmepbosmuka MeTpUKa, YMjy heMo I'yCTHHY, YMECTO

ca Ap., Y JaJbeM TEKCTy O3HadyaBaTH ca ., Koja je neduHMCAHA Ha OUCKY
472
2 _ [.|2)2°
(r? —|z?)

Jlako ce mpoBepasa na je K (z) = —1, 3a cBako z € D,. Takobe, npumehyjemo

D,, uma jemroctaBan obauk ds* = \.(z)|dz|*, rae je \.(z) = z €D,.

na je Ay = A, kao u Dy = D.

ITpumep 3.4.2. Ozuaunmo ca H = {z € C : Imz > 0} ropwy noaypasan y C

u Hera je ds? = \g(z)|dz|* xunepbonuuka merpuka nepunucana wa H. Tana,
. Z—1

Kako je g(z) = Pl € H, roudopmuu uzoMmopduszam ropme noaypasau H ma

z+1

jemuanunn muck D, nobujamo na 3a ryctuny g Basku Ag(z) = A(g(2))]¢'(2)]? =

1 :

—, 3a cBaKo z =z +1y € H.

Y

Y namem rexcry hemo ca S = {z € C: —1 < Rez < 1} o3mauaBaru Be-

PTUKAJHM IIOjaCc y KOMJIEKCHO] paBHU. ['ycTuHY XunepOOJIMUKe METPUKE \g HA

nojacy S hemo ompenuTu y HaApemgHOM MPUMEDPY.

ez? — 1
KOje yCIOCTaBJba KOH(OOPMHU M30MOpdum3aM mojaca S 1 jenuHUUHOr aucka D.

ITpumep 3.4.3. [TocmaTrpajmo npeciaukaBame S(z) = =itan(Zz), z € S,

4

Cama, 1akO HAJA3UMO Oa je

AP
) = T Pe
N (2(\ cos(E2)[2 — \sin(%z)\%)
s 1

J— 27
(2) cos? (5 Rez)’

3a CBaKO z € S.
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3.5 YomiiTeHa XapMOHHUjCKa MpecIinKaBamba

Heka cy R u S nBe ynanpen 3anate Pumanose mospmu. [locmarpajmo cana
npecaukasame [ : R — S, xnace C%, nospum R y mospm S. Oszmaummo ca (U, h)
JIOKAJIHY KapTy ca mapamerpoM z =z + iy € V = h(U) C C ua nospmu R, ka0
u ca (W, g) noranny rapry ca mapamerpoMm w = u + v € V' = g(W) C C na
nospmu S, ca csojcrBoM ma je f(U) C W. Tana je npecaukaBamwe F :V — V',
Koje je mepunucano ca w = F(z) = u(z) +iv(z) = (go foh™')(2), 2 € V, rnace

C?. Yeemumo caenehe osmaxke:

. OF ou .Ov or .~ Ou .O0v
npu Jemy je %(z) = %(z) —i—za—x(z), Kao u a—y(z) = a—y(z) +zay(z), zeV.

Bpoj Jr(z) hemo masuBaru jakoOujanom mnpecaukasawma F y taukm z € V.
Tarobe, yronuxko je 3a Hero z € V', 6poj |F,(z)| > 0, on noceGHor nuTEpECca je

nepUHUCATY KOMIUIEKCHY Auaartanujy, pp(z), npecaukaBama Fy Taukm z Kao
Fi(2)
F.(2)
Heka je P mpousBosmHa Tauka nospmu R u Heka je Q = f(P) omrosapajyha

pp(z) = . IIpupomno ce mamehe cnenehe pasmarpame.

Tauka mopmu S. Youumo JsokasHe nmapamerpe z € V = h(U) CCwu Z € V=
hU) C C, rae cy (U,h) u (U, h) nokanme xapre oko Tauke P Ha moBpmu R,
Takse ma je h(P) = h(P) = 0, omaocHo, nokaxHe mapamerpe w € V' = g(W) ¢ C
uw eV =gW)cC, rae cy (W,g) u (W,j) nokaime kapre Oko Tauke @ Ha
nospmmu S, TakBe na je ¢(Q) = g(Q) =0mu f(U) C W. Osznaunhemo ca F(z) =

(gofoh™)(2), ze€ V,u F(2) = (§gofoh ') (%), Z € V, onrosapajyha unnyrxosana
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npeciukasama. Takobe, osnaummo ca Z = A(z) = (hoh™)(2), z € V, oaunocHo,
ca = A(w) = (§og ) (w), w € V', TpaH3MIMOHA IPECIUKABAHA, KOja OIUCY]Y
KOH(OpMHe npesnacke n3Meby sokasHnx mapaMerapa Ha HOBpmu R, 0JHOCHO,
ua nospmu S. Tama je F(2) = (Ao Fo A™1)(%), 2 € V, omakie mpuMeHOM

yobuuajeHux npasuia audepeHnmpama HAJIA3UMO J1a je

- oy A(0) ~ A'(0)

F;(0) A’(O)FZ(O) n F;(0) = WFE(O), (3.5.1)
kao u J;(0) = :i:gg;:zJF(O) Takobe, ako je F,(0) # 0, rana je u FZ(O) # 0, Kao

1 111p(0)] = [ue(0).
Yoynyhe hemo, rkax ron je To moryhe, oarosapajyhe mHAyKOBaHO mpe-
CJIMKaBame O3HavaBaTu MUCTO ca f, oarosapajyhe mapruujaane u3Bone ca f, u
[z, JakoOujan ca Jy m, KOHQUHO, KOMILJIEKCHY OUJIATAIM]y ca [if, OTHOCHO, Ca
[t, YKOJIMKO je jacHO O KOjoj ¢yHEmuMju je peu. Hamomenumo na HUTH jenman
Ol IPEeTXONHO nepuHUCAHUX OOjekaTa He medumHuire GyHKIU])y Ha PrmanoBOj
nospmu R. MebyTtuMm, u3 nperxomgHor pa3MaTpama jacHO je Ha MOYKEeMO, T'JIO-
0aJIHO, TOBOPUTH O HyJama u3pa3a f,, OMHOCHO f;, a camuMm TuM u pehu na je

\ps| dysRIIja nedpuHMCaHA Ha mMOBpIM R, OCHM y OHUM TadKaMa y KOjUMa je
f.=0.

Hedunumuja 3.5.1. 3a npecaukaBame f : R — S wmace C? raxxemo ma je
XapMOHUjCKO Y OJHOCY Ha 3a1aTy KOHpopMHY MeTpury ds?® = p(w)|dw|* ma
nospmu S, YKOJIUKO je 3a CBAKMU Iap JIOKaJHUX napamerapa z € V = h(U) C C
nweV =gW)cCC, rme cy (Uh) u (W,g) nokasnue rapre Ha nmoBpum R u

noBpum S, peCHeKTuBHO, 3a kKoje Baxku f(U) C W, ucnymeno

puw(f(2))

(f2)=(2) +
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3a cBako z € V, roe je p onroBapajyha penpesenranuja KOHOOPMHE METPUKE

y TePMUHUMA JIOKAJHOT mapamMeTpa w Ha MOBPIIX S.

Y cnayuajy npecinukaBama [ Koje menyje namehy momeHa KOMIJIEKCHE DABHU
U IIPUCYCTBA €yKIUICKE METPUKe y cauiy, peaanuja (3.5.2) nedunume oOudaHO
XapMOHM]CKO TpecyukaBame. Hekn ayTopu mCTO HA3UBAjy U E€YKIUICKO Xa-
PMOHUjCKO TpeciukaBame. I[lpumerumo ma y tom cuayuajy 3a f @ Q —
rae cy Q u Q@ obuactu y C, Basku (Af)(2) = 4f.2(2) = 0, z € Q, mTo HaM
KapaKTepUllle XapMOHU]CKO IIpecJnKaBame y obaactu ).

Teopuja yommTeHUX XapMOHU]CKUX IIPECIMKABaMmba, OMHOCHO, IIPECIUKA-
Bama KOja Cy XapMOHIjCKa y OQHOCY Ha KOHOOPMHY METPUKY Yy CJIWIU, j€ TECHO
[OBE3aHa Ca TEOPUjOM XOJIOMOD(HUX KBaApaTHUX mupepennujaaa (Bugetu [56]).
[Ipemusuuje, ykomnuko je f : R — S, rme cy R u S nBe mpousBomue Pu-
MaHOBE MOBPIIU, XapPMOHU]CKO IPECIUKABakhe Y OQHOCY HA 3a0aTy KOHPOPMHY
meTpukry ds®> = p(w)|dz|* na moBpmm S, Taga npecaukKaBame f AeQUHUIIE jemHy
KOJIEKIM]y AHAJUTUYKUX (YHKOMja, y TePMHUHVMAa JIOKAJHUX IapamMerapa Ha
noBpmu [, 1 caMUM TUM jeJaH XOJOMODP(HM KBaIpAaTHN DU(EepEeHnujal Ha TOj
MIOBPIIIN.

[Iocmarpajmo, crora, KOMIJIEKCHY CTPYKTYpPY Ha moBpmm R, kKojy nedu-

aume arnac ({(U,, h,)}), ca pokanaum napamerpuma z, € V, = h,(U,) C C.

Hedbunnmuja 3.5.2. XomomophHu KBagpaTHu audepeHnujai ¢ Ha PuMaHOBOj
nospmu R je nepunucan konexknujom {¢, }, ¢, : V, —» C, ananuruurux QyHKrIuja

3a koje, kax rox je U, NU, # 0, Basxkn

Pulz) = pu(Az)) (A ()%, (3.5.3)
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rae je z, = A(z,) = (h, o h, ) (2,), 2, € h(U,NU,), npeciukasame Koje ycmo-

CcTaBJba KOH(POPMHU IIpejia3ak U3MeDy JoKamHuX IapameTapa 2, U 2.

®yHKIN]Y (o, HA3UBAMO peNpe3eHTalljoM XOJOMOP(HOT KBaIpaTHOT Aude-
peHnujana  y JIOKAJHO] KapTU Ca mapaMeTpoM z,, HOK NeMo 3a peJsainujy
(3.5.3) pehu ma onmucyje cBOjCTBO MHBAPUjaHTHOCTHU OAroBapajyhux pempese-
HATa UCTOT.

JacHo je ma ce o KBaapaTHOM OudepeHnujary He MOXKe I'OBOPUTU KaO O
¢yukumju Ha Pumawnosoj mospmwu. Mebyrum, kopucrehu penanujy (3.5.3),
MOKEMO pacIpaBbaTi O leroBuM Hyaama. Ome he 6mTu, cBakako, M30JI0BaHe
1 1O0OPO mepUHMCAHOT pena, OCUM Yy CIydajy TPUBMjAJHOT KBAIPATHOT Oude-
peHIujaga, Tj. OHOI UHje Cy CBe OoAroBapajyhe pempe3eHTaluje UIeHTUYKU
jemnake mynmu. Crora, y ciaydajy HETPHBUjaJHOT XOJIOMOP(HOT KBaIPATHOL
mudepeHnujaia, CKym HysJaa ucTtor he 6utu muckperan Ha moBpmm R, mok he

OUTU KOoHauyaH Ha KOMIAKTHUM PumamoBum IIOBpPIOMMaA.

ITpumep 3.5.1. (a) Ouwnrsnenso je ma ce KBAAPATHU AU(EPEHIU]AT MOMKE 3a-
naTH Ha CBako] PumanoBOj moBpmm. Y ciaydajy IOMeHa KOMIIJIEKCHE DaBHU,
OnIo Kaja aHAIUTWYKA QYHKNUja OepUHUCAHA Y TOj obiacTy neduHUIIE jenaH
XOJOMOP(HM KBaIpaTHU AU(epeHIN]al.

(6) Ha Pumanosoj chepu C ce me Moske 3a1aTH XOTOMOPGHA KBAIPATHYA MADe-
pEeHIMja]l OCMM TPUBUjAJTHOI. 3amuCTa, YKOJUKO je (¢ jelaH HEeTPUBUjaJIaH
XOJIOMOP(HU KBaApaTHU Au(epeHnujas Ha C, unja je KOMILIEKCHA CTPYKTYPAa

nepunHucana y npumepy 3.1.1, raga Baxku

() = ) = eal5) 0 = € C= {0}, (354)

z
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tj. z2lpi(2) = @2(%), z € C—{0}, rme cy ca ¢; : C = hy(U;) = C u ¢y :
C = hy(Us) — C o3nauene penpeseHTanuje TOI KBAAPATHOI AU(EpEHIUjasa Y
TEPMUHUMA JIOKQJHUX IapaMerapa z u w. MebhyTtuMm, kako je ¢yHEIMja @1
AHAJMTUYKA y OKoJmHU Tauke z = (0, To he ¢ymrumja @, 6utm orpanmyena
y OKOJIMHU Tauvke z = 00, ma he Outu KoHCTaHTHA ¢yHEKIUja Ha neaom C,
pazaununTa on Hysne. Tana, ma ocuoBy pesamuje (3.5.4), 3akmpyuyjemo ma he

GyHKIMja (o1 UMATHU MIOJ 4eTBPTOr pena y Tauyku z = (), mro je Hemoryhe. O

Teopema 3.5.1. Hexa cy R u S Pumanose nospwu u f : R — S zapmonujcko npe-
caukasame y 00nocy wa 3adamy kongopmny mempury ds* = p(w)|dw|? na nospwu
S. Tada, 3a ceaxu nap aokaanwux napamemapa z € V= h(U) C C, na nospuu R,
vwe V' =g(W)CC, na nospwu S, 3a xoje je f(U) C W, saxcu da je dynryuja

U(z) = (po f)(2)f=(2)f2(2), z €V, (3.5.5)

anasumuura y V', 2de je ca p osnwauena odzosapajyha penpesenmayuja dame me-

mpukre Yy mePpMUHUMA A0KAAHOZ NAPAMETPA W.

Iloxa3: Kopucrehu nedmHuUIMjy yonmreHOr XapMOHI)CKOT IPECIUKABAKHA J10-
oujamo
V:(2) = (po f)a(2) f-(2) f2(2) + p(f () (f212):(2)
= pu(f) L) ()P + pa(F () fo(2) P f(2)

+o(f () f22(2) f2(2) + p(f(2)) fez(2) f2(2)

Pull2) 4 ) f(2)

)
)

~— | ~—
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op jo P2 _ 0 %)), ommocwo, L2 E)) 2) = (log)a(f(2
3a cBako z € V, jep je ) (log)w(f(2)), om () (log)a(f(2)),

z € V. Hlakne, pyuruuja z — 1(2) je anamutuura y V. O
KRopucrehn nonamame kOHGOpPMHE METPUKE IPUIMKOM IIPOMEHE JIOKAJIHOT
nmapameTrpa, Tj. BaKHO CBOjCTBO MHBAPUjaHTHOCTU WMCTE, J€THOCTABHO j€ TO-
KazaTu ga je penamujoM (3.5.2) mepuHmucaHa jenHa KOJIEKNUja AHAJIUTUYKUX
¢yHEIMja, y TEDMUHUMA OAroBapajyhnx JIOKaJIHUX IapaMerapa, Koja neduHu-
e jegaH XOJIOMODP(HM KBaAPATHU OUdepeHnyrjast Ha natoj PuManoBoj nmoBpmm
R. Ha taj sHauwn onpeben kBaapaTHU nudepeHIrjai 3ay3uMa 3Ha4ajHO MECTO
Yy TEOpUjU YOUIITEHUX XAPMOHUjCKUX IPECIUKABakHa U Y AAJbEM TEKCTY heMmo
ra 3BaTu XoundoB mudepeHnujast Koju je TeHEPUCAH XaPMOHU]CKUM IIPECIUKa-

BameM f.

Teopema 3.5.2. Hexa cy R u S Pumanose nospwu u f : R — S zapmonujcko npe-
caukasame y 00nocy Ha 3a0amy kongopmuy mempury ds* = p(w)|dw|? na nospwu
S. Tada, 3a cearu nap aokarnuzr napamemapa z € V.= h(U) C C, na nospuu R,
vw e V' =g(W) C C, na nospuwu S, 3a xoje je f(U) C W, samcu da pynruugje
2= f.(2) uz = fi:(z), 2 € V umajy usonosane nyae y V, dobpo defdunucaroz

peoa, ual cy ucme udeHMUYKY jeOHaAKe HYAU.

Joxka3s: Jlokazahemo tBpbheme 3a dyurmujy z — f,(2), z € V. Ioka3s je anaio-
rad 3a ¢yHrIUjy z — fz(2), z € V. Hera je g(z) = —%fz(z), z e V.

[IpernocraBumo, jou, na je V okosnuna tauke nyna y C u na je f,(0) = 0. O3zna-

unMo ca § : C — R ¢pynruujy kaace C°, ca KOMIAKTHUM HOCAYEM y (C KOja je

jemnaka jemmuunu y V. Ilocmarpajmo ¢pyurumjy x(z // dﬁdn, z €
c %~
V,rme je ( =& +inp € C. Tana je x:(2) =9(2)g(z) = g(2), z € V. Kaxo je [ xa-

pw(f( ))
o(1(2) ———=f.(2)f:(2), z € V, omHocHo,

PMOHU]jCKO IpeciuKaBame, 10 je f,z(2) =
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(£:09):() = () -0 + L ()():() = ~g(2) ()X + g(2)f-()ex) =,
z € V. Haxne, dpyarmuja z — f.(2)eX?) je amamuruuka y V, Te mocToju okosmHa,
Tauke z = 0, kKoja mpumama V, y kojoj je f.(2)eX®) = 2"(2), ¥(z) # 0, 3a mero

n € N. Tume cmo nmora3anau TBpbheme. O

Teopema 3.5.3. (BoxmepoBa ¢opmyna, [56]) Heka cy R u S Pumanose no-
epuwu u f : R — S zapmonujcro npecauxasamwe y oonocy wa 3adamy KoHPoOpMHY
mempuxy ds* = p(w)|dw|* na nospwu S, xoje uyea opujenmauujy. O3nanumo
ca ds? = o(2)|dz|? Kondopmmny mempury wa nospwu R wuja je penpesenmayuja y
MEPMURUMA AOKAANO2 NaApamempa z, ha nospwu R, dama ca o(z) = p(f(2))|f.(2)]*.
Taoa je

Ko(2) = K,(f(2))(1 = ug(2)?]), (3.5.6)

NE3aBUCHO 00 U360p(1, A0KAAHO2 napamempa 2.

Iloka3: Kako npecnukaBame [ uyBa opujenramnujy, To he jakobujaH Tor mpe-

CIMKaBama OUTU MO3UTUBAH, a camMuM TuM u f,(2) # 0, He3aBuCHO on u3bopa
1)
|f=(2)]

cana Ha nospmu R m Baxku na je |u(z)| < 1. Ocum Tora, m3BGopom JIOKATIHOT

nokasHOr mapamerpa z. Takobe, dyurmmja |ps(2)| je mobpo medpuHU-

napamerpa z € V = h(U) C C, rue je ca (U, h) o3HaueHa JIOKaJHA KapTa HAa
nospmu R, Huje Temko nposeputu aa je ca o(z) = p(f(2))|f.(2)|%, z € V, 3anaTa
jenHa KOHGOpPMHa MeTpUKa Ha R.

Tana je

(Alogo)(z) = 4(logo).s(2)

= 4(log(po f) +log f. + 1Og(ﬁ))zi(z)’ zeV.



udpepennupameM CBAKOI UjJaHa IPETXONHE CyMe nobumjamo:

(log(p o f))=z = (((log p)u © ) f- + ((log p)w © £)(f)-)=

= ((l0g p)uww © f) f-fz + ((10g p)uwa © f) f-(f)=

+((log p)w © f) foz + (((log p)w © £) f-)z,

(08 122 = (1), = ~(((og o 1.

= —((0g p)uw © f) f2fz = ((log puw © [)(f):fz = ((l0g p)u © f) oz,
(o5 T0)e = (129): = (£2). = (g )e o 1170

omakje, cabupameM, HAJIA3UMO 14 je

Alogo = 4((log p)ww o f)(f-(f)z — (f)-f2)
= 4((log p)uww © f)(f-f- — f=f)
= ((Alogp) o A2 = |£:)

= ((Alogp) o [P — [pg]?).
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Konauno, kopucrehu popwmyie 3a ['aycoBe KpuBuHE maTmx MeTPUKaA TOOMjaMO

na je K,(2) = K,(f(2))(1 = |us(2)*), 3a cBako z € V.

HpI/IMeTI/IMO Oa CMO Yy HpeTXO,HHOj TEOpEMHM 3aXTeBaJM HOa IIPpECIMKaBamlkhe

f uayBa opwujentanujy. Mebytum, tBpheme Teopeme he ocrarm Ha cHaA3UM y

CBaKOj Taukru z 3a kojy je f.(z) # 0, Tj. y oHumM Taukama Ha moBpmu R y

KOjuMa je (QYHKIUja |/if| DeprHICAHA.

Hedbunumuja 3.5.3. 3a JI0KaJIHO jeHOIUCHO TpeciukaBame [ : R — S kiace

(C?, koje uyBa opujeHTamujy, rae cy R u S mBe yHampen 3amaTte Pumanose

HOBpIIM, KaskeMo Ia je k-KBasuperysnapro, nocrtoju Heko k € [0,1), 3a koje je

s ()] < E,

(3.5.7)
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HE3aBUCHO 01 m300pa JOKaAJHOT mapaMeTrpa Ha moBpmu R. YKOJIUKO je, jorl,

npecinkaBame [ xomeoMopduzam, ucto hemo Ha3uBaTU k-KBA3UKOH(OOPMHUIM.

O6uuno ce, Buneru [37], 3a 6poj k y3uma HajMA®mU O CBUX OHUX OpOjeBa
u3 uarepsaia [0, 1) 3a koju Baxku penamuja (3.5.7), jep, YKOIUKO je MpPeCInKa-
Bame [ k-KBa3uperyiaapHO, OHIA je u kj-KBasuperynaapso, 3a k < ky < 1. Taj
6poj hemo Ha3zuBaTU KBa3mMperyaapHOM, OOHOCHO, KBA3UKOH(POPMHOM KOHCTa-
HTOM. [MHauye, MHOIrM ayTOpuW 3a KBAa3WMKOH(MOPMHY KOHCTAHTYy y3uMajy OpOj
K = % > 1. Ocum Tora, ykoauko je k = 0, tj. K = 1, npecauraBame

je ounrsienHo aHAJIUTUUYKO. Takobhe, 300r mpeTmocraBke mna NpeciauKaBame f

YyyBa OpHjeHTaIN]y, IPeTXonHa Ae)UHUNNja UMa CMUCIIA.



I'imaBa 4

Andopc-IlIBapiioBa jgema n
IIpuMeHe

Kao mTo je onmucano y riiaBu KOja je IpeTXoauiia OBOj, IPUCYCTBO XUMIEPOIUUKe
MeTPUKe BUIE HUje NIPpUBUJIErUja, Beh peasHOCT, jep je CKOPO CBaK! JOMEH Ca
KOJUM OIEPUIIEMO XUNePOOJIUYKOr TUIa, Ma je ONPaBAAHO y OIIITEM CIIydajy
OOMATHO WCIUTUBATU T€OMETPHUjCKa CBOjCTBA MOMEHyTe MeTpuke. JemHo o
TUX CBOjCTaBa, Ha Koje hemo ce Hajuemhe moO3uBaTU, jeCT€ CBOJCTBO MAKCU-
MAaJIHOCTH XUIIePpOOIMYKe METPUKE Y OQHOCY Ha CBe APyTe KOHPOPMHE METPUKE

unja je ['aycoBa kpuBumHa He Beha —1, Ka0 U BWeMy CIUYHA.

4.1 XwumnepoOboJMYIKO pacTojame

Heka je D ={z € C: |2| < 1} jemuanunu muck y C u ¢ npoussoman KOHPO-

pMHE ayTomopéu3zaMm aucka D, Tj. 1 — 1 aHaIuTUUYKO mpecavkaBame nucka D

2 —a
i

ma cebe. Tana mocroje a € D u a € [0,27) TakBu na je p(z) = e 3a

1—az’

72
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cako z € D. Crora, 3a mpoM3BOJLHE IBE Tadke z1, zo € [) mobujamMo ma BasKu

io (1= laf*) (21 — )
(1—az)(1—az)’

(1 —la[*)(1 - Z12)

(1 —az)(1 —az)’

p(21) —p(22) =e

1—o(z1)p(z) =

OJOHOCHO, NeJbeHEeM NPETXOMHUX jeTHAKOCTHU, T€ IMPEeJacKOM Ha MOMIyJie, JT00u-

jaMo ma je

o(21) — p(22) _ | AT (4.1.1)
L —p(21)p(22) 1 -7z

Tj. In(p(21), p(22)) = On(21, 22), Tme je p(z,w) =

—1, z, w € D.
w

Y maspeMm TekcTy hemo ca ¢, 03HaUYaBaTU KOHGOPMHU ayTOMODP(HU3aM jeqUHU-
. . Z—a
ynor gucka D koju je 3amar ca @,z p.(z) = 12, zeD, aeD.
—az

Takobe, ©6poj on(z,w), =z, weD, hemo ybyamyhe wnasuBaru uceymngo-
XUnepOOIUYKUM pacTojameM n3Mehy Tavaka 2z u w. XunepoOoImIKO PACTOjamhe

n3meby Twmx Tavaka Ha jemmHUYHOM Jgucky [ nedumHMIEMO  Kao
1+ 0p(z,w)
1 —dp(z,w)
dp :DxD — [0,00) nedpuuucana jenna merpura Ha nucky D, kojy hiemo Takobe

dp(z,w) = log . JemmocraBHO ce ma mpoBepuTH na je (YHKIIjOM
3BaTy xunepbonuukoMm (Bumeru npumep 3.4.1). Ocum Tora, kopucrehu peina-
mujy (4.1.1), memocpenHo mpomsusiasu ga Cy KOHGOPMHM ayTOMOP(PU3MU je-
AUHUYHOT AMCKA YjeIHO WM M30METPHUje y OTHOCY Ha ICEYA0-XUIEePOOIUUKO, a
caMVM TUM U y OIOHOCY Ha Xumepboamyko pacrtojame dp. Ca mpyre crpane
(Bumetu npumep 3.4.1), ca d) cMO O3HAUMIN XUNEPOOIMYKO PACTOjarmhe UHIY-
KOBaHO xumepbosumukoM merpurom ds? = \(z)|dz|*> ma mucky D, rme je omro-
Bapajyha rycruna \ medunucana penaunujom (3.4.2). Mebyrum, npenackom
HA TPAHUYHY BPEIHOCT, Kal Zp TEXRU 21, y penauuju (4.1.1), mobujamo ma m

xunepboJINYKO pacTojame d) OCTaje MHBAPUjaHTHO Yy ONHOCY Ha KOH(OPMHE
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ayToMOp(}U3Me jeOIVHUYHOT AWCKa, ONHOCHO, nodujamMo na je 3a IPOM3BOJHAH
Y&l _
1— Jp(2)[?

0<r <1, mro je Tpusu-

KOHOOPMHHM ayToMop(du3aM ¢ jenuHWYHOr aucka ) McnymeHOo
I+r
1— 2%’ 1—r’

jaJHO TIOKa3aTU, TO Ce pacTojame d) y MOTIYHOCTU IOKJAIlla Ca PaCTOjamheM

z € D. Tarobe, rako je d)(0,r) = log

dn Ha jemmuuuHoM mucky D, Te ma cy reomesujcke JWHUjE, Tj. JIOKAJIHO Ha-
jepahe kpuBe y onHOCY Ha XUNEPOOIUUKY METPUKY, M€JIOBU KPYKHUIA, YHYTAD
mucka D, Koje cy oproronasHe Ha jemuHuuny kpy:kEuny T = {z € C: |z| = 1},

OOHOCHO, HEJOBUW NPaBUX, YHyTap MUCTOT, KOje canp:ke Tauky 2z = (.

4.2 OcaoBHa TBphema IlIBapi-IlukoBor Tumna

Popmynucahemo cama u moka3aTu ABa BeoMa BaskHA TBPDema M3 KIaCUdIHe
Teopurje QYHKIVja KOMIJIEKCHE IPOMEHJbUBE. [lpyro on \mUX je TeOMeTpPHjCKa

WHTEPIpeTAIja IPBOr y IPUCYCTBY XUIEPOOIMUKE METPUKE.

Jlema 4.2.1. (IllBapmosa sema, [2]) Hexa je [ : D — D anasumuura gyrnryuja.
Axo je f(0) = 0, mada je |f(2)] < |z|, 3a ceaxo z € D, odnocno, |f'(0)] < 1.
Yroauro je |f(2)] = |z|, sa nexo z # 0, uau |f'(0)] = 1, mada je f(z) = €z, 3a

nexo o € [0,27), mj. f je pomayuja.

Ioka3s: Heka je z € D mpomssomuo u |z| < r < 1. Jlepuaummmo (GyHKIU]Y

g9(¢) = %, 0<|¢] <1, g(0)=f'(0). Ouurnenno je pyHKIUja § AHATUTUYKA Y
orosuHu 3aTBOpema aucka D, = {¢ € C: |(| < r}, omakne, Ha OCHOBY IPUHIUNA
MaKCUMyMa MOZyJia, mocroju Hexo (g, |(o] = 7, 3a roje je |g(¢)| < |9(¢)| =
f(Go)

1 . 1
< —, || < r. Cneunjanuo, |g(z)] < —, Te mpeIacKOM Ha TI'DAHUYHY
r r

Co

BpenHocT, kama r — 1_, mobujamo ma je |g(z)] < 1. Mebyrum, ykomuko je
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lg(2)| = 1, 3a mero z € D, Tama je g KoHCTaHTHa (GyHEINUja, Tj. f(2) = €z, 3a

Hero « € [0,27), omHOoCcHO, f je porauwuja. a

JIema 4.2.2. (IIIapu-IlukoBa nema, [2]) Hexa je f : D — D anasumuuka
pynryuja. Tada f we nosehasa odzosapajyhe nceydo-zunepboauuwro, 00nocHo,
zunepboauuro pacmojamwe wa oucky D. Laxae sancu, dn(f(21), f(22)) < In(21, 22),
oonocno, dp(f(z1), f(22)) < dn(z1,22), 3a ceako z1, zo € D. Jednarxocm y npemxo-
OHUM MHeJeORaAKOCMUMA 8ANCY GKO U CAMO aKO je [ KonPopmHu aymomoppuszam

Jucka D.

Ioka3: O3naunmo ca 2; 1 2z ABe Npou3BOJsHO m3abpame tauke y D. Ilocma-
tpajymo ¢yrrmujy F : D — D nedpunncany ca F : ( — F(¢) = (pfe)ofov—z) ().
Csakako je F' amamutuuka ¢yHrmuja u Baxku na je F(0) = 0, ma cy 3a ucry
3anoBosbern ycaosu IlIBapuose seme. [lakse, Basu |F(()| < [(], 3a cBako
¢ € D, omrOCHO
(1) © f 02O <[],

3a cBako ( € D. Crora, ako y NpeTXoaHOj Heje THAKOCTU yBPCTUMO ( = ., (22),
jep je (¢:,)~' = ¢-.,, mobujamo na je

Fe) = )
1 — f(z1)f(22)

Tj. 0n(f(21), f(22)) < On(21,22). Ocum TOra, YKOIUKO CE AeCU Oa y HEjeTHAKOCTH

21 — 22

, (4.2.1)

~X

1—2’_122

(4.2.1) BayKku 3HAK jeOHAKOCTH, jeHOCTABHO CE 3aKJbyUyje Ia je MPEeCINKABAHEe
F porammja, ogrocHO na je f rKoH(GOPMHU ayTOMOpP(U3aAM jeTUHUYIHOT IUCKA.
Hpyru neo tBpbhemwma, Tj. 0cOOUHA AHATUTUYKUX IPECIUKABAKHA j€ IUHUYHOT

mucka y cebe ma He moBehaBajy Hu oarormapajyhe xunepOOJUYKO pPacTojame
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nedpunrcano Ha D), je jemHOCTaBHA IOCJIenUIA YWHEHUIE na je QYHKIUja T —

14z

lOg 1z

pacryha ma unrepsaay [0,1). O
Harmacumo jomr ma mocToje MHOTE Bep3Uje U reHepain3allrje MPeTX0aHe He-
jemmarkoctu. MHOTM ayTopu je mpencraBibajy Yy €KBHUBAJEHTHOM OOJIUKY KOjU
HABOIUMO y HapemHOM TBpDhemy, Ha OCHOBY KOTa C€ BUAU WHBAPUjAHTHOCT
I'YCTUHE XUIEPOOJIMUYKe METPUKE y ONHOCY Ha KOH(MOPMHE ayToMOpdu3Me je-
auHUYHOT mucka. Takobhe, nama he Outu on mHTEpeca aa U3ABOjUMO OHY KOja

ce TUYe aHAJIUTUYKUX IpEeCcIuKaBama Koja nenyjy usmehy PumanoBux moBpmu

xunepbonnykor tuna (BumeTu teopemy 4.2.4).

Ilocnenuna 4.2.3. Hexa je f:D — D anasumuuxa dynkyuja. Tada saxncu

(2)] I
T /() ST- [P

(4.2.2)

3a ceaxo z € D. IIpu mome, jednaxocm 8axcu axo u camo axo je f wonpopmuu

aymomopgpuszam ducra D.

Ioxka3z: Tepbheme mobujaMo YKOJIMKO M3BPIIMMO IIPEIa3aK HA IPAHUYHY Bpe-

nHoCT y Hejemnaroctu (4.2.1), kama zo — z; = z € D. O

Teopema 4.2.4. Hexa cy R u S dse Pumanoge nospwu xunepbosuuroz muna u
nexa je f : R — S anasumuuro npecauxasame. Osnauumo ca ds* = Ap(z)|dz|?
u ds* = \g(w)|dw|? nacaehene, xopucmehu ynueepszarrno namxpueane, runepbo-

auvke mempuke wa nospwu R u S, pedom. Tada eaxncu

As(fEDL(2)]P < Ar(2), (4.2.3)

3a ceaxo z € R. Taxohe eamcu dy,(f(z1), f(22)) < drp(21,22), 3a buso xoje dse
mavke 21 u zy ca nospwu R, mj. eaxmcu da npecauxasamwe f we nosehasa 00zo0-

sapajyhe zunepboauuro pacmojame.



77

Joka3: Heka je zyp € R npousBoswmHO u wy = f(z) € S. Ilokaskumo na je meje-
nHakocT (4.2.3) 3amoBosbeHa y Tauku zp. CrTora, mpesgackoM Ha yHUBEP3aJHA
HATKPUBama JaTUX MOBPIIU, youaBaMo oArosapajyhe npojekmnuje 7, : D — R u
Ty : D — S, 3a koje, 6e3 ymMamema ONIMITOCTH, MOKEMO IIPETIIOCTABUATU 13 BaKU
71(0) = 20, ka0 1 72(0) = wp. Ilocmarpajmo canma ,,mOAUIHYTO” HPECIUKABAHE
f, Tj. mpeciukaBame aHAJIUTUYKO npeciukaBame [ : D — D, 3a koje Basku

noF =for, amm u F(0)=0. Kako je, ma ocmoBy IllBapuose meme
71(0)
75(0)

omakme mobujamo TBpheme Teopewme, jep je (Ao M) (z0) = (Ao T, (wg) = 1.

[F"(0)] < 1, mo je [f'(20)] < 1, omrocuo () (wo)llf'(20)] < [(7171)'(20)],

I'm Oeo TB Iha je HUIITa APYro Hero ,MHTerpaJHa’ Bep3uja IPBOL
11 o) ema a o) o, aana” a or,

Te je cTOTa WM Ta HEjeTHAKOCT 3aJ0BOJHEHA. O

4.3 Andopc-IIIBapmoBa jJema

Hexka je, name, (2 C C nmpousBoman qOMeH y KOMIJIEKCHO] paBau. ledunu-

MO Cala MojaM yJaTpa-xumnepboianyke Merpuke Ha ).

Hedbwnnnnuja 4.3.1. Merpury ds* = p(z2)|dz|*, p : Q@ — RT U {0}, masusamo
yIATpa-XunepOboJIMIKOM METPUKOM Ha (), aKO je p OHO03r0 IOJyHENPEKUIHA
¢yurmmja Ha () M ako 3a CBakKy Tauky zg € {2, 3a Kojy je p(z9) > 0, mocroju
GyHEIHja po, mo3uTuBHA U Kaace C? y Hekoj okommEM V Tauke zp, TaKBa Oa je

p(z) = po(2), K, (2) < —1, 3a cBaro z € V, u po(20) = p(20).

TpuBujanso je mokaszaTu na akoO je p yaATpa-xunepObOJIMYKa MeTpPUKa Ha
Qu f: D — Q amanutnuka ¢QyHKNUja, Taga je MeTpUKa nepUHUCAHA Ca

ds* = o(2)|dz|?, rme je o(z) = p(f(2)|f'(2)]?, z € D, ynrpa-xunepboauura Ha
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jemmanyHOM mucky D.

Jlema 4.3.1. (Angopc-IlIsapuosa smema, [2]) Hexa je ds* = p(w)|dw|?* yampa-
zunepbosuura mempura dedurucara na nexoj obaacmu ) C C u nexa je f: D — Q

anarumuuka gynkyuja. Tada je p(f(2))]f'(2)]* < M(z), 3a ceaxo z € D.

Iakne, xunepOOIUUKa METPUKA je MaKCUMAaJHA YITPa-XUMepOoJnyKa Me-
tpuka Ha jemmamuyHoMm mucky . Ciemehe tBpbheme, Koje HABOOUMO, je OI

€CeHIIJAJIHOT 3Hadaja y HAIleM IPUCTYILY.

Teopema 4.3.2. Hexa cy ds® = o(z)|dz|? uds® = p(z)|dz|? dse xonpopmne mempure
dedurucare na jedurnuwrom ducky D. Axo saxcu o(z) — +00, kada |z| — 1_, u
aro je K,(z) < K,(2) <0, 3a caaxo z € D, mada je p(z) < o(z), 3a ceaxo z € D.

Ilocebro, axo je Kp(z) < —1, mada je

9 2
: 1 =z .
JHoxka3: Heka je 0 <r <1 u 0.(2) = 20( ), z € D,, roe je, monoBumo, D, =
r
{z € C: |z| < r}. Hepunummmo ¢pyurmujy f.(z) = log ( '0((2))), z € D,. Kako
or(z

0.(2) = 400, Kan |z| = r_, To dysrIMja f,. mocTmke MakcumyM Ha D), y HEKO]
rayky zp. Mebyrum, Ttana je (Af.)(z0) <0, 1j. (Alogp)(z0) —(Alogao,)(z) <0,

ITO je eKBUBAJEHTHO Ca

0r(20) Ko, (20) < p(20)Kp(20)- (4.3.2)

'Kgr ZO

W3 nmperxomne HejeqHAKOCTU TPUBUjAJHO AOOUjaMO Oa je
(0% ZO

< 1, mro nmosnaun na je f,.(z) < f.(z0) = log plz0) <0,zeD,, T <1,
UT(ZO) UT(Z)

z € D,.. Komauno, mpesackoM Ha I'DAHUYHY BPEIHOCT, Kax r — 1_, mobujamo

TBp heme. O
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[IpumeTrumo na TBpheme mpeTxonHe TeopeMe ocTaje Ha CHA3U aKO MPETIO-
CTaBUMO Ha TyCTUHa 0 KOH(popmHe MeTpuke ds’ = o(z2)|dz|* 3anoBomasa o(z) —
+o0, kKan |z| = 1., =1 < K,(2) <0, z € D, u na je merpura ds* = p(z)|dz|?

YIATPpa-XUnepooInyka Ha je IMHUYHOM aucky D.

4.4 Xwunepboamvuku n3Boa nu BanoBa Teopema

Heka je G C C npousBossna npocto noBesana obisact y C, pazmuuura ox C,
Tj. oHa umja rpamuna y C cagpsxu HajMame nBe Tauke. Ha ocHOBy Pumanose
Teopeme, obsnact G je KOHOOPMHO E€KBUBAJEHTHA Ca jeMHUYHUM quckoM D).
Osnraunmo ca g : G — D npeciukaBame Koje yCIOCTaBba IOMEHYTH KOHGOPMHMI
nzomoppuzaMm. Tanma, BumeTm KOMEHTAp HeNoCPeTHO M3Ham TeopeMe 3.4.1, Ha

obnactu G ce Moske mepurMcaTu xunepbaumdka metpuka ds? = \g(w)|dw|?, rme

= AP -
je Ag(w) = ——"=—=, w € G. Illpumernmo na, yromuro je g: G — D mero
(1= lg(w)]?)
APYTO IpecInKaBame Koje YCIOCTaB/ha KOHOOPMHU m3oMopduzaMm obmactu G
~/ /
u nucka D, Taza je 7(w)| = lg'(w)l 5> Jep je gog~' xordpopmHM ayTo-

L=[gw)P 1 —g(w)]
Mopdumzam mucka D. Jlakne, oBako nepmHMCaHA XUIEPOOJIMUYKA METPUKA HE

3aBucHU o1 u3bopa mpeciaukaBana ¢g. Y majbem Tekcty ca G hemo yBek o3HaUA-

BaTU TAKBYy jedHY O0JacCT.

Hedununuja 4.4.1. Hera cy G, G' C C npocto nose3ane 061acTU pa3inyuTe
on C u mexa je f : G — G mpecmuraBame knace C'. XumepOomumuku mapuu-

jaJHU M3BOIM TpPecJWKaBama f, y omHOCYy Ha 2z u Z, y obmactu G cy, penom,
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[aTu ca
Aoy
511 = 1) 2k SR 12, (44.)
_ Ao
105112 = 1| 25 r S0 o (142
Ouursenno je ma 3a G = G' = D u aHaIUTUUYKO TpeciukKaBame [ Baku

10f||(z) = 1, z € D. Taxrobe, ako je f : G — G gnace C' u h : D — G
PumanoBo mpecnukaBame, Tj. 1 — 1 aHAIUTUYIKO NPECIUKABAILE j€IUHUIHOT

micka D ma obmact (G, Tana

(s o 1IC) = \/ ol Dy ro e

_ et e,
—\/ e \/AD@W NIF Q)
Xor(f(2)) N0 = i)
Ta) SIS

jep je h wronpopmuu umzomopduszam. Cauuno je u Hc‘;(f o h)|[(¢) = ||5fH(z)

(o (O] = 10£11(2).

Ilakise, MOBOJLHO je orpaHmuuTu ce Ha npecaukaBama [ : 1D — G, roe je G # C
npocto nmoBe3anu nomen y C.
[TonoBumo ma ako cy 2 u ' mpoussosmue obamactu y C u f : Q — Q' npe-

cnukaBame kiaace C', Tana Baku

Li(z) = |:(2)| + [ f2(2)], z € ©2

L(2) = |f(2)] = | f=(2)], z € Q.
Canma HaM je mumb na kopucTeum mporeHe 3a XUNEePpOOIWUKNA U3BOM JATe
¢yHENUje, non onpeheHnM ycioBuMa, ONUIIEMO OHAIIAH€ XapPMOHIjCKAX KBa-

3UKOH(OPMHUX AudeoMopPu3aMa JeJUHUYHOI OUCKA, KA0 U HEKUX APYTUX 3Ha-

yajHUX 00JIACTH.
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Jlema 4.4.1. Hexa je f : D — G, 20e je G npocmo nosezana xunepbosuira obaacm
y C, npecauxasamwe xaace Ct xoje wysa opujenmauujy. Axo nocmoju nexo M > 0

makeo 0a je ||0f]|(2)(1+ |ur(2)|) < M, 3a cearo z € D, mada je

da(f(z1), f(22)) < M dp(z1, 22), (4.4.3)

30 ceaxo z1, z9 € D.

Ioka3s: Heka cy z; u 25 npousBosbHe Tauke y nucky D u v : [0, 1] — D reonesu-
jCKa JUHUja y OMHOCY Ha XUMEpOOSUYKY MeTpuKy y aucky [, koja cmaja Tadvke

z1 U Zp. Tanma je

da(f(z1), f(22)) < Vg (w)|dwl

foy

</ AG A E) AT + 1Dl
/ 10F11(2) /AR (L + [y (2)])d2]

OITO C€ M TBPIOUJIO. O

Jlema 4.4.2. Hexa je f : D — G, 20e je G npocmo nosezana xunepbosuira obaacm
y C, zomeomopdusam xaace C* xoju wysa opujenmayujy. Axo nocmoju nexo m > 0

maxeo 0a je ||0f][(2)(1 — |us(2)|) = m, sa cearo z € D, mada je

da(f(21), f(22)) = mdp(z1, 22), (4.4.4)

3a ceaxo 2y, z5 € D.

Ioka3s: Heka cy z; u 2z, npoussosmne tauke y qucky D u ' : [0,1] — G reone-

3MjCKa JIMHUja y OMHOCY Ha XuIepOOoJMUKy MeTpUKy y obsactu (G, Koja cmaja
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tauke f(z1) u f(22). Axo je y= f~1oT, rana je

de(f (=), f(z2)) = / Va(w)|duwl

mITO je TpebaJjo MOKa3aTH. O

IMocaenuua 4.4.3. Hexa cy G u G' npocmo noseszane obaacmu y C, pazauvume
00 C, u nexa je g : G — G' zomeomoppuszam xaace C* xoju wysa opujernmayugy.

Axo nocmoje nosumuene xowcmarwme M u m, 3a xoje je

m M

— 7 < ogll(z) € /7
1 — |pg(2)] 1+ g (2)]
3a ceaxo z € G, mada je
mdg (21, 22) < der(9(21), 9(22)) < M dg(21, 22), (4.4.5)

3a ceaxo z1, 73 € G.

Hoxkaz: Ozmaunmo ca h : ( — z = h((), ¢ € D, roupopmau m30MOpdhuzam
jemuanynor mucka D u obnactu G u Heka je F' = go h. Kopucrehu jennaro-

ctr (1.1.3) n (1.1.4), 3a npomsBosmHO ( € D mamasumo, npso, ma je pup(() =

()

v, ()] = g2, v je = = h(C), a sarmi

™ ceF < — M
T e S PFIO < Tar
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jep je ||OF||(¢) =1|9¢9]|(h(¢)). Crora, na ocuoBy nema 4.4.1 u 4.4.2, nobujamo
na je

mdp(Cr, G2) < dar(F(G), F(G) < M dp(Cr, C2), (4.4.6)
3a cBakKo (1, (2 € D.

Konauno, ma 6ucmo moka3 TBphewma mpuBenu kpajy, mzabpahemo mpou-
3BOJbHE Tauke z; U 29 y obamactu G. Tanma, ako je ¢, = h7!(z1), ommocHo
¢y = h™!(2,), Ha ocroBy Hejenmaroctu (4.4.6) jemnocTaBHO MOOUjamo ma TBp he-
e BaKU, jep je IpeciumKaBame N, OCUM IITO je KOHQOPMHU M30MODP(PU3aM
obnactu D u G, yjenHo m m3oMerpuja y OOHOCY Ha oAronapajyhe xumepbo-

JIUYKe MeTPUKe Ne(pUHUCAHE Ha TUM JOMEHUMA. O

Heduunumnuja 4.4.2. Heka cy Q u ' mpousBosmHe objacTU y paBHU Ca KO-
HpopmEMM MeTpurama ds® = p(z)|dz|? u ds® = p(w)|dw|?, pemom. 3a mpe-
caukaBame f : Q) — ) gRaxkeMo ma je KBa3u-uU30MeTpUja y OJHOCY HA IIOMEHYTE

METPUWEKe, aKO MOCTOjU KOHCTAHTa ¢ > 1 TakBa na je

L1, < (1), f(22) < ey, ),

3a OMJI0 KOje ABe Tauke 21 U 2o u3 (). llakme, npecaukaBame f je ou-Jlummuoso

Yy OTHOCY Ha Te MeTPUKe.

Kao mro je majaBmeno (Bumeru [34], [58]), ysumajyhu y o63up ma 3a
rycTUHy Baxku o(z) — +00, Kan |z| — 1_, kordpopmue meTpuke ds? = o(z)|dz|?,
rme je o(z) = M(f(2))|/.(2)]?, z € D, xopucrehiu BoxmepoBy popmyry (Bumern
3.5.6) u memy 4.3.1, MOKeMO jeqHOCTABHO IMOKA3aTH A jé CBAKU XapPMOHU-
jckm nmepeomopouszaM mucka D Ha cebe, yjenHO M KBa3U-U30METPUja UCTOT, Y

omHOCY Ha xunepbonuuky merpuky (Bumeru 4.4.4). 3awucra, na o(z) — +00,
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Kax |z| — 1_, cienn U3 YMEEHUIE & Ce CBAKU XapPMOHWjCKU Ju(eoMOopdhr3am
[IVICKA HEIPEKUAHO NMPOIUPYje N0 XOMeOMOp(U3Ma 3aTBOPEHa UCTOr (BUIETU
[19]) u GurHOr CcBOjCcTBa KOje Kaske ma je |f.(z)| = ¢, kax rox je z € D (Bunern
[42]). Crora, Baxku ciaenehe tBpheme y umjem mokasy je mpencTraBiLeH IIO-

TIIYHO HOBU IPUCTYIIL.

Teopema 4.4.4. (Bau [58]) Ceaxu zapmonujcku, y 00nocy Ha Tunepboiuury me-
mpury, xKeasuronpopmru dupeomoppusam jedurnuurnoz ducka D na cebe je xeasu-
uzomempuja moez oucka y o0nocy wa runepboauury mempury. Ocum moea, npe-
caukasamwe [ je yjeono u

1+k

(1—k, ﬂ)

bu-Jlunwuy080 y 00HOCY HA MY MEMPUKY.

Iloka3z: IIpernocraBumo na je f k-kBa3uroH(GpOPMHO mpeciaukaBame. llocma-
TpajMo KoH(popMHY MeTpuky ds? = o(z)|dz|* ma jenumuunom mucky D, rae je
o(z) = Mf(2)|f.(2)]?, 2 € D. Kopucrehin BoxuepoBy ¢opmyry mnobujamo
%(Aloga)(Z) = o(z)(1 = |us(2)*), 2 € D, 7j. Ko(2) = (Jus(2)]” — 1), 3a caro
z € D. MebyTum, rako je f KBA3UKOH(POPMHO IPECIUKABAKE, TO IOCTOjU HEKO
0 < k <1 Taro ma je |up(z)| <k, z€D. Oryna, 0> K,(2) = (Jjus(z)*—1) = -1,
z € D. Ca mpyre crpase, Kako Ba:xku o(z) — +00, Kax |z| — 1_, T0 ce mpu-
menom teopeme 4.3.2, mobuja A(z) < A(f(2))]f.(2)]?, z € D, a camum Tum n
Of1(2)(1 — |ug(2)|) > (1 — k), 3a cBako z € D. Iarmue, Ha ocHOBY seme 4.4.2,
nobujaMo ma je

dn(f(21), [(22)) = (1 — k)dn(z1, 22). (4.4.7)
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Ca mgpyre cTpaHe, aKO MOCMATPajMO KOHOOPMHY METPUKY

ds* =6(2) = (1 — k*)o(2)|dz]*, z €D,

noboujamo
Ko2) )P =1 _ k-1
K;(z) = = < = -1,
S e 1— k2
z €D, gao u 6(2) = (1 = EHONF)|f-(2)]* < AM2), z € D. Mebyrum tana
, L+ |pp(2)] 1+k 1+k 1
1 < < = < 5 D.
je w DI + (@) € ~AE < s =\ < o €
Koumauno, ma ocuoBy seme 4.4.1, nobujamo ma je
1
dn(f(21), f(22)) < T kdh(21722)> (4.4.8)
a TUMe U TBpDheme TeopeMme. a

[Tpumerumo ma cmo Ha mecHOj crpanu HejemHakoctu (4.4.8) mobumim, npso,
1+k

0< k<.
]_—k/', )

KOja oumrienHo Huje Beha on

L
11—k

KOHCTaHTY
4.5 IIIBapimoBa Jjiema 3a peajiHa XapMOHHUjCKa IIpe-

C/JINKaBalba

IlocmarpajmMo cama peasHO XapMOHUJCKO IIPECINKaBame U Je(pUHUCAHO HA
jemmamyHOM mucky ) m mokymajMo na IpeHeceMO HEKa OJ INPEeTXOMTHUX 3a-

nakama M 'y OBOM CJIIyYajy.

4

7T
Jlema 4.5.1. Hexa je |x| < 5 Taoda je cosx < 1 — —2202.
T
. T T ) 4 .
Hoxa3: Ouurnento je 3a —— <t < — ucnymeno |sint| > ——|t|, ogakie je
4 4 T2
1 —cos2t 9

V

4 \2
=sin“t > | —= t2,
2 (W\/Q)
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2
4 .
OomHOCHO cos2t < 1 — (—) t?, ma oryma, cMeHOM T = 2t, HOOWjaMO Tpa:KeHy
7r
HejeTHAKOCT. O

Y pany [29] mobujena je ciemeha omena HOpMe I'paaujeHTa XapMOHU]CKE

GyHEKOUjE.

Teopema 4.5.2. Hexa je u : D — (—1,1) peaana zapmonujcka pynwrkyuja. Tada

sancu
41— Ju(z)?
T 1—|z|?

[(Vu)(2)] < , (4.5.1)

3a ceaxo z € D. Ilpemzoona wejednarocm ce docmunce.

Iloxa3: Herka je v ¢yHKnmja Koja je XapMOHHjCKM KOHjyroBaHa (YHKIMJU U

y jemmamunoMm mucky D, Tj. ona 3a kojy je ¢ymrumja f(z) = u(z) + w(z),

z €D, amanutnurka y D. Tana, ¢ysrmumja [ npecnmkaBa jemuHUYHN OUCK D

y Beprurasnu mojac 2 = {w € C: —1 < Rew < 1}. Osmaummo ca g pery-
2% 14¢

JapHy rpany Bumesnaune ¢yurnuje G : ( — — log ¢
- _

ycaoBoM ¢(0) = 0, koja 1 — 1 aHaauTUUYKM mpeciavkaBa jeauHUYHUA quck D Ha

=w, ( €D, onpebene

nojac (). Oryma, ma ocuoBy nocienutie IlIBapiioBe neme, 1j. neme 4.2.2, Kojy

1

npuMemyjemo Ha QyHEUjy h =g~ o f : D — D, jenHocraBHO moOujamo na je

1 — 2
1 |_d%|2 < 1 |_dT'L|2’ omuocuo |h/'(2)] < %ﬁz‘, 3a cBako z € D. TpuBujanno
49 N
je f'(z) = ?Zl%hz)(z)’ kan ron je z € D, ma je
41 h'(2)
) = |2

_A e 4 1 h(a))
TL=h2(2)| L= h2(2)(1 - [2]?)’

(4.5.2)

3a cBako z € D.
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1+h
Hera je cana z € D ¢urcupano. Kako Baku 1+7hEZ; € {w e C: Rew > 0},
— h(z
jep je |h(z)| < 1, cnemun ma mocroje u jemmosmauno cy onpebermu r > 0 u
1+h A it
te <—g,g), TAKBU 4 je %hz; =re. Crora je h(z) = :Zitﬁ’ oJaKIe je
L= |h(2)]* =1 = h(2)h(z)
B re —1lre ™ —1 4r cost
N reit +1re=it +1 124 2rcost+ 1
4

Cmununo je u |1 — h%(2)| = 7“2—|—2rcrost+1’ omaksne, xkopucrehim memy 4.5.1,
nobujamo

1 —[h(2)? 4

— = t<1——t". 4.5.3

—nGz) e (4.5:3)

2
MebyrnmMm, rako je u(z) = Re(f(2)) u f(2) = (go h)(z), To je u(z) = ——t, re je
T
4

crora u 1 — ﬁtQ =1—u?(z) =1- |u(2)|*

Haj3an, rBpbheme cana memocpenHo ciaenu Ha OCHOBY MOCTEIIHET 3alaKADA,
Hejennaroctu (4.5.3) u (4.5.2), kao 1 npousBosbHOCTU Tauke z € D. O

[IpumeTuMo na y mOKa3y HPETXOAHE TeOPEMe HUCMO MOpAaJU Oa TpUMe-
BbyjeMo TBpheme meme 4.5.1, Beh cM0O Moryim camMo Aa KOHCTATYjeMO Oa je,
npema mnperxomHuM o3Hakama, u(z) = Re(f(z)) = —;t, Tj. nma je cost =
cos (—gu(z)) = cos (gu(z)) Crora, TtBpheme kKoje je MCKa3zaHO y MOCIIEAUIA
ncnoJ je HesHaTHO nobospmame nperxonuor (Buzeru [10]). Ocwum Tora, aHa-
musupajyhu mokas teopeme 4.5.2, 1j. cayuaj rama y wejemnaxkoctu (4.5.2),
Koja je mocaemuna I[lIBaproBe Jjieme, MOKe BaKMTH 3HAK jeTHAKOCTU, HOJIA-
3MMO IO 3aKJ/byYKa & MOYKEMO BeOMa jeTHOCTABHO OAPENUTV (QYHKIU]Y U 32
KOjy y cBakoj Tauku z € ) Basku jemuakoctT y Hejemnaxkoctu 4.5.4. OuuriensHo,
360r npupoge npouene y gemu 4.5.1, jennakoct y Hejequakoctu (4.5.1), 3a Ty

GYHKIU]Y u, MOKe BaxkuTu caMmo y tauru z = 0 (Bumetu mpumep 4.5.1).
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ITocnenuua 4.5.3. Hexa je u:D — R zapmonujcka ¢Pynxyuja maxea Oda je
lu(z)| < 1, 3a ceaxo z € D. Tada saxncu

4 cos(Fu(z))
T 1—]z|?

[(Vu)(2)] < , (4.5.4)

3a ceaxo z € D.
ITpumep 4.5.1. IlocmaTpajmo ¢yHKEIM]Y

2 2
u(z) = — arctan Y

z=x 41y € D.
T 1—a22—y 4

27
JemHocTaBHO ce mpoBepaBa ga je (QYHKIMja U XapMOHM]CKA y jeIUHUYHOM
mucky D, kao u ma je |u(z)| <1, z € D. Takobe, TpuBujasno Baku

1— |2

R R Ve

cos(=u(z))

NN

3a cBako z =z + iy €D, anmu n

4 1
(Vu)(2)l = ;\/x‘* +222(y2 — 1)+ (y2 + 1)’

3a cBako z = x + 1y € D. lakmne, m3 npeTrxonHOr, 3a QYHKIU]Y U, jeTHAKOCT

y Hejemuarkoctu (4.5.4) Basku y cBakoj tauku z € D. Mebyrum, ouurmento je

4
|(Vu)(0)| = —, omakse ciaenn na ce jemHaxoct y HejenHarocTtu (4.5.1) mocrtmxe.
m

IToka:xkuMO, Ha CIWYAH HAUYWH IPE3eHTOBaH y nokaly seme 4.4.1, cnenehe

KOPHUCHO TBpDeme.

Jlema 4.5.4. Hexa je Q C C npouszsonna obnacm uu : Q@ — (—1,1) dynrwyuja xaace
CY(Q). IIpemnocmasumo 0a je na § sadama xongopmra mempuxa ds* = p(z)|dz|>.

Axo nocmoju a > 0 3a xoje saxncu,

pz) _a :
(V) ()] < oy |57 = §VoEI— ),
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3a ceaxo z € ), mada je
dp(u(z1),u(22)) < ad,(21, 22), (4.5.5)
3a ceaxo z1, zp € (.

Iloka3: IlpernocraBumo ma cy 2y u 2o paszianuure Tavke y {2, jep je y mpo-
tuBHOM TBphewe tpuBujamno. Takobe, mpermocrasumo ma je jom u u(z) <
u(z2). Osmaummo ca v : [0,1] 3 ¢ — ~(t) € Q, /(t) # 0, 0 < t < 1, npn
uemy je 7(0) = 21, y(1) = 29, perynapny kpuny y €, Tj. wuace C' ma wunTe-
psaxy (0,1), koja cmaja moMeHyTe UCTakHyTe Tauke. Heka je, mame, S =
[t € (0,1) : (o)) € (ulzn),ulz), (wo)(t) = (Vu)((H), /() > 0}.
Tana je, u3 nperxonsor, ckyn S Hempa3aH oTBOpeH moackyn ckymna (0,1), ma
ce MOJKe 3alrcaTh Kao HajBuile npedbpojuBa yHUjA OUCjYHKTHUX OTBOPEHUX
narepBasa I,, n € N (ykoauko je y nuramy KoHauHa yHUja, y3zehemo ma je
I, = (), moueBmu O HEKOT N > 2). IHe¢puHUMMMO Cana, UHAYKTUBHO, KOJEKI]Y
ckynoBa J,, n € N, koju cy MepsmuBu y cmuciay JleberoBe mepe Ha peaJiHoj
npasoj: J; = Iy, omsocuo, J, = {t € I, : (wo)(t) & (wo)(Ui— Ju)}, n > 2.

+

Crora, ako mepunumemo ckyn J = (J'2] J,, Tana, Ha OCHOBY KOHCTDYKLU]E,

Ba)KM Ja je UCTU HUIITA APYTO HEro HajBuile npedbpojuBa yHUja OTBOPEHUX,
OHOCHO, TOJIYyOTBOPEHUX WMHTEPBaJja, Ia je MepJbuB, Kao u na je Jleberoma
mepa ckyma (u o v)(J) jemmakra JleGeroBoj mepu cermenra [u(z1),u(z2)], Tj.
u(z2) — u(z1) = |u(ze) — u(z1)] = m((uo)(J)), rme je m yobuuajena o3HakKa

3a Jleberosy Mmepy ma R. IllraBumme, ¢ynrnmuja vo~y je 1 —1 ma J, a camum

TUM U 7, OJaKJe, Ha OCHOBY ycjoBa TBpbhewa u Hejemnaroctu Romu-IlIBapia
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nobujamo ma je

a

a
| 2 L[ 2(Va) ()0
a/(uw [ ep® s / L= J(uoy)@F "

1 2
1 / TR (T

a u(z)?

< / RZEEE / Vol

dp(u(21), u(22)) 1/ 2 de
(1) ()] 1 =€

jep je d¢ = ((Vu)(y(t)),~/'(t))dt. Mebyrum, raro ce 3a d,(z1, 22) y3uMa uHGUMYM
[ecHe CTpaHe IPEeTXOJHE Heje THAKOCTY 110 CBUM MOT'y MM peKTudunnjadunirHIM
KPUBUM KOj€ CIajajy TauKe 21 W 2o, 3aKJbYyUyjeMO Ta MMaMO HOKa3aHO KOMILIe-
THO TBpDheme seme. O

MebyTtum, Basku u BuIIe.

ITocnenuna 4.5.5. Hexa je u rapmonujcka yRKuUia K0ja npeciukasa jeduHuH

ouck D y uwmepsan (—1,1). Tada saxncu
4
dh(u(z),u(w)) < ;dh(zaw)a
3a ceako z, w € D.

Hoka3s: IlocmaTpajmo Ha mucky D xumepOOIMYKy METPHKY OaTy ca ds? =

4
A2)|dz|* = m\dz\Q. Tana, sHa ocHOBY Teopeme 4.5.2, kao u TBpbhema
— |z
4
aeme 4.5.4, 3a a = —, nobujamo KeJbeH!U Pe3yJiTarT. O
s

Kao moTuBamnujy panu resepaJnmusanuje npeTxoqHor TBphema, y curyanuju
KOja je ommTuja, pa3MoTpuheMo TPOM3BOHHO XaPMOHU]CKO MPECIUKABALE U !
G — (—1,1), roe je G mpou3BOJbAH MPOCTO MOBE3aHU XUMEPOOIUUYKU TOMEH

KOMIJIEKCHe paBHU. Ha ocHoBy PmmaHOoBe Teopeme 3Hamo ma mocrtoju 1 — 1
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AHAJUTUYKO IPECIUKABalke ¢ Te 00JacTy Ha jequHuYHU nuck D, ma je mpecau-
kaBame [ =uog ' :D — (—1,1) Takobe jemro peasHO XapMOHUjCKO (BUIETU
KOMEHTAp HeNOCpPeIHO HaKOH jemHakoctu 1.1.5). AKO cajga OpUMEHUMO TEo-

pemy 4.5.5 Ha ¢yHEIUjYy f, onMax mobujamMo ma BarKu

Bo(/(G), F(62) < ~do(2,a)

3a cBako (1, (» € D, Te crora, kopuctehu MHBAPUjAHTHOCT XUIEPOOTUUKE
MeTPUKe Yy OJHOCY Ha KOH(MOPMHU m3oMopdusam g oarosapajyhux obiactu,
axKo m3abepeMo TPOM3BOJLHE TAUKe 2 U 2o KOje mpumamnajy obnactu G, mobu-

jaMo ma BayKuM

dp(9(21), 9(22)) = dp(u(z1), u(z2)),

SRS

4
;dg(zl, 22) =

rae je (1 = g(z1) u (o = g(z2). Ilarme, mokazanu cmo na Baxku u cienpehe

TBp heme.

ITocnenuna 4.5.6. Hexa je u zapmonujcka GywKuuja xoja npecaurasa npocmo

nosesanu, domern G C C, G # C, y unwmepsaa (—1,1). Tada saxncu
4
dp(u(z),u(w)) < ;d(;(z,w),

3a ceaxo z, w € G.



I'maBa 5

XapMoOHHjCKe KBa3uKOH(MOpPMHE
KBa3n-U30MeTpPHje

Y oBoj ranaBu hemo ce 0aBUTHM OOMYHUM XapPMOHUjCKUM Iu(GEOMOD(PU3IMUIMA
KOja menayjy uaMebhy pa3znuuutux XunepOoJTUYKUX JOMEHA Y PaBHU, KOja CY jOII
1 KBa3UKOH(POPMHA IpeciiakaBama. [loHOBUMO na je mpBa HEKOMIJIETHA Ka-
pakTepusanuja XapMOHUI]CKOT KBa3UKOH(OOPMHOT AudeoMOpPr3Ma je IMHIIHOT
nucka Ha cebe mpencrasibena y pany [39], rme je mobujeHo ma je cBako jemHO
TaKBO IpeciaukaBame Ko-Jlunmumnoso. Takrobe, y pany [51], y3 nomoh Mopu-
jeBe HejeTHAKOCTU 3a KBa3WKOH(GOPMHA IIPECIVKABAMKA, Cy Y HOTIYHOCTU OKa-
PaKTEepUCAHN INOMEHYyTU IUPeOMOP(PU3IMHU y TepPMUHUMA I'DaHUYHE (QYHKIUjE,
jep ce cBaKO KBAa3MKOH()OPMHO IIPECINKABAE je IMHUYHOL IUCKA HA cebe Moske
OPOIMPUTU OO XoMeoMopduaMa oarosapajyhux zarBopema. [lokazano je
[a Cy Ta IpeciukaBama Ou-JlummwuioBa y OZHOCY HA E€YKIUICKY METPUKY.
Taxobe, ucra cy m KBa3u-u3oMeTpuje y OTHOCY HA XUNEPOOIUYKY METPUKY

(Bumeru [34]).

92
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5.1 Cayuaj jeauHudHor aucka D

Hexka je f npousBomHO k-KBa3UKOH(MOPMHO XapPMOHUjCKO IPECINKABAE je-
muargHOr nucka Dy cebe, ca KOMIIEKCHOM IUIATALN]OM [if U HEKA je o(z)|dz|?
rKoHpopMHA MeTpuKa Ha aucky D, rae je o(z) = A(f(2))]f.(2)]?, 2 € D. Tlokazano

je ma je (Bumeru [34]) Baskm

K,(z) = — <1 + s (2)]* + 2Re (%)) : (5.1.1)

a caMUM TUM U Ja je

—(L+ g (2))* < Ko(2) < —(1 = |ps(2)])?, (5.1.2)

3a cBako 2z € D, mTo HaM maje MoryhHOCT ma ce mo3oBeMO Ha TBpheme ieme

4.3.1, anmu u TBphewme Teopeme 4.3.2.

IIponozumnmja 5.1.1. Hexa je f npoussomno k-weasuxonpopmmo zapmonujcro

npecaukasamwe jedunuuroz oucka D y cebe. Tada 3a ceaxo z € D saxcu

L= ISP
£ < T T

1
< —-.
oonocno ||0f]](z) < T x

Ioxkaz: Ilepurummmo metpuury rycruny o(z) = (1 — k)?A(f(2)]f.(2)]?, 2 €
D. Kako je f xapmonmjcra ¢ymrmuja y D, T1j. (f,):(2) = 0, z € D, rana
je ¢oyurmuja f, anamutmura y [, omakie 3akmydyjeMo na je (QyHKIUja 2z —>
log |f.(2)| xapmonujcka y D. Otyma je (Alogo)(z) = (Alog (Mo f))(2), 3a cBako
z € D. Takobe,

(Alog (Ao f))(z) = 4(log (Ao f)):z(2)
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SRR 4 2Re 1BNEE
‘(1—|f<z>|2>2<”'“f '”R< Ifz) ))

20(2) P2 f2(2) [2(2)
=0 <1+|u | +2Re< B ))

Ko =~ (1 Flug ()P + 2R6<<f DS M)) S 613

3a cBako z € D. Mebyrum, rako je

Iakuie,

~—

G EOER\ | |UerEREG
Re( LGP )\ FEE 514)
nobujamo
(P EOED o, .
Re( e >> el
u OTyIa
Kole) € = (L g = 2ustall) = -8 <

Ha kpajy, va ocroBy neme 4.3.1, cnemn

(L= EPA (DI < A=), (5.1.5)

3a cBako z € D, a camum TuMm u TBpheme. O
Cama cMO y ODpUIMIU Oa JOKAKEMO Oa MPOU3BOJFHO XAPMOHUjCKO k-KBa-

3UKOH(GOPMHO TpeciukaBame [ jemuHudvnor mucika D y cebe e moBehasa

onrosapajyhe xunep0OoJIMYKO pacrTojarme, MO Ha M3BECHY MYJITUIIUKATUBHY

KOHCTAHTY KOja 3aBHCH OJ KOHCTAHTEe KBasuKOH(popMHOCTH k (Bumeru [34]).

Teopema 5.1.2. Hexa je f k-weasuxonpopmmo zapmonujcrko npecauxasamwe je-

ounuyroe ducka D y cebe. Tada 3a ceaxe dee mauke z1 u 2z y oucky D saxncu

1+ Ek
1—k

dh(f(21), f(ZQ)) <

dp(z1, 22).
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1
Jloka3: Ha ocuoBy nponosunuje 5.1.1 mvamo na je |[0f][(z) < T 38 CBaKo
14k
z € D, omgrocuo, ||0f]|(2)(1 + |ns(2)]) < 1+—k’ 3a cBako z € D, omakiue, KO-
puctehu nemy 4.4.1, mobujamo TBpbheme. O

Ila 6bucMo mobuiu CynIpOTHY HEeje THAKOCT y OQHOCY Ha NOOUjeHy y IPOIO3u-

nuju 5.1.1, MOpaMO IPETHOCTABUTU Aa je MpeciuKaBame [ CypjeKTUBHO.

IIponozunumja 5.1.3. Hexa je [ k-xeasuxon@opmro rapmonujcko npecaurasame

jedurnuuroz ducka D na cebe. Tada, 3a ceaxo z € D saxncu

B V(G
T4k 122

|£2(2)

1

> —.
ka0 u |[0111(2) > T

Ioka3: Kao y mokaldy mpomno3urnuje 5.1.1, 3a METPpUUKY I'yCTUHY

o(2) = (L= kM=), 2 €D,

Ha ocHOBY pesamuja (5.1.3) u (5.1.4), nobujamo na takobe Basku

1K) > —@_—1@2 (1+ 1g(2) 2 + 2lus () (5.1.6)
:_(1a|i‘fkg;)|) > _(11—2)2’ (517)

3a cBako z € D, jep je

(f(2))* f.(2) f=(2)

1+ Ek
1—k
1—k
1+k

Ca nmpyre crpasne, ako je 6(z) = ( )20(2), 2 € D, Tana je

Ks(2) = ( V2K, (2), z €D,



96

mna je
1—k

IS KR s -

)2 <0, z€D.

MebyTtum, kaxo Basu 6(2) = (1 + k)?A(f(2))|f.(2)]* = +oo, wanm |2|] — 1_,
npumenoMm teopeme 4.3.2, nobujamo ma je A(z) < 6(z), 3a cBako z € D, mrTo

HaM Jaje IpPBU 1e0 TBphema, a 3aTUM U

[|0f|(2) =
3a cBako z € D. |

Teopema 5.1.4. Hexa je f npecaurasame xoje je k-x8a3ukondopmmo u rapmoru-
jexo mpecaurasame jedunuvnoz ducka D wa cebe. Tada 3a ceaxe dse mauke z1 u

29 Y Oucky D eaxmcu

1—k
d > dp(z1, 22).
n(f(21), f(22)) Ty n(21, 22)
. . 1
Ioxa3: Ha ocuoBy nponosunuje 5.1.3 umamo ga je ||0f]](z) > T 3% esaxo
1—k
z e D, j. ||0f|(2)(1 = |ps(2)]) = 1% 3% CBaKO 2 € D, omakse, rkopucrehn
aemy 4.4.2, nobujamo TBpheme. O

[ToroBUMO ma MHOTM ayTOPU KAaO KOHCTAHTY KBAa3UKOH(MOPMHOCTH Hajuemrhe
. . 1+k
noapasyMeBajy 6poj K = T 0 < k<1 C tum y Be3u HaBoammo ciaenehe

TBp heme.

ITocnenuna 5.1.5. Hexa je f k-k8a3ukon@opmHo Tapmorujcko npecauxasame je-
+ .

T mada je npecaukrasamwe [ xea3u-

uzomempuja jeduHuUYHO2 OUcKa y 00HoCYy Ha xunepbosuuky mempuxy. Cneyujanro,

Junuwroe ducka D wa cebe. Axo je K =

npecauxasawe f je (K1, K) 6u-Jlunwuyoeo y 00nocy na Tunepbosuiky Mempuxy

na D.
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Pasmorpumo curyanujy y kojoj je jom u f(0) = 0. Tana je

B(F(2),0) < Kd(,0) 1 dn(f(2),0) > —dn(2,0),

K
14+ k 1
roe je K = 1+—k Mebyrum, rako je dn(r,0) = In . +7", 0 <r <1, mobujamo
- —r
na je u
(1+ 2" — (1= [=D"
< , 5.1.8
TS T v = D% 18
Kao U
1 x—(1—|2|)%

(L+ |2 ® + (1= |z

[Ipumerumo ma 3a K = 1, mto je ekBuBajJeHTHO cay4ajy k = 0, Tj. na
je f womdopMHO mpecaumkaBame, mobujamo ma je f(z) = €%z, 3a HeKO a €
[0,27). IllraBume, 6uio KOju XapMOHUjCKU audeomopouzam mucka D, roju
3aJ0BOJbABA MPETXOMHE HejeqHakocTy 3a K = 1, je poramuja.

IlokaskuMoO cana HEKOJIMKO ToMOhHUX TBphema.

Jlema 5.1.6. 3aa > 1 gynxyuja s(z) = (1+2)*(x—a)+(1—x)*(a+x) je nezamusna,

30 cearo 0 < x < 1, dok je 3a 0 < a < 1 ucma nosumusna, 3a cearxo 0 < x < 1.

IHoxka3z: Ouurnenso je 3a a > 1 ucmymeHo

a—xr 11—z (1—x
>

>
a+zx 1+2x2 1+z
a—x 1—=zx

< <
a-+zx 1+z

a
) , 38 CBAKO

0 <z < 1. Ca mgpyre crpane, ykoauko je 0 < a < 1, Tana Baxku

A . .
(1 T > , kag ron je 0 < x < 1, omakyie y mornyHocTtu nobujamo tBpheme. O
x

Jlema 5.1.7. Hexa je a > 1 npousgonno. Tada je dyrnxyuja

1 *—(1—x)*
s:xr—>(+x> ( x>,0<x<1,
(I+z)2+ (1 —a)

KOWKABHA U cmpozo mowomowo pacmyha na uwmepsany (0,1). Ilpu mome 3a

decru uze00 me Pynwrkyuje y mawku v = 0 gaxcu s, (0) = a, na je omyda u
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1 ¢ —(1—2x)°

(1+o)—(1-z) < az, 3a ceaxo 0 < x < 1. Taxohe, ucnyweno je u s (1) =0,
oyt (=)

20e je ca s’ (1) osnauen nesu useod me gynryuje y mauwrku x = 1.

Jloxka3: Ha ocHOBYy OCHOBHUX mnpaBwia audepeHOupama HAJIA3UMO [Oa je

pon 4a(1 — x?)*! .
Sl T T G A

Kao 1u

nipy = S0 —2) A+ 2) (@ —a) + (1 —a)(a )] o
s'(z) = =27+ +2)F ,0<x <1,

Cana je jacmo, xkopucrehm maemy 5.1.6, ma ¢yHERIUIja S uUMa HaBeIeHA
CBOjCTBA. O

MebyTum, Basku u BUIe.

JIema 5.1.8. Hexa je 0 < a <1 npouszeonno. Tada je pynryuja

1 @ —(1—x)*
s:xr—>(+x> ( x>,0<x<1,
(L+2)0 +(1—a)

KoneexkcHa u cmpozo monomono pacmyha wa uwmepeany (0,1). Ipu mome 3a

decru uze00 me Pynkyuje y mawku v = 0 gaxcu s (0) = a, na je omyda u
(1+2) = (1—a)"

> ax, 3a ceaxo 0 <z < 1.
(I+z)2+ (1 —2x)

Teopema 5.1.9. Hexa je f k-xeasuxonpopmmo zapmonujcrko npecauxasamwe je-
Junuywnoz ducka D wa cebe u nexa je jow u f(0) = 0. Tada je 3a ceaxo z € D

UCNYHEHO

1
=2l < 1F()] < K2l
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Joka3: Ha ocuoBy nobujenux mejemnaroctu (5.1.8) u (5.1.9), nokas reopeme
HENOCPEeIHO CJaenar IMpuMeHoM jeme 5.1.8. d

Y pany [49] ayTopu cy mobuim BaskHY HejeJHAKOCT WCKAa3aHy y HapeIHO]
TeopeMu, Koja onpebyje momy rpaHuny 3a KOHCTAHTY KOJIMIIIWUIIOBOCTH, 3a
IIpECINKaBame KOje je XapMOHUjCKU k-KBa3UKOH(POPMHU qudeoMoppusaMm je-

OUHWUYHOT NUCKa Ha cebe 1 Koje purcupa Tadry z = 0.

Teopema 5.1.10. Hexa je f k-k8a3uKkon@GOPMHO TAPMOHUICKO NpecaAuKa8ame je-

ounuunoz ducka D na cebe u nexa je f(0) = 0. Tada, 3a ceako zi, z € D samcu

|f(21) = f(22)| =2 m(K)|z1 — 2],

+k 95 (1-K?)(3+4)
- K3K+1(K2 + K+ 1)31{'

1
zc?ejeKzl

Y pany [28] ayropu, Kanaj u Ilasnosuh, cy kopucrehin nozuary MopujeBy
KOHCTAHTY N0OMIn jou 60/by KOHCTAHTY KOJUIIIUIOBOCTHY, IOK Cy Y YIAHKY [9]
AyTOPU HABEJIU HEKOJIMKO MHTEPECAHTHUX MPOLIeMa 13 TeOPUje XapMOHU]CKUX
peciiMKaBama, Ol KOjUX je jemaH yImpaBO NpOHAJa:KeHme Haj0oJbe KOHCTAHTE
c(K), 3a rojy je |f(2)| = ¢(K)|z|, kax ron je z € D. Ouuraenso je 1 > ¢(K) >

1

70 Te je otyza u KlgrllJrc(K) =1.

Hanomena 5.1.1. Jlo6ujena nejemuakoct (5.1.8) cBakako Huje 60/ma 01 IO3HA-
Te HejemHakoctu (2.3.1) mckazanme y IlIBaprosoj smemu 2.3.2 3a XxapMOHI]jCKe

¢yurnuje. Mebyrtum, craBmajyhm 2o = 0 y Hejemnaxkoctu Teopeme 5.1.10,
95(1-K?)(3+4)

K3K+1(K2_|_K_|_1>3K|Z|’

1
roGujano ma je |f(2)] > |2l > m(K)|s| =
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5.2 Ciaydaj KOHBEKCHUX KOJOMeHa

Hexka je 2 C C npocro moBe3aHna KOHBEKCHA O0JIACT y KOMIIEKCHO] DaBHH,
paznnunra on C. Ilosmaro je ma ce mperxomua TBpDema Mory mpeHeTu y
CIydajy KOHBEKCHOI IIPOCTO IOBE3aHOr JOMeHa y caunu (Bumeru [11]).

PasmoTpumo, Hajope, caenehu npumep.

1+ k
1—k
[Ipecnurasamwe h : w — ( = h(w) = Ku+ v, w = u+ w € H, je xapmonu-

ITpumep 5.2.1. (a) Heka je, kao u no cana, 0 < k < 1 npoussomuo nu K =

jckm k-KBa3uKOH(GOPMHMN mudeoMopdur3aM ropme MoJaypaBHA Ha cebe, ma oTyna
(Bumetu mpumep 3.4.2), ysumajyhu npousBoman KOHGOPMHU M30MOpQU3aM ¢
jemauuaunyHor mucka D u ropwme moaypasuu H, ¢g : D — H, mobujamo ma 3a
npeciukaBame [z +— f(z) = h(g(z)), z € D, Baskn

i (h(w)) K1

197112) = 119hl(w) = /=5 P )] = [hfor)] = =5

3a cBako 2z € D.

(6) Aro 6ucmo ymecTo ¢QyHEIUje h KOjy CMO He(pUHUCAIN Y IPETXOAHOM Iey
OBOI' IIpUMepa, NOCMaTpaJi HEHY UHBEP3HY (QYHKUU]Y, Tj. (QYHKOIU]Y W =
H(() = %ﬁ—kin, ( = &+41in € H, koja je rakobhe xapMoHujcku k-KBa3UKOHGOPMHU
nugpeoMopduzaM ropime MoJIypaBHU Ha cebe, MCTUM PEe30HOBAWm-eM NOOMIn Ou-

cMO n1a je

10FI(:) = 10HI(C) = |22 S A0 = Ihe(0)] = T

2K

3a cBako z € D, rme je F: z+— F(z) = H(g(z)), z € D.

Y pany [17] je morazano caenehie 6utno tBpheme, koje he mam omoryhuru

a IPYMEHNMO MeToJ ynopebuBama KOHPOPMHUX METPUKA M Y OBOM CIydajy.



101

Jlema 5.2.1. Hexa je 2 C C dama npocmo noseszana obaacm pasauwuma 00 C.
Taoa, <) je KonBeKCHA 06AACT AKO U CAMO KO 30 2YCTMUNHY TUNEPOOAUNKE MEMPUKE

Aq, Koja je dedunucana na (), eaxncu

(log M) (2)] < v/Aalz). (5.2.1)

3a ceaxo z € Q). Taxohe, yxosuxo eaxncu npemroona wejednarocm, mada je u

(log Aa)-(2)] < $Aa(2), (5.2.2)

3a ceaxo z € ().

OsaxrBo jemno TBpheme He BaKu y CIydYajy NPOU3BOJbHE IMIPOCTO MOBE3aHE

obsacTu.

Teopema 5.2.2. Hexa je f k-weasuxonpopmmno zapmonujcro npecauxasamwe je-
ounuwnoe ducka D wa €, 20e je 2 C C mpocmo nosezana xoneexcHa obaacm

pazauvuma 00 C. Tada eaxncu

K+1 K +1
i SIOfllE) < ——, (5.2.3)
. 1+k .
3a caaxo z € D, 20e je K = T % > 1. Ilpu mome, obe nejednarocmu ce QoCmuiCy.

Ioka3s: Ilocrynajyhu, cainyso, ka0 paHuje, qe@UHUAIIIMO KOHGOPMHY MeTpPU-
uky ryctuny o(z) = (1 —k)*X\o(f(2))|f.(2)|?, 2 € D. Pauynajyhu oarosapajyhe

nmapiyjajHe u3Boe, jeIHOCTABHO M00MjaMo na je

(Alogo)(z) = (Alog (Ao f))(2),
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3a cBako z € D, jep je ¢yurmmja f, anamutuura y D, na je oryma ¢yHKIMja

z > log|f.(2)| xapmonujcra y D. Takobe Baskn,

(Alog (Ao o f))(2) = 4(log (Aa © f)):2(2)

= 4 ((log A)wa (f (2)) (1S2(2)]* + |f2(2)[*) + 2Re((log Aa)uwu (£ (2)) f2(2) f2(2)))
= (Alog Aa)(f(2))(If=(2)I* + [ £2(2)]*) + 8Re((log Aa)wu (f (2)) f:(2) f2(2))

= 2Xa(f() (£ + [£(2)[*) + 8Re((log Aa)wu (£ (2)) f(2) f2(2)),

3a cBako z € D, jep je K, (w) =—1, w= f(z) € Q. Crora je u

K,(2) = —(1_71]02 <1 + g (2)2 + 4Re (OOg;s()}”E"Z()J;(Z)) %)) . (5.2.4)

3a cBako z € D. Jlame, npumenom HejegHarocTu (5.2.2), uCKa3aHe y JEeMU

5.2.1, mobujamo ma BasKu

(log M) (F(2)) J:(2) | | _ [0 A (F) i) | 1
Re< Aa(f(2)) m)‘ S NUE) L0 < 2|,uf( ), (5.2.5)

3a cBako z € D, a camum tuMm, kopucrehu (5.2.4), u na je ucnymeno

1

I 62 el 1 GO B € et 12

K,(2) < = — g < b (5.2.6)
OHOCHO,
K, (2) > 1+ |w2?|_2 Z)ZQIM(Z)I _a Elﬁfé;)l)Q > —<%>2’ (5.2.7)

3a cBako z € D.
Hajzan, va ocuoBy nejemuakoctu (5.2.6), npumenom geme 4.3.1, nobujamo

na je o(z) < A(2), z € D, mro je ekBUBaJIEHTHO ca

Aal/(2) 1 K41

101711(:) = | HEPUE € T = 5
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3a cBako z € D.

Ca npyre ctpane, 3a ['aycoBy kKpuBuHy KoH(popMHE MeTpuke ds’ = 5(z)|dz|?
1+ k

Ha D, rue je 6(z) = (ﬂ)%(z), z € D, npumenoM nporesre (5.2.7), TpUBKjaIHO
BaKN
0> K5(z) (1_k)2K (2)>—1,2€D
s\#2) =777 o\z) =z —1,Z2 )
1+k

mTo HaMm, npumeHoMm teopeme 4.3.2, 06e3bebyje ma je A(z) < 7(z), 3a cBako

z €D, jep 6(z) = 400, ran |z| — 1_, ogrocHO,

||af||(2): %UZ(Z) 1 _K_|_1

|2 1+k 2K
3a cBako 2z € D.

Ila ce HejemHAKOCTU NOCTWKY, MOKA3y]y IPUMEPU HA MOYETKY IOTJIABJbA.
Taxkobe, npumehyjemo na mecHa cTpaHa HEjeTHAKOCTU OCTAje U AaJbe HA CHA3U

y ciy4ajy ma IpeciukaBame [ HUje CypjeTUBHO. O

ITocnemuna 5.2.3. Hexa je f k-k8a3ukon@opmmo sapmorujcko npecaukasame je-
ounuyroe ducka D wa ), 20e je 0 C C npocmo nosezana xoneexcra obaacm pa-

sauvuma 00 C. Tada saxncu

1
(21, 22) < do(f(21), f(22)) < Kdp(21, 22), (5.2.8)
1+ k
3a caakxo z € D, z@ejeKzl—i_P—kEL

ITocnemuna 5.2.4. Hexa je f k-x8a3ukon@opmHo Tapmorujcko npecaukasame je-
Junuunoe ducka D wa ), 20e je 0 C C npocmo nosezana xKoneexcra obaacm pa-

aaunuma 00 C. Axo je K = mada je npecaurasame [ KEA3U-UIOMEMPUIA

+k
1-k
jedunuwroez ducka Ha obaacm §2 y odnocy wa odzoeapajyha runepbosuvka pacmoja-

wa. Cneyujaano, npecauxasane [ je (K1, K) bu-JTunwuyoso y o0nocy na ucma.
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5.3 IlonypaBan H m BepTuKaJHu mmojac S

Y oBOM OmeJbKy HaM je Iusb Oa OmuIIeMo, mon oapebenum yciaoBuma, xa-
pMoHUjcKe mupeomopduaMe m3Mehy mnojennHMX OUTHUX JOMEHA KOMILJIEKCHE
paBau. CroenujasHo, MHTepecanTHU he HaMm Owtu momenu H um S, OoaHOCHO
ropma mojdypaBaH U BepTUKAJIHU nojac (Bumetu npumepe 3.4.2 u 3.4.3).

[TosnaTo ma 3a mosuTuBHE XapMOHUjCke (yukiuje (Bumeru [4] u [34]) me-
¢uHMCcane Ha ropwmoj nmonypasHm H Bakwn cnemeha BaskHa Teopema penpese-
Hranuje. To TtBpheme ce y nmureparypu dyecto Ha3zuBa TeopemoM Puca m Xe-

priona.

Teopema 5.3.1. Axo je u: H — R nosumusena zapmonujcra pynruuja y deduru-
cana y 2opwoj noaypasru. Tada nocmoju neonadajyha peasna pynruuja p, oedun-
ucana Ha R, xao u newezamuena Kowcmanma ¢, maxo 06 8axCU

u(z) = cy + % /_+OO P(z,t)du(t),

o0

3a ceaxo z = x + iy € H, 2de je ca P(z,t) = Yy, € H, t € R, osnaueno

|z —t*
IIyaconoso jesepo 3a 20pHY NOAYPABAH.
Takobe, y mamem, on 3Hauaja he mam OuTy U mOcCaenuIla MPETXOMTHE TEO-

peme (Buzmetu [34] u [28]).

ITocnenuna 5.3.2. Hexa je npecaurasamwe [ rapmonujcru dugpeomopdusam zopme
noaypaenu H wa cebe u wexa je xomeomopduszam odzoeapajyhuxr zameopemwa y
emucny mempuke y C. Axo saxncu f(oo) = oo, mada je v(z) = Im(f(2)) = cy,

c >0, 3a ceaxo z € H.
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Iloka3: Ha ocuoBy ycmoBa Teopeme v = Im f je cTporo mos3urtwBHA XapMOHU-
jcka pyHEUMja nqeduHUCaHA Y TOPH0]) moaypasuu H, 3a kojy je jom u yli}r& v(z) =
v(z) = 0, 3a cBako ¢urcupano =z € R, z = x +iy. Ca apyre crpase, mocroju
Heonanajyha ¢yurnmja p: R — R, anmn u xorcranra ¢ > 0, Tako ma BaKu
1 [+eo
v(z) =cy+ — /_Oo P(z,t)du(t),

3a cBako z € H. NMmajyhu To y Bumy, Ha ocHOBY npouene |z —t* = y*+|z—t]? <

2y% x <t < x+vy, 3a pukcupano v = Rez, z € H, mobujamo v(z) > cy +

1 Tty 1 T+y _
‘/ Pz t)dp(t) > ey + 5— [ dult) = cy+“<“2y73y =

s 2y /.,
IpeJacKOM Ha TPaHUYHY BpemHocT kKajn y — 04, mobumjamo ma je ' (r) = 0.

> 0, onmaxkie,

Amnasiorso, npumenyjyhu ucty npoueny 3a umenusal IlyacoHoBor jesrpa, Te
OpesackOM Ha MHTErPaJl Ha CEeTMeHTy [T — y, x|, JoOujaMo ma je u JeBu U3BOL
¢yurmuje p y rauku x jemsak 0, tj. p’ (x) = 0. Iakrme, 360r TpoOM3BOLHOCTH
r € R, ¢dynrnuja p je koncranTHa (yHkmuja Ha R, ma je crora v(z) = cy, 3a
cBako z € H. Mebyrtuwm, cana je jacHo ma mopa outu ¢ > 0, Te oTyna cienu u
TBpbheme. O

Y mamem Tekcry, pamu jenaocraBaoctu, ca QC(H) hemo osmauasatm ckyn
CBUX KBa3UKOH()OPMHUX MNpeciuKaBama [ TOpme MoJdypaBHU Ha cebe, Koja
Cé HENPEKUAHO MOrY MIPOUMPUTUA JO XOMEOMOpP(PU3Ma 3aTBOPEHE, y CMUCIY
tononoruje y C, ropme norypasau Ha cebe U Koja (UKCHpajy Tauky 0o. Y KO-
nuko je npeciukaBame f € QC(H) jom n xapmonujcko y H, pehin hemo na npu-
nana npocropy QCH(H). Ilosmato je (Bumerum [1]) ma aro Baxu f € QC(H),
na je tana mpeciaukaBame ¢ = f|g, Tj. pPeCTpuUKNUja IpeciuKaBama [ Ha
R, mpeciukaBame KOje je KBaA3UCUMETPUYHO, Tj. CTPOro pacryhm xomeomo-

pduzam peasiHe oce Ha cebe 3a KOju IOCTOjU KOHCTAHTa ¢ > 1 TakBa na je
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1 t) —
< o +1) — () < ¢, 3a cBako ¢ € R u cBako ¢t > 0. Takobe, yronuko je

¢ p(r) —plr—1)
¢ HacTajao Kao pecrpuknuja npeciaukaBawma f € HQC(H) ma R, rama he wucro

outu Ou-JlunmumnoBo Ha R, camMuM TUM U amcoJIyTHO HempeKuaHo Ha R, Te ma
1 , .
he BaskuTn; . < ¢'(z) < ¢, 3a cropo cBako x € R, rme je ¢ HeKa MO3UTUBHA
KOHCTAHTA.
Hasemhewmo cana jenny on npsux kapakrepusanuja npocropa HQC(H) (su-

metu [27]), ynju je mOKa3 HEMOCPEAHA MOCJIEAUIA MPETXOAHUX PAa3MATPabAa.

IIponozunuja 5.3.3. Hexa je f : H — H zapmonujcro k-xeasuxonpopmmno npe-

caukasawe. Tada cy caedeha mephewa exsusanenmma:

(a) f € QC(H).
(6) IIocmoje nosumuene xKoncmanme ¢ u M, maxee da saxncu

du

1 ou
ate

v(z) =Im(f(2)) = cy, == < 5-(2) <M,

M ~ Ox

?

3a ceaxo z = x + 1y € H.

(n) f je bu-Jlunwuyoso npecaukasame 2opme NOAYPaABHU Ha cebe.
MebyTtum, Basku u BuIIe.

Teopema 5.3.4. Hexa je [ npecaurasawe xoje je k-x8azuxondopmmu rapmoru-

jewu Queomopdusam zopwe noaypaswu H na cebe. Tada je f yjeono u (K, K)

Keazu-uzomempuja y o0nocy na zunepboaunury mempury na H, mj. (K1, K) 6u-
14k

JTunwuyoso npecaurasamwe y 00Hocy Ha my mempuky, 20e je K = ——.

1—k
Iloka3: Kako je [ KBa3MKOH(GOPMHN XapMOHUjCKU I1(GEOMOP(PU3aM FOPHE IOJIY-
paBau H ma cebe, To ce f MOske TPOMUPUTU IO XOMEOMOPPU3MaA 3aTBOPEHE
ropme nomypasuu H, y cmucay tonomnoruje y C, Ha cebe (Bumeru [1]). O3smna-

unhiemo TO mpommpeme ca f, takobe. Crora, yromuko f(00) # 00, MOXKEMO
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Hahu tauno jenno a € R 3a koje je f(a) = co. O3maunmo canga ca g KOHGOPMHU
ayToMop¢uzam nmoxypasuu H Ha cebe, 3a koju je g(oco) = a. C obG3upom na
je mpecauKaBame ¢ yjeIHO M m3oMeTpuja ropwme noaypasau H, y omHocy Ha
XunepOOINYKy METPUKY, T€ KAKO je KOMIO3uluja fog, Ha OCHOBY MPOIO3UIIA]je
1.4.1, rakobe k-KBa3mMKOH(MOPMHO IpECIMKABAKE, AW HA OCHOBY j€ITHAKOCTU
(1.1.5) m XapMOHHMjCKO NPECIUKABAKHE, MOKEMO MPETIOCTABUTU & MOJIA3HO
npecaukaBane [ 3amoBosbaBa na je f(oco) = oco. Ilasme, kopucrehu semy 5.3.2,

nocroju kKoHCTaHTa ¢ > 0 TakBa ma je v(z) = Im(f(2)) = cy, 3a cBaro z € H. Y3

Q [y

nomoh tpancpopmanuje cauunoctu h: ( — h(¢) = =, ¢ € H, na nornyuno ucru
HAUMH Kao MITO je TOpe ONMCAHO, MOKEMO HPETIOCTABUTHU, PAIU jeIHOCTABHO-
cTtu, na je c = 1.

Crora, mera je f(z) = u(z) + 1y, u(z) = Re(f(2)), 2z = x +iy € H. Kaxo je

GyHEIMja u XapMOHMjCKa, NMOoCcToju aHagutmuka ¢yurnuja F : H — C raksa

F(z)—l—z+ F(z)—=z
2

na je u(z) = Re(F(z)), 2 € H, a oryna je n f(z) = ; 38

2
1
ceako z € H. Ca ngpyre crpane, Baxku na je f,(z) = Q(F (z2) + 1), kao u

1 F'(z) -1
fs(z) = §(F/(Z) —1), 3a cBako z € H, omakne Hamaszumo na je pr(z) = %,
_ 1+ u(2)

1— py(2)
KOMILJIEKCHY OWJIATAIA]y MpeciaukaBama f. Kopucrehu ocHoBHA cBOjcTBa OU-

z € H, omnocuo, F'(z) , 38 cBako z € H, rme cmo ca py o3HauUMIN

+w )
JIMHEAPpHOT IpecjaukaBama B @ w +— 1—, w € D, xoje kOHQOPMHO TpecIUKaBa
w

jemuanunu quck D va mecuy momypasan [IT = {( € C: Re( > 0}, jemnocraBuo

nobujamo ma 3a mack Dy = {w € C : |w| < k} Bawn B(Dy) = B(cy, i), rae je

1+ k?

B(cg,mx) ={C € C: | —ck| < rp} mack y C ca menTpom y Taurum ¢ = 72
2k S

TOMYNPEHHMKS, Tk = T Crora, kako je juys(z) € Dy, 3a cBako z € H, no-

bujamo ma je F'(z) = B(ps(2)) € B(ck,rk), xan rox je z € H. Kako je, 3a
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—_
_I_

5
—_

1 1 1
(K + ?)7 OJTHOCHO, T}, = §(K - ?)7

1 1
je K—!—l}|F,(Z)—|—1|214—?,K&OHK—l)‘F/(z)—HZl—?. Korauso,

K = ——, ucnymeno ¢ = nobujamo ma

DO |

karo je Ay(z) = |f.(2)| + |fz] = %(|(F'(Z)+1)|+|(F'(Z) —1)]), z € H, o je
As(z)
Ar(2)

< Af(2) < K, 3a cBako z € H. Mebyrum, Baxu u Dy(z) = < K, 3a
cBako z € H.
Harxmne, — < Af(2) < Af(2) < K, 3a cBaro z € H. Mebyrum, kana uspauy-

HAMO XMIIePOONIMYKY U3BOJ NpecaukaBama [ (Bumeru u npumep 3.4.2), nobu-

jaMo
10711(2 ,/ Ifz = ji( = 1£02)]
ma je crora u [|0f]|(2)(1 — |us(2)]) = As(2) = % nox je [|0f]1(2)(1 + |ug(2)]) =

As(z) < K, 3a cBako z € H, onakie, Ha ocHOBy mocnenure 4.4.3 cienu TBpbhe-

me. O

Teopema 5.3.5. IIpemnocmasumo da npecauxasamwe f 3a0o80omasa ycaose npe-
mzodne meopeme. Tada 3a necauxasamwe f eaxcu da je (K, K) xeasu-uzomempuja
u Yy o0nocy ma eykaudcky mempuxy, a camum mum u (K1 K) 6u-Jlunwuyoso

npecaurasame, mj. 8anNCu

1
ol =zl <Uf(2) = fl)] < Ko — 2|,
1+ k
30 c8aKo z1, 29 € H, 20e je K = 1+—k

Ioxkas: [loctynajyhu Ha mCTM HAYMH KOjU je NPENCTABJbEH Y MOKA3y JeMe
4.4.1, onaocHo y moka3y jeme 4.4.2, yaumajyhu reomesujcke JuHUjE Y OTHOCY
Ha €YKJIUJACKY METPUKY, Tj. IPABOJUHUjCKE CerMeHTe, TBpheme mocTaje Hemo-
CpemHa IOCJIEeIUIa YUHCHUIE % < Af(2) < Ag(2) < K, r0ja BakHM 3a CBAKO

z € H. O
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Onucahemo cama xapMmoHmjcke mupeomopdusme mojaca S Ha cebe. Ilo

yraeny Ha [44] nokazahiemo cnenehy mponosunujy.

IIponozunuja 5.3.6. Hexa je xomeomoppusam f : S — S zapmonujeko npecauka-
same nojaca S wa cebe u Hexa Purcupa mavwky oo. Osnavwumo ca g, 00HocHo ca h,
AHAAUMUYKY, 00HOCHO AHMUGHAAUMUYKY 0€0 Moz npecaukasamna, pedom. Tada
sancu g(z) + h(z) = z, 3a ceaxo z € S. Ilpu mome je f(z) = z — 2ilm(h(2)) u

Re(h'(2)) < %, 3a ceaxo z € S, xao u lim (y — 2Im(h(2))) = o0, z = x + iy € S.

57 Z—r00
Joxka3s: Heka je u(z) = Re(f(2)), z € S. Ilpumemyjyhu npso npunnumn cu-
MeTpHuje, a 3aTUM U pacyhuBame MOTIIYHO aHAJOTHO OHOM KOj€e je MPUKa3aHO
y Ioka3y npomnosuimje 5.3.2, jenHocraBHO nobujamo ma je u(z) = x, 3a CBaKO
z=uax+iy €S, unu je u(z) = —z, 3a cBaro z = r+iy € S. IIpernocraBumo crora
na je f(z) = x+iv(z), z € S. Tanma nocroju anamurtuyka ¢ysrnuja F': S — C

rakBa na je v(z) = Im(F(z)), kax rox je z € S. Oryna je, 3a ¢purcupano z € S,

F(z)—F(z) F(z2)+z z—F(2)
flz)=x+ 5 = 5 + 5

OOHOCHO, aKO Cy ¢ u h, penoM, aHAJUTUYKA U AHTUAHAJIUTUYKUA €0 TIpe-
cmukaBama f, Tj. f = g + h, mobujamo ma je g(z) + h(z) = 2, ommocmO
f(z) = z —2ilm(h(2)). Ca mpyre crpame Bawxku |F'(z)+ 1| > |1 — F'(z)], jep
npeciukaBame [ 4yBa OpUjeHTAIU]y, ITO je ekBuBaJsieHTHO ca Re(F'(z)) > 0,
omakye nobujamo ma je Re(h'(2)) < % Ocum Tora, rako je f(oo) = oo, caeau
na je u Zlirgo(y —2Im(h(2))) = oo. O
Kopucrehu oBy kapakrepusanujy, MOKEMO Ha MOTIYHO UCTU HAYUH, KAO
mro je ypabeno y mpyrom mesny nokasza teopeme 5.3.4, mokasaTu ga 3a mpe-

camkaBame [ Koje 3a0BJbaBa yCJIOBE NPETXOHE IPOMIO3UNUje Takohe BasKu
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1
e < Ap(2) < Af(2) < K, 3a cBaro z € S. Oryga, kaga M3padyHAMO XUIIe-

pGoanukn u3Box mpeciaukaBama f (Bumetm nmpumep 3.4.3), Hama3zuMo ga je

10f|1(2) = |f.(2)], jep je Re(f(z)) =z, 3a cBako z =z + iy € S, Te nmo3usajyhn

ce Ha npono3unujy 4.4.3, nobujamo ciaenehe TBpbheme.

Teopema 5.3.7. Hexa je xomeomopduszam f : S — S zapmonujcro k-xeasuxo-
HPOpMHO npecaurasame nojaca S wa cebe u wexa Puxcupa mauky oo. Tada f

uma ocobuny da je (K1 K) xeasu-usomempuja y o0nocy ma zunepboiunky u ey-
1+ k
1-k
npecauragame y 00HoCy Ha obe mempuke.

kaudcky mempury, K = na je ucmo yjeorno u (K1 K) 6u-Junwuyoeo

5.4 Ciy4daj OpocTo moBe3aHWX KO/IOMeHa XuIepoo-
JIMYKOT THUIIa

On muOrmx remepanusamnuja IlIsapi-Ilukose meme m3gBojuhemo cama jour
jemHy KOja ce TWYe aHAJUTUUYKUX IpeciIuKaBama Koja neinyjy usMmMeby Puwma-
HOBUX NOBpmK (Bumetu teopemy 4.2.4), 0IHOCHO OHY KOja je AWPEKTHA MOCJe-
muna renepanusanuje [lIBapiiose meme 3a KenepoBe MHOTOCTPpYROCTH, KOjy je
nao Jay (Bumeru [60]). Vcra npeacrasma u yonmreme Teopeme 4.3.2 (Bugetun

npesen diaHak [57]).

Teopema 5.4.1. Hexa cy R u S dse Pumanose nospwu 6e3 zpanuye ca xongo-
pmrum mempurama ds® = p(2)|dz|* u ds? = o(w)|dw|?, pedom. Axo je mempuxa
ds? = p(2)|dz]* na nospwu R jow u womnaemma u axo 3a odeosapajyhe Laycose

kpusune ucmux eancu K,(2) > —a; u Ky(w) < —aq, 30 nexe peaane Koncmamnme



111

a1 = 0 uwas >0, mada 3a buro xoje anarumuuko npecaukasamwe F: R — S usmeby

MUT NOBPULL 8AHCU
a
o(F(2))|F'(2)]F < —p(2),

a2
3a cearxo z € R. Cneuujaano, axo je a; = 0 mada je F xoncmanwmmo npecauka-

aame.

ITpumep 5.4.1. Heka je 2 = C — [0, +00). O3HaumMo ca s peryiapHy TDaHy

BumesHaune (pyukrmuje S : z — /2 y obmactu §), Koja je onpebena ycmoBom

s(z) —1i

s(—1) =i. Tana, je npecaukaBameM ¢(z) = , 2 € ), KOje je KoHHOpMHU

s(z) +i
nzomopduzam obmnactu () Ha jemuuHmuHM auck D, oxpebena xunepbonmuxa
. dz|?
merpuka Ha §). IIpu Tome je \q(z)|dz|? = A= z €.

42 Im(s(2))’
[TocmaTpajmo npeciaukaBama f(z) = Ko+iy u f(2) = —x+iy, 2 = o+iy € Q.

K
~ K—1
Ouurnenno cy npecaukaBama f u f k-gKBazukoHpopMHA, k = Kl

mujcka y 2. Ipu tome je f(Q) = f(Q) = Q. Takobe, Huje Temro mpose-

K+1 ~ K+1
putu na Basku f,(z) = T—'—, kao u f,(z) = T—'—, 3a cBako z € (2. Me-

Dyrtum, jennocraBauM ucnutuBameM (Bumetu [11]) mobujamo na je uCIymHmeHO
K +1 K+1

10f]](2) > — Kao u ||8fH(z) < T

U XapMo-

, Kag ron je z =x +1iy € Q, x > 0,

y > 0.

[Iperxomuu mpmMep HAM TOBOPHU Aa Yy CJYUajy IPOCTO MOBE3aHUX IOMEHA
KOMIIJICKCHE DAaBHU, KOjU Cy XUIIEPOOJIMUIKOr THIA, Tj. umja ce rpamuna y C
cacToju OJX HajMame NBE Tadyke, U KOJU HUCY KOHBEKCHU, OUYEKY]eMO Apyradvuje
pe3yarare. 3aro, Heka je G C C mpocrto moBe3ana obsact paszauunra on C.
[Tokymajmo ma ucnuramMo, HOJATHO, CBOjCTBA Xunepbonuuke MeTpuke Ha (G, na

OucMmo mokazaJsu Oa mpeTrxonHa TBphewma, caMoO ca ApyravmjuM KOHCTaHTaMma,
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Baske W y CJIydYajy TpOm3BOBHOT xumepbosmukor momena y C. Y tom mumy

M3IBAajaMo jelaH pe3iTaT Koju o ToMe rosopu (Bumeru [17]).

Jlema 5.4.2. Hexa je G C C dama npocmo nogezana obaacm pazauvwuma 00 C.

Taoa 3a 2ycmuny runepboauvwke mempure g, koja je defunucana na G, saxncu

|(log Ac)=(2)] < 2v/Aa(2), (5.4.1)

3a ceaxo z € G. Mebymum, y mom cayuajy je u

xao 200 je z € G, 20e je p(n) =n>+ (n + %) n?—1,n>1. Haxne,

_ 16+9\/§)\

|(log A¢).-(2)| < 3 a(2), z€G. (5.4.3)

Teopema 5.4.3. Hexa je f k-xeasuxonpopmmno zapmonujcrko npecauxasamwe je-
ounuwnoe ducka D wa G, 2de je G C C npoussonna npocmo nosezana obaacm
pazauvuma 00 C. Ykoaukxo je xongopmmna mempura ds* = Ag(f(2))]f.(2)]?|dz|?

KOMNAETMHA HA D, maoda 8aNCU

1

16+ 9v3
\/1+k2+%fk

1011](2) = (5.4.4)

3a ceaxo z € D.

Ilokas: 3a rycruny rkonpopmue merpuke o(z) = A\g(f(2))|f.(2)%, 2 € D, kao n

y paHMUjUM CUTyaluijama, nobujaMo aa je

(log Ag)ww(f(2)) (%)
Ma(f(2)  f.(2)) )

K,(2)=— <1 + g (2)* + 4Re< (5.4.5)
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3a cBako z € D. Crora, npumenom Hejennakoctu (5.4.3), 3akmyuyjemMo ma je

Re((log Al f(2)) fz(z)>' _16+9V5

(f2) TG g (2l (5.4.6)

3a cBako z € D, na je, kopucrehu (5.4.5), ncnymeno

Ko(2) > - (1 ()P + MZ—MW««»)

(5.4.7)

3a cBako z € D. Hajzan, kako rycruna o(z) = A\a(f(2))|f.(2)|?, 2 € D, unaykyje
KOMIUIETHY MeTpuky Ha [), mpuMmenom Teopeme 5.4.1 Ha mpecimKaBame Koje je

UAEHTUTETA U OAroBapajyhe MeTpuuke I'yCcTUHe, TOOUjamMo na je

16+9\/§/7€

M2) < (1+ K+ 5

Aa(f(2)|f-(2)%, z € D.
Oryna je, kama m3pauyyHaMO OAroBapajynu xumepOOJIUYKN U3BOI,

Aa(f(2)) 1

[10f]|(2) = YO |f2(2)] = :
(2) \/ 16 + 9v/3
1+k+———k
2

3a cBako z € D. |

Hanmomena 5.4.1. HanmomenuMo na HUje jeTHOCTABHO YTBPAUTH Kalda U IO
KOJUM yCJIOBMMAa BaKU 3HAK jeqHakocTu y HejemHakoctu (5.4.7). Ilrasume, y
IPBOM TPEHYTKY MOKe OUTU U HejacHO na Ju je Hajbosa Joma TpaHUla 3a
kpuBuny K, yomnmre nHeratuBHa. MebhyTtum, mnak xkpuBuna K, He MOoke OUTH
HEHeraTUBHA. 3auCTa, YKOJIUKO OM TO OMIIO TAYHO, Tanga, HA OCHOBY TeOpeMe

5.4.1, 3a npecaukaBawe F : D > z — w = F(z) = z € D, roje je muenrurera,
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YKOJMKO u3abepemo KoHpopmue MeTpuke ds® = o(z2)|dz]? = Aa(f(2))|f.(2)|?|dz|?
u ds* = MNw)|dw|?, 6u BawEwmIO ma je UCTO M KOHCTAHTHO, MTO HUKAKO HIUje

rayno. lakise, unak je inf{K,(z): z € D} <0.

ITocnenuna 5.4.4. Hexa je f k-k8a3ukon@opmHo Tapmorujcko npecauxasame je-
Junuurnoz ducka D wa G, 20e je G C C npouszsonrna npocmo nosezana obaacm
pazauvuma 00 C. Yroauro 3a wongopmny mempury ds® = Aa(f(2))]f.(2)])?|dz|?

saxcu 0a je Komnaemna wa D, mada je

16 + 9v/3
1+k:2++7\/_k:

5c(f(2))<(1—|2\2>\/ 2 () - 15D,

3a ceaxo z € D, 20e je dg(w) pacmojame mauxe w € G do epanuye me obaacmau.

IHoxka3z: Purcupajmo z € D. Kako je f mpecnuraBame koje je k-KBa3uKOH(O-
puMEO, 10 je |f:(2)| < K|f:(2)], omaxme je As(z) = [f:(2) — |f:(2)| = (1 = k)| f=(2)],

na je 3aTo u

%Oﬁ(zﬂ —£(2))) = (1= R)Df11(2)
N -k
\/1 + k2 %k

Ca mpyre crpaHe, 3a IPOU3BOJLAH XUIEPOOINUKYA NOMEH KOMIJIEKCHE DaBHU
(3a merasme Buzeru [2]), a camum TuM u 3a obuact G, Baxku ig(w))y/Ag(w) < 2,

w = f(z), omakrie mobujamo TBpbheme. a

ITocnemuna 5.4.5. Hexa je f k-kea3ukon@opmmo sapmorujcko npecaukasame je-
ounuwnoe ducka D wa G, 2de je G C C npoussonna npocmo nosezana obaacm

pazaunuma 00 C. Yrxoauxo je wondopmna mempura ds* = \g(f(2))|f.(2)]*|dz|?
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Komnaemua wa D, mada eaxncu

da(f(21), f(22)) = m(k) dp(z1, 22), (5.4.8)

3a ceaxo z € D, oonocrno npecaukasawe [ je m(k) xo-Jlunwuyoso y odnocy Ha

1—k
zunepbosuury mempury, 20e je m(k) = 7 .
16 +9v/3
\/ L4 2 4 VS
2
Iloka3: TBpbheme je Hemocpenua nocaeauIia IPeTxXogHe TeOpeEMe, HejeTHAKOCTHU
1—k
HOSN(2) (L = |s(2)]) = TN , 2 €D,
\/ 1+ k2 + ———k
2
Kao u TBpbhema sneme 4.4.2. O

Y ommreM caydajy, kopuctehu meron ynopebuBama moromHo omabpaHux
KOH(POPMHUX METPUKA, HE MOKEMO HahU OIeHy 0403r0 3a XUIePOOINIKYA U3BOT
k-KBa3MKOH(GOPMHOI XapMOHUjCKOr mpeciukaBawma f : D — G. 3awncra, us

jemHakoctu 5.4.5, mobujamo ma je

K,(2) < — (1 - 16%*@:) , (5.4.9)

3a cBako z € D, onakne ananusupameMm auHeapre ¢yukmuje [0,1) 3 k— a(k) =

16 + 9v/3
2
a(k) =0, roje cBakako npunazna (0,1), ucmymeHo

16+ 9v/3
Ko(z)<—<1—%\/_k> <0,

1 k, mobujamo ma je 3a cBe 0 < k < ko, voe je ky pememe jenHaumHe

(5.4.10)

kagron je z € D. Y Tom cayuajy, Tj. 3a cBako 0 < k < ko, Ha ocHOBY Aundopc-

[MIBapmoBe sneme, omuocHO, geme 4.3.1, caenu na je

(1 - 16%“%) o(2) < A(2),
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3a cBako z € D, a oryna u

Aa(f(2)) 1

[10f]](2) = YO |f(2)] < :
(2) \/ 16 + 9v/3
1 - 2TV

2

(5.4.11)

3a cBako z €D, 0 < k < k.
[Ipumerumo ma je ky ~ 0.06331, Te KAKO CMO 0103r0 MPOIEHUIN XUTEPOOTU-
UKM M3BOA npecamkaBama f, 3a 0 < k < ky = 0.06331, norazamnu cmo u ciaenehe

TBpbheme, jep je ucto mociaenuna te npoieHe u jgeme 4.4.1.

Teopema 5.4.6. Hexa je f : D — G npecauxasamwe xoje je k-x8aszuxon@opmmno u
rapmonujexo, 20e je G C C npouszsonna npocmo nogeszara 0baacm pazauduma 00

2
C. Tada, 3a cee 0 < k < kg = ——— =, saxcu
16 +9v/3

da(f(21), [(22)) < M(K) dp(21, 22), (5.4.12)

3a ceaxo z € D, oonocro npecaukasamwe [ je M(k) Jlunwuyoso y odnocy wa zu-
1+ k

\/1_ 16+29\/§/7€

Buno 6u maTEpecanTHO Oa ce, IOA UCTUM yCJIOBUMA, NpoHabhe oaroBapajy-

nepboauyuky mempurky, 20e je M(k) =

ha koHCTaHTa JUOMUNOBOCTH, y CAydYajy XunepOOIUUYKe MeTpUKe, aju y3
nmoMoh HEKOr Apyror Merona. & TJAaBHOM, Cy cBe Bep3uje Teopema IlIBapi-
[ImrkoBor Twna mpuiarobhene moBpmwmMa Ha KOjUMa MMaMO IPUCYCTBO KOH(DO-
pMHE MeTpuke Hemo3uTuBHe ['aycoBe kpuBuHe. Tarkobe, mTO je m MHOrO 3a-
XTeBHUje, Tpeba yCMEpUTHU NaKBy Ka IpOoHAJaKEHY OAroBapajynux KOHCTa-
HTU OUJIUMIIUIIOBOCTU U Y EYKJIUACKOM ciydvajy. Eykammcka MeTpura mma
[aycoBy kpuBuHY jemHAKy HyJa, Te HE MOKe OUTU ODjeKaT pa3MaTpama MIpu-

Ka3aHUX Yy OBOM IIOTJIABJLY.
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